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Je tiens donc à remercier tout particulièrement Monsieur Nicolas Chaillet, Professeur
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tous mes amis, en particulier : Ali Sassane, Hedi Karray, Abed Malti, Boumediene Be-
nyahia, Abdou Chikhaoui, Ismail Hamlili et Soufiane Taleb que j’ai eu la chance d’avoir
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2.4.2 Stabilité des systèmes à paramètres incertains . . . . . . . . . . . . 42
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4.4.1 Cahier des charges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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4.4.5 Commande en déflexion par H∞ standard . . . . . . . . . . . . . . 118
4.4.6 Conclusion et comparaison des résultats . . . . . . . . . . . . . . . 122

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5 Commande en force par intervalles des poutres piézoélectriques 127
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Introduction générale

L’essor considérable que connâıt actuellement la miniaturisation des produits en-
gendre une véritable révolution dans les milieux de la recherche et de l’industrie [Bry03].
Ces produits, appelés microsystèmes, sont largemment utilisés dans différents domaines :
médical, militaire, automobile, aérospatial, télécommunication, informatique, etc. Un
fort accroissement du marché mondial des microsystèmes est prévu pour la période
2012− 2016 comme indiqué sur la Figure 1 [sta11].
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Figure 1 – Prévisions du marché des microsystèmes entre 2012 et 2016 [sta11].

Pour fabriquer les microsystèmes, on utilise souvent les techniques de microfabrica-
tions dont un grand nombre sont en salles blanches. Ces techniques permettent d’obtenir
des microsystèmes très réduits dont les dimensions sont de l’ordre du micromètre. Ce-
pendant, lorsque les microsystèmes à développer sont ”hybrides”, c’est à dire composés
de plusieurs matériaux et microstructures elles-mêmes issues de différentes techniques
de microfabrication, il est souvent nécessaire d’utiliser l’assemblage. L’assemblage de
microstructures, appelé micro-assemblage, permet donc le développement de microsys-
tèmes de formes plus compliquées et en 3D que les techniques de microfabrications ne
peuvent pas réaliser ou au prix d’études longues et coûteuses.

Afin de réaliser ces micro-assemblages, la solution robotique est bien adaptée. Elle
doit cependant atteindre des précisions micrométriques, voire moins, en positionnement.
Ceci représente un challenge que les robots utilisés pour l’assemblage de composants
centimétriques et plus ne peuvent atteindre. En effet, les actionneurs classiques (moteurs
électriques, vérins, etc.) sont caractérisés par les jeux mécaniques (dus aux articulations
par exemple) qui sont une source d’imprécision. Des solutions spécifiques sont proposées
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et sont basées sur l’utilisation du matériaux actifs. Les matériaux actifs permettent un
développement de micro-actionneurs réduits en dimensions et hautement résolus. Parmi
les matériaux actifs les plus utilisés pour le développement de micro-actionneurs, on
trouve les matériaux piézoéléctriques. Ces matériaux proposent une très haute résolution
(souvent nanométrique), une large bande-passante (plus du kHz pour certains micro-
actionneurs) et une grande densité de force qui sont très intéressantes pour le micro-
assemblage et la micromanipulation.

Depuis plusieurs années, la commande des micro-actionneurs piézoélectriques a connu
un grand intérêt. En effet, malgré leur haute résolution, ces micro-actionneurs, surtout
ceux utilisés dans les applications de micro-assemblage et de micromanipulation, ont des
comportements incertains rendant la synthèse des correcteurs délicate pour d’atteindre
les performances requises. Ces comportemnts incertains sont particulièrement liées à leur
forte sensibilité à l’environnement (variation de température, micro-objets manipulés,
etc.), à leur plage d’utilisation qui mène à des nonlinéarités (hystérésis et dérive lente)

Par ailleurs, le développement des systèmes de micromanipulation et de micro-
assemblage est confronté à un manque de capteurs convenables permettant l’identifi-
cation et la commande. En effet, les capteurs ayant les performances nécessaires (pré-
cisions sub-micrométriques et bande passante élevée) sont non-embarquables et chers
(exemples : interféromètres, capteurs optiques par triangulation) ce qui ne les rend pas
utilisables pour les applications considérées. De l’autre côté, les capteurs embarquables
comme par exemple les jauges de déformation présentent en plus de leur fragilité des
difficultés d’intégration au sein des micro-actionneurs.

Intrinsèquement, il est très difficile d’atteindre les précisions et les résolutions requises
pour la micromanipulation et pour le micro-assemblage en présence de ces incertitudes.
En effet, plus ces incertitudes sont négligées et plus les performances du système de
manipulation s’en trouvent affectées. Dans ce contexte, il parait indispensable d’utiliser
des techniques adaptées de l’automatique afin d’assurer une micromanipulation et un
micro-assemblage précis des objets de petites tailles. Ces techniques doivent être robustes
vis-à-vis des incertitudes. Les approches habituelles de commande robuste telles queH∞,
µ-synthèse, etc, ont été utilisées pour commander les actionneurs piézoélectriques. Ce-
pendant, l’utilisation de ces approches robustes mène souvent à des correcteurs d’ordre
relativement élevé. Pour les actionneurs piézoélectriques, malgré la robustesse de ces
correcteurs, leur implémentation dans un microcontrôleur pose un problème de com-
mande, car ils sont côuteux en termes de temps de calcul. Pour cela, l’utilisation des
correcteurs d’ordre réduit est indispensable. Une solution évidente consisterait à utiliser
des méthodes de réduction d’ordre. Cependant, la réduction d’ordre est souvent accom-
pagnée d’une dégradation des performances du système corrigé, en particulier lorsque
les incertitudes sont non-négligeables.

Notre travail a consisté à proposer une nouvelle stratégie de modélisation et de
commande permettant de réussir les tâches de micromanipulation et de micro-assemblage
de façon garantie. Cette stratégie vise à combiner les outils de l’automatique avec les
techniques du calcul par intervalles afin :

– de borner les incertitudes de modèle ;
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– de dimensionner des actionneurs piézoélectriques ;
– et de synthétiser des correcteurs robustes d’ordre réduit.

Notre contribution s’intègre dans les travaux de recherche de l’équipe ’Système Au-
tomatisés de Micromanipulation et MIcroassemblage’ (SAMMI) du département ’Auto-
matique et Systèmes Micro-Mécatroniques’ (AS2M) de l’Institut FEMTO-ST 2 de Be-
sançon. Le présent document est structuré en six chapitres.

Le premier chapitre se concentre sur le contexte de la micromanipulation et du micro-
assemblage en revue les difficultés limitant les performances souhaitées. Une description
des différents type d’actionnement fréquemment utilisés est également présentée. Dans
ce travail, nous nous focalisons particulièrement sur les systèmes de micromanipulation
à base de poutres piézoélectriques. Nous donnons à la fin du chapitre un bref état de
l’art sur la commande des poutres piézoélectriques.

Le second chapitre s’intéresse aux concepts de base de l’analyse par intervalles uti-
lisés pour encadrer les incertitudes paramétriques des systèmes. Nous donnons d’abord
les préliminaires mathématiques du calcul par intervalles. Puis, nous abordons la repré-
sentation des systèmes à incertitudes paramétriques. Nous proposons ensuite quelques
théorèmes d’inclusion utiles pour la partie commande.

Dans une première partie du troisième chapitre, nous donnons la modélisation ana-
lytique des actionneurs piézoélectriques. Une étude de la variabilité du comportement
des actionneurs piézoélectriques en fonction de leurs dimensions sera présentée. Dans le
but d’améliorer les performances des actionneurs piézoélectriques, la deuxième partie du
chapitre présente une méthode de dimensionnement de ces derniers en utilisant l’analyse
par intervalles. Deux problèmes de dimensionnement seront ensuite exposés.

Les aspects de modélisation des non-linéarités et la commande en déflexion pour le
micro-positionnement précis des actionneurs piézoélectriques forment le cœur du cha-
pitre quatre. Dans un premier temps, nous donnons la modélisation de l’hystérésis et
sa compensation par inversion du modèle de Bouc-Wen. Puis, nous présentons une des-
cription par intervalles du comportement dynamique des actionneurs piézoélectriques.
Afin d’assurer un cahier des charges voulu en déflexion, nous proposons ensuite deux
méthodes de synthèse de correcteur en utilisant les techniques du calcul par intervalles.
Nous comparons ces dernières aux méthodes de commande robuste H∞ et µ-synthèse
des actionneurs piézoélectriques proposées antérieurement [Rak06b] [Rak09].

Au chapitre cinq, nous traitons la commande en force des actionneurs piézoélec-
triques. En raison du manque de capteur de force, nous rappelons une estimation non-
linéaire de la force proposée dans des travaux précédents. Ensuite, nous présentons une
modélisation par intervalles pour décrire le comportement en force. Pour la commande
en force, nous développons une technique par intervalles appliquée à la synthèse d’un
correcteur RST. Les résultats obtenus seront discutés et comparés à ceux obtenus avec
la commande µ-synthèse.

2. Franche-Comté Électronique, Mécanique, Thermique et Optique - Sciences et Technologies
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Enfin, le chapitre six est consacré au développement et à la commande hybride
d’une micropince. La micropince est basée sur les actionneurs piézoélectriques étudiés
au chapitre trois. Pour la synthèse des lois de commande, nous mettons en œuvre les
approches de commande par intervalles proposées aux chapitres quatre et cinq. Dans la
seconde partie du chapitre, nous présentons la commande hybride (force/deflexion) de
la micropince permettant l’automatisation des tâches de prise dépose.



Chapitre 1

Micromanipulation et

micro-assemblage

1.1 Contexte

Ces dernières années, la miniaturisation des produits est devenue un sujet d’intérêt
croissant dans les milieux scientifiques et industriels. Des composants microsystèmes ont
été développés afin de réaliser des fonctions mécaniques, électroniques, thermiques, op-
tiques, etc. Pour cela, les techniques de réalisation, notamment de microfabrication et
de micro-usinage ont été inventées et perfectionnées. Ces produits miniatures trouvent
leur place dans de nombreuses applications. Il s’agit principalement d’applications cou-
rantes telles que : les têtes d’impression à jet d’encre, les têtes de lecture de disques
durs, les systèmes de communication sans fil, les systèmes de stockage de données, les
micro-miroirs utilisés dans les systèmes de vidéo projection, etc. D’autres applications
concernent les accéléromètres et les microcapteurs utilisés dans les domaines de l’élec-
tronique mobile (téléphonie, GPS, etc), de l’aérospatial et de l’automobile. De nouvelles
applications apparaissent également dans le domaine médical tels que les microrobots
explorateurs dans le corps humain (coloscopes intelligents).

La complexité croissante des produits miniatures conduit maintenant à utiliser les
solutions d’assemblage (micro-assemblage) en plus des techniques de microfabrication.
Il y a deux raisons pour ceci : 1) la mise au point d’un processus de microfabrication de
type monolithique 1 peut devenir trop complexe mais les processus à mettre en œuvre
peuvent être incompatibles ; 2) une structure assemblée permet d’accomplir certaines
fonctionnalités complexes non réalisables par un système monolithique. La tendance à
la réalisation de microsystèmes assemblés nécessite le développement d’outils particuliers
de micromanipulation ou de micropositionnement qui sont adaptés à la manipulation
de petits objets. Nous appelons micromanipulation la manipulation d’objets de tailles
micrométriques 2 [Rég08] (Figure 1.1). D’une manière générale, la manipulation com-
prend des tâches de saisie, de maintien, de déplacement, de positionnement et de dépose

1. Un processus de microfabrication de composants formés d’un seul bloc.
2. micro-objets ayant des dimensions variant de 1µm à 1mm.

5
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d’un objet. Les précisions de positionnement nécessaires pour réaliser des tâches de
micromanipulation sont d’ordre sub-microniques. Ainsi, en plus des tâches de micro-
manipulation, l’assemblage comportant des tâches d’attachement permet d’aboutir au
produit final (microsystème assemblé). Le micro-assemblage consiste à effectuer le posi-
tionnement relatif d’au moins deux microcomposants et de réaliser la liaison entre ces
microcomposants. La Figure 1.2 présente quelques exemples de microsystèmes résultant
de l’assemblage de différents composants.
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Figure 1.1 – Dimensions des micro-objets concernés par la micromanipulation.

Les opérations d’assemblage se font en suivant un ordre d’assemblage, appelé gamme
[Coh98] [Böh99]. On trouve par exemple l’assemblage microcomposant par microcom-
posant dans lequel les microcomposants sont assemblés l’un après l’autre comme indiqué
sur la Figure 1.3-a. Malgré le débit limité, le système prise-dépose est l’une des approches
les plus utilisées pour réaliser l’assemblage microcomposant par microcomposant. Il est
cependant possible d’augmenter le débit d’assemblage en effectuant un assemblage par
groupe. On peut distinguer deux cas : dans le premier cas, l’emplacement de tous les
microcomposants est connu a priori (voir Figure 1.3-b), dans le second, les microcom-
posants sont distribués dans des lieux inconnus (voir Figure 1.3-c).

Il a été montré que le micro-assemblage représente jusqu’à 80% du coût total de
la production des microsystèmes [Koe99]. Ainsi, les recherches et les études actuelles
concernent le développement des techniques de micromanipulation et de micro-assemblage
qui représentent des phases très importantes dans les applications requiérant des réso-
lutions très élevées et des mouvements répétables. Cependant, l’évolution des stratégies
de micromanipulation et de micro-assemblage se heurte à plusieurs problèmes décrits
ci-dessous.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.2 – Exemples de systèmes assemblés. a : roulement à billes miniature. b :
système d’engrenage composé de trains épicyclöıdaux miniatures (Institut für Mikro-
technik Mainz). c : spectromètre de masse miniature de dimensions 2 × 1 × 1 mm3

(Zyvex [Ude05]). d : nanomoteur (Klocke Nanotechnik [nan]).
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Figure 1.3 – a : assemblage composant par composant. b : assemblage par groupe
(emplacement connu des composants). c : assemblage par groupe (emplacement inconnu
des composants).
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1.2 Problèmes liés à la micromanipulation et au micro-

assemblage

Les niveaux de précision et de résolution requises pour réussir les tâches de microma-
nipulation et de micro-assemblage doivent être très élevés. Cependant, il est très délicat
d’atteindre des précisions et des résolutions suffisantes dans le micromonde à cause des
effets d’échelle 3 et des conditions physiques de manipulation [Tan01] [Shi00] [Zho01].

1.2.1 Problème de mesure

Afin de garantir une manipulation fiable d’objets microscopiques, il est nécessaire
de percevoir ce qui se passe dans le micromonde. Néanmoins, compte tenu de la minia-
turisation des systèmes, le micromonde devient inaccessible directement à l’opérateur.
Il est alors indispensable de fournir à l’opérateur une information sur la position des
micro-objets manipulés et/ou des préhenseurs pour assurer un positionnement précis.
De plus, la fragilité à la fois des préhenseurs et de certains micro-objets 4 manipulés
rend critique la phase de mise en contact des préhenseurs avec les objets. Pour cela, une
information sur la force appliquée par les effecteurs des préhenseurs sur le micro-objet
(force de préhension) est primordiale afin d’éviter tout risque d’endommagement ou de
détérioration des micro-objets fragiles et inversement pour préserver ces préhenseurs.

1.2.1.1 Mesure de position

Dans le micromonde, la mesure de la position des micro-objets et des préhenseurs
ne peut être réalisée par les moyens conventionnels 5. Pour cela, une perception des opé-
rations de micromanipulation et de micro-assemblage peut être effectuée à l’aide d’un
système de vision (caméra-microscope-écran) qui permet de faire un ”zoom”sur le micro-
monde. L’utilisation de ces dispositifs de vision est particulièrement adaptée pour posi-
tionner les préhenseurs au voisinage des micro-objets manipulés. Cependant, l’utilisation
des moyens de vision pose des problèmes d’encombrement et d’accès à l’environnement
de travail. Ajoutons comme inconvénient leur coût assez élevé, leur profondeur de champ
limitée et leur forte sensibilité à l’éclairage. Dans de bonne conditions, avec ces systèmes
de vision, on peut atteindre des précisions sous le µm. Des capteurs optiques tels que les
capteurs laser par triangulation, les interféromètres, etc, sont également utilisés pour me-
surer les positions des micro-objets et les positions des préhenseurs. La haute précision,
la résolution et la large bande passante des capteurs optiques favorisent leur utilisation
dans le micromonde. Cependant, ces derniers sont coûteux, volumineux et nécessitent
une grande précision d’alignement optique. D’autres techniques de mesure sont basées
sur la variation des propriétés du capteur telles que la variation de la résistance (jauges

3. Les effets d’échelle sont les phénomènes et les problèmes survenant quand on change de dimension
en conservant les mêmes principes de fonctionnement.

4. Les micro-objets fragiles sont les cellules et organismes biologiques et les microcomposants op-
tiques, etc.

5. Les dispositifs de mesure utilisés dans le macromonde.
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à fil résistant, jauges piézorésistives, etc) ou de la capacitance. En effet, la variation de
la résistance ou de la capacité de ces capteurs est proportionnelle à la déformation de
leur structure. Ces capteurs sont souvent placés au niveau des surfaces des effecteurs des
préhenseurs. Les capteurs à variation de la capacitance sont connus par leur précision et
leurs dimensions convenables. Néanmoins, ils sont caractérisés par une faible résolution,
une plage étroite de mesure et des non-linéarités. Enfin, d’autres limitations existent
telles que la nécessité d’un circuit électronique complexe et des difficultés liées au pro-
cessus de fabrication. Les capteurs à variation de la résistance sont très sensibles à la
variation de la température ambiante. De plus, l’intégration des jauges à fil résistant sur
les effecteurs des préhenseurs ayant des surfaces sous le mm2 est pratiquement difficile
à réaliser.

Les avantages et les inconvénients de quelques capteurs utilisés pour la mesure de la
position dans le micromonde sont résumés dans le Tableau 1.1.

Table 1.1 – Quelques capteurs actuellement utilisés dans les applications du micro-
monde.

Type du capteur Avantages Inconvénients

Laser par Haute précision et résolution Coûteux, grandes tailles
triangulation bonne bande passante plage de mesure limitée

Interféromètre Résolution très élevée, haute Coût très élevé, grandes tailles
précision, plage de mesure large

piezoélectrique Très large bande passante, Non linéaire, haute sensibilité aux
haute précision conditions environnementales

Capacitif intégré Haute sensibilité, haute Non linéaire
précision, dimensions convenables

Traitement d’image Plage de mesure large Coût élevé, volumineux,

1.2.1.2 Mesure de force

La connaissance des forces permet d’améliorer les performances des tâches de mi-
cromanipulation tout en assurant des efforts de contact et de préhension suffisants sans
toutefois endommager ou détruire l’effecteur ou l’objet. Un autre avantage est que cette
information permet de contrôler l’effort d’insertion des micro-objets lors de l’assemblage.
L’ordre de grandeur des forces à mesurer dans le micromonde dépend évidemment du
type d’objets (biologique, artificiel), de la taille caractéristique et des tâches à réaliser.
Généralement, la plage des forces concernées par les opérations de micromanipulation
est comprise entre quelques microNewtons et quelques dizaines de milliNewtons [Fat97]
[Tic04] [Rak06b]. La mesure de la force dans le micromonde peut être effectuée à l’aide
des moyens de vision [Gre04] [Gre05]. Cependant, malgré l’évolution des dispositifs de
vision, des contraintes de grandes tailles et coût élevé limitent leur utilisation dans le
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micromonde. Il est également possible d’obtenir une information sur les forces de ma-
nipulation à partir de la déformation de la structure des préhenseurs [Bey07] [Lu06]
[Nel98] [Zho00]. Dans ce cas, des jauges de déformation peuvent être utilisées pour
mesurer la force de manipulation en les intégrant dans des structures de préhension.
Néanmoins, leur inconvénient majeur est la haute sensibilité à la température ambiante.
La Figure 1.4 montre un exemple d’utilisation de jauges de déformation sur les micro-
pinces.

jauge résistivePZT

Figure 1.4 – Placement des jauges de déformation au sein d’un micropréhenseur.

La mesure de la force de micromanipulation a été également effectuée en utilisant les
méthodes capacitives [Sun02] [Sun03]. Cette technique de mesure repose sur le principe
électrostatique. La Figure 1.5 présente le schéma d’un capteur de force capacitif à deux
degrés de liberté [Sun02]. Ce capteur est capable de mesurer des forces jusqu’à 490 µN
avec une résolution de 0.01 µN le long de l’axe x et des forces maximales de 900µN
avec une résolution de 0.24 µN le long de l’axe y. Cependant, la nécessité d’un circuit
électronique complexe est l’une des limitations principales des capteurs capacitifs.
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fixe
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Figure 1.5 – Schéma d’un capteur de force capacitif [Sun02].

Les microscopes à force atomique AFM (Figure 1.6) ont été aussi utilisés pour réaliser
la mesure de force dans le micromonde. La force appliquée en extrémité d’une poutre
AFM peut être dérivée à partir de sa déflexion. Ce principe de mesure semble très
intéressant dans les applications de nanomanipulation [Tor94] [Ara03]. Les limites de
ce système sont la plage de force mesurée inférieure au milliNewton.
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Figure 1.6 – Principe de mesure de force avec un AFM.

Les capteurs de force piézoélectriques occupent une place prépondérante dans les sys-
tèmes de micromanipulation. Leur principe de mesure repose sur l’effet piézoélectrique.
En effet, lorsqu’un matériau piézoélectrique est soumis à une contrainte mécanique, des
charges électriques proportionnelles à cette contrainte apparaissent sur la surface du
matériau. Généralement, les capteurs de force piézoélectriques sont fabriqués en uti-
lisant une couche de polyvinylidene fluoride (PVDF). Un capteur de force à base de
PVDF ayant une résolution meilleure que le microNewton a été conçu et fabriqué par
Shen et al. [She03] (Figure 1.7). Les capteurs piézoélectriques sont caractérisés par des
non-linéarités et par la haute sensibilité aux conditions environnementales.

effecteur

F

Fx

y

PVDFPVDF

base

Figure 1.7 – Structure d’un capteur de force à deux axes.

On trouve également les capteurs de force magnétiques [Bou03] (Figure 1.8). Les
fortes non-linéarités limitent les performances de ce type de capteur.
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Figure 1.8 – Capteur de force magnétique [Bou03].

Compte tenu des objectifs de micromanipulation et de micro-assemblage et des ca-
ractéristiques du micromonde, l’utilisation de capteurs convenables et précis (capteurs
de position et de force) est indispensable. Cependant, les tâches de mesure dans le micro-
monde représentent une complexité scientifique à lever pour assurer une automatisation
complète des tâches de micromanipulation et de micro-assemblage. Jusqu’à présent, des
capteurs permettant la mesure de la position ou de la force, ayant des dimensions appro-
priées, une grande précision et des hautes dynamiques n’existent pas. Les opérations de
micromanipulation et de micro-assemblage sont donc confrontées à un manque de cap-
teurs précis et facilement intégrables. Ceci représente un verrou technologique qui limite
le développement des systèmes de micromanipulation et de micro-assemblage automati-
sés. Par ailleurs, les amplitudes des signaux utiles (positions, forces) dans le micromonde
sont très faibles et deviennent comparables aux bruits. L’ordre de grandeur typique pour
les déplacements est de 10 nm à 100 µm tandis que les forces mises en œuvre ont des
amplitudes inférieures à 20 mN . Il en résulte un rapport signal/bruit très défavorable.

1.2.2 Problème d’actionnement

Contrairement aux systèmes robotiques traditionnels basés sur des articulations et
des moteurs, les microrobots sont généralement fondés sur des structures déformables de
manière à éviter les jeux et frottements inhérents aux mécanismes articulés. Ces struc-
tures déformables sont des éléments permettant la génération des mouvements. Un outil
particulièrement utilisé pour la préhension des micro-objets est la micropince [Kel94]
[Kel03] [Fed98]. Une micropince est composée de deux actionneurs symétriques dans
laquelle chaque actionneur peut se déplacer dans une direction opposée à celle de l’autre
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(mouvements d’ouverture et de fermeture) afin de saisir ou de relâcher un micro-objet.
La conception d’une micropince a pour objectif de choisir la nature de l’énergie d’action-
nement (électrique, thermique, magnétique, etc) et de formaliser les étapes nécessaires
pour la réalisation des actionneurs afin d’atteindre certaines performances particulières
telles que l’amplitude des déplacements à engendrer, les efforts à développer, la résolu-
tion, la rapidité, etc. Lors de cette phase de conception, il est important de prendre en
compte des contraintes relatives aux propriétés et/ou formes des micro-objets manipulés,
à la faisabilité et au coût de réalisation de l’actionneur.

Dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage, les actionneurs
sont souvent réalisés en utilisant les matériaux actifs. En effet, ces derniers permettent
d’accomplir des fonctions d’actionnement et/ou de mesure lorsqu’ils sont soumis à un
changement environnemental : une contrainte, un champ électrique ou magnétique, une
variation de température, etc. Ce type de matériau présente des caractéristiques re-
marquables telles que : une haute résolution et une large bande passante. Cependant,
les matériaux actifs sont très sensibles aux conditions environnementales et possèdent
des comportements non-linéaires et fortement hystérétiques. Cela complique la tâche
de commande des préhenseurs et rend difficile l’obtention des niveaux de performances
requis pour les opérations de micromanipulation et de micro-assemblage. D’autres struc-
tures d’actionnement ont été employées dans les systèmes de manipulation. Il s’agit
par exemple de structures à actionneurs répartis comme les ”smart surfaces” consti-
tuées d’une matrice d’actionneurs servant à véhiculer des micro-objets sur une surface
[Fuk06] ou encore des structures flexibles à actionneurs répartis sur un treillis [Gro08].
Néanmoins, ces structures présentent une conception complexe et posent de nombreux
problèmes de commande. Jusqu’à présent, l’absence d’actionneurs remplissant certains
critères de performances et de contraintes relatifs à l’interaction du système avec son
environnement tels que : la stationnarité, la linéarité, la résolution élevée, la haute sen-
sibilité, la rapidité, la réversibilité, etc, représente une difficulté importante pour réussir
les tâches de micromanipulation et de micro-assemblage.

1.2.3 Synthèse

À l’heure actuelle, les difficultés citées ci-dessus posent d’importants problèmes pour
les systèmes de micromanipulation/micro-assemblage. Ceci en particulier, lorsqu’on vou-
drait pouvoir déplacer et positionner des micro-objets d’une manière précise et facile sans
la mise en œuvre de systèmes de contrôle lourd tout en assurant une meilleure qualité
des tâches de micromanipulation/micro-assemblage. Les préhenseurs (en particulier leurs
actionneurs) représentent l’élément clé pour réussir ces tâches de manipulation. Ceci a
mené la communauté de la microrobotique à étudier les techniques de conception des
préhenseurs ainsi que le développement de leurs principes d’actionnement.

Dans la section suivante, nous nous attacherons à décrire les principes d’actionnement
les plus développés dans les microsystèmes, leurs avantages et leurs inconvénients.
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1.3 Types et principes d’actionnement

La conception des préhenseurs est généralement basée sur les besoins de microma-
nipulation ainsi que le choix du type d’actionnement à utiliser. Cette partie a pour but
de décrire les différents actionneurs utilisés dans la réalisation des micropinces, leurs
principes, leurs avantages et leur inconvénients.

Généralement, la sélection d’un actionneur se fait de manière à répondre à certains
critères :

– mode d’alimentation de l’actionneur ;
– consommation ;
– amplitude de déformation ;
– dimensions du micro-actionneur ;
– réalisation technologique ;
– répétabilité, linéarité, précision et bande passante ;
– force et couple à développer ;
– rigidité ;
– coût.

Un micro-actionneur, par définition identique à celle d’un actionneur traditionnel,
est un système simple ou complexe, qui transforme une énergie de type quelconque (élec-
trique, thermique, chimique, etc.) en un travail mécanique (déplacement/force) [Fat97]
[Gil94]. En microrobotique, le terme micro-actionneurs implique les actionneurs qui
génèrent des micro-déplacements avec des résolutions micrométriques (ou submicromé-
triques). Les dimensions d’un micro-actionneur sont inférieures à quelques centimètres
cube.

Selon les applications existantes dans le domaine de la microrobotique, on peut lister
les technologies principales d’actionnement couramment utilisées dans la réalisation des
micropinces :

– actionnement électrostatique ;
– actionnement magnétostrictif ;
– actionnement thermique ;
– actionnement piézoélectrique.

1.3.1 Micro-actionneurs électrostatiques

Le principe de base de ce type d’actionnement consiste à générer une force d’attrac-
tion électrostatique. Cette force électrostatique est produite en présence d’une différence
de potentiel entre deux électrodes conductrices séparées par un diélectrique (milieu non
conducteur) (Figure 1.9-a). La force d’attraction fournie dépend de la distance sépa-
rant les deux électrodes, de leurs formes et surfaces, de la tension appliquée et des
propriétés du matériau utilisé. Bien que plusieures configurations soient envisageables
en exploitant ce principe, les micro-actionneurs électrostatiques sont souvent construits
en forme de peignes interdigités, dits ”comb-drives”. Cette forme contient deux élec-
trodes interdigitées telle qu’une électrode est encastrée tandis que l’autre électrode est
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mobile. Les peignes interdigités permettent de générer des mouvements translationels et
d’augmenter l’amplitude de la force pour une même tension de commande. Ce principe
d’actionnement à peignes interdigités a été exploité pour réaliser des micropinces élec-
trostatiques. La Figure 1.9-b présente une micropince à actionnement électrostatique
réalisée et commercialisée par la société FEMTO TOOLS.
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Figure 1.9 – a : électrodes soumises à une excitation électrique. b : micropince électro-
statique à peignes interdigités réalisée par la société FEMTO TOOLS.

L’un des avantages de ce type d’actionnement est la faible consommation électrique
au repos, le courant étant pratiquement nul. De plus, la vitesse de commutation semble
être un atout important de l’actionnement électrostatique. Cependant, il nécessite l’em-
ploi de tensions importantes, typiquement 40 V à 200 V pour produire quelques microns
de déplacement. L’utilisation des tensions élevées (supérieures à une tension dite de cla-
quage) peut entrâıner des risques de détérioration de l’actionneur. Ainsi, des phénomènes
de collage physico-chimique (les plaques arrivent en contact) peuvent apparâıtre lorsque
les distances entre les peignes sont mal mâıtrisées [And91].

1.3.2 Micro-actionneurs magnétostrictifs

Il s’agit des micro-actionneurs possédant la propriété de magnétostriction [Lac93].
En fait, l’aimantation d’un matériau magnétostrictif par un champ magnétique externe
induit une déformation du matériau (variation de dimensions). Le champ magnétique
est souvent généré par le passage d’un courant électrique dans une micro-bobine cou-
plée avec un noyau ferromagnétique. Parmi les éléments purs à magnétostriction géante
(généralement composés de fer et de terres rares), on trouve le Terbium (Tb) et le Dys-
prosium (Dy). On retrouve également le Terfenol-D (TER : terbium, FE : iron, NOL :
Naval Ordnance Laboratory, D : Dysprosium) comme élément à magnétostriction géante.
L’effet magnétostrictif est réversible, sous contraintes mécaniques, les propriétés magné-
tiques et résistives du matériau varient. Ceci implique la possibilité de réalisation de
capteurs magnétostrictifs. Les matériaux magnétostrictifs sont capables de s’allonger ou
de se contracter dans l’axe du champ (Figure 1.10-a). Cette propriété magnétostric-
tive donne lieu au développement des actionneurs appelés bi-matériaux [Mar97]. En
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effet, la réalisation d’une structure poutre par collage de matériaux ayant des propriétés
magnétostrictives différentes peut permettre selon la direction du champ magnétique
l’obtention d’une déflexion d’un coté ou de l’autre (Figure 1.10-b). Ce principe illustré
par la Figure 1.10-b peut être exploité pour réaliser des micropinces en utilisant deux
poutres à base de matériaux magnétostrictifs.
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Figure 1.10 – a : principe d’un actionneur magnétostrictif. b : micro-actionneur de type
bimorphe magnétostrictif.

L’avantage majeur de ce type d’actionnement est le contrôle à distance (sans contact).
Cette propriété est appréciée notamment dans le cas où l’environnement de travail est
confiné ou lorsque la tâche à réaliser nécessite une isolation galvanique (cas de la mi-
cromanipulation en biologie ou en médecine). Ainsi, ce principe d’actionnement permet
de développer des forces relativement importantes. Cependant, la miniaturisation de
micro-actionneurs basés sur ce principe n’est pas aisée à cause de la difficulté d’intégrer
dans un faible volume au moins une micro-bobine et un noyau ferromagnétique. De plus,
l’actionnement par champ magnétique en microrobotique pose d’importants problèmes
de commande dus essentiellement au phénomène d’hystérésis.

1.3.3 Micro-actionneurs thermiques

Ce type d’actionnement utilise une énergie thermique pour engendrer des déforma-
tions. Le principe d’actionnement est généralement basé sur la transformation de phase
du matériau ou sur la théorie de dilatation des solides ou des fluides (liquides ou ga-
zeux). L’un des inconvénients des systèmes thermiques est leur faible bande passante.
La rapidité de ces systèmes thermiques est proportionnelle au volume à chauffer. Dans le
cas de gros volumes, le temps de chauffage est très lent. Comme dans le micromonde, le
rapport entre le volume de matière à chauffer et les surfaces d’échange thermique devient
très favorable, le temps de réponse est réduit et on trouve de nombreuses applications
de ces actionneurs.
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1.3.3.1 Micro-actionneurs à alliage à mémoire de forme (AMF)

Les alliages dits à mémoire de forme (Ni-Ti, Cu-Zn-Al et Cu-Al-Ni) peuvent être dé-
formés de façon plastique sous l’effet mécanique ou thermique. Comme leur nom indique,
ces matériaux possèdent la propriété de “mémoire” et peuvent retrouver leur forme ini-
tiale en les chauffant. Les AMFs (alliages à mémoire de forme) sont capables de générer
des déformations de l’ordre de 6% sous l’action de la température. On trouve aussi les
alliages à mémoire de forme magnétiques (AMFMs) apparus récemment et qui peuvent
se déformer sous l’application d’un champ magnétique [Gau07]. Un exemple d’utilisa-
tion d’AMF est donné dans [Bel98]. Il s’agit d’une micropince basée sur le principe
de transformation de phase du matériau, elle est utilisée pour manipuler des microlen-
tilles de diamètre d’environ 250 µm. Une micropince à AMF a également été dévelopée
dans [Koh00]. Cette dernière est capable d’engendrer des déplacements et des forces de
l’ordre de 180 µm et 17 mN respectivement.

De manière générale, les AMFs sont avantageux en micro-actionnement car ils pro-
duisent des déplacements continus et une énergie massique très importante. Un autre
point fort de ces micro-actionneurs est que leur actionnement peut se faire sur une plage
réduite de variation de température autour de la température ambiante. Cependant,
le phénomène thermomécanique à l’origine de la déformation confère à ces matériaux
un temps de réponse toujours long 6. Ceci rend ces micro-actionneurs peu exploitables
à hautes fréquences. De plus, le comportement des AMFs est complexe et fortement
hystérétique [Ben98] [Ara94], ce qui rend la synthèse des lois de commande complexe.

1.3.3.2 Micro-actionneurs à dilatation thermique du solide

La structure de base de ces actionneurs est formée de deux ou plusieurs couches col-
lées entre elles. Ces dernières n’ayant pas les mêmes coefficients de dilatation thermique
(par exemple de l’Aliminium et du Silicium), lorsque l’ensemble est porté à la même
température, chaque couche s’allonge différemment provoquant une flexion globale de la
structure [Kol99] [Rak10b] (Figure 1.11-a). Des micropinces peuvent être réalisées en
exploitant ce principe [Rak11c]. En fait, les structures les plus utilisées dans les micro-
systèmes sont fondées sur la dilatation thermique d’un même matériau en utilisant deux
poutres ayant des sections différentes (Figure 1.11-b). Le principe de fonctionnement de
cette dernière est basé sur la différence de géométrie des deux poutres réalisées dans le
même matériau. Le passage d’un courant à travers la structure produit une flexion en
raison du gradient de température obtenu. Une micropince électrothermique permettant
la manipulation des cellules biologiques a été développée en utilisant ce dernier principe
[Chr05] (voir Figure 1.11-c). D’autres exemples de micropince électrothermique sont
donnés dans [Voi08] [And08].

Les micro-actionneurs à dilatation thermique peuvent être aisément fabriqués par
micro-usinage (microfabrication). De plus, ils permettent de produire des forces et des
déformations importantes. Cependant, leur inconvénient majeur est le temps de réponse
assez long à cause des échanges thermiques.

6. La bande passante n’excède pas 1 Hz pour un fil AMF de 150 µm de diamètre.
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Figure 1.11 – a : principe d’un micro-actionneur thermique de type bilame. b : principe
de micro-actionnement thermique exploitant la différence de géométrie. c : micropince
électrothermique [Chr05].

1.3.4 Micro-actionneurs piézoélectriques

La Piézoélectricité a été découverte par Pierre et Jacques Curie en 1880. Le phé-
nomène de la piézoélectricité peut être expliqué par l’apparition d’une polarisation du
matériau (et donc des charges électriques) sous l’action d’une contrainte mécanique
(Figure 1.12-a). C’est l’effet piézoélectrique direct. De même, il existe un effet inverse
consistant en l’apparition d’une déformation du matériau suite à l’application d’une dif-
férence de potentiel (Figure 1.12-b). Ces matériaux piézoélectriques présentent donc un
couplage éléctromécanique.

Il existe une variété de matériaux présentant l’effet piézoélectrique, les catégories
principales sont :

– les monocristaux pour lesquels l’effet résulte directement de leur structure crista-
line (quartz, tourmaline) ;

– les structure polycristalines, à savoir les céramiques telles que la famille des PZT
(Oxyde de plomb, zirconium et titane ou Lead-Zirconate-Titanate en anglais) ;

– les polymères tels que le polyfluorure de vinylidène (PVDF) ;
– les composites qui sont obtenus par mélange de différents matériaux piézoélec-
triques.

Plusieures structures de micro-actionneurs piézoélectriques sont disponibles sur le
marché parmi lesquels on trouve les formes : de disques, de tubes (cylindriques), d’el-
lipses et de poutres. Les structures les plus favorables des micro-actionneurs piézoélec-
triques sont les structures poutres composées de plusieurs couches piezoélectriques et
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Figure 1.12 – a : effet piézoélectrique direct. b : effet piézoélectrique inverse.

passives. Lorsque la structure est soumise à une excitation électrique, une déflexion ap-
parâıt à son extrémité. Les micro-actionneurs piézoélectriques sont très utilisés dans les
tâches de micromanipulation et de micro-assemblage à cause de la haute résolution, la
haute densité de force et la large bande passante (rapidité) du matériau piézoélectrique.
Par ailleurs, ils peuvent assurer indifféremment les fonctions d’actionneur, de capteur
ou d’actionneur et de capteur simultanément (appelé mode de self-sensing 7). Leur uti-
lisation en mode self-sensing permet d’éviter l’utilisation d’un capteur supplémentaire
[Rak10c]. Cependant, l’inconvénient majeur du self-sensing est la précision et la bande
passante limitées. La Figure 1.13 montre quelques exemples de micropinces piézoélec-
triques réalisées à l’institut FEMTO-ST [Had00b] [Agn03] [Agn05]. Elles sont utilisées
pour effectuer des opérations de prise-dépose (pick-and-place) de micro-objets.

Malgré les propriétés remarquables des matériaux piézoélectriques, ils présentent
quelques inconvénients notamment leur comportement non-linéaire et leur haute sen-
sibilité à la température. Les forces fournies par les micro-actionneurs piézoélectriques
sont relativement importantes, mais les déformations engendrées restent très faibles,
typiquement environ 0.1% à 0.2%.

7. Le mode de self-sensing s’agit de faire fonctionner un élément piézoélectrique en modes actionneur
et capteur simultanément en utilisant des circuits électroniques conçus à cet effet.
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Figure 1.13 – a : une micropince à poutres piézoélectriques unimorphes [Had00b]. b :
une micropince à poutres piézoélectriques bimorphes [Agn03]. c : une micropince MMOC
à actionnement piézoélectrique intégré au niveau des doigts de préhension [Agn05].

1.3.5 Comparaison des différents types d’actionnement

Chaque type de micro-actionnement présenté précédemment a ses avantages et ses
inconvénients. Le Tableau 1.2 résume les caractéristiques de quelques micro-actionneurs
fréquemment utilisés dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage.
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Table 1.2 – Résumé comparatif des caractéristiques de quelques types d’actionnement.

Actionneur Amplitude de Force Temps de Mode
déformation engendrée réponse d’actionnement

Magnétostrictif importante importante rapide sans contact

Électrostatique importante importante rapide par contact

Thermique importante très importante lent par contact

Piézoélectrique très faible très importante très rapide par contact

En fait, l’actionnement magnétostrictif permet de réaliser des déplacements à dis-
tance et sans contact. Cependant, l’exploitation de ce principe d’actionnement est sou-
vent très contrainte par les dimensions réduites des microsystèmes. De même, il pré-
sente un effet d’hystérésis à cause des interactions magnétiques. Les micro-actionneurs
électrostatiques sont connus par leur rapidité de commutation et leurs déformations im-
portantes. Néanmoins, ils sont limités en quantité d’efforts fournis et leur actionnement
nécessite des tensions élevées. Les phénomènes de collage physico-chimique et le champ
électrostatique pouvant attirer des micro-objets (poussières par exemple) présents dans
l’environnement de travail sont aussi des limitations de ce type d’actionnement. Quant
aux micro-actionneurs thermiques, ils permettent de produire des efforts et des déplace-
ments importants. Néanmoins, l’inconvénient majeur de l’actionnement thermique est
la bande passante limitée. D’autres limitations sont liées aux non-linéarités. Les micro-
actionneurs piézoélectriques sont capables de développer de grandes forces mais de très
faibles déplacements. Une autre propriété remarquable de ces micro-actionneurs est la
large bande passante permettant leur exploitation à haute fréquence. L’inconvénient
majeur est leur comportement fortement non-linéaire dû aux phénomènes d’hystérésis
et de dérive et la haute sensibilité à l’environnement.

Les différentes caractéristiques citées ci-dessus conduisent à des applications spé-
cifiques de chacun de ces principes de micro-actionnement. Malgré son comportement
non-linéaire, l’actionnement piézoélectrique est largement utilisé pour agir dans le mi-
cromonde en raison des propriétés favorables du matériau piézoélectrique.

Nous nous intéressons dans nos travaux aux micro-actionneurs piézoélectriques de
structures poutres qui, comme on vient de le voir, possèdent des capacités intéressantes
sur le plan de la résolution, de la rapidité et de la densité de force.

1.4 Micro-actionneus piézoélectriques de structures poutres

Les structures les plus répandues des micro-actionneurs piézoélectriques sont les
structures poutres. Elles peuvent être unimorphes, bimorphes ou multimorphes. Les
structures unimorphes (Figure 1.14-a) sont formées d’une couche piézoélectrique (ma-
tériau actif) et d’une couche passive (souvent du Nickel ou du Cuivre). Contrairement
aux unimorphes, les multimorphes (multicouches) sont composées de plusieurs couches
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actives et/ou passives (Figure 1.14-b). Lorsque la poutre est basée sur deux couches
piézoélectriques, il s’agit d’une poutre bimorphe.

matériau actif

matériau passif

couches de

matériau passif

couches de

matériau actif

(a)

(b)

Figure 1.14 – a : poutre piézoélectrique unimorphe. b : poutre piézoélectrique multi-
morphe.

Dans les applications de manipulation, l’une des extrémités de la poutre est fixée
par encastrement, tandis que l’autre est libre (Figure 1.15-a). Ainsi, un organe terminal
(effecteur) est généralement attaché à l’extrémité libre de la poutre (Figure 1.15-b) afin
d’adapter aux objets manipulés ou d’amplifier le déplacement.

1.4.1 Principe d’actionnement des poutres piézoélectriques

Dans le cas d’une poutre unimorphe, la couche de matériau actif s’allonge ou se
contracte sous l’action d’un champ électrique (effet piézoélectrique inverse), tandis que
la couche passive ne se déforme pas (Figure 1.16-a). Or, les deux couches étant col-
lées entre elles, ceci provoque une déflexion globale de la structure (Figure 1.16-b).
Ce principe reste le même pour le cas des poutre piézoélectriques multimorphes. Les
structures multimorphes ont l’avantage d’augmenter l’amplitude de déformation de la
poutre en réduisant sensiblement les tensions d’alimentation et d’engendrer également
des forces très importantes. En comparaison avec les poutres unimorphes, les bimorphes
permettent d’avoir deux fois la déflexion lorsque la même amplitude de tension est ap-
pliquée [Pol00]. En d’autres termes, la tension nécessaire pour avoir une déflexion avec
des structures unimorphes peut être réduite en utilisant des structures multimorphes.
Cependant, il est plus difficile de fabriquer les poutres bimorphes ou multimorphes et
leur connectique est également plus complexe 8.

8. Souder des fils conducteurs pour assurer l’excitation électrique de la poutre devient une tâche
difficile à réaliser sur des couches très minces.
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Figure 1.15 – a : poutre piézoélectrique encastrée-libre. b : exemple d’emploi d’organes
terminaux sur les poutres d’une micropince [Agn03]
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Figure 1.16 – a : déformation d’une couche piézoélectrique sous l’effet d’un champ
électrique. b : poutre piézoélectrique unimorphe soumise à un champ électrique.

1.4.2 Modes de déformation

Le couplage entre la direction du champ électrique et la direction de déformations
des poutres piézoélectriques peut se faire selon trois modes de déformations principaux :
longitudinal, transversal et cisaillement. À partir de ces trois modes de déformations,
il est possible de réaliser des combinaisons multiples de mouvements. La Figure 1.17
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montre ces modes de déformations selon la façon d’appliquer le champ électrique et
selon la polarisation initiale (permanente) du matériau :

– mode longitudinal : les déplacements produits sont parallèles à la direction du
champ électrique (allongement de la poutre colinéaire au champ électrique) (Fi-
gure 1.17-a).

– mode transversal : les déformations sont perpendiculaires à l’axe du champ élec-
trique appliqué (Figure 1.17-b).

– mode de cisaillement : dans ce cas, les déformations de cisaillement peuvent être
obtenues lorsque le champ électrique appliqué est perpendiculaire à la direction de
la polarisation (Figure 1.17-c).
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Figure 1.17 – Modes de déformation possibles d’une poutre piézoélectrique. a : mode
longitudinal. b : mode transversal. c : mode de cisaillement.

1.4.3 Limites et défauts des poutres piézoélectriques

Nonobstant les différents avantages qu’offrent les poutres piézoélectriques, elles res-
tent assujetties à quelques défauts et limites qu’il faut prendre en considération lors
de la conception de la commande des micro-actionneurs piézoélectriques. L’un des in-
convénients des poutres piézoélectriques est l’amplitude faible de la déformation. Pour
remédier à cette limitation, il est souvent recommandé d’utiliser des structures empilées.
D’autres défauts limitant les performances des micro-actionneurs piézoélectriques sont
résumés dans les paragraphes suivants.
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1.4.3.1 Phénomènes non-linéaires

Les matériaux piézoélectriqes, en particulier les pi céramiques sont caractérisés par
un comportement non-linéaire. Ces non-linéarités sont particulièrement :

– l’hystérésis : la déformation engendrée par une poutre piézoélectrique n’est pas
strictement linéaire avec l’augmentation du champ électrique appliqué. Lorsque la
tension appliquée devient importante (pratiquement supérieur à 15% du champ
électrique maximal), la réponse en déflexion de la poutre est affectée d’un com-
portement hystérétique non-négligeable (Figure 1.18) [Zho01].
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Figure 1.18 – Phénomène d’hystérésis

– la dérive lente : également appelée fluage (ou encore creep), lorsque un saut de
tension est appliqué à une poutre piézoélectrique, une déformation lente peut être
observée sur la réponse temporelle dès les premiers instants suivant le régime
transitoire (Figure 1.19). Ce phénomène est représenté par une perte logarithmique
de déflexion dans le temps [Kai88]. La dérive lente peut durer des dizaines de
minutes.

1.4.3.2 Influence de la température

Les matériaux piézoélectriques (en particulier les céramiques PZT) sont également
caractérisés par un coefficient de dilatation thermique qui est typiquement de 7× 10−6

K−1. Une variation de température de 10 C̊ peut engendrer une erreur de 10 µm
sur les déplacements des micro-actionneurs piézoélectriques classiques [Rak07a]. De
plus, certains paramètres physiques du matériau, tels que les coefficients mécaniques
et piézoélectriques, ont une grande sensibilité à la température (effet pyroélectrique)
[Zho01].
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Figure 1.19 – Phénomène de dérive

1.4.3.3 Vieillissement

Généralement, les propriétés des poutres piézoélectriques évoluent graduellement
dans le temps. Les paramètres physiques de la poutre ne demeurent stables que pour
une période de fonctionnement donnée. En d’autres termes, une perte peut être observée
sur les coefficients piézoélectriques après une periode d’exploitation. Pratiquement, cette
diminution des propriétés piézoélectriques avec le temps est de type logarithmique et est
due à une ou plusieures des conditions suivantes :

– application d’un effort mécanique élevé,
– application d’un champ électrique fort,
– haute température.

1.5 État de l’art sur la commande des poutres piézoélec-

triques

Prédire la variabilité du comportement des poutres piézoélectriques représente une
tâche extrêmement difficile. Ceci a un impact important sur la construction de modèles
représentatifs des poutres piézoélectriques. Généralement, une loi de commande calculée
sur la base d’un modèle approximatif (nominal) pourrait ne pas assurer les performances
de la boucle fermée (voire déstabiliser le système bouclé). Pour remédier à ce problème,
des techniques de modélisation et de commande permettant de prendre en compte les
phénomènes complexes dans les actionneurs piézoélectriques ont été développées.

Selon la littérature, les systèmes microrobotiques nécessitent la commande des dé-
placements (positions) des actionneurs et de la force de manipulation afin d’assurer une
bonne manipulation et un positionnement précis. À la fois des propositions de commande
en boucle fermée et en boucle ouverte ont été faites.
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Les techniques de la commande en boucle fermée représentent la meilleure façon pour
atteindre les performances requises. Elles permettent également une commande robuste
qui prend en compte les variations des paramètres du modèle. Néanmoins, l’utilisation
de la commande en boucle fermée dans les systèmes de micromanipulation et de micro-
assemblage est fortement limitée par la difficulté d’intégrer des capteurs précis et rapides.
De ce fait, quelques études font appel aux techniques de la commande en boucle ouverte
[Bor05] [Dev07]. Les techniques de commande en boucle ouverte n’ont pas besoin
d’un retour d’information sur les sorties du système [Rak10a] [Rak11a]. Toutefois, ces
techniques ne permettent pas de rejeter les perturbations et de prendre en compte les
incertitudes de modèles.

1.5.1 Commande en boucle ouverte

La déflexion des poutres piézoélectriques peut être commandée en considérant soit
la charge électrique soit la tension comme signal d’entrée. L’approche de commande
en charge (Figure 1.20-a) est parfois adoptée en exploitant la linéarité de la relation
charge-déflexion [Com81] [New82] [Mai95]. L’un des points fort de cette méthode est
la simplicité du calcul de la loi de commande, mais elle nécessite un circuit électronique
complexe pour assurer l’alimentation du système et la conversion de la charge en tension.
La déflexion des poutres piézoélectriques est donc couramment commandée en utilisant la
tension comme signal d’entrée (Figure 1.20-b). La différence par rapport à la commande
en charge se trouve au niveau des non-linéarités caractérisant la méthode de commande
en tension.
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convertisseur
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t
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Figure 1.20 – a : commande en charge Q d’un actionneur piézoélectrique. b : commande
en tension U d’un actionneur piézoélectrique.

Les approches existantes de commande des poutres piézoélectriques en boucle ouverte
(commande en déflexion) sont souvent basées sur l’inversion de modèles non-linéaires.
Les modèles inverses permettent de linéariser le modèle par une compensation des effets
indésirables causés par les non-linéarités (dérive et hystérésis) [Rak10a]. Le principe de
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cette commande en boucle ouverte consiste à mettre en cascade le système à commander
(poutre) et l’inverse des deux modèles d’hystérésis et de dérive comme indiqué dur la
Figure 1.21.

    actionneur

piézoélectrique
modèle inverse

   de la dérive
modèle inverse

de l’hystérésis yuyc

correcteur

Figure 1.21 – Commande en boucle ouverte par inversion du modèle d’hystérésis et de
dérive.

Il existe différentes techniques permettant de décrire le modèle d’hystérésis. Le mo-
dèle d’hystérésis le plus utilisé pour les matériaux piézoélectriques est l’opérateur de
Preisach [May91a] [Mra02] [Gol97] [Ge97]. D’autres modèles d’hystérésis existent
parmi lesquels on trouve le modèle de Prandtl-Ishlinskii [Tan06] [Kuh01] [Rak10a] et
le modèle de Bouc-Wen [Bou67] [Wen76] [Rak11a]. Il a été démontré que le modèle
de Preisach permet de modéliser précisement l’hystérésis pour différents types d’ac-
tionneurs, tels que les actionneurs électromagnétiques [Mit00], actionneurs à alliage à
mémoire de forme [Gor97] et les actionneurs piézoélectriques [Cro01].

Différentes approches pour modéliser la dérive ont été proposées. L’une des approches
consiste à décrire la dérive par une fonction logarithmique dépendante du temps [Jun00].
Les modèles basés sur une approximation logarithmique sont pratiquement non valides
à cause de leurs sorties non-bornées (infinies) quand t → ∞. Pour s’affranchir de ces
difficultés de modélisation, des modèles ont été utilisés [Mok08] [Cro01] [Rak10a].

Le choix d’un modèle modélisant l’hystérésis ou la dérive dépend de sa simplicité
et de la possibilité de son inversion analytique (en particulier l’inversion du modèle
d’hystérésis). En effet, le modèle mathématique d’hystérésis présente parfois quelques
conditions afin que l’opération inverse du modèle soit possible. La haute sensibilité aux
perturbations (température et humidité) est l’un des inconvénients de la commande en
boucle ouverte des poutres piézoélectriques. Si l’on ne peut pas garantir les performances
dans ces conditions d’utilisation, la commande en boucle fermée permettra d’atteindre
de meilleures performances de façon garantie.

1.5.2 Commande en boucle fermée

Dans le schéma de la Figure 1.22, on trouve des approches de commande prenant en
compte ou non de l’hystérésis et de la dérive des actionneurs piézoélectriques.

Les correcteurs traditionnels PID sont largement utilisés dans de nombreuses appli-
cations microrobotiques [Kou82] [Cut91]. Ce type de correcteur est bien adapté aux
applications de micropositionnement, dans le cas où ses paramètres sont correctement
ajustés.
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   actionneur

piézoélectrique
correcteur par

    feedback yuyc

+

-

Figure 1.22 – Schème de commande en boucle fermée d’actionneurs piézoélectriques.

Les techniques de commande avancée telles que les lois de commande robuste (H∞,
µ−synthèse) ont été également utilisées dans la commande des actionneurs piézoélec-
triques. L’avantage principal de ces approches est qu’elles permettent de prendre en
compte les incertitudes liées au modèle. Une méthode pour modéliser l’hystérésis et
pour commander les poutres piézoélectriques a été proposée dans [Rak09]. L’hystérésis
est représenté par une approximation quadrilatérale, tandis que la dérive a été consi-
dérée comme une perturbation externe. Une loi de commande robuste H∞ basée sur
le modèle obtenu a donc été conçue. Dans [Rak06a], une approximation multi-linéaire
a été utilisée pour modéliser l’hystérésis d’une poutre piézoélectrique unimorphe. Afin
d’assurer les performances requises, un correcteur µ−synthèse a été calculé. Tsai and
Chen [Tsa03] proposent une méthode pour la synthèse d’une loi de commande robuste
H∞ pour commander la déflexion, dans laquelle, le modèle d’hystérésis utilisé est basé
sur le prédicteur de Smith.

Une autre technique consiste à utiliser un correcteur feedback/feedforward comme
sur la Figure 1.23. Le pré-compensateur a pour objectif de compenser d’abord les non-
linéarités (hystérésis et dérive) tandis que l’ajout du correcteur par feedback permet
ensuite d’améliorer la précision de l’asservissement des actionneurs piézoélectriques. Gé-
néralement, le pré-compensateur peut être obtenu par une simple inversion du modèle
d’hystérésis et/ou de dérive. Par exemple, dans [Rak08], un pré-compensateur basé sur
l’inverse du modèle de Prandtl-Ishlinskii est d’abord utilisé pour linéariser l’effet hys-
térétique piézoélectrique. Ensuite, un correcteur robuste par feedback de type H∞ est
conçu pour rejeter l’effet d’une perturbation thermique. Croft and Devasia proposent
une méthode de commande des micro-actionneurs piézoélectriques basée sur le schéma
de la Figure 1.23 [Cro98]. Cette dernière est basée sur l’inverse d’un modèle polynomial
d’hystérésis et la conception d’un correcteur PD pour amortir les vibrations.

   actionneur

piézoélectrique
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+

-

  correcteur 
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Figure 1.23 – Commande par compensation du modèle de l’actionneur piézoélectrique.
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D’autres travaux adoptent la structure de commande feedback/feedforward donnée
par la Figure 1.24. L’utilisation de cette structure permet d’assurer un bon suivi de tra-
jectoire [Dew98] [Son05] [Ge96]. Le correcteur idéal feedforward permettant d’assurer
un suivi parfait de la sortie (y = yc) est le modèle inverse de l’actionneur piézoélectrique.

   actionneur

piézoélectrique yuyc

+

-

  correcteur

par feedback

 correcteur 

feedforward

+
+

Figure 1.24 – Commande feedback/feedforward assurant un suivi de trajectoire.

La Figure 1.25 montre une autre possibilité d’avoir une commande feedback/feedforward.
Le principe de cette dernière consiste tout d’abord à éliminer ou à réduire les effets
d’hystérésis, de dérive et des incertitudes liées au modèle en utilisant une commande par
feedback. Ensuite, le correcteur feedforward peut être construit à partir du système en
boucle fermée linéarisé [Lea02] [Li07].

   actionneur

piézoélectrique
  correcteur

par feedback yuyc

+

-

 correcteur

feedforward

Figure 1.25 – Commande feedback/feedforward par compensation du système bouclé.

D’autres techniques existent pour commander les micro-actionneurs piézoélectriques
telles que la synthèse de loi de commande par retour d’état [Oka90] et les méthodes
adaptatives [Li93] [Kuh99]. Des approches de commande par modes glissants ont été
également appliquées aux actionneurs piézoélectriques [Abi04]. Certaines sont basées
sur les approches de la logique floue [Ste98].

D’après les travaux existants, les approches de commande robuste occupent une
place très importante dans le micromonde à cause de leur efficacité et fiabilité à assurer
le bon fonctionnement du système en présence des incertitudes. Ces méthodes de com-
mande avancée permettent de fournir une solution et formulation précise au problème de
synthèse de correcteur. Cependant, l’application de ces dernières mènent à des correc-
teurs d’ordre élevé. Pour les microsystèmes, il est difficile d’implémenter des correcteurs
d’ordre élevé dans un microcontrôleur, car ils sont coûteux en terme de temps de calcul.
L’utilisation des méthodes de réduction d’ordre peut résoudre ce problème. Cependant,
il a été montré qu’avec les correcteurs obtenus après réduction, les performances de la
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boucle fermée sont perdues en présence des incertitudes. Pour éviter cela, nous utilisons
une méthode basée sur la théorie des intervalles.

1.5.3 Méthode proposée

Une méthode simple et garantie pour modéliser et/ou borner les incertitudes para-
métriques consiste à considérer chaque quantité variable incertaine dans un intervalle où
sa valeur exacte est incluse de façon certaine. Manipuler des données représentées par
des intervalles est supporté par la théorie des ensembles et par l’outil de l’Analyse par
Intervalles. Ceci offre une alternative intéressante aux méthodes ponctuelles (flottante).

D’après certaines études, la première formulation d’intervalle a été probablement
abordée par Healt en 1897 pour encadrer la valeur de π [Hea97]. D’autres études in-
diquent que les techniques d’analyse par intervalles sont apparues dans les années 20 à
partir des travaux de J. C. Burkill en 1924 [Bur24], de R. C. Young en 1931 [You31]
et plus tard par T. Sunaga en 1958 [Sun58]. Cependant, l’arithmétique des intervalles
a connu un réel développement suite aux travaux de thèse de Moore en 1962 [Moo62]
et à la parution de son livre [Moo66] en 1966. L’objectif de ses travaux consiste à ana-
lyser et quantifier les erreurs d’arrondis dans le calcul numérique. Après cette période,
des travaux intéressants ont été réalisés par Neumaier [Neu85] en 1985, sur la solution
garantie d’un système d’équations linéaires et non linéaires, et Kearfott [Kea89] via un
problème d’optimisation globale en 1989. En outre, avec la popularité de l’analyse par
intervalles, de nombreuses applications basées sur les résultats de Moore sont apparues
ces dernières années [Kea96] [Jau01].

Dans notre cas, l’analyse par intervalles nous permet de borner les incertitudes pa-
ramétriques des actionneurs piézoélectriques ; l’utilisation d’une fonction de transfert à
paramètres intervalles représente une façon intéressante pour définir un comportement
incertain [Kee94] [Lew94b] [Lew94a] [Sha91]. Par ailleurs, un tel modèle intervalle
permet de modéliser une famille de poutres piézoélectriques. La conception d’une loi
de commande basée sur ce modèle intervalle pourra donc être effectuée pour atteindre
un cahier des charges pour toute poutre piézoélectrique ayant un modèle à l’intérieur
du modèle intervalle. La commande par intervalles a été utilisée pour commander de
nombreux systèmes [Kee94] [Li09] [Jau01]. L’avantage principal de la commande par
intervalles est que la structure du correcteur peut être choisie a priori. Ce choix de struc-
ture permet de jouer sur l’ordre du correcteur et donc d’obtenir un correcteur d’ordre
suffisamment réduit s’il existe.

1.6 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que les actionneurs, les micro-objets et les informa-
tions délivrées par les capteurs sont les éléments principaux des systèmes de microma-
nipulation et de micro-assemblage.

Nous avons montré qu’il existe une grande diversité de micro-actionneurs permettant
la réalisation de nombreux systèmes de préhension. Malheureusement, les tâches de
micromanipulation et de micro-assemblage sont confrontées à la difficulté d’intégrer
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des capteurs précis et de dimensions compatibles avec le micromonde qui actuellement
représente un verrou technologique.

L’actionneur représente l’élément principal dans les systèmes de manipulation. La
sélection d’un type d’actionnement dépend des caractéristiques de l’actionneur choisi et
des objectifs de micromanipulation souhaités. Dans nos travaux, nous nous focalisons
sur les actionneurs piézoélectriques qui sont largement utilisés du fait de leurs excelentes
propriétés en termes de haute résolution, de haute densité de force et de large bande
passante. Cependant, certains phénomènes complexes de ces actionneurs piézoélectriques
limitent certaines performances requises pour réussir les tâches de micromanipulation
et micro-assemblage. Ceci mène à des comportements incertains de ces actionneurs qui
empêchent d’obtenir des performances garanties. Pour réussir les tâches de micromani-
pulation, des strategies adaptées de modélisation et de commande devraient être mises
en place.

Les approches de commande d’actionneurs piézoélectriques sont nombreuses dont
chacune présente des avantages et des inconvénients. L’un des inconvénients est lié au
nombre élevé de degré de liberté des correcteurs dérivés qui empêche la satisfaction du
compromis performances/robustesse.

Notre thèse vise à proposer une solution pemettant :
– de borner les incertitudes liées au modèle ;
– de dériver des correcteurs robustes d’ordre réduit et facilement implémentables
sous microcontrôleur dédiés à ces microsystèmes ;

– et de dimensionner des actionneurs piézoélectriques pour développer des micro-
pinces.

Nous proposons une approche par intervalles combinée avec les outils de l’automa-
tique pour obtenir ces objectifs.
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Méthode d’encadrement des

incertitudes paramétriques des

systèmes

2.1 Introduction

Les incertitudes liées aux modèles peuvent être classées en deux grandes catégories :
les incertitudes non structurées (ou dynamiques) et les incertitudes structurées (ou pa-
ramétriques). La première catégorie concerne les dynamiques négligées dans un modèle,
dont la structure est inconnue et l’ordre est susceptible de changer. La seconde catégorie
est liée aux variations ou erreurs d’estimation sur certains paramètres du modèle. Les
études s’intéressant à cette seconde catégorie d’incertitudes, dont l’effet sur le comporte-
ment du système est significatif, sont de plus en plus nombreuses. Il est donc essentiel de
les prendre en compte durant la modélisation pour assurer une meilleure approximation
de la réalité. Les approches probabilistes ont été développées pour représenter les incerti-
tudes paramétriques par des lois de probabilité (densité de probabilité) [Ibr87] [Sch97]
[Man99] [Cam00]. Cette représentation nous donne à la fois un ensemble qui contient
certainement la valeur incertaine, mais aussi une information sur la manière dont est
distribuée cette variable aléatoire dans cet ensemble. Néanmoins, avec ces approches
probabilistes, il est souvent difficile de déterminer une loi de probabilité. Pour cela, il est
intéressant d’utiliser d’autres techniques utilisant moins de calculs et nécessitant moins
d’informations statistiques sur les variables.

Dans ce contexte, nous proposons d’utiliser les approches ensemblistes pour représen-
ter les incertitudes paramétriques. Ces dernières permettent de borner les incertitudes
par un ensemble. En comparaison avec la méthode probabiliste, l’approche ensembliste
est plus pauvre, mais elle permet de manipuler facilement des variables incertaines. De
plus, elle demande moins de connaissances et d’hypothèses que la méthode probabiliste.
Les ensembles sont souvent caractérisés par leurs bornes comme par exemple : les ellip-
söıdes, les pavés (produit cartésien de n intervalles), les parallélotopes, les polytopes, etc.

33



34 Chapitre 2

Depuis des années, l’automatique s’est intéressée à l’approche ensembliste, en particulier
concernant :

– l’analyse de stabilité ;
– la synthèse de lois de commande ;
– la sûreté de fonctionnement ;
– le diagnostic ;
– l’estimation ;
– etc.
Dans le cas de notre contribution, l’approche ensembliste nous permet de traiter

les incertitudes de modèle dues au comportement variable des poutres piézoélectriques
se traduisant par des incertitudes sur les valeurs identifiées des paramètres. Une forme
simple permettant de représenter de façon exacte les incertitudes paramétriques consiste
à encadrer l’ensemble des valeurs possibles des paramètres par des vecteurs d’intervalles.
Ces intervalles contiennent de façon garantie les valeurs exactes des variables incertaines.
Dans la commande des systèmes à incertitudes, le caractère garanti (assurer la stabilité
et les performances) est extêmement important. Nous cherchons dans cette thèse à ex-
plorer cet outil du calcul par intervalles pour modéliser et commander les actionneurs
piézoélectriques.

2.2 Rappels sur l’arithmétique d’intervalles réels

Plus de détails sur les préliminaires donnés dans cette partie se trouvent dans
[Moo66] et [Jau01].

2.2.1 Intervalles et pavés

Le principe de base de l’arithmétique d’intervalles consiste à remplacer une valeur
réelle point (flottante) d’une variable par un intervalle qui l’encadre. Cette représentation
très puissante offre une alternative intéressante à l’arithmétique flottante.

Définition 2.1. On appelle intervalle réel borné noté [x] = [x, x], l’ensemble des nombres
réels vérifiant :

[x] = [x, x] = {x ∈ R |x ≤ x ≤ x} (2.1)

pour tout couple de réels flottants x et x, avec x ≤ x

Dans un intervalle [x] = [x, x], x et x s’appellent les bornes inférieure et supérieure
respectivement.

On note IR l’ensemble des intervalles bornés fermés sur R.
Par exemple, la valeur de π n’est connue qu’avec une certaine précision, elle peut

être représentée par un intervalle qui contient certainement sa valeur exacte :

[π] = [3.14, 3.15]
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Remarque 2.1. Dans le cas où x = x, [x] est dit intervalle dégénéré. Un tel intervalle
contient un seul nombre réel x. Par convention, un intervalle dégénéré [a] = [a, a] peut
être représenté par un nombre réel a.

La taille (longueur) d’un intervalle [x] est donnée par :

w([x]) = x− x (2.2)

Le centre d’un intervalle [x] est défini par :

mid([x]) =
x+ x

2
(2.3)

Le rayon de [x] est défini par :

rad([x]) =
x− x

2
(2.4)

Remarque 2.2. Notons qu’un intervalle [x] peut être également exprimé en fonction
de son centre et de son rayon comme suit :

[x] = mid([x])± rad([x]) (2.5)

De même, on désigne par IRn l’ensemble des vecteurs d’intervalles appelés souvent
bôıtes ou pavés.

Définition 2.2. Un pavé (vecteur intervalle ou bôıte) noté [x] est un compact de R
n

défini par le produit cartésien de n intervalles comme suit :

[x] = [x1]× [x2]× ...× [xn] (2.6)

ou encore

[x] =




[x1, x1]
.
.

[xi, xi]
.
.

[xn, xn]




=




[x1]
.
.
[xi]
.
.

[xn]




(2.7)

Quelques représentations graphiques des nombres intervalles et des pavés (cas de
n = 2, 3) sont données dans la Figure 2.1.
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Figure 2.1 – Représentation graphique des intervalles et des pavés.

2.2.2 Opérations algébriques et ensemblistes sur les intervalles

Il est possible d’étendre les opérations mathématiques élémentaires aux intervalles.
En fait, le résultat d’une opération entre deux intervalles est un intervalle qui contient le
résultat de toutes les opérations possibles de toutes les paires de nombres incluses dans
les deux intervalles.

Définition 2.3. Considérons deux intervalles [x] = [x, x], [y] = [y, y] et un opérateur
arithmétique ♦ ∈ {+,−, ∗, /}, on peut écrire :

[x]♦[y] = {x♦y |x ∈ [x], y ∈ [y]} (2.8)

Les opérations classiques listées ci-dessus sont défini dans Tableau 2.1.

Table 2.1 – Opérations classiques sur les intervalles [Moo66] [Jau01].

Operation Definition

+ [x] + [y] = [x+ y, x+ y]

− [x]− [y] = [x− y, x− y]

∗ [x] ∗ [y] = [min{x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y},max{x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y}]

/ [x]/[y] = [x] ∗ [1/y, 1/y], 0 /∈ [y]

Les opérations théoriques sur les ensembles peuvent être aussi appliquées aux inter-
valles. En effet, l’intersection de deux intervalles [x] ∩ [y] est un intervalle défini par :

1- si y < x ou x < y l’intersection est vide :

[x] ∩ [y] = ∅ (2.9)

2- ailleurs :
[x] ∩ [y] = [max

{
x, y

}
,min {x, y}] (2.10)

Dans ce dernier cas, l’union de [x] et [y] est aussi un intervalle :

[x] ∪ [y] = [min
{
x, y

}
,max {x, y}] (2.11)
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par ailleurs, dans le cas où [x] ∩ [y] = ∅, on obtient l’intervalle appelé hull qui est
défini comme suit :

[x]∪[y] = [min
{
x, y

}
,max {x, y}] (2.12)

Il est démontré que : [x] ∪ [y] ⊆ [x]∪[y] pour deux intervalles quelconques [x] et
[y] .

Remarque 2.3. Un ensemble S de forme quelconque peut être encadré par un pavé [x]
(Figure 2.2-a). L’encadrement (pavé [x]) réalisé contient tous les points de l’ensemble
S mais aussi d’autres points suplémentaires. Toutefois, il est possible d’approximer un
ensemble S par l’union finie de petits pavés (appelée sous-pavage). Ceci est représenté
sur la Figure 2.2-b.

pavés

(b)(a)
xx1 1

2

x

x

2

encadrement

Figure 2.2 – a : encadrement d’un ensemble par un pavé. b : approximation d’un
ensemble de R2 par l’union de pavés de IR2.

2.2.3 Fonction d’inclusion

Définition 2.4. Soit une fonction f : Rm → R
n. Une fonction intervalle [f] définie de

IR
m dans IR

n est dite fonction d’inclusion de f si :

∀[x] ∈ IR
m, f([x]) ⊂ [f]([x])

Notons que pour toute fonction f, on peut trouver une fonction d’inclusion. Cette
fonction d’inclusion n’est pas unique. La plus petite des fonctions d’inclusion de f est
unique et est appelée fonction d’inclusion minimale.

Généralement, le résultat issu d’une succession d’opérations sur des intervalles n’est
pas minimal. Ceci est dû principalement à deux causes distinctes : la dépendance des
variables et l’effet d’enveloppement.

2.2.4 Dépendance des variables

Ce problème est lié à la multi-occurence de certaines variables dans une évaluation de
fonction. En fait, lors d’un calcul par intervalles, chaque occurence du même intervalle
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est considérée comme étant un intervalle différent. En d’autres termes, l’égalité entre
un intervalle et lui même est perdue. Ceci engendre une sur-approximation du résultat
final.

Exemple 2.1. Soit [x] = [−1, 1], alors [x]− [x] = [−1, 1]− [−1, 1] = [−2, 2] 6= {0}

2.2.5 Effet d’enveloppement

De manière générale, l’image d’un pavé intervalles par rapport à une fonction n’est
pas en général un pavé mais plutôt un ensemble [Neu93]. Donc, englober cette image ré-
sultante par un pavé fait introduire des valeurs supplémentaires dans le domaine calculé.
Cette représentation par pavé conduit à une source de surestimation. Cela est souvent
observé dans les algorithmes récursifs où la surestimation s’accumule au cours des ité-
rations et conduit à des intervalles surestimés. Ceci les rend inexploitables en pratique.
Cet effet s’appelle l’effet d’enveloppement (wrapping effect).

Exemple 2.2. Soit un pavé [x] = [−1, 1], la Figure 2.3 présente la rotation de
π

4
du

pavé [x]. On constate qu’après deux rotations successives de
π

4
du petit carré initial [x],

on ne retrouve plus ce petit carré mais un autre carré plus grand [x”].

x1

x2

π

4

π

4

[x]

[x ]

[x  ]

‘

”

Figure 2.3 – Effet d’enveloppement

2.3 Inversion ensembliste

Il peut arriver que le problème de conception d’une loi de commande soit formulé
par un système d’inégalités linéaires ou non-linéaires. De nombreuses méthodes existent
pour résoudre un système d’inégalités. Dans le cas d’un système d’inégalités à coefficients
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intervalles, la caractérisation de l’ensemble solution (image réciproque d’une fonction)
d’un tel système est connue sous le nom de problème d’inversion ensembliste. L’une des
méthodes garanties de résolution est basée sur l’analyse par intervalles dont le principe
consiste à représenter les différentes inégalités par des inclusions. Ensuite, l’utilisation
d’un algorithme basé sur les techniques d’intervalles permet de remonter à l’ensemble
solution.

2.3.1 Problème d’inversion

Soit [f] : IRp → IR
n une fonction continue quelconque et soit un vecteur d’intervalles

connus de [Y] ⊆ IR
n. On souhaite caractériser l’ensemble S donné par :

S = [f]−1([Y]) = {[x] ⊆ IR
p |[f]([x]) ⊆ [Y]} (2.13)

S représente l’image réciproque de [x] par la fonction [f]. La caractérisation de l’en-
semble S des solution de (2.13) est un problème d’inversion ensembliste.

2.3.2 Résolution d’un problème d’inversion ensembliste

Un problème d’inversion ensembliste (linéaire ou non linéaire) peut être résolu d’une
manière garantie en utilisant l’algorithme SIVIA 1 (Set Inversion Via Interval Analy-
sis) proposé par Jaulin et Walter [Jau93]. Cet algorithme permet d’approximer par
un sous-pavage (lorsqu’au moins une solution existe) l’ensemble des solutions. Cette ap-
proximation est réalisée par un encadrement intérieur et extérieur, S et S respectivement.
L’ensemble des solutions S peut être écrit sous la forme :

S ⊆ S ⊆ S (2.14)

où

S = S ∪∆S (2.15)

avec
– S représente l’ensemble des pavés prouvés solutions,
– ∆S permet de définir l’incertitude sur la caractérisation de S. ∆S représente l’en-
semble des pavés pour lesquels aucune conclusion n’a pu être établie.

Remarque 2.4. Notons que dans le cas où :
– S = ∅, on peut conclure que le problème (2.13) ne possède aucune solution,
– S 6= ∅, l’ensemble S n’est pas vide ; il existe au moins une solution vérifiant le

problème d’inclusion (2.13).

L’algorithme SIVIA nécessite une bôıte (pavé) initiale de recherche [x]0 (elle peut
être choisie très large). Cette bôıte initiale est censée contenir suffisamment l’ensemble
des solutions S ou une partie de S. Le principe de l’algorithme SIVIA consiste à réaliser
des bissections sur le pavé initial selon un test d’inclusion.

1. Cet algorithme a été inséré dans des solveurs tels que Proj2D, Chloé, etc.
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2.3.2.1 Test d’inclusion

Un test d’inclusion permet de tester si tous les points ou une partie d’un pavé ap-
partiennent ou non à un autre pavé définissant une propriété donnée. Soit t([x]) une
fonction booléenne permettant de vérifier si [f]([x]) ⊆ [Y]. On peut distinguer trois cas
pour la fonction t([x]) définie comme suit :

t([x]) =





1 si [f]([x]) ⊆ [Y]
−1 si [f]([x]) ∩ [Y] = ∅
0 pour les autres cas

(2.16)

Un pavé [x] est dit :

1. faisable (acceptable) ([x] ⊆ S), si t([x]) = 1, c’est à dire ∀x ∈ [x], f(x) ∈ [Y].

2. non faisable (inacceptable) ([x] 6⊂ S), si t([x]) = −1, c’est à dire ∀x ∈ [x], f(x) /∈ [Y]

3. indéterminé (ambigu), si t([x]) = 0, dans ce cas le pavé [x] ne satisfait aucune des
deux premières possibilités.

Dans le dernier cas (indéterminé), si la taille du pavé [x] est supérieure à une certaine
tolérance ǫ fixée par l’utilisateur, on réalise une partition en deux du pavé afin d’effectuer
à nouveau des tests d’inclusion sur les deux pavés générés.

2.3.2.2 Algorithme SIVIA

L’algorithme SIVIA avec le test d’inclusion est donné par le Tableau 2.2 suivant :

Table 2.2 – Algorithme SIVIA pour résoudre un problème d’inversion ensembliste
[Jau93].

SIVIA(entrées : [x], t, ǫ ; sorties : S, S )

1 si t([x]) = −1, rejeter [x] ;

2 si t([x]) = 1, alors S := S ∪ [x] ; S := S ∪ [x] ;

3 si w([x]) < ǫ alors S := S ∪ [x] ;

4 sinon bissecter [x] en [x1] et [x2] ;

SIVIA(e : [x1], t, ǫ ; s : S, S) ;

SIVIA(e : [x2], t, ǫ ; s : S, S).

Remarque 2.5. 1. Notons que les pavés de tailles plus petites que ǫ sont stoqués
dans l’ensemble ∆S représentant l’incertitude sur la caractérisation de l’ensemble
solution S.
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Remarque 2.6. 1. Généralement, on s’intéresse à chercher l’approximation inté-
rieure S dont on est sûre que tous les points de l’ensemble (sous-pavage) S sont
inclus dans l’ensemble des solutions S, c’est à dire S ⊆ S. Dans le cas où l’ap-
proximation intérieure n’existe pas (S = ∅), il est possible de prendre des solutions
(incertaines) à l’intérieur du sous-pavage S.

L’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA trouve sa limite dans le cas où l’ensemble
S = [f]−1(Y) est de grande dimension (pratiquement, supérieure à 2). En effet, le temps
de calcul augmente exponentiellement avec le nombre de variables et avec la précision
souhaitée sur la caractérisation. Ajoutons comme causes supplémentaires possibles de
l’augmentation du temps de calcul, le choix des fonctions d’inclusion et la stratégie de
bissection.

2.4 Systèmes à incertitudes paramétriques

L’obtention d’une représentation mathématique (modèle) exacte d’un système réel
est généralement impossible et très coûteuse. Par ailleurs, une description précise (si elle
existe) est complexe et complique souvent la tâche de synthèse de correcteurs. Ainsi,
les modèles utilisés ne sont qu’une représentation imparfaite de la réalité. Ils sont donc
soumis à diverses incertitudes. Notre étude dans cette thèse considère les incertitudes pa-
ramétriques. L’analyse par intervalles est l’un des outils puissants permettant de borner
les incertitudes paramétriques d’un système par des intervalles connus.

2.4.1 Modèle intervalle

Une représentation d’un système physique par un modèle nominal (modèle à para-
mètre point) n’est qu’une approximation de la réalité obtenue après des simplifications.
Surtout, elle est centrée sur un point de fonctionnement du système en considérant les
paramètres comme fixes dans le temps. En fait, l’utilisation d’une fonction de transfert
classique n’est plus suffisante pour décrire le comportement incertain d’un système. Pour
cela, les modèles intervalles permettant une description des variations du comportement
d’un système apparaissent comme une alternative.

Définition 2.5. Un modèle intervalle SISO noté [G](p, [r], [q]) représente une famille
de systèmes. Ce modèle intervalle peut être modélisé par :

1) une fonction de transfert à coefficients bornés par des intervalles connus comme
suit :

[G](p, [r], [q]) =

m∑
j=0

[qj ]p
j

n∑
i=0

[ri]pi
(2.17)

=





m
∑

j=0
qjp

j

n
∑

i=0
ripi

∣∣∣qj ∈ [qj , qj ], ri ∈ [ri, ri]



 (2.18)
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tels que : [r] = [[r0], ..., [rn]] et [q] = [[q0], ..., [qn]] sont deux bôıtes de paramètres
intervalles (pavés de nombres intervalles), p représente la variable de Laplace .

2) ou par une représentation d’état caractérisée par les matrices de réalisation sui-
vantes :

[A] =




[a11] ... ...
: [aii]
. ... ...


 ; [B] =




[b1]
[bi]
:


 ; [C] =

(
[c1] [ci] ...

)
; [D] = 0 (2.19)

où tous les éléments des différentes matrices sont des paramètres intervalles.

La réponse d’un système intervalle peut être définie par un tube de trajectoires,
appelé souvent enveloppe englobante. Cette enveloppe englobe tous les comportements
possibles du système réel dont la réponse réelle est comprise entre deux courbes (bornes
supérieure et inférieure de la réponse du modèle intervalle).

2.4.2 Stabilité des systèmes à paramètres incertains

Soit l’asservissement de la Figure 2.4. Le système SISO G(p) est commandé par un
correcteur C(p) pour assurer le bon fonctionnement de l’asservissement.

G(p)C(p)
yuyc

+

-

Figure 2.4 – Asservissement de système.

Dans la Figure 2.4 :
– yc est la consigne ;
– u est le signal de commande ;
– et y est la sortie du système.
La stabilité représente un critère fondamental dans la conception, l’analyse et la

commande des systèmes. D’une manière générale, on distingue deux type de stabilité :
la stabilité BIBO (bounded input/bounded output) et la stabilité interne. Le premier
type de stabilité s’intéresse au comportement externe du système. La stabilité BIBO
est assurée si l’énergie des signaux en sortie y(t) est bornée pour une énergie bornée
fournie en entrée yc. En terme de fonction de transfert, elle correspond à la stabilité
du système bouclé GK(1 + GK)−1. Par contre, la stabilité interne exige que tous les
signaux internes de la boucle soient à énergie bornée (finie). Généralement, elle nécessite
la stabilité de trois fonctions de transfert en plus (S = (1 + GK)−1,KS,GS et GKS)
par rapport à la stabilité BIBO. L’analyse de stabilité interne est généralement basée
sur les représentations d’état de G et K.
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Lorsque les propriétés d’un système physique sont décrites par un modèle nominal,
l’étude de stabilité basée sur ce modèle est appelée la stabilité nominale. Or, un modèle
nominal n’est qu’une représentation approximative de la réalité. Le modèle nominal est
alors soumis à diverses incertitudes. Assurer la stabilité du modèle nominal bouclé n’est
donc pas suffisant. Le développement de la théorie de commande cherche à garantir la
stabilité des systèmes face aux différentes incertitudes paramétriques liées au modèle.
Cette propriété est connue sous le nom de stabilité robuste [Bha95]. Selon la littérature,
plusieurs techniques ont été développées dans ce contexte. Le théorème du petit gain
joue un rôle très important dans la commande et l’analyse de la stabilité robuste des
systèmes.

Théorème 2.1. (Théorème du petit gain) Soit la structure en boucle fermée don-
née par la Figure 2.5 dans laquelle H1(p) et H2(p) sont deux systèmes interconnectés,
d’entrées e1 et e2, et de sorties y1 et y2 respectivement.

H (p)

H (p)
y

u
+

-

1

2

+

+

y
2

1e

e2

1

u

1

2

Figure 2.5 – Théorème du petit gain.

Supposons que H1 et H2 sont stables, si ‖H1‖∞ ‖H2‖∞ < 1, alors le système liant le

vecteur

(
u1
u2

)
et le vecteur de signaux de sortie

(
y1
y2

)
est internement stable.

Dans le Théorème 2.1, ‖Hi‖∞ (i = 1, 2) désigne la norme-H∞ du système Hi(p). Son
expression est définie dans l’Annexe A.

Dans le cas d’un asservissement soumis à des incertitudes paramétriques, l’idée d’ana-
lyse de la stabilité robuste est résumée par le schéma de la Figure 2.6 obtenu après
isolation de la matrice des incertitudes de la partie nominale du système. Cette matrice
d’incertitudes (notée ∆) peut être donnée sous la forme suivante :

∆ = diag {∂1.In1 , ..., ∂r.Inr}

où |∂i| ≤ 1 est la variation normalisée du ième paramètre de ∆. M(p) représente une
matrice de transfert nominale du système bouclé liant z et v.

La condition sur la stabilité du système interconnecté (Figure 2.6) est donnée par la
seconde version du théorème du petit gain [Zam66]. La robustesse en stabilité basée sur
la forme d’interconnection (Figure 2.6) a été également étudiée dans [Doy79] [You97]
[Ala99a].

Théorème 2.2. (Théorème du petit gain version 2) Soit M(p) une matrice de
transfert (p× p) stationnaire stable. Le système interconnecté illustré sur la Figure 2.6
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ν
∆

M(p)
z

Figure 2.6 – Théorème du petit gain.

est bien-posé et internement stable pour tout ∆ ∈ C
p×p avec ‖∆‖∞ < 1 si et seulement

si ‖M(p)‖∞ ≤ 1.

Ce théorème est valable pour tout type d’incertitudes normalisées de façon que la
norme-H∞ de la matrice des incertitudes soit inférieure ou égale à 1. Dans notre contri-
bution, nous nous intéressons au cas des incertitudes paramétrique.

L’avantage du théorème du petit gain est l’analyse de la stabilité dans le cas des
systèmes à incertains SISO (Single Input Single Output) et MIMO (Multiple Input
Multiple Output). Cependant, ce dernier nécessite l’isolation de la matrice d’incertitude
∆ qui est une tâche complexe surtout dans le cas de plusieurs paramètres incertains.
Dans le cas des systèmes SISO, d’autres approches d’analyse de stabilité de systèmes
intervalles utilisent le polynôme caractéristique afin d’éviter ce problème. L’avantage de
ces dernières est la simplicité de représentation des incertitudes paramétriques. Ainsi, la
normalisation des incertitudes n’est pas nécessaire. Rappelons ces approches ci-dessous.

Soit un polynôme intervalle [A](p, [a]), tel que ai ∈ [ai, ai] :

[A](p, [a]) = [an]p
n + [an−1]p

n−1 + ...+ [a1]p+ [a0]

Généralement, la décision sur la stabilité d’un polynôme quelconque peut être obte-
nue en regardant ses racines. En fait, le polynôme intervalle [A](p, [a]) est stable si et
seulement si toutes ses racines sont à partie réelle négative. Néanmoins, la caractérisa-
tion de l’ensemble de toutes les racines possibles d’un polynôme intervalle d’ordre élevé
est très difficile à réaliser. Pour cela, la plus part des travaux existants sont basés sur
l’application directe du critère algèbrique de Routh-Hurwitz. Dans ces derniers, la stabi-
lité d’un système donné est évaluée à partir des coefficients intervalles de son polynôme
caractéristique [Jau01] [Wal94].

1. une condition nécessaire pour que [A](p, [a]) soit stable est que tous ses coefficients
[ai] (∀i ∈ {1, ..., n}) soient de même signe.

2. la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du polynôme [A](p, [a]) est
donnée par le critère de Routh. Ce critère est basé sur le tableau de Routh ayant
n + 1 lignes (voir Tableau 2.3). Les éléments de la première et de la deuxième
lignes sont les coefficients du polynôme [A](p, [a]). Les n− 1 lignes restantes sont
calculées comme suit :
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[b1] =
[an−1][an−2]−[an][an−3]

[an−1]
, [b2] =

[an−1][an−4]−[an][an−5]
[an−1]

, · · ·

[c1] =
[b1][an−3]−[an−1][b2]

[b1]
, [c2] =

[b1][an−5]−[an−1][b3]
[b1]

, · · ·

...
...

. . .

Table 2.3 – Tableau de Routh.
❍

❍
❍
❍

❍❍
i

j
1 2 3 · · · · · ·

1 [an] [an−2] [an−4] · · · 0

2 [an−1] [an−3] [an−5] · · · 0

3 [b1] [b2] [b3] · · · 0

4 [c1] [c2] [c3] · · · 0

...
...

...
...

n+ 1

Le polynôme [A](p, [a]) est stable si et seulement si tous les termes de la première
colonne du Tableau 2.3 sont de même signe.

Parfois, pour des mesures de sécurité (marge de stabilité), on s’intéresse à l’étude de
la δ-stabilité d’un polynôme intervalle. La δ-stabilité d’un polynôme intervalle [A](p, [a])
est assurée si et seulement si toutes ses racines sont à partie réelle inférieure à −δ.

D’autres travaux s’intéressent à la vérification de stabilité via le critère de Routh-
Hurwitz en utilisant quelques polynômes extrêmes particuliers. Après l’apparition du
célèbre théorème de Kharitonov [Kha78], l’analyse de la stabilité d’un polynôme à
paramètres incertains a attiré une attention considérable des chercheurs [Bia83] [Bar84].
La stabilité robuste selon Kharitonov est satisfaite si quatre polynômes extrêmes, appelés
polynômes de Kharitonov sont Hurwitz 2.

Théorème 2.3. [Kha78] Soit [Q](p, [q]) un polynôme à n paramètres intervalles indé-
pendants défini par :

[Q](p, [q]) = [qn]p
n + ...+ [q1]p+ [q0] (2.20)

tel que qi ∈ [qi, qi] pour i = 0, 1, ..., n.
Tous les polynômes dans Q sont stables si et seulement si les quatre polynômes sui-

vants Q1, Q2, Q3 et Q4 le sont aussi :

2. C’est à dire leurs racines sont à partie réelle négative.
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Q1 = q
n
pn + q

n−1
pn−1 + qn−2p

n−2 + qn−3p
n−3 + q

n−4
pn−4 + ...

Q2 = q
n
pn + qn−1p

n−1 + qn−2p
n−2 + q

n−3
pn−3 + q

n−4
pn−4 + ...

Q3 = qnp
n + q

n−1
pn−1 + q

n−2
pn−2 + qn−3p

n−3 + qn−4p
n−4 + ...

Q4 = qnp
n + qn−1p

n−1 + q
n−2

pn−2 + q
n−3

pn−3 + qn−4p
n−4 + ...

En fait, le résultat de Kharitonov est basé sur l’hypothèse que les paramètres inter-
valles sont indépendants. L’application du théorème de Kharitonov dans le cas contraire
(coefficients dépendants) conduit à un conservatisme sur les conclusions de la stabilité et
la condition devient uniquement suffisante. Pour cette raison, une généralisation du théo-
rème de Kharitonov a été proposée dans [Cha89] [Bar89] [Pet90]. Cette généralisation
permet d’élargir la région de stabilité dans la commande des systèmes.

Les auteurs dans [Sma02] proposent une approche dans l’espace d’état basée sur
l’analyse par intervalles pour analyser la stabilité d’un système bouclé. D’autres travaux
pour analyser la stabilité robuste des matrices intervalles en utilisant la forme de Lya-
punov sont développées dans [Gar93]. L’analyse de stabilité robuste dans [Jau99] est
basée sur l’inclusion de deux ensembles.

2.4.3 Norme-H∞ d’un modèle intervalle

La norme-H∞ est très utilisée dans les approches de commande robuste. En fait, elle
représente un bon indicateur de performances. Dans le paragraphe suivant, on s’intéresse
au calcul de la norme-H∞ dans le cas des systèmes intervalles monovariables (SISO).

2.4.3.1 Normes-H∞ des sytèmes intervalles

Quelques méthodes de calcul de la norme-H∞ ont été développées pour s’adapter
aux systèmes intervalles. Néanmoins, ces méthodes sont applicables au cas des systèmes
intervalles monovariables. Leur principe de base consiste à exprimer la norme-H∞ d’un
système intervalle uniquement par quelques fonctions de transfert particulières basées
sur certains polynômes extrêmes. Dans [An00b] [An00a], une méthode a été proposée
pour calculer la norme-H∞ d’un système intervalle pondéré par une fonction de transfert
W (p) = B(p)

A(p) vérifiant les hypothèses suivantes :

1. toutes les racines du polynôme A(p) sont réelles, négatives et non répétées (chaque
racine apparait une seule fois),

2. quelques soient deux racines réelles α1 et α2 de A(p) telles que α2 < α1 < 0, il
existe au moins une racine réelle β de B(p), telle que −α1 < |β| < −α2.

Il a été démontré que cette norme peut être définie par la valeur maximale des
normes-H∞ de 16 fonctions de transfert basées sur les polynômes de Kharitonov. Les 16
polynômes sont calculés par la combinaison des quatre polynômes du numérateur et du
dénominateur.

Soit un système intervalle [G](p, [a], [b]) = [Num](p,[b])
[Den](p,[a]) et une fonction de pondération

satisfaisant les hypothèses précédentes, si le système pondéré W (p)[G](p, [a], [b]) est



2.5 Théorème d’inclusion des performances 47

propre et strictement stable, alors la valeur maximale de sa norme-H∞ est donnée par
la formule suivante :

‖W (p)[G](p, [a], [b])‖∞ = max
i,j=1,2,3,4

(∥∥∥∥
B(p)

A(p)

Numi(p)

Denj(p)

∥∥∥∥
∞

)
(2.21)

tels que Numi(p) et Denj(p) (i, j = 1, 2, 3, 4) sont les polynômes de Kharitonov
correspondants au numérateur [Num](p, [b]) et au dénominateur [Den](p, [a]) respecti-
vement.

Ce résultat est très utile dans la théorie de la commande robuste H∞ nécessitant le
calcul de la norme-H∞ d’une fonction de transfert pondérée WG(p). Selon ces travaux,
la méthode proposée reste valable pour tout système intervalle pondéré par un scalaire
K[G](p, [a], [b]).

Long Wang [Wan02] a développé une approche pour calculer la valeur maximale
de la norme-H∞ de la fonction de sensibilité d’un système intervalle. Cette méthode
est basée sur le même principe que la méthode précedente, mais l’auteur a pu réduire
le calcul de la norme en utilisant uniquement 12 fonctions de transfert basées sur les
polynômes de Kharitonov du numérateur et dénominateur de la fonction de sensibilité.
Selon Long Wang, la valeur maximale de la norme-H∞ de la fonction de sensibilité
[S](p, [a], [b]) = [Den](p,[a])

[Den](p,[a])+[Num](p,[b]) d’un système intervalle [G](p, [a], [b]) est donnée
par :

‖[S](p, [a], [b])‖∞ = max
i,j

(∥∥∥∥
Denj(p)

Denj(p) +Numi(p)

∥∥∥∥
∞

)
(2.22)

avec : ij = {11, 22, 33, 44, 12, 24, 43, 31, 21, 42, 34, 13}.

2.5 Théorème d’inclusion des performances

Dans cette partie, nous proposons quelques théorèmes d’inclusion des fonctions de
transfert intervalles, inclusion de leurs performances ainsi que leurs démonstrations. Ces
théorème seront utiles pour nos méthodes de conception de lois de commande proposées
dans les chapitres à venir.

2.5.1 Inclusion des fonctions rationnelles

Le théorème suivant issu des travaux de Boche [Boc66], est un résultat très intéres-
sant pour l’inclusion des fonctions intervalles. Il est aussi appelé théorème du confinement
(containment theorem).

Théorème 2.4. (théorème de confinement) Soit une expression rationnelle [F ]([x])
dépendante des variables intervalles [x] = [[x1], ..., [xn]]. Considérons une bôıte de va-
riables intervalles [y] = [[y1], ..., [yn]]. Si [y] ⊆ [x], c’est à dire [y1] ⊆ [x1], ..., [yn] ⊆ [xn]
est satisfait, alors [F ]([y]) ⊆ [F ]([x]) l’est aussi.

Preuve : Voir [Boc66].



48 Chapitre 2

2.5.2 Inclusion des fonctions de tranfert intervalles

Le théorème suivant est une conséquence directe du Théorème 2.4.

Théorème 2.5. Soit deux modèles intervalles stables [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ])
définis comme indiqué dans la Définition 2.5 et ayant les mêmes structures (les mêmes
degrés à leurs numérateurs, idem pour leurs dénominateurs), alors :

Si

{
[α] ⊆ [γ]
[β] ⊆ [λ]

⇒ [G1](p, [α], [β]) ⊆ [G2](p, [γ], [λ])

Preuve : Notons que la variable de Laplace peut être représentée par un intervalle
complexe dégénéré p = [p, p] = [p]. La démonstration est basée sur le Théorème 2.4,
avec [F ]([x]) = [G2](p, [α], [β]) et [F ]([y]) = [G1](p, [α], [β]) où [x] = [[p], [γ], [λ]] et
[y] = [[p], [α], [β]]. D’après le Théorème 2.4 on a :

[y] ⊆ [x]⇒ [F ]([y]) ⊆ [F ]([x])

qui conduit pour tout p à :

{
[α] ⊆ [γ]
[β] ⊆ [λ]

⇒ [G1](p, [α], [β]) ⊆ [G2](p, [γ], [λ])

2.5.3 Inclusion des performances des systèmes intervalles

Dans la conception d’une loi de commande par intervalles, on utilise souvent la notion
d’inclusion de performances. Le théorème suivant nous permet de définir l’inclusion
des réponses temporelles et fréquentielles des fonctions de transfert intervalles. En fait,
ces réponses définissent les performances temporelles et fréquentielles décrites par les
systèmes intervalles.

Théorème 2.6. Considérons deux fonctions de transfert intervalles [G1](p, [α], [β]) et
[G2](p, [γ], [λ]) ayant les mêmes structures. Si [α] ⊆ [γ] et [β] ⊆ [λ] sont vérifiés, alors
les réponses temporelle et fréquentielle de [G1](p, [α], [β]) sont bornées par celles de
[G2](p, [γ], [λ]).

Preuve : La démonstration du théorème est décomposée en deux parties : inclusion
des performances temporelles et inclusion des performances fréquentielles.

1. preuve de l’inclusion des performances temporelles : en utilisant le Théorème 2.6,
si les inclusions [α] ⊆ [γ] et [β] ⊆ [λ] sont vérifiées, alors on a :

[G1](s, [α], [β]) ⊆ [G2](s, [γ], [λ]) (2.23)

Comme ept est un intervalle complexe dégénéré pour tout p (variable de Laplace)
et tout t (variable de temps), l’inclusions (2.23) est équivalente à :

[G1](p, [α], [β])e
pt ⊆ [G2](p, [γ], [λ])e

pt (2.24)
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Selon les propriétés des intervalles (voir [Moo66]), l’intégration de chaque terme
dans (2.24) ne modifie pas l’inclusion :

+∞∫

−∞

[G1](p, [α], [β])e
ptdp ⊆

+∞∫

−∞

[G2](p, [γ], [λ])e
ptdp (2.25)

Il est possible de réécrire (2.25) sous la forme suivante :

1

2πj

+∞∫

−∞

[G1](p, [α], [β])e
ptdp ⊆

1

2πj

+∞∫

−∞

[G2](p, [γ], [λ])e
ptdp (2.26)

Les deux termes donnés par (2.26) décrivent les réponses temporelles [g1](t) et
[g2](t) de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]) respectivement. On déduit :

[g1](t) ⊆ [g2](t) (2.27)

2. preuve de l’inclusion des performances fréquentielles : cette démonstration est évi-
dente lorsqu’on utilise le Théorème 2.6. En fait, l’inclusion (2.23) est valable pour
tout p. Dans le cas où p = jw, l’inclusion (2.23) devient :

[G1](jw, [α], [β]) ⊆ [G2](jw, [γ], [λ]) (2.28)

qui représente l’inclusion des réponses fréquentielles des deux termes.

Remarque 2.7. Une preuve détaillée du théorème de l’inclusion des performances est
donnée dans [Rak11b].

2.5.4 Exemple

Soit une fonction de transfert intervalle stable [G1](p, [α], [β]) définie comme suit :

[G1](p, [α], [β]) =
[0.6, 0.8]

[0.11, 0.25]p2 + [0.6, 0.9]p+ 1
(2.29)

tels que [α] = [0.6, 0.8] et [β] = [[0.11, 0.25], [0.6, 0.9]].
Considérons une autre fonction de transfert intervalle [G2](p, [γ], [λ]) incluse dans

[G1](p, [α], [β]) (2.29), c’est à dire [G2](p, [α], [β]) ⊆ [G1](p, [γ], [λ]). On choisit :

[G2](p, [γ], [λ]) =
[0.68, 0.74]

[0.15, 0.19]p2 + [0.7, 0.8]p+ 1
(2.30)

Tout d’abord, nous vérifions l’inclusion des réponses temporelles des deux modèles
(2.29) et (2.30). La Figure 2.7 présente les réponses indicielles de [G1](p, [α], [β]) et
[G2](p, [γ], [λ]).

D’après la Figure 2.7, on constate que la réponse indicielle de [G2](p, [γ], [λ]) est
incluse dans celle de [G1](p, [α], [β]).
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Figure 2.7 – Inclusion des réponses indicielles de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]).

Ensuite, on trace les magnitudes des deux fonctions de transfert sur la Figure 2.8.
Comme [G2](p, [α], [β]) ⊆ [G1](p, [γ], [λ]), l’enveloppe de la magnitude de [G1](p, [α], [β])
contient l’enveloppe de la magnitude de [G2](p, [γ], [λ]).
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Figure 2.8 – Inclusion des réponses fréquentielles de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]).
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode permettant de prendre en compte
les bornes supérieure et inférieure caractérisant les incertitudes paramétriques dans les
systèmes. Cette approche est basée sur l’analyse par intervalles et consiste à supposer
la variation de chaque paramètre incertain dans un intervalle. La représentation des
systèmes à paramètres incertains par un modèle intervalle montre l’intérêt d’exploiter
cet outil.

Dans une première partie de ce chapitre, nous avons rappelé brièvement quelques
notions préliminaires sur l’arithmétique d’intervalles. Ensuite, nous avons vu que l’ap-
proche ensembliste offre la possiblité d’analyse de la stabilité robuste. Par cette approche,
il est également possible d’évaluer la valeur maximale de la norme-H∞ d’un système in-
tervalle utilisée dans la théorie de la commande robuste. Nous avons présenté quelques
théorèmes d’inclusion concernant l’inclusion des fonctions de transfert et de leurs perfor-
mances. Ces théorèmes d’inclusion des performances seront utilisés dans la conception
d’une loi de commande robuste par intervalles.

Dans les chapitres suivants, nous exploitons l’approche ensembliste pour dimen-
sionner des poutres piézoélectriques et borner les incertitudes paramétriques liées aux
modèles de poutres piézoélectriques dans un objectif de concevoir des lois de com-
mande robuste permettant de répondre aux exigences de micromanipulation et de micro-
assemblage.
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Chapitre 3

Modélisation et dimensionnement

des poutres piézoélectriques

3.1 Introduction

Une bonne connaissance du comportement des poutres piézoélectriques est toujours
nécessaire pour le calcul du correcteur pour leurs commandes. Pour cela, il est important
de comprendre les phénomènes physiques mis en jeu lors de leur fonctionnement. De
nombreuses méthodes ont été développées pour modéliser le comportement statique et
dynamique de ces poutres piézoélectriques en utilisant les équations fondamentales de la
piézoélectricité. Les modèles proposés dans ces travaux permettent d’estimer la déflexion
des poutres piézoélectriques suite à une excitation extérieure (électrique, mécanique,
thermique, etc) et les fréquences de résonance des différents modes de vibration.

Nous avons vu dans le premier chapitre que les poutres piézoélectriques sont un des
constituants essentiels des systèmes microrobotiques. Dans les systèmes de micromanipu-
lation et de micro-assemblage, on a généralement besoin d’élargir la plage des déflexions
et d’avoir de hautes fréquences de résonnance tout en gardant les dimensions de ces
systèmes adaptées au micromonde. Nous concevrons des poutres piézoélectriques qui
permettent de répondre à ce besoin. Cela consistera à donner les dimensions (longueur,
largeur et épaisseur) de la poutre et à choisir les matériaux des différentes couches.

Ce chapitre s’intéresse dans un premier temps à modéliser de façon analytique le com-
portement statique et dynamique des poutres piézoélectriques multimorphes. Ensuite,
nous dérivons les modèles statique et dynamique des unimorphes et des bimorphes. En
utilisant ces deux types de poutres, nous comparons les résultats analytiques et expéri-
mentaux. Puis, nous abordons une analyse des variations du comportement des poutres
en fonction de leurs caractéristiques géométriques. Ceci permet de cibler les paramètres
géométriques les plus influants sur lesquels le dimensionnement sera basé. Nous pro-
posons également deux problèmes typiques de conception de poutres piézoélectriques.
L’objectif des problèmes de conception présentés est celui de l’amélioration des per-
formances (suivant un cahier des charges) de poutres piézoélectriques. Nous montrons

53
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dans ce chapitre comment formuler le problème de concepetion avec les techniques par
intervalles. Une résolution est ensuite proposée.

3.2 Modélisation linéaire des poutres piézoélectriques

La piézoélectricité est la propriété remarquable de certains matériaux de convertir de
manière réversible une énergie mécanique en une énergie électrique (effet piézoélectrique
direct et inverse). Dans cette partie, nous donnons des compléments concernant les mo-
dèles statique et dynamique des poutres piézoélectriques unimorphes et multimorphes.

3.2.1 Modélisation statique des poutres piézoélectriques

Le modèle statique des poutres piézoélectriques peut être décrit par les équations
constitutives de la piézoélectricité [IEE88] [Ike90]. Entre autres, ces équations décrivent
la relation entre une excitation électrique et la déflexion à l’extrémité des poutres.

3.2.1.1 Modèle tension-déflexion des poutres multimorphes

Le comportement statique des poutres piézoélectriques multimorphes a été largement
étudié notamment dans [Bal07] [Wei99] [DeV97]. Les équations statiques modélisant
le comportement d’une poutre piézoélectrique proposées dans ces travaux sont basées
sur des approches énergétiques. Ces équations sont données en fonction des propriétés
physiques et des dimensions géométriques de la structure. Dans cette étude, on adopte
la description du comportement statique des poutres multimorphes présentée par Bal-
las [Bal07]. Cette description est plus générale, car elle fournit des relations liant les
paramètres extensifs tels que la déflexion δ à l’extrémité de la poutre, la pente α de la
poutre, le volume V déplacé par la poutre et la charge sur les électrodes Q, aux para-
mètres intensifs tels que la force extérieure F appliquée à l’extrémité de la poutre ( force
perpendiculaire à la poutre), le moment extérieur M, la tension U entre les électrodes et
la charge de pression p pour tout point x le long de la poutre (voir la Figure 3.1-b). Dans
cette partie, nous nous intéressons particulièrement à la description du modèle statique
tension-déflexion, c’est à dire (U, δ).

Soit une poutre piézoélectrique de section rectangulaire encastrée-libre composée de n
couches collées entre elles comme indiquées sur la Figure 3.1-a. La largeur et l’épaisseur
de la ième couche sont notées respectivement wi et hi, tandis que la longueur L est
supposée identique pour toutes les couches. On notera s11,i et d31,i respectivement la
souplesse à champ électrique constant et la constante piézoélectrique de la ième couche.
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Figure 3.1 – a : poutre piézoélectrique multimorphe encastrée-libre. b : poutre piézo-
électrique multimorphe soumise à des excitations extérieures.

La position de l’axe neutre, notée z joue un rôle important dans la description du
modèle statique, elle est définie par la distance de l’axe neutre et la surface inférieure de
la poutre comme suit [Bal07] :

z = −

n∑
i=1

wi

s11,i
h2i − 2

n∑
i=1

wi

s11,i
hi

i∑
j=1

hj

2
n∑

i=1

wi

s11,i
hi

(3.1)

Le modèle décrivant le comportement statique des poutres multimorphes proposé
par Ballas est basé sur les relations fondamentales de la piézoélectricité données en
Annexe B. Pour une tension U , la déflexion statique de tout point x de la longueur
d’une poutre multimorphe composée de n couches est régie par la formule suivante
[Bal07] :

δ(x) =
mpiezox

2

2C
U (3.2)

où

mpiezo =
1

2

n∑
i=1

wid31,i
s11,ihi

[
2zhi − 2hi

i∑
j=1

hj + h2i

]

C =
1

3

n∑
i=1

wi

s11,i

[
3hi

(

z −
i
∑

j=1
hj

)(

z −
i−1
∑

j=1
hj

)

+ h3i

]

(3.3)

La relation (3.2) représente une formulation plus générale pour décrire le compor-
tement statique des poutres piézoélectriques multicouches. Un autre avantage de cette
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formulation est qu’elle permet la dérivation de la déflexion de n’importe quel point
x ∈ [0, L] le long de la poutre.

3.2.1.2 Dérivation du modèle tension-déflexion des unimorphes et des bi-
morphes

Nous dérivons maintenant les modèles tension-déflexion des poutres unimorphes et
bimorphes en se basant sur le modèle général proposé par Ballas (3.2). Soit une poutre
piézoélectrique unimorphe constituée d’une couche piézoélectrique et d’une autre couche
de matériau passif comme indiquée sur la Figure 3.2. Les deux couches collées entre elles
ont la même longueur L (le long de l’axe x) et la même largeur w = w1 = w2 (le long
de l’axe y), leurs épaisseurs sont respectivement h1 = hmp et h2 = hp pour la couche
passive et la couche piézoélectrique. On note par s11,2 = sp11 et s11,1 = smp

11 , les souplesses
des matériaux actif et passif respectivement. La constante piézoélectrique est notée d31.

3(z)

2(y)

1(x)

couche

passive

couche

active

h

h

p

mpL

Figure 3.2 – Dimensions d’une poutre piézoélectrique unimorphe.

Dans le cas d’une unimorphe piézoélectrique, le modèle tension-déflexion est décrit
par la formule (3.2) dans laquelle les paramètresmpiezo et C sont déterminés pour n = 2.
Nous obtenons :

mpiezo =
−wd31hmp (hp + hmp)

2 (smp
11 hp + sp11hmp)

C =
w
(

(sp11)
2h4mp + smp

11 sp11
(

4hph
3
mp + 6h2ph

2
mp + 4hmph

3
p

)

+ (smp
11 )

2
h4p

)

12smp
11 sp11 (s

mp
11 hp + sp11hmp)

(3.4)

Après avoir remplacé mpiezo et C dans (3.2), on obtient :

δ(x) =
−3d31s

mp
11 sp11hmp (hp + hmp)x

2

(sp11)
2h4mp + smp

11 sp11
(

4hph3mp + 6h2ph
2
mp + 4hmph3p

)

+ (smp
11 )

2
h4p

U (3.5)

On note que Smits et Choi ont également proposé une relation liant la déflexion d’un
unimorphe à la tension appliquée [Smi91a]. Leur résultat est identique à (3.5) lorsqu’on
utilise x = L.
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De même, dans le cas d’une poutre bimorphe composée de deux couches piézoélec-
triques (n = 2) ayant une largeur w et des épaisseurs identiques hp, nous déduisons à
partir des relations (3.3) les paramètres mpiezo et C :

mpiezo =
−wd31hp

sp11

C =
2wh3p
3sp11

(3.6)

Ceci conduit à une déflexion totale de la poutre bimorphe décrite par la relation
suivante :

δ(x) =
−3d31x

2

4h2p
U (3.7)

Ce résultat (3.7) issu du modèle de Ballas est identique au résultat présenté dans les
travaux [Smi91b] lorsque x = L.

3.2.2 Modélisation dynamique des poutres piézoélectriques

Le modèle dynamique des poutres piézoélectriques est régi par des équations diffé-
rentielles partielles. Ces équations différentielles peuvent être dérivées en utilisant une
approche Hamiltonienne. Le comportement dynamique des poutres piézoélectriques est
généralement décrit par leurs modes propres et coefficients d’amortissement. Les modes
propres d’une poutre piézoélectrique encastrée-libre unimorphe ou multimorphe ont été
déjà étudiés dans de nombreux travaux [Smi94] [Bal07] [Wan98]. Quant au coefficient
d’amortissement, à l’heure actuelle, il n’existe pas encore de méthode analytique pour
le calculer, mais sa valeur peut être déterminée expérimentalement.

La déflexion d’une poutre piézoélectrique peut être régie par l’équation différentielle
partielle suivante [Sad98] [Smi00] :

C
∂4δ(x, t)

∂x4
+ µ

∂2δ(x, t)

∂t2
+ ra

∂δ(x, t)

∂t
= U(t) (3.8)

tels que : ra =
dr

dx
est le coefficient de frottement relative à la longueur de la poutre.

µ ≡
m

l
=

n
∑

i=1
ρihiwi où m et ρi designent respectivement la masse totale relative à la

longueur et la densité de la ième couche. C a été défini dans (3.3).

3.2.2.1 Fréquences de résonance des poutres piézoélectriques multimorphes

Une façon classique pour représenter les structures vibratoires est de considérer ses
modes 1. En effet, la dynamique d’une poutre piézoélectrique est caractérisée par la
superposition des vibrations de ses modes propres. En théorie, une poutre piézoélectrique

1. Représentation modale.
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possède une infinité de modes propres de vibration. En pratique, on s’intéresse souvent à
quelques modes seulement. On peut considérer alors un nombre fini de modes dominants
pour décrire la dynamique d’une poutre.

Ballas [Bal07] présente une méthode pour calculer les modes propres d’une poutre
piézoélectrique multimorphe 2. Dans ses travaux, l’équation différentielle homogène sui-
vante est considérée :

C
∂4δ(x, t)

∂x4
+ µ

∂2δ(x, t)

∂t2
+ ra

∂δ(x, t)

∂t
= 0 (3.9)

Or, la valeur de l’amortissement des poutres piézoélectriques est pratiquement né-
gligeable, celui-ci traduit une faible valeur du coefficient ra. Ainsi, afin de déterminer
les modes propres, l’amortissement est supposé nul. Ceci conduit donc au problème de
résolution du système conservatif suivant :

C
∂4δ(x, t)

∂x4
+ µ

∂2δ(x, t)

∂t2
= 0 (3.10)

La solution de (3.10) est basée sur la séparation d’Ansatz en choisissant comme
solution pour la fonction de la déflexion δ(t, x) [Smi00] [Lan98] [Bur93] :

δ(x, t) = X(x)φ(t) = X(x)φ0e
jwt (3.11)

Après avoir introduit l’équation (3.11) dans l’équation (3.10), cette dernière peut
être reformulée comme suit [AH03] [Tan03] :

∂4δ(x, t)

∂x4
− k4X(x) = 0 (3.12)

On désigne par k le nombre d’onde, tel que [Tan03] :

k4 =
w2

C
µ (3.13)

À partir de (3.13), on peut dériver la pulsation de résonance w :

w = k2

√

C

µ
(3.14)

Le calcul de la pulsation de résonance nécessite la connaissance du paramètre k
qui est difficile à déterminer. Ballas propose d’utiliser la transformée de Laplace 3 de la
relation (3.12) en prenant en considération la règle de la dérivée. Dans le cas d’une poutre
piézoélectrique encastrée-libre, la solution générale de (3.12) nécessite la résolution du
problème donné par l’équation suivante [Bal07] :

1 + cos(kL)cosh(kL) = 0 (3.15)

2. La méthode reste valable pour les poutres unimorphes et bimorphes
3. La variable x est concernée par la transformée de Laplace.
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où L est la longueur de la poutre.
Ce problème est obtenu en considérant les conditions aux limites suivantes :

1. conditions aux limites du côté encastré c’est à dire x = 0 :

δ(0, t) = 0⇒ X(0) = 0

dδ

dx
(0, t) = 0⇒

dX

dx
(0) = 0

2. la force et le moment à l’extrémité de la poutre (c’est à dire x = L) sont nuls :

M(L, t) = 0⇒
d2X

dx2
(L) = 0

F (L, t) = 0⇒
d3X

dx3
(L) = 0

La relation (3.15) est connue sous le nom équation caractéristique d’une barre encastrée-
libre. Une solution analytique de cette équation caractéristique est impossible. Une in-
finité de solution existe pour cette équation. La résolution numérique de (3.15) conduit
à m racines caractéristiques kmL telles que m = 1, 2, 3, ...∞. L’indice m correspond
physiquement au mode vibratoire approprié. Le Tableau 3.1 présente les cinq premières
solutions kL de l’équation caractéristique (3.15) [Tan03] [Soe93].

Table 3.1 – Solutions de l’équation caractéristique (3.15).

m 1 2 3 4 5 · · ·

kmL 1.8751 4.6941 7.8548 10.9955 14.137 · · ·

Les pulsations de résonance des modes d’une poutre piézoélectrique encastrée-libre
sont obtenues par le moyen des racines caractéristiques kmL (m = 1, 2, ...) données par
le Tableau 3.1 en prenant en compte la longueur L. La mème pulsation de résonance wm

peut être déduite à partir de l’équation (3.14) comme suit :

wm =
(kmL)2

L2

√

C

µ
(3.16)

La fréquence de résonance de chaque mode m est inversement proportionnelle au
carré de la longueur de la poutre L. Elle est donnée par :

fm =
(kmL)2

2πL2

√

C

µ
(3.17)

On s’intéresse souvent au premier mode appelé mode primaire (ou encore mode
d’excitation) dont sa fréquence de résonance f1 est définie par la formule suivante :

f1 =
(1.8751)2

2πL2

√

C

µ
(3.18)
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Il est possible d’exprimer les fréquences fm (m = 2, 3, ...) des autres modes en fonc-
tion de la fréquence f1 du premier mode (3.18) sous la forme suivante :

fm =
(kmL)2

(1.8751)2
f1 (3.19)

3.2.2.2 Application aux poutres piézoélectriques unimorphes et bimorphes

Les fréquences de résonance des différents modes d’une poutre piézoélectrique uni-
morphe peuvent être dérivées directement à partir de la formule (3.17) dont le paramètre
C est défini dans (3.4), et µ = w(ρmphmp + ρphp). Après calcul, on obtient :

fm =
(kmL)2

2πL2

√

(sp11)
2h4mp + smp

11 sp11
(

4hph
3
mp + 6h2ph

2
mp + 4hmph

3
p

)

+ (smp
11 )

2h4p
12smp

11 sp11 (s
mp
11 hp + sp11hmp) (ρmphmp + ρphp)

(3.20)

où ρp et ρmp sont respectivement les densités correspondantes aux couches piézo-
électrique et passive. kmL (m = 1, 2, ...) prend les valeurs données dans le Tableau 3.1.
La fréquence de résonance f1 du premier mode peut être déduite à partir de (3.20) en
mettant kmL = 1.8751. Cette dernière a été calculée dans [Wan98].

Identiquement au cas unimorphe, l’utilisation de l’équation (3.17) permet de défi-
nir les fréquences de résonance d’un bimorphe piézoélectrique en remplaçant C par la
formule définie dans (3.6) et µ = 2wρphp. Ces fréquences sont décrites par :

fm =
(kmL)2hp
2πL2

√

1

3ρps
p
11

(3.21)

où kmL est défini dans le Tableau 3.1 pour m = 1, 2, ....

3.3 Validation et analyse des modèles théoriques

Afin de valider les modèles analytiques (statique et dynamique) des poutres uni-
morphes et bimorphes présentés dans la section précédente, nous avons procédé à des
expérimentations sur des poutres piézoélectriques développées et déjà existantes au dé-
partement AS2M de l’institut FEMTO-ST. Ces poutres sont à base de matériau piézo-
électrique de type PZT (Lead zirconate titanate). La couche passive des unimorphes est
à base de Nickel. Les valeurs des coefficients utiles des deux matériaux sont résumées
dans le Tableau 3.2.

Les modèles statiques et dynamiques présentés précédemment dépendent non seule-
ment des propriétés physiques des matériaux utilisés, mais aussi des caractéristiques géo-
métriques (longueur, largeur et épaisseur) des lames collées. Pour cela, nous considérons
les propriétés géométriques comme des variables pour valider et analyser le comporte-
ment des modèles analytiques. Les épaisseurs des couches piézoélectriques et passives des
poutres utilisées sont respectivement 200 µm et 100 µm. Ces poutres piézoélectriques
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Table 3.2 – Caractéristiques physiques du PZT et du Nickel.

matériaux souplesse s11 coefficient piézoélectrique d31 densité ρ

PZT (PIC151) 15× 10−12 m/N −210× 10−12 m/V 7800 kg/m3

Nickel 5× 10−12 m/N 0 8900 kg/m3

font 18 mm de longueur, 1 mm de largeur pour les bimorphes et 2 mm de largeur pour
les unimorphes 4.

3.3.1 Validation du modèle statique

Sur la base des modèles statiques (3.5) et (3.7), il est possible d’estimer la déflexion
résultante des poutres unimorphes et bimorphes suite à l’application d’une tension. Nous
comparons les modèles théoriques aux résultats expérimentaux des poutres unimorphes
et bimorphes pour différentes dimensions géométriques de la poutre. La largeur d’une
poutre piézoélectrique étant considérée identique pour toutes ses couches, sa déflexion
devient indépendante de la largeur w = wi (voir les équations 3.5 et 3.7). Ceci nous a
conduit à une comparaison basée sur la longueur et l’épaisseur de la poutre. La longueur
L est définie comme la distance entre le point d’encastrement et l’extrémité de la poutre,
c’est à dire la longueur active.

Afin de comparer la déflexion analytique à la déflexion mesurée par expérimentation,
un signal sinusöıdal d’amplitude 40 V et de fréquence 2 Hz est d’abord appliqué à une
poutre piézoélectrique unimorphe et ce pour des longueurs différentes. La déflexion à
l’extrémité d’une poutre piézoélectrique soumise à une tension électrique est mesurée
par un capteur de déplacement optique (produit de Keyence) selon le principe montré
sur la Figure 3.3. Ce capteur a une résolution de 10 nm.

 

 

U

Capteur

optique

poutre

piézoélectrique

poutre

piézoélectrique

Capteur

optique

L

Figure 3.3 – Principe de mesure de la déflexion d’une poutre piézoélectrique soumise à
une excitation électrique.

La Figure 3.4 montre la déflexion d’une poutre unimorphe “PZT-Nickel” en fonction
de la tension appliquée, comparée aux résultats théoriques obtenus à partir de l’équation
(3.5) pour différentes longueurs L = {10 mm, 12 mm, 14 mm, 16 mm}.

4. La largeur d’une poutre piézoélectrique est supposée identique pour toutes ses couches.
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Figure 3.4 – Mesures expérimentales d’une poutre unimorphe PZT-Nickel comparées
aux résultats de simulation.

Le modèle statique donné par (3.5) établit une relation linéaire qui lie la déflexion
à l’extrémité d’une poutre unimorphe et la tension appliquée, alors que expérimentale-
ment cette relation est non linéaire. En effet, les courbes expérimentales de la déflexion
font apparâıtre un effet d’hystérésis (Figure 3.4). Or les équations constitutives de la
piézoélectricité (voir Annexe B) ne prennent pas en compte les non-linéarités. Malgré
tout, selon la Figure 3.4, la relation analytique définie par (3.5) permet d’estimer la
plage de la déflexion produite pour une tension d’amplitude donnée. En effet, le gain
statique coincide avec l’axe principal de l’hystérésis.

Ensuite, on réalise les mêmes expérimentations sur une poutre bimorphe en appli-
quant une tension sinusöıdal d’amplitude 40 V et de fréquence 2 Hz. Les résultats
analytiques et expérimentaux sont tracés sur la Figure 3.5.

De même, on constate d’après la Figure 3.5 que les poutres piézoélectriques bi-
morphes présentent un effet d’hystérésis. Le modèle théorique des bimorphes décrit par
(3.7) est une approximation linéaire qui ne prend pas en compte l’hystérésis. Comme
pour le modèle analytique des unimorphes, ce dernier peut être utilisé malgré tout pour
calculer la plage de la déflexion correspondant à une tension d’amplitude connue.

3.3.2 Validation du modèle dynamique

Comme vu à la section précédente, le comportement dynamique des poutres piézo-
électriques a été décrit par des fréquences de résonance calculées analytiquement. Par
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Figure 3.5 – Résultats de simulation et expérimentaux d’une poutre piézoélectrique
bimorphe.

ailleurs, l’amortissement ne peut être exprimé par une relation analytique, mais il est
possible de le déterminer expérimentalement. Nous comparons ici les fréquences de ré-
sonance des poutres unimorphes et bimorphes calculées théoriquement aux fréquences
de résonance obtenues expérimentalement. Pour cela, le calcul des fréquences des diffé-
rents modes s’appuie sur les relations (3.20) et (3.21). Afin de déterminer les valeurs des
fréquences de résonance expérimentalement, une analyse harmonique a été effectuée en
appliquant un signal sinusöıdal de faible amplitude, c’est à dire 1 V , et pour différentes
fréquences. En fait, l’utilisation d’une faible amplitude permet d’éviter la déterioration
de la poutre au voisinage de la fréquence de résonance.

De la même manière que la comparaison faite pour le modèle statique, on effec-
tue une comparaison des fréquences de résonance théoriques et expérimentales avec les
mêmes poutres unimorphes et bimorphes utilisées précédemment et ce pour différentes
longueurs. En pratique, on s’intéresse souvent aux premiers modes. Dans notre cas, on
s’intéresse au premier et au second mode. Commençons par calculer analytiquement et
expérimentalement les fréquences de résonance d’une poutre piézoélectrique unimorphe.
Après application d’un signal sinusöıdal pour différentes fréquences, les magnitudes ex-
périmentales de l’unimorphe piézoélectrique “PZT-Nickel” pour différentes longueurs de
la poutre L = 16 mm, L = 14 mm, L = 12 mm et L = 10 mm sont illustrées sur la
Figure 3.6.
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Figure 3.6 – Magnitudes expérimentales de l’unimorphe piézoélectrique PZT-Nickel
pour différentes longueurs.

Les valeurs expérimentales des fréquences de résonance de chaque mode et de chaque
longueur peuvent être déterminées à partir de la Figure 3.6. Les valeurs obtenues sont
résumés dans le Tableau 3.3.

Les fréquences de résonance du premier et du second mode d’une poutre unimorphe
pour les mêmes longueurs que précédemment peuvent être calculées en utilisant la for-
mule (3.20). Les résultats obtenus sont donnés également sur le Tableau 3.3.

Table 3.3 – Comparaison des fréquences de résonance théoriques et expérimentales
d’une poutre unimorphe.

Méthode fréquence L = 16 mm L = 14 mm L = 12 mm L = 10 mm

Analytique
mode 1
mode 2

685.41 Hz
4.295 kHz

895.23 Hz
5.61 kHz

1.218 kHz
7.636 kHz

1.754 kHz
10.996 kHz

Expérimentale
mode 1
mode 2

707.2 Hz
4.412 kHz

871.56 Hz
5.384 kHz

1.174 kHz
7.551 kHz

1.631 kHz
10.588 kHz

D’après les résultats illustrés par le Tableau 3.3, on constate que les valeurs des
fréquences de résonance calculées analytiquement et celles obtenues expérimentalement
sont proches.
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De manière identique à celle utilisée pour le cas d’unimorphe, on calcule les deux
premières fréquences de résonance (analytiquement et expérimentalement) d’une poutre
bimorphe en utilisant les mêmes longueurs L = 16 mm, L = 14 mm, L = 12 mm et
L = 10mm. Les résultats théoriques et expérimentaux sont résumés dans le Tableau 3.4.

Table 3.4 – Comparaison des fréquences de résonance théoriques et expérimentales d’un
bimorphe.

Méthode fréquence L = 16 mm L = 14 mm L = 12 mm L = 10 mm

Analytique
mode 1
mode 2

737.91 Hz
4.624 kHz

963.8 Hz
6.04 kHz

1.311 kHz
8.221 kHz

1.89 kHz
11.84 kHz

Expérimentale
mode 1
mode 2

721.41 Hz
4.636 kHz

925.18 Hz
5.887 kHz

1.198 kHz
7.703 kHz

1.731 kHz
11.13 kHz

On constate que les résultats théoriques obtenus sont en accord avec les résultats
expérimentaux. Ces résultats de la comparaison confirment la validité des relations théo-
riques concernant les fréquences de résonance des poutres piézoélectriques.

3.3.3 Impact des caractéristiques géométriques sur le modèle d’une

poutre piézoélectrique

Dans cette partie, on analyse les influences majeures des caractéristiques géomé-
triques des poutres piézoélectriques sur les performances. Cette analyse concerne en
particulier l’impact des longueurs et des épaisseurs des différentes couches sur l’ampli-
tude de la déflexion ainsi que sur les fréquences de résonance. On s’intéresse dans cette
étude aux poutres piézoélectriques unimorphes. Pour cela, nous nous basons sur les mo-
dèles proposés (3.5) et (3.20) des unimorphes. Notons qu’il est possible d’effectuer cette
analyse pour d’autres structures de poutres bimorphes ou multimorphes.

3.3.3.1 Impact des longueurs et des épaisseurs sur l’amplitude de la dé-
flexion

Commençons tout d’abord par la relation (3.5) liant la déflexion à l’extrémité d’une
poutre piézoélectrique unimorphe à sa longueur. Cette relation peut se réécrire sous la
forme suivante :

δ(x) =
−3d31s

mp
11 sp11

h
hp
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h
hp
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)
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(3.22)
avec h = hmp + hp est l’épaisseur totale de la poutre.
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Selon la relation (3.22), la déflexion résultante d’une poutre unimorphe suite à l’ap-
plication d’une différence de potentiel est proportionnelle au carré de la longueur de la
poutre. La Figure 3.7 montre les tracés de la déflexion d’une poutre unimorphe “PZT-
Nickel” en fonction de la longueur lorsqu’une tension d’amplitude 40 V est appliquée et

ce pour trois valeurs du rapport
hp
h
. L’épaisseur de la couche piézoélectrique a été fixée

à 200 µm.

L [mm]

δ [µm]

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

h =200 µmp

U=40 V

h p
=0.3

h 

h p
=0.8

h 

h p
=0.5

h 

Figure 3.7 – Tracé de la déflexion en fonction de la longueur d’une poutre unimorphe.

D’après les courbes de la Figure 3.7, pour une valeur donnée
hp
h
, une déflexion plus

grande peut être obtenue en utilisant une poutre de longueur plus grande. Cependant,
en microrobotique la longueur est contrainte par les dimensions souhaitées finales du
microrobot/microsystème. Ainsi, comme illustré sur la Figure 3.7, lorsque la couche

piézoélectrique est plus épaisse par rapport à la couche passive, c’est à dire
hp
h

> 0.5, la

déflexion engendrée devient plus grande.
Étudions maintenant l’impact des épaisseurs de la couche active hp et de la couche

passive hmp sur l’amplitude de la déflexion. Nous proposons d’effectuer cette analyse en

utilisant comme variable le rapport t =
hmp

hp
. Partant de la relation (3.5), nous exprimons

la déflexion en fonction du rapport t =
hmp

hp
comme suit :

δ(t) =
−3d31s

mp
11 sp11t(t+ 1)L2

h2p ((s
p
11)

2t4 + 4smp
11 sp11t

3 + 6smp
11 sp11t

2 + 4smp
11 sp11t+ (smp

11 )
2)
U (3.23)

Ensuite, on trace la déflexion δ (3.23) à l’extrémité de la même poutre unimorphe
“PZT-Nickel”en fonction du rapport t pour quelques valeurs de hp ∈ {200 µm, 250 µm, 300 µm}.
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Ces valeurs correspondent à des épaisseurs de plaques piézoélectriques disponibles dans
le commerce. La Figure 3.8 présente le résultat obtenu lorsqu’une tension de 40 V est
appliquée à la poutre. La longueur de la poutre est L = 16 mm.
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Figure 3.8 – Déflexion d’une poutre piézoélectrique unimorphe en fonction du rapport

t =
hmp

hp
.

Lorsqu’une poutre piézoélectrique composée d’une seule couche active est soumise à
une excitation électrique, elle se dilate ou se contracte sans fléchissement. Ceci peut être
expliqué sur la courbe (Figure 3.8) par une déflexion nulle pour un rapport t = 0, c’est à
dire hmp = 0. Une déflexion maximale peut être obtenue pour t = 0.3. Lorsque le rapport
t > 0.3, la déflexion décroit de manière exponentielle. Elle devient approximativement
nulle pour des valeurs plus grandes de t (l’épaisseur de la couche passive devient trop
grande par rapport à celle de la couche piézoélectrique).

3.3.3.2 Impact des longueurs et des épaisseurs sur les fréquences de réso-
nance

De la même manière que précédemment, on trace les fréquences de résonance d’une
poutre unimorphe en fonction de sa longueur et en fonction du rapport des épaisseurs
de ses couches (active et passive). Comme les fréquences de résonance des autres modes
peuvent être déduites de façon directe à partir du premier mode (voir 3.19), nous limitons
notre étude ici à la fréquence de résonance du premier mode.

La Figure 3.9 présente l’évolution de la fréquence de résonance du premier mode
d’une poutre unimorphe en fonction de la longueur. Les courbes illustrées sur la figure

correspondent à trois valeurs du rapport
hp
h
. Dans cette étude, une couche piézoélectrique
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d’épaisseur hp = 200 µm a été considérée. Les calculs ont été effectués en utilisant la
formule suivante obtenue après développement de la relation (3.20), avec kmL = 1.8751.

f1 =
(1.8751)2hp

2πL2

√√√√√√
(sp11)

2
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h
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)4
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11 sp11
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4
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h
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11 )
2

12smp
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(
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(
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))(
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(
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)
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)

(3.24)
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Figure 3.9 – Fréquence de résonance du premier mode d’une poutre unimorphe en
fonction de la longueur.

La fréquence de résonance du premier mode (3.24) est inversement proportionnelle au
carré de la longueur de la poutre. On constate d’après la Figure 3.9 qu’une augmentation
de la longueur L réduit la fréquence de résonance du premier mode. L’accroissement
de la fréquence de résonance peut se faire en diminuant la longueur. Par ailleurs, une
fréquence de résonance plus grande peut être obtenue en utilisant une poutre unimorphe

dont l’épaisseur de la couche passive est plus grande (c’est à dire lorsque
hp
h

< 0.5).

Traitons maintenant l’effet de la variation du rapport t =
hmp

hp
sur la fréquence de

résonance. La fréquence de résonance du premier mode exprimée en fonction du rapport
t est donnée par :

f1 =
(1.8751)2hp

2πL2

√
(sp11)

2t4 + 4smp
11 sp11t

3 + 6smp
11 sp11t

2 + 4smp
11 sp11t+ (smp

11 )
2

12smp
11 sp11 (s

p
11t+ smp

11 ) (ρmpt+ ρp)
(3.25)
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L’évolution de la fréquence de résonance calculée selon la relation (3.25), en fonction

du rapport t =
hmp

hp
pour trois valeurs de hp ∈ {200 µm, 250 µm, 300 µm} est illustrée

sur la Figure 3.10. La poutre unimorphe considérée est composée du PZT et de Nickel
dont la longueur est L = 16 mm.
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Figure 3.10 – Fréquence de résonance d’une poutre unimorphe en fonction du rapport
t.

D’après la Figure 3.10, on constate que la relation liant la fréquence de résonance
et l’épaisseur hmp (le rapport t pour une valeur donnée de hp) est approximativement
linéaire. Lorsque t = 0 (pas de couche passive hmp = 0), on constate une fréquence
de résonance f0. Cette dernière correspond à la fréquence de résonance mécanique de la
couche piézoélectrique. En augmentant le rapport t, la fréquence de résonance augmente.
Ceci s’explique par le fait que la couche du Nickel devient plus rigide par rapport à la
couche piézoélectrique.

3.4 Conception et dimensionnement des poutres piézoélec-

triques

Nous avons vu ci-dessus que les modèles des poutres piézoélectriques présentés per-
mettant de prédire leurs comportements statique et dynamique. Ces modèles dépendent
des caractéristiques physiques et géométriques de la poutre. Un dimensionnement de la
structure d’une poutre piézoélectrique peut être effectué en utilisant le modèle analy-
tique couplé à un calcul numérique. En effet, un tel dimensionnement permet de déduire
les dimensions possibles permettant la réalisation des poutres piézoélectriques assurant
au mieux un cahier des charges donné. Des méthodes d’optimisation ont été utilisées
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pour dimensionner les actionneurs piézoélectriques réalisés par assemblage de plusieurs
poutres [Gro08] mais elles présentent un niveau de complexité élevé.

Nous proposons dans nos travaux d’utiliser les techniques du calcul par intervalles
pour la conception des poutres piézoélectriques. L’utilisation de ces techniques permet
de déterminer de manière garantie les dimensions à donner aux poutres piézoélectriques
afin de répondre à un besoin particulier.

3.4.1 Poutres piézoélectriques utilisées

Dans cette partie, on souhaite dimensionner des poutres piézoélectriques unimorphes.
Ce choix est lié à la simplicité de leur fabrication comparativement aux poutres bi-
morphes et multimorphes. Pour la conception des poutres unimorphes, nous considérons
des matériaux actif et passif existant dans le commerce. En effet, nous avons choisi
le matériau PZT de référence PIC151 de la société Physike Instrumente (PI) pour les
couches piézoélectriques. La couche passive est à base de Nickel et provient de la société
Goodfellow. Enfin, le produit de référence ”EPO-TEK H22” de la société PI est utilisé
pour coller les couches PZT-Nickel. La structure collée peut être découpée aux dimen-
sions souhaitées par le moyen d’une scie à wafer ou d’un procédé d’usinage laser. La
Figure 3.11 présente quelques poutres piézoélectriques unimorphes.

poutres

piézoélectriques

Figure 3.11 – Poutres piézoélectriques unimorphes

Nous proposons ci-dessus de traiter deux problèmes de conception qui nous semblent
représentatifs de l’amélioration d’un système existant. La conceptio ou le dimensionne-
ment conduit à des résultats garantis puisqu’on utilise l’analyse par intervalles.

3.4.2 Problème 1

3.4.2.1 Formulation du problème

Dans les systèmes microrobotiques, l’objectif est souvent la miniaturisation des pro-
duits. Partant de ce principe, on souhaite ici concevoir des poutres unimorphes ayant
des dimensions (longueur, largeur et épaisseur) plus petites par rapport à celles d’une
autre poutre unimorphe tout en assurant de meilleures performances (voir Figure 3.12).
Le but est d’augmenter l’amplitude de déflexion et la fréquence de résonance. D’après
l’analyse présentée précédemment, la diminution de la longueur d’une poutre unimorphe
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permet d’accrôıtre la fréquence de résonance des modes de vibration. Cependant, ceci
réduit l’amplitude de sa déflexion. Toutefois, il est possible de compenser ceci par un pa-
ramétrage des épaisseurs des deux couches piézoélectrique et passive sans trop perturber
la fréquence de résonance.

couche passive (     )hdmp

L

w

couche active (    )hdp

d

L  <Ld

h  <hd

objectif

couche passive (    )hmp

L

w

couche active (   )hp

h hd

(a) (b)

Figure 3.12 – a : poutre piézoélectrique unimorphe. b : nouvelle poutre unimorphe
dimensionnée.

Nous disposons d’une poutre piézoélectrique unimorphe P1 (PZT-Nickel) de longueur
L, de largeur w et d’épaisseur h = hp + hmp, où hp et hmp designent les épaisseurs de
ses couches piézoélectrique et passive respectivement. On note δ(L) et f1(L) la déflexion
maximale lorsqu’une tension U est appliquée et la fréquence de résonance du premier
mode de vibration respectivement. δ(L) et f1(L) sont décrites par les formules (3.5)
et (3.20) respectivement. On souhaite réaliser une poutre piézoélectrique unimorphe P2

(PZT-Nickel) de longueur Ld =
L

α
(R ∋ α > 1), de largeur w identique à celle de la

première (c’est à dire la poutre P1) et d’épaisseur totale hd < h, dont les épaisseurs
des couches piézoélectrique et passive sont hdp et hdmp. On note δd(Ld) et f1d(Ld) la
déflexion maximale et la fréquence de résonance du premier mode respectivement de la
poutre P2.

Notre problème est formulé comme suit :
Supposons que α est connu, trouver les épaisseurs hdp et hdmp telles que :
– l’amplitude de déflexion réalisée par la poutre P2 soit supérieure à celle de la
poutre P1 lorsque la même tension U est appliquée aux deux poutres, c’est à dire

δd(Ld, hdp, hdmp) ≥ δ(L), avec Ld =
L

α
;

– la fréquence de résonance du premier mode de vibration de la poutre P2 soit grande
par rapport à celle de la poutre P1, c’est à dire f1d(Ld, hdp, hdmp) ≥ f1(L) ;

– l’épaisseur hd de la poutre P2 soit strictement inférieure à celle de la poutre P1,
c’est à dire hd = hdp + hdmp ≤ h.
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En utilisant les relations (3.5) et (3.20), toutes ces exigences peuvent être traduites
par les inégalités suivantes :





mpiezo(hdp, hdmp)

(
L

α

)2

2C(hdp, hdmp)
U ≥

mpiezo(hp, hmp)L
2

2C(hp, hmp)
U

(1.8751)2

2π

(
L

α

)2

√
C(hdp, hdmp)

w(ρmphdmp + ρphdp)
≥
(1.8751)2

2πL2

√
C(hp, hmp)

w(ρmphmp + ρphp)

hdp + hdmp ≤ h

(3.26)

tels que les paramètres mpiezo(x, y) et C(x, y) peuvent être calculés à partir des
relations (3.4) en remplaçant hp et hmp par x et y respectivement.

Les inégalités (3.26) peuvent être réécrites comme suit :





mpiezo(hdp, hdmp)

α2C(hdp, hdmp)
≥

mpiezo(hp, hmp)

C(hp, hmp)

α4 C(hdp, hdmp)

w(ρmphdmp + ρphdp)
≥

C(hp, hmp)

w(ρmphmp + ρphp)

hdp + hdmp ≤ h

(3.27)

3.4.2.2 Résolution du problème ensembliste

Plusieurs méthodes existent pour résoudre ce système d’inégalités (3.27). Une mé-
thode garantie pour résoudre ce problème consiste à transformer les différentes inégalités
sous forme d’inclusions. Les épaisseurs des couches de la poutre P2 à fabriquer ne doivent
pas être nulles. Comme hdp + hdmp = hd, les conditions suivantes sont considérées :

0 < hdp < h ∧ 0 < hdmp < h (3.28)

D’après (3.28), les paramètres hdp et hdmp peuvent être représentés par des intervalles
[hdp] et [hdmp]. Posons [θ] = [[hdp], [hdmp]]. Notre problème peut donc être reformulé
comme suit.

Soit Θ l’ensemble des paramètres [hdp] et [hdmp] satisfaisant le système d’inégalités
(3.27), chercher les valeurs admissibles de θ telles que :

Θ := {θ ∈ D t.q. H(θ) ∈ [Y]} (3.29)
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où D est le domaine de définition de θ. H(θ) et [Y] sont définis comme suit :

H(θ) =




mpiezo([hdp], [hdmp])

α2C([hdp], [hdmp])
−

mpiezo(hp, hmp)

C(hp, hmp)

α4 C([hdp], [hdmp])

w (ρmp[hdmp] + ρp[hdp])
−

C(hp, hmp)

w(ρmphmp + ρphp)

h− [hdp]− [hdmp]




(3.30)

et

[Y] =




[0,+∞]
[0,+∞]
[0,+∞]


 (3.31)

Ce problème est appelé un problème d’inversion ensembliste qui peut être résolu en
utilisant l’algorithme de SIVIA présenté au chapitre précédent. Cet algorithme permet
de caractériser l’ensemble solution Θ par une approximation intérieure Θ et une ap-
proximation extérieure Θ, telle que Θ ⊆ Θ ⊆ Θ. Nous avons vu au chapitre précédent
que le calcul par intervalles présente une sur-estimation du résultat issu d’une succession
d’opérations mathématiques qui est due aux effets de dépendance et d’enveloppement.
Afin de réduire la multi-occurence des paramètres intervalles [hdp] et [hdmp], on écrit les
termes intervalles dans (3.29) sous la forme suivante :
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3.4.2.3 Exemple d’application

Prenons une poutre piézoélectrique unimorphe P1 (PZT-Nickel) dont les caractéris-
tiques physiques sont illustrées dans le Tableau 3.2. Cette poutre possède une longueur
L = 20 mm, une largeur w = 1 mm et des épaisseurs hp = 450 µm et hmp = 200
µm des deux couches formant une épaisseur totale h = 650 µm. On souhaite calculer
l’ensemble admissible des épaisseurs hdp et hdmp correspondant aux couches active et
passive d’une poutre piézoélectrique unimorphe P2 ayant une largeur w = 1 mm, une
longueur 5 connue Ld = L/2 = 10 mm (α = 2) et qui assure les critères présentés pré-
cédemment (voir § 3.4.2.1). Ceci peut être traduit par la résolution du problème (3.29)
pour α = 2 et dont les termes intervalles sont définis ci-dessus.

Les plages des valeurs initiales des paramètres [hdp] et [hdmp] sont connues de ma-
nière exacte. Elle sont définies selon (3.28) par le pavé [hdp] × [hdmp] = ]0, 650 µm[ ×

5. Longueur donnée par la distance entre l’extrimité de la poutre et le point d’encastrement.
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]0, 650 µm[. Comme les valeurs des épaisseurs ne doivent pas être nulles, on considère
le pavé initial [hdp]0 × [hdmp]0 = [10 µm, 640 µm]× [10 µm, 640 µm]. On s’intéresse ici
à l’approximation intérieure pour laquelle l’ensemble Θ est garanti d’être à l’intérieur
de l’ensemble cherché Θ, c’est à dire Θ ⊂ Θ. L’algorithme SIVIA génère le sous-pavage
illustré sur la Figure 3.13. Les calculs ont été effectués en utilisant une précision ǫ = 1
µm.
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Figure 3.13 – Ensemble des pavés [hdp]× [hdmp] générés par l’algorithme SIVIA.

3.4.2.4 Analyse des résultats

Le résultat obtenu (Figure 3.13) est indépendant de l’hystérésis caractérisant le com-
portement des poutres piézoélectriques. Un choix quelconque des valeurs des épaisseurs
hdp et hdmp à l’intérieur de l’ensemble solution assure le cahier des charges. En effet, la
déflexion de la poutre P1 atteint approximativement 8.5 µm pour une tension d’ampli-
tude 40 V . La fréquence de résonance du premier mode est de 951.67 Hz. Dans notre

cas, la poutre dimensionnée possède une longueur Ld =
L

2
= 10 mm, et une épaisseur

totale hd = hdp + hdmp dont les épaisseurs hdp et hdmp prennent des valeurs à l’in-
térieur du soupavage Θ présenté sur la Figure 3.13. Nous avons fabriqué une poutre
piézoélectrique en utilisant une couche active d’épaisseur hdp = 200 µm ∈ Θ et une
autre passive d’épaisseur hdmp = 100 µm ∈ Θ. La déflexion expérimentale résultante
suite à l’application d’une tension d’amplitude 40 V à cette dernière est donnée par la
Figure 3.14-a. Une analyse harmonique a été également effectuée sur la poutre fabriquée
P2. La Figure 3.14-b montre le résultat obtenu.

Les résultats sont résumés et comparés dans le Tableau 3.5.
D’après le Tableau 3.5, on remarque que la déflexion δ réalisée (lorsque U = 40

V ) par la poutre dimensionnée (P2) est strictement supérieure à celle obtenue par la
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Figure 3.14 – a : déflexion expérimentale δ de la poutre P2. b : réponse fréquentielle de
la poutre P2.

Table 3.5 – Comparaison des résultats obtenus.

Poutre longueur L épaisseur de la épaisseur de la deflexion fréquence de
couche active couche passive résonance

Poutre P1 L = 20 mm hp = 450 µm hmp = 200 µm δ ≈ 8.5 µm f1 = 951.67 Hz

P2 dimensionnée Ld = 10 mm hdp = 200 µm hdmp = 100 µm δ ≈ 12 µm f1 = 1641 Hz
par intervalles

poutre unimorphe P1. Ainsi, la condition sur la fréquence de résonance de la poutre
dimensionnée est vérifiée, f1 ≈ 1641 Hz > 951.67 Hz. Les exigences du cahier des
charges sont donc respectées.

3.4.3 Problème 2

Soit une poutre piézoélectrique bimorphe formée de deux couches de matériaux pié-
zoélectrique PZT, et ayant des dimensions géométriques L × w × 2hp. Comme pour le
problème 1, dans un objectif de miniaturisation des dimensions, on souhaite réaliser une
poutre piézoélectrique unimorphe (PZT-Nickel) de dimensions Ld × wd × (hdp + hdmp)
capable d’assurer de meilleures performances par rapport à celles du bimorphe (voir Fi-
gure 3.15). On choisit pour cette poutre unimorphe une épaisseur strictement inférieure

à celle de la poutre bimorphe, c’est à dire hdp + hdmp =
2hp
α
, avec α > 1 (α ∈ R). Les

largeurs des deux poutres (unimorphe et bimorphe) sont supposées identiques, c’est à
dire w = wd.
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Figure 3.15 – a : poutre piézoélectrique bimorphe. b : nouvelle poutre unimorphe di-
mensionnée.

3.4.3.1 Écriture des inclusions du problème d’inversion ensembliste

De la même manière que le cas précédent, le problème peut être traité en utilisant
les techniques du calcul par intervalles. Notre objectif principal consiste à déterminer
les dimensions d’une poutre piézoélectrique unimorphe (PZT-Nickel) telles que :

– la pente tension-déflexion (c’est à dire le gain statique) de la poutre unimorphe
soit supérieure à celle de la poutre bimorphe ;

– la fréquence de résonance de la poutre unimorphe soit plus grande que celle de la
poutre bimorphe ;

– la longueur de la poutre unimorphe soit inférieure à celle de la poutre bimorphe,
c’est à dire Ld < L.

La déflexion et la fréquence de résonance d’une poutre bimorphe sont définies respec-
tivement par les relations (3.7) et (3.21). Dans le cas d’une poutre unimorphe, elles sont
données selon les relations (3.5) et (3.20). Comme les largeurs des couches d’une poutre
sont identiques, la déflexion et la fréquence de résonance sont indépendantes de la largeur
w de la poutre. Il reste donc à chercher l’ensemble des paramètres longueur/épaisseurs
([Ld], [hdp] et [hdmp]). Afin de minimiser le nombre des variables, on propose d’utiliser
le rapport [t] = [hdmp]/[hdp] à la place des paramètres [hdp] et [hdmp].

Posons [θ] = [[Ld], [t]] et soit Θ l’ensemble solution caractérisant les valeurs admis-
sibles des paramètres [Ld] et [t]. En utilisant les relations (3.7) et (3.20), (3.23) et (3.25),
notre problème ensembliste peut être formulé comme suit :

Θ :=





θ ∈ [θ]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α2smp
11 sp11[t]([t]+1)3L2

d

(smp
11 )2+[t](4smp

11 sp11+[t](6smp
11 sp11+[t](4smp

11 sp11+(sp11)
2[t])))

− L2 ⊆ [0,+∞]

(
2/α

[Ld]2([t]+1)

√
(smp

11 )2+[t](4smp
11 sp11+[t](6smp

11 sp11+[t](4smp
11 sp11+(sp11)

2[t])))
12smp

11 sp11(s
mp
11 +sp11[t])(ρmp[t]+ρp)

− 1
L2

√
1

3sp11ρp

)
⊆ [0,+∞]

[Ld] ⊆ [0, L]





(3.32)
Comme dans le cas précédent, le problème d’inversion ensembliste (3.32) peut être

résolu en utilisant l’algorithme SIVIA.
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3.4.3.2 Exemple d’application

Prenons une poutre piézoélectrique bimorphe ayant les dimensions suivantes :
– longueur : L = 20 mm
– épaisseur de la couche active : hp = 375 µm
Les propriétés physiques du matériau piézoélectrique utilisé avaient été regroupées

dans le Tableau 3.2. Dans cet exemple, nous traitons le problème (3.32) pour α = 2.5,

c’est à dire l’épaisseur totale de la poutre unimorphe souhaitée est fixée à hd =
2hp
α

=

300 µm. De même, nous nous intéressons à la recherche de l’ensemble d’approximation
intérieure Θ. La résolution du problème (3.32) a été effectuée en choisissant un pavé
initial [Ld]0 × [t]0 = [0, 20 mm]× [0.01, 4] et une précision ǫ = 0.01. L’image réciproque
du problème (3.32) est représentée par le soupavage illustré sur la Figure 3.16.
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Figure 3.16 – Ensemble solution des paramètre Ld et t.

Toutes les valeurs des paramètres Ld et t à l’intérieur de l’ensemble solution Θ
satisfont les contraintes du problème (3.32). Afin de calculer les paramètres hdp et hdmp,
on doit résoudre le système d’équation linéaire suivant :





hdp + hdmp =
2hp
α

hdmp = hdpt

(3.33)

qui a comme solution :





hdp =
2hp

α(t+ 1)

hdmp =
2hpt

α(t+ 1)

(3.34)
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où t prend des valeurs à l’intérieur de l’ensemble solution, c’est à dire t ∈ Θ.

3.4.3.3 Analyse des résultats

Nous avons choisi une longueur L = 13.5 mm et un rapport t = 0.5 pour la poutre
unimorphe. En utilisant les formules (3.34) avec t = 0.5 et hp = 375 µm, on obtient les
épaisseurs des deux couches de la poutre unimorphe hdp et hdmp :





hdp = 200 µm

hdmp = 100 µm
(3.35)

Enfin, la poutre unimorphe à fabriquer doit avoir des épaisseurs identiques à celles de
la poutre fabriquée précédemment (problème 1) mais de longueur L = 13.5 mm. Après
avoir fabriqué cette poutre unimorphe, nous avons effectué une analyse de ses compor-
tements statique et dynamique. Les résultats expérimentaux obtenus sont présentés sur
la Figure 3.17. La déflexion résultante (lorsque la tension appliquée U = 40 V ) et la
fréquence de résonance du premier mode de la poutre bimorphe sont 17.92 µm et 885.5
Hz respectivement.
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Figure 3.17 – a : déflexion expérimentale δ de la poutre unimorphe (L = 13.5 mm). b :
réponse fréquentielle de la poutre unimorphe (L = 13.5 mm).

On regroupe les résultats obtenus dans le Tableau 3.6. Comme indiqué dans ce ta-
bleau, les déflexions et fréquences de résonance de la poutre unimorphe sont supérieures
à celles de la poutre bimorphe. Notre cahier des charges est donc bien respecté.
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Table 3.6 – Comparaison des résultats obtenus.

Poutre longueur L épaisseur de la épaisseur de la deflexion fréquence de
couche active couche passive résonance

Poutre L = 20 mm hp = 375 µm – δ = 17.92 µm f1 = 885.5 Hz
bimorphe

Poutre Ld = 13.5 mm hdp = 200 µm hdmp = 100 µm δ ≈ 21.5 µm f1 = 930.64 Hz
unimorphe

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le dimensionnement des poutres piézoélec-
triques. Ce dernier est utile pour choisir les meilleures poutres qui permettent de ré-
pondre à un besoin particulier. Pour cela, nous avons d’abord procédé à une description
des modèles statique et dynamique des poutres piézoélectriques, en particulier des uni-
morphes et des bimorphes. Ces derniers dépendent des caractéristiques géométriques des
poutres piézoélectriques et des matériaux constituants leurs couches. Afin de valider ces
modèles, des expérimentations ont été réalisées en utilisant des poutres unimorphes et
bimorphes existantes. Les expérimentations effectuées ont montré que les modèles éla-
borés sont suffisants pour estimer la déflexion maximale et les fréquences de résonance
des poutres. Nous avons également effectué une analyse descriptive de l’effet des para-
mètres dimensionnels sur l’amplitude de la déflexion et sur les fréquences de résonance
des unimorphes. Ensuite, dans le but d’augmenter leur plage de déflexion et d’avoir
de hautes fréquences de résonance tout en réduisant les dimensions des structures, nous
avons effectué un dimensionnement de ces poutres. Deux problèmes de dimensionnement
des unimorphes piézoélectriques ont été présentés. L’outil du calcul par intervalles a été
utilisé pour résoudre ces problèmes et déterminer les dimensions possibles qu’on peut
donner aux unimorphes afin de satisfaire un cahier des charges. Enfin, quelques poutres
unimorphes ont été fabriquées et testées expérimentalement. Les résultats expérimentaux
obtenus ont montré la satisfaction du cahier des charges.
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Chapitre 4

Commande en position par

intervalles des poutres

piézoélectriques

4.1 Introduction

Les poutres piézoélectriques sont fréquemment utilisées dans la réalisation des sys-
tèmes de micromanipulation et de micro-assemblage. Ces poutres piézoélectriques sont
caractérisées par un comportement non-linéaire (hystérésis et dérive) et par leur sensibi-
lité aux conditions environnementales (évolution de la température ambiante, vibrations,
etc.). De plus, dans la commande des systèmes de préhension, on a généralement besoin
de changer les actionneurs piézoélectriques. Or, chaque changement d’actionneur est ac-
compagné par un changement du comportement du système, car la différence sur leurs
dimensions engendre une variation non-négligeable sur les paramètres du modèle. Pour
la commande du système, une solution consisterait à effectuer une identification et une
synthèse de correcteur à chaque changement de poutre, mais ceci n’est pas souhaitable
dans la pratique. Il est souhaitable d’avoir un seul correcteur capable de maintenir les
performances pour plusieurs poutres.

Les approches habituelles de commande robuste H∞, µ−synthèse, etc, sont souvent
utilisées pour compenser le comportement incertain des poutres piézoéletcriques. Ces
approches ont prouvé leur efficacité dans plusieurs applications (les systèmes SISO et
MIMO). Cependant, ces techniques produisent souvent des correcteurs d’ordre relati-
vement élevé (supérieur à l’ordre du système lui même). Ces derniers sont coûteux en
calcul et ne sont pas adaptés aux microsystèmes embarqués [Rak06b]. L’utilisation des
méthodes de réduction d’ordre peut résoudre ce problème. Dans le cas des poutres pié-
zoélectriques, cette réduction d’ordre est souvent accompagnée d’une dégradation des
performances du système corrigé. Plus récemment, de nouvelles techniques de synthèse
de lois de commande robusteH∞ avec contrainte d’ordre ont été apparues [Apk06]. Dans
ces travaux, on propose d’utiliser une autre méthode de synthèse de correcteur basée
sur l’utilisation de l’analyse par intervalles. L’analyse par intervalles permet de borner

81
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les variations des paramètres du modèle des poutres piézoélectriques de façon naturelle
et plus simple. Le modèle final est donc décrit par un transfert dont les paramètres sont
des intervalles. La synthèse du correcteur consiste ensuite à combiner l’arithmétique des
intervalles avec une méthode linéaire de commande. L’avantage principal de cette mé-
thode est qu’elle permet à l’utilisateur de choisir l’ordre et la structure du correcteur
afin de sélectionner des correcteurs d’ordre suffisamment réduit.

Les techniques du calcul par intervalles ont été appliquées dans le domaine de l’au-
tomatique en particulier pour l’estimation garantie, l’étude de stabilité et la conception
des lois de commande. Le problème d’estimation garantie de paramètres en présence des
incertitudes de modèle a été étudié dans [Bra07] [Jau00] [Jau93]. L’analyse de stabilité
avec un correcteur donné a été présentée dans [Jau01] [Wal94] [Kha79]. Quant à la
conception de correcteur, [Sma02] a proposé une approche dans l’espace d’état pour
synthétiser un correcteur qui assure la stabilité d’un système intervalle. Par ailleurs, la
synthèse d’un correcteur PID assurant des performances robustes a été abordée dans
[Bon04]. Néanmoins, son application numérique devient très délicate pour des systèmes
d’ordre élevé (numériquement, la méthode est limitée pour des modèles du second ordre).
Chen et Wang [Che00] ont développé une méthode de conception d’une loi de commande
robuste pour un système intervalle en utilisant deux correcteurs : un correcteur robuste
stabilisant le système bouclé et un pré-filtre utilisé pour assurer les performances sou-
haitées. Les auteurs dans [Li09] ont suggéré un algorithme de commande d’un système
intervalle basé sur la prédiction qui a été efficacement appliqué à un procédé de soudage.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la commande en déflexion des poutre piézoélec-
triques. La première partie sera consacrée à la modélisation du transfert tension-déflexion
en tenant compte de l’hystérésis. L’inverse de l’opérateur d’hystérésis sera calculé par la
suite afin de linéariser le modèle. Puis, nous élaborons un modèle intervalle permettant
de décrire le comportement d’une famille de poutres piézoélectriques similaires ayant
des longueurs différentes. Ensuite, nous proposons deux méthodes de synthèse de cor-
recteurs basées sur la combinaison de l’analyse par intervalles et d’une théorie linéaire
de commande. Ces dernières seront appliquées à deux poutres piézoélectriques de lon-
gueur différente. Enfin, nous présentons une comparaison des méthodes de commande
proposées avec les approches habituelles de commande robuste H∞ et µ−synthèse afin
de montrer la robustesse de chacune vis-à-vis des incertitudes paramétriques dues à une
variation sur la longueur des poutres piézoélectriques.

4.2 Modèle non-linéaire et linéarisation

Comme cela a été indiqué au Chapitre 1, les poutres piézoélectriques sont caractéri-
sées par leur haute résolution (micro/nanométrique), leur large bande passante (temps
de réponse de l’ordre de quelques dizaines de milliseconde) et par la densité de force im-
portante qu’elles offrent. Ces propriétés favorables leur permettent une large utilisation
dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage [Cra87]. Cependant,
les poutres piézoélectriques sont très sensibles aux conditions enviromentales telles que :
la température, les vibrations, etc. Ainsi, comme nous avons vu au Chapitre 3, les petites
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différences sur les dimensions des poutres piézoélectriques mènent à des modèles dont
les paramètres sont complètement différents. De plus, les poutres sont caractérisées par
un comportement non-linéaire (l’hystérésis et la dérive). Ces propriétés conduisent à des
difficultés réelles tant sur le plan théorique qu’applicatif. Les techniques de modélisation
et de commande de ces systèmes doivent être développées afin de réussir les tâches de
micromanipulation et de micro-assemblage. Cependant, une modélisation complète qui
prend en compte l’ensemble des phénomènes physiques de ces poutres piézoélectriques
est très complexe. Pour cela, on cherche souvent à élaborer un modèle ayant le plus faible
degré de complexité. Un tel modèle représentatif est calculé selon l’objectif recherché.
Dans cette étude, notre modèle décrivant le comportement des poutres piézoélectriques
doit :

– être simple et ne pas compliquer la synthèse de la loi de commande ;
– prendre en compte des phénomènes non-linéaires mis en jeu ;
– mener à une consommation de calcul plus faible.
L’hystérésis influence de façon significative le comportement des poutres piézoélec-

triques tandis que la dérive est peu influente. Par ailleurs, la dérive peut être prise en
compte comme perturbation fictive [Rak06b]. Elle n’est donc pas prise en compte dans
le modèle. Dans un premier temps, nous proposons de modéliser l’hystérésis des poutres
piézoélectriques. Ensuite, pour pouvoir calculer une loi de commande, une linéarisation
du modèle d’hytérésis est nécessaire. Elle sera faite par une compensation de l’hystérésis
par une inversion de son modèle.

Nous avons utilisé des poutres unimorphes dont les dimensions sont calculées en
effectuant un dimensionnement comme présenté au chapitre précédent. Leurs dimensions
obtenues sont L × w × h = 18 mm × 1 mm × 0.45 mm. Les épaisseurs des matériaux
constituant leurs couches piézoélectrique et passive sont respectivement hp = 250 µm et
hmp = 200 µm comme indiquée sur la Figure 4.1. La couche piézoélectrique est faite de
PZT-PIC151 tandis que la couche passive est faite de Cuivre.
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Figure 4.1 – Dimensions d’une poutre piézoélectrique unimorphe.



84 Chapitre 4

4.2.1 Modélisation de l’hystérésis

D’après les études menées par les travaux [May91b] [Rak06b], le comportement sta-
tique des poutres piézoélectriques présente un hystérésis statique dont la forme change en
fonction de la fréquence ou du taux du signal d’alimentation U . Un tel hystérésis s’ap-
pele hystérésis dynamique (rate-dependent hytérésis). Il a été montré dans [Rak06b]
qu’un hystérésis dynamique Hd(U) modélisant le comportement des poutres piézoélec-
triques est équivalent à la mise en série d’un opérateur d’hystérésis statique Hs(U)

1 et
d’une partie dynamique D(p) (opérateur linéaire où p est la variable de Laplace) comme
indiqué sur la Figure 4.2.

δU

     hystérésis

dynamique H (U)
U

d

   hystérésis

statique H (U)

         partie

dynamique D(p)s

δs

δ

Figure 4.2 – Représentation de l’hystérésis dynamique Hd(U) par la mise en série d’un
hystérésis Hs(U) et d’une partie dynamique D(p) linéaire.

4.2.1.1 Modélisation de l’hystérésis statique

Il existe de nombreux modèles decrivant l’hystérésis des poutres piézoélectriques,
parmi lesquels, on trouve les modèles basés sur l’opérateur de Preisach [Dub05]
[May91a] [Mra02] ou de Prandtl-Ishlinskii [Tan06] [Rak10a] et les modèles utilisant la
notion de ’tuning voltage’ tel que le modèle de Bouc-Wen [Bou67] [Wen76] [Rak11a].
Les approches basées sur l’opérateur de Preisach ou de Prandtl-Ishlinskii permettent une
modélisation précise de l’hystérésis. Cependant, la complexité du modèle hystérétique,
du calcul du compensateur et de son implémentation limitent l’utilisation de ces ap-
proches. C’est pourquoi, on s’intéresse ici à l’approche utilisant le modèle de Bouc-Wen
à cause de son intérêt en terme de simplicité du calcul et d’implémentation.

Le modèle statique de Bouc-Wen adapté aux poutres piézoélectriques s’exprime par
les relations suivantes [Ha05] [Lin06] :





δs(t) = dpU(t)− h(t) δs(t0) = δs0
dh

dt
= dpAbw

dU

dt
−Bbw

∣∣∣∣
dU

dt

∣∣∣∣h− Cbw
dU

dt
|h| h(t0) = h0

(4.1)

où les paramètres Abw, Bbw et Cbw déterminent la forme de l’hystérésis. δs
2 est la

déflexion résultante suite à l’application d’une tension électrique U . h est une variable

1. Hystérésis modélisant le comportement statique.
2. s en indice désigne la déflexion statique.
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interne de l’hystérésis. Le coefficient dp > 0 dépend du gain statique de la poutre pié-
zoélectrique et est donc en fonction des dimensions géométriques de la poutre (modèle
statique tension-déflexion).

Notons que dans ce chapitre, nous utilisons des poutres piézoélectriques ayant des
longueurs différentes. La valeur de dp correspondante à ces dernières n’est donc pas la
même car un changement de longueur engendre une variation du gain dp (voir Cha-
pitre 3). Dans ce cas, il n’est pas possible de linéariser directement le modèle (4.1) à
cause de l’incertitude sur dp. On propose alors d’isoler dp de l’équation d’hystérésis en
utilisant le changement de variable suivant :

h(t) = dpz(t) (4.2)

Après avoir remplacé h(t), les relations (4.1) deviennent :





δs(t) = dp (U(t)− z(t)) δs(t0) = δs0
dz

dt
= Abw

dU

dt
−Bbw

∣∣∣∣
dU

dt

∣∣∣∣ z − Cbw
dU

dt
|z| z(t0) = z0

(4.3)

où z(t) est la nouvelle variable interne de l’hystérésis. Les paramètres Abw, Bbw et
Cbw déterminent la forme d’hystérésis tandis que dp définit l’amplitude de la déflexion
et est fonction de la longueur des poutres piézoélectriques utilisées.

Cette dernière description (4.3) de l’hystérésis statique est utile pour la linéarisation
du modèle. Elle consiste à mettre en série le gain dp et la partie décrivant la forme
d’hystérésis comme indiquée sur la Figure 4.3. Dans la Figure 4.3, H(U) est un opérateur
non-linéaire caractérisant l’équation différentielle non-linéaire de (4.3).
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Figure 4.3 – Schéma simulink correspondant au modèle d’hystérésis statique.

4.2.1.2 Identification du modèle d’hystérésis statique

Notre objectif à ce stade, est d’identifier et de valider le modèle (4.3) caractérisant le
comportement hystérétique statique des poutres piézoélectriques. L’identification ainsi
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que la validation sont données de manière expérimentale en utilisant deux poutres uni-
morphes de longueurs différentes L = 16 mm et L = 14 mm. Ces dernières seront
utilisées le long de ce chapitre.

Dans un premier temps, une tension sinusöıdale U d’amplitude 40 V est appliquée
aux deux poutres piézoélectriques. Cette amplitude correspond à la plage de déflexion qui
est maximale pour l’utilisation. Comme nous étudions le modèle statique, la fréquence
doit être assez faible f = 2 Hz. La Figure 4.4 illustre les déflexions expérimentales
correspondantes aux deux poutres utilisées en fonction du signal d’entrée appliqué U .
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Figure 4.4 – a : comparaison des hystérésis statique théorique et expérimental de la
poutre de longueur L = 16 mm. b : comparaison des hystérésis statique théorique et
expérimental de la poutre de longueur L = 14 mm.

L’hystérésis que présentent les deux poutres utilisées est non-négligeable. Il peut être
exprimé en pourcentage comme suit :

H% = 100
Hyst

hys
≈ 17.56% (4.4)

où hyst et Hyst sont l’écart entre les courbes d’aller et de retour à l’origine 0 V et
l’étendue de mesure de la sortie (déflexion) respectivement.

L’identification des différents paramètres du modèle (4.3) se fait expérimentalement
en utilisant les résultats expérimentaux tracés sur la Figure 4.4. De nombreuses études
ont été faites pour faciliter la recherche des paramètres du modèle de Bouc-Wen [Bab81]
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[Erl04] [Won94a] [Won94b]. En utilisant la méthode des moindres carrés, les valeurs
optimales des paramètres dp, Abw, Bbw et Cbw obtenues sont données par :

Poutre (L = 16 mm)





dp = 0.6 µm/V
Abw = 0.4 µm/V
Bbw = Cbw = 0.02 V −1

Poutre (L = 14 mm)





dp = 0.45 µm/V
Abw = 0.4 µm/V
Bbw = Cbw = 0.02 V −1

(4.5)

Après avoir simulé le modèle (4.3) en utilisant les paramètres de chaque poutre, nous
traçons les résultats obtenus sur la Figure 4.4. On constate que les courbes expérimen-
tales et de simulation sont pratiquement supperposées. D’après (4.5), les valeurs des
paramètres Abw, Bbw et Cbw sont indépendantes de la longueur des poutres piézoélec-
triques utilisées.

4.2.2 Linéarisation du modèle d’hystérésis

Pour pouvoir appliquer ensuite les approches de commande linéaire et avoir un cor-
recteur d’ordre faible, il est nécessaire de linéariser le modèle d’hystérésis statique (4.3).
La linéarisation du modèle d’hystérésis d’une poutre piézoélectrique consiste à placer
un compensateur devant le système comme indiquée sur la Figure 4.5. Ce dernier peut
être obtenu en inversant le modèle d’hystérésis (4.3). La linéarité du système final ainsi
obtenu dépend donc de l’exactitude du modèle d’hystérésis.

δ =d (U-H(U))U    hystérésis

statique H  (U)

 compensateur

   d’hystérésis
s

sδr p

Figure 4.5 – Compensation d’hystérésis statique.

Notre objectif dans cette partie est de linéariser le modèle d’hystérésis correspondant
aux deux poutres piézoélectriques précédentes. Comme le paramètre dp prend deux va-
leurs différentes (voir 4.5), notre compensateur doit être indépendant de dp. Pour cela,
on cherche à assurer la linéarité de la relation qui lie la sortie δs au signal d’entrée δr
(voir Figure 4.5), telle que :

δs = dpδr (4.6)

D’après les travaux présentés dans [Rak11a], la sortie U du compensateur peut être
exprimée comme suit :

U = δr +H(U) (4.7)

Le calcul du compensateur (4.7) ne nécessite aucune opération d’inversion ou d’autres
calculs supplémentaires car H(U) est déjà connu durant la modélisation de l’hystérésis
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(voir Figure 4.3). La structure de la compensation d’hystérésis utilisant la relation (4.7)
est illustrée sur la Figure 4.6.

+

-

dp
δs

z

H(U)

H(U)

+
+ Ur

y
δ

Figure 4.6 – Linéarisation par inversion d’opérateur d’hystérésis,(δs = dpδr).

Les mêmes poutres piézoélectriques unimorphes utilisées précédemment sont considé-
rées pour valider la compensation d’hystérésis. Cette validation est basée sur la structure
du compensateur donnée par la Figure 4.6, l’opérateur non linéaire H(U) et les valeurs
identifiées (4.5). Après l’application d’une entrée de référence sinusöıdale δr d’amplitude
40 V et de fréquence 2 Hz, on obtient les réponses expérimentales (δs = f(δr)) repré-
sentées sur les Figures 4.7-a et 4.7-b correspondant respectivement aux poutres utilisées
de longueur L = 16 mm et L = 14 mm.
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Figure 4.7 – Résultats expérimentaux obtenus après linéarisation.

D’après la Figure 4.7, les hystérésis initialement d’environ 17.56% (voir Figure 4.4)
ont été réduits de façon significative en utilisant le compensateur (4.7). Les pentes des
deux droites de la Figure 4.7 sont 0.62 µm/V et 0.5 µm/V correspondantes aux deux
poutres de longueur L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.
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4.2.3 Modélisation de la partie dynamique

Il a été vérifié que la mise en série d’une partie dynamique D(p) (D(p = 0) = 1) et du
modèle d’hystérésis statique (4.3) permet de décrire le comportement hystérétique des
poutres piézoélectriques [Rak06b]. La partie dynamique D(p) représente la partie tran-
sitoire des réponses en échelon des poutres piézoélectriques. En effet, lorsqu’une tension
rectangulaire d’amplitude et de fréquence quelconques (fixes ou variables) est appliquée
à une poutre piézoélectrique, les parties transitoires sont similaires (la dynamique D(p)
est invariante) [Rak06b]. Compte tenu de l’invariance des parties transitoires, D(p) peut
être identifiée à partir de n’importe quel échelon appliqué à la poutre. Néanmoins, cette
invariance de la dynamique D(p) est valable uniquement pour des dimensions géomé-
triques de la poutre données. En effet, dès que les dimensions de la poutre changent, la
dynamique change aussi. Cela a été abordé au Chapitre 3 où une variation des géométries
d’une poutre piézoélectrique permet de modifier sa fréquence de résonance.

Nous vérifions cette influence des dimensions géométriques sur la dynamique D(p)
à travers un exemple. Pour cela, on applique un échelon d’amplitude 40 V aux deux
poutres piézoélectriques précédentes de longueurs différentes (L = 16 mm et L = 14
mm). On s’intéresse dans cette étude à la fréquence de résonance du premier mode. Pour
cela, on utilise une fonction de transfert d’ordre deux pour D(p). Après identification
sous Matlab (System Identification Toolbox) en utilisant la méthode d’erreur de sortie
(Output error), on obtient les deux transferts D1(p) et D2(p) correspondants aux cas de
L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.

D1(p) =
3.533× 10−8p2 + 2.152× 10−4p+ 1

3.374× 10−8p2 + 8.171× 10−6p+ 1

D2(p) =
3.336× 10−8p2 + 1.679× 10−4p+ 1

2.119× 10−8p2 + 4.607× 10−6p+ 1

(4.8)

La Figure 4.8 présente les réponses expérimentales à un échelon comparées aux ré-
sultats de simulation dans les deux cas L = 16 mm et L = 14 mm. Après ajustement des
gains statiques des deux transferts D1(p) et D2(p), on remarque que les sorties simulées
cöıncident avec les mesures expérimentales de façon satisfaisante.

4.3 Modèle intervalle des poutres piézoélectriques

D’après l’étude menée au Chapitre 3, les dimensions géométriques des poutres piézo-
électriques influencent leurs modèles statique et dynamique. Ceci a également été vu dans
la section précédente sur les valeurs du gain statique dp et les parties dynamiques D1(p)
et D2(p) des deux poutres de longueurs différentes. Une meilleure façon pour représenter
la variation des comportements statique et dynamique des poutres piézoélectriques est
d’utiliser les techniques du calcul par intervalles. Nous proposons d’élaborer un modèle
intervalle décrivant le comportement de toute poutre piézoélectrique dont la longueur
est comprise entre deux valeurs. Nous prendrons 14 mm et 16 mm pour ces valeurs afin
d’illustrer notre approche.
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Figure 4.8 – Comparaison des résultats expérimentaux et de simulation. a : résultats
avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : résultats avec la poutre de longueur L = 14
mm.

4.3.1 Modèle intervalle statique

Nous avons vu à la section précédente que le modèle statique linéaire d’une poutre
piézoélectrique est donné par un gain dp (voir 4.6). En fait, ce gain varie en fonction
des caractéristiques dimensionnelles de la poutre piézoélectrique. D’après l’étude du
Chapitre 3, on peut définir le gain statique dp d’un ensemble de poutres piézoélectriques
ayant des dimensions géométriques différentes entre une borne inférieure dp et une borne

supérieure dp. dp correspond au gain statique de la poutre engendrant la plus petite

déflexion tandis que dp est le gain statique de la poutre qui engendre la plus grande
déflexion. Les deux bornes dp et dp définissent l’intervalle du gain statique [dp]. La
relation linéaire (4.6) devient donc :

δs = [dp]Ur (4.9)

tel que : [dp] = [dp, dp].
Dans le cas d’un ensemble de poutres piézoélectriques unimorphes ayant des lon-

gueurs entre 14 mm et 16 mm, les valeurs des deux bornes dp et dp sont déterminées
à partir des relations (4.5). Par la suite, le gain statique intervalle sera noté [K]. Il est
défini comme suit :

[K] = [dp] = [0.45, 0.66] µm/V (4.10)

L’intervalle [K] (4.10) correspond au gain statique de toute poutre composée du
même matériau et ayant une longueur L, telle que 14 mm ≤ L ≤ 16 mm.
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4.3.2 Modèle intervalle dynamique

Quant à la dynamique des poutres piézoélectriques ayant des dimensions géomé-
triques différentes, les parties transitoires peuvent être décrites par un modèle dynamique
intervalle [D](p) incluant toutes les fonctions de transfert D(p) possibles. Ce modèle dy-
namique intervalle [D](p) est défini par une paire de fonctions de transfert D1(p) et
D2(p) dont les coefficients des transferts D1(p) et D2(p) définissent les bornes inférieure
et supérieure du modèle intervalle. Dans notre étude,D1(p) et D2(p) décrivent les parties
dynamiques des deux poutres de longueur L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.

Considérons les relations (4.8), on peut réécrire les deux modèles identifiés Di(p)
(i = 1, 2) comme suit :

Di(p) =
b2ip

2 + b1ip+ 1

a2ip2 + a1ip+ 1
(4.11)

tels que les coefficients des deux fonctions de transfert sont donnés selon les relations
(4.8).

Le modèle intervalle dynamique [D](p) peut être dérivé à partir des deux modèles
à paramètres scalaires Di(p) (i = 1, 2) en considérant chaque paramètre de D1(p) et
le paramètre correspondant dans D2(p) comme des bornes inférieure et supérieure du
paramètre intervalle dans [D](p). Ainsi, [D](p) s’écrit comme suit :

[D](p) =
[b2]p

2 + [b1]p+ 1

[a2]p2 + [a1]p+ 1
(4.12)

tels que les paramètres intervalles [b2], [b1], [a1] et [a2] sont indépendants et sont
définis comme suit :

[b2] = [min(b21, b22),max(b21, b22)]
[b1] = [min(b11, b12),max(b11, b12)]
[a2] = [min(a21, a22),max(a21, a22)]
[a1] = [min(a11, a12),max(a11, a12)]

(4.13)

Après l’application numérique, on obtient [D](p) :

[D](p) =
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1

[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(4.14)

4.3.3 Écriture du modèle intervalle des poutres piézoélectriques

Partant du gain statique [K] défini dans (4.10) et du modèle intervalle dynamique
(4.14), nous dérivons le modèle intervalle linéarisé qui représente une famille de poutres
piézoélectriques ayant une longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm comme suit :

δ = [K][D](p)Ur (4.15)
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Après avoir remplacé les termes [K] et [D](p), notre modèle intervalle [Gδ](p) s’écrit :

[Gδ](p) = [0.45, 0.66]
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1

[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(4.16)

Notre objectif est d’avoir une marge de robustesse plus grande. Pour cela, on pro-
pose d’élargir les paramètres intervalles du modèle [G](p) (4.16). Ceci permet également
d’être sûr de contenir réellement les modèles des poutres étudiées. Cependant, lorsque
la taille des intervalles dans le modèle est trop large, il est difficile de trouver un cor-
recteur qui assure les performances de la boucle fermée, voire qui assure la stabilité. Un
compromis est donc à faire. Après quelques essais, on propose d’élargir chaque intervalle
des paramètres du modèle (4.16) de 10%. 10% représente la valeur presque maximale
permise dans cette application. Enfin, le modèle intervalle étendu que nous utilisons
pour la synthèse de la loi de commande est donné par la formule suivante :

[Gδ](p) = [0.439, 0.67]
[3.326, 3.542]× 10−8p2 + [1.655, 2.175]× 10−4p+ 1

[2.056, 3.436]× 10−8p2 + [4.428, 8.349]× 10−6p+ 1
(4.17)

Ce modèle (4.17) a été calculé en supposant une variation sur la longueur 14 mm ≤
L ≤ 16 mm des poutres piézoélectriques. La Figure 4.9 récapitule les étapes utilisées
pour l’établissement de ce modèle (4.17).

Deux poutres piézoélectriques

     de longueurs différentes

Modélisation de l’hystérésis des

deux poutres piézoélectriques

Linéarisation du modèle d’hystérésis

Dérivation de l’intervalle du gain 

  statique des deux poutres [K]

   Identification des parties

dynamiques des deux poutres

Dérivation du transfert intervalle de la 

 partie dynamique des poutres [D](p)

Définition du modèle intervalle des 

deux poutres par : [G](p)=[K] [D](p)

Extension du modèle intervalle de 10%

Dérivation du modèle point 

D (p) de chaque poutrei

Dérivation du gain statique

point d  de chaque poutrep

Figure 4.9 – Dérivation d’un modèle intervalle de deux poutres piézoélectriques de
longueurs différentes.

Notons qu’il est possible de dériver un modèle intervalle pour un ensemble de poutres
piézoélectriques ayant des dimensions différentes (longueur, largeur et épaisseur) en sui-
vant les mêmes étapes.
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Le schéma du système à commander est représenté par la Figure 4.10.

δ

H(U)

+
+

[a ]p +[a ]p+112

[K]

       poutre

piézoélectrique

δ[b ]p +[b ]p+112

Ur

r

δ

δ

Figure 4.10 – Système linéarisé à commander [Gδ](p) = [K][D](p)).

4.4 Commande en déflexion des poutres piézoélectriques

L’objectif de cette section est de synthétiser un contrôleur pour la déflexion des
poutres piézoélectriques ayant des modèles à l’intérieur du modèle intervalle (4.17). La
dérivation du contrôleur est basée sur la combinaison d’une méthode de commande
linéaire avec l’outils des intervalles. Nous proposons deux méthodes de commande par
intervalles.

Ensuite, ces dernières seront comparées aux méthodes habituelles de synthèse robuste
H∞ et µ-synthèse. Cette comparaison se fait dans le cadre d’un exemple, c’est à dire la
commande de poutres ayant une longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm. Considérons d’abord
un cahier des charges pour la synthèse du contrôleur.

4.4.1 Cahier des charges

Généralement, les systèmes de micromanipulation et de micro-assemblage nécessitent
la génération de mouvements très précis. En effet, la précision de positionnement doivent
être micrométrique (voir submicrométrique). De plus, le comportement des poutres pié-
zoélectriques utilisées dans les tâches de micromanipulation et de micro-assemblage doit
être sans dépassement (ou avec un dépassement très réduit). Cela permet d’assurer une
meilleure qualité des tâches. Enfin, le contrôleur synthétisé devrait avoir un ordre suffi-
samment réduit. Le cahier des charges choisi pour la synthèse est donc comme suit :

– le dépassement initial d’environ 65% doit être supprimé D% = 0 ;
– le temps de réponse doit être inférieur ou égal à 8 ms, (tr5% ≤ 8 ms) ;
– l’erreur statique doit être inférieure ou égale à 1%, (|ǫ| ≤ 1%) ;
– enfin, le correcteur synthétisé doit être d’ordre relativement faible.
Prenant en compte la bande passante des poutres piézoélectriques et le temps de

réponse voulu, nous choisissons comme période d’échantillonnage Ts = 0.2ms.
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4.4.2 Méthode de commande par inclusion des fonctions de transfert

4.4.2.1 Principe

Soit un système intervalle monovariable [G](p, [a], [b]) commandé par un correcteur
[C](p) comme indiqué sur la Figure 4.11. Ce correcteur doit assurer des performances
pour le système bouclé quelque soit la variation des paramètres ai et bj d’un système
G(p) dans leurs intervalles [ai] et [bj ] respectivement. On note par [Hcl](p, [q], [w]) la
fonction de transfert de la bouclé fermée.

+

-

[ C ](p) U
[ G ](p,[a],[b])

ε

δ
[ H  ](p,[q],[w])cl

cδ δ

cδ

Figure 4.11 – Système en boucle fermée [Hcl](p, [q], [w]).

Dans la suite, la fonction de transfert [G](p, [a], [b]) est donnée par :

[G](p, [a], [b]) =

1 +
m∑
j=1

[bj ]p
j

n∑
i=0

[ai]pi
(4.18)

telles que [a] = [[a0], ..., [an]], [b] = [[b1], ..., [bm]] et m ≤ n.
Notons qu’il est toujours possible de se ramener à cette forme de représentation.
De même, considérons un correcteur [C](p, [θ]) d’ordre préalablement connu (l ≤ k)

comme suit :

[C](p, [θ]) =

l∑
j=0

[dj ]p
j

k∑
i=1

[ci]pi
(4.19)

où [θ] = [[c], [d]] est un vecteur intervalle (ou pavé) contenant les paramètres du
contrôleur. Comme la structure du correcteur peut être choisie par l’utilisateur, il est
toujours possible d’imposer l’ordre du correcteur en modifiant l et k.

Partant du modèle intervalle [G](p, [a], [b]) (4.18) et le transfert du contrôleur [C](p, [θ])
(4.19), le modèle de la boucle fermée s’écrit :

[Hcl](p, [a], [b], [θ]) =
1

1

[C](p, [θ])[G](p, [a], [b])
+ 1

(4.20)
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Notons que la forme d’écriture de [Hcl](p, [a], [b], [θ]) donnée par (4.20) a été choisie
afin d’éviter la multi-occurence des transferts [G](p, [a], [b]) et [C](p, [θ]). Après avoir
remplacé [G](p, [a], [b]) et [C](p, [θ]), on obtient :

[Hcl](p, [a], [b], [θ]) =

(

1 +
m
∑

j=1
[bj ]p

j

)

l
∑

j=0
[dj ]p

j

n
∑

i=0
[ai]pi

k
∑

j=1
[ci]pi +

(

1 +
m
∑

j=1
[bj ]pj

)

l
∑

j=0
[dj ]pj

(4.21)

Après développement de (4.21), le modèle [Hcl](p, [a], [b], [θ]) peut se réécrire comme
suit :

[Hcl](p, [h], [f ]) =

e
∑

j=0
[fj ]s

j

r
∑

i=0
[hi]si

(4.22)

où e = m+ l et r = n+k. Les pavés [f ] et [h] sont fonction des pavés du système [a],
[b] et des pavés du correcteur [c] et [d]. En particulier, les deux paramètres intervalles
[f0] et [h0] dans (4.22) dépendent uniquement de l’intervalle [d0] du correcteur. Durant
l’implémentation du correcteur, les paramètres [c] et [d] doivent être choisis scalaires.
Ceci nous a permis d’écrire le transfert en boucle fermée sous la forme suivante en
divisant le numérateur et le dénominateur de [Hcl](p, [h], [f ]) par [d0] = d0 6= 0 :

[Hcl](p, [q], [w]) =

1 +
e
∑

j=1
[wj ]s

j

1 +
r
∑

i=1
[qi]si

(4.23)

tels que : [qi] =
[hi]

[d0]
(i = 1, ...r) et [wj ] =

[fj ]

[d0]
(j = 1, ...e).

L’objectif principal consiste à calculer l’ensemble des paramètres du contrôleur (4.19)
qui assure un cahier des charges donné. En d’autres termes, les performances réalisées
par un tel correcteur doivent appartenir à un ensemble de performances souhaitées. En
fait, les performances d’un cahier des charges peuvent être traduites par un modèle
intervalle, appelé modèle intervalle de référence et noté [H]. D’après le Théorème 2.6
présenté au Chapitre 2, ceci se traduit par [Hcl](p, [q], [w]) ⊆ [H](p).

Soit Θ l’ensemble des paramètres du correcteur assurant [Hcl](p, [q], [w]) ⊆ [H](p),
chercher les valeur admissibles de θ telles que :

Θ := {θ ∈ D t.q. [Hcl](p, θ) ⊆ [H](p)} (4.24)

où D est le domaine de définition de θ (ou domaine de recherche a priori).
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L’objectif est donc de déterminer cet ensemble Θ. Cependant, afin de pouvoir appli-
quer l’inclusion paramètre par paramètre, le modèle de référence [H] doit avoir la même
structure que le transfert [Hcl]. Considérons le modèle intervalle de référence suivant :

[H](p, [s], [x]) =

1 +
e
∑

j=1
[xj ]p

j

1 +
r
∑

i=1
[si]pi

(4.25)

où les bôıtes de paramètres intervalles [s] et [x] sont connues, et peuvent être dérivées
à partir des performances du cahier des charges.

Selon les Théorèmes 2.5 et 2.6, si les inclusions suivantes :

[qi] ⊆ [si], for i = 1, ..., r
[wj ] ⊆ [xj ], for j = 1, ..., e

(4.26)

sont vérifiées, alors l’inclusion [Hcl] ⊆ [H] est satisfaite, et par conséquent les perfor-
mances de [H] contiennent les performances de [Hcl]. Dans ce cas, le correcteur calculé
[C] assure effectivement les performances pour n’importe quel système G à paramètres
point (scalaire) appartenant au modèle intervalle [G].

Le problème du calcul de l’ensemble Θ défini par (4.24) peut être réduit au problème
suivant [Kha] :

Θ :=

{

θ ∈ D

∣

∣

∣

∣

[qi](θ) ⊆ [si], ∀i = 1, ..., n+ k
[wj ](θ) ⊆ [xj ], ∀j = 1, ...,m+ l

}

(4.27)

La recherche de l’ensemble des paramètres du contrôleur assurant (4.27) est appelé
un problème d’inversion ensembliste qui peut être résolu en utilisant l’algorithme de
SIVIA [Jau93] présenté au Chapitre 2. Le Tableau 4.1 présente l’algorithme de SIVIA
récursif permettant de résoudre le problème de commande (4.27).

Table 4.1 – Algorithme SIVIA permettant la résolution du problème (4.27).

SIVIA(in : [q], [w], [s], [x], [θ], ǫ ; inout : Θ, Θ )

1 if [[q]([θ]), [w]([θ])]
⋂

[[s], [x]] = ∅ return ;
2 if [[q]([θ]), [w]([θ])] ⊂ [[s], [x]] then

{Θ := Θ
⋃

[θ] ; Θ := Θ
⋃

[θ]} return ;
4 if width([θ]) < ǫ then {Θ := Θ

⋃

[θ]} ; return ;
5 bisect [θ] into L([θ]) and R([θ]) ;

6 SIVIA([q], [w], [s], [x], L([θ]), ǫ ; Θ, Θ) ;

SIVIA([q], [w], [s], [x], R([θ]), ǫ ; Θ, Θ).

Θ et Θ représentent respectivement l’approximation intérieure et extérieure de l’en-
semble solution Θ.
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Remarque 4.1. Le nombre des paramètres inconnus (voir (4.19)) est l+ k + 1, tandis
que le nombre d’inclusions est r + e. Comme e = m + l et r = n + k, on peut écrire
r+e > l+k+1. Il y a en fait plus de contraintes que de variables. Pour cela, l’ensemble
solution Θ est donné par l’intersection des ensembles solution de chaque inclusion dans
(4.27) comme suit :

Θ =
r+e⋂

i=1

(set sol)i (4.28)

tel que : (set sol)i est l’ensemble solution de la ième inclusion.

4.4.2.2 Application à la commande en déflexion des poutres piézoélectriques

Appliquons maintenant cette méthode pour commander la déflexion des poutres
piézoélectriques modélisées par un modèle intervalle linéaire (4.17). Rappelons que ce
dernier décrit le comportement d’une famille de poutres piézoélectriques et de longueur
comprise entre 14mm et 16mm. Selon les performances données au § 4.4.1, le correcteur
doit annuler l’erreur statique. Pour cela, on considère une structure de correcteur conte-
nant un intégrateur. Nous choisissons une structure PI (Proportionelle Integrale) pour
notre correcteur en raison de son ordre réduit, des propriétés intéressantes de robustesse
qu’il offre et de sa grande utilisation dans le monde industriel :

[C](p, [Kp], [Ki]) = [Kp] +
[Ki]

p
(4.29)

où [Kp] et [Ki] sont respectivement les gains de l’action proportionnelle et de l’action
intégrale.

En se basant sur le modèle (4.17) et le correcteur (4.29), le système intervalle en
boucle fermée s’écrit :

[Hcl](p) =

[Kp][b2]

[Ki]
p3 +

(
[Kp][b1]

[Ki]
+ [b2]

)
p2 +

(
[Kp]

[Ki]
+ [b1]

)
p+ 1

[Kp][b2] + [a2]/[K]

[Ki]
p3 +

(
[Kp][b1] + [a1]/[K]

[Ki]
+ [b2]

)
p2 +

(
[Kp] + 1/[K]

[Ki]
+ [b1]

)
p+ 1

(4.30)
Le modèle intervalle de référence décrivant le comportement souhaité est dérivé selon

le transfert de la boucle fermée (4.30) et les exigences du cahier des charges. Comme
le dépassement n’est pas permis (voir la § 4.4.1), une fonction de transfert du premier
ordre peut être utilisée pour le modèle intervalle de référence :

[H](p, [Ke], [τ ]) =
[Ke]

[τ ]p+ 1
(4.31)

où les paramètres intervalles [Ke] et [τ ] definissent respectivement l’erreur statique
et le temps de réponse, avec :
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– [Ke] = 1 + ε = [0.99, 1.01],

– [τ ] =
[tr5%]

3
= [0, 2.66 ms].

Cependant, il faudrait que le modèle intervalle de référence ait la même structure
que la boucle fermée afin d’appliquer l’inclusion paramètre par paramètre comme requis
dans (4.27). Pour cela, ajoutons au modèle (4.31) quelques pôles et zéros loins de l’axe
imaginaire :

[H](p, [Ke], [τ ]) =

[Ke]

(
[τ ]

10
p+ 1

)3

([τ ]p+ 1).

(
[τ ]

10
p+ 1

)2 (4.32)

[H](p, [Ke], [τ ]) peut se réécrire sous la forme :

[H](p, [Ke], [τ ]) = [Ke]
0.001[τ ]3s3 + 0.03[τ ]2s2 + 0.3[τ ]s+ 1

0.01[τ ]3s3 + 0.21[τ ]2s2 + 1.2[τ ]s+ 1
(4.33)

Si les paramètres intervalles [Kp] et [Ki] vérifient les inclusions suivantes :

[Kp][b2]

[Ki]
⊆ 0.001[Ke][τ ]

3

[Kp][b1]

[Ki]
+ [b2] ⊆ 0.03[Ke][τ ]

2

[Kp]

[Ki]
+ [b1] ⊆ 0.3[Ke][τ ]

1 ⊆ [Ke]

[Kp][b2] + [a2]/[K]

[Ki]
⊆ 0.01[τ ]3

[Kp][b1] + [a1]/[K]

[Ki]
+ [b2] ⊆ 0.21[τ ]2

[Kp] + 1/[K]

[Ki]
+ [b1] ⊆ 1.2[τ ]

(4.34)

alors, le correcteur defini dans (4.29) assure les performances requises (§ 4.4.1) pour
le modèle intervalle (4.17).

On s’intéresse ici à la recherche de l’approximation intérieure Θ. Après l’application
de l’algorithme de SIVIA, on obtient le sous pavage représenté sur la Figure 4.12. L’en-
semble solution Θ a été obtenu en utilisant comme espace de recherche initial le pavé
[Kp0]× [Ki0] = [0, 1]× [0.1, 1000] et une précision de calcul ǫ = 0.01.
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Figure 4.12 – Ensemble solution des paramètres du correcteur assurant les perfor-
mances.

Remarque 4.2. Si le problème d’inversion ensembliste n’est pas faisable, c’est à dire
Θ = ∅, la bôıte initiale (espace de recherche) des paramètres du contrôleur devrait être
modifiée (un choix d’une bôıte initiale large est possible) et/ou il faudrait modifier la
structure (jouer sur l’ordre) du contrôleur et/ou dégrader les exigences du cahier des
charges.

Un correcteur intervalle [C](p) n’est pas directement implémentable. Cependant,
tout correcteur point C(p) ∈ [C](p) est implémentable et assure les performances. Afin
d’implémenter le correcteur C(p,Kp,Ki) = C(p), on choisit donc des paramètres Kp et
Ki quelconque à l’intérieure de l’ensemble Θ. Dans cette application, on testera deux
correcteurs. On choisit :

C1(p) =
0.1p+ 900

p

C2(p) =
0.3p+ 1000

p

(4.35)

Les deux correcteurs (4.35) ont été testés chacun sur chacune des deux poutres piézo-
électriques de longueur L = 16 mm et L = 14 mm utilisées dans la partie modélisation.
La Figure 4.13 montre les réponses expérimentales obtenues après l’application d’un
échelon de référence de 40 µm. Comme indiqué sur la Figure 4.13, les deux correc-
teurs ont joué leur rôle et satisfont les performances requises pour la boucle fermée. Les
performances expérimentales obtenues avec les deux correcteurs sont résumées dans le
Tableau 4.2.

Nous avons également effectué une analyse de suivi de trajectoire avec les deux
poutres en utilisant un correcteur (C1(p) ou C2(p)). Pour cela, une trajectoire de réfé-
rence aléatoire est appliquée à l’entrée du système bouclé. L’utilisation du correcteur
C1(p) permet d’avoir les résultats expérimentaux illustrés sur la Figure 4.24. Comme
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Figure 4.13 – Résultats expérimentaux obtenus avec les deux correcteurs (4.35). a :
résultats avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : résultats avec la poutre de longueur
L = 14 mm.

Table 4.2 – Performances expérimentales des boucles fermées.

Correcteur Poutre avec L = 16 mm Poutre avec L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ

C1(p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 4.7 ms ≈ 0% 0%

C2(p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 4.7 ms ≈ 0% 0%

montré sur cette Figure 4.24, le signal d’entrée et le signal de sortie sont supperposés et
les erreurs entre la référence appliquée à l’entrée du système et la déflexion mesurée de
chaque poutre sont pratiquement inférieures à 1.5 µm (voir Figure 4.15). Le correcteur
C1(p) assure un bon suivi de trajectoire pour les deux poutres piézoélectriques utilisées.

4.4.3 Méthode basée sur l’approche H∞-standard combinée avec l’ana-

lyse par intervalles

Dans cette partie, nous synthétisons un correcteur intervalle mais au lieu d’utiliser
le théorème d’inclusion comme la méthode précédente, nous combinons l’approche H∞
avec l’analyse par intervalles. Reprenons le schéma de la boucle fermée représenté sur
la Figure 4.11, où [G](p, [a], [b]) est défini par le transfert intervalle (4.18). L’objectif
principal consiste à synthétiser un correcteur [C](p, [θ]) (4.19) assurant un critère H∞
qui définit les performances souhaitées.
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Figure 4.14 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre de longueur
L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.
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Figure 4.15 – Erreur de suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre
de longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.

4.4.3.1 Rappels sur la commande H∞ standard

Pour simplifier le principe de l’approche, nous nous sommes limités au cas des sys-
tèmes monovariables, mais, toutefois la synthèse H∞ permet de traiter des problèmes
multivariables. Considérons le système de commande de la Figure 4.16, dans lequel un
système monovariable G(p) est commandé par un correcteur C(p).

Dans ce schéma, les signaux considérés sont :

– δc qui représente la consigne ou la référence,
– δ qui designe la sortie du système,
– u qui est la commande en sortie du correcteur,



102 Chapitre 4

+

-

C(p)
U

G(p)
ε +

-

b

δcδ

Figure 4.16 – Un système G commandé par un contrôleur C.

– ǫ qui représente l’erreur,
– et b qui est une perturbation en entrée du système.

Les relations reliant les signaux de sortie δ, ǫ et u et les signaux d’entrée δc et b sont
données par :

δ = CG(1 + CG)−1δc +G(1 + CG)−1B
E = (1 + CG)−1δc −G(1 + CG)−1B
U = C(1 + CG)−1δc − CG(1 + CG)−1B

(4.36)

Ces relations font intervenir plusieurs fonctions de transfert :

– la fonction de sensibilité S(p) = (1 + C(p)G(p))−1 =
ǫ

δc
,

– la fonction de transfert S(p)G(p) =
δ

b
,

– la fonction de transfert C(p)S(p) =
U

δc
,

– et la fonction de sensibilité complémentaire C(p)S(p)G(p) =
δ

δc
.

Dans les approches de commande robuste H∞, la synthèse du correcteur se fait dans
le domaine fréquentiel [Zho98]. Lorsque les performances sont données dans le domaine
temporel, il est nécessaire de les traduire dans le domaine fréquentiel. Les performances
temporelles du système bouclé de la Figure 4.16 peuvent être déterminées à partir des
diagrammes de Bode des quatre fonctions de transfert S(jw), S(jw)G(jw), C(jw)S(jw)
et C(jw)S(jw)G(jw). Afin d’atteindre certains objectifs pour le système bouclé, on peut
utiliser des gabarits fréquentiels (Figure 4.17). Ces gabarits dépendent des filtres W1(p),
W2(p) et W3(p) décrivant les performances voulues.
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Figure 4.17 – Gabarits fréquentiels et fonctions de transfert du système bouclé.

Lorsque les performances désirées sont connues (c’est à dire W1(p), W2(p) et W3(p)
sont connues), le problème de la commande robuste H∞ cherche à calculer un correcteur
C(p) assurant les inégalités suivantes :

|S(p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W1(p)

∣∣∣∣

|S(p)G(p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W1(p)W3(p)

∣∣∣∣

|C(p)S(p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W2(p)

∣∣∣∣

|C(p)S(p)G(p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W2(p)W3(p)

∣∣∣∣

(4.37)

où γ > 0 représente un niveau de performance. Si γ ≤ 1, les performances nominales
sont assurées.

D’après les propriétés de la norme-H∞, les inégalités (4.37) mènent aux conditions
suivantes :

‖W1(p)S(p)‖∞ ≤ γ
‖W1(p)S(p)G(p)W3(p)‖∞ ≤ γ
‖W2(p)C(p)S(p)‖∞ ≤ γ
‖W2(p)C(p)S(p)G(p)W3(p)‖∞ ≤ γ

(4.38)

Pour faire apparâıtre les fonctions de pondérations (filtres) W1(p), W2(p) et W3(p),
on considère le schéma de la Figure 4.18-a. Le principe de l’approche de commande
H∞ [Zho96] [Bal01] est basé sur une forme de systèmes interconnectés (appelée forme
standard) représentée sur la Figure 4.18-b. Cette dernière est obtenue à partir de la
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Figure 4.18-a en considérant le vecteur de signaux pondérés z =

(
z1
z2

)
comme sortie

du système et w =

(
δc
d

)
comme vecteur de signaux d’entrée.

+

-

C (p)
U

G (p)
ε +

-
b

W (p)

d

3W (p)2W (p)1

z2z1

(a)

+
-

C (p)

G (p)

(b)

W (p)3

W (p)2

W (p)1

- b

d

z1

z2

U ε

P

cδ

cδ δ

δ zw

Figure 4.18 – Forme H∞ standard.

Dans cette forme standard, le nouveau système P , appelé système augmenté contient
le système G augmenté des pondérations fréquentielles Wi(p). Le système augmenté P
décrit les relations entre (w, u) et (z, ǫ) comme suit :




Z(p)

E(p)


 = P (p)




W (p)

U(p)


 =




P11(p) P12(p)

P21(p) P22(p)







W (p)

U(p)


 (4.39)

La matrice de transfert liant le vecteur de sortie Z(p) au vecteur d’entrée W (p)
est donnée par ce qu’on appelle la transformation linéaire fractionnaire (LFT : Linear
Fractional Transformation), d’où :

Fl(P,C) = P11 + P12C(I − P22C)
−1P21 (4.40)

À partir du schéma de la Figure 4.18-b, la transformation linéaire fractionnaire
Fl(P,C) est donnée par :

Fl(P,C) =




W1S W1SGW3

W2CS W2CSGW3


 (4.41)
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Le problème H∞ standard consiste à chercher le correcteur C(p) qui stabilise le
système bouclé de la Figure 4.18-a et qui assure la contrainte suivante :

‖Fl(P,C)‖∞ ≤ γ (4.42)

Le correcteur qui assure la plus petite valeur possible de γ, notée γopt est dit ”cor-
recteur optimal”.

Pour résoudre ce problème, une autre phase, dite de conception, consiste alors à
mettre en œuvre un ou plusieurs algorithmes de résolution du problème H∞ standard.
Une des méthodes la plus utilisée est l’algorithme de Glover-Doyle [Glo88] [Doy89]
qui repose sur la résolution d’une série d’équations de Riccati. Dans cette approche, la
valeur optimale de γ est recherchée par dichotomie.

4.4.3.2 Combinaison de l’approche H∞ avec l’analyse par intervalles

Considérons la synthèse de correcteur pour le système intervalle [G](p, [a], [b]) basée
sur l’approche H∞. Comme le système à commander est décrit par un modèle intervalle
[G](p, [a], [b]), le système augmenté est aussi un système intervalle [P ](p, [a], [b]). Dans
notre cas, nous considérons le problème H∞ sous-optimal qui consiste à déterminer pour
une valeur donnée de γ > 0 le correcteur [C](p, [θ]) (4.19) tel que :

‖Fl([P ](p, [a], [b]), [C](p, [θ]))‖∞ ≤ γ (4.43)

Le système augmenté [P ](p, [a], [b]) contient le système intervalle [G](p, [a], [b]) et les
différentes fonctions de pondérations Wi(p) décrivant les performances désirées.

Dans notre étude, nous ne considérons pas le filtre W3, car nous ne nous intéressons
pas au rejet de perturbation. Considérons à cette fin le schéma de la Figure 4.19, dans
lequel le signal d’erreur ǫ est pondéré par un filtre W1(p) et la commande u est pondérée
par le transfert W2(p).

En considérant δc comme entrée et z =

(
z1
z2

)
comme signal à surveiller, la trans-

formation linéaire fractionnaire Fl([P ](p, [a], [b]), [C](p, [θ])) correspondant au schéma de
la Figure 4.19 est donnée par :

Fl([P ](p, [a], [b]), [C](p, [θ])) =




W1(p)[S](p)

W2(p)[C](p, [θ])[S](p)


 (4.44)

où la fonction de sensibilité [S](p) dépend des paramètres du système [a] et [b] et des
paramètres du correcteur [θ], avec [S](p) = (1 + [C](p, [θ])[G](p, [a], [b]))−1.

On obtient à présent le critère suivant :





|[S](p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W1(p)

∣∣∣∣

|[C](p, [θ])[S](p)| ≤

∣∣∣∣
γ

W2(p)

∣∣∣∣
⇔





‖W1(p)[S](p)‖∞ ≤ γ

‖W2(p)[C](p, [θ])[S](p)‖∞ ≤ γ
(4.45)
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Figure 4.19 – Forme H∞ standard pour un modèle intervalle.

Dans ce cas, si γ ≤ 1, alors les performances robustes sont respectées. Enfin, notre
problème peut être formulé comme suit :

trouver les valeurs admissibles des paramètres θ du correcteur qui assure pour une
valeur 0 < γ ≤ 1 le critère H∞ ci-dessus :

Θ :=

{
θ ∈ D t.q.

{
‖W1(p)[S](p)‖∞ ≤ γ
‖W2(p)C(p, θ)[S](p)‖∞ ≤ γ

}
(4.46)

où D est le domaine de définition de θ (ou domaine de recherche a priori).
La synthèse du correcteur C(p, [θ]) est basée sur le calcul des normes-H∞ des fonc-

tions de transfert intervallesW1(p)[S](p) etW2(p)[C](p, [θ])[S](p). Ces dernières (‖W1(p)[S](p)‖∞
et ‖W2(p)[C](p, [θ])[S](p)‖∞) peuvent être calculées en utilisant les méthodes présentées
au Chapitre 2 [An00b] [An00a] [Wan02].

Il reste à résoudre le problème de minimisation de la norme-H∞ défini dans (4.46).
Les méthodes présentées dans [Wan02] [An00b] [An00a] permettent uniquement d’éva-
luer la valeur maximale de la norme-H∞ des systèmes intervalles. Dans notre cas, nous
avons besoin de la valeur minimale afin de tester l’existence ou non d’un correcteur. Ce-
pendant, jusqu’à présent il n’existe pas de méthodes pour déterminer la borne inférieure.
Pour cela, on propose d’utiliser l’algorithme décrit par l’organigramme de la Figure 4.20
qui permet de caractériser l’ensemble solution du problème (4.46).

Cet algorithme permet d’effectuer dans un premier temps un test sur le pavé initial.
Ce pavé initial est dit acceptable si les conditions (4.45) sont satisfaites. À l’inverse si ces
conditions ne sont pas vérifiée, aucune décision n’est possible. Dans ce cas, le pavé est
partitionné. Les deux pavés générés sont testés, puis l’algorithme se propage tant que la
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Θ = ΘΘ = Θ -             et
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Θ = Θ
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1 2sur      et

Figure 4.20 – Organigrame représentant l’algorithme de résolution du problème (4.46).

taille des pavés est supérieure à une certaine précision choisie par l’utilisateur. L’incon-
vénient majeur de cet algorithme (voir Figure 4.20) est le nombre élevé de bissections,
ce qui augmente le temps de calcul.

L’encadrement intérieur Θ obtenu contient les pavés pour lesquels les conditions sur
la norme-H∞ (4.45) sont remplies. L’ensemble Θ généré par l’algorithme représente le
complément de Θ dans le pavé initial considéré [θ]0, c’est à dire Θ = [θ]0 \ Θ. Cet
ensemble correspond aux pavés pour lesquels aucune conclusion ne peut être établie.
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4.4.3.3 Application aux poutres piézoélectriques

Appliquons maintenant cette méthode à la commande de la déflexion des poutres
piézoélectriques. Le modèle intervalle linéaire correspondant à une poutre piézoélectrique
de longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm est donné par la relation (4.17). Notre objectif est
de synthétiser un correcteur PI (Proportionnel-Intégral) qui assure les performances
présentées au § 4.4.1. De plus, on souhaite limiter le signal de la commande u afin
d’éviter tout endommagement des poutres piézoélectriques. Pour cela, la commande
devrait être limitée à 100 V pour une consigne maximale de 40 µm. Les performances
du cahier des charges peuvent être traduites par des fonctions de pondération W1(p) et
W2(p) (voir Figure 4.19). Le filtre W1(p) peut être obtenu selon la formule suivante :

W1(p) =

1

wp
p+ 1

|ǫ|

wz
p+ |ǫ|

(4.47)

où

wz =
3

tr5%

√(
1

|ε|

)2

− 1

et wp = wz

√(
1 +D%

|ε|

)2

− 1.

tr5%, ǫ, et D% sont respectivement le temps de réponse, l’erreur statique et le dé-
passement voulus. Après calcul, on obtient :

W1(p) =
0.002667p+ 1

0.002667p+ 0.01
(4.48)

Le transfert W2(p) est choisi scalaire comme suit :

W2(p) =
Umax

ymax
c

=
100

40
= 2.5 V/µm (4.49)

Dans notre cas, nous imposons γ = 1. L’objectif en utilisant γ = 1, étant de chercher
directement le correcteur [C](p, [θ]) qui assure les performances. Notre problème consiste
donc à calculer l’ensemble Θ des paramètres du correcteur [C](p, [θ]) (4.19) qui assure
le critère H∞ suivant :

Θ :=

{
θ ∈ [θ]

∣∣∣∣
{
‖W1(p)[S](p)‖∞ ≤ 1
‖W2(p)[C](p, [θ])[S](p)‖∞ ≤ 1

}
(4.50)
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telle que la fonction de sensibilité [S](p) est définie par :

[S](p) =

[a2]

[K]
p3 +

[a1]

[K]
p2 +

1

[K]
p

[a2]

[K]
p3 +

[a1]

[K]
p2 +

1

[K]
p

︸ ︷︷ ︸
[f ](p)

+ [Kp][b2]p
3 + ([Ki][b2] + [Kp][b1]) p

2 + ([Kp] + [Ki][b1]) p+ [Ki]︸ ︷︷ ︸
[g](p)

(4.51)
[f ](p) et [g](p) sont respectivement les polynômes intervalles du dénominateur et du

numérateur de la fonction de transfert en boucle ouverte [C](p, [θ])[G](p, [a], [b]).
On choisit un pavé initial [Kp0]×[Ki0] = [0, 1.2]×[0.1, 1200] pour résoudre le problème

de commande (4.50). L’algorithme de SIVIA récursif (voir la Figure 4.20) génère le sous-
pavage Θ présenté sur la Figure 4.12.

Kp

K
i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

200

400

600

800

1000

1200

Θ
Ensemble solution

Figure 4.21 – Valeurs admissibles des paramètres [Kp] et [Ki] du correcteur PI qui
assure les performances robustes.

La Remarque 4.2 est utile dans le cas où l’ensemble généré est vide Θ = ∅. En com-
paraison avec la méthode basée sur l’inclusion des fonctions de transfert, cette méthode
présente un temps de calcul de l’ensemble solution très grand à cause du nombre élevé de
bissections réalisées. Cela est principalement dû d’une part à l’absence de méthodes per-
mettant d’évaluer la borne inférieure de la norme-H∞ d’un système intervalle et d’autre
part à la surestimation de la borne supérieure de la norme-H∞ des systèmes intervalles
lors de l’application des méthodes présentées dans [Wan02] [An00b] [An00a].
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Le correcteur à implémenter doit être à paramètres point (scalaires) C(p,Kp,Ki) =
C(p). Les paramètres Kp et Ki à utiliser prennent donc des valeurs à l’intérieur de
l’ensemble solution Θ. On choisit deux correcteurs comme suit :

C1(p) =
0.8p+ 900

p

C2(p) =
p+ 1000

p

(4.52)

Soit [Si] = (1 + Ci[G])
−1, i ∈ {1, 2} les fonctions de sensibilité obtenues avec les cor-

recteurs implémentés Ci(p) (4.52). La Figure 4.22 montre les magnitudes des transferts
intervalles [Si](p) et Ci(p)[Si](p) (i ∈ {1, 2}) comparées à celles de leurs gabarits corres-
pondants. On constate d’après la Figure 4.22 que les inégalités (4.45) sont satisfaites.
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Figure 4.22 – Magnitudes des fonctions [Si](p) et Ci(p)[Si](p) comparées aux magni-
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Les normes-H∞ des fonctions de transfert W1(p)[Si](p) et W2(p)Ci(p)[Si](p) (pour
i = 1, 2) sont :

‖W1(p)[S1](p)‖∞ = 0.94 < 1

‖W1(p)[S2](p)‖∞ = 0.856 < 1

‖W2(p)C1(p)[S1](p)‖∞ = 0.91 < 1

‖W2(p)C2(p)[S2](p)‖∞ = 0.91 < 1

(4.53)

Les deux correcteurs Ci(p) (i ∈ {1, 2}) ont été appliqués aux deux poutres piézoélec-
triques de longueurs L = 16 mm et L = 14 mm. Les réponses à un échelon d’amplitude
40 µm sont illustrées sur la Figure 4.23. Les deux correcteurs ont joué leur rôle et as-
surent les performances requises. On résume les résultats obtenus dans le Tableau 4.3.
Les expérimentations réalisées ont montré que la tension de commande maximale appli-
quée aux poutres piézoélectriques ne dépasse pas 97 V .

Table 4.3 – Performances temporelles obtenues avec les deux correcteurs (4.52).

Correcteur Poutre L = 16 mm Poutre L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ

C1(p) 5.2 ms ≈ 0% 0% ≈ 7 ms ≈ 0% 0%

C2(p) 5.2 ms ≈ 0% 0% ≈ 7 ms ≈ 0% 0%
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Figure 4.23 – Réponses expérimentales obtenues avec les correcteurs Ci(p) (4.52). a :
résultas avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : résultas avec la poutre de longueur
L = 14 mm

.
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Une analyse de suivi de trajectoire a été effectuée sur les deux poutres piézoélectriques
utilisées. Les résultats expérimentaux obtenus avec le correcteur C1(p) sont illustrés sur
la Figure 4.24. On constate d’après la Figure 4.25 que la différence entre le signal de
référence appliquée à l’entrée du système et la déflexion expérimentale est au dessous de
1.5 µm pour les deux poutres de longueurs L = 16 mm et L = 14 mm.
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Figure 4.24 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p) (4.52). a : poutre de
longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.
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Figure 4.25 – Erreur de suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p) (4.52). a :
poutre de longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.
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4.4.4 Commande en déflexion par la µ-synthèse

Dans cette section, nous appliquons la commande robuste classique µ−synthèse pour
commander la déflexion des poutres piézoélectriques dont le comportement est décrit par
un transfert à l’intérieur du modèle intervalle [Gδ](p) (4.17).

4.4.4.1 Rappels sur la µ−synthèse

La µ-synthèse qui est basée sur le calcul des valeurs singulières structurées présente
une approche intéressante pour assurer la stabilité et les performances robustes pour les
systèmes incertains [Doy89] [Duc93] [Duc99] [Saf89] [Ala99b]. Lorsqu’il est possible
de formuler a priori les incertitudes sur le modèle, la µ-synthèse permet de trouver
un correcteur optimal K(p) et la valeur optimale γ qui assurent les performances cor-
respondantes dans le domaine d’incertitude ainsi formulé. Les incertitudes (toute sorte
d’incertitude) sont rassemblées dans une matrice ∆(p) ayant la structure générale sui-
vante :

∆ = diag {∆1(p), ...,∆q(p), ∂1Ir1, ..., ∂rIrr, ǫ1Ic1, ..., ǫcIcc} (4.54)

où l’incertitude ∆ doit être normalisée, c’est à dire ‖∆‖∞ < 1
Le système nominal augmenté P (p) est connecté par LFT-inférieure au correcteur

K(p) et connecté par LFT-supérieure à un bloc d’incertitude ∆(p), comme le montre la
Figure 4.26-a.
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P(p)

∆(p)

io

uε

v

K(p)

P(p)

∆(p)

io

uε

x

∆ (p)f

(b)(a)

x

v

Figure 4.26 – Problème de la synthèse robuste.

Supposons que le niveau de performance γ à satisfaire est égal à un (il est toujours
possible de se ramener à ce cas en intégrant γ dans P (p)) [Duc99]. Alors le problème
est le suivant :
∀∆(p) du type (4.54) tel que ‖∆(p)‖∞ < 1, déterminer K(p) tel que la norme-H∞

du transfert liant l’entrée i et la sortie o soit inférieure à un.
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Ce problème est équivalent selon le théorème du petit gain [Doy85] [Zho96], à
la recherche du correcteur K(p) qui stabilise le modèle de la Figure 4.26-b pour toute
incertitude fictive et non-structurée ‖∆f (p)‖∞ < 1.

Ce dernier problème (Figure 4.26-b) est équivalent au problème de µ−synthèse qui
consiste à trouver un correcteur K(p) qui assure :

∀w, µ
∆
′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ 1 (4.55)

où µA(B) designe la valeur singulière structurée de B relative à l’ensemble A. L’en-

semble ∆
′
est défini comme suit :

∆
′
=

{
∆′ = diag {∆,∆f} avec ∆ ∈ ∆ et ∆f ∈ C

nf×nf
}

(4.56)

L’approche par D−K itération (voir Annexe C) est l’une des méthodes permettant
de donner une solution approchée de ce problème de µ−synthèse [Doy85] [Zho96].

4.4.4.2 Application à la commande des poutres piézoélectriques

L’application de la méthode nécessite d’isoler l’incertitude des différents paramètres
de la relation (4.17). Pour cela, on utilise pour la représentation des intervalles leur
centre et leur rayon. Réécrivons les paramètres du modèle (4.17) comme suit :

[K] = K̂ + ηδK
[b2] = b̂2 + β2δb2
[b1] = b̂1 + β1δb1
[a1] = â1 + α1δa1
[a2] = â2 + α2δa2

(4.57)

tels que :





−1 ≤ δ{K,b2,b1,a1,a2} ≤ 1

K̂ = mid([K]) = 0.555

b̂2 = mid([b2]) = 3.434× 10−8

b̂1 = mid([b1]) = 1.915× 10−4

â1 = mid([a1]) = 6.389× 10−6

â2 = mid([a2]) = 2.746× 10−8

η = rad([K]) = 0.1155
β2 = rad([K]) = 0.108× 10−8

β1 = rad([K]) = 0.26× 10−4

α1 = rad([K]) = 1.96× 10−6

α2 = rad([K]) = 0.69× 10−8

(4.58)

La sortie y du modèle intervalle s’exprime comme suit :

y = [K][D](p)u (4.59)

où u est le signal de commande. [K] et [D](p) ont été identifiés précédemment.
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Considérons le signal w tel que :

w = [K]u = (K̂ + ηδK)u = K̂

(
1 +

η

K̂
δK

)
u (4.60)

La sortie du système y peut s’écrire en fonction du signal w comme suit :

y = [D](p)w =
(̂b2 + β2δb2)p

2 + (̂b1 + β1δb1)p+ 1

(â2 + α2δa2)p
2 + (â1 + α1δa1)p+ 1

w (4.61)

À partir de (4.61), on peut écrire :

(â2p
2+ â1p+1)y = (̂b2p

2+ b̂1p+1)w+(β2δb2p
2+β1δb1p)w−(α2δa2p

2+α1δa1p)y (4.62)

La relation (4.62) est équivalente à :

y = Gm(p)w + (Gc(p)δb2 +Gd(p)δb1)w + (Ga(p)δa2 +Gb(p)δa1) y (4.63)

tels que :

Gm(p) =
b̂2p

2 + b̂1p+ 1

â2p2 + â1p+ 1

Ga(p) =
−α2p

2

â2p2 + â1p+ 1

Gb(p) =
−α1p

â2p2 + â1p+ 1

Gc(p) =
β2p

2

â2p2 + â1p+ 1

Gd(p) =
β1p

â2p2 + â1p+ 1

(4.64)

Afin de traduire les performances désirées, un filtreW1(p) a été mis en place au signal
d’erreur ǫ. Afin de prendre en compte une condition sur la limitation de la commande, le
signal de commande u peut être pondéré par un filtre W2. Le schéma avec pondérations
pour la commande µ−synthèse donné par la Figure 4.27 est obtenu selon les relations
(4.60) et (4.63).

Le schéma de la Figure 4.27 peut être mis sous la forme donnée par la Figure 4.28
en mettant Gn(p) = K̂Gm(p), Wa2(p) = Ga(p), Wa1(p) = Gb(p), Wb2(p) = K̂Gc(p),

Wb1(p) = K̂Gd(p) et WK(p) =
η

K̂
.
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Figure 4.27 – Schéma avec pondérations pour la commande µ−synthèse.
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Figure 4.28 – Schéma avec pondérations pour la commande µ−synthèse.

Posons v =




v1
v2
v3
v4
v5



et x =




x1
x2
x3
x4
x5



.
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La matrice de transfert M(p) liant les signaux




x
yc
u


 avec le vecteur de signaux




v
y
z1
z2
ǫ



est définie comme suit :

M(p) =




Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn

Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn

0 0 0 0 WK | 0 1
0 0 0 0 WK | 0 1
0 0 0 0 0 | 0 1

— — — — — — — — — — — | — — —
Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn

−W1Wa2 −W1Wa1 −W1Wb2 −W1Wb1 −W1GnWK | W1 −W1Gn

0 0 0 0 0 | 0 W2

−Wa2 −Wa1 −Wb2 −Wb1 −GnWK | 1 −Gn




Les mêmes fonctions de pondération W1 (4.48) et W2 (4.49) calculées précédemment
ont été utilisées pour la synthèse du correcteur Cµs.

Le calcul du correcteur a été réalisé avec la Mu-Analysis and Synthesis Toolbox de
Matlab en utilisant l’algorithme D-K itération (voir Annexe C). L’algorithme µ-synthèse
génère un correcteur d’ordre 11 et une valeur optimale γ = 4.0104. Le correcteur obtenu
est donné par le transfert suivant :

Cµs(p) =
(p+ 2.78× 104)(p2 + 414.2p+ 5.61× 106)(p2 + 511.8p+ 4.4× 107)(p2 + 332.6p+ 3.64× 107)3

9.784(p+ 3.75)(p2 + 201.4p+ 3.622× 107)(p2 + 7289p+ 5.25× 107)(p2 + 332.6p+ 3.64× 107)3

(4.65)
On constate que deux polynômes identiques stables apparaissent dans le numérateur

et le dénominateur du correcteur synthétisé et peuvent être simplifiés. Après simplifica-
tion, le correcteur devient :

Cµs(p) =
0.1022(p+ 2.786× 104)(p2 + 414.2p+ 5.61× 106)(p2 + 511.8p+ 4.4× 107)

(p+ 3.75)(p2 + 201.4p+ 3.622× 107)(p2 + 7289p+ 5.25× 107)
(4.66)

Le correcteur Cµs(p) a été appliqué aux deux poutres piézoélectriques de longueurs
L = 14 mm et L = 16 mm. Les résultats expérimentaux obtenus à un échelon de
référence d’amplitude 40 µm sont présentés sur la Figure 4.29.

D’après la Figure 4.29, on constate qu’il n’y a pas de dépassement sur les compor-
tements obtenus. Cependant, le correcteur Cµs(p) n’assure pas les temps de réponse
requis. On obtient tr1 ≈ 15.6 ms et tr2 ≈ 24.7 ms pour les poutres de longueurs L = 16
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Figure 4.29 – Les résultats expérimentaux obtenus avec le correcteur µ−synthèse en
utilisant les deux poutres de longueur différente.

mm et L = 14 mm respectivement. De même, les erreurs statiques obtenues sont ap-
proximativement de l’ordre de ǫ1,2 = 2.12% > 1% et ne respectent pas le cahier des
charges.

4.4.5 Commande en déflexion par H∞ standard

Identiquement aux méthodes de commande précédente, nous synthétisons un cor-
recteur H∞ pour commander la déflexion des poutres piézoélectriques (de longueur 14
mm ≤ L ≤ 16mm) modélisées par le modèle intervalle [Gδ](p) (4.17).

Reprenons le schéma de la Figure 4.28, dont Gn(p) représente le modèle nominal. Les
transfertWa2 ,Wa1 ,Wb2 ,Wb1 etWK designent les fonctions de pondérations permettant
la normalisation des incertitudes δK , δb2 , δb1 , δa2 et δa1 respectivement. D’après le schéma
de la Figure 4.28, on constate trois formes d’incertitudes :

– incertitude à forme multiplicative directe en entrée δK ;
– incertitude à forme additive δb2 et δb1 ;
– incertitude à forme multiplicative inverse en sortie δa2 et δa1 .

Posons :

∆ =




δa2 0 0 0 0
0 δa1 0 0 0
0 0 δb2 0 0
0 0 0 δb1 0
0 0 0 0 δK



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Notre objectif est de trouver un correcteur H∞ stabilisant le système bouclé et

assurant la norme-H∞ de la matrice de transfert liant les signaux

(
x
yc

)
et le vecteur

de signaux




v
y
z1
z2


 inférieure à 1 pour toute incertitude ∆ (‖∆‖∞ ≤ 1).

Afin de formuler le problème H∞, il est nécessaire de mettre le schéma de la Fi-
gure 4.28 sous la forme standard du problème de sensibilité mixte. Pour cela, en plus
des filtres W1 et W2, on utilise les fonctions de pondération Wa2 , Wa1 , Wb2 , Wb1 et WK

sur les différents signaux de la boucle fermée. Le signal sur lequel on applique chaque
pondération peut être déterminé à partir de la condition de stabilité correspondante à
chaque forme d’incertitude. Ces conditions sur la stabilité peuvent être obtenues selon
le théorème du petit gain. Les conditions de stabilité des trois formes d’incertitude de
la Figure 4.28 sont données par le Tableau 4.4 :

Table 4.4 – Condition de stabilité correspondante à chaque forme d’incertitude.

Forme d’incertitude Condition de stabilité

multiplicative inverse
en sortie δa2 et δa1

∥∥(1 + CGn)
−1Wi

∥∥
∞
≤ 1, (i ∈ {a2, a1})

additive δb2 et δb1
∥∥C(1 + CGn)

−1Wi

∥∥
∞
≤ 1, (i ∈ {b2, b1})

multiplicative directe
en entrée δK

∥∥C(1 + CGn)
−1GnWK

∥∥
∞
≤ 1

D’après le Tableau 4.4, les pondérationsWa2 etWa1 doivent être appliquées au signal
d’erreur ǫ (sortie de la fonction de sensibilité (1+CGn)

−1). Ainsi, on applique les filtres
Wb2 et Wb1 au signal de commande u (sortie du transfert C(1 + CGn)

−1), tandis que
la sortie du transfert C(1 + CGn)

−1Gn (la sortie du système y) est pondérée par la
pondération WK . La mise en place des différentes fonctions de pondération est illustrée
sur le schéma-bloc de la Figure 4.30, dans lequel on considère un signal externe yc (signal
de référence) et un vecteur de signaux à surveiller z de 7 composantes z1, z2, z3, z4, z5,
z6 et z7.
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Figure 4.30 – Mise en place des pondérations.
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Afin de réduire le nombre de signaux à surveiller, nous traçons sur la Figure 4.31, les
magnitudes des gabarits correspondants aux pondérations appliquées au signal d’erreur
ǫ et au signal de commande u.
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Selon la comparaison des magnitudes illustrée par la Figure 4.31, la synthèse du
correcteur assurant la stabilité robuste et les performances peut se faire en utilisant
uniquement les filtres W1, W2, Wa2 , Wb1 et WK . Ceci nous a mené à considérer le
schéma de la Figure 4.32-a qui peut se mettre sous la forme standard de la commande
H∞ donnée par la Figure 4.32-b.

La transformation linéaire fractionnaire correspondante au schéma de la Figure 4.32-
b est donnée par la matrice de transfert liant le vecteur des signaux pondérés z au signal
de référence yc comme suit :

Fl(P,C∞) =




W1S
W2C∞S
Wa2S
Wb1C∞S
WKC∞SGn




(4.67)

où S = (1 + C∞Gn)
−1 est la fonction de sensibilité.

Notre problème H∞ peut alors être défini ainsi :
Problème H∞ standard : P (p) étant donné, trouver le correcteur C∞(p) stabilisant

le système bouclé et qui assure :

‖Fl(P,C∞)‖∞ ≤ γ (4.68)

où γ > 0 représente un niveau de performance.
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Figure 4.32 – a : mise en place des pondérations. b : forme standard de commande H∞

Notons que toutes les fonctions de pondération sont connues. Les calculs ont été
effectués sous Matlab (”Robust Control Toolbox”). La structure du correcteur obtenu
est d’ordre 7 (4.69) dans lequelle 2 pôles et 2 zéros stables sont identiques. La valeur
optimale de γ est 0.7522.

CH∞(p) =
4.079(p+ 2415)(p2 + 1571p+ 3.389× 107)(p2 + 232.6p+ 3.641× 107)2

(p+ 3.75)(p2 + 3316p+ 2.473× 107)(p2 + 232.6p+ 3.641× 107)2

(4.69)
Après simplification des pôles et des zéros stables identiques, CH∞(p) devient d’ordre

3 :

CH∞(p) =
4.079(p+ 2415)(p2 + 1571p+ 3.389× 107)

(p+ 3.75)(p2 + 3316p+ 2.473× 107)
(4.70)

Ce dernier correcteur a été testé sur les deux poutres de longueur L = 16mm et
L = 14mm. Les résultats expérimentaux obtenus sont tracés sur la Figure 4.33.

D’après la Figure 4.33, on constate que le cahier des charges n’est pas respecté. Les
réponses expérimentales présentent un dépassement de l’ordre de 7%. L’erreur statique
obtenue avec la poutre de longueur L = 16 mm est d’environ 1.5%, tandis que celle
obtenue avec l’autre poutre est pratiquement négligeable. La condition sur le temps de
réponse est vérifiée dans les deux cas. Le temps de réponse obtenu avec les deux poutres
est d’environ 6.4 ms.
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Figure 4.33 – Réponses expérimentales obtenues avec le correcteur CH∞

4.4.6 Conclusion et comparaison des résultats

Dans cette partie, nous comparons les performances apportées par les méthodes de
commande par intervalles proposées et les méthodes habituelles de commande robuste
H∞ et µ−synthèse. Cette comparaison est donnée à travers notre exemple traité lors de
ce chapitre, c’est à dire un cas particulier de commande de poutres piézoélectriques de
longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm. Pour cela, nous traçons sur la Figure 4.34, les réponses
temporelles expérimentales obtenues avec les correcteurs CIPP (p) = C1(p) (4.35-a),
CIH∞(p) (4.52-b), CH∞(p) et Cµs(p), respectivement synthétisés par la méthode basée
sur les théorèmes d’inclusion, par la méthodeH∞ combinée avec l’analyse par intervalles,
par l’approche de commande µ−synthèse et par l’approche H∞.
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Figure 4.34 – Comparaison des réponses temporelles obtenues avec les différents cor-
recteurs. a : poutre piézoélectrique de longueur L = 16 mm. b : poutre piézoélectrique
de longueur L = 14 mm.
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Une analyse harmonique de chacune des huit (quatre pour L = 16mm et quatre pour
L = 14 mm) boucles fermées a également été effectuée pour comparer les performances
apportées par chaque loi de commande. Les magnitudes expérimentales des différents
systèmes bouclés sont illustrées sur la Figure 4.36.
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Figure 4.35 – Comparaison des magnitudes expérimentales. a : poutre piézoélectrique
de longueur L = 16 mm. b : poutre piézoélectrique de longueur L = 14 mm.

Le Tableau 4.5 résume les différentes performances obtenues avec les correcteurs
implémentés. Dans le Tableau 4.5, les paramètres :

– tr5% indique le temps de réponse à 5% ;
– D est le dépassement ;
– ǫ designe l’erreur statique ;
– BP est la bande passante à −3 dB.

Table 4.5 – Performances de la boucle fermée réalisées par les quatres correcteurs.

Correcteur Poutre de longueur L = 16 mm Poutre de longueur L = 14 mm
tr5% D ǫ BP tr5% D ǫ BP

CIPP (p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 170 Hz 4.7 ms ≈ 0% 0% 142 Hz

CIH∞(p) 5.2 ms ≈ 0% 0% 128 Hz 7 ms ≈ 0% 0% 67 Hz

CH∞(p) 6.2 ms ≈ 7% ≈ 1.5% 156 Hz 6.8 ms ≈ 6.7% ≈ 0% 134 Hz

Cµs(p) 15.6 ms 0% ≈ 2.12% ≈ 55 Hz 24.7 ms 0% ≈ 2.12% 41 Hz

D’après le Tableau 4.5, les correcteurs synthétisés en utilisant les méthodes d’inter-
valles (CIPP (p) et CIH∞(p)) assurent les performances en termes de temps de réponse
(tr5% < 8 ms), dépassement (D ≈ 0) et erreur statique (ǫ → 0). Avec les correcteurs
CH∞(p) et Cµs(p), la stabilité de la boucle fermée est assurée mais les performances sont
perdues vis-à-vis de l’incertitude considérée. De plus, les bandes passantes obtenues avec
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le correcteur CIPP (p) en utilisant les deux poutres sont plus larges que celles avec les
correcteurs CIH∞(p), CH∞(p) et Cµs(p).

Afin d’apprécier les marges de stabilité, on étudie l’allure des diagrammes de Bode des
transferts en boucle ouverte [Li](jw) = Ci(jw)[G](jw, [a], [b]). [G] représente le modèle
intervalle (4.17) tandis que Ci(p) ∈ {CIPP (p), CIH∞(p), Cµs(p), CH∞(p)} est le correc-
teur implémenté. L’analyse des marges de stabilité permet d’étudier la robustesse en
stabilité d’un asservissement. Nous déterminons les marges de gain et de phase.

Nous traçons les diagrammes de Bode des transferts intervalles [Li](p) correspondants
aux quatre correcteurs. Les résultats de simulation de [Li](p) en utilisant les quatre
correcteurs Ci(p) sont présentés sur la Figure 4.36. Le diagramme de Bode de chaque
transfert intervalle [Li](p) est tracé en utilisant le diagramme de Bode de plusieurs
transferts inclus dans le transfert intervalle [Li](p) considéré. Les marges obtenues sont
regroupées dans le Tableau 4.6.

Table 4.6 – Marge de gain et marge de phase obtenues avec les différents correcteurs.

Correcteur Marge de gain (dB) Marge de phase (̊ )

CIPP (p) ∞ [97.4,101.3] à w ∈ [400, 610] rad/s

CIH∞(p) ∞ [122.5,145.6] à w ∈ [495, 965] rad/s

CH∞(p) ∞ ∞

Cµs(p) ∞ [92.6,93.5] à w ∈ [160, 240] rad/s

Dans notre cas de commande de poutres piézoélectriques ayant des longueurs diffé-
rentes, l’étude de la robustesse en stabilité et en performance montre que le correcteur
établi par les méthodes d’intervalles offre de meilleures qualités par rapport aux mé-
thodes habituelles de commande robuste H∞-standard et µ−synthèse.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté la commande en déflexion des poutres piézoélectriques avec les
modélisations nécessaires. Le comportement des poutres piézoélectriques étant hystéré-
tique dans le domaine (grande déflexion) étudié, il était nécessaire de linéariser d’abord
le modèle obtenu. Cette linéarisation a été basée sur l’inversion du modèle de Bouc-
Wen décrivant l’hystérésis. Nous avons ensuite établi un modèle intervalle qui prend en
compte les incertitudes paramétriques liées à la variation de la longueur d’un ensemble
de poutres. Puis, deux méthodes de commande par intervalles ont été proposées pour
commander la déflexion. Ces dernières ont permis la dérivation de correcteur d’ordre ré-
duit. La robustesse des correcteurs synthétisés vis-à-vis des incertitudes paramétriques
a été testée expérimentalement en utilisant deux poutres piézoélectriques de longueur
différentes. Les performances obtenues avec les deux méthodes proposées ont été com-
parées à celles atteintes par les commandes robustes H∞ et µ−synthèse. Dans notre
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Figure 4.36 – Diagrammes de Bode des transfert en boucle ouverte. a : résultat de
simulation avec CIPP (p). b : simulation avec CIH∞(p). c : simulation avec Cµs(p). d :
simulation avec CH∞(p).

application de commande des poutres piézoélectriques, les résultats expérimentaux ob-
tenus avec la commande par intervalles sont meilleures par rapport à ceux obtenus avec
les commandes H∞ et µ−synthèse.
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Chapitre 5

Commande en force par

intervalles des poutres

piézoélectriques

5.1 Introduction

La réalisation des tâches de micromanipulation et de micro-assemblage nécessite
l’utilisation des préhenseurs pour la saisie, le transport et le positionnement des micro-
objets. Durant la manipulation des micro-objets, en particulier les objets fragiles (cellules
biologiques, microcomposants optiques, etc), la commande uniquement en déflexion des
actionneurs des préhenseurs n’est pas suffisante. En fait, lorsque la force exercée sur
les micro-objets devient importante, elle peut engendrer un endommagement des ob-
jets manipulés. Pour cela, la commande de la force appliquée par les actionneurs des
préhenseurs sur les micro-objets est indispensable afin d’assurer le bon déroulement de
la tâche de micromanipulation et afin d’éviter la destruction des objets manipulés ou
inversement éviter la destruction des actionneurs. Dans le cas de manipulation d’objets
par une micropince piézoélectrique (voir Figure 5.1), la première poutre piézoélectrique
est commandée en déflexion, tandis que la seconde est commandée en force pour assurer
le maintien du micro-objet et pour éviter de l’endommager [Rak07b] [Rak07c].

Souvent,les objets à manipuler sont de différents types et caractéristiques (dimen-
sions, propriétés physiques, etc). Également il a été montré que le modèle de force dépend
des caractéristiques de l’objet [Rak07c] [Rak06b]. Chaque changement d’objet mani-
pulé devrait donc être accompagné d’une nouvelle identification suivie d’une synthèse
de correcteur pour assurer les performances voulues en force. Cependant, cela n’est pas
souhaitable à cause du temps courronné et donc à la faible production dans le cas de
micro-assemblage ou de micromanipulation de moyenne ou grande série.

Dans ce chapitre, nous utilisons des objets ayant des souplesses 1 différentes. Pour
cela, nous introduisons l’analyse par intervalles pour caractériser la plage de variation de

1. La souplesse, ou la compliance, est l’inverse de la raideur.

127
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poutres

piézoélectriques

micro-objet

support

 

: force de manipulationFm

Figure 5.1 – Une micropince manipulant un micro-objet.

la souplesse des objets utilisés. Puis, nous proposons une méthode de commande robuste
utilisant les techniques du calcul par intervalles. Afin d’illustrer notre approche, nous
donnons une application considérant deux objets de souplesses différentes. Nous nous
basons sur les techniques d’intervalles pour synthétiser un correcteur RST assurant la
robustesse vis-à-vis des incertitudes liées à la souplesse des objets utilisés. Un correcteur
par µ-synthèse est également calculé pour commander la force en présence de ces incer-
titudes. Basée sur les résultats expérimentaux obtenus avec les correcteurs synthétisés,
une comparaison des performances dans ce cas particulier est enfin présentée.

5.2 Modélisation par intervalles du transfert tension-force

La connaissance de la force exercée par une poutre piézoélectrique sur un micro-
objet permet de mâıtriser la force afin d’éviter tout endommagement ou destruction du
micro-objet manipulé. La synthèse de loi de commande pour cette force de manipulation
nécessite un modèle qui lie le signal de force et le signal de commande et qui prend en
compte les caractéristiques du micro-objet. La commande en boucle fermée nécessite
ensuite la mesure de la force. En effet, il est difficile d’intégrer des capteurs de force
à l’extrémité des effecteurs du fait de leurs faibles dimensions. Pour cela, la solution
souvent utilisée consiste à estimer la force à partir de la déflexion de la poutre piézo-
électrique et de la tension appliquée (Figure 5.2). Après avoir modélisé, nous utilisons
un estimateur de force développé dans les travaux existants.

5.2.1 Modèle non linéaire du transfert force-tension-déflexion

Soit une poutre piézoélectrique manipulant un micro-objet comme indiquée sur la
Figure 5.3. Les variables considérées sont comme suit :

– F est la force appliquée par la poutre piézoélectrique sur le micro-objet ;
– δ représente la déflexion de la poutre piézoélectrique ;
– U est la tension appliquée à la poutre piézoélectrique.
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Figure 5.2 – Principe d’estimation de la force appliquée par une poutre piézoélectrique.
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Figure 5.3 – Une poutre piézoélectrique manipulant un micro-objet.

Lorsque la poutre piézoélectrique est en contact avec le micro-objet, la relation non-
linéaire statique liant la force F , la déflexion δ et la tension appliquée U s’exprime par
[Rak07b] [Rak07c] [Pon05] :

δ = Hs(U)− spF (5.1)

où sp > 0 est appelée la susceptibilité élastique de la poutre piézoélectrique. Elle
correspond à la souplesse de cette dernière. Hs(U) est l’opérateur modélisant l’hystérésis
statique de la poutre piézoélectrique (4.3) défini au Chapitre 4. L’effet de la dérive n’est
pas considéré dans la relation (5.1).

Il a été démontré dans [Had00a] [Rak06b] que la partie dynamique D(p) de (U, δ)
et celle de (F, δ) sont identiques :

δ = (Hs(U)− spF )D(p) (5.2)

tel que :

D(0) = 1 (5.3)

Après avoir remplacéHs(U) par le modèle de Bouc-Wen déjà présenté au Chapitre 4,
(5.2) devient :





δ = (dp(U − z)− spF )D(p)
dz

dt
= Abw

dU

dt
−Bbw

∣∣∣∣
dU

dt

∣∣∣∣ z − Cbw
dU

dt
|z|

(5.4)

où z est une variable interne d’hystérésis. Les paramètres Abw, Bbw et Cbw définissent
la forme de l’hystérésis.
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5.2.2 Estimation de la force

Pour la commande, on a besoin d’un retour d’information sur la force de manipula-
tion. Cependant, nous ne disposons pas de capteur de force. Pour cela, nous effectuons
une estimation de la force comme présentée dans [Rak07d]. L’ensemble des équations
d’estimation de la force est dérivé à partir des équations (5.4) comme suit :





F̂ =
1

sp

[
dp(U − z)− δD−1(p)

]

dz

dt
= Abw

dU

dt
−Bbw

∣∣∣∣
dU

dt

∣∣∣∣ z − Cbw
dU

dt
|z|

(5.5)

où F̂ est la force estimée.
La précision sur l’estimation de la force dépend de la modélisation de l’hystérésis.

De plus, cette estimation de force nécessite l’inversion de la partie dynamique D(p) qui
doit être bicausale et bistable 2.

Le schéma simulink correspondant au modèle (5.5) est illustré sur la Figure 5.4 :
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Figure 5.4 – Schéma-bloc d’estimation non-linéaire de la force.

5.2.3 Modélisation du transfert force-tension

Reprenons l’expression (5.2) de la déflexion δ en fonction de la force F et de la
tension U . D’après [Rak06b] [Rak07c], la déflexion δ peut être exprimée en fonction de
la force F et les caractéristiques du micro-objet :

δ ≈ soDo(p)F (5.6)

où so > 0 et Do(p) représentent respectivement la souplesse (ou compliance) et la
partie dynamique du micro-objet manipulé.

2. D(p) est bicausale (resp. bistable) s’il est causal (resp. stable) et son inverse est également causal
(resp. stable).
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En utillisant les relations (5.2) et (5.6), on peut donc déduire la force appliquée au
micro-objet :

F =
1

soDo(p) + spD(p)
Hs(U)D(p) (5.7)

Dans notre étude, on néglige la caractéristique dynamiqueDo(p) du micro-objet, c’est
à dire Do(p) = 1. Cette hypothèse est valable pour les micro-objets dont la masse est
négligeable et la souplesse so n’est pas très grande [Rak07c]. La relation (5.7) devient :

F =
1

so + spD(p)
Hs(U)D(p) (5.8)

Un modèle linéaire liant la force appliquée par une poutre piézoélectrique au micro-
objet et la tension appliquée peut être obtenu en introduisant un opérateur inverse
d’hystérésis statique. Soit Γ−1(.) un opérateur inverse de l’hystérésis statique Hs(.), tel
que :

Γ−1(U)Hs(U) = dpyr (5.9)

où dp est le gain statique du transfert tension-déflexion. Le signal de commande du
système U devient yr (la nouvelle entrée du système linéaire).

La compensation d’hytérésis par inversion du modèle permet d’avoir le modèle li-
néaire tension-force suivant :

F =
1

so + spD(p)
dpD(p)yr (5.10)

Cette étude de compensation est celle présentée au Chapitre 4.

5.2.4 Modèle intervalle linéaire

Lorsque les micro-objets manipulés ont les mêmes caractéristiques, le modèle liant
la force et l’entrée de commande reste inchangé car so est similaire pour tous les objets.
Or, dans les applications de micromanipulation, les micro-objets manipulés n’ont pas
forcément les mêmes caractéristiques ni géométriques ni physiques. Les paramètres du
modèle ne sont plus donc constants et leurs valeurs changent lors du changement de
type d’objet manipulé. Dans notre cas, lorsque la plage de compliance des micro-objets
manipulés est connue, il est possible de représenter la valeur de so entre une borne
inférieure so et une borne supérieure so. La borne inférieure désigne la compliance de
l’objet le plus rigide tandis que la borne supérieure définie la compliance de l’objet le
plus flexible. La plage de variation de la compliance ainsi obtenue peut être représentée
mathématiquement par un intervalle comme suit :

[so] = [so, so] (5.11)
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Après avoir remplacé [so], (5.10) devient :

F =
1

[so] + spD(p)
dpD(p)yr (5.12)

qui peut se réécrire sous la forme suivante :

F =
dp

[so]

D(p)
+ sp

yr (5.13)

Enfin, afin d’avoir un modèle tension-force qui prend en compte à la fois les caracté-
ristiques des micro-objets manipulés et les incertitudes liées aux paramètres de modèles
des poutres piézoélectriques, on propose de borner par des intervalles également le gain
statique dp, la susceptibilité élastique de la poutre piézoélectrique sp et la partie dyna-
mique D(p). Le modèle considéré est donc donné par :

[G](p) =
F

Yr
=

[K ′]

[so]

[D](p)
+ [sp]

(5.14)

où [K ′] = [dp] est le gian statique du modèle intervalle linéaire tension-déflexion.

5.2.5 Écriture du modèle intervalle à commander

Pour illustrer notre démarche, nous utilisons deux objets de compliance connue. Ils
ont une structure de poutre comme indiquée sur la Figure 5.5 et sont considérés comme
des étalons au laboratoire. La première poutre est rigide avec une compliance sor = 3.271
µm/mN , tandis que la seconde est flexible avec une compliance sof = 6.0748 µm/mN .
Ceci conduit à fixer l’intervalle [so] :

[so] = [3.271, 6.0748] µm/mN (5.15)

tension

U (v)

poutre

piézoélectrique

poutres

(objets)

poutres

piézoélectriques

capteur 

optique

F

poutre simulant

l’objet manipulé

(a) (b)

Figure 5.5 – Une poutre piézoélectrique exerçant une force sur un objet étalon de
structure poutre.
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Dans cette partie, nous choisissons les mêmes poutres utilisées que celles dans la
commande en déflexion au Chapitre 4, dont le modèle tension-déflexion [K ′][D](p) (4.16)
a déjà été identifié :





[K ′] = [0.45, 0.66]µm/V

[D](p) =
[d4]p

2 + [d3]p+ 1

[d2]p2 + [d1]p+ 1
=
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1

[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(5.16)

tel que le transfert [K ′][D](p) décrit le comportement dynamique d’une poutre pié-
zoélectrique ayant une longueur 14mm ≤ L ≤ 16mm.

Après avoir remplacé les différents termes dans (5.14), on obtient le modèle intervalle
final tension-force :

[GF ](p, [a], [b]) =
F

U
= [K]

[b2]p
2 + [b1]p+ 1

[a2]p2 + [a1]p+ 1
(5.17)

avec :

[K] =
[K ′]

[so] + [sp]
= [0.0544, 0.1416]

[b2] = [d4] = [3.336, 3.533]× 10−8

[b1] = [d3] = [1.679, 2.152]× 10−4

[a2] =
[so][d2] + [sp][d4]

[so] + [sp]
= [1.394, 6.077]× 10−8

[a1] =
[so][d1] + [sp][d3]

[so] + [sp]
= [0.298, 1.123]× 10−4

(5.18)

De même que le transfert tension-déflexion, nous avons choisi d’étendre les para-
mètres intervalles du modèle (5.17) afin d’augmenter la marge de stabilité et d’élargir
l’ensemble des objets à manipuler. Chaque paramètre du modèle (5.17) a été élargi de
10%. Finalement, le modèle intervalle tension-force étendu que nous considérons pour
la synthèse de la loi de commande est donné par :

[GF ](p, [a], [b]) =
F

U
= [0.05, 0.146]

[3.326, 3.542]× 10−8p2 + [1.655, 2.175]× 10−4p+ 1

[1.159, 6.311]× 10−8p2 + [0.256, 1.164]× 10−4p+ 1
(5.19)

5.3 Commande en force des poutres piézoélectriques

Dans cette partie, nous synthétisons des lois de commande permettant la commande
de la force appliquée par une poutre piézoélectrique sur un objet rigide et sur un autre
flexible telle que leur compliance est contenue dans l’intervalle [so] imposé au § 5.2.5.
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La synthèse du correcteur est basée sur le modèle intervalle défini dans (5.19). Afin de
dériver le correcteur, nous envisageons d’utiliser une méthode basée sur l’analyse par
intervalles et une autre méthode de synthèse robuste µ-synthèse. Ensuite, dans le cadre
de notre exemple (incertitudes supposées sur la souplesse de l’objet et sur la longueur de
la poutre piézoélectrique), nous présentons une comparaison des performances obtenues
avec les deux méthodes. Nous considérons tout d’abord un cahier des charges pour la
synthèse du correcteur.

5.3.1 Cahier des charges

Afin d’éviter des difficultés en phase d’implémentation, le correcteur synthétisé de-
vrait avoir un ordre suffisamment réduit. Nous considérons le cahier des charges suivant
pour le calcul du correcteur :

– un dépassement nul ou négligeable D% = 0 ;
– un temps de réponse tr5% ≤ 8 ms ;
– une erreur statique bornée |ǫ| ≤ 1% ;
– le correcteur synthétisé doit avoir un ordre suffisamment réduit.

5.3.2 Commande RST par intervalles du transfert tension-force

L’objectif ici est de synthétiser un correcteur robuste de type RST assurant les exi-
gences du cahier des charges ci-dessus quelque soit le transfert tension-force à l’intérieur
du modèle intervalle [GF ](p, [a], [b]) (5.19). Le correcteur RST a été choisi en raison
de sa structure générale 3. La dérivation du correcteur RST est basée sur la méthode
d’inclusion paramètre par paramètre déjà utilisée au Chapitre 4 pour la déflexion.

5.3.2.1 Principe

Soit un système intervalle [G](s, [a], [b]) commandé par un correcteur RST comme
indiqué sur la Figure 5.6. L’objectif consiste à trouver les différents polynômes [R], [S]
and [T ] du correcteur qui assure pour le système bouclé [Hcl](s, [a], [b]) des performances
robustes.

c

U

 

+- ε

[R](s)

[G](s,[a],[b])
[S](s)

1
[T](s)

[H  ](s,[a],[b])clF

cF

F

F

Figure 5.6 – Commande RST d’un système intervalle.

3. Le correcteur PID est un cas particulier du correcteur RST lorsque R(s) = T (s) et R
S
= PID.
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De même, le système à commander est décrit par le transfert [G](s, [a], [b]) comme
suit :

[G](p, [a], [b]) =

1 +
m∑
j=1

[bj ]p
j

n∑
i=0

[ai]pi
(5.20)

où [a] = [[a0], ..., [an]], [b] = [[b0], ..., [bm]] et m ≤ n.
Comme la commande par intervalles donne la possibilité à l’utilisateur de choisir

l’ordre du correcteur, la structure du correcteur RST peut être choisie de telle façon
à avoir un correcteur d’ordre suffisamment réduit. On choisit un ordre 1 pour chaque
polynôme R, S et T comme suit :

[R](p) = [r1]p+ [r0]
[T ](p) = [t1]p+ [t0]
[S](p) = p

(5.21)

[t1], [t0], [r1], [r0] sont les paramètres intervalles du correcteur. Le choix du polynôme
[S](p) = p permet d’avoir une action intégrale dans le correcteur RST et donc d’assurer
l’annulation de l’erreur statique.

Remarque 5.1. Si le calcul du correcteur RST n’est pas faisable (le correcteur avec
la structure choisie n’assure pas les performances requises), on peut augmenter le degré
de l’un ou des polynômes [R], [S] and [T ] puis effectuer de nouveau la synthèse du
correcteur.

Considérons un vecteur intervalle [θ] = [[t1], [t0], [r1], [r0]]. Selon la Figure 5.6, le
transfert en boucle fermée [Hcl](s, [a], [b], [θ]) peut être exprimé en fonction du modèle
intervalle (5.20) et du correcteur RST (5.21) :

[Hcl](p, [a], [b], [θ]) =
[T ](p)

[S](p)
[G](p,[a],[b]) + [R](p)

(5.22)

Après avoir remplacé les différents polynômes, [Hcl](p, [a], [b], [θ]) devient :

[Hcl] (p, [a], [b], [θ]) =

([t1]p+ [t0])

(

1 +
m
∑

j=1
[bj ]p

j

)

n
∑

i=0
[ai]pi+1 + ([r1]p+ [r0])

(

1 +
m
∑

j=1
[bj ]pj

) (5.23)

(5.23) peut être réécrite sous la forme suivante :

[Hcl](p, [q], [w]) = [w0]

1 +
e
∑

j=1
[wj ]p

j

1 +
r
∑

i=1
[qi]pi

(5.24)
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où e = m + 1 and r = n + 1. Les vecteurs des paramètres intervalles [q] et [w]
dépendent des vecteurs [a], [b] et [θ].

Soit [H](p, [h], [x]) le modèle intervalle de référence décrivant les performances re-
quises pour la boucle fermée. Ce dernier peut être défini comme suit :

[H](p, [h], [x]) = [x0]

1 +
e
∑

j=1
[xj ]p

j

1 +
r
∑

i=1
[hi]pi

(5.25)

Basé sur le Théorème 2.6 de l’inclusion des performances présenté au Chapitre 2, le
problème de synthèse du correcteur est formulé comme suit :

[x] et [h] étant donnés, trouver l’ensemble Θ des paramètres du correcteur RST défini
par :

Θ :=

{

θ ∈ [θ]

∣∣∣∣
[wj ]([θ]) ⊆ [xj ], ∀j = 0, ...,m+ 1
[qi]([θ]) ⊆ [hi], ∀i = 1, ..., n+ 1

}
(5.26)

De la même façon que dans la commande en déflexion, ce problème peut être résolu
en utilisant l’algorithme récursif (SIVIA) illustré par le Tableau 4.1.

5.3.2.2 Application à une poutre piézoélectrique

Nous appliquons maintenant la méthode présentée pour commander la force appli-
quée par une poutre piézoélectrique sur des objets ayant des compliances à l’intérieur
de l’intervalle so ∈ [3.271, 6.0748]µm/mN . Le modèle utilisé pour le calcul de l’ensemble
des paramètres du correcteur est défini par la relation (5.19). Le système intervalle en
boucle fermée peut être exprimé par le transfert suivant :

[Hcl](p, [q], [w]) = [w0]
[w3]p

3 + [w2]p
2 + [w1]p+ 1

[q3]p3 + [q2]p2 + [q1]p+ 1
(5.27)

où les paramètres intervalles qi et wj (pour i = 1, 2, 3 et j = 0, 1, 2, 3) sont en fonction
des paramètres intervalles [a] et [b] du modèle (5.19) et des paramètres [θ] du correcteur
RST (5.21) :
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[w3] =
[t1][b2]

[t0]

[w2] =
[t1][b1]

[t0]
+ [b2]

[w1] =
[t1]

[t0]
+ [b1]

[w0] =
[t0]

[r0]

[q3] =
[a2]/[K] + [r1][b2]

[r0]

[q2] =
[a1]/[K] + [r1][b1]

[r0]
+ [b2]

[q1] =
1/[K] + [r1]

[r0]
+ [b1]

(5.28)

De même que dans la commande en déflexion (voir § 4.4.2.2), on dérive le modèle
intervalle de référence à partir du cahier des charges :

[H](p) = [Ke]
0.001[τ ]3p3 + 0.03[τ ]2p2 + 0.3[τ ]p+ 1

0.01[τ ]3p3 + 0.21[τ ]2p2 + 1.2[τ ]p+ 1
(5.29)

où les paramètres intervalles [Ke] et [τ ] peuvent être calculés à partir des perfor-
mances demandées dans le cahier des charges suivant :

– [Ke] = 1 + ε = [0.99, 1.01],

– [τ ] =
[tr5%]

3
= [0, 2.66ms].

Enfin, notre problème de commande consiste à chercher l’ensemble Θ des paramètres
du correcteur RST défini par :



138 Chapitre 5

Θ :=





θ ∈ D

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[t1][b2]

[t0]
⊆ 0.001[τ ]3 (inclusion 1)

[t1][b1]

[t0]
+ [b2] ⊆ 0.03[τ ]2 (inclusion 2)

[t1]

[t0]
+ [b1] ⊆ 0.3[τ ] (inclusion 3)

[a2]/[K] + [r1][b2]

[r0]
⊆ 0.01[τ ]3 (inclusion 4)

[a1]/[K] + [r1][b1]

[r0]
+ [b2] ⊆ 0.21[τ ]2 (inclusion 5)

1/[K] + [r1]

[r0]
+ [b1] ⊆ 1.2[τ ] (inclusion 6)

[t0]

[r0]
⊆ [Ke] (inclusion 7)





(5.30)

où D est le domaine de définition de θ (ou domaine de recherche a priori).
Comme notre objectif principal est de trouver au moins un correcteur RST qui assure

les performances du cahier des charges, on propose de résoudre le problème (5.30) de la
manière suivante :

– l’intégrateur utilisé dans le correcteur RST n’est pas suffisant pour annuler l’erreur
statique à cause de la structure des polynômes [R] et [T ]. Pour cela, l’annulation
de l’erreur statique peut être réalisée en choisissant t0 = r0. Ce choix permet

d’assurer la dernière inclusion
[t0]

[r0]
⊆ [Ke] ;

– ensuite, on résoud indépendamment les inclusions 4 à 6 de (5.30). Ceci permet de
caractériser le sous-ensemble des paramètres [r0] et [r1] ;

– enfin, la résolution des trois premières inclusions en choisissant une valeur t0 = r0 à
l’intérieur du sous-ensemble [r1]× [r0] génère les valeurs admissibles du paramètre
[t1].

Les inclusions 4 à 6 de (5.30) dépendent de deux paramètres [r1] et [r0]. Soit Ωr0,r1

un sous-ensemble défini par :

Ωr0,r1 :=





(r0, r1) ∈ D̃

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[a2]/[K] + [r1][b2]

[r0]
⊆ 0.01[τ ]3

[a1]/[K] + [r1][b1]

[r0]
+ [b2] ⊆ 0.21[τ ]2

1/[K] + [r1]

[r0]
+ [b1] ⊆ 1.2[τ ]





(5.31)

où D̃ est le domaine de définition des paramètres r0 et r1.
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Ce dernier problème (5.31) donné en fonction de deux paramètres [r0] et [r1] peut
être résolu en utilisant l’algorithme de SIVIA. Avant d’appliquer cet algorithme, on
choisit un espace de recherche (pavé initial) [r0]0 × [r1]0 = [5000, 10000]× [0.01, 10]. On
s’intéresse ici à la recherche de l’approximation intérieure Ωr0,r1 . La Figure 5.7 présente
le sous-pavage correspondant à quelques valeurs admissibles des paramètres [r0] et [r1]
qui assurent les inclusions (5.31).

r 0

r1

0 1 2 4 5 6 7 8 9 10
5

5.5

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

9.5

10
x10

3

3

Ω r0 ,r1

Figure 5.7 – Ensemble solution des paramètres r0 et r1.

Posons [t] =
[t1]

[t0]
, la résolution des trois premières inclusions de (5.30) revient à

résoudre un système d’inégalité linéaire défini par des inclusions suivantes :





[t][b2] ⊆ 0.001[τ ]3

[t][b1] + [b2] ⊆ 0.03[τ ]2

[t] + [b1] ⊆ 0.3[τ ]

(5.32)

Après résolution, on obtient l’intervalle [t] vérifiant les inclusions (5.32) :

[t] = [0, 5.352× 10−4] (5.33)

Un choix d’une valeur t0 = r0 ∈ Ωr0,r1 et d’une valeur t ∈ [0, 5.352 × 10−4] permet
de calculer la valeur correspondante au paramètre t1 selon la relation suivante :

t1 = t0t (5.34)

Enfin, on définit le sous-ensemble Γ ⊂ Θ correspondant aux paramètres du correcteur
RST calculé comme suit :

Γ :=
{
{r0 = t0, r1} ∈ Ωr0,r1 , t1 ∈ [0, 5.352× 10−4]t0

}
(5.35)
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Un choix arbitraire des paramètres t1, t0, r0 et r1 à l’intérieur de l’ensemble Γ vé-
rifie les conditions définies dans (5.30). Le correcteur correspondant à ce choix assure
les performances requises quelque soit la compliance de l’objet utilisé à l’intérieur de
l’intervalle so ∈ [3.271, 6.0748] µm/mN et quelque soit la longueur de la poutre piézo-
électrique entre 14 mm et 16 mm. En implémentation, on choisit deux correcteurs point
RST quelconques dont leurs paramètres appartienent à l’ensemble calculé Γ :

C1(p) :





R1(p) = p+ 7500
S1(p) = p
T1(p) = 7500

C2(p) :





R2(p) = 4p+ 8500
S2(p) = p
T2(p) = 1.7p+ 8500

(5.36)

Afin d’avoir un correcteur causal, la structure de la boucle fermée illustrée sur la
Figure 5.6 a été transformée comme indiquée sur la Figure 5.8.

U

 

+
-

[G](s,[a],[b])
S(s)

R(s)

ε

T(s)

R(s)
dcF F F

Figure 5.8 – Système intervalle commandé par un correcteur RST.

Les deux actionneurs piézoélectriques de longueur L = 14 mm et L = 16 mm sont
commandés en utilisant le correcteur C1(p) puis le correcteur C2(p). Chaque commande
d’actionneur est effectée en utilisant les deux objets (rigide et flexible). Ceci mène à
effectuer huit expérimentations. Les résultats expérimentaux obtenus sont illustrés sur les
Figures 5.9 et 5.10. D’après ces dernières, on constate que les deux correcteurs assurent
des dépassements et des erreurs statiques négligeables pour les huit expérimentations
effectuées. Les temps de réponse obtenus sont regroupées dans le Tableau 5.1.

Table 5.1 – Temps de réponse obtenus avec les correcteurs C1(p) et C2(p).

Correcteur poutre avec L = 16mm poutre avec L = 14mm
objet rigide objet flexible objet rigide objet flexible

C1(p) 4.116ms 5.4ms 4.49ms 6.85ms

C2(p) 4.22ms 5.8ms 5.5ms 7.15ms

On a également effectué une analyse de suivi de trajectoire. Pour cela, nous avons
choisi d’appliquer une trajectoire de référence aléatoire à l’entrée du système bouclé avec
le correcteur C1(p) en utilisant la poutre piézoélectrique de longueur L = 16mm. Cette
analyse a été effectuée sur les deux objets (rigide et flexible). Les résultats expérimentaux
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Figure 5.9 – Résultats expérimentaux avec C1(p). a : réponses avec une poutre pié-
zoélectrique de longueur L = 16mm. b : réponses avec une poutre piézoélectrique de
longueur L = 14mm.
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Figure 5.10 – Résultats expérimentaux avec C2(p). a : réponses avec une poutre pié-
zoélectrique de longueur L = 16mm. b : réponses avec une poutre piézoélectrique de
longueur L = 14mm.
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obtenus sont tracés sur la Figure 5.11. D’après les courbes de la Figure 5.11, on constate
que les erreurs entre le signal de référence appliqué à l’entrée du système bouclé et le
signal de force en sortie sont pratiquement négligeables. Ceci confirme que le correcteur
C1(p) assure un bon suivi de trajectoire pour les deux objets utilisés.
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Figure 5.11 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : résultats avec
l’objet flexible. b : résultats avec l’objet rigide.

5.3.3 Commande en force par la µ-synthèse

Dans cette partie, nous synthétisons un correcteur par la µ-synthèse pour comman-
der la force appliquée par une poutre piézoélectrique (de longueur 14 mm ≤ L ≤ 16
mm) sur des objets ayant une souplesse so ∈ [3.271, 6.0748] µm/mN . Rappelons que le
comportement en force a déjà été décrit par un modèle intervalle [GF ](p, [a], [b]) (5.19).

Afin isoler les incertitudes paramétrique, on utilise le même principe qu celui présenté
au § 4.4.4.2. Le schéma du système bouclé avec les pondérations qu’on utilise ici est donné
par la Figure 5.12 .
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Figure 5.12 – Schéma de la boucle fermée avec les pondérations.

Les différentes incertitudes considérées sont normalisées −1 ≤ δ{K,b2,b1,a1,a2} ≤ 1. Les
transferts donnés sur la Figure 5.12 sont définis comme suit :

Gn(p) = K̂
b̂2p

2 + b̂1p+ 1

â2p2 + â1p+ 1

Wa2(p) =
−α2p

2

â2p2 + â1p+ 1

Wa1(p) =
−α1p

â2p2 + â1p+ 1

Wb2(p) = K̂
β2p

2

â2p2 + â1p+ 1

Wb1(p) = K̂
β1p

â2p2 + â1p+ 1

WK(p) =
η

K̂

(5.37)
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tels que :





K̂ = mid([K]) = 0.098

b̂2 = mid([b2]) = 3.4345× 10−8

b̂1 = mid([b1]) = 1.915× 10−4

â1 = mid([a1]) = 0.71× 10−4

â2 = mid([a2]) = 3.735× 10−8

η = rad([K]) = 0.048
β2 = rad([b2]) = 0.108× 10−8

β1 = rad([b1]) = 0.26× 10−4

α1 = rad([a1]) = 0.453× 10−4

α2 = rad([a2]) = 2.5757× 10−8

(5.38)

En partant du cahier des charges énoncé au § 5.3.1, on propose d’appliquer un filtre
W1(p) au signal d’erreur ǫ. Sa fonction de transfert peut être calculée en utilisant la
relation (4.47) :

W1(p) =
0.002667p+ 1

0.002667p+ 0.01
(5.39)

Le calcul du correcteur a été effectué sous Matlab (µ-Analysis ans Synthesis Toolbox )
en utilisant l’algorithme D-K itération. Le correcteur obtenu correspond à une valeur
optimale γ = 3.778 et à une structure d’ordre 21. Le numérateur et le dénominateur
de ce dernier possèdent quatre pôles et quatre zéros stables identiques qui peuvent être
simplifiés. Après avoir simplifié ces pôles et zéros, le transfert du correcteur Cµs(p) est
finalement donné par :

Cµs(p) =
Numc(p)

Denc(p)
(5.40)

tels que :

Numc(p) = 0.5248(p+2.243×104)(p+1289)(p+279.6)(p2+1187p+3.659×105)(p2+
1920p+ 9.831× 105)(p2 − 1306p+ 2.518× 106)(p2 + 2379p+ 2.363× 107)(p2 + 718.7p+
2.278× 107)(p2 + 660.1p+ 3.12× 107)(p2 + 2416p+ 3.283× 107).

Denc(p) = (p+ 1138)(p+ 273.6)(p+ 3.751)(p2 + 1911p+ 9.142× 105)(p2 + 1009p+
2.644× 105)(p2 + 1824p+ 1.819× 107)(p2 + 4379p+ 2.408× 107)(p2 − 115.6p+ 2.324×
107)(p2 + 3514p+ 3.665× 107)(p2 + 544.6p+ 3.638× 107).

Malgré un ordre élevé de 17, ce correcteur a été implémenté en utilisant les deux
objets (flexible et rigide) et les deux poutres piézoélectriques de longueur L = 16mm et
L = 14mm. Les résultats obtenus sont tracés sur la Figure 5.13.
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Figure 5.13 – Résultats expérimentaux avec Cµs(p). a : réponses avec une poutre pié-
zoélectrique de longueur L = 16mm. b : réponses avec une poutre piézoélectrique de
longueur L = 14mm.

D’après la Figure 5.13, les comportements obtenus présentent des dépassements non-
négligeables, en particulier lorsque l’objet rigide est utilisé (dépassement de l’ordre de
9.8%). Les temps de réponse réalisés par le correcteur Cµs(p) sont d’environ 4ms et 8ms
avec les deux objets flexible et rigide respectivement.

5.4 Comparaison des résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous comparons les résultats expérimentaux obtenus avec les deux
méthodes de commande pour commander des poutres piézoélectriques de longueur com-
prise entre 14 mm et 16 mm et/ou des objets manipulés de souplesse so ∈ [3.271, 6.0748]
µm/mN . La loi de commande RST synthétisée par intervalles assure les performances
du cahier des charges en terme de dépassement, temps de réponse et erreur statique
vis-à-vis des incertitudes paramétriques considérées sur la poutre piézoélectrique et vis-
à-vis de la compliance des objets utilisés. Les temps de réponse et les erreurs statiques
obtenus avec la commande robuste µ−synthèse sont respectés mais les réponses à un
échelon présentent un dépassement. Les performances temporelles (temps de réponse
tr5%, dépassement D% et erreur statique ǫ) réalisées par les correcteurs implémentés
sont regroupées dans le Tableau 5.2.
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Table 5.2 – Performances de la boucle fermée réalisées par les correcteurs C1 et C2

calculés par intervalles et le correcteur Cµ de la µ-synthèse.

Méthode Correcteur objet Poutre L = 16 mm Poutre L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ

intervalle
C1(p)

rigide 4.12 ms ≈ 0% 0% 4.49 ms ≈ 0% 0%
flexible 5.4 ms ≈ 0% 0% 6.85 ms ≈ 0% 0%

C2(p)
rigide 4.22 ms ≈ 0% 0% 5.5 ms ≈ 0% 0%
flexible 5.8 ms ≈ 0% 0% 7.15 ms ≈ 0% 0%

µ-synthèse
Cµs(p)

rigide 8 ms 9.6% 0% 8.2 ms 9.8% 0%
flexible 3.69 ms 3.7% 0% 5.11 ms 4.6% 0%

Nous avons également effectué une analyse harmonique des différentes boucles fer-
mées en utilisant les correcteurs C1(p), C2(p) et Cµs(p). Nous nous limitons dans cette
analyse au cas d’une poutre piézoélectrique ayant une longueur L = 16mm. Les Fi-
gures 5.14 et 5.15 présentent les magnitudes expérimentales obtenues en utilisant les
deux objets rigide et flexible respectivement.
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Figure 5.14 – Magnitudes expérimentales des systèmes en boucle fermée obtenues avec
l’objet rigide.

D’après la Figure 5.14, lorsque l’objet rigide est utilisé, les bandes passantes obtenues
avec les correcteurs C1(p), C2(p) et Cµs(p) sont de 231Hz, 397Hz et 300Hz respecti-
vement. Ainsi, un pic obtenu avec le correcteur Cµs(p) et qui dépasse 0dB se trouve à
200Hz. En utilisant l’objet flexible (Figure 5.15), le correcteur Cµs(p) offre une meilleure
bande passante (200Hz), tandis que les bandes passantes obtenues avec les deux correc-
teurs C1(p) et C2(p) sont approximativement de 134Hz et 119Hz respectivement.
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Figure 5.15 – Magnitudes expérimentales des systèmes en boucle fermée obtenues avec
l’objet flexible.

5.5 Conclusion

L’étude menée dans ce chapitre a été consacrée à la commande en force appliquée
par une poutre piézoélectrique sur des micro-objets. Cette commande en force est né-
cessaire afin de réussir la tâche de micromanipulation et afin d’éviter la destruction des
objets manipulés. Durant la modélisation pour la commande, nous avons vu que le mo-
dèle tension-force dépend des caractéristiques du micro-objet manipulé et du modèle
tension-déflexion des poutres piézoélectriques. Les techniques du calcul par intervalles
ont été introduites pour caractériser la plage de variation des caractéristiques des micro-
objets et des caractéristiques dimensionnelles de la poutre piézoélectrique. Ceci a permi
d’établir un modèle à paramètres intervalles. Ensuite, nous avons proposé une méthode
de synthèse d’un correcteur RST en utilisant l’inclusion paramètre par paramètre. Nous
avons également testé une loi de commande µ-synthèse pour contrôler la force de ma-
nipulation. La structure du correcteur RST intervalle est plus simple et d’ordre réduit
par rapport à celle de la commande µ-synthèse. Dans le cadre de cette application, une
comparaison des deux méthodes de commande a été présentée à la fin du chapitre. Il a
été montré que les performances voulues en force sont atteintes avec le correcteur RST.
La commande µ−synthèse assure toujours la stabilité mais pas les performances.
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Chapitre 6

Application à la commande

hybride d’une micropince

6.1 Introduction

Les tâches de prise-dépose (pick-and-place) sont couramment utilisées dans les ap-
plications de micromanipulation et de micro-assemblage. La micropince piézoélectrique
à deux effecteurs est l’un des systèmes les plus utilisés pour réaliser ces tâches. Afin de
réaliser la tâche de prise-dépose au mieux, nous souhaitons contrôler en position et en
force la prise du micro-objet. Pour cela, un actionneur de la micropince est commandé
en déflexion, tandis que l’autre est commandé en force [Rak07b] (voir Figure 6.1). Ce
chapitre porte dans un premier temps sur la réalisation d’une micropince basée sur des
poutres piézoélectriques dimensionnées. Ensuite, nous donnons les modèles intervalles
de déflexion et de force en suivant les mêmes étapes de modélisation présentées aux
Chapitres 4 et 5. Pour la commande de la micropince, nous synthétisons pour chaque
poutre piézoélectrique une loi de commande par intervalles en utilisant les méthodes pro-
posées aux chapitres précédents. Nous effectuons par la suite des expérimentations avec
les correcteurs calculés. Enfin, nous présentons une commande hybride de la micropince
permettant l’automatisation d’une tâche prise-dépose.

actionneur

commandé

en déflexion

micro-objet

support

 

force de

manipulation

F
actionneur

commandé

en force

Figure 6.1 – Micropince piézoélectrique.
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6.2 Développement de la micropince

Notre objectif est de concevoir une structure microrobotique à base d’actionneurs
piézoélectriques capables de réaliser des tâches de prise-dépose. Il s’agit d’une micropince
faite de deux actionneurs de serrage identiques et à fonctionnement indépendant. Les
actionneurs formant notre micropince sont des unimorphes piézoélectriques (Figure 6.2).
Les dimensions de ces actionneurs sont L×w×h = 18 mm× 2 mm× 0.3 mm obtenues
après un dimensionnement (voir Section 3.4). Les matériaux constituant leurs couches
sont du PZT et du Nickel, dont les épaisseurs correspondantes sont de 200 µm et de 100
µm respectivement.

unimorphes

piézoélectriques

Figure 6.2 – Photographie d’unimorphes piézoélectriques.

Pour la réalisation de notre micropince, on propose de coller deux unimorphes pié-
zoélectriques similaires sur un circuit imprimé double face comme indiqué sur la Fi-
gure 6.3-a. Le collage est fait en utilisant la colle conductrice ”EPO-TEK H22” de la
société Physike Instrumente pour faciliter les connections électriques. Chaque action-
neur piézoélectrique de la micropince peut être commandé indépendamment de l’autre.
La Figure 6.3-b présente une photographie de la micropince réalisée.

actionneurs

piézoélectriques

connections

électriques

circuit imprimé

    (support)

(a) (b)

circuit

imprimé

actionneurs

piézoélectriques

Figure 6.3 – a : structure de la micropince à base d’actionneurs piézoélectriques. b :
prototype de notre micropince piézoélectrique.
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La micropince fabriquée possède un écart (gap) de 350 µm entre ses deux action-
neurs piézoélectriques, ce qui permet de manipuler des objets de natures différentes
dans une large gamme de dimension. De plus, des organes terminaux peuvent être fixés
à l’extrémité des actionneurs dans le but d’adapter la forme de la zone de prise avec les
caractéristiques des objets. Lorsque des tensions positives ou négatives sont appliquées
aux actionneurs piézoélectriques, la micropince s’ouvre ou se ferme autour de sa position
initiale permettant ainsi la prise-dépose de l’objet manipulé. Afin d’améliorer les perfor-
mances des tâches, on se propose de commander chaque actionneur. Cette commande a
été étudiée dans le Chapitre 4 pour l’actionneur utilisé en déflexion et dans le Chapitre 5
pour l’actionneur utilisé en force. Dans ce Chapitres 6, nous étudions la supervision des
deux actionneurs pour effectuer une tâche complète.

6.3 Modélisation et commande de la micropince

6.3.1 Modélisation de la micropince

Il existe deux approches permettant la modélisation des micropinces. La première
approche consiste à utiliser une matrice de transfert liant les deux tensions Uδ et UF

appliquées aux actionneurs, la sortie déflexion δ et la sortie force F (voir Figure 6.4-a).
Ce modèle considéré comme multivariable, décrit de manière plus précise le compor-
tement de la micropince, en particulier le couplage entre ces différentes variables. En
effet, ce dernier prend en compte l’influence de la déflexion d’un actionneur sur celle de
l’autre. L’utilisation d’un correcteur multivariable permet donc de garantir des perfor-
mances robustes. Cependant, cet type de modélisation est complexe, car il nécessite une
connaissance précise des couplages entre les actionneurs. La seconde approche est basée
sur la modélisation de chaque actionneur piézoélectrique indépendamment de l’autre
[Rak07b] (voir Figure 6.4-b). Pour cela, un actionneur est modélisé en déflexion, tan-
dis que l’autre est modélisé en force. L’avantage de cette approche est la simplicité de
dérivation des deux modèles. Les perturbations dues à l’influence de la déflexion d’un
actionneur sur celle de l’autre peuvent être rejetées par les correcteurs robustes utilisés.
Dans notre étude, on utilise la seconde approche à cause de sa simplicité et la dérivation
facile des lois de commande. Par ailleurs, les synthèses de lois de commande pour ces
actionneurs indépendants ont été déjà présentées aux Chapitres 4 et 5.

δUδ

UF F

δUδ

FUF

micropince

actionneur commandé

en déflexion

actionneur commandé

en force

(a) (b)

objet manipulé
δ

I

Figure 6.4 – a : micropince modélisée par un système multivariable. b : micropince
modélisée par deux systèmes monovariables indépendants.
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6.3.1.1 Modèle intervalle tension-déflexion

Les deux actionneurs piézoélectriques constituants la micropince étant similaires,
nous ne ferons qu’un seul modèle intervalle décrivant le comportement tension-déflexion
des deux actionneurs. Une loi de commande basée sur ce modèle intervalle permet d’as-
surer le comportement voulu en déflexion pour les deux actionneurs. La dérivation du
modèle intervalle linéaire (tension-déflexion) est basée sur la modélisation présentée au
Chapitre 4.

actionneur

piézoélectrique

 

δ

U

Figure 6.5 – Actionneur piézoélectrique d’un micropince.

Après avoir effectué les calculs, nous obtenons le modèle intervalle [Gδ](p) décrivant
le comportement tension-déflexion des deux actionneurs de la micropince :

[Gδ](p) = [1.0735, 1.2165]
[1.399, 1.421]× 10−4p+ 1

[5.942, 7.088]× 10−8p2 + [5.276, 5.904]× 10−6p+ 1
(6.1)

6.3.1.2 Modèle intervalle tension-force

Le modèle intervalle tension-force peut être dérivé en se basant sur la modélisation
détaillée au Chapitre 5. La Figure 6.6 présente un actionneur piézoélectrique exerçant
une force sur un objet.

actionneur

piézoélectrique

objet

 

F : force

U

Figure 6.6 – Un actionneur piézoélectrique poussant un objet.

Nous choisissons ici de manipuler deux objets ayant des souplesses différentes. Nous
considérons comme objets, une résistance CMS (objet rigide) de souplesse négligeable
et un objet en polystyrène (objet souple) ayant une souplesse d’environ 3.738 µm/mN
(voir Figure 6.7). L’épaisseur des deux objets est d’environ 350 µm.
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résistance CMSpolystyrène

~350 µm

~350 µm

Figure 6.7 – Les objets à manipuler.

Dans un objectif d’avoir un intervalle de souplesse ayant une largeur réduite, nous
utilisons la souplesse de la poutre piézoélectrique à la place de la celle de l’objet rigide.
Ceci est valable tant que la souplesse de l’objet manipulé est inférieure à celle de la
poutre piézoélectrique. En fait, lorsqu’un objet rigide est pris par une micropince, la force
appliquée par un actionneur est transférée directement par le biais de l’objet rigide vers
l’autre actionneur de la micropince. Dans ce cas, on manipule une poutre piézoélectrique
au lieu de l’objet rigide. Pour cela, la borne inférieure de [so] est la même que la souplesse
de la poutre piézoélectrique. La souplesse des deux poutres piézoélectriques est sp = 1.93
µm/mN . L’intervalle de la souplesse devient donc :

[so] = [1.93, 3.738] µm/mN (6.2)

Enfin, le modèle intervalle tension-force que nous utilisons pour la conception de la
loi de commande en force est comme suit :

[GF ](p) = [0.1825, 0.308]
[1.399, 1.421]× 10−4p+ 1

[1.865, 6.8]× 10−8p2 + [4.935, 7.778]× 10−5p+ 1
(6.3)

6.3.2 Synthèse des lois de commande

La commande de la micropince nécessite le calcul de deux correcteurs assurant des
performances pour la déflexion et pour la force de manipulation. Pour cela, la synthèse
des deux correcteurs est basée sur l’une des méthodes de commande par intervalles
présentées aux chapitres précédents.

6.3.2.1 Commande en deflexion

Considérons le schéma de la Figure 6.8, dans lequel la déflexion d’un actionneur pié-
zoélectrique ayant un modèle tension-déflexion à l’intérieur du modèle intervalle [Gδ](p)
(6.1) est asservie par un correcteur Cδ(p).
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Figure 6.8 – Commande en déflexion d’un actionneur piézoélectrique.

En utilisant la méthode de commande basée sur les théorèmes d’inclusion (voir
Chapitre 4), nous synthétisons un correcteur Cδ(p) qui assure pour le modèle tension-
déflexion [Gδ](p), le cahier des charges suivant :

– dépassement négligeable,
– temps de réponse tr5% ≤ 20 ms,
– erreur statique bornée |ǫ| ≤ 1%.

Le calcul mène à un correcteur intervalle [C](p), dans lequel, nous choisissons un
correcteur point implémentable comme suit :

Cδ(p) =
0.2p+ 200

p
(6.4)

6.3.2.2 Commande en force

Le schéma concernant la commande en force est donné par la Figure 6.9. Le compor-
tement en force a été décrit par un modèle intervalle tension-force [GF ](p) défini dans
(6.3). L’estimateur de force est utilisé en raison d’absence de capteur de force adéquat.
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C  (p)FFc
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optique

actionneur
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F

UF

F
δ

Figure 6.9 – Schéma de principe de la commande en force.

De même, nous avons conçu un autre correcteur CF (p) pour commander la force de
manipulation en utilisant la méthode d’inclusion présentée au Chapitre 4. Ce correcteur
permet d’assurer le cahier des charges suivant :

– dépassement négligeable ;
– temps de réponse tr5% ≤ 8 ms ;
– erreur statique bornée |ǫ| ≤ 1%.
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Nous avons choisi un temps de réponse plus rapide qu’en déflexion afin d’assurer
toujours le maintien de l’objet entre les deux actionneurs de la micropince. En d’autres
termes, si une consigne de déflexion est appliquée, la loi de commande en force doit réagir
d’une manière plus rapide par rapport à celle du système de déflexion afin d’éviter un
relâchement de l’objet.

Après avoir effectué les calculs, nous obtenons le correcteur suivant :

CF (p) =
0.2p+ 1500

p
(6.5)

Remarque 6.1. Comme nous avons utilisé un modèle(intervalle) pour les deux ac-
tionneurs piézoélectriques de la micropince, chacun de ceux-ci peut être commandé in-
différemment en déflexion ou en force en utilisant les deux correcteurs (6.4) et (6.5)
respectivement.

6.3.3 Commande de la micropince

6.3.3.1 Matériels mis en œuvre

Les matériels et logiciels d’expérimentation (Figure 6.10) sont composés de :

– la micropince et son support ;
– deux capteurs optiques de résolution 10 nm utilisés pour la mesure des déflexions
des deux actionneurs piézoélectriques de la micropince ;

– deux amplificateurs de tensions pouvant fournir ±200 V ;
– une carte dSPACE et un PC avec le logiciel Matlab/Simulink permettent l’acqui-
sition des données mesurées et la génération de la commande calculée.
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station de manipulation
PC-Dspace

capteurs optiques

amplificateurs

micropince

Figure 6.10 – Schéma de l’installation.

Les deux lois de commande synthétisées précédemment ont été implémentées. La
Figure 6.11 montre le schéma de principe de l’expérimentation [Rak07b] [Rak11c].
Comme il n’existe pas de capteur de force adéquat, on utilise la même structure de
l’estimateur de force présenté au Chapitre 5.

estimateur

de force

C  (p) C  (p)F δ δcFc

+

- -

+

capteur

optique

actionneurs

piézoélectriques
F δ

U UF δ

UF

δF

Figure 6.11 – Schéma de principe de la commande de la micropince piézoélectrique.

Afin de montrer la robustesse des correcteurs utilisés, nous avons réalisé deux régu-
lations : une régulation en déflexion et une régulation en force. Rappelons que toutes les
expérimentations ont été faites en utilisant les deux types d’objets indiqués précedem-
ment : la résistance CMS et l’objet polystyrène.
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La taille de ces objets est approximativement 350 µm, ce qui rend les écarts (∆δi ≈ 0)
entre les actionneurs et l’objet à manipuler négligeables (voir Figure 6.12). Ceci permet
dans un premier temps de faciliter sa mise en place entre les deux actionneurs.

actionneurs

piézoélectriques

objet

∆δ∆δ

support

1 2

Figure 6.12 – Écarts ∆δi entre les actionneurs et les extrémités de l’objet.

6.3.3.2 Régulation en déflexion

Après avoir implémenté les deux correcteurs (6.4) et (6.5) en utilisant la résistance
CMS comme objet à manipuler, on obtient les résultats illustrés sur la Figure 6.13. Dans
l’état initial, la déflexion et la force sont nulles. Puis, à l’instant t = 42ms, un échelon de
déflexion d’amplitude 20 µm est appliqué à l’entrée δc. Un effet est observé sur la réponse
en force mais ce dernier est rapidement rejeté. Ensuite, une série d’échelons en force est
appliquée à l’entrée Fc. De même, à chaque échelon en force appliqué, on constate une
influence sur la déflexion de manipulation mais avec des amplitudes différentes. Ceci est
dû au changement du point de fonctionnement lors de la commande en force. Les effets
observés sur la réponse de déflexion ont été rapidement rejetés par le correcteur Cδ(p)
pour la déflexion. Enfin, à l’instant t = 540 ms la consigne de déflexion est remise à
zéro. L’influence de la déflexion sur le comportement de la force est considérable (une
variation d’environ 2.5 mN) à cause du modèle utilisé qui ne prend pas en compte le
couplage entre les actionneurs de la micropince.
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Figure 6.13 – Régulation en déflexion avec l’objet rigide (résistance CMS). a : réponse
en déflexion. b : réponse en force.

Afin d’évaluer les réponses temporelles, un zoom est réalisé sur chaque sortie (voir la
Figure 6.14). On constate d’après la Figure 6.14 que les exigences du cahier des charges
(performances souhaitées en déflexion et en force) sont respectées. En effet, les temps de
réponse obtenus sont respectivement d’environ 14.4 ms et 4.1 ms pour la déflexion et
pour la force. Enfin, les dépassements et les erreurs statiques obtenus sont négligeables.
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Figure 6.14 – a : zoom réalisé sur la réponse de déflexion. b : zoom réalisé sur la réponse
de force.

On réalise maintenant les mêmes expérimentations que précédemment avec l’objet
souple (polystyrène). Les résultats obtenus sont tracés sur la Figure 6.15. On remarque
que les deux correcteurs ont joué leur rôle en termes de performances et de rejet de
perturbation. L’amplitude des pics observés sur la déflexion lors de l’application d’une
série d’échelons en force est faible (inférieure à 1 µm). Ceci peut être traduit par un
faible couplage du transfert force-déflexion. Par contre, l’influence de la déflexion sur la
force est significative (2 mN) car le couplage du transfert déflexion-force est important.
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Figure 6.15 – Régulation en déflexion avec l’objet souple (polystyrène). a : réponse en
déflexion. b : réponse en force.

Pour analyser les performances des systèmes bouclé, nous effectuons un zoom sur
les réponses de la Figure 6.15. Dans ce cas de manipulation d’objet souple, les deux
correcteurs utilisés assurent les performances voulues pour la déflexion et pour la force
(voir Figure 6.16). En effet, les temps de réponse obtenus sont de 16.3 ms et de 4.1
ms pour la commande en déflexion et pour la commande en force respectivement. Les
dépassements et les erreurs statiques sont négligeables.
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Figure 6.16 – a : zoom réalisé sur la réponse de déflexion. b : zoom réalisé sur la réponse
de force.

6.3.3.3 Régulation en force

Nous considérons maintenant la variation de la déflexion comme une perturbation.
Les résultats obtenus avec l’objet rigide (résistance CMS) sont présentés sur la Fi-
gure 6.17. La déflexion et la force appliquée à la résistance CMS sont initialement nulles
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(position de repos). À l’instant t = 96 ms, nous avons appliqué une consigne de force
d’amplitude 5 mN . Cette force est transférée par le biais de l’objet vers l’actionneur
commandé en déflexion. Ceci engendre une petite variation (1.5 µm) sur la déflexion
qui est rapidement rejetée (voir la Figure 6.17-b). Ensuite, une succession d’échelons
négatifs et positifs est appliquée à l’entrée déflexion δc. D’après la Figure 6.17-a, un
effet est observé sur le comportement en force. Bien que l’amplitude des échelons en
déflexion appliqués (entre les instants 396 ms et 846 ms) est la même, les pics obser-
vés sur la réponse de la force sont différents. Ceci est dû au changement du point de
fonctionnement. Lorsque l’amplitude de la déflexion devient grande, l’effet sur la force
est significatif. Ceci est constaté particulièrement aux instants 245.8 ms et 995.8 ms. Le
correcteur CF (p) a joué son rôle en réagissant rapidement et rejetant les perturbations.
Enfin, les deux sorties (déflexion et force) sont remises à zéro (état de repos).
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Figure 6.17 – Régulation en force avec l’objet rigide (résistance CMS). a : réponse en
déflexion. b : réponse en force.

Pour analyser les performances temporelles, un zoom est effectué sur les courbes de
la Figure 6.17. Les comportements obtenus en déflexion et en force correspondent bien
au cahier des charges. En effet, les temps de réponse réalisés par les deux actionneurs
commandés sont respectivement de 13.7 ms et de 3.8 ms et les erreurs statiques tendent
vers zéro.
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Figure 6.18 – a : zoom réalisé sur le comportement en force. b : zoom réalisé sur le
comportement en déflexion.

On a également effectué une régulation en force en utilisant l’objet de polystyrène.
Les résultats expérimentaux obtenus sont tracés sur la Figure 6.19. Au repos, la déflexion
et la force sont nulles. À l’instant 82.4 ms, un échelon en force d’amplitude 5 mN est
appliqué à l’entrée Fc. Cela a engendré une variation sur la déflexion de l’autre actionneur
qui est rapidement rejetée par le correcteur Cδ(p). Ensuite, une série d’échelons positifs
et négatifs en déflexion est appliquée à l’entrée δc. De même, cela influence la sortie de
la force. L’ordre de grandeur de la variation de la force dépend de l’amplitude d’échelon
en déflexion appliqué. En effet, plus l’amplitude d’échelon en déflexion est grande, plus
l’effet sur la sortie de la force est significatif. Cela est constaté en particulier aux instants
232.4 ms et 982.4 ms où une chute de la force d’environ 2 mN est observée avant que
le correcteur CF (p) réagisse et rejète la perturbation. Enfin, la force et la déflexion sont
remises à zéros (état initial).
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Figure 6.19 – Régulation en force avec l’objet souple (polystyrène). a : réponse en
déflexion. b : réponse en force.
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La Figure 6.20 présente les réponses en déflexion et en force après avoir effectué un
zoom sur les courbes de la Figure 6.19. D’après la Figure 6.20, le cahier des charges
est respecté. En effet, les dépassements et les erreurs statiques sont pratiquement négli-
geables. Les temps de réponse obtenus sont 3.2 ms et 16.9 ms pour les comportements
en force et en déflexion respectivement.
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Figure 6.20 – a : zoom réalisé sur le comportement en force. b : zoom réalisé sur le
comportement en déflexion.

6.4 Réalisation d’une tâche de prise-dépose avec la micro-

pince

Notre objectif dans cette partie est de réaliser des tâches de prise-dépose (pick-and-
place) automatisées. Les objets manipulés possèdent une taille strictement inférieure
au gap de la micropince (voir Figure 6.12). On utilise toujours les deux correcteurs
synthétisés précédemment Cδ(p) et CF (p). Par la suite, on adopte les notations Pδ et
PF pour identifier respectivement l’actionneur commandé en déflexion et l’actionneur
commandé en force.

6.4.1 Séquence d’une tâche de prise-dépose

Une tâche de prise-dépose se déroule selon la séquence de la Figure 6.21.
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Figure 6.21 – Déroulement d’une tâche de prise dépose.

Cette séquence peut être détaillée ci-dessous en considérant chaque tâche élémentaire
comme une étape :

Étape 1 : position initiale(repos).
Les deux actionneurs piézoélectriques de la micropince sont initialement à leur po-

sition de repos, durant laquelle l’objet se trouve entre ceux-ci mais sans contact. Dans
cette étape, les sorties de déflexion et de force sont nulles, c’est à dire δ = 0 et F = 0.
Les valeurs des déflexions et des forces données par la suite se refèrent à ces valeurs de
repos.
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Étape 2 : approche.
Les deux actionneurs piézoélectriques s’approchent et s’arrêtent jusqu’au contact

de l’objet. L’approche des deux actionneurs vers l’objet est effectuée en comandant
l’actionneur Pδ en déflexion et l’actionneur PF en force. La consigne en déflexion, notée
δap à appliquer à l’actionneur Pδ est l’écart entre l’actionneur Pδ et l’objet. Or, cet
écart est généralement inconnu. Lorsque la position de l’objet est connue (l’objet est
généralement positionné au milieu du gap), la consigne δap peut être déterminée à partir
de la taille de l’objet et le gap de la micropince. Pour assurer le contact de l’actionneur
PF avec l’objet, une force de faible amplitude, notée Fap est appliquée comme consigne
pour l’actionneur PF . L’étape approche est souvent réalisée en utilisant des consignes
en déflexion et en force en rampe jusqu’à la valeur souhaitée (voir Figure 6.22), ce qui
permet d’éviter un choc brusque au moment du contact.
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temps

c
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n
s
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e

Figure 6.22 – Consigne en rampe j’usqu’à une valeur souhaitée.

Étape 3 : prise.
Lorsque les deux sorties atteignent leurs consignes à une erreur statique près, c’est à

dire |δ − δap| ≤ ǫδ et |F − Fap| ≤ ǫF , une force de saisie donnéé, notée Fpr est appliquée
à l’entrée du système bouclé avec l’actionneur PF afin de réaliser une prise de l’objet
tandis que l’autre actionneur (Pδ) est toujours régulé en déflexion pour garder sa position
d’équilibre δap.

Étape 4 : positionnement.
Une fois la force de prise F souhaitée est atteinte à une erreur statique près, c’est

à dire |F − Fpr| ≤ ǫF , l’actionneur Pδ est commandé en position afin d’effectuer un
transport de l’objet à un lieu de dépose. La consigne de déflexion utilisée ici est notée
δpo. L’actionneur PF est toujours régulé en force pour assurer le maintien de l’objet.

Étape 5 : dépose.
Lorsque la déflexion de l’actionneur Pδ arrive à la position de dépose (à une er-

reur statique près |δ − δpo| ≤ ǫδ), une consigne en déflexion δdp = 0 et une consigne
en force Fdp = 0 sont appliquées aux systèmes bouclés avec les actionneurs Pδ et PF

respectivement. Ceci permet l’écartement des deux actionneurs afin de relâcher l’objet
maintenu.
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6.4.2 Représentation de la séquence par automate hybride

Tout système impliquant des phénomènes continus et discrets (ou événementiel) peut
être vu comme un système dynamique hybride. Dans notre étude, la séquence de prise-
dépose ainsi que les systèmes continus bouclés peuvent être facilement représentés par
un automate hybride [Hen98]. Il est donc nécessaire d’utiliser une commande hybride
permettant la gestion de la séquence des tâches et les commandes des systèmes continus
de chaque tâche. Selon la définition d’un automate hybride donnée dans [Sim00] [Bra98],
notre automate hybride noté H, peut être défini par le 8-uplet :

H = (Q,X,Σ, A, Inv, f, q0, x0) (6.6)

où :
– Q est l’ensemble fini des sommets (appelés aussi places ou situations), tels que :

Q = {qrepos, qapproche, qprise, qpositionnement, qdépose} (6.7)

Ces sommets représentent les états discrets.
– X est l’espace d’état à composantes continues (ensemble fini de variables réelles) :

X =
{
δ, F/δ ∈ R, F ∈ R

+
}

(6.8)

où
δ et F sont respectivement la déflexion de l’actionneur Pδ et la force appliquée par
l’actionneur PF au micro-objet.

– Σ est un ensemble fini d’événements. Dans notre cas, cet ensemble est défini par
un seul élément, c’est le départ-cycle dcy donné par l’utilisateur pour lancer le
cycle :

Σ = {dcy} (6.9)

– A est un ensemble fini d’arcs (dits aussi transitions discrètes). Une transition

est définie par un quintuplet de la forme (qi, G, σ, J, qi+1) notée qi
G,σ,J
−→ qi+1. Les

sommets qi et qi+1 sont les sommets source et destination respectivement de la
transition. G est la garde que doivent satisfaire les états X ∈ G pour pouvoir
franchir la transition. σ ∈ Σ est l’événement qui peut être reçu ou généré lors du
franchissement. J ∈ X est l’ensemble des états à réinitialiser lors du passage au
sommet qi+1 (franchissement de la transition). Nous avons :

A = {
(qrepos, [] , dcy, [] , qapproche) ,
(qapproche, |δ − δap| ≤ ǫδ ∧ |F − Fap| ≤ ǫF , [] , [] , qprise) ,
(qprise, |F − Fpr| ≤ ǫF , [] , [] , qpositionnement) ,
(qpositionnement, |δ − δpo| ≤ ǫδ, [] , [] , qdépose) ,
(qdépose , |δ − δdp| ≤ ǫδ ∧ |F − Fdp| ≤ ǫF , [] , [] , qrepos)
}

(6.10)
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Dans (6.10), [] disigne que G, σ ou J n’existe pas (ensemble vide).
– Inv = {Inv(qi) ⊂ X/qi ∈ Q} est une collection d’ensemble appelée invariants de
la place qi. Lorsque le système est dans la place qi, l’état continu doit vérifier
x ∈ Inv(qi). Nous avons :

Inv = {Inv(qrepos), Inv(qapproche), Inv(qprise), Inv(qpositionnement), Inv(qdépose)}
(6.11)

tels que :

Inv(qrepos) = (|δ| ≤ ǫδ, |F | ≤ ǫF )
Inv(qapproche) = (0 ≤ δ ≤ δap, 0 ≤ F ≤ Fap)
Inv(qprise) = (|δ − δap| ≤ ǫδ, Fap ≤ F ≤ Fpr)
Inv(qpositionnement) = (δap ≤ δ ≤ δpo, |F − Fpr| ≤ ǫF )
Inv(qdépose) = (|δ| ≤ ǫδ, |F | ≤ ǫF )

(6.12)

– f est un ensemble de fonctions vectorielles telles que, à un sommet qi, l’évolution
des variables continues est décrite par des équations différentielles ẋ = fqi(x). Dans
notre cas, ces équations différentielles décrivent le comportement des systèmes en
boucle fermée (commande en déflexion et commande en force). Ici, nous n’écrivons
pas les fonctions différentielles pour chaque sommet mais nous les représentons
directement par les schémas fonctionnels des systèmes bouclés. On a donc :

f = {frepos, fapproche, fprise, fpositionnement, fdépose} (6.13)

Les composantes du vecteur f décrivent les trajectoires différentielles des différents
sommets de l’automate. La Figure 6.23 montre les schémas des systèmes bouclés
correspondants à chaque composante du vecteur f donné dans (6.13).
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Figure 6.23 – Schémas correspondants à chaque composante du vecteur f .

– q0 est le sommet initial, tel que :

q0 = qrepos (6.14)

– x0 est l’état continu initial :

x0 =

(
0
0

)
(6.15)

À partir des éléments ci-dessus, on construit le schéma de la Figure 6.24 décrivant
le cycle repos-approche-prise-positionnement-dépose automatisé.
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Figure 6.24 – Automate représentant le cycle repos-approche-prise-positionnement-
dépose automatisé.

6.4.3 Résultats expérimentaux

L’objectif ici est de réaliser une tâche de prise-dépose en se basant sur l’automate
donné par la Figure 6.24. Afin de bien observer les comportements en déflexion et en force
(en particulier leurs régimes permanents) durant la tâche, nous proposons d’associer aux
conditions de franchissement des transitions qapproche → qprise, qprise → qpositionnement et
qpositionnement → qdépose , un événement p ∈ G à générer par l’utilisateur. L’événement p
permet également de visualiser le déroulement de chaque étape de la tâche. En effet, le
déclenchement de ces transitions ne peut donc se produire que si les conditions de fran-
chissement correspondantes (voir Figure 6.24) sont validées et que l’événement associé
p est vrai.
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Dans ce cas, l’ensemble d’arcs A de l’automate H devient :

A = {
(qrepos, [] , dcy, [] , qapproche) ,
(qapproche, |δ − δap| ≤ ǫδ ∧ |F − Fap| ≤ ǫF , p, [] , qprise) ,
(qprise, |F − Fpr| ≤ ǫF , p, [] , qpositionnement) ,
(qpositionnement, |δ − δpo| ≤ ǫδ, p, [] , qdépose) ,
(qdépose , |δ − δdp| ≤ ǫδ ∧ |F − Fdp| ≤ ǫF , p, [] , qrepos)
}

(6.16)

Dans toutes les étapes du cycle, les conditions de transitions choisies sont ǫδ = 0.1 µm
pour la déflexion de l’actionneur Pδ et ǫF = 0.3mN pour la force de l’actionneur PF . Ces
conditions tiennent compte de la précision des capteurs utilisés. Les expérimentations
ont été faites en utilisant un objet rigide de taille 2 mm× 1 mm× 0.25 mm. À chaque
expérimentation, on positionne l’objet au milieu de la micropince de manière à avoir des
écarts entre les extrémités de l’objet et les actionneurs de la micropince de l’ordre de 50
µm. La commande hybride de la micropince est réalisée en utilisant la carte dSPACE et
le Toolbox Statflow de Matlab/Simulink.

Initialement, les deux actionneurs piézoélectriques sont en position de repos (δ = 0 et
F = 0). Après avoir mis en fonctionnement l’automate (transition dcy validée), les deux
actionneurs de la micropince s’approchent simultanément de l’objet (voir Figure 6.25-a).
La commande en déflexion et la commande en force dans cette étape ont été réalisées en
utilisant des consignes en rampe jusqu’à une valeur souhaitée. Les valeurs maximales de
ces consignes appliquées sont δap = 50 µm et Fap = 1mN . Lorsque la phase approche est
terminée (c’est à dire les conditions |δ − 50| ≤ 0.1 µm∧|F − 1| ≤ 0.3 mN et l’événement
p sont vrais), l’actionneur PF est commandé en appliquant un échelon d’amplitude Fpr =
5mN . Ceci permet d’effectuer une prise de l’objet (voir Figure 6.25-b).

(a) (b)

F δapap

actionneurs

objet à

manipuler

prF δap

Figure 6.25 – a : approche des deux actionneurs piézoélectriques. b : prise de l’objet.

Lorsque l’objet est pris, on effectue une manipulation de ce dernier en appliquant
une série d’échelons positifs et négatifs au système bouclé avec l’actionneur Pδ (voir
Figure 6.26-a). Les échelons appliqués ont des amplitudes 10 µm et sont superposés à la
composante continue 50 µm. Après avoir manipulé l’objet, la déflexion de l’actionneur
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Pδ est remise à sa position de prise pour déposer l’objet sur le lieu de prise. Lors de
cette manipulation, l’actionneur PF est toujours régulé en force (F = 5 mN). Enfin,
arrivé sur le lieu de dépose (voir Figure 6.26-b), l’objet est relâché en réinitialisant les
consignes des actionneurs à zéro, c’est à dire δdp = 0 et Fdp = 0.

(a) (b)

δpo
Fpr Fdp δdp

Figure 6.26 – a : manipulation de l’objet. b : dépose de l’objet.

La Figure 6.27 illustre l’évolution de la déflexion de l’actionneur Pδ et la force ap-
pliquée par l’actionneur PF à un objet rigide durant le cycle prise-dépose automatisé.
D’après la Figure 6.27, on constate que les correcteurs utilisés assurent une meilleure
qualité de la tâche de prise-dépose. En effet, les comportements obtenus sont sans dé-
passement. Ainsi, lorsqu’une consigne de déflexion est appliquée, un effet est observé sur
la réponse de la force et vice versa. Ces effets sont rapidement rejetés par les correcteurs
utilisés.

δ [µm] F [mN]

0

2

4

6

0

20

40

60

0

t [s](a)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

approche

positionnement d
é
p
o
s
e

re
p
o
s

p
ri
s
e

10

30

50

1

3

5

0

t [s](b)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

d
é
p
o
s
e

positionnementp
ri
s
e

approchere
p
o
s

Figure 6.27 – Résultats expérimentaux du cycle prise-dépose automatisé obtenus avec
l’objet rigide. a : évolution de la déflexion. b : évolution de la force.
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6.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté une application des techniques d’in-
tervalles pour commander une micropince piézoélectrique. À cet effet, une micropince à
base d’actionneurs piézoélectriques de type poutres unimorphes a été d’abord réalisée.
Ensuite, nous avons effectué une modélisation par intervalles de chaque actionneur de
la micropince basée sur les propositions du Chapitres 4 et 5. Puis, en utilisant une des
méthodes de commande par intervalles proposée au Chapitre 4, nous avions calculé indé-
pendamment deux correcteurs pour la commande en déflexion et la commande en force.
Les résultats expérimentaux ont montré que les performances des systèmes bouclés en
utilisant les deux correcteurs correspondent au cahier des charges.

Nous avons également présenté dans ce chapitre une commande hybride de la micro-
pince en utilisant les mêmes correcteurs calculés. Cette dernière permet de réaliser une
tâche de prise-dépose automatisée. Une tâche de prise-dépose consiste à saisir fermement
un objet, le déplacer et le déposer en une autre position. Nous avons détaillé et modélisé
les opérations à exécuter dans chaque étape du cycle de prise-dépose en utilisant les
automates hybrides.

L’application donnée dans ce chapitre via la commande d’une micropince réelle a
montré la robustesse et l’efficacité des méthodes de synthèse de correcteur par inter-
valles proposées aux Chapitres 4 et 5 pour la commande des actionneurs piézoélec-
triques. L’intérêt de l’utilisation de l’analyse par intervalles se traduit par sa simplicité
de représentation des incertitudes paramétriques liées au modèle des actionneurs piézo-
électriques. Un autre avantage est la dérivation de correcteurs d’ordre réduit permettant
leur implémentation dans un microcontrôleur et d’aller vraiment vers les microsystèmes
embarqués. Cela favorise son utilisation dans la commande des microsystèmes.
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Conclusion et perspectives

1. Conclusion

La tendance à la miniaturisation et à l’intégration de plusieurs fonctions (électrique,
mécanique, thermique, magnétique, etc) à réaliser conduit à des microsystèmes en trois
dimensions et constitués de composants provenant de processus de (micro)fabrication
parfois incompatibles. La microrobotique est une réponse aux difficultés de réalisation de
ces microsystèmes qui peuvent être 3D et hybrides. Afin de contribuer aux challenges de
la micromanipulation et du micro-assemblage, nous avons proposé dans nos travaux de
fournir des outils de dimensionnement et de commande des actionneurs piézoélectriques
pouvant être mise en œuvre dans une pince.

Nos contributions reposent sur la combinaison des outils de l’automatique (modéli-
sation et commande) et les outils du calcul par intervalles. La méthode proposée permet
de dimensionner des actionneurs piézoélectriques de façon garantie vis-à-vis de quelques
performances souhaitées, de borner les incertitudes paramétriques liées aux modèles de
ces actionneurs et de dériver des lois de commande robuste d’ordre réduit. Nous rappe-
lons ci-après les contributions principales de nos travaux de thèse.

Dimensionnement des actionneurs piézoélectriques

Les actionneurs piézoélectriques, de structure poutre, sont les éléments principaux
des systèmes de micromanipulation et de micro-assemblage, nous proposons d’abord une
analyse de leurs comportements statique et dynamique à partir de modèles analytiques
issues des équations fondamentales de la piézoélectricité. Les performances étudiées dé-
pendent fortement de quelques caractéristiques géométriques des actionneurs considérés.
Les modèles employés pour ces analyses sont par la suite combinés avec les outils du
calcul par intervalles pour effectuer un dimensionnement optimal et garanti des action-
neurs.

Commande des actionneurs piézoélectriques

Les actionneurs piézoélectriques étudiés dans le cadre des travaux de cette thèse
sont utilisés pour manipuler ou assembler des micro-objets (micromanipulation et micro-
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assemblage) et nécessitent la prise en compte des signaux de déplacement (positionne-
ment précis) et de force (prise en compte de la force de micromanipulation).

Les modèles des actionneurs piézoélectriques sont caractérisés par des non-linéarités
lorsque ceux-ci travaillent en larges déformations pour réaliser de grandes déplacements.
Nous avons d’abord modélisé l’hystérésis et sur sa compensation en se basant sur des
travaux antérieure. Nous avons ensuite introduit l’analyse par intervalles pour décrire le
comportement incertain des actionneurs piézoélectriques. Nous avons, à ce sujet, établi
un modèle intervalle de manière à borner les incertitudes paramétriques liées à une varia-
tion géométrique (la longueur) des actionneurs piézoélectriques. Dans le souci d’atteindre
les performances d’un cahier des charges en présence de ces incertitudes paramétriques,
des méthodes de synthèse de lois de commande robuste basées sur les techniques d’in-
tervalles ont été proposées. Lors de leurs applications à la commande des actionneurs
piézoélectriques, nous avons comparé les résultats obtenus avec nos propositions avec
ceux obtenus par les approches robustes H∞ et µ-synthèse. Cette comparaison a montré
que les correcteurs synthétisés par les méthodes d’intervalles permettent d’obtenir une
meilleure robustesse en performances vis-à-vis de la variation de la longueur.

Nous avons également procédé à la modélisation du comportement en force. Il a été
montré que ce dernier dépend à la fois des caractéristiques des objets manipulés et du
modèle tension-déplacement des actionneurs piézoélectrique utilisés. L’élaboration d’un
modèle intervalle a permis de borner les incertitudes paramétriques liées au changement
d’objet manipulé ou liées au modèle des actionneurs piézoélectriques eux-mêmes. Nous
avons ensuite proposé une méthode de synthèse d’un correcteur RST combiné avec les
outils de l’intervalle pour la force. La robustesse du correcteur dérivé est validée sur
différents objets manipulés.

Commande hybride d’une micropince piézoélectrique

La dernière partie de notre travail a consisté à réaliser d’abord une micropince à par-
tir de deux actionneurs piézoélectriques précedement dimensionnés. Cette micropince est
ensuite utilisée pour des tâches de prise-dépose d’objets ayant des caractéristiques dif-
férentes. Chaque actionneur de la micropince est commandée en position ou en force en
utilisant les techniques de commande proposées. Afin d’automatiser les tâches de prise
dépose, nous avons utilisé une représentation par système hybride pour décrire les opéra-
tions nécessaires et pour gérer chaque actionneur commandé. Les résultats obtenus ont
montré la robustesse des correcteurs synthétisés vis-à-vis des incertitudes paramétriques
des actionneurs et de perturbations, entre autres, vis à vis du couplage entre eux.

2. Perspectives

Bien que la modélisation et la commande par intervalles proposées dans cette thèse
permettent d’atteindre les performances requises pour réussir les tâches de micromani-
pulation et de micro-assemblage, des perspectives s’ouvrent dont trois à court terme.
La première consiste à prendre en compte les dynamiques hautes fréquences que nous
avons négligées. La seconde est liée à la sélection de correcteurs optimaux à partir d’un
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ensemble de correcteurs condidats. Enfin, la dernière perspective consiste à synthétiser
des correcteurs en utilisant l’analyse par intervalles pour le cas des systèmes intervalles
multivariables.

Intégration des dynamiques hautes fréquences

Lors de la modélisation des actionneurs piézoélectriques, les modes hautes fréquences
sont souvent négligés afin d’obtenir un modèle simplifié facilitant la tâche de conception
d’une loi de commande. Cependant, les dynamiques hautes fréquences négligées dans un
modèle peuvent parfois avoir une influence sur la stabilité et sur les performances voulues
en boucle fermée. Il serait donc intéressant de prendre en compte ces dynamiques négli-
gées lors de la modélisation et la commande [Bal78]. Les dynamiques hautes fréquences
sont souvent modélisées par la multiplication avec une fonction de transfert du modèle
nominal. Dans le cas des modèles intervalles, on pourrait avoir la forme suivante :

[G](p) = [G′](p)[Gd](p) (6.17)

où
– [G](p) est le modèle qui prend en compte les incertitudes paramétriques et les
dynamiques hautes fréquences ;

– [G′](p) est un transfert modélisant les incertitudes paramétriques ;
– et [Gd](p) représente la partie décrivant les dynamiques hautes fréquences.

Choix d’un correcteur optimal

Les approches de commande par intervalles proposées dans cette thèse conduisent à
la dérivation d’un ensemble de correcteurs assurant des performances robustes pour les
actionneurs piézoélectriques utilisés dans les applications de micromanipulation et de
micro-assemblage. Dans cette étude, les paramètres des correcteurs à implémenter ont
été choisis arbitrairement à l’intérieur d’un ensemble solution. Cette sélection arbitraire
de correcteurs pourrait ne pas être le choix optimal permettant d’assurer le meilleur
comportement (éviter par exemple le choix des correcteurs qui assurent des réponses
avec des sous-oscillations). Pour cela, il est intéressant d’avoir des critères sur lesquels
on déduit un correcteur optimal. L’utilisation des méthodes d’optimisation pourrait être
envisagée pour répondre à cela.

Commande par intervalles des systèmes multivariables
Au cours des travaux de cette thèse, nous avons traité le problème de synthèse de

correcteur par intervalles pour des systèmes monovariables à incertitudes paramétriques.
Néanmoins, beaucoup de systèmes de micromanipulation et de micro-assemblage déve-
loppés ou en cours de développement sont à plusieurs degrés de libertés couplés. C’est
pourquoi l’utilisation d’une matrice de transfert permettant une description plus pré-
cise du système est intéressante. À l’heure actuelle, il n’existe pas de méthodes traitant
la synthèse de correcteur pour un système intervalle multivariable. Cela reste donc un
champ ouvert .
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Annexe A

Normes

A.1 Notions de normes

Il est très utile d’avoir un paramètre donnant une mesure totale de la taille d’un
scalaire, d’un vecteur, d’une matrice, d’un signal ou d’un système. Ce paramètre est
appelé ‘norme’, notée ‖.‖. Par définition, une norme sur un espace vectoriel quelconque
E, est une fonction E→ R

+, donnée par :

v 7−→ ‖v‖

et elle possède les propriétés suivantes :

1. ∀v ∈ E, ‖v‖ ≥ 0

2. ‖v‖ = 0⇔ e = 0

3. ∀v, e ∈ E, ‖v + e‖ ≤ ‖v‖+ ‖e‖

4. ∀α ∈ C, ∀v ∈ E, ‖α.v‖ = |α| . ‖v‖

Selon la littérature, il existe plusieurs types de normes (normes elliptiques, normes
Frobenius, etc). Les normes principales couramment utilisées sont les normes naturelles
ou les normes-p notées ‖v‖p.

A.2 Norme d’un scalaire

Soit s ∈ C, alors :

∀p, ‖s‖p = ‖s‖ = |s| (A.1)

où la fonction |.| représente le module. elle devient la valeur absolue dans le cas des
nombres réels.
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A.3 Norme d’un vecteur

Soit v ∈ C
n, alors :

‖v‖p =





(
n∑

i=1
|v|p

)1/p
pour 1 ≤ p < +∞

max
i=1,...,n

(|vi|) pour p = +∞

(A.2)

En particulier, pour tout vecteur v = (v1, ..., vn) de R
n :

la norme-2 appelée aussi norme Euclidienne est définie par :

‖v‖2 =
(
vvT

) 1
2 =

√√√√
n∑

i=1

|v|2i (A.3)

la norme-∞ est donnée par :

‖v‖∞ = max
i=1,...,n

(|vi|) (A.4)

A.4 Norme d’un signal scalaire

Un signal scalaire, par exemple temporel défini sur [a, b], noté y(t) peut être repré-
senté par un vecteur de dimension infinie. La somme dans (A.2) est remplacée par une
intégrale à cause de la continuité du domaine [a, b]. On obtient ainsi la norme-p d’un
signal scalaire :

‖y(t)‖p =





(
+∞∫
0

|y(t)|pdt

)1/p
pour 1 ≤ p < +∞

sup
t
(|y(t)|) pour p = +∞

(A.5)

A.5 Norme d’un signal vectoriel

Soit y(t) un vecteur de signaux défini comme suit :

y(t) =




y1(t)
y2(t)
...
yn(t)



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Le calcul de la norme-p du vecteur de signaux y(t) est basé sur les normes-p de ses
éléments ‖yi(t)‖p. Cette norme-p notée ‖y(t)‖p est donnée par :

‖y(t)‖p =





(
n∑

i=1

(
‖yi(t)‖p

)p
)1/p

pour 1 ≤ p < +∞

max
i=1...n

(‖yi(t)‖∞) pour p = +∞

(A.6)

A.6 Norme d’une matrice

Pour toute matriceM ∈ C
n×n, sa norme notée ‖M‖ possède les propriétés suivantes :





∀M ∈ C
n×n, ‖M‖ ≥ 0

‖M‖ = 0⇔M = 0

∀α ∈ C, ∀M ∈ C
n×n, ‖α.M‖ = |α| . ‖M‖

∀M1,M2 ∈ C
n×n, ‖M1 +M2‖ ≤ ‖M1‖+ ‖M2‖

∀M1,M2 ∈ C
n×n, ‖M1.M2‖ ≤ ‖M1‖ . ‖M2‖

(A.7)

La norme matricielle peut être calculée à partir de normes naturelles de vecteurs et
est définie par la formule suivante :

‖M‖p = max
v 6=0

‖M.v‖p
‖v‖p

= max
‖v‖p=1

‖M.v‖p, ∀v ∈ C
n (A.8)

D’après la définition, le calcul de la norme matricielle semble compliqué à cause de
la nécessité de connâıtre tous les vecteur v ayant une norme-p unitaire.

En particulier, on peut définir :
La norme-2 ‖M‖2 = σ(M) =

√
λmax(M∗.M), où λmax est la plus grande valeur

propre de M∗.M .

La norme-H∞ est définie par : ‖M‖∞ = max
i=1...n

n∑
j=1
|mij | = max




n∑
j=1
|m1j |

n∑
j=1
|m2j |

...

n∑
j=1
|mnj |



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A.7 Normes des systèmes

Une loi de commande a généralement pour objectif d’assurer la stabilité et de ré-
pondre à certaines exigences relatives à la taille des signaux ou des matrices de transfert.
L’un des objectifs d’une loi de commande est de réduire l’impact des perturbations affec-
tant la commande ou la sortie sur le comportement du système, ou encore à minimiser
l’effet du bruit sur les mesures. Parfois, on souhaite aussi maintenir la puissance délivrée
par les actionneurs. Ces objectifs de performance peuvent être interprétés par le moyen
de normes de systèmes.

Soit un système monovariable stable ayant une fonction de transfert G(p) (Fig. A.1).
La transformée de Laplace G(p) notée g(t) représente la réponse impulsionnelle du sys-
tème.

G(p)
y(t)u

Figure A.1 – Système monovariable

La norme-2 du système G(p) peut être expliquée par l’énergie de la sortie du système
y(t) (l’énergie du signal g(t)) lorsque un signal de dirac est appliqué en entrée. D’après le
théorème de Parseval, on a ‖G(p)‖2 = ‖g(t)‖2. La norme ‖G(p)‖2 est finie si et seulement
si le système G(p) est strictement propre. Elle est définie par :

‖G(p)‖2 = ‖g(t)‖2 =

√√√√√
+∞∫

0

|g(t)|2dt =

√√√√√ 1

2.π
.

+∞∫

−∞

|G(jw)|2dw (A.9)

Contrairement à la norme-2 qui fournit le gain moyen du système, la norme-H∞ du
système G(p) mesure la valeur maximale de son module |G(jw)| lorsqu’on parcourt la
pulsation w (Fig. A.2). En d’autres termes, elle représente le plus grand facteur par
lequel le système amplifie tout signal sinusöıdal appliqué à son entrée. Elle est donnée
par :

‖G(p)‖∞ = sup
w≥0

|G(jw)| (A.10)

Dans le cas d’un système multivariable G(p), stable et ayant comme entrée u(t) et
sortie y(t), avec :

u(t) =




u1(t)

u2(t)
...

un(t)




; y(t) =




y1(t)

y2(t)
...

yn(t)




; G(p) =




G11(p) G11(p) · · ·

G11(p) G11(p) · · ·

...
...

. . .



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|G(p)|

w

|G(p)|| |
∞

Figure A.2 – Norme-H∞ graphiquement sur diagramme de Bode

La norme-2 est une généralisation de (A.9) du cas monovariable, et est :

‖G(p)‖2 =

√√√√√ 1

2.π
.

+∞∫

−∞

trace(G∗(jw).G(jw))dw (A.11)

De même que dans le cas monovariable, la norme ‖G(p)‖2 n’est finie que si G(p) est
strictement propre.

Dans le cas d’un système multivariable, la norme-H∞ d’un système multivariable
G(p) est définie d’une manière analogue en utilisant ces modules. Il se trouve que les
valeurs singulières σi(p) d’un système multivariable représentent ses modules. Il suffit
donc de s’exprimer la norme ‖G(p)‖∞ en fonction de ses valeurs singulières σi(jw), telles
que : σ(jw) ≥ σ2(jw) ≥ ... ≥ σn−1(jw) ≥ σ(jw) ≥ 0. Pour toute matrice de transfert
stable G(p), on définit :

‖G(p)‖∞ = sup
w≥0

(σ(jw)) (A.12)

où σ désigne la valeur singulière supérieure.
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Annexe B

Relations fondamentales de la

piézoélectricité

Les équations générales 1 couramment utilisées pour décrire le comportement linéaire
des matériaux piézoélectriques sont dérivées d’une manière directe en utilisant la loi de
Hook et deMaxwell. Lors de l’application d’un champ électrique ou d’une contrainte mé-
canique sur un matériau piézoélectrique selon une direction, des déformations ou des dé-
placements électriques apparaissent sur toutes les directions orthogonales. La convention
généralement utilisée consiste à définir un système d’axes Oxyz (ou O123) orthonormé
[IEE88] (Fig. B.1). Le matériau est polarisé selon l’axe Oz (ou 3) (axe de polarisation).
Les indices 1, 2 et 3 de la Fig. B.1 correspondent respectivement aux directions des axes
Ox, Oy et Oz pour les composantes normales et les indices 4, 5 et 6 aux plans yOz, xOz
et xOy pour les composantes tangentielles ou de cisaillement.

3(z)

2(y)

1(x)

P

6

4
5

Figure B.1 – Système d’axes pour les équations de fonctionnement piézoélectrique
[IEE88].

1. l’effet pyroélectrique n’est pas considéré dans ces relations fondamentales de la piézoélectricité.
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Un matériau piézoélectrique met en jeu les intéractions entre les phénomènes méca-
niques et électriques. D’après la loi de Hook définissant l’équation mécanique 2 commune
qui s’applique aux métaux et aux plastiques, on peut écrire [Lan90] :

Si = sijTj

Tj = cijSi
avec i, j = 1, ..., 6 (B.1)

où Si, Tj , sij et cij représentent respectivement les composants de la déformation,
de la contrainte, de la souplesse (compliance) et de la rigidité (constante élastique) du
matériau.

Quant aux propriétés électriques des matériaux piézoélectriques, la loi du compor-
tement reliant les composants de l’induction électrique (déplacement électrique) Dm

(m = 1, 2, 3) aux composants du champ électrique En (n = 1, 2, 3) est définie par les
relations suivantes [Uch00] :

Dm = ǫmnEn

En = βmnDm
avec m,n = {1, 2, 3} (B.2)

où ǫmn et βmn sont respectivement les composants de la constante diélectrique du
matériau (permittivité relative) et de l’impermittivité relative.

Par définition, l’effet piézoélectrique direct est l’apparition de charges électriques
sur les surfaces du matériau sous l’action de contrainte mécanique. Ceci est traduit par
une relation linéaire qui lie les composants de charge électrique Dm aux composants du
tenseur de contrainte Tj . L’effet piézoélectrique inverse est défini par une déformation
de la forme géométrique du matériau après l’application d’un champ électrique. Donc
les composants du tenseur de déformation Si sont proportionnels aux composants du
champ électrique En. On obtient ainsi les deux relations suivantes [Bri07] :

Dm = dmjTj

Si = dinEn
(B.3)

Les composants dmj et din (i, j = 1, ..., 6 ; m,n = {1, 2, 3}) constituent la matrice
de la constante piézoélectrique tel que dmj = dtin

3. Dans la suite, les indices i, j =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} et les indices m,n = {1, 2, 3}.

Dans un matériau piézoélectrique, les phénomènes électriques et mécaniques intéra-
gissent et sont connus sous le nom effets électromécaniques. Les relations fondamentales
décrivant la piézoélectricité sont obtenues en utilisant les équations précédentes (B.1),
(B.2) et (B.3) comme suit [Ike90] :

Si = sEijTj + dtmjEn

Dm = dmjTj + ǫTmnEn
(B.4)

La présence de la piézoélectricité modifie les constantes élastiques et de souplesse ainsi
que les permittivités et les impermitivités pour lesquelles il faut distinguer les modules
de rigidité et de souplesse à champ ou à induction constante (ou nulle) et également les

2. la relation linéaire entre la contrainte et la déformation.
3. t en exposant représente la transposée au sens matriciel.
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permittivités et les impermitivités à contrainte ou à déformation constante (ou nulle)
[Bri07]. L’exposant E (resp. T) dans (B.4) indique que les composantes de souplesse sij
(resp. permittivité ǫmn) sont mesurés ou calculés à champ électrique (resp. à contrainte)
constant ou nul.

En effet, l’équation (B.4) est une forme parmi quatre formes matricielles possibles
pour définir comment les variables mécaniques (contrainte Tj , déformation Si) et élec-
triques (déplacement Dm et champ électrique En) des matériaux piézoélectriques inté-
ragissent [Ber64]. Ces quatre formes sont résumées dans Tableau B.1 selon le couple de
variables choisies.

Table B.1 – Équations fondamentales de la piézoélectricité.

Couple de variables choisies Équation du comportement

(Tj ,En)
Si = sEijTj + dtmjEn

Dm = dmjTj + ǫTmnEn

(Tj ,Dm)
Si = sDijTj + gtmjDm

En = −gmjTj + βT
mnDm

(Si,En)
Tj = cEijSi − etmjEn

Dm = emjSi + ǫSmnEn

(Si,Dm)
Tj = cDijSi − htmjDm

En = −hmjSi + βS
mnDm

De façon similaire les exposants D (resp. S) dans le Tableau B.1 indiquent que la me-
sure des différentes grandeurs considérées (sij , cij , ǫmn et βmn) est effectuée à induction
électrique (resp. déformation) constante ou nulle.

Selon le Tableau B.1, trois types de coefficients interviennnent :
– coefficients purement électriques : les constantes diélectriques ǫTmn, ǫ

S
mn, β

T
mn, et

βS
mn,

– coefficients purement mécaniques : les composantes de la constante élastique et de
la souplesse sEij , s

D
ij , c

E
ij et c

D
ij ,

– coefficients mixtes traduisant le couplage entre les grandeurs électriques et les
grandeurs mécaniques : les matrices de constantes piézoélectriques dmj , gmj , emj

et hmj .

Remarque B.1. La connaissance des coefficients d’un seul couple de variables dans le
Tableau B.1 permet de déduire les coefficients des trois couples de variables restants.

Les cristaux piézoélectriciques tels que les PZT présentent une propriété de symé-
trie. Cette propriété conduit à des expressions simplifiées des coefficients mécaniques et
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diélectriques des équations électromécaniques (B.4). Voici un exemple de cristal piézo-
électrique de classe 6mm (système hexagonal) :




S1

S2

S3

S4

S5

S6



=




s11 s12 s13 0 0 0
s12 s11 s13 0 0 0
s13 s13 s13 0 0 0
0 0 0 s44 0 0
0 0 0 0 s44 0
0 0 0 0 0 2(s11 − s12)







T1

T2

T3

T4

T5

T6



−




0 0 d31
0 0 d31
0 0 d33
0 d15 0
d15 0 0
0 0 0







E1

E2

E3







D1

D2

D3


 =




0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d15 0 0
d31 d31 d33 0 0 0







T1

T2

T3

T4

T5

T6



−




ǫ11 0 0
0 ǫ11 0
0 0 ǫ33







E1

E2

E3




(B.5)



Annexe C

Résolution D-K itération

Les propriétés de la valeur singulière structurée permettent d’écrire l’inégalité sui-
vante :

∀w, µ∆′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ σ(D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D−1(jw)) (C.1)

où le multipleur D(jw, appelé matrice de scalage, est n’importe quelle matrice in-
versible qui commute avec toute matrice ∆′ élément de l’ensemble ∆′. Un problème plus
réaliste est donc le suivant :

Problème C.1. Déterminer un correcteur K(p) et une matrice D(jw) ∈ RH∞ tels
que :

1. D−1(jw) ∈ RH∞ commute avec toute matrice ∆′ élément de l’ensemble ∆′ ;

2. ∥∥D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D−1(jw)
∥∥
∞

< 1 (C.2)

La condition (C.2) assure que :

∀w, µ∆′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ σ(D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D−1(jw)) ≤ 1 (C.3)

La résolution du Problème C.1 par D-K itération [Doy85] [Zho96] se fait par une
minimisation alternative. Ceci consiste à chercher K(p) à D(p) fixé puis chercher D(p)
à K(p) fixé et ainsi de suite jusqu’à convergence. Lorsque D(p) est fixé, le problème se
réduit à un simple problème H∞ standard qui peut être résolu en utilisant l’algorithme
de Glover-Doyle (voir la Fig. C.1). L’algorithme de résolution du problème de µ-synthèse
par D-K itération est disponible sous Matlab sous la commande dkit de Robust Control
Toolbox.
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D(p) D  (p)-1
P(p)

C(p)
um

v

i

j

o

P (p)D

Figure C.1 – Problème H∞ standard.
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et commande optimale. Cépadues−Editions, France 1999.

[Ala99b] D. Alazard, C. Cumer, P. Apkarian, M. Gauvrit, and G. Ferreres. Robustesse
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[Bur93] K. Burg, H. Haf, and F. Wille. Höhere mathematik für ingenieure, band 3.
3. Auflage. B. G. Teubner, pages 237–244, 1993.

[Cam00] S. Cambier and G. Coffignal. Approche probabiliste pour la prise en compte
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4.12 Ensemble solution des paramètres du correcteur assurant les performances. 99
4.13 Résultats expérimentaux obtenus avec les deux correcteurs (4.35). a :

résultats avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : résultats avec la
poutre de longueur L = 14 mm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.14 Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre de longueur
L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm. . . . . . . . . . . . . . . 101

4.15 Erreur de suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre
de longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm. . . . . . . . 101
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4.26 Problème de la synthèse robuste. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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6.2 Photographie d’unimorphes piézoélectriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
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prototype de notre micropince piézoélectrique. . . . . . . . . . . . . . . . . 150
6.4 a : micropince modélisée par un système multivariable. b : micropince
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de force. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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Résumé

Les systèmes micromécatroniques intègrent dans un volume très réduit des fonc-
tions de natures différentes (électrique, mécanique, thermique, magnétique ou encore
optique). Ces systèmes sont des produits finaux ou sont intégrés dans des systèmes de
taille macroscopique. La tendance à la miniaturisation et à la complexité des fonctions
à réaliser conduit à des microsystèmes en trois dimensions et constitués de composants
provenant de processus de (micro)fabrication parfois incompatibles. L’assemblage micro-
botique est une réponse aux challenges de leur réalisation. Pour assurer les opérations
d’assemblage avec des précisions et des résolutions élevées, des capteurs adaptés au mi-
cromonde et des outils particuliers de manipulation doivent être utilisés. Les éléments
principaux constituants les systèmes de micromanipulation sont les micro-actionneurs.
Ces derniers sont souvent faits à base de matériaux actifs parmi lesquels les matériaux
piézoélectriques. Les actionneurs piézoélectriques sont caractérisés par leur très haute
résolution (souvent nanométrique), leur grande bande-passante (plus du kHz pour cer-
tains micro-actionneurs) et leur grande densité de force. Tout ceci en fait des actionneurs
particulièrement intéressants pour le micro-assemblage et la micromanipulation. Cepen-
dant, ces actionneurs présentent, en plus de leur comportement non-linéaire, une forte
dépendance à l’environnement et aux tâches considérées. De plus, ces tâches de micro-
manipulation et de micro-assemblage sont confrontées à un manque de capteurs précis
et compatibles avec les dimensions du micromonde. Ceci engendre des incertitudes sur
les paramètres du modèle élaboré lors de l’identification. En présence du verrou techno-
logique lié à la réalisation des capteurs et des propriétés complexes des actionneurs, il est
difficile d’obtenir les performances de haut niveau requises pour réussir les tâches de mi-
cromanipulation et de micro-assemblage. C’est notamment la mise au point d’outils de
commande convenables qui permet d’atteindre les niveaux de précision et de résolution
nécessaires.

Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans ce cadre. Afin de réussir les tâches de
micromanipulation et de micro-assemblage, plusieures méthodes de commande prenant
en compte des incertitudes liées au modèle, comme les approches de commande robustes
de type H-inf ont déjà été utilisées pour commander les actionneurs piézoélectriques.
L’un des inconvénients majeurs de ces méthodes est la dérivation de régulateurs d’ordre
élevé qui sont coûteux en calcul et peuvent difficilement être embarqués dans les mi-
crosystèmes. Afin de prendre en compte les incertitudes paramétriques des modèles des
systèmes à commander, nous proposons une solution alternative basée sur l’utilisation
du calcul par intervalles. Ces techniques du calcul par intervalles sont combinées avec
les outils de l’automatique pour modéliser et commander les microsystèmes. Nous cher-
cherons également à montrer que l’utilisation de ces techniques permet d’associer la
robustesse et la simplicité des correcteurs dérivés



Abstract

Micromechatronic systems integrate in a very small volume functions with different
natures. The trend towards miniaturization and complexity of functions to achieve leads
to 3-dimensional microsystems. These 3-dimensional systems are formed by microrobo-
tic assembly of various microfabricated and incompatible components. To achieve the
assembly operations with high accuracy and high resolution, adapted sensors for the
microworld and special tools for the manipulation are required. The microactuators are
the main elements that constitute the micromanipulation systems. These actuators are
often based on smart materials, in particular piezoelectric materials. The piezoelectric
materials are characterized by their high resolution (nanometric), large bandwidth (more
than kHz) and high force density. This why the piezoelectric actuators are widely used
in the micromanipulation and microassembly tasks. However, the behavior of the pie-
zoelectric actuators is non-linear and very sensitive to the environment. Moreover, the
developpment of the micromanipulation and the microassembly tasks is limited by the
lack of precise and compatible sensors with the microworld dimensions. In the presence
of the difficulties related to the sensors realization and the complex characteristics of
the actuators, it is difficult to obtain the required performances for the micromanipula-
tion and the microassembly tasks. For that, it is necessary to develop a specific control
approach that achieves the wanted accuracy and resolution.

The works in this thesis deal with this problematic. In order to success the micro-
manipulation and the microassembly tasks, robust control approaches such as H∞ have
already been tested to control the piezoelectric actuators. However, the main drawbacks
of these methods is the derivation of high order controllers. In the case of embedded mi-
crosystems, these high order controllers are time consuming which limit their embedding
possibilities. To address this problem, we propose in our work an alternative solution
to model and control the microsystems by combining the interval techniques with the
automatic tools. We will also seek to show that the use of these techniques allows to
derive robust and low-order controllers.


