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Introduction

Cette theése a été suscitée par une collaboration entre le laboratoire de Résonance Magné-
tique en Biologie et Médecine et 1’équipe d’Analyse Numérique et Mécanique de 'TRMAR
(Institut de Recherche Mathématique de Rennes, UMR 6625) de I'Université de Rennes 1.
Ce travail s’inscrit dans le cadre du Groupement d’Intérét Scientifique (GIS) Biomatériaux
Métalliques créé par I’Université de Rennes 1.

L’imagerie par résonance magnétique nucléaire (IRM) est une technique d’imagerie médicale
permettant d’obtenir, de facon non-invasive et inoffensive, des images du corps humain,
bidimensionnelles ou tridimensionnelles, et de trés bonne qualité.

L’IRM utilise le fait que certains noyaux (en pratique, on s’intéresse surtout au noyau
d’hydrogeéne en raison de sa trés grande abondance dans les tissus biologiques) possédent
un moment magnétique. La résonance magnétique nucléaire (RMN) consiste a détecter les
variations du moment magnétique macroscopique (encore appelé aimantation) dans une
substance sous ’action d’un champ magnétique statique et d’une onde électromagnétique
de fréquence appropriée. Ces variations du moment magnétique macroscopique sont a
l'origine d’un signal, le signal RMN, qui correctement interprété (a ’aide d’une transfor-
mation de Fourier) fournit des informations sur la substance étudiée.

Pour pouvoir obtenir une image d’un échantillon, il faut étre en mesure de relier les infor-
mations obtenues en analysant le signal et la position correspondante dans 1’échantillon.
A T'origine du ”codage spatial” du signal se trouve la relation de Larmor (voir la formule
(5.1)) qui lie la fréquence du signal RMN au champ magnétique statique appliqué dans
I’échantillon. Ainsi, en utilisant un champ magnétique qui varie d’un point a 'autre de
Iéchantillon d’une fagon prédéterminée (de manieére linéaire), on crée une dépendance en-
tre la fréquence et la phase du signal RMN d’une part et la position dans (une coupe de) cet
échantillon d’autre part (cette relation est appelée relation espace-fréquence). En décodant
le signal (par une double transformation de Fourier), on pourra associer a chaque point un
certain nombre de parametres caractéristiques de 1’échantillon (densité de protons, temps
de relaxation, ...) et obtenir une image.

Comme on le congoit aisément, toute perturbation du champ magnétique va entrainer une
perturbation de la relation espace-fréquence et donc un mauvais codage du signal. L’image
obtenue ne sera alors pas conforme a I’échantillon. Une telle perturbation de I'image est
appelée artefact (ou artéfact).

Il est d’usage de distinguer les sources de perturbations du champ magnétique qui sont in-
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trinséques au systeme d’imagerie et celles qui sont liées a la présence du patient. Plusieurs
techniques sont utilisées pour corriger les artefacts (dits artefacts de champ magnétique) in-
troduits par des inhomogénéités du champ magnétique dues aux imperfections des aimants.
On peut effectuer une correction passive a ’aide de plaques ferromagnétiques judicieuse-
ment disposées (voir [1] par exemple). On a aussi recours a 'utilisation de techniques de
post-traitement d’image qui tiennent compte de telles inhomogénéités (voir [64], [88] par
exemple).

Parmi les sources de perturbations du champ magnétique qui sont liées a la présence du
patient, la plus importante est la présence d’objets métalliques implantés (clips chirur-
gicaux, protheéses dentaires, protheses articulaires, vis ou plaques orthopédiques, ...).
Ces objets sont la source d’un champ magnétique induit qui vient s’ajouter aux champs
magnétiques utilisés dans le processus de codage de 'image. Il en résulte une perturbation
locale de I"image au voisinage de 'implant, caractérisée par une expansion ou une com-
pression de 'image associées a une modification de I'intensité des pixels. Lorsque la région
d’intérét inclut ces implants ou est au voisinage de ceux-ci, l'interprétation de 'image et
par conséquent le diagnostic médical, est impossible. Ces artefacts sont appelés artefacts
de susceptibilité magnétique. Des différences importantes de susceptibilité magnétique en-
tre deux tissus peuvent également générer de tels artefacts. De telles variations existent
par exemple aux interfaces air-tissu (sinus, fosses nasales, poumons ...). De méme, des
particules ferromagnétiques dispersées (souvent associées a des pathologies au niveau du
foie ou du cerveau) peuvent engendrer des artefacts de susceptibilité magnétique (voir [63]
par exemple). Enfin, avec le développement actuel de la chirurgie assistée par IRM, se
pose le probleme des artefacts de susceptibilité magnétique liés & I'utilisation d’instruments
chirurgicaux métalliques.

Aucune solution satisfaisante ne permet actuellement de corriger les artefacts de suscepti-
bilité magnétique. La différence essentielle entre les artefacts de susceptibilité magnétique
et les artefacts de champ magnétique est que les perturbations du champ magnétique, liées
a la présence du patient, varient d’une expérience a ’autre. Leur prise en compte est donc
beaucoup plus difficile.

L’objectif de ce travail est de proposer un certain nombre d’éléments permettant d’envisager
la mise en ceuvre de techniques de correction ou d’atténuation des artefacts de suscepti-
bilité magnétique. Deux problemes ont retenus notre attention. D’une part, il semble
essentiel d’étre en mesure de calculer de maniére trés précise les perturbations du champ
magnétique engendrées par I'implant métallique, c’est a dire calculer le champ magnétique
induit par un objet métallique placé dans les conditions d’une expérience d’IRM. Il s’agit
la d’un probleme de magnétostatique. L’étude de ce probleme constitue la premiére par-
tie de la these. D’autre part, il est tout aussi important de préciser de quelle maniere
des perturbations du champ magnétique statique sont responsables d’une perturbation de
I'image. L’étude de ce probleme constitue la seconde partie de la these.

L’étude de ces deux problemes n’est pas en soi nouvelle. Les problemes de magnétostatique
sont trés bien traités tant dans leurs aspects physiques [37] que théoriques [32] dans la
littérature et la mise en ceuvre de méthodes de calcul numérique fait I’objet de nombreuses
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publications (voir par exemple la revue spécialisée IFEE Transactions on Magnetics).
I’étude que nous avons consacrée au probleme de la magnétostatique est justifiée par le
fait qu’il nous a paru étre important de mettre en ceuvre une méthode numeérique bien
adaptée a notre probleme plutot que d’utiliser des codes de calcul en électromagnétisme
plus généraux et donc moins efficaces pour traiter ce probléeme. Le calcul du champ
magnétique induit n’est en effet qu’une étape dans I’étude des artefacts. Dans le cadre d’un
logiciel de simulation des artefacts par exemple, le code de calcul du champ magnétique
induit doit étre associé a un algorithme de reconstruction de I’artefact. Le calcul du champ
magnétique doit en particulier étre précis et rapide.

De méme un certain nombre de travaux ont été consacré a I’étude des artefacts de sus-
ceptibilité magnétique [14], [68], [41], [81] et des méthodes de simulations de ces artefacts
ont été proposées. Nous avons cherché a généraliser ces travaux (les seules géométries
considérées pour l'implant étaient la sphere et le cylindre) et & fournir une modélisation
mathématique précise. Cette modélisation a permis d’obtenir un algorithme permettant
la simulation numérique des artefacts de susceptibilité magnétique.

Les perspectives d’un tel travail pour le traitement des artefacts de susceptibilité magné-
tique sont variées. Un premiere solution au probleme des artefacts de susceptibilité
magnétique réside dans 'utilisation de nouveaux implants et matériel médical dont les
formes et les matériaux sont adaptés afin de limiter les perturbations des champs magné-
tiques utilisés en IRM. Le développement de tels implants suppose aujourd’hui de nom-
breux essais en imagerie, longs et coiteux, dont le nombre pourrait étre réduit par sim-
ulation numérique sur ordinateur. Le logiciel de simulation des artefacts que nous avons
développé a partir de notre étude est & méme de remplir cette tdche. Connaissant la
géométrie et les propriétés magnétiques de 'implant, nous pouvons simuler les artefacts
engendrés par les deux séquences d’imagerie IRM de base que sont la séquence Spin—Echo
et la séquence Echo de Gradient. D’autre part la possibilité de calculer rapidement le
champ magnétique induit par un implant de géométrie quelconque permet d’envisager la
mise en ceuvre d’une technique de post-traitement d’image qui tiendrait compte des per-
turbations du processus de codage de I'image dues a U'implant, a l'instar de ce qui existe
pour les artefacts de champ magnétique.

Ce document comporte deux parties. Dans la premiere partie nous abordons 1’étude du
probleme de la magnétostatique. La seconde partie est consacrée a la modélisation des
artefacts de susceptibilité magnétique.

Le chapitre 1 est consacré a ’étude du probléme de magnétostatique suivant: soit un im-
plant métallique pararnagnéti(pg> occupant un domaine Q de R? et soumis a une_ induction
magnétique statique constante Bg; calculer 'induction magnétique secondaire B’ solution

de
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rot B’ = 0 dans Q et R\ Q,
div B’ = 0 dans R3,
1 1

[——?’ A W] = [—] (E; AT) a travers Of).
p p

Ce probleme est un probléme classique de magnétostatique due & des courants de surface
(fictifs dans notre cas). Un tel probléeme est étudié par exemple dans Dautray — Lions [32].

Cette formulation du probleme est toutefois mal adaptée & une résolution numérique.
Nous introduisons le potentiel magnétique scalaire. Ce nouveau probleme est étudié au
chapitre 2. Tl s’agit d’un probléme de Laplace dans R® avec une condition d’interface. Ce
probléme peut se formuler ainsi: trouver ¢ € W(R?) tel que

A¢ = 0 dans €,
= 0 dans R\ Q,

—
M -7 A travers 99.

Ag
]
n
Nous montrons que la formulation variationnelle obtenue possede des analogies avec la for-
mulation variationnelle pour un probléme de thermoconduction dans un solide rigide. Ces
analogies nous permettent de résoudre ce probleme a I'aide du code éléments finis Modulef
(en ayant recours a la bibliotheque d’éléments finis de thermique). Pour pouvoir utiliser
la méthode des éléments finis, le domaine extérieur est tronqué. Nous utilisons les pro-
priétés du potentiel magnétique scalaire pour établir une condition aux limites d’ordre 1
sur la frontiere artificielle. Cette condition aux limites est légerement différente des condi-
tions aux limites usuelles pour le probleme de Laplace (voir Bayliss, Gunzburger et Turkel
[13]) et procure une précision intermédiaire entre les précisions qui sont obtenues avec les
conditions standard d’ordre 1 et 2. Nous abordons ensuite I’approximation par éléments
finis et proposons une stratégie de maillage dérivant de celle proposée par Goldstein [48]
permettant d’obtenir des estimations d’erreur optimales.

Nous discutons les avantages et les inconvénients de cette approche du probleme. Il s’avere
que pour une utilisation conjointe avec un code de simulation des artefacts cette méthode
numérique n’est pas trés bien adaptée. Le chapitre 3 est consacrée & 1’étude d’une for-
mulation intégrale pour l'induction magnétique secondaire. On montre que 'induction
magnétique secondaire admet la représentation intégrale suivante:

Bl@) = uoM + Z—;/fm (ﬁ - g) T (y) ds(y) Vo e Q,
Fle) = Z—;/AQ (ﬁ%) 7 (y) ds(y) Ve € R\ Q.

Dans la situation qui nous intéresse,l_e> domaine Q est un milieu paramagnétique. Nous
faisons I’hypothese que aimantation M y est constante et connue. Le calcul de Iinduction
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magnétique secondaire se rameéne donc au calcul de l'intégrale surfacique. Lorsque la
surface ¥ de I'implant est formée (ou possede) des faces planes, I'intégrale peut étre calculée
de maniére exacte (sans recourir & une formule de quadrature). Par contre, lorsque la
surface Y possede des portions non planes, un calcul analytique de l'intégrale sur ces
portions n’est plus envisageable.

Le chapitre 5 est consacré a la présentation d’une méthode de calcul numérique qui s’inspire
des travaux de K.E. Atkinson et D. Chien (voir [6], [8]) développés dans le cadre des
méthodes de collocation pour résoudre des équations intégrales de surface. Une étude
détaillée de 'estimation d’erreur est effectuée et une attention particuliere est portée a
I’étude du comportement quasi-singulier de 'intégrale. En pratique, les deux méthodes
de calcul de I'intégrale sont utilisées conjointement.

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude du processus de création des artefacts. Un
premier chapitre est consacré a la présentation de la résonance magnétique nucléaire et a
la résolution des équations de Bloch décrivant le comportement du moment magnétique
macroscopique soumis a des champs magnétiques.

Dans le second chapitre nous présentons une modélisation mathématique du procédé de
codage de I'image en IRM.

Au troisieme chapitre, nous considérons a nouveau la modélisation effectuée afin de prendre
en compte I'existence d’un champ magnétique perturbateur (situation qui se présente en
présence d’un implant métallique). Nous obtenons un algorithme permettant la simulation
des artefacts de susceptibilité magnétique. La mise en ceuvre de cet algorithme est discutée.
Une analyse détaillée du processus de création des artefacts, s’appuyant sur le modele
obtenu, est également réalisée.

Le dernier chapitre est consacré aux présentations du code de simulation des artefacts et
des résultats numeériques.
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Chapitre 1

Présentation du probleme

1.1 Les Equations de I’électromagnétisme

1.1.1 Les équations de Maxwell pour les milieux continus

En reglmgstatlonnalre les phénomenes électromagnétiques sont décrits a ’aide de quatre
champs £, H, D et B deﬁms sur ’espace RB et a valeurs vectorielles dans R3. E est
appelé champ electrzque " champ magnétique, D déplacement électrique et B induction
magnétique.

Ces champs sont B}eliés a deux autres grandeurs, p la densité de charge définie sur R® &
valeurs dans R et j la densilé de courant définie de R® & valeurs dans R, par les équations
de Maxwell:

ot B = 0, (7)
rot H = 7, (i)
(1.1)
ﬁ.
divD = p, (i11)
divE = 0. (iv)

Dans tout milieu ou ont lieu des phenomenei) électromagnétiques on définit deux champs
supplémentaires, P vecteur polarisation et M vecteur aimantation, tels que:

—

D=ck+ P, (1.2)
1

H=—B-M, (1.3)
Ho

olt g = 4 © 10~7 H/m est la perméabilité magnétique du vide et g = ﬁ 1072 F/m

est la permittivité électrique du vide.
Les équations (1.1) doivent étre considérées au sens des distributions dans R®. Elles sont

valables aus51 bien au niveau microscopique qu’au niveau macroscopique. La densité de
courant ] et la densité de charges p représentent ’ensemble des courants et charges

13
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électriques présents; ceux-ci peuvent étre a support volumique, surfacique, voir linéique
ou ponctuel. En prenant la divergence de ’équation (1.1-ii), on obtient

divy = 0. (1.4)

Cette relation exprime, en régime stationnaire, la conservation des charges électriques.
Elle est appelée équation de continuité.

Les equatlonsil 1) forment un systéme de huit équations ou seize inconnues apparaissent
(E H, D, B, j,p). Pour aboutir & des problemes mathématiquement bien posés, le
nombre d’ equations est insuffisant. On ajoute des équations dites relations constitutives,
encore appelées lois de comportement, que 1’on obtient par des considérations physiques
et qui décrivent les propriétés électromagnétiques des matériaux.

1.1.2 Lois de comportement
La loi d’Ohm

Dans certaines applications, la densité de courant 7 qui provient du déplacement de
(:hargei> dans les milieux est inconnue. Une loi de comportement caractérisant les relations
entre j et le champ ele_c}tromagneth_ue est introduite. Pour un milieu isotrope conducteur,
la densité de courant j dépend du champ électrique E selon la loi ([37], [60])

- =

T =0(E)E. (1.5)

—
Si le milieu est hneaure conducteur, la loi donne la densité de courant j comme une
fonction linéaire de E

— —

j =0 FE, (1.6)

ou o est une constante positive caractéristique du milieu, appelée conductivité électrique.

La loi de polarisation

Pour un milieu diélectrique isotrope le vecteur polarisation est 1ié au champ électrique E
par la relation ([37], [60])

— —_ =

P =cox.(E) E. (1.7)
ol Y. est la susceptibilité électrique du milieu qui dans le cas de diélectriques isotropes
linéaires (on parle de diélectriques parfaits) est une constante.

La loi de magnétisation

Les propriétés magnétiques des miliglx isotropes Igagnétigues sont décrits de fagon con-
venable en reliant la magnétisation M a sa source B (ou H ) par une relation de la forme
(1371, [60])

— — . =

M=XB) B. (1.8)
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—
Pour les milieux magnétiques parfaits (isotropes linéaires) A est constant et M est pro-
portionnel a B. Dans ce cas le coefficient A est souvent mis sous la forme

A= —— (1.9)

ou u est la perméabilité magnétique du milieu (et g celle du vide). On caractérise souvent
une substance par sa susceptibilité magnétique

Xm=p A= 1 (1.10)
to
Pour les milieux magnétiques parfaits on a alors la relation
— —
M=y, H. (1.11)

Nous aurons l'occasion de revenir sur les propriétés magnétiques des matériaux qui inter-
viennent de facon essentielle dans notre étude.

1.1.3 Conditions de transmission

Considérons dans l’espace deux milieux continus occupant des domaines 2y et fg en
contact sur une partie réguliere ¥ de leur frontiere. On suppose les champs £ JH D
et B réguliers dans chacun des deux milieux et appartenant localement & L2(R?)3. Ces
champs peuvent présenter des discontinuités a la surface de séparation des deux milieux.
Soit ]g une densité surfacique de courant et py une densité surfacique de charge électrique
localisées sur Iinterface ¥. On note 7 la normale & la surface ¥ dirigée de € vers Q.
Les équations (1.1) ont un sens dans le cadre classique (de la dérivation) a U'intérieur de
chacun des deux milieux, a ’exclusion de 'interface ¥. Les conditions de transmission a
travers X sont (voir [32], Ch. 1, p. 77 et p. 84):

(H AT = —Js, (i)
s W (112
[EAT] = 0, (iii)
D-7] = ps, (iv)

ou [u] désigne le saut de la quantité u a travers ¥ qui est défini par

[u] = ujq, — u)q, (1.13)

ol u|g, et ujg, sont les valeurs prises par u de part et d’autre de ¥, respectivement dans
les milieux €24 et 29,
u,(z) = lim u(¢) z € L. (1.14)

(—z
CeQ;

Ces relations tradulsent la continuité de la composante normale de B et dela composante
tangentielle de E a la surface de séparation entre les deux milieux. Elles fournissent
egalement le saut réalisé par la composante tangentielle de H et par la composante normale

deD
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1.2 Propriétés magnétiques de la matiere

1.2.1 Aimantation induite

Les propriétés magnétiques de la plupart des corps ne se manifestent que lorsqu’ils sont
placés dans une région de ’espace ou régne un champ magnétique. Ils acquierent alors
une aimantation que 'on dit induite et qui va influencer ce dernier.

A Téchelle macroscopique, on modélise le phénomene en supposant que tout élément de
volume d’un matériau posseéde un moment magnétique dipolaire (un dipole magnétique
est une boucle de courant de taille trées inférieure aux distances d’observation; le moment
magnétique dipolaire est le moment magnétique engendré par une telle boucle). On carac-
térise alors le phénomene d’aimantation par une dglsité volumique de moment dipolaire,
le vecteur aimantation (ou encore aimgtation) M. Ce vecteur aimantation s’exprime
en Ampére par métre. L’aimantation M acquise par la matiére est fonction du champ
magnétique total. Le lien entre ces deux grandeurs est caractéristique du matériau et de
I’état dans lequel il se trouve (température, pression, etc).

1.2.2 Origine du magnétisme de la matiére

Les propriétés magnétiques de la matiere dépendent au niveau microscopique de ses consti-
tuant atomiques, électrons et noyaux, particules chargées en mouvement. Dans le modele
simplifié de I’atome, les électrons décrivent des orbites circulaires autour du noyau et sont
en méme temps animés d’un mouvement de rotation intrinseque. D’autre part, le noyau
lui-méme est animé d’un mouvement de rotation intrinseque. Les mouvements de ces
particules ont des effets assimilables & de petites boucles de courant de dimensions mi-
croscopiques. Ainsi, chaque atome est caractérisé par un moment magnétique qui est la
superposition du moment magnétique nucléaire et des moments magnétiques des électrons.
Le vecteur aimantation a 1’échelle macroscopique est obtenu en effectuant une moyenne
de ces moments magnétiques atomiques (voir [60] p. 103 - 107).

1.2.3 Classification des milieux aimantés
Classification

On classifie les milieux en fonction de leur comportement dans un champ magnétique. Les
grandes lignes de la classification sont les suivantes:

A. les atomes en ’absence de champ ne possédent pas de moment magnétique individuel
(moment magnétique nucléaire et moment d’origine électronique se compensent): il
apparait alors le phénomeéne de diamagnétisme;

B. les atomes en ’absence de champ possédent un moment magnétique individuel: le
phénomene de diamagnétisme a toujours lieu mais il est masqué par des phénomenes
plus important donnant lieu aux cas suivants:

— les moments magnétiques atomiques n’exercent pas d’interaction les uns sur les
autres: c’est le paramagnétisme;
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— les moments magnétiques atomiques ezxercent des interactions les uns sur les
autres: cela donne lieu au ferromagnétisme.

Suivant le cas, un milieu est dit diamagnétique, paramagnétique ou ferromagnétique.

Le diamagnétisme

Un atome est formé d’électrons tournant sur eux-méme et tournant autour du noyau sur
des orbites quantifiées. Un champ magnétique quelconque perturbera toujours leurs mou-
vements en vertu de la force d’Ampere appliquée aux charges en mouvement. Cette per-
turbation fait apparaitre une aimantation. Ce phénomene porte le nom de diamagnétisme.
Tous les corps sont diamagnétiques puisque tous les corps posseédent des atomes. Le mo-
ment diamagnétique est toujours tres faible, méme dans les champs intenses et n’existe
que pendant ’application du champ.

L’expérience vérifie que le moment diamagnétique est proportionnel au champ magnétique
appliqué. Il en est de méme du vecteur aimantation. La loi de comportement magnétique
pour les milieux diamagnétiques s’écrit

— —
M=x,H. (1.15)

Ainsi que nous ’avons déja vu, le coefficient y,, porte le nom de susceptibilité magnétique;
c’est un nombre négatif sans dimension de l'ordre de —107* & —1076.

Le paramagnétisme

Si les atomes contenus dans la matiére considérée possédent un ou plusieurs électrons
célibataires sur leurs couches périphériques, ils posseédent un moment magnétique indi-
viduel. Chaque atome est un petit aimant permanent. Si la distance entre deux moments
voisins est suffisamment grande (nettement supérieure au double du rayon de 'orbite
décrite par I’électron célibataire, par exemple), ces moments n’interagissent pas de fagon
significative. Il en résulte que les atomes sont livrés a 'agitation thermique seule et pren-
nent, par conséquent, une répartition statistique uniforme dans toutes les directions de
I’espace; le moment résultant est nul et la substance ne porte aucune trace d’aimantation.
Mais si I’échantillon est soumis a un champ magnétique, chaque moment va avoir ten-
dance a s’aligner le long de la ligne de champ passant par le point ou il se trouve et un
moment magnétique résultant apparait. Il s’établit un compromis entre ’action du champ
magnétique et 'agitation thermique.

L’expérience montre que le moment magnétique pris par ’échantillon de matiere est pro-
portionnel au champ magnétique appliqué. Il en est de méme du vecteur aimantation. La
loi de comportement magnétique pour les milieux paramagnétique est de la méme forme
que celle des milieux diamagnétiques

— —
M=, H. (1.16)

Toutefois, pour les paramagnétiques le coefficient y,,, toujours appelé susceptibilité magné-
tique, est un nombre posilif variant de 107 & 1073, De plus, la susceptibilité magnétique
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Xm diminue pour un paramagnétique quand la température augmente selon la loi de Curie-
Weiss. De méme que pour le diamagnétisme, le paramagnétisme disparait lorsque le champ
magnétique cesse d’étre appliqué.

Le ferromagnétisme

A T’état solide, cristallisé, des forces d’origine électronique, les forces magnéto-cristallines
peuvent, dans certains cas, créer une aimantation cohérente a l'intérieur d’un tres petit
domaine, appelé domaine de Weiss. L’intensité de ces forces magnéto-cristallines dépend
de la distance entre les atomes ayant des moments magnétiques individuels (liés a la
présence d’électrons célibataires). Si cette distance est approximativement le double du
rayon de l'orbite décrite par 1’électron célibataire les moments magnétiques atomiques
interagissent: une aimantation tres importante peut apparaitre. Ce phénomene est appelé
ferromagnétisme. La loi de comportement de I’aimantation est alors non-linéaire.

1.3 Modélisation du probléme

1.3.1 Formulation du probléme

Considérons dans I’espace plusieurs milieux continus occupant des domaines ;,¢ = 1---N.
1l s’agit par exemple d’implants ou de cavités a l'intérieur de tissus biologiques, voir la
figure 1.1.

Implant métallique
Os

Q 5 Air
g Cavité

Figure 1.1: situation envisagée.

On note, Vi,j =1,---, N, 1 # j, ¥;; la frontiere commune a Q; et Q; et 7;; la normale
a cette surface dirigée de §; vers ;. On désigne par j; (respectivgnent pi) les densités
volumiques de courant (respectivement de charge) dans €2; et par j s, (respectivement
ps;,) les densités surfaciques de courant (respectivement de charge) sur ;.
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Les champs électromagnétiques sont solutions des équations de Maxwell

ot E = 0 dans R3, (7)
rot H = j; dans chaque milieu ;, i =1,---, N, (i1)
(1.17)
divD = p;  dans chaque milieu Q;, i =1,---, N, (i)
divB = 0 dans R3. (iv)

Lesgropriétés électromagnétiques de chaque milieu sont décrites a 1’aide des champs P
et M reliés aux précédents par les relations (1.2) et (1.3). Le vecteur polarisation et
le vecteur aimantation vérifient, si 'on suppose les milieux isotropes linéaires, les lois de
comportement (1.7) et (1.8). La densité volumique de courant est liée au champ électrique
par la loi d’Ohm (1.5). Les conditions a l'interface ¥;; entre deux milieux §; et ©; sont

- —
[HATR] = — D (1.18)
—_

1.3.2 Hypotheses simplificatrices

Dans notre étude nous nous intéressons aux artefacts (brouillage de I'image) qui appa-
raissent sur les clichés IRM lorsqu’un implant métallique est présent dans 1’échantillon
étudié. Nous envisageons donc la situation suivante: un (ou plusieurs) objet métallique
aux propriétés physiques connues et de géométrie donnée se trouve a l'intérieur de tissus
biologiques; I’ensemble est soumis aux champs magnétiques utilisés lors d’une expérience
IRM. Des considérations physiques vont nous permettre de préciser et de simplifier le
modele mathématique donné par les équations de Maxwell. Outre I’hypothese que les
phénomenes étudiés sont indépendants du temps (statique), nous faisons les hypothéses
suivantes:

— Nous négligeons tous les phénomenes électromagnétiques ayant pour origine le milieu
biologique. Cela signifie que nous négligeons les champs électriques et magnétiques
ayant pour origine le milieu biologique (activité neuronale, etc). Nous supposons
aussi qu’il n’existe ni courant ni charge a l'intérieur des milieux, ni aux surfaces de
séparation de ces milieux.

— Parmi les différents champs électromagnétiques utilisés au cours d’une expérience
IRM (voir la seconde partie i}e ce document) nous ne prendrons en compte que le
champ magnétique principal By. Nous négligerons les gradi_e)nts de champ magnétique:
ceux-ci ont une intensité 1% fois plus faible que le champ By. Nous négligerons aussi
le champ radio-fréquence Bj.

— Enfin nous supposerons que U'implant métallique est de type paramagnétique. Cette
hypothése nous assure une loi de comportement magnétique linéaire. Elle se justifie
par le fait que 'IRM présente des risques pour des patients ayant des implants de
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type ferromagnétique [77]. Ils en sont donc systématiquement exclus. Le risque
principal est que I'implant de type ferromagnétique se déplace sous l'effet des forces
électromagnétiques occasionnant des lésions. Les implants de type diamagnétique
quant & eux ne perturbent pas de facon significative 'image.

Signalons que I’hypothése consistant a négliger le champ électromagnétique E} ne se justifie
vraiment qu’a posteriori: on s’apercoit que les images des artefacts obtenus avec ce cadre
d’hypotheses par simulation numérique sont tres proches de celle obtenues par 'imageur.
Toutefois, il est mentionné dans la littérature [16] des situations ou les artef_a}cts ne s’ex-
pliquent qu’en considérant des perturbations du champ électromagnétique By. Ils s’agit
d’artefacts dus a des implants métalliques tres faiblement magnétiques (diamagnétiques)
mais tres bons conducteurs (tel le cuivre).

Signalons aussi que I’hypothése d’un implant métallique de type paramagnétique est fon-
damentale par la suite. Sous cette hypothése le probleme aux dérivées partielles & résoudre
est linéaire. Si I'implant était de type ferromagnétique le probleme serait non-linéaire et
les méthodes d’étude et de résolution seraient tres différentes de celles que nous allons
utiliser.

Les différents tissus biologiques ne jouant pas de role essentiel en ce qui concerne 1’étude
des artefacts de susceptibilité magnétique, nous supposerons par la suite que I'implant
est entouré d’un milien homogene quant a ces propriétés magnétiques. Pour simplifier
on pourra meéme supposer qu’il s’agit du vide. Ceci se justifie d’une part parce que
les différences de susceptibilité magnétique entre les tissus biologiques sont tres faibles
comparées a la différence existant avec la susceptibilité magnétique de I'implant métallique.
D’autre part on pourra remplacer ce milieu biologique homogene par le vide car les tissus
biologiques sont des milieux diamagnétiques a susceptibilité magnétique tres faible (de
I'ordre de —107, voir [17]). Le champ magnétique induit par le milieu biologique sera donc
négligeable devant celui de 'implant que I’on suppose étre un paramagnétique. (Notons

toutefois que ce sont les propriétés magnétiques des tissus qui sont utilisées afin de créer
I'image IRM ...).

Signalons enfin que I'on peut traiter d’une fagon analogue les artefacts liés a la présence
d’une cavité remplie d’air a l'intérieur des tissus (par exemple les poumons ou les fosses
nasales). Il suffit de considérer & la place de la cavité un implant métallique dont la
susceptibilité magnétique (fictive ici) est choisie de telle sorte a conserver la différence de
susceptibilité magnétique existant entre la cavité (air) et les tissus.

On se restreint par la suite au cas d’un unique implant métallique dans le vide. On désigne
par Q le domaine de R?® occupé par I'implant. On suppose que 'ouvert  est borné et
régulier. On désigne par Q' le complémentaire dans R® de ’adhérence de € et par ¥ la
frontiere de Q. Cet implant métallique est soumis a une induction magnétique constante
(de 'ordre de 1 Tesla) que 'on notera By afin de nous conformer a la notation utilisée en

IRM.



Modélisation du probléme 21

1.3.3 Probléme a résoudre

Sous les hypotheses précédentes, notre étude se ramene a résoudre le probleme de magnéto-
statique suivant:

- = .
trouver ( H, B) solution de

ot H = 0 dans Q et Q'
divB =0 dans Q et Q',
. . (1.20)
[HAT®] = 0 atravers 3,
[f O — 0 & travers %,
avec pour condition a 'infini,
Jim B (2) = Bo. (1.21)
rER?
— —
Dans le milieu 2, B et H sont liés par la relation
— —
B =uH, (1.22)

ol la constante p désigne la perméabilité magnétique du milieu.

Justifions la relation (1.22). Compte-tenu de I’hypothese des milieux magnétiques parfaits,
la loi de comportement pour I’aimantation prend la forme

— —
M=XB, (1.23)
. 1 1 —= = | =, . .
ou A= o ~ 1 est constant. Les champs H,B et M étant liés par la relation
1
H=—B-M, (1.24)

H=-8. (1.25)

— —
B =poH. (1.26)
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1.4 Un probleme de magnétostatique due a des courants
de surface
1.4.1 Formulation pour 'induction magnétique

En utilisant la relation (1.25), on peut écrire le systeme & résoudre (1.20) sous la forme:
trouver B solution de

rot B = 0 dans Qet Q)
divB = 0 dans R?, (1.27)
o —
{ﬁ A 7] = 0 a travers X,
7]
avec pour condition a l'infini,
— —
lim B (z)= By. (1.28)
|z|—o00
zER?

En effectuant un relevement de la condition & I'infini, on se ramene a un probleme pour
— —
I'induction magnétique secondaire B’ = B — By:
—
trouver B’ € L?(R*)? solution de

—
rot B’ = 0 dans Q et ',
—
div B = 0 dans R3, (1.29)
—
—%B’ A W] = [%] (E;/\ ) A travers X.
Posons )
Js = H (Bo A 7). (1.30)
1
Si nous pouvons vérifier que
—
divyjs =0 (1.31)

ol div y désigne l'opérateur différentiel divergence surfacique sur Y., alors ]_5 pourra étre
interprété comme un courant a la surface ¥ de I'implant. Notre probleme est alors un
probleme classique de magnétostatique due & des courants de surface. Ces courants sont
dans notre cas des courants fictifs provenant des transformations d’écriture effectuées. La
condition (1.31) provient de la relation de continuité (1.4) assurant la conservation des
courants. Nous allons montrer que (1.31) a bien lieu.

1.4.2 L’opérateur différentiel divergence surfacique

Dans cette section et la section 1.4.3 nous faisons les hypotheses suivantes: 0 désigne
un ouvert borné de R?; la frontiere ¥ de ) est une variété différentiable de classe C? de
dimension deux, Q étant localement d’un seul c6té de X. Sous ces hypotheses, il existe une
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famille finie de cartes locales (V;, ®;);=1..v telles que (V;);=1..ny soit une famille d’ouverts
bornés recouvrant ¥, et Vi = 1,---, N, ®; est un difféomorphisme d’un ouvert w; de R?
sur V;.

Pour tout systéme de coordonnées locales (V, ®), une base du plan tangent a ¥ est donnée
en ¢ € X par

— 0®

T =g a=12 2= (1.32)

et un vecteur normal par
61 A 62

T(a) = 22 (), (1.33)

On suppose que ® est choisi de sorte que 7 coincide avec la normale extérieure 3 X.

&7 A &

e P — = —
Le tenseur métrique g associé a la base locale (‘e7, €3, @) a pour composantes

Jap = a'aga vo‘aﬂ:LQa
Ja3 = 0, Va=1,2, (1.34)
g3z = L.

On note |g| le déterminant de g, & savoir |g| = g11922 — (912)%
Soit @ un champ tangent & ¥, W = u'e; + u?€;. Sa divergence surfacique est définie
par (voir [27])

div s @' ( {E 3(“ \/7 )(.L)}, (1.35)

ouz = ®((¢) € X.

1.4.3 Relation de continuité

Nous allons vérifier que

7= 5] Bonw) (1.36)
7

satisfait blen a l’equatlon de continuité (1.31). Pour cela, calculons la _d)ivergence surfacique
de W = Bo AT avec la formule (1.35). Rappelons que le champ By est constant et est
dirigé selon l'axe 2 du repere associé a l'imageur IRM. Il faut dans un premier temps
exprimer le vecteur  dans la base locale (€7, &5, @ ). La base n’étant pas orthonormée, le
calcul du produit vectoriel n’est pas immédiat, voir [66]. Soient (b1, 2, b%) les composantes
contravariantes de BO (dans la base locale). Ses composantes covariantes sont,

— .
by = Bo-ei = g1 b+ gia b2,
by = FO <€ = g21 b+ g b, (1.37)

by = b
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: —
Les composantes contravariantes de u sont alors,

1
ul = — (b2n3 — bg’ng)
Vgl
1 1 2
= —= (9210 +g2207), (1.38)
Vgl ( )
u2 = L (b3n1 — b1n3)

lg]
1
= _\/ﬁ (911 bl -|- ag12 b2) . (139)
On obtient

R 1 0 1 2 0 1 2
leEu(f)Im {@(9215 +9225)—W(g11b +!]1zb) : (1.40)
Calculons le produit scalaire By - €7 dans la base fixe telle que By = (0,0, Bg) puis dans
la base locale,

— 003
By-e1 = Bo act
= g1 bl -|- g12 b2. (141)
D’ou 95
g11 b' + 912 b* = B act (1.42)
De méme, en calculant dans les deux bases le produit scalaire E; - €5, on obtient la relation
003
921 b' + 922 b* = By ek (1.43)
Finalement la divergence surfacique du vecteur u vaut,
= 1 d o9® %) 09°
T = e Mae) -~ aa )
B 0%93 0% 3 }
Vgl Yo¢tact a¢tag?
= 0. (1.44)

1.4.4 Etude du probléeme de la magnétostatique

Nous a110£>s considérer le probleme (1.29) de_)la magnétostatique pour l'induction se-
condaire B'. Le probléme revient & chercher B’ € L%(R3)? solution de

rot B = 0 dans Qet &, (7)
divB’ = 0  dansR? (i) (1.45)

—%ﬁ’/\ﬂ) = ]_g a travers X, (1)
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- —1.n3
avec jx € H72(X)’ .
Pour étudier le probléme (1.45) nous introduisons un cadre fonctionnel adéquat. On définit
les espaces fonctionnels

Uy

uED’R33; _—
{ ( ) /1+|$|2

Ou; : .
et _u €EL*R?), i,j= 1,2,3},

WiR)? eLXRY), i=1,2,3,

dw;
Vo= H(divo,R%) = {B e LR div B = 0},

w

{/1 € Wi(R*)?; div A = 0}.

On munit 'espace V de la norme L*(R*)?. On peut vérifier que la semi norme

||y ga= (Z /.s ) (1.46)

est une norme sur W équivalente a la norme
1
2

| u |?
| wllire= (/3 ﬁ dz + |u |1“3 ) (1.47)

Définissons les formes bilinéaires

o=

du]
oz,

a(B,B) = L [ B Bdet 1 B Bdz, VB,BeV, (1.48)
2# 210
ap(A,A) = a(rot A rot A), ‘V’A,A cew. (1.49)

Proposition 1.4.1 Le probléeme (1.45) est équivalent au probléme variationnel: trouver
B €V (respectivement A € W, B = rot A) vérifiant

a(B, B) = ag(A, A) = %/E]E . ‘EIE do, VB=rotAeV, ouVAecw, (1.50)

et admet une solution et une seule.

On trouve une démonstration de la proposition 1.4.1 dans [32] Ch. 9.

D’un point de vue numérique, cette formulation est mal adaptée. En effet, elle nécessite
de construire des fonctions tests dans V = H(div 0,R®). Un algorithme pour construire une
base de fonctions affines par morceaux sur des tétraedres, a divergence nulle est proposée
dans [54]. Toutefois ce genre de méthodes est lourde a mettre en ceuvre.
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Chapitre 2

Formulation élément fini pour le
potentiel magnétique scalaire

2.1 Problemes aux limites pour le potentiel magnétique

2.1.1 Premier probleme aux limites pour le potentiel magnétique

Une premiere possibilité pour calculer numériquement le champ magnétique solution du
probléme (1.20) consiste a introduire le potentiel magnétique scalaire. Rappelons que 1'on

— =
cherche le champ magnétique (H, B)

solution de

ot # = 0 dans Qet Q,
divB = 0 dans Qet Q)
- . (2.1)
[HAT] = 0 atravers X,
[ﬁ W] = 0  atravers ¥,
avec pour condition a l'infini
— —
lim B(z)= By. (2.2)
|z]—o0
zERS
— — —
Les champs H et B sont liés au vecteur aimantation M par la relation
1
H=—B-M. (2.3)
Ho
1 R - =7 .7 .
Pour un milieu paramagnétique, M et H sont liés par la loi de comportement
— —
M=x.H, (2.4)

_
ol la constante x,, est la susceptibilité magnétique. Dans le vide, ’aimantation M est

nulle.

27
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Les relations (2.3) et (2.4) nous permettent d’écrire le probleme (2.1) en fonction du seul
champ H. On cherche un champ vectoriel H tel que

rotﬁ = H} dans Q et @,
—
div H = 0 dans Qet 0,
— _ (2.5)
[HAT7T] = 0 atravers &,
(1+xm) (ﬁ|0 W) - (ﬁk)' -7m)=0 atravers 3,
avec pour condition a l'infini,
1
Jim T (2) = Ho= - Bo. (2.6)

zER?

En effectuant un relevement de la condltlon a llnﬁnl , on se ramene a un probleme ou
lmconnue est le champ magnétique induit H' =T - HO :
trouver H' € L%(R*)? solution de

rot #' = 0 dans R3,
divA’ = 0 dans Qet o, (2.7)
(1 + Xm) (ﬁ/h : 7) - (ﬁ/k)' : W>) = —Xm (fT(; : W)) a travers 2.

La premiére équation du systéme nous assure qu’il existe une fonction scalaire ¢ € W(R3),
unique, tel que

0 = -V, (2.8)

voir par exemple [32] Ch. 9, lemme de Poincaré. La fonction ¢ est appelée potentiel
magnétique scalaire. Le signe — est mis pour se conformer aux conventions usuelles en
électromagnétisme. Signalons dés a présent une propriété utile par la suite. Les traces du
potentiel magnétique coincident sur I'interface X. On a en effet le résultat suivant:

© € WH(R?) si et seulement si ¢ € H'(Q) N WH(Q) et [p]y = 0.

Le potentiel magnétique scalaire est solution du probléme:
trouver p € W}(R?) tel que

Ap = 0 dans ,

A = 0 dans @, (2.9)

(Lt xm) 52| — 52

Un probléme analogue est obtenu par Nédélec et Planchard dans [76] pour le potentiel
électrique dans un diélectrique parfait.

.
= Xm (Ho- 1) & travers X.
QI

Q
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Proposition 2.1.1 Le probléme (2.9) est équivalent au probléme variationnel suivant:
trouver ¢ dans 'espace W(R?) tel que Vi) € WH(R?),

(l-I—Xm)/ch-VL/Jd:L'-I—/V@-V;bdx:xm/(]?g-ﬁ)zbds, (2.10)
Q Q! by
el admet une unique solulion.

Preuve. La formulation variationnelle du probleme (2.9) est obtenue de fagon usuelle. 11
suffit par densité de prendre des fonctions tests dans D(R?) et d’intégrer par parties sur
chacun des deux domaines. L’existence et I’unicité sont alors une conséquence du théoréme
de Lax-Milgram. O

En utilisant la technique du potentiel simple couche, Nédélec et Planchard [76] montrent
que le probleme (2.9) peut s’écrire comme une équation intégrale sur la frontiere ¥. On
introduit la quantité

%) 05

871 E_an

Oy
an

(2.11)

On a alors

¢w=i/ﬂﬂmw (212)

dr Js |z -yl
et ¢ est solution de I’équation intégrale
(145) g4 2 [ 4 C8 T gy =gy ween @y
2 4w |z — y|?

Nous renvoyons a [76] pour une étude de cette équation intégrale.

2.1.2 Second probleme aux limites pour le potentiel magnétique

Nous allons simplifier le probleme (2.9) en faisant une hypothese supplémentaire sur la
loi de comportement di du milieu 2. Le milieu Q étant un paramagnétique, on a la relation
suivante entre M et H

— — -, =

M=xnH =xn(H'+ Hy), (2.14)
ol la susceptibilité magnétique y,, est de l’ordre de 107* 4 1073 usi. Pour I’étude qui
nous intéresse le champ magnétique induit T est tres faible devant le champ inducteur
HO (le rapport des intensités est de 1’ordre de 10?). Nous allons donc supposer que

AJ =~ AJO = XmH07 (215)

autrement dit 'aimantation sera supposée constante dans le milieu 2 et devient une donnée
du probléeme. Sous I’hypotheése (2.15), le potentiel magnétique scalaire est solution du
probleme:

trouver ¢ € W(R?) tel que

Ag = 0 dans €,
Ay = 0 dans ', (2.16)

[@] — Z\ZS -7 A travers Y.
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On établit facilement le résultat suivant, qui est I’analogue pour ce nouveau probleme de
la proposition 2.1.1.

Proposition 2.1.2 Le probléme (2.16) est équivalent au probléme variationnel suivant:
trouver ¢ dans Uespace WY (R?) tel que Vi € WE(R?),

/ V- Vi da::/ (M- 7) o ds, (2.17)
R z
et admet une unique solution.

Notons que sous I’hypothese (2.15), la solutimu)ﬁ du probleme (2.16) admet une représen-
tation intégrale en fonction de la donnée ¢ = My - 7. On a le résultat suivant,

Proposition 2.1.3 La solution ¢ du probléme (2.16) est donnée par

1 My
é(z) = E/z o ds(0) (2.18)

2.1.3 Ordre de grandeur de ’erreur d’approximation

Nous étudions dans cette section l'erreur commise en effectuant ’hypothése (2.15). On
pose u = ¢ — ¢ ou @ est la solution du probléeme (2.9) et ¢ celle du probleme (2.16). On
peut vérifier que la condition aux limites a travers 3 pour ¢ s’écrit aussi

Dy I =
L\ =M- 7. 2.19
La fonction u vérifie donc a l'interface ¥ la condition aux limites
ou dy 0¢ - —.
371] [811] [811] ( o) ™ (2.20)

L’erreur u est dans I’espace W(R?) et satisfait au systéme

Au = 0 dans (2,
Au = 0 dans €, (2.21)
d
_u] = (Z\_/f — M_(;) - A travers Y.
on
On peut donc écrire
— —
1 M(y)— Mo)- 7
Ar Js |z -yl
On a
— — — — —
M—My=xpnH —xnHy=xnH' (2.23)
Or H'~ GIT(; ol € est de I’ordre de 10~2 pour ’étude qui nous intéresse. Ainsi on déduit,
€ Xm 77 —
RO— Hy - d
wo) m [T () ds()

= € ¢(z). (2.24)
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2.2 Propriétés du potentiel magnétique scalaire

Nous allons établir dans cette partie certaines propriétés du potentiel magnétique scalaire
solution du probleme (2.16). Nous faisons dorénavant I’hypothese (2.15): I'aimantation
du matériau est constante; elle sera notée M et non plus My.

2.2.1 Régularité du potentiel magnétique

Nous nous intéressons dans cette section a la régularité du potentiel magnétique. La
régularité du potentiel de simple couche en fonction de la régularité des données (régularité
de la densité et du domaine) est un probleme bien étudié dans la littérature. Dans notre
cas, une étude de la régularité du potentiel ¢ se justifie par le fait que la régularité de la
densité et la régﬂ}larité de la surface Y ne peuvent pas étre dissociées. Plus précisément,
nous avons g = M - 7 ; le vecteur aimantation M étant constant, la régularité de la densité
g dépend de la régularité de 7, autrement dit de la régularité de la surface X.

Tout d’abord, signalons que le potentiel associé & une repartition de charges admet des
dérivées partielles a tout ordre qui sont continues en tout point de I’espace hors le support
des charges, voir par exemple [61] p. 122.

Nous dirons qu’un ouvert @ C R? est un ouvert régulier si son bord T est une hypersurface
de classe C™ avec m > 1, O étant localement d’un seul coté de cette surface. En d’autres
termes pour tout point @ € I', on peut trouver un repere orthonormé R, un voisinage
ouvert 4 de a dans R3, un ouvert V dans R? et une fonction a de classe C™ sur V & valeurs
réelles tels que, notant (z/,2%) = (2!, 24, 2%) les coordonnées d’un point z dans le repére
R, on ait

rnd ={(2',a(z"));2" € V},
OnU ={zel;zl < alz)}.
Nous emploierons sans les rappeler les notations R, U, V, a. Pour tout y € T, le vecteur
unitaire normal a I', extérieur a O, est donné dans la base du repere R par
1
= (2.25)

7(0) = rreare (V0.

On note @' le complémentaire de I’adhérence de O dans R®.

Proposition 2.2.1 Soit T' le bord d’un ouvert borné régulier O et soit £ € C°(T). Alors
le potentiel de simple couche de &,

Vi(z) = 1/ {w) ds(y)

Cdr Jr e -y

est continu dans R3.
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Preuve. 11 s’agit 1a d’un résultat classique dont on trouvera la preuve par exemple dans
[32] Ch. 2, p. 352. O

Corollaire 2.2.1 5i Y est de classe C* alors le potentiel magnétique

1 [ M-7
() = E/}: m ds(y) (2.26)

est continu dans R3.

Preuve. Oun vérifie aisément (en prenant une paramétrisation locale) que si X est de classe
C_l) alors la fonction y € ¥ —— 7' (y) est de classe CY(%). Par conséquent la fonction g =
M -7 est de classe C°(2) et le corollaire découle de maniére immédiate de la proposition
2.2.1 O

On s’intéresse ensuite a une hypothese de régularité du bord ¥ pour que le potentiel
magnétique soit de classe C! sur les fermés Q et Q. La encore, nous allons avoir recours
a certains résultats concernant la régularité du potentiel de simple couche.

Définition 2.2.1 On dit qu’un ouvert régulier est a bord T' de classe C1T¢ si au voisinage
de tout point y € T', il existe une paramétrisation normale (R,U,V, ) et une fonction
¢ :RT —— R™T croissante et continue avec

/Omdr<oo,

r
telle que
|Va(z') — Va(2')| <]z’ - 2']) va', 2 e V. (2.27)

Proposition 2.2.2 Soit T le bord d’un ouvert O borné, régulier, de classe C't¢ et ¢
définie sur I' vérifiant

Je : Rt — Rt croissante et continue

avec / e(r) dr < o0, (2.28)
0

T

telle que |&(x) —&(2)] < ]z — 2|) Va,z e T.

Alors le potentiel de simple couche intérieur de £ est de classe C1(O) el le potentiel de
simple couche extérieur de £ est de classe C1(O').

Preuve. Ce résultat est démontré dans [32] Ch. 2, p. 358. O

Remarque 2.2.1 L’hypothése (2.28) faite sur £ implique que £ est continue. Cette con-
dition est notamment satisfaite si £ est holdérienne sur I'. D’autre part, si I' est de classe
C? ou plus généralement de classe C'%, 0 < 6 < 1, alors T est de classe C'*=.
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La question qui se pose alors est de sa_v}oir si sous I’hypothese de régularité C11¢ de la
surface Y, la donnée aux limites g = M - 7 vérifie 'hypotheése (2.28). La réponse est
affirmative; plus précisément on a le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2 Si ¥ est de classe C11¢ alors le potentiel magnélique (2.26) est de classe
C' sur les fermés Q et Q.

Preuve. Dans la base du repeére local R, le vecteur unitaire normal & ¥ est donné par,

n ! “(=Va(y'),1). (2.29)

W= AT ™eu e

. —
Soit ¢ = M - n’. Alors pour z,z € X, on a

9(e) = g(=)| = |M-(W(2) - 7(2))
< MW () - 7).

7 (2) = W(2)| < |V (2) = V(2)]. (2.30)

T @) - TG = (@a(=) - da(@) + (aa(=') - dra(x)?
= |Va(2') - Va(2')]
e(l" = 2'1), (2.31)

IN

la majoration étant obtenue d’apres (2.27) . On obtient donc,

g(a) = g(=) < |M]e(je' = Z])

<
< efa -2, (2.32)

—
ou on a posé € = | M| e. Il est immédiat que la fonction e satisfait a (2.28).

On a aussi le résultat suivant, voir [32] Ch. 2, p. 358.

Proposition 2.2.3 Soit ' le bord d’un ouvert O borné, régulier, de classe C™T1Y et soil
£cC™T) (meN, 0< 6 < 1). Alors le potentiel de simple couche intérieur de £ est de
classe C™T10(O) et le potentiel de simple couche extérieur de ¢ est de classe C™TH0(OF).

On en déduit, par un argument analogue & celui qui vient d’étre utilisé dans la preuve
précédente le résultat suivant.

Corollaire 2.2.3 Si % est de classe C™tYY (m € N, 0 < 6 < 1) alors le potentiel
magnétique (2.26) est de classe C™ 19 sur les fermés Q et (V.
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Considérons maintenant le cas ou la frontiere est lipschitzienne. On a le résultat suivant
(voir par exemple [30]),

Proposition 2.2.4 Soit un ouvert O borné de R® de frontiére I' lipschitzienne. Alors les
opérateurs Ko et Koo définis pour v € L} (T') par

Kov(z) = ! / vy) ds(y) (z €R*\T)

ar Jr fe = y]
Koov = 70Kov
sont continus respectiverment de H_%+‘T(I‘) dans HX7(R?) et de [I-I]_%+U(I‘) dans IH]%+G(F)
pour tout o € [-1,1].

Corollaire 2.2.4 Si X est lipschitzienne alors le potentiel magnétique (2.26) appartient
3
a Uespace HE _(R%).

loc
Preuve. Sil’ouvert € est lipschitzien, alors la normale extérieure a X appartient a I’espace
L°(3). On a donc g € L*°(X) C L*(X). En appliquant le théoréme avec o = 1 on obtient
le résultat annoncé. O

Remarque 2.2.2 L’inclusion H*(R*) C C°(R?) n’a lieu que pour s > 3.

2.2.2 Comportement asymptotique du potentiel magnétique

Nous allons établir un développement précis du comportement a l'infini du potentiel
magnétique scalaire. Ce résultat sera utile lorsque nous passerons a I’approximation par
éléments finis du probléme (2.16) en bornant le domaine. Enongons tout d’abord un
résultat concernant le comportement a I'infini d’une fonction harmonique:

Proposition 2.2.5 Soil u une fonction harmonique en dehors de la boule B(O,R) et
vérifiant

| l|im u(z) =0,
alors pour |z| — oo,
1
u(z) = O(m) (2.33)

Preuve. Ce résultat classique est démontré, par exemple, dans [32] Ch. 2, p. 314 ou dans

[96] Ch. 5, p. 308. O

En fait nous allons montrer que le potentiel magnétique scalaire est a décroissance plus
rapide et obtenir une représentation de son comportement sous forme de série.

Proposition 2.2.6 Pour |z| suffisamment grand, |z| > R, la solution ¢ du probléme
(2.16) admet la représentation sous forme de série suivante,

Y, (0,w)

T’I’L

(2.34)
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ot (r,0,w) désigne les coordonnées sphériques du point z et'Y, est donné par (2.46).
De plus cette série, ainsi que la série obtenue en dérivant terme a terme par rapport a la
variable r, convergent uniformément a l'extérieur de la boule B(O, R).

Preuve. Pour établir ce résultat nous allons reprendre certains arguments figurant dans [61].
Soient z et y deux points de R® de coordonnées sphériques (r,6,w) et (r/,6,0"). Nous

commencons par établir un développement en série de 7 ou p = |z — y|, voir la figure 2.1.

Figure 2.1: développement en série de 1/p; notations utilisées.
On a
p? =1% = 2rr' cosy + 1 (2.35)
cosy = cos @ cos ' + sin @ sin 0’ cos(w — w'). (2.36)
!
Posons u = cosy et u = % Si |2up — p?| < 1, L admet le développement en série suivant

1

/1 — 2up + p?

= % i an(2up — p*)" (2.37)

n=0

™=

13.--(2n—1)

ounayg=1,a, = 5 d--(2n)
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En réarrangeant les termes de la série selon les puissances de p (le procédé est licite pour
|| < /2 — 1), on obtient

I e . ‘
~= =) Palwn (2.38)
p rn:O
ol
PO(u) = 17
Pi(u) = wu,
1
Pow) = S(-3),
(5]
P.(u) = kz_;) S (n — 28)1F] (—1)" a2, (2.39)

Les polynomes P, sont les polynomes de Legendre. Rappelons un résultat classique sur les
polynémes de Legendre: pour u € [—1,1], |P,(u)| admet pour maximum 1 qui est atteint
au point w = 1.

Partant de (2.37) on obtient le développement en série de % suivant

1 »in

Z D / !
. T;Pn(e,a w0, @)=y (2.40)

avec P, (6,0 ,w,0") = P,(cos7) olt 7 est lié & (6,0 ,w,w’) par la relation (2.36).
1
On a établi le développement pour |r7| < V2 —1. On peut vérifier que la série obtenue

!
converge vers % pour || < 1.

Etablissons un résultat de convergence uniforme pour la série (2.40). Prenons y € X. Soit
a € Rt tel que ¥ C B(0,a). Prenons z € Q' \ B(O,R) avec R = Xa,A > 1. Alors la
série converge normalement et donc uniformément en les six variables r, 7, 6,6 ,w,w’ sur
K = [Aa, 00[x[0,a] x [0,7]? x [0,27]%. En effet sur K, on a

. e 11\
s <33 o
On part de la représentation intégrale (2.26) du potentiel magnétique
—
1 M -7 (y)
z)=— | ——= ds(y). 2.42
o) = 3= [Tyl (2.42)

On choisit le point z a extérieur de B(O, R). Alors d’une part on peut remplacer m
par la série (2.40) et d’autre part on peut permuter la sommation sur n et l'intégration

sur 3. On pose alors

A0.0) = 1 [ P08 0,) (- T () ds(), (243)
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alors ¢ admet la représentation en série (valable pour |z| suffisamment grand, |z| > R)

o) = 3 A0) (2.44)

k=0

Montrons que Ag = 0. On a

Ao = o [P0, (T () ds(y)
T J%
1 -
= E/EM' W (y) ds(y)
1 —
= —/ div M dy
47 Jo
= 0. (2.45)
Ainsi ¢ admet la représentation en série (2.34) ou
1 ~ —
Val0,) = Ans(0,0) = 1= [yt Paa(0,00,0) (T T ds(y). (246)
Il nous reste a établir les résultats de convergence uniforme. On a
o= —
40,0 < 5= [ - Tyl ds(o). (247)
T J%
Par suite
k+1
|Ax(6,w)] 1
— < — . 2.4
W <03 (249
oelo,n]
w€[0,27]

On a donc convergence normale et par suite convergence uniformément a I'extérieur de la
boule B(O, R), R = Aa, A > 1. On vérifie sans peine que la série des dérivées par rapport
a la variable r converge également normalement et uniformément a 'extérieur de la boule

B(O, R).

O
Corollaire 2.2.5 Le potentiel magnétique ¢ solution du probléme (2.16) vérifie
1
o(z) = O(W) quand |z| — oo. (2.49)
x

Il s’agit 1a d’un résultat bien connu en électromagnétisme: ”le champ magnétique induit

1
décroit en —=".
3
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2.3 Réduction a un probléeme en domaine borné

I’objectif de la section est de proposer une formulation pour le potentiel magnétique
permettant une résolution du probléme (2.16) par une méthode élément fini. La difficulté
principale réside dans le fait que le domaine d’étude qui est R® n’est pas borné.

Signalons que diverses méthodes existent pour résoudre un probleme aux dérivées partielles
posé en domaine non borné. Un inventaire de ces méthodes est présenté dans [40]. Les
alternatives courantes sont les suivantes.

— On peut recourir aux méthodes intégrales de frontiere dont le principe est de ramener
le probleme extérieur a un probléme posé sur la frontiere.

— Une autre approche possible consiste a utiliser une transformation géométrique bijec-
tive. Le domaine extérieur est alors transformé en un domaine borné et les équations
dans le domaine extérieur sont transformées en de nouvelles équations valables dans
le domaine borné. On peut alors les résoudre par la méthode des éléments finis. On
pourra consulter & ce sujet [39].

— Il est également possible de tronquer le domaine extérieur en introduisant une
frontiere dite artificielle sur laquelle est imposée une condition aux limites rendant
compte du comportement a l'infini de la solution. On peut alors utiliser une méthode
élément fini classique.

Nous adoptons le dernier point de vue dans ce chapitre. Le point de vue de la représentation
intégrale sera analysé dans les chapitres 3 et 4. Plusieurs raisons motivent pareil choix.
Nous avons montré que le potentiel magnétique se comportait a 'infini comme T% (au lieu
du comportement en % souvent observé pour les problémes de potentiels). D’autre part,
nous allons voir que le probleme (2.16) présente des analogies avec le probleme de la ther-
moconduction dans un solide rigide ol I'inconnue est la température. Or les probléemes de
thermique sont résolus de facon tres efficace par de nombreux codes élément fini. Ainsi
une fois cette analogie établie, il sera possible de résoudre le probléeme a I’aide d’un logiciel

élément fini classique.

2.3.1 Condition aux limites sur la frontiére artificielle
Nous avons établi que le potentiel magnétique vérifie a I'infini

o) = O (2.50)

On peut envisager pour résoudre numériquement le probleme de tronquer le domaine
extérieur & une certaine distance r = R et d’imposer sur la frontiere artificielle introduite
la condition aux limites ¢ = 0.

En général, une telle condition aux limites est trop imprécise. Dans [13] les auteurs
proposent un ensemble de conditions aux limites a imposer sur la frontiere artificielle
produisant des approximations de plus en plus précises de la solution de 1’équation de
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Laplace et de I’équation de Helmholtz en domaine non borné. La condition aux limites
d’ordre 1 pour le probléeme de Laplace s’écrit

du 1
Biu= -+ ~u=0. (2.51)

Plus généralement, la condition aux limites d’ordre m est

Bmuzﬂ(%+23_l)u:o. (2.52)

j=1 T

Ces conditions aux limites y sont étudiées pour le probleme de Neumann extérieur.

A linstar de ce qui est fait pour le probleme de Neumann extérieur nous allons introduire
pour notre probléme une condition aux limites d’ordre 1 sur la frontiere artificielle. Nous
nous limitons volontairement a une condition d’ordre 1 car nous souhaitons conserver une
analogie entre notre probleme et un probleme de thermique pour le résoudre simplement a
I’aide des codes éléments finis tels Modulef. Toutefois nous allons introduire une condition
d’ordre 1 un peu différente de celle proposée dans [13]. Elle nous assurera une précision
intermédiaire entre les précisions qui y sont obtenues avec les conditions d’ordre 1 et
d’ordre 2.

Construisons cette condition. Nous avons montré a la proposition 2.2.6, que pour r = |z|
assez grand (il suffit que » > Aa, A > 1 et a choisi de sorte que  C B(O,a)), le potentiel
magnétique admettait la représentation sous forme de série

P(z) = i w (2.53)

ou (r,0,w) désignent les coordonnées sphériques du point @. Dérivons terme a terme par
rapport a la variable r,

0¢ = Y, (6,w)
Par suite,
0¢ 2 1l & , Yit3(0,w)
5, (@) + ~d(z) = —— 7;)("+2)T- (2.55)
Proposition 2.3.1 Le potentiel magnétique ¢ solution du probléme (2.16) vérifie,
0¢ 2 1
E(z) + ;qb(w) = O(r_4) quand |x| — oc. (2.56)

Nous imposerons donc sur la frontiere artificielle la condition aux limites

= ou 2
Byu = E(m) + ;u(aj) =0. (2.57)
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A Dinstar de ce qui est fait dans [13] nous supposerons que la frontiere artificielle est la
sphere de centre O et de rayon R. Les preuves des résultats concernant les estimations
d’erreur en seront notablement simplifiées.

D’apres ce qui précede, si ¢ est le potentiel magnétique solution du probléme (2.16) dans
le domaine non borné alors ¢ vérifie sur la frontiere artificielle I'r = dB(0, R)

9 2 1 ‘
5, (@) + 5élz) = O(53). (2.58)
Remarquons que la condition aux limites (2.51) nous conduit a
1
Bigp = O(ﬁ) (2.59)

2.3.2 Le probléme posé en domaine borné

Nous allons tronquer le domaine extérieur Q' en introduisant une frontiere artificielle T'p
sur laquelle nous imposerons la condition aux limites (2.57). Par ailleurs, nous noterons
Bpr la boule ouverte centrée a I'origine, de rayon R et Q = Bp\ Q. Ainsi Br = Q;% U9,
voir la figure 2.2.

Figure 2.2: le domaine tronqué.

Le probleme a résoudre est:
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trouver ¢p tel que

A¢pr =10 dans € et dans Qf, (1)
[%?TR] =g= M- a travers X, (1) (2.60)

%%(x) + %%(m) —0 sur Tp.  (iid)

Nous allons établir une formulation variationnelle pour le probleme (2.60) et établir un
résultat d’existence et d’unicité.

Soit ¥ € H'(BRg); en appliquant la premiére formule de Green aux ouverts Q et Q% on
obtient d’une part,

/A¢R¢dx:—/V¢R-V¢dx+/ 99r 4 4s, (2.61)
Q Q s+ On
et d’autre part,
[Aonwdr = — [Vou-Vodes [ O pasy [ %mya;
Q’ Q' - on rp Or

2
- —/ V¢R-V¢dx+/ i ¢ds——/ bn b ds.  (2.62)
ar, £- On R Jry
En sommant (2.61) et (2.62) il vient

A¢R¢dx=—/BRV¢R-wdx+/E[%] wds—%/FquRg/st. (2.63)

Br
On définit sur H'(BR) x H'(BRr) la forme bilindaire (symétrique)
2
ar($, ) :/ Vo Vi de + —/ bt ds, (2.64)
Br R Jrg

On lui associe la norme ||.||g sur H'(Bg), définie par

19llr = ar(v,9): Vi € HY(BR). (2.65)

Cette norme est une norme équivalente & la norme usuelle sur H'(Bg). On a de maniére
immédiate en utilisant la continuité de I’application trace de H!'(Bg) dans L%(T'g) la ma-
joration pour tout ¢ € H'(Bg)

1¥9llr < C(R) [[¥lly By, - (2.66)

L’équivalence des deux normes résulte alors du lemme suivant:
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Lemme 2.3.1 [l existe une constante C', ne dépendant que de R, telle que pour toul
dans H'( Bg)

1911185 < C(R) [[¢]R- (2.67)
Preuve. Raisonnons par I’absurde. Sil'inégalité n’a pas lieu, alors il existe une suite (vy)

de fonctions de H!( Bg) telle que

N (2.68)

{\ﬂczo, loelliB, = 1,

lim [|ox||r
k—oo

Or d’apres le théoreme de Rellich, toute suite bornée dans H'( Br) admet une sous-suite
(v1) qui converge dans L?(Br). On a,

A

lor—wvulli, < llo—ovelf+ o= ovlliz gy
ol + llowll i + [lor = ov |25 ) (2.69)

IN

La suite (v;) est donc une suite de Cauchy dans H'( Bg). Donc (v;) converge dans H'( Bg)
vers une fonction v € H'(Bg). Comme v vérifie

o]l = lim lvi]| -, (2.70)
l—o0
on a v = 0. Mais [|v]1,B, = 1. On obtient la contradiction. O

Proposition 2.3.2 Le probléeme :
trouver ¢ € H'(BR) tel que Y¢» € H'(BR),

ar(ém, ) = /E g ds (2.71)

admet une unique solution. Si Q est régulier, alors les problémes (2.60) et (2.71) sont
équivalents.

Preuve. Tl est immédiat que la forme bilinéaire ar est un produit scalaire sur H'( Bg). En
utilisant le lemme précédent, on montre sans difficulté que la forme linéaire

L :¢ € HY(BR) H_>/Eg¢ds (2.72)

est continue. L’existence et |'unicité sont alors obtenues grace au théoreme de représentation
de Riesz-Fréchet.

Pour établir 1’équivalence des problemes (2.60) et (2.71), on prend successivement dans
(2.71)

— ¢ € D(Q) puis ¢ € D(Q%) pour établir les équations (2.60 - 1);
— ¢ € D(Bg) pour obtenir la condition d’interface (2.60 - ii);

— ¢ € H'(BRr) pour obtenir la condition aux limites (2.60 - iii).
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2.4 Estimation de ’erreur de troncature

Nous voulons étudier dans cette partie 'erreur commise en tronquant le domaine a ’aide

d’une spheére I'p de rayon R et en y imposant la condition aux limites (2.57). Nous

donnerons d’abord une estimation d’erreur ponctuelle puis une estimation d’erreur pour
" . .

la norme de I'énergie ||.||r puis pour la norme |[|.[[ 2(p)-

Soit ¢ la solution du probleme (2.16) et ¢5 la solution du probleme (2.60). Nous notons

er(z) = ¢(z) — Pr(x) Vo € Br (2.73)
et
wa(e) = g‘f( )+ %qﬁ(m) Vz € Th. (2.74)

2.4.1 Un lemme

Lemme 2.4.1 Soit ¢ la solution du probléme (2.16), alors pour |x| assez grand,

0¢

90wy 4 2o(o)|

< & [ lotl? dsto) (2.75)

la constante C' étant indépendante de r el de ¢.

Preuve. Nous avons établi a la proposition 2.3.1, que pour |z| assez grand,

0 L& Y,i3(6,w
af( )+ </>( )= (n+ 2)7”;(% ) (2.76)
n=0
La fonction Y13 est donnée par, voir (2.46),
Y, _ L "2p d 2.77
nt3(2) = o [ |y Paya g(y) ds(y). (2.77)
TJ%

Par les mémes arguments que ceux utilisés lors de la preuve de la proposition 2.2.6, on
peut vérifier que la série de terme général

n+ 2

e [0 P (2.78)

converge uniformément par rapport a la variable y € B(0,a) pour z fixé avec |z| > Aa,
A > 1. Nous notons S(z,y) la somme de la série. On obtient,

b Yoga(0,0) b n+2/ 2
St 5 G [ o) ast)
_ - n+2) n+2 o
= [ oty ( g B ) ds(y)

/ 9(y)S(z,y) ds(y). (2.79)
b
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Finalement,
%(w)-l-%(b(l‘) < T%(/Eg(y) 5(=:9) ds(y))
< C(gx)/g(y)2 ds(y) (2.80)
r b

C(m):/ES(a:,y)2 ds(y). (2.81)

La constante C'(z) ne dépend pas de la variable r = |z|. En effet la dépendance en z est
liée aux polynémes P,. Or ceux ci ne dépendent que des angles sphériques des points z

et y. Le résultat est ainsi démontré.
O

2.4.2 Estimation ponctuelle de ’erreur

Pour établir I'estimation ponctuelle de ’erreur, nous adaptons une méthode introduite
dans [13] pour le probléeme de Neumann extérieur.

Lemme 2.4.2 Soil h une fonction réguliére définie sur Tr. Soit u € C°(BR) avec les
restrictions dans C*(Q) et C1(Q), telle que lel que

Au=0 dans Q el dans Qfp,
[%] =0 a travers X, (2.82)
Eu =h sur I'p.

Supposons qu’il existe une fonction z; € C°( Br) avec les resirictions dans C*(Q%) et C*(Q),
telle que

Az <0 dans Q et dans Qf,
[%] >0 a travers X, (2.83)
1/3\121 >h sur I'g.

Et supposons qu’il existe une fonction z3 € CO(BRr) avec les resirictions dans C*(Q}) et

C*(Q), telle que

Azy >0 dans Q el dans Qf,
[%] <0 a travers X, (2.84)
E\12’2 <h sur I'g.

Alors, Yz € BpR,
z(z) < u(z) < z(z). (2.85)
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Remarque 2.4.1 Ce lemme est une réécriture du théoreme 13 Ch. 2 de [82] dans le
cas d’un probleme d’interface. Il se démontre en utilisant le principe du maximum. Plus
précisément, nous utiliserons pour démontrer le lemme les deux résultats classiques suiv-

ants, dont on trouvera la preuve par exemple dans [82]. D désigne un ouvert connexe de
R™.

Résultat 1 Soit u € C*(D) tel que

Au >0 dans D.
Si w atteint son maximum en un point x,, € D alors u est constante dans D.
Résultat 2 Soit w € C3(D) N CY(D) telle que

Au >0 dans D.

Supposons que v < M dans D et que u = M en un point P de dD. Alors si u n’est
O
pas constant dans D, a—u(P) > 0.
n

Preuve. (du lemme 2.4.2) Considérons la fonction v = u — z;. Elle vérifie,

Av >0 dans €, (%)
Av >0 dans Qf, (i)
(2.86)
[3_72] <0 a travers X, (i11)
1/3\117 <0 sur I'g. (iv)

Nous allons montrer que » < 0, plus précisément qu’elle admet un maximum M < 0.

1- Dans le domaine extérieur Qf, v vérifie (2.86-ii) et (2.86-iv).

1.1- Si v atteint son maximum M en un point de Q' alors v est constante dans Q. Par
continuité, v = M sur I'r. On obtient alors, d’apres (2.86-iv) que

dv 2 2M

—+=-v=—<0 Tr. 2.87

or TR’ R SUSR (2.87)
Ainsi M < 0.
Sinon, le maximum est atteint en un point 2, du bord de Q%, c’est & dire sur ¥ ou sur
I'r. Examinons ces deux possibilités.

1.2- Supposons le maximum atteint sur I'r. Alors d’apres le résultat 2 énoncé,

dv
%(x;n) > 0. (2.88)
La condition (2.86-iv) impose alors que Zv(a/,) < 0. On a encore dans ce cas M < 0.
1.3- La derniére possibilité est que le maximum soit atteint sur 3. Nous réexaminerons
cette possibilité ultérieurement.
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2- Dans le domaine intérieur , v vérifie (2.86-i1). Le maximum est atteint soit dans Q
auquel cas v est constante dans €2, soit sur Y.
2.1- Supposons le maximum atteint sur ¥. Alors, 3z € X tel que

v(zl) = M

Ve e Q o(z) < M. (289)

Si v atteint dans le domaine extérieur Q% un maximum en dehors de ¥ alors nous avons
montré que ce maximum était négatif. Par continuité, on a dans ce cas v(z) < 0 ce qui
implique que M < 0.

Si v atteint dans le domaine extérieur Q% un maximum en un point de ¥, alors, 3z] € %

tel que
v(z,) = M (2.90)
Vee Qf w(z) < M.

Il est évident que M = M' et qu'il existe un point z,, satisfaisant (2.89) et (2.90).
D’apres le résultat 2 on a

dv dv

. Tp) > 0 t - Tr) > 0. 2.91

8nQ'R_>Q(°Lm) ¢ 8n9—>Q'R(Lm) (291)
Ceci contredit la condition (2.86-iii):

Jdv dv v

[8'}1] () 3nﬂh—>9(aj )+ anﬂ—mh(x ) ( )

2.2- Reste alors a considérer le cas ol v atteint son maximum M dans €2; alors v est con-
stante. Comme v est continue, on peut trouver 2!/, € ¥ vérifiant (2.89). Le raisonnement
précédent reste valable. On a donc montré que v < 0.

Pour démontrer la deuxieme partie de la majoration, il suffit de considérer la fonction
w = z9 — u. Elle satisfait elle aussi,

Aw >0 dans Q et dans Qf,
[g—lls] <0 a travers X, (2.93)
1/3\110 <0 sur I'g.

On a donc w < 0.
O

Nous allons utiliser le lemme 2.4.2 pour obtenir une estimation ponctuelle de l’erreur
er(z) = ¢(2) — ¢r(x).
Proposition 2.4.1 On a Uestimation d’erreur suivante:

C
| er lleo(BR) < ek
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Preuve. er = ¢ — ¢r est solution de

Aer =0 dans Q et dans Qfp,
[Q(%] =0 a travers X, (2.94)

1/3\16R = BA’lqb sur I'g.

D’apres le lemme 2.4.1, il existe C' € R tel que Yz € T'p,

— C
h = |Big(z)] < i (2.95)
Soit z1 = % et zo = —%. Alors,
— C
Blzl = ﬁ Z h,
— C
B122 = _ﬁ S h. (296)

Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme 2.4.2 avec les fonctions z; et z; que nous
venons de définir. 0
2.4.3 Estimation de ’erreur pour la norme de I’énergie

Pour établir ’estimation de ’erreur pour la norme de I’énergie, nous adaptons une méthode
introduite dans [48] pour le probléme de Dirichlet extérieur.

Proposition 2.4.2 [] existe des constantes Cy el Cy, indépendantes de R, telles que

fea < ([ gy as)’ (297)

et .
1

C . 2
HERHL?(BR) < R_z </E gz(y) dS) . (2.98)

Preuve. Rappelons que ey satisfait & (2.94). Par définition on a

2
ap(er,er) = s Ver-Veg dz + z ) e ds. (2.99)
R R

Or réutilisant les notations (2.73) et (2.74), on obtient

— er ds = ep wp ds — er — ds. 2.100
RJr, * re TR O ( )

En effet
er, = ex (¢ — ¢n) (2.101)
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et sur I'p

_ RO¢n 5 10¢
Pr= =55 (2.102)

<wR - 5) . (2.103)

Ainsi sur I'g on a la relation

R den R
2= —Fen % + Sen . (2.104)

Il suffit alors d’intégrer pour obtenir (2.100). D’autre part, en intégrant par parties, on
obtient

0 = / erAey dy
Br
= —/ |VeR|2 dy—}—/ €n % ds—}—/ [eR %] ds. (2.105)
Br T or ¥ on

On vérifie qu’a travers X,

der
— | =0. 2.1
len 52] =0 (2.106)
Nous obtenons alors P
/ Ver|? dy —/ en LR s = 0. (2.107)
Br Tr or
Combinant (2.99), (2.100), (2.107), il vient
ap(egr,ex) = / wg €x ds. (2.108)
I'r

Nous avons montré au lemme 2.4.1, que pour |z| assez grand,

wh = ()+</>

‘< _/ 9(y)|? ds, (2.109)

la constante C' étant indépendante de r et de ¢. Nous en déduisons la majoration

/ 2ds < —/ lg(y)|? ds. (2.110)
)

o ([ )" ([ o)

R/ e ds-l——/ lg(y)|?* ds. (2.111)

Alinsi,

IN

aR(eR7 eR)

IN

Par suite

1 C
Ven|? d +—/ e2d5<—/ 2 ds. 2.112
S el ay g [ chas< 5 [law) (2.112)



Estimation de 'erreur de troncature 49

Finalement,
1 1 1
iaR(eR,eR) = 5/BR|V6R|2 dy + E/FRG?Q ds
1
< / [Ver|? dy+Ef er ds
BR FR
c 2
< 5 [ lew ds (2.113)

La premiere estimation dans la norme de I’energie est démontrée.

Intéressons-nous & l'estimation en norme L2, Remarquons tout d’abord que I'on a

/ 7°2|VeR|2 dy < R2/ |V6R|2 dy
BR BR

C
< Beallh < 25 [ o) ds, (2.114)
by
Un simple calcul permet d’établir que
IV (reg)|* = 2 |Ver|® + € 4 2ren (Ver, V) (2.115)
et que
—2rep(Veg, Vr) < %e2 + 27| Veg)?. (2.116)

On en déduit que
/ el dy = / |V (rex)|? dy—/ r?|Veg|? dy—2/ rer(Veg, Vr) dy
Bgr Bpg Br

/ |V (reg)|? dy+/ 2|Veg* dy+ = / e dy. (2.117)
Br 2

IN

On obtient alors a partir de Iinégalité (2.114)

/ et dy < 2 IV (reg)|? dy-l—Q/ 1% |Veg|?
Br Br

< 2 IV (reg)]* dy+ —= /g ds. (2.118)
Br

Il nous suffit maintenant de majorer le premier terme & droite de cette derniere inégalité.
En intégrant par parties il vient,

/ |V (reg))? dy = —/ rexA (reg) dy+/ 7“eRi (rer) ds. (2.119)
Br Br T'r 87’

Nous allons majorer successivement les deux termes du membre de droite de (2.119).

2
Remarquant que Ar = — et Aer = 0, on obtient
r
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—/ regA (reg) dy = =2 (ei%—eR(?-VeR)) dy.
BR BR

(2.120)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration (2.114), on montre que

1 C
7. d <—/ d / 2 g,
/BReR(r Ver) y‘_Q - e y-I—R3 g° ds

Un calcul élémentaire prouve par ailleurs que
0 2

reg o (reg) = enriwn — res,.

On en déduit grace a (2.109), que

0
/FR rerg (reg) ds R?

IN

-I—R eRds

/ epwp ds
I'r

2R ds—}——/g ds.
FR

IN

D’autre part a partir de ’estimation en norme de 1’énergie, on a la majoration

2R/ 2 ds < R?| ]eRHR /g ds.
I'r

LRTCRE (reg) ds R3/g ds.

On peut alors conclure. Combinant (2.118), (2.119) et (2.120) on obtient

Par suite,

/ eldy < —4 el dy —4 er (T - Veg) dy
Br Br Br

-|—2/ 'reRg(reR ds-l——/g ds.
rg  Or

D’ou

d
/BReR(?-VeR) dy‘ -I—Q‘/FR reng (reg) ds

C
+ﬁ/ 92 ds,

5/ eRdy<2/ eRdy+ /des

Br

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

en utilisant les majorations (2.121) et (2.125). La deuxiéme estimation d’erreur de la

proposition est alors immédiate.

d
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2.5 Analogie avec un probléeme de thermoconduction dans
un solide rigide

Dans cette partie nous allons montrer que le probleme (2.60) présente des analogies au
niveau de la formulation variationnelle avec le probleme de thermoconduction dans un
solide rigide écrit pour la distribution de température . Il sera ainsi possible de résoudre
numériquement le probleme de la magnétostatique en ayant recours aux codes éléments
finis tels Modulef[69] ou MSC-NASTRAN [70] développés pour les applications en analyse
de structure et pour les problemes de thermique. On trouvera des exemples d’utilisation
du code MSC-NASTRAN pour résoudre des problemes de magnétostatique dans [72].
Pour une étude compléte des analogies entre les problemes de la magnétostatique et de
thermique, nous renvoyons a [100], Ch. 10.

2.5.1 Le probléme de thermoconduction

On considére un corps rigide conducteur de chaleur occupant un domaine borné Q de R®.
On note T' sa frontiere. On suppose que le milieu continu {2 regoit un taux de chaleur
volumique f% et un taux de chaleur surfacique fI sur une partie 'y de sa frontiére.
L’autre partie de la frontieére notée I'g est a une température imposée ug. On cherche la
distribution de température u a 'intérieur de Q. On suppose le probleme indépendant du
temps.

On est amené & résoudre le probleme aux limites suivant:
trouver u solution de

—div(KVu) = f% dans Q,
(KVu)-n+au = f5 sur Ty, (2.129)
U = wug sur I,

ou K est le tenseur de conductivité thermique et a le coefficient de transfert (ou coefficient
de radiation) a travers la partie I'y de la frontiere. Le vecteur n désigne toujours la normale
unitaire extérieure a (2.

Il est bien connu que le probleme (2.129) est équivalent au probléeme:
trouver u € H'(Q), u = ug sur Iy tel que Yo € Hyp, (Q) = {v € HY(Q);v = 0 sur FO}

/(KVU) Vodz + | auvds= / ffode+ [ fYods. (2.130)
Q Q

Fl Fl

2.5.2 Mise en évidence de I’analogie

Posons
—
g(z)=M -7 (z) Vo € 3. (2.131)
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La surface Y étant connue, il est possible de calculer la normale extérieure a €2 en tout
point régulier, ¢ est ainsi une donnée du probleme.

En comparant la formulation variationnelle pour le potentiel magnétique (2.71) a la for-
mulation variationnelle pour la température (2.130) on remarque 1’analogie suivante

thermique magnétostatique
Q — Bp
To — 0
Iy — YUTlp
u — Pr
K — I (2.132)
« — % sur I'r
0 sur X
= 0
fr — g sur X
0 sur I'p

Nous sommes amené a résoudre un probléeme de thermique "fictif” dans un domaine Bp,
ol les données sont

—
. — . s .
— un taux de chaleur surfacique ¢ = M - 7 sur la surface ¥ intérieure au domaine BRg;

— un coefficient de radiation constant et valant % sur le bord I'p de Bp.

2.6 Calcul du potentiel par la méthode des éléments finis
et estimation d’erreur

2.6.1 Espaces d’approximation

Dans cette partie, nous nous intéressons au calcul d’une approximation ¢y de la solution
¢r du probleme (2.60) posé en domaine borné en utilisant la méthode des éléments finis.
Nous avons établi que le probleme (2.60) est équivalent au probleme suivant:
trouver ¢ € H'(BRr) tel que Vir € H'(BR),
2
Br R Jry b
Nous supposerons par la suite que le parametre R est choisi suffisamment grand de sorte

que 'on ait Q C Bg.

On considere une triangulation 7;. de Bp, c’est-a-dire une décomposition finie du do-
maine Bg,
B_R = U K,
KeThe
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telle que,

— chaque élément K de 7p. est un tétraedre (ayant des faces planes ou courbes)
d’intérieur non vide;

— les intérieurs de deux tétraedres de 7j. distincts sont disjoints.

— toute face d’'un tétraédre de 7j. est soit face d’un autre tétraedre de 73, soit une
partie de la frontiere I'g.

Nous imposons une condition supplémentaire sur la triangulation 75, afin qu’elle respecte
I'interface Y. Nous supposons que tous les sommets d’un tétraedre de 7p. appartiennent
soit & € soit a Q;%.

Nous envisageons ['utilisation de deux sortes d’éléments finis:
— D’élément fini de Lagrange tétraédrique affine de type (1);
— D’élément fini de Lagrange tétraédrique isoparamétrique de type (2).

Pour cela, on associe a chacun des tétraedres de la triangulation 7. ayant une face com-
mune avec la surface I'r ou avec la surface ¥ un tétraedre construit en approchant cette
face a I’aide d’un interpolant polynomial de degré 1 ou 2. Le domaine Bp est ainsi ap-
proché par un domaine Bj et a la triangulation 7;. du domaine Bp est associée une
triangulation 7; du domaine Bj. La triangulation 7} est la réunion:

— d’une triangulation 7! composée de tétraedres a faces planes en correspondance
affine avec un tétraedre de référence K fixé.

Cette triangulation 7;! contient, en particulier, tous les tétraddres intérieurs aux
domaines Q% et Q. Dans le cas ou I"approximation est basée sur 'utilisation de

’élément fini de Lagrange affine de type (1), la triangulation 7;! coincide avec 7.

— d’une triangulation 7,2 composée de tétraedres ayant trois faces planes, la quatriéme
face courbe approchant une partie des surfaces I'p et . Ces tétraedres sont les
images du tétraedre de référence par une application Fx polynomiale de degré 2.

On note Qj 'ouvert dont "adhérence est définie par

ﬁh = U K,
I\"E‘Th
KcQ

et Q! Pouvert dont I’adhérence est définie par
13 p

—/ -
I&'E‘Th
Kcg

La frontiere de 'ouvert Qj est notée Xj, et celle de 'ouvert Bj, est notée I'y,.
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Figure 2.3: approximation du domaine par interpolation linéaire.

On désigne par hi le diametre du tétraedre K (maximum des distances euclidiennes entre
deux points de K) et

h = hi. 2.134
e (2139

On suppose que, VK € T}, hig = O(h).
On considere alors les espaces d’approximation éléments finis suivants:

— espace associé a I’élément fini de Lagrange tétraédrique de type (1)

ViV = {on € CAB) VK € Th, v,

K E€P1}; (2.135)
— espace associé a 1’élément fini de Lagrange tétraédrique isoparamétrique de type (2)
Vi = { g € COBL); VK € T, vulic o Fic € Pa}. (2.136)

On a les résultats suivants concernant I’erreur d’approximation élémentaire:

Lemme 2.6.1 Soit (K, P,X) un élément fini de Lagrange tétraédrique de type (1). On
note Il Uopérateur d’interpolation sur K. Il existe une constante C' lelle que pour m = 0
oul, ona

Yo € HA(K), |v—Tigv|

2—m
<Ch t’|2,K-

Soit (K, P,Y) un élément fini de Lagrange tétraédrique isoparamétrique de type (2). 1l
eziste une constante C' tel que pour m = 0,1,2 , on a

< CRT™ ol -

m,K

Vo € H3(K), |v—Tgo|

m, K
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Preuve. On pourra consulter par exemple [28]. O
Lemme 2.6.2 Soit v € H'(By,) dont les restrictions sont dans H*(Qy) et H2(Q}) et soit

I, Uopérateur d’interpolation associé€ a l’élément fini de Lagrange tétraédrique de type (1).
Alors,

1
Ch <|'U|§,Qh + |’U|g,9;1) ’,

|'U—Hh'v|17Bh <
1
2 2 2
o= Tholos, < Ch*(loha, +lofg) *
3 2 2 \'z
lo =Ty, < Ch2 (jolyq, +1vlg) 7

Soit v € HY(By,) dont les restrictions sont dans H*(Qy,) et dans H*(Q),) et soit Iy, Uopérateur
d’interpolation associ€ a l’élément fini de Lagrange tétraédrique isoparamétrique de type (2).

Alors

2 2 2 3

o= Mioly g, < CR (Ill3g, + I0l3a; )

1_

lo=Tells, < CB* (Ilollq, +lel3g) *

1

5 2 2 2
lo = Tellyr, < €3 (el +lvllsg) 7

Preuve. Pour une fonction v appartenant & I'espace H*(By,) (respectivement H3(B})) le
résultat est classique, voir par exemple [28]. On a dans ce cas une majoration par la
semi-norme |v|, g (respectivement par la norme [[v[|; g, ).

Pour obtenir I'estimation proposée il suffit de reconsidérer la sommation sur les tétraedres
afin de distinguer les tétraedres appartenant & £, et ceux appartenant a Q). O

Remarque 2.6.1 Au lemme 2.6.2, dans les majorations de I'erreur d’interpolation pour
lélément fini de Lagrange tétraédrique isoparamétrique de type (2) on peut remplacer

2 2 2 2 2 2
(IIo113.0, + 1013.0) par (030, +1013.q, + 1013 gt [013.0)-

2.6.2 Le probleme approché

On introduit 5}{ solution du probleme

A&R =0 dans Qj, et dans €,

[aéR—.ﬁ] =g a travers 3y, (2.137)
0 2 ~
%(iﬂ) + E¢R($) =0 sur I'y,.

Ce probleme est I’analogue du probleme (2.60) pour ¢5. On a remplacé le domaine Q par
le domaine approché €, et la surface I'g par la surface approchée T'y.
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On vérifie I’analogue de la proposition 2.3.2: le probleme trouver br € HY(By) tel que
Vi € H'(By),

/BhV(ER.Vlbdx+%Ah$R¢d5:/2:g¢d5 (2.138)

est équivalent au probléme (2.137) et admet une unique solution.
On introduit la forme bilinéaire a définie par:

2
Vo,e €H(BL), a(p)= [ Ve Vidot - [ euds (2.139)
B, R Jr,

Remarque 2.6.2 On peut vérifier que la forme bilinéaire aj; définit une norme sur H'( By,)
(que l'on notera || ||,) équivalente a la norme usuelle.

On s’intéresse au probleme approché suivant:

trouver ¢y € Vh(k) solution de

von € Vi, anon i) = [ g n ds, (2.140)
h

Proposition 2.6.1 Le probléme approché (2.140) admet une solution ¢, € Vh(k) el une

seule. De plus

HQER—@LH}Z: inf HgR—'Uh

UhEV’(Lk)

. (2.141)
Preuve. Ce résultat est classique. L’existence et 'unicité s’obtiennent facilement par le
théoreme de Lax-Milgram puisque Vj de dimension finie est un espace de Hilbert pour
la norme ||.||,. L’estimation de I’erreur commise est obtenue par le lemme de Céa. La
constante de continuité et la constante d’ellipticité valent 1. O

On a le résultat suivant d’estimation de I’erreur d’interpolation.

Proposition 2.6.2 Soit ¢ € H'(B},) dont les restrictions sont dans H*1(Qy) et HFH1(Q))

et soit Il Dopérateur d’interpolation associé a [’espace d’approzimation Vh(k). Alors,

1
1% = Wlly, < CRF (100241 g, + 1812410 ) " (2.142)

Preuve. Ce résultat découle de maniere immédiate du lemme 2.6.2 et de la définition de
la norme || ||,. O

2.6.3 Estimation d’erreur

On s’intéresse a I'estimation de l'erreur ||¢ — ¢ ]|, ol ¢ est le potentiel magnétique solution
du probleme (2.16) et ¢, la solution du probleme approché (2.140). En particulier, on
se demande a quelle distance placer la frontiere artificielle I'r en fonction de la précision
souhaitée. En utilisant un espace d’approximation basé sur 1’élément fini de Lagrange
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de type (k) l'erreur d’approximation ”élément fini” est d’ordre h*. La question est alors
de savoir comment choisir le parametre R de sorte que I’erreur liée a l'introduction de la
frontiere artificielle pour borner le domaine soit du méme ordre. Si I’on place la frontiere
artificielle trop pres alors U'erreur de troncature limitera la précision totale. A linverse si
cette frontiere est placée trop loin, le nombre d’éléments de la triangulation et par suite
la taille du systéme linéaire a résoudre sera inutilement important.

On introduit la fonction qg solution du probleme :

trouver ¢ € W)(R?) tel que

Ad¢ = 0 dans Q et dans R®\ Qp,

[g%] = g atravers Xj.

On remarquera que % est le potentiel magnétique associé au domaine Q. Tous les résultats
que nous avons établis pour le potentiel magnétique ¢ s’appliquent a qg On a notamment
¢ € C®(Q) et ¢ € C®(R*\ Q). En utilisant Iinégalité triangulaire et la proposition
2.6.1, on obtient

(2.143)

lo=6ulh < [¢=2], + 6], + [ - e,
< fo=dl,+2 -2nl,+ inf, 8-l 2100

Puisque b€ H'(B}) et que ses restrictions & chacun des deux domaines Qj, et Q) sont C*°,
le dernier terme du membre de droite se majore en utilisant la proposition 2.6.2.

Intéressons nous au terme du milieu. En utilisant la formule de Green, on vérifie que

|6-6al, = w@E-dm- [ o@-dm s

- [ (— b2 qz) (3 3n) ds. (2.145)

On obtient alors

~ 2 2
ol < ([, (52+39) o) 1~

(L2 o) foal, o
HEE—%RH}LS@(/F (2_2:%%5)‘ ds)z. (2.147)

IN

et la majoration
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I’analogue du lemme 2.4.1 pour & nous donne pour z € R3, |z| assez grand,

‘gf( )+ ‘ —/ (9)? ds. (2.148)

Par suite,

/ (g;% 2 5) ds < %/ 19(y)|? ds. (2.149)

Comme dans (2.147) et dans (2.149) Uintégrale porte sur les surfaces I'y et I'r, pour
conclure, nous avons besoin du résultat suivant concernant ’approximation d’intégrales
surfaciques.

Lemme 2.6.3 Soit S une surface réguliére (par morceauz) et Sy, la surface approchée

obtenue a partir d’un maillage régulier de la surface S par interpolation polynomiale de
degré r > 0. Soit [ une fonction réguliére dans un voisinage de S. Alors,

FEF =

z) ds(az)—/g f(z) ds(z)
= mesure(S) O(h"th) (2.150)

ot h désigne le pas du maillage.

Pour établir ce résultat, on a recours & une paramétrisation de la surface 5. On pourra
trouver la preuve de ce lemme dans [25].

on peut vérifier, en

1
ﬁ7

; 9
Sachant que sur T, le terme @(aj) + Eqﬁ(m) se comporte en
n

utilisant le lemme 2.6.3, que

2 ~ 2
- (9o oo 2 ~ P
/ (a—n+—¢) ds—/FR (%+E(b) ds = O(=r). (2.151)

Ainsi en effectuant la décomposition

9% L 95 2 -\’
/Fh<a_+_¢) ds = /FR(—n‘}‘E(/ﬁ) ds
2
09 2
R

on établit la majoration

pz (k1) 1

< CIT"‘C?ﬁ”gHO,Eh (2.153)

Ovrh

2, 2
on R
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d’ou on déduit & partir de (2.147) que

=E
3

Rz

o -], <c ( g ||g|rwh) (2.154)

Il nous reste a majorer le terme qu — qZHh Notons tout d’abord que

<#>(w)=/E 9) ds(y) (2.155)

|z — yl
et

~ 9(y) .
o(x) = / ds(y). 2.156
(0= [ 2 ds) (2.156)
On vérifie alors en utilisant le lemme 2.6.3 que

H<b obH O(R h**h). (2.157)

En intégrant par parties, on obtient

[o=dl, = [oe-9ds= [ g@-de)as

) <%—I—E¢>(¢—5)ds—/ (%Jr—cb)(ob—%)ds- (2.158)

Les termes de bord sur I'j, se majorent aisément en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
puis les majorations (2.153) (et une majoration analogue pour ¢) et (2.157). On obtient

<—+— ) ¢—$)ds—/rh(g¢+—¢)(¢—g)d5

B 5 (k+1) B+l
+ Cy R

<Cl

(2.159)

Pour majorer
B=[g@-das- [ go-9as

on a recours a des techniques analogues & celles présentées au chapitre 4 et dans [24]. Tl
s’agit d’introduire une paramétrisation des surfaces X et X, en prenant soin du comporte-
ment singulier de ¢ et ¢ en (2.155) et (2.156). On vérifie que

|E| = O(h*). (2.160)

Nous avons donc

; '
Hcﬁ - QBHh <C (M(:l) + h]k;l + h%) (2.161)
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Ainsi,
Ba(k+1)  pk+l 2

2
|6 — onll, < C ( 7 T -I—h%) v i+ R

|

FREY. (2.162)

On peut préciser la signification des différents termes du membre de droite.

— Le premier terme rend compte de I’erreur provenant de I'approximation du domaine
Q par le domaine Q5. Ce terme disparait si 2 est polygonal.

— Le second terme est I'erreur d’approximation ”élément fini”.

— Le troisieme terme rend compte de l'erreur provenant de ’approximation de la
frontiere artificielle I'g par I'y.

— Enfin le dernier terme est le terme d’erreur lié au fait que I’on tronque le domaine.

On peut remarquer que pour avoir une erreur d’approximation en O(hk)7 il faut choisir R
5

telle que ’erreur de troncature soit en O(hk), cest-a-dire R™2 = h*. Les termes provenant

de l"approximation du domaine ne limitent pas I’ordre de convergence.

On peut deés lors énoncer le résultat suivant concernant I’erreur d’approximation.

Proposition 2.6.3 Soit ¢ le potentiel magnétique solution du probléeme (2.16) et ¢y, la
solution du probléeme approché (2.140).

St ¢ € Vh(l) el st la valeur du paramétre R est choisie de sorte que R = h=% alors
16 = éully < Ch.

St ¢y, € Vh(2) et st la valeur du paramélre R est choisie de sorte que R = h™% alors

¢ = ¢nll, < Ch2.

A titre d’exemple pour k = 1 si h = 0.1 il faut prendre R > 2.51 et si h = 0.01 il faut
prendre R > 6.31. Pour k£ = 2, on obtient respectivement R > 6.31 et R > 39.81.

2.6.4 Adaptation du maillage

Nous allons introduire un nouveau maillage du domaine Bp ou la taille des tétraedres
sera adaptée en fonction de leur distance a . On concoit en effet aisément que compte
tenu de la décroissance du potentiel magnétique en d=2 ou d est la distance a Q, la taille
des éléments éloignés n’a pas besoin d’étre aussi petite que celle des éléments qui sont au
voisinage immédiat de Q. Par un procédé introduit par C.I. Goldstein [48] qui consiste
a augmenter progressivement la taille des tétraedres en fonction de la distance a {2 nous
allons montrer que ’on peut, a précision égale, réduire de maniere importante la dimension
de l'espace d’approximation et par conséquent la taille du systéme linéaire a résoudre.
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Commencons par une remarque. La dimension de 1’espace d’approximation Vh(k) est pro-
portionnelle & mesure(Bgr) h™3 (voir [9]). Dans notre cas pour avoir une estimation
d’erreur en norme de ’énergie en O(hk) nous avons vu, proposition 2.6.3, qu’il fallait
choisir R tel que

— R =h"% dans le cas de I’approximation de degré 1,

— R=h"% dans le cas de I’approximation de degré 2.

Aussi mesure( Br) n’est pas indépendant de h; on a
mesure(Br) = O(R®) = O(h_%), (2.163)
et par suite

YO { O(h™=)si k=1, (2.164)

dim)
- O(h=%)si k= 2.

Nous allons introduire une technique de maillage ou la taille des tétragedres croit en fonction
de la distance a € et pour laquelle, tout en conservant une estimation d’erreur de la forme

16 = éull, < Ch*, (2.165)
(k)

la dimension de l’espace d’approximation V, "’ sera de l'ordre de h™2.

Sans restreindre la généralité on peut supposer que @ C B(0,1) = By. Soit J' tel que
27" = R et soit J = [J'] + 1. Pour j = 1,...,.J on définit, voir la figure 2.4,

Bi={reR% 27 < s <2} sij=1..0-1, (2.166)

et
By = n{eeR%2/7! < o] <27} (2.167)
Pour j = 0,...,J, on note 7, une triangulation du domaine B; a l'aide de tétraédres de

diametre hxg = O(h;) (la valeur de h; sera précisée plus loin). On suppose que hg = h et
que les triangulations 7y, et 7}, respectent les conditions imposées a la section 2.6.1 pour
ce qui concerne "approximation des surfaces I'p et Y.

Nous distinguons trois cas.
1— Pour j =1,...,(J — 1), on note V]-(k) = {v € CO(B;);VK € Ty, v|k € Pk}.
On vérifie que

inf 6| < CRE|g (2.168)

UhEV

( k+1,B;
J

1,B;

ol ¢ est introduit en (2.143).
Compte tenu des propriétés du potentiel magnétique (voir proposition 2.2.6), on a

s =1/
‘ 2,B; B;

1

1

3 ay| <c (/ 8 dy) < €23 (2.169)
B,

OLENS
|a|=2
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Figure 2.4: les différents domaines de discrétisation.

et

2 1

a7|? -10 2 -
) qb‘ dy| <c /B r 10 dy | <273, (2.170)
J

i =1/
‘ 3,B; B;

On s’apercoit que pour obtenir une erreur en O(h*) il faut choisir h; tel que h; = 2N by

5.-
27sik=1,
oun;={ %

a€N3
lal=3

2— Pour j = J, on définit V}S) I’espace d’approximation basé sur I’élément fini de Lagrange

affine de type (1) et Vh(f) I’espace d’approximation basé sur 1’élément fini de Lagrange
isoparamétrique de type (2). En adaptant au domaine By les résultats de la section 2.6.1
on vérifie que

1

. ~ 2 2 [~ 2 )2 ~
Uhg%l) {‘é B vh‘LBJ tR H¢ B vh”o,rh} < Chy ‘¢‘2,BJ (2.171)
et
. 1 1
i {mnl e 2l ) o (B, B, Y @
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Pour obtenir une erreur en O(h¥) il faut choisir oy tel que hy = 2*7h

- 2Jsik=1,
ou Ay =
%Jsik:?.

3— Pour j = 0, on note Qo = By \ Qx. On vérifie que

it [=al o, <o, + ) o
et que
ut 5=l <0 (i 4B+, L) @

Vh GV

Soit x la fonction qui restreinte a chaque domaine B; réalise I'infimum en (2.168), (2.171)
et (2.173) ou en (2.168), (2.172) et (2.174). On a x € Vh(k) et

[6-x]} = /Bhw&—x)?dw%/ (& - )"

SRS I RN § QA
< Cwt. (2.175)

Par suite
mf Hqﬁ—vhH <C’h’C (2.176)

UEV

et estimation (2.165) s’obtient grace a (2.144) et (2.162).

Intéressons-nous a la dimension de ’espace Vh(k) obtenu a partir de cette nouvelle trian-
gulation,

J
dim Vh(k) = Edlm V EO h mesure( E A g1

7=0 7=0

O(h‘B). (2.177)

En adoptant cette élouvelle stratégie de triangulation, la taille de ’espace d’ ag)prommatlon
est divisée par h™5 dans le cas d’une approximation de degré 1 et par A~ dans le cas
d’une approximation de degré 2.
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Limites de cette méthode

La formulation en potentiel magnétique possede plusieurs avantages. Une fois le domaine
borné, on est ramené a un probléme classique de potentiel. Ces problémes sont tres bien
traités numériquement par un certain nombre de logiciels élément fini tel Modulef. De
plus, par rapport a une formulation en champ, on n’a qu’une seule inconnue par nceud du
maillage.

Toutefois, dans le cadre de notre étude, un certain nombre de limitations a 1’utilisation
de cette méthode sont apparues. Tout d’abord, compte tenu de la précision nécessaire
pour la simulation numérique de 'artefact, un pas de discrétisation relativement fin doit
étre pris. Ceci conduit a des systeémes linéaires de grande dimension. D’autre part, pour
reconstruire I'image de l'artefact, il est nécessaire de calculer les valeurs de I'induction
magnétique B = —uVo et de ses dérivées. Ceci implique de prendre un ordre élevé dans
I'approximation polynomiale sur chaque élément.

Ces différents inconvénients nous ont amené a rechercher une méthode de calcul numeérique
du champ magnétique mieux adaptée a la spécificité de notre probleme.



Chapitre 3

Formulation intégrale pour
I’induction magnétique. Calculs
analytiques pour un polyedre

3.1 Formulation intégrale pour le champ magnétique

Nous avons établi a la section 2.1.2 que le potentiel magnétique scalaire ¢ solution du
probleme (2.16):
trouver ¢ € W(R?) tel que

A = 0 dans €,
A¢ = 0 dans €, (3.1)
g%] = MW A travers 3,

est donné par

iz //E |$—y| ' (3.2)

Le champ m_a)tgnétique induit par 'implant métallique est lié au potentiel magnétique par
la relation H' = —V¢. Nous allons utiliser la formule (3.2) pour établir une formule de
représentation intégrale pour le champ magnétique.

Proposition 3.1.1 Pour tout z € R*\ ¥, on a

=
ou T =1z —y.

65



66 Formulation intégrale pour 'induction magnétique

Preuve. Si z € R*\ ¥ alors en dérivant sous le signe intégral on obtient

47r/ M ) <| _y|> ds(y). (3.3)

En utilisant la formule de calcul vectoriel

MANTANT)=(M-T)7 — (M- 7

canr + L) 7o
B ﬁfn/fzﬁmvx (ﬁ) ds(y). (3.4)

La premieére intégrale donne le terme voulu. En utilisant la formule du rotationnel, on

=l

il vient

vérifie que la seconde intégrale est nulle. O

Nous avons en outre établi au corollaire 2.2.2 que si la surface ¥ de I'implant était de
classe C1 (0 < 6 < 1) alors le potentiel magnétique ¢ était de classe C1? dans Q et dans
Q. Par conséquent, si ¥ est de classe C1?, V¢ est C° dans Q et dans Q. Se pose alors la
question de savoir comment prolonger V¢ a .

On a le résultat suivant (voir par exemple [29], [23] ou [32]).

Théoréme 3.1.1 Soit & le bord d’un ouvert borné, régulier, de classe C*? et soil f €
C%%(%) (0 < 8 < 1) alors le gradient du potentiel de simple couche Vi de densité f est
continu dans Q et Q' et peut étre prolongé par continuité ¢ Q en posant sur %

V() = 3= [ S0V ds0) + 51T (0) (35)
et a Q' en posant sur ¥

V) = 1= [ S0V ds) - 51T @) (3.6)

ou lintégrale existe en tant qu’intégrale de Cauchy.
Comme corollaire, on établit la proposition suivante.

Proposition 3.1.2 Si ¥ est de classe C1? alors le champ magnétique défini pour tout
z € R®\ Y par

H'(2) = —Vé(a) 47T// 7-% () ds(y)

ou T =z —vy, est conlinu dans Q el Q' el peul élre prolongé par conlinuité ¢ Q en posant

sur X .
=i // (M - (y) ds(y) + (“24 .mm) w(z), (3.7)
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et a QU en posant sur X

T ir // 33 7 (v) ds(y) - (7' "(@) w (z), (3.8)

ou lintégrale existe en tant qu’intégrale de Cauchy.

Preuve. Si X est de classe ¥ alors g = M -7 est de classe COF. D’apres le théoreme
3.1.1 on peut prolonger H’ par continuité en posant sur X

= // T (y)— ds( )+ (124 -W@-)) (). (3.9)

Il suffit ensuite de réécrire 'intégrale comme dans la preuve de la proposition 3.1.1. O

3.2 Formulation intégrale pour ’induction magnétique

3.2.1 Formule de représentation intégrale

Lorsqu’on s’intéresse a la reconstruction de ’artefact, la grandeur d’intérét est, plutot que
le champ magnétique induit, 'induction magnétique secondaire. Etablissons la formule de
représentation intégrale pour 'induction magnétique secondaire.

— — —
Rappelons que les champs H et B sont liés au vecteur aimantation M par la relation

— 1 = =
H=—T7-M. (3.10)
Lo

Dans le domaine €', ’aimantation est nulle et dans le domaine €, on a supposé que
I’aimantation est constante et vaut

— —
M = . Ho. (3.11)

Dans le domaine Q' I'induction magnétique secondaire vaut

—

— —
B' = B -H,

—
— 7
= [T 57 () dsty). (3.12)
Dans le domaine Q on a

—
B’ = B -B

= oM + 42 [[ (- 5)7 () ds(y). (3.13)
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Le calcul de I'induction magnétique secondaire se ramene donc au calcul de 'intégrale
surfacique

£ [0 - 517 ) dsty). (3.14)

Par abus de langage, nous noterons B (z) cette intégrale et nous la nommerons induction
magnétique secondaire.

3.2.2 Intérét de la formule de représentation intégrale

Comparée a la méthode élément fini pour le potentiel magnétique ¢ qui a été discutée au
chapitre précédent les formules intégrales (3.12 — 3.13) possedent plusieurs avantages.

— Tout d’abord elles nous donnent explicitement I'induction magnétique qui est la
grandeur d’intérét lorsqu’on souhaite calculer numériquement ’artefact. Avec la
méthode élément fini, il est nécessaire de dériver la solution ¢ obtenue.

— Pour calculer B & partir de la formule (3.14), la discrétisation portera uniquement
sur la surface de I'implant. Comparé a la méthode élément fini pour le potentiel
magnétique ¢ ou le probléeme est tridimensionnel, nous avons gagné une dimension
dans la discrétisation.

— Avec la méthode élément fini il est nécessaire de tronquer le domaine extérieur Q.
L’introduction d’une frontiere artificielle ajoute une approximation supplémentaire
li_é>e a la condition a l'infini. Dans la représentation intégrale (3.12 — 3.13), le champ
B satisfait de fagon naturelle la condition a Uinfini.

— A partir de la formule (3.14) nous pouvons calculer les valeurs de la solution sur
un sous-domaine d’intérét particulier (dans notre cas au voisinage immédiat de
Iimplant) sans avoir a calculer la solution en tout point du domaine. Avec la
méthode élément fini le probleme est discrétisé sur le domaine en entier. On ob-
tient la solution aux nceuds du maillage en résolvant un systeme linéaire global.

3.3 Stratégie de calcul de I'induction magnétique

Nous souhaitons calculer I'induction magnétique seg))ndaire pour un implant métallique,
diamagnétique ou paramagnétique, d’aimantation M constante a partir des formules de
représentation intégrale (3.12) et (3.13). Nous considérons une triangulation 73 de la
surface X, c’est-a-dire une décomposition de X en une réunion finie de triangles K,

= |J K, (3.15)
KeTy,

telle que,

— deux triangles ont leur intersection qui est soit vide, soit réduite & un sommet com-
mun, soit réduite a une aréte commune;
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— toute aréte est contenue dans exactement deux triangles distincts.
Ici le terme de triangle désigne un ensemble isométrique a I’enveloppe convexe de 3 points
non alignés dans R2.
Nous distinguerons les deux cas suivants:
— X (ou une partie de X) est formée de surfaces planes,
— ¥ (ou une partie de X) est formée de surfaces courbes.
Nous adopterons une méthode de calcul de I'intégrale spécifique pour chacun de ces deux

cas. Nous notons X, la partie de ¥ constituée de surfaces planes et X la partie de ¥
constituée de surfaces courbes (non-planes). On peut écrire,

B =2 [ (- L) wwase+ i [ (- 5) 70 am. 66

Calcul analytique de 'intégrale de surface

Pour calculer I'intégrale sur ¥, nous utilisons une méthode analytique. Nous tirons profit
du fait que dans ce cas particulier la normale 7 est constante sur chaque triangle. Pour
obtenir la valeur du champ B au point z € R3, il suffit de calculer pour chaque triangle

K €Ty,
// LY ds(y). (3.17)
K |z -yl

1
— v, /I g7 ds(). (3.18)

Plusieurs résultats concernant le calcul analytique de I'intégrale

//K ﬁ ds(y) (3.19)

existent dans la littérature, voir par exemple [57], [73], [79].

On peut écrire

Pour notre étude de tels résultats sont difficiles & exploiter. Les expressions obtenues pour
I'intégrale (3.19) sont compliquées et dépendent de la géométrie du triangle. Il s’avere
alors difficile de dériver ces expressions pour obtenir I'intégrale (3.17). Aussi avons-nous
choisi de calculer I'intégrale (3.17) directement. Il nous est apparu par la suite que cette
méthode est trés voisine de celle utilisée par T.H. Duong [36]. Précisons que par cette
méthode, la précision du résultat ne dépend pas de la taille des triangles. On a méme
intérét a réaliser une triangulation tres grossiere afin de limiter le nombre de triangles et
par suite le nombre de calculs.
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Calcul numérique de l’intégrale de surface

Pour calculer la seconde intégrale dans (3.16) un calcul analytique n’est pas envisageable.
Si la surface ¥ n’admet pas de paramétrisation simple, il n’est pas facile de calculer sa

— ) ~ N T . . 5. ;
normale 7’. D’autre part méme dans le cas ou une telle paramétrisation existe, I'intégrant
a une expression compliquée. Nous I’évaluons donc numériquement.

La triangulation "exacte” (3.15) est mal adaptée pour un calcul numérique de U'intégrale
(3.14). Nous approchons chacun des triangles K € T}, par une surface paramétrée a 1’aide
de fonctions polynomiales my, de degré 2. Ceci revient a associer a chacun des triangles K
un triangle curviligne approché K , ce qui conduit & approcher la surface Y, par une surface
Y. Nous notons 7 la triangulation de Xj ainsi obtenue. La surface ¥j est une union
de triangles curvilignes (des portions de quadriques) raccordés le long de leurs arétes. On
peut ainsi calculer simplement une approximation 7 de la normale 7 sur chaque triangle
K et mettre en ceuvre une formule de quadrature numeérique.

Nous détaillons maintenant ces deux méthodes de calcul de I'induction magnétique secon-
daire. Signalons que ce travail a fait I'objet d’une présentation au Congres Compumag
qui a eu lieu a Berlin en Juillet 1995 et d’une publication [12].

3.4 Calcul analytique de I'induction magnétique

3.4.1 Description de la méthode

Nous cherchons a calculer
B(P)= ﬂ//(n_f z)%’ ds (3.20)
TArn J)s T 8 ' '

Nous supposons dans cette partie que X est la frontiere d’'un ouvert Q polyédrique. Dans
ce cas on peut obtenir une triangulation 7 de X, c’est-a-dire une décomposition

v= | K,

KeT

telle que
— K C R® est un triangle non-dégénéré;

— pour tous triangles Ky et Ky € 7, l'intersection de Ky et de K5 est soit vide, soit
réduite a un sommet commun, soit réduite a une aréte commune.

Remarque 3.4.1 Contrairement a 'optique adoptée dans les méthodes numériques, la
taille des triangles n’aura aucune influence sur la précision du résultat. Le calcul de
I'intégrale sur chaque triangle est effectué de maniére exacte. Au contraire, on a tout
intérét a faire en sorte que les triangles soient les plus grands possible afin d’en limiter le
nombre. Cela réduira le nombre des calculs a effectuer.
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Nous pouvons écrire

B(P) //A ZB ds. (3.21)

Ix eT

D’apres ’hypothese qui a été faite sur la géométrie du domaine, la normale extérieure a
3} est constante sur chaque triangle. D’autre part, le vecteur aimantation M est lui aussi
constant (dans la situation qui nous intéresse, le domaine Q est un milieu magnétique
parfait). Nous obtenons alors

B(P) = < g /I il ds) T (3.22)

IET

Ainsi pour obtenir la valeur de B au point P, il suffit de calculer pour chaque triangle

K € T Dintégrale
r
— ds. 3.23
//K 3 i ( )

3.4.2 Décomposition du domaine d’intégration

Considérons un triangle K de la triangulation et désignons par @1, @2, Qs ses sommets.
On note Qo la projection du point P sur le plan défini par K. Nous introduisons les
triangles Ky, Ky et K3, (voir figure 3.1), de sommets respectifs {Qq, Q2,Qs},{Qo, @3, @1}
et {Qo,Q1,Q2} . Nous décomposons alors I'intégrale sur K en la somme de trois intégrales
sur les triangles Ky, Ko et K3

-
L ds=+ / T ds 4+ / i /—d 3.94
//IX y K 7.3 N Ky r3 Ny Ks r3 o ( )

Le signe devant étre pris en considération pour chacune des trois intégrales dépend de la
position du point ¢ par rapport au triangle K. Il peut étre aisément obtenu en calculant
les coordonnées barycentriques du point () relativement au triangle K. Par exemple dans
la situation dessinée sur la figure 3.1, les signes sont +, — et +. Le tableau 3.1 fournit les
signes a retenir selon le signe des coordonnées barycentriques du point @g.

Intéressons-nous au calcul de I'intégrale sur le triangle Kj de sommets {Q,Q;,Q;} ou
ke{1,2,3}et 1,5 € {1,2,3}, i # j. Nous introduisons un nouveau repere R associé au
triangle Kj en prenant pour origine ()¢ et pour vecteurs de la base orthonormée

T = Q0Q:/1Q0Q:|
T = (QoQiAQ0Q))/1Q0Qi A QuQ;| (3.25)
v = AT
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Q3

Figure 3.1: décomposition du triangle K.

signe des coordonnées signe de l'intégrale
barycentriques
A Aa A3 R Ry Rs
- - + - - +
- + + - + +
— + — — + —
+ + - + + -
+ - + + - +
+ + + + + +

Tableau 3.1: tableau donnant les signes des intégrales en fonction du signe des coordonnées
barycentriques.
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z

q
x

QO Qi

Figure 3.2: nouveau systeme de coordonnées.

Dans ce nouveau repere les sommets ont pour coordonnées

Qo = (0,0)
Q: = (z;,0) avec z; > 0, (3.26)
Q; = (zj,y;) avec y; >0.

—
Soit (z,y) les coordonnées du point générique () dans le repere Ry et soit A = QoP - = .
Nous avons

T =QP=0Q00+QuP=-2T -y T +h 7. (3.27)
Par conséquent les coordonnées de I'intégrale R = / LB ds dans le repere Ry, sont
Ky, r

—x
Ry = dz d
— / i; dz dy,
Ky 02 \/22 + y? + Rh?
—-Y
Ry = dx d 3.28

// .i—l dz dy,
Kp 0y /22 4+ y2? + h?

1
Rs = h dz dy.
° //Ix (22 + y2 + h2)3/2 v
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Une fois ces intégrales calculées, on obtient par un calcul élémentaire les coordonnées du
vecteur R dans le repere de départ.
3.4.3 Calcul de l’'intégrale pour les deux premiéres composantes

—
Pour calculer les deux premieres composantes de R, nous allons utiliser une paramétrisation
du triangle K. Nous notons

61 = ﬂ7
Y
T, — Xy
by = —L—, (3.29)
Y
55 = — Lili
Qﬁj—ﬂfi

Ces parametres sont liés & la paramétrisation du triangle. Ils vont jouer un réle important
par la suite.

®
q
X

Qo X= 61y X= (%y+xi Q

Figure 3.3: paramétrisation du triangle.

Soit F' la fonction des trois variables (a,b, u) définie par
1

F 7b7 = /
(a,b,u) \/(a2 + 1)u? 4 2abu + b2 4 h?

(3.30)

On vérifie que F vaut

1 b
%ln{\/((L?-l— Du? 4+ 2abu+ b2+ h2+Va? +1u+ ai} (3.31)
a?+1 Va? +1
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Le calcul de Ry est immédiat et le résultat peut étre exprimé de facon tres simple en ayant
recours & la fonction F. On a

7, 1
Ry = / ——— dz d
! Ky 0 /a2 + y2 + h? S

" 1 r=byy+z;
= [ dy
0o |Var+y?+h? v=b1y
= F((SQ, Ty, yj) - F(ég, T,y 0) - F((Sl, 0, yj) + F((Sl, 0,0). (352)

Pour calculer R, on va bien entendu commencer par intégrer en y. Trois paramétrisations
sont a envisager suivant la forme du triangle K.

— Premier cas: z; € [0, 2]
Ry, = / E; da d
Ky, ay \/m

z 1 V=4 1 s
e
0 x? + y? + h? - x? + y? + h? -

1 1
= F(é—,O,wj) - F((S ,0,0) = F(0,0,z;)+ F(0,0,0)
1
+F(5 ,53,$ ) F(é ,(53,$]) F(0,0,xi) + F(0,0,xj). (333)

— Deuxieme cas: z; < 0

0 1
R, = // Y 4zd
: R INCET T
0 1 y= 52~r+53 =%$+63
By S N S
z 2+ y?+h y=dao VI +y? + h? =0
1 1 1 1
= F(_76370) F( 53,%1) F(_7070)+F( 707w])
P 6y’ 01 01
-I_F((S ,(53,262')—17(6 7637 ) F(0,0,xi)-I-F(0,0,0). (334)

— Troisieme cas: z; > x;

Ry :/ 91 g4

Ky 0y /a2 4+ y% 4+ b2
1

Z; 1 y_qx ; 1 Yy 51
= | NS et [ N N
y=0 t yzgz‘-l-ﬁg

- F(éi,o,xz-) F(éi,o,O)—F(O,o,xi)+F(o,o,0)
1 1
1
-I_F( 0,2 )—F(—,O,Zi)—F( ,63,$])+F( 637 ) (335)
o1 b1 b2 8y’
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Nous obtenons dans les trois cas la méme expression pour l'intégrale R
1 1 1
_707$j) - F(_7070)+F(07070)+F(_7
61 61 62

1
—F(g,ég,xj) — F(0,0,2;). (3.36)

R2 = F( 53,332')

3.4.4 Calcul de l’'intégrale pour la troisieme composante

La troisieme intégrale est plus difficile a calculer. Nous commencons par intégrer une fois
en ,

1
Ry = h /
3 K (22 + 2 _|_h2)3/2

L /-yj /-52y+x¢ 1 do d
= T y
0 Jéy (22 +y?2 + h2)3/2

dz dy

‘ r=b2y+;
Yy 1 T
= h/ 2 2 2 2 2 dy
o [YPHRE Vet yPtht]
= G(b3,2;) — G(61,0) (3.37)

ol l'on a posé
/yj ay + b
o (y2+4 h?)/(a?+ 1)y? + 2aby + b2 + A2

La difficulté est alors de déterminer la forme explicite de G en fonction des parametres a
et b. La méthode de calcul de cette intégrale est donnée dans [49] a la page 81. Il faut

G(a,b)=h dy. (3.38)

distinguer plusieurs cas suivant les valeurs de a et . Notons que b > 0.

Premier cas

Le premier cas envisagé est celui ou ab # 0. Nous effectuons le changement de variables
défini par la fonction

a(h?a —b
@:yhﬁtzw (3.39)
Nous notons {y = £(0) = “zghz et t; =t(y;) = ay(lzzijg);)
— Si a > 0 alors on vérifie que ® est strictement croissante sur [0, y;].
— Dansle cas ou a < 0, ® n’est pas définie pour y = —%. Flle est strictement croissante

sur {0, —S[ a valeurs dans [tg, +00o[, et elle est strictement croissante sur ] —%, —I—OO[

a valeurs dans |—oo, —1].

Nous allons donc distinguer les deux cas suivants qui correspondent a deux comportements
distincts pour ®.
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A.7a>0"0u”a<0et y; < —g 7, alors @ est croissante sur [0, y;].

B.7a<0ety; > —% 7 alors @ est croissante sur [0, —g[ et sur ]—%,yj] .
A. Dans le premier cas, le changement de variables nous donne
t a(b? + h2a?)

G(a,b) =
( ) io +h2 2p2)¢ +A2
t + 1 a262 t+1)2

di (3.40)

ou

A? = a®(b 4 h2a?)(b% + h® + h2a?). (3.41)
On écrit cette derniere expression sous la forme

G(a,b) = “|“|h\/b2 hlq 2/ di . (3.42)

+t2> W‘}‘ﬁ

En intégrant, on obtient

G(arb) jal Inl] VIR t g
a,b)= ———|arctan .
a h |h] \/t2 22 (h2 4 h2 + a2h2)

(3.43)

to

B. Dans le deuxiéme cas, (¢ < 0 et y; > —%), nous commengcons par décomposer le
domaine d’intégration. On écrit

Gla,b)=~h [ gla,b,1) dt—h/ (a,b,1) (3.44)

to

ou

a(b? + h%a?)

g(a,b,t) = . (3.45)
bt h2a2b2 )24 A2
(1-+ 1) e
Pour la premiére intégrale dans (3.44),on at > 0 et
2b b2 h2 2
g(abt) = - a bl tha) (3.46)

(D212 + h2a2)\/B2(D? + h2a?)i2 + A2

On retrouve le cas traité précédemment avec ¢; remplacé par T variable destinée a tendre
vers +00. Pour T — 400, on montre que 'intégrale converge vers

N PP VIZ ¥ a2
G = G arctan(M) — arctan( b2 + hlatho ) . (347)
7l |1 W13+ S (b2 + h? + a?h?)

Pour la seconde intégrale, on a ¢t < —1 et g s’écrit

Qb(bQ_l_hQ 2)
(b2t2 + h2a2)\/b2(b2 + h2a2)t2 + AZ

gla,b,1) = (3.48)
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Par rapport & I'intégration précédente seul le signe de I'intégrant change. On obtient

h VT TR
Gy=—— |- arctan( —) . (3.49)
|1 B/ + (02 + 12 + a?h?) 1]

Pour obtenir I'expression de G, on somme (3.47) et (3.49). Compte tenu du fait que la
fonction arc-tangente est impaire, on obtient

) + arctan(

]

G(a,b) = ——arctan

( _EEER
|B\/13 + (b2 + h2 + a2h?)
\/W ).

Ihl
(|h|\/t2 22 (b2 4 A2 + a2h?)

— —arctan

(3.50)

Deuxiéme cas

Siab = 0, la technique de calcul de I'intégrale est différente. On distingue selon les valeurs
de a et b trois expressions pour la fonction G.

A. Sia=0,b+#0 alors
b

Yj
_ h/ d
) 0 (y2_|_h2) /y2_|_b2_|_h2 y
b b
arcia,y
[ |h|4/7y T 02t 2

G(a,b

(3.51)

B. Sia#0,b=0 alors
Yy b
g _
o (¥ +h*)V(a® + 1)y’ + A7

h oa (a® + 1)y? + 12 1
= t t 3.52
7l Tal {arc an (\/ T — arctan — il ( )

C. Sia=0,b=0 alors G(a,b) = 0.

dy

G(a,b) =

Pour des détails concernant la technique de calcul de ces intégrales, on pourra consulter

[49] p. 89, formule (2.284).

En résumé

Pour obtenir une écriture plus synthétique de la fonction G, nous introduisons la fonction
v b? -|- h2a? t

[W[\/12 + & (b2 + h2 + h2a?)

(3.53)

Atg(1) = arctaq (
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a(h?a — by;) a’h?
B A7) ot 4y = .
b(ay; +b) b2

En fonction des parametres a et b qui sont liés a la forme du triangle nous distinguons six
expressions différentes pour G.

Rappelons que t; =

— Si ab # 0 nous avons:

Al a>0,
Gla.b) =~ (Atg(1;) ~ Atg(to). (3.54)
B. a<0etyj<—g,
Gla,b) = i (Atg(1;) - Atg(ta). (3.5%)
Gla,b) = |Z| (Atg(t;) + Atg(io)) (3.56)

— Si ab = 0 nous avons :

A.a=0et b#£0,

h b
G(a,b) = arctan Yi (3.57)
[A] |h]\Jy? + h2 + b2

B.a#0etb=0,

G(a,b) = W (arctaﬁ\/ +al2§2 * hQ) — arctan <ﬁ)) . (3.58)

C.a=0etb=0,

G(a,b) = 0. (3.59)

3.4.5 La procédure de calcul de I’intégrale

Résumons la procédure de calcul de I'intégrale

1n) = [[ T ase)

On calcule le projeté @)y du point P dans le plan du triangle K. Pour chacun des trois
triangles Ky, Ko et K3 issus de K,
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1 — on calcule les coordonnées (z;,0) et (z;,y;) des deux sommets dans le repere local,
2 — on calcule les valeurs de 1, d5 et d3.

On a alors les trois composantes de

-
Ry(P) = / / T ds
k( ) K 3 (Q)
qui sont données par

Ry = F(627m27y]) - F(ég,ﬂ?i,()) - F(61707y]) +F(617070)7

1 1 1
R, = F(_707$j)_F(5_7 6_7637552')
1 2

01
_F( 637$j) - F(0707$i)7

0,0)+ (0,0,0)+ F(
1
by
ou I est donnée par (3.31) et

R3 = G(‘S?vmz) - G(6170)7

ou la valeur de G(63, ;) dépend du signe de 63 et z; (voir (3.54)~(3.59)) et ou la valeur
de G(61,0) est donnée par (3.58). On calcule les composantes de Ry(P) dans le repere de
départ et on obtient I(P) en sommant ces trois intégrales,

I(P) = signe(A1) R1(P) + signe(A2) Ro(P) 4+ signe(As) Rs(P)
ot (A1, Az, A3) sont les coordonnées barycentriques de (g relativement au triangle K.

Remarque 3.4.2 Cette méthode de calcul de 'intégrale est celle que nous avons publiée
dans [12]. Remarquons que T.H. Duong [36] avait été amené a calculer de maniere analy-
tique ces mémes intégrales Ry, Ry et R3 pour calculer I'intégrale

//K |mf£y;|3 ds(y)

ol f est un polynome de degré 1. Cette intégrale intervient lorsque I’on cherche a calculer
un potentiel de double couche. La méthode utilisée par T.H. Duong est assez proche de la
méthode que nous avons exposée. Toutefois, le repere local a chaque triangle Ry est choisi

de sorte a avoir une paramétrisation polaire de chaque triangle. Le calcul de I'intégrale Rs
est rendu élémentaire par ce choix. Par contre le calcul des deux premieres intégrales est
un peu plus complexe que ce que nous avons présenté. Pour ce qui est de la mise en ceuvre
numérique, les formules sont ”équivalentes”; le résultat s’exprime a l’aide de fonctions
logarithme et de la fonction Arc-sinus. D’autres résultats pour le calcul analytique de ces
meéme intégrales ont été publiés dans [84] et sont utilisés dans le code TRIFOU [95] de
calcul des courants de Foucault.



Chapitre 4

Calcul numérique de I’induction
magnétique pour un domaine
quelconque

Dans ce chapitre nous présentons une méthode numérique pour calculer l'intégrale

—

— Ho — T 5
B(P)="— M- -—)n d
(P) 471'//2( r3)n s

dans le cas ou la surface ¥ de I'implant n’est pas plane. Le principe de la méthode est le
suivant. Nous approchons la surface Y par interpolation polynomiale d’ordre 2 & partir
d’une triangulation de Y. L’intégrale sur chacun des triangles de la triangulation est
ensuite calculée par intégration numérique. Sur la base d’une interpolation polynomiale
d’ordre 2 de la surface, les résultats classiques de la théorie de l'interpolation montrent
que Uerreur de discrétisation se comporte en O(h®) ou h désigne le pas du maillage, voir
le lemme 2.6.3. Nous allons vérifier que sous certaines hypotheses concernant le maillage
de la surface X, I’erreur de discrétisation se comporte en O(h*).

4.1 Approximation de la surface

4.1.1 Hypotheses et notations

Nous conservons les notations déja introduites. Q désigne un ouvert borné simplement
connexe de R® (I'implant métallique dans notre cas). La frontiere de Q, notée ¥, est une
variété réguliere compacte. Nous reprenons les notations introduites dans [3]. On procede

a une partition de la surface ¥ en J morceaux notés X;, j=1,---,J, telle que
J
— Y, est un fermé et ¥ = U X,
J=1

— l'intersection de deux surfaces X;, et X;,, j1 # jo est soit vide, soit un bord commun
appartenant a 3,

81
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— pour tout j € {1,---,J}, ¥, est I'image d’un domaine D; polygonal fermé de R? par
un C*°-difféfomorphisme F},

Y = Fi(Dj).

Pour chaque domaine D;, on introduit une triangulation f,z de D; au sens des triangula-
tions usuelles en éléments finis, -
D;= |J K,
KeT)
telle que

— K € R? est un triangle d’intérieur non vide,

[ [

— pour tout triangles I?l et jfg € f}z, P'intersection de fl et de fg est vide,

— chaque aréte d’un triangle est soit une aréte d’un autre triangle soit une partie de
la frontiere de D.

Nous supposons en outre que ces triangulations vérifient les conditions habituelles de
régularité, en particulier le diametre hz du triangle K vérifie

h o~
hp <h et 75 < ou C est une constante indépendante de K. (4.1)
K

Pour simplifier I’exposé, nous ne considérerons qu’un seul domaine D; autrement dit il ne
sera plus fait référence a l'indice y = 1,---,.J. K désigne alors 1’élément générique de la
triangulation fh. Ses sommets sont notés §1, §2 et §3. Sans restreindre la généralité, on
supposera que D est un triangle rectangle isocele.

Décomposition de la surface

On obtient une triangulation Tp de la surface ¥ en prenant l'image par F’ de la triangulation
Ty, de D. L’image du triangle K par 'application F est noté K. On note 571,55 et S3 ses
"sommets” qui sont définis par S; = F(5;), i=1,2,3, voir la figure 4.1.

Soit o le triangle de référence

o={(s,t) € 0,1\ 0< s+t <1} (4.2)

On désigne par {p;}i=1..6 les trois sommets et les trois milieux d’arétes de o. On considere
7 lapplication linéaire de R? dans R? définie par les relations

~

fﬁ(pz) =9, 1=1,2,3. (4.3)
Cette application associe & tout point (s,¢) € o, le point (&',2?%) € K tel que

(31,8 =(1—s—1) S +1 5+ s Ss. (4.4)
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On note my I'application de R? dans R® définie par
mg =Fo fﬁ (4.5)
A tout point (s,t) € o lapplication mg associe le point (z',22,2%) € K tel que

(2',2%,2%) = mg(s,1) = F(fz(s,1)) = F((1—s—1) §1 +1 S+ s 53). (4.6)

Approximation de la surface

Pour approcher la surface ¥ on remplace Iapplication F’, pour chaque triangle K € fh,
par I I'interpolant de Lagrange de degré 2 sur K. En particulier

FIA{(SZ-):F(SZ-) =5 t=1,---,6. (4.7)
On note L;, i = 1,---,6 les fonctions de base de I'interpolation de Lagrange de degré 2
sur 0. On note encore Mg l'interpolant d’ordre 2 de mg donné par
6 6

(s, 1) =S Li(s, 1) = > _ mr(p;) Li(s,1). (4.8)

La surface X est approchée par la surface X définie par
Y= U FIA{(K) = U K. (4.9)

L’élément générique K de la triangulation 7} est I'image du triangle K e Ty par Dappli-
cation F.

4.1.2 Description de la méthode

Nous cherchons & calculer pour z € R*\ ¥ le champ

For Mo ([ 57 T @y) — g
Blay=12 [ My m ) dsty) (4.10)

N — ;. N
o ¥ =x —yet n est la normale extérieure a ..

—

Le calcul de B damns le cas ou X est formée de surfaces planes a été abordé au chapitre
précédent. Nous considérons ici le cas ou X est une surface quelconque. On note @ la
fonction définie par

B(a,y) =M - (). (4.11)

On désigne par N le nombre d’éléments de la triangulation T, de D. L’application mg,
associée au k®™M€ élément de la triangulation sera noté plus simplement myz. De méme on
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Figure 4.1: construction de la triangulation de la surface.
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écrira my, au lieu de mg,. Nous avons

B = 2 % [] 0 T as)

KeTy,

N
_ ZT?,;// (e, mi(s, 1)) T (ma(s, 1)) J(s, 1) ds dt (4.12)
ol
J(s,t) = | Osmp(s,t) A Ormy(s,t) | .
Le vecteur normal unitaire a la surface ¥ est donné par

Dsmp(s, 1) A Oymp(s,t)
| 8s'mk(57t) A 8tmk(57t) | .

7 (m(s, 1)) = n(s, t) = (4.13)

Il est en général mal aisé pour uneﬂlrface 3 quelconque d’expliciter "application my, et de

calculer J. Pour pouvoir calculer B, nous avons donc recours a l'interpolant my d’ordre
2 de my donné en (4.8). Ceci nous ameéne a considérer I’approximation suivante de B,

N
Bi(e) = Z—;;/fa B(z, g (s, 1)) i(s,1) J(s,1) ds di (4.14)

ou

J(s,1) =] 0smp(s,t) A Opig(s,t) | (4.15)
et n(s,t) est le vecteur

~ _ 8smk(57 t) N atmk(57 t)
D) = T (s, 1) A e, 1) | (4.16)

Remarquons que 'on a aussi

Biue) = 23 [[etw) i) s

KeT,

i ~
= 2 [ eyt dsty). (417)
T JJs,
Nous abordons dans la section 4.2 I’étude de I'estimation de l’erreur | ?(m) — ﬁh(x) |

Il n’est pas possible de calculer I'intégrale dans (4.14) de maniére exacte. Nous utilisons
une méthode d’intégration numérique basée sur la formule de quadrature élémentaire

/af(s,t) ds di = f:wjf(uj) (4.18)
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ot les coefficients w; € R sont les poids de quadrature et ou les points u; = (s;,t;) € o
sont les nceuds de quadrature. Nous calculons alors "approximation suivante de I'induction
magnétique secondaire,

N g
BY(P) = L2373 wi®(P,uy) (Dii(u;) A ;). (4.19)

k=1 j=1

La section 4.3 est consacrée a 1’étude de cette approximation.

4.2 Estimation de I’erreur due a approximation de la sur-
face

Dans cette section nous étudions l’erreur résultant de ’approximation de la surface X
par interpolation d’ordre 2. On montrera que sous certaines conditions de régularité et
de symétrie du maillage I'erreur commise est en O(h*). Pour cette étude d’erreur, nous
adaptons une technique introduite par D. Chien dans sa thése [24] pour la résolution d’une
équation intégrale de surface dans R® par une méthode de collocation.

Nous adoptons les notations suivantes pour les dérivées partielles d’une fonction u

Z—Z = us = dsu, 80—1: = uy = Oyul. (4.20)
Nous cherchons & estimer ’erreur |§>(P) - ﬁh(P)| en un point P € R*\ ¥ en fonction
du parametre h. Le point P étant fixé, nous notons

M-(P-Q)
[P QP

L’erreur liée a ’approximation de la surface est

Bp(Q) = 8(P,Q) = VQ € 3. (4.21)

E(P) = B(P)- Bu(P)
N
S /@p(mk(s,t)) n(s,t) J(s,1) ds dt
k=1 77
N ~
-y /@p(ﬁzk(s,t)) (s, ) J(s,1) ds di (4.22)
k=1 "¢
J(s,t) = | dsmr(s,t) A drmp(s,t) |,
J(s,0) = | Byin(s, ) A dyin(s,1) | (4.23)
et
_ dsmp(s,t) A dymy(s,t)
S = (o D) A B )|
_ Dy (s, 1) A Dyi(s, 1)
s = T3 A G D] (4.24)
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Ainsi

N
B(P) = % /@F(mk(s,t)) (Bymy(s, ) A um(s,1)) ds di
k=1 "7

N
-y / B p (s, 1)) @simn(s, 1) A (s, 1)) ds dt. (4.25)
k=1 7°
Nous décomposons E(P) sous la forme
E(P) = Ex(P) + Eo(P), (4.26)
N
E(P) = Y [ @p(mis,1)
k=1 "¢
X {0smp(s,t) N Oymg(s,t) — Osmp(s, 1) A Opymy(s, 1)} ds dt,
N
EyP) = > / {®p(mp(s,t)) — ®p(mp(s, 1))} (Dsip(s,t) A dymg(s,t)) ds di.
k=1 "¢

Nous allons étudier séparément ces deux termes.

4.2.1 Erreur dans 'approximation de la normale
Proposition 4.2.1 Pour chaque triangle K €Ty et V(s,t) € 0, on a
| Osmp(s,t) A Oymyp(s,t) — Osmg(s,t) A Oymp(s,t) |= O(R*).
Preuve. Soit (s,t) € o,et w=1—s—1t. On a, voir (4.6),
zl(s,1)
mi(s,t) = | a2(s,t) | = F(u 81+ 52+ 5 Sa). (4.27)
(s, 1)

L’interpolant de Lagrange d’ordre 2 de my(s,t), mi(s,t) = {(&'(s,1),3%(s,1),@%(s,1)) est
alors donné par, voir (4.8),

B(s,1) =Y a'(si,ty) Lis,),  i=1,2,3, (4.28)
j=1
ou pour j = 1,---,6, les p; = (s;,1;) sont les nceuds et les L; sont les fonctions de base

sur le triangle ¢ pour I'interpolation de Lagrange d’ordre 2.
Ainsi,

3 2
¢ t

Osmp(s,t) A Oymy(s,t) = | 23(s,t) z}(s,t) — zl(s,t) 23(s,1) (4.29)
2 1
t ¢
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et
‘%g(&t) j? 57t) - f“:’ 57t) 53?(5715)
Osinp(s, 1) A Oying(s, 1) = | &3(s,1) T}(s,1) — T3(s,1) T(s,1) | - (4.30)
x}s(svt) f?(svt) - 52(5716) i%(‘svt)

Remarquons que l'on a, voir (4.6),

Dea'(s,t) = VFi(uS;+18+4s83) (83— 51)=0(h), (4.31)
Oy’ (s,0) = VF'(uS;+18y+s83) (85— 51)=0(h), (4.32)

avec une généralisation immédiate pour les ordres de dérivation supérieurs. Effectuons un
développement de Taylor de z'(s, ) au voisinage de 'origine,

2(s,0) = 2'(0,0)+ Da'(0,0).(s, 1)+ lD%ﬁ(o 0).(s, 1) + 10%2’(0,0).(5,@3
P D4 0,0).(s,1) +/ 7)1)5 $(Cs, (1) - (s,0)7 ¢, (4.33)

soit utilisant la notation en puissances symboliques

zi(s,t) = z(0,0)+ (sai+taa) Y0, 0)+;( aa +t—)2 1(0,0)
+1( §+t§)3 (0,0) + 1( §+t§)4 10,0)4+ O(R%).  (4.34)

On vérifie aussi que I'interpolant # de z* défini par (4.28) admet le développement

6 P .
~ _ 7 a a @ 1 0 0 2t
Fs0) = jzzl(x(o,o>+<s]a—8+t]3—t>x<o,o>+ S5y + 1i5:)%4(0,0)
1,9 9. 1,0 0., .
b gl g 0,0+ s+ g (0,04 00) ) x Ls,0). - (4.35)

Afin de simplifier cette derniere expression, nous avons recours aux propriétés de 'inter-
polant de Lagrange. On a

6 6
ELj(s,t) =1, ESJ Li(s,t)=s

=1 7=1
6 6 ‘

>ty Li(s,t) =1, Z s3 Lj(s,1) = s%, (4.36)

j=1
sit; Li(s,t)=st, Zﬁ =

7=1
On obtient,
~ - 0 %, 1, 0?
#i(s,0) = 2%0,0)+ s=-2%(0,0) + t=2'(0,0) + =52 57 1(0,0)

0s ot 2 0s?
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1, 0° 0?2
—t —_— 1
bGP (0,0) 4 stoa(0,0)
1S 9 05 i
+ 6;(6]3 J&) (0 O)L( )
n ii(s 0 1. 09108(0,0)Ly(s,1) + O(H?), (4.37)
24 =795 T o1 '

Finalement, en sommant (4.34) et (4.37), on obtient pour ¢ = 1,2, 3,
wi(s,1) — #(s,1) = Hi(s,1) + G'(s,1) + O(R?), (4.38)

ou

Hi(s,1) = é {(s% +t§—t)3xf(o,o) 3 {(s]aa ]%)3 (0, 0)}Lj(s,t)}, (4.39)

P P 6
s = - {(ai F 0,0 - 3 {(si55 + 150, o>}Lj<s,t>} S (a0
On vérifie que
Hi(s,t) = O(h®), Gi(s,t) = O(h). (4.41)

Etudions la premitre composante de dgmy(s,1) A dymy(s,1) — dging(s, 1) A ing(s, 1) que
nous noterons vy (s, 1),

vi(s,t) = 22(s,1) 27(s,t) — a3(s,t) x2(s,t) — 32(s,1) T3(s,1) + 32(s,1) 32(s,1). (4.42)
En dérivant I’expression (4.38), nous obtenons

ii(svt) = $i(8,t)—Hi(s,t)—Gi(S,t)—}-O(fﬁ),
;’éi(svt) = .’L‘i(s,t) - Hg('svt) - Gi(‘svt) + O(hs) (443)
Puis en combinant (4.42) et (4.43), il vient apres simplification
Vl(svt) - ZE?(S, )
- 378(5 )
+
— ( H?

Effectuons ensuite un développement de Taylor de z% et z! au voisinage de I'origine,

(H(s,1) + Gi(s, 1) + (s, )(H(5,1) + Gi(s,1))
(H(s,t) + Gi(s, 1) — 2} (s, )(HJ(s,1) + G (s, 1))
1)+ Gls, ) H(s,1) + Gi(s,1))

t)

(’57
( + G2(s,0))(HD(s,1) + G3(s,1)) + O(R®). (4.44)

Sy

zy(s,1) = 23(0,0)+ 5 24,(0,0) + 1 23,(0,0) + O(A%),
wi(s, 1) = «i(0,0)4 s 25,(0,0)+ ¢ 2,(0,0) + O(h?). (4.45)
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On obtient
vi(s,t) = {23(0,0)+ s 23,(0,0) + ¢ 23,(0,0)}{ H/(s,1) + Gi(s,1)}
+ {x?(ov 0)+s w?t(ov )+t wB +(0,0 )}{H (s,0) + Gi(svt)}
— {23(0,0) + 5 23,(0,0) + t 23,(0,0)H{H(s, 1) + G} (s, 1)}
= {2f(0,0) 4 s «5,(0,0) + ¢ «3,(0,0)H{HX(s,0) + Gi(s,1)} + O(h°) (4.46)
que 'on développe
Vl(sat) = IE(0,0)Ht(S, )+$ ( )Hf(s,t)—xf(0,0)H?(s,t)—x?(0,0)H?(s,t)
+ w?(ov O)Gf(sv ) + 2y (07 O)Gi(s t) - w?(ov O)Gg(svt) - x?(o, O)GE(Svt)
+ {5 23,(0,0) + 1 23,(0,0)H{H(s, ) + Gi(s,1)}
+ {s w?t(ovo) +1 ‘Ltt( ) )}{H (s,0) + G?(‘Svt)}
- {s $§3(070)+t$st( LOHH{(s,1) + GE(s, 1)}
— {5 25(0,0) + 23,(0,0)H{H(s,1) + Gi(s,1)} + O(R°). (4.47)

Posons alors

Ei(svt) = I?(0,0)H?(S,t) + m?(0,0)H?(s,t) - $§’(0,0)Ht2(8,t) - I?(0,0)H?(S,t) (4'48)

et
Ei(s,1) = «2(0,0)G7(s,1) + ¢}(0,0)G3(s, 1) = 23(0,0)G(s, 1) — 27 (0,0)G (s, 1)
+ {5 23,(0,0) + ¢ 23,(0,0){H(s,1) + G} (s, 1)}
+ {5 25(0,0) + 1 23(0,0)H{H (s, 1) + G5(s,1)}
- s x?S(O,O)-I-txst( ) )}{Ht(svt) +G?(57 )}
— {5 25,(0,0) + 1 23,0, 0)H{H (s, 1) + G3(s, 1)} (4.49)
On a
vi(s,1) = Ei(s,1) + Ei(s, 1) + O(R®). (4.50)

On vérifie que E} est en O(h*) et El est en O(h®). Les mémes calculs peuvent étre
effectués pour les deux autres composantes. On obtient une estimation d’erreur en O(h*)

pour chacune des composantes et par suite la proposition est démontrée.
O

4.2.2 Quelques résultats intermédiaires

Lemme 4.2.1 Soit g un polynome homogéne de degré 3 a 2 variables et 11 son polynome
d’interpolation de Lagrange de degré 2 sur le triangle de référence o. Alors,

A%(g(s,t)—ﬂ(s,t)) dsdi = 0, (4.51)

/U%(g(s,t)—ﬂ(s,t)) dsdi = 0. (4.52)
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Preuve. Le polynome g est de la forme g(s,t) = c18° 4 c95%t + cast? + c413, avec ¢y, ¢q,c3
et ¢4 € R. La différence h(s,t) = g(s,t) — II(s, ) vaut alors

h(s,t) = 01(83 - §52 + %s) + 02(s2t — %st) + 03(5t2 _ %st)

2
1
4+ eq(t? - 3 + =t). (4.53)
2 2
On dérive pour obtenir
D hist) = (35— 35+ 1)+ ea(25t — L) 4 st = 1) (4.54)
ds 9 — 1 9 2 2 3 9 9 .
g—th(s,t) = (3 —314 %) + o261 — %s) eo(s? — %s). (4.55)

Un calcul élémentaire permet d’établir que

1
2 _ 4 _ 2

/05 ds dt = 112 /gt ds dt,

/sdsdt = = = /tdsdt,

o 6 o (4.56)
/ dsdt = =,

: :
/st dsdt = —.

o 24

Le résultat s’obtient alors immédiatement. a

Lemme 4.2.2 Nous reprenons les notations introduites a la section 4.2.1. Soil Eé la
fonction définie en (4.48). AlorsVi=1,---,3

/Ei(s,t) ds dt = 0. (4.57)

Preuve. Nous utilisons la convention suivante sur les indices,

sit=2alorst+1=3ete+2=1,
sit=3alorsi+1=1et74+2=2.

Alors la fonction Ej prend la forme

Ey(s,t) = 270,00 H{ (s, 1) + 2;72(0,0) H (s, 1)
2 F2(0,0) H* (s,1) — 2710, 0) H (s, 1). (4.58)

Pour démontrer (4.57) nous allons vérifier que Yk =1, -, 3,

0 & _ O ok —
/aaH (s,0) dsdt=0 et /J&H (s,0) dsdt=0.  (4.59)
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On a par (4.39)

His,1) = ~£%00 4

6 sssT (070) §t52035t$ (070) _St atts (070)

t38m$ 0,0) — —E{ 202 ,2*(0,0) + 3;5202,,2%(0,0)

] sss

+35;120%,,2%(0, 0)+t3ama: (0,00} L(s,1). (4.60)

Le résultat découle alors du lemme précédent en prenant

a::)ss (70) € =
8%5.? (0,0) Cq4 =

¢, =

asstaj (0 0)

4.61
attt'r (0,0). ( )

o= O
[ L I

C3 =
O

Définition 4.2.1 On appelle triangles symélriques deux lriangles le et Bg de sommets
respectifs 5'1,52,5'3 et 51,54,55 tels que, voir la figure 4.2,

=~ = =~ =<
5192 = — 518
2 st ¥ (4.62)
5153 = — 5155
N
S4 §5
AN
S1
N
/é3 S2

Figure 4.2: une paire de triangles symétriques.

Lemme 4.2.3 Soit D un triangle isocéle rectangle. On effectue une triangulation struc-
turée de D, voir la figure 4.3, a laide de n* triangles. Alors si n est impair, il existe
% (n? — n) paires de triangles syméltriques et n triangles qui ne peuvent étre appariés. Et
si n est pair il existe %(n2 —3n+2) paires de triangles symétriques et 3n — 2 triangles qui

ne peuvenl étre appariés.
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Ce lemme énonce un résultat fondamental pour I’étude de I'erreur qui suit. Un résultat
similaire est utilisé par D. Chien [24]. Nous en donnons une justification.

Figure 4.3: triangulation structurée de D.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que D est le triangle de sommets
(0,0),(1,0) et (0,1). Nous allons donner un moyen de construire les paires de triangles
symétriques dans D.

Si 'on considére un sommet S quelconque de la triangulation, intérieur a D, la facon la
plus avantageuse de créer des paires de triangles symétriques est d’associer les triangles
ayant S pour sommet comme indiqué sur la figure 4.4. L’idée est ensuite de répéter ce
motif le plus de fois possibles dans D.

Prenons le cas présenté sur la figure 4.5 ou D est maillé en 25 triangles (n = 5). On peut
placer trois fois le motif. Parmi les triangles restant, on peut encore associer deux triangles
entre eux. Il reste 5 triangles non appariés. La formule est donc vérifiée avec n = 5.

On peut ensuite procéder par récurrence. On en explicite la premiere étape. La récurrence
consiste a ajouter le long de ’hypoténuse une bande ayant la forme d’un quadrilatére afin
d’obtenir un maillage formé dans ce cas de 72 triangles. On peut répéter 3 fois le motif
de base dans la bande ajoutée, voir la figure 4.6. De plus, les deux triangles apparaissant
entre deux motifs dans la bande sont symétriques. En ajoutant la bande, on ajoute donc
seulement 2 triangles non appariés. Il y a au total 54+ 2 = 7 triangles non appariés. La
formule est donc exacte pour n = 7. Plus généralement, pour passer d’un maillage en
n triangles a un maillage en n 4 2 triangles, on ajoute suivant I’hypoténuse une bande
formée de 4(n + 1) triangles. Dans cette bande, on peut placer (n + 1)/2 fois le motif
de base. Il reste deux triangles entre deux motifs adjacents. Ces deux triangles sont
symétriques. On forme alors (n — 1)/2 paires de triangles symétriques supplémentaires. Il
reste 4(n+1)—6 (n+1)/2—2 (n—1)/2 = 2 triangles non-appariés dans la bande. Au total
pour le maillage en (n + 2)? triangles ainsi construit, il y a n + 2 triangles non-appariés.
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Figure 4.4: motif de base.

Figure 4.5: maillage de D en 52 triangles. Paires de triangles symétriques.
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Figure 4.6: maillage de D en 72 triangles. Paires de triangles symétriques.

Si n est pair, il suffit de considérer le triangle D’ formé de (n — 1)? triangles qui est issu
de D. On applique & D' le résultat obtenu dans le cas impair. On passe de D’ & D en
ajoutant 2n — 1 triangles non-appariés le long de I’hypoténuse de D’. On vérifie sans peine
que le triangle D possede %(n2 —3n+2) paires de triangles symétriques et 3n — 2 triangles
non-appariés. O

Remarque 4.2.1 La propriété que nous utiliserons par la suite est que si un triangle est
maillé de facon structurée & I’aide de n? triangles alors il existe O(n?) paires de triangles
symétriques et O(n) triangles non-appariés.

4.2.3 Etude du terme Fy

Lemme 4.2.4 On suppose avoir un maillage structuré de D. Le comportement du terme
Ey dans (4.26) en fonction du paramélre h est donné par

Ey(P) = O(hY).
Preuve. On écrit
N
Ey(P)=> e1x(P) (4.63)
k=1

avec

e1x(P) = / Sp(mp(s,t)){0smi(s,t) A Oymy(s,t) — Osmp(s,t) A Ogmng(s, 1)} ds dt.
(4.64)
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Afin de simplifier la présentation, nous nous intéressons a la premiere composante de ey,

notée €] ,. Le raisonnement est identique pour les deux autres composantes & permutation
k)

des indices pres.

Commengons par effectuer un développement de Taylor de ®p o my, au voisinage de (0,0),

bp(mr(s,t)) = @p(mr(0,0))+ s VOp(my(0,0))- dsmi(0,0)
+t VO p(mi(0,0)) - ;mi(0,0) + O(h?). (4.65)

D’apreés la proposition 4.2.1 et la formule (4.50) on a

{0smi(s, 1) A Oymg(s,t) — Osmg(s,t) A Oping(s, 1)} - 1= Ei(s, 1) + EX(s,t) + O(h®),

(4.66)
oft 1 est le premier vecteur de base et ol les termes Ej et El sont données par (4.48) et
(4.49). Rappelons que El = O(h*) et que E} = O(h%). Ainsi

di(P) = [{@r(mu(0,0) + 5 TOp(m4(0,0))- 9 (0,0)
+ 1 V@ p(mi(0,0)) - dmr(0,0) + O(h*) } { Ei(s,1) + E3(s,1) + O(h®)} ds dt (4.67)
que 'on peut écrire
e (P) = /@p(mk(0,0)) El(s,1) ds dt—|—/{s Vo p(mp(0,0)) - d,mi(0,0)
+t VOp(mi(0,0))- 9;mi(0,0)} E;(s,t) ds dt + O(h®); (4.68)

en effet, d’apres le lemme 4.2.2
/Ei(s,t) ds dt = 0. (4.69)

Nous obtenons que e ,(P) est en O(h®) et par suite E{(P) erreur pour les N triangles est
en O(h®). Pour obtenir 'estimation annoncée, il convient d’étudier de fagon plus précise
les différents termes dans (4.68). Nous posons

AL = /0<1>p(mk(o,o)) El(s,0) ds dt (4.70)
+ /{5 Vb p(mi(0,0)) - dyma(0,0) + ¢ VI p(mx(0,0)) - dsmp(0,0)} El(s,1) ds dt.

Nous allons montrer que sous ’hypothese d’un maillage structuré de la surface du domaine
nous allons obtenir I’estimation d’erreur annoncée. Pour cela nous montrons que les termes
d’ordre 5 du développement asymptotique se compensent pour une paire de triangles
symétriques; c’est-a-dire que si Ky, et K, sont deux triangles symétriques, alors A}Cl +

AL = 0(h) .

Soient §1, §2, §3 et gl, §4, §5 les sommets des triangles ffkl et fkw voir la figure 4.2. Nous
désignerons par (a;, b;) les coordonnées du sommet S;. On a les relations
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ar—ay = ag—ay, by—by = by—b, (4.71)
ay — a3 = a3 — aq, by —bs = bs—by. .
Soient
1
.Lkl(s,t)
z} (s,1) = myp,(s,1) = F((1—5—1)5; + 155 + s53) (4.72)
3
wkl(s,t)
Fl(al + t(a2 — (Ll) + S(ag — (Ll),bl + t(bg — bl) + S(bg — bl))
= FQ(al —|— t(ag — al) —|— 5(03 — (Ll),bl —|— t(bg — bl) + S(bg — bl))
F3(ay 4 t(ag — aq) + s(az — ay), by + 1(by — by) + s(bs — by))
et
wkz(s,t) ) . .
z; (s,1) = mp,(s,t) = F((1—s—1)5 + 154+ s55) (4.73)
x% (s,1)
2

FY(ay + t(ag — a1) + s(as — ay), by 4 t(by — by) + s(bs — by))
= F2((Ll + t(a4 — (Ll) + 5(05 — (Ll),bl + t(b4 — bl) + 8(b5 — bl))
FB((Ll -|- t((L4 - (Ll) -|- .S((L5 - (Ll),bl -|- t(b4 - bl) -|- .S(b5 - bl))
Remarquons que
my, (0, 0) = ka(O, 0) = F(Sl). (4.74)
D’autre part, Vi =1,---,3,
83$};1 (0,0) = ((13 — (Ll) 81Fi(a1,b1) + (b3 — bl) 82Fi(a1,b1),
355622 (0,0) = (a5 — al) (91F’(a1,b1) + (b5 — bl) 62F2(a1,b1). (475)

Compte tenu des relations (4.71), nous en déduisons la relation suivante entre dérivées

Pas

partielles relatives aux triangles Kj, et K, ko
95z}, (0,0) = —dsz}, (0,0). (4.76)
Par un calcul similaire, on vérifie les égalités suivantes

Oy, (0,0) = =9z, (0,0), (4.77)
85233721(070) = 83253722(070)7
0%z, (0,0) = 9%z (0,0), (4.78)
az?tle(oao) = az?t‘r}-cg(o?o)a
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8?353721(070) = _8§SS$}C2(070)7
6?31@}:“ (070) = —3§’st$%2(070)7 (4_79)
agttmf'cl(07 0) = _8315153722(07 0),
a%t‘r;cl (070) - %t'r}.cg(O’O)?
3;1585,%1 (070) = 03533"522 (070)7
DLy, (0,0) = 9%, (0,0),
agsttw}-cl (070) = 3;15”%};2(0,0), (4'80)
agtttwil(ov 0) = 3§ttt~5k2(07 0)7
a?tttx;cl(ov 0) = a?tttxkz(ov 0).

Etudions maintenant la premiére des intégrales du membre de droite dans (4.70). L’expres-
sion de E1 est donnée par (4.49),

E} = 2%0,0) GJ(s,t) + 23(0,0) G2
—I_{‘S mss(o 0) +t ‘rst 070)}(H
+{s xst 0,0)+1¢ xtt

(1) = 23(0,0) G{(s, 1) = 27(0,0) G(s,1)
i(5,1) + Gi(s,1)
0,0)}(H (s, 1) + G;(s,1)

(s,

T~

(
—{5 23,(0,0) + 1 23,(0, 0)}(H(s, 1) + G (s,1))
{5 2%,(0,0) + ¢ 22,(0,0)}(H3(s, 1) + G3(s,1)). (4.81)
Ou a
@s0)= o {(é% -|—t% 1430, 0) g{ et J%)‘* 30, O)}Lj(s,t)}, (4.82)
d’otl, en dérivant
G3(s,1) = {45 23031(0,0) + 125%122,,,(0,0) + 125%0%,,(0,0) 4 41°23,,(0,0) }

E Z{J 3065(0,0) 4 4st523,,,(0,0) + 653t22,,,(0,0)
+45132%,(0,0) + £425,(0,0) } 9L (s, 1), (4.83)
En utilisant les relations (4.76) — (4.80) on obtient ’égalité
G (50K = G5, 0|1y (4.84)

et par suite,

.’L'g((),()) G?(svt)lh = —.’L‘i(0,0) G?(’Svt)lkr (4'85)
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On vérifie de la méme maniere que

27(0,0) G2(s,1)|r, = —27(0,0) G3(5,1)|1,,
23(0,0) G2(5,1)|p, = —23(0,0) G2 (5, 1)|g,, (4.86)
37?(070) G§(57t)|k1 = _37?(070) G§(57t)|k2'

On a ainsi montré que, pour deux triangles symétriques fx?kl et I?kz, les quatres premiers
termes dans I’expression de El secompensent mutuellement. Etudions les autres termes
dans (4.81). Remarquons que les termes faisant intervenir les dérivées partielles de G!
sont d’ordre 6. Il suffit donc d’étudier le comportement des produits faisant intervenir les
dérivées partielles de H'(s,t) tel 22,(0,0)H}(s,1).

On a
5 1 ) ) 3, 6 { 0 0 5,3 } .
H3(s,1) = 5 {(8_05 —}—tat) (0,0) j}:l: Sige tli _dt) (0,0) ¢ Li(s, 1)y, (4.87)

d’ou en dérivant

H3(s,t) = {sé 2334(0,0) + 65ta3,,(0,0) + 31%25,(0,0) | (4.88)
- _Z{ ] sss 0 0 +35 tjajsst(()?())—}_ 35] 7 stt(o 0)+t3mttt 0 0 } at ‘S t)

En utilisant les relations (4.76) — (4.80) on obtient
(s, 0k = —H7(5,0)|k,. (4.89)

puis,

235 (0, 00 H (s, )|, = —23,(0, 0)H (s, 1), (4.90)

Un calcul similaire peut étre effectué avec les autres produits dans (4.81). On obtient
finalement, en développant les termes restants

E5(57t)|k1 + E5(57t)|k2 = O(h6)7 (4'91)

d’ou on conclut que
/fl)p(mkl((),())) El(s, 0], ds dt—|—/ p (1, (0,0)) El(s, )|, ds dt = O(h®). (4.92)

Il faut ensuite étudier la seconde intégrale du membre de droite dans (4.70), c’est-a-dire
I'intégrale des deux fonctions

s V& p(my(0,0)) - dsm(0,0) Ei(s,t) (4.93)

et
t V@p(mi(0,0)) - 0ymp(0,0) Ej(s,t). (4.94)
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Nous avons
Ei(s0) = 0080+ 20,0850
23(0,0)H{(s, 1) — 27(0,0)H (s, 1).

On a établi, voir (4.89), que

Hi('svt)lkj = _Hz(svt)|k27

Hi(s,lky = —Hi(5,1)]1,,
et que, voir (4.76) et (4.77),

xzs( ) )|k1 = _mg( ) )|k27

.Lt(0,0 |k1 = —.’L‘t(0,0 |k2

On a donc
Ej(s: )k, = Eg(s )]k,
D’autre part, d’apres (4.74), (4.76) et (4.77),

M, (070) = TIZ]CQ(O,O),
dymy, (0,0) = —0ymy,(0,0),
Osmp, (0,0) = —0smi,(0,0).

On a donc

s VOp(mp,(0,0))- dsmp, (0,0) + ¢t VOp(my, (0,0))- dymy, (0,0)

= -5 V@p(ka (0, 0)) . aska(O, ) —1 V‘I)p(ka(O, )) . atka(O, 0).

Combinant (4.98) et (4.100), il est alors immédiat que,

/ {s VO p(m,(0,0))- dsmp, (0,0)
+1 V@p(mkl( , ) atmkl(0,0)}Ei(S,tNkl ds dit
+/, {s V@ p(my, (0,0))-
)

+ 1 V&p(my, (0,0)) - dymg, (0,0)} EL(s, 1), ds dt = 0.

s, (0,0)

Ainsi, des estimations (4.92) et (4.101), on obtient
Al + A, = O(R°)

et par suite, voir (4.68),
e%,kl -I_ e%,kg = O(hG)

Un calcul analogue pour les autres composantes nous donne

el,kl -|- (:’Lk2 = O(h6)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)
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Pour obtenir I'estimation annoncée pour Fy, nous sommons sur les triangles de D. La
triangulation Ty de D possede N éléments. D’apres le lemme 4.2.3, on peut réaliser O(N)
paires de triangles symétriques. Pour une paire de triangles nous venons de montrer
que lerreur est en O(h®), alors que pour un triangle pris isolément cette erreur est en
O(h®). Les paires de triangles symétriques vont fournir une erreur globale proportionnelle
3 N h® = O(h?). Les O(v/N) triangles qui non pas été appariés vont fournir une erreur
globale proportionnelle 3 /N h® = O(h*). On peut résumer en écrivant successivement

N
Ey(P) = Y e1x(P)
k=1

- Yoo e+ Y anp)

triangles triangles
symétriques non-appariés

= O(N) O(h®) 4+ O(V'N) O(h®)
= O(h™2)O(h%) 4+ O(h~HO(h)
= O(h"). (4.105)

4.2.4 Majoration du terme F,

Lemme 4.2.5 On suppose avoir un maillage structuré de D. Le comportement du terme
FEy dans (4.26) en fonction du paramétre h est donné par

E5(P) = O(hY).
Preuve. On écrit N
Ey(P) = Z e2,k(P) (4.106)
avec .
eak(P) = /G {Pp(mi(s,t)) — ®p(mi(s,t))} (Osmi(s,t) A dymp(s,t)) ds di.  (4.107)
Effectuons un développement de Taylor de la fonction ®p autour de m(s,t). On obtient,
®p(mi(s,t)) = ®p(inn(s, ) + VOp(nn(s,1)).(mu(s, 1) — (s, 1)) + O(h®).  (4.108)
Ainsi,
®p(my(s,t)) — ®p(ig(s,t)) = VOp(ig(s,t)).(mk — mkt) + O(h®)

= (a'(s,t) — @' (s,1)) 01®p(r(s, 1)) + (2%(s,t) — @%(s,1)) O2®p(in(s,1))
+(23(s,1) — 33(s,1)) 03@p(Mg(s, 1))+ O(h®). (4.109)
Effectuons ensuite un développement de Taylor de la fonction 9;®p(mk(s,1)) au voisinage

de (0,0),
8{@]3(77%(8,@) = @@p(ﬁbk(o, 0)) + O(h). (4.110)
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D’autre part, d’apres (4.38), on a
((5,8) = & (5,)) = H'(s,4) + O(h") = O(®), (4.111)

On obtient alors

®p(mp(s,1)) — Pp(m(s,1)) (Hl(sat) + 0(h4)) (01®p(M(0,0)) + 0(h))
+ (H3(s,1) + O(h*)) (9@ p(77£(0,0)) + O(h))
+ (H2(s.0) + O(h")) (952 p(714(0. 0)) + 0(h)

= H'(s,1) 0:%p(M(0,0))

+H?(s,1) 0,@p(m1(0,0))
+H3(s,t) 039 p(m1(0,0)) + O(h*)
= 0(h%). (4.112)
D’autre part,
Dsp(s,1) A Oyimg(s,t) = 03mp(0,0) A dping(0,0) 4+ O(R*) = O(h?). (4.113)
On obtient donc pour un triangle,
ea1(P) = O(h”) (4.114)
et en sommant sur les N triangles du maillage
Ey(P) = O(R®). (4.115)

Ici encore, pour obtenir ’estimation annoncée nous allons devoir étudier I’erreur pour une
paire de triangles symétriques. Nous allons montrer que si Kj, et Kj, sont deux triangles
symétriques, alors ek, (P) + e2.1,(P) = O(h®).

Partant de ey, donné en (4.107), on utilise (4.112) et (4.113) pour obtenir Iexpression
ean(P) = — /U{Hl(s,t) M@ p(ig(0,0))+ H?(s,1) 028 p(7x(0,0))
+H?(s,1) 03® p(i(0, 0))}{&77%(0, 0) A 0y (0, 0)} ds dt + O(h®). (4.116)
On vérifie en utilisant (4.39) et (4.79) que
H'(s,1)|g, = —H'(s,1)[,. (4.117)

On vérifie également facilement, en utilisant (4.28) et (4.30), que

8smk1(0, 0) A 3tmk1(0, 0) = 8smk2(0, 0) A 3tmk2(0, O). (4.118)
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Ainsi, si Ion considere deux triangles symétriques Bkl et kaz, I'intégrant dans (4.116)
provenant du triangle K, %, est de signe opposé a celui provenant du triangle K, k,. Autrement
dit,

€2, (P) + €3, (P) = O(R®). (4.119)

On renouvelle alors le raisonnement effectué pour I’estimation de Fi. On obtient finale-
ment ’estimation

Eo(P) = O(hY). (4.120)
O

4.2.5 Estimation de ’erreur

Proposition 4.2.2 On suppose avoir un maillage structure de D. Alors Uerreur commise
en approchant la surface ¥ par interpolation d’ordre 2 pour calculer intégrale

S o7
s b)) T

E(P) =B (P) - B y(P)| = O(h).

se comporte en O(h*),

Preuve. Nous avons montré que l'erreur pouvait s’écrire
E(P)= E(P)+ Ey(P) (4.121)

ou Fy, Ey donnés par (4.26). Les termes Fy et Ey ont été estimés aux lemmes 4.2.4 et
4.2.5. O

4.2.6 Comportement de I’erreur pour un point proche de la surface

Dans I’étude qui vient d’étre effectuée, nous avons étudié le comportement des différents
termes en fonction du parametre h seul. Il est important de remarquer que la fonction
®p se comporte en 1/d? ou d est la distance du point P & la surface ¥. Aussi, si le
point P est proche de la surface ¥, disons d = O(h), il convient de prendre en compte ce
comportement dans ’étude de ’erreur.

Pour tout triangle K € T}, nous notons dj la distance de P au triangle K et

d = min dj.
KeT,

Reprenons alors ’étude des deux termes d’erreur Eq et E en (4.26). Nous conservons les
notations introduites précédemment.

Lemme 4.2.6 Si le point P est a une distance d de la surface ¥ tel que d = O(h) alors
le comportement du terme Ey dans (4.26) est donné par

Ey(P) = O(h?).
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Preuve. Le développement de Taylor (4.65) de ®p o my, au voisinage de (0,0) s’écrit

bp(mr(s,t)) = @p(mr(0,0))+ s VOp(my(0,0))- dsmi(0,0)

h2
+t V®p(mg(0,0)) - dymi(0,0)+ O(%), (4.122)
. . 1 .
le premier terme du membre de droite se comportant en O(d_z)7 les deux suivants en O(d_%)
On obtient alors pour (4.68),

h5

e 1, (P) = 0(=)- (4.123)
k

Il reste alors a sommer sur les triangles de la triangulation pour obtenir I'estimation
d’erreur pour Fy. Tout d’abord, pour les triangles K € T} "tres” éloignés du point P,
ie. dp = O(1), on effectue a nouveau la sommation comme pour (4.105). On obtient une
erreur globale en O(h*) pour ces triangles. Intéressons-nous aux autres triangles, situés a
une distance dy = O(h) du point P. On note Ky le triangle vérifiant

d = dist(P,X) = min djy = dist(P, Ky), (4.124)

KETy,

et fo le triangle correspondant dans la triangulation Th. On classe alors ces triangles
en fonction de leur distance au point P, ou ce qui revient au meéme, en fonction de leur
distance a Kg. Plus précisément, on appelle voisinage d’ordre n de Ko lensemble V;, des
triangles K¢ fh situés a une distance r; de ]?0 tel que

1 1
<n—§> h<r,< (n—|—§> h.

On peut vérifier que le nombre de triangles dans le voisinage d’ordre n est une fonction
affine de n. On a I'approximation suivante

i o~ ri+d?
n? h% 4 ¢ h? = (n® + ¢?) B2 (4.125)

X

Sommons ’erreur sur chaque triangle en respectant les voisinages

N N %
> Y axr) = XY 00

n=1gey, n=1gev,
N I
= Z(a n+ b)O(d—B)
n=1 k
= O(Rr%). (4.126)
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Lemme 4.2.7 Si le point P est a une distance d de la surface ¥ tel que d = O(h) alors
le comportement du terme Ey dans (4.26) est donné par

Eo(P) = O(h?).
Preuve. On a
N
Ey(P) =Y eyx(P) (4.127)
k=1
avec

€2k = / {®p(mi(s, 1)) — ®p(mk(s, 1))} (Osimr(s, 1) A Oping(s, 1)) ds di. (4.128)

On peut vérifier, en reprenant les calculs ayant permis d’aboutir a (4.112), que,

~ h3
bp(mr(s,t)) — ®p(mi(s,t)) = O(d_B) (4.129)
k
D’autre part, nous avons, voir (4.113),
Dsig (s, 1) A Opimg(s, 1) = Dsmr(0,0) A dymk(0,0) + O(h*) = O(h?). (4.130)
Ainsi,
h5
eak(P) = O(d_3) (4.131)
k
Pour conclure, il suffit d’appliquer a nouveau la procédure concernant la sommation sur
les différents triangles utilisée au cours de la preuve du lemme précédent. O

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Proposition 4.2.3 Si le point P est a une distance d de la surface ¥ tel que d = O(h),
Uerreur commise en approchant la surface ¥ par interpolation d’ordre 2 pour calculer

—
B(p) = Mo M-\ 7 ds
B(P)_47r//E<M T3>ndé

se comporte en O(h?),

4.3 Utilisation d’une formule de quadrature numérique

4.3.1 Formule de quadrature

Dans cette partie, nous étudions la mise en ceuvre d’une formule de quadrature numeérique
pour évaluer (4.17). Nous utilisons pour cela la formule de quadrature élémentaire

/af(s,t) ds dt = iwjf(uj) (4.132)
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ot les w; € R sont les poids et les u; = (s;,¢;) € o les noceuds de quadrature.

On désigne par p Uordre de la formule de quadrature (la formule integre de maniére exacte
les polynomes de degré inférieur ou égal & p mais pas les polynémes de degré u + 1).
Signalons que les nceuds de quadrature et les nceuds d’interpolation pour la surface ¥ ne
sont pas nécessairement les mémes. Construisons la formule de quadrature composée. On
a, voir (4.17),

Bupy = B2 [ 9(P.@)7(@Q) as(Q)
= Y [[erwQ) @)

KeT,

- Z_frkzzjl// (P, (s, 1)) (Dsiin(s,1) A (s, 1)) ds di.  (4.133)

En utilisant la formule de quadrature (4.132), on calcule I'approximation suivante de
I'induction magnétique secondaire

N g
Bi}f Z Zw] P my, u])) (asﬁlk(u]) A 3tﬁlk(Uj)). (4.134)

kl]l

4.3.2 FEtude de ’erreur

— —
L’erreur liée & l"approximation B (P) de 'induction magnétique secondaire B (P) vaut

N
Z/ B p(mi(s, 1)) (Dymn(s, ) A (s, 1)) ds di
k=179

N ug

Z ijép(ﬁlk(u]')) (8sﬁlk(u]') A atﬁlk(u]')) . (4.135)

k=1 j=1
On décompose F sous la forme

E=Fy+ Fi+ F, (4.136)

avec

N

Ey = )

k=1

N

= DY wi®p(mi(u)) (Dsmp(u;) A dyma(u;))
k=17=1
N pa

Er = )Y wi®p(mi(uy)) {0smi(ug) A demi(uj) — Dsiivg(uj) A Oyiing(u;)}
k=15=1

Sp(my(s,t)) (Osmp(s,t) A Oymy(s,t)) ds dt

—

&

7

N  uqg
Ey = )Y wi{®p(mul(u)) = @p(i(u;))} (Osiiv(u;) A Oeiivi(u;)).
k=1j=1
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Le terme Fy s’interpréte simplement; il s’agit de I'erreur de quadrature. Les autres termes
sont les analogues de ceux introduits a la section 4.2 mais avec une formule de quadrature
numeérique.

On a un premier résultat concernant l'erreur de quadrature qui généralise le résultat clas-
sique de la dimension 1 : si la formule de quadrature est d’ordre p, l'erreur de quadrature
se comporte en O(h*T1), h désignant le pas de discrétisation [7]. Nous allons montrer
que sous ’hypothese d’un maillage structuré et sous certaines hypotheses sur la formule
de quadrature la convergence est accrue en O(h**2?). Nous reprenons pour cette étude
d’erreur les notations introduites dans les sections précédentes.

Etude de ’erreur de quadrature

Proposition 4.3.1 On se place dans Uhypothése d’un maillage structuré. L’erreur de
quadrature Eq se comporte en O(h*)

o @2 st p est pair,
ou i =
w4+ 1 sip est impair.

Preuve. Considérons tout d’abord le triangle générique K et notons @ I'intégrant dans
(4.135),
G(s,t) = ®p(mp(s,t)) (Fsmp(s,t) A Oymp(s,t)). (4.137)

Si (a1,b1), (ag,by) et (as, bg) désignent les coordonnées des trois sommets de K, nous avons
mk(s,t) = F((Ll + 8((13 - (11) + t(ag - (Ll), bl + S(bg — bl) + t(bg — bl))
On peut alors écrire,

N pa

FEy = Z/Gst dsdt—ZZw] (85,15

k=1 j=1
3 {/ G(s,1) ds di — f:ch;(sj,tj)} . (4.138)

Effectuons un développement de Taylor de G a ’ordre pu, au voisinage de 'origine,

G(s,t)= H,(s,t) + K}L(s,t) + B’Z(s,t), (4.139)
avec
H 9 o k
H,(s,t) = Z <s%+t—> G(0,0),
- _ 1 J o\t
K,(s,1) = m( 7: Tz G(0,0),

1 drtig

1
-2 _ RS
K (s,t) = TEs /0 (1-wv)* T (vs,vt) dv.




108 Calcul numérique de I'induction magnétique pour un domaine quelconque

H,(s,t) est un polynéme de degré p, il est donc intégré de facon exacte par la formule de
quadrature. Le terme Fg s’écrit donc

N Ld
Ey = Y /K}L(s,t) ds dt — > w;KL(sj,1;)
k=1 g 7=1
N Bd
+ Y /Kg(s,t) ds dt =Y w;K2(sj 1) b . (4.140)
k=1 (77 J=1
Posons
Ka
€h, = /Kﬁ(s,t) ds dt — > w;iK2(sj,1;) (4.141)
o j=1

1 ! drt2iG &L driE
— _ \utl _ . ) .
= s 1)!/0 (1-v) { e (vs,vt) ds dt Z;w] pTS (vs;,vt;) ¢ dv.
]:
Nous allons montrer que
———(vs,vt) = O(h*t%), (4.142)
on aura alors immédiatement I’estimation
ei’ﬂ = O(h“+4).

On pourrait en fait vérifier que

d*t2G o 3M+2¢P o ‘
Wax W(VS,Z/t) <Ch !-I:-[?-:C,l:t)iQ (fcr,%gié{D ey F(z,9))|. (4.143)
(s,t)Ec 4,720
On a o k2
dh TG ;0" aG
m(ys, vt) = Z;) s' R (vs,vt). (4.144)
i+j=n+2

Considérons le terme générique de la somme précédente développé par la formule de Lieb-
nitz

8“"’2(} ) 3M+2<I)P
aeigp St = (Osmuls, 1) A Oym(s, ) = (mi(s, 1) + -+
gpt2
<o Bp(mp(s, t))asiatj {0smp(s,t) A dympr(s,t)}.  (4.145)
Pour la valeur entiere (, par dérivation composée, on peut vérifier que,
°®p
: (mg(s, 1)) = plaz — ay,ay — ay, bz — by, by — by)
ds ot l%o
l+m=¢

7@/(@1 -|- 8((13 - al) -|- t(ag - al), b1 -|- .S(b3 - bl) -|- t(bg - bl)), (4146)
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ol p est un polyndme homogene de degré ( des 4 variables. 1l est alors immédiat que

0P
85’82 (mi(s,1)) = O(h°). (4.147)

D’autre part, en utilisant (4.29) et (4.31), on obtient

ort2—¢

ERETE {Dsmp(s, 1) A Oymy(s, 1)} = O(RHH46). (4.148)
s

Finalement on obtient le comportement
——(vs,vt) = O(h*?) (4.149)

et I'estimation pour e% ., est alors immédiate.

Intéressons-nous maintenant au terme
K
- / Kl(s,0) ds dt =3 wiK(s;,1;). (4.150)
a :1

En argumentant come précédemment on peut vérifier que ei’# = O(h#*3). Ce résulatat
n’est pas suffisant pour démontrer la proposition dans le cas u pair. Nous allons montrer
que si K, et Kj, sont deux triangles symétriques et si y est un nombre pair alors

€hy ot €k, = 0. (4.151)

Pour cela, il convient d’étudier chacun des termes de la somme

A pt i G
<58—+t%> G(0,0) = ]ZN CiT st = (0,0). (4.152)
t+j=p+1

Raisonnons sur le premier terme, on se convaincra sans peine que I’argument est utilisable
avec les autres termes de la somme. En utilisant la formule de Liebnitz, on développe

G . . 0"+ o
S (0,0) = (asmk(o,o)Aatmk(o,o))Wf

pt1
oo 10ami(0,0) A Gy (0,0)} . (4.153)

(mk(07 O)) +
“+ @p(mi(0,0)) 2—

Prenons le terme générique

Fdpo F

Saiggn (a1 h) (4.154)

—(mk 0 O Z {C (Lg - (11 b bl)
I,m>0
l+m ¢
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et
gt~ ISy, dmy,
gontizc 10smi(0,0) A 9ymi(0,0)} = ——rmmm (0,00 A —=(0,0) + - -
amk 8#+2_ka
ot 5 (0.0) A e (0,0), (4.155)
avec
0"y,
Gergr 00 = X0 > plas—anaz—axby = by by — by)

l1,m1 20  lp,mp>0
li+my=n1 latma=ny

O F
X Ozhitlzggmitme (al’ b1),

(4.156)

avec p polynéme homogene de degré 7.

Considérons alors deux triangles symétriques fkl et ff;w. On a les relations suivantes
entre les coordonnées des sommets, voir (4.62) et (4.71),

{QI_QQ = —(a1—¢14) , @1 —asz = —(01—05)7 (4157)

by —by = —(by—bs) , by—bs = —(by—bs).
On obtient alors,

2P (e (0.0)) = 02 0,09,
rt1-¢ ) ) t3_¢ ourti—¢ ) )
e 10 (0.0) A Oy (0.0)) = (=1L (0, (0,0) A D, (0,0)).
On a d’autre part,
®p(my, (0,0)) = ®p(my,(0,0)) = &p(51) (4.158)
et
3smk1 (0, 0) A é?tmkl (0, 0) = asmk2(0, 0) A 3tmk2(0, 0)
= 9,F(51) A F(Sy). (4.159)
Ainsi, si p est pair alors (=1)#*1 = (=1)#+3 = —1 et d’apres (4.153) nous avons
orHG ortG

Pour conclure, on a une fois de plus recours a la décomposition du maillage en triangles
symétriques et triangles non-appariés. Pour une paire de triangles symétriques, si u est
pair, on a une erreur en O(h#t1). Pour un triangle non apparié, I'erreur se comporte en
O(h**3). L’erreur globale est ainsi en O(h#*?) si u est pair et en O(h*T!) seulement si u
est impair. O
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Etude des autres termes d’erreur

Lemme 4.3.1 5% lordre de la formule de quadrature p vérifie p > 2 alors

N a
F = Z ijq)p(mk(u]-)) {asmk(u]') A atmk(u]') — asﬁbk(u]') A atﬁbk(u]')} = O(h4)
k=1j;=1
Preuve. On utilise les expressions (4.65) et (4.66) pour écrire,
Sp(mr(s,t)){0smi(s,t) A Oympy(s,t) — Osmg(s,t) A dying(s, 1)} =
S p(mi(0,0)){E4(s,t) + Es(s, 1)} + {s V®p(mi(0,0))- dsm(0,0)
+ 1 V&p(mp(0,0)) - 9,;mi(0,0)} Eyg(s,t) + O(hO). (4.161)

Si g > 2 alors Fy4, qui est un polynéme de degré 2, voir (4.48), est intégré exactement.
D’apres le lemme 4.2.2, on a donc,

ta
S wiEa(uj) = / Ea(s,1) ds dt = 0. (4.162)
i=1 7
Alinsi,

td

Y wi®p(ma(u;)) {0smuuy) A Gy (u;) — Osiiug(uj) A Dyivg(uj)}

i=1

Kd

= S p(mi(0,0))FEs(s,t) + {s VO®p(mi(0,0))- dsmi(0,0)

.
Il
—

+ VB p(my(0,0)) - 9ymp(0,0)} Ea(s, ) + O(hF).  (4.163)

Pour conclure, on reprend I’argument consistant a distinguer les triangles symétriques
de la triangulation. Pour deux triangles symétriques ffkl et sz, nous avons montré,
voir (4.91), que

Es5(s, )|k, + Es(s, )|k, = O(h%), (4.164)

et d’apres (4.98) et (4.99),
—{s V@p(mk(o, 0)) . 3Smk(0, 0) + V@P(mk(o, 0)) . 81577%(0, 0)}E4(8, t)|k1
={s VOp(mi(0,0)) - dsmr(0,0) + ¢t V®p(my(0,0))- 9ymr(0,0)} Fs(s,t)|k,. (4.165)

Ainsi, en sommant sur les triangles du maillage, en respectant les paires de triangles
symétriques, on a O(v/N) triangles avec une erreur en O(h®) et O(N) triangles avec une

erreur en O(h%), soit une erreur globale en O(h?) . O
Lemme 4.3.2
N 44
By =3 % wi{®p(m(u;)) — ®p(ip(u;))} (Dsiing(u;) A Oyiing(u;)) = O(hY).
k=1 j7=1

Preuve. 1l suffit de reprendre les arguments de la section 4.2.4 et de les appliquer au point
(‘57 t) = uy. O
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Estimation de ’erreur

Proposition 4.3.2 Sous l’hypothése d’un maillage structuré et si la formule de quadra-
ture (4.132) est d’ordre p, ot u est un entzer supéerieur ou €gal a 2, alors lerreur dans
Vapproxzimation de Uinduction magnélique B par la méthode décrite a la section 4.1.2

vérifie _

E(P)=|B(P) - B}(P)| = O(hY).

4.3.3 Comportement de ’erreur pour un point proche de la surface:
quasi-singularité

A T'instar de ce qui a été fait a la section 4.2.6, nous allons examiner I’estimation d’erreur
pour un point "proche” de la surface ¥ (situé & une distance d = O(h) de X).

Proposition 4.3. -3 Si le poznt P est a une distance d de la surface ¥ telle que d = O(h),
Uerreur E(P) = |B( ) — B“( )| vérifie E(P)= O(1).

Autrement dit, pour un point proche de la surface X, il n’y a plus convergence de la
méthode.

Preuve. Les arguments que nous allons utiliser sont analogues a ceux de la section 4.2.6.
Nous allons montrer que le terme Fy dans (4.136) vérifie £y = O(1).

Nous reprenons le cheminement de la preuve de la proposition 4.3.1. Toutefois maintenant
une dérivée d’ordre a de ®p fait apparaitre un comportement en d;a_Q. On a l’estimation
(4.147) remplacée par

9°®p h¢
—— 1)) = 0(——). 4.1
dsi ot (mk(sv )) O(di+2) ( 66)
Par suite (4.145) nous donne
3n+2<pp pt4
———(8,1) = O(—)- 167
g o+ = Ogzr) (4.167)

On en déduit immédiatemment que

utd
h, = O(d#+4 (4.168)
k
De méme on obtient 3
B
o = O(~i73): (4.169)
k

sans avoir recours a 'argument des triangles symétriques.

En appliquant le procédé de sommation utilisé au cours de la preuve du lemme 4.2.6, on
obtient

Eo(P) = O(1). (4.170)
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Les estimations d’erreur pour les termes F; et Fy s’obtiennent de maniére immédiate en
appliquant les développements de Taylor effectués dans les preuves du lemme 4.2.6 et du
lemme 4.2.7 aux points u; = (s;,¢;). On obtient les estimations F; = O(h?), By = O(h?),
qui sont du méme ordre que celles obtenues a la section 4.2.6 avec une intégration exacte.

O

4.3.4 Traitement de la quasi-singularité

Nous avons mis en évidence que des difficultés numériques liées a 'utilisation d’une formule
de quadrature numérique apparaissaient quand le point P se situait & proximité de la
surface Y. Bien que les intégrales ne soient pas a proprement parler singulieres, la précision
de P’évaluation numérique se dégrade sérieusement en raison de la grande rapidité des
variations de I'intégrant au voisinage de la surface (il se comporte en fonction de la distance
a la surface r, comme r~2).

Ce type d’intégrales quasi-singulieres se retrouve lors de la mise en ceuvre des méthodes
d’équation intégrale de frontiere. On pourra consulter & ce sujet I'article de synthese
de Huang et Cruse [58]. Deux approches sont possibles afin de calculer avec précision
les intégrales singulieres. La premiere consiste a utiliser des transformations géométriques
(changements de variables) afin d’affaiblir la singularité [58], [93], [67]. La seconde consiste
a augmenter le nombre de nceuds de quadrature, soit en augmentant 'ordre de la formule
de quadrature [85], soit en divisant le domaine d’intégration [4], [5]. Nous avons adopté
cette derniere solution, en raison de la simplicité de sa mise en ceuvre et de son efficacité.
Nous reprenons une méthode introduite par K.E. Atkinson dans [4], [5]. Cette méthode
consiste a distinguer deux types de formules de quadrature en fonction de la distance du
point P au triangle K sur lequel doit étre évaluée I'intégrale.

Pour calculer

n(p) = [ er.e)i@) as@)
2%
- // (P, if(5,1)) (Dsiin(s,1) A dying(s, 1)) ds dt, (4.171)
nous nous donnons un parametre é et nous distinguons les deux cas suivants: la distance

du point P au triangle K est plus grande que 4; la distance du point P au triangle K est
plus petite que 4.

— Si dist(P,K) > 6, alors I'intégrant est considéré comme étant régulier (on veut dire
par 1a que ni l'intégrant, ni ses dérivées n’ont de fortes variations ou ne deviennent tres
grands). Dans ce cas, on utilise la formule de quadrature & trois points, du second ordre,

/Uf(s,t) ds dt = ézf(pj) (4.172)

ot les nceuds de quadrature p; sont les milieux des arétes du triangle o, voir la figure 4.1.
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D’apres 1'étude d’erreur qui a été effectuée nous savons alors que l'erreur globale se
comporte en O(h*). Ce taux de convergence est également observé sur des exemples
numériques, voir la section 4.4.

- Si 0 < dist(P, X) < 8, alors l'intégrant est de type "quasi-singulier”; lorsque le point
P est pris proche d’un triangle Tf, I'intégrant devient tres grand et varie dans de grandes
proportions en fonction du point @) € K. La méthode d’intégration doit étre a méme de
prendre en compte ce comportement quasi-singulier de I'intégrant. Nous avons recours a
la formule de quadrature a sept points, d’ordre 5, référencée (72 : 5 — 1) dans [90] p. 314,

[Hn dsdt = Sf(5.9)+ B{S(a.a) + f(a,8)+ 1(50)}
+C{f(7,7)+ f(7, O+ F(G Q) (4.173)
ou
_6-+/5 _9+2V15
“T Ty e TR
o 6+45 _9-2V15
T (= 21
B:1%—¢ﬁ 7021%+¢ﬁ.
2400 2400

La stratégie d’intégration consiste alors a subdiviser ¢ en triangles et a approcher l'intégrale
sur chacun de ces triangles par la formule de quadrature (4.173). Pour cela on se donne
un parametre de subdivision I. On divise ¢ de maniere réguliere en 4/ triangles (on divise
chacun des deux cotés de o paralleles aux axes en 2! segments de méme longueur et on
maille o en triangles en s’appuyant sur ces segments). Aprés un changement de variables
adéquat, lintégrale sur chacun de ces triangles est transformée en une intégrale sur le
triangle de référence o et est évaluée en utilisant la formule de quadrature (4.173). Ce
faisant nous utilisons I’équivalent d’une formule de quadrature & 7 . 4' nceuds.

Soit I}C(P) la valeur obtenue en appliquant cette méthode avec le parametre de subdivi-
sion I. On calcule successivement IP(P), I}(P),..., en s’arrétant lorsque l'une des deux
conditions suivantes est réalisée,

(T1) [TH(P) = [7H(P)| < eq + & I(P)]

(T2) I+1>1L.

Si (T1) ou (Ty) est vérifié alors I.(P) est acceptée comme approximation de (4.171). Le
choix des parametres 6, ¢,, ¢, et L est un probleme crucial. La précision de "approxi-

mation en dépend de facon directe. Les valeurs de ces parameétres ne peuvent étre fixées
que de maniere empirique.
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En pratique nous utilisons une méthode légerement différente de celle qui vient d’étre
présentée et qui a été introduite dans [8] et [6]. Cette nouvelle méthode est plus facile a
mettre en ceuvre et aussi efficace. Elle consiste a distinguer non pas deux zones mais un
plus grand nombre de zones (toujours en fonction de la distance du point P au triangle
sur lequel est réalisé l'intégration) et a imposer a I’avance le nombre de subdivisions du
triangle o & effectuer pour chacune de ces zones. Ceci évite d’avoir & mettre en ceuvre
le controle automatique d’erreur des tests (77) et (13). Cette méthode consiste alors a
distinguer les cas suivants (on se donne un entier Ny et un réel positif o).

— Si dist(P, K) < p alors on prend un parametre de subdivision [ = Ny.

~Si o < dist(P, K) < 2 p alors on prend un parametre de subdivision [ = max{N;—1,0}

— On poursuit ainsi jusqu’a ce que la distance dist(P, K) soit suffisamment importante
pour que l'on puisse utiliser la formule a trois nceuds (4.172).

La encore les valeurs des parametres Ny et o doivent étre fixées de maniere empirique.
Pour fixer ces valeurs nous avons d’une part eu recours a des essais avec le probleme test
évoqué a la section 4.4.1 qui permet 1’étude de ’erreur locale. D’autre part, nous avons
effectué des essais avec la sphere pour laquelle une formule analytique pour le champ
magnétique induit est connue (on peut ainsi étudier le comportement global de I’erreur).
Nous renvoyons a la section 4.4 pour le détail des expériences numériques réalisées. On
obtient alors le résultat suivant,

Résultat 4.3.1 Sous Uhypothése d’un maillage structuré et en ayant recours d la méthode
d’intég_r)atz'on qui vient d’étre décrite, Uerreur dans Uapproximation de Uinduction magné-
tique B est en O(h*), VP € R®\ 3,

E(P)=|B(P)~ B}(P)| = O(h").

Il s’agit 1& d’un résultat que nous avons observé sur des exemples numériques. On peut
tenter de le justifier. Pour un point assez éloigné de la surface ¥ nous avons démontré
cette affirmation (la formule de quadrature (4.172) est d’ordre 2). Pour un point proche
de la surface X, seul un petit nombre de triangles posent des problemes pour l'intégration
numérique. Pour la majorité des triangles on a bien convergence en O(h*). En ayant
recours a une technique d’intégration spéciale pour les triangles pour lesquels existent
la quasi-singularité, on arrive a obtenir une erreur raisonnable. Ainsi, ces triangles qui
contribuaient le plus a I’erreur de quadrature ne produisent plus qu’une erreur comparable
a celle provenant de I'intégration sur les triangles éloignés du point P.

4.4 Expériences numériques

Notre objectif dans cette section est de mettre en évidence numériquement certains des
phénomenes évoqués dans les parties précédentes.



116 Calcul numérique de I'induction magnétique pour un domaine quelconque

4.4.1 Un probleme test

Nous considérons le triangle isoparamétrique d’ordre 2, FO, dont les sommets sont S1(1,0,0),
52(0,1,0), S5(0,0,1) et dont les noeuds sont, outre les sommets, les points Sy(c,¢,0),

S5(0,¢,¢), S6(c,0,¢) avec ¢ = ﬁ + 3 Le parametre h caractérise la taille du triangle, et

le parametre é sa courbure.

Figure 4.7: le triangle modele

Nous nous intéressons au calcul de l'intégrale

1

J(z) //~ — (2, y) fi(y) ds(y)

Ko r 2

J[ e, 0) @i, ) A (s, 1) ds (4.174)

ol n désigne la normale au triangle Kq et m(s,1) la fonction d’interpolation d’ordre 2,

6
s, ) = S;L;(s,t) (4.175)

J=1
ou pour j = 1,---,6 les L; sont les polynomes de base de l'interpolation de Lagrange

d’ordre 2 sur le triangle 0. Cette intégrale posséde des propriétés analogues aux intégrales
que nous avons a calculer mais sa valeur exacte peut étre obtenue.
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4.4.2 Mise en évidence de la quasi-singularité

Nous avons utilisé la formule de quadrature (4.173) pour évaluer U'intégrale (4.174) en
des points z situés a des distances variables du triangle Ko. En comparant les valeurs
calculées aux valeurs exactes (obtenues a ’aide du logiciel de calcul formel Maple) on met
en évidence une dégradation de la précision du calcul & mesure que le point z se rapproche
|Inum(37) - Iexacte(x”
|Iexacte(m)|

de Ky. Nous présentons & la figure 4.8 'erreur relative en fonction

d ~
de la distance relative — au triangle K.

h

10

erreur relative (%)

distance relative
1.2 14 1.6 1.8 2

Figure 4.8: mise en évidence de la quasi-singularité.

On observe qu’une formule de quadrature standard donne des résultats acceptables jusqu’a
une distance du triangle voisine de la taille b de celui-ci. Pour des points plus proches, la
précision se dégrade notablement.

4.4.3 Mise en évidence de la vitesse de convergence

Dans le cas ou la surface X est une sphere, une formule analytique pour le champ magnétique
induit est connue, voir [37] et 'annexe B. Il nous est donc possible d’illustrer sur cet ex-
emple les résultats de convergence obtenus précédemment. Le maillage de la sphere utilisé
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Figure 4.9: maillage de la sphére en 200 triangles.

est présenté a la figure 4.9.

Nous avons montré, proposition 4.3.2, que sous I’hypothése d’un maillage structuré et si la
formule de quadrature (4.132) est d’ordre y, ou p gt un entier pair non nul, alors ’erreur
dans I'approximation de l'induction magnétique B par la méthode décrite a la section
4.1.2 vérifiait
— —
4
E(P)=|B(P) - Bj(P)| = O(h?).

La figure 4.10 représente le logarithme de ’erreur en fonction du logarithme du nombre
N de triangles pour un point P situé a 5 fois le rayon de la sphére de la surface ¥. La
pente de la droite obtenue vaut —2. Comme le pas h est proportionnel 3 N~1/2
la relation annoncée entre F et h.

on a bien

4.4.4 Etude des différentes formules de quadrature

Nous avons discuté a la section 4.3.4 de la stratégie d’intégration utilisée pour calculer
By =t [[ 5.2 5 4.176
()_M/A W ds, (4.176)
Lorsque le point P est éloigné de la surface Y. I'intégrale est calculée en utilisant la formule

de quadrature a trois points (4.172). Lorsque le point P est proche de la surface X la
méthode d’intégration numérique pour calculer

- T _
//IxMﬁ n ds (4.177)
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Log(E'rr)

10l |

13+ ]

14 - S, _

_15 1 1 1 1 1 1
5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9

Figure 4.10: erreur en un point éloigné de la surface en fonction du nombre N de triangles.

est basée sur la formule de quadrature a sept points (4.173) avec un redécoupage du
domaine d’intégration en 4! triangles ot le paramétre [ est ajusté en fonction de la distance
de P au triangle K.

Nous avons cherché a étudier la précision de ces différentes formules de quadrature en
fonction de la distance de P a la surface ¥. Nous avons mis en ceuvre ces formules de
quadrature pour calculer le champ magnétique induit par une bille métallique de rayon 1
cm, de susceptibilité magnétique 1073 usi soumise & un champ By = 1 Tesla. La surface de
la bille a été maillée a I'aide de 680 triangles, le pas du maillage valant approximativement
h = 2.2 1072 m. Nous avons représenté & la figure 4.11 ’erreur relative en fonction de
la distance au centre de la bille pour les différentes formules de quadrature envisagées:
formule a trois points (4.172), formule a sept points (4.173) avec différentes valeurs du
parametre [ de redécoupage du domaine d’intégration.
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0.001 — 2 — . T
erreur reIa&ive‘: A Formule a 7 points avec | =0 -

P ' 4 =1 -—

0.0009 - Do } \ [=2 —+- 7
o i 1=3 -
P : \ Formule a 3 points -&--

0.0008 |- P A 7
' H H \
i H \'\

0.0007 |- Do X i
o s

0.0006 - - i
. 5

0.0005 | Do 4
i 11‘ \A\

0.0004 | ‘\_A\ ]
0.0003 L " |
mﬁ E X T

| ' TAL
0.0002 |- i N
\ |
0.0001 X... ]
0 ? Mist'r'lcau Centre dla hee ()
0.01 0.011 0.012 0.013 0.014 0.015 0.016

Figure 4.11: erreur relative en fonction de la distance au centre de la bille pour les
différentes formules de quadrature envisagées.
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Modélisation des artefacts






Chapitre 5

La Résonance Magnétique
Nucléaire

La Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) consiste a étudier les propriétés magnétiques
de certains noyaux atomiques sous 'action de champs magnétiques. Les premieres expé-
riences de RMN ont été réalisées des 1946 [18], [83]. Bien que le magnétisme nucléaire
soit d’origine quantique, il est possible de décrire le comportement de noyaux soumis a des
champs magnétiques a I’aide de la mécanique classique. Ce modéle développé par F. Bloch
conduit & des résultats justes des 'instant ot ’'on s’intéresse a des populations de noyaux
trés nombreuses et que 1’on ne cherche pas a prendre en compte toutes les interactions
qui agissent entre noyaux résonants (déplacement chimique, couplage spin-spin ...). Nous
souhaitons au cours de ce chapitre donner un apercu du modele de Bloch qui permet de
décrire de maniere relativement simple le phénomeéne de la résonance magnétique nucléaire.
Nous introduisons un certain nombre de notions et de notations qui seront reprises dans
les chapitres suivants concernant la modélisation des artefacts. Les notations utilisées sont
les notations usuelles en Imagerie par Résonance Magnétique.

5.1 Les équations de Bloch

5.1.1 Principe de la RMN

Les noyaux possédant un nombre impair de nucléons ont un moment cinétique intrinseque
non nul, appelé spin. A ce spin est associé un moment magnétique nucléaire. En IRM on
s’intéresse surtout au noyau d’hydrogene en raison de sa tres grande abondance naturelle
dans les tissus biologiques. I.’organisme contient environ 75% d’eau, chaque molécule d’eau
renferme elle-méme deux protons. En outre, sa répartition ainsi que celle de nombreuses
autres molécules riches en hydrogéne (comme les lipides) sont modifiées par de nombreuses
maladies, ce qui permet de mettre en évidence les tissus pathologiques. Dans la suite, nous
ne considérerons plus que ce noyau. On décrit le gmportement d’un ensemble de noyaux
a l’aide d’un moment magnétique macroscopique M (encore appelé vecteur aimantation),
qui représente ’effet global de tous les moments magnétiques nucléaires pour un type de
noyau donné dans I’échantillon étudié.

123
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En P’absence de champ magnétique, sous l'effet de ’agitation thermique, les moments
magnétiques nucléaires sont orientés de maniere iléatoire. Le moment magnétique macro-
scopique est nul. Lorsqu’un champ magnétique Bg est appliqué, les moment_s)magnétiques
nucléaires produisent un moment magnétique macroscopique d’équilibre My qui est ori-
enté dans la direction du champ Bpy. Cette aimantation macroscopique d’équilibre est trop
faible pour étre mesurée directement. Au cours d’une expérience de RMN, on mesure les
Eramétres qui caractérisent le retour a 1’équilibre du 1 moment magnétique macroscopique
M préalablement déplacé de sa position d’équilibre My. Ce ph_e;noméne de résonance est
obtenu en soumettant les noyaux a une onde radio-fréquence By dont la fréquence v, est
ajustée a la fréquence propre (ou fréquence de Larmor) des noyaux étudiés._)La fréquence
de Larmor d’une espéce nucléaire est proportionnelle au champ magnétique B auquel sont
soumis les noyaux et est donnée par la relation

v

Vo = §B7 (51)
ou 7 est le rapport gyromagnétique de I’espece considérée (par exemple le rapport gyro-
magnétique de I’hydrogéne vaut v = 42.58 10¢ hertz par tesla). La fréquence de ’'onde
radio-fréquence est située dans la bande radio du spectre électromagnétique et est tres
inférieure a celle des rayons X ou méme de la lumiere visible (la fréquence de résonance
du proton dans un champ de 0.5 Tesla est de 21.3 Mhz). Ainsi ’énergie de 1'onde radio-
fréquence est trop faible pour endommager les systemes vivants.

Figure 5.1: repére du laboratoire.

Pour aborder plus commodément 1’étude, on introduit deux repeéres. Le premier repere,
appelé repére du laboratoire et noté_)R = (0,7,7Y,7), est lié & I'imageur; le vecteur
7 est défini par le sens du champ By (qui est celui de I’axe du tunnel de I"imageur), les

deux autres directions étant choisies de facon arbitraire (voir figure 5.1). Le second repere
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R =(0,7",7y', 72 ), appelé par la suite repére tournant, est animé d’un mouvement de
. . 5 —>\ . . = —
rotation uniforme autour de I'axe (O, 2") a la vitesse angulaire @ = —w,2". Dans ce
— —
N . . ~ . . .. — . . ,
repere I'induction By apparait stationnaire. On choisit 'axe 7"’ tel que By soit orienté

—
selon z''.

zZ
N |
Q
Bo
B, y
O 1

Figure 5.2: orientation des champs magnétiques.

Le champ radio-fréquence By de fréquence v, est orienté perpendiculairement au champ
—
By et a pour expression dans le repere du laboratoire

By = Bi(cosw,t T + sinw,t Y). (5.2)

Son amplitude B; est beaucoup plus petite que I’intensité du champ statique By. Typi-
quement, I'induction statique est de 'ordre du Tesla alors que I'induction radio-fréquence
est de I'ordre de 107* & 1073 Tesla. Pour que le phénomene de résonance ait lieu, il faut
que la fréquence v, de 'onde radio-fréquence soit égale a la fréquence de résonance vy des
noyaux considérés.

A Darrét de I'impulsion radio-fréquence l?i, le moment magnétique macroscopique M va
retourner a sa position d’équilibre. Ce retour a I’équilibre n’est pas instantané mais se pro-
duit progressivement: on appelle phénoméne de relazation cette évolution conduisant a un
retour & la position d’équilibre initiale. C’est au cours de ce retour vers 1’équilibre qu’est
enregistré le signal RMN. Il provient des variations de flux induites par I’évolution du mo-
ment magnétique macroscopique. La forme du signal RMN dépend des différents champs
auxquels a été soumis le moment magnétique macroscopique. Nous présentons dans ce qui
suit les équations régissant le comportement du moment magnétique macroscopique dans
un champ magnétique.
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5.1.2 Les équations de Bloch

Les équations de Bloch décrivent ’évolution du moment magnétique nucléaire macro-
scopique soumis a un champ magnétique. Ce sont les équations les plus générales obtenues
a partir de_l)a mécanique classique. Sous I'hypothese que 'amplitude du gamp radio-
fréquence B; est beaucoup plus petite que l'intensité du champ statique By (cette hy-
pothese est, vérifiée au cours d'une expérien_cg d’IRM), le moment magnétique macro-
scopique M soumis au champ magnétique B évolue au cours du temps selon une loi
donnée, dans le repere du laboratoire, par I’équation de Bloch

—

aM — - M,T4+M,7T M, - M,
Y (MAB)- = vy M- 7.
u = ) T, T

(5.3)

Le premier terme du second membre décritLe> mouvement libre du moment magnétique
macroscopique dans un champ magnétique B = By + B;. Les deux autres termes sont
des termes d’amortissement rendant compte du nécessaire retour vers 1’équilibre thermo-
dynamique du moment magnétique macroscopique. Les parameétres Ty et T sont appelés
temps de relazation. Le premier des deux termes d’amortissement dans (5.3) rend compte
de ’annihilation de la composante transversale du moment magnétique macroscopique qui
est liée au transfert d’énergie entre les noyaux de I’échantillon. Le second décrit le retour
du moment magnétique macroscopique vers sa position d’équilibre en raison de 1’échange
d’énergie entre les noyaux et le milieu environnant. En pratique, les temps de relax-
ation des tissus biologiques sont pour 77 de l'ordre de 0,5 seconde et pour T, de I'ordre
de 50 milli-secondes. Ici, My désigne l'intensité du moment magnétique macroscopique
d’équilibre. Son expression est donnée par la loi de Curie

v2h2BoI(I + 1)
3kgT

ol p est la densité volumique de noyaux, I est le nombre quantique de spin (I = 1/2

pour le proton), h est la constante de Planck, kg est la constante de Boltzmann (kg =
1.3806 1072 J.K 1) et T est la température.

Les composantes (M, M,, M,) de ’aimantation dans le repere du laboratoire vérifient les
équations,

dM M
—Z = M,B,(t) — M,B,(1)) - ==,
a ’Y( Yy ( ) y( )) T,
dMy M,
= M,B.(t)— M_B,(t)) — y, 5.5
L= (M. B(1) )~ 7 (5.5)
dM, M, — My
= M.B,(t)— M,B.(t)) — ————.
dt 7( y( ) Yy ( )) Tl

Il s’agit d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre a coeflicients non con-
stants.
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5.2 Résolution des équations de Bloch

Les équations de Bloch (5.3) décrivent I’évolution du moment magnétique macroscopique
soumis a un champ magnétique. FEn particulier ces équations régissent 1’évolution du
moment magnétique au cours des phénomenes de résonance et de relaxation que nous
avons décrit a la section 5.1.1. Il est important de remarquer que les équations régissant
I’évolution du moment magnétique macroscopique sont les mémes, qu’il s’agisse de la
résonance ou de la relaxation. Seuls varient les conditions initiales et le_>champ magnétique
(les champs_;appliqués au cours de la résonance sont le champ statiquiBo et le champ radio-
fréquence By alors que dans la période de relaxation seul le champ By est appliqué). Nous
allons résoudre les équations de Bloch afin d’obtenir 1’évolution du moment magnétique
au cours de la résonance et de la relaxation.

5.2.1 Equations de Bloch dans le repére tournant

\ — = = — . .

9;1 se place dans le repere R = (0, z”, y; z ) tournant autour de 7z a la vitesse angulaire
— \ ~ . . . ) —

Q = —w, 2. Dans ce repére, le champ By apparait stationnaire et est orienté selon z"'.

Notons M /0t la dérivée de ﬁ par rapport au temps vue du repeére tournant R’ et
(u,v,M,) les composantes de M dans ce méme repere. On a la formule de dérivation
composée _ .
dM oM = =

—=—+4+ QA M. 5.6
a o (5.6)

Les équations de Bloch dans le repere tournant sont alors

—
oM - — wz'+vy! M, — My_.
—=7v(MA B - - 5.7
at ’Y( eff) T2 Tl z ( )
ol l'on a noté
— — 1—
Beff =B +-0.
7
On note wy et wy les parametres tels que
By = % (5.8)
7
B = 23, (5.9)
7
alors )
Bog= Hlwo - W) T +w T} (5.10)

On note dw = wy — w,. En projetant les équations (5.7) sur les axes du repere R’, on
obtient le systeme d’équations différentielles du premier ordre a coefficients constants,

du u
— = véw— —,
di T,
vy fw — — (5.11)
- LW —u bw T’ .
dM, M, — My
= —Pw - —.
dt ! T,
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Ces équations décrivent (dans le repere tournant) ’évolution du moment magnétique

—5
. [N . . . wo — N . . .
macroscopique soumis & une induction statique By = 70 Zz et & une induction radio-

, . s w / w
fréquence d’intensité By = Tl et de fréquence v, = T

5.2.2 Evolution de ’aimantation au cours de la résonance
Résolution des équations de Bloch

Pour que le phénomene de résonance ait lieu, la fréquence v, de I'onde excitatrice doit étre
égale a la fréquence de Larmor vy des noyaux considérés, c’est-a-dire que I'on doit avoir,

Up = vo = %BO. (5.12)

On a alors éw = wy — w, = 0 et les équations de Bloch (5.11) dans le repére tournant
s’écrivent,

du U
([
dv v
— = M,w — —, 5.13
dt T (5:13)
dM, M, — My
= —vw - —.
dt ! T,
En intégrant la premiere équation du systeme on obtient,
2
w=Cy exp(—7), (5.14)
T

ou Cy est une constante. Pour déterminer le couple (v, M,) solution des deux autres
équations, on introduit la matrice

1
T
A=
1
o —
1 T
et le vecteur v
F="(0 —0> :
< Ty
Si on note,
X ="(v,M,),
on est amené a chercher X solution de
dX
— =AX+F. 5.15
Par commodité d’écriture, on introduit les notations suivantes,
1 1
71T =— et 7

T - T,
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Les solutions de ’équation différentielle (5.15) s’obtiennent & partir de la solution générale
de I’équation homogene associée a I’équation différentielle (5.15) et d’une solution particu-
liere de cette méme équation. Si (A1, Az) désignent les deux valeurs propres de la matrice
A et ey, ey deux vecteurs propres associés a ces deux valeurs propres, les solutions de
I’équation différentielle homogene

— =AX
dt ’

sont de la forme X (¢) = C1 exp(At) e; + Cy exp(Aqt) ez, avec Cq,Cy € C. La matrice A
admet les deux valeurs propres complexes conjuguées

1 1
)\i = —§(T1 + T2) + 5\/(7’1 - T2)2 - 4"‘-’% (516)

La quantité (71 — 72)? — 4w est non nulle et négative (ce résultat est lié aux ordres
de grandeur des quantités physiques intervenant). Un vecteur propre associé a la valeur

AT
s = ( “2 ) (5.17)
—wil

Un vecteur propre associé a la valeur propre A~ est

e = ( AT ) (5.18)

Les solutions de I’équation homogeéne sont donc de la forme

X() = C* exp(A* 1) ( nAAT ) 40 exp(A 1) ( AT ) (5.19)

—w1 —w1

propre AT est

avec C't,C'~ € C. On peut vérifier qu’une solution particuliere de ’équation différentielle
(5.15) est

T
Xo=| ML . (5.20)

Ainsi, au cours de la résonance, les composantes dans le repére tournant du moment
magnétique macroscopique sont

t
wt) = Cuexp(=7),
o(t) = C* (r+ M) exp(A* 1)+ C~ (14 A7) exp(A~ 1) — —21— My,
T1T2 + Wy
M.(t) = —Ctw exp(ATt)—C~ wy exp(A~ 1) — USERNY Y/
T1T2 + w%

(5.21)
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Intéressons-nous aux valeurs prises par les différents parametres physiques. La quantité
w; = 7By est de l'ordre de 10° radian par seconde. Les temps de relaxation des tissus
biologiques sont, pour le temps de relaxation longitudinal (ou spin-réseau) Ty de l'ordre de
0.1 & 1 seconde et pour le temps de relaxation transversal (ou spin-spin) T3 de 'ordre de
0.1 seconde, voir [17], Ch. 7. Ainsi en pratique wq est tres grand devant 7y et 72; on peut
négliger dans les formules précédentes 7 et 79 par rapport a wy. Sachant que le terme
d’amortissement e~z (M +72)!
la forme simplifiée suivante

reste voisin de 1 durant la résonance, nous ne conservons que

wt) = Cuexp(-7)
o(t) = dw CF expliwg t) —twy C7 exp(—iw i), (5.22)
Mz(t) = —w C* eXP(’i w1 t) —w; C~ exp(—i w1 t)7

ou les constantes C,C't,C'~ sont obtenues a I’aide des conditions initiales.

Action du champ radio-fréquence sur le moment magnétique macroscopique a
I’équilibre

Soumis au cham&statique E;, u&)échantillon de matiére acquiére un moment magnétique
macroscopi&}ue My dirigé selon Bg. Lorsque 'on soumet ’échantillon & un champ radio-
fréquence By de fréquence v, = vp, le moment magnétique macroscopique évolue selon
(5.22) sous les conditions initiales

uw(0) = 0,
o(0) = 0, (5.23)
M(0) = M.

L’évolution du moment magnétique macroscopique dans le repére tournant au cours de la
résonance est donc donné par

u(t) = 0,
v(t) = My sinwyt, (5.24)
M,(t) = My coswit.

Interprétation_:} au cours de la résonance M s'écarte de sa position d’équilibre suiv::mt_?>
(i.e. suivant Bp) dans un mouvement de rotation autour de 'axe 7' (i.e. autour de By)
en faisant par rapport & ’axe 2 un angle # croissant en fonction du temps, voir la figure
5.3,

6(t) = wit = v Bql. (5.25)

Dans le langage spécifique & I'IRM, on parle d’impulsion a pour désigner une onde radio-
fréquence d’intensité By qui appliquée pendant une durée 7 = a /7 By fait basculer ’aiman-
tation d’un angle a par rapport a sa position d’équilibre. Les impulsions les plus utilisées
en IRM sont les impulsions 7 et %
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Figure 5.3: évolution de I'aimantation dans le repére tournant au cours de la résonance.

N . 7 . — \
Le repére R’ est animé d’un mouvement de rotation autour de I'axe Z" du repére du
laboratoire a la vitesse w, = wp. On obtient pour composantes du moment magnétique
macroscopique dans le repere du laboratoire,

M.(t) = wu cosw,t+ v sinw,t = My sinwit sinwyt,
M,(t) = —u sinw,t+v cosw,t = My sinw;yt coswyl, (5.26)
M,(0) = My coswit.

—
Dans le repere du laboratoire, le moment magnétique macroscopique M décrit une spirale
en restant sur une sphere de rayon My, voir la figure 5.4.

5.2.3 Evolution de ’aimantation au cours de la relaxation
Résolution des équations de Bloch

Lorsque ’on arrétel’onde radio-fréquence excitatrice I’aimantation nucléaire macroscopique
retourne vers son état d’équilibre au cours d’un phénomene appelé relaxation. Au cours
de la relaxation, I’évolution du moment magnétique macroscopique est toujours gouvernée
par les équations de Bloch. Par rapport a la situation précédente, outre des conditions ini-
tiales différentes, le champ statique By est le seul champ magnétique appliqué pendant la

wn

relaxation. On a donc B = By 2 = oz et dans le repére du laboratoire les composantes
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Figure 5.4: évolution de I'aimantation dans le repere du laboratoire au cours de la
résonance.

du moment magnétique macroscopique données par (5.5) vérifient

dM M
£ = M, — =%
a1 Wo My T,’
dM, M
= —woM, — L 5.27
dt wWo T2 H ( )
dM, M, — My
dt T,

Par commodité, on définit le moment magnétique transversal complexe
My, = M, + iM,,. (5.28)

Nous sommes alors amenés a résoudre le systeme d’équations différentielles du premier
ordre,

d My, 1 .
T = (s +iwo)My,
dt T, (5.29)
dM,  My— M, '
dt T,
La résolution du systeme (5.29) est immédiate. On a
1 .
M, = Ctr exp <_(T +1 WO)t> s
? (5.30)

M,

t
My—-C, exp(—ﬁ),

ou les constantes Cy, = C'1 + 1 (5 et C, sont déterminées a 1’aide des conditions initiales.
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On obtient pour composantes du moment magnétique macroscopique dans le repere du

laboratoire
t 2 .
M, = Ciexp(—=) coswot + Crexp(—=) sinwpt,
T2 T2
2 2
M, = —Ciexp(—=) sinwgt+ Cyexp(—=) coswol, (5.31)
T2 T2
[2
M, = LMO—C'ZeXp(—Tl),

et dans le repere tournant,

i

u = Clexp(—ﬁ),
i

v = Cyexp(—=), (5.32)
Ty

M, = Mo—Czexp(—Ti).

1

Evolution de Paimantation aprés une unique impulsion

—

Supposons que "impulsion radio-fréquence By soit une impulsion radio-fréquence a et

intéressons-nous a 1’évolution de l'aimantation a l’arrét de l’onde radio-fréquence. Les
ﬁ Ay .

conditions initiales pour l'aimantation M sont dans le repére tournant, voir (5.24),

u(0) = 0,
v(0) = Mpsina, (5.33)
M.(0) = Mycosa.

Les composantes du moment magnétique macroscopique dans ce repére sont alors,

v = 0,
— M H t
v = Mpsina eXp(—E), (5.34)
[2
M, = My— My(1l—cosa) exp(—=).
Ty
Dans le repere du laboratoire, on obtient
. L. .
M, = Mpsina exp(—=) sinwgt,
T,
[2
M, = Mpsina exp(—f) cos wol, (5.35)
2
[2
M, = My— My(l—cosa) exp(—=).

T



134 La Résonance Magnétique Nucléaire

0.8

0.6

0.4

i

@j\\ I

=
.
\

-0.2 \
-0.4

-0.6

L
IR

-0.8

AN
o
3
=]
o
o
I
<)
)
o
=]
)

0.4 0.6 0.8 1

Figure 5.5: évolution du moment magnétique transversal au cours de la relaxation.

Interprétation: au cours de la relaxation, la composante transversale M,z + M,y de
I’aimantation décroit en décrivant une spirale dans le plan (0, 2", 3'), voir la figure 5.5. La
composante longitudinale M, 2" varie au cours du temps de sa position initiale M,(0) Z° =
My cos a_}? vers sa position d’équilibre My =2 de facon exponentielle. L’extrémité du
vecteur M décrit ainsi au cours de la relaxation, dans le repere du laboratoire, une figure
proche d’une corne de trompe, voir la figure 5.6.

Remarque 5.2.1 Les figures 5.5 et 5.6 ne représentent pas I’évolution réelle; la ”pseudo-

période” pour I"aimantation transversale (temps entre deux passages devant I’axe (0, 7))

vaut T = 27 /7B ~ 3 1077 seconde pour des protons soumis & un champ magnétique de 0.5

Tesla. La durée de la relaxation étant de ’ordre de 5 T7, ’aimantation transversale effectue

entre 108 et 107 rotations au cours de la relaxation. Pour la représentation graphiqu{jed, on
0

a pris des temps de relaxation sans aucune réalité physique: Ty ~ 0.2 2—0, Ty =~ 0.5 77"
s s

5.3 Modélisation d’une séquence d’impulsions

On appelle séquence d’impulsions 1’émission d’un certain nombre d’impulsions radio-
fréquence espacées dans le temps. La possibilité de modifier ou méme d’inverser complete-
ment les contrastes en modifiant les séquences d’impulsions constitue I'un des avantages
essentiels de 'TRM. Les parametres sur lesquels il est possible d’agir sont :

—
— D’intensité de I'impulsion radio-fréquence By caractérisée par ’angle de basculement
a du moment magnétique macroscopique;

— les durées séparant les impulsions;

— le temps de répétition Tr entre deux séquences successives.
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Figure 5.6: évolution du moment magnétique dans le repére du laboratoire au cours de la
relaxation.

Les possibilités d’arrangement de ces séquences sont infinies mais toutes les séquences
possibles ne sont pas intéressantes pour I'imagerie.

5.3.1 Evolution de ’aimantation au cours du temps

Soumis a une impulsion radio-fréquence B—’i d’amplitude By = wy /7 et de fréquence égale a
la fréquence de résonance vy des noyaux étudiés, le moment magnétique macroscopique est
déplacé de sa position initiale par un phénomene de résonance. A Darrét de I'impulsion,
I’aimantation regagne sa position d’équilibre. Cette phase de relaxation est caractérisée par
deux grandeurs T; et T, appelées temps de relaxation. Nous avons vu qu’il était beaucoup
plus commode d’étudier 1’évolution du moment magnétique macroscopique dans le repére
tournant R’. Nous ne considérons plus que ce repere dans ce qui suit.

e Au cours de la résonance
Sous les conditions initiales
uw(0) = wug,
v(0) = o, (5.36)
M,(0) = M,,,

—
les composantes de M varient au cours de la résonance de la fagon suivante (voir section
5.2.2)

i
u(l) = uo eXP(—E)a
v(t) = wgcoswil + M,gsinwit, (5.37)

M,(t) = —wgsinwyt+ M, coswl.
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¢ Au cours de la relaxation
Supposons que I'impulsion radio-fréquence ait amené ’aimantation dans la position

uw(0) = w,
o00) = u (5.39)
ML(0) = M,,.

—
Au cours de la relaxation, les composantes de M varient de la fagon suivante (voir section
5.2.3)

uw(lt) = w exp(—Ti?),
o(l) = o exp(—j%), (5.39)

[2
Alz(t) = LMO — (AJO - Ale) eXp(—Tl)_

—
Remarque 5.3.1 le champ statique By crée un moment magnétique macroscopique d’équi-
libre dont la direction est Z. A ’équilibre, on a donc

v = 0,
v = 0, (5.40)
M, = M,.

On peut aisément vérifier que quelque soit I'enchainement des impulsions, u(t) = 0,V €
RT, c’est-a-dire que M évolue dans le plan (O, ¥, 2°). L’étude de I’évolution de I’aiman-
tation dans le repére tournant R’ se restreint donc a 1’étude de ses deux composantes
suivant 7’ et Z. Dans la suite de ce paragraphe, on désigne par moment magnétique M

le vecteur * (v(t), M,(1)).

5.3.2 Opérateur de Résonance et Opérateur de Relaxation

On introduit deux opérateurs agissant sur M. L’opérateur de résonance est défini a l'aide
de la matrice
cosa  sina

Sy = (5.41)

—sina  cosa

Appliquer une impulsion a a ’aimantation M se trouvant dans la position M; = (v;, M,,)
I’améne dans la position M, telle que

Moz = Soz Mz (542)
L’opérateur de relaxation est défini a l'aide de la matrice
[2
exp(—-) 0
T
Ly = y (5.43)
0 exp(-)

T
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et du vecteur
0
N, = . (5.44)
My — M, -
0 0 exp( T1)
I’évolution du moment magnétique M au cours de la relaxation a partir de la position
M; = (v, M;,;) est donnée par
Mt = Lt Mz + Nt. (545)

Pour obtenir le moment magnétique a l’issue d’une séquence d’impulsions, il suffit d’ap-
pliquer ces deux opérateurs successivement a 'aimantation dans ’ordre défini par la
séquence.

5.3.3 Modélisation d’une séquence quelconque

Considérons la séquence schématisée a la figure 5.7.

Figure 5.7: une séquence d’impulsions.

Le moment magnétique a I’équilibre est Mgy = (0, Mp). L’impulsion a; 'amene dans la
position

Mg, = Sa, Mo. (5.46)

A Tissue de la premiere période de relaxation de durée 7, le moment magnétique se trouve
dans la position

-A/ln = Ln Moq + Nﬁ
= Ly, Say Mo+ N, (5.47)

L’impulsion ay ’améne dans la position

My = Say M,
= Say Ty Soy Mo+ Say Ny (5.48)

A l'issue de la seconde période de relaxation de durée 73, il se trouve dans la position

MTQ = LTQ MC!Q + ]\77—2
= L; So, Lyy Soy Mo+ Ly Soy Niyp + Ny (5.49)
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Par récurrence, on vérifie qu’apres un temps 75 suivant la £°™¢ impulsion, I'aimantation
vaut
M. = L; Mgy, + Ny,

ko I41

= S{II Lr S f V=, (5.50)

=0 i=n

ou I'on a posé N, = M, et avec la convention

m
HAZ- = A, -A,_1--4A, sim<mn,
o (5.51)
H A, = Iy sim>n.
1=n
A lissue de la ntme impulsion, 1’évolution de I"aimantation au cours du temps est donnée
par
Mt = Lt Mozn + th, (552)
ol
n—1 +1
May = Say S { T LniSaifNa- (5.53)
=0 i=n-1

5.3.4 Signal RMN

. . . — N . 4
Le signal RMN est recueilli suivant ’axe (O, y") du repére du laboratoire. Il est engendré
par ’évolution au cours du temps du moment magnétique macroscopique transversal. La
variation du moment magnétique entraine une variation du flux magnétique qui induit un
courant électrique (d’apres la loi de Lenz). A lissue de la n°™€ impulsion de la séquence,
les composantes de I'aimantation dans le repere tournant sont

u(t) = 0,

{L: Mq, + Ni} <(1)) ) (5.54)

I~
—~

o~
~—

0
M.(t) = {Lt Mo, + Ni} <1) ;
ou M,, est donné par
n—1 +1
May = San S { T LniSaifNa. (5.55)
[=0 i=n—-1

Dans le repere du laboratoire, I’aimantation a pour composantes

(5.56)

M,(t) = wu(t)coswpt + v()sinwgt,
M,(t) = —u(t)sinwget + v(t)coswyl.
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Figure 5.8: forme générale du signal RMN en fonction du temps.
Le signal RMN a pour expression
. t .
S(t) = My(t)+ iM,(t) = v, eXp(—T) exp(t wot), (5.57)
2
ou vy, est la premiere composante du vecteur M, ,
On = San 3 { I EniSei}Nn ( ) : (5.58)

avec Sy, Ly, et N, donnés respectivement par (5.41), (5.43) et (5.44).
Le signal RMN est un signal sinusoidal amorti de pseudo-période

9 1
T=2"

wo 7Bo

L’amplitude v, dépend des temps de relaxation et de 'aimantation équilibre ]\7(; (qui est
proportionnelle a la densité volumique de noyaux) au point considéré. Cette dépendance
a lieu par le biais des relations (5.41), (5.43) et (5.44). L’importance de chacun des trois
parametres (temps de relaxation et densité volumique de noyaux) est déterminée par le
choix de la séquence par I'intermédiaire de ’expression (5.58). La figure 5.8 représente la
forme générale du signal RMN (on a pris v, = 1,T; = 0.1 seconde et By = 0.5 Tesla).
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5.4 Les Equations de Bloch-Torrey

La modélisation qui vient d’étre effectuée ne prend pas en compte deux phénomenes pour-
tant importants:

—
— Le fait que le champ magnétique statique By n’est pas parfaitement homogene mais
varie d’un point a ’autre de I’échantillon.

— La diffusion des molécules & l'intérieur de ’échantillon en raison notamment de
I’agitation thermique. Les noyaux sont donc soumis au cours du temps a des inho-
mogénéités magnétiques variables.

Ces deux phénomenes ont été mis en avant par E. Hahn [51] pour expliquer le fait qu’en
appliquant deux pulses radio-fréquence 7 et m espacés d’un temps 7, il obtenait de facon
apparemment surprenante un signal au temps 2 7. Il appela ce signal [’écho de spin.

—
Notons B'(P) les inhomogénéités magnétiques au point P, que nous supposons de faible
7’ 7’ _> . 7’ . 7
intensité comparé au champ By. Les noyaux situés au point P ont une fréquence de
résonance qui vaut en premiere approximation

Y ,
w(P) = _|Bo+ B'(P)| ~ 277(30 + BL(P)). (5.59)

Dans [31] les auteurs introduisent le terme de groupe isochromatique (isochromatic group)
pour désigner ’ensemble des noyaux ayant la méme fréquence de résonance. Les équations
de Bloch doivent donc étre considérées séparément pour chaque groupe isochromatique.

D’autre part, en raison de ’agitation thermique des molécules, surtout dans les liquides,
chaque groupe isochromatique va diffuser dans des zones ou les inhomogénéités magnétiques
vont varier. E.H. Hahn [51], puis T.P. Das et A.K. Saha [31], et H.Y. Carr et E.M. Purcell
[21] ont traités le probleme de la diffusion par une approche aléatoire du phénomene. En
1956, H.C. Torrey [94] a généralisé les équationide Bloch pour prendre en compte la dif-
fusion. Le moment magnétique macroscopique M est une fonction du temps et de I’espace
obéissant a 1’équation (dite de Bloch-Torrey),

o
ot

Mo(r, )% + M, (r, 1)y M,(r,1)— M,
() = 7T A B(r, 1)) = M 0T £ M0 Mol D)= Mo (T, ),

T Ty
_ (5.60)
Le terme supplémentaire DAM (r, 1) représente la contribution de la diffusion a la variation
de l"aimantation. Le coefficient D est appelé coefficient de diffusion.




Chapitre 6

L’Imagerie par Résonance
Magnétique Nucléaire

Jusqu’a présent, nous n’avons donné aucune indication sur la maniére dont les signaux
de résonance émis depuis des positions distinctes pouvaient étre différenciés. Ce pas
conceptuel important, a 'origine du développement des systemes d’imagerie IRM a été
franchi en 1973 de facon indépendante par P.C. Lauterbur [65] et par P. Mansfield et
P.K. Grannell [71]. Comme la fréquence de résonance d’une espéce nucléaire est pro-
portionnelle a I'intensité du champ magnétique appliqué, un champ magnétique variant
dans l’espace donne lieu a des fréquences de résonance variant elles aussi d’un point a
I’autre de I’échantillon. En effectuant une analyse fréquentielle du signal, on obtiendra des
informations sur la concentration spatiale en noyaux.

6.1 Localisation du signal RMN

Le signal RMN recueilli est un signal global di a "accumulation d’un grand nombre de
signaux de résonance provenant de noyaux excités répartis dans tout I’échantillon. Afin
d’avoir acces aux informations concernant un point donné de ’échantillon, il convient de
créer une dépendance spatiale du signal. Diverses méthodes ont été développées dont la
méthode de Projection-Reconstruction, technique basée sur la reconstruction de I'image a
partir de projections et qui fut introduite par P.C. Lauterbur [65]. Cette technique dérive
directement des méthodes de reconstruction d’images utilisées en tomographie par rayon
X (tomodensimétrie ou scanner) et fut de ce fait a l’origine tres utilisée. Une présentation
de cette méthode, privilégiant I’approche mathématique peut étre trouvée dans [33]. Pour
une description des différentes techniques d’imagerie, on pourra consulter [87].

La méthode & I’heure actuelle la plus utilisée est la méthode appelée Zeugmatographie
de Fourier, voir la figure 6.1 (et ses variantes, les méthodes Spin-Warp et sz’nfEcho).
Elle est basée sur une double transformation de Fourier du signal de résonance. Elle
consiste a créer une dépendance spatiale du signal a ’aide de trois ”gradients”, champs
magnétiques dont l'intensité varie de facon linéaire selon les trois directions de I’espace.
Plus précisément, un premier gradient, (appelé gradient de coupe) est appliqué simul-

141



142 L’Imagerie par Résonance Magnétique Nucléaire

tanément a ’onde radio-fréquence. Cela conduit a la mise en résonance des noyaux situés
sur une méme coupe de I’échantillon a I’exclusion des autres noyaux. Un second gradient
(appelé gradient de phase) est appliqué un court instant avant ’enregistrement du signal.
Il crée un déphasage des signaux de résonance dans une direction choisie du plan de coupe.
Enfin la localisation spatiale est obtenue en appliquant un troisieme gradient (le gradient
de lecture) pendant l'enregistrement du signal dans la direction orthogonale & celle du
gradient de phase dans le plan de coupe. On obtient une correspondance entre I’espace
(plan de coupe, bi-dimensionnel) et la fréquence (couple fréquence — phase) du signal.
Nous ne considérons que cetle méthode par la suile.

La relation a la base du codage spatial est la relation de Larmor,

= —2RB 6.1
4 o ( )

ui lie la fréquence de résonance v; d’une espece nucléaire (qui est aussi la fréquence du
! —

signal RMN, voir le chapitre 5) au champ magnétique statique B appliqué.

ely
impulsions RF

gradient de coupe

gradient de phase

gradient de lecture

signa

Figure 6.1: la Zeugmatographie de Fourier.

6.1.1 Qu’est-ce qu’un gradient?

Dans le vocabulaire spécifique a 'IRM un gradient de champ magnétique, ou plus simple-
ment un gradient désiglﬁ> un champ magnétique statique orienté dans la méme direction
que le champ principal By et dont I'intensité varie linéairement dans une direction donnée,
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voir la figure 6.2. L’intensité d’un tel champ est relativement faible (de I’ordre du Gauss !

a la dizaine de Gauss).

o

Direction du gradient

Figure 6.2: un gradient de champ magnétique.

On désigne par direcltion du gradient la direction selon laquelle son intensité varie. Il
ne faut pas la confondre avec la direction du champ lui-méme, qui est toujours orienté
selon le champ principal By. De méme, on parle de I'intensité du gradient; il s’agit du
coeflicient directeur de la variation linéaire. Elle s’exprime en Gauss par centimetre ou
Tesla par metre dans le systeme international. Il ne faut pas, 1a non plus, la confondre avec
I'intensité du champ qui dépend elle de la position du point selon la direction du gradient.
Si g désigne I'intensité du gradient, 7 sa direction et 7 = 0_13, alors le gradient en un
point P a pour expression

G(P)=g (7 -T) 7. (6.2)

—
Dans une expérience d’IRM, la direction définie par le champ principal By est une direction
privilégiée. On introduit & nouveau le repére du laboratoire (O, T,y , Z ), lié & I"imageur,
dont le vecteur 2" est défini par le sens du champ By (qui est celui de 1’axe du tunnel de

I'imageur), les deux autres directions étant choisies de facon arbitraire.

6.1.2 Sélection d’un plan de coupe

La sélection du plan de coupe, coupe de I’objet qui sera représentée sur I'image, est effectuée
al’aide d’un champ magnétique G, appelé gradient de coupe. Ce champ en un point P € R3

a pour expression
—

G(P)=g. (n.-7T) 7, (6.3)
~ — A D N — 5 v, . . .
ol 7 = OP, et ou g. et n. sont 'intensité et la direction du gradient de coupe.

'1 Ganss = 10™* Tesla. L’unité du systéme S.I. est le Tesla. Nous utiliserons suivant les cas les deux
unités, nous conformant en cela a I’usage.
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On considere le plan II., voir la figure 6.3, de cote ¢ dans la direction 7n,. Le vecteur C?;
est constant sur ce plan, VP € 1, ,

GuP)=g.c 7. (6.4)

Figure 6.3: sélection du plan de coupe.

Par suite, le champ magnétique statique en tout point P de ce plan est constant et vaut

B(P) = Bo+Gu(P)
= (Bo+g.0)7. (6.5)

La fréquence de Larmor des noyaux situés sur ce plan, donnée par la relation (6.1) est elle
aussi constante, VP € Il.,

~
—B(P
5. B(P)
= %(BO + 9. ¢) = v,. (6.6)

n(P) =

La relation (6.6) est a l'origine de la sélection de la coupe représentée sur 'image. Elle
établit un lien entre l’espa(g(Hc ) et la fréquence (v.). Plus précisément, en appliquant
une onde radio-fréquence By de fréquence égale a la fréquence v., on n’excite que les
noyaux situés sur le plan II. (voir figure 6.3). Tous les autres noyaux, soumis & un autre
champ magnétique, ont une fréquence de Larmor v; différente de la fréquence v. de 'onde
radio-fréquence excitatrice et ne seront donc pas mis en résonance.
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—

Le point C' du plan I, tel que OC = ¢ n, sera appelé par la suite origine du plan de
coupe.

6.1.3 Codage par la fréquence

Un second gradient, le gradient de lecture (_;; est utilisé pour créer une dépendance de
la fréquence des différents signaux émis par les noyaux de la coupe sélectionné II, en
fonction de leur position dans le plan de coupe. La direction du gradient de lecture 7;
est orthogonale & celle du gradient de coupe 7.. En un point P de l’espace, le champ
magnétique associé au gradient vaut

Gi(P) =g (W - 7) 7, (6.7)

P =7 N 5 ez .
ol 7 = OP et ol g; est I'intensité du gradient de lecture.

On considere, voir la figure 6.4, la droite D; du plan II. perpendiculaire a la direction du
gradient de lecture 7 et située & la distance x; du point C. En tout point P de cette
droite, on a

7 -OP =7 -CP =ay. (6.8)

Par suite, le gradient de lecture est le méme en tout point de cette droite et vaut
—
G(P)=g 2 7. (6.9)

Le gradient de lecture est appliqué au moment de ’enregistrement du signal de résonance,
le champ magnétique a cet instant vaut,

— — —
B = By + G (6.10)

(le gradient de coupe n’est alors plus appliqué). La fréquence du signal de résonance émis
depuis le point P du plan II, vaut donc

~
v(P) = 5—(Bo+ g z1). (6.11)
iy
Cette fréquence est identique pour tous les noyaux situés sur une méme droite D;. On peut
en outre choisir origine des fréquences de sorte que la fréquence du signal de résonance
au point P soit

V(P) = %gl 2. (6.12)

6.1.4 Codage par la phase

Grace au procédé qui vient d’étre décrit, les signaux qui sont émis depuis chaque droite
du plan de coupe orthogonale a la direction du gradient de lecture ont une fréquence
différente. Pour que la localisation spatiale soit complete, il reste a créer une dépendance
du signal en fonction de la posit_i?n sur chaque droite D;. On utilise pour cela un troisiéme
gradient, le gradient de phase (G,. La direction 7, de ce gradient est perpendiculaire aux
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Figure 6.4: codage par la fréquence.

directions du gradient de coupe et du gradient de lecture. Le gradient de phase a pour
expression .

Gyp(P) =gy (np - T) 7, (6.13)
ot T = 0P et gp est 'intensité du gradient.

On considere, voir la figure 6.5, la droite D, perpendiculaire & 7, et située & la distance
zp du point C'. On a VP € D,,

—
— — —
ny- 1T =n, - CP=

. (6.14)

Le gradient de phase en tout point P de cette droite vaut donc

—

Gy(P)=gp zp 7. (6.15)

Le gradient de phase est appliqué pendant un temps ¢, avant que ne commence |’enregistre-
ment du signal. Le signal émis depuis un point P € II, situé a I'ordonnée z,, dans le repere
(C, i, n,, n.) acquiert une phase

o(P) = 2mpy(P)t,
e Bty 510

Le terme entre parentheses étant constant, on choisit ’origine des phases pour avoir

O(P)="79gpaply. (6.17)
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Figure 6.5: codage par la fréquence et la phase.

Ainsi par le biais du gradient de lecture et du gradient de phase, on crée une dépendance
entre la position des noyaux a l'intérieur du plan de coupe et le couple phase—fréquence
du signal de résonance. Cette relation est donnée par les expressions (6.12) et (6.17).

6.1.5 Prise en compte de I’épaisseur de la coupe

. . . . —
Nous avons vu que pour obtenir I'image d’une coupe II. de cote ¢ dans la direction ng,
on appliquait simultanément le gradient de coupe GG. de direction n. et une onde radio-
fréquence de fréquence v, égale a la fréquence de Larmor des noyaux du plan II,,

_

Ve
2T

(Bo+ ge ¢). (6.18)

En pratique, il est impossible d’obtenir une onde radio-fréquence mono-fréquentielle. On

émet un pulse radio-fréquence de largeur de bande Ay, autour de la fréquence v.. Cela a

pour conséquence la mise en résonance de ’ensemble des noyaux ayant leur fréquence de

Larmor égale a I'une des fréquences de I'onde, c’est-a-dire vérifiant
Av, Av,

v, € VC—T;VC 3

(6.19)

Or, la fréquence de Larmor est proportionnelle a I’intensité du champ magnétique statique,
on a

v(P) = %B(P) = %(BO +g. ) (6.20)
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N . . . — . . .
ou ¢ est la cote du point P dans la direction n. du gradient de coupe. On met ainsi en
résonance tous les noyaux situés en des points de cote ¢’ vérifiant

, 2mv Av, Av,

d=—— ouvVv € |Ve——;V 6.21
7 e ‘ 2 2 ] ( )
c’est-a-dire les noyaux situés de part et d’autre de I, dans une bande d’épaisseur
21 A
o= 2, (6.22)
7 Ye

Par abus de langage, on désignera encore par "plan de coupe” ’ensemble des noyaux mis
en résonance, bien qu’il s’agisse d’un volume. Tout ce volume sera reproduit en définitive
sur I'image.

6.2 Reconstruction de I'image

On considere le repere R, lié au plan II. et défini par son origine C' et les vecteurs de base
ni,n, et n.. On rappelle que les vecteurs nj,n, et n. sont les directions de variation de
I'intensité des trois gradients, gradient de lecturejradlent de phase et gradient de coupe,
Iebpectlvement et que le point C est défini par OC = ¢ g, ¢ étant la cote de II, dans la
direction m, (voir la figure 6.5).

6.2.1 Le signal IRM

L’expression du signal de résonance émis depuis le point P = (z;,z,) du plan de coupe
est donnée par (5.57). Il est de la forme

t+1,

2

s(z1,p) = I(z1, ) exp(= )exp(i(w(zr, p)t + (w1, 7p))) (6.23)
ol w = 27v avec v donné par (6.12) et ol ¢ est donné par (6.17). Ici ¢, est la durée
d’application du gradient de phase et {; est la variable de temps dont 'origine coincide
avec le début d’enregistrement du signal.

Le signal recueilli provient de la mise en résonance de tous les protons du plan de coupe
II. sélectionné. Il est de la forme

i+t .
St t, // (z1,2p) exp( T*Z(xl xp )) exp(zy(glxztl{—gpmptp)) dz;dz,. (6.24)
» Tp

Ici T35 est un temps de relaxation 1égerement plus petit que le temps de relaxation Ts; en rai-
son des inévitables inhomogénéités du champ magnétique, le retour vers I’ etat d’équilibre
du moment magnétique transversal est un peu plus rapide que si le champ BO était par-
faitement homogene. L’intensité I du signal dépend d’une part du moment magnétique
d’équilibre et donc de la densité de protons au point (z;,z,) du plan de coupe, et d’autre
part des temps de relaxation T} et T, par le biais de la relation (5.58).
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6.2.2 Transformation de Fourier du signal

Afin de simuler le processus d’acquisition de I'image IRM, nous allons effectuer la trans-

formation de Fourier du signal §. L’intensité de I'image au point (uy,ug) vaut,
T(ul, 'U/2) = .7:(8)(11,1, ’LL2)

+00 p4oo .
= / / S(t,ty) exp(—z(ultz + uztp)> dt; dt,

400 p400 . )
— / / // I(z,z,) exp <z(7gm — uy )ty — _*>
o Jo . T3

2
X exp <i(‘)/gp£€p — ug)ly, — T—i) dz;dz, dt; di,

2

+oo ) 1
= 1 { [ e (itrm -y - 75 ) au)
+o00

4
X {/ exp <i(7gp33p — ug)t, — T_Z;) dtp} dz; dz,.
0 2

Effectuons le changement de variables défini par
(I R? — R?
(33173373) — (71(33173729)772(37173729))

tel que

To(21,Tp) = 7V Gp Tp-

{ Tl(xlaxp) = 74 %,

Le Jacobien de la transformation vaut

1
J=— .
T 9p4i

Posons I = J I o ¥~1: on obtient

F(S)(ur,uz) = //Hc f(Tl,TQ) {/O+OO exp <i(7’1 —uy )l — ;—;) dtl}

+ i
X {/ exp <i(7’2 — ug)t, — —i) dtp} dry drs.
0 13

On vérifie que, a étant une constante positive,

+oo . a b
—at _ibt .
A Ry R

Si ’on pose
7

. TPw
= 7 +
14 T5%w?

1
14 Ty2w?’

L(w)

on obtient

T(uy,ug) = //Cf(Tl,Tg) L(1 —uy) L(T2 — ug) dry d7s.

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)
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6.2.3 La méthode Spin-Warp

La méthode Spin-Warp est une variante de la Zeugmatographie de Fourier qui fut pro-
posée en 1980 dans [38]. C’est la méthode de codage de I'image IRM la plus utilisée
actuellement. Ce qui importe dans le procédé de codage par la phase c’est le produit
gp lp (voir Vexpression (6.17)). Avec la Zeugmatographie de Fourier, on fait varier g, 1,
en faisant varier le temps ¢, d’application du gradient, son intensité g, restant constante.
Il s’avere en fait plus judicieux de faire varier 'intensité g, du gradient de phase et de
conserver une durée ¢, d’application du gradient constante. (Nous noterons alors T, la
durée d’application du gradient.) On pourra consulter [75], p. 165, pour les différents
avantages de la méthode Spin-Warp par rapport a la Zeugmatographie de Fourier.

Le signal recueilli en utilisant la méthode Spin-Warp a pour expression,

i 41, .
S(t1,g,) = // (z1,2p) exp( T*l(xl ! )) exp (V/(glxltl +gpxpr)> da;dz,. (6.33)
1 Tp

Au chapitre 7, nous considérerons la méthode Spin-Warp en présence d’inhomogénéités
magnétiques (on négligera alors les phénomenes de relaxation). En effectuant une trans-
formation de Fourier du signal perturbé, nous obtiendrons des indications sur la facon
dont I'image est brouillée. Il peut étre intéressant, dans un but de comparaison, de cal-
culer ce que fournit la transformation de Fourier du signal non-perturbé. Si I’on néglige
les phénomenes de relaxation, le signal recueilli en utilisant la méthode Spin-Warp a pour
expression,

S(t1,9,) = //H I(z), ) exp(h(glmm -I—prpr)) dz;dz,, (6.34)

ou I ne dépend plus que de la densité de protons au point (z;,z,). On peut écrire (6.34)
sous la forme,
S(l, gp) = Am*F (9111, 795T5), (6.35)

oit on a noté F~! la transformation de Fourier inverse. Ainsi l'intensité de I'image au point
(u1,uz), obtenue en effectuant une transformation de Fourier du signal, a pour expression

T(ur,ug) = F(S)(ur,uz) = I(z1,2,), (6.36)

ou (u1,uz) et (z1,x,) sont liés par les relations

U = 741, (6.37)
uy = vT, z,.

Puisque I est proportionnel a la densité de protons, 'image représente la concentration
en protons dans le plan de coupe sélectionné.



Chapitre 7

Modélisation du processus de
création des artefacts

7.1 Origine des artefacts de susceptibilité magnétique

Nous avons décrit dans la parﬂ)e précédente le processus d’acquisition de "image IRM. Un
champ magnétique statique By de l'ordre de 1 Tesla est utilisé afin de créer une aiman-
tation macroscopique d’origine nucléaire dans les tissus biologiques. Cette aimantation
est mesurée gréce_) a un phénomeéne de résonance en soumettant 1’échantillon & un champ
radio-fréquence By. Pour avoir un signal qui reflete la répartition spatiale des noyaux
résonants, on utilise des gradients de champ magnétique. Ils permettent de créer un champ
magnétique statique dont I'intensité varie (d’une fagon prédéterminée) dans ’espace. Un
premier gradient, le gradient de coupe, est utilisé pour sélectionner la partie (ou coupe)
de I’échantillon qui doit étre représentée. Les deux autres gradients servent a obtenir une
dépendance spatiale de la fréquence et de la phase du signal. On congoit aisément que des
perturbations du champ magnétique vont perturber ce processus de codage de l'image.
Dans ce cas I'image obtenue ne sera pas conforme a la coupe de I’échantillon étudié.

Les perturbations du champ magnétique statique ont des origines diverses. FElles peu-
vent étre intrinseques _au systeme d’imagerie. Il est en effet difficile d’obtenir un champ
magnétique statique By constant dans tout le volume de I'imageur, de méme qu’il est
difficile d’obtenir un champ magnétique d’intensité variant linéairement dans une direc-
tion donnée. Toutefois, ces inhomogénéités du champ magnétique sont connues pour un
imageur donné et diverses techniques sont utilisées pour en limiter I"impact sur 'image [1],
[88], [64]. Les artefacts engendrés par des imperfections des aimants sont appelés artefacts
de champ magnélique.

Une autre source de perturbation du champ magnétique est liée & la présence dans
I’échantillon étudié d’un objet dont les caractéristiques magnétiques different de fagon
importante du milieu biologique environnant. Il peut s’agir de cavités aérienne (fos-
ses nasales, poumons) ou de matériaux métalliques implantés (implants dentaires [55],
protheses orthopédiques, clips vasculaires ...). Les perturbations du champ magnétique
peuvent étre dans ce cas localement importantes. Les déformations de l'image qui en

151



152 Modélisation du processus de création des artefacts

résultent sont appelées artefacts de susceptibilité magnélique. Comparés aux artefacts de
champ magnétique, les artefacts de susceptibilité magnétique ont pour caractéristique le
fait que la source de perturbation varie d’une expérience a ’autre. 1l est donc beaucoup
plus difficile de mettre en ceuvre des méthodes pour les supprimer. Des particules ferro-
magnétiques dispersées, souvent associées a des pathologies, peuvent également produire
des perturbations du champ magnétique [63].

Dans notre étude, nous nous intéressons plus particulierement aux artefacts liés a la
présence d’un implant métallique dans I’échantillon étudié. Dans ce cas le champ magné-
tique statique est perturbé par le champ magnétique qui est induit par 'implant métallique.
On qualifie les milieux continus de diamagnétiques, paramagnétiques ou ferromagnétiques
en fonction des caractéristiques de ce champ magnétique induit. On pourra consulter
par exemple [60] pour les détails de la classification (et la section 1.2.3 de cette these).
Précisons que 'IRM n’est pas accessible aux patienti) porteurs d'un implant de type fer-
romagnétique. Sous l'effet du champ magnétique By un matériau ferromagnétique est
susceptible de se déplacer, occasionnant des dommages important aux tissus environnants
[77], [91]. D’autre part, pour un implant de type diamagnétique le champ magnétique
induit est tres faible et en général n’entraine pas de perturbation significative du champ
magnétique statique. Nous nous intéressons donc aux implants métalliques de type para-
magnétique. La plupart des matériaux métalliques utilisés pour la réalisation d’implants
médicaux (tel le titane) sont paramagnétiques.

Prenons le cas d’une 1tﬂ)le métallique de susceptibilité magnétique x,, soumise a un champ
magnétique statique By. L’intensité maximale du champ induit vaut (voir I'annexe B)
, 2
Bmax = §XmBO (71)
et décroit a I'extérieur de la bille comme le cube de la distance. Supposons par exemple
que la bille soit en titane et soit soumise & un champ magnétique de 1 Tesla. On a alors

B! ..~ 107* Tesla = 1 Gauss. (7.2)

max

On observe que le champ induit est de 'ordre de grandeur du champ magnétique associé
aux gradients utilisés pour le codage spatial de I'image (¢ ~ 1 Gauss par centimetre).
L’origine des artefacts de susceptibilité magnétique est la suivante: le champ magnétique
induit par I'implant vient s’ajouter aux gradients et entraine une perturbation du processus
de codage par les gradients. Dans ce chapitre, nous précisons de quelle maniére le processus
de codage de I'image décrit au chapitre précédent est perturbé. En prenant en compte
dans la modélisation I'existence d’un champ magnétique supplémentaire, le champ induit
par I'implant, nous aboutissons a un algorithme permettant la simulation numérique des
artefacts.

Mentionnons que les auteurs dans [16] ont étudié des artefacts liés a une perturbation de
I'onde radio-fréquence By par des courants de Foucault a 'intérieur d’implants faiblement
magnétiques mais bons conducteurs tel le cuivre. Nous n’envisageons pas ce type d’artefact
dans notre étude. Signalons enfin que dans I’étude qui suit aucune hypothese concernant
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l’origine du champ magnétique perturbateur n’est faite. Aussi la modélisation sera valable
aussi bien pour les perturbations liées & la présence d’un implant que pour celle dues a
des inhomogénéités du champ magnétique de ’aimant.

7.2 Effets des inhomogénéités de champ magnétique

7.2.1 Déformation du plan de coupe
Cas d’une onde mono-fréquentielle

Lorsqu’un_ghamp magnétique B se superpose au champ magnétique principal E)) et au
gradient G, le champ total en un point P € R® vaut

B(P) = Bo+G.(P)+ B'(P). (7.3)

Ii%ppelons que E; définit 'axe Z  du repere associé & I'imageur et que Cj; est orienté selon
By. D’autre part, dans le cadre de notre ét&}de les champs perturbateurs représentés par
B’ sont de faible intensité par rapport a By (mais de méme ordre de grandeur que les
gradients, soit de 1 a 10 Gauss). Ceci nous amene a faire 'approximation,

B(P) = (Bo+Ge(P)+ BL(P))Z + BL(P)T + B,(P)¥
(Bo+ G.(P)+ BQ(P))?. (7.4)

24

Par suite, on peut considérer que la fréquence de Larmor au point P vaut

~

v(P)= ﬂ(BO + G.(P) + BL(P)). (7.5)
Supposons que I'on veuille obtenir I"image d’un plan II. de cote ¢ dans la direction 7.
On ajuste la fréquence v. de I'onde radio-fréquence émise simultanément au gradient de
coupe a la valeur

;
.= —(By + g.c). .
ve = 2-(Bo + geo) (7.6)

—
Toutefois compte-tenu du champ parasite B’ les noyaux réellement mis en résonance sont
les noyaux pour lesquels

v(P)=ve, (7.7)

autrement dit, les noyaux mis en résonance sont situés en des points pour lesquels
G.(P)+ B.(P) = g.c. (7.8)

Les noyaux mis en résonance ne sont donc pas ceux du plan de coupe I, qui devait étre
représenté.

Cherchons a expliciter la relation (7.8). Soit (z,y, z) les coordonnées de P dans le repere
(0,7 ,%,7) lié a 'imageur et (nq,ng,n3) les composantes du vecteur 7., direction du
gradient de coupe. Soit ¢/(P) la cote d’un point P dans la direction 7.. On a, voir la
figure 7.1,

—

d(P)=0P -n,=n; x+ny y+n3 2. (7.9)
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Figure 7.1:

Le gradient de coupe en ce point a pour expression
Go(P)=g.(P)=g.(n1 o+ ny y+mns3 z). (7.10)
L’équation (7.8) s’écrit encore

B/
ny z+ny y+ ns Z-I—M:C. (7.11)

e

Ainsi, les points de I’échantillon reproduits sur 'image sont les points appartenant a la
surface d’équation (7.11) et non pas ceux du plan II. d’équation

nyx+mnyy+nsz=—c (7.12)

On met en évidence selon la direction 7, un écart entre le point de 1’échantillon reproduit
sur 'image et celui que I'on souhaitait voir reproduit. Cet écart vaut

_BUP)

Ac(P)=c—(P) p

(7.13)
On constate que cette distorsion est proportionneﬁ)e a la composante longitudinale du
champ perturbateur et que pour une Erturbation B’ donnée elle est d’autant plus faible
que l'intensité du gradient de coupe G est importante.
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Plagons-nous dans le repére R. = {C, 0/, n,, .} lié au plan de coupe, voir la figure 6.5.
Soit (z,x,,z.) les coordonnées de P dans ce repére. On a

— =

d(P) = 0C'=0P n.=(0C+CP) -,
= c+z.. (7.14)

Ainsi, la relation (7.8) se réécrit en fonction des coordonnées dans le repére associé au plan
de coupe

Ye (C + -'L'c) + B;(.’L'[, Lp, -'L'c) =9c 6 (7-15)

soit ,
Bz(xh Ly, rc) _

Ye

Par la suite, le repere qui sera privilégié pour les calculs sera le repere R, lié au plan de

. + 0. (7.16)

coupe.

Nous avons mis en évidence que les hétérogénéités du champ magnétique perturbent la
relation ”espace—fréquence” de la facon suivante: les noyaux excités, répartis dans 1’objet
sur une surface & priori non plane qui dépend uniquement de la nature des hétérogénéités
magnétiques, sont reproduits au niveau de I'image comme provenant d’'un méme plan.
Nous nommerons dans la suite surface de coupe cette surface par analogie avec le terme
plan de coupe.

Cas d’une onde pluri-fréquentielle

En pratique 'onde radio-fréquence possede une largeur de bande Ay, autour de la fréquence
V.. On excite I'ensemble des noyaux dont la fréquence de Larmor vérifie

Av, Av,
-

v(P) € [l/C—T, 2 I, (7.17)

c’est-a-dire les noyaux situés en des points P tels que

€c €c
gl — 5) < GUP) 4 BUP) < g (e+ %), (718)
ol e, = QTW%Q On montre que les noyaux mis en résonance sont situés aux points P de

coordonnées (z;,z,,z.) dans le repere R, tels que

Bele 2p, ) _ ( avec (€ [—e—c'e—C

= . 1
h o= (7.19)

T, +

7.2.2 Perturbation du codage de I'image

—
Si des hétérogénéités magnétiques B’ existent pendant l’enregistrement du signal, le
champ magnétique statique total vaut alors

B(P) =By + Gi(P)+ B'(P). (7.20)
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La fréquence du signal de résonance donnée par la relation de Larmor (6.1) vaut, compte
tenu de I"approximation (7.4),

1 (giz) + B(a1, 2y, 20)). (7.21)

" or

v(P)

De méme, si ces hétérogénéités magnétiques existent pendant la période ou est appliqué
le gradient de phase, le champ magnétique total au point P vaut pendant la durée 7T},
d’application du gradient

B(P)= By + G,(P)+ B'(P). (7.22)
Par suite, les noyaux situés au point P émettent un signal de résonance dont la phase vaut
¢(P) = 21v(P)T, = v(gpzp + B (21,2, 7)) Tp. (7.23)

Signalons que dans les expressions (7.21) et (7.23), 'origine des fréquences et celle des
phases est choisie de sorte que le terme constant 5= By ou 7 BT, n’apparaisse pas. Nous
reviendrons ultérieurement sur les renseignements que 'on peut déduire des expressions
(7.21) et (7.23) en ce qui concerne la description du phénomeéne de création des artefacts.
Toutefois, on peut déja s’apercevoir que, puisque la fréquence et la phase du signal servent
a coder la position des noyaux dans le plan de coupe, les hétérogénéités magnétiques vont
entrainer des écarts de position.

7.3 Forme du signal IRM en présence d’inhomogénéités
magnétiques

Nous nous intéressons a deux séquences d’imagerie particuliéres, la séquence Spin—Echo et
la séquence Echo de Gradient. Deux raisons motivent ce choix. D’une part, ces séquences
sont & la base de nombreuses autres séquences d’imagerie. D’autre part, les artefacts
générés sont tres dissemblables pour ces deux séquences.

7.3.1 La séquence Spin-Echo

La technique de Spin—Echo consiste a émettre une impulsion radio-fréquence 90° suivie
d’une impulsion 180° au bout d’un temps TTE On obtient alors un écho de spin dont
I'intensité est maximale au temps Tg. Si ’on choisit 1'origine du temps au maximum de

I’écho, le signal a pour expression [87],

X exp (i’y(glmltz + gpacpr)) dz;da,. (7.24)
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Figure 7.2: La séquence Spin—Echo

7.3.2 La séquence Echo de Gradient

La technique de ’Echo de Gradient est & la base de nombreuses séquences d’imagerie
rapide. Par rapport a la séquence Spin—]:ilcho7 I'impulsion radio-fréquence 90° n’est plus
suivie de I'impulsion de 180°. L’écho est obtenu en appliquant un gradient. On observe
alors au bout du temps Tg un écho (1’écho de gradient) dont ’amplitude suit la décroissance
en T3 du moment magnétique transversal. Sil’on choisit 'origine du temps au maximum
de I’écho, le signal a pour expression,

S(ti,g,) = //H (1, 2,) exp (—B(#Emp)) P (_#j%))

X exp (i’y(gzxm + gpxpr)) dz;da,. (7.25)

On remarquera que le signal IRM obtenu avec la séquence Echo de Gradient a la méme
forme que celui obtenu avec la séquence Spin—Echo. L’intérét de 1’écho de gradient est
de permettre une acquisition de I'image plus rapide. L’inconvénient est une moins bonne
compensation des inhomogénéités du champ magnétique qu’en Spin—Echo. Aussi, lorsque
nous prendrons en compte les inhomogénéités magnétiques, la forme de ces deux signaux
différera.

7.3.3 Forme du signal IRM

Par la suite, nous ne prendrons plus en compte les phénomenes de relaxation dans notre
étude. Nous considérons les deux séquences que nous venons de décrire: la séquence Spin-
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90
impulsions RF
_ gradient de coupe
L
gradient de phase
gradient de lecture
L

signal

Te

Figure 7.3: La séquence Echo de Gradient

Echo et la séquence Echo de Gradient dans le cadre de la technique d’imagerie Spin-Warp
(voir la section 6.2.3). Remarquons tout d’abord que les hétérogénéités magnétiques ont en
fait cours pendant toute la durée de la séquence, c’est-a-dire pendant une durée 7 = Tg et
non pas seulement pendant la période ou est appliqué le gradient de phase. Le déphasage
du signal di aux hétérogénéités magnétiques est donc donné au point P par

¢m(P) =~ BL(P) Ty (7.26)
et le déphasage total par
¢(P) = 7(927 Tp Tp + B;(Ilvxpaxf:) TE)' (7'27)

Pour la séquence Spin—Echo les déphasages introduits par les hétérogénéités magnétiques
sont en fait parfaitement compensés au moment d’enregistrer le signal (c’est I'un des avan-
tages de cette séquence). Par contre ce n’est pas le cas pour la séquence Echo de Gradient.
Nous traiterons simultanément les deux possibilités en introduisant un coefficient kg que
nous nommerons coefficient de déphasage valant 0 dans le cas d’une séquence Spin—Echo
et 1 dans le cas d’une séquence Echo de Gradient. Le déphasage sera donc donné au point
P par

O(P)=~(gp zp T + kqBL(xy, zy,z.) Th). (7.28)

—
Si des hétérogénéités magnétiques B’ existent au cours de la séquence, la forme du signal
(6.34) doit étre modifiée de la maniere indiquée aux sections 7.2.1 et 7.2.2. Il a pour
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expression

Stng) = [[ 7 aepatenn,)

exp{iy [giz1 + Bl(21,2p, 2c(21,25))] 11 }
exp{t 7 [gpx,Tp + kaBi(zi, ap, v (21, 3,)) Tr] } dadz, (7.29)

ol z. désigne une solution de I’équation

X X

B (z1,2p, 2.)
Y

Ici I est proportionnel a la densité de protons au point considéré. Dans I’écriture adoptée

pour &, nous supposons implicitement que la solution de (7.30) est unique. Toutefois, il

peut exister plusieurs solutions & (7.30). Le développement que nous allons effectuer

restera valable sous réserve d’ajouter la sommation sur les différentes solutions dans
lexpression (7.29) de S.

Afin d’alléger I’écriture, on écrira B.,"(z;,x,) pour BL(z1, 2y, zc(71,2,)) et I*(z;,3,) pour
I(xlv Lp, xc(wlv wp))

Te + = 0. (7.30)

7.4 Analyse mathématique du processus de création des
artefacts

Pour simuler le processus de création des artefacts nous allons effectuer la transformée de
Fourier du signal §, opération qui est réalisée par le systeme informatique de I'imageur pour
obtenir I"image. On peut vérifier que § est continue et bornée. Par suite & appartient
a l'espace des distributions tempérées .#’(R?) dual topologique de I'espace .#(R?) des
fonctions complexes sur R? indéfiniment dérivables, & décroissance rapide (décroissant &
Iinfini plus vite que l'inverse de tout polynome, de méme que toutes les dérivées de la
fonction).

Soit T la transformée de Fourier de S. On a, V¢ € #(R?),
<T,0> = <8,6>

+o0 R
// S(t1,9p) o(t1, gp) dt; dgp,

+oo +oo
= [ ] 1w esoiv (ot B (a0 1)
x exp{iy (gpapT, + kdB,/z*(wla zp)TE)} day dwp} qg(tl,gp) dirdg,.  (7.31)

Permutons l'ordre d’intégration; on obtient,

+o0
<T,p> = // I*(zy,2,) exp{ivy kg B, (z1,2,) Tr }

— 00

X

+oo *
{J] espotin o+ BL (er,20))u + gy, T3]}

b1, g,) dt; dgp} dz;dz,. (7.32)

X
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Le terme entre accolades correspond a la transformée de Fourier inverse de la fonction ¢

au point (y(g; @1 + BL*(z1,2,)),7 ¥ Tp). Plus précisément, on a

+oo "
// eXp{i'Y [(glml + B;*(:El, xp))tl + gpmpr] } ¢(t179p) dt; dgp
= 4m?¢(y(giz1 + BL (21, 2)), v25Ty)-

Par suite,

<T,¢> = 4n* // *(x1,2p) exp{ivy kaBL (21,2,) T}
% ¢(v(gix1 + B (21, 2)),7 Ty ) dagday,.
Considérons le changement de variables défini par

¥ R — R?
(mlvxp) = (Tl(xlaxp)vr2(xlaxp))

ou
Tl(xlaxp) = 7(gl$l+B;*(mlvmp))v

mo(z,2p) = YT, T

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

La fonction ¢ n’est a priori pas bijective (en raison du terme B’*(z;,z,)). Par contre, on

peut partitionner R? en un nombre fini N d’ouverts U; tel que Vj = 1,---, N,

v, U — VY
(21, 2p) = Yj(1,2p)
soit bijective. On note J; le jacobien de la transformation ;,

1
2 a 1% '
Ty lgi + 3—xle (1, 2p)

Jj(xlvxp) =

On peut alors écrire,

+oo IV
<T,p> = 4n? // {Z I*(z1,2,) exp{ivy ka B, (z1,2,) Tg }
=

x¢(v (gt + BL (w1, 2,)), 7 Typep) Ty (o, 3p) - day day

= 4%22// (z1,2,) exp{iy ka B, (x1,2,) T}

xd(v(gie; + BL (2, 2p)), 7 Tpxy) dapda,.

ou Iy, désigne la fonction indicatrice de l'ouvert U;.

(7.37)

(7.38)

(7.39)



Analyse mathématique du processus de création des artefacts 161

Afin d’alléger I’écriture, notons
H(zy,2y) = I*(21,2,) exp{iy kaBL(21,2,)Tr }

et
IF(r,m) = 47r21(¢ Y(r1,72))J (%_1(71772))-

Effectuons le changement de variables (7.36),

<T,p> = Z// T1,T2 T1,T2) dr dm

N

= //+°° (Z I}-‘(ﬁ,rz) ]1[/](7’1,7’2)) B(71,79) drdmy
R =1

N
= < ZI}‘ ly,¢>. (7.40)

J=1

On obtient finalement N
=Y If 1y, (7.41)
=1

ou encore

T(r,m) = 4#221* Y1, 1)) explivy kg BL (47 o Yr,m) Te)

X Jj(z,)j (7'1,7'2)) ]1{/](7'1,7'2). (7.42)
L’intensité du signal au point (71, 72) de I'image est donc donnée par
T(r,m) = Z I(z1,2p,x.) exp{ivy kq BL(z1,2p,2.) Tr }
(l‘l7xpvxc)
solution de (7.44)
1
X , (7.43)
14 =Bl (21,2 0)
XL, Ty X
g1 0z e
ou B
T 737 7330

x + Z( lglp ) = T,

z, = T, (7.44)

. + B;(Ilaxpvxf:) - 0.

9e
Notons que cette derniere écriture inclut le cas ou (7.30) admet plusieurs solutions. De

plus, les coefficients v dans (7.44) et dans l'expression du jacobien ont été omis (ils

2T Il
peuvent étre interprétés comme des coefﬁ(:lents de changement d’échelle entre I'image et

la coupe de 1’échantillon).
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Généralisation au cas ou ’onde est pluri-fréquentielle

Nous avons supposé dans le développement précédent que I'onde excitatrice était mono-
fréquentielle. Cela n’est en pratique pas le cas. Il y a mise en résonance des noyaux
appartenant a un certain volume de I’échantillon. Dans le repére R., les noyaux mis en
résonance sont situés en des points (z;, z,, z.) vérifiant

Baon2p®e) _ o pvee (e [-%, % (7.45)

xc‘}' ge 275

Dans la suite z.(z;,2,,() désignera une solution de cette équation avec la convention
adoptée en (7.30).

Le signal a pour expression,

lec + oo
S(tlagp) = /21 // I(xlaxpaxc(xlaxpacn
—5€ec/ /=00

X eXp{i Y [glwl + B;(wlvxpvwc(wlvavc))] tl}
X exp{iy [!]pxpr + kdB;(a:l, Lps zo(p, xpyC))TE] } day dz, d¢ (7.46)

ou z,. est solution de (7.45). Le raisonnement concernant la transformée de Fourier du
signal effectué précédemment reste valable. 1l faut alors lire

I*($1,$p) I($l7xp7$c(371737p7<:))
B;*(mlv xp) = B,Iz(xlv Ly, xc(xlv Ly, C))

et ajouter la sommation relativement a la variable ¢ sur l'intervalle [-%, 5]. L’intensité

du signal au point (7, 7) de I'image est donnée par

€c

=

T(r,m) = /_

Z I(xlaxmxf:) eXP{i7 kq B;(Ilvxpaxf:) TE}

o=

ce (z1,7p,2c)
solution de (7.48)
1
X dc, (7.47)
14+ LBy
g By e
ou
!
r + —Bz(wlb;vp7wc) = T1,
T, = 7, (7.48)

B;('rh Lp, 370)

v+ Bmid oo
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Remarque 7.4.1 Nous nous intéressons plus particulierement dans cette étude aux arte-
facts de susceptibilité magnétique. Toutefois dans la modélisation qui vient d’étre ef-
fectuée, aucune propriété spécifique concernant ’origine des inhomogénéités du champ
magnétique statique n’a été exploitée. Le modele est donc & méme de prendre en compte
les inhomogénéités du champ statique quelle que soit leur origine. En particulier, nous
serons a méme de simuler les artefacts liés aux défauts d’homogénéités du champ principal
Bo ou des gradients. Pour ce dernier cas, il faudra toutefois tenir compte du fait que les
inhomogénéités n’apparaissent que lorsque les gradients sont appliqués.

7.5 Interprétation du processus de création des artefacts

A partir de la modélisation qui vient d’étre effectuée, nous allons montrer que I'on retrouve
Iinterprétation couramment admise des artefacts de susceptibilité magnétique. Une ana-
lyse détaillée des phénomenes de distorsion d’image a été effectuée par S. Beaumont dans
sa these [14]. On peut consulter également les travaux de Ludeke et al. [68], Ericsson el
al. [41] ou ceux plus récents de J.F. Schenck [86]. Nous allons faire le lien entre ’analyse
des artefacts qui est faite dans ces publications et le résultat de notre modélisation.

7.5.1 Distorsions géométriques

Considérons le systeme (7.48).

(a) - La_t}roisiéme équation nous montre que la présence d’un champ magnétique pertur-
bateur B’ entraine un écart, dans la direction du gradient de coupe, entre le point P
reproduit et sa position supposée. Cet écart vaut

B(P)

Ac(P) =
Ye

(7.49)
On peut constater que cet écart sera d’autant plus faible que l'intensité g. du gradient
de coupe sera importante. On retrouve la un fait bien connu: une facon de diminuer
I'importance des artefacts consiste & utiliser des gradients de forte intensité. Des raisons
technologiques limitent toutefois 'intensité des gradients. La présence d’inhomogénéités
magnétiques se traduit donc par une déformation du plan de coupe.

(b) — La premiere et la deuxiéme équation du systeme (7.48) nous permettent d’appréhen-
der de facon plus précise la maniere dont la perturbation du codage par la phase et par
la fréquence se traduit en définitive sur 'image. En I’absence de perturbation du champ
magnétique, un point P de coordonnées (z;, z,, z.) dans le repere associé au plan de coupe
est représenté sur I'image (au changement d’échelle pres) a la position (71 = 21,72 = xp).
Si un champ magnétique perturbateur B’ existe pendant la période de codage de 'image,
ce point P va étre représenté sur 'image a la position

B,/z(xh Lps 370)

(i =a1+
g1

T2 = Tp). (7.50)
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Les modifications liées a la perturbation du codage en fréquence se traduisent par un
déplacement selon la direction du gradient de lecture de la position sur I'image du point
P reproduit. L’importance du déplacement est donnée par

_B(P)

Al(P)= =

(7.51)

On remarquera ’absence de déformation dans la direction du gradient de phase: c’est la
I'un des avantages bien connu de la méthode Spin-Warp par rapport a la Zeugmatogra-
phie de Fourier, voir [75], p.165 et [78]. On_p)eut vérifier que si 'on a recours a la Zeug-
matographie de Fourier, des perturbations B’ du champ magnétique vont entrainer une
déformation de I'image a la fois selon la direction du gradient de lecture et la direction du
gradient de phase. Le point P de coordonnées (z;,z,,z.) est représenté sur I'image a la
position

(m=a1+ —B;(:vg;xp, mc),rg =z, + —B;(xl;xp’ xc)) (7.52)

l P

(c) — Outre les écarts que nous venons de mettre en évidence entre la position réelle et
la position sur I'image d’un point du plan de coupe, les équations (7.48) montrent qu’en
raison des inhomogénéités magnétiques, les distances ne sont pas conservées sur 'image.
Soyons plus précis. Comsidérons deux points P = (zj,zp,z.) et P' = (2';,2'y,2'.) ap-
partenant a la surface de coupe et séparés dans 1’échantillon par une distance §. Nous
supposons que

(21 =2+ 6,2y =ap + 6p,0'c = 2.+ 6.). (7.53)
Soient (71,73) et (7'1,7'3) les positions de ces deux points sur image. En ’absence
d’inhomogénéités magnétiques, ces deux points sont reproduits sur 'image & la position

(ry = 21,72 = x,,) et la distance séparant ces deux points sur 'image vaut /67 + 53. Si
des inhomogénéités magnétiques existent, les deux points sont reproduits sur I'image a la

position
1 !
= I+ —B z(xlyajp7$c)7
g
72 = wp,
et
! ! 1 ! ! ! !
™y = z;+—B Z(xl,xp,xc),
g
'y = =
On a
1
7_/1 = 1 + (5[ + g_ (B/Z(Pl) — B/Z(P)) )
l

!
T2 T2-|-(5p.
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La distance séparant les deux points a I'image vaut

A= \/<51 + Lppy- B (P))) 2, (7.54)

et est différente de la distance § entre les deux points a lintérieur de 1’échantillon. On
observe qu’en présence de perturbations magnétique_)s, les distances ne sont pas conservées
a I'image. Si le champ magnétique perturbateur B’ admet des variations importantes
alors deux points de 1’échantillon proches I'un de ’autre peuvent se retrouver représentés
sur I'image loin I'un de 'autre, et inversement. Ce phénoméne a lieu par exemple pour
deux points situés de part et d’autre d’une surface séparant deux milieux aux propriétés
magnétiques tres différentes (I'implant métallique et les tissus biologiques dans notre cas).
Il est en effet bien connu qu’a l'interface entre deux milieux le champ magnétique est
discontinu (voir la section 1.1.3 de la partie traitant du probleme de la magnétostatique),
le saut étant proportionnel a la différence de susceptibilité magnétique si les deux milieux
sont des milieux magnétiques parfaits.

7.5.2 Distorsions d’intensité

La relation (7.47) met en évidence des perturbations de I'intensité de I'image.
(a) — Ces perturbations sont liées pour une part a la déformation du plan de coupe (terme
I(z;,xp,2.)). Deux situations peuvent avoir lieu:

— §’il existe plusieurs solutions au systéme (7.48), plusieurs points de 'objet sont as-
sociés & un méme point image (71, 72,(); il y a alors apparition d’un hypersignal,

— si le systéme (7.48) n’admet pas de solution, il n’y a pas de points de I'objet a
correspondre au point image (7y, 73, (). On obtient alors un hyposignal.

(b) - Des modifications de l'intensité de 'image sont également liées aux variations du
champ B (ou plus exactement sa composante B’) suivant la direction du gradient de
lecture. Cette perturbation est représentée par le terme

1
- . (7.55)
1 B
| +g13 (xlaxpaxﬂ
Si B! est croissante suivant la direction du gradient de lecture alors
0
%B;(ml,mp,mc) >0
et on aura un hyposignal,
1
< 1. (7.56)
1 0
|1 +—-—B, (wlv Lp, wc)l

g0z ”
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Par contre si B, est décroissante suivant la direction du gradient de lecture alors

0
8—9”3;(;61, Tp,xe) <0

et on aura un hypersignal,

1

>1 . (7.57)

1 0
1+ ——nB ¢
| + g1 8$[ 2($l7$p7$ )l

—
(c) — Enfin les hétérogénéités magnétiques B’ peuvent étre & 'origine dans le cas de la
séquence Echo de gradient d’une modification supplémentaire de 'intensité signal repré-
sentée par le terme

exp{ivy Bl(z1,2p,x(21,2,,()) Tg }. (7.58)

Les franges d’intensité caractéristiques des artefacts de susceptibilité magnétique en Echo
de Gradient sont liées a ce terme.

7.6 Mise en évidence des artefacts

Nous souhaitons illustrer ’analyse concernant les artefacts de susceptibilité magnétique
qui vient d’étre effectuée. Nous supposons qu’un implant, une bille de rayon R constituée
d’un matériau de type paramagnétique, est présent dans I’échantillon soumis & I'TRM.
Nous faisons coincider l'origine (arbitraire) O du repere lié a 'imageur avec le centre de la
b_i}le. Soumis a un champ magnétique statique By, la bille est source d’un champ induit
B’ donné par, (voir 'annexe B),

= 2 = N .
B'(P) = 3 Xm Bo a lintérieur de la bille,
_ 1 3(Bo-7)_ By (7.59)
B'(P) = 3 Xm R? <0757> - —;) a I'extérieur de la bille,
T T

—
on 7 = OP.

Par la suite, 1ous supposerons que le rayon de la bille vaut 1 cm, que 'intensité du champ
magnétique By vaut 0.5 Tesla et que les gradients sont de 1 Gauss par cm.

7.6.1 Déformation du plan de coupe

Supposons que l'on veuille obtenir I'image d’un plan II. de cote ¢ dans la direction n; =
(n1,n2,n3). Si des inhomogénéités magnétiques existent, les noyaux mis en résonance sont
situés en des points solution de I’équation (7.11). Dans la situation qui nous intéresse,



Mise en évidence des artefacts 167

ces noyaux sont situés en des points dont les coordonnées dans le repere 1ié a 'imageur
satisfont,

2Xm B .
n1x+n2y+n3z+§xg 0 = ¢ sir<R,
3772 1 (7.60)
ny T+ nyy+n3 z+ 0 — 5 = ¢ sir>R,
XmBORS
avecﬂC:T.
C

Bo

Figure 7.4: position du plan de coupe y = yg dans la situation envisagée.

Supposons que ’on souhaite obtenir une image de la coupe y = yg pour les valeurs suivantes
de yo : 0, 0.5 cm et 1.5 cm, voir la figure 7.4. Nous présentons la forme de la surface de
coupe, c’est-a-dire les noyaux qui seront réellement mis en résonance, dans le cas ou la
bille est constituée d’un matériau de susceptibilité magnétique 1072 usi (figure 7.5), ce qui
correspond approximativement a la valeur de la susceptibilité magnétique du Luxachrome,
matériau trés utilisé pour la réalisation d’implants dentaires, puis (figure 7.6) dans le cas
oil la bille est constituée d’un matériau de susceptibilité magnétique 2 1074 usi, valeur qui
correspond approximativement au Titane.

On remarquera que la surface représentant la déformée du plan de coupe n’est a priori
pas continue, ce qui entrainera un certain nombre de difficultés lorsque 1’on cherchera a
calculer numériquement ’artefact.
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Figure 7.5: exemples de déformation du plan de coupe. Cas d’une bille de rayon 1 cm et
de susceptibilité magnétique 1073 usi. L'unité de longueur est le metre. La figure du haut
correspond a la déformée de la coupe yo = 0. Celle du milieu correspond a la déformée de
la coupe yo = 0.5 cm et celle du bas & la déformée de la coupe yo = 1.5 cm .
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Figure 7.6: exemples de déformation du plan de coupe. Cas d’une bille de rayon 1 cm
et de susceptibilité magnétique 2 10~% usi. L’unité de longueur est le métre. La figure
du haut correspond a la déformée de la coupe yo = 0. Celle du milieu correspond a la
déformée de la coupe yo = 0.5 cm et celle du bas a la déformée de la coupe yo = 1.5 cm .



170 Modélisation du processus de création des artefacts

7.6.2 Distorsions géométriques

Nous avons montré que les distorsions liées a la perturbation du codage en fréquence se
traduisent par un déplacement selon la direction du gradient de lecture. Si des inho-
mogénéités magnétiques B’ existent, le point P de la surface de coupe de coordonnées
(21, 2p, %) est associé au pixel (71,72) donné par
S G .5)
(7.61)

T2 = Tp,

au lieu du pixel (19 = 2,79 = x,).

On a représenté a la figure 7.7 ces distorsions géométriques pour les six cas envisagés
précédemment. Plus précisément, on a représenté pour ’ensemble des points P de la
surface de coupe les points de 'image qui leurs étaient associés. On remarque qu’a certains
pixels sont associés plusieurs points de I’échantillon. Il y a également des pixels qui ne
sont associés a aucun point de ’échantillon.

7.7 Simulation numérique des artefacts

L’algorithme permettant la simulation des artefacts est obtenu a partir de la modélisation
qui vient d’étre effectuée.

7.7.1 Description de la méthode

La situation envisagée est la suivante. On cherche a réaliser I'image d’une coupe d’épaisseur
€. d’un échantillon a l'aide d’une séquence Spin—E’lcho_o)u Echo de Gradient. On sup-
pose qu’il existe un champ magnétique perturbateur B’ connu lié & la présence dans
I’échantillon étudié d’un implant métallique. Nous souhaitons calculer I'intensité T de
I'image au point (pixel) (71, 72).

On se place dans le repere (C, 77, 1y, 0. ) 1ié au plan de coupe. En raison de 1’épaisseur
de coupe non nulle, ’ensemble des plans de cote ( avec { € [-%,%

—%, %] se superposent sur
I'image. Nous avons

e
2

T(r1,m2) = / L A(r1,7m2,¢) dC. (7.62)

2
L’intensité au point (7, 7 résulte de la mise en résonance des noyaux situés au(x
1572,
point(s) (zy, xp, ;) vérifiant

B! c
r + —Z(wquxp7 ze) = 7,
!
T, = 7, (7.63)
Te + B;($17$p,$c) — C

e
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Figure 7.7: exemples de distorsions géométriques. Cas d’une bille de rayon 1 cm. La
susceptibilité magnétique vaut 103 usi pour les dessins de la partie gauche et vaut 2 1074

usi pour ceux de la partie droite. La rangée du haut correspond a la coupe yo = 0. Celle
du milieu correspond & la coupe yo = 0.5 cm et celle du bas a la coupe yg = 1.5 cm .
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Une fois ce(s) point(s) déterminé(s), leur contribution a I'intensité de I'image est donnée
par
. ) 1
I(z, xp,a.) exp{iy kq Bl(x1,2p,2:) TE } T . (7.64)

11+ 7 3—9”32(3717 Tp, Te)

7.7.2 Premier algorithme

Une étape essentielle pour la mise en ceuvre de la méthode qui vient d’étre décrite con-
siste, étant donné un point (7, 7, () de 'image, a déterminer le(s) point(s) (z, z,, z.) de
Péchantillon qui est (sont) reproduit(s) en ce point. Le systeme (7.63) s’écrit encore, par
simple combinaison de la premiere et de la derniere équation,

r + &(C - xc) = T1,
gi
Tp = T, (7.65)
B! c
v, + z('rl;]mp?x ) = (.

Nous sommes alors amenés a trouver z, solution de

Bl(zp,xp, x.)

v+ —¢ 7.66
0 (7.66)
ou p
r; + g—j(C - xc) = T,
(7.67)
Tp = T2.

Les parametres g, gp, 71, 2 et ¢ étant fixés, introduisons la fonction F' définie par

F:R — R

1 c 7.68
Le L (:L'c - C) + g_ B;(Tl + i]]_z (mc - C)7T27xc)- ( )

Résoudre (7.65) revient a chercher les racines de F. On obtient alors z; et z, par (7.67).

Mise en évidence des difficultés rencontrées

Il est important de noter que méme dans ce cas de géométrie simple la résolution de (7.68)
est non triviale. Suivant la coupe sélectionnée et le point image considéré des situations
trés diverses peuvent avoir cours. Nous prenons pour illustrer ce fait le cas d’une bille de
Luxachrome soumise a un champ magnétique By de 0.5 T. L’intensité des gradients est
de 0.5 G/em. Le plan de coupe sélectionné est le plan (0, 7", 2°). Les figures 7.8, 7.9, 7.10
représentent la fonction F' pour différentes valeurs de (7, 72, ().
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Figure 7.8: graphe de la fonction F pour un point éloigné de la bille.
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Figure 7.9: graphe de la fonction F pour un point proche de la bille.
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Figure 7.10: graphe de la fonction F' pour un point tres proche de la bille.

Premier algorithme

Pour tout point (7, 73) de I'image faire

Initialisation : T'(7y,72) = 0
Pour { € [-%, %] faire T
Initialisation : A(7y,73,() =0
Déterminer ’ensemble des solutions z. de F(z,) =0

Pour chaque solution z. calculer

Calculer I(z,z,,2.), Bl.(2,2p,2.) , a—xlB;(xl,xp,mc)

ot A(r,m,Q) = A(71,72,0) + (21, 2, 20)
. 1
X eXP{Z Y kq B;(Ilaxpaxc) TE} 1 0
1+ — —R
| +gl 63:1 z(xlvxpvxc)l

T(Tl, 7—2) = T(Tl, 7—2) —|— A(Tl, T2, C)

Refaire

Refaire
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t Pour la mise en ceuvre, la formule (7.62) nous suggere plutot d’utiliser une formule de
quadrature. On réduit alors la boucle aux seuls nceuds de quadrature.

Dans cet algorithme, le point délicat pour la mise en ceuvre est la recherche des zéros de F.
En général, la fonction F n’est pas une fonction polynomiale et nous n’avons en pratique
qu'une approximation numérique de cette fonction. Cet algorithme est donc difficile a
mettre en ceuvre dans le cas général. Si le champ magnétique perturbateur est le champ
magnétique induit par une bille métallique uniformément aimantée, le champ induit et
par suite la fonction F sont connus de maniere explicite. Dans ce cas particulier, trouver
les zéros de F revient a déterminer les racines d’un polyndome de degré 12 a coeflicients
réels.

7.7.3 Second algorithme

Il est possible de contourner la difficulté du calcul des racines de F en prenant le probleme
7a’envers”. Plutot que de déterminer pour chaque pixel quels sont les points de I’échantillon
qui lui sont associés, on considére tous les points de I’échantillon et on vérifie si ils appar-
tiennent a la partie de I’échantillon reproduit sur I'image et le cas échéant a quel pixel ils
sont associés. L’algorithme est le suivant,

Pour tout point (7, 7) de I'image faire
Initialisation: T(71,72) = 0

Refaire

Pour tout point (2, z,,z.) de I’échantillon faire

Calculer (71, 72,() tel que

B (zy, x,, @
n o= x + z( L Lpy C)
g1
T2 = QTP
!
C = 2z, + Bz(ajhxpwrc)

9e

Si ¢ €[=5%,5%] et si(r,72) est un pixel de I'image alors

T(TlvTQ) = T(T17T2)+I(xlvxpvxc)
1

X exp{i7 kq B;(xlvxpvxc) TE} 1 0

11+ P a—mB;(wla Tp, )|

Refaire

Cet algorithme contient les idées introduites par S. Beaumont dans sa these [14]. Il est
relativement simple a mettre en ceuvre. Il suffit pour chaque point de I’espace de calculer
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la valeur du champ magnétique induit B , d’effectuer deux additions et deux divisions
afin de tester si ce point est reproduit sur I'image. Si c’est le cas il suffit d’incrémenter
la valeur du pixel correspondant. Le principal défaut de cet algorithme est de tester pour
tous les points (z;,z,,z.) de I’échantillon s’ils participent ou non a I'image. Cela nous
amene a faire beaucoup de calculs inutiles car seuls les points de la surface de coupe
(définis comme solution de (7.11)) sont reproduits sur I'image. Un certain nombre de
considérations permettent toutefois de restreindre le nombre de points a tester.



Chapitre 8

Résultats numériques

Nous présentons dans ce chapitre le code de calcul du champ magnétique induit et le code
de reconstruction de I’artefact. Nous présentons aussi quelques résultats numériques.

8.1 Le code de calcul du champ magnétique induit

Le code de calcul du champ magnétique induit est organisé autour de la structure de pro-
grammes Modulef. Les différentes étapes permettant le calcul de I'induction magnétique
sont les suivantes.

— On effectue une triangulation (a’aide de triangles plats) de la surface ¥ de I'implant.

— Dauns le cas ou la surface X est courbe, on construit la surface approchée ¥ obtenue
par interpolation d’ordre deux a partir de la triangulation.

— On calcule alors les intégrales sur chaque triangle de la triangulation, soit analy-
tiquement, soit numériquement.

Maillage de la surface de 'implant

Nous utilisons le mailleur du code éléments finis Modulef pour obtenir un maillage de la
surface de I'implant a I’aide de triangles. Les figures 8.1, 8.2 et 8.3 présentent par exemple
les maillages de la surface d’un cylindre, de la surface d’une bille et de la surface d’un
cone.

Le programme apn2xx

Si la surface ¥ de "implant est courbe, nous souhaitons disposer d’une approximation de
cette surface par des triangles curvilignes de degrés 2 (des morceaux de quadriques) afin
d’utiliser la méthode de calcul du champ magnétique présentée au chapitre 4. Nous avons
écrit un programine qui permet d’obtenir ce nouveau maillage a partir du maillage par
triangles plats généré par le mailleur Modulef. Le maillage est stocké dans une structure
de données Modulef de type NOPO que nous avons adaptée.
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Le programme cmagxx

Ce programime calcule la valeur de l'induction magnétique. Pour cela, étant donné un
point P € R3 le programme évalue pour tout triangle K de la triangulation, I'intégrale

I
K r

Chaque triangle posseéde un numéro de référence permettant de déterminer si le triangle est
plat ou courbe. Dans le premier cas, le calcul de I'intégrale est effectuée analytiquement
par une procédure mettant en ceuvre les formules obtenues & la section 3.4. Dans le second
cas, l'intégrale est évaluée numériquement. La formule de quadrature utilisée dépend de
la distance de P a K afin de gérer la quasi-singularité (voir la section 4.3).

A

Figure 8.1: maillage de la surface d’un cylindre.
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Figure 8.2: maillage de la sphere.
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Figure 8.3: maillage de la surface d’un cone.
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8.2 Le code de simulation des artefacts

Le code de simulation des artefacts de susceptibilité magnétique met en ceuvre 1’algorithme
présenté a la section 7.7.3. L’utilisateur spécifie (par rapport au repere lié a 'objet) les
caractéristiques du plan de coupe (position, épaisseur). Nous savons que la déformation
maximale pour le plan de coupe vaut (voir (7.13))

!
A€par = max BZ(P).
Per?® ¢g.

On considere alors le volume formé par les deux parallélépipedes de hauteur Ae,, . de part
et d’autre du plan de coupe. Les points a I'intérieur de ce volume sont susceptibles d’étre
représentés sur 'image. Dans un premier temps nous déterminons quels sont, parmi les
neeuds d’un maillage cubique "grossier”, les nceuds qui sont reproduits sur I'image. Nous
distinguons alors les deux cas suivants:

— Siaucun des sommets du cube n’est reproduit sur I'image, nous considérons qu’aucun
’
pOillt du cube ne l'est.

— Nous nous intéressons aux autres cubes, pour lesquels au moins un sommet est
reproduit sur 'image. Chacun de ces cubes est découpé en ”cubes élémentaires” (ou
voxels). Pour chaque voxel, nous testons s’il appartient a la surface de coupe et le
cas échéant nous calculons a quelle position il sera reproduit sur 'image. Il suffit
alors d’incrémenter I’intensité des pixels correspondants.

8.3 Quelques exemples de simulation

8.3.1 Exemple de la bille métallique

Nous présentons dans cette partie des résultats numériques pour une bille 1_n>étallique de
rayon R = 1 centimetre. Cette bille est soumise a un champ magnétique By d’intensité
0.5 Tesla. Les gradients sont d’intensité 1 Gauss par centimeétre.

Nous considérons les trois coupes représentées a la figure 8.4 correspondant aux plans
x=0,2=R/2et x =3R/2. L’épaisseur de chacune de ces coupes est de 3 millimetres.

Dans un premier temps nous considérons le cas d’une bille de titane dont la susceptibilité
magnétique vaut 2 1074,

La figure 8.5 représente les lignes d’isovaleurs de la composante principale de I'induction
magnétique secondaire, c’est-a-dire

—>

p =5 2%

z BO
pour les trois coupes de la figure 8.4. L’image du haut représente la coupe z = 0, celle du
milieu représente la coupe z = R/2 et celle du bas la coupe z = 3R/2. Les coupes ont
une longueur et une largeur de 4 centimetres.
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%

Bo

Figure 8.4: schéma des coupes réalisées.

La figure 8.6 représente les artefacts engendrés par la bille de titane au cours d’une séquence
Spin-Echo pour chacune des trois coupes envisagées. Les images ont pour longueur et pour
hauteur 4 centimetres. Le gradient de lecture est orienté suivant ’horizontale.

La figure 8.7 représente les artefacts engendrés par la bille de titane au cours d’une séquence
Echo de Gradient. Les images ont pour longueur et pour hauteur 4 centimetres. Le
gradient de lecture est orienté suivant 1’horizontale.

Nous considérons ensuite le cas d’une bille de Luxachrome (matériau utilisé pour la fabri-
cation d’implants dentaires) dont la susceptibilité magnétique y,, vaut approximativement
1072,

La figure 8.8 représente les lignes d’isovaleurs de la composante principale de I'induction
magnétique secondaire pour chacune des trois coupes. Les coupes ont une longueur et une
largeur de 4 centimetres.

La figure 8.9 représente les artefacts engendrés par la bille de Luxachrome au cours
d’une séquence Spin—Echo pour chacune des trois coupes envisagées. Les images ont
pour longueur et pour hauteur 5 centimetres. Le gradient de lecture est orienté suivant
I’horizontale.

La figure 8.10 représente les artefacts engendrés par la bille de Luxachrome au cours d’une
séquence Echo de Gradient. Les images ont pour longueur et pour hauteur 5 centimetres.
Le gradient de lecture est orienté suivant ’horizontale.

Enfin, la figure 8.11 présente une image expérimentale d’un artefact produit par une bille
meétallique.
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Figure 8.5: composante principale de I'induction magnétique secondaire pour la bille de
titane. L’image du haut correspond & la coupe z = 0, celle du milieu & la coupe x = R/2

et celle du bas a la coupe z = 3R/2.



Quelques exemples de simulation 183

Figure 8.6: artefact engendré par la bille de titane lors d’une séquence Spin—Echo. L’image
du haut correspond & la coupe z = 0, celle du milieu & la coupe z = R/2 et celle du bas a
la coupe z = 3R/2.
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Figure 8.7: artefact engendré par la bille de titane lors d’une séquence Echo de Gradient.
L’image du haut correspond a la coupe z = 0, celle du milieu a la coupe z = R/2 et celle
du bas a la coupe z = 3R/2.
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Figure 8.8: composante principale de I'induction magnétique secondaire pour la bille de
Luxachrome. Iimage du haut correspond a la coupe 2 = 0, celle du milieu a la coupe
z = R/2 et celle du bas a la coupe z = 3R/2.
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Figure 8.9: artefact engendré par la bille de Luxachrome lors d’une séquence Spin—Echo.
L’image du haut correspond a la coupe z = 0, celle du milieu a la coupe z = R/2 et celle
du bas a la coupe z = 3R/2.
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Figure 8.10: artefact engendré par la bille de Luxachrome lors d’une séquence Echo de
Gradient. L’image du haut correspond a la coupe z = 0, celle du milieu & la coupe x = R/2
et celle du bas a la coupe z = 3R/2.
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Figure 8.11: artefact engendré par une bille de titane dans le cas de la séquence Spin—Echo;
image expérimentale.



Quelques exemples de simulation 189

8.3.2 Exemple d’un implant dentaire

Nous présentons dans cette partie des résultats de simulation pour un implant dentaire,
une coiffe de cicatrisation, représenté a la figure 8.12. La susceptibilité n@}gnétique de
limplant vaut 1073 usi. L’implant est soumis & un champ magnétique By d’intensité
0.5 Tesla. Les gradients sont d’intensité 1 Gauss par centimetre. Nous considérons les
trois coupes représentées a la figure 8.13. L’épaisseur de chacune de ces coupes est de 3
millimetres.

La figure 8.14 représente les lignes d’isovaleurs de la composante principale de I'induction
magnétique secondaire pour chacune des trois coupes de la figure 8.13. L’image du haut
représente la coupe numéro 1, celle du milieu représente la coupe numéro 2 et celle du bas
la coupe numéro 3. Les coupes ont une longueur et une largeur de 5 centimetres.

La figure 8.15 représente les artefacts engendrés par I'implant au cours d’'une séquence
Spin—Echo pour chacune des trois coupes envisagées. Ces images sont obtenues par sim-
ulation numérique. Les images ont pour longueur et pour hauteur 5 centimétres. Le
gradient de lecture est orienté suivant I’horizontale. La figure 8.16 représente les images
expérimentales pour ces trois meéme coupes.
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Figure 8.12: maillage de la surface de I'implant.

1 cm
Lem coupe 1
0.5cm / coupe 2
lcm coupe 3
0.5cm

Figure 8.13: schéma des coupes réalisées.
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Figure 8.14: composante principale de l'induction magnétique secondaire. L’image du
haut correspond & la coupe numéro 1, celle du milieu & la coupe numéro 2 et celle du bas
a la coupe numéro 3.
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Figure 8.15: artefact engendré par I'implant lors d’une séquence Spin—Echo. L’image du
haut correspond a la coupe numéro 1, celle du milieu a la coupe numéro 2 et celle du bas
a la coupe numéro 3.
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Figure 8.16: artefact engendré par l'implant lors d’une séquence Spin—Echo; images
expérimentales I'image du haut correspond a la coupe numéro 1, celle du milieu a la
coupe numéro 2 et celle du bas a la coupe numéro 3.
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Conclusion

Ce travail a porté sur I’étude des artefacts de susceptibilité magnétique en TRM. Une
caractéristique essentielle de ce travail par rapport aux études précédentes a été de traiter
le probleme des artefacts de susceptibilité magnétique dans sa globalité. Les deux aspects
suivants ont été abordés:

— calcul du champ magnétique induit par un implant métallique de type paramag-
nétique, de géométrie quelconque, dans les conditions d’une expérience d’IRM;

— étude de la maniere dont ce champ magnétique induit perturbe le processus d’acqui-
sition de I'image IRM et génére des artefacts.

La premiére partie de ce document a été consacrée a ’étude du champ magnétique in-
duit par un implant métallique de type paramagnétique. Nous avons montré que ce
probléme s’énoncait comme un probleme de magnétostatique due a des courants de sur-
face (chapitre 1). Deux méthodes numériques ont été étudiées afin de calculer le champ
magnétique induit. La premiere méthode est basée sur 'utilisation de la technique des
éléments finis pour le potentiel magnétique (chapitre 2). La seconde méthode, jugée plus ef-
ficace dans notre cas, est basée sur une formule de représentation intégrale pour I'induction
magnétique (chapitres 3 et 4).

La seconde partie du document a été consacrée & la modélisation mathématique du pro-
cessus de création des artefacts de susceptibilité magnétique. Cette modélisation a abouti
(chapitre 7) & un algorithme permettant la simulation numérique des artefacts dans le cas
des deux séquences de base en IRM que sont la séquence Spin—Echo et la séquence Echo de
Gradient. Un important travail a également été consacré a la mise en ceuvre numeérique.
Nous disposons d’'un code de calcul permettant pour des implants de géométries variées
de calculer les perturbations de I'image (artefact) associées.

D’un point de vue pratique, ce travail devrait faciliter la mise au point de nouveaux
implants médicaux. Nous disposons maintenant d’un moyen de tester de maniére systéma-
tique de nouvelles formes et de nouveaux matériaux pour la réalisation d’un implant sans
que le recours & un imageur, dont 'utilisation se révele longue et coiiteuse, soit nécessaire.
Disposant d’un moyen de calcul des perturbations du champ induit, il serait intéressant
d’envisager la possibilité de mettre en ceuvre un algorithme de post-traitement d’image
pour atténuer (voir corriger) les artefacts de susceptibilité magnétique a I'instar de ce qui
est fait pour les artefacts de champ magnétique.
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Nous avons pu vérifier en comparant les séquences Spin—Echo et Echo de Gradient que
la forme et 'importance des artefacts dépendaient de maniere importante de la séquence
d’imagerie utilisée. Il serait intéressant d’étudier plus en avant les variations de forme et de
taille des artefacts en fonction de la séquence IRM. Ceci permettrait d’établir quelles sont
les séquences IRM les moins sensibles aux artefacts de susceptibilité magnétique. La encore
la modélisation mathématique peut s’avérer précieuse. Il est nécessaire de compléter le
modele présenté au chapitre 5 afin d’y intégrer les effets de la diffusion ou du déplacement
chimique par exemple. Enfin nous avons pu vérifier, voir 'annexe C, qu’en associant un
matériau diamagnétique et un matériau paramagnétique, il était possible dans le cas de
la bille d’annuler le champ magnétique induit & ’extérieur. Cette propriété semble tres
prometteuse pour développer des implants adaptés a 'TRM. La forme extérieure ainsi que
le matériau formant la partie externe de I'implant étant en général imposés en raison des
propriétés biomécaniques exigées, il s’agit, afin de réduire I'intensité du champ magnétique
induit, de déterminer quel matériau pourrait former le coeur de I'implant et dans quelles
proportions.



Annexe A

Espaces de Sobolev a poids

L’espace naturel pour résoudre le probleme du potentiel dans R? est ’adhérence de ’espace
fonctionnel D(R*) pour la norme

3
ulso= > [
=1 R?

Nous notons, selon une convention couramment admise Wé(RE’) cet espace. On peut
montrer, voir [34], que nous avons les propriétés suivantes,
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€ L*(R?) e LXR%), i= 1,2,3}.(A.2)

Soit © un ouvert borné de R? et ' le complémentaire de son adhérence dans R®> . On note

Ju
€

2Q/
) ox;

{ueﬂﬁm;gf%ﬁﬁEL(

On munit W(Q') de la norme

U 1=
Il (/QHW

Nous avons les propriétés suivantes, voir [34],

wi(Q') = L2(Q), i = 1,2,3}. (A.3)

) § (A4)

— W1(Q') est contenu dans I'espace H}, (2');

— en particulier les éléments de I'espace W!(Q') admettent une trace sur la frontiere

de © qui est dans I’espace [H]%(E).
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Espaces de Sobolev a poids

On peut ainsi définir I'espace

W) = {u e WH(Q) ; uly = 0}.

D’apres I'inégalité de Hardy [52], 'expression

3 .
|U|1,Q'= \IZ/'
=1

est une norme sur W}(Q') équivalente & la norme || |1 o/

2
dz

ou
Ox;

Soit ¥ la frontiere de 'ouvert . On a le résultat suivant
u € HY(Q),
u € WG(R®) ssi { u e WHQ),
['U/]E = 0

(A.6)



Annexe B

Champ magnétique induit par
quelques géométries particulieres

Pour un objet uniformément aimanté soumis a un champ magnétique constant, il existe
dans la littérature (voir par exemple [37] ou [60]) quelques formules simples donnant le
champ magnétique induit. Ces formules ont été tres largement utilisé dans les premiers
travaux concernant les artefacts de susceptibilité magnétique. Dans le cadre de notre
étude, elles permettent de tester les méthodes numériques mises en ceuvre pour le calcul
du champ induit.

B.1 Champ magnétique induit par une bille uniformément
aimantée

Nous considérons une bille uniformément aimantée, de rayon R et centrée & l'origine.
—

Soumis & un champ magnétique statique constant By, la bille est source d’un champ

magnétique induit.

Induction magnétique secondaire

—
L’induction magnétique secondaire B’ est donnée par

B(P) = 2u i sir< R,
3 — — (B 1)
— po ps (3(M-T)_, M . '
B/(P) = ?R <r75r‘ _ﬁ Slr>R,
0_1‘1} T =0Pet M désigne le vecteur aimantation. Ce vecteur est 1ié au champ inducteur

o par la relation
M =2"g. (B.2)
Ho
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200 Champ magnétique induit par quelques géométries particuliéres

Potentiel magnétique

Un calcul élémentaire permet dans le cas ou l'ouvert € est une bille d’obtenir de maniere
explicite la solution du probleme (2.16). On a

1
H(P) = 5?-37 sir <R,
| B.3
1 R, — ) (B.3)
p(P) = 35 r-M sir>R.
. T

B.2 Champ magnétique induit par un cylindre ”infini”
uniformément aimanté

Considérons un cylindre ”infini” (c’est & dire trés long) constitué d’un matériau para-
—

magnétique et soumis a un champ magnétique Hy orienté tranversalement. On suppose

. . , — s . , —

que le cylindre est orienté selon z" et que le champ magnétique est orienté selon z". On
— Zi—

désigne par rg le rayon du cylindre. On note By = ugHp I'induction magnétique. Soit

(7,86, z) les coordonnées cylindriques d’un point P.

Potentiel magnétique

On vérifie, voir par exemple [37], que le potentiel ¢ solution du probleme (2.16) a pour

expression
o(P) = a I_ Ho Horcos®  alintérieur du cylindre ,
KT Ho
K= [o ré (B-4)
= 0— COS a ’extérieur du cylindre .
o(P n Hy-° f  a lextérieur du cylind
BT fo r
Induction magnétique secondaire
L’induction magnétique secondaire est donnée a I'intérieur du cylindre par
M+ o
B.
B, = 0, (B5)
B, = 0.
et a 'extérieur du cylindre par
_ )
B, = M+'u0 By 22 cos(26),
M7 to r
_ 2
H T [o r
B, = 0.




Annexe C

Champ magnétique induit par un
implant métallique formé par
I’association d’un paramagnétique
et d’un diamagnétique

Dans cette annexe nous présentons une étude qui a été menée en collaboration avec le
laboratoire de Résonance Magnétique en Biologie et Médecine. Nous avons voulu vérifier
qu’il était possible d’annuler le champ magnétique induit par une bille métallique en asso-
ciant deux matériaux aux propriétés magnétiques distinctes, un paramagnétique et un dia-
magnétique, pour réaliser cette bille. Le principe est simple. Le matériau paramagnétique
formant la coque externe de la bille est imposé en raison des contraintes mécaniques et
de bio-compatibilité exigées. On calcule quelle doit étre la susceptibilité magnétique du
matériau diamagnétique constituant le cceur de implant. Afin de pouvoir tirer parti de
formules analytiques, nous avons supposé que la partie interne de 'implant a également
une géométrie sphérique. Le fait que I'on parvient par cette méthode a annuler le champ
magnétique induit a ’extérieur provient du fait que I’aimantation pour un matériau para-
magnétique est dans le sens du champ inducteur alors que pour un matériau diamagnétique
elle est de sens opposée. En associant ces deux types de matériau, il y a en quelque sorte
un phénomene de compensation.

Nous présentons cette méthode plus en détail dans les pages qui suivent. Une vérification
expérimentale y est également présentée.
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Cette thése est consacrée a la modélisation et a la simulation numérique des artefacts de sus-
ceptibilité magnétique en Imagerie par Résonance Magnétique (IRM). Deux problémes ont été
résolus. Calculer le champ magnétique induit par un implant paramagnétique dans les conditions
d’une expérience IRM. Déterminer de quelle maniere ce champ magnétique perturbe le processus
d’acquisition de I'image et engendre un artefact. La premieére partie de la thése est consacrée a
I’étude du probléme de magnétostatique et a la présentation de deux méthodes de calcul du champ
magnétique induit. La premiére méthode met en ceuvre la technique des éléments finis pour calculer
le potentiel magnétique scalaire. Une frontiére artificielle, sur laquelle une condition aux limites
adéquate est imposée, est introduite afin de borner le domaine d’étude. Nous étudions 'erreur de
troncature ainsi que ’erreur de discrétisation. La seconde méthode est basée sur une formule de
représentation intégrale pour l'induction magnétique. Pour un implant polyédrique le calcul de
I'intégrale de surface est effectué de maniere exacte. Pour des géométries quelconques nous avons
recours & des formules de quadrature numérique. Une étude détaillée de I’erreur d’approximation
est réalisée. La seconde partie de la thése est consacrée a la modélisation du processus de création
des artefacts. Cette modélisation nous a permis de proposer une analyse détaillée des phénomeénes
de distorsion de I'image ainsi qu’'un algorithme permettant de simuler numériquement ces artefacts.

Mots-clés: probleme de magnétostatique, potentiel magnétique scalaire, méthode des éléments
finis, méthode intégrale de frontiére, quadrature numérique, imagerie par résonance magnétique,
artefacts de susceptibilité magnétique, implants métalliques, équations de Bloch.

This thesis is devoted to the modeling and numerical simulation of susceptibility artifacts in Mag-
netic Resonance Imaging (MRI). Two distinct problems are studied. The first is the computation of
the magnetic field disturbances due to a medical implant. The second is to determine the way the
magnetic field disturbances give rise to the image distortions (the artifact). The thesis is divided
into two parts. The first is devoted to the study of the magnetostatic problem. Two numerical
methods are propound. The first numerical method is based on the finite element method where
the unknown is the scalar magnetic potential. The domain is bounded by introducing an artificial
boundary on which a suitable boundary condition is prescribed. The truncation error as well as
the approximation error are studied. The second method relies on a surface integral representa-
tion of the magnetic induction. To implement it in an efficient way, an analytical expression is
derived when the boundary of the implant can be meshed in flat panels. Otherwise a numerical
quadrature scheme 1s implemented. A precise study of the numerical error is achieved. The second
part of the thesis is where a precise mathematical model of the MRI imaging process is made out.
This model enables to study the various way in which magnetic field inhomogeneities give rise
to image distortion. Moreover we derive algorithms for the numerical simulation of susceptibility
artifacts. Finally the study has lead to writing of software that enables numerical computation of
MRI artifacts.

Key-words: magnetostatic problem, scalar magnetic potential, finite element method, boundary in-
tegral method, numerical quadrature, magnetic resonance imaging, susceptibility artifacts, metallic
implants, Bloch equations.



