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de stagiaire de l’IMT, on est arrivé au bout ! Plein de belles choses dans votre nouvelle aventure
avec Mathias. Antoine tes percussions n’auront finalement pas eu raison de moi, je sais que ça
partait d’un bon sentiment, tu voulait qu’on soutienne ensemble pour ne pas avoir à payer le
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Je tiens fortement à remercier toute l’équipe administrative et technique du labo sans qui rien
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Résumé

Ce manuscrit porte sur la modélisation et l’estimation de certaines non-stationnarités dans les
signaux audio. Nous nous intéressons particulièrement à une classe de modèles de sons que nous
nommons timbre × dynamique dans lesquels un signal stationnaire, associé au phénomène phy-
sique à l’origine du son, est déformé au cours du temps par un opérateur linéaire unitaire, appelé
opérateur de déformation, associé à l’évolution temporelle des caractéristiques de ce phénomène
physique. Le timbre du son est alors caractérisé par le spectre du processus stationnaire initial
tandis que la composante dynamique du son est complètement caractérisée par l’opérateur de
déformation.

Les signaux audio sont modélisés comme des processus gaussiens généralisés et nous donnons
dans un premier temps un ensemble d’outils mathématiques qui étendent certaines notions
classiques utilisées en traitement du signal (transformation de Fourier, transformation de Mellin,
signal analytique...) au cas des processus stochastiques généralisés.

Nous introduisons ensuite les deux opérateurs de déformations étudiés dans ce manuscrit
(modulation de fréquence et changement d’horloge) et nous donnons des conditions suffisantes
pour que ces opérateurs soient des endomorphismes sur l’espace des distributions tempérées.
L’opérateur de modulation fréquentielle est l’opérateur de multiplication par une fonction à
valeurs complexes de module unité, et l’opérateur de changement d’horloge est la version unitaire
de l’opérateur de composition par une fonction bijective.

Lorsque ces opérateurs agissent sur des processus stationnaires généralisés, les processus
déformés sont des processus généralisés non-stationnaires, qui possèdent localement des pro-
priétés de stationnarité lorsque les déformations varient lentement. Les transformées temps-
fréquence et temps-échelle permettent alors d’exploiter ces propriétés de stationnarité locale,
car sous certaines conditions, ils peuvent être approximés par des opérateurs de translation dans
les plans temps-fréquence et temps-échelle, respectivement. Nous donnons des versions précises
de ces approximations, ainsi que des bornes pour les erreurs d’approximation correspondantes.
Plus précisément, certains théorèmes portent sur l’approximation des champs stochastiques non
stationnaires eux mêmes tandis que d’autres portent sur l’approximation de leurs fonctions de
covariances. Dans ce dernier cas, nous montrons que la déformation se ramène à une translation
le long des diagonales des covariances des transformées temps-fréquence et temps-échelle des
processus déformés.

En nous basant sur ces approximations, nous développons un estimateur de maximum
de vraisemblance approché des fonctions de dilatation et de modulation, ainsi que des ca-
ractéristiques du processus stationnaire sous-jacent. Appliqué à des signaux audio non station-
naires, cet algorithme fournit une estimation conjointe des composantes timbre et dynamique du
son. L’algorithme proposé est testé et validé sur des signaux synthétiques. Son application à des
sons naturels permet de confirmer la validité du modèle timbre × dynamique dans ce contexte.
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3 Déformation des processus stationnaires généralisés 45
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porelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.5 Du continu au discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.5.1 Analyse de Gabor dans CL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.5.2 Analyse en ondelettes dans CL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Vers une nouvelle classe de signaux : timbre-dynamique

Nous nous intéresserons dans ce manuscrit à une classe de sons portant deux informations
fondamentales. La première relative au phénomène physique à l’origine du sons, la seconde re-
lative aux variations dynamiques de ce phénomène au cours du temps. Pensons par exemple au
son produit par une voiture en mouvement. A l’écoute de ce son, l’auditeur sera bien entendu
en mesure de reconnâıtre l’objet physique à l’origine du son, le moteur de la voiture. Les va-
riations de hauteur et d’intensité du son lui permettront aussi de dire si cette voiture est en
train d’accélérer, de ralentir, ou de rouler à vitesse constante. Cet exemple est transposable à
de nombreux cas où un phénomène physique produisant un son voit ses caractéristiques évoluer
au cours du temps. Ainsi, à l’écoute du son produit lorsque l’on écrit avec une craie sur un
tableau, l’auditeur identifiera sans peine le phénomène physique produisant le son, le frottement
entre la craie et le tableau. Les variations temporelles des caractéristiques du son permettront
aussi à l’auditeur de se représenter mentalement les mouvements produits par la main du scrip-
teur (écrit il vite ? appuie t-il sur la craie ? dessine t-il une droite ? une ellipse ?). Les deux
exemples précédents, et nous pourrions en donner bien d’autres, nous suggèrent de distinguer
deux informations fondamentales véhiculées par ce type de sons.

La première information est celle qui contient l’identité de la source sonore, ou l’identité du
phénomène physique à l’origine du son. Cette information, portée par différentes caractéristiques
du son est contenue dans ce que nous appellerons le timbre du son. Nous adopterons alors le
point de vue de [Faure, 2000] qui, dans son manuscrit de doctorat consacré à l’étude du timbre
des signaux audio, le décrit comme ”la signature de la source sonore et un ensemble de qualités
sonores”.

La seconde information, qui est contenue dans les variations des caractéristiques du son au
cours du temps (variation d’intensité, de hauteur, de tempo...), renseigne directement l’auditeur
sur la dynamique sous-jacente du phénomène physique à l’origine du son. Ainsi, la perception
d’un son dont la fréquence perçue augmente au cours du temps, sera généralement associée
à une accélération. Nous dirons alors que cette information est contenue dans la composante
dynamique du son, le terme dynamique faisant aussi bien référence ici aux variations temporelles
des caractéristiques du son, qu’aux variations temporelles des caractéristiques du phénomène
physique à l’origine du son.

Modéliser le timbre, aléa et invariance

Puisqu’il nous renseigne uniquement sur l’identité de la source sonore, le timbre sera donc
pour nous associé à l’ensemble des caractéristiques du son lorsque celui-ci est affranchi de sa
composante dynamique. On pensera alors au son produit par une voiture roulant à vitesse
constante, ou au son produit par une craie lorsque on se déplace à vitesse constante sur un

13
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tableau. Ces sons, bien que possédant une certaine propriété d’invariance au cours du temps,
ne sont pas des sons constants au sens strict (encore faudrait-il qu’on puisse donner un sens
aux ”sons constants”) mais possèdent certaines fluctuations. C’est donc assez naturellement que
nous choisirons de modéliser le timbre comme un signal aléatoire stationnaire, la stationnarité
devant être entendue ici comme une propriété d’invariance globale, ou moyenne, du son au cours
du temps.

Modéliser la dynamique, déformer le timbre

Reprenons l’exemple de la voiture roulant à vitesse constante, le son stationnaire émis par
le moteur est complètement, et uniquement, relatif au timbre. Si maintenant la voiture se met
à accélérer ou à ralentir, les variations de vitesse de la voiture (la composante dynamique) vont
venir déformer ce son en y introduisant des variations de fréquence ou d’intensité au cours du
temps et en brisant ainsi ses propriétés de stationnarité. La composante dynamique sera donc
modélisée comme une déformation du timbre (d’un signal aléatoire stationnaire donc) au cours
du temps. On s’intéressera dans ce manuscrit à deux modèles de déformations particulier. Le
premier, qui apparâıt naturellement lorsque qu’on cherche à modéliser des systèmes dont les
fréquences évoluent au cours du temps, est le modèle de modulation fréquentielle. Il convient de
signaler que nombre de signaux naturels possèdent des propriétés harmoniques, c’est à dire que
localement, ils sont composés d’un ensemble de fréquences chacune multiple d’une fréquence fon-
damentale. Cette structure est brisée par la modulation ce qui réduit la pertinence du modèle
de modulation fréquentielle. Pour cette raison, nous considérerons aussi le modèle de dilata-
tion temporelle dans lequel la déformation du signal initial est effectuée par une opération de
composition par une fonction de changement d’horloge, ou dilatation dépendant du temps.

Problématique générale de la thèse

La question naturelle est alors de savoir dans quelle mesure nous serons capables de séparer
l’information relative au timbre de celle relative à la dynamique. Ayant à disposition le son
d’une voiture accélérant et ralentissant au cours du temps, sommes-nous en mesure d’extraire
l’information liée aux variations de vitesse de cette voiture ? Sommes-nous capable de générer
un son uniquement associé au timbre du moteur, affranchi de toute dynamique ? Concrètement,
étant donné une réalisation d’un signal aléatoire stationnaire modulé fréquentiellement (resp.
dilaté temporellement), on cherchera à estimer d’une part la fonction de modulation (resp. de
dilatation) associée à la dynamique du signal audio, et d’autre part, le signal stationnaire initial,
associé au timbre du son.

Le paradigme action-objet

On pourra dans une certaine mesure ancrer ce travail dans le paradigme action-objet développé
par [Gaver, 1993]. Celui ci suggère que notre processus même de reconnaissance et de description
des sons repose sur l’identification d’une action exercée sur un objet. Demandez à quelqu’un de
fermer les yeux et de décrire ce qu’il entend. S’il se trouve sur une plage il parlera peut être du
son des vagues sur les rochers, du vent qui souffle ou du jet-ski qui passe à toute allure. S’il se
trouve dans la forêt il parlera peut être du craquement des branches ou d’un oiseau qui vole.
Toutes ces descriptions font intervenir la notion d’un objet physique (les branches, les vagues,
l’oiseau ...) ainsi que d’une action subie ou réalisée par l’objet en question (souffler, craquer,
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voler...). On notera cependant que l’approche timbre-dynamique reste différente de l’approche
action-objet en ce sens où le timbre d’un son tel que nous le considérons est produit par une
action sur un objet et que la composante dynamique est quant à elle associée à l’évolution de
l’action au cours du temps.

Le projet ANR Métason

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été réalisés au sein du projet ANR MétaSon.
Ce projet réunissant l’Institut de Mathématiques de Marseille, le Laboratoire de Mécanique et
d’Acoustique, le Laboratoire de Neurosciences Cognitives et l’industriel PSA Peugeot-Citroën,
avait pour objectif de définir les meilleures stratégies de sonification susceptibles d’informer les
personnes sur l’évolution d’un système dynamique au cours du temps. Deux applications phares
ont été développées lors de ce projet. La première concerne la sonification des voitures électriques.
Celles-ci sont silencieuses et bien que cela puisse être considéré comme une qualité c’est en réalité
source d’accident. D’une part parce que les piétons n’entendent pas les véhicules, d’autre part
parce que cela peut déstabiliser les conducteurs et influer sur leur conduite. L’objectif était donc
de savoir comment sonifier les véhicules électriques afin d’informer au mieux le conducteur et
les piétons des mouvements du véhicule au cours du temps. La seconde application concerne la
rééducation des troubles de l’écriture liés à la dysgraphie. L’objectif est de définir une stratégie
de sonification du geste dans le but d’informer le scripteur en temps-réel sur la ”qualité” de
son écriture, cela permettant alors au scripteur dysgraphique de corriger son geste au cours
du temps. Nous renvoyons le lecteur vers le site internet du projet pour plus d’informations :
http://metason.cnrs-mrs.fr.

1.2 De la stationnarité

Comme nous l’avons fait remarquer, la composante associée au timbre d’un son possède
une propriété d’invariance au cours du temps. Cette propriété est complètement associée aux
différentes notions de stationnarité que nous allons très brièvement présenter ici. Au sens strict,
un signal stationnaire, invariant au cours du temps, est un signal constant. Celui ci ne présente
guère d’intérêt en pratique et l’on est généralement amené à considérer d’autres formes de
stationnarité.

La première approche, déterministe, consiste à considérer les signaux stationnaires comme
des signaux périodiques, c’est à dire des signaux pour lesquels il existe une constante a ∈ R+

telle que formellement,

x(t) = x(t− a),∀t ∈ R.

Le plus élémentaire des signaux stationnaires, qui fait alors référence lorsqu’on s’intéresse aux
notions de stationnarités, est l’onde monochromatique, définie quel que soit t ∈ R par

x(t) = e2iπνt, ν ∈ R.

Elle est donc périodique de période 1/ν et possède une unique fréquence ν. Les outils provenant
de l’analyse de Fourier, largement utilisés dans l’étude des signaux stationnaires, permettent
alors de décomposer les signaux comme des sommes d’ondes monochromatiques. La transformée

http://metason.cnrs-mrs.fr
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de Fourier x̂ du signal x, par exemple, définie par

x̂(ν) =

∫
R
x(t)e−2iπνtdt, (1.1)

est une mesure de la présence de la fréquence ν dans le signal x.
Cette notion de stationnarité est parfois trop restrictive et on peut vouloir donner un sens

différent aux propriétés d’invariance temporelle d’un signal. La seconde approche de la station-
narité généralement considérée fait alors appel à la notion de signal aléatoire. On dira qu’un
signal aléatoire est stationnaire si quelque soit a ∈ R,

x(t) = x(t− a),∀t ∈ R, (1.2)

où l’égalité précédente est une égalité en loi. On peut alors montrer que l’espérance µx = E{x(t)}
du signal x, est indépendante du temps. Un rapide calcul montre que sa covariance cx définie
par

cx(t, t′) = E{x(t)x(t′)},

vérifie quant à elle

cx(t, t′) = cx(t− a, t′ − a), (1.3)

et on en déduit qu’il existe une fonction kx telle que

cx(t, t′) = kx(t− t′). (1.4)

Les propriétés d’invariance temporelle du signal aléatoire x se répercutent donc sur les différents
moments du signal x. De la même manière que nous l’avons fait dans le cas des signaux
déterministes on pourra chercher à décomposer la covariance du signal x comme une somme d’ex-
ponentielles complexes. Le théorème de Wiener-Khintchin (voir [Koopmans, 1995] par exemple)
stipule que sous de bonnes conditions, il existe une unique fonction Sx, le spectre du processus
x telle que

kx(t) =

∫
R
Sx(ν)e2iπνtdν. (1.5)

Sx est alors une mesure de la fréquence ν dans le processus stochastique x. C’est cette notion
de stationnarité que nous utiliserons dans l’ensemble de ce manuscrit, nous apporterons un for-
malisme mathématique rigoureux à l’ensemble de ces notions au prochain chapitre. Le théorème
de Cramèr fournit quant à lui une représentation spectrale de x lui même, et non plus de sa
covariance. Nous renvoyons à [Koopmans, 1995] et [Soize, 1993] pour un exposé détaillé.

1.3 De la recherche de la fréquence instantanée à la modélisation
de la stationnarité locale

La composante dynamique d’un son est généralement associée à la perception de fréquences
évoluant dans le temps et l’étude et la modélisation des processus non stationnaires est souvent
liée au concept de fréquence instantanée. Nous allons ici donner un bref état de l’art qui nous
permettra d’introduire les modèles de dilatation temporelle et de modulation fréquentielle que
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nous étudierons dans ce manuscrit.

Considérons d’abord le signal stationnaire déterministe le plus élémentaire, l’onde monochro-
matique définie par,

x(t) = ae2iπνt, a, ν ∈ R. (1.6)

Quel que soit l’instant t, x oscille à la fréquence ν, et celle-ci est, à 2π près, la dérivée de la
phase de l’onde monochromatique. La première définition de la fréquence instantanée proposée
par [Carson and Fry, 1937] étend cette notion aux signaux de la forme,

y(t) = exp

Ç
2πf0t+ iλ

∫ t

0
m(s)ds

å
, (1.7)

en définissant la fréquence instantanée fy du signal y par,

fy(t) = fo +
λ

2π
m(t).

En suivant le même raisonnement, [Van der Pol, 1946] considère les ondes monochromatiques à
valeurs réelles,

x(t) = a cos (2πft+ φ) ,

et propose de définir par fy la fréquence instantanée des signaux de la forme,

y(t) = a cos

Ç
2π

∫ t

0
fy(s)ds+ φ

å
. (1.8)

On pourrait naturellement vouloir étendre ce point de vue aux signaux dont l’amplitude a ∈ R
dépend du temps,

y(t) = a(t) cos (φ(t)) . (1.9)

et l’on aimerait alors définir la fréquence instantanée fy comme la dérivée de l’argument du
cosinus,

fy(t) =
1

2π

dφ

dt
(t).

Il existe malheureusement une infinité de couples (a, φ) permettant de représenter un signal
de la forme (1.9). Pour lever cette ambigüıté, [Ville et al., 1948] proposèrent de considérer le
signal analytique ya associé au signal y. Celui ci s’exprimant en fonction d’un unique couple
amplitude-phase (Ay, φy)

ya = Ay(t)e
iφy(t),

la fréquence instantanée du signal y est alors définie par,

fy(t) =
1

2π

dφy
dt

(t).
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Outre le fait qu’il n’existe qu’une représentation analytique associée à un signal à valeurs réelles,
le couple amplitude-phase (Ay, φy) possède des propriétés spectrales particulières. (voir [Picinbono, 1997]).

De nombreux travaux qui ont suivi ont alors généralisé cette approche à la superposition de si-
gnaux de type phase-amplitude. On pourra par exemple citer les travaux de [Rankine et al., 2007]
qui s’intéresse au signaux de la forme,

y(t) =
∑
k

Ak(t)e
2iπφk(t) + w(t)

où w est un bruit blanc circulaire.[Rankine et al., 2007] proposent d’estimer les fonctions φk
en utilisant des algorithmes de détection de maximum sur des transformées temps-fréquence
quadratiques. En considérant le même modèle de signal, [Carmona et al., 1995] proposent eux
d’estimer des chirps à l’aide de la transformée en ondelette continue.

On pourra aussi citer les méthodes de synchrosqueezing, originellement introduites par
[Daubechies and Maes, 1996] et plus récemment développées par [Daubechies et al., 2011] dans
lesquelles on considère des superpositions de composantes en mode intrinsèques bien séparées,

y(t) =
∑
k

Ak(t)e
iφk(t)

où les φk vérifient φ′k(t) > φ′k−1(t) et
∣∣∣φ′k(t)− φ′k−1(t)

∣∣∣ ≤ c îφ′k(t) + φ′k−1(t)
ó
.

D’autres travaux ne s’intéressent pas à un modèle de signal en particulier mais s’appuient
sur des représentations temps-fréquence quadratiques des signaux non-stationnaires considérés.
[Delprat et al., 1992] par exemple, ont montré que sous certaines hypothèses, les transformées
temps-fréquence et temps-échelle permettent d’extraire des informations sur la fréquence instan-
tanée d’un signal non-stationnaire. On peut aussi citer les méthodes de réallocation développées
initialement par [Kodera et al., 1978] et généralisées par [Auger and Flandrin, 1995]. Celles-ci
permettent de créer une version modifiée d’une représentation en déplaçant ses coefficients dans
le plan temps-fréquence de manière à améliorer sa localisation.

Alors que la notion de fréquence instantanée est facilement interprétable pour des signaux de
la forme (1.7) ou (1.8), qui sont, à un instant donné, localisés autour d’une certaine fréquence.
Elle l’est moins pour des signaux n’étant pas des versions déformées d’une unique onde mono-
chromatique. Si l’on considère par exemple le cas ou le signal x est composé d’un continuum de
fréquences,

x(t) =

∫ ν2

ν1

a(ν)e2iπνtdν,

bien que le contenu spectral du signal x soit constant au cours du temps, on ne pourra généralement
pas trouver de fréquence particulière autours de laquelle x soit localisé à un instant donné. On
sera alors amené un adopter un point de vue différent, dans lequel on ne cherchera pas à définir
la fréquence instantanée d’un signal mais à décrire les variations temporelles de son contenu
fréquentiel. En considérant le signal x résultant d’une superposition d’ondes monochromatique,

x(t) =
∑
k

e2iπνkt,
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on pourra s’intéresser à une version du signal x déformé par composition,

y(t) = x(γ(t)) =
∑
k

e2iπνkγ(t), (1.10)

où νkγ
′(t) est la fréquence instantanée de la k-ième composante du signal y. Le signal y ne

possède pas de fréquence instantané à proprement parler mais on pourra remarquer que la
fonction γ décrit complètement l’évolution du contenu fréquentiel de y au cours du temps. De
la même manière on pourra considérer une version modulée du signal x,

y(t) = x(t)e2iπα(t) =
∑
k

e2iπ(νkt+α(t)), (1.11)

où α′(t) + νk est la fréquence instantanée de la k-ième composante du signal y. Ici encore,
bien que le signal y ne possède pas de fréquence instantanée à proprement parler, la fonction
α décrira complètement les variations du contenu fréquentiel de y au cours du temps. Cette
approche, qui se généralise à des situations où x n’est pas une superposition d’ondes monochro-
matiques, à été adoptée dans différents travaux. Dans le cas où l’on considère la déformation de
signaux stationnaires déterministes on pourra citer [Wu, 2013] qui généralisent les méthodes de
synchrosqueezing aux signaux de la forme,

y(t) =
∑
k

Ak(t)sk (φk(t)) , (1.12)

où les sk sont des fonctions analytiques et périodiques. Wu propose d’utiliser des méthodes de
réassignement pour estimer conjointement les fonctions Ak, sk et φk.

Cette approche se généralise aussi au cas ou l’on considère la déformation de signaux stochas-
tiques stationnaires. On peut citer [Wisdom et al., 2014] qui dans le but d’améliorer la détection
de signaux bruités ont considérés des modèles de modulation de la forme,

y(t) = x(t)
∑
k

ake
2iπkφ(t) (1.13)

où x est un signal aléatoire stationnaire, ou encore la brisure de stationnarité par la transformé
de Lamperti, définie par

Lx(t) = tHx(log(t)), H ∈ R+, (1.14)

qui transforme un signal stationnaire en un signal autosimilaire (voir [Flandrin et al., 2003]).
C’est ce point de vue que nous adopterons dans ce manuscrit. Nous considérerons alors les

modèles dilatation temporelle et modulation féquentielle,

y(t) =
»
γ′(t)x(γ(t)), et y(t) = x(t)e2iπα(t) (1.15)

où le processus x est un processus stochastique stationnaire. Le spectre du processus x sera alors
associé au timbre du signal audio tandis que les fonctions γ et α seront associées à sa dynamique.

Ces modèles on déjà été considérés dans [Clerc and Mallat, 2003] et [Clerc and Mallat, 2002],
nous y ferons souvent référence dans ce manuscrit. Les signaux déformés selon les modèles de
dilatation temporelle et de modulation fréquentielle sont alors des signaux non-stationnaire, mais
comme nous le verrons plus tard, ils possèdent localement des propriétés de stationnarité. Ce
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type de modèle est donc à rapprocher de ceux proposés dans [Priestley, 1965]. Priestley considère
des processus stochastiques dit ”localement stationnaires” dont la covariance cx est de la forme

cx(t, t′) = mx

Ç
t+ t′

2

å
γx(t− t′). (1.16)

Les non-stationnarités du processus x sont alors complètements décrites par les variations de la
fonction mx au cours du temps, de sorte que si mx varie lentement, une forme de stationnarité est
préservée. Plus généralement, il est toujours toujours possible d’écrire la fonction de covariance

cx(t, t′) = c0
x

Ç
t+ t′

2
, t− t′

å
. (1.17)

Ainsi, si c0
x varie lentement par rapport à son premier argument, on pourra encore parler de sta-

tionnarité locale. En considérant ce type de modèle, [Mallat et al., 1998] proposent des méthodes
d’estimation de covariance des processus localement stationnaires.

Représentation temps-fréquence du modèle de modulation fréquentielle

Figure 1.1 – A gauche : Image temps-fréquence d’un signal stationnaire. A droite : Image
temps-fréquence du même signal modulé fréquentiellement par une exponentielle complexe dont
l’argument est une fonction du temps. La fonction de modulation est un sinus dont la période
est égale à la taille du signal.
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1.4 Guide de lecture

Le chapitre II nous permettra d’introduire le formalisme mathématique adopté dans l’en-
semble du manuscrit. Après une brève introduction à la théorie des distributions nous don-
nerons des éléments de la théorie des processus stochastiques généralisés. Nous généraliserons
alors différentes notions utilisées en traitement du signal au cas des processus stochastiques
généralisés. Nous étudierons dans le chapitre III les opérateurs de déformation des processus
stationnaires et donnerons les principales propriétés de l’opérateur de modulation fréquentielle
et de l’opérateur de dilatation temporelle que nous considérerons par la suite. Le chapitre IV
sera consacré à l’étude temps-fréquence et temps-échelle des opérateurs de déformations. Nous
verrons que sous de bonnes conditions, les opérateurs de déformations pourront être approximés
par des opérateurs de translation dans les plans temps-fréquence et temps-échelle. Finalement,
le chapitre V sera consacré aux méthodes d’estimation des composantes de timbre et dynamique
des signaux audio. Nous donnerons l’expression d’un maximum de vraisemblance approché des
fonctions de déformation. L’algorithme sera testé sur des signaux synthétiques ainsi que sur des
signaux naturels.

Le site internet suivant contient les exemples sonores étudiés dans ce manuscrit : http:

//www.latp.univ-mrs.fr/~omer/SounDef/.

1.5 Publications associées à la thèse

Une partie des travaux décrits dans ce manuscrit ont fait l’objet des publications suivantes :
• Omer, H. and Torrésani, B. (2015). Time-frequency and time-scale analysis of deformed

stationary processes, with application to non-stationary sound modeling. Technical report.
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Chapitre 2

Modéliser le timbre, aléa et
invariance

Ce chapitre introduit les outils mathématiques que nous utiliserons dans ce manuscrit. Nous
avons en effet fait le choix de modéliser les signaux audio comme des processus aléatoires et nous
utiliserons la notion de processus blanc. Celui ci, dont la covariance ne trouve de formalisme
que dans la théorie des distributions, ne peut être vu comme une simple fonction aléatoire et
doit être considéré au sens des distributions aléatoires. Nous donnerons dans un premier temps
des éléments de la théorie des distributions qui nous seront nécessaires à l’appréhension de la
théorie des processus stochastiques généralisés. Nous définirons les principaux espaces considérés
dans ce manuscrit et nous en donnerons les propriétés. Nous introduirons alors le groupe des
dilatations contrôlées qui nous permettra de définir correctement la composition par une fonction
dans l’espace des distributions tempérées. Nous généraliserons aussi différentes notions telle que
la transformation de Mellin et la transformation de Fourier au cas des distributions tempérées.
Nous étendrons ensuite certaines notions utilisées dans la théorie des processus stochastiques
usuels à la théorie des processus stochastiques généralisés. On s’intéressera par exemple aux
différentes propriétés des processus généralisés à valeurs complexes, telles qu’à la notion de
circularité ou de première et de seconde covariances généralisées. Nous définirons aussi la notion
de signal analytique associé à un processus généralisé. Le formalisme adopté dans l’ensemble de ce
chapitre est principalement issu de [Unser and Tafti, 2013] et de [Gelfand and Vilenkin, 1964b].
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2.2.3.1 Spectres généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2.3.2 Mesure spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2.4 Les processus gaussiens complexes généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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2.1 Éléments de la théorie des fonctions généralisées

2.1.1 Des espaces de fonctions

On introduit ici les espaces de fonctions fondamentaux à la théorie des distributions qui
seront utilisés tout au long de se manuscrit.

2.1.1.1 S (R), l’espace de Schwartz

L’espace de Schwartz S (R) est l’espace des fonctions C∞(R) telles qu’elles mêmes ainsi que
toutes leurs dérivées soient à décroissance rapide

S (R) = {ψ ∈ C∞(R) | ||ψ||α,β < +∞, ∀α ∈ R+, β ∈ N} , (2.1)

où la semi-norme ||ψ||α,β est définie par

||ψ||α,β = sup
t∈R

Ä
|tαψ(β)(t)|

ä
. (2.2)

Les fonctions de l’espace de Schwartz et toutes leurs dérivées tendent ainsi vers zéro plus vite
que toute puissance de 1/|t|.
D(R), l’espace des fonctions C∞(R) à support compact est alors un sous-espace de S (R).

L’espace de Schwartz occupe une place majeure dans la théorie des fonctions généralisées pour
deux raisons principales que nous détaillerons plus loin, la première étant que S (R) est stable
par transformation de Fourier (section 2.1.10), la second est le fait que S (R) est un espace
nucléaire (voir [Gelfand and Vilenkin, 1964b](I.1)) et que l’on peut alors montrer un théorème
des noyaux dans S (R), voir section 2.1.13 ci-après.
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2.1.1.2 OM (R), L’espace des fonctions à croissance lente

On appelle OM (R) l’espace des fonctions C∞(R) à croissance lente. OM (R) est l’espace des
fonctions indéfiniment dérivables dont toutes les dérivées sont à croissance au plus polynômiale,
c’est à dire que ψ ∈ OM (R) si et seulement si

∀α ∃Cα > 0, ∃Nα ∈ N / ∀t, |ψ(α)(t)| ≤ Cα(1 + |t|)Nα . (2.3)

Proposition 2.1 OM (R) muni de la multiplication point par point est une algèbre (voir lemme 7.1
en Annexe 7.3) et est stable par composition des fonctions (voir annexe 7.1).

2.1.1.3 Oc(R), L’espace des fonctions à croissance très lente

On appelle Oc(R) l’espace des fonctions à croissance très lente, c’est à dire l’espace des
fonctions ψ ∈ C∞(R) telles que

∃N ∈ N, ∀α ∃Cα > 0, / ∀t, |ψ(α)(t)| ≤ Cα(1 + |t|)N . (2.4)

Oc(R) muni de la multiplication point par point est une algèbre (voir [Larcher, 2012] pour une
démonstration).

2.1.2 Les fonctions généralisées, définition

Étant donné D(Rn) l’espace vectoriel des fonctions C∞(Rn) à valeurs réelles et à support
compact, appelé espace des fonctions tests à valeurs réelles, on peut construire D′(Rn) l’espace
dual topologique de D(Rn) qui est l’espace des formes linéaires continues de D(Rn) dans R.
Cet espace est appelé l’espace des distributions ou fonctions généralisées sur D(Rn). Dans son
manuscrit Gelfand développe la théorie des distributions principalement sur des espaces de
fonctions test à valeurs réelles en précisant cependant que la théorie reste valide sur des espaces
de fonctions test à valeurs complexes, on pourra alors considérer des fonctions généralisées à
valeurs complexes ainsi qu’un espace dual cette fois composé de l’ensemble des formes continues,
antilinéaires sur l’espace de fonction considéré. Forme pouvant elle aussi être à valeurs complexes,
c’est à dire pouvant potentiellement associer un nombre complexe à une fonction à valeurs réelles.
C’est ce formalisme que nous avons décidé d’adopter dans l’ensemble de ce manuscrit, l’ensemble
des résultats établis pour les cas réels s’étendant généralement sans problème au cas complexe.
Cela nous conduit donc à la définition suivante

Définition 2.1 (Fonctions généralisées) Étant donné D(Rn) l’espace des fonctions tests à
valeurs complexes, on note D′(Rn) l’espace dual topologique de D(Rn), l’espace des formes an-
tilinéaires continues de D(Rn) dans C. D′(Rn) est appelé l’espace des distributions sur D(Rn).
L’application d’une distribution T ∈ D′(Rn) à la fonction ψ ∈ D(Rn) sera indifféremment notée
T (ψ) où 〈T, ψ〉, les crochets étant ici les crochets de dualité.
L’ anti-linéarité est définie usuellement par

∀(α, β) ∈ C2 et ∀(ψ1, ψ2) ∈ D(Rn)×D(Rn), x(αψ1 + βψ2) = ᾱx(ψ1) + β̄x(ψ2).

La continuité de x se traduit par :
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si ψn → ψ dans D(Rn) alors x(ψn)→ x(ψ) dans C.

Cette définition a du sens dès qu’ une topologie est définie sur D(R). On se contentera ici de
définir la notion de limite dans D(Rn).

Définition 2.2 (Limite dans D(Rn)) On dit que la suite (ψk)k∈N d’éléments de D(Rn) tend
vers 0 dans D(Rn) si

– Les supports de tout les ψn sont inclus dans un domaine compact fixe.
– (ψk) et toutes les suites dérivées, tendent vers 0 uniformément sur Rn quand k → +∞.

On dira que ψk → ψ si ψk − ψ → 0.

Nous traiterons uniquement le cas unidimensionnel (D(R),D′(R)) dans ce manuscrit en no-
tant que la plupart des résultats peuvent s’étendre directement aux dimensions supérieures.

2.1.3 Quelques définitions

On rappelle ici quelques définitions fondamentales qui seront utilisées par la suite.

Définition 2.3 (Égalité de deux distributions) On dit que la distribution x ∈ D′(R) est
nulle sur l’ouvert Ω si 〈x, ψ〉 = 0 pour toute fonction ψ ∈ D(R) telle que supp (ψ) ⊂ Ω0. Deux
distribution x, y ∈ D′(R) sont égales sur un ouvert Ω si x − y est la distribution nulle sur cet
ouvert.

Définition 2.4 (Support) On appelle support de x ∈ D(R) le complémentaire du plus grand
ouvert sur lequel x est nulle. On appelle support singulier de x ∈ D(R) le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel il existe une fonction f ∈ C∞(R) telle que 〈x, ψ〉 = 〈f, ψ〉 pour toute
fonction ψ ∈ D(R).

2.1.4 Principe de l’extension duale

Étant donné une paire d’opérateurs adjoints T, T † : D(R) → D(R), le principe d’extension
duale [Unser and Tafti, 2013](III.3) nous permet d’étendre leurs actions à D′(R)→ D′(R), de la
façon suivante : ∀x ∈ D′(R) et ∀ψ ∈ D(R),

〈Tx, ψ〉 :=
¨
x, T †ψ

∂
, (2.5)¨

T †x, ψ
∂

:= 〈x, Tψ〉 . (2.6)

Ce principe permet de définir, par exemple, la translation, la dérivation et la dilatation des
fonctions généralisées, nous donnerons par la suite une liste plus détaillée des opérations possibles
pour un sous-espace particulier de D′(R) appelé espace des distributions tempérés.

2.1.5 L’espace des distributions tempérées

S ′(R), l’espace dual de S (R), c’est à dire l’espace de toutes les formes antilinéaires continues
sur S (R), est appelé espace des distributions tempérées. On a déjà vu que D(R) ⊂ S (R), donc
les distributions appartenant à S ′(R) sont aussi des formes antilinéaires et continues sur D(R)
et S ′(R) ⊂ D′(R). Ceci nous permet de remarquer la relation d’inclusion suivante :

D(R) ⊂ S (R) ⊂ L2(R) ⊂ S ′(R) ⊂ D′(R) (2.7)
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Différentes caractérisations de S ′(R) sont évidemment possibles, nous donnons seulement ici le
théorème de décomposition des distributions tempérées [Schwartz, 1966](VII.4) qui permet de
se faire une idée plus précise des objets contenus dans S ′(R).

Théorème 2.1 Soit x ∈ S ′(R), il existe une suite d’entiers n1, n2, ..., np et des fonctions conti-
nues u1, u1, ...,up vérifiant

∀k ∃Ck > 0, ∃Nk ∈ N / ∀t, |uk(t)| ≤ Ck(1 + |t|)Nk ,

telles que

x =
p∑

k=1

u
(nk)
k .

2.1.6 Opérations usuelles dans S (R) et S ′(R)

Dérivation
Toute fonction généralisée x ∈ S ′(Rn) est indéfiniment dérivable et x(n), sa dérivée d’ordre n
est définie par

∀ψ ∈ S (Rn),
¨
x(n), ψ

∂
= (−1)n

¨
x, ψ(n)

∂
. (2.8)

Translation
L’opérateur de translation défini pour a ∈ R par

∀t ∈ R, Taψ(t) = ψ(t− a), (2.9)

est un opérateur unitaire sur L2(R). Comme Ta est un endomorphisme de S (R) on peut, avec
le principe d’extension duale, étendre son action de S ′(R) dans S ′(R) à l’aide de son opérateur
adjoint T−a. On aura donc par définition

∀ψ ∈ S(Rn), ∀x ∈ S ′(R), 〈Tax, ψ〉 := 〈x, T−aψ〉 . (2.10)

Modulation
L’opérateur de modulation défini pour a ∈ R par

∀t ∈ R, Maψ(t) = ψ(t)e2iπta, (2.11)

est un opérateur unitaire de L2(R). Comme c’est un endomorphisme de S (R), on peut étendre
son action de S ′(R) dans S ′(R) à l’aide de son opérateur adjoint par,

∀ψ ∈ S(Rn),∀x ∈ S ′(R), 〈Max, ψ〉 := 〈x,M−aψ〉 . (2.12)

Dilatation
L’opérateur de dilatation sur ψ ∈ S (R), défini pour a > 0 par

∀t ∈ R, Daψ(t) =
1√
a
ψ

Å
t

a

ã
, (2.13)

est un opérateur unitaire de L2(R). Comme c’est un endomorphisme de S (R) on peut étendre
son action de S ′(R) dans S ′(R) à l’aide de son opérateur adjoint D 1

a
par

∀ψ ∈ S(Rn), ∀x ∈ S ′(R), 〈Dax, ψ〉 :=
〈
x,D 1

a
ψ
〉
. (2.14)
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2.1.7 Produit d’une distribution tempérée par une fonction

OM (R), l’espace des fonctions C∞(R) à croissance lente défini en 2.1.1.2, est l’espace des
opérateurs de multiplication sur S (R) et S ′(R). C’est à dire que ∀ψ ∈ S (R), ∀α ∈ OM (R),

ψ.α ∈ S (R),

et de la même manière ∀x ∈ S ′(R), ∀α ∈ OM (R),

x.α ∈ S ′(R).

On peut aussi montrer que si, ∀x ∈ S ′(R), x.α ∈ S ′(R), alors α ∈ OM . [Schwartz, 1966](VII.8).

2.1.8 Convolution dans S (R) et S ′(R)

L’espace O′c(R) est appelé l’espace des distributions à décroissance rapide. On notant ŷ la
transformée de Fourier (voir section 2.1.10) de y, y ∈ O′c(R)⇔ ŷ ∈ OM (R) .

Propriété 2.1 L’opérateur de convolution Aρ, défini pour ρ ∈ O′c(R), par Aρx = ρ ∗ x, est un
endomorphisme de S ′(R) et de S (R).

On notera aussi sans le démontrer que comme S (R) est inclus dans O′c(R), la convolution de
ψ ∈ S (R) et de x ∈ S ′(R) est bien définie et que ψ ∗ x ∈ OM (R). Voir [Schwartz, 1966](VII.8)
pour les preuves.

2.1.9 Composition dans S (R) et S ′(R)

La question de savoir quand la composition d’une fonction ψ ∈ S (R) avec une fonction γ
définit bien une fonction de S (R) est délicate et requiert certaines conditions sur γ. Nous allons
d’abord essayer de donner l’intuition de ces conditions et donnerons ensuite un théorème de
composition dans S (R) qui sera démontré en annexe.

Prenons d’abord l’exemple de la composition d’une fonction ψ ∈ S (R) par la fonction
γ(t) = 1 + 1

1+t2
. Quand t → ±∞ alors ψ(t) → ψ(1) qui est généralement différent de zéro, la

fonction n’est donc certainement pas dans l’espace de Schwartz et l’on voit qu’une certaine crois-
sance de γ est requise à l’infini. Prenons ensuite l’exemple d’une composition avec la fonction
γ(t) = et. Comme (ψ ◦ γ)′(t) = etψ(et), la fonction peut diverger à l’infini, ce qui nous amène
à penser que les dérivées successives de γ(t) ne doivent pas être des fonctions à croissance rapide.

Définition 2.5 (OD) On appelle OD(R) l’ensemble des fonctions γ ∈ OM (R), telles que

∃cγ , Cγ , ∀ t, 0 < cγ ≤ |γ′(t)| ≤ Cγ < +∞,
∃ c ∈ R+, ∃Mγ ∈ R+, a ∈ R∗+ , ∀|t| > c, aγ |t|Mγ < |γ(t)|.

Propriété 2.2 (Groupe des dilatations contrôlées) OD(R) muni de la loi de composition
des fonctions est un groupe appelé groupe des dilatations controlées.

La preuve est donnée en annexe 7.2.
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Définition 2.6 (Opérateur de composition) Étant donnée une fonction ψ définie sur R et
une fonction γ ∈ OD(R), l’opérateur de composition D0

γ est défini par

∀t ∈ R, D◦γψ(t) = ψ(γ(t)).

La propriété 2.2 nous permet directement d’énoncer le corollaire suivant,

Corollaire 2.1 (Groupe des compositions) Pour γ ∈ OD(R) l’ensemble des opérateurs de
composition D◦γ munit de la loi de composition interne,

D◦γD◦α = D◦(α◦γ),

définit le groupe des compositions GC. L’élément neutre de GC est D◦id, où id est la fonction
identité, l’inverse de l’élément D◦γ est D◦γ−1.

Proposition 2.2 (Composition dans S (R) ) L’opérateur de composition définit un endo-
morphisme de S (R),

∀ψ ∈ S (R),∀γ ∈ OD(R), D◦γψ ∈ S (R).

La démonstration est donnée en annexe 7.3.
On peut alors, par dualité, donner un théorème de composition dans S ′(R).

Corollaire 2.2 (Composition dans S ′(R)) L’opérateur de composition définit un endomor-
phisme de S ′(R) pour γ ∈ OD(R). C’est à dire que ∀x ∈ S ′(R), la distribution, D◦γx définie
par ¨

D◦γx, ψ
∂

:=
〈
x, α′D◦αψ

〉
, ∀ψ ∈ S (R),

où α = γ−1, est une distribution tempérée.

Preuve CommeOD(R) muni de la loi de composition des fonctions est un groupe, α ∈ OD(R) ⊂
OM (R) et α′D◦αψ ∈ S (R). ♠

2.1.10 Transformée de Fourier dans S (R) et S ′(R)

L’opérateur de transformation de Fourier appliqué à la fonction ψ ∈ S (R), défini par

F : ψ → ψ̂ (2.15)

ψ̂(ν) =

∫
R
e−2iπνtψ(t)dt (2.16)

est un automorphisme de S (R). On peut donc définir la transformée de Fourier inverse

F−1 : ψ → ψ̌ (2.17)

ψ̌(t) =

∫
R
e2iπνtψ(ν)dν. (2.18)

L’espace de Schwartz a ainsi pour propriété fondamentale d’être invariant par transformation
de Fourier, c’est à dire

ψ ∈ S (R)⇔ ψ̂ ∈ S (R). (2.19)

On peut alors, par dualité, étendre la transformée de Fourier à S ′(R) avec

〈x̂, ψ〉 :=
¨
x, ψ̌
∂
, (2.20)

et la transformée de Fourier généralisée est ainsi un automorphisme de S ′(R).
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2.1.11 Transformée de Mellin

Alors que la plupart des outils utilisés en traitement du signal possèdent des propriétés
d’invariance par translation, la transformation de Mellin intervient dans les cadres où les objets
considérés possèdent des propriétés d’invariance par dilatation. Sauf mention contraire et à
l’exception de la partie sur la transformée de Mellin dans S (R) et S ′(R), l’ensemble des résultats
qui suivent est issue de [Bertrand et al., 2009].

Définition 2.7 La transformation de Mellin appliquée à une fonction ψ à support sur la demi-
droite ]0,+∞] est l’opérateur TM formellement défini pour r ∈ R par

TM : ψ → “ψ

“ψ(β) =

∫
R∗+
t2iπβ+rψ(t)dt.

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, le sens que l’on donne à cette expression ainsi
qu’à l’égalité précédant dépend des hypothèses faites sur ψ.

2.1.11.1 Formule d’inversion

Si ψ ∈ L2(R∗+, t2r+1dt) sa transformée de Mellin “ψ est dans L2(R). L’ opérateur de transfor-
mation de Mellin est alors inversible, son inverse est défini par

TM−1 : φ→ φ̆

φ̆(t) =

∫
R
t−2iπβ−r−1φ(β)dβ.

2.1.11.2 Diagonalisation de l’opérateur de dilatation

Définition 2.8 L’opérateur de dilatation Dr
a est l’opérateur unitaire dans L2(R∗+, t2r+1dt) défini

pour a ∈ R∗+ par

Dr
aψ(t) =

1

ar+1
ψ

Å
t

a

ã
.

Propriété 2.3 De la même manière que la transformée de Fourier diagonalise l’opérateur de
translation, la transformée de Mellin diagonalise l’opérateur de dilatation Dr

a, c’est à dire que
∀ψ ∈ L2(R∗+, t2r+1dt),

∀β ∈ R, TM [Dr
aψ] (β) = a2iπβTM [ψ] (β).

2.1.11.3 Produit invariant à la dilatation

Le produit usuel de fonctions a pour propriété fondamentale que l’application de l’opérateur
de translation sur chacun des facteurs est équivalente à l’application de l’opérateur de translation
sur le produit des fonctions,

(Taψ1)(Taψ2) = Ta (ψ1ψ2) .

Le produit invariant à la dilatation est défini de manière à ce que cette propriété d’invariance
soit respecté non plus avec l’opérateur de translation mais avec l’opérateur de dilatation.
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Définition 2.9 Le produit invariant à la dilatation de deux fonctions ψ1 et ψ2, noté par � est
défini par

(ψ1 � ψ2)(t) = tr+1ψ1(t)ψ2(t)

L’invariance à la dilatation signifie que quelque soit ψ1, ψ2,

(Dr
aψ1)� (Dr

aψ2) = Dr
a (ψ1 � ψ2)

Propriété 2.4 De la même manière que la transformée de Fourier du produit de deux fonctions
est égale au produit de convolution des transformées de Fourier des fonctions, la transformée de
Mellin du produit invariant à la dilatation de deux fonctions est égale au produit de convolution
des transformées de Mellin des fonctions

∀ψ1, ψ2 ∈ L2(R∗+, t2r+1dt), TM [ψ1 � ψ2] = TM[ψ1] ∗ TM[ψ2]

2.1.11.4 Convolution multiplicative

Étant données deux fonctions ψ1, ψ2 définies sur R, la convolution usuelle peut être vue
comme la transformation linéaire la plus générale commutant avec la translation. Pour ψ1, ψ2

telles que ψ1 ∗ ψ2 soit bien défini,

(Taψ1) ∗ ψ2 = ψ1 ∗ (Taψ2) = Ta(ψ1 ∗ ψ2).

Par analogie, la convolution multiplicative est définie comme étant la transformation linéaire la
plus générale commutant avec l’opérateur de dilatation.

Définition 2.10 La convolution multiplicative, notée ∨, de deux fonctions ψ1, ψ2 ∈ L2(R∗+, t2r+1dt),
est défini par

ψ1 ∨ ψ2(t) =

∫ +∞

0
ψ1(u)ψ

Å
t

u

ã
du

u

Le produit de convolution multiplicative vérifie alors

∀ψ1, ψ2 ∈ L2(R∗+, t2r+1dt), (Dr
aψ1) ∨ ψ2 = ψ1 ∨ (Dr

aψ2) = Dr
a(ψ1 ∨ ψ2).

Propriété 2.5 De la même manière que la transformée de Fourier du produit de convolution
de deux fonctions est égale au produit des transformées de Fourier des fonctions, la transformée
de Mellin du produit de convolution multiplicatif de deux fonctions est égale au produit des
transformées de Mellin des fonctions

∀ψ1, ψ2 ∈ L2(R∗+, t2r+1dt), TM[ψ1 ∨ ψ2] = TM[ψ1]TM[ψ2]

2.1.11.5 Formule de Plancherel

Comme la transformation de Fourier, la transformation de Mellin satisfait une formule de
Plancherel, ∀ψ1, ψ2 ∈ L2(R∗+, t2r+1dt),∫ +∞

0
ψ1(t)ψ2(t)t2r+1dt =

∫ +∞

−∞
TM[ψ1](β)TM[ψ2](β)dβ
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2.1.11.6 Relations d’incertitude

Différents théorèmes d’incertitudes associés à la transformée de Mellin existent, les résultats
de cette partie proviennent de [Flandrin, 2001].

Définition 2.11 Étant donnée une fonction ψ, définie sur R, d’intégrale E(ψ), sa moyenne
arithmétique ma(ψ) et sa variance arithmétique Va(ψ), sont définies par

ma(ψ) =
1

E(ψ)

∫
R
tψ(t)dt,

Va(ψ) =
1

E(ψ)

∫
R

(t−ma(ψ))2ψ(t)dt.

Proposition 2.3 Une fonction ψ ∈ L2(R∗+) et sa transformée de Mellin de paramètre r = −1/2,
“ψ ∈ L2(R), ont des variances arithmétiques telles que

Va(|ψ|2)Va(| “ψ|2) ≥ m2
a(|ψ|2)

16π2
,

avec égalité si et seulement si ψ est une ”ondelette de Klauder”, de la forme

ψ(t) = K exp (a log(t)− bt+ i(c log(t) + d))1+(t), (2.21)

où a > −1
2 , b ∈ R∗+ et c, d,K ∈ R

Il est intéressant de remarquer que la borne inférieure des variances arithmétiques n’est pas
indépendante des fonctions considérées mais dépend de la valeur moyenne de la fonction ψ. La
variance arithmétique n’est en fait pas une mesure adaptée aux signaux définis sur R∗+, celle
ci introduisant une pénalisation sur les temps négatif. Dans le cadre de la transformation de
Mellin, on pourra aussi choisir de considérer une mesure invariante à la dilatation, ce qui nous
même à définir les notions de moyenne et de variance géométrique.

Définition 2.12 Étant donnée une fonction ψ, définie sur R∗+, d’intégrale E(ψ), sa moyenne
géométrique ma(ψ) et sa variance géométrique Va(ψ) sont définies par

mg(ψ) = exp

Ç
1

E(ψ)

∫ +∞

0
log(t)ψ(t)dt

å
,

Vg(ψ) =
1

E(ψ)

∫ +∞

0
log2

Ç
t

mg(ψ)

å
ψ(t)dt.

Proposition 2.4 Une fonction ψ ∈ L2(R∗+) et sa transformée de Mellin de paramètre r = −1/2,
“ψ ∈ L2(R) ont respectivement des variances géométrique et arithmétique telles que

Vg(|ψ|2)Va(| “ψ|2) ≥ 1

16π2
,

avec égalité si et seulement si ψ est une ”ondelette d’Altes” de la forme

ψ(t) = K exp

Å
−1

2
log(t)− a log2

Å
t

b

ã
+ i(c log(t) + b

ã
1+(t), (2.22)

où a, b ∈ R+ et c, d,K,∈ R.

On remarque alors que le résultat est complètement analogue à la relation d’incertitude qui existe
entre la variance arithmétique d’une fonction et la variance arithmétique de sa transformée de
Fourier.
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2.1.11.7 Transformée de Mellin dans S (R) et S ′(R)

On démontre en annexe 7.4 que l’opérateur de transformation de Mellin est un isomor-
phisme entre S (R∗+) et S (R) quand r > −1. On peut ainsi définir la transformée de Mellin
généralisée,∀x ∈ S ′(R∗+),

∀ψ ∈ S (R), 〈“x, ψ〉 :=
¨
x, ψ̆
∂
. (2.23)

La transformée de Mellin généralisée définit ainsi un isomorphisme entre S ′(R∗+) et S ′(R).
Dans ce manuscrit, on utilisera uniquement la transformée de Mellin unitaire dans L2(R)

associée au paramètre r = −1
2 .

2.1.12 Fonctions test dépendants d’un paramètre

On peut être amené à considérer une famille de mesures, u : λ →
¨
x, ψλ

∂
, qui résulte

de l’évaluation de la distribution x ∈ S ′(R) sur une fonction ψλ ∈ S (R), dépendant d’un
paramètre λ ∈ Rd. Le paramètre λ peut être, par exemple, associé à une translation, ψλ = Tλψ,
à une modulation ψλ = Mλψ, ou à tout autre type de déformation de la fonction ψ. Il est alors
naturel de se demander comment évolue l’ensemble des mesures u(λ) lorsque le paramètre λ
évolue de manière continue dans Rd.

Proposition 2.5 Si la fonction ft : λ→ ψλ(t) est dans C∞(Rd) quelque soit t et si quelque soit
k ∈ N et j ∈ J1, dK, la fonction gjk définie par

gjk : t→ dk

dλkj
ψλ(t),

est une fonction de l’espace de Schwartz, alors la fonction u définie par

u(λ) =
¨
x, ψλ

∂
,

est une fonction de C∞(Rd). On a de plus

dk

dλkj
u(λ) =

〈
x,

dk

dλkj
ψλ
〉
.

Nous renvoyons à [Golse, 2010]I.3 pour une démonstration.

2.1.13 Théorème des noyaux de Schwartz

Le théorème des noyaux de Schwartz permet de caractériser l’ensemble des formes sesqui-
linéaires sur un espace nucléaire. On appelle forme sesquilinéaire une forme linéaire à droite et
antilinéaire à gauche. Nous donnons ici la version pour les formes sesquilinéaires sur S (R) en
notant cependant qu’une version similaire existe pour D(R).

Théorème 2.2 (Théorème des noyaux de Schwartz) Toute forme sesquilinéaire et conti-
nue B, définie sur S (R)×S (R) peut s’écrire :

B(ψ, φ) =
¨
k, ψ ⊗ φ

∂
(2.24)

où ⊗ désigne le produit tensoriel (ψ⊗φ)(t, s) = ψ(t)φ(s)∀ t, s ∈ R et où k ∈ S ′(R2) est le noyau
de B.
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Nous renvoyons à [Gelfand and Vilenkin, 1964b](I.1) pour une démonstration du théorème.

Remarque 2.1 On peut définir un théorème équivalent pour les formes sesquilinéaires définies
sur D(R), on aura dans ce cas k ∈ D′(R2).

2.1.14 Théorèmes de Bochner

Le théorème de Bochner est généralement connu dans le cas usuel des fonctions définies
positives, localement continues à l’origine.

Définition 2.13 Une fonction f : R→ C est définie positive si
∀ t1, .., tn ∈ R et ∀α1, .., αn ∈ C,

n∑
j,k=0

αjαkf(tj − tk) ≥ 0.

Théorème 2.3 (Bochner) Soit f une fonction d’une variable réelle. Supposons que f soit
continue à l’origine. Pour que f soit définie positive, il faut et il suffit qu’elle soit la transformée
de Fourier inverse d’une mesure positive finie dλ,

f(t) =

∫
R
e2iπνtdλ(ν). (2.25)

On peut construire un théorème équivalent dans le cas ou les ”fonctions” considérées sont
des fonctions généralisées, cela nécessite préalablement de pouvoir définir la positivité des dis-
tributions,

Définition 2.14 Une distribution x ∈ S ′(R) est de type positif si

∀ψ ∈ S (R),
¨
x, ψ ~ ψ

∂
≥ 0,

où [f ~ g] (t) =
∫
R f(u)g(u+ t)du.

Ce qui nous permet d’énoncer le théorème de Bochner dans S ′(R),

Théorème 2.4 (Bochner) Pour qu’une distribution x ∈ S ′(R) soit de type positif, il faut et
il suffit qu’elle soit la transformée de Fourier inverse d’une mesure tempérée positive, c’est à
dire une mesure positive dλ telle que

∀ψ ∈ S (R),

∫
R
ψ(t)dλ(t) <∞. (2.26)

Ce type de mesure peut avoir une croissance polynomiale à l’infini mais reste finie sur tout en-
semble compact. Voir [Gelfand and Vilenkin, 1964b](II.3) pour une démonstration du théorème.

Remarque 2.2 Le théorème de Bochner énoncé dans [Gelfand and Vilenkin, 1964b](II.3) établit
que pour qu’une distribution soit de type positif il faut et il suffit qu’elle soit la transformée de
Fourier d’une mesure tempérée (et non la transformée de Fourier inverse). Le fait de considérer
comme nous le faisons les fonctions généralisées comme des formes antilinéaires conduit à la
version du théorème qui fait intervenir la transformée de Fourier inverse.
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2.2 Les processus stochastiques généralisés

Nous allons maintenant donner quelques éléments de la théorie des processus stochastiques
généralisés. Nous adopterons le point de vue proposé dans [Gelfand and Vilenkin, 1964b] en
l’adaptant au cas des processus généralisés à valeurs complexes.

Définition 2.15 (Condition de compatibilité) Les n+1 variables aléatoires v1, v2, .., vn, w ∈
L2(Ω,P) respectent la condition de compatibilité si ∀c1, ..., cn ∈ R,

P {v1 < c1, v2 < c2, ..., vn < cn} = P {v1 < c1, v2 < c2, ..., vn < cn, w < +∞} .

Définition 2.16 (Fonctionnelle aléatoire à valeurs réelles sur S (R)) On dit que x est
une fonctionnelle aléatoire à valeurs réelles de S ′(R) dans L2(Ω,P), si à chaque fonction à
valeurs réelles ψ de l’espace de Schwartz l’on fait correspondre une variable aléatoire à valeurs
réelles 〈x, ψ〉 ∈ L2(Ω,P), ce qui veut dire que pour toutes fonctions à valeurs réelles ψ1, .., ψn de
S (R), l’on se donne la probabilité pour que simultanément

ak ≤ 〈x, ψk〉 ≤ bk, 1 ≤ k ≤ n,

où les variables aléatoires 〈x, ψ1〉 , 〈x, ψ2〉 , ..., 〈x, ψn〉 vérifient la condition de compatibilité.

Définition 2.17 (Fonctionnelle aléatoire à valeurs complexes sur S (R)) On dit que x =
xr + ixi est une fonctionnelle aléatoire à valeurs complexe sur S (R) si xr et xi sont toutes deux
des fonctionnelles aléatoires à valeurs réelles sur S (R).

Définition 2.18 (Processus stochastique généralisé sur S (R)) On appelle processus sto-
chastique généralisé sur S (R), toute fonctionnelle aléatoire à valeurs complexes x, antilinéaire
et continue de S (R) dans L2(Ω,P). L’antilinéaritée étant définie par

∀(α, β) ∈ C2 et ∀(ψ1, ψ2) ∈ S (Rn)×S (Rn), x(αψ1 + βψ2)
p.s.
= ᾱx(ψ1) + β̄x(ψ2),

et l’on dira que x est continue si ∀ψkj ∈ S (R), k ∈ [1, n],

lim
j→+∞

ψkj = ψk ∈ S (R) =⇒ lim
j→+∞

P {〈x, ψ1j〉 , 〈x, ψ2j〉 , ..., 〈x, ψnj〉} = P {〈x, ψ1〉 , 〈x, ψ2〉 , ..., 〈x, ψn〉} .

On note S ′
a(R) l’espace des processus stochastiques généralisés sur S (R).

2.2.1 Opérations sur les processus stochastiques généralisés

Les opérations sur les processus stochastiques généralisés se définissent comme dans le cas des
fonctions généralisées, on pourra par exemple utiliser le principe de l’extension duale présenté
en section 2.1.4.

2.2.2 Moments fonctionnels et fonctionnelle caractéristique

Nous définirons d’abord la fonctionnelle caractéristique des processus stochastiques généralisés,
analogue de la fonction caractéristique des processus stochastiques ”usuels”, point de départ à la
généralisation de l’ensemble des outils associés aux processus stochastiques usuels. Une grande
partie des résultats de cette section sont démontrés dans [Unser and Tafti, 2013](III.5), dans le
cas où l’on mesure des processus à valeurs réelles sur des fonctions test à valeurs réelles, nous
les généralisons ici dans le cas ou les objets considérés sont à valeurs possiblement complexes.
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2.2.2.1 Fonctionnelle caractéristique

La fonctionnelle caractéristique P̂x du processus x ∈ S ′
a(R) est la forme sur S (R) définie

par

P̂x(ψ) = E
¶
ei<{〈x,ψ〉}

©
.

La définition est donc formellement semblable à celle posée pour les processus stochastiques
usuels où le produit scalaire serait ”remplacé” par le crochet de dualité.

2.2.2.2 Moyenne généralisée

On peut définir, quand elle existe, µx : S (R) → C la moyenne généralisée du processus x
évalué en ψ ∈ S (R) par

µx(ψ) = E {〈x, ψ〉} = −i d

dωr
P̂x(ωψ)|ω=0 +

d

dωi
P̂x(ωψ)|ω=0,

où ωr = <{ω} et ωi = ={ω}. On montre aisément que µx est une forme antilinéaire continue de
S (R) vers C, donc µx ∈ S ′(R). On pourra ainsi écrire

µx(ψ) = 〈µx, ψ〉 .

2.2.2.3 Autocorrélation fonctionnelle, Autocorrélation généralisée

On peut définir les autocorrélations fonctionnelles R1
x : S (R)×S (R)→ C et R2

x : S (R)×
S (R)→ C :

R1
x(ψ1, ψ2) = E

¶
〈x, ψ1〉 〈x, ψ2〉

©
,

R2
x(ψ1, ψ2) = E {〈x, ψ1〉 〈x, ψ2〉} ,

quand ces expressions ont un sens. En particulier en notant ωr = <{ω} et ωi = ={ω},

R1
x(ψ,ψ) = − d2

dωr2 P̂x(ωψ)|ω=0 −
d2

dωi2
P̂x(ωψ)|ω=0,

R2
x(ψ,ψ) = − d2

dωr2 P̂x(ωψ)|ω=0 +
d2

dωi2
P̂x(ωψ)|ω=0 − 2i

d2

dωrdωi
P̂x(ωψ)|ω=0.

R1
x (resp. R2

x) étant une forme sesquilinéaire ( resp. antilinéaire) continue de S (R)×S (R) vers
C , le théorème des noyaux de Schwartz nous dit qu’il existe alors r1

x et r2
x dans S ′(R2), les

autocorrélations généralisées de x tel que

R1
x(ψ1, ψ2) =

¨
r1
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
,

R2
x(ψ1, ψ2) =

¨
r2
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
.

Remarque 2.3 Dans le cas ou le processus stochastique x ∈ S ′
a(R) est un processus à valeurs

réelles, les autocorrélations fonctionnelles sont égales, r1
x = r2

x.
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2.2.2.4 Covariance fonctionnelle, Covariance généralisée

On peut de la même manière définir les covariances fonctionnelles C1
x : S (R) ×S (R) → R

et C2
x : S (R)×S (R)→ R :

C1
x(ψ1, ψ2) = E

¶
〈x− µx, ψ1〉 〈x− µx, ψ2〉

©
= Rx(ψ1, ψ2)−Mx(ψ1)Mx(ψ2),

C2
x(ψ1, ψ2) = E {〈x− µx, ψ1〉 〈x− µx, ψ2〉} = Rx(ψ1, ψ2)−Mx(ψ1)Mx(ψ2).

C1
x (resp. C2

x) étant une forme sesquilinéaire (resp. antilinéaire) continue de S (R)×S (R) vers
C , le théorème des noyaux de Schwartz établit qu’il existe alors c1

x et c2
x dans S ′(R2), les

covariances généralisées telles que

C1
x(ψ1, ψ2) =

¨
c1
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
,

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
c2
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
,

Propriété 2.6 La première covariance généralisée c1
x est une distribution positive, ∀ψ ∈ S (R),¨

c1
x, ψ ⊗ ψ

∂
≥ 0.

Preuve Voir [Gelfand and Vilenkin, 1964b](III.2) pour une démonstration. ♠

Propriété 2.7 La première covariance fonctionnelle C1
x possède la symétrie hermitienne, ∀ψ1, ψ2 ∈

S (R),

C1
x(ψ1, ψ2) = C1

x(ψ2, ψ1).

Preuve

C1
x(ψ1, ψ2) = E

¶
〈x− µx, ψ1〉 〈x− µx, ψ2〉

©
,

= E
¶
〈x− µx, ψ2〉 〈x− µx, ψ1〉

©
,

= C1
x(ψ2, ψ1).

♠

Propriété 2.8 La seconde covariance fonctionnelle C2
x est symétrique, c’est à dire que ∀ψ1, ψ2 ∈

S (R)

C2
x(ψ1, ψ2) = C2

x(ψ2, ψ1).

Preuve

C2
x(ψ1, ψ2) = E {〈x− µx, ψ1〉 〈x− µx, ψ2〉} ,

= E {〈x− µx, ψ2〉 〈x− µx, ψ1〉} ,
= C2

x(ψ2, ψ1).

♠
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2.2.3 Les processus stochastiques stationnaires généralisés

Les propriétés des processus stationnaires sont généralement bien connues dans le cas des
processus stochastiques usuels à valeurs réelles, elles le sont moins dans le cas des proces-
sus stochastiques à valeurs complexes ou dans le cas des processus stochastiques généralisés.
[Gelfand and Vilenkin, 1964b](III.3) ont étudié la stationnarité des processus stochastiques généralisés
à valeurs réelles. [Picinbono and Bondon, 1997] étudie quand à lui la stationnarité des processus
stochastiques discrets à valeurs complexes. On ne s’intéressera dans ce manuscrit qu’à la sta-
tionnarité au sens strict, nous verrons alors que les propriétés des processus discrets à valeurs
complexes s’étendent facilement au cas des processus stochastiques généralisés.

Définition 2.19 Un processus stochastique généralisé x ∈ S ′
a(R) est dit stationnaire au sens

strict si et seulement si, quelque soit a ∈ R, x et son translaté, Tax ont la même fonctionnelle
caractéristique.

Cette propriété d’invariance par translation se répercute sur les deux premiers moments de x,
ainsi µx la moyenne généralisée de x est la distribution constante définie par 〈µx, ψ〉 = µ

∫
R ψ̄

avec µ ∈ C. Au second ordre, c1
x et c2

x sont des distributions invariantes par translation, c’est à
dire que ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R) ¨

c1
x, Taψ1 ⊗ Taψ2

∂
=
¨
c1
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
, (2.27)¨

c2
x, Taψ1 ⊗ Taψ2

∂
=
¨
c2
x, ψ1 ⊗ ψ2

∂
. (2.28)

On en déduit qu’il existe k1
x ∈ S ′(R) et k2

x ∈ S ′(R) tel que

C1
x(ψ1, ψ2) =

¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
, (2.29)

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
k2
x ∗ ψ2, ψ1

∂
. (2.30)

avec, formellement, c1
x(t, s) = k1

x(t− s) et c2
x(t, s) = k2

x(t− s). Notons que la convolution S (R) ∗
S ′(R) est bien définie et que k1

x ∗ ψ2 ∈ OM (R) .
Nous donnons les principales propriétés des distributions k1 et k2.

Propriété 2.9 La distribution k1
x est de type positif. Elle possède de plus la symétrie hermi-

tienne, c’est à dire que ∀ψ ∈ S (R),¨
k1
x, ψ
∂

=
¨
(k1
x)σ, ψ

∂
,

où ψ̂σ1 (ν) = ψ̂1(−ν)∀ν ∈ R.

Preuve La preuve que la distribution k1 est de type positif est immédiate puisque c1
x est une

distribution positive (prop. 2.6) et que,

C1
x(ψ1, ψ2) =

¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
k1
x, ψ2 ~ ψ1

∂
,

où [f ~ g] (t) =
∫
R f(u)g(u+ t)du.

Montrons que maintenant que k1 posède la symétrie hermitienne. Remarquons d’abord que
∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),

C1
x(ψ1, ψ2) =

¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
k1
x, ψ2 ~ ψ1

∂
.
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Calculons maintenant¨
(k1
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
(k1
x)σ, ψ2 ~ ψ1

∂
=
¨
k1
x,
Ä
ψ2 ~ ψ1

äσ∂
.

Comme,
Ä
ψ2 ~ ψ1

äσ
= ψ1 ~ ψ2, on en déduit¨

(k1
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
k1
x, ψ1 ~ ψ2

∂
= C1

x(ψ2, ψ1).

On a vu dans la Propriété 2.7 que C1
x à la symétrie hermitienne donc finalement, ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),¨

(k1
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
= C1

x(ψ1, ψ2) =
¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
.

Prenons maintenant ψ2 une fonction hermitienne telle que ∀ν ∈ R, ψ̂2(ν) > 0, ∀ψ1 ∈ S (R),¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
(k1
x)σ ∗ (ψ2)σ, ψ1

∂
=
¨
[k1
x ∗ ψ2]σ, ψ1

∂
.

Donc k1
x ∗ψ2 ∈ OM (R) possède la symétrie hermitienne et par transformation de Fourier k̂1

x ψ̂2 ∈
O′c(R) est à valeurs réelles. Comme ψ2 a la symétrie hermitienne 1/ψ̂2 est à valeurs réelles.

Finalement k̂1
x ψ̂2/ψ̂2 = k̂1

x est à valeurs réelles et k1
x possède la symétrie hermitienne. ♠

Propriété 2.10 La distribution k2
x est paire c’est à dire que ∀ψ,∈ S (R),¨
k1
x, ψ
∂

=
¨
(k1
x)σ, ψ

∂
.

Preuve Remarquons d’abord que ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
k2
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
k2
x, ψ2 ~ ψ1

∂
.

Calculons maintenant¨
(k2
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
(k2
x)σ, ψ2 ~ ψ1

∂
=
¨
k2
x, (ψ2 ~ ψ1)σ

∂
.

Comme, (ψ2 ~ ψ1)σ = ψ1 ~ ψ2,¨
(k2
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
k2
x, ψ1 ~ ψ2

∂
= C2

x(ψ2, ψ1).

On a vu en Propriété 2.8 que C2
x est symétrique donc, ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),¨

(k2
x)σ ∗ ψ2, ψ1

∂
= C2

x(ψ1, ψ2) =
¨
k2
x ∗ ψ2, ψ1

∂
.

Prenons maintenant ψ2 une fonction paire à valeurs réelles telle que ∀ν ∈ R, ψ̂2(ν) > 0, alors
∀ψ1 ∈ S (R), ¨

k2
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
¨
(k2
x)σ ∗ (ψ2)σ, ψ1

∂
=
¨î
k2
x ∗ ψ2

óσ
, ψ1

∂
.

Donc k2
x ∗ ψ2 ∈ OM (R) est une fonction paire et par transformation de Fourier k̂2

x ψ̂2 ∈ O′c(R)

est paire. Comme ψ2 est paire 1/ψ̂2 est paire. Finalement k̂2
x ψ̂2/ψ̂2 est paire et k2

x est paire. ♠
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2.2.3.1 Spectres généralisés

Par transformation de Fourier, on peut définir S1
x ∈ S ′(R) et S2

x ∈ S ′(R), les spectres

généralisés de x, avec S1
x = k̂1

x et S2
x = k̂2

x vérifiant,

C1
x(ψ1, ψ2) =

〈
S1
x, ψ̂1ψ̂2

〉
,

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
S2
x, ψ̂1ψ̂

σ
2

∂
,

où ψ̂σ1 (ν) = ψ̂1(−ν)∀ν ∈ R.

Preuve Le calcul donne

C1
x(ψ1, ψ2) =

¨
k1
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
〈
k̂1
xψ̂2, ψ̂1

〉
=
〈
k̂1
x, ψ̂1ψ̂2

〉
, (2.31)

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
k2
x ∗ ψ2, ψ1

∂
=
〈
k̂2
xψ̂2, ψ̂1

〉
=
〈
k̂2
x, ψ̂1ψ̂

σ
2

〉
. (2.32)

♠

Propriété 2.11 Le premier spectre généralisé, S1
x est une distribution à valeurs réelles. Le

second spectre généralisé, S2
x est une distribution paire.

Preuve Les preuves sont immédiates, puisque k1
x à la symétrie hermitienne sa transformée de

Fourier S1
x est à valeurs réelles et comme k2

x est une distribution paire, sa transformée de Fourier
S2
x est une distribution paire. ♠

Notons qu’une nouvelle écriture des équations (2.31) et (2.31) nous conduit aux relations

C1
x(ψ1, ψ2) =

〈
∆1
S1
x
, ψ̂1 ⊗ ψ̂2

〉
,

C2
x(ψ1, ψ2) =

¨
∆2
S2
x
, ψ̂1 ⊗ ψ̂2

∂
,

où ∆1
S1
x

et ∆1
S1
x

sont des fonctions généralisées de S ′(R2) telles que, formellement,

∆1
S1
x
(ν, ν ′) = S1

x(ν)δ(ν − ν ′),

∆2
S2
x
(ν, ν ′) = S2

x(ν)δ(ν + ν ′).

2.2.3.2 Mesure spectrale

Comme k1
x est une distribution de type positif (voir prop. 2.9), le théorème de Bochner 2.1.14

établit que sa transformée de Fourier inverse est une mesure positive tempérée. Le spectre
généralisé peut donc être vu comme une mesure positive tempérée et l’on peut donc définir une
mesure spectrale dλx, telle que

C1
x(ψ1, ψ2) =

∫
R
ψ̂1(ν)ψ̂2(ν)dλx(ν).

Ceci n’est généralement pas vrai pour la seconde covariance fonctionnelle, celle ci n’étant pas
forcement de type positif.
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2.2.4 Les processus gaussiens complexes généralisés

On appelle S ′
g(R), l’espace des processus gaussiens complexes généralisés. Le processus

stochastique x ∈ S ′
a(R) est un processus gaussien complexe généralisé si sa fonctionnelle ca-

ractéristique a pour expression

P̂x(ψ) = e−
1
4(C1x(ψ,ψ)+<{C2x(ψ,ψ)})+i<{Mx(ψ)}.

Celle-ci est simplement une généralisation de la fonction caractéristique d’un processus multivarié
complexe gaussien donnée par exemple dans [Picinbono, 1996].

Remarque 2.4 Dans le cas où l’on mesure un processus gaussien généralisé x ∈ S ′
g(R) à

valeurs réelles sur des fonction test à valeurs réelles, les deux covariances fonctionnelles sont
égales et la fonctionnelle caractéristique du processus x a alors pour expression,

P̂x(ψ) = e−
1
2
C1x(ψ,ψ)+iMx(ψ).

2.2.4.1 Les processus gaussiens circulaires

Une classe importante des processus gaussiens à valeurs complexes, appelée processus com-
plexe gaussien circulaire, ou processus gaussien circulaire puisqu’il n’y a pas d’ambigüıté, cor-
respond au cas où un processus complexe gaussien est invariant en loi par la multiplication avec
une exponentielle complexe. Nous renvoyons à [Gallager, 2008] ou [Picinbono, 1994] pour une
étude plus complète des processus gaussiens circulaires dans le cas ou les processus considérés
sont des variables aléatoires multidimensionnelles.

Définition 2.20 (Processus gaussien circulaire) Soit x un processus gaussien complexe généralisé,
x est un processus gaussien circulaire si et seulement si quelque soit a ∈ R, x et xe2iπa ont la
même fonction caractéristique.

On montre alors qu’un processus complexe généralisé est circulaire si et seulement si sa
moyenne généralisée et sa seconde covariance généralisée sont nulles. La fonctionnelle caractéristique
d’un processus gaussien circulaire est alors de la forme

P̂x(ψ) = e−
1
4
C1x(ψ,ψ).

2.2.5 Bruits blancs gaussiens

De nombreuses approches permettant de définir le bruit blanc à valeurs réelles existent dans
la littérature (voir [Hida and Si, 2008] et [Gelfand and Vilenkin, 1964b](III.2) par exemple), et
l’étude des processus à valeurs complexes permet quand à elle de définir de nouveaux types de
bruits blancs (voir [Gallager, 2008]). On se limitera ici à donner une définition du bruit blanc à
partir de ses covariances généralisées.

Définition 2.21 (Bruit blanc gaussien réel) On appelle bruit blanc gaussien réel de va-
riance σ2

0 le processus généralisé centré à valeurs réelles x ∈ S ′
g(R) ayant pour covariance

généralisée k1
x = k2

x = δσ2
0, où σ2

0 > 0.

Définition 2.22 (Bruit blanc gaussien circulaire) On appelle bruit blanc gaussien circu-
laire de variance σ2

0 le processus généralisé circulaire x ∈ S ′
g(R) ayant pour première covariance

généralisée k1
x = δσ2

0, où σ2
0 > 0.
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Propriété 2.12 La fonctionnelle caractéristique d’un bruit blanc gaussien circulaire est de la
forme,

P̂x(ψ) = exp

®
−σ

2
0

4
||ψ||2

´
, ∀ψ ∈ S (R).

Remarque 2.5 On remarque alors que l’image d’un bruit blanc gaussien circulaire par un
opérateur unitaire de L2(R) est un bruit blanc circulaire de même variance.

2.2.6 Représentation analytique des processus stochastiques généralisés

Étant donné un processus stochastique stationnaire généralisé x ∈ S ′
a(R), on va chercher à

définir sa représentation analytique, ou processus analytique associé à x. On donnera d’abord
la définition d’un processus analytique, analogue au cas des processus stochastiques usuels

Définition 2.23 Soit x ∈ S ′
a(R) un processus généralisé stationnaire à valeurs réelles, de

spectre généralisé Sx ∈ S ′(R). On appelle, quand elle existe, la représentation analytique du
processus x, le processus stationnaire xa ∈ S ′

a(R) vérifiant, en loi,¨
x̂a, ψ

∂
= 〈x̂, ψ〉 , ∀ψ ∈ S (R), tel que supp(ψ) ⊂ [0,+∞[,

= 0, ∀ψ ∈ S (R), tel que supp(ψ) ⊂ ]−∞, 0[.

Proposition 2.6 Soit x ∈ S ′
g(R) un processus généralisé gaussien stationnaire à valeurs réelles,

de spectre généralisé Sx ∈ S ′(R) vérifiant

∃ ε > 0, supp(Sx) = ]−∞,−ε[∪ ] + ε,+∞[.

Alors xa, la représentation analytique du processus x existe, c’est un processus gaussien généralisé
circulaire et stationnaire de spectre généralisé Sx1+, où 1+ est l’échelon de Heaviside.

Preuve Prenons 1̃ε une fonction de OM (R) tel que

1̃ε(ν) = 1 si ν ≥ 0

= 0 si ν ≤ −ε ,

et intéressons nous au processus xa défini par x̂a = 1̃ε(ν)x̂. Comme x̂ ∈ S ′
g(R) et que 1̃ε ∈

OM (R), xa ∈ S ′
g(R). Le processus xa est donc un processus gaussien généralisé centré, nous

allons montrer que c’est un processus circulaire et stationnaire de spectre Sxa = Sx1+.

Spectre du processus xa :Calculons

C1
xa(ψ1, ψ2) = E

{¨
x̂a, ψ̂1

∂ ¨
x̂a, ψ̂2

∂}
,

= E
{¨
x̂, 1̃εψ̂1

∂ ¨
x̂, 1̃εψ̂2

∂}
,

=
〈
Sx, 1̃

2
ε ψ̂1ψ̂2

〉
,

=
〈
Sx1̃

2
ε , ψ̂1ψ̂2

〉
.
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Les support singuliers de Sx et de 1+, l’échelon de Heaviside, étant disjoints, Sx1+ définit bien
une distribution tempérée, comme de plus

∃ ε > 0, supp(Sx) = ]−∞,−ε[∪ ] + ε,+∞[.

alors Sx1̃
2
ε = Sx1+ et ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),

C1
xa(ψ1, ψ2) =

〈
Sx1+, ψ̂1ψ̂2

〉
Le processus xa est donc stationnaire et a pour spectre généralisé Sxa = 2Sx1+.

Circularité du processus xa

Regardons la seconde covariance fonctionnelle du processus xa, ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R) ,

C2
xa(ψ1, ψ2) = E

¶¨
x̂a, ψ̂1

∂ ¨
x̂a, ψ̂2

∂©
,

= E
¶¨
x̂, 1̃εψ̂1

∂ ¨
x̂, 1̃εψ̂2

∂©
.

Comme le processus x est stationnaire,

C2
xa(ψ1, ψ2) =

¨
Sx, (1̃εψ̂1)σ(1̃εψ̂1)

∂
,

=
¨
Sx1̃ε1̃

σ
ε , ψ̂

σ
1 ψ̂1

∂
.

Le support de (1̃ε1̃
σ
ε ) étant inclus dans [−ε,+ε], la distribution Sx1̃ε1̃

σ
ε est la distribution nulle

et le processus xa est circulaire.

Représentation analytique
Nous allons maintenant montrer que le processus xa est le processus analytique associé au

processus x, c’est à dire qu’il vérifie, en loi,¨
x̂a, ψ

∂
= 〈x̂, ψ〉 , ∀ψ ∈ S (R), tel que supp(ψ) ⊂ [0,+∞[,

= 0, ∀ψ ∈ S (R), tel que supp(ψ) ⊂ ]−∞, 0[.

Le processus xa étant un processus circulaire, sa transformée de Fourier x̂a est elle aussi un
processus circulaire et sa fonctionnelle caractéristique ne dépend que de sa première covariance
fonctionnelle,

C1
x̂a(ψ,ψ) = E

{¨
x̂a, ψ

∂ ¨
x̂a, ψ

∂}
=
¨
Sx, 1̃εψψ

∂
.

Si le support de ψ est dans [0,+∞[, alors 1̃εψ = ψ et

C1
x̂a(ψ,ψ) =

¨
Sx, ψψ

∂
= C1

x̂(ψ,ψ),

et les variables aléatoires
¨
x̂a, ψ

∂
et 〈x̂, ψ〉 suivent la même loi de probabilité.

Si le support de ψ est dans ]−∞, 0], alors le support de 1̃εψ est inclu dans ]− ε, 0], comme
Sx est nul sur cet intervalle

C1
x̂a(ψ,ψ) = 0,

alors
¨
x̂a, ψ

∂
est la variable aléatoire nulle.

♠
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Chapitre 3

Déformation des processus
stationnaires généralisés

Nous nous intéresserons dans ce chapitre aux opérateurs agissant sur les processus station-
naires généralisés. Nous généraliserons d’abord la notion de filtre aux processus stochastiques
généralisés ce qui nous permettra de définir un ensemble d’opérateur, appelés pseudo-filtres,
préservant les propriétés de stationnarité. Nous présenterons ensuite les deux opérateurs de
déformation des processus stationnaires intervenant dans les modèles de dilatation temporelle
et de modulation fréquentielle étudiés dans ce manuscrit.
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3.4.1 Modèle de modulation fréquentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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3.1 Opérateurs pseudodifférentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels généralisent la notion d’opérateur différentiel et apportent
un formalisme théorique adapté à l’étude des endomorphismes dans des espaces de distri-
butions. Nous renvoyons à [Hörmander, 1983], [Folland, 1989] ou [Alinhac, 2012] pour une
étude détaillée, nous donnerons ici seulement différentes représentations possibles d’un même
opérateur.

3.1.1 Représentations des opérateurs pseudodifférentiels

Étant donné un opérateur linéaire continu A : S (R) → S ′(R), la forme B, définie par
B(ψ, φ) = 〈Aφ,ψ〉 ,∀ψ, φ ∈ S (R), est une forme sesquilinéaire et continue sur S (R) ×S (R).

45
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Le théorème des noyaux de Schwartz (Théorème. 2.2) établit qu’il existe alors k ∈ S ′(R2) tel
que,

B(ψ, φ) =
¨
k, ψ ⊗ φ

∂
. (3.1)

On pourra alors formellement exprimer l’opérateur A au moyen de la distribution k,

Aφ(t) =

∫
k(t, s)φ(s)ds, (3.2)

et on appellera k, noyau de l’opérateurA. Il est aussi possible de donner différentes représentations
formelles de l’opérateur A, associées à différentes transformations de son noyau,
voir [Krahmer and Pfander, 2014] par exemple.
• La représentation de Kohn-Nirenberg de l’opérateur A,

Aφ(t) =

∫
σ(t, ν)φ̂(ν)e2iπνtdν, (3.3)

où le symbole de Kohn-Nirenberg, σ ∈ S ′(R2), est défini par σ(t, ν) =
∫
k(t, s)e2iπν(s−t)ds.

• La représentation en termes de sa fonction d’étalement η ∈ S ′(R2),

Aφ(t) =

∫ ∫
η(s, ξ)e2iπξtφ(t− s)dξds, (3.4)

où η(s, ξ) =
∫ ∫

σ(t, ν)e2iπ(sν−tξ)dtdν.

• La représentation en termes de sa réponse impulsionnelle évolutive h ∈ S ′(R2),

Aφ(t) =

∫
h(t, s)φ(t− s)ds,

où h(t, s) = k(t, t− s).

3.1.2 Endomorphisme de S (R) et S ′(R)

Nous nous intéressons par la suite à des opérateurs définis sur l’espace des processus sto-
chastiques généralisés et les opérateurs considérés seront des endomorphismes de S ′(R). Les
différentes représentations présentées ci-dessus existent pour tout opérateur linéaire continu A :
S (R)→ S ′(R) et, à fortiori, pour tout endomorphisme de S (R). Cela n’est pas nécessairement
vrai lorsque on s’intéresse à des endomorphisme de S ′(R). Des conditions pour qu’un opérateur
A définisse un endomorphisme de S (R) ou de S ′(R) sont proposées dans [Hörmander, 1983](XVIII.1).

Définition 3.1 (Classe de Hörmander) Un symbole de Kohn-Nirenberg σ ∈ C∞(R2) est
dans la classe de Hörmander Smρ,δ s’il existe des constantes 0 < ρ ≤ 1, 0 ≤ δ < 1 et m ∈ R telles
que

∀α, β ∈ N,
∣∣∣∂βt ∂αν σ(t, ν)

∣∣∣ ≤ Cα,β Ä√1 + ν2
äm−ρα+δβ

. (3.5)

Propriété 3.1 Un opérateur linéaire A associé au symbole de Kohn-Nirenberg σ ∈ Smρ,δ est un
endomorphisme de S (R). Si de plus δ < ρ, alors A est aussi un endomorphisme de S ′(R).



3.2. Pseudo-filtre de S ′
g(R) 47

On sera cependant amené à considérer des endomorphismes de S ′(R) dont les symboles de
Kohn-Nirenberg ne sont pas dans la classe de Hörmander. Dans le cas simple où σ(t, ν) = a(t),
l’opérateur considéré est alors l’opérateur de multiplication point par point par la fonction a,
Aφ(t) = a(t)φ(t). Dans le cas où a ∈ OM (R) l’opérateur A est un endomorphisme de S (R) et de
S ′(R) (voir 2.1.7) mais son symbole de Kohn-Nirenberg n’est pas nécessairement dans la classe
de Hörmander puisque les dérivées de la fonction a peuvent être croissantes. On s’intéressera
dans la section suivante à des endomorphismes de S ′(R) pour lesquels on supposera qu’il existe
une représentation de Kohn-Nirenberg.

3.2 Pseudo-filtre de S ′
g(R)

Une question naturelle lors de l’étude des opérateurs de déformation des processus station-
naires généralisés est de se demander quels opérateurs laissent les propriétés de stationnarité
invariantes. On introduira dans ce but la notion de pseudo-filtre qui généralisera la notion de
filtre en l’adaptant au cas des processus stationnaires. La question a préalablement été étudiée
dans [Clerc and Mallat, 2003] et nous apporterons ici seulement quelques nouveaux éléments de
réponse.

Définition 3.2 Un endomorphisme A de S ′(R) est un pseudo-filtre de S ′
g(R) si et seulement

si quel que soit le processus stationnaire x ∈ S ′
g(R), le processus Ax ∈ S ′

g(R) est lui aussi un
processus stationnaire.

Proposition 3.1 Soit A un endomorphisme de S ′(R) associé au symbole de Kohn-Nirenberg
σ ∈ C0(R2), pour que A soit un pseudo-filtre de S ′

g(R) il est nécessaire que son symbole de
Kohn-Nirenberg σ soit de la forme

σ(ν, t) = ρ̂(ν)e2iπφ(ν)t, (3.6)

où ρ̂ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs complexes et où φ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs
réelles.

Preuve Soit A un pseudo-filtre de S ′
g(R), étant donné X, une variable aléatoire centrée, circu-

laire et unitaire, le processus stochastique x ∈ S ′
g(R) défini par x(t) = Xe2iπν0t, est un processus

stochastique circulaire stationnaire de fonction de covariance Cx ∈ C∞(R),

Cx(t, t′) = e2iπν0(t−t′),

et de spectre Sx ∈ S ′(R), Sx = δν0 . L’image du processus x par l’opérateur A est,

Ax(t) = Xσ(t, ν0)e2iπν0t.

et CAx ∈ C∞(R), fonction de covariance du processus Ax, a pour expression,

CAx(t, t′) = σ(t, ν0)σ(t′, ν0)e2iπν0(t−t′).

Comme l’opérateur A est un pseudo-filtre, CAx est fonction de t − t′ et il est nécessaire que
σ(t, ν)σ(t′, ν) soit fonction de t− t′. Il existe alors une fonction g ∈ C0(R2) telle que

g(t− t′, ν) = σ(t, ν)σ(t′, ν).
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Posons σ(t, ν) = a(t, ν)e2iπϕ(t,ν), où a(t, ν) > 0 et ϕ(t, ν) ∈ R,

g(t− t′, ν) = a(t, ν)a(t′, ν)e2iπ(ϕ(t,ν)−ϕ(t′,ν)).

Remarquons maintenant que pour t = t′,

g(0, ν) = a(t, ν)2

est indépendant de t, il existe alors une fonction b ∈ C0(R) telle que a(t, ν) = b(ν) > 0 et

g(t− t′, ν) = b2(ν)e2iπ(ϕ(t,ν)−ϕ(t′,ν)).

Comme ϕ(t, ν) − ϕ(t′, ν) ne dépend que de t − t′, il existe deux fonctions à valeurs réelles
Ψ ∈ C0(R) et Λ ∈ C0(R) telles que

ϕ(t, ν) = Ψ(ν)t+ Λ(ν),

et σ est finalement de la forme

σ(t, ν) = b(ν)e2iπ(Ψ(ν)t+Λ(ν)),

que l’on peut réécrire

σ(t, ν) = ρ̂(ν)e2iπφ(ν)t

ou ρ̂ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs complexes et où φ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs
réelles. ♠

3.2.1 Opérateur de convolution

On sait (voir 2.1.8) que l’opérateur de convolution Aρ, défini pour ρ ∈ O′c(R), par

Aρx = ρ ∗ x, ∀x ∈ S ′
g(R).

est un endomorphisme de S (R) et de S ′(R). Par transformation de Fourier on montre qu’il est
associé au symbole de Kohn-Nirenberg σ(t, ν) = ρ̂(ν).

Proposition 3.2 (Pseudo-filtre de S ′
g(R)) L’opérateur de convolution Aρ est un pseudo-

filtre de S ′
g(R). Quelque soit le processus stationnaire x ∈ S ′

g(R) de spectres généralisés S1
x ∈

S ′(R) et S2
x ∈ S ′(R), le processus Aρx ∈ S ′

g(R) est lui aussi un processus stationnaire et a
pour spectres généralisés S1

Aρx = |ρ̂|2S1
x et S2

Aρx = ρ̂ρ̂σS2
x.

Preuve On sait déjà que l’opérateur de convolution est un endomorphisme de S ′(R), remar-
quons que ¨‘Aρx, ψ̂∂ =

¨
x̂, ψ̂ ¯̂ρ

∂
,

et regardons le premier spectre généralisé du processus Aρx,

E
ß¨‘Aρx, ψ̂1

∂ ¨‘Aρx, ψ̂2

∂™
= E

{¨
x̂, ψ̂1

¯̂ρ
∂ ¨
x̂, ψ̂2

¯̂ρ
∂}

=
〈
|ρ̂|2S1

x, ψ̂1ψ̂2

〉
.
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Donc le processus Aρx a pour premier spectre généralisé |ρ̂|2S1
x. Regardons maintenant le second

spectre généralisé du processus Aρx,

E
¶¨‘Aρx, ψ̂1

∂ ¨‘Aρx, ψ̂2

∂©
= E

¶¨
x̂, ψ̂1

¯̂ρ
∂ ¨
x̂, ψ̂2

¯̂ρ
∂©
,

=
¨
S2
x,
î
ψ̂1

¯̂ρ
óσ
ψ̂2

¯̂ρ
∂

=
¨
ρ̂σρ̂S2

x, ψ̂1
σ
ψ̂2

∂
.

donc le processus Aρx a pour second spectre généralisé S2
Aρx

= ρ̂σρ̂S2
x et Aρx est bien un

processus stationnaire.
♠

3.2.2 Opérateur de dilatation fréquentielle

Définition 3.3 (Opérateur de dilatation fréquentielle) L’opérateur de dilatation fréquentielle
DFγ , est défini pour tout γ ∈ OD(R) par

DFγ x = F−1
î√

γ′(x̂ ◦ γ)
ó
∀x ∈ S ′(R).

Propriété 3.2 (Endomorphisme de S (R) et de S ′(R) ) DFγ est un endomorphisme de S (R)
et de S ′(R) associé au symbole de Kohn-Nirenberg

σ(t, ν) =
»
α′(ν)e2iπt(α(ν)−ν),

où α = γ−1.

Preuve Montrons que DFγ est un endomorphisme de S ′(R), on a déjà montré en propriété 2.2
que la composition par une fonction de OD(R) est un endomorphisme de S ′(R), donc ∀x ∈
S ′(R), x̂ ◦ γ ∈ S ′(R). Comme γ ∈ OD(R),

∀ν ∈ R, 0 < cγ ≤ |γ′(ν)| ≤ Cγ < +∞.

La fonction racine étant bornée et C∞(R) sur [cγ , Cγ ],
√
γ′ ∈ OM (R) et ,

√
γ′(x̂ ◦ γ) ∈ S ′(R).

Finalement,

∀x ∈ S ′(R), DFγ x ∈ S ′(R),

et DFγ est bien un endomorphisme de S ′(R). On montre de la même manière que DFγ est un
endomorphisme de S (R).

Intéressons nous maintenant au symbole de Kohn-Nirenberg de DFγ , prenons une fonction
x ∈ S (R) et calculons

DFγ x(t) =

∫
R
e2iπνt

»
γ′(ν)x̂ (γ(ν)) dν (3.7)

Posons α = γ−1,

DFγ x(t) =

∫
R
e2iπα(ν)t

»
γ′(α(ν))x̂ (ν) .α′(ν)dν (3.8)
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Comme γ′(α(ν)) = 1/α′(ν),

DFγ x(t) =

∫
R
e2iπα(ν)t

»
α′(ν)x̂ (ν) dν, (3.9)

=

∫
R
e2iπ(α(ν)−ν)t

»
α′(ν)x̂ (ν) e2iπνtdν, (3.10)

et σ(t, ν) =
»
α′(ν)e2iπt(α(ν)−ν). ♠

Propriété 3.3 (Pseudo-filtre de S ′
g(R)) On distingue deux cas selon la parité de γ,

• Dans le cas où γ est une fonction impaire, DFγ est un pseudo-filtre de S ′
g(R), quelque soit

le processus stochastique stationnaire x de spectres généralisés S1
x ∈ S ′(R) et S2

x ∈ S ′(R),
le processus DFγ x est lui aussi stationnaire et a pour spectres généralisés S1

x ◦ γ et S2
x ◦ γ.

• Dans le cas où γ n’est pas une fonction impaire alors DFγ est un pseudo-filtre d’un sous
espace de S ′

g(R) composé de l’ensemble des processus stochastiques gaussiens circulaires.

Preuve Étant donné un processus stochastique stationnaire x ∈ S ′
g(R) de spectres généralisés

S1
x et S2

x, 〈’DFγ x, ψ̂〉 =
¨√

γ′(x̂ ◦ γ), ψ̂
∂
,

en posant α = γ−1, 〈’DFγ x, ψ̂〉 =
¨
x̂,
√
α′(ψ̂ ◦ α)

∂
.

Regardons le premier spectre généralisé du processus DFγ x,

E
ß〈’DFγ x, ψ̂2

〉〈’DFγ x, ψ̂1

〉™
= E

{¨
x̂,
√
α′(ψ̂1 ◦ α)

∂ ¨
x̂,
√
α′(ψ̂2 ◦ α)

∂}
,

=
〈
S1
x, α

′(ψ̂1 ◦ α)(ψ̂2 ◦ α)
〉
,

=
〈
S1
x ◦ γ, ψ̂1ψ̂2

〉
,

et le processus DFγ x a donc pour premier spectre généralisé S1
x ◦ γ.

Regardons maintenant le second spectre généralisé de DFγ x ,

E
{〈’DFγ x, ψ̂1

〉〈’DFγ x, ψ̂2

〉}
= E

¶¨
x̂,
√
α′(ψ̂1 ◦ α)

∂ ¨
x̂,
√
α′(ψ̂2 ◦ α)

∂©
,

comme le processus x est stationnaire,

E
{〈’DFγ x, ψ̂1

〉〈’DFγ x, ψ̂2

〉}
=
¨
S2
x,
î√
α′(ψ̂1 ◦ α)

óσ√
α′(ψ̂2 ◦ α)

∂
,

où fσ(t) = f(−t). Regardonsî√
α′(ψ̂1 ◦ α)

óσ
=
î√
α′
σ
(ψ̂1 ◦ ασ)

ó
,
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comme la fonction γ est impaire, α est impaire et α′ est paire donc,î√
α′(ψ̂1 ◦ α)

óσ
=
√
α′(ψ̂1

σ ◦ α),

et

E
{〈’DFγ x, ψ̂1

〉〈’DFγ x, ψ̂2

〉}
=
¨
S2
x, α

′(ψ̂1
σ ◦ α)(ψ̂2 ◦ α)

∂
.

finalement

E
{〈’DFγ x, ψ̂1

〉〈’DFγ x, ψ̂1

〉}
=
¨
S2
x ◦ γ, ψ̂1

σ
ψ̂2

∂
.

Donc le processus stochastique DFγ x a pour second spectre généralisé S2
x ◦ γ. Notons que comme

γ est une fonction impaire et que S2
x est une distribution paire S2

x ◦ γ est bien une distribution
paire, condition nécessaire pour un second spectre généralisé. ♠

Propriété 3.4 (Groupe des dilatations fréquentielles) L’ensemble des opérateurs de di-
latation fréquentielle muni de la loi de composition interne,

DFγ2D
F
γ1 = DFγ1◦γ2 (3.11)

forme un groupe, appelé groupe des dilatations fréquentielles, dont l’élément neutre est DFid et

où l’inverse de DFγ est DFγ−1.

Preuve Commençons par remarquer qu’on peut décomposer l’opérateur de dilatation fréquentielle
sous la forme

DFγ = F−1
√
γ′D◦γF , (3.12)

où D◦γ est l’opérateur de composition par γ, D◦γx = x ◦ γ donc,

DFγ2D
F
γ1 = F−1

»
γ′2D

◦
γ2FF

−1
»
γ′1D

◦
γ1F ,

= F−1
»
γ′2D

◦
γ2

»
γ′1D

◦
γ1F ,

= F−1
»
γ′2

»
γ′1 ◦ γ2D◦γ1◦γ2F .

En posant γ3 = γ1 ◦ γ2,

DFγ2D
F
γ1 = F−1

»
γ′3D

◦
γ3F = DFγ3 ,

et finalement DFγ2D
F
γ1 = DFγ1◦γ2 . Si les fonctions γ1 et γ2 sont impaires alors γ1◦γ2 est une fonction

impaire, comme on a déjà montré en propriété 2.1 que OD(R) muni de la composition est un
groupe, l’ensemble des opérateurs de dilatation fréquentielle a bien une structure de groupe pour
la loi de composition interne DFγ2D

F
γ1 = DFγ1◦γ2 . ♠
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3.2.3 Un semi-groupe de pseudo-filtres

Définition 3.4 On appelle PF l’ensemble des opérateurs P(ρ,φ) associés à des symboles de
Kohn-Nirenberg de la forme

σ(t, ν) = ρ̂(ν)e2iπ(φ(ν)−ν)t, (3.13)

où ρ ∈ O′c(R) et φ ∈ OD(R) . On notera, quand l’intégrale est bien définie,

P(ρ,φ)f(t) =

∫
R
ρ̂(ν)e2iπφ(ν)tf̂(ν)dν. (3.14)

Proposition 3.3 (Décomposition de PF ) Quelque soit l’opérateur P(ρ,φ) ∈ PF , il s’ex-
prime comme la composition d’un opérateur de dilatation fréquentielle et d’un opérateur de
convolution,

∃θ ∈ O′c(R),∃ω ∈ OD(R), P(ρ,φ) = AθDFω
où ω = φ−1 et où la fonction θ est définie par θ = DFω ρ.

Preuve Prenons ρ ∈ O′c(R), φ ∈ OD(R) et une fonction f ∈ S (R),

∀t ∈ R, P(ρ,φ)f(t) =

∫
R
ρ̂(ν)e2iπφ(ν)tf̂(ν)dν. (3.15)

Posons ω = φ−1,

∀t ∈ R, P(ρ,φ)f(t) =

∫
R
ρ̂(ν)e2iπω−1(ν)tf̂(ν)dν, (3.16)

=

∫
R
ρ̂(ω(ν))ω′(ν)e2iπνtf̂(ω(ν))dν. (3.17)

Posons maintenant ĝ =
√
ω′f̂ ◦ ω,

∀t ∈ R, P(ρ,φ)f(t) =

∫
R
ρ̂(ω(ν))

»
ω′(ν)e2iπνtĝ(ν)dν. (3.18)

Posons θ̂ =
√
ω′(ρ̂ ◦ ω).

∀t ∈ R, P(ρ,φ)f(t) =

∫
R
θ̂(ν)e2iπνtĝ(ν)dν,

et

P(ρ,φ)f = Aθg.

Remarquons que g = F−1
î√
ω′f̂ ◦ ω

ó
= DF

ω f , donc finalement,

P(ρ,φ)f = AθDFω f.

Montrons maintenant que θ ∈ O′c(R). Comme ρ̂ ∈ OM (R), et ω ∈ OD(R) ⊂ OM (R), et que
la composition de deux fonctions de OM (R) définit une fonction de OM (R) (voir 7.1), ρ̂ ◦ ω ∈
OM (R). Comme ω ∈ OD(R),

∀ν ∈ R, 0 < cω ≤ |ω′(ν)| ≤ Cω < +∞, (3.19)

et comme la fonction racine est bornée et C∞(R) sur [cω, Cω],
√
ω′ ∈ OM (R). Finalement,

θ̂ =
√
ω′(ρ̂ ◦ ω) ∈ OM (R) et θ ∈ O′c(R). ♠
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Propriété 3.5 (Pseudo-filtres de S ′
g(R)) Dans le cas où φ est une fonction impaire, P(ρ,φ)

est un pseudo-filtre de S ′
g(R). Dans le cas où φ n’est pas une fonction impaire alors P(ρ,φ)

est un pseudo-filtre du sous espace de S ′
g(R) composé de l’ensemble des processus stochastiques

gaussiens circulaires.

Preuve La preuve est immédiate en remarquant la composition de deux pseudo-filtres reste
un pseudo-filtre et que P(ρ,φ) peut s’écrire comme composition d’un opérateur de dilatation
fréquentielle et d’un opérateur de convolution. ♠

Propriété 3.6 (Commutation) La composition d’un opérateur de convolution par un opérateur
de dilatation fréquentielle peut s’écrire comme la composition d’un opérateur de dilatation fréquentielle
par un opérateur de convolution, c’est à dire que

∀ω ∈ OD(R), ∀θ ∈ O′c(R), DFωAθ = AβDFω

où β̂ = θ̂ ◦ ω ∈ OM (R).

Preuve

DFωAθx(t) = DFω (θ ∗ x) (t) =

∫
R
e2iπνt

»
ω′(ν)x̂ (ω(ν)) θ̂ (ω(ν)) dν

Posons φ = ω−1,

DFωAθx(t) =

∫
R
e2iπφ(ν)t

»
ω′(φ(ν))x̂ (ν) θ̂ (ν)φ′(ν)dν =

∫
R
e2iπφ(ν)t

»
φ′(ν)x̂ (ν) θ̂ (ν) dν.

Avec ρ̂ =
√
φ′θ̂,

DFωAθx(t) =

∫
R
e2iπφ(ν)tx̂ (ν) ρ̂ (ν) dν = P(ρ,φ)x(t) = AβDFγ x(t),

où γ = φ−1 et où β = DFγ ρ. Comme φ = ω−1, γ = ω. Regardons la fonction β,

β̂ =
√
γ′ (ρ̂ ◦ γ) =

√
ω′ (ρ̂ ◦ ω) ,

comme ρ̂ =
√
φ′θ̂,

β̂ =
√
ω′
»

(φ′ ◦ ω)
Ä
θ̂ ◦ ω

ä
= θ̂ ◦ ω.

Finalement, DFωAθx = AβDFω x, avec β̂ = θ̂ ◦ ω. ♠

Propriété 3.7 (Structure de semi-groupe ) PF est semi-groupe pour la loi de composition
interne P(ρ2,φ2)P(ρ1,φ1) = P(ρ3,φ3), où φ3 = φ2 ◦ φ1 et ρ̂3 = ρ̂1.(ρ̂2 ◦ φ1).

Preuve Prenons P(ρ1,φ1) ∈PF et P(ρ2,φ2) ∈PF ,

P(ρ2,φ2)P(ρ1,φ1) = Aθ2DFω2
Aθ1DFω1

où ω1 = φ−1
1 , ω2 = φ−1

2 , θ1 = DFω1
ρ1 et θ2 = DFω2

ρ2.
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En posant β̂ = θ̂1 ◦ ω2,

DFω2
Aθ1 = AβDFω2

,

et,

P(ρ2,φ2)P(ρ1,φ1) = Aθ2AβDFω2
DFω1

= Aθ3DFω3
,

où θ3 = θ2 ∗ β et ω3 = ω1 ◦ ω2.
Finalement ,

P(ρ2,φ2)P(ρ1,φ1) = P(ρ3,φ3),

avec φ3 = ω−1
3 et ρ3 = DFφ3θ3.

Regardons φ3,

φ3 = (ω1 ◦ ω2)−1 = ω−1
2 ◦ ω

−1
1 = φ2 ◦ φ1.

Notons que φ3 ∈ OD(R) comme OD(R) est stable par composition. Intéressons nous maintenant
à ρ3,

ρ3 = DFφ3θ3 = F−1
[»

φ′3(θ̂3 ◦ φ3)
]
.

Comme θ̂3 = θ̂2β̂,

ρ̂3 =
»
φ′3(θ̂2 ◦ φ3)(β̂ ◦ φ3),

et comme β̂ = θ̂1 ◦ ω2,

ρ̂3 =
»
φ′3(θ̂2 ◦ φ3)(θ̂1 ◦ ω2 ◦ φ3).

Comme ω2 = φ−1
2 et φ3 = φ2 ◦ φ1,

ρ̂3 =
»
φ′3(θ̂2 ◦ φ3)(θ̂1 ◦ φ1).

Regardons (θ̂1 ◦ φ1), comme θ̂1 =
»
ω′1 (ρ̂1 ◦ ω1),

θ̂1 ◦ φ1 =
(»

ω′1 ◦ φ1

)
(ρ̂1 ◦ ω1 ◦ φ1) ,

et comme φ1 = ω−1
1 ,

θ̂1 ◦ φ1 = ρ̂1/
»
φ′1.

Regardons
»
φ′3(θ̂2 ◦ φ3),»

φ′3(θ̂2 ◦ φ3) =
»
φ′1

»
φ′2 ◦ φ1(θ̂2 ◦ φ2 ◦ φ1),

comme θ̂2 =
»
ω′2 (ρ̂2 ◦ ω2),»
φ′3(θ̂2 ◦ φ3) =

»
φ′1

(»
φ′2 ◦ φ1

) (»
ω′2 ◦ φ2 ◦ φ1

)
(ρ̂2 ◦ ω2 ◦ φ2 ◦ φ1)
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Comme ω2 = φ−1
2 ,»

φ′3(θ̂2 ◦ φ3) =
»
φ′1

(»
φ′2 ◦ φ1

) (»
ω′2 ◦ φ2 ◦ φ1

)
(ρ̂2 ◦ φ1),

et
Ä»

ω′2 ◦ φ2 ◦ φ1

ä
= 1/

»
φ′2 ◦ φ1, donc»

φ′3(θ̂2 ◦ φ3) =
»
φ′1(ρ̂2 ◦ φ1).

Finalement

ρ̂3 = ρ̂1.(ρ̂2 ◦ φ1),

où ρ̂3 ∈ OM (R) comme OM (R) est stable par composition et multiplication point par point. ♠

3.3 Opérateurs de déformation des processus stationnaires

Nous présentons dans cette section les deux opérateurs de déformation des processus sto-
chastiques stationnaires que nous étudierons dans la suite de ce manuscrit.

3.3.1 Opérateur de modulation fréquentielle

Définition 3.5 Soit α ∈ OM (R), l’opérateur de modulation fréquentielle Mα est l’opérateur
unitaire dans L2(R) défini par

Mαψ = e2iπα(.)ψ.

Il est associé au symbole de Kohn-Nirenberg,

σ(t, ν) = e2iπα(t).

Propriété 3.8 (Groupe des modulations fréquentielle) L’ensemble des opérateur de mo-
dulation fréquentielle {Mα, α ∈ OM (R)} muni de loi de composition interne,

Mα1Mα2 =M(α1+α2)

a une structure de groupe. L’élément neutre est l’opérateur de modulation par la fonction nulle
et l’inverse de Mα est M−α.

Preuve La preuve est immédiate puisque OM (R) est un espace vectoriel. ♠

Propriété 3.9 (Endomorphisme de S (R) et S ′(R)) Mα est un endomorphisme de S (R).
On peut donc étendre son action de S ′(R) dans S ′(R), où ∀x ∈ S ′(R) la distribution Mαx
est définie par

∀ψ ∈ S (R), 〈Mαx, ψ〉 :=
¨
x,M−1

α ψ
∂
, (3.20)

et Mα définit ainsi un endomorphisme de S ′(R)
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Preuve On sait que (voir 2.1.7) ∀ψ ∈ S (R),∀α ∈ OM (R), ψ.α ∈ S (R), on sait aussi que
OM (R) est stable par composition (voir 7.1), comme e2iπ. ∈ OM (R) alors ∀α ∈ OM (R), ∀ψ ∈
S (R), ψe2iπα(.) ∈ S (R). ♠

Propriété 3.10 (Pseudo-filtre de S ′
g(R)) L’opérateur de modulation fréquentielle Mα est

un pseudo-filtre de S ′
g(R) si et seulement si α est une fonction affine, ∃a, b ∈ R, α(t) = at+ b.

Preuve L’opérateur de modulation fréquentielle a pour symbole de Kohn-Nirenberg,

σ(t, ν) = e2iπα(t),

où α ∈ OM (R). On a montré (voir proposition 3.1) qu’une condition nécessaire pour qu’un
endomorphisme de S ′(R) associé à un symbole de Kohn-Nirenberg σ ∈ C0(R) soit un pseudo-
filtre de S ′

g(R) est que σ soit de la forme,

σ(t, ν) = ρ̂(ν)e2iπφ(ν)t,

où ρ̂ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs complexes et où φ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs
réelles. La fonction α est donc nécessairement une fonction affine. La condition est aussi suffisante
puisque dans ce cas, le symbole de Kohn-Nirenberg de l’opérateur de modulation fréquentielle
est σ(t, ν) = e2iπ(at+b), et Mα ∈PF . ♠

Propriété 3.11 (Non-unicité des représentations) Soient x1, x2 ∈ S ′
g(R) deux processus

généralisés stationnaires et circulaires de spectres généralisés respectifs Sx1 et Sx2. Supposons
qu’il existe deux fonctions α1 et α2 de OM (R) telles que, en loi,

Mα1x1 =Mα2x2, (3.21)

alors il existe une fonction affine f définie par f(t) = at+ b tel que α2 = α1 + f , et les spectres
des processus stationnaires sont liés par la relation Sx1 = TaSx2.

Preuve Regardons la première covariance fonctionnelle du processus Mα1x1, ∀ψa, ψb ∈ S (R).

E
¶
〈Mα1x1, ψa〉 〈Mα1x1, ψb〉

©
= E

{¨
x1,M−1

α1
ψa
∂ ¨
x1,M−1

α1 ψb
∂}
.

En posant φa = ÿ�M−1
α1 ψa et φb = ÿ�M−1

α1 ψb,

E
¶
〈Mα1x1, ψa〉 〈Mα1x1, ψb〉

©
= E

¶
〈x̂1, φa〉 〈x̂1, φb〉

©
,

=
¨
Sx, φaφb

∂
.

Posons f = α2 − α1 et regardons la première covariance fonctionnelle du processus Mα2x2.
∀ψa, ψb ∈ S (R),

E
¶
〈Mα2x2, ψa〉 〈Mα2x2, ψb〉

©
= E

{¨
M(α1+f)x2, ψa

∂ ¨
M(α1+f)x2, ψb

∂}
,

= E
{¨
Mfx2,M−1

α1
ψa
∂ ¨
Mfx2,M−1

α1 ψb
∂}
,

= E
ß〈÷Mfx2, φa

〉〈÷Mfx2, φb
〉™

,
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Les processus Mα1x1 et Mα2x2 ayant par hypothèse la même covariance fonctionnelle,

∀ψa, ψb ∈ S (R), E
¶
〈Mα1x1, ψa〉 〈Mα1x1, ψb〉

©
= E

¶
〈Mα2x2, ψa〉 〈Mα2x2, ψb〉

©
,

et,

∀ψa, ψb ∈ S (R), E
ß〈÷Mfx2, φa

〉〈÷Mfx2, φb
〉™

=
¨
Sx1 , φaφb

∂
.

Comme l’opérateur de modulation fréquentielle et l’opérateur de transformation de Fourier sont
des isomorphisme de S ′(R).

φa, φb ∈ S (R)⇔ ψa, ψb ∈ S (R).

Donc,

∀φa, φb ∈ S (R), E
ß〈÷Mfx2, φa

〉〈÷Mfx2, φb
〉™

=
¨
Sx1 , φaφb

∂
.

Mf est donc un pseudo-filtre de S ′(R) et f est une fonction affine. ∃ a, b ∈ R, f(t) = at+ b et,

∀φ1, φ2 ∈ S (R),
¨
TaSx2 , φ1φ2

∂
=
¨
Sx1 , φ1φ2

∂
.

Les spectres généralisés des processus x1 et x2 vérifient TaSx2 = Sx1 . ♠

Propriété 3.12 (Équiprobabilité) Étant donné un processus généralisé x ∈ S ′
g(R), circu-

laire et stationnaire de spectre Sx(R), et une fonction constante f(t) = b, alors ∀b ∈ R,
∀α ∈ OM (R),

M(α+f)x =Mαx,

où l’égalité précédente est une égalité en loi.

Preuve Le processus x étant circulaire, e2iπbx est identiquement distribué au processus x donc
le processus M(α+f)x est identiquement distribué au processus Mαx. ♠

3.3.2 Opérateur de dilatation temporelle

Définition 3.6 Soit γ ∈ OD(R), l’opérateur de dilatation temporelle Dγ est l’opérateur unitaire
dans L2(R) défini par

Dγψ =
√
γ′(ψ ◦ γ).

Propriété 3.13 L’opérateur de dilatation temporelle Dγ est associé au symbole de Kohn-Nirenberg

σ(t, ν) =
»
γ′(t)e2iπν(γ(t)−t).

Preuve La preuve est immédiate en remarquant que»
γ′(t)ψ (γ(t)) =

∫ »
γ′(t)e2iπγ(t)νψ̂(ν)dν.

♠
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Propriété 3.14 (Groupe des dilatations temporelle) L’ensemble des opérateurs de dila-
tation temporelle muni de la loi de composition interne,

Dγ2Dγ1 = D(γ1◦γ2) (3.22)

forme le groupe des dilatations temporelle GD. L’élément neutre de GD est Did et l’inverse de
Dγ est Dγ−1.

Preuve La preuve est immédiate puisqu’on a déjà montré que OD(R) muni de la composition
est un groupe, il suffit de remarquer que, Dγ2Dγ1 = D(γ1◦γ2). ♠

Propriété 3.15 (Endomorphisme de S (R) et S ′(R)) L’opérateur de dilatation temporelle
Dγ définit un endomorphisme de S (R). On peut étendre son action de S ′(R) dans S ′(R), où
∀x ∈ S ′(R) la distribution Dγx est définie par

∀ψ ∈ S (R), 〈Dγx, ψ〉 :=
¨
x,D−1

γ ψ
∂
, (3.23)

et Dγ définit un endomorphisme de S ′(R)

Preuve On sait que l’opérateur de composition D◦γ (voir 2.6) définit un automorphisme de
S (R) pour γ ∈ OD(R). Comme γ ∈ OD(R),

∃cγ , Cγ ,∀ t, 0 < cγ ≤ |γ′(t)| ≤ Cγ < +∞,

et que comme la fonction racine est C∞(R) et bornée sur [cγ , Cγ ],
√
γ′ ∈ OM (R) et ∀γ ∈ OM (R),

∀ψ ∈ S (R),

Dγψ =
√
γ′ψ ◦ γ ∈ S (R).

L’opérateur de dilatation temporelle définit donc un endomorphisme de S (R). ♠

Propriété 3.16 (Pseudo-filtre de S ′
g(R)) L’opérateur de dilatation temporelle est un pseudo-

filtre de S ′(R) si et seulement si γ est une fonction affine, ∃a, b ∈ R, γ(t) = at+ b.

Preuve L’opérateur de dilatation temporelle a pour symbole de Kohn-Nirenberg,

σ(t, ν) =
»
γ′(t)e2iπν(γ(t)−t).

où γ ∈ OD(R). On a montré (voir proposition 3.1) qu’une condition nécessaire pour qu’un
endomorphisme de S ′(R) associé à un symbole de Kohn-Nirenberg σ ∈ C0(R) soit un pseudo-
filtre de S ′

g(R) est que σ soit de la forme,

σ(t, ν) = ρ̂(ν)e2iπφ(ν)t,

où ρ̂ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs complexe et où φ ∈ C0(R) est une fonction à valeurs
réelle. La fonction γ est donc nécessairement une fonction affine. La condition est aussi suffisante
puisque dans ce cas, le symbole de Kohn-Nirenberg de l’opérateur de dilatation temporelle est,
σ(t, ν) = e2iπν((a−1)t+b), et Dγ ∈PF .

♠
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Propriété 3.17 (Non-unicité des représentations) Soient x1, x2 ∈ S ′
g(R) deux processus

généralisés stationnaires et circulaires de spectres généralisés respectifs Sx1 et Sx2. Supposons
qu’il existe deux fonctions γ1 et γ2 de l’espace OD(R) telles que, en loi,

Dγ1x1 = Dγ2x2, (3.24)

alors il existe une fonction affine f définie par f(t) = at+ b tel que γ2 = f ◦ γ1, et les spectres
des processus stationnaires sont liés par la relation 1√

a
DaSx2 = Sx1.

Preuve Regardons la première covariance fonctionnelle du processus Dγ1x1, ∀ψa, ψb ∈ S (R),

E{〈Dγ1x1, ψa〉 〈Dγ1x1, ψb〉} = E{
¨
x1,D−1

γ1 ψa
∂ ¨
x1,D−1

γ1 ψb
∂
},

où φa = ◊�D−1
γ1 ψa et φb = ◊�D−1

γ1 ψb.

E{〈Dγ1x1, ψa〉 〈Dγ1x1, ψb〉} = E{〈x̂1, φa〉 〈x̂1, φb〉},
=
¨
Sx1 , φaφb

∂
.

Comme OD(R) est stable par composition et que l’inverse d’une fonction de OD(R) est dans
OD(R), ∀, γ1, γ2 ∈ OD,∃f, γ2 = f ◦ γ1, (f = γ2 ◦ γ−1), et regardons la première fonction de
covariance du processus Dγ2x2. ∀ψa, ψb ∈ S (R),

E
¶
〈Dγ2x2, ψa〉 〈Dγ2x2, ψb〉

©
= E

¶
〈Df◦γ1x2, ψa〉 〈Df◦γ1x2, ψb〉

©
,

= E
¶
〈Dγ1Dfx2, ψa〉 〈Dγ1Dfx2, ψb〉

©
,

= E
{¨
Dfx2,D−1

γ1 ψa
∂ ¨
Mfx2,D−1

γ1 ψb
∂}
,

= E{
〈’Dfx2, φa

〉〈’Dfx2, φb
〉
}.

où φa = ◊�D−1
γ1 ψa et φb = ◊�D−1

γ1 ψb.
Comme les deux processus ont, par hypothèse, la même covariance fonctionnelle,

∀ψa, ψb ∈ S (R), E{〈Dγ1x1, ψa〉 〈Dγ1x1, ψb〉} = E{〈Dγ2x2, ψa〉 〈Mγ2x2, ψb〉},

et

∀ψa, ψb ∈ S (R), E{
〈’Dfx2, φa

〉〈’Dfx2, φb
〉
} =

¨
Sx1 , φaφb

∂
.

Comme l’opérateur de dilatation temporelle et l’opérateur de transformation de Fourier sont des
isomorphismes de S (R), ∀φ1, φ2 ∈ S (R),

φa, φb ∈ S (R)⇔ ψa, ψb ∈ S (R).

Alors,

∀φa, φb ∈ S (R), E{
〈’Dfx2, φa

〉〈’Dfx2, φb
〉
} =

¨
Sx1 , φaφb

∂
,
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et Df est un pseudo-filtre de S ′(R) et f est une fonction affine. ∃ a, b ∈ R, f(t) = at+ b et

∀φa, φb ∈ S (R),

Æ
1√
a
DaSx2 , φaφb

∏
=
¨
Sx1 , φaφb

∂
.

Les spectres généralisés des processus x1 et x2 vérifient donc 1√
a
DaSx2 = Sx1 .

♠

Propriété 3.18 (Équiprobabilité) Étant donné un processus généralisé x ∈ S ′
g(R), circu-

laire et stationnaire de spectre Sx(R), et une fonction affine f(t) = t + b, alors ∀b ∈ R,
∀γ ∈ OD(R),

D(f◦γ)x = Dγx,

où l’égalité précédente est une égalité en loi.

Preuve Remarquons d’abord que D(f◦γ) = DγT−1
b , le processus x étant stationnaire, T−1

b x est
identiquement distribué au processus x et le processus D(f◦γ)x est identiquement distribué au
processus Dγx. ♠

3.4 Présentation des modèles étudiés et problématique

Nous allons maintenant présenter les deux modèles de déformation de processus stationnaires
généralisés que nous considérerons par la suite.

3.4.1 Modèle de modulation fréquentielle

Soit x ∈ S ′
g(R) un processus gaussien stationnaire centré à valeurs réelles de covariance

généralisée cx et de spectre généralisé Sx vérifiant,

∃ ε > 0, supp(Sx) = ]−∞,−ε[∪ ] + ε,+∞[.

Soit w, un bruit blanc gaussien circulaire de variance σ2
0 et soit Mα l’opérateur de modulation

fréquentielle par la fonction α ∈ OM (R). On suppose disposer d’une réalisation du processus
ym ∈ S ′

g(R) correspondant à l’observation bruitée de l’action de l’opérateur de modulation
fréquentielle sur le processus stationnaire z, processus analytique associé au processus x,

ym =Mαz + w. (3.25)

3.4.2 Modèle de dilatation temporelle

Soit x ∈ S ′
g(R) un processus gaussien stationnaire centré à valeurs réelles de covariance

généralisée cx et de spectre généralisé Sx vérifiant,

∃ ε > 0, supp(Sx) = ]−∞,−ε[∪ ] + ε,+∞[.

Soit w, un bruit blanc gaussien circulaire de variance σ2
0 etDγ l’opérateur de dilatation temporelle

par la fonction γ ∈ OD(R). On suppose disposer d’une réalisation du processus yd ∈ S ′
g(R)
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correspondant à l’observation bruité de l’action de l’opérateur de dilatation temporelle sur le
processus stationnaire z, processus analytique associé au processus x,

yd = Dγz + w.

Remarque 3.1 L’opérateur de modulation fréquentielle, quand il agit sur un processus à va-
leurs réelles, brise la symétrie hermitienne de celui-ci. Les sons étant des signaux à valeurs
réelles et possédant la symétrie hermitienne, il est donc naturel de considérer que l’opérateur de
modulation agit uniquement sur la partie analytique du signal stationnaire initial. Le son corres-
pondant au processus déformé étant alors associé à la partie réel du processus ym. Le problème
est inexistant lorsque l’on s’intéresse à l’opérateur de dilatation temporelle puisque celui préserve
la symétrie hermitienne. Dans le souci d’unifier les deux modèles de déformation nous avons
tout de même considéré que l’opérateur de dilatation temporelle agissait sur la partie analytique
du signal stationnaire initial.

3.4.3 Problématique et indétermination

Disposant uniquement d’une réalisation du processus stochastique ym (resp. yd), on cher-
chera à estimer la fonction de déformation α (resp. γ), le spectre Sx du processus stationnaire
sous-jacent et si possible, une version stationnarisée du processus observé, correspondant à la
réalisation du processus stationnaire x associé à la réalisation du processus yd ou ym. Nous
avons vu en proposition 3.11 et 3.17 qu’il n’y avait pas unicité de la représentation d’un signal
modulé fréquentiellement ou dilaté temporellement. Nous ne serons donc à priori pas en mesure
d’estimer les fonctions de déformation de manière univoque. Nous proposerons en section 5.5 un
moyen de lever cette indétermination. Cette indétermination est illustrée figure 3.1
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Figure 3.1 – En haut à gauche : Image temps-fréquence d’un signal stationnaire. En haut à
droite : Image temps-fréquence du même signal modulé fréquentiellement par une exponentielle
complexe dont l’argument est fonction du temps. En bas : Signal obtenu par démodulation du
signal modulé fréquentiellement. La fonction de démodulation utilisée n’est pas l’opposée de la
fonction de modulation initiale, elle en diffère d’une fonction affine. La démodulation conduit
à un signal stationnaire dont le spectre est translaté par rapport à celui du signal stationnaire
initial.



Chapitre 4

Analyse temps-fréquence et
temps-échelle des processus déformés

Ce chapitre est consacré à l’étude temps-fréquence des processus modulés fréquentiellement
et dilatés temporellement. Bien que de très nombreuses représentations temps-fréquence existent
(voir [Flandrin, 1993]), nous utiliserons uniquement la transformée de Gabor et la transformée
en ondelettes. Nous verrons en effet que ces transformées sont particulièrement bien adaptées à
l’étude des opérateurs de déformation considérés. Comme montré dans [Clerc and Mallat, 2003],
nous verrons que l’opérateur de modulation fréquentielle et l’opérateur dilatation temporelle
pourront respectivement être approximés comme des opérateurs de translations dans les plans
temps-fréquence et temps-échelle. Ces propriétés de translations se retrouveront alors sur les
covariances des transformées temps-fréquence et temps-échelle des processus déformés. Nous
donnerons enfin les lois de probabilités associées à des ensembles de mesures discrètes dans les
plans temps-fréquence et temps-échelle.
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4.1 Des représentations adaptées à l’étude des signaux non sta-
tionnaires

4.1.1 Analyse de Gabor des processus généralisées

Étant donnée une fonction g ∈ S (R), appelée fenêtre d’analyse, on lui associe une famille
de fonctions (gτν)τ,ν∈R ∈ S (R) obtenues par modulation et translation de g,

gτν(t) = TτMνg(t) = g(t− τ)e2iπν(t−τ). (4.1)

La transformée de Gabor (voir [Gabor, 1946] pour l’article original) Vg du processus stochastique
x ∈ S ′

g(R) est alors définie par

Vgx(τ, ν) = 〈x, gτν〉 , ∀ (τ, ν) ∈ R2. (4.2)

Vgx définit alors un champ stochastique de dimension deux dont les trajectoires sont presque
sûrement C∞, ceci étant une conséquence de la proposition 2.5.

Propriété 4.1 La transformée de Gabor ainsi définie est covariante par translation temporelle,
c’est à dire

Vg[Tax](τ, ν) = Vg[x](τ − a, ν).

Les propriétés d’invariance temporelle du signal x se répercutent alors sur la variable temporelle
de la transformée de Gabor.

Propriété 4.2 La transformée de Gabor ainsi définie est quasi-covariante par translation fréquentielle,
c’est à dire

Vg[Mbx](τ, ν) = e2iπbτVg(τ, ν − b).
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Remarque 4.1 On peut donner une définition alternative de la transformée de Gabor où les
atomes temps fréquence gτν sont obtenus par translation puis modulation de la fenêtre g, gτν =
MνTτg. Avec cette autre définition, les propriétés d’invariance fréquentielle du signal x se
répercutent sur la variable fréquentielle de la transformée de Gabor

Vg[Mbx](τ, ν) = Vg(τ, ν − b).

La propriété d’invariance temporelle étant un élément central à l’étude des déformations des
processus stationnaires, nous avons naturellement opté pour la définition de la transformée de
Gabor covariante en temps.

On considérera sans perte de généralité que g et ĝ sont des fonctions correctement localisées
au voisinage de 0, Vgx(τ, ν) sera alors une mesure de la présence de la fréquence ν dans le
processus x à l’instant τ .

4.1.2 Analyse en ondelettes des processus généralisés

Étant donnée une fonction ψ ∈ S (R), appelée ondelette on lui associe la famille de fonctions
(ψτs)τ,s∈R ∈ S (R) obtenues par dilatation et translation de ψ,

ψτs(t) = TτDqsψ(t) =
1√
qs
ψ

Å
t− τ
qs

ã
,

où q ∈ R∗+.
La transformée en ondelettes Wψ du processus stochastique x ∈ S ′

g(R) est définie par

Wψx(τ, s) = 〈x, ψτs〉 , ∀ (τ, s) ∈ R2.

Wψx définit alors champ stochastique de dimension deux dont les trajectoires sont presque
sûrement C∞, ceci étant une conséquence de la proposition 2.5.

Propriété 4.3 La transformée en ondelettes ainsi définie est covariante par translation tempo-
relle,

Wψ[Tax](τ, s) =Wψ(τ − a, s).

Les propriétés d’invariance temporelle du signal x se répercutent sur la variable temporelle de
la transformée en ondelette.

Propriété 4.4 La transformée en ondelettes ainsi définie est quasi-covariante par translation
en échelle, c’est à dire que

Wψ[Dqbx](τ, s) =Wψ[x](τ/qb, s− b).

Remarque 4.2 Comme nous l’avons fait pour la transformée de Gabor, on peut donner une
définition alternative de la transformée en ondelette, où les atomes temps-échelle ψτs sont obte-
nus par translation puis dilatation de la fonction ψ, gτs = DqsTτg. Les propriétés d’invariance
d’échelle du signal x se répercutent ainsi sur la variable d’échelle de la transformée en ondelettes

Wψ[Dqbx](τ, ν) =Wg(τ, s− b).
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C’est évidemment la définition de la transformée en ondelettes covariante en temps que nous
retiendrons, celle ci étant adaptée à l’étude des propriétés de non-stationnarité des processus
stochastique.

On considérera que la fonction ψ est localisé au voisinage de 0, sa transformée de Fourier
sera telle que ψ̂(0) = 0 mais ψ̂ sera bien localisé autour d’un point de l’axe fréquentiel.Wψx(τ, s)
sera alors une mesure de la présence de l’échelle s dans le processus x à l’instant τ .

4.2 Étude locale des opérateurs de déformation et choix de
représentations

Il est communément admis que la transformée de Gabor est une transformation adaptée à
l’étude des signaux modulés en fréquence et que la transformée en ondelettes est une transfor-
mation adaptée à l’étude des signaux dilatés en fréquence. Un simple calcul algébrique nous
permettra en effet de remarquer que les opérateurs de dilatation et de modulation usuels s’ex-
priment simplement dans les plans temps-fréquence et temps-échelle. Nous verrons que, sous la
condition de pouvoir exploiter les propriétés de localisation de ces transformées, cela reste ap-
proximativement vrai dans le cas général où l’on considère les opérateurs de dilatation temporelle
et de modulation fréquentielle.

4.2.1 Analyse de Gabor de l’opérateur de modulation fréquentielle

Considérons d’abord l’opérateur de modulation fréquentielle défini par

Mαx(t) = e2iπα(t)x(t),

dans le cas élémentaire où la fonction de modulation α est affine, α(t) = at + b avec a, b ∈
R. L’opérateur de modulation fréquentielle Mα s’exprime alors simplement en fonction de
l’opérateur de modulation usuel

Mα = e2iπbMa.

Cet opérateur de modulation intervenant dans la construction des familles d’atomes temps-
fréquences l’étude de l’opérateurMα à l’aide de la transformée de Gabor nous permet d’utiliser
les propriétés de covariance 4.1 et 4.2 de la transformée de Gabor,

Vg[Mαx](τ, ν) = 〈Mαx, TτMνg〉
= e2iπb 〈Max, TτMνg〉
= e2iπb

¨
x,M−1

a TτMνg
∂

= e2iπ(aτ+b)
¨
x, TτM

−1
a Mνg

∂
= e2iπ(aτ+b)Vg[x](τ, ν − a).

Il apparâıt alors que dans le cas où la fonction de modulation est affine, l’opérateur de mo-
dulation fréquentielle agit, à une phase près, comme un opérateur de translation dans le plan
temps fréquence. Dans le cas général où la fonction α n’est pas affine cette propriété n’est plus
vérifiée, nous allons voir comment les propriétés de localité de la fenêtre d’analyse g vont nous
permettre d’approximer, en chaque point, la fonction de modulation α par une fonction affine
afin d’exploiter les propriétés de covariance.
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4.2.1.1 Approximation locale de l’opérateur de modulation fréquentielle

Mesurer la distributionMαx ∈ S ′(R) sur l’atome temps-fréquence gτν ∈ S (R) est équivalent
à mesurer la distribution x sur l’atome modulé

Mαgτν(t) = gτν(t)e−2iπα(t).

Si la fonction g est suffisamment bien localisée autour de zéro, on pourra approximer la fonction
α par sa tangente au point τ , α(t) ≈ α(τ) + α′(τ)(t− τ), ceci revient à approximer l’opérateur
de modulation fréquentielle Mα par ›Mτ

α, son opérateur tangent au point τ , défini par›Mτ
αx(t) = e2iπα(τ)e2iπα′(τ)(t−τ)x(t) ∀t, (4.3)

qui s’exprime aussi simplement comme composition des opérateurs de modulation et de trans-
lation usuels

∀τ ∈ R, ›Mτ
α = e2iπα(τ)TτMα′(τ)T

−1
τ . (4.4)

Le résultat de la mesure de Mαx sur la fonction gτν pourra alors, en chaque point τ , être
approximé par la mesure de ›Mτ

αx sur gτν

∀τ ∈ R, 〈Mαx, gτν〉 ≈
¨›Mτ

αx, gτν
∂
, (4.5)

Intuitivement, l’approximation de l’opérateur de modulation par son opérateur tangent sera
d’autant meilleure que les variations de la fonction α seront faibles au voisinage du point τ ,
ce voisinage étant directement lié à la localisation de la fenêtre d’analyse g. On donnera à la
fin de cette section un théorème qui nous permettra de quantifier plus précisément cette erreur
d’approximation.

4.2.1.2 Des migrations dans le plan temps-fréquence

L’expression (4.4) de l’opérateur tangent en fonction des opérateurs de translation et de
modulation usuels nous permet d’utiliser les propriétés de covariance 4.1 et 4.2 de la transformée
de Gabor pour énoncer la proposition suivante,

Proposition 4.1 En chaque point τ , ›Mτ
α l’opérateur tangent au point τ à l’opérateur de mo-

dulation fréquentielle Mα agit, à une phase près, comme un opérateur de translation dans le
plan temps-fréquence.

∀(τ, ν) ∈ R2, Vg[›Mτ
αx](τ, ν) = e2iπα(τ)Vg[x](τ, ν − α′(τ)).

Preuve ∀ (τ, ν) ∈ R2, calculons

Vg[›Mτ
αx](τ, ν) =

¨
e2iπα(τ)TτMα′(τ)T

−1
τ x, TτMνg

∂
= e2iπα(τ)

¨
x, TτMν−α′(τ)g

∂
= e2iπα(τ)Vg[x](τ, ν − α′(τ)).

Ces propriétés de migration des coefficients resteront alors approximativement vraies dans
le cas ou l’on considérera l’analyse de Gabor de l’opérateur de modulation fréquentielle.



68 Chapitre 4. Analyse temps-fréquence et temps-échelle des processus déformés

4.2.1.3 Modulation fréquentielle et pseudo-filtre de S ′
g(R)

Intéressons nous maintenant au cas où l’opérateur de modulation fréquentielle agit sur un
processus stochastique stationnaire x ∈ S ′

g(R). Les opérateurs de modulation et de transla-
tion usuels étant des pseudo-filtres de S ′

g(R) (voir définition 3.2), l’expression générale (voir
équation 4.4) des opérateurs tangents à Mα nous permet de remarquer que ce sont eux aussi
des pseudo-filtre de S ′

g(R).

Proposition 4.2 Étant donné un processus stochastique stationnaire x ∈ S ′
g(R), de spectre

généralisé Sx ∈ S ′(R), le processus ›Mτ
αx ∈ S ′

g(R) est un processus stochastique stationnaire de
spectre généralisé Tα′(τ)Sx.

Preuve En utilisant l’expression 4.4 de l’opérateur ›Mτ
α en fonction des opérateurs de modula-

tion et de translation usuels on peut calculer la covariance du processus ›Mτ
αx, ∀ψ1, ψ2 ∈ S (R),

E
{¨›Mτ

αx, ψ1

∂ ¨›Mτ
αx, ψ2

∂}
= E

{¨
e2iπα(τ)TτMα′(τ)T

−1
τ x, ψ1

∂ ¨
e2iπα(τ)TτMα′(τ)T

−1
τ x, ψ2

∂}
= E

{¨
Mα′(τ)T

−1
τ x, ψ1

∂ ¨
Mα′(τ)T

−1
τ x, ψ2

∂}
= E

ß〈
x,M−1

α′(τ)ψ1

〉〈
x,M−1

α′(τ)ψ2

〉™
= E

ß〈
x̂, T−1

α′(τ)ψ̂1

〉〈
x̂, T−1

α′(τ)ψ̂2

〉™
=

〈
Tα′(τ)Sx, ψ̂1

¯̂
ψ2

〉
.

♠

Ainsi, dans le cas ou x est un processus stationnaire, approximer, en chaque point τ , le processus
Mαx par le processus ›Mτ

αx revient à approximer, en chaque point τ , le processus Mαx par
un processus stationnaire. Bien entendu l’opérateur ›Mτ

α n’aura de sens pour nous que lorsque
qu’il agira sur un processus mesuré sur une fonction test localisée au voisinage du point τ , nous
verrons en section 4.4.1 que cela nous permettra de définir des spectres locaux, ou spectres
évolutifs, associés aux processus modulés en fréquence.

4.2.1.4 Des théorèmes d’approximations

Il convient maintenant de se demander dans quelle mesure les approximations proposées
précédemment sont valides et de comprendre l’influence des différents paramètres (localisation
des fonctions tests, variations des fonctions de déformation...) sur la qualité de ces approxi-
mations. Nous proposons différents théorèmes d’approximation dans le cas où l’opérateur de
modulation fréquentielle est appliqué à un processus stationnaire. Les preuves des théorèmes 4.2
et 4.3, proches de la preuve du théorème 4.1, sont données en annexe 7.5.1 et 7.5.2.

Théorème 4.1 Soit g ∈ S (R) une fonction test satisfaisant |g(t)| ≤ (1 + |t|)−λ avec λ > 2.
Soit x un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé Sx ∈ L1(R), alors
∀(τ, s) ∈ R2,

Vg[Mαx](τ, ν) = Vg[›Mτ
αx](τ, ν) + εm(τ, ν),
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où εm est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ σ2

x

16

9

Å
λ+ 2

λ− 1

ã2 Åπ
2
||α′′||∞

ã2− 6
λ+2

,

σ2
x =

∫
R Sx(ξ)dξ étant la variance de x.

Preuve On pose,

εm(τ, ν) = Vg[Mαx](τ, ν)− Vg[›Mτ
αx](τ, ν)

= 〈Mαx, gτ,ν〉 −
¨›Mτ

αx, gτ,ν
∂

= 〈x, fτν〉

où fτν(t) =
Ä
e2iπα(t) − e2iπ(α(τ)+(t−τ)α′(t−τ))

ä
g(t− τ)e2iπ(t−τ)ν .

Comme le processus x est stationnaire

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
=
¨
Sx, |f̂τν |2

∂
Regardons maintenant f̂τν :

|f̂τν(ξ)| =

∣∣∣∣∫
R
fτν(t)e−2iπtξdt

∣∣∣∣
≤

∫
R
|fτν(t)|dt

≤ 2

∫
R
| sin(r(t, τ))g(t− τ)|dt,

où il existe ε ∈ R tel que r(t, τ) = π
2α
′′(ε)(t− τ)2. Donc

|f̂τν(ξ)| ≤ 2

∫
I1

|g(u)|du+ π||α′′||∞
∫
I2

u2|g(u)|du. (4.6)

On a ici utilisé les majorations | sin(t)| < 1 et | sin(t)| < |t| et nous avons séparé l’intégrale sur
deux domaines

I1 = {u : |u| ≥ u0}, I2 = R\I1,

où u0 est une borne pouvant être adaptée. En utilisant maintenant la décroissance de la fonction
g, à savoir |g(t)| ≤ (1 + |t|λ)−1,∫

I1

|g(u)|du ≤ 2

λ− 1
u1−λ

0 ,

∫
I2

u2|g(u)|du ≤ 2

3
u3

0 .

Ainsi

|f̂τν(ξ)| ≤ 4

λ− 1
u1−λ

0 +
2π

3
||α′′||u3

0.
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La valeur minimum de cette expression étant obtenue pour u0 =
(π

2 ||α
′′||∞

)− 1
λ+2 , on a ainsi,

|f̂τν(ξ)| ≤ 4

λ− 1

Å
π

2
||α′′||∞

ãλ−1
λ+2

+
2π

3
||α′′||

Å
π

2
||α′′||∞

ã− 3
λ+2

.

≤ 4

3

Å
λ+ 2

λ− 1

ãÅ
π

2
||α′′||∞

ãλ−1
λ+2

Finalement,

|f̂τν(ξ)|2 ≤ 16

9

Å
λ+ 2

λ− 1

ã2 Åπ
2
||α′′||∞

ã2− 6
λ+2

.

En supposant que Sx ∈ L1(R) et en posant σ2
x =

∫
R Sx(ξ)dξ,

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ σ2

x

16

9

Å
λ+ 2

λ− 1

ã2 Åπ
2
||α′′||∞

ã2− 6
λ+2

.

Théorème 4.2 Soit g ∈ S (R) une fonction test satisfaisant |g(t)| ≤ λe−λ|t| avec λ > 0.
Soit x un processus gaussien généralisé stationnaire, de spectre généralisé Sx ∈ L1(R), alors
∀(τ, s) ∈ R2,

Vg[Mαx](τ, ν) = Vg[›Mτ
αx](τ, ν) + εm(τ, ν).

L’erreur d’approximation εm est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ 32σ2

x

π2||α′′||2∞
λ2

B

Ñ
λ»

π
2 ||α′′||∞

é
où B est la fonction strictement croissante de R+ dans [0, 1] définie par B(x) = [1− (x+ 1)e−x]

2
.

Théorème 4.3 Soit g ∈ D([− 1
λ ,+

1
λ ]) une fonction test à support inclus dans [− 1

λ ,
1
λ ] telle

que |g(t)| ≤ K. Soit x un processus stochastique généralisé stationnaire, de spectre généralisé
Sx ∈ L1(R). Alors pour tout ∀τ, ν ∈ R,

Vg[Mαx](τ, ν) = Vg[›Mτ
αx](τ, ν) + εm(τ, ν),

où εm est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

∃tλ ∈ [τ − 1

λ
, τ +

1

λ
], E

¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ 9

16λ6
K2π2σ2

x

∣∣α′′(tλ)
∣∣2 .

Dans les trois cas considérés le paramètre λ est un paramètre de localisation de la fenêtre
d’analyse autour du point τ , on remarque alors que l’erreur d’approximation est évidemment
d’autant meilleure que la fonction test est bien localisée puisque les approximations effectuées
proviennent d’un développement limité au voisinage de τ . On remarque aussi que l’erreur d’ap-
proximation est d’autant plus faible que la dérivée seconde de la fonction de modulation est pe-
tite. Cette condition se comprend aisément puisque les approximations réalisées correspondent à
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Migrations des coefficients dans le plan temps-fréquence

Figure 4.1 – Gauche : transformée de Gabor d’un processus stationnaire. Droite : transformée
de Gabor du même processus stationnaire déformé par l’opérateur de modulation fréquentielle
superposé avec la dérivée de la fonction de modulation (en rouge).

une approximation, en chaque point, de l’opérateur de modulation fréquentielle par un pseudo-
filtre de S ′

g(R), or dans le cas où α′′ = 0, l’opérateur de modulation est lui même un pseudo-filtre
de S ′

g(R). On notera aussi que les deux premiers théorèmes font intervenir des bornes globales
pour les erreurs d’approximation, en se sens qu’elles sont indépendantes de l’instant τ et qu’elles
bornent alors une erreur maximale sur tout les instants. On peut cependant supposer que l’erreur
d’approximation n’est pas indépendante de l’instant à laquelle elle est mesuré mais qu’elle sera
d’autant plus faible à l’instant τ que α′′ sera faible au voisinage de ce point, c’est ce que montre
le troisième théorème, le voisinage du point τ étant complètement déterminé par le support de
la fonction test g. On notera enfin que lorsque la localisation de la fenêtre g devient petite, les
borne proposées dépendent toutes du carré de la dérivée seconde de la fonction de modulation.

4.2.2 Analyse en ondelettes de l’opérateur de dilatation temporelle

De la même manière que nous l’avons fait pour l’opérateur de modulation fréquentielle,
considérons l’opérateur de dilatation temporelle défini par

Dγx(t) =
»
γ′(t)x (γ(t)) ,

dans le cas où la fonction de dilatation γ est affine, γ(t) = at + b avec a ∈ R+ et b ∈ R.
L’opérateur de dilatation temporelle Dγ a alors une expression simple en fonction de l’opérateur
de translation et de l’opérateur de dilatation usuel

Dγ = D−1
a T−1

b .

Ces opérateurs intervenant dans la construction des familles d’atomes temps-échelle, la trans-
formée en ondelettes parait adaptée à l’étude de Dα. On pourra alors exploiter les propriétés de
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covariance 4.3 et 4.4 de la transformée en ondelettes,

Wψ[Dγx](τ, s) = 〈Dγx, TτDqsψ〉
=
¨
D−1
a T−1

b x, TτDqsψ
∂

=
¨
T−1
b x, TaτDaqsψ

∂
=
¨
x, T(aτ+b)Daqsψ

∂
= Wψ[x]

Ä
aτ + b, s+ logq(a)

ä
.

Ainsi, dans le cas où la fonction de dilatation est affine, l’opérateur de dilatation temporelle agit
sur la variable d’échelle de la transformée en ondelettes, comme un opérateur de translation.
Quand la fonction γ n’est pas affine cette propriété n’est plus vérifiée. Nous allons voir comment
les propriétés de localisation de l’ondelette ψ vont nous permettre d’approximer en chaque point
la fonction de dilatation γ par une fonction affine afin d’exploiter les propriétés de covariance
de la transformée en ondelettes.

4.2.2.1 Approximation locale de l’opérateur de dilatation temporelle

Mesurer la distribution Dγx ∈ S ′(R) sur l’ondelette ψτs ∈ S (R) est équivalent à mesurer x
sur l’ondelette dilatée

D−1
γ ψτs(t) =

»
γ−1′(t)/qs ψ

Ç
γ−1(t)− τ

qs

å
Si l’ondelette ψ est suffisamment bien localisée autour de zéro, on peut approximer la fonction
γ par sa tangente au point τ , γ(t) ≈ γ(τ) + γ′(τ)(t− τ), ce qui revient à approximer l’opérateur
de dilatation temporelle par ‹Dτγ , son opérateur tangent au point τ , défini par‹Dτγx(t) =

»
γ′(τ)x

(
γ(τ) + γ′(τ)(t− τ)

)
, (4.7)

qui s’exprime aussi simplement en fonction des opérateurs de dilatation et de translation usuels,‹Dτγ = TτD
−1
γ′(τ)T

−1
γ(τ). (4.8)

Le résultat de la mesure de Dγx sur la fonction ψτs sera alors approximé, en chaque point τ ,

par la mesure de ‹Dτγx sur ψτs

∀τ ∈ R, 〈Dγx, ψτs〉 ≈
¨‹Dτγx, ψτs∂ , (4.9)

Intuitivement, l’erreur d’approximation sera d’autant plus faible que les variations de la fonction
γ seront faibles au voisinage du point τ , ce voisinage étant directement lié à la localisation la
fonction ψτs à l’échelle s. On donnera à la fin de cette section un théorème d’approximation qui
nous permettra de contrôler cette erreur .

4.2.2.2 Des migrations dans le plan temps-échelle

L’expression générale de l’opérateur tangent à l’opérateur de dilatation temporelle en fonction
des opérateurs de translation et de dilatation usuels (voir équation 4.8) nous permet d’utiliser
les propriétés de covariance 4.3 et 4.4 de la transformée en ondelette.
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Proposition 4.3 En chaque point τ , l’opérateur ‹Dτγ , tangent au point τ à l’opérateur de dila-
tation temporelle Dγ agit, dans le plan temps-échelle, comme un opérateur de composition par
rapport à la variable temporelle et de translation par rapport à la variable d’échelle

∀(τ, s) ∈ R2, Wψ[‹Dτ
γx](τ, s) =Wψ[x]

Ä
γ(τ), s+ logq(γ

′(τ))
ä
.

Preuve ∀ (τ, s) ∈ R2, calculons

Wψ[‹Dτ
γx](τ, s) =

〈
TτD

−1
γ′(τ)T

−1
γ(τ)x, TτDqsψ

〉
=
¨
x, Tγ(τ)Dqsγ′(τ)ψ

∂
= Wψ[x]

Ä
γ(τ), s+ logq(γ

′(τ))
ä
.

♠

Ces propriétés de migration des coefficients resteront alors approximativement vraies dans
le cas ou l’on considérera l’analyse par ondelettes de l’opérateur de dilatation temporelle.

4.2.2.3 Dilatation temporelle et pseudo-filtre de S ′
g(R)

On peut maintenant s’intéresser au cas où l’opérateur de dilatation temporelle agit sur un
processus stochastique stationnaire x ∈ S ′

g(R). Les opérateur de dilatation et de translation
usuels étant des pseudo-filtres de S ′

g(R), l’expression générale des opérateurs tangents à Dγ
(équation 4.8) nous permet de remarquer qu’ils sont eux aussi des pseudo-filtres de S ′

g(R).

Proposition 4.4 Étant donné un processus stochastique stationnaire x ∈ S ′
g(R), de spectre

généralisé Sx ∈ S ′(R), le processus ‹Dτγx ∈ S ′
g(R) est un processus stochastique stationnaire de

spectre généralisé SD̃τγx
=
»
γ′(τ)Dγ′(τ)Sx.

Preuve Utilisons l’expression (4.8) de l’opérateur ‹Dτγ en fonction des opérateurs de dilatation
et de translation usuels ‹Dτγ = TτD

−1
γ′(τ)T

−1
γ(τ), (4.10)

on peut ainsi calculer la covariance du processus ‹Dτγx
E
{¨‹Dτγx, ψ1

∂ ¨‹Dτγx, ψ2

∂}
= E

ß〈
TτD

−1
γ′(τ)T

−1
γ(τ)x, ψ1

〉〈
TτD

−1
γ′(τ)T

−1
γ(τ)x, ψ2

〉™
= E

{¨
x,Dγ′(τ)ψ1

∂ ¨
x,Dγ′(τ)ψ2

∂}
= E

ß〈
x̂, D−1

γ′(τ)ψ̂1

〉〈
x̂, D−1

γ′(τ)ψ̂2

〉™
=

〈»
γ′(τ)Dγ′(τ)Sx, ψ̂1

¯̂
ψ2

〉
.

Dans le cas où x est un processus stationnaire, approximer, en chaque point τ , l’opérateur
de dilatation temporelle par l’opérateur ‹Dτγ revient alors à approximer, en chaque point τ , le

processus déformé Dγx par le processus stationnaire ‹Dτγx . Naturellement l’opérateur ‹Dτγ n’aura
de sens pour nous que lorsque qu’il agira sur un processus mesuré sur une fonction test localisée
au voisinage du point τ . Nous verrons en section 4.4.1 que cela nous permettra de définir la
notion de spectres évolutifs associés aux processus dilatés temporellement.
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4.2.2.4 Des théorèmes d’approximations

Nous proposons, comme dans le cas de l’analyse de Gabor de l’opérateur de modulation
fréquentielle, des théorèmes d’approximations dans le cas où l’opérateur de dilatation tempo-
relle est appliqué à un processus stationnaire. Les preuves des théorèmes 4.5 et 4.6, similaires à
la preuve du théorème 4.4, sont données en annexe 7.5.3 et 7.5.4.

Théorème 4.4 Soit ψ ∈ S (R) une fonction test satisfaisant |ψ(t)| ≤ (1 + |t|λ)−1 avec λ > 2.
Soit x un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé Sx ∈ L1(R) tel que

ρx(λ) :=

∫ ∞
−∞

ξ2− 6
λ+2Sx(ξ)dξ <∞ .

Alors ∀(τ, s) ∈ R2

Wψ[Dγx](τ, s) =Wψ[‹Dτγx](τ, s) + εd(τ, s). (4.11)

où le reste εd est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤ ‖γ′′‖2∞q3s

Å
K0σx+K1‖γ′′‖

−3
λ+2
∞ qsq

−6s
λ+2

»
ρx(λ)

ã2

,

K0 et K1 étant deux constante dépendantes de λ.

Preuve Soit εd tel que

εd(τ, s) =Wψ[Dγx](τ, s)−Wψ[‹Dτγx](τ, s) =
¨
(Dγ − ‹Dτγ)x, ψτs

∂
Posons Bγ = Dγ/

√
γ′ et B̃τγ = ‹Dτγ/»γ′(τ), et séparons le reste en deux parties,

εd(τ, s) = ε
(0)
d (τ, s) + ε

(1)
d (τ, s) (4.12)

Avec

ε
(0)
d (τ, s) =

〈(√
γ′ −

»
γ′(τ)

)
Bγx, ψτs

〉
ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨Ä
Bγ − B̃τγ

ä
x, ψτs

∂
.

Nous allons donc borner ces deux termes indépendamment. Considérons d’abord ε
(0)
d ,

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
=
¨
Sx, |φτs|2

∂
,

où

|φτs(ξ)| =

∣∣∣∣∫
t∈R

e2iπξγ(t)
(»

γ′(t)−
»
γ′(τ)

)
ψτs(t)dt

∣∣∣∣ (4.13)

≤ 1

2

∥∥∥∥∥ γ′′√γ′
∥∥∥∥∥
∞
q−s/2

∫ ∞
−∞
|t− τ |

∣∣∣ψ Äq−s(t−τ)
ä∣∣∣ dt (4.14)

≤ µ

2

∥∥∥∥∥ γ′′√γ′
∥∥∥∥∥
∞
q3s/2 , où µ =

∫ ∞
−∞
|t| |ψ(t)| dt . (4.15)
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En supposant que |ψ(t)| ≤ (1 + |t|λ)−1,

µ ≤ 2

∫ ∞
0

t dt

1 + |t|λ
≤ 2

∫ 1

0
tdt+ 2

∫ ∞
1
t1−λdt ≤ λ

λ− 2
.

Finalement, avec σ2
x = ‖Sx‖1 la variance de processus x, on obtient la majoration suivante

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
≤ λ2σ2

x

4(λ− 2)2

∥∥∥∥∥ γ′′√γ′
∥∥∥∥∥

2

∞
q3s .

Considérons maintenant ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨
(Bγ − B̃τγ)x, ψτs

∂
, et remarquons d’abord que¨

(Bγ − B̃τγ)x, ψτs
∂

= q−s/2 〈x̂, fτs〉 ,

avec

fτs(ξ) =

∫
R
ψ
Ä
q−s(t− τ)

ä î
e−ξγ(t) − e−2iπξ[γ(τ)+γ′(τ)(t−τ)]

ó
dt.

On peut alors calculer la variance de ε
(1)
d (τ, s),

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ = q−sγ′(τ)

¨
Sx, |fτs|2

∂
. (4.16)

Comme il existe ζ ∈ R tel que γ′′(ζ) (t−τ)2

2 = γ(t)− γ(τ)− γ′(τ)(t− τ),

|fτs(ξ)| =

∣∣∣∣∣
∫
e2iπξγ(t)

î
1−eiπξ(t−τ)2γ′′(ζ)

ó
ψ
Ä
(q−s(t−τ)

ä
dt

∣∣∣∣∣. (4.17)

≤ 2

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣sinÅπ2 ξ(t−τ)2γ′′(ζ)

ã∣∣∣∣ |ψ Äq−s(t−τ)
ä
|dt (4.18)

≤ 2qs
∫ ∞
−∞
|ψ(t)|

∣∣∣∣sinÅπ2 ξq2st2γ′′(ζ)

ã∣∣∣∣ dt (4.19)

≤ 2qs
ñ∫
I1(ξ)
|ψ(t)|ds+

π‖γ′′‖∞
2

ξq2s
∫
I2(ξ)
t2|ψ(t)|dt

ô
. (4.20)

Nous avons utilisé ici les majorations | sin(u)| ≤ 1 et | sin(u)| ≤ |u| et nous avons séparé l’axe
des réels en deux intervalles dépendant de la fréquence ξ,

I1(ξ) = {t : |t| ≥ u0}, I2(ξ) = R\I1(ξ),

où u0 est un paramètre qui pourra être adapté.

Notons C0 = π‖γ′′‖∞
2 ξq2s et utilisons maintenant la décroissance de l’ondelette ψ, à savoir

|ψ(t)| ≤ (1 + |t|λ)−1,∫
I1(ξ)
|ψ(t)|dt ≤ 2

λ− 1
u1−λ

0 ,

∫
I2(ξ)

t2|ψ(t)|dt ≤ 2

3
u3

0 .
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Ainsi
|fτs(ξ)| ≤ 4qsF (u0) ,

où

F (u0) =
u1−λ

0

λ− 1
+ C0

u3
0

3
.

La valeur u0opt de u0 qui minimise l’expression précédente étant u0opt = C
− 1
λ+2

0 , cela nous
conduit à la borne suivante

F (u0opt) =
λ+ 2

3(λ− 1)
C

1− 3
λ+2

0 .

Ainsi,

|f(ξ)| ≤ 4qs
λ+ 2

3(λ− 1)

Ç
π‖γ′′‖∞

2
ξq2s

å1− 3
λ+2

(4.21)

On obtient finalement la majoration suivante,

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ ≤ 16(λ+ 2)2

9(λ− 1)2
γ′(τ)

Ç
π‖γ′′‖∞

2

å2− 6
α+2

(qs)5− 12
λ+2

∫ ∞
−∞

ξ2− 6
λ+2Sx(ξ)dξ .(4.22)

On peut maintenant majorer l’erreur d’approximation dans son intégralité

E
¶
|εd(τ, s)|2t

©
= E

ß∣∣∣ε(0)
d (τ, s) + ε

(1)
d (τ, s)

∣∣∣2™ ,
= E

ß∣∣∣ε(0)
d (τ, s)

∣∣∣2™+ E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™+ 2<

ï
E
ß
ε
(0)
d (τ, s)ε

(1)
d (τ, s)

™ò
,

Comme ∣∣∣∣< ïEßε(0)
d (τ, s)ε

(1)
d (τ, s)

™ò∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Eßε(0)
d (τ, s)ε

(1)
d (τ, s)

™∣∣∣∣ ,
≤ E

ß∣∣∣∣ε(0)
d (τ, s)ε

(1)
d (τ, s)

∣∣∣∣™ ,
≤
 
E
ß∣∣∣ε(0)

d (τ, s)
∣∣∣2™Eß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™

On obtient alors la majoration suivante en fonction des deux erreurs calculées précédemment

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤
Ç 

E
ß∣∣∣ε(0)

d (τ, s)
∣∣∣2™+

 
E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™å2

, (4.23)

ce qui conclut la preuve. ♠

On obtient de même des bornes similaires, sous des hypothèses différentes de décroissance
pour la fonction ψ.

Théorème 4.5 Soit ψ ∈ S (R) une fonction test satisfaisant |ψ(t)| ≤ λe−λ|t| avec λ > 0. Soit
x un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé Sx ∈ L1(R) tel que∫

R
ξ2Sx(ξ)dξ <∞.
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Supposons que la fonction de dilatation γ vérifie 0 < cγ < |γ′(t)| < Cγ < +∞,∀t ∈ R, alors
∀(τ, s) ∈ R2

Wψ[Dγx](τ, s) =Wψ[‹Dτγx](τ, s) + εd(τ, s). (4.24)

Le reste εd est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤ q3s ||γ′′||2∞

λ2

(
σx√
cγ

+

 
8π2Cγ
λ2

∫
R
ξ2vλ(ξ)Sx(ξ)dξ

)2

(4.25)

où vλ est une fonction bornée sur R+ telle que ∀ξ ∈ R+,

lim
λ→+∞

vλ(ξ) = 0. (4.26)

Théorème 4.6 Soit ψ ∈ D([− 1
λ ,+

1
λ ]) une fonction test à support inclut dans [− 1

λ ,+
1
λ ] telle

que |ψ(t)| ≤ K. Soit x un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé
Sx ∈ L1(R) tel que

VSx :=

∫
R
ξ2Sx(ξ)dξ. <∞ .

Supposons que la fonction de dilatation γ vérifie 0 < cγ < |γ′(t)| < Cγ < +∞,∀t ∈ R, alors
∀(τ, s) ∈ R2

Wψ[Dγx](τ, s) =Wψ[‹Dτγx](τ, s) + εd(τ, s), (4.27)

où le reste εd est un processus stochastique gaussien circulaire vérifiant

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤ K2q3s

λ4
|γ′′(ts)|2

Ç
1

2

 
1

cγ
σx +

2

3λ

»
Cγπq

»
VSx

å2

avec

ts = argmax
t∈[τ− q

s

λ
,τ+ qs

λ
]

(|γ′′(t))|2). (4.28)

Comme dans le cas des théorèmes concernant les approximations dans le plan temps fréquence,
on remarque que l’erreur d’approximation est d’autant meilleure la fonction test est bien loca-
lisé et qu’elle se comporte comme le carré de la dérivée seconde de la fonction de dilatation.
On notera aussi que les bornes dépendent de la variable d’échelle s, en effet, la localisation de
l’ondelette ψ augmente dans les petites échelles et diminue ainsi l’erreur d’approximation, celle
ci tendant vers 0 quand s→ −∞. La figure 4.2 illustre ces propriétés de migrations dans le plan
temps-échelle.

4.2.3 Conclusion sur l’approximation locale des opérateur de déformation

Nous avons vu comment la mesure des processus déformés sur des fonctions correctement
localisées temporellement nous permettait d’approximer les opérateurs de déformation par leurs
opérateurs tangents. Ces opérateurs possèdent deux propriétés fondamentales que nous cher-
cherons à exploiter par la suite, ils ont d’une part des expressions simple dans des espaces de
représentation adaptés et ils possèdent d’autre part la propriété d’être des pseudo-filtres. L’ap-
proximation des opérateurs de déformation par leurs opérateurs tangents est un élément central
à l’ensemble de ce manuscrit puisque une grande partie des méthodes développées prendra ef-
fectivement sens lorsque les erreurs en résultant pourront effectivement être négligées.
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Migrations des coefficients dans le plan temps-échelle

Figure 4.2 – Gauche : transformée en ondelettes d’un signal stationnaire. Droite : transformée
en ondelettes d’un signal stationnaire déformé par l’opérateur de dilatation temporelle superposé
avec le logarithme de la dérivée de la fonction de dilatation (en rouge).

4.3 Étude des transformées temps-fréquence et temps-échelle
des processus stochastiques généralisés

Les transformées temps-fréquence et temps-échelle des processus stochastiques étant elles-
mêmes des champs stochastiques bidimensionnels on va chercher ici à caractériser leurs lois.
On considérera alors les transformées des processus mis en jeu dans les modèles de modulation
fréquentielle et de dilatation temporelle présentés en 3.4.1 et 3.4.2, à savoir

ym =Mαz + w,

yd = Dγz + w,

où le processus w est un bruit blanc circulaire à valeurs complexes de variance σ2
0, et où z est

un processus circulaire stationnaire de spectre généralisé Sz ∈ S ′(R).
Les processus stochastiques intervenant dans le modèle de modulation seront étudiés à l’aide

de transformées temps-fréquence tandis que les processus stochastiques intervenant dans le
modèle de dilatation seront étudiés à l’aide de transformées temps-échelle. On considérera ainsi
les relations suivantes

Vg[ym](τ, ν) = Vg[Mαz](τ, ν) + Vg[w](τ, ν), (4.29)

Wψ[yd](τ, s) = Wψ[Dγz](τ, s) +Wψ[w], (τ, s) (4.30)

et leurs approximations correspondantes

Vg[Mαz](τ, ν) = Vg[›Mτ
αz](τ, ν) + εm(τ, ν),

Wψ[Dγz](τ, s) = Wψ[‹Dτ
γz](τ, s) + εd(τ, s).

4.3.1 Lois des transformées temps-fréquence des processus stochastiques

Proposition 4.5 (Loi de Vg[z]) Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaussien, circu-

laire et stationnaire de spectre généralisé Sz. Sa transformée de Gabor Vg[z] est un champ sto-
chastique gaussien bidimensionnel circulaire. Sa première fonction de covariance CVg [z] a pour
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expression

CVg [z](τ, τ
′, ν, ν ′) =

¨
Sz, ĝτν‘gτ ′ν′∂ ,

où (ĝτν‘gτ ′ν′)(ξ) = ĝ(ξ − ν)¯̂g(ξ − ν ′)e−2iπξ(τ−τ ′) ∀ ξ ∈ R.

Remarque 4.3 La propriété de covariance temporelle de la transformée de Gabor (prop. 4.1),
se traduit ici par le fait que la transformée de Gabor d’un processus stationnaire est un champ
stochastique bidimensionnel, stationnaire par rapport à sa variable temporelle.

On a de manière corollaire que Vg[w], la transformée de Gabor du processus blanc circulaire de
variance σ2

0 est un champ stochastique gaussien bidimensionnel centré et circulaire. Sa première
fonction de covariance CVg [w] a pour expression

CVg [w](τ, τ
′, ν, ν ′) = σ2

0

∫
R

¯̂g(ξ − ν)ĝ(ξ − ν ′)e2iπξ(τ−τ ′)dξ.

Remarque 4.4 Comme vu en remarque 4.2, la stationnarité du processus blanc se traduit par la
stationnarité du processus Vg[w] par rapport à sa variable temporelle. La transformée de Fourier
du processus blanc étant également un processus stationnaire, une définition alternative de la
transformée de Gabor, covariante en fréquence, nous conduirait alors à une stationnarité de
Vg[w] par rapport à sa variable fréquentielle.

Proposition 4.6 (Loi de Vg[Mαz]) Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaussien, cir-

culaire et stationnaire de spectre généralisé Sz,Mα l’opérateur de modulation fréquentielle défini
en 3.3.1. La transformée de Gabor Vg[Mαz] du processus modulé est un champ stochastique gaus-
sien bidimensionnel circulaire. Sa première fonction de covariance CVg [Mαz] a pour expression

CVg [Mαz](τ, τ
′, ν, ν ′) =

〈
Sz, ĥτν

¯̂
hτ ′ν′

〉
.

avec ĥτν(ξ) =
∫
R gτν(t)e−2iπα(t)e−2iπξtdt

Preuve Le processus z étant circulaire E {〈z, ψ1〉 〈z, ψ2〉} = 0, ∀ψ1, ψ2. Alors C2
Vg [Mαz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) =

0 et le processus Vg[Mαz] est un processus circulaire. Regardons donc la première fonction de
covariance du champ stochastique Vg[Mαz],

CVg [Mαz](τ, τ
′, ν, ν ′) = E

{
〈Mαz, gτ,ν〉

〈
Mαz, gτ ′,ν′

〉}
= E

¶¨
z,Mαgτ,ν

∂ ¨
z,Mαgτ ′,ν′

∂©
,

=
〈
Sz, ĥτν

¯̂
hτ ′ν′

〉
.

où ĥτν(ξ) =
∫
R gτν(t)e−2iπα(t)e−2iπξtdt. ♠
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Proposition 4.7 (Loi de Vg[M̃τ
αz]) Soit z ∈ S ′

g(R) un processus stochastique, gaussien, cir-

culaire et stationnaire de spectre généralisé Sz. Vg[›Mτ
αz] l’approximation la transformée de

Gabor du processus modulé est un champ stochastique gaussien bidimensionnel circulaire. Sa
première fonction covariance CVg [M̃τ

αz]
a pour expression

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = e2iπ(α(τ)−α(τ ′))CVg [z](τ, τ
′, ν − α′(τ), ν ′ − α′(τ ′)).

Preuve Regardons l’expression de la première fonction de covariance du champ stochastique
Vg[›Mτ

αz],

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = E
{
Vg[›Mτ

αz](τ, ν)Vg[›Mτ ′
α z](τ

′, ν ′)
}
.

On a déja vu dans la preuve de la proposition 4.1 que

Vg[›Mτ
αz](τ, ν) = e2iπα(τ)Vg[z](τ, ν − α′(τ)).

Donc

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = E
¶
Vg[z]

(
τ, ν − α′(τ)

)
Vg[z] (τ ′, ν ′ − α′(τ ′))

©
e2iπ(α(τ)−α(τ ′))

= e2iπ(α(τ)−α(τ ′))CVg [z](τ, τ
′, ν − α′(τ), ν ′ − α′(τ ′)).

Regardons maintenant l’expression de sa seconde fonction de covariance,

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = E
¶
Vg[›Mτ

αz](τ, ν)Vg[›Mτ
αz](τ

′, ν ′)
©
.

Comme vu dans la preuve de la proposition 4.1

Vg[›Mτ
αz](τ, ν) = e2iπα(τ)

¨
z, TτMν−α′(τ)g

∂
,

ainsi

C2

Vg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = E
¶¨
z, TτMν−α′(τ)g

∂ ¨
z, TτMν′−α′(τ ′)g

∂©
e2iπ(α(τ)+α(τ ′)).

Comme z est un processus circulaire, E {〈z, ψ1〉 〈z, ψ2〉} = 0 ∀ ψ1, ψ2 et

C2

Vg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = 0.

Le processus Vg[›Mτ
αz] est donc un processus circulaire. ♠

Remarque 4.5 Il est important de remarquer que la propriété de stationnarité de processus z
n’est pas exploitée dans la preuve et que la proposition 4.7 reste vraie dans le cas où le processus
z n’est pas stationnaire, ainsi, l’expression de la covariance du champ stochastique Vg[›Mτ

αz] en
fonction de la covariance du champ stochastique Vg[z] ne dépend pas de la stationnarité de z. Il
apparâıt alors que notre approche ne semble pas spécifiquement adaptée au cas où le processus
déformé est un processus stationnaire. Nous verrons dans la section suivante comment exploiter
au mieux ces propriétés de stationnarité.
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4.3.2 Lois des transformées temps-échelle des processus stochastiques

Proposition 4.8 (Loi de Wψ[z] ) Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaussien, cir-

culaire et stationnaire de spectre généralisé Sz, la transformée en ondelettes Wψ[z] du processus
z est un champ stochastique gaussien bidimensionnel circulaire. Sa première fonction de cova-
riance CWψz a pour expression

CWψ [z](τ, τ
′, s, s′) =

〈
Sz, ψ̂τs

¯̂
ψτ ′s′

〉
, (4.31)

avec (ψ̂τs
¯̂
ψτ ′s′)(ξ) =

»
qs+s′ψ̂(ξqs)

¯̂
ψ(ξqs

′
)e−2iπ(τ−τ ′)ξ.

Remarque 4.6 La propriété de covariance temporelle de la transformée en ondelettes énoncée
en proposition 4.3 se traduit ici par le fait que la transformée en ondelettes d’un processus
stationnaire est un champ stochastique bidimensionnel, stationnaire par rapport à sa variable
temporelle.

De manière corollaire, la transformée en ondelettes Wψ[w] d’un bruit blanc circulaire de
variance σ2

0 est un champ stochastique gaussien bidimensionnel centré et circulaire. Sa première
fonction de covariance CWψx a pour expression

CWψw(τ, τ ′, s, s′) = σ2
0

∫
R+

»
qs+s′

¯̂
ψ(ξqs)ψ̂(ξqs

′
)e+2iπ(τ−τ ′)ξdξ (4.32)

Proposition 4.9 (Loi de Wψ[Dγz]) Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaussien, cir-

culaire et stationnaire de spectre généralisé Sz, Dγ l’opérateur de dilatation temporelle défini en
section 3.3.2. Wψ[Dγz] la transformée en ondelettes du processus dilaté est un champ stochas-
tique gaussien bidimensionnel circulaire de covariance

CWψ [Dγz](τ, τ
′, s, s′) =

〈
Sz, φ̂τs

¯̂
φτ ′s′

〉
. (4.33)

avec φ̂τs(ξ) =
∫
R[D−1

γ ψτs](t)e
−2iπtξdt

Preuve Le processus z étant circulaire E {〈z, ψ1〉 〈z, ψ2〉} = 0, ∀ψ1, ψ2. Alors C2
Wψ [Dγz](τ, τ

′, ν, ν ′) =

0 et le processus Wψ[Dγz] est un processus circulaire. Regardons maintenant l’expression de la
première fonction de covariance du champ stochastique Wψ[Dγz],

CWψ [Dγz](τ, τ
′, s, s′) = E

{
〈Dγz, ψτ,s〉

〈
Dγz, ψτ ′,s′

〉}
= E

¶¨
z,D−1

γ ψτ,s
∂ ¨
z,D−1

γ ψτ ′,s′
∂©
,

=
〈
Sz, φ̂τs

¯̂
φτ ′s′

〉
.

avec φ̂τs(ξ) =
∫
R[D−1

γ ψτs](t)e
−2iπtξdt ♠
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Proposition 4.10 (Loi de Wψ[D̃τ
γz]) Soit z ∈ S ′

g(R) un processus stochastique, gaussien,

circulaire et stationnaire de spectre généralisé Sz. L’approximation Wψ[‹Dτγz] de la transformée
en ondelettes du processus dilaté est un champ stochastique gaussien bidimensionnel circulaire
de covariance

CWψ [D̃γz]
(τ, τ ′, s, s′) = CWψz

Ä
γ(τ), γ(τ ′), s+ logq(γ

′(τ)), s′ + logq(γ
′(τ ′))

ä
. (4.34)

Preuve Considérons la première fonction de covariance :

CWψ [D̃τγz]
(τ, τ ′, s, s′) = E

{
Wψ[‹Dτγz](τ, s)Wψ[‹Dτγz](τ ′, s′)} .

On a déjà vu dans la preuve de la proposition 4.3 que

Vg[‹Dτγz](τ, s) =Wψ[z]
Ä
γ(τ), s+ logq(γ

′(τ))
ä
.

Donc

CMψ [D̃τγz]
(τ, τ ′, s, s′) = CWψz

Ä
γ(τ), γ(τ ′), s+ logq(γ

′(τ)), s′ + logq(γ
′(τ ′))

ä
.

Second opérateur de covariance :

C2
Wψ [D̃τγz]

(τ, τ ′, s, s′) = E
¶
Wψ[‹Dτγz](τ, s)Wψ[‹Dτγz](τ ′, s′)© .

Comme vu dans la preuve de la proposition 4.3

Wψ[‹Dτγz](τ, ν) =
¨
z, Tγ(τ)Dqsγ′(τ)ψ

∂
,

ainsi

C2
Wψ [D̃τγz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = E
¶¨
z, Tγ(τ)Dqsγ′(τ)ψ

∂ ¨
z, Tγ(τ)Dqsγ′(τ)ψ

∂©
.

Comme z est un processus circulaire, E {〈z, ψ1〉 〈z, ψ2〉} = 0 ∀ ψ1, ψ2 et

C2
Wψ [D̃τγz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = 0.

Le processus est Wψ[‹Dτγz] est donc un processus circulaire. ♠

Remarque 4.7 Comme nous l’avons remarqué dans le cas de l’étude de l’opérateur de modu-
lation (voir remarque 4.5), la propriété de stationnarité de processus z n’est pas exploitée dans
la preuve et la proposition 4.10 reste vraie dans le cas où le processus z n’est pas stationnaire.
Nous verrons dans la section suivante une approche alternative qui nous permettra d’exploiter
cette propriété de stationnarité.
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4.4 Étude des transformées temps-fréquence et temps-échelle à
temps fixé

Nous avons déjà vu que les opérateurs tangents aux opérateurs de déformation ont la pro-
priété fondamentale d’être des pseudo filtres de S ′

g(R) (voir propositions 4.2 et 4.4). Nous allons
voir que cette propriété est exploitable lorsque l’on ne considère plus les transformées temps-
fréquence et temps-échelle dans leur totalité mais qu’on les considère, à τ fixé, en ne modélisant
pas les corrélations qui interviennent entre différents instants.

4.4.1 Spectres locaux associés aux processus déformés

Rappelons d’abord que, comme nous l’avons montré dans la section 2.2.3, quel que soit le
processus stationnaire x ∈ S ′

g(R), on peut lui associer son spectre généralisé Sx ∈ S ′(R) défini
par

E
¶
〈x, ψ1〉 〈x, ψ2〉

©
=
〈
Sx, ψ̂1

¯̂
ψ2

〉
,

et ce, quelles que soient les fonctions ψ1 et ψ2 appartenant à l’espace de Schwartz.
Étant donné un processus stationnaire x, les processus stochastiques Mαx et Dγx résultant

de la déformation de x par les opérateurs de modulation fréquentielle et de dilatation temporelle
ne sont généralement pas stationnaires et ne possèdent donc pas forcement de spectre généralisé.
Dans le cas où l’on mesure ces processus sur des fonctions test bien localisées au voisinage d’un
instant τ donné, les approximations proposées en section 4.2 ont un sens

〈Mαx, ψ〉 ≈
¨›Mτ

αx, ψ
∂
,

〈Dγx, ψ〉 ≈
¨‹Dτγx, ψ∂ .

En prenant deux fonctions ψ1 ∈ S (R) et ψ2 ∈ S (R) correctement localisées au voisinage
d’un même point τ , on peut réaliser le même type d’approximation et donner des expressions
approchées des covariances associées aux processus déformés,

E
¶
〈Mαx, ψ1〉 〈Mαx, ψ2〉

©
≈ E

{¨›Mτ
αx, ψ

∂ ¨›Mτ
αx, ψ

∂}
, (4.35)

E
¶
〈Dγx, ψ1〉 〈Dγx, ψ2〉

©
≈ E

{¨‹Dτγx, ψ∂ ¨‹Dτγx, ψ∂} . (4.36)

Intuitivement, ces approximations, bien que différentes de celles effectuées en sections 4.2.1.1
et 4.2.2.1, auront le même type de comportement et seront d’autant meilleures que les variations
des fonctions de déformation seront faibles au voisinage du point τ , voisinage lié à la localisation
des fonctions ψ1 et ψ2. Nous donnerons plus loin des théorèmes d’approximation correspondant
à ces approximations mais nous pouvons d’ores et déjà exploiter le fait que ›Mτ

α et ‹Dτγ soient
des pseudo-filtres de S ′

g(R).

Étant donné un processus x ∈ S ′
g(R), gaussien et stationnaire de spectre généralisé Sx,

soient ψ1 ∈ S (R) et ψ2 ∈ S (R) deux fonctions correctement localisées au voisinage de τ , on
peut réaliser les approximation suivantes,

E
¶
〈Mαx, ψ1〉 〈Mαx, ψ2〉

©
≈

〈
Tα′(τ)Sx, ψ̂1

¯̂
ψ2

〉
,

E
¶
〈Dγx, ψ1〉 〈Dγx, ψ2〉

©
≈

〈»
γ′(τ)Dγ′(τ)Sx, ψ̂1

¯̂
ψ2

〉
.
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Cela suggère de définir des spectres locaux associés aux processus déformés, ainsi, le spectre
local du processus Mαx sera approximé en chaque point τ par Tα′(τ)Sx tandis le spectre local

du processus Dγx sera approximé en chaque point τ par
»
γ′(τ)Dγ′(τ)Sx. Les opérateurs de

déformation ont ainsi pour effet de déformer localement le spectre du processus stationnaire.
L’opérateur de modulation fréquentielle a pour effet de translater localement le spectre du
processus stationnaire tandis que l’opérateur de dilatation temporelle a pour effet de le dilater
localement.

Il est important de noter que les approximations précédentes n’ont de sens que lorsque les
fonctions test ψ1 et ψ2 sont localisées autour du même point τ . Cette condition n’est pas respectée
lorsqu’on considère les transformées temps-fréquence et temps-échelle dans leur totalité puisque
les fonctions de covariances calculées dans la section précédente font intervenir les corrélations
existant entre deux instants distincts τ et τ ′. Dans le but de pouvoir exploiter ces propriétés
de déformation locales des spectres, nous allons ainsi choisir d’étudier les transformées temps-
fréquence et temps échelle à τ fixé sans considérer les corrélations existant entre les différents
instants.

4.4.2 Étude des transformées de Gabor à temps fixé

Par souci de simplifier la lecture des équations de cette section on notera V τ [x](ν) =
Vg[x](τ, ν), la transformée de Gabor de x ∈ S ′(R) à temps fixé. Dans le cas où x est un processus
stochastique gaussien, V τ [x] est alors un processus stochastique gaussien dont les trajectoires
sont presque sûrement dans C∞(R).

L’ équation (4.29) associée au modèle de modulation fréquentielle se lira à τ fixé,

V τ [ym](ν) = V τ [Mαz](ν) + V τ [w](ν), (4.37)

et son approximation correspondante s’écrit

V τ [Mαz](ν) = V τ [›Mτ
αz](ν) + εm(τ, ν).

4.4.2.1 Analyse de Gabor des signaux stationnaires à temps fixé

Proposition 4.11 Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaussien, circulaire et station-

naire de spectre généralisé Sz. A τ fixé, V τ [z] définit un processus gaussien circulaire de cova-
riance

CV τ [z](ν, ν
′) =

〈
Sz, ĝτν ¯̂gτν′

〉
, (4.38)

avec,

(ĝτ,ν ¯̂gτ,ν′)(ξ) = ĝ(ξ − ν)¯̂g(ξ − ν ′).

Remarque 4.8 La fonction de covariance précédente est indépendante de l’instant τ , ainsi
quelque soit τ et τ ′, V τ [z] et V τ ′ [z] sont des processus identiquement distribués.
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Cas du bruit blanc. A τ fixé, V τ [w] définit un processus gaussien circulaire et stationnaire de
covariances

CV τ [w](ν, ν
′) = σ2

0

∫
R

¯̂g(ξ)ĝ(ξ + ν − ν ′)dξ. (4.39)

Remarque 4.9 Nous avons déjà vu que la stationnarité du processus blanc se traduisait par
une stationnarité du processus Vg[w] par rapport à sa variable temporelle. On remarque ici que la
covariance associée au processus blanc est circulante, l’étude des transformées temps-fréquence
à temps fixé nous conduit ainsi à une stationnarité du processus Vg[w] rapport à la variable
fréquentielle.

4.4.2.2 Translation des fonctions de covariance

De manière analogue à ce que nous avons fait dans le paragraphe 4.1 on peut exploiter
les propriétés de covariance de la transformée de Gabor (prop. 4.1 et 4.2), une réécriture de
l’équation (4.35) nous permet de remarquer que l’effet de l’opérateur de modulation fréquentielle
se traduit simplement par des translations le long de la diagonale de la fonction de covariance
associé à la transformée temps-fréquence du processus considéré.

Proposition 4.12 Étant donné un processus stationnaire et circulaire z ∈ S ′
g(R), a τ fixé,

V τ [›Mτ
αz] définit un processus stochastique généralisé gaussien circulaire de covariance

C
V τ [M̃τ

αz]
(ν, ν ′) =

î
Tα′(τ)CV τ [z]

ó
(ν, ν ′), (4.40)

où Tλ est l’opérateur de translation le long de la diagonale Tλf(t, t′) = f(t− λ, t′ − λ).

Preuve On a montré en proposition 4.7 que

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = e2iπ(α(τ)−α(τ ′))CVg [z](τ, τ
′, ν − α′(τ), ν ′ − α′(τ ′)).

Pour τ = τ ′ l’équation précédente se réécrit

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ, ν, ν ′) = CVg [z](τ, τ, ν − α′(τ), ν ′ − α′(τ)).

Comme ∀τ, ν, ν ′ ∈ R,

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ, ν, ν ′) = C
V τ [M̃τ

αz]
(ν, ν ′), (4.41)

CVg [z](τ, τ, ν, ν
′) = CV τ [z](ν, ν

′), (4.42)

on retrouve bien l’expression désirée pour la première covariance. La preuve de la circularité est
immédiate puisque la seconde covariance du champ Vg[›Mτ

αz] est nulle, sa restriction pour τ = τ ′

est nulle elle aussi.

♠

Remarque 4.10 Le processus z étant stationnaire, la fonction de covariance CV τ [z] est indépendante

de l’instant τ , ainsi, les variations temporelles de la loi du processus V τ [›Mτ
αz] sont uniquement

liées à l’évolution de la fonction de modulation α au cours du temps.
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4.4.2.3 Un théorème d’approximation

Nous avons vu en section 4.2.1.4 qu’en chaque point τ , le champ stochastique Vg[Mαx] pou-

vait être approximé par le champ stochastique Vg[›Mτ
αx] et nous avons proposé des estimations

de l’erreur d’approximation. On pourra de la même manière approximer la fonction de cova-
riance CV τ [Mαz] par la fonction C

V τ [M̃τ
αz]

. Les propriétés de translation le long des diagonales

évoquées au paragraphe précédent resteront alors approximativement vraies dans le cas ou l’on
considérera la fonction de covariance du champ stochastique Vg[Mαx] à l’instant τ fixé. Le
théorème suivant permet alors d’estimer cette erreur d’approximation.

Théorème 4.7 Soit g ∈ S (R) une fonction test satisfaisant |g(t)| ≤ (1 + |t|λ)−1 avec λ > 2.
Soit z un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé Sz ∈ L1(R).Alors

CV τ [Mαz](ν, ν
′) = C

V τ [M̃τ
αz]

(ν, ν ′) + Em(ν, ν ′). (4.43)

Le reste Em vérifie,

∣∣Em(ν, ν ′)
∣∣ ≤ σ2

zπ
λ+ 1

λ− 1
4

λ
λ+1

(
||α′′||∞

)1− 2
λ+1 , (4.44)

où σ2
z =

∫
R Sz(ξ)dξ.

Preuve

Em(ν, ν ′) = CV τ [Mαz](ν, ν
′)− C

V τ [M̃τ
αz]

(ν, ν ′),

= E
¶
V τ [Mαz](ν)V τ [Mαz](ν ′)

©
− E

{
V τ [›Mτ

αz](ν)V τ [›Mτ
αz](ν

′)
}
,

= E
¶
〈Mαz, gτν〉 〈Mαz, gτν′〉

©
− E

{¨›Mτ
αz, gτν

∂ ¨›Mτ
αz, gτν′

∂}
,

= E
{¨
z,M−1

α gτν
∂ ¨
z,M−1

α gτν′
∂}
− E

ß〈
z,
Ä›Mτ

α

ä−1
gτν
〉〈
z,
Ä›Mτ

α

ä−1
gτν′

〉™
Comme le processus z est stationnaire,

Em(ν, ν ′) =
〈
Sz, hν,ν′

〉
−
¨
Sz, h̃ν,ν′

∂
,

où l’on a posé,

hν,ν′(ξ) =

∫
t,t′∈R

e−ξ(t−t
′)e−2iπ(α(t)−α(t′))g(t− τ)g(t′ − τ)e2iπν(t−τ)e−2iπ(t′−τ)dtdt′,

h̃ν,ν′(ξ) =

∫
t,t′∈R

e−ξ(t−t
′)e−2iπ(α̃(t)−α̃(t′))g(t− τ)g(t′ − τ)e2iπν(t−τ)e−2iπ(t′−τ)dtdt′,

avec α̃(t) = α(τ) + α′(τ)(t− τ). Regardons maintenant fν,ν′ =
∣∣∣hν,ν′ − h̃ν,ν′∣∣∣,

fν,ν′(ξ) ≤
∫
t,t′∈R

∣∣∣(e−2iπ(α(t)−α(t′)) − e−2iπ(α̃(t)−α̃(t′))
)
g(t− τ)g(t′ − τ)

∣∣∣ dtdt′,
≤ 2

∫
t,t′∈R

∣∣∣sin [u(t, t′, τ)
]
g(t− τ)g(t′ − τ)

∣∣∣ dtdt′,
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où

u(t, t′, τ) = π
(
α(t)− α(t′)− α̃(t) + α̃(t′)

)
.

Remarquons qu’il existe ε ∈ R tel que,

u(t, t′, τ) =
α′′(ε)

2
π
î
(t− τ)2 − (t′ − τ)2

ó
,

donc,

fν,ν′(ξ) ≤ 2

∫
t,t′∈R

∣∣∣∣∣sin
ñ
α′′(ε)

2
π(t2 − t′2)

ô
g(t)g(t′)

∣∣∣∣∣ dtdt′.
Exprimons maintenant l’intégrale ci dessus en coordonnées polaires,

fν,ν′(ξ) ≤ 2

∫ 2π

θ=0

∫ +∞

r=0

∣∣∣sin îα′′(ε)πr2 cos(2θ)
ó
g(r cos(θ))g(r sin(θ))

∣∣∣ rdrdθ,
et regardons l’intégrale I(θ) définie par

I(θ) =

∫ +∞

r=0

∣∣∣∣∣sin
ñ
α′′(ε)

2
πr2 cos(2θ)

ô
g(r cos(θ))g(r sin(θ))

∣∣∣∣∣ rdr.
En utilisant les majorations | sin(t)| < 1 et | sin(t)| < |t| et en séparant l’intégrale sur deux
domaines, on peut écrire I(θ) = I1(θ) + I2(θ), où

I1(θ) =

∫ r0

r=0

∣∣∣∣∣α′′(ε)2
πr2 cos(2θ)g(r cos(θ))g(r sin(θ))

∣∣∣∣∣ rdr,
I2(θ) =

∫ +∞

r0

∣∣∣g(r cos(θ))g(r sin(θ))
∣∣∣ rdr.

On va d’abord majorer I1(θ), comme g(t) ≤ 1,

I1(θ) ≤ |cos(2θ)| | ||α
′′||∞
2

π

∫ r0

r=0
r3dr ≤ |cos(2θ)| ||α

′′||∞
2

π

4
r4

0.

Majorons maintenant I2(θ) en utilisant la décroissance de la fenêtre g, g(t) ≤ (1 + |t|λ)−1,

I2(θ) ≤
∫ +∞

r0

î
1 + |r cos(θ)|λ

ó−1 î
1 + |r sin(θ)|λ

ó−1
rdr.

Comme î
1 + |r cos(θ)|λ

ó î
1 + |r sin(θ)|λ

ó
≥

1 + rλ
Ç√

2

2

åλ2

≥ r2λ

Ç√
2

2

å2λ

,

I2(θ) ≤ 2λ
∫ +∞

r0

r1−2λdr ≤ 2λ
r2−2λ

0

2λ− 2
.
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Finalement

fν,ν′(ξ) ≤ 2

∫ 2π

θ=0
(I1(θ) + I2(θ)) dθ,

≤ 2π
||α′′||∞

2
r4

0 + 4π 2λ
r2−2λ

0

2λ− 2
.

Le minimum de l’expression précédente étant atteint pour,

r0 =

Ç
||α′′||∞

2λ

å− 1
2+2λ

,

on obtient finalement la majoration suivante,

fν,ν′(ξ) ≤ 4π

ï
1

4
+

1

2λ− 2

ò
2

2λ
λ+1

(
||α′′||∞

)1− 2
λ+1

Finalement, ∣∣Em(ν, ν ′)
∣∣ ≤ σ2

zπ
λ+ 1

λ− 1
4

λ
λ+1

(
||α′′||∞

)1− 2
λ+1 . (4.45)

Ce théorème, bien qu’il mesure des erreurs d’approximations de différentes natures que le
théorème 4.1, en est assez proche. L’erreur d’approximation est évidemment d’autant plus faible
que la fonction test est bien localisée et que la dérivée seconde de la fonction de modulation
est petite. Mesurer l’erreur d’approximation comme la différence entre les deux fonctions de
covariances est un choix arbitraire et l’on pourrait considérer des divergence différentes.

4.4.2.4 Analyse de Gabor à temps fixé du modèle de modulation fréquentielle

Proposition 4.13 Soit w ∈ S ′
g(R) un processus blanc gaussien circulaire, z ∈ S ′

g(R) un pro-
cessus circulaire stationnaire et soit ym le processus défini par

ym =Mαz + w, (4.46)

alors V τ [ym], est processus stochastique gaussien circulaire de covariance

CV τ [ym](ν, ν
′) =

î
Tα′(τ)

Ä
CV τ [z] + CV τ [w]

äó
(ν, ν ′) + Em(ν, ν ′), (4.47)

où Em est contrôlé comme dans le théorème 4.7.

Preuve Par linéarité, V τ [ym] = V τ [Mαz] +V τ [w]. Comme V τ [Mαz] et V τ [w] sont des proces-
sus circulaires V τ [ym] est aussi un processus circulaire. Sa première covariance a pour expression

CV τ [ym] = CV τ [Mαz] + CV τ [w], (4.48)

= C
V τ [M̃τ

αz]
+ CV τ [w] + Em; (4.49)

On a montré dans la proposition 4.12 que

C
V τ [M̃τ

αz]
= Tα′(τ)

Ä
CV τ [z]

ä
. (4.50)

On a aussi montré (voir eq. (4.54)) que CV τ [w] est circulante, donc,

CV τ [w] = Tα′(τ)

Ä
CV τ [w]

ä
, (4.51)

et l’on retrouve bien l’expression désirée. ♠
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Remarque 4.11 Les processus x et w étant stationnaires, les covariances CV τ [x] et CV τ [w] sont
toutes les deux indépendantes de l’instant τ . Dans le cas ou Em peut effectivement être négligé, les
variations temporelles de la loi de V τ [ym] dépendent uniquement des variations de la fonction
de modulation au cours du temps et s’expriment alors comme des translations le long de la
diagonale de CV τ [ym]

4.4.3 Étude des transformées en ondelettes à temps fixé

Pour simplifier la lecture des équations suivantes on notera W τ [x](s) =Wψ[x](τ, s), la trans-
formée en ondelettes de x ∈ S ′(R) à temps fixé. Dans le cas où x est un processus stochastique
gaussien, W τ [x] est alors un processus stochastique gaussien dont les trajectoires sont presque
sûrement dans C∞(R).

L’équation (4.30) associée au modèle de dilatation temporelle se lira à τ fixé,

W τ [yd](s) = W τ [Dγz](s) +W τ [w](s), (4.52)

et son approximation correspondante,

W τ [Dγz](s) = W τ [‹Dτ
γz](s) + εd(τ, s).

4.4.3.1 Analyse en ondelettes des signaux stationnaires à temps fixé

Proposition 4.14 Soit z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique gaussien circulaire et stationnaire

de spectre généralisé Sz. À τ fixé, W τ [z] définit un processus gaussien circulaire de covariance

CW τ [z](s, s
′) =

〈
Sz, ψ̂τs

¯̂
ψτs′

〉
, (4.53)

avec,

(ψ̂τs
¯̂
ψτs′)(ξ) =

»
qs+s′ψ̂(ξqs)

¯̂
ψ(ξqs

′
).

Remarque 4.12 L’opérateur de covariance précédent est indépendant de l’instant τ , ainsi
quelque soit τ et τ ′, W τ [z] et W τ ′ [z] sont des processus identiquement distribués.

Cas du bruit blanc. A τ fixé, W τ [w] définit un processus gaussien circulaire et stationnaire
de covariance

CW τ [w](s, s
′) = σ2

0

∫
R+

»
qs+s′

¯̂
ψ(ξqs)ψ̂(ξqs

′
)dξ. (4.54)

Remarque 4.13 Nous avons déjà vu que la stationnarité du processus blanc se traduisait par
une stationnarité du processus Wψ[w] par rapport à sa variable temporelle. On remarque ici que
la covariance associée au processus blanc est circulante, ainsi, l’étude des transformées temps-
échelle à temps fixé nous conduit à une stationnarité par rapport à la variable d’échelle de
W τ [w]. Une normalisation différente des atomes temps-échelle, 1

qsψ
Ä
t−τ
qs

ä
, par exemple, n’aurait

pas permis d’obtenir cette propriété.
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4.4.3.2 Translation des fonctions de covariances

De la même manière que ce que nous avons fait au paragraphe 4.3 on peut exploiter les
propriétés de covariance de la transformée en ondelettes (prop. 4.3 et 4.4), une réécriture de
l’équation (4.36) nous permet alors de remarquer que l’effet de l’opérateur de dilatation tempo-
relle se traduit par des translations le long de la diagonale de la fonction de covariance associé
à la transformée temps-échelle du processus considéré.

Proposition 4.15 Étant donné z ∈ S ′
g(R) un processus gaussien stationnaire et circulaire, à

τ fixé, W τ [‹Dτ
γx] définit un processus stochastique généralisé gaussien circulaire de covariance

C
W τ [D̃τγz]

(s, s′) =
î
T− logq(γ

′(τ))

Ä
CW τ [z]

äó
(s, s′), (4.55)

où Tλ est l’opérateur de translation le long de la diagonale Tλf(t, t′) = f(t− λ, t′ − λ).

Preuve On a déjà montré en proposition 4.10 que

CWψ [D̃γz]
(τ, τ ′, s, s′) = CWψz

Ä
γ(τ), γ(τ ′), s+ logq(γ

′(τ)), s′ + logq(γ
′(τ ′))

ä
. (4.56)

Pour τ = τ ′ l’équation précédente se réécrit

CWψ [D̃γz]
(τ, τ, s, s′) = CWψz

Ä
γ(τ), γ(τ), s+ logq(γ

′(τ)), s′ + logq(γ
′(τ))

ä
. (4.57)

On a vu dans la proposition 4.8 que

CWψ [z](τ, τ
′, s, s′) =

〈
Sz, ψ̂τs

¯̂
ψτ ′s′

〉
, (4.58)

avec (ψ̂τs
¯̂
ψτ ′s′)(ξ) =

»
qs+s′ψ̂(ξqs)

¯̂
ψ(ξqs

′
)e−2iπ(τ−τ ′)ξ, qui est indépendant de τ quand τ = τ ′

donc,

CWψz
(
γ(τ), γ(τ), s, s′

)
= CWψz

(
τ, τ, s, s′

)
. (4.59)

Comme ∀τ, s, s′

CWψ [D̃γz]
(τ, τ, s, s′) = C

W τ [D̃τγz]
(s, s′) (4.60)

CWψz
(
τ, τ, s, s′

)
= CW τ [z](s, s

′) (4.61)

on retrouve bien l’expression désirée pour la première covariance. La preuve de la circularité est
immédiate puisque la seconde covariance du champWψ[‹Dτγz] est nulle, sa restriction pour τ = τ ′

est nulle elle aussi. ♠

Remarque 4.14 Le processus z étant stationnaire, CW τ [z] est indépendante de l’instant τ , et

les variations temporelles de la distribution associée au processus W τ [‹Dτ
γz] sont uniquement liées

à l’évolution de la fonction de dilatation γ au cours du temps.
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4.4.3.3 Un théorème d’approximation

Les propriétés de translation le long des diagonales des fonctions de covariance resteront
approximativement vraies dans le cas ou l’on considérera la fonction de covariance du champs
stochastique Wg[Dγx] à l’instant τ fixé. Le théorème suivant permet d’estimer l’erreur de l’ap-
proximation de la fonction de covariance CW τ [Dγz] par la fonction de covariance C

W τ [D̃τγz]
.

Théorème 4.8 Soit ψ ∈ S (R) une fonction test satisfaisant ψ ≤ (1 + |t|λ)−1 avec λ > 2. Soit
z un processus stochastique gaussien stationnaire, de spectre généralisé Sz ∈ L1(R) tel que

ρ(λ) =

∫
R
Sz(ξ)|ξ|1−

2
λ+1dξ < +∞,

alors

CW τ [Dγz](s, s
′) = C

W τ [D̃γz]
(s, s′) + Ed(s, s′)

où le reste Ed vérifie,

∣∣Ed(s, s′)∣∣ ≤ q(s+s′)||γ′′||∞
Å
σ2
zK1 + ρ(λ)K2

(
||γ′′||∞

)− 2
λ+1
Ä
q(s+s′)

ä 3
2
− 4
λ+1

ã
,

K1 et K2 étant deux constantes dépendantes de λ et σ2
z =

∫
R Sz(ξ)dξ.

Preuve La preuve a la même structure que la preuve du théorème 4.7,

Ed(s, s′) = CW τ [Dγz](s, s
′)− C

V τ [D̃τγz]
(s, s′),

= E
¶
W τ [Dγz](s)W τ [Dγz](s′)

©
− E

{
W τ [‹Dτγz](s)W τ [‹Dτγz](s′)} ,

= E
{¨
z,D−1

γ ψτs
∂ ¨
z,D−1

γ ψτs′
∂}
− E

ß〈
z,
Ä‹Dτγä−1

ψτs
〉〈
z,
Ä‹Dταä−1

ψτs′
〉™

Comme le processus z est stationnaire,

Ed(s, s′) =
〈
Sz, hs,s′

〉
−
¨
Sz, h̃s,s′

∂
, (4.62)

où les fonctions hs,s′ et h̃s,s′ sont définies par

hs,s′(ξ) =

∫
t,t′∈R

e−ξ(γ(t)−γ(t′))
»
γ′(t)

»
γ′(t′)ψτ,s′(t

′)ψτ,s(t)dtdt
′,

h̃s,s′(ξ) =

∫
t,t′∈R

e−ξ(γ̃(t)−γ̃(t′))γ′(τ)ψτ,s′(t
′)ψτ,s(t)dtdt

′,

avec γ̃(t) = γ(τ) + γ′(τ)(t− τ). Nous allons majorer fν,ν′ =
∣∣∣hν,ν′ − h̃ν,ν′ ∣∣∣,

fs,s′(ξ) ≤
∫
t,t′∈R

∣∣∣(»γ′(t)»γ′(t′)e−2iπξ(γ(t)−γ(t′)) − γ′(τ)e−2iπξ(γ̃(t)−γ̃(t′))
)
ψτ,s′(t

′)ψτ,s(t)
∣∣∣ dtdt′,

≤ f1
s,s′(ξ) + f2

s,s′(ξ),

où les fonctions f1
s,s′ et f2

s,s′ sont définies par,
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f1
s,s′(ξ) =

∫
t,t′∈R

∣∣∣(»γ′(t)»γ′(t′)− γ′(τ)
)
ψτ,s′(t

′)ψτ,s(t)
∣∣∣ dtdt′,

f2
s,s′(ξ) =

∫
t,t′∈R

γ′(τ)
∣∣∣(e−2iπξ(γ(t)−γ(t′)) − e−2iπξ(γ̃(t)−γ̃(t′))

)
ψτ,s′(t

′)ψτ,s(t)
∣∣∣ dtdt′.

Majorons d’abord f1
s,s′ et remarquant que pour tout t, t′ ∈ R,∣∣∣»γ′(t)»γ′(t′)− γ′(τ)
∣∣∣ =

∣∣∣»γ′(τ)
[»

γ′(t)−
»
γ′(τ)

]
+
»
γ′(t)

[»
γ′(t′)−

»
γ′(τ)

]∣∣∣ ,
≤

∣∣∣»γ′(τ)
[»

γ′(t)−
»
γ′(τ)

]∣∣∣+ ∣∣∣»γ′(t) [»γ′(t′)−»γ′(τ)
]∣∣∣ .

En effectuant un développement de Taylor de
√
γ′ autour du point τ et en supposant que

0 < cγ ≤ γ′(t) ≤ Cγ < +∞,

∣∣∣»γ′(t)»γ′(t′)− γ′(τ)
∣∣∣ ≤ »

Cγ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ γ′′2
√
γ′

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

(
|t− τ |+

∣∣t′ − τ ∣∣) ≤ 1

2

√
Cγ
cγ

∣∣∣∣γ′′∣∣∣∣∞ (|t− τ |+ ∣∣t′ − τ ∣∣) .
On obtient alors la majoration suivante pour f1

s,s′ ,

f1
s,s′(ξ) ≤

1

2

√
Cγ
2cγ

∣∣∣∣γ′′∣∣∣∣∞ 1»
qs+s′

∫
t,t′∈R

∣∣∣(|t|+ ∣∣t′∣∣)ψ(t′q−s
′
)ψ(tq−s)

∣∣∣ dtdt′,
≤ 1

2

»
q(s+s′)

√
Cγ
2cγ

∣∣∣∣γ′′∣∣∣∣∞ ∫
t,t′∈R

(
|tqs|+

∣∣∣t′qs′ ∣∣∣) ∣∣∣ψ(t′)ψ(t)
∣∣∣ dtdt′,

≤ 1

2

»
q(s+s′)

Ä
qs + qs

′ä√ Cγ
2cγ
||γ′′||∞µψvψ,

≤ q(s+s′)ch(s− s′)
√
Cγ
2cγ
||γ′′||∞µψvψ.

où l’on posé µψ =
∫
R |ψ(t)|dt et vψ =

∫
R |tψ(t)|dt.

Majorons maintenant f2
s,s′ ,

f2
s,s′(ξ) =

∫
t,t′∈R

γ′(τ)
∣∣∣(e−2iπξ(γ(t)−γ(t′)) − e−2iπξ(γ̃(t)−γ̃(t′))

)
ψτ,s′(t

′)ψτ,s(t)
∣∣∣ dtdt′.

Comme il existe ε ∈ R tel que γ(t) = γ̃(t) + γ′′(ε)
2 (t− τ)2,

f2
s,s′(ξ) ≤ 2

γ′(τ)»
qs+s′

∫
t,t′∈R

∣∣∣∣∣sin
ñ
ξ
γ′′(ε)

2
π(t2 − t′2)

ô
ψ

Å
t

qs

ã
ψ

Å
t′

qs′

ã∣∣∣∣∣ dtdt′,
≤ 2

γ′(τ)

q
3
2

(s+s′)

∫
t,t′∈R

∣∣∣∣∣sin
[
ξ
γ′′(ε)

2
π(
u2

qs′
− u′2

qs
)

]
ψ

Å
u

qs+s′

ã
ψ

Å
u′

qs+s′

ã∣∣∣∣∣ dudu′.
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En passant en coordonnées polaires,

f2
s,s′(ξ) ≤ 2

γ′(τ)

q
3
2

(s+s′)

∫ 2π

θ=0

∫ +∞

r=0

∣∣∣∣∣sin
ñ
ξ
γ′′(ε)

2
πr2

Ç
sin2(θ)

qs′
− cos2(θ)

qs

åô
ψ

Ç
r sin(θ)

qs+s′

å
ψ

Ç
r cos(θ)

qs+s′

å∣∣∣∣∣ rdrdθ,
≤ 2

γ′(τ)

q
3
2

(s+s′)

∫ 2π

θ=0
[I1(θ) + I2(θ)] dθ. (4.63)

Ici I1 et I2 sont définis par,

I1(θ) =

∫ r0

r=0

∣∣∣∣∣ξ γ′′(ε)2
πr2

Ç
sin2(θ)

qs′
− cos2(θ)

qs

å
ψ

Ç
r sin(θ)

qs+s′

å
ψ

Ç
r cos(θ)

qs+s′

å∣∣∣∣∣ rdrdθ,
I2(θ) =

∫ r0

r=0

∣∣∣∣∣ψ
Ç
r sin(θ)

qs+s′

å
ψ

Ç
r cos(θ)

qs+s′

å∣∣∣∣∣ rdrdθ,
Nous avons séparé l’intégrale en deux intervalles et nous avons utilisé les majorations | sin(u)| ≤ 1
et | sin(u)| ≤ |u|.

Nous allons majorer I1 en remarquant que |ψ(t)| ≤ 1,

I1(θ) ≤
∣∣∣∣∣ξ γ′′(ε)2

π

4
r4

0

Ç
sin2(θ)

qs′
− cos2(θ)

qs

å∣∣∣∣∣ ≤ ξ ||γ′′||∞2

π

4
r4

0. (4.64)

On majore maintenant I2 utilisant la décroissance de la fenêtre ψ,

I2(θ) ≤
∫ r0

r=0

1

1 + |rq−(s+s′) sin(θ)|λ
1

1 + |rq−(s+s′) cos(θ)|λ
rdr.

Comme Ä
1 + |rq(s+s′) sin(θ)|λ

ä Ä
1 + |rq−(s+s′) cos(θ)|λ

ä
≥
Ç
rq−(s+s′)

√
2

2

å2λ

On obtient la majoration suivante pour I2,

I2(θ) ≤ 2λq2(s+s′)λ
∫ r0

r=0
r1−2λdr ≤ q2(s+s′)λ 2λ

2λ− 2
r0

2−2λ. (4.65)

En réunissant les équations (4.63), (4.64) et (4.65),

f2
s,s′(ξ) ≤ 2π

γ′(τ)

q
3
2

(s+s′)

ñ
ξπ
||γ′′||∞

4
r4

0 + r2−2λ
0

2λ+1

2λ− 2
q2(s+s′)λ

ô
.

Le minimum de l’expression précédente étant atteint pour,

r0 =

Ç
ξπq−2λ(s+s′) ||γ′′||∞

2λ+1

å− 1
2+2λ

,
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on peut finalement majorer f2
s,s′ ,

f2
s,s′(ξ) ≤ 2π

γ′(τ)

q
3
2

(s+s′)

(
|ξ|π||γ′′||∞

)1− 2
λ+1
Ä
2λ+1q2λ(s+s′)

ä 2
λ+1 ,

≤ 8πγ′(τ)
(
|ξ|π||γ′′||∞

)1− 2
λ+1
Ä
q(s+s′)

ä 5
2
− 4
λ+1 . (4.66)

∣∣Ed(s, s′)∣∣ ≤ ∫
R
Sz(ξ)

î
f1
s,s′(ξ) + f2

s,s′(|ξ|)
ó
dξ,

≤ σ2
zq

(s+s′)ch(s− s′)
√
Cγ
2cγ
||γ′′||∞µψvψ + 8πρ(λ)Cγ

(
π||γ′′||∞

)1− 2
λ+1
Ä
q(s+s′)

ä 5
2
− 4
λ+1 ,

où ρ(λ) =
∫
R S(ξ)|ξ|1−

2
λ+1dξ.

♠
De manière analogue au théorème 4.4, l’erreur d’approximation est d’autant plus faible que

la fonction test est bien localisée et que la dérivée seconde de la fonction de modulation est
petite, cette erreur tend vers 0 lorsque s→ −∞.

4.4.3.4 Analyse en ondelettes à temps fixé du modèle de dilatation temporelle

Proposition 4.16 Étant donné w ∈ S ′
g(R) un processus blanc gaussien circulaire, z ∈ S ′

g(R)
un processus stationnaire et le processus yd ∈ S ′

g(R) défini par

yd = Dγz + w,

alors W τ [yd] est un processus stochastique gaussien circulaire de covariance

CW τ [yd](s, s
′) =

î
T− logq(γ

′(τ))

Ä
CW τ [z] + CW τ [w]

äó
(s, s′) + Ed(s, s′) (4.67)

où Ed est contrôlé comme dans le théorème 4.8.

Preuve Par linéarité, W τ [yd] = W τ [Dγz]+W τ [w]. Comme W τ [Dγz] et W τ [w] sont des proces-
sus circulaires W τ [yd] est aussi un processus circulaire. Sa première covariance a pour expression

CW τ [yd] = CW τ [Dγz] + CW τ [w], (4.68)

= C
W τ [D̃τγz]

+ CW τ [w] + Ed; (4.69)

On a montré dans la proposition 4.15 que

C
W τ [D̃τγz]

= T− logq(γ
′(τ))

Ä
CW τ [z]

ä
. (4.70)

On a aussi montré (voir eq. (4.54)) que CV τ [w] est circulante, donc,

CW τ [w] = T− logq(γ
′(τ))

Ä
CW τ [w]

ä
, (4.71)

et l’on retrouve bien l’expression désirée. ♠

Remarque 4.15 Les processus x et w étant stationnaires, les covariances CW τ [x] et CW τ [w] sont
toutes les deux indépendantes de l’instant τ . Dans le cas ou Ed peut effectivement être négligé, la
variation temporelle de la loi de W τ [yd] dépendent uniquement des variations de la fonction de
dilatation au cours du temps et s’expriment alors comme des translations le long de la diagonale
de CW τ [yd]
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4.5 Du continu au discret

Nous avons fait le choix de modéliser les signaux audio comme des processus stochas-
tiques à temps continu et nous avons de même utilisé la transformée de Gabor et la trans-
formée en ondelettes continues, transformations adaptées à l’étude des migrations dans les plans
temps-fréquence et temps-échelle. Le but de ce manuscrit étant de donner des méthodes d’es-
timations des opérateurs de déformation, méthodes ayant pour finalité d’être implémentables
numériquement, il est peut être évident mais néanmoins nécessaire de rappeler que nos ordina-
teurs ne travaillent encore qu’avec des signaux discrets, de taille finie, et que nous somme alors
très loin des modèles de fonctions généralisées. Les méthodes d’estimation proposées dans ce
manuscrit s’appuieront sur les transformées temps-fréquence et temps-échelle des signaux audio,
pratiquement, les transformées utilisées sont alors la transformée de Gabor discrète et la trans-
formée en ondelette discrète que nous présenterons ici. Dans un souci de prise en compte des
problématiques liées à l’utilisation de ces transformations discrètes, nous construirons des esti-
mateurs reposant sur des objets ayant la même structure que les transformées temps-fréquence
et temps-échelle discrètes, à savoir, des matrices de dimensions finies. Il sera alors nécessaire de
discrétiser la transformée de Gabor et la transformée en ondelettes continue. Nous renvoyons
à [Carmona et al., 1998] pour une étude détaillée des transformées temps-fréquence et temps-
échelle discrètes.

4.5.1 Analyse de Gabor dans CL

Disposant d’une fenêtre d’analyse g ∈ CL aux conditions aux bords périodiques, on peut
construire une famille d’atomes de Gabor (gan,bm)nm ∈ CL obtenues par modulations et trans-
lations discrètes de g, ∀n ∈ J0, N − 1K et ∀m ∈ J0,M − 1K,

gan,bm[t] = TanMm
M
g[t] = g[t− na]e2iπ(t−na)m

M (4.72)

où a ∈ Z∗+ vérifie a = L/N et b ∈ R∗+ vérifie b = L/M .
Les atomes ainsi obtenus sont alors des vecteur de CL aux conditions aux bords périodiques.

Étant donné un processus stochastique x ∈ CL aux conditions aux bords périodique, sa
transformée de Gabor discrète est définie pour tout n ∈ J0, N − 1K et pour tout m ∈ J0,M − 1K
par

Vgx[n,m] =
¨
x, gan,bm

∂
=

L−1∑
t=0

x[t]ḡ[t− an]e−2iπ(t−na)m
M . (4.73)

Vgx est alors une matrice stochastique de CN×M aux conditions aux bords périodiques.

4.5.2 Analyse en ondelettes dans CL

Les familles d’ondelettes discrètes ne peuvent se construire de la même manière que les fa-
milles d’atomes de Gabor discrets , en effet, disposant d’une ondelette ψ ∈ CL aux conditions
aux bord périodiques, il nous est généralement impossible, de donner un sens à ψ[ t

qm ] ∀m ∈ Z
puisque t

qm n’est pas forcement un nombre entier. De la même manière ψ[(t − n)q−m] ne sera

périodique de période L que si 1
q est un nombre entier. Une solution consiste donc à considérer

une valeur de 1
q entière, dans le cas où 1

q = 2 par exemple on obtient la transformée en ondelettes
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dyadique (voir [Mallat, 2000]). Une seconde solution est de construire les atomes temps-échelle
non plus à partir d’un vecteur ψ, mais à partir d’une fonction d’une variable continue ψ dont l’on
connâıt l’expression analytique, on pourra alors facilement calculer analytiquement ses dilatées
puis les discrétiser.

Étant donnée une fonction d’une variable continue ψ dont l’on connâıt l’expression ana-
lytique, on peut construire une famille d’ondelettes (ψm)m de CL obtenues par dilatation et
discrétisation de ψ,

∀t ∈ J0, L− 1K, ∀m ∈ J0,M − 1K, ψm[t] =
1√
qm

ψ

Å
t

qm

ã
.

où q ∈ R∗+.
Ces vecteurs ne possédant pas de propriété de périodicité on considérera ψmp [t] le périodisé

de ψm[t] par rapport à sa variable temporelle,

∀t ∈ Z, ψmp [t] = ψm[t (modL)].

On pourra finalement définir la famille d’ondelettes ψan,m obtenues par translations discrètes
de ψmp , ∀N ∈ J0, N − 1K

ψan,m[t] = ψmp [t− an], (4.74)

où a ∈ Z∗+ vérifie a = L/N .

La transformée en ondelettes discrète Wψx du processus stochastique x ∈ CL aux conditions
aux bords périodiques est alors définie pour tout n ∈ J0, N − 1K et pour tout m ∈ J0,M − 1K par

Wψx[n,m] = 〈x,ψan,m〉 =
1√
qm

L−1∑
t=0

x[t]ψ̄

Ç
t− na (modL)

qm

å
. (4.75)

Wψx est alors une matrice stochastique de CN×M périodique de période N par rapport sa
première variable.

Remarque 4.16 On pourrait discrétiser ψ après l’avoir translatée puis dilatée mais on perdrait
alors à la périodisation de la transformée en ondelettes par rapport à la variable n.

4.5.3 Mesures discrètes dans le plans temps-fréquence

Dans le but de travailler avec des objets ayant les mêmes structures que la transformée de
Gabor discrète, on supposera avoir accès à un ensemble fini de mesures discrètes dans le plan
temps-fréquence associé à la transformée de Gabor continue présentée en 4.1.1. Étant donné Vgx,
la transformée de Gabor continue d’un processus x ∈ S ′

g(R) et étant donné deux constantes
a ∈ R∗+ et b ∈ R∗+, on considérera alors l’ensemble des mesures,

Vgx(an, bk + c),

définie pour n ∈ J0, N − 1K,k ∈ J0,K − 1K et c ∈ [0, b[.
Ce qui est équivalent à mesurer le processus stochastique x ∈ S ′

g(R) sur la famille d’atomes
temps-fréquences suivante

gan,bk+c(t) = g(t− na)e2iπ(t−na) kb+c
L .
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4.5.3.1 Lois des mesures à temps fixé

De la même manière que nous l’avons fait dans section 4.4, nous considérons ici la transformée
de Gabor discrétisée, à temps fixé, sans prendre en compte les corrélations existantes entre les

différents instants. On notera alors V
(n,c)
x la discrétisation de la transformée de Gabor à n fixé

définie ∀ n ∈ J0, N − 1K et ∀ k ∈ J0,K − 1K par

V(n,c)
x [k] = Vgx(an, bk + c).

On imposera de plus des conditions périodiques aux bords du vecteur V
(n,c)
x , c’est à dire que,

∀ k ∈ J0,K − 1K,

V(n,c)
x [k +K] := V(n,c)

x [k]. (4.76)

La discrétisation de l’équation (4.37) se lira alors, à n fixé,

V(n,c)
ym = V

(n,c)
Mαz

+ V(n,c)
w . (4.77)

et l’ approximation correspondante

V
(n,c)
Mαz

= ‹V(n,c)
Mαz

+ em.

Pour simplifier la lecture des équations suivantes nous avons adopté les notations‹V(n,c)
Mαz

[k] = V an[›Man
α z](bk + c) et em[k] = εm(an, bk + c).

Les objets considérés sont alors des vecteurs stochastiques de CK et nous allons donner les
lois de probabilités qui leur sont associées.

Proposition 4.17 (loi de V(n,c)
z ) Soit z ∈ S ′

g(R) un processus stochastique, gaussien, circu-

laire et stationnaire de spectre généralisé Sz. A n fixé, V
(n,c)
z ∈ CK définit un vecteur stochastique

gaussien circulaire de covariance

C
V

(n,c)
z

[k, k′] = 〈Sz, hkk′〉 , (4.78)

où hkk′(ξ) = ĝ(ξ − bk − c)¯̂g(ξ − bk′ − c) .

Remarque 4.17 La matrice de covariance précédente est indépendante de l’instant n, les vec-

teurs stochastiques V
(n,c)
z et V

(n′,c)
z sont donc identiquement distribués quel que n, n′ ∈ J0, N−1K.

Cas du bruit blanc. A n fixé, V
(n,c)
w définit un vecteur gaussien circulaire et stationnaire dont

la matrice de covariance

C
V

(n,c)
w

[k, k′] = σ2
0

∫
R

¯̂g(ξ)ĝ(ξ + bk − bk′)dξ, (4.79)

est indépendante du paramètre c.

Proposition 4.18 (loi de ‹V(n,c)
Mαz

) Étant donné z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaus-

sien, circulaire et stationnaire, à n fixé, ‹V(n,c)
Mαz

∈ CK , la transformée de Gabor discrétisée du

processus ›Man
α z est un vecteur stochastique gaussien circulaire de covariance

C
Ṽ

(n,c)
Mαz

[k, k′] =
î
Tα′(an)

Ä
CV an[z]

äó
(bk + c, bk′ + c). (4.80)
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Preuve La preuve est immédiate en discrétisant les variables τ et ν dans l’équation (4.40) de
la proposition 4.12. ♠

Remarque 4.18 On donne ici l’expression de la covariance du vecteur stochastique ‹V(n,c)
Mαz

en
fonction de la covariance du processus stochastique V an[z]. On ne peut pas, dans le cas général,

donner son expression en fonction de la covariance translaté du vecteur stochastique V
(n,c)
z

puisque

Ta
(
C

V
(n,c)
z

)
n’est définie que lorsque a ∈ Z.

Proposition 4.19 (loi de V(n,c)
ym

) Étant donné w ∈ S ′
g(R) un processus blanc gaussien circu-

laire, z ∈ S ′
g(R) un processus gaussien circulaire et stationnaire, étant donné ym le processus

défini par

ym =Mαz + w,

alors V
(n,c)
ym ∈ CK , est un vecteur stochastique gaussien circulaire de covariance

C
V

(n,c)
ym

[k, k′] =
î
Tα′(an)

Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c) + Em(kb+ c, k′b+ c)(4.81)

Preuve La preuve est immédiate en discrétisant les variables τ et ν dans l’équation (4.47) de
la proposition 4.13. ♠

Remarque 4.19 Dans le cas où α′(an) = 0, la matrice de covariance C
V

(n,c)
ym

s’exprime sim-

plement en fonction des matrices de covariance des vecteurs stochastiques V
(n,c)
z et V

(n,c)
w ,

C
V

(n,c)
ym

[, k, k′] = C
V

(n,c)
z

[k, k′] +C
V

(n,c)
w

[k, k′] + Em(bk + c, bk′ + c). (4.82)

Preuve Il suffit de remarquer que ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
(bk + c, bk′ + c) =

(
C

V
(n,c)
z

+C
V

(n,c)
w

)
[k, k′]. (4.83)

♠

4.5.4 Mesures discrètes dans le plan temps-échelle

Dans le but de travailler avec des objets ayant les mêmes structures que la transformée en
ondelettes discrète, on supposera avoir accès à un ensemble fini de mesures discrètes dans le
plan temps-échelle associé à la transformée en ondelettes continue présentée en 4.1.2. Étant
donnée Wψx, la transformée en ondelettes continue d’un processus x ∈ S ′

g(R) et étant donné
une constante a ∈ R∗+ on considérera alors l’ensemble des mesures,

Wψx(an, bk + c),

définie pour n ∈ J0, N − 1K, k ∈ J0,K − 1K et c ∈ [0, b[, ce qui est équivalent à mesurer le
processus stochastique x ∈ S ′(R) sur la famille d’atomes temps-échelle suivante

ψan,bk+c(t) =
1√
qbk+c

ψ

Å
t− na
qbk+c

ã
.
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4.5.4.1 Lois des mesures à temps fixé

De la même manière que nous l’avons fait dans section 4.4, on considérera la transformée en
ondelettes discrétisée à temps fixé, sans prendre en compte les corrélations existantes entre les
différents instants. On notera W (n,c)

x la discrétisation de la transformée en ondelettes continue
à l’instant n fixé définie ∀ n ∈ J0, N − 1K et ∀ k ∈ J0,K − 1K par

W (n,c)
x [k] =Wψx(an, bk + c).

On imposera de plus des conditions périodiques aux bords du vecteur W (n,c)
x , ∀ k ∈ J0,K − 1K,

W (n,c)
x [k +K] := W (n,c)

x [k].

La discrétisation de l’équation (4.52) se lira, à n fixé,

W (n,c)
yd

= W
(n,c)
Dγz + V(n,c)

w ,

et son approximation correspondante

W
(n,c)
Dγz = ›W (n,c)

Dγz + ed,

où nous avons adopté les notations›W (n,c)

Dγz [k] = W an[‹Danγ z](bk + c) et ed[k] = εd(an, bk + c).

Les objets considérés sont alors des vecteurs stochastiques de CK , nous allons donner ici
leurs lois de probabilités.

Proposition 4.20 (loi de W (n,c)
z ) Soit z ∈ S ′

g(R) un processus stochastique, gaussien, circu-

laire et stationnaire de spectre généralisé Sz. A n fixé, W n
z ∈ CK définit un vecteur stochastique

gaussien circulaire de covariance

C
W

(n,c)
z

[k, k′] = 〈Sz, φkk′〉 . (4.84)

où φkk′(ξ) =
»
qb(k+k′)+2c ψ̂

Ä
ξqbk+c

ä ¯̂
ψ
Ä
ξqbk

′+c
ä
.

Remarque 4.20 La matrice de covariance précédente est indépendante de l’instant n, les vec-
teurs stochastiques W (n,c)

z et W (n′,c)
z sont donc identiquement distribués quelque soit n, n′ ∈

J0, N − 1K.

Cas du bruit blanc. A n fixé, W (n,c)
w définit un vecteur gaussien circulaire et stationnaire dont

la matrice de covariance

C
W

(n,c)
w

[k, k′] = σ2
0

»
qb(k+k′)

∫
R

¯̂
ψ
Ä
ξqbk
ä
ψ̂
Ä
ξqbk

′ä
dξ, (4.85)

est indépendante du paramètre c.
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Proposition 4.21 (loi de ›W (n,c)

Dγz ) Étant donné z ∈ S ′
g(R) un processus stochastique, gaus-

sien, circulaire et stationnaire, à n fixé, ›W (n,c)

Dγz ∈ CK , la transformée en ondelettes discrétisée

du processus ‹Danγ z est un vecteur stochastique gaussien circulaire de covariance

C
W̃

(n,c)

Dγz
[k, k′] =

î
T− logq(γ

′(an))

Ä
CWan[z]

äó
(bk + c, bk′ + c).

Preuve La preuve est immédiate en discrétisant la variable τ dans l’équation (4.55) de la
proposition 4.15. ♠

Remarque 4.21 Comme nous l’avons fait dans le cas de l’étude de l’opérateur de modulation

fréquentielle, on donne ici l’expression de la covariance du vecteur stochastique ›W (n,c)

Dγz en fonc-
tion de la covariance du processus stochastique W an[z]. On ne peut pas, dans le cas général,
donner son expression en fonction de la covariance translaté du vecteur stochastique W (n,c)

z

puisque

Ta
(
C
W

(n,c)
z

)
n’est définie que lorsque a ∈ Z.

Proposition 4.22 (loi de W (n,c)
yd

) Étant donné w ∈ S ′
g(R) un processus blanc gaussien cir-

culaire, z ∈ S ′
g(R) un processus gaussien circulaire et stationnaire, étant donné yd le processus

défini par

yd =Mαz + w,

alors W (n,c)
yd
∈ CK , est un vecteur stochastique gaussien circulaire de covariance

C
W

(n,c)
yd

[k, k′] =
î
T− logq(γ

′(an))

Ä
CWan[z] + CWan[w]

äó
(bk + c, bk′ + c) + Ed(bk + c, bk′ + c)

Preuve La preuve est immédiate en discrétisant la variable τ dans l’équation (4.67) de la
proposition 4.16. ♠

Remarque 4.22 Dans le cas où logq (γ′(an)) = 0, la matrice de covariance C
W

(n,c)
yd

s’exprime

simplement en fonction des matrices de covariances des vecteurs stochastiques W (n,c)
w et W (n,c)

z ,

C
W

(n,c)
yd

[, k, k′] = C
W

(n,c)
z

[k, k′] +C
W

(n,c)
w

[k, k′] + Ed(bk + c, bk′ + c). (4.86)

Preuve Il suffit de remarquer que ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,Ä
CWan[z] + CWan[w]

ä
(bk + c, bk′ + c) =

(
C
W

(n,c)
z

+C
W

(n,c)
w

)
[k, k′]. (4.87)

♠



Chapitre 5

Méthodes d’estimation

Nous avons vu au chapitre précédent que les opérateurs de déformations pouvaient être ap-
proximés par des opérateurs de translations sur les covariances des transformées temps-fréquence
et temps-échelle à temps-fixé. On construira dans ce chapitre des estimateurs approchés des fonc-
tions de déformation, en estimant, à chaque instant, les valeurs de ces translations. Après avoir
donné un bref état de l’art des méthodes d’estimation on donnera l’expression du maximum
de vraisemblance approché des fonctions de déformation. Ce maximum de vraisemblance ap-
proché nécessitera de disposer de covariances associées aux transformées temps-fréquence ou
temps-échelle des processus stationnaires z et w et nous donnerons une méthode pour les esti-
mer. La dernière partie de ce chapitre sera consacrée à l’estimation numérique des fonctions de
déformation sur des signaux synthétiques ainsi que sur des sons naturels.
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5.3.3 Améliorer la résolution fréquentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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5.1 État de l’art

5.1.1 Fréquence locale et échelle locale

Un estimateur de la fréquence instantanée souvent utilisé dans l’analyse et la caractérisation
des signaux audio non-stationnaires est l’évolution du barycentre spectral au cours du temps
(voir [Merer et al., 2008] ou [Thoret, 2014] par exemple). Celui-ci est donné par l’évolution
du centre de gravité d’une transformée temps-fréquence quadratique au cours du temps (voir
[Flandrin, 1993]). Dans le cas où la transformée quadratique considérée est le spectrogramme vy
du processus stochastique y,

vy[n, k] = E
¶
|Vg[y](an, bk + c)|2

©
,

le centre de gravité spectral est un estimateur de la dérivée de la fonction de modulation. On
appellera fréquence locale, la fonction définie par,

n→ ν(n) =
K−1∑
k=0

k vy[n, k]∑K−1
k=0 vy[n, k]

. (5.1)

Dans le cas où l’on considère le scalogramme wy du processus y

wy[n, k] = E
¶
|Wψ[y](an, bk + c)|2

©
,

l’échelle locale, définie par,

n→ σ(n) =
K−1∑
k=0

k wy[n, k]∑K−1
k=0 wy[n, k]

, (5.2)

est alors un estimateur de la dérivée de la fonction de dilatation.
Nous utiliserons dans la suite ces deux quantités comme références et les méthodes d’esti-

mations développées plus loin leur seront comparées

5.1.2 Méthode de Clerc et Mallat

Le problème de stationnarisation des processus modulés fréquentiellement et des processus
dilatés temporellement a été étudié dans [Clerc and Mallat, 2003]. Les estimations des fonctions
de déformation reposent sur des équations de transport dans les plans temps-fréquence et temps-
échelle. Dans le cas de l’étude temps-fréquence du modèle de modulation fréquentielle, nous avons
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vu en section 4.2.1.1 que l’étude temps-fréquence du processus modulé nous permettait, à chaque
instant τ , d’approximer l’opérateur de modulation par son opérateur tangent,

Vg[Mαx](τ, ν) ≈ Vg[›Mτ
αz](τ, ν),

où

Vg[›Mτ
αz](τ, ν) = e2iπα(τ)Vg[x](τ, ν − α′(τ)).

On peut alors remarquer que l’approximation du spectrogramme du processus modulé défini
par,

c̃(τ, ν) = E
ß∣∣∣Vg[›Mτ

αz](τ, ν)
∣∣∣2™ ,

obéit à une équation de transport,

∂

∂τ
c̃(τ, ν) + α′′(τ)

∂

∂ν
c̃(τ, ν) = 0. (5.3)

Preuve Remarquons que c̃(τ, ν) s’exprime en fonction de la fonction de covariance du processus›Mτ
αz définie en proposition 4.7,

c̃(τ, ν) = CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ, ν, ν). (5.4)

On sait (voir proposition 4.7) que CVg [M̃τ
αz]

s’exprime en fonction de la covariance du pro-

cessus stationnaire z,

CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ ′, ν, ν ′) = e2iπ(α(τ)−α(τ ′))CVg [z](τ, τ
′, ν − α′(τ), ν ′ − α′(τ ′)).

où

CVg [z](τ, τ
′, ν, ν ′) =

¨
Sz, ĝτν‘gτ ′ν′∂ .

Le spectrogramme c̃ a alors pour expression

c̃(τ, ν) = CVg [M̃τ
αz]

(τ, τ, ν, ν) = CVg [z](τ, τ, ν − α′(τ), ν − α′(τ)) =
¨
Sz, hν−α′(τ)

∂
,

avec hν−α′(τ)(ξ) = ĝ(ξ − ν + α′(τ))¯̂g(ξ − ν + α′(τ)).

Remarquons maintenant que ∀ξ ∈ R,

∂

∂τ
hν−α′(τ)(ξ) = −α′′(τ)

∂

∂ν
hν−α′(τ)(ξ).

Comme

∂

∂τ
ṽ(τ, ν) =

≠
Sz,

∂

∂τ
hν−α′(τ)

∑
, et

∂

∂ν
ṽ(τ, ν) =

≠
Sz,

∂

∂ν
hν−α′(τ)

∑
,

on retrouve bien l’équation de transport désirée. ♠
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Le spectrogramme du processus modulé obéira alors approximativement à la même équation
de transport. Le théorème suivant montre que l’erreur d’approximation tend vers 0 quand le
support de la fenêtre d’analyse tend vers 0.

Théorème 5.1 (Clerc et Mallat) Soit x un processus stationnaire, supposons qu’il existe h >
0 tel que sa covariance cx vérifie

cx(0)− cx(t) = |t|hη(t), (5.5)

où η est une fonction continu au voisinage de 0, et η(0) > 0. Soit g ∈ C1(R) une fonction paire
et positive à support dans [-1,1]. Soit ν0 tel que

∀k < h+ 3, supp
¶
ĝ(k)
©
⊂ [−ν0, ν0], (5.6)

mais ∫ ∫
|t− s|h(t− s) sin [ν0(t− s)] g(t)g(s)dtds 6= 0. (5.7)

Soit ym =Mαx où α ∈ Cdhe+4, en posant

vλ(τ, ν) = E
ß∣∣∣¨ym, gλτ,ν∂∣∣∣2™ , (5.8)

où gλ(t) = g(t/λ). Alors pour tout τ ∈ R tel que α′′(τ) 6= 0 et pour ν = ν0/λ, quand λ→ 0,

∂

∂τ
vλ(τ, ν)− α′′(τ)

∂

∂ν
vλ(τ, ν) = O(λ2)

∂

∂τ
vλ(τ, ν). (5.9)

De la même manière Clerc et Mallat montrent que le scalogramme du processus dilaté tempo-
rellement obéit approximativement à une équation de transport.

Théorème 5.2 (Clerc et Mallat) Soit x un processus stationnaire, supposons qu’il existe h >
0 tel que sa covariance cx vérifie

cx(0)− cx(t) = |t|hη(t), (5.10)

où η est C1(R) au voisinage de 0 et η(0) > 0. Soit ψ ∈ C1(R) une fonction à support dans [−1, 1]
telle que, ∫

ψ(t)dt = 0 et

∫ ∫
|t− s|hψ(t)ψ(s)dtds 6= 0. (5.11)

Soit yd(t) = x(γ(t)) où γ ∈ C3 et γ′(t) > 0, en posant

w(τ, s) = E
ß∣∣∣¨yd, ψsτ∂∣∣∣2™ , (5.12)

où ψsτ (t) = 1
sψ
( t−τ
s

)
. Alors pour tout τ ∈ R tel que γ′′(τ) 6= 0, quand s→ 0,

∂

∂τ
w(τ, s)− γ′′(τ)

γ(τ)

∂

∂ log(s)
w(τ, s) = O(s)

∂

∂τ
w(τ, s). (5.13)
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Remarque 5.1 [Clerc and Mallat, 2003] adoptent un formalisme différent de celui que nous
avons adopté dans ce manuscrit. Ils considèrent les processus généralisés comme des formes
linéaires continues alors que nous les considérons comme des formes anti-linéaires continues,
ce qui explique la différence de signe existante entre le théorème 5.1 et l’équation (5.3). Ils
considèrent des familles d’ondelettes définies par ψsτ (t) = 1

sψ
( t−τ
s

)
et le modèle de dilatation

étudié, y = x ◦ γ, n’est pas unitaire dans L2(R).

Disposant d’une seule réalisation des processus stochastiques ym et yd, les théorèmes précédent
suggèrent d’estimer les fonctions de déformation à partir des quotients,

∂
∂τ

∣∣∣¨ym, gλτ,ν∂∣∣∣2
∂
∂ν

∣∣∣¨ym, gλτ,ν∂∣∣∣2 , et

∂
∂τ

∣∣∣¨yd, ψsτ∂∣∣∣2
∂

∂ log(s)

∣∣∣¨yd, ψsτ∂∣∣∣2 . (5.14)

La réalisation d’un spectrogramme ou d’un scalogramme possédant généralement beaucoup de
fluctuations et est nécessaire de les lisser. En notant r(τ, ν), une réalisation du champ sto-

chastique
∣∣∣¨y, gλτ,ν∂∣∣∣2, Clerc et Mallat proposent d’estimer ∂

∂τ v
λ en convoluant temporellement

∂
∂τ r(τ, ν). On notera alors ,

’∂
∂τ v

λ l’estimateur de ∂
∂τ v

λ défini par,÷∂
∂τ
vλ(τ, ν) =

∫
R

∂

∂τ
r(τ − t, ν)k(t)dt.

Les quantités ∂
∂ν v

λ, ∂
∂τw et ∂

∂ log(s)w sont estimées de la même manière. Les hypothèses des

théorèmes 5.1 et 5.2 permettant d’assurer que ∂
∂ log(s)w(τ, s) et ∂

∂ν v
λ(τ, ν) ne s’annule pas, les

estimateurs des fonctions de déformation ont finalement pour expressions,

÷α′′(τ) =
’∂
∂τ v

λ(τ, ν)’∂
∂ν v

λ(τ, ν)
, et

γ′′(τ)

γ(τ)
=

‘∂
∂τw(τ, s)ÿ�∂

∂ log(s)w(τ, s)
. (5.15)

Le support du noyau de convolution k permet alors d’effectuer un compromis classique entre
le biais et la variance de l’estimateur. On comprend aisément qu’il serait judicieux d’utiliser un
noyau de convolution à support large lorsque les dérivées des fonctions de déformation varient
lentement au cours temps et un noyau à support étroit lorsque les variation sont plus rapides.
Les dynamiques n’étant évidemment pas connues à l’avance il est impossible de réaliser se type
d’adaptation. On notera aussi que les fonctions de déformation sont estimées localement à partir
de quotients de réalisations lissées des spectogrammes et des scalogrammes. Comme ces dernières
comportent toujours certaines fluctuations, cela peut altérer la qualité des estimations.

5.2 Estimation par maximum de vraisemblance

Nous avons vu dans la section 4.5 que les vecteurs stochastiques Vn
ym et Vn

yd
suivent, à temps

fixé, des lois gaussiennes multivariées circulaires,

V(n,c)
ym ∼ N

Å
0,C

V
(n,c)
ym

, 0

ã
, et W (n,c)

yd
∼ N

Å
0,C

W
(n,c)
yd

, 0

ã
, (5.16)
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dont les matrices de covariance dépendent explicitement des fonctions de déformation à estimer.
Dans cette section, nous supposerons disposer des réalisations des vecteurs stochastiques Vn

ym et
Vn
yd

pour tout n ∈ J0, N − 1K et nous construirons un estimateur de maximum de vraisemblance
approché basé sur les approximations réalisées précédemment. On estimera ainsi les valeurs des
fonctions de déformation en chaque instant n, sans prendre en compte les corrélations existant
entres les différents instants. Nous traiterons le modèle de dilatation temporelle et le modèle
de modulation fréquentielle quasi-simultanément, les méthodes d’estimation proposées étant
presque équivalentes dans les deux cas.

5.2.1 Changeons les notations

Les méthodes d’estimation des fonctions de déformation reposeront sur les matrices de co-

variance des vecteurs stochastiques V
(n,c)
ym et W (n,c)

yd
dont les expressions sont données en pro-

positions 4.19 et 4.22,

C
V

(n,c)
ym

[k, k′] =
î
Tα′(an)

Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c) + Em(bk + c, bk′ + c), (5.17)

C
W

(n,c)
yd

[k, k′] =
î
T− logq(γ

′(an))

Ä
CWan[z] + CWan[w]

äó
(bk + c, bk′ + c) + Ed(bk + c, bk′ + c).

(5.18)

Pour simplifier nous adopterons les notations suivantes, ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,

C
(δ,c)
V [k, k′] =

î
Tδ
Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c), Ec

m[k, k′] = Em(kb+ c, k′b+ c),

C
(θ,c)
W [k, k′] =

î
T−θ
Ä
CWan[z] + CWan[w]

äó
(bk + c, bk′ + c), Ec

d[k, k
′] = Ed(bk + c, bk′ + c).

Ainsi les équations (5.17) et (5.18) se liront , pour δ = α′(an) et pour θ = logq(γ
′(an)),

C
V

(n,c)
ym

= C
(δ,c)
V + Ec

m, (5.19)

C
W

(n,c)
yd

= C
(θ,c)
W + Ec

d. (5.20)

Comme nous l’avons vu en remarques 4.19 et 4.22, lorsque les paramètres de translation δ et θ

sont nuls, les covariances C
(0,c)
V et C

(0,c)
W vérifient

C
(0,c)
V = C

V
(n,c)
z

+C
V

(n,c)
w

, (5.21)

C
(0,c)
W = C

W
(n,c)
z

+C
W

(n,c)
w

. (5.22)

5.2.2 Densités de probabilité des mesures dans les plans temps-fréquence et
temps-échelle

Les vecteurs stochastiques V
(n,c)
ym et W (n,c)

yd
ont des matrices de covariance positives mais pas

nécessairement définies et ils ne possèdent donc pas nécessairement de densité de probabilité.
Les propositions suivantes nous donnent des conditions suffisantes pour que C

V
(n,c)
ym

et C
W

(n,c)
yd

soient des matrices définies positives.
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Proposition 5.1 Supposons que la fenêtre d’analyse g soit telle que

Kg :=
1

b
min
u∈R

∑
v∈Z

∣∣∣∣g Åu+
v

b

ã∣∣∣∣2 > 0 .

Alors quel que soit x ∈ CK ,

x∗C
V

(n,c)
ym

x ≥ σ2
0Kg ‖x‖2 ,

et la matrice C
V

(n,c)
ym

est inversible à inverse borné.

Preuve Rappelons d’abord (voir eq. (4.77)) que,

Vn
ym = V

(n,c)
Mαz

+ V(n,c)
w ,

donc la matrice C
V

(n,c)
ym

vérifie,

C
V

(n,c)
ym

= C
V

(n,c)
Mαz

+C
V

(n,c)
w

.

Comme C
V

(n,c)
Mαz

est une matrice semi-définie positive, ∀x ∈ CM ,

x∗C
V

(n,c)
ym

x ≥ x∗C
V

(n,c)
w

x. (5.23)

On va donc minorer x∗C
V

(n,c)
w

x. D’après l’équation (4.79),

C
V

(n,c)
w

[k, k′] = σ2
0

∫
R

¯̂g(ξ − bk)ĝ(ξ − bk′)dξ.

On a donc l’égalité suivante ∀x ∈ CK ,

x∗C
V

(n,c)
w

x = σ2
0‖ŷ‖22, (5.24)

où la fonction ŷ ∈ S (R) est définie pour tout ξ ∈ R par

ŷ(ξ) =
K−1∑
k=0

x[k]ĝ(ξ − bk′).

La transformé de Fourier étant un opérateur unitaire de L2(R), l’équation (5.24) peut se réécrire

x∗C
V

(n,c)
w

x = σ2
0‖y‖22, (5.25)

où

y(t) =
K−1∑
k=0

x[k]

∫
R
ĝ(ξ − bk)e2iπξtdξ = g(t)

K−1∑
k=0

x[k]e2iπtbk.
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On va donc minorer ‖y‖22.

‖y‖22 =

∫
t∈R
|g(t)|2

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπtbk

∣∣∣∣∣∣
2

dt

=
∑
v∈Z

∫ 1/b

u=0
|g(u+ v/b)|2

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπ(u+v/b)bk

∣∣∣∣∣∣
2

du

On a ici séparé l’ensemble R en une union d’intervalles de taille 1/b.

‖y‖22 =
∑
v∈Z

∫ 1/b

u=0
|g(u+ v/b)|2

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπubk

∣∣∣∣∣∣
2

du

≥ min
u∈R

(∑
v∈Z
|g(u+ v/b)|2

)∫ 1/b

u=0

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπubk

∣∣∣∣∣∣
2

du

≥ 1

b
min
u∈R

(∑
n∈Z
|g(u+ n/b)|2

)∫ 1

u=0

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπuk

∣∣∣∣∣∣
2

du.

On obtient finalement la majoration suivante,

‖y‖22 ≥
1

b
min
u

(∑
v∈Z
|g(u+ v/b)|2

)
‖x‖2. (5.26)

Finalement, en réunissant les équations (5.25) et (5.26),

∀x ∈ CM , x∗C
V

(n,c)
ym

x ≥ σ2
0

b
min
u∈R

(∑
v∈Z
|g(u+ v/b)|2

)
‖x‖2.

♠

La proposition précédente exprime simplement le lien entre la redondance fréquentielle des
mesures dans le plan temps-fréquence et l’inversibilité de la matrice de covariance. Ainsi, de
grandes valeurs de b associées à de faibles redondances fréquentielle des mesures seront re-
quises afin d’assurer l’inversibilité de la matrice. De la même manière une trop forte localisation
des fonctions g risquerait de compromettre l’inversibilité. Cette dernière condition peut être
appréhendé en considérant le principe d’incertitude temps-fréquence qui établit que plus la
fenêtre g est bien localisée moins sa transformée de Fourier ĝ pourra l’étre, impliquant alors une
redondance fréquentielle potentiellement plus grande. On remarquera aussi que la condition d’
inversibilité est indépendante du paramètre de translation c. On peut donner une proposition
équivalente concernant l’étude temps-échelle du modèle de dilatation temporelle.

Proposition 5.2 Supposons que l’ondelette ψ soit telle que sa transformée de Fourier-Mellin

ψ :=
“̂
ψ vérifie

Kψ :=
1

b log(q)
min
u∈R

∑
v∈Z

∣∣∣∣∣ψ
Ç
u+

v

b log(q)

å∣∣∣∣∣2 > 0.
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Alors quel que soit x ∈ CM ,

x∗C
W

(n,c)
yd

x ≥ Kψσ
2
0 ‖x‖2 ,

et la matrice CW yd
est inversible à inverse borné.

Preuve La matrice de covariance de W (n,c)
yd

vérifie,

C
W

(n,c)
yd

= C
W

(n,c)
Dγz

+C
W

(n,c)
w

.

La matrice C
W

(n,c)
Dγz

étant semi-définie positive, ∀x ∈ CM ,

x∗C
W

(n,c)
yd

x ≥ x∗C
W

(n,c)
w

x. (5.27)

Nous allons donc minorer x∗C
W

(n,c)
w

x.

D’après l’équation (4.54)

C
W

(n,c)
w

[k, k′] = σ2
0

∫
R+

»
qbk+bk′ ¯̂ψ(ξqbk)ψ̂(ξqbk

′
)dξ,

ce qui nous mène à l’égalité suivante

x∗C
W

(n,c)
w

x = σ2
0‖ŷ‖22,

où la fonction y ∈ S (R) est définie pour tout ξ ∈ R par

y(ξ) =
K−1∑
k=0

x[k]
»
qbkψ̂(ξqbk

′
).

Comme ψ ∈ S (R) est une ondelette analytique, supp(y) ⊂ R∗+ et la transformée de Mellin de y
est bien définie. Comme de plus la transformation de Mellin est un opérateur unitaire de L2(R),
l’équation (5.27) peut se réécrire

x∗C
W

(n,c)
w

x = σ2
0‖“y‖22, (5.28)

avec

“y(β) = ψ(β)
K−1∑
k=0

x[k]q−2iπβbk,

où ψ :=
“̂
ψ est la transformée de Fourier-Mellin de ψ.

On va donc minorer ‖“y‖22

‖“y‖22 =

∫
β∈R
|ψ(β)|2

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
m=0

x[k]e−2iπβb log(q)k

∣∣∣∣∣∣
2

dt

=
∑
v∈Z

∫ 1/(b log(q))

u=0

∣∣∣∣∣ψ
Ç
u+

v

b log(q)

å∣∣∣∣∣2 ∣∣∣∣∣∣K−1∑
k=0

x[k]e2iπub log(q)k

∣∣∣∣∣∣
2

du,
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où l’on à découpé l’ensemble R en une union d’intervalles de taille 1/ (b log(q)).

‖“y‖22 ≥ 1

b| log(q)|
min
u

(∑
v∈Z

∣∣∣∣∣ψ(u+
v

b log(q)
)

∣∣∣∣∣
2)∫ 1

u=0

∣∣∣∣∣∣
K−1∑
k=0

x[k]e2iπuk

∣∣∣∣∣∣
2

du,

≥ 1

b| log(q)|
min
u

(∑
v∈Z

∣∣∣∣∣ψ(u+
v

b log(q)
)

∣∣∣∣∣
2)
‖x‖2. (5.29)

On obtient finalement en réunissant les équations (5.28) et (5.29),

∀x ∈ CM , x∗C
W

(n,c)
yd

x ≥ σ2
0

b log(q)
min
u

(∑
v∈Z

∣∣∣∣∣ψ(u+
v

b log(q)
)

∣∣∣∣∣
2)
‖x‖2.

♠

Cette proposition fait donc le lien entre la redondance d’échelle des mesures dans le plan temps-
échelle et l’inversibilité de la matrice de covariance. De faibles valeurs des paramètres q et
b associées à de grandes redondances d’échelle et une trop forte localisation de l’ondelette ψ
risquerait de compromettre l’inversibilité de la covariance. La condition sur la localisation de
ψ est liée au principe d’incertitude temps-échelle énoncé en 2.1.11.6 qui établit que mieux la

fonction ψ est localisée moins ψ̂ peut l’être, impliquant une redondance d’échelle potentiellement
plus grande. Comme dans le cas de la proposition précédente, la condition d’inversibilité est
indépendante du paramètre c.

On supposera dans la suite que les propositions 5.1 et 5.2 sont vérifiées, les vecteurs stochas-

tiques V
(n,c)
ym et W (n,c)

yd
, possèdent alors des densités de probabilité dont l’expression est donnée

dans [Gallager, 2008].

Proposition 5.3 Soit U un vecteur stochastique gaussien circulaire, si sa matrice de covariance
CU est définie positive alors U possède une densité de probabilité PU , définie ∀ u ∈ CK par,

PU (u) =
1

πK det (CU )
exp
¶
−
¨
C−1
U u,u

∂©
.

5.2.3 Expressions des estimateurs du maximum de vraisemblance

Proposition 5.4 Étant donné U c
m ∈ CK une réalisation du vecteur stochastique V

(n,c)
ym et

U c
d ∈ CK une réalisation du vecteur stochastique W (n,c)

yd
, les estimateurs du maximum de vrai-

semblance des fonctions de déformation ont pour expressions

ML[α′(an)](U c
m) = argmin

δ∈R

ß
log

(∣∣∣C(δ,c)
V + Ec

m

∣∣∣)+

≠(
C

(δ,c)
V + Ec

m

)−1
U c
m,U

c
m

∑™
ML[logq(γ

′(an))](U c
d) = argmin

θ∈R

ß
log

(∣∣∣C(θ,c)
W + Ec

d

∣∣∣)+

≠(
C

(δ,c)
W + Ec

d

)−1
U c
d,U

c
d

∑™
Preuve On donne la preuve pour l’estimation de la fonction de modulation α, la preuve concer-
nant la fonction de dilatation γ étant identique. On a déjà vu en proposition 5.3 que le vecteur
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stochastique V
(n,c)
ym possède une distribution de probabilité, définie pour u ∈ CK par,

P
V

(n,c)
ym

(u) =
1

πK det

Å
C

V
(n,c)
ym

ã exp

ß
−
≠
C−1

V
(n,c)
ym

u,u

∑™
.

où la matrice de covariance C
V

(n,c)
ym

dépend du paramètre α′(an) à estimer (voir eq. (5.19)),

C
V

(n,c)
ym

= C
(α′(an),c)
V + Ec

m.

Disposant d’une observation U c
m du vecteur stochastique V

(n,c)
ym , l’estimateur du maximum de

vraisemblance du paramètre α′(an) a alors pour expression,

ML[α′(an)] (U c
m) = argmax

δ∈R

 1

πK det
(
C

(δ,c)
V + Ec

m

) exp

ß
−
≠(
C

(δ,c)
V + Ec

m

)−1
U c
m,U

c
m

∑™
.

 .
On obtient finalement l’expression désirée en ne maximisant pas la fonction de vraisemblance
mais en minimisant l’opposé de son logarithme. ♠

5.2.3.1 Maximum de vraisemblance approché

En négligeant les erreurs d’approximation Ec
m et Ec

d, les estimateurs précédents ne dépendent

que des matrices C
(δ,c)
V et C

(θ,c)
W ,

C
(δ,c)
V [k, k′] =

î
Tδ
Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c), (5.30)

C
(θ,c)
W [k, k′] =

î
T−θ
Ä
CWan[z] + CWan[w]

äó
(bk + c, bk′ + c), (5.31)

et l’estimation des fonctions de déformation se résume alors à l’estimation d’un paramètre de
translation. Cela reste approximativement vrai lorsqu’elles sont petites et dans le cas où les

matrices de covariance C
(δ,c)
V et C

(θ,c)
W sont inversibles. On construira alors des estimateurs de

maximum de vraisemblance approchés en négligeant ces erreurs d’approximation.

Proposition 5.5 La matrice C
(δ,c)
V est inversible sous les mêmes conditions que la matrice

CVn,c
ym

est inversible (voir proposition 5.1) et la matrice C
(θ,c)
W est inversible sous les mêmes

conditions que la matrice CWn,c
yd

est inversible (voir proposition 5.2).

Preuve Concernant l’inversibilité de la matrice C
(δ,c)
V , il suffit de remarquer que

C
(δ,c)
V = C

Ṽ
(n,c)
Mαz

+C
V

(n,c)
w

,

où C
Ṽ

(n,c)
Mαz

est définie en équation (5.17) par

C
Ṽn,c
Mαz

[k, k′] =
î
Tα′(an)

Ä
CV an[z]

äó
(bk + c, bk′ + c).

Comme C
Ṽ

(n,c)
Mαz

est une matrice semi-définie positive,

x∗C
(δ,c)
V x ≥ x∗C

V
(n,c)
w

x,
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et la suite de la preuve est identique à la preuve de la proposition 5.1 à partir de l’équation (5.24).

Pour l’inversibilité de C
(θ,c)
W on remarque que de la même manière que

C
(θ,c)
W = C

W̃
(n,c)
Dγz

+C
W

(n,c)
w

,

où C
Ṽ

(n,c)
Dγz

est une matrice semi-définie positive. La suite de la preuve est donc identique à la

preuve de la proposition 5.2 à partir de l’équation (5.23). ♠

Définition 5.1 Étant données U c
m ∈ CK une réalisation du vecteur stochastique V

(n,c)
ym et U c

d ∈
CK une réalisation du vecteur stochastique W (n,c)

yd
, on définit les estimateurs du maximum de

vraisemblance approchés des fonctions de déformation parfiML[α′(an)](U c
m) = argmin

δ∈R

ß
log

(∣∣∣C(δ,c)
V

∣∣∣)+

≠(
C

(δ,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑™
, (5.32)fiML[logq(γ

′ (an))](U c
d) = argmin

θ∈R

ß
log

(∣∣∣C(θ,c)
W

∣∣∣)+

≠(
C

(θ,c)
W

)−1
U c
d,U

c
d

∑™
. (5.33)

5.2.3.2 Recherche exhaustive et quantification des estimées

Les expressions approchées des estimateurs des maximums de vraisemblance font intervenir
les fonctions de covariance associées aux transformées temps-fréquence et temps-échelle conti-
nues,

C
(δ,c)
V [k, k′] = Tδ

Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
(bk + c, bk′ + c),

C
(θ,c)
W [k, k′] = T−θ

Ä
CWan[z] + CWan[w]

ä
(bk + c, bk′ + c).

Disposant uniquement de mesures discrètes dans les plans temps-fréquence et temps-échelle, il
nous est en pratique impossible d’avoir accès à une estimation de ces covariances. Nous verrons

plus loin (sec. 5.4) une méthode pour estimer les matrices C
(0,c)
V et C

(0,c)
W , associées à des

paramètres de translation nuls,

C
(0,c)
V [k, k′] := C

V
(n,c)
z

[k, k′] +C
V

(n,c)
w

[k, k′],

C
(0,c)
W [k, k′] := C

W
(n,c)
z

[k, k′] +C
W

(n,c)
w

[k, k′].

On ne peut pas, dans le cas général, exprimer les matricesC
(δ,c)
V etC

(θ,c)
W en fonction des matrices

C
(0,c)
V et C

(0,c)
W , les translations le long des diagonales de ces dernières n’étant définies que dans le

cas discret. Nous allons voir que cela est possible pour certaines valeurs discrètes des paramètres
δ et θ, ce qui nous permettra d’estimer des valeurs quantifiées des fonctions de déformation.

Proposition 5.6 Supposons que δ, θ ∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b], alors les matrices de covariance
vérifient,

C
(δ,c)
V = T δ

b
C

(0,c)
V , C

(θ,c)
W = T θ

b
C

(0,c)
W .
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Preuve On donne la preuve uniquement pour l’expression de la matrice, C
(δ,c)
V , la preuve pour

la matrice C
(θ,c)
W étant complètement identique. On sait que ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,

C
(0,c)
V [k, k′] =

Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
(bk + c, bk′ + c),

pour δ/b ∈ J0,K − 1K, les translations par δ/b le long de la diagonale de la matrice C
(0,c)
V sont

bien définies et ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K(
T δ
b
C

(0,c)
V

)
[k, k′] =

Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
(bk + c− δ, bk′ + c− δ),

=
î
Tδ
Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c),

donc C
(δ,c)
V = T δ

b
C

(0,c)
V ♠

Remarque 5.2 Les vecteurs V
(n,c)
z , V

(n,c)
w , W (n,c)

z et W (n,c)
z ont des conditions aux bords

périodiques (voir eq. (4.84) et (4.76)), donc les matrices C
(0,c)
V et C

(0,c)
V ont elles aussi des

conditions aux bords périodiques et les translations le long de leurs diagonales sont bien définies.

Proposition 5.7 Étant donné U c
m ∈ CK une réalisation du vecteur stochastique V

(n,c)
ym , dans

le cas où l’on se restreint à rechercher des valeurs quantifiées de la fonction à estimer, à savoir
α′(an) ∈ [0, b, 2b, .., (K− 1)b], l’approximation de l’estimateur du maximum de vraisemblance de
la fonction de modulation a pour expression,fiMLñα′(an)

b

ô
(U c

m) = argmin
λ∈J0,K−1K

ß≠
Tλ
(
C

(0,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑™
.

Preuve On connâıt l’expression de l’estimateur du maximum de vraisemblance approché,fiML[α′(an)](U c
m) = argmin

δ∈R

ï
log

(∣∣∣C(δ,c)
V

∣∣∣)+

≠(
C

(δ,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑ò
.

Pour δ/b ∈ J0,K − 1K, C(δ,c)
V = T δ

b
C

(0,c)
V donc

(
C

(δ,c)
V

)−1
= T δ

b

(
C

(0,c)
V

)−1
.

En posant λ = δ/b ∈ J0,K − 1K, C(λb,c)
V = TλC

(0,c)
V et en minimisant la vraisemblance

approchée par rapport à λ on obtient l’estimateur de α′(n)
b suivant,fiMLñα′(an)

b

ô
(U c

m) = argmin
λ∈J0,K−1K

ï
log

Å∣∣∣∣Tλ (C(0,c)
V

)−1
∣∣∣∣ã+

≠
Tλ
(
C

(0,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑ò
.

On va maintenant montrer que
∣∣∣Tλ (C(0,c)

V

)∣∣∣ est indépendant du paramètre de translation λ.

Intéressons nous au cas général où ρ ∈ C est une valeur propre d’une matrice C ∈ CK×K
associée au vecteur propre u ∈ CK ,

Cu = ρbu ⇔ ∀j ∈ J0,K − 1K,
K−1∑
k=0

C[j, k]u[k] = ρu[i]

⇔ ∀λ ∈ Z, ∀i ∈ J0,K − 1K,
K−1∑
k=0

C[j − λ, k − λ]u[k − λ] = ρu[i− λ]

⇔ ∀λ ∈ Z, [TλC] [Tλu] = ρ [Tλu] .
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Donc ρ ∈ C est une valeur propre de la matrice TλC associée au vecteur propre Tλu. Les ma-
trices TλC et C ont les mêmes valeurs propres et le déterminant de |TλC| est indépendant du

paramètre de translation λ.
∣∣∣Tλ (C(0,c)

V

)∣∣∣ étant indépendant de λ on obtient l’expression désirée

pour l’estimation de la fonction de modulation.

♠

Proposition 5.8 Étant donné U c
d ∈ CK une réalisation du vecteur stochastique W (n,c)

yd
, dans

le cas où l’on se restreint à rechercher des valeurs quantifiées de la fonction à estimer, γ′(an) ∈
[1, qb, q2b, ..., qb(K−1)], l’ approximation de l’estimateur du maximum de vraisemblance de la fonc-
tion de dilatation a pour expression,fiMLñ logq(γ

′(an))

b

ô
(U c

d) = argmin
λ∈J0,K−1K

ï≠
Tλ
(
C

(0,c)
W

)−1
U c
d,U

c
d

∑ò
.

Preuve La preuve est identique à la preuve de la proposition 5.7. ♠

5.2.4 Conclusion partielle : Des problèmes de quantification

Étant données une réalisation U c
m du vecteur stochastique V

(n,c)
ym et une réalisation U c

d du
vecteur stochastique W (n,c)

yd
, nous avons proposé dans cette section une méthode pour estimer

des valeurs quantifiées des fonctions de déformation, ∀n ∈ J0, N − 1K

α′(an) ∈ [0, b, 2b, .., (K − 1)b] et γ′(an) ∈ [1, qb, q2b, ..., qb(K−1)].

On pourra alors utiliser des méthodes d’interpolation et d’intégration pour estimer les fonctions
de déformation. Nous avons vu en propositions 5.1 et 5.2, que les conditions d’inversibilité
des matrices de covariances nécessitaient que les valeurs de b et de qb soient d’autant plus
faible que les fonctions tests g et ψ sont bien localisées. Les approximations des opérateurs de
déformations par leurs opérateurs tangents (section. 4.2) et les approximations des maximums de
vraisemblance qui en résultent (section 5.2.3.1), seront d’autant meilleures que les fonctions test
seront bien localisées autour de 0. Cela signifie alors que les valeurs du paramètre de discrétisation
b ne pourront être aussi faibles que l’on veut et que les estimations des fonctions de déformation
sont en pratique fortement quantifiées.

5.3 Améliorer la résolution fréquentielle

Le but de cette section est de proposer une méthode permettant de diminuer les valeurs
de quantification des estimations, cette méthode nécessitera d’utiliser différentes mesures dans
les plans temps-fréquence et temps-échelle, associées à de différentes valeurs du paramètre de
décalage c. Nous supposerons désormais que le paramètre b est entier et on posera L = Kb ∈ Z.

A chaque instant n, on ne supposera plus avoir uniquement accès aux mesures V
(n,c)
ym pour une

valeur du paramètre c donné, mais à l’ensemble des b mesures V
(n,c)
ym pour c ∈ J0, b − 1K. De la

même manière que nous l’avons faite section 5.4, nous pourrons alors estimer les matrices de

covariances C
(0,c)
V pour tout c ∈ J0, b− 1K. Les problématiques étant complètement équivalentes
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dans le cas de la modulation fréquentielle et de la dilatation temporelle, on ne traitera ici que le
cas de la modulation et nous donnerons à la fin de cette section la méthode d’estimation pour
la fonction de dilatation.

5.3.1 Estimations avec différentes mesures dans le plan temps-fréquence

Introduisons le vecteur stochastique VL
ym ∈ CL défini par,

VL
ym [k] = Vg[ym](an, k), ∀k ∈ J0, L− 1K, (5.34)

de matrice de covariance,

CVL
ym

[k, k′] =
î
Tα′(an)

Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(k, k′), ∀k, k′ ∈ J0, L− 1K. (5.35)

Remarquons que pour tout k ∈ J0,K − 1K, et pour tout c ∈ J0, b− 1K,

V(n,c)
ym [k] = VL

ym [bk + c],

ainsi, disposer des réalisations des vecteurs V
(n,c)
ym pour tout c ∈ J0, b − 1K est équivalent à

disposer d’ une réalisation du vecteur VL
ym . On peut alors montrer, comme nous l’avons fait en

proposition 5.1, que la fenêtre d’analyse g doit être telle que

min
u∈R

∑
v∈Z
|g (u+ v)|2 > 0 ,

pour que la matrice de covariance CVL
ym

soit inversible. Cette condition n’est généralement pas
vérifiée et la matrice de covariance CVL

ym
n’est a priori pas inversible. On ne construira donc pas

à d’estimateur de la fonction de modulation à partir du vecteur VL
ym mais à partir de l’ensemble

des vecteurs stochastiques
{
V

(n,c)
ym

}
c∈J0,b−1K

en les supposant tous indépendants.

Remarque 5.3 Étant donné l’ensemble des réalisations {U c
m}c∈J0,b−1K des vecteurs stochas-

tiques
{
V

(n,c)
ym

}
c∈J0,b−1K

, en négligeant les dépendances existantes entre les vecteurs V
(n,c)
ym , l’ap-

proximation de l’estimateur du maximum de vraisemblance a pour expression,fiMLñα′(an)

b

ô
(U1

m,U
2
m, ...,U

b−1
m ) = argmin

λ∈J0,K−1K

{
b−1∑
c=0

≠
Tλ
(
C

(0,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑}
, (5.36)

Preuve En négligeant les dépendances existantes entre les vecteurs V
(n,c)
ym ,

PÄ
V

(n,1)
ym ,V

(n,2)
ym ,...,V

(n,b−1)
ym

ä(U1
m,U

2
m, ...,U

b−1
m ) =

b−1∏
c=0

P
V

(n,c)
ym

(U c
m).

En notant L, l’opposé du logarithme de la fonction de vraisemblance,

LÄ
V

(n,1)
ym ,V

(n,2)
ym ,...,V

(n,b−1)
ym

ä(U1
m,U

2
m, ...,U

b−1
m ) =

b−1∑
c=0

L
V

(n,c)
ym

(U c
m),
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En réalisant les mêmes approximations qu’en sections 5.2.3.1, ∀c ∈ J0, b− 1K,

L
V

(n,c)
ym

(U c
m) = log

(∣∣∣C(λ,c)
V

∣∣∣)+

≠(
C

(λ,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑
,

et le maximum de vraisemblance approché a pour expressionfiMLñα′(an)

b

ô
(U1

m,U
2
m, ...,U

b−1
m ) = argmin

λ∈R

{
b−1∑
c=0

≠(
C

(λ,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑}
.

5.3.2 Estimations croisées

Nous avons remarqué dans la section 5.2.3.2 que lorsque le paramètre de translation δ était

un multiple de b, la matrice de covariance C
(δ,c)
V pouvait s’exprimer en fonction de translations

discrètes le long de la diagonale de la matrice C
(0,c)
V . Disposant à présent de l’ensemble des

matrices C
(0,c)
V pour tout c ∈ J0, b− 1K, nous allons voir que l’on peut exprimer la matrice C

(δ,c)
V

en fonction d’une matrice C
(0,c′)
V , correspondant à une valeur de décalage différente.

Proposition 5.9 Étant donné c0 ∈ J0, b− 1K, si δ ∈ [c0 , b+ c0, 2b+ c0, .., (K − 1)b+ c0], alors

la matrice C
(δ,c)
V s’exprime en fonction de translations discrètes le long de la diagonale de la

matrice C
(0,c−c0)
V ,

∀c ∈ J0, b− 1K, C
(δ,c)
V = T(δ−c0)/b

[
C

(0,c−c0)
V

]
.

Preuve On sait que ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,

C
(δ,c)
V [k, k′] =

î
Tδ
Ä
CV an[z] + CV an[w]

äó
(bk + c, bk′ + c).

Comme ∀k, k′ ∈ J0,K − 1K,

C
(0,c−c0)
V [k, k′] =

Ä
CV na[z] + CV na[w]

ä
(bk + c− c0, bk

′ + c− c0),

dans le cas où (δ − c0)/b ∈ J0,K − 1K, les translations par (δ − c0)/b le long de la diagonale de

C
(0,c−c0)
V sont bien définies et[

T(δ−c0)/bC
(0,c−c0)
V

]
[k, k′] =

î
Tδ
Ä
CV na[z] + CV na[w]

äó
(bk + c, bk′ + c). (5.37)

Donc

C
(δ,c)
V = T(δ−c0)/b

[
C

(0,c−c0)
V

]
.

♠

Remarque 5.4 La matrice C
(0,c)
V n’est a priori définie que pour c ∈ J0, b − 1K, or c − c0 ∈

J−b+ 1, b− 1K. Remarquons que dans le cas où c ∈ J1, b− 1K,

C
(0,−c)
V [k, k′] =

Ä
CV na[z] + CV na[w]

ä
(bk − c, bk′ − c),

=
Ä
CV na[z] + CV na[w]

ä
(b(k − 1) + b− c, b(k′ − 1) + b− c),

= C
(0,b−c)
V [k − 1, k′ − 1]

comme (b− c) ∈ J1, b−1K et comme les translations le long de la diagonale de C
(0,b−c)
V sont bien

définies, la matrice C
(0,−c)
V est bien définie.
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Proposition 5.10 Étant donné l’ensemble des réalisations {U c
m}c∈J0,b−1K des vecteurs stochas-

tiques
{
V

(n,c)
ym

}
c∈J0,b−1K

, en négligeant les dépendances existantes entre les vecteurs V
(n,c)
ym , et

lorsqu’on se limite à rechercher des valeurs quantifiées de la fonction de modulation α′(an) ∈
[c0 , b+c0, 2b+c0, .., (K−1)b+c0], l’approximation de l’estimateur du maximum de vraisemblance
a pour expressionfiMLñα′(n)− c0

b

ô
(U1

m,U
2
m, ...,U

b−1
m ) = argmin

λ∈J0,K−1K

{
b−1∑
c=0

≠
Tλ
(
C

(0,c−c0)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑}
.

Preuve On a montré en remarque 5.3 que l’estimateur du maximum de vraisemblance approché
a pour expression,fiML[

α′(an)

]
(U1

m,U
2
m, ...,U

b−1
m ) = argmin

δ∈R

[
b−1∑
c=0

≠(
C

(δ,c)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑]
,

dan le cas où (δ − c0)/b ∈ J0,K − 1K,

C
(δ,c)
V = T(δ−c0)/b

[
C

(0,c−c0)
V

]
, ∀c ∈ J0, b− 1K.

De la même manière que dans la preuve de la proposition 5.7, en posant λ = (δ−c0)/b ∈ J0,K−1K
et en remarquant que

∣∣∣Tλ (C(0,c−c0)
V

)∣∣∣ est indépendant de λ, on obtient finalement l’expression

désirée.

♠

5.3.3 Améliorer la résolution fréquentielle

Nous allons maintenant pouvoir proposer une méthode pour améliorer la résolution fréquentielle
des estimations. Notons λc0 ∈ J0,K − 1K, l’estimation de (α′(n)− c0)/b définie par,

λc0 = argmin
λ∈J0,K−1K

[
b−1∑
c=0

≠
Tλ
(
C

(0,c−c0)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑]
. (5.38)

Disposant de l’ensemble des matrices C
(0,c)
V pour tout c ∈ J0, b − 1K, on peut calculer λc0 pour

tout c0 ∈ J0, b − 1K. Il est alors naturel de rechercher la valeur optimale du paramètre c0, c’est
à dire la valeur c?0 vérifiant,

c?0 = argmin
c0∈J0,b−1K

[
b−1∑
c=0

≠
Tλ
(
C

(0,c−c0)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑]
. (5.39)

Il apparâıt alors que l’estimateur δ? associé à la valeur optimale du paramètre c0,

δ? = b λc?0 + c?0, (5.40)

est un estimateur de α′(an). La quantification du paramètre estimé a alors été diminuée puisque
δ? ∈ J0, L− 1K .
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5.3.4 Négliger les proches corrélations

L’estimateur δ? défini par les équations (5.38), (5.39) et (5.40) nécessite de faire plusieurs
minimisations des fonctions de vraisemblance approchées, associées à différentes valeurs de me-
sures dans le plan temps fréquence. Nous allons proposer dans ce paragraphe un moyen simple
pour le calculer qui nécessitera de considérer les mesures VL

ym définies par

VL
ym [k] = Vg[ym](an, k), ∀k ∈ J0, L− 1K, (5.41)

en négligeant les corrélations existantes entre les fréquences rapprochées.
Étant donnée la matrice de covariance CVL du vecteur stochastique VL défini par,

VL[k] = Vg[z](an, k) + Vg[w](an, k), , ∀k ∈ J0, L− 1K, (5.42)

l’estimateur δ? peut être calculé à partir de la matrice ΓV définie par,

ΓV[k, k′] = CVL [k, k′]Шb[k − k′], (5.43)

où

Шb[k] = 1, si k ∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b], (5.44)

= 0, sinon. (5.45)

Proposition 5.11 Étant donné U ∈ CL une réalisation du vecteur stochastique VL
ym, alors

δ? = argmin
δ∈[0,..,L−1]

î¨
Tδ (ΓV)−1U ,U

∂ó
, (5.46)

où δ? est l’estimateur de α′(an) défini par les équations (5.38), (5.39) et (5.40).

La preuve est donnée en annexe 7.6.
Ainsi le paramètre b qui était jusqu’alors un paramètre de discrétisation des mesures dans le

plan temps fréquence devient un paramètre associé à la matrice de covariance intervenant dans
notre méthode d’estimation. Il représente alors la plus petite distance en dessous de laquelle les
corrélations fréquentielles seront négligées. Le choix b = 1 par exemple revient à considérer la
totalité de la matrice de covariance du processus VL tandis que le choix b = L revient à ne
considérer que la diagonale de la matrice de covariance CVL et assure alors son inversibilité.

5.3.5 Estimation de la fonction de dilatation

L’ensemble des méthodes développées dans cette section peuvent s’appliquer à l’estimation
de la fonction de dilatation. Considérons le vecteur stochastique,

W L
yd

[k] =Wψ[yd](an, k), ∀k ∈ J0, L− 1K, (5.47)

ainsi que la matrice,

ΓW [k, k′] = CWL [k, k′]Шb[k − k′], ∀k ∈ J0, L− 1K, (5.48)

où CWL est la matrice de covariance du vecteur stochastique

W L[k] =Wψ[z](an, k) +Wψ[w](an, k), ∀k ∈ J0, L− 1K. (5.49)
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Proposition 5.12 Étant donné U ∈ CL une réalisation du vecteur stochastique W L
ym, alors

θ? = argmin
θ∈[0,..,L−1]

î¨
Tδ (ΓW )−1U ,U

∂ó
, (5.50)

où δ? = qθ
? ∈ [1, q, q2, q3, ..., qL−1] est un estimateur de γ′(an).

Remarque 5.5 On a alors réduit la quantification de l’estimée et comme dans le cas de la fonc-
tion de modulation, l’estimation peut prendre L valeurs différentes. On notera cependant que la
quantification de l’estimée n’est pas uniforme, ceci étant une conséquence directe de l’utilisation
des ondelettes dans notre méthode d’estimation.

5.4 Estimation des matrices de covariances

Les méthodes d’estimations proposées précédemment requièrent la connaissance des matrices
de covariances CVL et CWL , définies pour tout k, k′ ∈ J0, L− 1K par,

CVL [k, k′] =
Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
(k, k),

CWL [k, k′] =
Ä
CWan[z] + CWan[w]

ä
(k, k).

Nous allons montrer comment la connaissance des fonctions de déformation α et γ va nous
permettre d’estimer ces matrices.

5.4.1 Cas de la modulation fréquentielle

Supposons que la fonction de modulation α soit connue, on peut stationnariser le processus
ym,

M−1
α ym = M−1

α Mαz +M−1
α w = z + w′. (5.51)

Comme M−1
α est un opérateur unitaire de L2(R) le processus w′ = M−1

α w est un bruit blanc
identiquement distribué à w (voir prop. 2.12) . On a alors accès à l’ensemble des N vecteurs

stochastiques
{
V

(n)

M−1
α ym

}
n∈J0,N−1K

définis ∀k ∈ J0, L− 1K par,

V
(n)

M−1
α [ym]

[k] = Vg[z](an, k) + Vg[w′](an, k)

L’observation de ces N vecteurs stochastiques va nous permettre d’estimer la matrice de cova-
riance CVL .

Proposition 5.13 Disposant de l’ensemble de réalisations
¶
V(n)

©
n∈J0,N−1K

, où pour chaque

n, V(n) est une réalisation du vecteur stochastique V
(n)

M−1
α ym

, un estimateur de la matrice de

covariance CVL est donné par

1

N

N−1∑
n=0

V(n,c)[k]V(n,c)[k′]. (5.52)
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Preuve Les processus w′ et z étant décorrélés

C
V

(n)

M−1
α ym

[k, k′] = E
{(

V
(n)

M−1
α ym

[k]
) (

V
(n)

M−1
α ym

[k′]
)∗}

,

=
Ä
CV an[z] + CV an[w′]

ä
(k, k′).

Comme w′ et w sont identiquement distribués,

C
V

(n)

M−1
α ym

=
Ä
CV an[z] + CV an[w]

ä
.

On a déjà vu en remarque 4.8 que les lois des vecteurs stochastiques V an[z] et V an[w] sont

indépendantes de l’instant n, donc quelque soit n ∈ J0, N−1K, les vecteurs stochastiques V
(n)

M−1
α ym

sont identiquement distribués. L’ensemble des réalisations {Vn}n∈J0,N−1K, où pour chaque n, Vn

est une réalisation du vecteur stochastique V
(n)

M−1
α ym

, peut alors être vu comme N réalisations

d’un même vecteur gaussien centré et circulaire de covariance C
V

(n)

M−1
α ym

, dont un estimateur de

la matrice de covariance est donné par la moyenne empirique,

1

N

N−1∑
n=0

V(n,c)[k]V(n,c)[k′].

♠

5.4.2 Cas de la dilatation temporelle

De la même manière que dans le cas du modèle de modulation fréquentielle, dans le cas où
la fonction de dilatation γ est connue, on peut stationnariser le processus yd,

D−1
γ yd = D−1

γ Dγz +D−1
γ w = z + w′, (5.53)

où w′ = D−1γ
γ w est un bruit blanc identiquement distribué à w. On a alors accès à l’ensemble

des N vecteurs stochastiques

ß
W

(n)

D−1
γ yd

™
n∈J0,N−1K

définis ∀k ∈ J0, L− 1K par

W
(n)

D−1
γ yd

[k] =Wψz(an, k) +Wψw
′(an, k).

L’observation des ces N vecteurs stochastiques va nous permettre d’estimer la matrice de
covariance CWL .

Proposition 5.14 Disposant de l’ensemble des réalisations
¶
W (n)

©
n∈J0,N−1K

, où pour chaque

n, W n est une réalisation du vecteur stochastique W
(n)

D−1
γ yd

, un estimateur de la matrice de

covariance CWL est,

1

N

N−1∑
n=0

W (n)[k]W (n)[k′] (5.54)

Preuve La preuve est identique à la preuve de la proposition 5.13 en considérant que les lois
des vecteurs stochastiques W (n,c)

z et W (n,c)
w sont indépendantes de l’instant n. ♠
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5.5 Algorithme d’estimation conjointe

Nous avons vu en section 5.3 que, sous réserve de connâıtre les matrices de covariance CVL

et CWL , nous étions en mesure d’estimer des versions discrétisées des dérivés des fonctions
de déformation, α′(an) et γ′(an) pour n ∈ [0, N − 1]. Nous avons aussi vu en section 5.4 que
la connaissance des fonctions de déformation α et γ nous permettait d’estimer les matrices
de covariances CVL et CWL . Nous proposons dans cette section un algorithme d’estimation
conjointe des fonctions de déformation.

Les processus non-stationnaires ym et yd considérés seront des signaux discrets, de taille L,
aux conditions périodiques aux bords. On supposera que L = aN , ainsi, le paramètre a corres-
pondra au pas temporel des transformées discrètes utilisées numériquement et il sera nécessaire
d’estimer α(n) et γ(n) pour tout n ∈ J0, L−1K. L’idée est la suivante, étant donné une première
estimation de la dérivée de la fonction de modulation α′(an) pour ,∈ [0, N − 1], on pourra, par
interpolation et intégration, estimer la fonction de modulation α(an) pour n ∈ [0, N − 1]. On
pourra ensuite effectuer une première estimation de la matrice de covariance CVL en station-
narisant le processus modulé ym. Cette première estimation nous permettra ensuite d’effectuer
une nouvelle estimation de α′(an), ainsi de suite, jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt soit atteint. La
première estimation de la fonction de modulation (resp. de dilatation) sera obtenue en utilisant
la méthode de fréquence locale (resp. échelle locale) (voir 5.1.1).

Les algorithmes d’estimation dépendront alors de plusieurs hyper-paramètres dont nous
étudierons l’influence dans la section 5.6 : Le critère d’arrêt de l’algorithme, que nous choi-
sirons comme un nombre d’itérations fixé (noté It dans les pseudo-codes 1 et 2), le paramètre
b associé à l’échantillonnage des matrices de covariances, le paramètre a qui correspond au pas
temporel des transformées et les atomes temps-fréquence et temps-échelle utilisées. Le paramètre
q de la transformée en ondelette sera considéré comme un hyper-paramètre associé à la forme
des atomes temps-échelle utilisés.

Nous avons vu en propositions 3.11 et 3.17 qu’il n’y avait pas unicité des représentations
des modèles de déformations. Ne disposant a priori d’aucune information sur les fonctions de
déformation et sur les spectres des processus stationnaires il nous est impossible de les estimer
de manière univoque. On imposera donc certaines contraintes aux fonctions de déformation afin
de lever cette ambigüıté. La fonction de dilatation sera supposée bijective de [0, L − 1] dans
[0, L− 1], cela aura pour conséquence que le signal stationnaire initial et le signal dilaté auront
la même durée. La valeur moyenne de la dérivée de la fonction de dilatation sur l’intervalle
[0, L−1] sera alors égale à 1. La valeur moyenne de α′ sur l’intervalle [0, L−1] sera elle fixée à 0.
Les valeurs 1 et 0 n’ont pas été choisies au hasard, l’opérateur de modulation fréquentielle laisse
un processus invariant en loi lorsque α′ = 0 tandis que l’opérateur de dilatation temporelle laisse
un processus invariant en loi lorsque γ′ = 1 (voir propositions 3.12 et 3.18). Les pseudo-codes
des algorithmes d’estimation sont donnés dans les algorithmes 1 et 2.

L’interpolation des fonctions de déformation ainsi que de l’opérateur de dilatation inverse
est réalisée avec des splines.

5.6 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques d’estimation obtenue à partir
de sons synthétiques et de sons naturels. Alors que nous avons facilement pu trouver des sons
naturels obéissant approximativement au modèle de dilatation temporelle nous n’en n’avons
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Algorithm 1: Estimation jointe de la fonction de modulation et de la covariance

Require: : ym ∈ CL, g ∈ CL, a ∈ N b ∈ [0, L− 1]
• Calculer VL

ym [k] = Vgym(an, k), k ∈ [0, L− 1], n ∈ [0, N − 1],

Initialiser Estimer α′(0)(an), n ∈ [0, N − 1] en suivant (5.1)
while p < It do
• Calculer α(p)(n), n ∈ [0, L− 1] par interpolation et intégration de α′(p)(an).
• Stationnariser ym en suivant (5.51).

• Calculer la transformée temps fréquence de signal statonnarisé V
(n)

M−1
α ym

[k]

• Estimer la matrice de covariance CVL définie en (5.42) en suivant (5.52).
• Calculer ΓV suivant (5.43).
• Estimer α′(p+1)(an), n ∈ [0, N − 1] en suivant (5.46).
• p := p+ 1

fin while

Algorithm 2: Estimation jointe de la fonction de dilatation et de la covariance

Require: : yd ∈ CL, ψ ∈ CL, a ∈ N b ∈ [0, L− 1], q ∈ R
• Calculer W L

yd
[k] =Wgyd(an, k), k ∈ [0, L− 1], n ∈ [0, N − 1],

Initialiser Estimer γ′(0)(an), n ∈ [0, N − 1] en suivant (5.2)
while p < It do
• Calculer γ(p)(n), n ∈ [0, L− 1] par interpolation et intégration de γ′(p)(an).
• Stationnariser yd en suivant (5.53).

• Calculer la transformée temps fréquence de signal statonnarisé W
(n)

D−1
γ yd

[k]

• Estimer la matrice de covariance CWL définie en (5.49) en suivant (5.54).
• Calculer ΓW suivant (5.48).
• Estimer γ′(p+1)(an), n ∈ [0, N − 1] en suivant (5.50).
• p := p+ 1

fin while

trouvé aucun se rapprochant du modèle de modulation fréquentielle, les sons produits natu-
rellement possédant généralement des propriétés harmoniques qui sont brisées par la modula-
tion. Dans l’ensemble des figures les courbes d’estimation sont superposées de manière arbi-
traire sur les plans temps-fréquence et temps-échelle. Nous avons en effet vu que nous impo-
sons une moyenne égale à 1 pour la dérivée de la fonction dilatation et une moyenne égale
à 0 pour la dérivée de la fonction de modulation, nous avons donc recalé fréquentiellement
les estimations (ainsi que les vrais fonctions de déformation le cas échéant), afin de pou-
voir aisément les comparer aux scalogrammes et aux spectrogrammes des signaux considérés.
Les exemples sonores utilisés dans cette section peuvent être écoutés à l’adresse suivante :
http://www.latp.univ-mrs.fr/~omer/SounDef/.

5.6.1 Modèle de modulation fréquentielle

Les transformées temps-fréquences présentées dans cette section ont été réalisée avec le lo-
giciel LTFAT (voir [Søndergaard et al., 2012]), les atomes temps-fréquences utilisés sont des

http://www.latp.univ-mrs.fr/~omer/SounDef/
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gaussiens discrétisées. Sauf mention contraire, les atomes temps-fréquence utilisés ont une va-
riance temporelle égale à leur variance fréquentielle et l’on ne considère que la diagonale de la
matrice de covariance pour l’estimation par maximum de vraisemblance approché.

5.6.1.1 Signal synthétique large bande

Les figures 5.1 et 5.2 illustrent les résultats d’estimations obtenus sur un signal synthétique
large bande modulé fréquentiellement. Le signal est entaché d’un bruit blanc. L’estimation obte-
nue à partir de la méthode de fréquence locale, outre de présenter une forte variance au cours du
temps, comporte un grand biais et ne parvient pas à suivre les variations d’amplitude de la vraie
fonction. Cela peut s’expliquer par la présence du bruit blanc dans le signal qui tend à diminuer
les variations du centre de gravité spectral du signal au cours du temps. L’estimation obtenue
à partir de la méthode de maximum de vraisemblance approché est celle obtenue à la 10-ième
itération de notre algorithme, elle possède un légère variance mais suit fidèlement la fonction
originale. On remarquera néanmoins que l’effet de quantification de l’estimée reste observable
sur l’estimation effectuée avec la méthode du maximum de vraisemblance approché (fig. 5.2) et
que le problème est inexistant pour l’estimation effectué avec la méthode de fréquence locale.

5.6.1.2 Spectre de raies

Les figures 5.3 et 5.4 montrent les résultats d’estimation sur un signal synthétique à spectre
de raies. Le signal est obtenu en modulant une somme d’exponentielles complexes au cours du
temps et en y ajoutant un bruit blanc, la fonction de modulation étant continue par morceaux.
Alors que la méthode de fréquence locale comporte un forte variance au cours du temps, due à
la présence du bruit blanc, la méthode proposée suit correctement la fonction originale, même
lorsque celle-ci présente des discontinuités. On remarquera que la variance de l’estimation par
maximum de vraisemblance approché est beaucoup plus faible sur ce signal que sur le signal
large bande de la section précédente. Cela peut s’expliquer par le caractère déterministe du
signal d’intérêt. L’estimation effectuée avec l’algorithme itératif présenté ici est celle obtenue à
la 4-ième itération.

5.6.1.3 Influence de la localisation des atomes temps-fréquence

Nous étudions dans ce paragraphe l’influence de la localisation de la fenêtre d’analyse g
sur les résultats d’estimation. Nous avons généré 30 simulations d’un signal gaussien modulé
fréquentiellement. La fonction de modulation est un sinus dont la période est égale à la taille du
signal. Les estimations de la fonction de modulation ont été réalisées avec différentes valeurs de
localisation de la fenêtre d’analyse, r = 100, r = 10, r = 6, r = 4, r = 1, r = 0.1 et r = 0.01 où r
est le rapport entre la variance temporelle et la variance fréquentielle de g. Le tableau 5.1 présente
l’erreur moyenne normalisée ainsi que la variance des estimations. Les résultats présentés ont
été obtenus en ne considérant que la diagonale de la matrice de covariance et sont ceux obtenus
à la 8-ième itération de l’algorithme itératif. On observe que de trop fortes ou de trop faibles
localisations de la fenêtre d’analyse g ont tendance à altérer la qualité des estimations. Il convient
de remarquer que la mesure de l’erreur moyenne normalisée est fortement sensible à la variation
des estimations et que même si l’estimateur n’est pas biaisé, une grande variance entrâınera



124 Chapitre 5. Méthodes d’estimation

une grande erreur moyenne normalisée. On peut supposer que c’est ce qu’il se passe aux petites
valeurs de r.

r=100 r=10 r=6 r=4 r=1 r=0.1 r=0.01

err. 0.031 0.017 0.16 0.015 0.020 0.056 0.180

var. 1.45 0.46 0.40 0.37 0.61 4.91 53.4

Table 5.1 – Analyse de l’influence de la localisation de la fenêtre d’analyse. Les test sont
effectués avec différentes localisations de la fenêtre d’analyse, r est le rapport entre la variance
temporelle et la variance fréquentielle de g.

5.6.1.4 Convergence de l’algorithme d’estimation itérative

La figure 5.5 illustre la convergence de l’algorithme d’estimation itérative. L’évolution de
l’erreur moyenne normalisée (à gauche) ainsi que l’évolution de la variance des estimations (à
droite) y sont présentées. La première estimation correspond à l’initialisation de notre algorithme
à l’aide de la méthode de fréquence locale. Les résultats ont été obtenus à partir d’un signal
large bande modulé fréquentiellement par une fonction sinusöıdale dont la période est égale à la
longueur du signal. On observe clairement une décroissance de l’algorithme, l’erreur moyenne se
stabilisant autours de 0.055, la variance autour de 4.80.

Figure 5.5 – Convergence de l’algorithme d’estimation itérative.

5.6.1.5 Influence du paramètre d’échantillonnage de la matrice de covariance

Afin d’évaluer quantitativement l’influence du paramètre d’échantillonnage de la matrice
de covariance nous avons réalisé un étude statistique dans laquelle 30 simulations d’un signal
gaussien modulé fréquentiellement ont été générées. La fonction de modulation est un sinus
dont la période est égale à la taille du signal. Les estimations de la fonction de modulation ont
été réalisées avec différents paramètres d’échantillonnage de la matrice de covariance, b = 10,
b = 60, b = 100 et b = 400, la longueur du signal est de 44000 points. Le tableau 5.2 présente
l’erreur moyenne normalisée (c’est à dire la norme euclidienne de δ − α′ , normalisée par la
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norme euclidienne de α′ où δ est l’estimation de α′) moyennée sur l’ensemble des réalisations.
Nous fournissons également dans le même tableau la variance des estimations. Les resultats
présentés sont ceux obtenus à la 8-ième itération. De manière assez étonnante on remarque
que l’erreur moyenne et la variance calculée diminuent lorsque qu’on considère un paramètre
d’échantillonnage plus grand. Plusieurs explications sont envisageables. La première est que plus
le paramètre d’échantillonnage est petit, moins la matrice de covariance est bien conditionnée,
cela pouvant entrâıner des erreurs numériques plus importantes lors de son inversion. La seconde
est que la variance des estimations peut augmenter lorsque l’on augmente le nombre de valeurs
non nulles dans la matrice de covariance, se répercutant ainsi sur l’erreur moyenne normalisée.

b=10 b=60 b=100 b=400

err. 70.9× 10−3 29.8× 10−3 25.5× 10−3 20.5× 10−3

var. 7.94 1.40 1.03 0.67

Table 5.2 – Analyse de l’influence du paramètre d’échantillonnage b de la matrice de covariance.

5.6.2 Modèle de dilatation temporelle

Nous allons maintenant présenter les résultats de l’algorithme d’estimation de la fonction de
dilatation. Les atomes ondelettes utilisés sont des dérivées k-ième de gaussiennes, elle possèdent
donc k moments nuls et plus l’ordre de dérivation sera grand plus les ondelettes seront localisées
fréquentiellement. Les estimations obtenues ont été réalisées en ne considérant que les diagonales
des matrices de covariances. Les sons naturels sur lesquels nous avons testé notre algorithme
n’étaient pas nécessairement entachés de bruit blanc, nous avons donc décidé d’ajouter une
constante de régularisation aux diagonales des matrices de covariances considérées. Cela nous
permet alors d’assurer l’inversibilité des matrices sans corrompre le signal d’origine.

5.6.2.1 Signal synthétique large bande

La figure 5.6 illustre le résultat des estimations obtenues sur un signal synthétique large
bande dilaté temporellement. On remarque que l’estimation obtenue à partir de la méthode
du maximum de vraisemblance approché suit correctement la vrai courbe de dilatation, et ce,
même aux plus grandes échelles (entre 0.1s et 0.3s) où les ondelettes sont moins bien localisées
temporellement. L’estimation obtenue à partir de la méthode d’échelle locale comporte une plus
grande variance, et n’arrive pas à capter la dynamique de la déformation en basse fréquence.

5.6.2.2 Son produit par un moteur de voiture

Le son représenté figure 5.7 est produit par le moteur d’une voiture durant une phase
d’accélération. Il possède une composante harmonique large bande ainsi qu’un bruit basse
fréquence stationnaire. La transformée en ondelette normalisée, comme nous l’avons présentée en
section 4.1.2 est adaptée pour un signal comportant un bruit de fond blanc (voir remarque 4.13).
Lorsque que le bruit de fond n’est pas blanc il sera judicieux d’utiliser une normalisation alter-
native qui nous permettra d’assurer que la variance des coefficients d’ondelettes du bruit soit
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approximativement constante à chaque échelle. La famille d’ondelettes utilisée ici est de la forme
ψτ,s(t) = q−

3
2
sψ
Ä
t−τ
qs

ä
. On remarque que l’estimation réalisée à partir de la méthode de l’échelle

locale a une variance assez importante et est sensible aux variations d’intensité de la composante
harmonique. Le centre de gravité du scalogramme a tendance à se déplacer vers le haut lorsque
l’intensité de cette composante est faible et, inversement, à se déplacer vers le bas lorsque l’in-
tensité de la composante harmonique augmente (autour de 2.6s). L’estimation obtenue à partir
du maximum de vraisemblance approché est beaucoup plus lisse et ne semble pas sensible au
variations d’intensités de la composante harmonique. La figure 5.8 représente le scalogramme
du signal stationnarisé. On remarquera enfin que notre algorithme ne corrige pas les variations
d’intensité au cours du temps et que celles ci restent perceptibles à l’écoute du signal stationna-
risé.

5.6.2.3 Voie chantée

Le son représenté figure 5.9 est celui d’une voie chantée. On distingue clairement les har-
moniques produit par les cordes vocales ainsi que les variations de hauteurs de la voie au cour
du temps. Les ”bulles” présentes autour de 1.5s et après 5s sont des battements qui corres-
pondent à la présence de trémolos dans le son, il n’est pas évident de faire apparâıtre ces rapides
variations de fréquences au cours du temps avec la transformée en ondelettes (nous renvoyons
à [Delprat, 1992] pour une étude détaillée du problème) . Encore une fois, l’estimation réalisée
avec la méthode d’échelle locale comporte une forte variance et est fortement sensible aux va-
riations d’intensité des harmoniques. L’estimation réalisée avec le maximum de vraisemblance
approché suit correctement les variations de hauteurs de la voie, on remarquera cependant que
les trémolos sont mal détectés par notre algorithme et qu’ils restent perceptibles à l’écoute du
signal stationnarisé. Les trémolos étant de faible amplitude, on remarquera que le spectre du
signal stationnarisé présenté figure 5.10 fait clairement apparâıtre les différents harmoniques de
la voie chantée.

5.6.2.4 Son de couinement

Le son représenté figure 5.11 est produit par le frottement d’un doigt sur une plaque de
verre. Le son est très harmonique et possède des variations de hauteur assez rapides au cours du
temps. Ici encore l’estimation du maximum de vraisemblance approchée est assez lisse et semble
suivre correctement les variations des harmoniques au cours du temps, même lorsque celles ci
varient rapidement (autour de 1.5-1.6s). A l’écoute du son ”stationnarisé”, l’auditeur pourra
entendre une composante basse fréquence non stationnaire, cette composante peut être repérée
aux grandes échelles sur le scalogramme de la figure 5.12 autour de 0.1s, 0.5s, 1.2s 1.6s et 2s. Cette
composante non-stationnaire provient en fait d’une composante basse fréquence stationnaire
présente dans le signal d’origine, cette composante stationnaire à été déstationnarisée lorsque
l’on a appliqué l’opérateur de dilatation inverse au signal original. On remarquera que le spectre
du signal stationnarisé présenté figure 5.12 fait ici aussi clairement apparâıtre les propriétés
harmoniques du son.
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5.6.2.5 Influence du nombre de moments nuls et comparaison des méthodes

Afin d’évaluer l’influence de la localisation des ondelettes utilisées lors des simulations et
de comparer quantitativement notre méthode à la méthode d’échelle locale, nous avons réalisé
une étude statistique de la précision de notre algorithme. 500 réalisations d’un signal aléatoire
dilaté temporellement ont été générées en utilisant la même fonction de déformation. Celle-
ci a été estimée au moyen de la méthode d’échelle locale et de la méthode du maximum de
vraisemblance approché en utilisant différentes ondelettes. Nous fournissons dans le tableau 5.3
l’erreur moyenne normalisée (la norme euclidienne de γ′−δ , normalisée par la norme euclidienne
de γ′ où δ est l’estimation de γ′) moyennée sur l’ensemble des réalisations ainsi que la variance
des estimations. Les fonctions de déformation considérées sont des fonctions sinusöıdales dont
la période est égale à la longueur du signal (simulation 1), à la moitié de la longueur du signal
(simulation 2) et à un quart de la longueur du signal (simulation 3). Les résultats numériques
montrent clairement que la méthode proposée surpasse la méthode d’échelle locale, à la fois en
termes d’erreur moyenne et de variance. Les ondelettes utilisées sont des dérivées k-ièmes de
fonctions gaussiennes, trois ondelettes différentes ont été testées, chacune associée à un ordre
de dérivation différent, k = 7 , k = 25 et k = 70 . Les résultats numériques montrent que les
ondelettes mieux localisées fréquentiellement(ici k = 70) donnent des estimations plus précises
en terme d’erreur et de variance.

Simulation 1 Simulation 2 Simulation 3
err. var. err. var. err. var.

k = 70 : Échelle locale 0.394 32.08 0.388 32.05 0.391 32.04

k = 70 : Méthode proposée 0.115 6.61 0.126 7.76 0.151 10.44

k = 25 : Échelle locale 0.248 19.53 0.259 21.56 0.358 28.55

k = 25 : Méthode proposée 0.129 7.91 0.165 11.25 0.257 20.54

k = 7 : Échelle locale 0.296 33.47 0.294 34.29 0.315 37.90

k = 7 : Méthode proposée 0.226 24,75 0.236 26.47 0.275 33.03

Table 5.3 – Analyse de la performance de la méthode d’estimation de dilatation temporelle
proposée. Les test sont effectués en utilisant trois ondelettes différentes (des dérivées d’ordre k
de fonctions gaussiennes, k = 70 en haut, k = 25 au milieu et k = 7 en bas).

5.6.3 Conclusion sur les estimations numériques

Nous avons présenté dans cette section des résultats d’estimations obtenus à partir de sons
synthétiques et de sons naturels. Dans les deux cas, la méthode d’estimation par maximum de
vraisemblance approché s’est avérée bien plus performante que les méthodes de fréquence locale
ou d’échelle locale. Les estimations suivent fidèlement les vraies courbes de déformation, et les
tests sur des signaux naturels ont permis de correctement stationnariser les signaux. Nous avons
aussi donné des résultats sur l’influence des différents hyper-paramètres de l’algorithme. Ces
résultats sont donnés à titre indicatif et ne prétendent pas apporter de réponse générale quant
à la forme des familles d’atomes temps-fréquence et temps-échelle à utiliser. Il est évident que
les valeurs optimales des hyper-paramètres de notre algorithme sont, si elle existent, fortement
dépendantes des signaux considérés ainsi que de leurs dynamiques.
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Figure 5.1 – Spectrogramme d’un signal synthétique large bande modulé fréquentiellement. Les
estimations de la dérivée de la fonction de modulation obtenue avec la méthode de la fréquence
locale (en vert) et avec la méthode proposée (en rouge) sont superposées avec la vraie fonction
(en jaune).

Figure 5.2 – Zoom sur un détail de la figure 5.1.
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Figure 5.3 – Spectrogramme d’un signal synthétique à spectre de raies modulé
fréquentiellement. Les estimations de la dérivée de la fonction de modulation obtenue avec la
méthode de la fréquence locale (en jaune) et avec la méthode proposée (en rouge) sont super-
posées avec la vraie fonction (en vert).

Figure 5.4 – Zoom sur une partie de la figure 5.3.
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Figure 5.6 – Scalogramme d’un signal synthétique large bande dilaté temporellement. Les
estimations de la dérivée de la fonction de modulation obtenue avec la méthode de la fréquence
locale (en vert) et avec la méthode proposée (en rouge) sont superposées avec la vraie fonction
(en jaune).
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Figure 5.7 – Scalogramme d’un sons de moteur de voiture en phase d’accélération superposé
avec l’estimation obtenue à partir de la méthode de la fréquence locale (en jaune) et celle obtenue
à partir de la méthode proposée (en rouge).

Figure 5.8 – Scalogramme (à gauche) et spectre (à droite) du signal ”stationnarisé”.
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Figure 5.9 – Scalogramme d’un sons de voie chantée superposé avec l’estimation obtenue à
partir de la méthode de la fréquence locale (en jaune) et celle obtenue à partir de la méthode
proposée (en rouge).

Figure 5.10 – Scalogramme (à gauche) et spectre (à droite) du signal stationnarisé.
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Figure 5.11 – Scalogramme d’un sons de couinement superposé avec l’estimation obtenue à
partir de la méthode de la fréquence locale (en jaune) et celle obtenue à partir de la méthode
proposée (en rouge).

Figure 5.12 – Scalogramme (à gauche) et spectre (à droite) du signal stationnarisé.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Ce travail s’est donc intéressé au très vaste sujet qu’est la modélisation et l’estimation des
non-stationnarités dans les signaux audio. Comme dit Patrick Flandrin, ”la non-stationnarité est
une non-propriété” et il est en pratique impossible de vouloir la caractériser de manière générale.
Donner une mesure de non-stationnarité implique assez naturellement de vouloir mesurer un
écart à la stationnarité et c’est cette approche que nous avons adoptée dans ce manuscrit. Celle-
ci n’est pas pertinente dans toutes les situations, il est en effet difficile d’interpréter la mesure
d’un écart à la stationnarité si l’on considère le cas des signaux impulsionnels. Elle prend par
contre tout sens lorsqu’on s’intéresse à des signaux du type timbre− dynamique pour lesquels
la non-stationnarité est complètement associée à une fonction évoluant au cours du temps et
où les processus étudiés possèdent localement des propriétés de stationnarité. Nous avons donc
étudié deux modèles de non-stationnarité dans ce manuscrit, ou plus exactement, deux modèles
de déformation des signaux stationnaires. Le modèle de modulation fréquentielle, très largement
étudié et utilisé dans le cas ou la porteuse est un signal déterministe à bande étroite, beaucoup
moins dans le cas ou la porteuse est un signal stationnaire large bande, et le modèle de dilatation
temporelle qui nous a permis de modéliser correctement les propriétés d’harmonicité des sons
naturels.

Nous avons choisi de modéliser les sons comme des processus stochastiques généralisés. Alors
que ceux-ci sont très généralement considérés comme des processus à valeurs réelles, nous avons
considéré dans ce manuscrit des processus stochastiques généralisés à valeurs possiblement com-
plexes. Différentes notions que nous avons abordées au chapitre II proviennent initialement
de la théorie des processus usuels à valeurs complexes ou des vecteurs stochastiques à valeurs
complexes (circularité, vecteurs gaussiens complexes, processus analytiques, seconde matrice de
covariance,....). D’autres notions proviennent directement de la théorie des processus généralisés
à valeurs réelles (moments généralisés, fonctionnelle caractéristique,...). Le chapitre II nous a
donc permis d’unifier l’ensemble de ces outils et d’apporter ainsi quelques éléments nécessaires
à l’étude des processus stochastiques généralisés à valeurs complexes.

Nous avons ensuite défini les opérateurs de dilatation temporelle et de modulation fréquentielle
agissant sur des distributions tempérées et étudié leurs propriétés. Alors que la définition de
l’opérateur de modulation n’a pas posé de problème particulier, la définition de l’opérateur
de dilatation impliquait de pouvoir définir la composition d’une distribution tempérée par une
fonction et nous avons pour cela introduit un nouvel ensemble de fonctions appelé groupe des
dilations contrôlées. Nous nous sommes par ailleurs intéressés à une classe d’endomorphismes
définis sur des espaces de processus généralisées, les pseudo-filtres, possédant la propriété fon-
damentale de conserver les propriétés de stationnarité des processus stochastiques. Nous avons
alors proposé des conditions suffisantes pour qu’un endomorphisme sur un espace de processus
généralisés soit un pseudo-filtre.

Le chapitre IV nous a permis de remarquer que les opérateurs de déformation considérés
pouvaient être approximés par des opérateurs de translation dans les plans temps-fréquence et
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temps-échelle. Nous avons ensuite vu que lorsque l’on considérait que ces opérateur agissaient
sur des processus stochastiques, les translations se retrouvaient alors le long des diagonales
des covariances des transformées temps-fréquence et temps-échelle des processus stochastique
déformés. Différents théorèmes permettant de quantifier les erreurs d’approximations effectués
ont alors été proposés.

C’est assez naturellement qu’au chapitre V nous avons donné l’expression d’un maximum de
vraisemblance approché des fonctions de déformation, en s’appuyant sur l’estimation de trans-
lations le long des diagonales des covariances. Nous avons proposé un algorithme itératif afin
d’estimer conjointement les fonctions de déformation associées à la composante dynamique et
les signaux stationnaires sous-jacents, associés au timbre du sons. L’algorithme à finalement été
testé sur des signaux synthétiques et sur des sons naturels et les résultats obtenus nous ont
permis de confirmer la pertinence du modèle timbre− dynamique .

Perspectives

Comme c’est généralement le cas, les travaux développés au cours de cette thèse ont soulevé
un grand nombre de questions théoriques restées pour l’instant sans réponse.

La plupart des notions développées au chapitre II ont soit étendu certaines propriétés des
vecteurs stochastiques à valeurs complexe au cas des processus généralisés à valeurs complexes,
soit étendu certaines propriétés des processus généralisés à valeurs réelles au cas des processus
généralisés à valeurs complexes. Il serait intéressant d’étendre cette approche à d’autre notions
qui ne sont pas abordées dans ce manuscrit. On peut par exemple se demander dans quelle
mesure nous pourrions étendre la représentation de Cramèr au cas des processus généralisés.
On peut aussi se demander quelles sont les conditions sur la fonctionnelle caractéristique d’un
processus généralisé permettant d’assurer que celui ci possède des moments généralisés jusqu’à
un ordre donné. Une autre question intéressante est de savoir quelles conditions sont nécessaires
pour que la seconde covariance généralisée d’un processus stationnaire soit une distribution
positive, cela impliquerait alors qu’on puisse associer une mesure spectrale au second spectre
généralisé.

Si l’on s’attarde sur les travaux développés dans le chapitre II, la question principale concerne
l’expression générale des pseudo-filtres. Nous avons en effet donné des conditions suffisantes pour
qu’un endomorphisme sur l’espace des distributions tempérées soit un pseudo-filtre. Nous avons
pour cela considéré des endomorphismes associés à un symbole de Kohn-Nirenberg continu. On
pourra alors naturellement se demander quels endomorphismes sur l’espace des distributions
tempérés ne sont pas associés un à symbole de Kohn-Nirenberg continu.

Les questions théoriques relatives aux chapitres suivants concernent surtout les méthodes
d’estimation. La plupart des estimateurs (maximum de vraisemblance, maximum à posteriori)
reposent sur les densités de probabilité des variables aléatoires considérées. Il serait intéressant
de pouvoir construire des estimateurs directement sur les fonctions caractéristiques (ou sur les
fonctionnelles caractéristiques) dans le cas ou les objets considérés ne possèdent pas de densité
de probabilité.

D’un point de vue applicatif, les principales perspectives qu’offrent ces travaux sont liées
au formalisme proposé pour l’étude des opérateurs de déformation. Nous avons proposé d’ap-
proximer en chaque un point un opérateur de déformation par son opérateur tangent, celui-ci
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ayant la propriété fondamentale d’être un pseudo-filtre. Les expressions des opérateurs tan-
gents à l’opérateur de modulation fréquentielle et à l’opérateur de dilatation temporelle ont
montrées que les espaces de représentation adaptés à leurs études étaient respectivement les
plans temps-fréquence et temps-échelle. On pourrait alors imaginer généraliser cette approche
à d’autres types d’opérateurs de déformation et les expressions de leurs opérateurs tangents
pourraient nous amener à construire des espaces de représentation exotiques, dans lesquels les
non-stationnarités se traduisent par des translations au cours du temps. S’il l’on prend l’exemple
du son émis par une voiture en mouvement on sait que les non-stationnarités ne peuvent être
uniquement caractérisées par une simple dilatation temporelle. Les vibrations produites par le
moteur rentrent en résonance avec les différents éléments de la voiture tels que le châssis ou la
carrosserie. Selon la vitesse de la voiture ces résonances vont alors amplifier ou non certaines
harmoniques. Le cas des instruments de musique est aussi très représentatif de ce phénomène,
selon la notes jouée, on observe non seulement une variation de la fréquence fondamentale,
mais aussi des amplifications différentes de chacune des harmoniques. Ce fut d’ailleurs l’un des
obstacles que nous avons rencontré lorsque nous avons testé notre méthode sur des sons na-
turels, on pouvait généralement distinguer des variations d’amplitude des harmoniques sur les
sons ”stationnarisés”. La prise en compte de modèles physiques plus complets, permettant de
modéliser ces résonances, pourrait nous permettre d’adapter les espaces de représentation dans
le but d’estimer au mieux les non-stationnarités des signaux considérés.

De manière moins ambitieuse, on pourrait évidemment compléter les modèles de dilatation
temporelle et de modulation fréquentielle en introduisant une variation inconnue de l’amplitude
des signaux au cours du temps. On pourrait alors obtenir le même type d’approximations que
celles effectuées au chapitre IV et estimer conjointement les fonctions de déformation et les
amplitudes des signaux.

On pourrait aussi imaginer adopter un point de vue bayésien pour l’estimation des non-
stationnarités. L’introduction d’une information ”a priori” sur les fonctions de déformation
pourrait conduire à ajouter un terme de régularisation dans nos méthodes d’estimation. Celui-ci
nous permettrait, par exemple, d’obtenir des résultats d’estimation plus lisses.

Enfin, il serait bien entendu utile d’étendre ces modèles de déformation à des signaux multi-
variés, ce qui nous nous permettrait d’estimer des déformations de textures en deux dimensions.
Une des questions serait alors de savoir comment exploiter les propriétés d’isotropie d’une image,
si elle en possède, afin d’ améliorer la qualité de nos estimations.
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Chapitre 7

Preuves

7.1 Stabilité de OM(R) à la composition, preuve de la proposi-
tion 2.1

Soit α, β ∈ OM (R),

∀p ∈ N ∃Cp > 0, ∃Np ∈ N / ∀t, |α(p)(t)| ≤ Cp(1 + |t|)Np (7.1)

∀q ∈ N ∃Dq > 0, ∃Mq ∈ N / ∀t, |β(q)(t)| ≤ Dq(1 + |t|)Mq . (7.2)

Regardons la dérivée d’ordre n de α ◦ β à l’aide de la formule de Faà di Bruno

(α ◦ β)(n)(t) =
∑
π∈Π

α|π|(β(t)).
∏
B∈π

β|B|(t),

où π parcourt l’ensemble Π de toutes les partitions de l’ensemble {1, ..., n}, B ∈ π signifie que
la variable B parcourt la liste de tous les blocs de la partition π et |A| désigne le cardinal de
l’ensemble A donc |π| est le nombre de blocs de la partition π, et |B| est la taille du bloc B.
Comme β ∈ OM (R), et que OM (R) est stable par la multiplication point par point,

∀π, ∃Dπ > 0,∃Mπ ∈ N, ∀t,
∏
B∈π

β|B|(t) ≤ Dπ(1 + |t|)Mπ .

Comme α est dans OM (R),

∃C|π| > 0, ∃N|π| ∈ N, ∀β(t), α|π|(β(t)) ≤ C|π|(1 + |β(t)|)N|π| .

Comme β est dans OM (R), ∃C|π|, C0 > 0, ∃N|π|, N0 ∈ N,∀t,

α|π|(β(t)) ≤ C|π|
(
1 +

∣∣∣C0(1 + |t|)N0

∣∣∣)N|π| ≤ C|π| ((1 + C0)
∣∣∣(1 + |t|)N0

∣∣∣)N|π|
Alors ∃Aπ > 0, ∃Lπ ∈ N,∀t,

α|π|(β(t)) ≤ A|π|(1 + |t|)L|π| .

Finalement (α ◦ β)(n) est la somme de fonctions de OM (R) donc (α ◦ β)(n) ∈ OM (R).

7.2 Le groupe (OD(R), ◦)

Nous donnons la preuve de la propriété 2.2, à savoir que OD(R) muni de la loi de composition
des fonctions est un groupe.
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7.2.1 Stabilité de OD(R) par composition

Preuve Rappelons d’abord que γ ∈ OD(R) si et seulement si γ est une fonction de C∞(R)
vérifiant

1. γ ∈ OM (R),

2. ∃cγ , Cγ , ∀ t, 0 < cγ ≤ |γ′(t)| ≤ Cγ < +∞,
3. ∃ c ∈ R+, ∃Mγ ∈ R+, aγ ∈ R∗+ , ∀|t| > c, aγ |t|Mγ < |γ(t)|.

Supposons que α, γ ∈ OD(R) et regardons γ ◦ α.

On sait, (voir sec. 7.1) que OM (R) est stable par composition. Regardons (γ◦α)′ = α′.(γ′◦α),
comme α ∈ OD(R),

∃cα, Cα,∀ t, 0 < cα ≤ |α′(t)| ≤ Cα < +∞,

donc

∀ t, 0 < cα|(γ′ ◦ α)(t)| ≤ |α′.(γ′ ◦ α)(t)| ≤ Cα|(γ′ ◦ α)(t)| < +∞.

Comme γ ∈ OD(R),

∃cγ , Cγ ,∀ t, 0 < cγ ≤ |(γ′ ◦ α)(t)| ≤ Cγ < +∞,

et finalement

∀ t, 0 < cγcα ≤ |(γ ◦ α)′(t)| ≤ CγCα < +∞.

Regardons maintenant la troisième condition, comme γ ∈ OD(R),

∃ cγ ∈ R+,∃Mγ ∈ R+, aγ ∈ R∗+ , ∀|α(t)| > cγ , aγ |α(t)|Mγ < |(γ ◦ α)(t)|,

et comme α ∈ OD(R),

∃ cα, cγ ∈ R+, ∃Mγ ,Mα ∈ R+, aγ , aα ∈ R∗+ , ∀|α(t)| > cγ , ∀|t| > cα aγaα|t|MαMγ | < |(γ ◦ α)(t)|.

Prenons d > max
(
cα,

cγ
aα

1/Mα
)
, et remarquons que d’une part,

∀, |t| > d, |t| > cα,

et que d’autre part,

∀, |t| > d, α(t) > aα|t|Mα > aα

∣∣∣∣ cγaα 1/Mα
∣∣∣∣Mα

> cγ .

Donc finalement, en posant a = aγaα et M = MγMα,

∃ d ∈ R+,M ∈ R+, a ∈ R∗+ , ∀|t| > dα a|t|M < |(γ ◦ α)(t)|,

et γ ◦ α ∈ OD(R).
♠
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7.2.2 Élément inverse dans OD(R)

On va montrer que si γ ∈ OD(R) alors γ−1 ∈ OD(R)

Preuve Étant donné γ ∈ C∞(R), γ ∈ OD(R) si et seulement γ vérifie les conditions (C1) et
(C2)

– (C1) : ∃cγ , Cγ ,∀ t, 0 < cγ ≤ |γ′(t)| ≤ Cγ < +∞,
– (C2) : ∃ c ∈ R+,∃Mγ ∈ R+, aγ ∈ R∗+ , ∀|t| > c, aγ |t|Mγ < |γ(t)|,

et si quelque soit n ∈ N, γ(n) vérifie la condition (C3)
– (C3) :∃Cn > 0, ∃Nn ∈ N / ∀t, |γ(n)(t)| ≤ Cn(1 + |t|)Nn .

Étant donné une fonction bijective γ ∈ OD(R), on va d’abord montrer (γ−1) vérifie les conditions
(C1) et (C2) on montrera ensuite par récurrence que quelque soit n ∈ N, (γ−1)(n) vérifie la
condition (C3).

Première condition :
Notons d’abord que (γ−1)′ = 1/(γ′ ◦ γ−1), comme γ′ vérifie la condition donc

∀ t, 0 <
1

Cγ
≤ |(γ−1)′(t)| ≤ 1

cγ
< +∞.

et (γ−1)′ vérifie (C1).

Seconde condition :
γ vérifie (C3) pour n = 0 donc

∃C0 > 0, ∃N0 ∈ N / ∀t ∈ R, |γ(t)| ≤ C0(1 + |t|)N0 .

Comme (1 + |t|) ≥ 1, (1 + |t|)N0 ≤ (1 + |t|)N0+1 et

∀t ∈ R, |γ(t)| ≤ C0(1 + |t|)N0+1.

En composant maintenant par la fonction inverse

∀t ∈ R, |t| ≤ C0

(
1 +

∣∣∣γ−1(t)
∣∣∣)N0+1

,

donc

∀t ∈ R,
1

C
1/(N0+1)
0

|t|
1

N0+1 − 1 ≤
∣∣∣γ−1(t)

∣∣∣ .
En prenant maintenant N < 1

N0+1 , on remarque

∃N ∈ R+
∗ ,∃c > 0, ∀|t| > c,

1

C
1/(N0+1)
0

|t|
1

N0+1 − 1 >
1

C
1/(N0+1)
0

|t|N .

Finalement, en posant a = C
−1/(N0+1)
0

∃ c ∈ R+, ∃N ∈ R+, a ∈ R∗+ , ∀|t| > c, a|t|N < |γ−1(t)|
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et γ−1 vérifie (C2).

Troisième condition :
γ vérifie (C2),

∃ c ∈ R+, ∃Mγ ∈ R+, aγ ∈ R∗+ , ∀|t| > c, aγ |t|Mγ < |γ(t)|,

en composant par la fonction inverse on obtient la majoration suivante pour γ−1,

∃ d ∈ R+, ∃Mγ ∈ R+, aγ ∈ R∗+ , ∀|t| > d, |γ−1(t)| < aγ
−1/Mγ (1 + |t|)1/Mγ .

En prenant a0 > supp
Ä
aγ
−1/Mγ ,max|t|≤c |γ−1(t)|

ä
on remarque qu’il existe a0 tel que ∀t

|γ−1(t)| < a0 (1 + |t|)1/Mγ ,

donc,

∃Mγ ∈ R+, a0 ∈ R∗+ , ∀t, |γ−1(t)| < a0 (1 + |t|)1/Mγ .

En prenant N ∈ N tel que N > 1/Mγ ,

∃N ∈ N, a0 ∈ R∗+ , ∀t, |γ−1(t)| < a0 (1 + |t|)N .

et (γ−1)(n) vérifie (C3) pour n = 0.

On à déjà montré que (γ−1)′ vérifie la première condition,

∀ t, 0 <
1

Cγ
≤ |(γ−1)′(t)| ≤ 1

cγ
γ < +∞,

Donc
(
γ−1

)(n)
vérifie (C3) pour n = 1.

Supposons maintenant que
(
γ−1

)(n)
vérifie (C3) pour n ∈ J1,mK, ce qui est vrai pour m = 1,

et regardons pour n = m + 1, Écrivons la dérivée d’ordre m + 1 de la fonction γ ◦ γ−1 à l’aide
de la formule de Faà Di Bruno faisant intervenir les polynômes de Bell,Ä
γ ◦ γ−1

ä(m+1)
(t) =

m+1∑
k=1

Ä
γ(k) ◦ γ−1

ä
(t)Bm+1,k

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m−k+2)(t)

ä
.

L’expression des Bn,k est donné par

Bn,k(x1, x2, . . . , xn−k+1) =
∑ n!

j1!j2! · · · jn−k+1!

Å
x1

1!

ãj1 Åx2

2!

ãj2
· · ·
Ç

xn−k+1

(n− k + 1)!

åjn−k+1

,

où la somme porte sur toutes les suites d’entiers j1, j2, ..., jn−k+1 ∈ N tel que j1 + j2 + .. = k et
j1 + 2j2 + 3j3 + .. = n.
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Remarquons d’abord que,

∀t ∈ R,
Ä
γ ◦ γ−1

ä(m+1)
(t) = 0.

En isolant maintenant le terme pour k = 1 dans l’expression de
(
γ ◦ γ−1

)(m+1)
, ∀t ∈ R

(γ′ ◦ γ−1)(t)Bm+1,1

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m+1)(t)

ä
+

m+1∑
k=2

Ä
γ(k) ◦ γ−1

ä
(t)Bm+1,k

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m−k+2)(t)

ä
= 0

Comme Bn,1(x1, x2, . . . , xn−k+1) = xn−k+1, la formule précédente se réécrit,

(γ′◦γ−1)(t)(γ−1)(m+1)(t) = −
m+1∑
k=2

Ä
γ(k) ◦ γ−1

ä
(t)Bm+1,k

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m−k+2)(t)

ä
.

Comme |γ′| est borné inférieurement par cγ , ∀t ∈ R

∣∣∣(γ−1)(m+1)(t)
∣∣∣ ≤ 1

cγ

m+1∑
k=2

∣∣∣Äγ(k) ◦ γ−1
ä

(t)Bm+1,k

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m−k+2)(t)

ä∣∣∣ .
Intéressons maintenant à Pk(t) := Bm+1,k

Ä
(γ−1)′(t), (γ−1)′′(t), ..., (γ−1)(m−k+2)(t)

ä
. Pour

k ∈ J2,m + 1K, l’expression des Pk est une somme don chaque terme résulte du produit des

fonctions
(
γ−1

)(n)
pour n ∈ J1,mK. Par hypothèses les fonctions

(
γ−1

)(n)
pour n ∈ J1,mK

vérifient toutes, la condition (C3), on sait de plus que si deux fonctions vérifient la condition
(C3) alors comme OM (R) est un algèbre pour la multiplication point par point, leurs produits
et leurs somme vérifie aussi (C3), donc ∀k ∈ J2,m+ 1K, Pk vérifie (C3).

Regardons maintenant
Ä
γ(k) ◦ γ−1

ä
pour k ∈ J2,m + 1K, on sait que quelque soit k, γ(k)

vérifie la condition (C3), on sait aussi que γ−1 vérifie la condition (C3) et puisque OM (R) est
stable par composition, la composition de deux fonction qui vérifient (C3) est une fonction qui
vérifie (C3), donc k ∈ J2,m+ 1K,

Ä
γ(k) ◦ γ−1

ä
vérifie (C3).

Finalement
∣∣∣(γ−1)(m+1)

∣∣∣ est majorée par une somme de fonctions vérifiant la condition (C3)

donc (γ−1)(m+1) vérifie (C3), on à ainsi montré par récurrence que ∀ ∈ N∗, (γ−1)(n), vérifie (C3)
comme on l’a aussi montré pour n = 0 alors ∀n ∈ N, (γ−1)(n) vérifie (C3).

♠

7.3 Composition dans S (R), preuve de la proposition 2.2

Étant donné une fonction ψ ∈ S (R) et une fonction γ vérifiant

1. γ ∈ OM (R)

2. ∃ c ∈ R+, ∃β ∈ R+, a ∈ R∗+ / ∀|t| > c, |γ(t)| > a|t|β

on veut montrer que ψ ◦ γ définie bien une fonction de S (R).

Lemme 7.1 Soit f et g, deux fonctions de OM (R), alors fg ∈ OM (R)
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Preuve Exprimons la dérivée d’ordre n de fg à l’aide de la formule de Leibniz

(fg)(n)(u) =
n∑
k=0

Ç
n

k

å
f (k)g(n−k).

Comme f et g sont des fonctions de OM (R),

∀α ∃Cfα > 0, ∃Nα ∈ N / ∀t, |f (α)(t)| ≤ Cfα(1 + |t|)Nα , (7.3)

∀α ∃Cgα > 0, ∃Nα ∈ N / ∀t, |g(α)(t)| ≤ Cgα(1 + |t|)Nα . (7.4)

Alors ∀k, ∀n, ∃Cfk > 0, ∃Cgn−k > 0, ∃Nf
k ∈ N, ∃Ng

n−k ∈ N tel que

|f (k)g(n−k)(t)| ≤ CfkC
g
n−k(1 + |t|)N

f
k

+Ng
n−k .

En posant Cnk =

Ç
n

k

å
CfkC

g
n−k et Nn

k = Nf
k +Ng

n−k,

∀k, ∀n, ∃Cnk > 0, ∃Nn
k ∈ N, ∀t, |(fg)(n)(t)| ≤

n∑
k=0

Cnk (1 + |t|)Nn
k .

On pose maintenant

Cn = max
k∈[0,n]

Cnk

Nn = max
k∈[0,n]

Nn
k ,

comme quelque soit k,

(1 + |t|)Nn
k ≤ (1 + |t|)Nn

,

on obtient la majoration suivante

∀n, ∃Cn > 0, ∃Nn ∈ N, ∀t |(fg)(n)(t)| ≤ Cnn(1 + |t|)Nn
.

Donc le produit fg est bien une fonction à croissance lente. ♠

Regardons l’expression de la dérivée d’ordre n de ψ◦γ à l’aide de la formule de Fàa di Bruno,

(ψ ◦ γ)(β)(t) =
∑
π∈Π

ψ|π|(γ(t)).
∏
B∈π

γ|B|(t),

où π parcourt l’ensemble Π de toutes les partitions de l’ensemble {1, ..., β}, B ∈ π signifie que
la variable B parcourt la liste de tous les blocs de la partition π et |A| désigne le cardinal de
l’ensemble A donc |π| est le nombre de blocs de la partition π, et |B| est la taille du bloc B.

On peut alors majorer |tα(ψ ◦ γ)(β)(t)|,

|tα(ψ ◦ γ)(β)(t)| ≤
∑
π∈Π

∣∣∣∣∣∣tαψ|π|(γ(t)).
∏
B∈π

γ|B|(t)

∣∣∣∣∣∣ .
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Comme γ ∈ OM (R) et qu’on a montré que le produit de fonction de OM (R) définit bien une
fonction de OM (R), le produit dans l’équation précédente est une fonction de à croissance lente
et

∃Cπ > 0, ∃Nπ ∈ N, ∀t,
∏
B∈π

γ|B|(t) < Cπ(1 + |t|)Nπ .

La fonction ψ appartenant à l’espace de Schwartz, pour tout |π| il existe D|π| > 0 tel que

|ψ|π|(t)| ≤
D|π|

1 + |t|λ
∀λ > 0.

On obtient ainsi la majoration suivante

|tα(ψ ◦ γ)(β)(t)| ≤
∑
π∈Π

|tα
D|π|

1 + |γ(t)|λ
Cπ(1 + |t|)Nπ ∀λ > 0.

qui devient quand |t| > c, en utilisant la condition (2)

|tα(ψ ◦ γ)(β)(t)| ≤
∑
π∈Π

tα
D|π|

1 + |t|βλ
Cπ(1 + |t|)Nπ ∀λ > 0.

En prenant λ > α+Nπ
β on constate que la somme ci dessus est une somme finie de termes qui

tendent tous vers 0 à l’infini, donc |tα(ψ ◦ γ)(β)(t)| tend vers zéro à l’infini quelque soit α et β,
la fonction (ψ ◦ γ) est bien dans l’espace de Schwartz.

7.4 Transformation de Mellin dans S (R), preuve de la section
2.1.11.7

On définit l’opérateur de transformation de Mellin d’une fonction ψ ∈ S (R∗+) à support sur
la demi-droite ]0,+∞[ par

MF : ψ →MF(ψ) = Ûψ (7.5)Ûψ(β) =

∫
R+
ν2iπβ+rψ(ν)dν, ∀β ∈ R (7.6)

On veut montrer que Ûψ ∈ S (R) pour r > −1.
Effectuons d’abord le changement de variable ν = e−u dans l’intégrale précédenteÛψ(β) =

∫
R
e−(2iπβ+r)uψ(e−u)e−udu, ∀β ∈ R,

et réécrivons là sous une nouvelle formeÛψ(β) =

∫
R
e−2iπβuψ(e−u)e−u(r+1)du, ∀β ∈ R.

Cela nous permet de remarquer que Ûψ est la transformée de Fourier de la fonction h définie par
h(u) = ψ(e−u)e−u(r+1).
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Nous allons maintenant montrer que h ∈ S (R), notons d’abord que h ∈ C∞(R) et utilisons
la formule de Leibniz pour exprimer la dérivée n-ième de h

h(n)(u) =
n∑
k=0

Ç
n

k

å
f (k)(u)(−r − 1)n−ke−u(r+1),

où la fonction f est définie par,

f(u) = ψ
Ä
e−u
ä
.

La dérivée k-ième de la fonction f étant de la forme

f (k)(u) =
k∑
j=0

ajk ψ
(j)(e−u)e−bjku,

avec ajk ∈ N et bjk ∈ Z, la dérivée n-ième de h a pour expression,

h(n)(u) =
n∑
k=0

k∑
j=0

Djkrn ψ
(j)(e−u)e−u(r+1+bjk),

où Djkrn ∈ R. On peut donc majorer |umh(n)(u)| :

|umh(n)(u)| ≤
n∑
k=0

k∑
j=0

∣∣∣Djkrn ψ
(j)(e−u)e−u(r+1+bjk)um

∣∣∣ .
Comme ψ ∈ S (R∗+), ∀k ∈ N et ∀λ ≥ 2, il existe une constante Ckλ > 0 tel que ∀t ∈ R,

|ψ̂(k)(u)| ≤ Ckλ

1 + |u|λ
(7.7)

et

|umh(n)(u)| ≤
n∑
k=0

k∑
j=0

∣∣∣∣∣Bjkrnλ e−u(r+1+bjk)

1 + e−uλ
um
∣∣∣∣∣ ,

où Bjkrnλ ∈ R.

Étudions maintenant la fonction g définie par

g(u) =

∣∣∣∣∣e−u(r+1+bjk)

1 + e−uλ
um
∣∣∣∣∣ .

Quand u → +∞, le dénominateur tend vers 1, le numérateur tend vers 0 quelque soit k si et
seulement si r > −1.
Quand u→ −∞ , g(u) ∼

∣∣∣e(λ−r−1−bjk)uum
∣∣∣. En prenant λ > r + 1 + bjk pour tout j, k ∈ J0, nK,

on montre alors que g(u) tend vers 0.

On a donc montré que pour r > −1, |umh(n)(u)| était majoré par une somme finie de termes
qui tendent tous vers 0 quand |u| → +∞, donc la fonction h est bien dans l’espace de Schwartz,
comme Ûψ est la transformée de Fourier d’une fonction de S (R) alors Ûψ ∈ S (R).
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7.5 Preuves des théorèmes d’approximation du chapitre 4

7.5.1 Preuve du théorème 4.2

On montre de la même manière que dans la preuve du théorème 4.1 que

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
=
¨
Sx, |f̂τν |2

∂
,

avec,

|f̂τν(ξ)| ≤ 2

∫
I1

|g(u)|du+ π||α′′||∞
∫
I2

u2|g(u)|du,

où I1 = {u : |u| ≥ u0} , I2 = R\I1. En utilisant maintenant la décroissance de la fonction g, à
savoir |g(t)| ≤ λe−λ|t|, ∫

I1(ν)
|g(u)|du ≤ 2e−λu0 ,

et ∫
I2(ν)

u2|g(u)|du ≤ 2λ

∫ u0

0
u2e−λudu,

≤ −2u2
0e
−λu0 + 4

∫ u0

0
ue−λudu,

≤ −2u2
0e
−λu0 + 4

ï
u0

−λ
e−λu0 − 1

λ2

Ä
e−λu0 − 1

äò
.

Finalement

|f̂τν(ξ)| ≤ 4e−λu0 + π||α′′||∞
ï
−2u2

0e
−λu0 + 4

Å
u0

−λ
e−λu0 − 1

λ2

Ä
e−λu0 − 1

äãò
,

≤ 4e−λu0
ñ
1 + π||α′′||∞

Ç
−u

2
0

2
− u0

λ
− 1

λ2

åô
+ π||α′′||∞

4

λ2
,

La valeur minimum de cette expression est obtenue pour u0 =
(π

2 ||α
′′||∞

)− 1
2 , en posant

λ0 =
»

π
2 ||α′′||∞

|f̂τν(ξ)| ≤ −8e−λ/λ0
Ç
λ0

λ
+
λ2

0

λ2

å
+ 8

λ2
0

λ2
.

En posant

B(x) =
î
1− (x+ 1)e−x

ó2
|f̂τν(ξ)|2 ≤ 32

π2||α′′||2∞
λ2

B

Ñ
λ»

π
2 ||α′′||∞

é
En supposant finalement que Sx ∈ L1(R) et en posant σ2

x =
∫
R Sx(ξ)dξ,

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ 32σ2

x

π2||α′′||2∞
λ2

B

Ñ
λ»

π
2 ||α′′||∞

é
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7.5.2 Preuve du théorème 4.3

On montre comme dans la preuve du théorème 4.1 que

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
=
¨
Sx, |f̂τν |2

∂
avec,

|f̂τν(ξ)| ≤ 2

∫
R
| sin(r(t, n))g(t− n)|dt,

où il existe ε ∈ [τ − 1
λ , τ + 1

λ ] tel que r(t, τ) = π
2α
′′(ε)(t− τ)2.

En utilisant la majoration | sin(u)| ≤ |u|,

|f̂τν(ξ)| ≤ 2πα′′(ε)

∫ 1
λ

− 1
λ

t2|g(t)|dt.

Comme |g(t)| ≤ K, ∫ 1
λ

− 1
λ

t2|g(t)|dt ≤ 2K

3λ3
(7.8)

et

|f̂τν(ξ)|2 ≤ 9

16λ6
K2π2

∣∣α′′(ε)∣∣2 .
En supposant que Sx ∈ L1(R) et en posant σ2

x =
∫
R Sx(ξ)dξ, on obtient finalement

E
¶
|εm(τ, ν)|2

©
≤ 9

16λ6
K2π2σ2

x

∣∣α′′(ε)∣∣2 .
7.5.3 Preuve du théorème 4.5

On montre de la même manière que dans la preuve du théorème 4.4 que

εd(τ, s) = ε
(0)
d (τ, s) + ε

(1)
d (τ, s) (7.9)

Avec

ε
(0)
d (τ, s) =

〈(√
γ′ −

»
γ′(τ)

)
Bγx, ψτs

〉
ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨Ä
Bγ − B̃τγ

ä
x, ψτs

∂
.

Nous allons donc borner ces deux termes indépendamment. Considérons premièrement ε
(0)
d ,

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
=
¨
Sx, |φτs|2

∂
,

où comme nous l’avons montré dans l’équation 4.15,

|φτs(ξ)| ≤
1

2

∥∥∥∥∥ γ′′√γ′
∥∥∥∥∥
∞
q3s/2

∫ ∞
−∞
|t| |ψ(t)| dt.
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Supposons que |ψ(t)| ≤ λe−λ|t|, alors
∫∞
−∞ |t| |ψ(t)| dt ≤ 2

λ et

|φτs(ξ)| ≤
1

λ

∥∥∥∥∥ γ′′√γ′
∥∥∥∥∥
∞
q3s/2

∫ ∞
−∞
|t| |ψ(t)| dt.

Finalement, avec σ2
x = ‖Sx‖1 la variance de processus x, et en supposant qu’il existe une

constante cγ telle que

∀t ∈ R, 0 < cγ ≤ |γ′(t)|, (7.10)

on obtient la majoration suivante

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
≤ σ2

x

λ2

‖γ′′‖2∞
cγ

q3s .

Considérons maintenant ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨
(Bγ − B̃τγ)x, ψτs

∂
, de la même manière que nous

l’avons montré dans l’équation 4.20,

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ = q−sγ′(τ)

¨
Sx, |fτs|2

∂
, (7.11)

où

|fτs(ξ)| ≤ 2qs
ñ∫
I1(ξ)
|ψ(t)|ds+

π‖γ′′‖∞
2

ξq2s
∫
I2(ξ)
t2|ψ(t)|dt

ô
.

Nous avons utilisé ici les majorations | sin(u)| ≤ 1 et | sin(u)| ≤ |u| et nous avons séparé l’axe
des réels en deux intervalles dépendant de la fréquence ξ,

I1(ξ) = {t : |t| ≥ u0}, I2(ξ) = R\I1(ξ),

où u0 est un paramètre qui pourra être adapté.

Supposons maintenant que |ψ(t)| ≤ λe−λ|t|. Alors∫
I1(ξ)
|ψ(t)|ds ≤ 2e−λu0 ,

et ∫
I2(ξ)
t2|ψ(t)|dt ≤ 4

λ2
− e−λu0

ï
2u2

0 +
4u0

λ
+

4

λ2

ò
.

En posant c0 = π‖γ′′‖∞
2 |ξ|q2s,

|fτs(ξ)| ≤ 2qsF (u0),

avec

F (u0) = 2e−λu0 + c0(ξ)

ï
4

λ2
− e−λu0

Å
2u2

0 +
4u0

λ
+

4

λ2

ãò
.
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La dernière expression étant minimum pour u0 = 1√
c0

, en posant λ1(ξ) =
»

π
2 ‖γ′′‖∞|ξ|q2s,

F (1/
√
c0) = 4

λ2
1(ξ)

λ2
− 4e−λ/λ1(ξ)

Ç
λ1(ξ)

λ
+
λ2

1(ξ)

λ2

å
. (7.12)

On obtient alors la majoration suivante

|fτs(ξ)|2 ≤ 32q2s

ñ
λ2

1(ξ)

λ2
− e−λ/λ1(ξ)

Ç
λ1(ξ)

λ
+
λ2

1

λ2

åô2

. (7.13)

En posant maintenant

uλ(ξ) :=

ñ
1−
Ç

1− λ

λ1(ξ)

å
e
− λ
λ1(ξ)

ô2

et en supposant qu’il existe une constant Cγ < +∞ tel que ||γ′||∞ ≤ Cγ ,

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ ≤ 8π2 q

3s

λ4
||γ′′||2∞Cγ

∫
R
ξ2uλ(ξ)Sx(ξ)dξ

On utilisant l’inégalité suivante,

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤
Ç 

E
ß∣∣∣ε(0)

d (τ, s)
∣∣∣2™+

 
E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™å2

, (7.14)

on peut borner le reste dans son intégralité

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤ q3s ||γ′′||2∞

λ2

(
σx√
cγ

+

 
8π2Cγ
λ2

∫
R
ξ2uλ(ξ)Sx(ξ)dξ

)2

(7.15)

7.5.4 Preuve du théorème 4.6

On montre de la même manière que dans la preuve du théorème 4.4 que

εd(τ, s) = ε
(0)
d (τ, s) + ε

(1)
d (τ, s), (7.16)

avec

ε
(0)
d (τ, s) =

〈(√
γ′ −

»
γ′(τ)

)
Bγx, ψτs

〉
ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨Ä
Bγ − B̃τγ

ä
x, ψτs

∂
.

Nous allons donc borner ces deux termes indépendamment. Regardons d’abord ε
(0)
d ,

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
=
¨
Sx, |φτs|2

∂
.

où

φτs(ξ) =

∫
t∈R

e2iπξγ(t)
(»

γ′(t)−
»
γ′(τ)

)
ψτs(t)dt
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Comme le support de ψ est inclus dans [− 1
λ ,+

1
λ ], le support de ψτs est inclus dans [τ− qs

λ , τ+ qs

λ ]
et

|φτs(ξ)| ≤
∫ τ+ qs

λ

τ− q
s

λ

∣∣∣(»γ′(t)−»γ′(τ)
)
ψτs(t)

∣∣∣ dt.
Il existe alors τ0 ∈ [τ − qs

λ , τ + qs

λ ] tel que»
γ′(t)−

»
γ′(τ) ≤ γ′′(τ0)

2
»
γ′(τ0)

(t− τ),

et

|φτs(ξ)| ≤
γ′′(τ0)

2
»
γ′(τ0)

∫ τ+ qs

λ

τ− q
s

λ

|(t− τ)ψτs(t)| dt.

En supposant maintenant que |ψ(t)| ≤ K,

|φτs(ξ)| ≤
K√
qs

γ′′(τ0)

2
»
γ′(τ0)

∫ qs

λ

− q
s

λ

|t|dt,

≤ Kλ2q3s/2 γ′′(τ0)

2
»
γ′(τ0)

.

On obtient finalement une majoration pour |φτs(ξ)|2,

|φτs(ξ)|2 ≤
1

4λ4
K2q3s

Ñ
γ′′(τ0)»
γ′(τ0)

é2

.

En supposant maintenant que Sx ∈  L1(R),

E
{
|ε(0)
d (τ, s)|2

}
≤ 1

4λ4
K2q3s

Ñ
γ′′(τ0)»
γ′(τ0)

é2 ∫
ξ∈R

Sx(ξ)dξ,

≤ 1

4λ4
K2q3s (γ′′(τ0)

)2 ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

γ′

∣∣∣∣∣∣∣∣σ2
x,

Considérons maintenant ε
(1)
d (τ, s) =

»
γ′(τ)

¨
(Bγ − B̃τγ)x, ψτs

∂
,

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ = γ′(τ)

¨
Sx, |fτs|2

∂
, (7.17)

avec

|fτs(ξ)| =

∣∣∣∣∣
∫ τ+ qs

λ

τ− q
s

λ

e2iπξγ(t)
î
1−eiπξr(t,τ)

ó
ψτs(t)dt

∣∣∣∣∣.
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Il existe t1 ∈ [τ− qs

λ , τ+ qs

λ ] tel que r(t, n) = γ′′(t1)(t−τ)2.En utilisant la majoration |ψ(t)| ≤ K,

|fτs(ξ)| ≤
2K√
qs

∫ τ+ qs

λ

τ− q
s

λ

∣∣∣∣∣ sin
Å
π

2
ξ r(t, τ)

ã ∣∣∣∣∣dt,
≤ 2K√

qs

∫ + qs

λ

− q
s

λ

∣∣∣∣∣ sin
Å
π

2
ξ γ′′(t1)t2

ã ∣∣∣∣∣dt.
En utilisant maintenant la majoration | sin(u)| ≤ u,

|fτs(ξ)| ≤ γ′′(t1)
Kπξ√
qs

∫ + qs

λ

− q
s

λ

t2dt,

≤ γ′′(t1)
Kπξ√
qs

∫ + qs

λ

− q
s

λ

t2dt.

≤ 2

3λ3
γ′′(t1)Kπξq5s/2.

Finalement, en supposant que
∫
R ξ

2Sx(ξ)dξ < +∞,

E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™ ≤ 4

9λ6
γ′(τ)

(
γ′′(t1)

)2
K2π2q5s

∫
R
ξ2Sx(ξ)dξ. (7.18)

(7.19)

On peut maintenant majorer l’erreur d’approximation dans son intégralité avec,

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤
Ç 

E
ß∣∣∣ε(0)

d (τ, s)
∣∣∣2™+

 
E
ß∣∣∣ε(1)

d (τ, s)
∣∣∣2™å2

.

En supposant qu’il existe deux constantes strictement positives cγ et Cγ telles que ∀t ∈ R,

cγ ≤ |γ′(t)| ≤ Cγ ,

on obtient finalement la majoration suivante

E
¶
|εd(τ, s)|2

©
≤ K2q3s

λ4
|γ′′(τ0)|2

Ç
1

2

 
1

cγ
σx +

2

3

»
Cγπλq

»
VSx

å2

avec

τ0 = argmax
t∈[τ− q

s

λ
,τ+ qs

λ
]

(|γ′′(t))|2),

et où l’on a posé VSx =
∫
R ξ

2Sx(ξ)dξ.
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7.6 Preuves de la proposition 5.11

Nous aurons besoins du résultats suivant.

Lemme 7.2 Soit la matrice définie ΓV telle qu’elle est définie en équation (5.43). ΓV est in-
versible et

Γ−1
V [k, k′] = 0, si (k − k′) 6∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b],

Γ−1
V [kb+ c, k′b+ c] =

(
C

(0,c)
V

)−1
[k, k′], ∀c ∈ J0, b− 1K

Preuve Commençons par remarquer que

CVL [k, k′] =
îÄ
CV an[z] + CV an[w]

äó
(k, k′), ∀k, k′ ∈ J0, L− 1K. (7.20)

donc ∀k, k′ ∈ J0, L− 1K,

ΓV[k, k′] =
î
CV an[z] + CV an[w]

ó
(k, k′) Шb[k − k′]. (7.21)

Donc si k − k′ 6∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b],

ΓV[k, k′] = 0

et ∀c ∈ J0, b− 1K

ΓV[kb+ c, k′b+ c] =
î
CV an[z] + CV an[w]

ó
(bk + c, bk′ + c) = C

(0,c)
V [k, k′].

Intéressons nous maintenant à la matrice AV définie par

AV[k, k′] = 0, si (k − k′) 6∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b],

AV[kb+ c, k′b+ c] =
(
C

(0,c)
V

)−1
[k, k′], ∀c ∈ J0, b− 1K.

On va montrer que AV = Γ−1
V . Regardons AVΓV,

AVΓV[l, l′] =
L−1∑
j=0

AV[l, n]ΓV[n, l′].

Posons l = bk + c et n = bj + d

AVΓV[bk + c, bk′ + c′] =
b−1∑
d=0

K−1∑
j=0

AV[bk + c, bj + d]ΓV[bj + d, bk′ + c′]

Remarquons que comme ΓV[k, k′] = 0, si k−k′ 6∈ [0, b, 2b, ..., (K−1)b], alors ΓV[bj+d, bk′+c′] = 0
si d 6= c′ et que comme AV[k, k′] = 0 si k− k′ 6∈ [0, b, 2b, ..., (K − 1)b] alors AV[bk+ c, bj+ d] = 0
si c 6= d. Finalement AVΓV[bk + c, bk′ + c′] = 0 si c 6= c′ et

AVΓV[bk + c, bk′ + c] =
K−1∑
j=0

AV[bk + c, bj + c]ΓV[bj + c, bk′ + c],

=
K−1∑
j=0

(
C

(0,c)
V

)−1
[k, j] C

(0,c)
V [j, k′],

= δ[k − k′].

Alors AVΓV = Id et AV = Γ−1
V . ♠
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Nous allons maintenant démontrer la proposition 5.11. Commençons par remarquer qu’étant
donné une fonction f : CL → C et δ? défini par

δ? = argmin
δ∈J0,L−1K

f(δ), (7.22)

et en posant δ = λb+ c0 où λ ∈ J0,K − 1K, c0 ∈ J0, b− 1K, avec

λc0 = argmin
λ∈J0,K−1K

g(c0)(λ) (7.23)

où g(c0)(λ) = f(λb+ c0) et

c?0 = argmin
c0∈J0,b−1K

q(c0)(λc0), (7.24)

alors δ? = λc?0b+ c?0.

On va donc montrer que lorsque f(δ) =
¨
TδΓ−1

V U ,U
∂

alors

g(c0)(λ) =

≠
Tλ
(
C

(0,c−c0)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑
.

où U [bk + c] = U (c)
m [k].

f(δ) =
L−1∑
k=0

L−1∑
k′=0

U [k]C−1Γ−1
V [k − δ, k′ − δ]U [k′], (7.25)

=
K−1∑
k=0

b−1∑
c=0

K−1∑
k′=0

b−1∑
c′=0

U [bk + c]Γ−1
V [bk + c′ − δ, bk′ + c− δ]U [bk′ + c], (7.26)

or si c 6= c′,

Γ−1
V [bk + c′ − δ, bk′ + c− δ] = 0,

donc

f(δ) =
b−1∑
c=0

K−1∑
k=0

K−1∑
k′=0

U [bk + c]Γ−1
V [bk + c− δ, bk′ + c− δ]U [bk′ + c]. (7.27)

Posons maintenant δ = c0 + bλ avec c0 ∈ J0, b− 1K et k ∈ [0,K − 1],

g(c0)(λ) =
b−1∑
c=0

K−1∑
k=0

K−1∑
k′=0

U [bk + c]Γ−1
V [bk + c− c0 − bλ, bk′ + c− c0 − bλ]U [bk′ + c].

Comme U [bk + c] = U (c)
m [k] =, où U (c)

m est une réalisation du vecteur stochastique V
(n,c)
ym et

comme Γ−1
V [bk + c− c0, k

′ + c− c0] =
Ä
C(c−c0)
m

ä−1
[k, k′] alors

g(c0)(λ) =
b−1∑
c=0

K−1∑
k=0

K−1∑
k′=0

U (c)
m [k]

Ä
C(c−c0)
m

ä−1
[k − λ, k′ − λ]U (c)

m [k′].

=

≠
Tλ
(
C

(0,c−c0)
V

)−1
U c
m,U

c
m

∑
.

Ceci conclut la preuve.



Notations

Aρ, 44

DF
γ , 45

Da, 24

Ma, 23

S1
x, 36

S2
x, 36

Ta, 23

V τ [w], 80

V τ [Mαz], 80

V τ [ym], 80

W τ [Dγz], 85

W τ [w], 85

W τ [yd], 85

ΓV, 114

ΓW , 114

C
(δ,c)
V , 102

C
(θ,c)
W , 102

CVL
ym

, 111

CVL , 114

C
V

(n,c)
w

, 93

C
V

(n,c)
z

, 93

C
V

(n,c)
ym

, 94

CWL , 114

C
W

(n,c)
w

, 96

C
W

(n,c)
z

, 95

C
W

(n,c)
yd

, 96

C
Ṽ
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