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Résumé

CETTE THÈSE PRÉSENTE l’étude des systèmes itératifs pour le traitement du

précodage linéaire et son application à l’OFDM et aux systèmes à antennes multiples.

Le précodage linéaire est une méthode permettant de profiter de la diversité temporelle,

fréquentielle ou spatiale du canal. Cependant, le détecteur optimal pour ce type de dispo-

sitif a une complexité qui crôıt de manière exponentielle avec les dimensions du système.

Les algorithmes itératifs récemment dérivés du principe “turbo” permettent au détecteur de

bénéficier d’un information a priori fournie par un code correcteur d’erreurs. Les principaux

détecteurs applicables au précodage linéaire sont ainsi étudiés et une méthode de traitement

itératif est adaptée à partir du récepteur MMSE-IC-LE pour la turbo-égalisation.

Le traitement proposé ainsi que les autres détecteurs étudiés offrent un gain en diversité

potentiellement identique quel que soit le critère de détection choisi, MAP ou MMSE. Les

performances théoriques sont déterminées en considérant une information a priori parfaite

en entrée du détecteur. Sur un canal de Rayleigh, l’ordre de diversité est ainsi égal au produit

de la diversité du code par la taille de la matrice de précodage. D’autre part, nous obser-

vons l’influence du traitement et des paramètres du système sur la convergence à l’aide de

diagrammes EXIT. La méthode proposée offre un bon compromis entre performance et com-

plexité, même si le seuil de convergence est retardé lorsque l’efficacité spectrale (modulation,

rendement de code) et la taille du précodage linéaire augmentent.

Le précodage linéaire avec un traitement itératif en réception est alors appliqué à deux

cas réalistes. La modulation multi-porteuses du standard 802.11a est tout d’abord considérée.

Dans un contexte de diversité limitée en temps et en fréquence, le précodage linéaire

est capable d’apporter un gain significatif avec un traitement de faible complexité. Enfin,

le précodage linéaire est associé à un système multi-antennes. La forme générale utilisée

pour décrire les architectures étudiée permet d’effectuer un traitement itératif conjoint du

précodage linéaire et du multiplexage spatial. L’ordre de diversité obtenu précédemment est

alors multiplié par le nombre d’antennes de réception. L’étude de la convergence du traite-

ment itératif proposé montre que l’utilisation du précodage linéaire améliore les performances

à fort rapport signal à bruit au prix d’une dégradation de la convergence.





Abstract

THIS THESIS DEALS with iterative processing for linear precoding and its application

to OFDM and multi-antenna systems. The purpose of linear precoding is to exploit time,

frequency or space diversity. Nevertheless, optimal detectors have a complexity increasing

exponentially with the system parameters. Iterative algorithms recently derived from the

“turbo” principle allow the detector to benefit from the a priori information provided by

the error correcting code. The main detectors that can be applied to linear precoding are

then studied and an iterative algorithm is adapted from the MMSE-IC-LE receiver for the

turbo-equalization.

The proposed algorithm and the other detectors offer a diversity gain identical whatever

the selected criteria, MAP or MMSE. Theoretical results are given when considering a perfect

a priori information as input of the detector. The diversity order over a Rayleigh fading

channel is then equal to the code diversity multiplied by the size of the precoding matrix.

In addition, we observe the influence of the treatment and the system characteristics over

the convergence by the way of EXIT charts. The proposed method offers a good trade-off

between performance and complexity, even if the convergence threshold increases with the

spectral efficiency (modulation, coding rate) and the size of linear precoding.

Linear precoding with iterative processing is then applied to two realistic cases. First, the

multi-carrier modulation of the 802.11a WLAN standard is considered. In the context of a

limited diversity in the time and frequency domains, the linear precoding is able to produce a

significant gain with a low complexity method. Last, linear precoding is associated to a multi-

antenna system. The general formulation of the studied architectures allows a joint treatment

of the linear precoding and the spatial multiplexing. The diversity order previously obtained

is multiplied by the number of receive antennas. Finally, the convergence study shows that

the linear precoding improves the performance at high signal to noise ratio at the price of a

higher convergence threshold.
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2.3.2 Application à un système itératif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.3.3 Étude du codage de canal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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3.3.1 Égalisation avec information a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.2 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.3.3 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4 Étude des performances du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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5.3.1 Traitement MAP itératif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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1.3 Propagation à trajets multiples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.8 Traitement linéaire du précodage avec une information a priori sur les symboles. 61
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3.16 Information mutuelle en sortie du détecteur sans information a priori et avec
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Introduction

LES NOUVELLES APPLICATIONS des réseaux sans fil nécessitent des liaisons à faible

taux d’erreurs avec des débits de plus en plus élevés. Les modulations multi-porteuses

permettent d’atteindre ces débits élevés, mais n’exploitent pas directement la diversité conte-

nue dans les canaux à trajets multiples. Par ailleurs, les techniques de précodage linéaire

profitent de la diversité temporelle et/ou fréquentielle du canal, tandis que les systèmes

multi-antennes permettent d’utiliser la diversité spatiale et d’augmenter l’efficacité spectrale

du système. L’exploitation de la diversité permet ainsi d’améliorer les performances en terme

de taux d’erreurs sur un canal à évanouissements.

Les traitements optimaux en réception pour ce type de dispositifs ont néanmoins une

complexité qui crôıt de manière exponentielle avec les paramètres du système. Cependant,

les algorithmes itératifs récemment dérivés des turbocodes ont permis de développer des

traitements à la fois très performants et d’une complexité raisonnable.

En particulier, les principes de la turbo-égalisation ont été largement développés de-

puis qu’ils ont été évoqués pour la première fois en 1995. Cette technique permet d’éliminer

l’interférence entre symboles produite par un canal sélectif en fréquence. Comme pour les

turbodécodeurs, le cœur du procédé consiste en un échange d’informations entre les différents

éléments qui constituent le traitement itératif. Dans le cas de la turbo-égalisation, le système

itératif met en œuvre un égaliseur avec information a priori et un décodeur de canal. Au fil des

itérations, l’information échangée gagne en vraisemblance. Lorsque le système converge, il per-

met en plus d’exploiter toute la diversité offerte par les trajets multiples du canal. Différentes

méthodes itératives basées sur ce principe ont été décrites. Celles qui nous intéressent dans

cette thèse sont basées sur le critère du maximum a posteriori et sur celui du minimum

d’erreur quadratique moyenne.

Cette thèse traite donc de l’utilisation de ces algorithmes pour des systèmes utilisant un

précodage linéaire. Les méthodes utilisées sont tout d’abord décrites dans un cas général

pouvant s’appliquer à de nombreux systèmes à interférences. Ces méthodes peuvent ainsi

être adaptées au traitement itératif du précodage linéaire. Cela permet d’exploiter le po-

tentiel offert par un canal à évanouissements et de profiter des gains de codage du code

correcteur d’erreurs avec des algorithmes de faible complexité. L’évaluation des performances

du précodage linéaire pour un multiplexage en fréquence et pour des systèmes à antennes

multiples permet enfin de mettre en lumière les apports, mais aussi les limitations de telles
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méthodes. Ce document est organisé en cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, la description d’une châıne de transmission numérique permet

d’établir les bases des systèmes étudiés par la suite. Tout d’abord, différents modèles de

canaux tels le canal à bruit additif blanc gaussien, le canal de Rayleigh et un modèle de

canal à trajets multiples sont définis. De plus, le cas d’un système comportant plusieurs

antennes en émission et en réception est évoqué. Certaines hypothèses simplificatrices sont

considérées, par exemple en se plaçant dans un cadre mono-utilisateur et en considèrant une

estimation parfaite du canal en réception. Néanmoins, les systèmes ayant une connaissance

de l’état du canal à l’émission n’entrent pas dans le champ de cette thèse. En effet, cette

connaissance nécessite une voie de retour vers l’émetteur et un canal qui varie lentement

dans le temps. Ensuite, les modulations et les codes correcteurs d’erreur utilisés sont décrits.

Les constellations utilisées sont des modulations par déplacement de phase à deux ou quatre

états, ainsi qu’une modulation d’amplitude en quadrature à seize états. Quand aux codes

correcteurs d’erreur, ce sont des codes convolutifs qui peuvent être poinçonnés pour en faire

varier le rendement. Le logarithme du rapport de vraisemblance est introduit dans le cadre

de l’échange d’informations entre les différents éléments d’un système itératif. Enfin, des

méthodes utilisées en turbo-égalisation sont étudiées dans le cadre d’un modèle général de

systèmes à interférences. Ces méthodes permettent le traitement conjoint du codage de canal

et de l’estimation des données en présence d’interférence entre symboles. Elles seront utilisées

dans les chapitres trois à cinq pour le traitement itératif du précodage linéaire et des systèmes

multi-antennes précodés. Pour les différents algorithmes qui effectuent ces traitements, une

limite inférieure des performances est donnée.

Le chapitre deux est constitué en partie de résultats théoriques. Cela concerne tout d’abord

la capacité des systèmes multi-antennes. Celle-ci permet de définir une limite de la quantité

d’informations qui peut être transmise sur un canal donné. La capacité est mesurée sur un

canal de Rayleigh pour une source à entrées continues puis pour une source à entrées discrètes

avec différentes modulations. Elle est alors limitée par le produit de l’ordre de la modulation

et du nombre d’antennes d’émissions. Ensuite, la notion de diversité est introduite et une

expression de la probabilité d’erreur sur un canal de Rayleigh à L branches indépendantes

est exprimée. Celle-ci est obtenue sans codage de canal, puis avec les codes convolutifs décrits

dans le premier chapitre. Cela permet alors de déterminer les performances théoriques d’un

code correcteur d’erreur associé à un système à diversité. Enfin, le principe des diagrammes

de convergence pour les systèmes itératifs est décrit.

Le troisième chapitre introduit le précodage linéaire pour exploiter la diversité dans le do-

maine temporel. Deux types de matrice utilisées pour le précodage linéaire sont ainsi étudiées.

Les performances des traitements du précodage linéaire sans code correcteur d’erreurs sur un

canal de Rayleigh sont simulées. Dans ce cas, les traitements linéaires présentés sont sous op-

timaux mais peu complexes. Lorsqu’un codage de canal est introduit, des méthodes basées sur
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le principe turbo peuvent être utilisées. Nous présentons alors une méthode itérative basée

sur le principe de la turbo-égalisation dans le domaine fréquentiel. Ensuite, les différentes

méthodes décrites dans le premier chapitre sont comparées entre elles pour différentes confi-

gurations. La convergence des systèmes est étudiée à l’aide des diagrammes EXIT décrits

dans le second chapitre. Nous vérifions enfin que les performances obtenues correspondent

aux résultats théoriques en termes d’exploitation de la diversité.

Le quatrième chapitre décrit tout d’abord le principe du multiplexage en fréquence OFDM

aujourd’hui utilisé dans de nombreuses applications. Des simulations dans le cadre des réseaux

locaux sans fil pour un canal constant ou variant dans le temps sont effectuées. Puis un

précodage linéaire est inséré dans la châıne de transmission de manière à exploiter la diversité

fréquentielle et/ou temporelle du canal. Ensuite, la méthode de traitement à faible complexité

décrite dans le chapitre trois est appliquée. Il est alors possible de comparer les performances

obtenues avec un système sans précodage linéaire. Cela permet de valider l’utilisation du

précodage linéaire et son traitement itératif dans un contexte où la diversité exploitable est

limitée.

Le chapitre cinq permet d’introduire les systèmes à antennes multiples. Les systèmes à

diversité sont rapidement passés en revue, puis le multiplexage spatial est étudié en particulier.

Dans ce contexte, les méthodes itératives décrites dans le premier chapitre s’appliquent au

traitement d’antennes. De plus, le précodage linéaire peut être associé au multiplexage spatial

pour exploiter la diversité. Suivant la nature du canal, cette association est construite pour

que le précodage linéaire exploite la diversité soit dans le domaine temporelle, soit dans

le domaine spatial à l’émission. Dans les deux cas, le traitement du précodage linéaire et

du multiplexage spatial est alors effectué conjointement tout en restant d’une complexité

modérée. Les performances des différents traitements applicables peuvent alors être comparées

grâce aux outils déjà mis en place.





CHAPITRE

1 Communications

numériques et

traitements itératifs

LE BUT DE CE CHAPITRE est tout d’abord de décrire les bases de communications

numériques et les notions utilisées dans cette thèse. Une châıne de transmission composée

d’un codage de canal, d’une modulation et d’un canal de transmission est tout d’abord décrite.

Différents canaux de transmission sont introduits : le canal à bruit additif blanc gaussien,

le canal de Rayleigh, une représentation de canaux à trajets multiples et de systèmes multi-

antennes. Ensuite, les modulations utilisées ainsi que les codes convolutifs employés par la

suite sont détaillés.

Les traitements itératifs développés ces dernières années ont de multiples champs d’ap-

plication. En particulier, les dernières avancées en turbo-égalisation permettent d’exploiter

au mieux l’information issue du décodeur de canal. Ces techniques permettent de traiter les

interférences entre symboles tout en profitant de la diversité offerte par les trajets multiples.

De plus, elle peuvent être adaptées à d’autre cas en utilisant une représentation matricielle

des systèmes à interférences. Nous avons souhaité présenter cette généralisation de manière

à appliquer ces méthodes au précodage linéaire et aux systèmes multi-antennes précodés.

Les éléments impliqués dans les traitements itératifs communiquent entre eux en

échangeant des informations sur les bits et les symboles de données. Pour cela, la fiabilité

des données échangées est représentée par leur logarithme de rapport de vraisemblance. Les

systèmes permettant de convertir l’information sur les symbole en information sur les bits et

réciproquement sont ainsi détaillés.

Différents algorithmes de traitements itératifs sont alors passés en revue. Il s’agit tout

d’abord d’un détecteur basé sur le critère de maximum a posteriori. Ensuite, le récepteur

utilisant le critère du minimum d’erreur quadratique moyenne avec une information a priori

est décrit. La version exacte ainsi que des versions simplifiées de ce détecteur sont détaillées.

Dans les chapitres suivants, ils seront appliqués à différents problèmes.
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1.1 Communications numériques

Le but d’une châıne de communication est de transmettre une quantité d’information

donnée avec le moins d’erreurs possibles. Si la châıne de communication est numérique,

les informations transmises font partie d’un ensemble de symboles discrets. Lorsque l’in-

formation prend des valeurs continues (un source sonore par exemple), elle nécessite d’être

numérisée avant d’être transmise. Le canal de transmission est dépendant du milieu phy-

sique par lequel transitent les informations. Aujourd’hui, les fibres optiques permettent de

transporter de grand volumes de données sur de longues distances. Les technologies dérivées

de l’ADSL (Asynchronous Digital Suscriber Line) amènent l’internet à haut débit chez les

particuliers grâce au paires de cuivre utilisées en téléphonie. Enfin, les réseaux locaux sans fil

WLAN (Wireless Local Area Network) et les technologies WiFi (Wireless Fidelity) utilisent

les transmissions hertziennes pour les échanges d’information entre des équipements (ordi-

nateurs) géographiquement proches. La téléphonie mobile utilise de même les transmissions

hertziennes pour transmettre des volumes d’information de plus en plus élevés (son, photo,

vidéo, données).

modulation
codage
canal

démodulation canal
décodage

canal de transmission

Fig. 1.1 — Modèle simplifié de châıne de transmission numérique.

Un exemple très simplifié d’une châıne de communication est représenté figure 1.1. Cette

châıne est constituée d’un canal de transmission, d’une opérations de modulation et de

démodulation, ainsi que d’un codage et décodage de canal.

D’autres éléments, non étudiés ici, peuvent avoir leur place dans la châıne de commu-

nication. Par exemple, un codage de source utilisant des techniques de compression permet

d’améliorer le débit. Lorsque le canal est partagé par plusieurs utilisateurs, des protocoles et

des techniques d’accès multiple doivent être mis en place.

Enfin, certains des systèmes présentés nécessitent une information sur l’état du canal.

Cette connaissance peut être acquise par l’émission de séquences d’apprentissage ou de sym-

boles pilotes connus du récepteur. D’autres systèmes utilisent une connaissance de l’état du

canal à l’émission, ce qui nécessite alors une voie de retour du récepteur vers l’émetteur. Dans

toute la suite, nous considérerons que le récepteur à une connaissance parfaite de l’état du

canal et que l’émetteur n’en a aucune. D’autre part, nous nous plaçons dans le cas d’une

transmission mono-utilisateur.
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1.1.1 Modulation et démodulation

De manière générale, la modulation regroupe l’ensemble des opérations permettant de

transformer l’information à émettre en signaux compatibles avec le canal de transmission

choisi. Par exemple, il peut s’agir d’un signal lumineux pour une fibre optique, d’un signal

électrique pour une liaison filaire, ou encore d’un signal radio pour une transmission hert-

zienne.

Dans le cas particulier des transmissions numériques hertziennes, la modulation trans-

forme des séquences binaires en formes d’ondes. Celles-ci sont caractérisées par leur ampli-

tude, leur phase ou leur fréquences. Les modulations utilisées dans la suite font varier les

paramètres de phase et d’amplitude d’une onde porteuse, la fréquence de celle-ci restant

constante. Le signal émis est donc caractérisé par ces deux paramètres et il peut alors peut

alors être représenté par des symboles complexes discrets. Il s’agit de plus d’une modulation

sans mémoire, la durée d’émission étant limitée strictement à un temps symbole Ts.

La modulation pourra donc être considérée comme la conversion des données binaires en

symboles discrets. Ceux-ci composent une constellation χ = {x0, . . . , xM−1} dont le nombre

de point M est généralement une puissance de deux. Chaque groupe de q = log2 (M) données

binaires peut être représenté par un symbole choisi dans la constellation. La fonction de

mapping µ(.) associe à chaque q-uplet de bits [b0 . . . bq−1] un symbole complexe. On utilisera

les Modulations par Déplacement de Phase à 2 ou 4 états (MDP-2 ou MDP-4) ainsi qu’une

Modulation d’Amplitude en Quadrature à 16 états (MAQ-16). La figure 1.2 représente les

modulations utilisées ainsi que les correspondances avec les données binaires. Ces correspon-

dances particulières sont appelées mapping de Gray.

0 1

MDP−2

0b

0111

0110

0100

0101

0011

0010

0001

0000

1011

1010

1000

1001

1111

1110

1100

1101

MAQ−16

2b b 3

0b b 1

00

1101

10

MDP−4

0b

1b

Fig. 1.2 — Modulations à 2, 4 et 16 états utilisées.

La démodulation effectue l’opération inverse. Dans toute la suite, on considérera une

démodulation cohérente, c’est à dire que la phase et la fréquence de la porteuse sont parfaite-

ment connues du récepteur. Le démodulateur fournit des sorties souples qui constituent une

estimation pondérée de la séquence de bits émis. Cette fonction est décrite en détail dans
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1.4.2.

Le canal de transmission provoque des erreurs sur les données transmises. Comme cela est

indiqué dans la figure 1.1, un codage de canal est inséré pour protéger ces informations. Cette

partie de la châıne de transmission, particulièrement importante dans la suite de l’étude, est

décrite dans la partie 1.2.

1.1.2 Canal de transmission

Un canal de transmission peut être extrêmement complexe à représenter. Des modèles de

perturbation de l’information plus ou moins réalistes sont utilisés pour représenter le canal.

Tout d’abord, le système de transmission est représenté en utilisant un modèle de temps

discret. Les informations émises et les données reçues forment alors des suites d’échantillons

indexés par le temps. Dans la suite, différents modèles du canal de transmission sont envisagés.

Modèles de canaux simples

Dans la représentation la plus simple, les informations transmises sur le canal sont sim-

plement perturbées par un bruit additif lors de la transmission. Le bruit est modélisé par

une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle. C’est le modèle de canal à Bruit Additif

Blanc Gaussien BABG.

Dans un second cas, les données transmises subissent de plus une atténuation qui peut

varier dans le temps. Cette atténuation peut être différente d’un symbole à l’autre, mais peut

aussi rester constante lors de la transmission d’un bloc de données. Pour le canal de Rayleigh

utilisé dans la suite, la relation qui lie l’entrée xk et la sortie yk du canal s’écrit

yk = hkxk + wk (1.1)

wk est un bruit blanc additif gaussien, et les coefficients d’atténuation hk suivent une loi de

Rayleigh unitaire. Le module carré |hk|2 est la somme des carrés de deux variables aléatoires

gaussiennes et la phase arg (hk) suit une loi uniforme sur [0, 2π]. Lors de la transmission

de certains symboles, l’atténuation du canal peut être importante et dégrader fortement la

qualité de la transmission. On parle alors d’évanouissements du canal. Les techniques de

précodage linéaire développées dans le chapitre trois sont mises en place pour lutter contre

ces évanouissements. Cette modélisation du canal peut aussi constituer aussi une première

représentation des transmissions multi-porteuses décrites dans le chapitre quatre.

Canal à trajets multiples

Suite à des phénomènes tels que la réverbération des ondes sur des obstacles, le canal peut

aussi être constitué de plusieurs trajets de propagation. La figure 1.3 illustre ce phénomène.
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Fig. 1.3 — Propagation à trajets multiples.

Les symboles reçus sont alors constitués de contributions de plusieurs symboles ainsi que d’un

bruit additif blanc gaussien. Si le canal est constitué de L trajets séparés chacun d’un temps

symbole, on peut alors le représenter sous la forme de la ligne à retard illustrée par la figure

1.4. La relation qui lie l’entrée et la sortie du canal s’écrit alors

yk =

L−1∑

l=0

hk
l xk−l + wk (1.2)

DD D D D

yk

h0 1 wL−1h

x

h

k

k

Fig. 1.4 — Canal à trajets multiples représenté sous forme de ligne à retards.

Ainsi, les contributions qui ne viennent pas du symbole à détecter constituent les in-

terférences entre symboles. Pour lutter contre ce phénomène, les techniques de turbo-

égalisation évoquées en 1.3.2 sont particulièrement efficaces. Une autre méthode, le multi-

plexage par division de fréquences orthogonales OFDM (Orthogonal Frequency Division Mul-

tiplex ) permet de s’affranchir d’une grande partie des interférences produites par le canal.

Cette technique est développée dans le chapitre quatre.
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Système à antennes multiples

traitement

antennesespace−temps

codage

Fig. 1.5 — Système à antennes multiples.

Enfin, la figure 1.5 schématise un système à antennes multiples, dit aussi à entrées et sor-

ties multiples MIMO (Multiple Input, Multiple Output). Ce système à Ne antennes d’émission

et Nr antennes de réception peut être décrit sous forme matricielle. Le vecteur x = [xk]

contient les Ne informations transmises à un instant donné par les antennes d’émission. Les

Nr informations reçues par les antennes de réception sont représentées par y = [yk] qui s’écrit

y = Hx + w (1.3)

Le vecteur w = [wk] est constitué de Nr éléments de bruit additif blanc gaussien indépendants.

La matrice H = [hi,j ] de taille Nr × Ne est constituée des atténuations entre chacune des

antennes d’émission et de réception. Pour cette représentation, le canal est supposé non sélectif

en fréquence. Dans un cas réel, cette hypothèse s’applique par exemple lorsque le système

MIMO utilise la modulation OFDM décrite dans le chapitre quatre (voir en particulier la

partie 4.1.3). L’utilisation de ces systèmes est étudiée dans le chapitre cinq. En particulier,

les NeNr coefficients d’atténuation sont indépendants et suivent une distribution de Rayleigh

unitaire. Dans le cas général, chaque vecteur d’information x est soumis à une nouvelle

réalisation du canal. Dans le modèle que nous nommerons “invariant par blocs”, le canal

reste constant pendant toute la durée de transmission d’un bloc de données.

1.2 Codage et décodage de canal

Le codage de canal permet d’améliorer la qualité de la transmission sur le canal. Il consiste

à ajouter des informations aux données à transmettre de manière à les protéger des perturba-

tions du canal. Cette information supplémentaire, appelée redondance, est utilisée à l’autre

bout de la châıne de transmission par le décodeur de canal. Le décodage de canal utilise ces

informations pour corriger une partie des erreurs qui se produisent lors de la transmission

des données.

Depuis que Claude Shannon a jeté les bases de la théorie de l’information en 1948 [75],

le codage de canal a connu de nombreux développements. Parmi les codes existants, les
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codes convolutifs ont connu un succès particulier. Utilisés dans de nombreux standards de

communications, ils servent aussi de base aux turbocodes convolutifs.

Le rendement du code indique la proportion de redondance introduite par le codage.

Ainsi, un code de rendement R=k/n produit n bits codés pour k bits de données utiles. Dans

la suite, des codes de rendement 1/2, 2/3 ou 3/4 seront utilisés.

L’efficacité spectrale (en bit/s/Hz) de chacun des systèmes étudiés durant le travail de

thèse est déterminée par le produit Rlog2 (M). Le débit utile atteignable par une châıne

de transmission est directement fonction de cette efficacité spectrale. De plus, celle-ci peut

encore être augmentée par un système à multiplexage spatial comme ceux décrits dans la

partie 5.2. Le tableau 1.1 donne les efficacités spectrales de différentes combinaisons rende-

ment/modulation.

R=1/2 R=2/3 R=3/4

MDP-2 0.5 bit/s/Hz 0.66 bit/s/Hz 0.75 bit/s/Hz

MDP-4 1 bit/s/Hz 1.33 bit/s/Hz 1.5 bit/s/Hz

MAQ-16 2 bit/s/Hz 2.66 bit/s/Hz 3 bit/s/Hz

Tab. 1.1 — Efficacité spectrale de différentes combinaisons rendement/modulation.

1.2.1 Modulations codées à entrelacement bit

De nombreux travaux concernant l’association du codage de canal et de la modulation

ont été réalisés. Les modulations codées en treillis proposées par G. Ungerboeck dans [91]

apportent un gain significatif par rapport à une simple concaténation sur un canal BABG.

Lorsque la transmission est effectuée sur un canal à évanouissements de type Rayleigh, les

techniques d’optimisation conjointes du codage et de la modulation sont alors très différentes.

E. Zehavi montre dans [105] que l’utilisation d’un entrelacement bit après le codage de canal

offre de meilleures performances que la modulation codée en treillis sur un canal de Ray-

leigh. Ce nouveau schéma est alors appelé modulation codée à entrelacement bit BICM (Bit

Interleaved Coded Modulation) par G. Caire et al. dans [13].

Dans un système itératif, la BICM offre en particulier un avantage : l’entrelacement permet

de considérer que les bits traités sont décorrélés. Cet avantage est exploité par les systèmes

itératifs décrits dans les parties 1.6 et 1.7.

1.2.2 Codes convolutifs récursifs systématiques circulaires

Chaque séquence de données à transmettre est protégée par l’ajout de redondance.

Lorsque les mots du code sont constitués de la concaténation des données et de la redon-

dance, le code est alors dit systématique. Le code convolutif systématique récursif peut se
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représenter sous la forme d’un registre à décalage dont les sorties servent à calculer la redon-

dance et l’état futur du codeur. Si D représente le délai induit par le registre à décalage, alors

on peut écrire les valeurs de la redondance et de l’état futur sous une forme polynomiale.

Par exemple le code de longueur de contrainte K = 5 utilisé dans la suite a les polynômes

générateurs suivants

G1(D) = 1 + D3 + D4 (1.4)

G2(D) = 1 + D + D2 + D4 (1.5)

ce qui se note sous la forme (23, 35)o en base huit (octale). La figure 1.6 est une représentation

possible de ce codeur. La longueur de contrainte du code est alors définie par K = ν + 1,

DDDD

G

G

1

2

X

Y

donnée

Fig. 1.6 — Code convolutif récursif systématique de longueur de contrainte K = 5 et de

polynôme générateur (23, 35)o.

avec ν le nombre d’éléments du registre à décalage. Ces codes récursifs ont un meilleur

comportement que les codes non récursifs à bas rapport signal à bruit [86]. Cela en fait des

codes bien adaptés aux méthodes itératives de décodage.

Ensuite, les codes convolutifs récursifs systématiques peuvent être rendus circulaires [2].

Ces codes sont alors dits convolutifs récursifs systématiques circulaires (CRSC). Lorsque le

code n’est pas circulaire, la mémoire du codeur est généralement initialisée à l’état zéro au

début de codage. Comme le décodage nécessite la connaissance de l’état final du codeur, il

est d’usage de rajouter à la fin du bloc une séquence permettant au codeur de retourner à

l’état zéro. C’est ce que l’on appelle la terminaison de treillis de type tail bits. En fonction du

mot de code à transmettre, il est néanmoins possible de déterminer un état initial du codeur

qui sera aussi l’état final. Cet état, appelé état de circulation, existe si la taille du mot de

code n’est pas un multiple du nombre d’états du code moins un. Lorsque le code est rendu

circulaire, l’ajout des bits de terminaison du treillis n’est alors plus nécessaire, ce qui a pour

conséquence d’améliorer un peu l’efficacité de la transmission.

La distance de Hamming entre deux mots de code est définie par le nombre de bits

qui y différent. La plus petite distance de Hamming pour l’ensemble des couples de mots

distincts d’un code est appelée distance minimale du code, et est notée dmin. Dans la partie

2.2, les performances théoriques du code convolutif récursif sont étudiées pour un système à
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diversité. Pour un rapport signal à bruit suffisamment élevé, les performances du code sont

étroitement dépendantes de cette valeur de dmin. En général, l’augmentation de la longueur de

contrainte K du code permet d’augmenter la distance minimale et améliore ainsi son pouvoir

de correction. Néanmoins, la complexité du décodage augmente exponentiellement avec la

longueur de contrainte du code, ce qui limite la réalisation pratique de codes convolutifs

ayant une distance minimale élevée.

Le rendement, rapport entre la taille des blocs d’information et la taille des données

codées est naturellement de 1/2 pour les codes décrits jusqu’à présent. Le poinçonnage permet

d’augmenter le rendement du code en supprimant simplement une partie des informations en

sortie du décodeur. En contrepartie, la distance minimale du code est diminuée, ce qui dégrade

les performances du décodage. Dans la suite, le rendement naturel 1/2 ainsi que les rendements

2/3 et 3/4 obtenus par poinçonnage seront utilisés. Pour le rendement 2/3, le poinçonnage

consiste à supprimer un bit de redondance sur deux. Pour obtenir le rendement 3/4, on

conserve inchangé un couple (bit systématique, redondance) sur trois, puis la redondance est

supprimée dans le couple suivant, et enfin, le bit systématique est supprimé dans le troisième.

Cela peut être représenté par les masques du tableau 1.2. La première ligne concerne les bits

systématiques et la seconde les bits de redondance. La présence d’un 1 signifie que le bit est

conservé et un 0 correspond à un bit supprimé.

[

1

1

] [

1 1

1 0

] [

1 1 0

1 0 1

]

1/2 2/3 3/4

Tab. 1.2 — Masques de poinçonnage utilisés pour obtenir les rendements 1/2, 2/3 et 3/4.

Les décodeurs à entrée et sortie souples les plus usités sont

– le décodage de Viterbi [93] modifié à entrée et sortie pondérée SOVA (Soft Output

Viterbi Algorithm) [33]

– l’algorithme BCJR (Bahl Cocke Jelinek Raviv) [3] utilisant le critère du Maximum a

posteriori (MAP)

– le max-log-MAP [72], simplification de l’algorithme précédent

Les résultats présentés dans la suite utilisent le décodage max-log-MAP pour le code

correcteur d’erreurs.

1.2.3 Turbocodes

Les turbocodes sont la première application efficace d’un principe de détection/décodage

itératif en réception. Inventés par C. Berrou et al. en 1993 [6], ces codes sont aujourd’hui

adoptés dans de nombreux standards de communications. Les premiers turbocodes sont basés
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sur deux codes correcteurs d’erreurs convolutifs [5]. Dans une concaténation parallèle, les

données sont d’abord codées par un premier codage de canal. Puis, après un entrelacement,

elles passent par un deuxième codage de canal. Les données ainsi que les redondances des deux

codeurs sont transmises après avoir été éventuellement poinçonnées. La figure 1.7 montre le

schéma de principe d’un turbocode basé sur une concaténation parallèle.

y1

Π codeur 2
y2

x

codeur 1

entrée

Fig. 1.7 — Turbocode basé sur une concaténation parallèle.

Une telle structure permet d’obtenir une distance minimale élevée. Un décodage “en une

fois” du code constitué par les deux codages de canal conduirait à un traitement extrêmement

complexe. La construction utilisée permet cependant de mettre en place un processus de trai-

tement itératif. Lors du décodage, les deux décodeurs échangent des informations pondérées

sur les données transmises. Chaque demi-itération correspond à l’action de l’un des décodeurs.

Ensuite, celui-ci transmet de nouvelles informations à l’autre décodeur pour la demi-itération

suivante. Le principe du traitement itératif du turbodécodeur est illustré figure 1.8. L’intérêt

de ce type de code est donc d’offrir un très fort pouvoir de correction des erreurs avec une

complexité de décodage raisonnable.

Chacun des deux décodeurs est à entrées et sorties souples. La méthode utilisée pour

représenter l’information sur les données est décrite dans 1.4.1. La sortie souple de chacun

des décodeurs est appelée information a posteriori. Celle-ci peut être décomposée en une

somme de trois termes :

– l’information directement issue du canal de transmission,

– l’information a priori provenant de l’autre décodeur,

– l’information extrinsèque produite par le décodeur considéré.

Parmi ces trois termes, seul le dernier est transmis dans le processus itératif. Cela évite ainsi

les phénomènes de propagation d’erreurs.

Un turbocode est aujourd’hui utilisé dans le standard DVB-RCS (Digital Video Broad-

casting - Return Channel via Satellite) [20]. Il utilise une concaténation parallèle de deux

codes convolutifs récursifs systématiques circulaires à 8 états. Ces codes sont double-binaires,

c’est à dire qu’un bit de redondance est généré pour chaque couple de bits entrant. Ainsi,
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y1

y2

−

Π
Π−1

décodeur 1

+
x

+ décodeur 2

−

sortie

+

+

Fig. 1.8 — Schéma de principe du traitement itératif d’un turbocode.

le rendement de chaque code élémentaire vaut 2/3 et le rendement naturel du turbocode est

alors 1/2.

1.3 Application du principe turbo à l’égalisation

Le traitement itératif utilisé dans les turbocodes a été généralisé sous l’appellation de

“principe turbo”. D’autres techniques telles que la turbo-égalisation utilisent ce principe. Un

détecteur qui exploite une information a priori est ainsi associé à un décodeur correcteur

d’erreurs. Au cours d’un processus itératif, le décodeur fournit une information pondérée sur

les données transmises, ce qui permet d’améliorer la détection.

1.3.1 Égalisation pour un canal multi-trajets

Sur un canal à trajets multiples (figure 1.3), le signal émis est mélangé à des répliques

retardées et atténuées de lui-même. Le traitement appelé égalisation consiste à traiter la

séquence reçue de manière à estimer les données émises malgré la présence d’Interférences

Entre Symboles (IES). Pour cela, on peut utiliser la représentation du canal sous forme de la

ligne à retard de la figure 1.4.

Une première solution au problème de l’égalisation consiste à faire une recherche exhaus-

tive de la séquence émise la plus vraisemblable. Ce critère appelé MLSD (Maximum Likelihood

Sequence Detection) conduit rapidement à une complexité extrêmement élevée. En 1972, G.

Forney a montré dans [23] que le canal sélectif en fréquence pouvait être représenté sous

forme d’un diagramme en treillis et que la détection à l’aide du critère MLSD pouvait être
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effectuée par l’algorithme de Viterbi.

La complexité de l’algorithme augmente néanmoins exponentiellement avec le nombre de

trajets, ce qui limite son utilisation à des canaux pour lesquels l’étalement temporel reste

faible.

Une autre approche a consisté à utiliser des structures à base de filtres. Les coefficients

de ces filtres sont alors choisis par rapport à un critère permettant d’optimiser la détection.

En pratique, le critère du minimum d’erreur quadratique moyenne MMSE (Minimum Mean

Square Error) offre une solution peu complexe au problème de l’interférence entre symboles.

Ce système provoque néanmoins une amplification du bruit qui peut dégrader fortement les

performances sur certains canaux.

Pour améliorer les performances du système, il est possible d’utiliser une structure

d’égaliseur à retour de décision appelée DFE (Decision-Feedback Equalizer). Cette technique

consiste simplement à venir éliminer l’IES en utilisant les symboles détectés aux instants

précédants

1.3.2 Turbo-égalisation

En 1995, l’idée d’utiliser l’information issue du décodeur de canal pour améliorer

l’égalisation a été proposée par C. Douillard et al. [19]. Le décodeur et l’égaliseur améliorent

chacun leur tour l’estimation des données transmises dans un processus itératif proche des tur-

bocodes. Cette première version de la turbo-égalisation utilise un égaliseur basé sur le critère

MLSD utilisant l’algorithme SOVA. Plus tard, une structure de turbo-égalisation adaptative

a été proposées par A. Glavieux et al. en 1997 [29].

L’égaliseur basé sur le critère MMSE avec information a priori a été formalisé par M.

Tüchler et al. [89], [90] en utilisant une représentation matricielle du canal. Enfin, C. Laot et

al. utilisent ce critère pour un système de turbo-égalisation dont les coefficients sont calculés

dans le domaine fréquentiel [48].

Toutes ces techniques itératives développées pour traiter les données issue d’un canal à

trajets multiples sont détaillées dans la thèse de R. Le Bidan [49]. Elles peuvent aussi être

appliquées à d’autres sources d’interférences. Les systèmes à accès multiple de type CDMA

(Code Division Multiple Access) [94] ont par exemple à prendre en compte des interférences

entre utilisateurs. Dans [98], X. Wang et H. V. Poor décrivent un traitement itératif pour le

CDMA de la même forme que celui de M. Tüchler [90].

Les systèmes itératifs basés sur le critère MAP ou MMSE avec information a priori

permettent d’éliminer presque totalement les interférences et de profiter au mieux de la

diversité du canal. De plus, les principes de la turbo-égalisation peuvent être appliqués au

problème du précodage linéaire (chapitre trois) ou aux systèmes multi-antennes précodés

(chapitre cinq). C’est pourquoi, pour permettre ces différentes applications, une généralisation
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des problèmes liés à l’IES est proposée dans la partie 1.5.

1.4 Échange d’informations

Les données reçues par le récepteur sont traitées par les différents éléments de la châıne

de réception afin de restituer des données aussi proches que possible des informations émises.

Comme cela a été montré dans la partie 1.3.2, il est possible d’associer ces éléments dans un

traitement itératif. Ainsi, les traitements sont répétés afin d’affiner l’estimation des données

grâce aux informations fournies par les autres éléments de la châıne de réception.

Dans notre cas, les fonctions qui composent un traitement itératif travaillent sur des

données binaires. Cependant, les informations échangées nécessitent une représentation de la

fiabilité de ces données. Chacun des éléments prend donc en entrée une information pondérée

et restitue une sortie pondérée elle aussi. On peut alors parler de traitement à entrée et sortie

souples SISO (Soft Input Soft Output).

Cette partie décrit une représentation possible des informations échangées, ainsi que les

méthodes permettant de convertir une information sur les bits en information sur les symboles

complexes et réciproquement.

1.4.1 Logarithme du rapport de vraisemblance

Le Logarithme du Rapport de Vraisemblance LRV est une manière pratique de représenter

l’information pondérée d’une valeur binaire [32]. Le LRV d’un bit b ∈ {0, 1} est défini par :

L (b) = ln

(
P {b = 1}
P {b = 0}

)

(1.6)

Ainsi, la décision sur le bit b est donnée par le signe du LRV L (b). L’information de fiabilité

sur cette décision correspond à |L (b)|. Une certitude concernant la valeur de b donnera alors

|L (b)| = +∞. Réciproquement, les probabilités P {b = 1} et P {b = 0} peuvent être déduites

du LRV par

P {b = 1} =
exp (L (b))

1 + exp (L (b))
et P {b = 0} = 1− P {b = 1} (1.7)

1.4.2 Conversion symboles/LRV

Les données sont transmises sur le canal sous la forme de symboles complexes. Comme

le décodeur de canal fonctionne avec des LRV sur les bits transmis, il peut être nécessaire

de disposer d’une fonction de conversion symboles/LRV. Ainsi, le détecteur présenté dans la

partie 1.7 fournit une estimation x̃ d’un symbole x transmis sous la forme

x̃ = g.x + η (1.8)



18
CHAPITRE 1. COMMUNICATIONS NUMÉRIQUES ET TRAITEMENTS
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Cette estimation x̃ est alors l’entrée du convertisseur symboles/LRV, g est un biais réel positif

introduit par l’estimation et η sera considéré comme un bruit additif complexe suivant une

distribution gaussienne de moyenne nulle. On considère que le biais g est connu, ainsi que

la variance du bruit σ2
η . La sortie d’un canal à évanouissement sans interférences peut aussi

s’écrire directement sous cette forme si l’atténuation est connue du récepteur. Le symbole

transmis x est choisi dans une constellation χ de taille 2q. La probabilité conditionnelle

P {x̃|x} est alors égale à

P {x̃|x} =
1

πσ2
η

exp

(

− |x̃− g.x|2
σ2

η

)

(1.9)

Soit χi
b le sous-ensemble de la constellation χ pour lequel le bit d’index i est égal à b. On

obtient alors le LRV associé au bit d’index i du symbole x̃ en appliquant la formule de Bayes :

L (bi|x̃) = ln

(
P {bi = 1|x̃}
P {bi = 0|x̃}

)

(1.10)

L (bi|x̃) = ln

(∑

x∈χi
1
P {x|x̃}

∑

x∈χi
0
P {x|x̃}

)

(1.11)

L (bi|x̃) = ln

(∑

x∈χi
1
P {x̃|x}P {x}

∑

x∈χi
0
P {x̃|x}P {x}

)

(1.12)

On peut distinguer deux cas, suivant que l’on dispose ou non d’une information a priori

sur le symbole x.

Démodulation sans information a priori

Dans ce cas, on considère que tous les symboles transmis sont équiprobables, donc P {x} =

1/2q. On écrit alors

L (bi|x̃) = ln

(∑

x∈χi
1
P {x̃|x}

∑

x∈χi
0
P {x̃|x}

)

(1.13)

L (bi|x̃) = ln





∑

x∈χi
1
exp

(
−|x̃−g.x|2

σ2
η

)

∑

x∈χi
0
exp

(
−|x̃−g.x|2

σ2
η

)



 (1.14)

L’approximation “max-log” ln
(
ea + eb

)
≈ max(a, b) est utilisée pour simplifier l’opération de

démodulation. Grâce à cette approximation, décrite par exemple dans [47], on obtient

L (bi|x̃) ≈ max
x∈χi

1

(

− |x̃− g.x|2
σ2

η

)

−max
x∈χi

0

(

− |x̃− g.x|2
σ2

η

)

(1.15)

L (bi|x̃) ≈ 1

σ2
η

[

min
x∈χi

0

(

|x̃− g.x|2
)

− min
x∈χi

1

(

|x̃− g.x|2
)
]

(1.16)

Les calculs suivants dépendent de la modulation choisie, < (.) et = (.) signifiant partie réelle

et partie imaginaire.
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– Pour une modulation MDP-2,

L (b0|x̃) ≈ 4g

σ2
η

< (x̃) (1.17)

– Pour une modulation MDP-4,

L (b0|x̃) ≈ 4g
σ2

η
< (x̃)

L (b1|x̃) ≈ 4g
σ2

η
= (x̃)

(1.18)

– Enfin, pour une modulation MAQ-16 utilisant un mapping de Gray,

L (b0|x̃) ≈ 4g
σ2

η







2< (x̃) + 2g si < (x̃) < −2g

< (x̃) si −2g ≤ < (x̃) ≤ 2g

2< (x̃)− 2g si < (x̃) > 2g

L (b1|x̃) ≈ 4g
σ2

η
(|< (x̃)| − 2g)

L (b2|x̃) ≈ 4g
σ2

η







2= (x̃) + 2g si = (x̃) < −2g

= (x̃) si −2g ≤ = (x̃) ≤ 2g

2= (x̃)− 2g si = (x̃) > 2g

L (b3|x̃) ≈ 4g
σ2

η
(|= (x̃)| − 2g)

(1.19)
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Fig. 1.9 — Conversion symboles/LRV pour une MAQ-16 avec un mapping de Gray sans

information a priori .

Les courbes de la figure 1.9 représentent les fonctions exactes (1.14) et approchées (1.19)

de conversion symboles/LRV. On remarque que l’approximation est très proche du calcul

exact des LRV.
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Démodulation avec information a priori

Dans ce cas, le système dispose d’une information a priori sur chacun des bits transmis.

Cette information, généralement disponible sous la forme de LRV est convertie en probabilité

grâce à l’équation (1.7). Les probabilité a priori P {bj} sont connues, (bj)
q−1
j=0 étant les bits

qui constituent le symbole x. Grâce à la fonction d’entrelacement présente après le codage de

canal, on peut faire l’hypothèse que ces bits ne sont pas corrélés, ce qui permet d’écrire

P {x} =

q−1
∏

j=0

P {bj} (1.20)

Le LRV a posteriori est alors donné par :

L (bi|x̃) = ln

(∑

x∈χi
1
P {x̃|x}∏q−1

j=0 P {bj}
∑

x∈χi
0
P {x̃|x}∏q−1

j=0 P {bj}

)

(1.21)

L (bi|x̃) = ln






∑

x∈χi
1
P {x̃|x}∏q−1

j=0
j 6=i

P {bj}
∑

x∈χi
0
P {x̃|x}∏q−1

j=0
j 6=i

P {bj}






︸ ︷︷ ︸

Le(bi)

+ ln

(
P {bj = 1}
P {bj = 0}

)

︸ ︷︷ ︸

La(bi)

(1.22)

Dans l’équation (1.22), Le (bi) représente le LRV extrinsèque sur le bit bi, tandis que La (bi) est

égal à l’information a priori fournie en entrée du démodulateur. Pour éviter les phénomènes

de propagation d’erreurs, seul le LRV extrinsèque Le (bi) est transmis au décodeur de canal.

Ainsi, la sortie du démodulateur avec information a priori s’écrit

Le (bi) = ln






∑

x∈χi
1
P {x̃|x}∏q−1

j=0
j 6=i

P {bj}
∑

x∈χi
0
P {x̃|x}∏q−1

j=0
j 6=i

P {bj}




 (1.23)

Dans un système comportant une démodulation classique, il a été montré que le mapping

de Gray offrait les meilleurs performances. En utilisant une démodulation avec information

a priori dans un système itératif comportant un codage de canal, il est possible d’exploiter

des fonctions de mapping qui semblaient au départ peu performants. Cette technique a été

proposée par X. Li et J. A. Ritcey [60] sous le nom de modulation codée avec entrelacement

bit, démodulation itérative (BICM-ID). Avec ce traitement itératif, il est possible d’obtenir

un gain important sur un schéma de transmission classique dès que le rapport signal à bruit

est suffisant pour assurer la convergence.

1.4.3 Conversion LRV/symboles

Les systèmes à annulation d’interférence nécessitent une estimation des symboles transmis.

Cette estimation est produite par un convertisseur à entrée et sortie pondérées qui prend en

entrée les LRV sur les bits transmis et qui donne une estimation du symbole transmis.



1.5. REPRÉSENTATION MATRICIELLE D’UN SYSTÈME À INTERFÉRENCES 21

Si La est l’ensemble des LRV a priori sur les bits qui composent le symbole transmis x,

alors une estimation x̂ de x est donnée par

x̂ = E {x|La} (1.24)

et cela peut encore s’écrire

x̂ =
∑

s∈χ

sP {x = s|La} (1.25)

En supposant que les bits transmis sont indépendants, la probabilité P {x = s|La} peut être

calculée pour un symbole donné s = µ(a0, . . . , aq−1) par l’équation

P {x = s|La} =

q−1
∏

i=0

P {bi = ai} (1.26)

En utilisant les équations de conversion donnée par (1.7), on en déduit le symbole estimé x̂

en fonction des LRV a priori sur les bits qui le composent.

– Pour une modulation MDP-2,

< (x̂) = tanh
(
L(b0)

2

)

= (x̂) = 0
(1.27)

– Pour une modulation MDP-4,

< (x̂) = tanh
(
L(b0)

2

)

= (x̂) = tanh
(
L(b1)

2

) (1.28)

– Pour une modulation MAQ-16 avec un mapping de Gray,

< (x̂) = 3eL(b0)eL(b1)+eL(b0)−1−3eL(b1)

(1+eL(b0))(1+eL(b1))

= (x̂) = 3eL(b2)eL(b3)+eL(b2)−1−3eL(b3)

(1+eL(b2))(1+eL(b3))

(1.29)

La figure 1.10 représente la fonction de conversion LRV/symboles pour une MAQ-16

avec un mapping de Gray. Chacune des deux dimensions du symbole (réelle ou imaginaire)

est fonction de deux LRV. Contrairement à la fonction de conversion symboles/LRV, une

approximation par des fonctions linéaires semble dans ce cas peu envisageable.

1.5 Représentation matricielle d’un système à interférences

Le problème de l’interférence entre symboles pour un canal à trajets multiples est traité ef-

ficacement par des systèmes de turbo-égalisation (voir 1.3.2). Ces solutions sont généralisables

à de nombreuses autres situations comportant aussi des interférences. Comme nous proposons

de les étudier dans le cadre d’autres systèmes il est nécessaire de poser un modèle générique

de transmission. Il s’agit d’une représentation matricielle pour un système à interférences

quelconque.
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Fig. 1.10 — Conversion LRV/symboles pour une MAQ-16 avec un mapping de Gray.

Les symboles transmis x = [x0, . . . , xM−1]
T sont multipliés par une matrice de canal H de

taille N ×M et subissent un bruit additif blanc gaussien w = [w0, . . . , wN−1]
T de moyenne

nulle et de variance σ2
w. Le vecteur reçu y = [y0, . . . , yN−1]

T peut donc s’écrire

y = Hx + w (1.30)

Les différents paramètres et leurs dimensions apparaissent dans le tableau 1.3

x = [xi]
T vecteur de symboles transmis de taille M pris dans une

constellation 2q-aire

y = [yi]
T vecteur de symboles reçus de taille N

H = [hi,j ] matrice de transmission du canal de taille N ×M

w = [wi]
T vecteur de M échantillons de bruit additif blanc gaussien

de moyenne nulle et de variance σ2
w

Tab. 1.3 — Les différents éléments du modèle de canal à entrées et sorties multiples.

De plus, on considère que les symboles x sont construits à partir des vecteurs de bits

b = [b0, . . . , bqM−1]
T . La fonction µ(.) est le mapping qui associe un vecteur de symboles x

à un vecteur de bits b. L’ensemble χ = {µ(b),b ∈ {0, 1}qM} représente tous les vecteurs

de symboles possibles. La matrice de transmission H ainsi que la variance du bruit σ2
w sont

supposées parfaitement connues du détecteur.
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Ce modèle peut s’appliquer naturellement à la représentation d’un canal à trajets mul-

tiples dans le cadre de la turbo-égalisation (voir 1.3.2). Il est aussi valable pour représenter

un système multi-antennes tel que celui décrit figure 1.5. Dans le chapitre trois, il permet de

modéliser le précodage linéaire. Enfin, dans le chapitre cinq, nous utilisons cette description

pour représenter différentes associations d’un système à antennes multiples et d’un précodage

linéaire.

1.6 Détection MAP avec information a priori

L’équation (1.30) donne l’expression du vecteur de données reçu dans le cas général d’un

système à interférence. Le but de ce détecteur est de fournir une estimation des bits transmis

en utilisant le critère du Maximum a posteriori. En plus de la connaissance de y et de H, le

détecteur dispose d’une information a priori sur les données transmises sous forme de LRV

La (bi). Cette information est fournie par le décodeur de canal, ainsi que cela est montré par

la figure 1.11. Le détecteur produit une information extrinsèque Le (bi) directement utilisable

par le décodeur de canal. L’entrelacement Π permet de supposer l’indépendance des LRV.

Π−1détecteur
MAP canal

décodeury L

L

e

a

b

Π

Fig. 1.11 — Détecteur MAP avec information a priori associé au décodeur de canal.

Ce système est basé sur un processus itératif. Lors de la première itération, le détecteur

ne dispose pas d’information a priori . Puis, au fil des itérations, la fiabilité de l’information

en provenance du décodeur de canal s’améliore. Dans 1.6.2, l’hypothèse d’une information a

priori parfaite est évoquée pour déterminer la performance limite du système.

1.6.1 Description du détecteur

w étant un vecteur de bruit blanc gaussien, la probabilité conditionnelle P {y|x} peut

s’écrire

P {y|x} =

(
1

πσ2
w

)N

exp

(

−‖y−Hx‖2
σ2

w

)

(1.31)

‖.‖ représentant la norme euclidienne sur C
N .

Soit χ
i
k, k ∈ {0.1} le sous-ensemble de χ pour lequel le bit d’index i est égal à k. Le LRV
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associé au bit d’index i du symbole x̂ est donné par

L (bi|y) = ln

(
P {bi = 1|y}
P {bi = 0|y}

)

(1.32)

L (bi|y) = ln

(∑

x∈χ
i
1
P {x|y}

∑

x∈χ
i
0
P {x|y}

)

(1.33)

L (bi|y) = ln

(∑

x∈χ
i
1
P {y|x}P {x}

∑

x∈χ
i
0
P {y|x}P {x}

)

(1.34)

Dans ce cas, le détecteur dispose d’une information a priori sur les bits transmis. La

probabilité P {x} peut donc être déterminée par

P {x} =

Mq−1
∏

j=0

P {bj} (1.35)

Sachant que P {bj} est donnée par le LRV a priori sur bi et la conversion (1.7), le LRV a

posteriori s’exprime alors par

L (bi|y) = ln

(∑

x∈χ
i
1
P {y|x}∏Mq−1

j=0 P {bj}
∑

x∈χ
i
0
P {y|x}∏Mq−1

j=0 P {bj}

)

(1.36)

L (bi|y) = ln






∑

x∈χ
i
1
P {y|x}∏Mq−1

j=0
j 6=i

P {bj}
∑

x∈χ
i
0
P {y|x}∏Mq−1

j=0
j 6=i

P {bj}






︸ ︷︷ ︸

Le(bi)

+ ln

(
P {bj = 1}
P {bj = 0}

)

︸ ︷︷ ︸

La(bi)

(1.37)

Ce LRV a posteriori s’écrit donc comme la somme de l’information a priori La (bi) et d’une

information extrinsèque Le (bi) sur le bit bi. Pour éviter les phénomènes de propagation

d’erreur, l’information a priori ne doit pas être transmise de nouveau. C’est donc la quantité

suivante qui est envoyée vers le décodeur de canal

Le (bi) = ln

(∑

x∈χ
i
1
P {y|x}∏j 6=i P {bj}

∑

x∈χ
i
0
P {y|x}∏j 6=i P {bj}

)

(1.38)

Sachant que chacun des éléments de χ est testé, la complexité de cette détection est

exponentielle en O(2Mq). Le passage à une version log-MAP ou max-log-MAP simplifie les

calculs, mais ne change pas l’ordre de grandeur de la complexité.

Lorsqu’il s’agit de traiter les interférences pour un canal à trajets multiples, l’égalisation

peut être effectuée par un algorithme de type BCJR comme cela est par exemple proposé

dans [26]. Dans ce cas, le canal admet une représentation en treillis. La complexité est alors

dominée par le nombre de trajets du canal.

Le décodage par sphère [36] est une application sous optimale du critère MAP qui permet

de réduire significativement la complexité du détecteur. Il est par exemple utilisé dans [38]

et [97] pour le récepteur itératif d’un système à antennes multiples.
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1.6.2 Performances asymptotiques

Une démonstration des performances asymptotiques du détecteur MAP avec information

a priori est donnée dans [49]. On considère pour cela une information a priori parfaite en

provenance du décodeur de canal. Dans l’équation (1.38), les termes P {bj} valent alors soit 0

soit 1 suivant la valeur du bit émis. Les éléments de la somme du numérateur sont alors tous

nuls sauf pour le vecteur x(1) correspondant au vecteur de symboles émis à l’exception du bit

d’indice i qui vaut 1. Symétriquement, les éléments de la somme du dénominateur sont alors

nuls sauf pour le vecteur x(0) égal au vecteur de symboles émis à l’exception du bit d’indice

i qui vaut 0. La sortie du détecteur MAP s’écrit alors

Le (bi) =
1

σ2
w

[∥
∥
∥y −Hx(1)

∥
∥
∥

2
−
∥
∥
∥y −Hx(0)

∥
∥
∥

2
]

(1.39)

Comme les x(.) ne diffèrent que par le bit de position i et si j est l’indice du symbole auquel

appartient ce bit, alors

Le (bi) =
1

σ2
w

[∥
∥
∥

(

xj − x
(1)
j

)

hj + w

∥
∥
∥

2
−
∥
∥
∥

(

xj − x
(0)
j

)

hj + w

∥
∥
∥

2
]

(1.40)

Si λ et µ sont des nombres complexes et que a et b sont des vecteurs complexes on a l’égalité

‖λa + b‖2 − ‖µa + b‖2 =
1

‖a‖2
[∣
∣
∣λ ‖a‖2 + aHb

∣
∣
∣

2
−
∣
∣
∣µ ‖a‖2 + aHb

∣
∣
∣

2
]

(1.41)

Il suffit pour cela de développer les deux membres de l’égalité. L’équation (1.41) permet d’en

déduire

Le (bi) =
1

‖hj‖2 σ2
w

[∣
∣
∣‖hj‖2

(

xj − x
(1)
j

)

+ hH
j w

∣
∣
∣

2
−
∣
∣
∣‖hj‖2

(

xj − x
(0)
j

)

+ hH
j w

∣
∣
∣

2
]

(1.42)

En définissant zj par

zj = ‖hj‖2 xj + hH
j w (1.43)

cela permet d’écrire

Le (bi) = ln





P
{

zj|xj = x
(1)
j

}

P
{

zj|xj = x
(0)
j

}



 (1.44)

L’équation (1.43) est la sortie d’un récepteur MRC (Maximum Ratio Combining) pour N

branches parallèles (voir l’équation (2.17)). L’expression obtenue en (1.44) pour Le (bi) est

l’information extrinsèque de la démodulation de zj avec une information a priori parfaite.

Ainsi, les performances du détecteur MAP avec un a priori parfait correspondent à celle d’un

récepteur MRC exploitant la diversité de N branches parallèles. Pour obtenir un ordre de

diversité effectivement égal à N , il faut cependant que les coefficients de h soient indépendants

et suivent une loi de Rayleigh unitaire (voir partie 2.2).
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1.7 Détection MMSE avec information a priori

Le détecteur MAP a une complexité qui crôıt très rapidement avec les paramètres du

système. Cela rend une réalisation matérielle peu envisageable dans de nombreux cas. Les

techniques décrites dans la suite sont issues de travaux sur le filtrage et les systèmes à an-

nulation d’interférence. Les différentes méthodes décrites ici sont détaillées dans [49] pour

la turbo-égalisation. Elle s’appliquent à la représentation du système à interférence détaillé

dans la section1.5.

1.7.1 Description du détecteur

On considère ici que le détecteur a connaissance d’une information a priori sous la forme

des symboles estimés x̂. De plus, une information de fiabilité sur ces symboles ν̂ 2
i est elle aussi

supposée connue.

Π

Π −1eL

L a

symboles/
bits

bits/
symboles

détecteur
MMSE

x~

x̂

canal
décodeur by

Fig. 1.12 — Détecteur MMSE avec information a priori associé au décodeur de canal.

La détection MMSE avec information a priori a été développée et formalisée dans le cadre

de la turbo-égalisation. Elle est basée sur le critère du minimum d’erreur quadratique moyenne

prenant en compte une information a priori sur les symboles transmis. Cette technique est

applicable à de nombreux systèmes ayant à traiter des interférences, par exemple, les systèmes

multi-utilisateurs ou le traitement d’antennes pour un multiplexage spatial. Il suffit pour cela

que le système puisse être représenté sous la forme de l’équation (1.30).

Les symboles estimés issus du décodage de canal permettent d’évaluer le terme d’in-

terférence et de le soustraire au signal reçu. Le traitement MMSE représenté par la figure

1.13 prend en compte l’interférence résiduelle et ses coefficients sont adaptés pour chaque

itération de décodage.

La matrice diagonale V = diag
(
ν̂2
0 , . . . , ν̂2

M−1

)
est constituée des éléments ν̂k qui

représentent la fiabilité des symboles x̂k. Les ν̂k sont déterminés par

ν̂k =
∑

s∈χ

|s|2 P {x = s|La} −
∣
∣
∣
∣
∣

∑

s∈χ

sP {x = s|La}
∣
∣
∣
∣
∣

2

(1.45)

Lorsque l’information a priori sur xk est parfaite, P {x = s|La} vaut un si s = xk et zéro

sinon. ν̂k est donc nul dans ce cas. Quand l’information a priori est nulle, P {x = s|La} = 1/2q
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Fig. 1.13 — Détection du symbole xk en utilisant le critère MMSE avec information a

priori.

pour tout s ∈ χ et ν̂k est égal à σ2
x. D’après (1.25), l’équation (1.45) peut aussi s’écrire

ν̂k =
∑

s∈χ

|s|2 P {x = s|La} − |x̂k|2 (1.46)

La sortie de l’égaliseur MMSE avec annulation d’interférence est alors donnée par

x̃k = λkp
H
k (y −Hx̂ + x̂khk) (1.47)

x̃k = λkp
H
k (y −Hx̂) + µkx̂k (1.48)

avec µk = λkp
H
k hk.

La figure 1.13 représente le traitement effectué par l’équation (1.48). Le critère MMSE

permet d’obtenir les coefficients d’égalisation du système, la démonstration étant donnée dans

[90] et [49]

pk =
(
HVHH + σ2

wI
)−1

hk (1.49)

Les coefficient λk sont calculé par

λk =
σ2

x

1 +
(
σ2

x − ν̂2
k

)
βk

, βk = pH
k hk, (1.50)

À chaque itération, le détecteur reçoit une nouvelle estimation x̂ qui provient du décodeur

de canal. Les différents paramètres du systèmes sont alors mis à jour pour calculer de nouvelles

valeurs de x̃k.

1.7.2 Conversion symboles/bits

Le détecteur MMSE avec information a priori fournit une estimation des symboles trans-

mis. Ceux-ci sont alors passés au convertisseur symboles/bits, comme illustré figure 1.12.

Cette conversion, décrite en 1.4.2 nécessite la connaissance du biais et de la variance du

terme de bruit. Ces deux quantités peuvent être déterminées par les équations décrivant le

filtrage MMSE. Ainsi, le biais gk associé au symbole xk est égal à

gk = λkβk (1.51)
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Le terme de bruit en sortie, que l’on appelle ηk, est constitué de la somme du bruit du canal

et de l’interférence résiduelle. Il peut être approché par une variable aléatoire gaussienne de

moyenne nulle. Dans [49], sa variance est estimée par

σ2
ηk

= σ2
xgk (1− gk) (1.52)

l’estimation du symbole transmis xk peut alors s’écrire

x̃k = gkxk + ηk (1.53)

Cela correspond au modèle (1.8) utilisé par la conversion symboles/LRV définie en 1.4.2.

Toute la châıne permettant de fournir des LRV au décodeur de canal à partir des données

reçues et d’une information a priori est donc définie.

1.7.3 Détecteur MMSE et performances asymptotiques

Lors de la première itération, on ne dispose pas d’information a priori sur les données

transmises. Cela donne donc x̂ = 0 et V = σ2
xI. Le détecteur devient alors

x̃k = σ2
xh

H
k

(
σ2

xHHH + σ2
wI
)−1

y (1.54)

Ce qui correspond à une égalisation MMSE classique.

De même que pour le détecteur MAP, on peut déterminer une borne inférieure des per-

formances du système en supposant une information a priori parfaite. On peut alors écrire

que x̂ = x et que V est nulle. Le détecteur correspond alors au filtre adapté car il n’y a plus

d’interférence résiduelle. L’estimation en sortie du récepteur s’écrit

x̃k ∝ ‖hk‖2 xk + hH
k w (1.55)

L’équation (1.55) correspond à la sortie d’un récepteur MRC exploitant une diversité sur N

canaux parallèles (voir équation (2.17)). Si cette estimation est suivie d’une démodulation

avec un a priori parfait, on retrouve l’expression obtenue pour le détecteur MAP en (1.44).

1.7.4 Méthodes approchées

Le calcul des coefficients de l’égaliseur (équation (1.49) requiert une inversion de matrice

de taille N×N . Cette inversion de matrice est réalisée à chaque itération ce qui peut entrâıner

une complexité élevée. Il existe des méthodes permettant de simplifier le calcul des inverses

de matrices dans ce cadre. L’une d’entre elles est par exemple proposée dans [90]. Une autre

approche consiste à simplifier le traitement MMSE grâce à certaines approximations. Ce qui

suit présente deux d’entre elles.
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Approximation MMSE-IC-LE

L’approximation MMSE-IC-LE (Minimum Mean Square Error - Interference Canceller

- Linear Equalizer), présentée dans [49] et [89] permet de simplifier la mise en œuvre du

détecteur MMSE avec information a priori.

Il s’agit de remplacer les coefficients ν̂2
k par leur moyenne ν̂2 sur l’ensemble du bloc de

codé (de taille Nb) dans le calcul des coefficients d’égalisation.

ν̂2 = E
{
ν̂2

n

}
≈ 1

Nb

Nb−1
∑

n=0

ν̂2
n (1.56)

Ce calcul peut être simplifié en utilisant l’estimation suivante

σ2
x̂ = E

{

|x̂n|2
}

≈ 1

Nb

Nb−1
∑

n=0

|x̂l|2 (1.57)

et en faisant l’approximation

ν̂2 ≈ σ2
x − σ2

x̂ (1.58)

Par rapport à l’égalisation MMSE avec information a priori développée précédemment,

l’estimation des symboles est conservée. On a donc

x̃k = λkp
H
k (y −Hx̂ + x̂khk) (1.59)

Cependant, les vecteurs pk sont désormais déterminés par

pk =
((

σ2
x − σ2

x̂

)
HHH + σ2

wI
)−1

hk (1.60)

Quand aux coefficients λk, ils se calculent alors par

λk =
σ2

x

1 + σ2
x̂βk

, βk = pH
k hk, (1.61)

Comme cela sera étudié dans le chapitre trois, une telle approximation permet d’éviter

les inversions de matrices lorsque cette structure est utilisée pour le précodage linéaire.

Approximation MMSE-IC-sous optimal

Comme nous l’avons déja signalé, la mise à jour des coefficients d’égalisation nécessite une

inversion de matrice à chaque itération de décodage dans le cas général. Une solution consiste

à n’utiliser la structure MMSE que pour la première itération. Pour les itérations suivantes,

l’information a priori est supposée parfaite pour calculer les coefficients d’égalisation. On

pose alors ν̂2
k = 0 pour toutes les itérations sauf la première.

Lors de la première itération, on conserve le traitement MMSE classique, sans information

a priori

x̃k = σ2
xh

H
k

(
σ2

xHHH + σ2
wI
)−1

y
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Les itération suivantes supposent que l’information a priori est exacte, ce qui donne le calcul

suivant de la sortie :

x̃k =
σ2

xh
H
k

σ2
xh

H
k hk + σ2

w

(y −Hx̂ + x̂khk)

Avec cette méthode, l’inversion de matrice n’est nécessaire que pour le traitement MMSE

de la première itération. Comme avec la méthode MMSE-IC-LE, cette inversion de matrice

se réduit à un calcul très simple lorsque H possède une structure particulière.

Conclusion

Dans ce premier chapitre, une châıne de transmission numérique a été décrite. Elle permet

d’introduire les traitements itératifs mettant en œuvre un détecteur et un décodeur de canal à

entrées et sorties pondérées. La turbo-égalisation permet ainsi de supprimer les interférences

et d’exploiter la diversité d’un canal à trajets multiples. En partant d’un modèle matriciel de

système à interférences, nous avons souhaité généraliser les techniques de turbo-égalisation

à tout système admettant une telle représentation. Dans ce contexte, le détecteur MAP et

MMSE avec information a priori ont été décrits. Ensuite, deux simplifications du détecteur

MMSE permettant une réduction significative de la complexité ont été rappelées. Enfin, en

considérant une information a priori parfaite à l’entrée de ces systèmes, ceux-ci peuvent être

considérés comme des récepteurs MRC exploitant toute la diversité offerte. Le chapitre deux

donne les performances théoriques d’un tel récepteur sur un canal de Rayleigh. Dans les

chapitres trois et cinq, les détecteurs étudiés sont appliqués à des systèmes produisant des

interférences.



CHAPITRE

2 Outils d’analyse

théorique des

performances

DIFFÉRENTS OUTILS permettant de prédire ou d’évaluer les performances de certains

systèmes sont mis en place dans ce chapitre. La notion de capacité, inventée par Claude

Shannon en 1948, donne une limite théorique de la quantité d’information qui peut être

transmise sur un canal. On en donne une mesure pour des canaux de Rayleigh à entrées

et sorties multiples, ainsi que pour différents types de modulation. Cela montre le potentiel

offert par les systèmes à antennes multiples.

Ensuite, la notion de diversité est introduite en étudiant les performances d’un système

à L branches parallèles sur un canal de Rayleigh. Le calcul de la probabilité d’erreur pour

un tel système est alors exposé. Cela permet de déterminer une borne théorique des perfor-

mances d’un système exploitant la diversité dans le domaine temporel, fréquentiel ou spatial.

Cette borne peut aussi être calculée lorsqu’un code correcteur d’erreurs est utilisé. Elle est

donnée dans ce chapitre pour un code convolutif systématique récursif associé à un système à

diversité. Cette étude est intéressante pour approcher les performances des systèmes itératifs

décrits dans le premier chapitre. On en déduit ainsi des indications sur le comportement du

système pour un rapport signal à bruit élevé. Cependant, ces résultats ne donnent pas de

renseignement concernant la convergence vers les bornes calculées.

La convergence des systèmes itératifs peut être étudiée grâce à des diagrammes de trans-

fert d’information mutuelle. En particulier, nous utiliserons la méthode des diagrammes EXIT

charts proposée par ten Brink [84]. Ces diagrammes permettront d’analyser la convergence

des traitements itératifs utilisés dans les chapitres trois et cinq.
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2.1 Mesures de capacité du canal

La capacité donne une limite de la quantité maximale d’information qui peut être trans-

mise sur un canal donné. Dans cette partie, la capacité est étudiée pour les systèmes à

antennes multiples. Cela permet de montrer, par exemple, que la capacité est limitée lorsque

le canal est à entrées discrète et que cette limite dépend de l’ordre de la modulation et du

nombre d’antennes d’émission.

2.1.1 Définitions

Soit χ un alphabet fini formé de 2q symboles d’information. On considère par ailleurs

une source délivrant la séquence de symboles (xn) appartenant à χ suivant la distribution de

probabilité (pi)
2q−1
i=0 où pi est la probabilité d’occurrence du symbole xi ∈ χ.

En 1948, Claude Shannon a défini une mesure de la quantité d’information véhiculée par

ces symboles [75]. Une mesure de l’information est liée à l’incertitude de celle-ci : la quantité

d’information contenue dans un symbole est d’autant plus importante que l’évènement qu’il

représente est improbable.

Une définition qui répond à cette condition, pour la source décrite ci-dessus est I(xi) =

− log pi. Le choix de la base du logarithme permet de spécifier l’unité de mesure de l’infor-

mation. Le logarithme de base deux est le plus souvent utilisé et dans cas l’unité de mesure

est le bit. On peut alors caractériser cette source par l’information moyenne qu’elle délivre.

Cette grandeur, appelée entropie de la source, peut être définie par

H(x) =
2q−1∑

i=0

P {xi} I(xi) = −
2q−1∑

i=0

pilog2 (pi) (2.1)

Quelques propriétés issues de cette définition sont remarquables, par exemple :

– L’entropie de la source est maximale lorsque les symboles sont équiprobables (pi =

1/2q), et dans ce cas, H(x) = q.

– L’entropie est nulle quand l’une des probabilité pi est égale à un (les autres étant nulles) ;

la source délivre ainsi toujours le même symbole.

Si x et y sont deux variables aléatoires, l’entropie conjointe de x et y est définie par

H(x, y) = −
∑

i,j

P {xi, yy} log2 (P {xi, yj}) (2.2)

L’entropie conditionnelle Hx(y) est donnée par

Hx(y) = −
∑

i,j

P {xi, yj} log2 (P {xi|yj}) (2.3)

Sachant que P {x|y} = P {x, y} /P {x}, on peut montrer que

H(x, y) = H(x) + Hx(y) (2.4)
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Ces définitions peuvent être généralisées dans le cas de sources continues Si x et y sont

des variables aléatoires continues, on définit l’entropie de x par

H(x) = −
∫ +∞

−∞
P {x} log2 (P {x}) dx (2.5)

l’entropie conjointe par

H(x, y) = −
∫∫ +∞

−∞
P {x, y} log2 (P {x, y}) dxdy (2.6)

et l’entropie conditionnelle par

Hx(y) = −
∫∫ +∞

−∞
P {x, y} log2

(
P {x, y}
P {x}

)

dxdy (2.7)

Enfin, l’expression de l’information mutuelle est donnée par

I(x, y) =

∫∫ +∞

−∞
P {x, y} log2

(
P {x, y}

P {x}P {y}

)

dxdy (2.8)

2.1.2 Capacité d’un canal à entrées et sorties multiples

On se place maintenant dans le cas d’un canal multi-antennes, appelé aussi à entrées et

sorties multiples MIMO. La relation qui lie l’entrée et la sortie du canal peut s’écrire

y = Hx + w (2.9)

H est la matrice d’atténuation du canal de taille Nr ×Ne, Ne étant le nombres d’entrées du

canal et Nr le nombre de sorties. On considère dans la suite que les coefficients de H sont

indépendants et suivent une distribution de Rayleigh. w est le vecteur du bruit additif blanc

gaussien BABG qui vient perturber la transmission.

L’information mutuelle peut être considérée comme représentative de l’information que y

apporte sur la connaissance de x. On peut l’écrire sous la forme suivante

I(x, y) = H(y)−Hx(y) = H(y)−H(w) (2.10)

La capacité du canal est la quantité d’information maximale que peut transmettre celui-ci.

Elle peut être calculée par

C = max
p(x)

I(x, y) (2.11)

Source à entrées continues

Dans le cas d’une source dont les entrées sont continues et suivent une distribution gaus-

sienne, G. J. Foschini et M. J. Gans [25] d’une part, et I. E. Telatar [83] d’autre part ont
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déterminé l’expression de la capacité d’un tel système. Lorsque la source est à valeur conti-

nues, la capacité du système à entrées et sorties multiples s’écrit sous la forme

C = EH

{

log2

(

det

(

I +
γ

Nr
HHH

))}

(2.12)

où I est la matrice identité.

Dans [69], O. Oyman et al. étudient le comportement de la capacité pour différents

régimes. Pour un rapport signal à bruit élevé, la capacité augmente linéairement avec une

pente égale au minimum du nombre d’antennes d’émission et de réception.
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Fig. 2.1 — Capacité d’un canal de Rayleigh à entrées et sorties multiples dans le cas d’une

source continue.

Les courbes de la figure 2.1 représentent la capacité en fonction du rapport signal à bruit

pour différents couples (Ne, Nr). Le rapport signal à bruit étant normalisé par rapport au

nombre d’antennes de réception, on peut remarquer que les systèmes 2 × 4 et 4 × 2 ont la

même capacité. D’autre part, les couples ayant le même min (Ne, Nr) sont parallèles pour un

rapport signal à bruit élevé.

Source à entrées discrètes

Dans le cas d’une source à entrées discrètes, la capacité ne s’exprime pas simplement. Il

est néanmoins possible de la calculer numériquement. Dans [13], G. Caire et al. donnent les

courbes de capacité pour de nombreuses modulations dans le cas d’un canal à une entrée et une
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sortie. B. Hochwald et S. ten Brink donnent une méthode de calcul de l’information mutuelle

moyenne (2.10) pour un canal à entrées et sorties multiples et une source à symboles discrets

[38]. En supposant une source à symboles discrets équiprobables, [68] donne une mesure de

la capacité (2.11) du canal à entrées et sorties multiples. Comme w est un vecteur de bruit

additif blanc gaussien complexe de variance σ2
w, on a H(w) = Nrlog2

(
πσ2

we
)
. Il n’existe

pas pour l’instant de forme littérale de l’expression de H(y), mais celle-ci peut être calculée

numériquement par une simulation de type Monte Carlo lorsque le produit Neq n’est pas trop

élevé. Grâce à la probabilité conditionnelle donnée en (1.31), on peut écrire :

H(y) = −EH,w

{

log2

(

1

2Neq(πσ2
w)Nr

∑

x∈χ

e
−

‖y−Hx‖2

σ2
w

)}

(2.13)

Dans le cas d’ une source discrète, on obtient alors l’expression suivante de la capacité

C = Neq + log2 (e)− EH,w






log2




∑

x∈χNe

e
− ‖y−Hx‖2

σ2
w










(2.14)

Lorsque le rapport signal à bruit tend vers l’infini, la capacité tend alors vers Neq, produit

du nombre d’entrées par le logarithme de base deux du cardinal de l’alphabet de symboles.

C’est ce que l’on peut observer sur la figure 2.2 pour différentes combinaisons de modulations

et d’antennes.
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Fig. 2.2 — Capacité d’un canal de Rayleigh à entrées et sorties multiples pour différents

types de modulation.
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2.1.3 Cas particulier : canal à une entrée et sorties multiples

Il s’agit typiquement du cas d’un système à Nr branches de diversité, tel que celui étudié

dans la partie 2.2. Dans ce cas, la capacité est donnée pour un canal à entrées continues par

C = Eh

{

log2

(

1 + γ ‖h‖2
)}

= Eh

{

log2

(

1 + γ

Nr−1∑

i=0

|hi|2
)}

(2.15)

Pour une source discrète, on a alors

C = q + log2 (e)− Eh,w

{

log2

(
∑

x∈χ

e
−

‖y−hx‖2

σ2
w

)}

(2.16)

Les courbes de la figure 2.3 correspondent à des systèmes à diversité pour une source continue

et les modulations MDP-2, MDP-4 et MAQ-16. Dans le cas de la source continue, les courbes

sont parallèles pour un rapport signal à bruit élevé. Pour les différentes modulations, la

capacité tend vers q d’autant plus vite que l’ordre de diversité est élevé.
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Fig. 2.3 — Capacité d’un canal de Rayleigh à une entrée et à sorties multiples pour différents

types de modulation.

La section suivante permet de déterminer la probabilité d’erreur de ces systèmes à diver-

sité.
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2.2 Performances théoriques d’un système à diversité

Les performances asymptotiques des systèmes itératifs étudiés dans le premier chapitre

(parties 1.6 et 1.7) correspondent à la sortie d’un récepteur MRC exploitant la diversité du

canal. Ce sont les performances théoriques d’un tel système pour un canal de Rayleigh que

l’on étudie dans cette partie.

2.2.1 Modèle de canal

On considère un canal possédant L branches de diversité. Ainsi, L répliques de chaque

symbole sont transmises sur L canaux indépendants distincts. Chaque réplique subit une

atténuation hk et un BABG wk de variance σ2
w = N0. On considère de plus que les symboles

émis sont de module constant et de puissance |xk|2 = Es.

h w g0 0 0

h w gk

h w g

k k

L−1 L−1 L−1

x y

récepteurcanal

Fig. 2.4 — Canal à L branches de diversité avec un récepteur MRC.

2.2.2 Récepteur MRC

Coefficients du récepteur

Le récepteur à combinaison de rapport maximal (MRC) maximise le rapport signal à bruit

instantané en sortie ([4], p. 714). Les coefficients du récepteur MRC sont appelés g = [gk]
T

et les coefficients d’atténuation du canal h = [hk]T sont supposés connus du récepteur. Le

signal en sortie du récepteur s’écrit

y = gT hx + gT w =
L−1∑

k=0

gkhkx +
L−1∑

k=0

gkwk (2.17)

Le rapport signal à bruit en sortie du récepteur vaut donc

γ =
Es

∣
∣gT h

∣
∣2

N0 ‖g‖2
=

Es

∣
∣
∣
∑L−1

k=0 gkhk

∣
∣
∣

2

N0
∑L−1

k=0 |gk|2
(2.18)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣
∣gT h

∣
∣
2 ≤ ‖g‖2 ‖h‖2 ou

∣
∣
∣
∣
∣

L−1∑

k=0

gkhk

∣
∣
∣
∣
∣

2

≤
L−1∑

k=0

|gk|2
L−1∑

k=0

|hk|2 (2.19)

permet de maximiser ce rapport. En effet, on a alors :

γ ≤ Es

N0
‖h‖2 =

Es

N0

L−1∑

k=0

|hk|2 (2.20)

avec égalité si et seulement si g = λh∗, quel que soit λ ∈ C. Les coefficients du récepteur

MRC sont donc les (hk)
∗.

Probabilité d’erreur binaire

La probabilité d’erreur binaire d’un récepteur MRC pour un canal de Rayleigh à L

branches de diversité est donnée dans [4] et [70]. D’après (2.18) et [4] (équation (13.19),

p. 700), la probabilité d’erreur conditionnée au rapport signal à bruit γ peut s’écrire

P {e|γ} =
1

2
erfc (

√
γ) (2.21)

Avec

erfc (x) =
2√
π

∫ +∞

x
e−t2dt = 2Q

(√
2x
)

(2.22)

La probabilité d’erreur est alors obtenue en calculant la moyenne

P {e} = Eγ {P {e|γ}} =

∫ +∞

−∞
P {e|y} fγ(y)dy (2.23)

où fγ(y) est la densité de probabilité de la variable aléatoire γ =
∑L−1

k=0 |hk|2 Es/N0 d’après

(2.20). Comme la somme de L carrés de variables de Rayleigh indépendantes suit une loi en

chi-carré, la densité de probabilité fγ(y) s’écrit :

fγ(y) =
yL−1

(L− 1)!γ̄L
exp

(−y

γ̄

)

(2.24)

γ̄ étant le rapport signal à bruit moyen par branche

γ̄ =
Es

N0
E
{

|hk|2
}

=
Es

N0
(2.25)

Une expression exacte de la probabilité d’erreur peut alors être obtenue :

P {e} =

(
1− µ

2

)L L−1∑

k=0

Ck
L−1+k

(
1 + µ

2

)k

et µ =

√
γ̄

1 + γ̄
(2.26)

Lorsque le rapport signal à bruit tend vers l’infini, l’expression (2.26) peut être approchée

par

P {e} ≈ CL
2L−1

(
1

4γ̄

)L

(2.27)
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Si la probabilité d’erreur est représentée avec une échelle logarithmique, on obtient un fais-

ceaux de droite lorsque l’on trace P {e} en fonction du rapport signal à bruit pour différentes

valeurs du nombre de branches de diversité L. La pente de chaque droite vaut alors L, que

l’on appelle ordre de diversité [70]. Ces droites ainsi que la probabilité d’erreur donnée en

(2.26) sont représentée en figure 2.5 pour L=1, 2, 4 ou 8 branches de diversité.
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Fig. 2.5 — Probabilité d’erreur binaire pour un récepteur MRC sur un canal de Rayleigh

à L branches de diversité.

2.2.3 Système à diversité et codage de canal

L’équation (2.27) donne la probabilité d’erreur pour un système à diversité non codé. Il

est possible de déterminer cette probabilité d’erreur lorsque le système à diversité est associé

à un code convolutif comme ceux décrits dans la partie 1.2.2.

Pour cela, on considère un système à L branches de diversité associé à une BICM de

rendement R. hk,n représente l’atténuation du canal sur la branche k à l’instant n. Si la

valeur de λ, défini en 2.2.2, est fixée à λ = 1/
√
∑L−1

k=0 |hk,n|2 , la sortie du récepteur MRC

peut s’écrire

yn = h′
nxn + w′

n avec h′
n =

√
√
√
√

L−1∑

k=0

|hk,n|2 et w′
n =

∑L−1
k=0 h∗

k,nwk,n
√
∑L−1

k=0 |hk,n|2
(2.28)

Supposons maintenant que x soit un vecteur de données transmis. La Probabilité d’Erreur
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par Paire (PEP) désigne la probabilité que la séquence x̃ soit préférée à x par le détecteur

([4], p.190). Elle se note en général P {x→ x̃}.

La PEP pour une réalisation particulière du canal h = (hk,n) s’écrit alors

P {x→ x̃|h} = P {X < 0} (2.29)

avec

X =
∑

n

∣
∣yn − h′

nx̃n

∣
∣2 −

∑

n

∣
∣yn − h′

nxn

∣
∣2 (2.30)

D’après (2.28), X peut s’écrire

X =
∑

n

∣
∣h′

n

∣
∣2 |xn − x̃n|2 + 2<

(
h′

n (xn − x̃n)w′
n
∗)

(2.31)

X est donc une variable aléatoire gaussienne de moyenne

E {X} =
∑

n

∣
∣h′

n

∣
∣2 |xn − x̃n|2 (2.32)

et de variance

σ2
X = E







∣
∣
∣
∣
∣
2
∑

n

<
(
h′

n (xn − x̃n) w′
n
∗)

∣
∣
∣
∣
∣

2





= 2

∑

n

∣
∣h′

n

∣
∣2 |xn − x̃n|2 σ2

w′ (2.33)

avec σ2
w′ = σ2

w = N0 d’après (2.28). Comme

P {X < 0} =
1

2
erfc

(
E {X}√

2σX

)

(2.34)

la PEP s’écrit finalement

P {x→ x̃|h} =
1

2
erfc





√
∑

n

∑

k |hk,n|2 |xn − x̃n|2
4N0



 (2.35)

Dans le cas L = 1, on retrouve la probabilité d’erreur par paire donnée dans [77] (equation

(13.12), p.765). La borne de l’union permet de majorer la probabilité d’erreur binaire d’un

code convolutif de rendement R par

P {e} ≤
+∞∑

d=dmin

A
(b)
d P {x→ x̃d} (2.36)

Les paires (A
(b)
d , d ∈ [dmin, . . . ,∞]) forment le spectre des distances au niveau bit du code et

P {x→ x̃d} est la probabilité d’erreur par paires pour x et x̃d vérifiant dH(x, x̃d) = d.

Pour la MDP-2, on a |x̃n − xn|2 = 4Es = 4REb si x̃n 6= xn et Eb est l’énergie moyenne par

bit. Si d est la distance de Hamming du couple (x, x̃d), d = dH(x, x̃d) on note a0, . . . , ad−1

les indices pour lesquels x̃n 6= xn et on obtient

P {x→ x̃d|h} =
1

2
erfc





√
√
√
√REb

N0

d−1∑

i=0

L−1∑

k=0

|hk,ai
|2


 (2.37)
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Pour appliquer le même raisonnement que dans la section 2.2.2, on pose

γ′ =
REb

N0

d−1∑

i=0

L−1∑

k=0

|hk,ai
|2 (2.38)

et γ̄′ = REb/N0 représente le rapport signal à bruit moyen par branche. γ ′ suit une loi en

chi-carré à Ld variables et on peut donc appliquer la méthode déjà utilisée pour le système

à diversité sans codage de canal.

On en déduit la probabilité d’erreur par paire

P {x→ x̃} =

(
1− µ′

2

)Ld Ld−1∑

k=0

Ck
Ld−1+k

(
1 + µ′

2

)k

et µ′ =

√

γ̄′

1 + γ̄′
(2.39)

La méthode donnée dans [96] (p. 83) permet d’aboutir à un résultat similaire. Le comporte-

ment asymptotique de cette probabilité d’erreur par paire est donné par

P {x→ x̃} ≈ CLd
2L.d−1

(
1

4REb/N0

)Ld

(2.40)

Pour L = 1, le résultat obtenu est identique à celui présenté dans [78]. Dans le cas d’un

code spatio-temporel en treillis, une expression exacte de la probabilité d’erreur par paire

est données dans [76]. L’application de (2.36) et (2.39) donne une expression de la borne

supérieure des performances d’une BICM sur canal de Rayleigh avec L branches de diversité.

P {e} ≤
+∞∑

d=dmin

A
(b)
d

(
1− µ′

2

)Ld Ld−1∑

k=0

Ck
Ld−1+k

(
1 + µ′

2

)k

(2.41)

Grâce à l’approximation (2.40), la borne supérieure de la probabilité d’erreur peut s’écrire de

manière approchée par

P {e} ≤
+∞∑

d=dmin

A
(b)
d CLd

2L.d−1

(
1

4REb/N0

)Ld

(2.42)

Pour un rapport signal à bruit élevé, le premier terme de (2.42) est prépondérant. On en

déduit que l’ordre de diversité du système est égal au produit de la distance minimale du

code dmin par le nombre de branches de diversité L. Un tel résultat est aussi présenté pour

différentes modulations dans [30]. La probabilité d’erreur (2.42) peut aussi être comparée à

la borne de l’union obtenue pour un canal à bruit additif blanc gaussien ([4], p. 569)

P {e} ≤ 1

2

+∞∑

d=dmin

A
(b)
d erfc

(√

dREb

N0

)

(2.43)

Le tableau 2.1 donne, pour exemple, les spectres de distances de codes convolutifs récursifs

systématiques de longueur de contrainte K = 3 à K = 5 et de rendement 1/2 calculés dans

[86]. On remarque que la diversité de code dmin augmente avec la longueur de contrainte.



42 CHAPITRE 2. OUTILS D’ANALYSE THÉORIQUE DES PERFORMANCES

K = 3 d = 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .

(5 7)o A
(d)
d = 2 6 14 32 72 160 352 768 . . .

K = 4 d = 6 7 8 9 10 11 12 13 . . .

(15 17)o A
(d)
d = 4 9 20 51 124 303 728 1739 . . .

K = 5 d = 7 8 9 10 11 12 13 14 . . .

(23 35)o A
(d)
d = 8 12 16 84 213 406 1156 3104 . . .

Tab. 2.1 — Spectres de distances pour différents codes convolutifs récursifs.

Les courbes théoriques obtenues sur canal de Rayleigh (équation (2.41)) et sur canal

à bruit additif blanc gaussien (equation (2.43)) sont représentées sur la figure 2.6, en ne

conservant que les trois premiers termes des spectres de distances. Ces courbes illustrent

l’augmentation de la diversité avec la longueur de contrainte. Elles montrent aussi un écart

de performances important entre les résultats sur le canal de Rayleigh et le canal BABG.
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Fig. 2.6 — Probabilité d’erreur binaire pour des codes convolutifs récursifs de rendement

1/2 pour différentes longueurs de contrainte sur canal de Rayleigh et à bruit additif blanc

gaussien.

La figure 2.7 représente les performances théoriques d’un codage de canal associé à un

système à diversité sur canal de Rayleigh. Le codage de canal est un CRSC de longueur de

contrainte K=4 et de rendement R=1/2 pour L=1, 2 ou 4 branches de diversité. Ces courbes
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Fig. 2.7 — Probabilité d’erreur binaire sur un canal de Rayleigh à L branches de diversité

pour un code convolutif récursif de longueur de de contrainte K = 4 et de rendement 1/2.

illustrent l’effet multiplicatif de la diversité d’un codage de canal avec un récepteur MRC. En

effet, les asymptotes représentées sur la figure ont des pentes égales au produit Ldmin. D’autre

part, lorsque L augmente, les performances approchent la courbe de probabilité d’erreur sur

canal BABG. Il est ainsi possible d’obtenir des gains importants en exploitant la diversité

sur le canal de Rayleigh, y compris en présence d’un codage de canal.

Cependant, il s’agit dans cette étude d’un canal théorique très “riche” en diversité poten-

tielle. Les canaux plus réalistes offrent généralement des possiblilités de gain plus limitées.

2.3 Analyse de convergence : diagrammes EXIT

Pour les système étudiés et sur des canaux à évanouissements théoriques, les performances

asymptotiques dépendent de l’ordre de diversité du système. On observe que les traitements

itératifs ne convergent en général vers ces performances asymptotiques que pour un rapport

signal à bruit suffisamment élevé. Le seuil de convergence dépend du choix des paramètres du

système, tels le codage de canal ou l’algorithme de traitement utilisé. Dans la comparaison

des systèmes, ce seuil de convergence est un paramètre important. En effet, un dispositif

ayant d’excellentes performances asymptotiques n’a que peu d’intérêt si la convergence se

produit bien au-delà du rapport signal à bruit visé.

La méthode des diagrammes EXIT (EXtrinsic Information Transfert) inventée par ten
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Brink [84] permet de visualiser les échanges d’information lors d’un traitement itératif en

réception.

La méthode consiste à représenter sur un diagramme la caractérisque de transfert des

fonctions du traitement itératif. On définit la caractéristique (ou fonction) de transfert d’un

traitement à entrées et sorties pondérées SISO comme la mesure de l’information mutuelle sor-

tante en fonction de l’information mutuelle entrante. D’abord développé pour les turbocodes,

cet outil est adapté aussi aux processus itératifs en général, notamment la turbo-démodulation

[60], la turbo-égalisation [89] et les systèmes MIMO itératifs [37].

2.3.1 Mesure de l’information mutuelle

Si Lx, représentant une information pondérée de l’élément binaire x ∈ {−1,+1},est ca-

ractérisée par la densité de probabilité fL(Lx|x), alors l’information mutuelle moyenne I(L, x)

est une mesure de la quantité d’information apportée par Lx sur x. En utilisant la définition

de l’information mutuelle (2.8), on obtient

I(L, x) =
1

2

∑

x∈−1,1

∫ +∞

−∞
fL(l|x)log2

(
2fL(l|x)

fL(l|+ 1) + fL(l| − 1)

)

dl (2.44)

La grandeur L choisie correspond ici aux LRV. Pour cela, deux hypothèses sont faites sur

les LRV représentant l’information a priori :

– Ils suivent une distribution gaussienne.

– La densité de probabilité fL(l|x)) est consistante, c’est à dire qu’elle vérifie la condition

de symétrie exponentielle que l’on peut écrire fL(l|x))fL(l| − x))−1 = exp (l).

Les résultats de simulation suggèrent que ces deux hypothèses sont correctement ap-

prochées par les LRV pour des entrelacements de grande taille et après quelques itérations

de décodage. Grâce à ces hypothèses, la densité de probabilité fL(l|x)) est modélisée par une

variable aléatoire gaussienne de variance σ2
a et de moyenne µa, avec σ2

a = 2µa :

fL(l|x)) =
1√

4πµa
exp

(

− (l − µax)2

4µa

)

(2.45)

Une information mutuelle nulle indique que Lx n’apporte aucune information sur x. Si

l’information mutuelle est égale à un, alors les x sont entièrement déterminés par les Lx.

2.3.2 Application à un système itératif

La mesure de l’information mutuelle dépend du type d’élément à caractériser. Pour un

détecteur opérant sur les données issues du canal et bénéficiant d’une information a priori, le

schéma de mesure est présenté dans la figure 2.8 (a). La mesure dépend ici du canal de trans-

mission et de la fiabilité des informations a priori. Le canal est caractérisé par la variance
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Fig. 2.8 — Protocole de mesure de l’information mutuelle entrante et sortante pour le

détecteur et le décodeur de canal.

du bruit σ2
w et les informations a priori par le terme σ2

a. L’information mutuelle entrante

est calculée en générant une variable aléatoire gaussienne suivant (2.45). L’information mu-

tuelle sortante est déterminée grâce à (2.44). Pour cela, la densité de probabilité fL(l|x)) est

approchée en réalisant un histogramme des LRV sortants. En effectuant des mesures pour

différents niveaux de bruit, on obtient un faisceau de courbes.

Dans le contexte de la thèse, le décodeur de canal ne reçoit des informations que du

détecteur. Il s’agit donc d’une concaténation série. La mesure d’information mutuelle est

effectuée suivant le schéma de la figure 2.8 (b). Dans ce cas, la sortie du décodeur ne dépend

que de l’information a priori et on obtient une courbe unique indépendante du rapport signal

à bruit du canal.

Les résultats de ces mesures donnent les fonctions de transfert de chacun des éléments.

Le diagramme EXIT est la représentation de ces mesures dans laquelle :

– pour le détecteur (élément interne), l’information entrante est mise en abscisse et l’in-

formation sortante en ordonnée

– pour le décodeur (élément externe), l’information entrante est mise en ordonnée et

l’information sortante en abscisse

Cette représentation permet de déterminer la trajectoire d’un décodage itératif. En effet, si

on mesure l’évolution de l’information mutuelle pendant un traitement itératif, on obtient une

courbe en escalier, chaque marche correspondant à une itération. Cette courbe en escalier se
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prolonge jusqu’au point de croisement des deux fonctions de transfert, qui est caractéristique

des performances asymptotiques du système.

La figure 2.9 donne un exemple de diagramme. On peut y voir la fonction de transfert du

décodeur et celle du détecteur quand le rapport signal à bruit varie. La trajectoire représentée

montre la convergence pour un rapport signal à bruit fixé. Le début d’une trajectoire est le

point de coordonnées (0, 0) et elle se termine au point de croisement de la courbe du détecteur

et du décodeur.
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Fig. 2.9 — Exemple de diagramme EXIT pour une détection et un décodage itératif.

Ainsi, le diagramme EXIT donne des indications sur le nombre d’itérations nécessaires,

le seuil de convergence et les performances asymptotiques. On dispose ainsi d’un outil qui

permet de comparer différents algorithmes de traitement de l’information et ne nécessite pas

un temps de calcul extrêmement élevé.

2.3.3 Étude du codage de canal

Les figures 2.10 et 2.11 montrent la mesure de l’information extrinsèque en sortie du

décodeur d’un code convolutif utilisant l’algorithme “max-log-MAP”.

La figure 2.10 permet d’observer l’impact de la longueur de contrainte du code dans le

contexte d’un décodage itératif. Lorsque l’information mutuelle entrante est comprise entre

0.5 et 1.0, l’information mutuelle sortante augmente avec la longueur de contrainte du code.

Dans l’intervalle [0.0, 0.5], c’est l’inverse. Ainsi, l’augmentation de cette longueur améliore
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Fig. 2.10 — Fonction de transfert d’un code convolutif récursif systématique circulaire pour

différentes longueurs de contrainte.

le pouvoir de correction du code convolutif, mais retarde la convergence lorsqu’il fait partie

d’un système itératif. La figure 2.11 correspond à un code convolutif de longueur de contrainte

K=7 et de rendement 1/2 poinçonné pour obtenir les rendement 2/3 et 3/4. Le poinçonnage

augmentate le rendement du code au prix d’une correction des erreurs moins efficace. Au

niveau du diagramme EXIT, le poinçonnage se traduit par un décalage vers la droite de

la fonction de transfert. Cette augmentation du rendement se fait donc aussi au prix d’une

convergence beaucoup moins favorable.

Dans le chapitre suivant, nous utilisons l’information a posteriori au lieu de l’information

extrinsèque en sortie du décodeur de canal pour un traitement basé sur une annulation

d’interférences. Dans les deux cas, l’outil que constitue le diagramme EXIT peut être utilisé.

La figure 2.12 montre les mesures respectives des informations extrinsèques et a posteriori en

sortie du décodeur de canal de longueur de contrainte K = 7 et de rendement 1/2. La courbe

de l’information a posteriori se situe au-dessus de la courbe de l’information extrinsèque,

ce qui permet de prédire une convergence plus favorable. Néanmoins, cela est à relativiser à

cause des phénomènes de propagation d’erreurs. Une étude [95] montre à l’aide de diagrammes

EXIT et de simulations qu’il est peut être intéressant d’utiliser l’information a posteriori pour

l’annulation d’interférence.

Le choix des paramètres du codage de canal doit faire l’objet d’un soin particulier. Une

grande longueur de contrainte améliore les performances asymptotiques, mais dégrade la
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Fig. 2.11 — Fonction de transfert d’un code convolutif récursif systématique circulaire de

longueur de contrainte K=7 poinçonné.
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convergence et nécessite une plus grande complexité de décodage. Le code peut être poinçonné

pour augmenter le débit de la transmission, mais cela dégrade les performances asympto-

tiques ainsi que la convergence du système itératif. Ce choix doit donc prendre en compte les

contraintes de l’application (débit, taux d’erreur ciblé), du système (complexité, traitement

itératif) et de l’environnement (canal, antennes multiples). Enfin, la taille de bloc joue aussi

un rôle dans la convergence, mais la représentation en diagramme EXIT suppose celle-ci

infinie.

Conclusion

Dans ce chapitre, les différents outils nécessaires à l’évaluation des systèmes itératifs

étudiés sont mis en place. En premier lieu, la capacité donne une limite théorique liée au

canal de transmission. Pour un canal multi-antennes Ne×Nr et une modulation d’ordre q, la

quantité d’information qui peut être transmise sur le canal est dominée par le produit qNe.

Ensuite, l’étude de la diversité permet de donner la probabilité d’erreur théorique d’un code

convolutif de distance minimale dmin associé à un système à L branches de diversité sur un

canal de Rayleigh. L’ordre de diversité obtenu est dans ce cas égal au produit Ldmin et cela

montre l’intérêt d’une telle association. De plus, cette étude permet de déterminer une limite

théorique des performances des systèmes itératifs décrits dans le premier chapitre en fonction

des paramètres choisis. Ces limites ne sont valables que lorsque le système itératif converge.

Les diagrammes EXIT des systèmes permettent enfin d’étudier la convergence du processus

itératif. Cette méthode, décrite dans la dernière partie de ce chapitre, sera utilisée dans les

chapitres trois et cinq.





CHAPITRE

3 Traitements itératifs du

précodage linéaire

CE CHAPITRE EST consacré au précodage linéaire utilisé pour exploiter la diversité

d’un canal à évanouissements. Après avoir décrit les principes de base du précodage

linéaire, les performances de celui-ci, sans codage de canal, sont étudiées. Le décodage de

type maximum de vraisemblance donne les performances optimales du précodage linéaire. Les

traitements linéaires ont une faible complexité, mais offrent de moins bonnes performances.

Quand le précodage linéaire est associé à un code correcteur d’erreur, un traitement

itératif peut être mis en œuvre. Nous décrivons tout d’abord une méthode de traitement peu

complexe basée sur un récepteur MMSE avec information a priori. Cette méthode, adaptée

d’un système de turbo-égalisation dans le domaine fréquentiel, permet d’exploiter toute la

diversité offerte par le précodage linéaire.

Ensuite, grâce à la généralisation effectuée dans le premier chapitre, nous évaluons les

performances de différents traitements itératifs appliqués au précodage linéaire. Cela permet

de faire une synthèse de l’état de l’art des méthodes itératives pour le précodage linéaire. Les

outils utilisés pour évaluer les différents systèmes sont des simulations de type Monte Carlo

ainsi que les diagrammes EXIT présentés dans le chapitre deux. Nous comparons enfin les

performances obtenues en faisant varier certains paramètres tels que le choix des matrices,

leurs tailles ou encore les paramètres du code correcteur d’erreur.
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3.1 Exploitation de la diversité temporelle/fréquentielle

Les canaux de type Rayleigh connaissent des évanouissements qui dégradent la qualité des

transmissions numériques. Les techniques de diversité donnent des moyens de lutter contre

ces évanouissements. Dans la partie 2.2, les outils théoriques permettant d’évaluer les gains

qu’apporte l’exploitation de la diversité ont été exposés. Le codage de canal apporte de la

diversité de code, mais souffre cependant des évanouissements du canal. La figure 2.6 montre

la perte engendrée par le canal de Rayleigh par rapport au canal BABG. Sur la figure 2.7,

le gain apporté par l’association d’un système à diversité et d’un codage de canal est bien

visible.

Les techniques de précodage linéaire permettent d’exploiter la diversité dans ses différentes

dimensions (temps, fréquence, espace). Ces techniques basées sur des transformations de

constellations de symboles ont pour origine les travaux de X. Giraud et al. [28], ainsi que

J. Boutros et al. [10]. Parallèlement à cela, S. Kaiser [40] présente sous l’appellation CDM

(Code Division Multiplexing) un étalement des données par une matrice de Hadamard. Dans

[64], le principe est généralisé sous le nom de précodage linéaire LP (Linear Precoding) par

X. Ma et G. B. Giannakis.

3.1.1 Principe du précodage linéaire

Dans le cadre d’un canal à évanouissements non sélectif en fréquence, H = diag (hk)

représente la matrice d’atténuation du canal. Les informations à transmettre sont groupées en

un vecteur de symboles x. Le précodage linéaire consiste à étaler les symboles à transmettre

en multipliant x par une matrice de précodage D avant la transmission sur le canal. Le

résultat est alors un nouveau vecteur dont chacun des éléments contient une contribution des

symboles originaux. Ainsi, plusieurs répliques de ces symboles peuvent subir des atténuations

différentes. Il est alors possible en les recombinant d’obtenir un gain en diversité.

Cette opération peut être vue comme un code en bloc de rendement un, mais qui trans-

forme la constellation choisie (MDP ou MAQ). La matrice de précodage D de dimension L×L

doit être de rang L pour garantir la récupération des données. Pour assurer un étalement uni-

forme des symboles et pour ne pas modifier la puissance moyenne, le module de chacun des

éléments de D peut être fixé à 1/
√

L.

La relation qui lie les symboles émis x et les données reçues y s’écrit

y = HDx + w (3.1)

Le gain en diversité potentiel apporté par le précodage peut au maximum être égal à L, mais

cela nécessite un système de réception approprié.
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3.1.2 Techniques de réception

Concernant les techniques de réception, le critère du maximum de vraisemblance permet

d’atteindre les performances optimales, mais la complexité du décodage augmente alors ex-

ponentiellement avec la taille de la matrice et l’ordre de la modulation [64]. Un traitement

linéaire de type MMSE, beaucoup moins complexe, permet une exploitation partielle de la

diversité du précodage linéaire [16]. Lorsqu’il est associé à un codage de canal, un dispositif

itératif de type turbo permet d’obtenir toute la diversité du précodage linéaire. Un détecteur

itératif basé sur le critère du maximum a posteriori MAP a été proposé par Z. Wang et al. [99].

Dans [17], M. Debbah et al. décrivent un détecteur à annulation successive d’interférences

SIC et les premiers récepteurs itératifs basés sur le critère MMSE avec information a priori

sont proposés par S. Kaiser [40] ainsi que A. Bury et J. Lindner [12]. Dans [54], nous pro-

posons un récepteur itératif basé sur une technique de turbo-égalisation dans le domaine

fréquentiel. D. Qu et al. [71] utilisent la méthode approchée du récepteur MMSE décrite dans

1.7.4 (MMSE-IC-sous-optimal) pour le traitement du précodage linéaire.

3.1.3 Choix des matrices de précodage

Quand à la matrice de précodage, elle peut être déterminée en fonction d’un critère à

optimiser. Dans [64], Ma et Giannakis décrivent une méthode de construction de matrice

offrant un gain en diversité maximal pour un décodage de type ML (Maximum Likelihood).

Ces matrices s’écrivent sous la forme :

DL =
1√
L










1 α1 . . . αL−1
1

1 α2 . . . αL−1
2

...
...

...
...

1 αL . . . αL−1
L










(3.2)

Si L est une puissance de deux, les αk peuvent être choisis tels que αk = ejπ(4k−1)/2L. Sinon,

les techniques permettant de déterminer αk sont données dans [64]. Pour L = 2 et 4, cela

donne les matrices suivantes

D2 =
1√
2

[

1 ej π
4

1 −ej π
4

]

, D4 =
1

2









1 ej π
8 ej 2π

8 ej 3π
8

1 ej 5π
8 ej 10π

8 ej 15π
8

1 ej 9π
8 ej 18π

8 ej 27π
8

1 ej 13π
8 ej 26π

8 ej 39π
8









(3.3)

Dans [57], les matrices utilisées minimisent les interférences pour un traitement MMSE

en réception. Les matrices utilisées par S. Kaiser dans [40] sont des matrices de Hadamard.

Cette dernière technique est à rapprocher du MC-CDMA (Multi Carrier - Code Division

Multiple Access) utilisant des codes de Walsh-Hadamard pour l’étalement des données. Les
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matrices de Hadamard sont définies récursivement par

DL =
1√
2

(

DL/2 DL/2

DL/2 −DL/2

)

with D1 = 1 (3.4)

L’utilisation d’une transformée de Hadamard rapide conduit à une implantation extrêmement

simple du précodage linéaire et du précodage linéaire inverse. Il s’agit d’une technique similaire

à la transformée de Fourier rapide qui permet de réaliser le précodage et son inverse en

Llog2 (L) additions.

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(a) MDP−2, précodage linéaire L=2

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(b) MDP−2, précodage linéaire L=4

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(c) MDP−2, précodage linéaire L=8

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(d) MDP−2, précodage linéaire L=16

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(e) MDP−2, précodage linéaire L=32

−4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4

(f) MDP−2, précodage linéaire L=64

Fig. 3.1 — Distribution des symboles précodés pour différentes tailles de matrices de Ha-

damard et une modulation MDP-2.

La figure 3.1 montre la distribution des symboles après un précodage linéaire utilisant une
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matrice de Hadamard pour une modulation MDP-2. La constellation MDP-2 et les matrices

de Hadamard n’ont pas de partie imaginaire, les symboles précodés sont donc réels dans ce cas.

On remarque que la taille de la constellation obtenue augmente avec celle du précodage, et que

les symboles ne sont plus équiprobables. Cette nouvelle distribution qui semble gaussienne

se retrouve à deux dimensions si la constellation d’origine ou la matrice de précodage est

complexe [56].

3.2 Précodage linéaire sans codage de canal

Dans cette partie, les performances du précodage linéaire sans codage de canal sont

évaluées pour un canal de Rayleigh. Les matrices de Hadamard ainsi que les matrices définies

par (3.3) sont testées. Dans un premier temps, un décodage optimal est présenté. Ensuite,

des méthodes basées sur des traitements linéaires sont décrites.

3.2.1 Décodage optimal

Lorsque le système ne comporte pas de codage de canal, le critère du maximum de vrai-

semblance ML est optimal pour le traitement de précodage linéaire. Le décodage consiste à

chercher parmi toutes les séquences possibles celle qui est la plus probable. La détection est

donc effectuée en calculant

x̃ = arg min
x∈χL

(

‖y −Dx‖2
)

(3.5)

La complexité d’un tel traitement augmente exponentiellement avec l’ordre de la modulation

et la taille du précodage linéaire. Cela ne rend cette méthode praticable que pour des matrices

de précodage de petite taille.

X. Ma et G. B. Giannakis ont proposé une borne supérieure de la probabilité d’erreur

d’un système avec précodage linéaire et traitement ML sur un canal de Rayleigh [64]. Ainsi,

pour un rapport signal à bruit suffisamment élevé, la probabilité d’erreur peut être approchée

par la borne suivante

Pe ≤ Gk

(

Gc
Es

4N0

)−Gd

(3.6)

Les paramètres Gk, Gc et Gd dépendent de la matrice de précodage et du choix de la mo-

dulation. Gd est le gain en diversité et sa valeur maximale est L, la taille de la matrice de

précodage linéaire. Dans les représentations de Pe en fonction du rapport signal à bruit, Gg

est la pente de l’asymptote. Cela est donc à rapprocher de l’ordre de diversité défini dans la

partie 2.2. Cet ordre de diversité donne en effet une pente des courbes de probabilité d’erreur

à fort rapport signal à bruit sur un canal de Rayleigh. Le décalage par rapport au système

sans précodage est donné par le gain de codage Gd et le paramètre Gk. Les matrice définies

en (3.2) offrent un gain en diversité maximal, soit 2 pour la matrice de taille D2 et 4 pour la
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matrice D4. Les courbes de la figure 3.2 montrent les performances de ces deux précodages

linéaires pour une détection de type ML. On observe bien une pente qui crôıt avec la taille

de la matrice utilisée.
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Fig. 3.2 — Transmission précodée sur un canal de Rayleigh pour un traitement ML, une

modulation MDP-2 et les matrices définies en (3.3).

Matrices de Hadamard

Dans [64], le gain en diversité Gd est égal à la distance de Hamming minimale dh(Dx,Dx̃)

sur tous les couples de vecteurs de symboles (x,x̃) . Soit D la matrice de Hadamard réelle de

taille L utilisée comme précodage linéaire et dk les lignes de cette matrice. Comme tous les

coefficients de D valent ±1/
√

L, le vecteur xk =
√

LdT
k est un vecteur de symboles MDP-2 de

taille L et il en est de même pour x̃k = −xk. Comme la matrice D est orthogonale, on a Dxk =

[0, . . . ,
√

L, . . . , 0]T , l’unique valeur non nulle étant à la position k. Cela permet d’en déduire

que la distance de Hamming dh(Dxk,Dx̃k) est égale à 1. Ainsi, quelle que soit la taille de

matrice choisie, il existe des couples (x,x̃) pour lesquels la distance de Hamming dh(Dx,Dx̃)

vaut 1. Le gain en diversité du précodage linéaire utilisant une matrice de Hadamard est donc

égal à 1 pour un décodage de type ML sans information a priori.

La figure 3.3 montre les performances d’un précodage linéaire utilisant des matrices de

Hadamard avec un décodage de type ML. On remarque que les courbes de taux d’erreurs

semblent parallèles lorsque le rapport signal à bruit est suffisamment élevé. Ainsi, même si

les matrices de Hadamard améliorent les performances, le gain en diversité reste limité.
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Fig. 3.3 — Transmission précodée sur un canal de Rayleigh pour un traitement ML, une

modulation MDP-2 et des matrices de Hadamard.

3.2.2 Traitements linéaires

Les données reçues sont traitées par blocs de la taille du précodage linéaire. Le traitement

linéaire du précodage consiste à égaliser le signal reçu puis à le multiplier par la matrice de

précodage inverse pour obtenir une estimation des symboles transmis.

Dans [41], Kaiser compare les différentes méthodes d’égalisation appliquées au précodage

linéaire.

La matrice des coefficients d’égalisation est notée P = diag (pk) et la matrice de précodage

est supposée unitaire (DH = D−1). D’après l’équation (3.1), le traitement linéaire permet

d’obtenir l’estimation suivante

x̃ = DHPHDx + DHPw (3.7)

La figure 3.4 représente la châıne de transmission correspondant au traitement linéaire du

précodage.

x~DH symboles/
bits

y P b~

Fig. 3.4 — Traitement linéaire d’une transmission précodée.
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Trois méthodes d’égalisation sont particulièrement remarquables :

– L’égalisation à combinaison de rapport de gain maximal (MRC) : les coefficients

d’égalisation sont les pk = hk
∗. Ce type d’égalisation permet de collecter la diversité du

canal (voie section 2.2), mais produit un terme d’interférence élevé.

– Le forçage à zéro (ZF) utilise l’inverse des coefficients du canal pk = 1/hk. Ainsi, le

terme d’interférence est nul, mais le bruit est fortement amplifié.

– L’égalisation utilisant le minimum d’erreur quadratique moyenne MMSE offre le

meilleur compromis entre amplification du bruit et interférences. On peut montrer que

ce choix maximise le rapport signal à bruit en sortie du récepteur (voir annexe A). Une

analyse des performances d’un tel récepteur sur un canal OFDM est proposée dans [16].

Les courbes 3.5 et 3.6 comparent les performances des différents récepteurs pour une MDP-

4 et une MAQ-16 respectivement. Le précodage linéaire utilisé est une matrice de Hadamard

de taille L = 8 et les simulation sont effectuées sur un canal de Rayleigh. La courbe en trait

plein donne les performances du système sans précodage linéaire.
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Fig. 3.5 — Traitements linéaires d’une transmission précodée avec une matrice de Hada-

mard de taille L=8 pour une modulation MDP-4 sur un canal de Rayleigh.

Dans les deux cas, le récepteur MMSE est celui qui offre les meilleures performances,

toutes valeurs de Eb/N0 confondues. Pour la modulation MDP-4, le précodage linéaire associé

au récepteur MMSE apporte un gain par rapport au système sans précodage. Par contre,

dans le cas de la modulation d’ordre élevé MAQ-16, l’ajout du précodage linéaire n’offre un

gain que lorsque le rapport signal à bruit est suffisamment élevé. Ainsi, sur la figure 3.6,
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Fig. 3.6 — Traitements linéaires d’une transmission précodée avec une matrice de Hada-

mard de taille L=8 pour une modulation MAQ-16 sur un canal de Rayleigh.

les performances du système précodé avec traitement MMSE sont meilleures que celles du

système sans précodage à partir d’un rapport signal à bruit supérieur à 12dB.

Dans tous les cas, les performances restent largement moins bonnes que celles du récepteur

à maximum de vraisemblance ML. Celui-ci souffre néanmoins d’une complexité élevée qui

limite ses cas d’utilisation.

Pour améliorer les performances et conserver une complexité raisonnable, des dispositifs

à retour de décision du type DFE évoqué en 1.3.2 peuvent être mis en œuvre. Dans le

cas particulier du précodage linéaire, les dispositifs d’annulation d’interférences de type SIC

(Successive Interference Cancellation) ou PIC (Parallel Interference Cancellation) ont été

largement étudiés dans la thèse de Debbah [15]. Bury et Lindner ont aussi proposé dans [12]

un traitement à retour de décision basé sur une égalisation MMSE et offrant des performances

proches du récepteur ML.

La quasi totalité des châınes de transmission actuelles utilisent un code correcteur d’erreur

comme codage de canal. Le traitement linéaire du précodage étant limité par le problème

des interférences, les techniques itératives développées dans le premier chapitre semblent

particulièrement appropriées. De nouvelles solutions prenant en compte de l’information issue

du décodage de canal ont donc été développées.
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3.3 Un traitement itératif pour le précodage linéaire

Les données à transmettre sont codées grâce à une BICM qui utilise un code convolutif

systématique récursif décrit dans la section 1.2.2. La modulation est choisie parmi une MDP-

2, une MDP-4 ou une MAQ-16. Le précodage linéaire opère à la sortie de la conversion

bits/symbole, ainsi que cela est décrit par la figure 3.7. La matrice de précodage D = [di,j ]

utilisée est de taille L, unitaire et vérifiant |di,j |2 = 1/L pour tous les couples (i, j).

Π bits/
symboles

Π

Π−1
canal

décodage x̂

évanouissements
canal à

symboles/
LRV

LRV/
symboles

canal
précodage
linéaire

b y

x~

codage

précodage
traitement

b

^

x

L e

L a

Fig. 3.7 — Châıne de transmission mettant en œuvre un précodage linéaire, une BICM

pour un canal à évanouissements et un traitement itératif en réception.

En réception, les éléments de traitement du précodage ainsi que le décodeur de canal

échangent des informations sous forme de LRV. Ce type de structure de décodage a tout

d’abord été proposé par S. Kaiser dans [40]. Par rapport à la méthode initialement décrite,

il est possible d’améliorer le calcul des coefficients d’égalisation grâce à une estimation de

la fiabilité de l’information a priori à chaque itération. Dans [48], C. Laot et al. proposent

ainsi une méthode peu complexe de turbo-égalisation dont les coefficients sont calculés dans

le domaine fréquentiel. Nous proposons d’adapter ces résultats pour mettre en œuvre un

traitement itératif du précodage linéaire.

3.3.1 Égalisation avec information a priori

On considère le schéma de traitement du précodage linéaire de la figure 3.8. Le traitement

linéaire du précodage est effectué par la branche supérieure, tandis que la branche inférieure

sert à estimer le terme d’interférence grâce aux symboles souples donnés par les LRV en

provenance du décodeur de canal à l’itération précédente. Ce terme d’interférence estimé est

alors retranché aux données reçues.

La matrice P est une matrice d’égalisation, comme dans le traitement linéaire du

précodage. Les coefficients sont aussi calculés avec le critère MMSE. Cependant, ce critère
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Fig. 3.8 — Traitement linéaire du précodage avec une information a priori sur les symboles.

prend ici en compte la présence d’information a priori et en particulier la vraisemblance de

celle-ci. La matrice d’égalisation doit donc être mise à jour à chaque itération de décodage.

La matrice du canal H = diag (h0, . . . , hL−1) (voir (3.1)) est constituée des coefficients

d’atténuation du canal durant la transmission d’un vecteur de symboles précodés.

La matrice d’égalisation est aussi diagonale P = diag (p0, . . . , pL−1), comme dans le cas

du traitement linéaire. Cela est la conséquence du choix d’une matrice de précodage unitaire

(voir annexe A). Cette simplification liée au choix de la matrice de précodage a notamment

été constatée dans [12] et [15].

Soit G = [gl,m] la matrice définie par

G = DHPHD (3.8)

(on peut noter que les termes diagonaux de G sont tous égaux). La sortie du traitement du

précodage linéaire s’écrit alors

x̃l =

L−1∑

k=0

d∗k,lpkwk +

L−1∑

m=0

gl,m (xm − x̂m) + g0x̂l. (3.9)

En fixant g0 tel que

g0 =
1

L

L−1∑

k=0

pkhk = gl,l l = 0 . . . L− 1. (3.10)

la contribution de x̂l est ainsi éliminée lors de l’estimation du symbole x̃l. La sortie x̃l est

alors indépendante de l’information apporté par x̂l. On peut alors réécrire (3.9) comme une

somme de trois termes

x̃l = g0xl
︸︷︷︸

symbole désiré

+

L−1∑

k=0

d∗k,lpkwk

︸ ︷︷ ︸

bruit

+

L−1∑

m=0
m6=l

gl,m (xm − x̂m)

︸ ︷︷ ︸

interférence résiduelle

(3.11)

Les coefficients de la matrice P sont mis à jour à chaque itération de décodage. Ils sont

déterminés en utilisant le critère du maximum du rapport signal à bruit en sortie du détecteur.

D’après les résultats donnés dans l’annexe A, ce maximum est atteint pour les coefficients
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(pk) suivants

pk = λ
h∗

k
(
σ2

x − σ2
x̂

)
|hk|2 + σ2

w

(3.12)

où λ est un réel positif indépendant de k. La valeur optimale de λ est déterminée dans l’annexe

A en utilisant le critère du minimum d’erreur quadratique moyenne.

L’équation (3.12) donne une manière simple de calculer les coefficients d’égalisation,

mais nécessite la connaissance de σ2
x̂. Cette quantité est estimée en sortie de la conversion

LRV/symboles à chaque itération après le décodage de canal par

σ2
x̂ = E

{

|x̂l|2
}

≈ 1

Nb

Nb−1
∑

l=0

|x̂l|2 (3.13)

Nb étant la taille des blocs codés.

Des méthodes de traitement MMSE itératif proches de celle-ci ont été proposées par Bury

et Lindner dans [12] ainsi que dans la thèse de Debbah [15]. La différence avec ces solutions

est que le calcul des coefficients d’égalisation prend ici explicitement en compte la fiabilité

de l’information a priori. Dans [12], ce facteur est déterminé empiriquement, tandis que dans

[15] il est calculé par récurrence en l’absence de codage de canal.

3.3.2 Cas particuliers

Lors de la première itération, le détecteur ne dispose pas d’information a priori. On a

alors σ2
x̂ = 0 et λ = σ2

x et les coefficients d’égalisation valent alors

pk = σ2
x

h∗
k

σ2
x |hk|2 + σ2

w

(3.14)

Ce qui correspond à un traitement linéaire simple basé sur le critère MMSE d’écrit en 3.2.2.

Dans le cas où l’information a priori en provenance du décodeur de canal est parfaite, on

a x̂l = xl et σ2
x̂ = σ2

x. Les coefficients d’égalisation pk sont alors proportionnels aux h∗
k, ce qui

donne

x̃l ∝ xl
1

L

L−1∑

k=0

|hk|2

︸ ︷︷ ︸

symbole désiré

+

L−1∑

k=0

d∗k,lh
∗
kwk

︸ ︷︷ ︸

bruit

(3.15)

Cette expression est identique à la sortie du récepteur MRC pour L branches de diversité

tel que décrit dans la section 2.2.2. Cette expression est indépendante du type de matrice

choisie. Il suffit juste que la matrice soit unitaire et que tous ses coefficients aient un module

égal à 1/
√

L (voir début de la partie 3.3). Dans ce cas, le gain en diversité obtenu est donc

égal à L. Les résultats présentés dans la partie 3.4 viennent confirmer ce résultat.
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3.3.3 Résultats de simulation

Deux exemples sont présentés pour différentes modulations et rendements de code. Le

modèle de canal utilisé est un canal de Rayleigh. La modulation codée BICM utilise le code

convolutif systématique récursif circulaire de longueur de contrainte K=7 et la taille des blocs

est de 512 octets. Le précodage linéaire utilise une matrice de Hadamard de taille L=8.
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Fig. 3.9 — Système précodé avec une MDP-4 sur canal de Rayleigh, un code CRSC de

longueur de contrainte K=7 et de rendement R=2/3.

Les figures 3.9 et 3.10 présentent les résultats de simulation dans deux cas ; tout d’abord

une MDP-4 et un rendement de R=2/3, puis une MAQ-16 pour un rendement de R=1/2. Les

efficacités spectrales sont respectivement de 1.33bit/s/Hz et 2bit/s/Hz. Comme référence, les

résultats de la BICM sans précodage linéaire sont présentés pour le canal de Rayleigh et le

canal BABG. Les résultats de simulation du système itératif pour une à cinq itérations de

décodage sont présentés. De plus, la courbe des performances du système en considérant une

information a priori parfaite est aussi représentée.

On observe pour les deux modulations une convergence vers les courbes avec information

a priori parfaite après cinq itérations de décodage. Ces performances sont proches de la

référence du canal BABG, indiquant ainsi une bonne exploitation de la diversité présente sur

le canal de Rayleigh.

La première itération correspond à un simple traitement MMSE. Pour la modulation

MAQ-16, cette première itération offre des performances bien moins bonnes que la courbe de

référence sans précodage sur canal de Rayleigh. Les interférences provoquées par le précodage
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Fig. 3.10 — Système précodé avec une MAQ-16 sur canal de Rayleigh, un code CRSC de

longueur de contrainte K=7 et de rendement R=1/2.

linéaire dégradent davantage les performances de la première itération lorsque la modulation

utilisée est d’ordre élevé. Néanmoins, les itérations suivantes permettent de supprimer ces in-

terférences et de profiter du gain en diversité dès que le rapport signal à bruit est suffisamment

élevé.

3.4 Étude des performances du système

Les performances du précodage linéaire associé à un code correcteur d’erreurs dépendent

de nombreux paramètres. Il peut s’agir de la méthode de traitement itératif, du choix de

la matrice de précodage, ou encore des caractéristiques du codage de canal. Ces paramètres

jouent un rôle dans la limite des performances atteignables à haut rapport signal à bruit. De

plus, ils ont une influence sur la convergence vers cette limite.

3.4.1 Performances théoriques et convergence

Les résultat concernant les systèmes à diversité présentés dans la partie 2.2 permettent

tout d’abord d’établir la limite théorique des performances du système sur un canal de Ray-

leigh. Ensuite, grâce aux diagramme EXIT présentés en 2.3, la convergence du traitement

itératif du système précodé est étudiée.



3.4. ÉTUDE DES PERFORMANCES DU SYSTÈME 65

Performances théoriques

Lorsque le détecteur dispose d’une information a priori parfaite, les interférences sont

complètement éliminées et le récepteur se comporte comme un récepteur MRC pour L

branches de diversité concaténé avec un codage de canal (voir équation (3.15)). Dans la partie

2.2.3, la probabilité d’erreur théorique sur canal de Rayleigh d’un tel système est donnée par

l’équation (2.41). La figure 3.11 représente les résultats de simulation du traitement itératif

d’un système précodé et les courbes théoriques correspondantes.

Le codage de canal est de rendement R=1/2 pour une longueur de contrainte K=4 et la

modulation est une MDP-2. Les courbes théoriques sont données pour une à quatre branches

de diversité et cela correspond aux tailles de précodage linéaire utilisées. Les courbes de

simulation sont données pour cinq itérations du traitement itératif décrit en 3.3.1.
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Fig. 3.11 — Système précodé avec une MDP-2 sur canal de Rayleigh, un code CRSC de

longueur de contrainte K=4 de rendement R=1/2, comparaison des résultats théoriques et

simulés.

On remarque une convergence rapide des courbes simulées vers les courbes théoriques.

Les paramètres utilisés favorisent en effet la convergence du système itératif : code de faible

rendement et longueur de contrainte peu élevée, petites matrices de précodage, modulation

à seulement deux états. Cela confirme néanmoins l’effet multiplicatif de la diversité de code

et de la diversité temporelle. La première est apportée par le code convolutif et la seconde

par le précodage linéaire. La distance minimale du code choisi étant égale à 6, on a donc une

diversité totale d’ordre 6 sans précodage linéaire, d’ordre 12 avec un précodage de taille L=2
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et 24 pour un précodage de taille L=4. Cet effet multiplicatif de la diversité du précodage

linéaire et du codage de canal a été montré par Z. Wang et al. [99] ainsi que N. Gresset [30]

pour un récepteur MAP itératif.

Convergence du système

Comme cela peut être observé sur les figures 3.9 et 3.10, la convergence vers les courbes

asymptotiques ne se produit que pour un rapport signal à bruit suffisamment élevé. Cette

convergence peut être étudiée au moyen des diagrammes EXIT décrits dans la partie 2.3.
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Fig. 3.12 — Diagramme EXIT d’un système précodé avec une MAQ-16 sur canal de Ray-

leigh, un code CRSC de longueur de contrainte K=7 de rendement R=1/2, et représentation

de trajectoires issues de simulations.

Ainsi, la figure 3.12 montre un digramme EXIT pour la méthode itérative décrite en

3.3.1, une modulation MAQ-16 et une codage de canal de longueur de contrainte K=7 et de

rendement R=1/2. La fonction de transfert du décodeur de canal est représentée, ainsi que

celle du traitement itératif pour différents RSB. Des trajectoires sont aussi affichées. Il s’agit

de résultats provenant de simulations qui permettent de visualiser l’évolution de l’information

mutuelle durant le traitement itératif. Ces mesures, représentées lorsque le système itératif

converge, sont dans ce cas assez proches des trajectoires prévisibles.



3.4. ÉTUDE DES PERFORMANCES DU SYSTÈME 67

3.4.2 Paramètres du précodage linéaire

La matrice de précodage peut être caractérisée par son type et par sa taille. Les deux

types de précodage comparés dans cette partie sont constitués des matrices des Hadamard

(3.4) et des matrices définies par (3.3). Ensuite, l’influence de la taille du précodage sur la

convergence du système itératif est étudiée.

Choix de la matrice de précodage

Les matrices complexes définies par (3.3) sont déterminées de manière à maximiser le gain

en diversité pour un détecteur basé sur le critère du maximum de vraisemblance ML. Elles

sont donc particulièrement adaptées aux systèmes utilisant le traitement MAP itératif décrit

en 1.6. Les matrices de Hadamard sont intéressantes pour la faible complexité de leur mise

en œuvre.
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Fig. 3.13 — Précodage linéaire de taille 4 pour une matrice de Hadamard et une matrice

complexe définie en (3.3) dans le cas d’une modulation MDP-2 et d’un rendement R=2/3

sur un canal de Rayleigh pour un traitement MAP itératif.

La figure 3.13 compare les performances du traitement MAP itératif pour les deux types

de matrice. Le précodage linéaire est de taille 4 et la modulation est une MDP-2 de manière à

conserver une complexité de traitement raisonnable. Le codage de canal choisi est un CRSC

de longueur K=7 poinçonné pour un rendement R=2/3. Les performance sont données pour

1 à 3 itérations de décodage et on affiche aussi la courbe de taux d’erreurs lorsque le détecteur

reçoit une information a priori parfaite. Les performances du système utilisant une matrice
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complexe sont bien meilleures dès la première itération. Après 3 itérations de décodage, les

deux systèmes convergent vers les performances asymptotiques, mais cela se produit plus tard

lorsque le précodage linéaire utilise une matrice de Hadamard.
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Fig. 3.14 — Précodage linéaire de taille 4 pour une matrice de Hadamard et une matrice

complexe définie en (3.3) dans le cas d’une modulation MAQ-16 et d’un rendement R=1/2

sur un canal de Rayleigh pour un traitement MMSE itératif.

Le même type de comparaison est établi avec un traitement MMSE et les résultats sont

donnés par la figure 3.14 pour une MAQ-16 et un rendement R=1/2. Les résultats sont

affichés pour 1, 3 et 5 itérations de décodage. Dans ce cas, les deux types de précodage offrent

des performances identiques, et notamment une bonne convergence vers la courbe avec une

information a priori parfaite. Cependant, lorsque l’ordre de la modulation est élevé et que

le rendement augmente, on observe que les performances du système itératif sont dégradées

(voir section 3.4.3). Il faut noter que dans ce cas, les matrices définies par (3.3) donnent de

meilleurs résultats que les matrices de Hadamard (non représentés). Un travail d’optimisation,

basé par exemple sur la fonction de transfert de l’information mutuelle, pourrait être mené

afin de déterminer les matrices de précodage offrant de bonnes performances pour ce type de

traitement. Dans la suite, nous continuons à utiliser des matrice de Hadamard pour conserver

un traitement de faible complexité.
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Fig. 3.15 — Système précodé avec une MAQ-16 sur canal de Rayleigh, un code CRSC de

longueur de contrainte K=5 et différentes tailles de précodage linéaire.

Taille du précodage linéaire

La figure 3.15 donne les performances du système pour différentes tailles de précodage

linéaire. La modulation choisie est une MAQ-16 et le codage de canal un CRSC de longueur de

contrainte K=5 et de rendement R=1/2. Le système est simulé pour 5 itérations de décodage

et les tailles du précodage linéaire sont L=2, L=4 et L=16. Les courbes pour une information

a priori parfaite sont aussi représentées.

Quelle que soit la taille du précodage linéaire, il y a convergence vers la courbe avec

information a priori parfaite. Lorsque la taille du précodage augmente, on observe

– une convergence plus tardive du système

– une amélioration des performances du système à haut rapport signal à bruit

La figure 3.16 illustre ces deux phénomènes pour les modulations MDP-4 et MAQ-16.

L’information mutuelle en sortie du traitement du précodage linéaire est représentée pour les

différentes tailles de précodage lorsqu’il n’y a pas d’information a priori, puis lorsque celle-ci

est parfaite. Il s’agit donc des deux extrémités de la fonction de transfert du traitement du

précodage linéaire.

Lorsqu’il n’y a pas d’information a priori, la mesure de l’information mutuelle correspond

à la première itération de décodage. Ces deux courbes sont décroissantes, indiquant une

convergence de plus en plus tardive avec l’augmentation de la taille du précodage. On peut

remarquer que cet effet est beaucoup plus prononcé pour la MAQ-16 que pour la MDP-4.
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Fig. 3.16 — Information mutuelle en sortie du détecteur sans information a priori et avec

information a priori parfaite pour différentes tailles de précodage linéaire.

Cela indique que le précodage linéaire dégrade fortement les performances pour la MAQ-16

par rapport à la BICM seule lors de la première itération du traitement basé sur le critère

MMSE. La figure 3.10 en donne une illustration.

Les mesures avec une information a priori parfaite correspondent à une borne inférieure

des performances lorsque le système converge. Ces courbes sont croissantes avec la taille du

précodage linéaire, illustrant ainsi l’amélioration des performances pour un rapport signal à

bruit suffisamment élevé. Lorsque la taille du précodage tend vers l’infini, la mesure tend vers

celle obtenue sur canal BABG. Cette mesure donne la limite des performances atteignables

grâce au principe du précodage linéaire.

3.4.3 Influence du codage de canal

Le choix des paramètres du codage de canal peut influencer le comportement du système.

Pour les codes convolutifs choisis, les paramètres du code sont sa longueur de contrainte et

son rendement.

Longueur de contrainte du code

Le choix de la longueur de contrainte du codage de canal résulte d’un compromis entre

performances et complexité. La distance minimale du code augmente avec sa longueur de
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contrainte, ce qui le rend plus robuste sur un canal à évanouissement. La complexité de

décodage est fonction du nombre d’états du code, c’est à dire 2K−1. D’autre part, la figure

2.10 concernant les diagramme EXIT montre que la convergence peut être retardée pour un

code ayant une grande longueur de contrainte.
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Fig. 3.17 — Système comportant un précodage linéaire de taille 8 avec MAQ-16 sur un

canal de Rayleigh et un code CRSC de rendement R=1/2.

Les simulations présentées en figure 3.17 permettent de comparer les performances du

système lorsque la longueur de contrainte du code varie. Le précodage linéaire utilise des

matrices de Hadamard de taille L=8 avec le traitement itératif présenté en 3.2.2. La modu-

lation est une MAQ-16 sur canal de Rayleigh. Les codes utilisés ont un rendement R=1/2

et les longueurs de contrainte K= 3, 4, 5 et 7. Il s’agit des codes récursifs systématiques

circulaires décrits en 1.2.2, les blocs étant de taille 128 octets. Les résultats sont présentés

pour 5 itérations de décodage et lorsque l’information a priori est parfaite. Pour les quatre

codes testés, les performances tendent vers la courbe avec information a priori parfaite, ce

qui montre que le système exploite toute la diversité offerte par le précodage linéaire avec ces

différents codes. Il n’y a pas de problèmes de convergence particuliers et cela s’explique par

le peu de différences observé entre les fonctions de transfert représentées en figure 2.10.

Rendement du code

Les codes convolutifs décrits dans le premier chapitre ont un rendement naturel de R=1/2.

Grâce au poinçonnage, le rendement peut être augmenté pour atteindre les rendement R=2/3
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et R=3/4. La quantité d’information transmise est alors augmentée, mais le pouvoir de cor-

rection du code en est diminué. De plus, les fonctions de transfert d’information mutuelle

en fonction du rendement de code de la figure 2.11 tendent à indiquer une moins bonne

convergence du système itératif avec le poinçonnage.
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Fig. 3.18 — Système comportant un précodage linéaire de taille 8 avec une MDP-4 sur

un canal de Rayleigh, un code CRSC de longueur de contrainte K=7 pour les rendements

R=2/3 et R=3/4.

Les courbes des figures 3.18 et 3.19 montrent les résultats de simulation d’un système

utilisant un précodage linéaire et un code convolutif poinçonné pour les rendements R=2/3

et R=3/4. La longueur de contrainte de code est fixée à K=7, le précodage linéaire utilise des

matrices de Hadamard de taille L=8 et les modulations utilisées sont la MDP-4 et la MAQ-16.

La taille des blocs est fixée à 192 octets. Les efficacités spectrales obtenues figurent dans le

tableau 1.1. Pour les deux modulations utilisées, la convergence vers la courbe avec annulation

d’interférence idéale se dégrade lorsque le rendement du code augmente. Le phénomène est

beaucoup moins marqué lorsque la modulation est une MDP-4 (figure 3.18) que pour la

modulation MAQ-16 (figure 3.19). Ainsi, avec la modulation MAQ-16 et le rendement R=3/4,

la convergence se produit très tardivement. Par exemple, pour un taux d’erreurs égal à 2.10−4,

la différence entre la courbe avec annulation d’interférences idéale et celle du traitement

itératif est d’environ 2dB pour la MAQ-16 avec un rendement R=3/4. Le précodage linéaire

apporte néanmoins un gain sur le système sans précodage même dans ce cas lorsque le taux

d’erreurs visé est inférieur à 7.10−2.

Si la longueur de contrainte du code ne joue que faiblement sur la convergence du système,
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Fig. 3.19 — Système comportant un précodage linéaire de taille 8 avec une MAQ-16 sur

un canal de Rayleigh, un code CRSC de longueur de contrainte K=7 pour les rendements

R=2/3 et R=3/4.

le rendement peut dégrader notablement les performances du système itératif, surtout lorsque

celui-ci est employé avec une modulation d’ordre élevé.

3.5 Comparaison des méthodes de traitement

La méthode de traitement itératif décrite dans 3.3 est identifiable au traitement itératif

MMSE-IC-LE présenté dans le premier chapitre. Il suffit pour cela de considérer que la matrice

de canal H utilisée est en réalité le produit de la matrice de canal diagonale H par la matrice

du précodage D. L’égalisation du traitement MMSE-IC-LE inclue dans ce cas l’égalisation P

et le précodage inverse DH effectué ici.

Cette méthode est donc une approximation du traitement MMSE avec information a

priori. Son avantage, pour le traitement du précodage linéaire est qu’elle ne requiert pas

d’inversion de matrice, donc que la complexité du traitement reste modérée.

Les autres méthodes décrites dans le premier chapitre sont aussi applicables dans ce

contexte.

Dans [99], Wang et al. proposent un système itératif basé sur un détecteur MAP avec

information a priori pour le traitement du précodage linéaire.

Qu et al. [71] utilisent la méthode IC-sous-optimale décrite dans la partie 1.7.4 pour le
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traitement du précodage linéaire basé sur des matrices de Hadamard.

En terme de complexité, la quantité de calculs de la détection MAP augmente expo-

nentiellement avec la taille du précodage linéaire et l’ordre de la modulation. L’algorithme

MMSE exact nécessite de nombreuses inversions de matrices dont la taille est égale à celle du

précodage. Le MMSE-IC-LE et l’IC-sous-optimal ne nécessitent qu’un nombre peu important

de calculs. Celui-ci est dominé par les opération de précodage et de précodage inverse. Si le

choix du précodage est celui des matrices de Hadamard, le calcul de celui-ci ne nécessite que

log2 (M) additions par symbole grâce à l’utilisation de la transformée de Hadamard rapide.

3.5.1 Comparaison des détecteurs MAP et MMSE

On compare par des simulations les systèmes utilisant un traitement de type MAP et

le traitement MMSE avec information a priori décrit en 3.3. Le code utilisé est le CRSC

de longueur de contrainte K=7 de rendement R=2/3. La complexité du détecteur MAP

augmentant exponentiellement avec la taille du précodage et l’ordre de la modulation, on

se limite à un précodage linéaire de taille L=4 utilisant une matrice de Hadamard et une

modulation MDP-2.

10−4

10−3

10−2

10−1

 0  1  2  3  4  5

T
au

x 
d’

er
re

ur
s 

bi
na

ir
e

Eb/N0 [dB]

MMSE, itér. 1
MMSE, itér. 2
MMSE, itér. 3

MAP, itér. 1
MAP, itér. 2
MAP, itér. 3

idéal

Fig. 3.20 — Comparaison des détecteurs MAP et MMSE avec un précodage linéaire de

taille L=4 et une modulation MDP-2 sur un canal de Rayleigh.

Les résultats de simulation sont présentés sur la figure 3.20 pour 3 itérations de décodage.

Ces 3 itérations sont en effet suffisantes pour obtenir les meilleures performances du MAP dans

ce contexte de simulation. On représente aussi les performances en supposant une information
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a priori exacte pour le détecteur. Cette borne inférieure est identique pour les deux détecteurs

et correspond à un gain en diversité égal à 4. On remarque que, dans cette configuration, la

convergence est nettement plus rapide pour le détecteur MAP que pour le MMSE itératif.
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Fig. 3.21 — Diagramme EXIT du détecteur MAP avec un précodage linéaire de taille L=1

à 8 et une modulation MDP-2 sur un canal de Rayleigh.

La figure 3.21 représente un diagramme EXIT du traitement itératif utilisant une

détection MAP avec information a priori pour un précodage linéaire basé sur des matrices de

Hadamard de différentes tailles. Contrairement au récepteur MMSE (voir figure 3.16), la va-

leur de l’information mutuelle en sortie du décodeur sans information a priori augmente avec

la taille du précodage. Ainsi, plus la taille du précodage linéaire est importante, meilleures

seront les performances dès la première itération pour la détection MAP. C’est le phénomène

inverse de ce qui est constaté pour le traitement MMSE itératif dans la partie 3.4.2.

3.5.2 Comparaison des différentes approximations du détecteur MMSE

Les simulations effectuées pour comparer les différentes approximations du détecteur

MMSE sont représentées en figure 3.22. On utilise un code convolutif récursif de longueur de

contrainte K=5 de rendement R=1/2 et une modulation MAQ-16 sur un canal de Rayleigh.

Les courbes sont représentées pour 5 itérations de décodage.

La courbe notée MMSE-exacte correspond au premier détecteur MMSE présenté dans 1.7.

Le MMSE-IC-LE correspond à la première approximation du détecteur précédent, identique

à la méthode décrite en 3.3. La méthode notée IC-sous-optimale est la dernière décrite en
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Fig. 3.22 — Différentes approximations du détecteur MMSE avec un précodage linéaire de

taille L=8 et une modulation MAQ-16 sur un canal de Rayleigh.

1.7.4. Elle consiste à appliquer le filtre MMSE en première itération puis le filtre adapté pour

les itérations suivantes On remarque tout d’abord que les trois méthodes offrent les mêmes

performance pour un rapport signal à bruit élevé. La convergence pour les deux premiers

récepteurs testés est presque identique, et la troisième est un peu dégradée

On peut aussi utiliser la méthode des diagrammes EXIT pour comparer les différents

traitements possibles. La figure 3.23 montre les fonctions de transfert de l’information mu-

tuelle des différentes méthodes basées sur le détecteur MMSE. Les courbes MMSE-exact et

MMSE-IC-LE ont les mêmes points de départ et d’arrivée, mais la première est supérieure à

la seconde pour toutes les valeurs d’information mutuelle entrante. Cela correspond bien aux

meilleures performances observées pour la première méthode. La courbe IC-sous-optimale est

largement en dessous des deux premières pour les faibles valeurs de l’information mutuelle

entrante. Néanmoins, elle converge vers le même point lorsque l’information mutuelle en-

trante tend vers 1. Cela indique les mêmes performances asymptotiques que les deux autres

détecteurs, mais une convergence plus tardive.

La comparaison de ces méthodes conduit à choisir le récepteur MMSE-IC-LE dans le

contexte de simulation utilisé ici. En effet, les performances sont peu différentes de celles du

récepteur MMSE exact et du MAP. Quand à la complexité, elle est bien inférieure, étant

donné qu’elle ne nécessite pas d’inversions de matrice grâce à la structure du précodage

linéaire.



3.5. COMPARAISON DES MÉTHODES DE TRAITEMENT 77
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Fig. 3.23 — Fonctions de transfert de l’information mutuelle des différentes approximations

du détecteur MMSE pour un précodage linéaire de taille L=8 et une modulation MAQ-16.

Conclusion

Dans ce chapitre, le précodage linéaire basé sur des matrices unitaires a été présenté. Nous

proposons une méthode de traitement itératif dérivée d’une technique de turbo-égalisation

dans le domaine fréquentiel. Les algorithmes décrits dans les parties 1.6 et 1.7 ont été

également utilisés pour le traitement itératif du précodage linéaire. Le détecteur MAP offre

une convergence plus rapide, mais au prix d’une complexité élevée. La méthode MMSE-IC-LE

est un compromis intéressant entre performance et complexité dans les différentes configura-

tions testées. Lorsqu’une information a priori parfaite est utilisée en entrée du détecteur, le

précodage linéaire apporte un gain en diversité égal à la taille de la matrice utilisée. Ainsi, les

courbes théoriques calculées en 2.2 peuvent être utilisées pour prédire la probabilité d’erreur

lorsque le système converge. La convergence est étudiée grâce aux diagrammes EXIT. Cela

permet par exemple d’observer que l’augmentation de la taille du précodage linéaire retarde

la convergence du système lorsque celui-ci est basé sur le critère MMSE. Au contraire, le

phénomène inverse se produit pour un détecteur MAP. Les chapitres quatre et cinq per-

mettent d’évaluer l’apport du précodage linéaire dans deux contextes différents : un système

OFDM réaliste d’une part et un système à antennes multiples d’autre part.





CHAPITRE

4 Application du

précodage linéaire à

l’OFDM

DANS CE CHAPITRE, la technique de multiplexage par division de fréquences ortho-

gonales (OFDM) permet, moyennant une transformée de Fourier du signal transmis,

de rendre non sélectif en fréquence un canal multi-trajets. Cependant, l’OFDM n’exploite pas

la diversité des trajets multiples. L’atténuation varie donc d’une sous-porteuse à l’autre et le

canal présente des évanouissements qui dégradent la qualité de la transmission. C’est pour-

quoi on lui adjoint en général un code correcteur d’erreurs. Par ailleurs, le précodage linéaire

associé à un codage de canal est conçu pour utiliser la diversité offerte par un tel canal. Nous

proposons donc d’évaluer cette association sur un canal OFDM en utilisant le traitement

itératif décrit dans le chapitre trois. Il est en effet nécessaire de vérifier que ce traitement

itératif fonctionne bien dans un contexte où la diversité reste limitée par rapport au canal de

Rayleigh utilisé précédemment. Pour cela, on se place dans le cadre d’un standard utilisant

l’OFDM pour les réseaux locaux sans fil. Les simulations du système avec et sans précodage

linéaire montrent le gain que l’on peut obtenir en exploitant la diversité fréquentielle. Nous

utilisons pour cela une représentation d’un canal éventuellement variant dans le temps. Dans

ce dernier cas, les variations temporelles ajoutent une dimension de diversité.
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4.1 Principe du multiplexage en fréquence

L’augmentation du débit d’une transmission hertzienne provoque des interférences entre

symboles liées aux trajets multiples du canal. Le multiplexage en fréquence consiste à répartir

les données à transmettre sur différentes porteuses, le débit restant limité sur chacune d’entre

elles.

Les premiers systèmes de multiplexage en fréquence utilisaient une combinaison modu-

lateur/démodulateur pour chaque porteuse. Cela conduit à une complexité matérielle très

importante et à une sous-utilisation de la bande passante disponible. En effet, dans ce cas,

les porteuses doivent être suffisamment espacées pour éviter les interférences entre porteuses.

L’introduction de l’OFDM Orthogonal Frequency Division Multiplex a permis de suppri-

mer ces deux problèmes. En 1971, Weinstein et Ebert [101] ont montré qu’un multiplexage par

division de fréquences orthogonales revenait à effectuer une Transformée de Fourier Discrète

(TFD) inverse de la séquence de symboles à émettre. Comme cela est montré en 4.1.3, cette

opération permet de “voir” le canal multi-trajets comme un canal non sélectif en fréquence.

Il a cependant fallu attendre les années 90 et les progrès récents en densité d’intégration de

circuits pour que cette technique soit appliquée [8]. Aujourd’hui, de nombreuses applications

utilisent l’OFDM, par exemple, la télévision numérique et les réseaux sans fil. Enfin, la mo-

dulation OFDM a été associée à d’autres technique permettant par exemple le partage du

canal entre plusieurs utilisateurs. Les techniques d’accès multiple du type MC-CDMA sont

par exemple développées dans [51].

4.1.1 Modulation et démodulation OFDM

Modulation OFDM

Si x = [x0, . . . , xP−1] sont les éléments d’information à transmettre sur P porteuses

adjacentes, alors la TFD inverse de cette séquence X = [X0, . . . , XP−1] = F−1 (x) s’écrit :

Xq =

P−1∑

p=0

xpe
2jπp q

P pour q ∈ [0..P − 1] (4.1)

Soit le signal X(t) défini sur [0, τ ] par

X(t) =

P−1∑

p=0

xke
2jπp t

τ =

P−1∑

p=0

xke
2jπfpt avec fp =

p

τ
(4.2)

Ce signal peut être vu comme le multiplexage en fréquence de la séquence x sur le jeu de

fréquences (f0, . . . , fP−1), pendant le temps τ . D’autre part, la séquence X correspond aux

échantillons du signal X(t) aux instants (qts)
P−1
q=0 , avec ts = τ/P le temps symbole. Ainsi, le

signal X(t) peut être construit simplement par X = F−1 (x). La séquence d’échantillons X est

appelée symbole OFDM et les fréquences utilisées sont régulièrement espacées de ∆f = 1/τ .
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Ce jeu de fréquences est dit orthogonal car il vérifie pour tout couple (p, q) ∈ [0..P − 1]2 la

relation

1

τ

∫ t+τ

t
e−2jπfkte−2jπfltdu =

{

1 si k = l

0 sinon
(4.3)

Cette relation garantit l’absence d’interférences entre porteuses lors de la démodulation.
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Fig. 4.1 — Représentation des seize sous-porteuses d’un signal OFDM.

La figure 4.1 représente les 16 sous-porteuses d’un signal OFDM. Sur la figure 4.2, on

observe le spectre complet de ce signal. On peut remarquer que l’occupation de la bande de

fréquence est presque optimale (spectre quasi rectangulaire).

Démodulation OFDM

Grâce à la relation d’orthogonalité donnée par l’équation (4.3), on a :

1

τ

∫ t+τ

t
X(u)e−2jπfpudu =

1

τ

P−1∑

q=0

(

xq

∫ t+τ

t
e2jπfque−2jπfpudu

)

= xp pour p ∈ [0..P − 1] (4.4)

Ainsi, on dispose d’un moyen pour démoduler séparément la porteuse d’indice p ∈ [0 . . . P−1].

Comme dans le cas de l’émission, il n’est pas nécessaire de démoduler une à une chacune des

porteuses (ce qui nécessiterait de nombreux démodulateurs et intégrateurs). Une transformée

de Fourier discrète inverse ayant été utilisée en émission, il suffit d’appliquer une transformée
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Fig. 4.2 — Spectre d’un signal OFDM composé de seize sous-porteuses.

de Fourier discrète sur le signal reçu et échantillonné pour récupérer simultanément l’ensemble

des données émises.

En réalité, le canal considéré est multi-trajets, c’est à dire que le récepteur reçoit le

signal émis ainsi que des copies retardées et atténuées de ce même signal. Les symboles

OFDM émis les uns après les autres sans précaution risquent alors d’interférer entre eux. De

plus, cette perturbation du signal sur une période d’intégration τ vient “casser” la relation

d’orthogonalité entre les sous-porteuses, ce qui ajoute des interférences entre porteuses.

4.1.2 Insertion du préfixe cyclique

Pour éviter cela, il est possible d’insérer un intervalle de garde d’une durée supérieure à

la mémoire du canal. L’insertion d’un Préfixe Cyclique (PC) consiste à remplir l’intervalle

de garde par une recopie d’échantillons du symbole OFDM, de façon à conserver la propriété

d’orthogonalité entre les sous-porteuses. La figure 4.3 représente l’insertion du préfixe cyclique

qui compose l’intervalle de garde. Dans cette figure, Ng est le nombre d’échantillons qui

constituent le préfixe cyclique. Il doit être choisi suffisamment élevé pour que l’intervalle

de garde soit d’une durée supérieure à la mémoire du canal. Cependant, l’augmentation de

Ng entrâıne une diminution du débit utile de la transmission. Le symbole OFDM est alors

finalement constitué des P échantillons de la TFD inverse du vecteur de symboles plus la

recopie des Ng premiers échantillons.
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Dans [67], les auteurs proposent de remplacer le préfixe cyclique par une suite de zéros.

Cette technique nommée ZP-OFDM Zero Padding - Orthogonal Frequency Division Multiplex

[66] permet en plus de combattre les évanouissements du canal mais introduit des interférences

qui augmentent la complexité du traitement en réception.

x 0 x 11 x
symbole OFDM préfixe cyclique

x 0 x 1 x Ng−1P−1

Fig. 4.3 — Insertion du préfixe cyclique composant l’intervalle de garde.

4.1.3 Réponse du canal

Supposons un canal à L trajets comme celui décrit dans la partie 1.1.2. Ces trajet sont

espacés chacun d’un temps symbole ts. De plus, la mémoire du canal est considérée comme

inférieur à la durée de l’intervalle de garde, donc L ≤ Ng. Soit α = [α0, . . . , αP−1] la suite des

coefficients d’atténuation complexes du canal. La taille de α est fixée à P en supposant que

αk = 0 si L ≤ k < P . Chaque échantillon du symbole OFDM subit de plus un BABG noté

Wp. Grâce à l’insertion du préfixe cyclique, la sortie du canal s’écrit pour p ∈ [0, . . . , P − 1]

Yp =

P−1∑

l=0

αlX(p−l) mod P + Wp (4.5)

Donc, après la transformée de Fourier correspondant à la démodulation OFDM, on obtient

yq =

P−1∑

p=0

(
P−1∑

l=0

αlX(p−l) mod P

)

e−2jπq p
P + wq (4.6)

en appelant [wq] les coefficients de la transformée de Fourier discrète du vecteur de bruit

W = [W0, . . . ,WP−1]. Sachant que la fonction p→ e−2jπq p
P est périodique de période P , les

termes de l’équation (4.6) peuvent être réordonnés pour obtenir

yq =

P−1∑

p=0

Xp

P−1∑

l=0

αle
−2jπq p+l

P + wq (4.7)

(4.8)

Si les [hk] sont les coefficients de la transformée de Fourier des atténuations [αl], on obtient

finalement

yq = hqxq + wq (4.9)

Ainsi, le canal sélectif en fréquence est transformé en canal non sélectif en fréquence dont

les atténuations correspondent à la transformée de Fourier des trajets du canal.
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4.1.4 Estimation du canal

L’estimation de canal est effectuée à l’aide de l’insertion de symboles pilotes. Ces symboles

qui sont connus du récepteur permettent d’évaluer la réponse du canal. En contrepartie, ils

diminuent le débit utile du système. La place et le nombre de symboles pilotes doivent prendre

en compte ce facteur ainsi que les caractéristiques du canal. Diverses méthodes d’estimation

du canal ont été proposées. Elles peuvent être basées sur des critères de type MMSE [61],

MAP [85] ou EM (Expectation Maximization) [74], [59] dans un système itératif. Pour les

simulations effectuées dans les partie 4.2.3 et 4.3, le récepteur a une connaissance parfaite de

l’état du canal.

4.1.5 Codage de canal pour l’OFDM

La technique OFDM permet de s’affranchir des problèmes d’interférence entre symboles

ou entre porteuses. Cela permet d’éviter d’avoir recours à des techniques d’égalisation ou

de turbo-égalisation qui peuvent être complexes à mettre en œuvre. Cependant, un canal

sélectif en fréquence provoque des atténuations qui varient suivant les sous-porteuses. Il peut

se produire sur certaines sous-porteuses des évanouissements qui empêchent la récupération

des symboles transmis. Cela se traduit ainsi par des performances assez mauvaises lorsque

l’OFDM est employé sans code correcteur d’erreurs.

Une première solution consiste donc à utiliser un codage de canal pour l’OFDM. Ainsi,

les symboles fortement dégradés suite à un évanouissement de canal peuvent être récupérés

par le décodeur. La diversité de code introduite par le code correcteur d’erreurs permet donc

de combattre les évanouissements du canal.

Comme cela a été constaté dans la partie 2.2.3, le gain en diversité d’un code convolutif

est égal à sa distance minimale dmin. La distance minimale augmente avec la longueur de

contrainte K du code, mais la complexité du décodage augmente exponentiellement avec

celle-ci.

C’est pourquoi de nombreuses associations de l’OFDM à des codes correcteurs d’erreurs

puissants et utilisant des techniques itératives ont été proposées. Dans [62], [44], [88] et [50]

des schémas de transmission utilisant des turbocodes et une modulation OFDM sont proposés

et évalués. L’utilisation de codes LDPC (Low Density Parity Check) pour l’OFDM est par

exemple étudiée dans [27]. C. S. Lee et al. proposent une comparaison des performances de

plusieurs techniques de codage de canal pour l’OFDM [58].

Dans le chapitre trois, l’association d’un précodage linéaire et d’un code convolutif permet

d’exploiter efficacement un canal à évanouissements théorique. Le traitement itératif proposé

en 3.3 offre une solution à complexité réduite. Dans [55], nous étudions l’apport de cette

technique dans le cadre d’un standard pour les réseaux sans fil (voir partie 4.3).
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Enfin, lorsque l’émetteur possède une connaissance de l’état du canal, une transmission

adaptative peut être effectuée. Par exemple, il est dans ce cas possible d’adapter l’ordre de

la modulation et le rendement pour chaque sous-porteuse en fonction de son atténuation[43],

[45]. Une autre possibilité est de recourir à une pré-égalisation pour que le rapport signal

à bruit reste identique sur chacune des sous-porteuses [42]. Ces techniques sont étudiées en

détail dans [34].

4.2 Un standard utilisant l’OFDM

L’OFDM est aujourd’hui largement utilisé dans des applications de la vie quotidienne.

Ainsi, la diffusion de la Télévision Numérique Terrestre (TNT) est permise grâce à la norme

DVB-T (Digital Video Broadcasting - Terrestrial) [21] qui utilise l’OFDM. Un autre exemple

est le domaine des réseaux locaux sans fil WLAN (Wireless Local Area Network). Le système

WiFi (Wireless Fidelity) est basé sur le standard IEEE 802.11a[39]. Les applications de

télévision numérique et de réseaux sans fil ont cependant des exigences bien différentes.

Dans le cas de la télévision numérique, il s’agit d’une diffusion à un large groupe d’uti-

lisateurs. Il n’y a donc pas de possibilité d’adaptation du lien en fonction de la qualité de

réception chez l’utilisateur, ni de possibilité de réémettre les données erronées. Ainsi, le taux

d’erreurs requis est très faible (TEB autour de 10−10). Il est obtenu par la concaténation

de deux codes correcteurs d’erreurs. Le code interne est un code convolutif de longueur de

contrainte K=7 et le code externe est un code de Reed-Solomon.

Pour les réseaux locaux sans fil, il s’agit d’une liaison point-à-point bidirectionnelle. Le

lien peut donc être adapté en fonction des conditions de transmission. De plus, si un paquet

de données est erroné, il peut être retransmis. Dans ce dernier cas, le taux d’erreurs paquet

visé est de 10−2. Le code de canal utilisé dans ce cas est simplement un code convolutif de

longueur de contrainte K=7.

La figure 4.4 est la représentation d’un châıne de transmission classique comprenant un

codage de canal et une modulation OFDM.

4.2.1 Réseaux locaux sans fil : la norme WLAN 802.11a

Les réseaux locaux sans fils dits WLAN ont connu ces dernières années un développement

extraordinaire. Cette technologie a été popularisée en Europe sous l’appellation WiFi (Wi-

reless Fidelity) et son premier usage est de permettre un accès sans fil à internet. Utilisée

d’abord dans les entreprises et chez les particuliers, elle permet maintenant d’offrir un accès

à internet dans les lieux publics tels les gares et les aéroports.

Deux normes ont permis les premières implantations des réseaux sans fil : la norme 802.11a

définie par l’IEEE et HIPERLAN/2 [22] par l’organisme ETSI BRAN. La couche physique
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Fig. 4.4 — Châıne de transmission OFDM avec codage de canal.

des deux normes est similaire et leurs performances respectives sont évaluées dans [18].

En Europe, les réseaux sans fil émettent principalement dans la bande autour de 5.2 GHz.

Les deux normes autorisent de nombreux modes de transmission et permettent des débits

allant jusqu’à 54 Mb/s. Une description détaillée des deux normes est donnée dans [18].

Cette partie s’intéresse ici uniquement à l’aspect couche physique de la norme 802.11a.

Le codage de canal est constitué par le code convolutif non systématique de rendement

1/2, de longueur de contrainte K=7 et représenté par le polynôme (171, 133)0 . Le code

peut être poinçonné de façon à obtenir les rendements 2/3 et 3/4 comme cela est décrit

en 1.2.2. Les modulations utilisées sont les modulations par déplacement de phase à 2 ou

4 états, ainsi que les modulations d’amplitude en quadrature à 16 ou 64 états. Les couples

poinçonnage/modulation autorisés par la norme permettent d’obtenir les différent débits

indiqués dans le tableau 4.1.

Le système OFDM a été choisi pour se prémunir des interférences dues aux trajets mul-

tiples. La taille de la transformée de Fourier a été choisie égale à 64. Le nombre de porteuses

est fixé à 52, dont 4 sont utilisées comme pilotes continus. Ces pilotes servent à corriger

la dérive de phase durant la réception d’un paquet. Les deux premiers symboles OFDM de

chaque paquet sont entièrement constitués de pilotes qui servent à l’estimation de canal.

Le préfixe cyclique est constitué de la recopie des 16 premiers échantillons du symbole

OFDM. La fréquence d’échantillonnage est fixée à 20 MHz, ce qui correspond à un temps
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Modulation Rendement Débit (Mb/s)

MDP-2 1/2 6

MDP-2 3/4 9

MDP-4 1/2 12

MDP-4 3/4 18

MAQ-16 1/2 24

MAQ-16 3/4 36

MAQ-64 2/3 48

MAQ-64 3/4 54

Tab. 4.1 — Les huit modes de transmission possible de la norme 802.11a.

ts=50 ns pour chaque symbole d’information cela donne un temps symbole OFDM de 3.2µs

sans le préfixe cyclique et 4µs avec.

4.2.2 Modèle de canal utilisé

De nombreux modèle de canaux ont été proposés pour évaluer par simulation les per-

formances des systèmes de transmission. Ces modèles sont toujours des compromis entre

réalisme et complexité en terme de calcul.

Nous utilisons un canal à trajets multiples basé un sur profil exponentiel décroissant de

la puissance des trajets. Le paramètre τrms permet de définir la vitesse de décroissance de

cette puissance. Le retard entre deux trajets consécutifs est égale à ts=50 ns, la durée de

transmission d’un échantillon. Ainsi la puissance moyenne du trajet ayant un retard kts par

rapport au trajet principal est donnée par

|hk|2 = Kexp

(−kts
τrms

)

avec K = 1− exp

( −ts
τrms

)

(4.10)

Le coefficient K ainsi choisi permet de normaliser la somme des puissances des trajets à 1. Le

choix de τrms dépend de l’environnement et sera fixé à 100 ns dans les simulations. Dans cette

situation, l’atténuation est suffisante pour que l’on ne prenne en compte que les 16 premiers

trajets. Ainsi, la mémoire du canal ne dépasse pas l’intervalle de garde et il n’y a donc pas

d’interférence entre symboles OFDM. La figure 4.5 montre l’amplitude moyenne des trajets

de la réponse temporelle du canal.

Le canal est supposé constant durant la durée de transmission d’un symbole OFDM.

D’autre part, on envisage deux cas de figure :

– le canal ne varie pas pendant la transmission d’un bloc de données. Une nouvelle

réalisation du canal est calculée pour chaque bloc et chaque trajet suit un distribu-

tion de Rayleigh. Nous le nommons canal invariant par blocs.
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Fig. 4.5 — Amplitude moyenne des 16 trajets de la réponse temporelle du canal.

– le canal varie dans le temps. Dans ce cas, chaque trajet subit une atténuation suivant le

modèle de Jakes qui est basé sur l’effet Doppler. Cette atténuation varie lentement dans

le temps en fonction de la vitesse de déplacement du récepteur. Pour les simulations,

une vitesse de déplacement de 30 m/s (108 km/h) est considérée.

Avec l’OFDM, le canal multi-trajets ainsi défini ne pose pas de problèmes d’interférences.

Si on se place à la sortie du système OFDM, l’atténuation vue par les données transmises

est alors la réponse fréquentielle du canal comme cela est montré dans 4.1.3. Pour le canal

invariant, cette atténuation dépend donc uniquement de l’index de la sous-porteuse. Si le

canal varie dans le temps, l’atténuation est aussi fonction de l’instant de transmission.

La figure 4.6 montre les atténuations obtenues pour une réalisation particulière du canal

invariant. Sur la figure 4.7, ces mêmes atténuations sont représentées dans le cas du canal

variant dans le temps. Le canal invariant par blocs n’offre de la diversité que dans le do-

maine fréquentiel, tandis que le canal variant dans le temps offre une diversité dans deux

domaines : temporel et fréquentiel. Cependant, comme cela peut être remarqué sur la figure

4.7, l’atténuation varie peu entre des symboles voisins. Pour briser cette corrélation dans le

domaine temporel et fréquentiel, un entrelacement est nécessaire. Cet entrelacement permet

ainsi d’éviter de former des paquets d’erreurs en entrée du décodeur de canal. De plus, la

diversité du canal peut alors être exploitée, car on se ramène à des conditions proches du

canal de Rayleigh utilisé dans le chapitre trois.
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Fig. 4.7 — Atténuations des sous-porteuses pour un canal variant dans le temps.
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4.2.3 Performances simulées du système WLAN

Comme dans le standard décrit en 4.2.1, une transformée de Fourier de taille 64 est utilisée

et 48 sous-porteuses sont utilisées pour les données utiles. Les atténuations du canal sont

supposées parfaitement connues du récepteur. Le codage de canal utilise le code convolutif

circulaire de longueur K=7 décrit dans la partie 1.2.2 et qui est proche de celui de la norme

par sa structure et ses performances. Les modes simulés sont une MDP-4 et une MAQ-16 pour

le rendement 1/2 ou 3/4. Étant donné les caractéristiques de l’application, il est intéressant

de faire figurer les résultats de simulation en termes de taux d’erreurs paquet (TEP) en plus

du taux d’erreurs binaire (TEB).
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Fig. 4.8 — Système OFDM pour une MDP-4 et un code CRSC de rendement 1/2.

La figure 4.8 montre les courbes de simulation de système pour une MDP-4, un rendement

1/2 sur le canal invariant par blocs et le canal variant dans le temps. La taille des paquets est

de 768 octets de données utiles. Les paramètres choisis correspondend à un débit de 12Mb/s

ainsi qu’indiqué dans le tableau 4.1. Les performances observées sont meilleures pour le canal

variant dans le temps. Le décodeur de canal dispose en effet de plus de diversité à exploiter

dans ce cas. Il faut cependant relativiser ce résultat à cause du problème de l’estimation de

canal. En effet, cette estimation était supposée parfaite, or en réalité, elle est effectuée grâce

aux symboles pilotes positionnés en début de paquets. Cette estimation risque d’être peu fiable

en dehors des premiers symboles OFDM du paquet si le canal varie dans le temps. Ainsi il

est probable que les variations temporelles du canal dégradent finalement les performances

au lieu de les améliorer.
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La figure 4.9 présente des courbes de simulation pour des débits plus élevés. La modulation

est alors une MAQ-16 et les rendements utilisées sont 1/2 et 3/4. La taille des paquets est de

768 octets pour le rendement 1/2 et 792 octets pour le rendement 3/4. Il s’agit de transmettre

ainsi un nombre entier de symboles OFDM. Les efficacités spectrales sont alors de 2bit/s/Hz

et 3bit/s/Hz et les débits correspondants sont de 24Mb/s et 36Mb/s. Cette augmentation du

débit a pour conséquence une dégradation des performances en terme de taux d’erreurs. Le

mécanisme d’adaptation du lien permet d’optimiser le débit utile en choisissant le mode de

transmission le mieux adapté à l’état du canal.

Les résultats présentés dans cette partie donnent donc les performances d’une BICM

pour une modulation OFDM avec des paramètres proches de la norme 802.11a. Dans la

suite, un précodage linéaire avec un traitement itératif en réception est inséré dans la châıne

de transmission. Les courbes des figures 4.8 et 4.9 servent dans la suite de référence pour

estimer le gain apporté par le précodage linéaire.

4.3 Précodage linéaire pour l’OFDM

Le précodage linéaire décrit dans le chapitre précédent permet d’exploiter la diversité sur

un canal à évanouissements. Dans la partie 4.2.2, le système OFDM décrit permet d’éviter les

interférences entre symbole, mais ne profite pas de la diversité du canal. Lorsque le précodage
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linéaire est utilisé afin d’exploiter la diversité dans le contexte de l’OFDM, le système est

généralement appelé LP-OFDM (Linearly Precoded - Orthogonal Frequency Division Multi-

plex )[15]. Dans [40], il est aussi décrit sous le nom OFDM-CDM (Orthogonal Frequency Divi-

sion Multiplex - Code Division Multiplexing). Plusieurs articles traitent des systèmes OFDM

utilisant un précodage linéaire et un traitement itératif en réception. Dans [99], le système

LP-OFDM est associé à un récepteur MAP itératif. Dans [40], [56] et [71] le LP-OFDM as-

socié à un codage de canal est traité par des récepteurs construits sur le critère MMSE avec

information a priori, tel que décrit en 1.7.4. Le traitement que nous évaluons dans cette partie

utilise le récepteur itératif présenté dans la partie 3.3 et une modulation d’ordre élevé. La

figure 4.10 présente le schéma de transmission mettant en œuvre un précodage linéaire avec

un système OFDM. Le précodage linéaire se trouve dans ce cas entre la BICM et le système

OFDM. Un second entrelacement Π2 sépare le précodage linéaire de l’OFDM. Cet entrelace-

ment agit de façon à ce que le précodage linéaire exploite à la fois la diversité fréquentielle et

temporelle. Pour cela, il doit être de la taille du paquet transmis.

Les résultats de simulation présentés dans les figures 4.11, 4.12 et 4.13 permettent

d’évaluer le gain apporté par le précodage linéaire pour les modes de transmission évalués

en 4.2.3. Le précodage linéaire utilise des matrices de Hadamard de taille 8 et le traitement

itératif comporte 5 itérations de décodage.

La figure 4.11 montre les résultats en taux d’erreurs paquet avec une MDP-4 et un rende-

ment R=1/2 pour le canal invariant par blocs et variant dans le temps. Comme l’entrelace-

ment Π2 est de la taille du bloc, le précodage linéaire profite ainsi de la diversité fréquentielle

et temporelle. Dans les deux cas, le précodage linéaire apporte un gain significatif, de l’ordre
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de 2.5 dB pour un taux d’erreur paquets égal à 10−2.

Les figures 4.12 et 4.13 donnent les résultats de simulation pour une modulation MAQ-

16 et les rendement 1/2 et 3/4 sur le canal invariant par blocs. Les courbes représentent les

résultats de simulation du système après 5 itérations du traitement proposé. Les performances

du système avec une information a priori parfaite sont représentées, ainsi que celles du

système sans précodage linéaire. Ces résultats sont représentés en termes de TEB et TEP.

Le précodage linéaire apporte une nette amélioration des performances en ce qui concerne

le TEP pour la modulation MAQ-16 avec les deux rendements testés : environ 1.5 dB pour

le rendement R=1/2 et 2.5 dB pour le rendement R=3/4 à un TEP de 10−2. Ainsi, le

précodage linéaire exploite la diversité dans le domaine fréquentiel. Cependant, il reste un

écart important entre les résultats du système itératif et les courbes avec information a priori

parfaite, comme cela avait été noté en 3.4.3 lorsqu’un rendement fort et une modulation

d’ordre élevé sont associés. Cet écart, faible pour la MDP-4 avec rendement 1/2, est assez

important dans le cas de la MAQ-16 avec rendement 3/4.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le principe de l’OFDM et la nécessité de l’utiliser

avec un système exploitant la diversité. La norme 802.11a utilise un système OFDM associé
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à un codage de canal. Nous avons donc ajouté un précodage linéaire à la châıne de trans-

mission puis testé le traitement itératif décrit dans le chapitre trois. Les performances ont

été évaluées pour un canal qui peut varier dans le temps avec des paramètres offrant une

efficacité spectrale élevée. Le système simulé apporte un gain significatif en utilisant la diver-

sité fréquentielle et éventuellement temporelle du canal. Cependant, il semble qu’il reste un

certain potentiel à exploiter lorsque le mode de transmission correspond à une rendement et

une modulation d’ordre élevé. En effet, dans ce cas, les courbes de performances du système

itératif ne rejoignent pas la limite données par le système avec information a priori parfaite.





CHAPITRE

5 Application du

précodage linéaire aux

systèmes multi-antennes

LES SYSTÈMES À antennes multiples ouvrent de nouveaux axes de recherche pour

améliorer les transmissions sans fil. Dans le chapitre deux, nous avons étudié

láccroissement de la capacité offert par la multiplication des antennes. Ces antennes mul-

tiples en émission ou en réception peuvent être utilisées de différentes manières afin d’aug-

menter le débit ou la qualité de la transmission. Le canal représentatif d’un système à an-

tennes multiples a été brièvement décrit dans la partie 1.1.2. Dans ce chapitre, nous décrivons

d’abord brièvement quelques systèmes permettant d’exploiter la diversité spatiale offerte par

les systèmes multi-antennes. Il s’agit pour l’essentiel de codes spatio-temporels en blocs ou

en treillis permettant d’exploiter la diversité offerte par les antennes d’émission. Ensuite, le

principe du multiplexage spatial est abordé ainsi que les techniques utilisées en réception.

Comme le multiplexage spatial est générateur d’interférence, les traitements itératifs décrits

dans le chapitre un peuvent être appliqués. D’autre part, le précodage linéaire développé dans

le chapitre trois permet d’exploiter une diversité temporelle ou fréquentielle. Ainsi, les codes

spatio-temporel classiquement utilisés peuvent être remplacés par le précodage linéaire qui

est utilisable avec un moltiplexage spatial. Les traitements itératifs pour le précodage linéaire

et les systèmes multi-antennes étant de même nature, nous les appliquons à un système où

les deux techniques sont associées et décodées conjointement. L’utilisation de matrices de

Hadamard et d’un traitement MMSE simplifié permet de limiter la complexité du traite-

ment en réception. Enfin, nous testons un traitement itératif conjoint sur un système où le

précodage linéaire est utilisé comme code spatio-temporel pour exploiter la diversité spatiale

en émission.
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5.1 Exploitation de la diversité spatiale

h 1

h 0 h 0

h 1

h 11

h 00

h 01

h 10

(c) émission et réception(b) émission(a) réception

Fig. 5.1 — Systèmes à antennes multiples pour exploiter la diversité en réception(a),

émission (b) ou émission et réception (c).

Les systèmes multi-antennes ajoutent une nouvelle dimension à l’exploitation de la di-

versité : le domaine spatial. La diversité en réception d’un système tel que celui de la figure

5.1 (a) est facilement exploitable par le récepteur MRC décrit dans le chapitre deux. En

effet, le schéma de transmission avec une antenne d’émission et Nr antennes de réception

est équivalent à Nr canaux parallèles indépendants. Ainsi, s’il n’y a pas de corrélation entre

antennes, le gain en diversité est égal à Nr. Cette technique, mâıtrisée et utilisée depuis

longtemps, est décrite dans [70] (chapitre 14).

La diversité en émission du schéma représenté en 5.1 (b) est moins triviale à exploiter. Si on

considère le schéma de transmission à Ne antennes d’émission et une antenne de réception,

le signal reçu est la superposition des signaux émis sur chacune des antennes. Les codes

spatio-temporels permettent d’utiliser la diversité en transmission. Les deux grandes familles

existantes sont les codes spatio-temporels en blocs 5.1.1 et en treillis 5.1.2.

L’exploitation de la diversité spatiale en émission et en réception est possible, ce qui donne

le schéma (c) de la figure 5.1. La diversité maximale qui est alors exploitable est égale au

produit NeNr [46].

5.1.1 Codes spatio-temporels en blocs

Les codes spatio-temporels en bloc STBC (Space-Time Block Coding) ont été proposés

pour exploiter la diversité en émission. Le code d’Alamouti [1] offre une manière très simple

d’utiliser la diversité de deux antennes d’émission. On suppose que le canal reste constant

durant l’émission de deux symboles consécutifs. Les symboles à transmettre sont groupés par

couples (x0, x1) et sont émis comme suit :

– au premier temps symbole, on émet x0 et x1 sur chacune des deux antennes,

– à l’instant suivant, −x∗
1 et x∗

0 sont émis.

Il s’agit d’un code de rendement un car deux temps symboles permettent d’émettre deux

symboles. Le rendement désigne dans ce cas le rapport entre le nombre de symbole transmis
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et le nombre de temps symboles nécessaires à la transmission.

En réception, les signaux reçus consécutivement y0 et y1 sont alors

{

y0 = h0x0 + h1x1 + w0

y1 = −h0x
∗
1 + h1x

∗
0 + w1

(5.1)

La combinaison des signaux reçus est alors effectuée de la manière suivante

{

x̃0 = h∗
0y0 + h1y

∗
1

x̃1 = h∗
1y0 − h0y

∗
1

(5.2)

Cela donne 





x̃0 =
(

|h0|2 + |h1|2
)

x0 + h∗
0w0 + h1w

∗
1

x̃1 =
(

|h0|2 + |h1|2
)

x1 + h∗
1w0 − h0w

∗
1

(5.3)

L’expression obtenue dans (5.3) est similaire à celle décrite dans la section 2.2 pour un

système de diversité à deux branches. On en déduit que l’ordre de diversité obtenu par le

code d’Alamouti est égal à deux.

Le code d’Alamouti permet donc de profiter pleinement de la diversité de transmission

à deux antennes avec un traitement peu complexe en réception. Cette technique peut aussi

être associée à un nombre quelconque d’antennes de réception Nr, l’ordre de diversité obtenu

étant alors égal à 2Nr. Ce code ne peut cependant pas être étendu facilement à plus de deux

antennes d’émission, ce qui limite l’exploitation de la diversité spatiale en émission.

D’autre codes ont été proposés pour utiliser un nombre supérieur d’antennes d’émission.

Les codes de V. Tarokh et H. Jafarkhani [80],[81] y parviennent, mais au prix d’un rendement

inférieur à un.

5.1.2 Codes spatio-temporels en treillis

Sur le principe des modulations codées en treillis, des codes spatio-temporels en treillis

STTC (Space-Time Treillis Coding) pour exploiter la diversité spatiale en émission ont été

proposés. Ces codes adaptent les techniques des modulation codées en treillis à un schéma

multi-antennes. De tels codes ont été proposé par Tarokh et al. [82] pour différents systèmes

à antennes multiples. En réception, les méthodes de décodage des codes convolutifs, tel l’al-

gorithme de Viterbi, peuvent être utilisés.

5.2 Techniques de Multiplexage Spatial

Lorsque l’on dispose de plusieurs antennes d’émission, celles-ci peuvent aussi être utilisées

pour augmenter l’efficacité spectrale de la transmission. En effet, il est possible d’émettre

des flux de données différents sur chacune des antennes en réalisant ainsi un multiplexage
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MULTI-ANTENNES

spatial. Dans ce cas, les informations transmises par ces antennes vont interférer entre elles.

Cela nécessite donc de concevoir des traitements permettant de séparer les flux transmis par

chacune des antennes.

5.2.1 Traitements élémentaires du multiplexage spatial

Comme cela a été fait dans le chapitre trois pour le précodage linéaire, on considère

d’abord le traitement du multiplexage spatial sans codage de canal ni dispositif à retour de

décision.

Maximum de vraisemblance

Le critère du maximum de vraisemblance ML permet d’obtenir les performances optimales

du multiplexage spatial. L’inconvénient de cette méthode reste sa complexité qui augmente

exponentiellement avec le nombre d’antennes d’émission et l’ordre de la modulation. Les
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Fig. 5.2 — Multiplexage spatial sur un canal de Rayleigh avec un décodage du type maxi-

mum de vraisemblance ML.

courbes de la figure 5.2 donnent les résultats de simulation d’un multiplexage spatial pour

différentes valeurs du couple (Ne, Nr). La modulation utilisée est une MDP-4 sur un canal

de Rayleigh. Les asymptotes des systèmes à diversité calculées dans la partie 2.2 (équation

(2.27)) sont aussi représentées pour 1, 2 et 4 branches. Les pentes des courbes obtenues sont

identiques pour un même nombre d’antennes de réception. Le multiplexage spatial dégrade
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évidement les résultats en terme de taux d’erreurs lorsque le nombre de flux augmente,

mais n’a pas d’influence sur la pente des courbes à fort rapport signal à bruit. Ces pentes

correspondent à un ordre de diversité égal au nombre d’antennes de réception.

La complexité du traitement augmente cependant de manière exponentielle avec le nombre

de flux transmis et l’ordre de la modulation. L’algorithme de décodage par sphère est une

manière efficace de réduire la complexité du traitement. Il est par exemple utilisé dans [97]

pour le traitement du multiplexage spatial.

Traitements linéaires

Les traitements linéaires sont peu complexes mais sous-optimaux dans le cas du multi-

plexage spatial. La technique du forçage à zéro ZF consiste à inverser le canal, ce qui supprime

les interférences, mais provoque une amplification du bruit. On calcule donc

x̃ =
(
HHH

)−1
HHy (5.4)

Dans [102], J. H. Winter et al. montrent que le traitement ZF donne une diversité égale à

Nr − Ne + 1. Ainsi, l’augmentation du nombre de flux émis simultanément fait diminuer la

diversité obtenue. Un traitement MMSE permet d’améliorer les performance en établissant

un compromis entre les interférences et le bruit. L’estimation MMSE s’écrit alors

x̃ =

(

HHH +
1

γ
I

)−1

HHy (5.5)

γ représentant le rapport signal à bruit.

La figure 5.3 représente les résultats de simulation des deux récepteurs linéaires pour 2, 3

ou 4 antennes d’émission et 4 antennes de réception. Les simulations sont effectuées pour une

MAQ-16 sur un canal de Rayleigh. Le traitement MMSE offre dans tous les cas de meilleures

performances que le traitement ZF. Contrairement à ce qui a été observé avec le critère

du maximum de vraisemblance, la pente des courbes à fort rapport signal à bruit est aussi

fonction du nombre d’antennes d’émission. Elles correspondent effectivement à des diversités

égales à Nr −Ne + 1 :

– diversité 1 pour le système 4× 4.

– diversité 2 pour le système 3× 4.

– diversité 3 pour le système 2× 4.

Dans ces conditions, les interférences engendrées par le multiplexage spatial dégradent les

performances de façon importantes. Ces interférences peuvent faire l’objet d’un traitement

spécifique qui permet d’améliorer les résultats. Les méthodes à retour de décision proposées

dans le domaine de l’égalisation peuvent être utilisées, mais des structures spécifiques incluant

un codage de canal ont aussi été développées.
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MULTI-ANTENNES

10−4

10−3

10−2

10−1

 0  5  10  15  20

T
au

x 
d’

er
re

ur
s 

bi
na

ir
e

Eb/N0 [dB]

2x4

3x4

4x4

ZF, 4x4
MMSE, 4x4

ZF, 3x4
MMSE, 3x4

ZF, 2x4
MMSE, 2x4

Fig. 5.3 — Multiplexage spatial sur un canal de Rayleigh avec un décodage du type ZF ou

MMSE et une modulation MAQ-16.
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5.2.2 Systèmes de transmission incluant un codage de canal

Un multiplexage spatial associé à une méthode de traitement peu complexe et appelé

BLAST (Bell Laboratories Space Time) a été proposé par G. J. Foschini en 1996 [24]. Dans



5.2. TECHNIQUES DE MULTIPLEXAGE SPATIAL 103

Πs ←→

x
(1)
0 x

(2)
0 . . . . . . x

(Ne)
0 x

(1)
Ne

x
(2)
Ne

x
(3)
Ne

. . .

� x
(1)
1 x

(2)
1 . . . . . . x

(Ne)
1 x

(1)
Ne+1 x

(2)
Ne+1 . . .

...
. . .

. . .
. . . . . . . . .

. . .
. . . . . .

� . . . � x
(1)
Ne−1 x

(2)
Ne−1 . . . . . . x

(Ne)
Ne−1 . . .

x











−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

antennes

temps

Tab. 5.1 — Entrelacement spatial d’un système DLST.

[96], différentes structures d’architectures spatio-temporelles LST (Layered Space Time) sont

détaillées. Ces structures montrent différentes associations possibles d’un multiplexage spatial

et d’un codage de canal.

La figure 5.4 montre deux des schémas de transmission possible présentés dans [96]. Ces

schémas sont conçus de manière à pouvoir mettre en place un système à annulation successive

d’interférence (SIC) en réception. Les différents flux sont codés séparément, donc ils peuvent

également être décodés un par un. Le système SIC consiste alors à traiter un flux, puis à

utiliser le résultat du décodage pour venir éliminer les interférences des flux suivants. Le

procédé est répété jusqu’à ce que toutes les données soient traitées. Ainsi, le décodage de

chaque flux est amélioré par la connaissance des données déjà décodées. L’ordonnancement

du décodage permet d’obtenir de meilleures performances (le flux ayant le meilleurs RSB est

décodé le premier).

Avec la première structure, appelée HLST (Horizontal Layered Space Time), chaque flux

codé correspond à une antenne d’émission. L’inconvénient de cette structure est que le co-

dage de canal ne profite pas de la diversité spatiale d’émission. La structure DLST (Diagonal

Layered Space Time) ajoute un entrelacement spatial Πs pour y parvenir. L’appellation “dia-

gonal” vient de la forme de l’entrelacement qui répartit les flux dans le domaine spatial de la

manière indiquée dans le tableau 5.1.

Le symbole noté x
(n)
k représente le symbole d’indice k produit par le flux n. Rien n’est

transmis durant les instants marqués par �, qui sont perdus pour la transmission d’informa-

tions. En contrepartie, la diversité temporelle peut être exploitée sur chacun des flux.

Les traitements itératifs utilisés dans la suite ne nécessitent pas un codage de canal

différent pour chaque flux de données. Pour mettre en place un traitement itératif en

réception, il suffit donc de concaténer une BICM au multiplexage spatial. Cette structure,

proposée dans [87] et [9] a été nommée STBICM (Space Time Bit Interleaved Coded Modu-

lation) par A. M. Tonello. La figure 5.5 représente une structure STBICM.
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Fig. 5.5 — Multiplexage spatial associé à une modulation codée à entrelacement bit ST-

BICM.

5.3 Traitements itératifs du multiplexage spatial

Le système de réception du multiplexage spatial nécessite de lutter contre les interférences

et d’exploiter la diversité spatiale du système. Lorsque le schéma d’émission est la ST-BICM

décrite figure 5.5, les traitements itératifs déjà présentés peuvent être appliqués. La partie 1.6

donne la description du détecteur MAP avec information a priori et la partie 1.7 décrit le

détecteur itératif basé sur le critère MMSE avec les approximations possibles. Dans [37], les

auteurs étudient la convergence de ces différents traitements itératifs avec des diagrammes

EXIT.

L’application de ces traitements au problème des systèmes MIMO a été largement traité

dans la littérature et nous proposons ici une synthèse des résultats. Les canaux considérés

ici sont non sélectifs en fréquence. En ce qui concerne les canaux à trajets multiples, des

traitements itératifs prenant en compte à la fois les interférences liées au canal et celles du

multiplexage spatial sont par exemple proposés dans [92] et [100].

5.3.1 Traitement MAP itératif

Le schéma STBICM a d’abord été conçu pour un traitement itératif basé sur le critère

MAP avec information a priori. Ce type de solution a été proposé par A. M. Tonello dans

[87] et par J. Boutros et al. dans [9]. L’algorithme MAP nécessite un nombre important de

calculs mais sa mise en œuvre peut être effectuée en utilisant un algorithme de décodage par

sphère. Des réalisations sont ainsi décrites par exemple dans [38], [97] et [14]. La complexité

des calculs, qui était une fonction exponentielle de la taille des données à traiter, devient

alors polynomiale [36].

La limite des performances du système est obtenue en considérant une information a priori

parfaite en entrée du détecteur. D’après les résultats donnés en 1.6.2, le gain en diversité est

alors égal à Nr. L’ordre de diversité est finalement de dminNr si dmin est la distance minimale

du code convolutif de la BICM (voir la partie 2.2.3).
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Résultats de simulation
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Fig. 5.6 — Multiplexage spatial 2 × 2 et 4 × 4 pour une MDP-2 avec un traitement MAP

itératif, canal de Rayleigh.

Les figures 5.6 et 5.7 montrent des résultats de simulations utilisant un récepteur MAP

itératif pour le traitement d’antennes. Le système simulé utilise une MDP-2 avec les systèmes

MIMO 2×2 et 4×4. Le codage de canal est un CRSC de rendement R=2/3 et de longueur de

contrainte K=7. L’efficacité spectrale est donc de 1.33 bit/s/Hz pour le système MIMO 2×2

et de 2.66 bit/s/Hz pour le système MIMO 4× 4. Les performances sont données pour 1 à 3

itérations de décodage ainsi que lorsque le détecteur reçoit une information a priori parfaite.

Les résultats sont présentés en taux d’erreurs binaire figure 5.6 pour un canal de Rayleigh et

en taux d’erreurs paquet dans la figure 5.7 pour un canal invariant par blocs. Dans le premier

cas, une nouvelle réalisation du canal est calculée pour chaque vecteur de symboles transmis

tandis que dans le second, le canal reste constant pendant la durée de transmission d’un bloc

de données. Pour les deux canaux, on observe une convergence rapide vers les courbes avec

information a priori parfaite. Le manque de diversité du canal invariant ne semble donc pas

nuire à la convergence du système et le récepteur MAP exploite toute la diversité spatiale en

réception.

5.3.2 Traitements MMSE itératifs

De la même manière, le système itératif basé sur le critère MMSE avec information a

priori a été utilisé pour le traitement d’antennes dans un schéma de type STBICM [104],[7].
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Fig. 5.7 — Multiplexage spatial 2 × 2 et 4 × 4 pour une MDP-2 avec un traitement MAP

itératif, canal invariant par blocs.

Dans [104], M. Witzke et al. étudient le traitement MMSE exact ainsi que l’approximation

MMSE-IC-LE (voir partie 1.7) pour le traitement d’antennes. De plus, on note dans cet article

que l’utilisation de l’information a posteriori au lieu de l’information extrinsèque en sortie du

décodeur de canal offre de meilleures performances. Dans [7], E. Biglieri et al. analysent de

plus la convergence du système en utilisant des diagrammes EXIT. Enfin, la dernière approxi-

mation décrite dans 1.7 (IC-sous-optimale) est utilisée dans le système turbo-BLAST proposé

par M. Sellathurai et S. Haykin dans [73]. Elle consiste à appliquer le traitement MMSE pour

la première itération, puis à utiliser le système à annulation d’interférence en supposant une

information a priori parfaite (filtre adapté). Le traitement MMSE exact nécessite l’inver-

sion de matrices de taille égale aux nombre d’antennes de réception à chaque itération. Le

système turbo-BLAST ne nécessite une inversion de matrice que lors de la première itération

du traitement.

Résultats de simulation

Les figures 5.8 et 5.9 montrent les résultats de simulations du traitement itératif pour un

système MIMO 4 × 4. La modulation est une MAQ-16, le codage de canal est un CRSC de

longueur de contrainte K=7 de rendement 1/2. Les résultats sont présentés pour 8 itérations

de décodage.

Sur la figure 5.8, les algorithmes utilisés sont les méthodes MMSE-IC-LE et IC-sous-



5.3. TRAITEMENTS ITÉRATIFS DU MULTIPLEXAGE SPATIAL 107

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

 3.5  4  4.5  5  5.5  6  6.5  7  7.5  8

T
au

x 
d’

er
re

ur
 b

in
ai

re

Eb/N0 [dB]

MMSE, iter. 1
MMSE, iter. 8

MMSE-sous opt., iter 8
MRC, div. 1, 4, 32
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canal de Rayleigh.
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MMSE itératif, canal invariant par blocs.



108
CHAPITRE 5. APPLICATION DU PRÉCODAGE LINÉAIRE AUX SYSTÈMES
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optimale (voir partie 1.7). Les courbes en pointillé représentent les résultats de simulation

de la BICM avec un système à 1, 4 ou 32 branches de diversité. Pour les deux algorithmes,

les courbes convergent vers celle du système à 4 branches de diversité. Les deux récepteurs

itératifs exploitent donc bien toute la diversité en réception. Néamoins, la convergence du

récepteur sous-optimal est plus tardive que celle du récepteur MMSE-IC-LE. Il est à noter

que la taille de bloc choisie est de 2048 octets. En effet, une grande taille de bloc est dans

ce cas nécessaire pour observer une convergence vers la courbe avec information a priori

parfaite.

Sur la figure 5.9, le système itératif MMSE-IC-LE pour un système MIMO 4 × 4 est

utilisé sur le canal invariant par blocs. Les simulations sont effectuées pour les modulations

MDP-4 et MAQ-16, un codage de canal de rendement R=1/2 et de longueur de contrainte

K=7. Les efficacité spectrales sont respectivement de 4 et 8 bit/s/Hz. Pour la MDP-4, on

observe une convergence rapide vers la courbe avec information a priori parfaite. Dans le

cas de la MAQ-16, après 8 itérations de décodage, les performances restent éloignées de la

borne inférieure obtenue avec une information a priori parfaite. Contrairement a ce qui a été

observé sur le canal de Rayleigh, le système ne parvient pas dans ce cas à éliminer entièrement

les interférences.

Le multiplexage spatial permet d’atteindre une efficacité spectrale élevée et le traitement

itératif associé permet d’exploiter la diversité spatiale en réception. De plus, le codage de

canal utilise la diversité temporelle et spatiale en émission. Le précodage linéaire étudié

dans le chapitre trois peut cependant encore améliorer cette exploitation de la diversité.

Comme les systèmes itératifs utilisés pour le précodage linéaire et le traitement d’antennes

sont identiques, il est possible d’appliquer un traitement conjoint en réception. C’est l’objet

de la partie 5.4.

5.4 Précodage linéaire et multiplexage spatial

De nombreux travaux ont été effectués dans le domaine de l’association de systèmes multi-

antennes et du précodage linéaire. Ainsi, il est par exemple possible d’associer un précodage

linéaire exploitant la diversité temporelle ou fréquentielle avec un système à diversité spatiale.

L’association d’un précodage linéaire et d’un code d’Alamouti à par exemple été étudié par

V. Le Nir sans codage de canal [57] et par S. Kaiser [41] avec un traitement itératif. Nous

avons aussi proposé un tel système dans [53]. Dans ce cas, les gains en diversité apportés par

les deux systèmes se multiplient.

Le gain en diversité du précodage linéaire étant potentiellement très important, il parâıt

judicieux d’étudier les associations de celui-ci avec un multiplexage spatial. En particulier, X.

Ma et G. B. Giannakis étudient dans [63] différents schémas d’émission en fonction du type

de canal : constant, sélectif en fréquence ou variant dans le temps. Suivant les conditions, le
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précodage peut agir dans le domaine spatial, fréquentiel ou temporel. Le traitement utilisé

dans ce cas est basé sur le critère du maximum de vraisemblance. V. Le Nir [56] ainsi que P.-J.

Bouvet et al. [11] proposent un système itératif basé sur un critère MMSE pour des systèmes

MIMO précodés. Celui-ci est basé sur l’approximation MMSE-IC-sous-optimale de la partie

1.7.4. Dans [31], N. Gresset et al. utilisent un traitement conjoint du précodage linéaire et

du système MIMO avec un détecteur MAP itératif. Lorsque le précodage est utilisé pour

exploiter la diversité spatiale en transmission, la technique peut être rapprochée des codes

à dispersion linéaire proposée par B. Hassibi et B. Hochwald [35]. Pour ce type de codes,

M. Witzke propose une solution basée sur les traitements MMSE et MMSE-IC-LE [103].

Nous proposons dans la suite d’appliquer cette dernière méthode au cas d’un système MIMO

précodé.

Dans un système de type STBICM, le précodage linéaire peut être inséré entre la modu-

lation et le système multi-antennes. Le choix de l’architecture permet alors de déterminer le

type de diversité à exploiter. Dans la suite, deux associations possibles du précodage linéaire

et du multiplexage spatial sont étudiées.

Il existe aussi des travaux concernant les aspects théoriques du précodage linéaire associé

à un système multi-antennes. L’influence du précodage linéaire sur la capacité d’un système

MIMO est étudiée dans [79]. La probabilité d’erreur d’un précodage linéaire et d’un codage

de canal concaténé à un multiplexage spatial est calculée dans [30] pour un canal de Rayleigh

ou à atténuations par blocs. Les aspects de diversité maximale pour des systèmes MIMO

précodés sur des canaux à diversité limitée sont traités dans [63] et [31]. Suivant le schéma

d’émission et le canal de transmission, un système MIMO précodé permet d’atteindre un

gain en diversité égal à LNr si L est la taille du précodage linéaire. Le précodage linéaire

utilisé comme code spatio-temporel permet d’obtenir un gain en diversité égal à NeNr avec

dans ce cas L=Ne. Cela est fait en conservant un multiplexage spatial composé d’un flux par

antennes d’émission.

Le problème du système de réception se pose alors dans les même termes que pour un

système STBICM seul. Comme on l’a fait pour le précodage linéaire seul ou pour les systèmes

décrits plus haut, les traitements itératifs décrits dans le premier chapitre peuvent être adaptés

pour effectuer conjointement le traitement du précodage linéaire et du multiplexage spatial.

5.4.1 Traitement itératif conjoint

Dans la suite, nous considérons un traitement conjoint du précodage linéaire et du mul-

tiplexage spatial. Les traitements MAP et MMSE-IC-LE sont étudiés et des comparaisons

sont établies avec les courbes théorique calculées en 2.2.3. De plus, dans [52], nous utilisons

des diagrammes EXIT pour évaluer l’influence du précodage linéaire sur la convergence du

système itératif.
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Le précodage linéaire opère un étalement sur L symboles grâce à une matrice de Hadamard

D de taille L× L. Le système multi-antennes est consitué de Ne antennes d’émissions et Nr

antennes de réception et les données sont multiplexées sur Ne flux. H = diag (H0, . . . HL−1)

est la matrice diagonale par blocs rectangulaire constituée des matrices du canal aux instants

0 . . . L−1. G est une matrice de taille LNe×LNe constituée des éléments de D. Cette matrice

dépend du choix d’étalement effectué. En écrivant H = HG, les techniques de détection

décrites dans le premier chapitre peuvent être appliquées.

Lorsque le système MAP itératif est appliqué, la complexité est alors exponentielle en

fonction de la taille des données traitées. Or, dans ce cas, les données à traiter font qLNe

bits, q étant l’ordre de la modulation, L la taille du précodage et Ne le nombre d’antennes

d’émission. Nous nous limitons donc à un précodage linéaire de taille 2, un système MIMO

2× 2 et une MDP-2.

Les traitements MMSE ont une complexité moins importante qui est indépendante de

l’ordre de la modulation mais nécessite des inversions de matrice. Avec la méthode MMSE-

IC-LE que nous proposons d’utiliser, la matrice à inverser est de la forme

(
σ2

x − σ2
x̂

)
(HG) (HG)H + σ2

wI (5.6)

Comme le précodage linéaire est basé sur un matrice unitaire, GGH = I et l’expression (5.6)

devient
(
σ2

x − σ2
x̂

)
HHH + σ2

wI (5.7)

La matrice à inverser est donc diagonale par blocs de taille Nr. L’inversion de matrice de taille

L.Nr se réduit donc à L inversions de matrices de taille Nr. Le précodage linéaire augmente

donc peu la complexité globale du traitement dans ce cas. Ainsi il est possible de traiter

simultanément les 128 bits correspondant à une modulation MAQ-16, un précodage de taille

8 et 4 antennes d’émission. Pour que ces 128 bits puissent être supposé indépendants, il est

nécessaire de travailler avec de grands entrelacements et donc de grandes tailles de blocs

codés.

5.4.2 Étalement dans le domaine temporel

Un précodage linéaire est inséré sur chacune des branches d’émission du schéma ST-

BICM décrit en 5.3. Le schéma de transmission ainsi obtenu est représenté dans la figure

5.10. Dans cette configuration, le précodage linéaire provoque un étalement des données

dans le domaine temporel ou fréquentiel avec une modulation OFDM. Avec une matrice de

Hadamard D = (dp,s) de taille L×L utilisée comme précodage linéaire, la matrice G = (gi,j)

de taille LNe × LNe introduite dans 5.4.1 peut dans ce cas être définie par

gi,j =

{

dp,s si q = r

0 sinon
avec

{

p = i div Ne r = i mod Ne

q = j div L s = j mod L
(5.8)
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Fig. 5.10 — Multiplexage spatial et précodage linéaire, étalement temporel.

Résultats de simulation
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Fig. 5.11 — Multiplexage spatial 4 × 4 avec précodage linéaire de taille L=8 pour une

MAQ-16 avec un traitement MMSE itératif.

La figure 5.11 représente les résultats de simulation du système MIMO 4×4 précodé avec

une matrice de Hadamard de taille L=8 pour un traitement MMSE itératif. Les paramètres

de simulation sont identiques à ceux utilisés en 5.3.2 (sans précodage, figure 5.8) ce qui permet

d’établir une comparaison. Ainsi, avec la méthode que nous avons adaptée de la partie 3.3, qui

correspond au traitement MMSE-IC-LE, le gain observé est d’environ 0.5dB pour un TEB

égal à 10−5. De plus, il y a convergence vers la courbe correspondant à un gain en diversité

de 32. Ainsi, la diversité apportée par le système MIMO précodé correspond bien au produit

LNr. Par contre, avec le traitement MMSE-IC-sous-optimal, l’ajout du précodage linéaire

retarde fortement la convergence du système.
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Fig. 5.12 — Convergence des systèmes multi-antennes avec et sans précodage linéaire sur

canal de Rayleigh, 7dB.

Les diagrammes EXIT permettent d’étudier l’influence de précodage linéaire sur la conver-

gence du système. En figure 5.12, les fonctions de transfert du détecteur MMSE-IC-LE pour

un système MIMO 4×4 avec ou sans précodage linéaire sont représentées. La modulation est

une MAQ-16 et le précodage linéaire utilise une matrice de Hadamard de taille L=8. De plus,

la fonction de transfert du décodeur de canal pour le CRSC de longueur de contrainte K=7

et de rendement R=1/2 est affichée. Ainsi, les paramètres utilisés sont identiques à ceux des

simulations présentées dans les figures 5.8 et 5.11.

Sur la partie gauche du diagramme, la courbe du système précodé se trouve au dessous de

celle du système MIMO seul. Cela indique donc que l’insertion du précodage linéaire retarde

la convergence pour ce type de traitement. À l’inverse, lorsque l’information mutuelle entrante

tend vers 1, les courbes des deux systèmes étudiés se croisent. On en déduit que le précodage

linéaire améliore les performances asymptotiques du système. Ceci est la conséquence de

l’exploitation de la diversité temporelle du canal par le précodage linéaire. Les simulations

confirment ce résultat. Par ailleurs, des mesures de l’information mutuelle au cours d’une

simulation de transmission sont effectuées. Les trajectoires obtenues (en pointillé sur la figure

5.12) ne cöıncident pas exactement avec les courbes. L’explication de ce phénomène, donnée

dans [37], ne remet pas en cause l’interprétation du diagramme faite ici.
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Comparaison avec les résultats théoriques

Dans le premier chapitre, les performances obtenues pour les différents récepteurs itératifs

avec une information a priori parfaite ont été étudiées. Il a été montré que le gain en diversité

maximal est égal au nombre de lignes de la matrice du canal H, que le critère utilisé soit le

MAP ou le MMSE avec information a priori.

Le précodage linéaire provoque un étalement des données sur L temps/symboles et la

diversité spatiale peut être exploitée sur les Nr antennes de réceptions. La matrice H est

alors de taille LNr × LNe. Le gain en diversité maximal atteignable par le système MIMO

précodé est donc égal à LNr. D’après les résultats de la partie 2.2.3, l’ordre de diversité total

est alors dminLNr où dmin est la distance minimale du code correcteur d’erreurs.
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Fig. 5.13 — Comparaison des récepteurs MAP et MMSE pour un multiplexage spatial

2 × 2 et un précodage linéaire de taille L=2 avec les résultats théoriques.

La figure 5.13 compare les résultats obtenus par les deux récepteurs itératifs MAP et

MMSE-IC-LE ainsi que les courbes théoriques obtenues en 2.2.3. La modulation est une

MDP-2 sur un canal de Rayleigh et le codage de canal à un rendement 1/2 et une longueur

de contrainte de K=4. Le précodage linéaire utilise un matrice de Hadamard de taille L=2.

Dans ce cas, trois itérations suffisent pour que le système converge. Pour les deux détecteurs,

on observe une convergence vers la courbe théorique correspondant à un codage de canal

associé à un système de diversité à 4 branches. La distance minimale du code est dmin=6, donc

la diversité exploitée est égale à 24. Cela confirme qu’un système STBICM avec précodage

linéaire offre un ordre de diversité égal à LdminNr. Cette diversité est exploitée aussi bien par
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Tab. 5.2 — Entrelacement spatial du système MIMO précodé.

le détecteur MAP que le détecteur MMSE-IC-LE, bien que ce dernier soit d’une complexité

bien inférieure.

5.4.3 Étalement dans le domaine spatial

Dans le schéma précédent, le précodage linéaire devient inefficace si les variations tem-

porelles du canal sont faibles ou nulles. Le précodage linéaire peut aussi être employé pour

exploiter la diversité spatiale, sans sacrifier le multiplexage spatial. Inspiré du système DLST,

un précodage linéaire exploitant la diversité spatiale en émission a été proposé par X. Ma

et G. B. Giannakis dans [63]. Avec un précodage linéaire dont la taille est égale au nombre

d’antennes d’émission, l’entrelacement spatial Πs décrit par le tableau 5.2 opère une rotation

des données précodées dans le temps. L’élément z
(n)
k désigne alors la sortie du précodage

linéaire numéroté n à l’instant k dans la figure 5.14. Dans [63], il est démontré qu’une telle

structure associée un précodage linéaire utilisant les matrices de (3.3) permet d’obtenir à la

fois la diversité et le multiplexage spatial.
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précodage
linéaire Π Scanal

codage bits/
symboles

BICM

données

Fig. 5.14 — Multiplexage spatial et précodage linéaire, diversité spatiale en transmission.

D’autres schémas d’association sont possibles. Dans [65], A. Medles et D. T. M. Slock

associent un précodage linéaire au codage de canal et à l’entrelacement spatial du système

DLST (tableau 5.1). Enfin, le schéma de transmission de N. Gresset et al. dans [31] est

basé sur la construction d’un précodage linéaire exploitant à la fois la diversité spatiale et



5.4. PRÉCODAGE LINÉAIRE ET MULTIPLEXAGE SPATIAL 115

temporelle et le récepteur est constitué d’un système MAP itératif.

Le précodage linéaire utilisé pour exploiter la diversité spatiale opère suivant une approche

similaire aux codes à dispersion linéaire. Pour ceux-ci, un traitement MMSE avec information

a priori est proposé par M. Witzke dans [103]. Comme les codes à dispersion linéaire utilisent

les symboles à émettre ainsi que leur conjugués, le système de détection est alors plus complexe

à mettre en œuvre.

L’entrelacement spatial 5.2 est ici utilisé avec le schéma de transmission représenté figure

5.14. Les symboles précodés de chaque flux sont répartis entre les Ne antennes d’émission ce

qui permet d’exploiter la diversité spatiale. Le système MIMO précodé peut être représenté

par une matrice H = HG de taille LNr × LNe (avec L=Ne). À la différence de ce qui a été

fait dans la section 5.4.2, la matrice G prend maintenant en compte l’entrelacement spatial

défini par 5.2. Nous pouvons alors appliquer les méthodes de traitement itératif décrites dans

le premier chapitre.

Résultats de simulation
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Fig. 5.15 — Multiplexage spatial 4 × 4 précodé pour une MDP-4 et une MAQ-16 avec un

traitement MMSE itératif.

Sur un canal de Rayleigh, les performances devraient être similaires que l’étalement soit

dans le domaine temporel ou spatial. La figure 5.15 montre des résultats de simulation pour

un système MIMO 4 × 4 avec un précodage linéaire utilisant une matrice de Hadamard

sur un canal invariant par blocs. Le schéma de transmission est celui de la figure 5.14 avec
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l’entrelacement spatial Πs décrit par le tableau 5.2. Ainsi, le système doit pouvoir exploiter la

diversité offerte par les NeNr=16 coefficients d’atténuation du canal MIMO. Les modulations

utilisées sont une MDP-4 ou une MAQ-16 et le codage de canal utilise un CRSC de longueur

de contrainte K=7 de rendement R=1/2. Les résultats présentés en terme de taux d’erreurs

paquet peuvent donc être comparés à ceux obtenus en 5.3.2 sans précodage linéaire sur le

canal invariant par blocs.

Le traitement itératif utilise l’algorithme MMSE-IC-LE adapté au traitement conjoint du

système MIMO précodé. La limite des performances est constituée des courbes de simulation

en considérant une information a priori parfaite. La comparaison des courbes avec (figure

5.15) et sans précodage linéaire (figure 5.9) montre que ce dernier apporte un gain significatif

pour les performances limites. Pour la modulation MDP-4, le système itératif converge dans

les deux cas vers sa limite. Le traitement MMSE-IC-LE est donc efficace dans ce cas. Par

contre, lorsque la modulation est une MAQ-16, la convergence est moins bonne pour le

système avec précodage linéaire. Il y a donc des cas (système MIMO, canal invariant par

blocs et modulation d’ordre élevé) où le traitement itératif proposé ne permet pas d’exploiter

la diversité supplémentaire offerte par le précodage linéaire.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une étude des systèmes itératifs permettant de

traiter l’association d’un multiplexage spatial et d’un précodage linéaire. Les systèmes MIMO

précodés présentés permettent à la fois un gain en diversité important et un débit élevé

respectivement grâce au précodage linéaire et au multiplexage spatial. Le système itératif basé

sur le critère MMSE que nous avons utilisé permet un traitement peu complexe en réception.

Il permet en général d’exploiter la diversité supplémentaire apportée par le précodage linéaire

dans le domaine temporel ou spatial. En utilisant les diagramme EXIT, nous avons montré

que l’insertion du précodage linéaire retarde néanmoins la convergence du système itératif

avec une modulation d’ordre élevé.



Conclusion

DANS CETTE THÈSE, nous avons étudié l’utilisation de différents traitements itératifs

pour le précodage linéaire. Ces traitements ont été évalués dans le contexte d’un mul-

tiplexage en fréquence OFDM et d’un système à antennes multiples MIMO.

Pour cela, le modèle utilisé pour représenter une châıne de transmission numérique a tout

d’abord été décrit. Après avoir introduit le principe turbo, nous avons rappelé les princi-

pales méthodes de traitements itératifs pour des systèmes générant des interférences. Ainsi,

les critères du maximum a posteriori MAP et du minimum d’erreur quadratique moyenne

MMSE avec information a priori sont généralisés à tout système à interférences acceptant une

représentation matricielle. L’existence de ces différents traitements permet de choisir un com-

promis entre performance et complexité. Par ailleurs, les détecteurs MAP ou MMSE itératifs

ainsi que les approximations de ce dernier ont des performances asymptotiques identiques.

Ils permettent ainsi d’exploiter toute la diversité offerte.

Ensuite, différents résultats théoriques ont été exposés. Tout d’abord, la notion de capa-

cité appliquée au systèmes à antennes multiples montre que l’efficacité spectrale maximale

est fonction du produit de l’ordre de la modulation et du nombre d’antennes d’émission. Une

étude de la diversité permet par ailleurs d’obtenir une mesure des performances de différents

systèmes sur un canal à évanouissements. L’ordre de diversité permet ainsi d’obtenir la pente

des courbes de mesure de taux d’erreurs sur un canal de Rayleigh à fort rapport signal à

bruit. D’autre part, lorsque deux systèmes exploitant la diversité sont utilisés, il est possible

d’obtenir un ordre de diversité total égal au produit des ordres de diversité de chacun des

systèmes. En particulier, si un système exploitant la diversité est utilisé avec un code cor-

recteur d’erreur, l’ordre de diversité global est égal au produit de la distance minimale du

code et de l’ordre de diversité du système. Enfin, on a rappelé le principe des diagrammes

EXIT et son application aux traitements itératifs décrits précédemment. Ces diagrammes

permettent d’évaluer la convergence du traitement itératif en fonction de l’algorithme choisi

et des paramètres du système.

Le précodage linéaire a été l’objet de nombreuses études ces dernières années. Il per-

met d’exploiter la diversité d’un canal à évanouissement dans le domaine temporel et/ou

fréquentiel. Lorsque le précodage linéaire est associé à un codage de canal, les traitements

itératifs permettent d’obtenir un gain en diversité égal à la taille de la matrice de précodage.

Nous avons proposé une méthode de traitement itératif peu complexe basés sur une technique
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de turbo-égalisation dont les coefficient sont calculés dans le domaine fréquentiel. Deux type

de matrice ont été utilisées : une classe de matrices complexes et des matrices de Hadamard.

Dans un traitement itératif, elles offrent les mêmes performances asymptotiques, mais les

premières permettent une meilleure convergence tandis que les secondes diminuent la com-

plexité. Dans les deux cas, la limite des performances correspond à un ordre de diversité égal

au produit de la taille du précodage linéaire et de la distance minimale du code. Profitant

de la structure particulière de la matrice de précodage, la méthode proposée ne nécessite pas

d’inversion de matrices et la complexité du traitement augmente linéairement avec la taille

de la matrice de précodage. En général, cette méthode permet une convergence vers la limite

obtenue en considérant une information a priori parfaite pour le détecteur. Cependant, cer-

tains facteurs retardent ou ne permettent pas cette convergence. Ainsi lorsque la modulation

d’ordre élevé MAQ-16 est associée à code de haut rendement, il existe un décalage entre la

limite et les performances du système itératif. D’autre part, l’augmentation de la taille du

précodage linéaire retarde le seuil de convergence du système, contrairement aux détecteurs

basés sur le critère MAP.

Le précodage linéaire peut être appliqué à un multiplexage en fréquence OFDM. La mo-

dulation OFDM permet en effet de “voir” le canal à trajets multiples comme un canal à

évanouissements sans interférence. Le standard 802.11a utilisé aujourd’hui dans les réseaux

sans fil utilise un système OFDM et un codage de canal. Nous avons inséré donc un précodage

linéaire entre la BICM et la modulation OFDM à l’émission ainsi que le traitement itératif

décrit dans le chapitre trois en réception. Cela nous a permis d’observer l’efficacité du trai-

tement itératif proposé dans un contexte où la diversité disponible est réduite. Malgré cette

limitation, le traitement itératif du précodage linéaire apporte un gain significatif.

Enfin, il est possible d’associer le précodage linéaire à système à antennes multiples. Le

système MIMO utilisé en multiplexage spatial avec un précodage linéaire apporte à la fois un

gain en diversité et un débit multiplié par le nombre d’antennes d’émission. La représentation

matricielle du canal faite dans le chapitre un permet de réaliser un traitement conjoint du

précodage linéaire et des interférences entre antennes. En particulier, le traitement MMSE-IC-

LE que nous avons appliqué dans ce contexte donne un système itératif de faible complexité. À

l’aide d’un diagramme EXIT, nous avons mis en évidence que l’ajout du précodage linéaire au

système MIMO retarde la convergence du traitement itératif mais améliore les performances

à fort rapport signal à bruit.

Le précodage linéaire a déjà fait l’objet de nombreuses études montrant des gains po-

tentiels très importants. Les méthodes basées sur le critère du maximum de vraisemblance

offrent des performances optimales au prix d’une complexité élevée. Nous avons proposé un

traitement itératif peu complexe qui profite de l’information apportée par le décodeur de

canal pour exploiter au mieux la diversité maximale du précodage linéaire. Cela se vérifie

lorsque le précodage linéaire est appliqué à l’OFDM et à un multiplexage spatial. Enfin, nous
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avons mis en évidence l’existence de facteurs tel que l’ordre de la modulation, le rendement du

code ou des variations faibles du canal qui, associés, dégradent les performances du détecteur.

Dans le cadre de travaux futurs, il semble intéressant d’envisager une réalisation matérielle

des systèmes étudiés. Cela pourrait être considéré tout d’abord pour un système OFDM

précodé, puis étendu au cas multi-antennes. Les nouveaux axes ainsi ouverts pourraient

concerner d’une part la faisabilité matérielle des systèmes et d’autre part l’évaluation de

leurs performances dans des situations réelles. Il reste cependant à intégrer une estimation

de canal dans le processus itératif.

D’autre part, la méthode développées dans le chapitre trois montre la similitude entre un

traitement itératif pour l’OFDM précodé et une turbo-égalisation dans le domaine fréquentiel.

Une comparaison de ces deux systèmes en termes de performances et de complexité pourrait

mettre en évidence l’avantage d’un système par rapport à l’autre, sachant que les traitements

en réception sont presque identiques.

Au-delà, une autre perspective d’étude semble intéressante. Lorsqu’il est associé à un

système MIMO-OFDM, le précodage linéaire est capable d’utiliser la diversité dans trois

domaines : temporel, fréquentiel ou spatial. Suivant le contexte d’utilisation (mobilité, richesse

des trajets multiples, décorrélation des antennes), les variations du canal peuvent être plus

intéressantes à exploiter dans un domaine particulier. À l’image du mécanisme d’adaptation

de lien présent dans le système WiFi, il serait imaginable de mettre en place un système

adaptatif choisissant le domaine de diversité et la taille du précodage linéaire à utiliser.





ANNEXE

A Expression du

traitement MMSE avec

information a priori

pour le précodage

linéaire

Dans [48], Laot et al. donnent l’expression de l’égaliseur MMSE-IC-LE dans le cas de

la turbo-égalisation dans le domaine fréquentiel. L’égalisation dans le domaine fréquentiel

permet, grâce à une transformée de Fourier, d’éviter les inversions de matrices. Lorsque le

précodage linéaire est utilisé sur un canal non sélectif en fréquence, le traitement de celui-ci

peut facilement être identifié à ce type d’égalisation.

On rappelle la structure du traitement linéaire du précodage linéaire avec information a

priori sur la figure A.1.

H D

DH

x̂

x̂

y
_ P

g0

+
x~

Fig. A.1 — Traitement linéaire du précodage avec une information a priori sur les symboles

Ce traitement permet d’obtenir une estimation x̃ de x en fonction de la sortie du canal

y = Hx + w, coefficients d’atténuation de celui-ci H = diag (h0, . . . , hL−1) et de la variance

σ2
w du terme de bruit w. On dispose aussi d’une information a priori sous la forme des

symboles estimés x̂ et leur variance σ2
x̂. Les symboles x̂ calculés à partir des LRV a priori La
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sont définis par

x̂ = E {x̂|La} (A.1)

La variance des symboles transmis σ2
x est aussi supposé connue.

La matrice de précodage D = [di,j ] est une matrice unitaire de taille L, vérifiant |di,j |2 =

1/L pour tout les couples (i, j) La matrice des coefficients d’atténuation est diagonale, de

même que la matrice d’égalisation P = diag (p0, . . . , pL−1). On définie la matrice G = [gk,l]

par

G = DHPHD (A.2)

Les coefficients diagonaux de G sont tous égaux et valent

gl,l = g0 =
1

L

L−1∑

k=0

pkhk l = 0 . . . L− 1. (A.3)

La valeur de g0 (voir figure A.1) fixée ainsi permet d’éliminer la contribution de x̂l lors de

l’estimation de x̃l.

On peut alors écrire ce traitement sous forme matricielle

x̃ = G (x− x̂) + g0x̂ + DHPw (A.4)

Une sortie l du traitement s’écrit alors

x̃l = g0xl
︸︷︷︸

symbole désiré

+

L−1∑

k=0

d∗k,lpkwk

︸ ︷︷ ︸

bruit

+

L−1∑

m=0
m6=l

gl,m (xm − x̂m)

︸ ︷︷ ︸

interférence résiduelle

(A.5)

En supposant que les interférences suivent une distribution gaussienne, le Rapport Signal à

Bruit plus Inteférences RSBI en sortie vaut alors

RSBI =
σ2

x |g0|2
σ2

BI

(A.6)

où σ2
BI est la variance du bruit plus interférence donnée par

σ2
BI = E

{

|x̃l − g0xl|2
}

(A.7)

La démonstration donnée en [48] donne l’expression des coefficients d’égalisations qui

maximisent le RSBI dans le cadre de la turbo-égalisation. On adapte cette démonstration

pour obtenir les coefficients P dans le cas du précodage linéaire sur un canal non sélectif en

fréquence.

D’après A.5 et A.7 on peut écrire

σ2
BI =

M−1∑

m=0
m6=l

|gl,m|2 E
{

|xm − x̂m|2
}

+

M−1∑

k=0

|pk|2 σ2
w (A.8)
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En utilisant la propriété

EX {X} = EY

{
EX|Y {X|Y }

}
(A.9)

on peut écrire

E {xmx̂∗
m} = E {E {xmx̂∗

m|La}} (A.10)

Comme les x̂m sont déja conditionnés aux LRV La, on a

E {xmx̂∗
m} = E {x̂∗

mE {xm|La}} (A.11)

ce qui donne, d’après la définition des x̂m donnée en (A.1)

E {xmx̂∗
m} = E {x̂∗

mx̂m} = σ2
x̂ (A.12)

Comme

E
{

|xm − x̂m|2
}

= E
{

|xm|2
}

+ E
{

|x̂m|2
}

− 2< (E {xmx̂∗
m}) , (A.13)

On a alors

E
{

|xm − x̂m|2
}

= σ2
x − σ2

x̂. (A.14)

Ensuite, on développe l’expression suivante

M−1∑

m=0

|gl,m|2 =
M−1∑

m=0

∣
∣
∣
∣
∣

M−1∑

k=0

dk,ldk,mpkhk

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
M−1∑

m=0

M−1∑

k=0

M−1∑

j=0

(dj,ldj,mpjhj) (dk,ldk,mp∗kh
∗
k)

=

M−1∑

k=0

M−1∑

j=0

dj,ldk,lpjhjp
∗
kh

∗
k

M−1∑

m=0

dk,mdj,m (A.15)

Grâce aux propriétés des matrices de précodage utilisées et avec δj,k désignant le symbole de

Kronecker, on a
M−1∑

m=0

dk,mdj,m = δj,k (A.16)

on obtient alors de (A.15)
M−1∑

m=0

|gl,m|2 =
1

M

M−1∑

k=0

|pkhk|2 . (A.17)

En utilisant les résultats (A.14) et (A.17), l’équation A.8 peut se réécrire

σ2
BI =

1

M

M−1∑

k=0

|pkαk|2 −
(
σ2

x − σ2
x̂

)

∣
∣
∣
∣
∣

1

M

M−1∑

k=0

pkhk

∣
∣
∣
∣
∣

2

(A.18)

où les coefficients (αk) sontdes réels positifs définis par

αk =
((

σ2
x − σ2

x̂

)
|hk|2 + σ2

w

) 1
2
. (A.19)
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On en déduit une nouvelle expression du RSBI

RSBI = σ2
x






M
∑M−1

k=0 |pkαk|2
∣
∣
∣
∑M−1

k=0 pkhk

∣
∣
∣

2 −
(
σ2

x − σ2
x̂

)






−1

. (A.20)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
∣
∣
∣
∣
∣

M−1∑

k=0

pkhk

∣
∣
∣
∣
∣

2

≤
(

M−1∑

k=0

|pkαk|2
)(

M−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣

hk

αk

∣
∣
∣
∣

2
)

. (A.21)

Avec (A.20) et (A.21), on obtient l’inégalité

RSBI ≤ σ2
x

M

(
∑M−1

k=0

∣
∣
∣
hk

αk

∣
∣
∣

2
)−1

− (σ2
x − σ2

x̂)

(A.22)

avec égalité pour les coefficients d’égalisation suivants

pk = λ
h∗

k
(
σ2

x − σ2
x̂

)
|hk|2 + σ2

w

(A.23)

Finalement, avec (A.22) et avec β défini par

β =
1

M

M−1∑

k=0

∣
∣
∣
∣

hk

αk

∣
∣
∣
∣

2

(A.24)

On obtient une expression du rapport signal à bruit plus interférences maximal

RSBImax =
σ2

x

β−1 −
(
σ2

x − σ2
x̂

) (A.25)

Le critère du minimum d’erreur quadratique moyenne permet de fixer une valeur optimale

pour λ. L’Erreur Quadratique Moyenne EQM en sortie du système donnée par

EQM = E
{

|x̃l − xl|2
}

(A.26)

peut s’écrire

EQM = E
{

|xl (g0 − 1) + (x̃l − g0xl)|2
}

(A.27)

D’après (A.18) et comme (x̃l − g0xl) ne dépend que de (x̃m)m6=l and (xm)m6=l, on a

EQM = (g0 − 1)2 σ2
x + σ2

BI (A.28)

En utilisant (A.6), (A.25) et (A.28), on obtient

EQM = λ2β(1 + βσ2
x̂)− 2λβσ2

x + σ2
x (A.29)

La valeur EQM étant considérée comme une fonction de λ, elle atteint sont minimum pour

λ =
σ2

x

1 + βσ2
x̂

(A.30)

On obtient finalement pour le précodage linéaire la même expression des coefficients

d’égalisation que celle obtenue dans le cadre de la turbo-égalisation dans le domaine

fréquentiel.
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