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Résumé en français (obligatoire) 
 
Ce travail de thèse porte sur la résolution du problème de tenue à la mer pour le cas des fermes de récupérateurs d'énergie des vagues. La 
résolution de ce problème pour un système seul par méthodes potentielles est bien maîtrisée. Dans le cas des fermes, des interactions 
hydrodynamiques ont lieu entre systèmes, dues aux vagues diffractées et rayonnées par chacun des systèmes flottants ; la résolution du 
problème de tenue à la mer doit donc être menée sur  la ferme dans son ensemble. Le problème numérique présente un nombre important 
d'inconnues, étant donné qu'une ferme comportera plusieurs dizaines de systèmes, chacun étant représenté par plusieurs centaines 
d'inconnues.  
 Une méthode d'accélération est indispensable pour résoudre ce problème en un temps de calcul raisonnable. Ce travail de thèse 
porte donc sur l'implémentation de l'algorithme multipolaire rapide dans le logiciel de diffraction/radiation Aquaplus. La première étape 
est d'obtenir le développement multipolaire de la fonction de Green à surface libre. Les formulations issues de la littérature sont 
généralisées et validées de manière exhaustive. 
 Une distribution open-source de l'algorithme multipolaire non-adaptatif est ensuite mise en place dans Aquaplus. Celle-ci ne 
donne pas satisfaction pour le cas des fermes, la distribution spatiale des inconnues étant trop inhomogène. On implémente alors une 
version simplifiée de cet algorithme, mieux adaptée au cas des fermes. 
 L'outil obtenu est utilisé pour une étude paramétrique sur des fermes composées de REV génériques. L'influence de la distance 
de séparation entre corps sur la production d'énergie annuelle en un site donné est étudiée. Cette étude révèle le rôle prépondérant du 
power take-off sur les interactions hydrodynamiques. Elle montre aussi l'existence de configurations de fermes « optimales » qui 
permettent de limiter de manière significative les interactions destructives. A partir de ces configurations, on étudie les états de mer dans 
le sillage de petites fermes. 
 
 
Mots-clés : récupération de l'énergie des vagues, fermes, algorithme multipolaire rapide, fonction de Green à 
surface libre 
 
 
Titre et résumé en anglais (très recommandé) 
 

An accelerated resolution of the radiation/diffraction problem, applied to the parametric study of arrays of wave energy 
converters 

 
 This thesis presents the implementation of an acceleration method for solving the diffraction/radiation problem for arrays of 
wave energy converters. The resolution of this problem by numerical models based on linear potential flow theory is now standard for 
isolated bodies. When the floating bodies are grouped into an array, wave interactions occur between systems, due to radiated and 
diffracted waves. The resolution of the diffraction/radiation must then be carried on considering the whole array. This numerical problem 
involves a large number of unknowns, given that an array is made of several tens of systems, each system being modelled by several 
hundred of unknowns. 
 An accelerated method is thus mandatory to carry on computations in a reasonable amount of time. This thesis describes the 
implementation of a fast multipole algorithm in the radiation/diffraction software Aquaplus. The first step is to get a flexible formulation 
of the multipole expansion of the free-surface Green's function. Formulations from the literature have been extended and validated in a 
systematic way. 
 An open-source distribution of the non-adaptative multipole algorithm has then been implemented in Aquaplus. This method 
did not prove satisfactory for the study of arrays of floating bodies, as the spatial distribution of the unknowns is too inhomogeneous in 
this case. A simplified version of the fast multipole algorithm, more suited to the study of arrays, is then implemented. 
 The developed tool has been used for a parametric study of arrays made of generic wave energy converters. The influence of the 
separating distance between bodies on the yearly energy production of the array at a specific site has been investigated. This study 
revealed that the power take-off plays a significant role on hydrodynamic interactions. It also showed that optimal array layout can be 
found, limiting significantly the destructive interactions in the array. The reduction of the significant wave height in the lee of such an 
array has been studied. 
 
 
Mots-clés : wave energy conversion, arrays, fast multipole algorithm, free-surface Green's function. 
 
 
 
 
 
Discipline : Sciences de l’Ingénieur 
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Introdu
tionLa ré
upération de l'énergie des vagues, ainsi que l'ensemble des Energies Marines Renouvelables(EMR), font a
tuellement l'objet d'un fort intérêt industriel. Le 
ontexte énergétique mondial esten e�et di�
ile et tendu, entre raréfa
tion des ressour
es pétrolières, ammoindrissement de la
on�an
e a

ordée à l'énergie nu
léaire, et ré
hau�ement 
limatique. Nombre de pays européenssouhaitent faire un usage a

ru des énergies renouvelables, en espérant en tirer plusieurs types debéné�
es :� réduire leur empreinte 
arbone,� renfor
er leur indépendan
e énergétique,� 
réer une �lière industrielle � verte � génératri
e d'emploi [55℄, a�n de relan
er leurs é
ono-mies.Les politiques publiques et les politiques de re
her
he se tournent don
 vers le passage à l'é
helleindustrielle de la �lière des EMR, 
ara
térisé par la mise en pla
e de "fermes" en mer, 
omposéesde plusieurs dizaines de systèmes de ré
upération d'énergie. Les projets à grande é
helle sont vouésà se développer, de manière à a

roître la part des EMR dans le mix énergétique, et à réaliser desé
onomies d'é
helle (
onnexion au réseau, maintenan
e ...) permettant de réduire le 
oût du kWh.Cette dynamique est déjà largement lan
ée en Europe (en 
ours de démarrage en Fran
e) pour lese
teur de l'éolien o�shore. La �lière de l'énergie des vagues est moins mature, 
ar plus ré
ente.Néanmoins la question du regroupement de plusieurs dizaines de systèmes houlomoteurs au seinde "fermes" (à l'image des par
s éoliens) se pose déjà ; elle fait l'objet de plusieurs études, que 
esoit de la part des bureaux d'études, des développeurs de logi
iels de simulation, des développeursde systèmes, ou du milieu a
adémique ([15, 39, 40℄, par exemple).De même que les autres énergies renouvelables (à l'ex
eption de la géothermie), l'énergie desvagues est une dérivée de l'énergie solaire. Le terme � 
on
entré � d'énergie solaire serait d'ailleursplus approprié. L'énergie solaire a en e�et une densité énergétique de 0.1− 0.3 kW/m2 de surfa
eterrestre ; lorsque 
elle-
i est 
onvertie en énergie éolienne par le jeu des di�éren
es de pression,la densité de l'énergie éolienne mise en jeu atteint 0.5 kW/m2 dans la dire
tion perpendi
ulaireau vent. En�n, le vent transmet une partie de son énergie à l'élément liquide lorsqu'il sou�e surl'o
éan, 
e qui entraîne une 
on
entration supplémentaire de l'énergie, qui atteint 2−3kW/m2 dansla dire
tion perpendi
ulaire à la propagation des vagues [49℄. Lorsque la profondeur est importante,les vagues ne ressentent pas la présen
e du fond marin. En l'absen
e de frottements, l'énergie estalors transportée quasiment sans pertes sur de très longues distan
es. Elle est partiellement dissipéelorsqu'elle atteint les 
�tes. Le potentiel mondial sur les 
�tes est estimé à 1 TW . Bien évidem-ment, seule une in�me partie de 
ette énergie peut être ré
upérée. La tendan
e a
tuelle est don
au développement de systèmes �ottants ou immergés, éloignés des 
�tes, là où la profondeur d'eauest grande et où le potentiel énergétique est plus important (voir par exemple le système Pelamis[1℄).La �lière de la ré
upération de l'énergie des vagues n'étant pas en
ore arrivée à maturité,de nombreux systèmes houlomoteurs sont en 
ours de 
on
eption ou de validation. Ces étapes s'ap-puient en partie sur la simulation numérique des systèmes. Ces simulations ne sont pas des tâ
hesaisées, et font appel à des méthodes de 
al
ul di�érentes selon le système 
onsidéré et l'obje
tif dela simulation, qui peut être :� d'estimer l'énergie produite par un système,� d'évaluer la résistan
e aux états de mer extrêmes,1



2 INTRODUCTION

(a) SEAREV [2℄ (b) PELAMIS [3℄

(
) CETO [4℄Figure 1 � Vues artistiques de fermes de di�érents systèmes houlomoteurs.� de tester di�érentes stratégies de 
ontr�le pour optimiser le fon
tionnement du système,� d'estimer l'impa
t d'un système sur les états de mer autour de la ferme et sur la dynamiquesédimentaire.Etant donné la variété des systèmes mis en jeu, il est impossible d'avoir un outil de simula-tion générique pour l'ensemble des ré
upérateurs de l'énergie des vagues. Le type d'intera
tions�uide/stru
ture peut en e�et varier d'un système à l'autre. On distingue habituellement troisgrandes familles de systèmes. Une première famille de systèmes 
onvertit en énergie le mouvementpar rapport à une référen
e �xe d'un 
orps ex
ité par les vagues (systèmes os
illants) ; la se
ondefamille ré
upère grâ
e à une turbine le �ux d'air dépla
é par le mouvement de la surfa
e libre dansune 
avité (systèmes à 
olonne d'eau os
illante) ; la troisième famille tire pro�t du déferlement desvagues sur une rampe pour amener l'eau dans un réservoir surélevée et utiliser l'énergie potentielleainsi sto
kée (systèmes à fran
hissement). La première famille est 
elle qui 
omporte le plus d'in-dividus ; 
'est sur 
elle-
i que porte 
e travail de thèse. On s'intéressera don
 à la résolution duproblème de tenue à la mer de 
orps non-déformables.Le 
as des fermes présente des problématiques spé
i�ques qui doivent être étudiées. Se pose enpremier lieu le problème des intera
tions entre systèmes houlomoteurs. Dans le 
as de systèmesos
illants ex
ités par la houle in
idente, les vagues 
réées par la présen
e des systèmes (rayonnéesdu fait de leurs mouvements, ou ré�é
hies) doivent être 
onsidérées. Ces vagues vont en e�et sepropager d'un système à l'autre, modi�ant la produ
tion d'énergie dans la ferme. On parlera alorsd'intera
tions � 
onstru
tives � si la produ
tion moyenne par 
orps dans la ferme est plus élevéeque 
elle d'un 
orps seul, et d'intera
tions � destru
tives � dans le 
as 
ontraire. L'autre questionest 
elle de l'impa
t des fermes sur les états de mer dans leur sillage et sur les pro
essus 
�tiers. S'ilest 
ommunément admis que l'extra
tion d'énergie par un système seul est insu�sante pour mo-di�er les états de mer, la question fait plus débat dans le 
as de fermes de plusieurs dizaines d'unités.Les réponses à 
es questions né
essitent de passer par la simulation numérique. Le nombre



INTRODUCTION 3de paramètres mis en jeu est très élevé, et il n'est pas envisageable de résoudre 
es problèmespar l'expérimentation, sauf pour quelques situations parti
ulières. Le fon
tionnement de la fermedépend en e�et :� de la géométrie des systèmes mis en jeu,� de leur stratégie de 
ontr�le (qui joue sur leur réponse à la houle in
idente),� de la disposition des systèmes au sein de la ferme,� de l'environnement (états de mer, bathymétrie).Les questions posées 
on
ernent le 
as de la ferme dans son fon
tionnement opérationnel (à l'inversedes 
as de survie des systèmes aux 
onditions de mer extrêmes), l'obje
tif étant de déterminer des
on�gurations de fermes minimisant les intera
tions destru
tives entre systèmes et/ou ayant unimpa
t limité. Dans 
e 
as, la modélisation numérique peut se baser sur des hypothèses simpli�-
atri
es ; on se pla
era dans le 
adre de la théorie des �uides parfaits, qui 
onsidère la vis
ositédu �uide 
omme nulle. Cette approximation est valide en l'absen
e d'impa
ts ou de mouvementsviolents à même de générer de la turbulen
e. L'é
oulement est supposé irrotationnel, 
e qui permetde se ramener à un problème potentiel. D'autre part, on ajoute plusieurs hypothèses permettantde linéariser le problème :� faible 
ambrure de la houle,� dépla
ements de faible amplitude des systèmes �ottants autour de leur position d'équilibre,� système d'extra
tion d'énergie linéaire, 
'est-à-dire exer
ant une for
e de rappel proportion-nelle au dépla
ement du 
orps et une for
e d'amortissement proportionnelle à sa vitesse.Dans le 
adre de 
es hypothèses, il est alors possible de résoudre numériquement le problème detenue à la mer d'un ensemble de 
orps par une méthode des singularités prenant en 
ompte la pré-sen
e de la surfa
e libre. La 
onnaissan
e des mouvements des 
orps �ottants permet de remonterà l'énergie produite par la ferme à un état de mer donné.Le logi
iel Aquaplus, développé au Laboratoire de Mé
anique des Fluides (LMF) de l'E
oleCentrale de Nantes (ECN) depuis 1988, permet la résolution de 
e problème par la méthode dessingularités [41℄. Cette méthode, basée sur les équations d'Euler, évalue la vitesse du �uide sur lasurfa
e immergée des 
orps �ottants uniquement. Seul un maillage surfa
ique est alors né
essaire, 
equi permet de réduire le nombre d'in
onnues ; en 
ela la méthode des singularités est une méthoderapide. Les méthodes basées sur les équations de Navier-Stokes, plus 
omplètes, exigent en e�et unerésolution dans tout le domaine �uide. Employer une méthode rapide est intéressant d'un point devue "bureau d'étude", 
ar 
ela permet de tester un grand nombre de 
on�gurations de fermes enun temps de 
al
ul raisonnable. Les fermes de systèmes houlomoteurs étant un objet nouveau pourlequel la somme des 
onnaissan
es est limitée, il n'existe pas pour le moment de règles généralesde 
on
eption pour les par
s. La réalisation d'un grand nombre d'études numériques n'en est queplus né
essaire.Néanmoins, le temps de 
al
ul lié à la méthode des singularités évolue ave
 le 
ube (méthode derésolution dire
te) ou le 
arré (méthode de résolution itérative) du nombre d'in
onnues. Ces mé-thodes, rapides lorsqu'un 
orps seul est traité (maillage faisant intervenir de 250 à 500 in
onnues),peuvent devenir di�
ile à utiliser à l'é
helle d'une ferme, notamment si un balayage paramétriqueest réalisé sur la géométrie ou le positionnement des 
orps. Il est don
 indispensable d'a

élérer larésolution du problème de tenue à la mer par une méthode appropriée.C'est l'objet de 
e travail de thèse. La première partie détaille l'implémentation d'un algo-rithme multipolaire rapide pour l'a

élération de la résolution de l'équation intégrale.Les di�érentes méthodes de modélisation de fermes sont tout d'abord passées en revue. Ondétaille les modèles analytiques existants ; 
es modèles sont fondamentaux, 
ar ils ont permis deprouver l'existen
e d'intera
tions 
onstru
tives. Néanmoins, ils font 
ha
un appel à des hypothèsessimpli�
atri
es, 
e qui 
onstitue une limitation. D'autre part, 
es modèles manquent de �exibilitédans l'optique du développement d'un outil de simulation aussi générique que possible, permettantde représenter des 
orps de forme arbitraire. On s'intéresse don
 aux di�érentes méthodes numé-riques utilisables, qui se répartissent entre méthodes des singularités et méthodes de propagation.La limitation des méthodes de propagation dans la représentation des intera
tions �uide/stru
tureest mise en éviden
e. Di�érentes méthodes des singularités, présentant plusieurs niveaux de non-linéarités, sont présentées. Etant donné la 
omplexité du problème envisagé, il apparaît 
omme



4 INTRODUCTIONraisonnable d'utiliser une méthode 
omplètement linéaire.On rappelle les équations qui régissent le mouvement d'un 
orps ex
ité par une houle régulière,en dressant le bilan des for
es mises en jeu. Ces équations sont ensuite expli
itées pour le 
as d'unensemble de 
orps �ottants ayant 
ha
un un seul degré de liberté.Le 
al
ul des for
es hydrodynamiques né
essite la résolution du potentiel des vitesses en toutpoint des surfa
es des 
orps. On établit le problème aux limites 
orrespondant. L'utilisation des for-mules de Green permet de réduire le problème volumique à un problème surfa
ique. La 
inématiquedu mouvement des 
orps est représentée par une distribution de singularités appelées "sour
es" surla surfa
e des 
orps. On introduit une fon
tion de Green harmonique et satisfaisant la 
onditionde surfa
e libre ; on obtient alors une équation intégrale à résoudre pour 
onnaître les densités desour
es, à partir desquelles le potentiel des vitesses peut être 
al
ulé en n'importe quel point dudomaine �uide. Le logi
iel de tenue à la mer Aquaplus [41℄ dis
rétise les surfa
es en un ensemblede panneaux et résout la forme matri
ielle de 
ette équation intégrale. Pour 
ela, la fon
tion deGreen et ses dérivées partielles sont préalablement 
al
ulées pour 
haque jeu de deux panneaux.Il apparaît d'après la littérature que lorsque un grand nombre de panneaux est mis en jeu, 
etterésolution peut être a

élérée par l'algorithme multipolaire rapide [58℄ (Fast Multipole Algorithm,FMA). Cet algorithme mène de manière 
onjointe le 
al
ul de la fon
tion de Green et la résolutionde l'équation matri
ielle, à 
ondition d'être utilisé au sein d'un solveur itératif. Un solveur de typeGMRes [81℄ est don
 implémenté.L'algorithme multipolaire rapide se base sur le développement multipolaire de la fon
tion deGreen. Les formulations de 
e développement existantes dans la littérature [90℄ sont étendues pourpouvoir les employer au sein d'un algorithme multipolaire tridimensionnel, 
e qui sera né
essairesi des systèmes de forme allongés verti
alement sont représentés. Ces formulations sont validéesde manière systématique, par 
omparaison ave
 les formulations d'origine d'Aquaplus et ave
 desformulations analytiques.Une distribution pré-éxistante de l'algorithme multipolaire est implémentée dans Aquaplus.L'outil obtenu est de nouveau validé à l'aide de résultats numériques et analytiques. Cet outilmontre des performan
es en temps de 
al
ul qui ne sont pas satisfaisantes, ainsi que des limita-tions sérieuses en terme de pré
ision lorsque le 
as des fermes est traité. Ces problèmes tiennent àplusieurs 
auses : une 
onvergen
e di�
ile de la partie os
illante du développement de la fon
tionde Green pour les petites périodes de houle ; l'emploi d'une implémentation du FMA qui ne peutpas s'adapter lo
alement à la densité spatiale des in
onnues (alors que dans le 
as des fermes,les in
onnues sont distribuées de manière très dispersée et inhomogène) ; la taille des problèmes
onsidérés, trop petits pour que le FMA soit pleinement e�
a
e. Une implémentation simpli�ée duFMA, adaptée au 
as des fermes, est don
 réalisée. Les performan
es sont bien meilleures, en termede pré
ision, de temps de 
al
ul et de besoin de mémoire, même si elles peuvent en
ore s'avérerinsu�santes selon la simulation 
onsidérée.Dans la se
onde partie, l'outil obtenu est mis en ÷uvre pour l'étude paramétrique de fermes deré
upérateurs de l'énergie des vagues.La première étude réalisée évalue l'in�uen
e de la distan
e de séparation entre 
orps au seind'une ferme sur sa produ
tion d'énergie annuelle. Deux types de ré
upérateurs de l'énergie desvagues sont étudiés, 
ha
un n'ayant qu'un seul degré de liberté. Cette étude souligne les prin
i-paux phénomènes mis en jeu dans la ferme (masquages, fo
alisations, résonan
es) et la manièredont ils dépendent de la distan
e entre 
orps, de la disposition des 
orps dans la ferme et de leurnombre. On identi�e des 
on�gurations pour lesquelles les intera
tions à l'é
helle annuelle sontlégèrement 
onstru
tives en houle irrégulière monodire
tionnelle.Dans une se
onde étude, on évalue l'impa
t des 
on�gurations les plus e�
a
es sur les états demer dans leur sillage. Cette étude révèle un impa
t très limité, inférieur à 
elui généralement estimépar les méthodes de propagation ; 
ela est dû à une modélisation plus 
omplète et plus réaliste desintera
tions �uide/stru
ture. On s'intéresse aux intera
tions entre petites unités de quelques 
orpssituées dans le sillage l'une de l'autre. Il apparaît qu'une ferme 
omposée de plusieurs petits groupesde systèmes houlomoteurs éloignés les uns des autres est plus e�
a
e qu'une ferme 
onstruite enun seul grand groupe.
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Chapitre 1Modélisation des fermes deré
upérateurs de l'énergie des vaguesLe se
teur de la ré
upération de l'énergie des vagues n'ayant pas en
ore atteint le stade in-dustriel, il existe une très grande variété de systèmes d'extra
tion proposés. Fal
ao [45℄ résume demanière quasi-exhaustive les di�érentes familles de ré
upérateurs de l'énergie des vagues (REV).Une des nombreuses manières de 
lassi�er 
es systèmes est la suivante :� "Terminators" : 
e terme désigne les systèmes de grandes dimensions dans la dire
tion per-pendi
ulaire à 
elle de la propagation des vagues. Ils font don
 "barrage", et on attend d'euxqu'ils modi�ent signi�
ativement les états de mer dans leur sillage. On peut donner 
ommeexemple de système os
illant le 
élèbre "
anard de Salter" [82, 78℄. Les systèmes par déver-sement (Wave Dragon [5℄, SSG [6℄) font aussi partie de 
ette famille.� "Lineators" : 
es systèmes ont une forme élan
ée parallèlement à la dire
tion de propagationde la houle. Le plus 
élèbre système de 
ette famille est Pelamis [1℄.� "Point-absorbers" : 
es systèmes sont des �otteurs de petites dimensions par rapport à lalongueur d'onde de la houle in
idente (Wavebob [7℄, PowerBuoy [8℄, CETO [9℄...). Le niveaude produ
tion d'un �otteur individuel est faible ; pour avoir une produ
tion d'énergie signi�-
ative, il est don
 né
éssaire de regrouper un grand nombre de systèmes au sein d'une ferme.L'ordre de grandeur des espa
ements envisagés entre systèmes est de 10 fois leur taille. Ilexiste 
ependant 
ertains 
on
epts (WaveStar [10℄, Man
hester Bobber [22℄) qui mettent enjeu des distan
es beau
oup plus 
ourtes entre �otteurs.Les méthodes de modélisation des fermes houlomotri
es varient selon les systèmes 
onsidérés et lestade du projet. La manière dont l'énergie est extraite par les systèmes 
onditionne en partie lesintera
tions �uide/stru
ture. Une modélisation adaptée au système d'extra
tion (Power Take-O�,PTO) doit don
 être 
hoisie. L'appro
he usuelle pour les systèmes os
illants est de 
onsidérer quele dépla
ement du système ou d'un de ses éléments par rapport à une référen
e est amorti par unsystème de type "piston". Ce piston peut être un générateur éle
trique, un moteur hydraulique ...Selon le niveau de réalisme et de 
omplexité requis dans la modélisation, le 
omportement de 
episton peut être linéaire ou non-linéaire, notamment en fon
tion de la stratégie de 
ontr�le. Dans
e dernier 
as, une modélisation des intera
tions �uide/stru
ture dans le domaine temporel seraindispensable.Dans la suite de 
e 
hapitre, on présente su

in
tement les di�érentes méthodes disponibles enmodélisation numérique pour traiter des intera
tions de vagues dans les fermes houlomotri
es, ainsique leurs limitations. Ce sont 
es limitations qui sont à l'origine de 
e travail de thèse. L'ensemblede 
es méthodes a pour obje
tif de représenter les REV dans le 
adre de leur fon
tionnementopérationnel, et non pour les 
as d'évènements extrêmes. Les e�ets liés à la vis
osité ou à laturbulen
e sont don
 
onsidérés 
omme négligeables.7



8 CHAPITRE 1. MODÉLISATION DES FERMES DE REVCes méthodes sont présentées selon les é
helles auxquelles elles s'appliquent, et selon leursobje
tifs. A l'é
helle de la ferme, l'obje
tif est d'évaluer l'e�et des intera
tions sur la produ
tionglobale d'énergie. Cet e�et est souvent dé
rit par le "q-fa
tor", qui est le ratio suivant :
q =

Produ
tion d'une ferme de N ré
upérateurs
N × Produ
tion d'un ré
upérateur isolé (1.1)Si q > 1, les intera
tions sont 
onstru
tives et permettent à l'e�et de groupe de la ferme d'augmen-ter la produ
tion d'énergie par 
orps. Ce fa
teur varie ave
 la longueur d'onde et l'organisation dela ferme. Si q < 1, alors les intera
tions destru
tives deviennent prédominantes, 
ertains systèmesmasquant la houle aux autres.A l'é
helle régionale, on 
her
hera à évaluer le r�le de la ferme dans la modi�
ation des états demer dans son sillage et son in�uen
e sur l'hydrodynamique et les pro
essus 
�tiers. Il s'agit don
la plupart du temps d'une appro
he environnementale. Cependant, 
ette mesure de l'atténuationde la ressour
e sur un grand domaine peut aussi permettre de traiter de manière approximative lesintera
tions entre "grands" REV (de type "terminator") ou entre fermes.1.1 Modélisation à l'é
helle de la ferme1.1.1 Modèles analytiquesLe terme analytique renvoie i
i à l'absen
e de dis
rétisation des 
orps �ottants et de leur en-vironnement (fond, surfa
e libre) en ensemble d'in
onnues. Il est à noter que si la modélisationdes fermes est analytique, elle se base parfois sur des résultats 
on
ernant le 
orps isolé obtenuspar une méthode numérique. Ces modèles s'appuient sur la théorie linéaire et harmonique desé
oulements potentiels (se
tion 2.1), en y ajoutant des hypothèses spé
i�ques. Leur prin
ipe estd'évaluer le potentiel des vitesses au niveau des 
orps �ottants, a�n d'en déduire les for
es qui leurssont appliquées. La résolution du prin
ipe fondamental de la dynamique, mettant en jeu les for
eshydrodynamiques et la for
e appliquée par le power take-o�, permet de 
onnaître la puissan
eproduite pour 
haque période de houle. On pourra se référer à Falnes [48℄ pour de plus amplesdétails.De manière générale, 
es modèles ont permis de démontrer le potentiel d'extra
tion d'énergieque l'on peut atteindre en regroupant les 
orps en fermes, ainsi que la possibilité d'intera
tions
onstru
tives [33, 44, 46℄. Néanmoins, étant donné leur 
omplexité de formulations et les restri
-tions qu'ils imposent, au
un outil généraliste et utilisable dans l'industrie n'a été développé à partirde 
es modèles.1.1.1.1 Multiple s
attering methodCette méthode, développée par Ohkusu [76℄, est une méthode exa
te pour évaluer les intera
-tions entre 
orps. Elle permet de traiter un nombre quel
onque de 
orps axisymétriques disposésde manière arbitraire, et se base sur les propriétés hydrodynamiques d'un 
orps isolé. Le prin
ipeest de superposer la houle in
idente ave
 un 
ertain nombre de houles rayonnées et di�ra
tées deplusieurs ordres ; il est bien entendu né
éssaire de tronquer à un ordre donné. Cette méthode estutilisée par Mavrakos et M
Iver [71℄ 
omme référen
e pour évaluer la pré
ision des approximationsdé
rites dans les se
tions 1.1.1.2 et 1.1.1.3.La prin
ipale limitation de 
ette méthode est qu'elle ne peut s'appliquer qu'à des systèmes axi-symétriques. D'autre part, une étude de 
onvergen
e est né
essaire, a�n de s'assurer qu'un nombresu�sant d'ordres de houles di�ra
tées et rayonnées, ainsi qu'un nombre su�sant d'intera
tions,sont pris en 
ompte.1.1.1.2 Plane wave approximationLe prin
ipe de 
ette approximation est de 
onsidérer que les vagues rayonnées et di�ra
téespar un 
orps peuvent être représentées loin de 
elui-
i par des vagues monodire
tionnelles. Cette



1.1. MODÉLISATION À L'ÉCHELLE DE LA FERME 9méthode est valable lorsque l'espa
ement entre systèmes est grand devant la longueur d'onde ; dans
es 
onditions, la houle apparaît plane lorsque la sour
e de son rayonnement ou de sa di�ra
tionest très éloignée. La méthode originale de Simon [85℄ négligeant le 
hamp lo
al, il est possible d'yajouter des termes de 
orre
tion [72℄. La 
omparaison des résultats de 
ette méthode ave
 la mé-thode de "multiple s
attering" a prouvé sa validité dans la plupart des 
as [71℄. Les 
ara
téristiqueshydrodynamiques d'un 
orps isolé doivent être déterminées avant d'utiliser 
ette méthode pour uneferme.La 
ondition sur l'espa
ement entre 
orps rend don
 
ette méthode inappropriée pour les situa-tions où les 
orps sont relativement pro
hes. Or 
'est dans 
es situations que les intera
tions sontles plus fortes et méritent le plus d'être étudiées.1.1.1.3 Point absorber approximationL'approximation "point absorber" suppose que les 
orps sont petits devant la longueur d'onde.Par 
onséquent, les 
hamps di�ra
tés autour des stru
tures sont négligés. On trouve une des pre-mières utilisations de 
ette approximation dans [33℄. Ces travaux ont par la suite été généralisés[50, 47℄. Comme souligné par Mavrakos et M
Iver [71℄, 
ette méthode est moins pré
ise dans le
al
ul des intera
tions entre 
orps que la méthode "plane wave approximation". Filtzgerald etThomas [51℄ utilisent 
ette aproximation pour évaluer rapidement les intera
tions dans des fermesde systèmes disposés de manière irrégulière. Cela permet de résoudre un problème d'optimisationpour 
onnaître l'organisation idéale de la ferme pour une période de houle donnée.Lorsque l'on étudie les 
ara
téristiques d'un REV, on évalue son 
omportement sur tout lespe
tre de houle, et non pas sur une unique longueur d'onde. Par 
onséquent 
ette approximationne sera pas toujours utilisable. De plus un REV os
illant aura tendan
e à résoner lorsque sa tailleet la longeur d'onde ont le même ordre de grandeur. Cette approximation ne permet pas de traiter
e 
as, pour lequel la produ
tion d'énergie est maximale.1.1.1.4 Hydrodynami
 intera
tions methodCette méthode est basée sur les travaux de Kagemoto et Yue [64℄. Elle exprime le potentiel du
hamp in
ident (qui arrive à un 
ylindre), ainsi que 
eux des 
hamps di�ra
tés et rayonnés (quis'en éloignent) 
omme des produits s
alaires de deux ve
teurs :� un ve
teur de fon
tions de l'espa
e représentant l'ensemble des vagues qui peuvent s'appro-
her/s'éloigner du 
ylindre� un ve
teur de 
oe�
ients de pondérationLes intera
tions entre deux 
ylindres dues aux vagues rayonnées et di�ra
tées s'évaluent alors parl'emploi de matri
es de transfert, qui permettent de "propager" le ve
teur de fon
tions de l'espa
edu 
orps in�uençant au 
orps in�uen
é. Cette méthode est dé
rite en détail par Child et Venugopal[36℄ qui l'appliquent à une ferme de deux 
ylindres. Dans [37℄, 
ette méthode est utilisée sur unensemble de 5 
ylindres, a�n de traiter plusieurs problèmes d'optimisation. Kashiwagi [65℄ a mis enéviden
e une bonne 
orrespondan
e entre 
ette méthode et une résolution numérique par méthodeHOBEM (voir 1.1.2.1), pour le 
as d'un ensemble de 4 
ylindres.Cette méthode est pour le moment di�
ile à appliquer à un 
orps de forme arbitraire. Dans[36, 37℄ elle est uniquement développée pour un 
ylindre (les équations mises en jeu sont di�érentessur le fond du 
ylindre et sur sa paroi verti
ale). Selon Mavrakos et M
Iver [71℄, une autre limite de
ette méthode (en 
omparaison ave
 la méthode "multiple s
attering") est son besoin de mémoireimportant, dû au sto
kage des di�érents ve
teurs.1.1.1.5 Ferme dense de petits 
orpsUne théorie spé
i�que aux fermes de petits 
orps a été développée par Garnaud et Mei [54℄,dans l'optique de traiter les sytèmes 
omposés de bouées pro
hes les unes des autres. Les bouées enquestion sont des 
ylindres pilonnants présentant un faible enfon
ement. A l'é
helle ma
ros
opique,
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upation" 
ara
térise la densité surfa
ique de la ferme (sur la surfa
e libre). Leshypothèses suivantes sont faites :� l'inertie des petits 
orps est faible� l'amplitude des mouvements est faible, d'où une radiation négligeable� les for
es dominantes sont alors la for
e de rappel hydrostatique, la réa
tion du power take-o�et la for
e d'ex
itation.Alors une 
ondition aux limites peut s'é
rire sur la surfa
e libre, liant le potentiel des vitesses, les
ara
téristiques du power take-o�, et le "ratio d'o

upation". Cela permet la résolution du poten-tiel dans la ferme, en prenant en 
ompte la présen
e des systèmes.Cette méthode permet d'avoir fa
ilement des informations sur la produ
tion de la ferme auniveau ma
ros
opique. Cependant les hypothèses utilisées ne permettent pas une étude détaillée etpré
ise au niveau de 
ha
un des 
orps. Cette méthode est don
 plut�t un outil de pré-dimensionnementde la ferme dans son ensemble.1.1.2 Méthodes des singularités (ou méthodes des éléments frontières)Tout 
omme les méthodes de la se
tion 1.1.1, 
es méthodes sont basées sur la théorie desé
oulements potentiels. Elles sont très largement utilisées dans le se
teur de l'énergie des vagues,
ar plus �exibles que les méthodes analytiques, pour les raisons suivantes :� elles permettent de représenter la surfa
e de 
orps de forme arbitraire par un ensemble d'éle-ments (panneaux plans ou 
ourbes),� elles traitent indi�éremment les espa
ements réguliers ou irréguliers entre 
orps,� elles n'ajoutent au
une approximation au 
adre général de la théorie des é
oulements poten-tiels, 
e qui élargit leur 
hamp d'appli
ation.La résolution des problèmes de di�ra
tion et de radiation est faite sur la surfa
e des 
orps, et nondans l'ensemble du domaine �uide. Ce sont don
 des méthodes très rapides si on les 
ompare à 
ellesqui résolvent 
omplètement les équations de Navier-Stokes, 
ar le maillage d'une surfa
e demandemoins d'in
onnues que 
elui d'un volume. Cependant, étant donné que les matri
es des systèmesà résoudre sont denses, 
es méthodes présentent une 
omplexité numérique en O(N2) − O(N3).Le temps de 
al
ul augmente don
 très rapidement ave
 le nombre d'in
onnues N (voir la se
tion3.2.3).Lorsque les intera
tions �uide/stru
ture sont linéarisées, les deux approximations suivantes sontfaites :� Les mouvements des 
orps sont supposés avoir une faible amplitude. On fait alors l'hypothèseque la surfa
e mouillée des 
orps est la même au 
ours du temps ; la géométrie du problèmereste don
 in
hangée.� La 
ambrure de la houle est supposée faible.1.1.2.1 Domaine fréquentielLes hypothèses 
onsidérées dans 
e genre de modèles sont plus largement détaillées dans la se
-tion 2.1.1 ; les intera
tions �uide/stru
ture sont linéaires. Le logi
iel basé sur 
ette méthode qui estle plus employé en bureau d'étude est sans 
onteste WAMIT [95℄. De nombreuses études ré
entessur plusieurs "point-absorbers" en intera
tion l'utilisent [80, 22, 39, 40℄ pour résoudre le potentieldes vitesses et en déduire les mouvements de 
orps �ottant dans les vagues.Le Laboratoire de Mé
anique des Fluides de l'E
ole Centrale de Nantes développe quant à luile logi
iel Aquaplus [41, 42℄, qui fait l'objet de 
e travail de thèse. Quelques études paramétriquessur des fermes faisant varier la distan
e entre 
orps ont été réalisées grâ
e à 
e logi
iel [63, 15℄.Cela est possible notamment grâ
e à sa rapidité lorsque le nombre de panneaux n'est pas trop élevé(≈ 103).Cette méthode présente une version de base appelée Constant Panel Method (CPM) et uneversion améliorée et plus rapide, Higher Order Boundary Element Method (HOBEM, [87℄). Dansla méthode CPM, les surfa
es des 
orps sont représentées par des panneaux quadratiques plans, sur
ha
un desquels le potentiel des vitesses est 
onstant. La représentation de 
e potentiel est don
dis
ontinue. Dans la méthode HOBEM, les surfa
es des 
orps sont dé
oupées en "sous-surfa
es",



1.2. MODÉLISATION À L'ÉCHELLE RÉGIONALE 11elles-mêmes représentées par des panneaux quadratiques qui peuvent être plans ou 
ourbes. Celapermet une représentation de la géométrie plus réaliste, pour un nombre d'in
onnues bien plusfaible, et apporte une a

élération importante. Le potentiel des vitesses est alors modélisé de ma-nière 
ontinue sur le 
orps, en utilisant des splines [95℄, ou d'autres représentations 
omme desfon
tions d'interpolation polynomiales [91℄. A noter que dans 
ette dernière référen
e, la méthodeHOBEM est a

élérée par un algorithme multipolaire rapide ; on retrouve aussi 
e prin
ipe dans[88℄ et [56℄. La méthode HOBEM n'est pas implémentée dans Aquaplus. Une méthode d'a

éléra-tion pour les problèmes à grand nombre de panneaux n'en est don
 que plus né
essaire.Ces méthodes permettent aussi de 
onnaître l'amplitude de l'élévation en tout point de la surfa
elibre, moyennant une étape de post-traitement basée sur les résultats de l'équation du mouvementdes 
orps et sur les potentiels 
orrespondants aux di�érents problèmes de di�ra
tion/radiation surla surfa
e de 
ha
un des 
orps.1.1.2.2 Domaine temporelL'emploi de modèles temporels permet de réaliser des simulations plus réalistes, prenant parexemple en 
ompte :� le fon
tionnement non-linéaire du power take-o� et du système de 
ontr�le [18℄,� les intera
tions �uide/stru
ture non-linéaires, dans le 
as de grands dépla
ements [59℄ (maistoujours dans le 
adre des �uides parfaits, 
'est-à-dire sans vis
osité ni turbulen
e),� l'in�uen
e du tirage des phases aléatoires lors de l'utilisation d'une houle irrégulière en entréed'un système non-linéaire [83℄,� le fon
tionnement de systèmes de sto
kages de l'énergie [14℄.Dans 
ette optique, le LMF a développé le logi
iel A
hil3D [38℄, qui permet d'obtenir les réponsesimpulsionnelles des 
orps �ottants. Les intera
tions �uide/stu
ture sont i
i aussi linéaires. Là en-
ore, les surfa
es sont représentées par un ensemble de panneaux plans. Cette méthode est néan-moins très demandeuse en temps de 
al
ul ; par 
onséquent, peu d'études sur plus d'un systèmeont pu être réalisées ([16, 17℄ par exemple).L'appro
he dé
rite dans [60, 59℄ est prometteuse pour la modélisation d'intera
tions �uide/stru
ture non-linéaires. Cette méthode s'appuie sur la résolution en temporel du problème poten-tiel aux limites dans un bassin de houle numérique ("numeri
al wave tank", NWT). Les parois dubassin (in
luant la plage d'absorption), la surfa
e du 
orps immergé et la surfa
e libre sont dis
réti-sées par des éléments d'ordre élevé. Il n'y a don
 pas d'hypothèses restri
tives quant à l'amplitudedes mouvements du 
orps. Dans 
ette méthode, seule une petite partie des in
onnues est dédiée àla représentation de la surfa
e du 
orps. Modéliser une ferme au lieu d'un 
orps seul demanderadon
 un temps de 
al
ul supplémentaire minime ; pour le moment, seules des fermes de deux 
orpsont été étudiées en deux dimensions. Il est intéressant de noter qu'un bassin numérique du mêmetype a ré
emment été a

éléré grâ
e à l'emploi d'une méthode multipolaire [52, 53℄, pour étudierla propagation de vagues sur un fond 
omplexe.Ces méthodes apportent un gain de réalisme important. Cependant, elles sont bien plus 
oû-teuses en temps de 
al
ul que les méthodes fréquentielles. Elles sont don
 adaptées aux étudesréalisées pour des projets en phase avan
ée, une fois la plupart des études paramétriques ou d'op-timisation e�e
tuées.1.2 Modélisation à l'é
helle régionaleL'extra
tion d'énergie par un système seul est en général perçue 
omme sans impa
t sur lespro
essus 
�tiers. Il n'en va pas de même lorsque des fermes étendues sont envisagées, notammentlorsqu'elles sont 
omposées de systèmes "terminators". Les méthodes dites "de propagation" sontalors utilisées a�n d'évaluer la modi�
ation des états de mers induite par la présen
e d'une fermeou d'un REV de grandes dimensions.Comme dé
rit dans [20℄, 
es modèles se répartissent en deux 
atégories :� Les modèles spe
traux, dont le plus employé est sans doute SWAN (Simulating WAves Near-shore, [11℄). Les modèles de 
e type évaluent l'évolution du spe
tre de houle en fon
tion des



12 CHAPITRE 1. MODÉLISATION DES FERMES DE REVdi�érents mé
anismes de 
roissan
e (vent) et de dissipation (frottement sur le fond, déferle-ment, moutonnement).� Les modèles temporels basés sur les équations de Boussinesq [69℄ ou sur les équations Mild-Slope [23℄, qui dé
rivent l'évolution des vagues en eau peu profonde, en modélisant la di�ra
-tion et la réfra
tion.L'extra
tion d'énergie par les REV peut être implémentée de di�érentes manières. Dans les pre-mières études [73, 93℄ l'in�uen
e des systèmes est représentée par l'utilisation de 
oe�
ients detransmission et d'absorption sur leurs frontières. Il s'agit là d'une appro
he di�
ilement justi-�able, qui ne prend pas en 
ompte la physique des intera
tions �uide/stru
ture. On est don
 endroit de se demander quelle est la validité des résultats obtenus ave
 
e genre de méthodes, d'autantqu'il n'existe pas de 
omparaison ave
 des données expérimentales.Beels et al. [21℄ proposent une appro
he améliorée pour le 
as d'une ferme de Wave Dragons(systèmes à fran
hissement). Les di�érentes parties du système sont représentées par un jeu d'élé-ments éponges 
ara
térisés par des 
oe�
ients de ré�exion et d'absorption. L'absorption d'énergiereproduit la physique du Wave Dragon par une fon
tion déterminant la quantité d'eau "montant"dans le réservoir (
ette fon
tion a été évaluée expérimentalement). Cette grandeur est supposéeindépendante de la période de la houle, ainsi que l'énergie produite.Dans [94, 77℄, des os
illateurs résonants sont étudiés mais en
ore une fois ave
 une absorptiond'énergie indépendante de la période, 
e qui est in
orre
t pour 
e type de système. Pour amélio-rer 
ette appro
he, Alexandre et al. [13℄ présentent l'implémentation dans SWAN d'une fon
tiond'absorption "analytique" basée sur la période. Cette fon
tion permet de modéliser une absorptiond'énergie optimale : on suppose que 75% de l'énergie est extraite ; la période propre du système esta

ordée à la période de pi
 de l'état de mer 
onsidéré.Néanmoins 
es méthodes ne permettent pas une représentation 
orre
te de la modi�
ation du
hamp de vagues due à l'absorption d'énergie, 
ar les intera
tions �uide/stru
ture ne sont pas plei-nement modélisées. Les 
hamps rayonnés et di�ra
tés ne sont don
 pas représentés. Il en dé
ouleun mauvaise estimation de la répartition de la ressour
e houlomotri
e dans la ferme ; l'estimationde l'énergie produite est don
 probablement erronée.Une appro
he plus appropriée pour prendre en 
ompte l'aspe
t résonant de systèmes de typeFO3 est présentée par Beels [20℄. Les FO3 sont des plateformes supportant 21 bouées pilonnantes(
haque système peut don
 être 
onsidéré 
omme une "mini-ferme"). Une ferme de 9 plateformesest étudiée, en 
ombinant méthode BEM et méthode de propagation :� l'absorption d'énergie d'un FO3 est évaluée en utilisant WAMIT� les FO3 sont implémentés dans un modèle Mild-Slope en supposant que les vagues rayonnéespar 
haque système sont purement 
ir
ulaires. Le déphasage et l'amplitude de 
es vagues sontobtenus à partir de WAMIT.� les 
hamps de vagues rayonnés et di�ra
tés sont superposés. L'énergie produite par un FO3est 
al
ulée par règle de trois entre la hauteur des vagues devant le FO3 et la produ
tion d'unFO3 isolé pour une houle unitaire.Cette appro
he 
omporte deux limitations. Tout d'abord le 
hamp rayonné par un FO3 est proba-blement plus 
omplexe qu'une houle 
ir
ulaire, étant donné le nombre de �otteurs et leurs inter-a
tions. D'autre part, seulement un nombre limité de superpositions sont réalisées, 
e qui 
onduità un léger biais dans l'estimation de la houle devant 
haque système.1.3 Con
lusionLa modélisation de fermes de REV par méthodes analytiques a démontré, dès le début de
e se
teur de re
her
he, l'intérêt de 
onstituer des fermes. Ces méthodes manquent néamoins de�exibilité pour être utilisées de manière 
ourante en bureau d'études. Quant aux méthodes de pro-pagation, elles ne permettent pas de résoudre 
orre
tement la physique du problème. Elles sontdon
 inadaptées, à moins que l'on puisse y implémenter les 
ara
téristiques des REV de la manièrela plus 
omplète possible : 
hamp di�ra
té, 
hamp rayonné, fon
tion d'extra
tion de l'énergie.L'appro
he qui semble la plus appropriée pour estimer la produ
tion d'une ferme de REV enintera
tions, tout en réduisant le nombre d'hypothèses simpli�
atri
es, est l'emploi de méthodes



1.3. CONCLUSION 13des singularités. Ces méthodes sont déjà largement employées dans le domaine fréquentiel ; ellesprésentent 
ependant des temps de 
al
ul en
ore trop longs lorsqu'une ferme est étudiée ; le nombretotal d'in
onnues est proportionnel au nombre de 
orps en jeu. Or le temps de 
al
ul évolue gé-néralement ave
 le 
arré ou le 
ube du nombre d'in
onnues. Une a

élération signi�
ative de larésolution des problèmes de di�ra
tion et de radiation est don
 indispensable.Depuis quelques années, l'emploi des méthodes multipolaires s'étend à l'a

élération de la ré-solution de di�érents problèmes en hydrodynamique. Ce travail de thèse aura don
 pour obje
tifl'implémentation et l'utilisation d'une méthode de 
e type au sein du 
ode potentiel Aquaplus,dans le domaine fréquentiel.
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Chapitre 2Des
ription mé
anique d'unensemble de 
orps �ottantsCe 
hapitre pose les prin
ipales hypothèses utilisées dans la modélisation des intera
tions �uide/stru
ture dans le domaine fréquentiel et dé
rit les for
es auxquelles sont soumis les systèmes ex
itéspar une houle harmonique.2.1 Modélisation de l'é
oulement2.1.1 HypothèsesOn se pla
e dans le 
adre de la théorie linéarisée des é
oulements potentiels. Le �uide estdit "parfait", 
'est-à-dire que l'on 
onsidère sa vis
osité 
ommé négligeable. Cette théorie permetla mise en oeuvre de méthodes numériques rapides ; on évalue en e�et les mouvements de 
orps�ottants en déterminant la pression sur la surfa
e des 
orps seulement (et non pas dans tout ledomaine �uide). Cette méthode est adaptée pour le 
as de REVs dans des 
onditions de produ
tionnormale, mais ne doit pas être utilisée pour des 
as non-linéaires, 
ar les erreurs peuvent devenirsigni�
atives lorsque les non-linéarités sont importantes.L'eau est modélisée par un �uide et in
ompressible. Les vitesses dérivent alors d'un potentiel Φ.On suppose que les mouvements ont une amplitude faible relativement à la longueur d'onde de lahoule in
idente. De même, la 
ambrure des vagues est 
onsidérée 
omme faible. L'é
oulement estalors supposé irrotationnel. Dans 
es 
onditions, on utilisera la 
ondition de surfa
e libre linéarisée(équation 2.4). Tout au long de 
e travail de thèse, les 
orps 
onsidérés ne sont pas déformables.On se pla
e dans le 
adre de fermes de REVs en grande profondeur. Dans le 
adre de 
ette thèse,on situe don
 le problème en profondeur in�nie. Le problème ayant été linéarisé, on s'intéresse à laréponse stationnaire, de pulsation ω. Le potentiel des vitesses au temps t peut don
 s'é
rire :
Φ = Re[φe−iωt] (2.1)ave
 i2 = −1.2.1.2 Problème aux limitesSelon 
es hypothèses, l'é
oulement est régi par l'équation de Lapla
e (équation 2.2). On ajouteà 
ette équation les 
onditions aux limites qui permettent d'obtenir le problème 
omplet (voir [74℄) :

∆Φ = 0 dans tout le domaine �uide (2.2)
∂Φ

∂n
=

−→
Vk.

−→n en tout point de la surfa
e Sk de 
haque 
orps k (2.3)
∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
= 0 sur la surfa
e libre au repos (en z = 0) (2.4)15
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 g l'a

élération de la pesanteur, −→
V k la vitesse du point 
onsidéré sur la surfa
e Sk, et−→n = (nx, ny, nz) la normale au 
orps au point 
onsidéré. Dans l'hypothèse des faibles mouve-ments, la surfa
e Sk est la surfa
e immergée du 
orps k moyenne au 
ours du temps (
'est-à-direla surfa
e immergée de 
e 
orps à la position d'équilibre autour de laquelle il os
ille).2.2 Equations mé
aniques d'un 
orps �ottantCette se
tion dé
rit les notations et les e�orts pour le 
as d'un 
orps �ottant. Les grandeursintroduites i
i seront ensuite généralisées pour un ensemble de 
orps.2.2.1 Repère et notationsLe système 
onsidéré est un 
orps �ottant mis en mouvement par la houle, repéré dans unrepère 
artésien (−→e x,

−→e y,
−→e z) par la position de son 
entre de 
arène. L'axe verti
al −→e z pointevers le haut. La surfa
e libre est située à la 
�te z = 0 quand elle est au repos. Les 6 degrés deliberté du système sont dé�nis de manière 
lassique par le ve
teur position X 
omme suit :� trois translations selon les axes du repère :X1 (
avalement),X2 (embardée),X3 (pilonnement)� trois rotations autour des axes du repère : X4 (roulis), X5 (tangage), X6 (la
et)Les inerties 
orrespondantes sont dé
rites par la matri
e diagonale 6× 6 M. Si i ∈ [1, 3], Mii = m,ave
 m la masse du système. Ẋ et Ẍ sont respe
tivement les ve
teurs vitesse et a

élération dusystème.2.2.2 Bilan des e�ortsLes e�orts imposés au système par le �uide à 
haque pulsation ω s'expriment pour 
haque degréde liberté i :

Fi = −
∫∫

S

p(M,ω)Ni(M)dS(M) (2.5)où p(M,ω) est la pression en un point M(x, y, z) appartenant à la surfa
e mouillée S du 
orps. Lanormale généralisée N est dé�nie par : (nx, ny, nz, y.nz−z.ny, z.nx−x.nz, x.ny−y.nx). La relationde Bernoulli donnant la pression s'é
rit en théorie linéarisée :
p = p0 − ρgz − ρ

∂Φ

∂t
= p0 − ρgz + ρωiΦ (2.6)ave
 p0 la pression sur la surfa
e libre (pression atmosphérique). Cela permet d'identi�er un termestatique (p0 − ρgz) et un terme dynamique (ρωiΦ).2.2.2.1 E�orts hydrostatiquesL'intégration sur la surfa
e S du 
orps du terme hydrostatique p0 − ρgz revient à la pousséed'Ar
himède FP , ave
 FPi
= ρgV si i = 3 et FPi

= 0 sinon (V est le volume d'eau dépla
é par laprésen
e du 
orps). Cependant le 
orps est supposé pro
he de sa position d'équilibre (les mouve-ments ayant une faible amplitude), par 
onséquent ρV ≈ m. La poussée d'Ar
himède et l'attra
tionde la pesanteur se 
ompensent don
 mutuellement à l'équilibre. Les e�orts hydrostatiques FH serésument alors à une for
e de rappel :
FH = −KH .X (2.7)ave
KH la matri
e de raideur hydrostatique dont les seuls 
oe�
ients non-nuls sontKH ij , ∀(i, j) ∈

[3, 5]. FH est don
 l'e�ort que subit le système lorsqu'il est é
arté de sa position d'équilibre.



2.2. EQUATIONS MÉCANIQUES D'UN CORPS FLOTTANT 172.2.2.2 E�orts hydrodynamiquesL'e�ort hydrodynamique FD selon i s'é
rit :
FD i = ρiω

∫∫

S

φ(M,ω)Ni(M)dS(M) (2.8)Il né
essite la résolution du potentiel φ(M,ω) en tout point M de la surfa
e mouillée pour être
al
ulé. Le potentiel est dé
omposé de manière 
lassique en potentiel de la houle in
idente φ0,potentiel φd di�ra
té par la ou les stru
tures et potentiels φRi
, i ∈ [1, 6] liés aux vagues rayonnéespar les mouvements du 
orps selon ses six degrés de liberté :

φ = φ0 + φd +

6∑

i=1

φRi
(2.9)On dé
ompose don
 l'e�ort hydrodynamique en for
e d'ex
itation et for
e de radiation.For
e d'ex
itation La for
e d'ex
itation résulte de l'intégrale des potentiels in
ident et di�ra
té :

Fe i = iωρ

∫∫

S

(φ0 + φd)Ni(M)dS(M) (2.10)Elle dépend don
 fortement de l'environnement dans lequel le système est positionné : systèmesenvironnants, présen
e d'un mur, bathymétrie. En profondeur �nie 
onstante, le potentiel in
identd'une houle linéraire en un point M(x, y, z) est donné par la formule suivante :
φ0 = − igA

ω

cosh [ν(z + h)]

cosh (νh)
eiν(x cosβ+y sin β) (2.11)ave
 h la profondeur, β l'angle d'in
iden
e de la houle, ν le nombre d'onde, A l'amplitude. A estpris égal à 1m par la suite. Quand h→ ∞, 
ette expression se simpli�e :

φ0 =
igA

ω
eiν(x cosβ+y sin β) (2.12)For
e de radiation Ces for
es dé
oulent des vagues 
réées par les mouvements du solide. Commeexpliqué par Falnes [48℄, le lien entre la vitesse du mouvement du 
orps et le potentiel s'exprimepar un 
oe�
ient de proportionnalité ϕ (étant données les hypothèses de linéarité sous lesquelleson se trouve) :

φRi
= ϕiẊi (2.13)Le 
orps étant rigide, Ẋi est 
onstante et peut être sorti de l'intégrale lors de l'intégration dupotentiel φRi

sur la surfa
e du 
orps. La 
omposante i de la for
e de radiation FR due à unmouvement selon j s'e
rit don
 :
FRi

= −ZijẊj (2.14)ave
 Z la matri
e d'impédan
e en radiation de taille 6× 6. Les éléménts de Z sont exprimés par :
Zij = −iωρ

∫∫

S

ϕjnidS (2.15)D'après la 
ondition 2.3, ni = ∂φi/∂n. Cette quantité pour le degré de liberté i s'é
rit don
 ainsien un point M :
{
ni =

−→e i.
−→n (M) si i = 1, 2, 3

ni = (−→e i ∧
−−→
OM ).−→n (M) si i = 4, 5, 6

(2.16)On dé
ompose usuellement Z selon sa partie réelle et sa partie imaginaire :
Z = B + iωAM (2.17)



18 CHAPITRE 2. DESCRIPTION MÉCANIQUE D'UN ENSEMBLE DE CORPSLa matri
e B est l'amortissement 
orrespondant à l'énergie rayonnée par le mouvement du 
orps.Cette quantité vient en fa
teur de la vitesse Ẋ dans l'équation du mouvement. La matri
e AM estappelée "masse d'eau ajoutée". En tant que telle, elle intervient en fa
teur de l'a

élération Ẍ . Ledouble indi
e ij dans l'équation 2.15 traduit le 
ouplage entre les di�érents degrés de liberté dusystème : un mouvement selon j va générer un 
hamp de pression qui in�uen
era le mouvementselon i.Les quantités φd et ϕRi
doivent être évaluées numériquement, a�n d'évaluer B, AM et Fe.L'objet de 
e travail de thèse est leur évaluation dans le 
as de problèmes 
omprenant un grandnombre de 
orps, agissant 
omme autant de sous-systèmes et 
ouplés entre eux.2.2.2.3 Réa
tion du power take-o� (PTO)La ré
upération de l'énergie mé
anique a lieu grâ
e au système d'extra
tion d'énergie (PTOpour "power take-o�"), qui tire pro�t des mouvements du 
orps par rapport à une référen
e �xe(le fond marin, par exemple). L'a
tion du PTO est dé
rit par la somme d'une for
e de rappel etd'un amortissement :

FPTO = −KPTO.X −BPTO.Ẋ (2.18)Dans la pratique 
ependant, l'extra
tion d'énergie a lieu la plupart du temps selon un seul degréde liberté ; seul un terme diagonal des matri
es BPTO et KPTO est non-nul.2.2.2.4 E�orts d'an
rageLa problématiques des an
rages est 
omplexe. En e�et, 
eux-
i doivent être su�sament �exiblespour ne pas restreindre les mouvements du système, mais su�sament raides pour éviter sa dérive etle retenir en 
as de tempête. Il existe des logi
iels dédiés à la 
on
eption d'an
rages. Dans notre 
asnous nous 
ontenterons de les modéliser par une for
e de rappel et un amortissement en parallèle :
FA = −KA.X −BA.Ẋ (2.19)2.3 Cas d'un ensemble de 
orpsDans un ensemble de 
orps �ottants, 
haque �otteur interagit ave
 les autres par les e�ets dedi�ra
tion et de radiation :� La di�ra
tion dépend de l'ensemble des stru
tures présentes. Par 
onséquent, la for
e d'ex
i-tation appliquée à 
haque 
orps est modi�ée par la présen
e des autres 
orps. La résolutiondu problème de di�ra
tion permet de 
onnaître la for
e d'ex
itation appliquée à 
ha
un des
orps. Ce problème est don
 résolu une seule fois pour 
haque dire
tion de houle in
idente.� Le mouvement d'un 
orps rayonne des vagues qui se propagent aux 
orps voisins et leur ap-pliquent des for
es. Ces intera
tions s'expriment par des termes de 
ouplage en amortissementet en masse d'eau ajoutée. La vitesse et l'a

élération d'un 
orps auront don
 un impa
t surle mouvement d'un autre 
orps à travers 
es termes. On 
al
ule 
es termes de 
ouplage enappliquant un mouvement d'amplitude unitaire sur un seul 
orps, les autres 
orps étant �xes.Il faut don
 résoudre un problème de radiation pour 
haque degré de liberté de 
haque 
orps.Le problème de nombreux 
orps �ottants ayant 
ha
un 6 degrés de liberté en intera
tion dansles vagues est 
omplexe. De fait, la plupart des études réalisées sur les fermes de ré
upérateursd'énergie des vagues simpli�ent 
e problème en 
onsidérant qu'un seul degré de liberté est a
tif,
elui selon lequel le PTO extrait l'énergie.Nous introduisons i
i les notations utilisées par la suite, 
orrespondant à un ensemble de Nb
orps �ottants ayant 
ha
un un seul degré de liberté. Au
un an
rage n'est 
onsidéré. Le PTOde 
haque système est modélisé par un amortissement linéaire (bpto) en parallèle ave
 un ressortlinéaire (kpto). A 
haque pulsation ω, l'équation du mouvement s'é
rit alors :
(M+AM(ω))Ẍ + (BPTO +B(ω))Ẋ + (KH +KPTO)X = Fe (2.20)



2.4. CONCLUSION 19ave
 :� X(x1, ..., xNb
) le ve
teur position pour l'ensemble des 
orps selon le degré de liberté a
tif. Ẋet Ẍ sont les ve
teurs vitesse et a

élération.� M est la matri
e masse du sytème. Cette matri
e est diagonale si l'on ne 
onsidère qu'unseul degré de liberté par 
orps.� KH est la matri
e hydrostatique du système. Cette matri
e est diagonale si l'on ne 
onsidèrequ'un seul degré de liberté par 
orps.� KPTO et BPTO sont les matri
es diagonales 
orrespondantes au PTO. ∀i, KPTOii

= kpto,
BPTOii

= bpto.� AM(ω) and B(ω) sont les matri
es hydrodynamiques de masse d'eau ajoutée et d'amortis-sement. Ces matri
es de taille Nb ×Nb sont pleines. On peut montrer que 
es deux matri
essont symétriques [48℄.� Fe(Fe 1, ..., Fe Nb
) est le ve
teur de la for
e d'ex
itation.Le système linéaire à résoudre (équation 2.20) est de petites dimensions (au maximum, Nb ≈ 100).Il est don
 simplement résolu par inversion. La di�
ulté prin
ipale du point de vue numériqueréside dans l'évaluation des termes AM , B et Fe. Cette évaluation par la méthode des singularitésimplique une e�ort de 
al
ul important lorsque le nombre de 
orps est grand, pour deux raisonssimples : tout d'abord, il y a plus de problèmes de radiation à résoudre ; d'autre part, la géométrieglobale du problème de l'ensemble de 
orps né
essite d'être représentée par un grand nombre d'in-
onnues.2.4 Con
lusionCe 
hapitre résume tout d'abord les prin
ipales hypothèses utilisées pour modéliser les in-tera
tions �uide/stru
ture, dans le 
adre d'une théorie potentielle linéarisée. Un bilan des for
esappliquées à un ré
upérateur d'énergie des vagues isolé est dressé. Les notations sont ensuite éten-dues au 
as d'un ensemble de REV ayant 
ha
un un seul degré de liberté.Les for
es hydrodynamiques s'obtiennent à partir du potentiel des vitesses de l'é
oulement. Le
hapitre suivant dé
rit la méthode utilisée par Aquaplus pour résoudre 
e potentiel, ainsi que leslimites ren
ontrées.
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Chapitre 3Résolution du potentiel des vitessesCe 
hapitre rappelle le prin
ipe de la méthode des singularités. Il établit le système linéaire àrésoudre pour évaluer numériquement le potentiel des vitesses sur la surfa
e des 
orps pour 
ha-
un des problèmes de di�ra
tion et de radiation. Le r�le de l'algorithme multipolaire rapide dansl'a

élération de la résolution est expli
ité.3.1 Prin
ipe de résolution3.1.1 Rappel du problème, hypothèses, notationsLe problème à résoudre est 
elui présenté à la se
tion 2.1.2. Par sou
i de 
larté, on ne 
onsidèredans 
ette se
tion qu'un seul 
orps �ottant. Ce problème doit être résolu au temps t, en tout point
M du volume �uide. La 
ondition sur le fond n'est pas 
onsidérée, 
ar on 
hoisit de travailler i
ien profondeur in�nie :

∆Φ(M, t) = 0 dans tout le domaine �uide (3.1)
∂Φ(M, t)

∂n
=

−→
V(M, t).−→n en tout point de la surfa
e S du 
orps (3.2)

∂2Φ(M, t)

∂t2
+ g

∂Φ(M, t)

∂z
= 0 sur la surfa
e libre au repos, en z = 0 (3.3)On suppose le problème 
omme étant harmonique, de pulsation ω. Les variables de temps etd'espa
e peuvent don
 être dé
ouplées dans l'é
riture du potentiel de l'é
oulement Φ :

Φ(M, t) = Re
[
φ(M)e−iωt

] (3.4)L'ensemble des autres quantités du problème (vitesse, pression ...) sont elles-aussi harmoniques.Sous les hypothèses de linéarité, le problème se limite don
 à la résolution des quantités dépendantesde l'espa
e. Le problème pré
édent peut don
 se réé
rire 
omme suit :
∆φ(M) = 0 dans tout le domaine �uide (3.5)
∂φ(M)

∂n
=

−→
V (M).−→n en tout point de la surfa
e S du 
orps (3.6)

−ω2φ(M) + g
∂φ(M)

∂z
= 0 sur la surfa
e libre au repos, en z = 0 (3.7)La �gure 3.1 résume les notations employées.3.1.2 Deuxième formule de GreenSoit τ un domaine volumique fermé par une surfa
e S de normale extérieure −→n . La formuled'Ostrogradsky donne :

∫∫∫

τ

div
−→
V dτ =

∫∫

S

−→
V .−→n dS (3.8)21
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PSfrag repla
ements

S

Σ

SL

(τi)

(τe)Figure 3.1 � Notations : SL est le plan de la surfa
e libre au repos ; S est la surfa
e mouilléedu 
orps ; (τi) et (τe) sont respe
tivement les domaines intérieur et extérieur au 
orps ; Σ est unesphère 
entrée au 
entre du 
orps, dont le rayon tend vers l'in�ni ; τe peut don
 être 
onsidéré
omme un domaine intérieur délimité par S, SL et Σ.On dé�nit le ve
teur −→V à partir de deux fon
tions de l'espa
e et du temps φ et ψ :
−→
V = φ

∂ψ

∂x
−→e x + φ

∂ψ

∂y
−→e y + φ

∂ψ

∂z
−→e z (3.9)En réinje
tant −→V dans l'équation 3.8 on obtient :

∫∫∫

τ

(φ∆ψ +
−−→
gradφ.

−−→
gradψ)dτ =

∫∫

S

φ
∂ψ

∂n
dS (3.10)En permuttant ψ et φ dans l'équation 3.10 et en soustrayant à l'équation 3.10 l'équation nouvelle-ment obtenue, on arrive à la deuxième formule de Green :

∫∫∫

τ

(φ∆ψ − ψ∆φ)dτ =

∫∫

S

(

φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)

dS (3.11)3.1.3 Troisième formule de GreenSoient φ un 
hamp s
alaire dé�ni dans le domaine τi, M ′ le point in�uençant, nM ′ la normaleextérieure à la surfa
e S en M ′. L'intégrale de Stieltjes donne, en un point M où la surfa
e admetun plan tangent :
∫∫∫

τi

φ(M ′)∆M ′

(
1

MM ′

)

dτ(M ′) =







−4πφ(M) si M ∈ τi
−2πφ(M) si M ∈ S

0 si M ∈ τe

(3.12)En posant ψ = 1/(MM ′) dans l'équation 3.11 et en utilisant le résultat pré
édent, il vient latroisième formule de Green :
− 1

4π

∫∫∫

∆M ′Φ(M ′)
1

MM ′ dτ(M
′) +

1

4π

∫∫

S

1

MM ′
∂φ(M ′)

∂nM ′

dS(M ′)

− 1

4π

∫∫

S

φ(M ′)
∂

∂nM ′

(
1

MM ′

)

dS(M ′) =







φ(M) si M ∈ τi
φ(M)/2 si M ∈ S

0 si M ∈ τe

(3.13)



3.1. PRINCIPE DE RÉSOLUTION 23Il est à noter que si la fon
tion φ est harmonique, alors ∆M ′Φ(M ′) = 0 ; l'intégrale volumiqueprésente dans l'équation 3.13 disparaît, 
e qui donne :
1

4π

∫∫

S

1

MM

∂φ(M ′)

∂nM ′

dS(M ′)− 1

4π

∫∫

S

φ(M ′)
∂

∂nM ′

(
1

MM ′

)

dS(M ′) =







φ(M) si M ∈ τi
φ(M)/2 si M ∈ S

0 si M ∈ τe(3.14)3.1.4 Fon
tion de Green3.1.4.1 Mise en éviden
eConsidérons de nouveau le problème présenté à la se
tion 3.1.1 : φ doit être harmonique (équa-tion 3.5) ; on utilisera don
 i
i l'équation 3.14. On applique su

essivement 
ette équation dansle domaine intérieur τi et dans le domaine extérieur τe (�gure 3.1), puis on additionne les deuxéquations obtenues. On arrive alors à l'équation suivante :
− 1

4π

∫∫

S

(∂φe
∂n

− ∂φi
∂n

)

M ′

1

MM ′dS(M
′) +

1

4π

∫∫

S

(φe − φi)M ′

∂

∂nM ′

(
1

MM ′

)

dS(M ′)

=







φe(M) si M ∈ τe
(φe(M)+φi(M))

2 si M ∈ S
φi(M) si M ∈ τi

(3.15)On note par CSL(φ(M)) = 0 la 
ondition de surfa
e libre (équation 3.7), ave
 M appartenantà la surfa
e libre. L'opérateur CSL ne dépend que de M et est linéaire. L'équation 3.15 ne véri�epas 
ette 
ondition. Il faut par 
onséquent ajouter un terme g(M ′,M) tel que CSL(1/(MM ′) +
g(M ′,M)) = 0. On 
hoisit 
ette fon
tion g(M ′,M) harmonique (∆Mg(M

′,M) = 0). En appliquantla deuxième formule de Green (équation 3.11) on obtient :
∫∫

S

(

φ(M ′)
∂g(M ′,M)

∂nM ′

− g(M ′,M)
∂φ(M ′)

∂nM ′

)

= 0 (3.16)L'équation 3.16 doit être é
rite dans le domaine intérieur et dans le domaine extérieur. Les deuxéquations obtenues sont ajoutées à l'équation 3.15. On arrive alors à :
− 1

4π

∫∫

S

(
∂φe
∂n

− ∂φi
∂n

)

M ′

[
1

MM ′ + g(M ′,M)

]

dS(M ′)

+
1

4π

∫∫

S

(φe − φi)
∂

∂nM ′

[
1

MM ′ + g(M ′,M)

]

dS(M ′) =







φe(M) si M ∈ τe
(φe(M)+φi(M))

2 si M ∈ S
φi(M) si M ∈ τi(3.17)Soit G = 1/MM ′ + g(M ′,M). g(M ′,M) est déterminée de manière à 
e que CSL(G(M ′,M)) =

0, M ∈ (SL). L'opérateur Lapla
ien étant linéaire, ∆G = 0. On appelle G la fon
tion de Greenpour le problème à surfa
e libre en profondeur in�nie.3.1.4.2 FormulationOn pourra se référer à Wehausen et Laitone [98℄ pour plus de détails sur la façon dont lafon
tion g est établie de manière à obtenir la formulation dé�nitive de la fon
tion de Green. Onnote E(ξ, η, ζ) le point sour
e (point in�uençant) et F (x, y, z) le point 
hamp (point in�uen
é).Dans le 
as de la profondeur in�nie, la fon
tion de Green s'exprime de la manière suivante entre
E et F [75℄ :

G(E,F ) =
1

r
+

1

r1
︸ ︷︷ ︸

G1

+

∫ ∞

0

2ν

k − ν
ek(z+ζ)J0(kR)dk

︸ ︷︷ ︸

G2

(3.18)ave
 :



24 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU POTENTIEL DES VITESSES� ν le nombre d'onde� Jn la fon
tion de Bessel de première espè
e à l'ordre n� r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2, r1 =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + ζ)2,
R =

√

(x − ξ)2 + (y − η)2

G2 
omporte une singularité pour k = ν. G2 est don
 la valeur prin
ipale de Cau
hy de l'intégrale.3.1.5 Distribution de singularitésLe potentiel en tout point de la surfa
e du 
orps peut être dé
rit par une distribution de sour
es.Si l'on se pla
e en M ∈ S, alors φe = φi = φ. En reportant 
e résultat dans l'équation 3.17, onobtient, ∀M ∈ S :
φ(M) = − 1

4π

∫∫

S

(
∂φe
∂n

− ∂φi
∂n

)

M ′
︸ ︷︷ ︸

σ(M ′)

G(M ′,M)dS(M ′) (3.19)La 
onnaissan
e du potentiel né
essite don
 de déterminer les densités de sour
e σ en tout pointde la surfa
e du 
orps. Cela passe par la résolution de l'équation intégrale établie 
i-dessous.3.1.6 Equation intégraleConsidérons de nouveau l'équation 3.17. Si l'on prend la dérivée normale des deux membres de
ette formule pour M ∈ S, on obtient :
∂

∂nM

φe + φi
2

= − 1

4π

∫∫

S

σ(M ′)
∂G(M ′,M)

∂nM
dS(M ′) (3.20)La dérivée normale de la première intégrale de l'équation 3.17 disparaît 
ar φi et φe sont harmo-niques. Le membre de gau
he peut être dé
omposé ainsi :

1

2

( ∂φe
∂nM

+
∂φi
∂nM

)

=
1

2

( ∂φe
∂nM

− ∂φi
∂nM

)

+
∂φe
∂nM

(3.21)
e qui fait intervenir −→V E , la vitesse du �uide dans le domaine extérieur :
∂φe
∂nM

=
−→
V E(M).−→nM (3.22)on obtient alors l'équation intégrale :

σ(M)

2
− 1

4π

∫∫

S

σ(M ′)
∂G(M ′,M)

∂nM
dS(M ′) =

−→
V E(M).−→nM (3.23)3.1.7 Ré
apitulatifOn ré
apitule i
i les équations utilisées pour résoudre le potentiel des vitesses sur un ensemblede Nb 
orps. La modélisation utilisée dans Aquaplus s'appuie sur une distribution de sour
es seules.

E représente les points sour
es, F les points 
hamps dans les équations qui suivent (E,F ∈ ∪Nb

k Sk).L'amplitude φ du potentiel en un point F s'obtient par l'intégration des densités de sour
e σ(E)sur l'ensemble des Nb surfa
es immergées :
φ(F ) = − 1

4π

∫∫

∪Nb
k

Sk

σ(E).G(E,F )dS(E) (3.24)(G est la fon
tion de Green telle que dé�nie à la se
tion 3.1.4.2). Il faut don
 au préalable déter-miner les quantités σ en tout point E. Pour 
ela, la résolution de l'équation intégrale suivante estné
essaire :
σ(F )

2
− 1

4π

∫∫

∪Nb
k

Sk

σ(E)
∂G(E,F )

∂nF
dS(E) =

−→
V (F ).−→n (F ) (3.25)
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ond membre de l'équation est la 
omposante normale de la vitesse du �uide au point 
hamp
F . De par la 
ondition d'imperméabilité sur le 
orps, 
ette quantité est di�érente selon le problèmetraité :� pour 
ha
un des problèmes de radiation, la vitesse au point F 
orrespond à un mouvementd'amplitude unitaire selon 
ha
un des degrés de liberté du 
orps (NB : lorsqu'un 
orps bouge,les autres sont �xes).� pour les problèmes de di�ra
tion, 
ette vitesse s'obtient à partir du potentiel de la houlein
idente φ0 
al
ulé au point F : −→V (F ) = −−−→

gradφ0(F ).3.2 Fon
tionnement d'Aquaplus3.2.1 Système linéaireDans Aquaplus, 
'est la méthode des panneaux 
onstants (Constant Panel Method, CPM) quiest utilisée. Les surfa
es des 
orps sont dé�nies par un ensemble de Npanneaux panneaux quadra-tiques plans, sur lesquels les in
onnues σ sont 
onstantes. L'équation 3.25 doit don
 être résolueau 
entre Mj de 
haque panneau j. Cela 
onduit à la formation d'un système linéaire de taille
Npanneaux × Npanneaux, dont la matri
e est pleine et non-symétrique. Le système 
omplet metdon
 en jeu deux équations matri
ielles :

Kσ =
∂φ

∂n
(3.26)

φ = Sσ (3.27)L'équation 3.26 est la tradu
tion matri
ielle de l'équation 3.25. L'intensité de sour
es σ est obtenuepar une méthode de résolution matri
ielle appropriée. On obtient le potentiel sur l'ensemble despanneaux grâ
e à l'équation 3.27 (équation 3.24 dis
rétisée).3.2.2 Cal
ul de la fon
tion de GreenLes matri
es K et S sont 
onstruites selon la fon
tion de Green (i, j ≤ Npanneaux, SMj
est lasurfa
e du panneau j) :

φj = φ(Mj) (3.28)
Kij =

∫∫

SMj

∂G(Mi,Mj)

∂n(Mj)
dS(Mi) si i 6= j, (3.29)

Kij =
1

2
+

∫∫

SMj

∂G(Mi,Mj)

∂n(Mj)
dS(Mi) si i = j (3.30)

Sij =

∫∫

SMj

G(Mi,Mj)dS(Mi) (3.31)Les formulations utilisées pour 
al
uler G et ∂G/∂n entre panneaux sont dé
rites en détaildans [41℄. Selon les distan
es relatives entre panneaux, des formulations exa
tes ou asymptotiquessont utilisées. Le 
al
ul de G2 et de ses dérivées se fait par interpolation dans une table de valeurspré-
al
ulées. Lorsque Mi=Mj, le 
al
ul des singularités en 1/r se fait grâ
e à une intégration surla fa
ette.3.2.3 Méthodes de résolution et limites3.2.3.1 Résolution dire
teDans l'implémentation a
tuelle d'Aquaplus, on s'intéresse à deux sous-programmes :� 
osk : 
e programme 
al
ule la fon
tion de Green et ses dérivées entre les panneaux deux àdeux. Il établit les matri
es K et S. Ces matri
es sont é
rites sur le disque dur dans plusieurs�
hiers, puis lues par le programme suivant.
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e programme résout les problèmes de di�ra
tion/radiation et 
al
ule les di�érents
oe�
ients hydrodynamiques (amortissement, masse ajoutée, for
e d'ex
itation).L'e�ort de 
al
ul est don
 
lairement séparé en deux parties : é
riture du système linéaire, puis réso-lution. La première partie présente une 
omplexité en O(N2
panneaux) qui 
orrespond au peuplementde K et S. Cette partie est a

élérée par plusieurs stratégies [41℄ :� emploi de formules asymptotiques lorsque 
'est possible, selon les positions relatives entrepanneaux et selon la longueur d'onde,� interpolation dans une table de valeurs pré-
al
ulées pour G2 et ses dérivées.La résolution des systèmes linéaires emploie la méthode de Gauss par 
olonne. Cette mé-thode devient rapidement 
oûteuse en terme de temps de 
al
ul, étant donnée sa 
omplexité en

O(N3
panneaux). Cependant, au vu de la taille usuelle des problèmes traités dans Aquaplus (ave
un maximum de 2000 panneaux), l'emploi d'une telle méthode se justi�e. Si l'on 
onsidère lesproblèmes de fermes de REVs, les ordres de grandeur suivants vont entrer en jeu :� nombre de 
orps : de 10 à 100� nombre de panneaux par 
orps : de 102 à 103Le nombre total de panneaux (O(103)−O(106)) ne permettra don
 plus un 
al
ul dans des tempsraisonnables, d'autant que le nombre de problèmes de radiation à traiter augmente ave
 le nombrede 
orps. Une méthode d'a

élération est don
 indispensable.3.2.3.2 Résolution itérative (GMRes)La méthode itérative GMRes [81℄ fait partie des méthodes de référen
e pour résoudre les sys-tèmes linéaires denses et non-symétriques. Chaque itération fait intervenir des produits matri
e-ve
teur K.r(l) de 
omplexité O(N2

panneaux) (r(l) est le résidu à l'itération l). Les systèmes linéairessont généralement bien 
onditionnés, d'où un faible nombre d'itérations (typiquement 
ompris entre10 et 50). La 
omplexité de la résolution est don
 elle-aussi O(N2
panneaux). Une version simple de
et algorithme (sans pré
onditionnement ni restarting) a été implémentée dans Aquaplus.Le nombre d'itérations est quasiment indépendant du nombre de panneaux (table 3.1). Il dé-pend par 
ontre fortement de la période de la houle, qui joue sur le 
onditionnement de la matri
e

K (voir la table 3.2). La géométrie du problème (forme des 
orps, nombre et disposition de 
eux-
i)in�uen
e aussi légèrement le 
onditionnement. On retrouve de telles tendan
es dans [91℄.
Npanneaux nPMV81 7171 7551 81023 81421 121911 122401 84762 227056 129801 33Table 3.1 � Nombre de produits matri
e-ve
teur nPMV pour résoudre un problème de radiationpour un hémisphère de 10m de diamètre représenté par un nombre de panneaux variables, à T = 5s.On voit que le nombre d'itérations est faible. Cela implique que le temps de 
al
ul est dominépar la 
onstru
tion de la matri
e K. Ce temps évolue selon O(N2

panneaux), 
e qui 
orrespond à l'en-semble des intera
tions deux à deux entre panneaux. Dans la suite, on 
omptera 
e temps 
ommepartie intégrante du temps de 
al
ul de la première itération de l'algorithme GMRes (
ela fa
iliterala 
omparaison entre méthodes de résolution). Le temps dédié à la première itération est don
 bienplus important que pour les autres itérations, 
ar K n'est 
onstruite qu'une fois par période dehoule et reste in
hangée d'une itération à l'autre, ainsi que d'un problème de di�ra
tion/radiation àl'autre. En e�et, la fon
tion de Green ne dépend que de la période, et de la géométrie du problème.Elle est don
 in
hangée d'une itération à l'autre.



3.3. UTILISATION DE L'ALGORITHME MULTIPOLAIRE RAPIDE 27Cylindres en pilonnement Parallépipèdes en 
avalement1 9 16 25 1 9 16 25
Npanneaux 260 2340 4160 6500 272 2448 4352 6800
T = 3.9 s 10 23 16 31 13 31 38 42
T = 20.4 s 9 15 14 14 11 15 13 15Table 3.2 � Nombre de produits matri
e-ve
teur pour résoudre un problème de di�ra
-tion/radiation dans une ferme, selon le nombre de REV et la période de houle. Les 
orps étudiéssont 
eux dé
rits dans le 
hapitre 6.Il est 
lair qu'un temps de 
al
ul évoluant ave
 O(N2

panneaux) reste rédhibitoire dans l'optiquede 
al
uls à grands nombres de panneaux, notamment dans le 
adre d'études paramétriques oud'optimisation. L'objet de 
ette thèse est don
 l'a

élération du solveur GMRes par l'emploi d'unalgorithme multipolaire rapide (Fast Multipole Algorithm, FMA), de manière à passer à une 
om-plexité en O(Npanneaux) ; 
ela est possible 
ar la méthode multipolaire permet d'éviter le 
al
uldes intera
tions deux à deux. Il faut 
ependant noter que dans 
es 
onditions le plus gros de l'a
-
élération sera apporté à la première itération, en remplaçant la 
onstru
tion de K par un autremé
anisme.
3.3 Utilisation de l'algorithme multipolaire rapide3.3.1 L'emploi du FMA en hydrodynamiqueL'algorithme multipolaire rapide est 
onsidéré 
omme l'un des dix algorithmes les plus impor-tants du vingtième siè
le [67℄. Sa spé
i�
ité est l'a

élération drastique des problèmes d'intera
-tions à très grands nombres d'in
onnues (souvent appelées "parti
ules"). On peut 
onsidérer parexemple le problème du potentiel gravitationnel dans une galaxie 
omportant des 
entaines demilliers d'étoiles ou de planètes : le potentiel gravitationnel sur une planète i est la résultante de lamasse de 
ha
une des autres planètes et de la distan
e qui sépare la planète i de 
ha
une des autresplanètes. A l'é
helle de la galaxie, le ve
teur potentiel s'obtient par un produit matri
e-ve
teur :

Φ = D.m (3.32)ave
� Φi le potentiel sur la planète i,� rij la distan
e entre les planètes i et j,� Dij = 1/rij si rij 6= 0, 0 sinon,� mi la masse de la planète iLe FMA permet une évaluation rapide de Φ, sans avoir à 
onstruire expli
itement la matri
e D.Pour 
ela, il est né
essaire de "dé
ouper" la fon
tion qui 
ara
térise l'intera
tion entre les planètes
i et j, de manière à 
e que 
ette fon
tion puisse "passer" par un ou plusieurs points intermédiaires(�gure 3.2). De 
ette manière, si une planète j′ est présente à proximité de j, l'e�ort de 
al
ul estpartagé entre les intera
tions i → j et i→ j′. Ce dé
oupage est rendu possible par la formulationde la fon
tion 1/rij en développement multipolaire, 
e qui permet de séparer les 
ontributions dela planète "in�uençante" et de la planète "in�uen
ée".
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PSfrag repla
ementsPlanète i Planète jPlanète j′Figure 3.2 � Expression de 1/rij de manière 
lassique (trait 
ontinu) et par méthode multipolaire(pointillés)La formulation du développement multipolaire de la fon
tion qui régit les intera
tions est don
une 
ondition né
essaire pour l'emploi du FMA. Ce
i explique que les appli
ations du FMA soientmultiples en astronomie, éle
trostatique, et éle
tromagnétisme, mais en
ore assez rares en hydro-dynamique.L'utilisation du FMA pour dans une méthode des singularités en hydrodynamique n'est ene�et "dire
te" que si la fon
tion de Green est une singularité de Rankin (G = 1/r), 
omme dansle 
as de bassins de houle numériques (Numeri
al Wave Tanks, NWT) non-linéaires [66, 53℄ pourlesquels la surfa
e libre est elle-aussi dé
rite par une distribution de singularités. Il est d'ailleursintéressant de noter que Fo
hesato et Dias [52℄ ont a

éléré un NWT grâ
e à une distribution duFMA prééxistante, nommée "Distributed Parallel Multipole Tree Algorithm" [24, 79℄, dédiée à ladynamique molé
ulaire. Cette implémentation permet de diviser par 6 environ le temps de 
al
ulpour la résolution de problèmes linéaires de taille 6000× 6000. On peut aussi évoquer l'appro
heproposée par Singh et al. [86℄ pour a

élérer par FMA la résolution de problèmes axisymétriques.Dans 
e 
as, les sour
es ne sont pas pon
tuelles (
omme dans notre appli
ation) mais annulaires.La 
omplexité de la résolution reste en O(N2) ; le FMA a

élère néamnoins la méthode : le tempsde 
al
ul est divisé par deux pour les problèmes 
omportant 103−4 in
onnues.Lorsque la fon
tion de Green utilisée est plus 
omplexe, son développement multipolaire doitpréalablement être établi. Utsunomiya et al. [92℄, Utsunomiya et Watanabe [91℄ ont permis uneavan
ée importante en établissant le développement multipolaire de la fon
tion de Green harmo-nique en profondeur �nie. Ce développement se base sur l'utilisation du théorème de Graf surl'addition des fon
tions de Bessel [96℄. Il a rendu possible l'implémentation du FMA dans un 
odede di�ra
tion/radiation, utilisé pour étudier une Very Large Floating Stru
ture (VLFS) représentépar un nombre de panneaux variable (de 103 à 3.105). L'emploi du FMA dans [91℄ permet une ré-du
tion importante du temps de 
al
ul pour le problème de radiation d'un VLFS à une période dehoule donnée (à 70.103 in
onnues, le FMA permet de faire passer le temps de 
al
ul de 113 heuresà 13 heures). Teng et Gou [88℄ se sont basés sur 
es résultats pour a

élérer les méthodes CPM etHOBEM (voir la se
tion 1.1.2.1). Cette méthode est utilisée par Gou et Teng [56℄ pour évaluer lesintera
tions entre navires 
�te-à-
�te. Les temps de 
al
ul mis en jeu ne sont pas expli
ités.Dans Utsunomiya et Okafuji [90℄, le développement multipolaire de la fon
tion de Green har-monique en profondeur in�nie (voir 3.1.4.2) est établi et de nouveau utilisé pour le 
as d'une VLFS.La tendan
e du temps de 
al
ul en O(N) est bien mise en éviden
e ; pour 5.104 in
onnues, le 
al
uld'une itération prend environ 20 s ave
 le FMA. Ces formulations 
onstituent la base de l'implé-mentation du FMA dans Aquaplus proposée i
i. Le 
hapitre 4 les présente plus en détail et dé
ritleur extension au 
as tri-dimensionnel.3.3.2 Positionnement du FMA dans la résolutionLa résolution de l'équation 3.26 par GMRes né
éssite le 
al
ul de produits matri
e-ve
teur

K.r(l). Ces opérations sont 
oûteuses en temps de 
al
ul lorsque le nombre de panneaux est grand,prin
ipalement à 
ause de la 
onstru
tion de K lors du premier produit matri
e-ve
teur. Le FMApermet d'a

élérer 
e produit, en séparant les intera
tions entre panneaux pro
hes les uns des



3.3. UTILISATION DU FMA 29autres et panneaux éloignés les uns des autres :
K.r(l) = (Klointain.r

(l))FMA +Kproche.r
(l) (3.33)Dans l'équation 3.33 le produit (Klointain.r

(l))FMA est évalué de manière dire
te par le FMA, sanspasser par la 
onstru
tion de la matri
e Klointain. Ce produit 
on
erne la majorité des intera
tions.Le gain de temps prin
ipal réside don
 dans une grande é
onomie du temps dédié à la 
onstru
-tion de Klointain. La matri
e des intera
tions pro
hes (Kproche) doit quant à elle être 
onstruiteexpli
itement a�n de 
al
uler le produit Kproche.r
(l) de manière 
lassique.3.3.3 Prin
ipe du FMALes fondements mathématiques de 
ette méthode ont été établis pour la première fois parGreengard et Rokhlin [58℄ et sont dé
rits plus en détail dans [57℄. Le prin
ipe du FMA et defaire interagir les parti
ules par groupes plut�t que deux à deux (�gure 3.3). La 
onstitution desgroupes de parti
ules se base sur la dé
omposition de l'espa
e physique en "
ellules", au moyend'un arbre hiérar
hique : 
haque 
ellule est divisée en plusieurs autres 
ellules, et ainsi de suite.Barnes et Hut [19℄ ont développé un des premiers algorithmes hiérar
hiques pour le 
al
ul de for
esgravitationnelles dans un système à grand nombre de parti
ules.

(a) Méthode dire
te (b) FMAFigure 3.3 � Intera
tions entre deux groupes de parti
ulesPlusieurs améliorations ont par la suite été apportées au FMA. On peut notamment 
iter lesimplémentations adaptatives de 
et algorithme [34, 35℄, qui permettent d'adapter lo
alement lenombre de dé
ompositions (et don
 la taille des 
ellules) à la densité spatiale des parti
ules.Toutes les intera
tions entre 
ellules ne peuvent pas être traitées par la méthode multipolaire.Comme détaillé dans le 
hapite 4, 
ertaines 
onditions de distan
e entre 
ellules sont requises pourque l'algorithme multipolaire o�re une pré
ision satisfaisante. La méthode multipolaire telle quedé
rite dans [58℄ di�éren
ie de manière automatique les intera
tions pro
hes et lointaines. Boardet al. [24℄ proposent un 
ritère de di�érentiation réglable manuellement ("multipole a

eptan
e
riterion", mac), a�n d'avoir une meilleure maîtrise du 
ompromis rapidité/pré
ision. On pourrase référer à [67℄ pour une ex
ellente introdu
tion sur la manière d'a

élérer un programme basé surla méthode des singularités grâ
e au FMA.Le fon
tionnement du FMA (non-adaptatif) est illustré en 2D sur la �gure 3.4. En 3D, l'espa
ede simulation est dé
oupé en 
ellules parallélépipédiques ; les relations entre 
ellules sont dé
ritespar un arbre hiérar
hique :� la 
ellule élémentaire est dé
oupée en huit 
ellules enfants,� 
ha
une des 
ellules enfants est elle-même dé
oupée en huit 
ellules, et
.A 
haque nouvelle dé
omposition, on ajoute un niveau de dé
omposition. Le nombre de 
ellules
Ncell à 
haque niveau Nl s'exprime ainsi :

Ncell = 8Nl (3.34)La 
ellule élémentaire est située au niveau Nl = 0. On note NL le nombre total de niveaux. Unefois l'arbre 
onstruit et les relations de parenté entre 
ellules (parent-enfant, soeur-soeur) établies,l'évaluation des intera
tions lointaines se fait de la manière suivante :� L'in�uen
e de 
ha
un des panneaux i, pondérée par le résidu r(l)i à l'itération l est expriméeau 
entre de la 
ellule à laquelle le panneau appartient (équation 4.6). Il s'agit du 
al
ul du"moment du développement multipolaire". Si la 
ellule 
ontient plusieurs panneaux (
e quiest souhaitable), les moments sont ajoutés les uns aux autres.



30 CHAPITRE 3. RÉSOLUTION DU POTENTIEL DES VITESSES� L'in�uen
e groupée de 
es panneaux est translatée vers la 
ellule 
ible. Plusieurs opérateurssont né
essaires : M2M (Moment To Moment) et L2L (Lo
al To Lo
al) sont utilisés pourles translations de 
ourtes distan
es (de type parent-enfant). La translation M2L (MomentTo Lo
al) est utilisée pour les transports à longues distan
es. Les relations de parenté entre
ellules déterminent quelles translations doivent être utilisées.� Une fois exprimée au 
entre de la 
ellule 
ible, l'in�uen
e de la 
ellule sour
e est distribuéesur 
ha
un des panneaux 
ibles (équation 4.30).En référen
e à la stru
ture hiérar
hique (voir la �gure 3.4(b)), l'ensemble "
al
ul du moment +M2M" est appelé "montée de l'arbre" (upward pass), et l'ensemble "M2L + L2L + distribution"est appelé "des
ente de l'arbre" (downward pass).Cette méthode est adaptée aux problèmes mettant en jeu un très grand nombre d'in
onnues, 
arla majorité de l'e�ort de 
al
ul est partagée d'une intera
tion à l'autre. En e�et, ajouter un panneauau problème (en maillant les surfa
es de manière plus �ne, par exemple), signi�e qu'il est seulementné
essaire de 
al
uler un moment et une distribution supplémentaires pour prendre en 
ompte sesintera
tions ave
 tous les autres panneaux. C'est 
e qui explique la tendan
e en O(Npanneaux) de
ette méthode quand Npanneaux devient grand. L'utilisation de la méthode dire
te aurait né
essitéun 
al
ul supplémentaire par panneau déjà présent dans le problème.3.4 Con
lusionCe 
hapitre résume le prin
ipe de la résolution du potentiel des vitesses par l'emploi d'uneméthode des singularités. On pourra se référer à [41℄ pour une démonstration plus 
omplète et plusrigoureuse. La 
ara
téristique prin
ipale de 
ette méthode est le passage d'un problème volumiqueà un problème surfa
ique grâ
e à l'emploi des formules de Green. L'emploi d'une fon
tion de Greenpermettant au potentiel de respe
ter la 
ondition de surfa
e libre est né
essaire.Le fon
tionnement du logi
iel Aquaplus, basé sur 
e prin
ipe de résolution, est brièvementdé
rit. On souligne les limites des méthodes de résolution a
tuelles pour les problèmes de di�ra
-tion/radiation. La possibilité d'a

élérer 
es résolutions par un algorithme multipolaire est détaillée.L'emploi du FMA né
essite deux pré-requis : la présen
e d'un solveur itératif de type GMRes, etla formulation du développement multipolaire de la fon
tion de Green. Un solveur GMRes a don
été implémenté dans Aquaplus. L'adaptation de formulations multipolaires existantes à Aquaplusest dé
rite dans le 
hapitre suivant.
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ipe du FMA illustré en 2D, ave
 NL = 4. Mexp est le 
al
ul du moment dudéveloppement multipolaire.
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Chapitre 4Formulations multipolaires de lafon
tion de GreenCe 
hapitre est une généralisation des travaux de Utsunomiya et Okafuji [90℄. Dans 
ette réfé-ren
e, le développement multipolaire de la fon
tion de Green en profondeur in�nie est développé.Les formulations proposées par Utsunomiya et Okafuji [90℄ 
omportent 
ependant quelques restri
-tions, qui les rendent di�
iles à utiliser dans un algorithme multipolaire généraliste :� le point 
hamp doit être situé à une profondeur plus grande que le point sour
e,� le 
entre du développement multipolaire doit être situé sur la surfa
e libre.La première restri
tion s'avère inutile si l'on démontre le développement de G1 par d'autres opé-rateurs mathématiques que dans [90℄. La se
onde restri
tion est plus 
ritique, 
ar elle impliqueque les dimensions horizontales du problème soient plus grandes que ses dimensions verti
ales. Ellerend don
 di�
ile l'emploi du FMA pour traiter des fermes de 
orps élan
és verti
alement. Il estdon
 indispensable de lever 
ette restri
tion.Il est à noter qu'il en va de même pour les travaux portant sur le 
as en profondeur �nie[92, 91, 88℄ : le 
entre du développement multipolaire doit être situé sur la surfa
e libre dans 
e
as également. Les formulations de 
e 
hapitre 
onstituent don
 une extension inédite des formu-lations de la fon
tion de Green à surfa
e libre, pour leur emploi dans un algorithme FMA en troisdimensions.4.1 Fon
tion de Green4.1.1 NotationsLe développement multipolaire de la fon
tion de Green a pour prin
ipe de séparer les 
ontri-butions du point sour
e E et du point 
hamp F . Les 
oordonnées de 
es points sont exprimées parrapport au 
entre du développement C. Ces 
oordonnées sont E(rξ , αξ, θξ) et F (rx, αx, θx) dans lesystème sphérique, et E(Rξ, αξ, ζ) et F (Rx, αx, z) dans le système 
ylindrique. Le deux systèmessont 
entrés en C(xC , yC , zC) (�gure 4.1).4.1.2 Champ pro
he G1L'expression du 
hamp pro
he peut dire
tement être dérivée à partir des résultats de Greengard[57℄. Cela permet de lever 
ertaines restri
tions présentes dans Utsunomiya et Okafuji [90℄, et o�redon
 une plus grande �exibilité pour l'emploi de 
es formulations. Greengard [57℄ exprime le dé-veloppement multipolaire du potentiel gravitationnel (ou éle
trostatique) par la formule suivante :
1

r
=

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Om
n

rn+1
x

Y m
n (θx, αx) (4.1)33
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ements surfa
e libre
x

y

z

E

rξ

Rξ

θξ

αξ

zξ

zC

Figure 4.1 � Coordonnées du point sour
e E dans les systèmes 
ylindriques et sphériquesLe moment de l'équation au point sour
e E est Om
n × r(l)(E) (voir la se
tion 3.3.3), ave
 :

Om
n = rnξ Y

−m
n (θξ, αξ) (4.2)Les quantités Y m
n sont les harmoniques sphériques de degré n. Ces harmoniques sont a

essiblesau 
al
ul numérique si on les é
rit de la manière suivante :

Y m
n (θ, α) =

√

(n− |m|)!
(n+ |m|)!P

|m|
n (cos θ)eimα (4.3)Les termes Pm

n sont les fon
tions de Legendre asso
iées. Dans les équations 4.1-4.2, la 
ondition
rξ < rx est né
essaire pour s'assurer que l'erreur due à la tron
ature de la somme à un ordre donnédemeure bornée. Par 
onséquent, C doit être su�sament pro
he de E. L'ensemble des panneaux estsitué sous la surfa
e libre ; il en est don
 de même pour la 
ellule élémentaire du FMA, qui englobel'espa
e de simulation au plus près. Les 
entres de développements multipolaires appartenant aux
ellules enfants de la 
ellule élémentaire, on aura zC ≤ 0 (�gure 4.2).PSfrag repla
ements surfa
e libre 
entres des panneaux
entres des 
ellules de niveau 1Figure 4.2 � Exemple de position des 
entres de développement sous la surfa
e libre (
as d'unhémisphère)L'expression de la se
onde moitié de G1, le ratio 1/r1, peut fa
ilement s'obtenir à partir desrelations pré
édentes. Soit E′(ξ, η,−ζ) le symétrique de E par rapport à la surfa
e libre. On voitsur la �gure 4.3 que si E est situé à une grande profondeur, on aura (CE′) ≈ (EE′) (
ar C doitrester pro
he de E), et don
 (CE′) >> (CE). La 
ondition rξ < rx n'assure don
 pas r′ξ < rx.Pour satisfaire 
ette dernière 
ondition de 
onvergen
e, il est don
 né
essaire de dé�nir un nouveau
entre de développement C′(xC , yC ,−zC) au-dessus de la surfa
e libre. On dé�nit par (r′ξ, α′

ξ, θ
′
ξ)et (r′x, α′

x, θ
′
x) les 
oordonnées de E′ et F dans un système 
entré en C

′. Par 
onséquent :� cos θ′ξ = − cos θξ� r′ξ = rξ� α′
ξ = αξ� α′
x = αxor, d'après [12℄ :
Pm
n (− cos θξ) = (−1)n+mPm

n (cos θξ) (4.4)
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surfa
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rξ

r′ξ

r′x

rx

θ′ξ

θξ

Figure 4.3 � Notations pour le développement de 1/r1On peut don
 exprimer le développement multipolaire du 
hamp pro
he entre E et F 
omme suit :
G1 =

∞∑

n=0

m∑

n=−m

Mm
n (n− |m|)!

(

P
|m|
n (cos θx)

rn+1
x

+ (−1)n+mP
|m|
n (cos θ′x)

r′n+1
x

)

eimαx (4.5)ave
 :
Mm

n = rnξ
P

|m|
n (cos θξ)

(n+ |m|)! e
−imαξ (4.6)La formulation obtenue est don
 très pro
he de 
elle de Utsunomiya et Okafuji [90℄. Deux légèresdi�éren
es sont 
ependant listées 
i-dessous :� en supposant que le point sour
e E soit situé à une profondeur importante, la 
onvergen
edu développement multipolaire de G1 serait di�
ile si E et E′ avaient le même 
entre dedéveloppement. Il est don
 né
essaire d'introduire C

′ i
i ;� l'utilisation de la théorie de Greengard [57℄ montre que l'équation 4.5 est valide quelle quesoit la position relative de E par rapport à F , du moment que rξ < rx. La 
ondition z−ζ < 0imposée dans [90℄ n'est don
 pas utile.Les quantités Pm
n (cos θ), eimα sont bornées. Les équations 4.5 et 4.6 montrent don
 que la 
onver-gen
e de 
e développement sera d'autant plus rapide que le ratio rC1 = rξ/rx est petit.4.1.3 Champ lointain G24.1.3.1 Théorème de Graf pour l'addition des fon
tions de BesselCe théorème [97℄ 
onstitue la base du développement multipolaire de la fon
tion de Greenpar Utsunomiya et Okafuji [90℄. Considérons le triangle représenté sur la �gure 4.4, telle que

Z − z cosα = w cosβ et z sinα = w sinβ. Alors :
Jν(w)e

iνβ =

∞∑

m=−∞
Jm+ν(Z)Jm(z)eimα (4.7)4.1.3.2 Développement multipolaireCette partie suit la démonstration de Utsunomiya et Okafuji [90℄ ; la seule di�éren
e est l'in-trodu
tion d'un 
entre de développement C situé à une profondeur non nulle. On utilise l'équation4.7 dans le triangle résultant de la proje
tion des points E, F et C sur la surfa
e libre ; on a don
(voir la �gure 4.5) :� w = R, Z = Rx, z = Rξ� α = αx − αξCela permet d'exprimer G2 ainsi :

G2 =

∫ ∞

0

2ν

k − ν
ek(ζ−zC)ek(z+zC)

∞∑

m=−∞
Jm(kRξ)Jm(kRx)e

−imαξeimαxdk (4.8)
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Figure 4.4 � Théorème de Graf sur l'addition des fon
tions de Bessel.PSfrag repla
ements
x

y

Rx

R

Rξ

αx
αξ

C

E

F

Figure 4.5 � Appli
ation du theorème de GrafEn étendant une formulation de Thorne [89℄, Utsunomiya et Okafuji [90℄ montrent que ∀m :
ek(ζ−zC)Jm(kRξ) = ǫm

∞∑

n=|m|
rnξ
P

|m|
n (cos θξ)

(n+ |m|)! k
n (4.9)ave
 :

ǫm =

{
1 si m ≥ 0

(−1)m si m < 0
(4.10)Etant donné que J−m(kRξ) = (−1)mJm(kRξ), alors, ∀m :

Jm(kRx) = ǫmJ|m|(kRx) (4.11)Si l'on rempla
e les équations 4.9 et 4.11 dans l'équation 4.8, en notant que
∞∑

m=−∞

∞∑

n=|m|
=

∞∑

n=0

n∑

m=−n

(4.12)on obtient :
G2 = 2ν

∞∑

n=0

n∑

m=−n

rnξ
P

|m|
n (cos θξ)

(n+ |m|)! e
−imαξ

︸ ︷︷ ︸

Mm
n

eimαx

∫ ∞

0

kn

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)dk (4.13)ave
 z′x = z− (−zC) < 0. (r′x, θ′x, α′

x) et (R′
x, α

′
x, z

′
x) sont les 
oordonnées sphériques et 
ylindriquesde F dans les systèmes 
entrés en C

′. On retrouve les mêmes 
oe�
ients Mm
n que pour G1. Denouveau, on a R′

x = Rx et α′
x = αx.
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ul du terme intégralLa dernière intégrale est notée G3 :
G3 =

∫ ∞

0

kn

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)dk (4.14)D'après [90℄ :

G3 =







∑n−|m|
p=1 νp−1(−1)m+n−p(n− p− |m|)!P

|m|
n−p

(cos θ′
x)

r
′n−p+1
x

+νn−|m| ∫∞
0

1
k−ν e

kz′
xJ|m|(kRx)k

|m|dk si n > |m|

∫∞
0

1
k−ν e

kz′
xJ|m|(kRx)k

|m|dk si n = |m|

(4.15)On note :
G4 =

∫ ∞

0

1

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)k

|m|dk (4.16)Cette intégrale peut être évaluée par l'équation 4.17 [90℄, ave
 m > 0 :
G4 =

2

π

(−νmπ2eνz
′
x

4
[(−1)mH−m(νRx)− Ym(νRx)]

+

√
π(2Rx)

mΓ(m+ 1
2 )

2

∫ z′
x

0

eν(z−s)

(s2 +R2
x)

m+ 1
2

ds
)

−πνmieνz
′
xH(2)

m (νRx) (4.17)
H est la fon
tion de Struve, H(2) est la fon
tion de Hankel de deuxième espè
e, Y est la fon
tionde Bessel de deuxième espè
e, et Γ est la fon
tion Gamma. L'annexe A.1 donne des astu
es pour le
al
ul de G4. La partie imaginaire de G2 
orrespond à la partie imaginaire de G4, les autres termesétant réels. D'après les équations 4.13 et 4.17, en é
rivant expli
itement les 
oe�
ients Mm

n , on
onstate que :
Im(G2) = −2πν

∞∑

n=0

n∑

m=−n

(νrξ)
nP

|m|
n (cos θξ)

(n+ |m|)! e
−imαξeνz

′
xJm(νRx)e

imαx (4.18)L'équation 4.18 indique que le produit rC2 = νrξ doit être su�sament petit pour permettre une
onvergen
e rapide du développement multipolaire de G2. Or le FMA, de par sa stru
ture, permetseulement de s'assurer que rC1 est su�sament petit ; 
e point est évoqué dans la se
tion 4.4.4, ainsiqu'au 
hapitre 5. Le moment du développement multipolaire est le même pour G1 et G2, 
e quipermet une légère diminution de l'e�ort de 
al
ul et du besoin de sto
kage par rapport à [90℄.4.1.4 Ré
apitulatifLa fon
tion de Green 
onsidérée est la somme des sous-fon
tions G1 et G2. Les développementsmultipolaires de 
es deux fon
tions sont donnés par les équations 4.19 et 4.20 :
G1 =

∞∑

n=0

m∑

n=−m

Mm
n (n− |m|)!

(

P
|m|
n (cos θx)

rn+1
x

+ (−1)n+mP
|m|
n (cos θ′x)

r′n+1
x

)

eimαx (4.19)
G2 = 2ν

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Mm
n e

imαx

∫ ∞

0

kn

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)dk (4.20)ave
 Mm

n les 
oe�
ients du moment du développement multipolaire :
Mm

n = rnξ
P

|m|
n (cos θξ)

(n+ |m|)! e
−imαξ (4.21)



38 CHAPITRE 4. FORMULATIONS MULTIPOLAIRES DE LA FONCTION DE GREEN4.2 Opérateurs de translationLes formulations 
i-dessous peuvent elles aussi être démontrées en utilisant le théorème surl'addition des fon
tions de Bessel au niveau des termes Jm (m 6= 0) dans les développements de
G1 et G2. Dans le 
as de G2, on se sert de 
e théorème au niveau de l'équation 4.8. [90℄ démontrele développement de G1 en faisant intervenir des fon
tions de Bessel d'ordre non-nul. Là en
ore,les opérateurs de translation s'obtiennent par l'utilisation du théorème d'addition à une étape in-termédiaire de la démonstration.4.2.1 Prin
ipeLe transfert de l'in�uen
e du point sour
e E vers le point 
hamp F se fait en trois étapesprin
ipales :� 
al
ul des 
oe�
ients Mm

n du développement multipolaire, en un 
entre pro
he de E.� transformation de 
es 
oe�
ients en 
oe�
ients d'un développement de Taylor, en un 
entrepro
he de F . Cela se fait par la transformation appelée "Moment To Lo
al" (M2L).� Cal
ul de l'in�uen
e de E en F à partir de 
es 
oe�
ients.Conformément à 
e prin
ipe, les fon
tions G1 et G2 s'expriment de la manière suivante (les 
oe�-
ients utilisés sont expli
ités plus bas) :
G2 =

∞∑

v=0

v∑

u=−v

( m∑

n=0

n∑

m=−n

ǫuǫmCoeffM2L(2)
u−m
n+v

Mm
n

︸︷︷︸Coe�
ients du développement multipolaire)
︸ ︷︷ ︸Coe�
ient du développement de Taylor Lu(2)

v

Msuv(4.22)
G1 =

∞∑

v=0

v∑

u=−v

( m∑

n=0

n∑

m=−n

ǫuǫm
(
CoeffM2L(11)

u−m
n+v

− CoeffM2L(12)
u−m
n+v

)
Mm

n
︸︷︷︸Coe�. dév. multi.)

︸ ︷︷ ︸Coe�
ient du développement de Taylor Lu(1)
v

Msuv(4.23)Les 
oe�
ients du développement multipolaire (Mm
n ) et du développement de Taylor (Lu(1)(2)

v )peuvent être translatés dans l'espa
e, pour être exprimés respe
tivement en un autre point pro
hede E et en un autre point pro
he de F . On fait appel pour 
ela aux transformations "Moment ToMoment" (M2M) et "Lo
al To Lo
al" (L2L) respe
tivement.Les notations des 
oe�
ients 
orrespondant aux di�érentes translations sont détaillées sur la�gure 4.6. Par sou
i de simpli
ité, seulement une seule M2M est représentée, bien que plusieursM2M puissent se su

éder lorsque l'on remonte l'arbre hiérar
hique (�gure 3.4(b)). Il en va demême pour les L2L, à la des
ente de l'arbre.4.2.2 Moment to Lo
al (M2L)Cette translation exprime l'in�uen
e d'un groupe de parti
ules distantes à proximité du groupede parti
ules 
ibles. Elle transforme don
 le développement multipolaire en développement deTaylor. Les 
oe�
ients du développement de Taylor s'expriment de la manière suivante :
L = L(1) + L(2) (4.24)
L(1) = L(11) + L(12) (4.25)
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CL2L
M

M̃

L(2)

L(12)

L(11)

L̃(1)(2)

MsFigure 4.6 � Notation des 
oe�
ients des développements multipolaires et des développements deTaylor. L'opérateur de translation ... est identi�é par son 
entre C..., vers lequel il pointe.Comme le montre la �gure 4.6, la M2L dépend du 
entre du développement d'origine (CM2M ) pour
L(1) et du symétrique C′

M2M de 
e 
entre par rapport à la surfa
e libre pour L(2). Les 
oordonnéesdu 
entre du développement multipolaire et de son symétrique sont indi
ées par xML et x′ML.
zx′

ML
< 0 est la di�éren
e de profondeur entre C

′
M2M et CM2L.

L
s(1)
t =

∞∑

n=0

n∑

m=−n

ǫsǫmM̃
m
n

(ǫs−m[(n+ t)− |s−m|]!P
|s−m|
n+t (cosθxML

)

rxML
n+t+1

e−i(s−m)αxML

︸ ︷︷ ︸

CoeffM2L(11)
s−m
n+t

(4.26)
+ ǫs−m[(n+ t)− |s−m|]!(−1)t+n+(s−m)

P
|s−m|
n+t (cosθx′

ML
)

rn+t+1
x′
ML

e−i(s−m)αxML

︸ ︷︷ ︸

CoeffM2L(12)
s−m
n+t

)Le 
al
ul de Ls(2)
t est le même que dans [90℄ :

L
s(2)
t = 2ν

∞∑

n=0

n∑

m=−n

ǫsǫmM̃
m
n

ǫs−me
−i(s−m)αxML

∫ ∞

0

kn+t

k − ν
e
kzx′

MLJ|s−m|(kRxML
)dk

︸ ︷︷ ︸

CoeffM2L(2)
s−m
n+t

(4.27)Il est important de noter qu'une M2L ne peut pas être 
al
ulée entre deux points alignés ver-ti
alement ; 
ela 
onduirait à des quantités Ym(0) indé�nies quand m > 0 dans l'équation 4.27.Les positions relatives des 
entres du développement multipolaire et du développement de Taylordoivent don
 être 
hoisies ave
 soin.4.2.3 Moment to Moment (M2M)Soient Mm
n les 
oe�
ients du développement multipolaire de départ, et M̃m

n les 
oe�
ientsune fois le développement translaté vers un autre 
entre. (rxM
, αxM

, θxM
) sont les 
oordonnéesdu 
entre d'origine C vu depuis le nouveau 
entre CM2M . Les 
oe�
ients M̃m

n se 
al
ulent de lamanière suivante :
M̃m

n =

n∑

t=0

t∑

s=−t

Mm−s
n−t ǫm−sǫm ǫsr

t
xM

P
|s|
t (cosθxM

)

(t+ |s|)! e−isαxM

︸ ︷︷ ︸

CoeffM2M
s
t

(4.28)



40 CHAPITRE 4. FORMULATIONS MULTIPOLAIRES DE LA FONCTION DE GREENCette formulation est en tous points identique à 
elle de Utsunomiya et Okafuji [90℄.4.2.4 Lo
al to Lo
al (L2L)Soient Ls
t les 
oe�
ients d'origine du développement de Taylor, et L̃s

t les 
oe�
ients du déve-loppement translaté. (rxL
, αxL

, θxL
) sont les 
oordonnées du point CM2L vu depuis le point CL2L.

L̃v
u =

∞∑

t=v

t∑

s=−t

ǫu
ǫs
Ls
t ǫu−s(−1)(t−v)+(u−s)rt−v

xL

P
|u−s|
t−v (cosθxL

)

[(t− v)− |u− s|]!e
−i(u−s)αxL

︸ ︷︷ ︸

CoeffL2L
u−s
t−v

(4.29)4.2.5 Cal
ul de la fon
tion de GreenL'évaluation �nale de G est donnée par :
G(E,F ) =

∞∑

v=0

v∑

u=−v

L̃u
v (rx)

v P
|u|
v (cos θx)

(v + |u|)! eiuαx

︸ ︷︷ ︸

Msuv

(4.30)ave
 (rx, αx, θx) les 
oordonnées du point 
hamp vu depuis le 
entre du développement de Tayloret L̃u(1)(2)
v les 
oe�
ients dé�nis à l'équation 4.29. Les quantités Msuv ont une forme similaire aux
oe�
ients du moment du développement multipolaire (équation 4.6), mais se réfèrent au point
hamp au lieu de se référer au point sour
e. Tous les opérateurs dé
rits 
i-dessus peuvent s'appli-quer à la fon
tion de Green et à ses dérivées partielles.4.3 Dérivée normale de la fon
tion de GreenD'après Utsunomiya et Watanabe [91℄, la dérivée normale de la fon
tion de Green au pointsour
e s'obtient en évaluant le gradient des 
oe�
ientsMm

n . Dans Aquaplus, 
ependant, la fon
tionde Green est dérivée au point 
hamp. Par 
onséquent on évaluera le gradient des 
oe�
ientsMsmn :
∂Msmn
∂n(F )

=

(
∂Msmn
∂rR

−→erR +
1

rR

∂Msmn
∂θR

−→eθR +
1

rRsinθR

∂Msmn
∂αR

−−→eαR

)

.−→n (F ) (4.31)ave
 (−→erR ,−→eθR ,−−→eαR
) la base orthonormale du système sphérique 
entré en O(xCL

, yCL
, 0) (dans 
ettese
tion, CL fait référen
e au dernier 
entre du développement de Taylor). La dérivée normale dela fon
tion de Green s'obtient simplement par :

∂G(E,F )

∂n(F )
=

∞∑

v=0

v∑

u=−v

L̃u
v

∂Msvu
∂n(F )

(4.32)En se référant à l'équation 4.30 on 
onstate que les dérivées partielles par rapport à α et r sonttriviales quand zCL
= 0. Les dérivées par rapport à θ font appel aux dérivées de Pm

n , qui s'obtiennentpar des relations de ré
urren
e. Lorsque zCL
6= 0, il est né
essaire de 
omposer les dérivées pour
al
uler le gradient au point 
hamp F (voir les notations sur la �gure 4.7). On a don
 :

∂

∂αR
Msmn =

∂

∂αx
Msmn = im(rnx )

P
|m|
n (cosθx)

(n+ |m|)! e
imαx (4.33)

∂

∂rR
Msmn =

[

rnx
∂cosθx
∂rR

∂P
|m|
n (cosθx)

∂cosθx
+ P |m|

n (cosθx)
∂rx
∂rR

n rn−1
x

] eimαx

(n+ |m|)! (4.34)
∂

∂θR
Msmn =

[

rnx
∂cosθx
∂θR

∂P
|m|
n (cosθx)

∂cosθx
+ P |m|

n (cosθx)
∂rnx
∂θR

] eimαx

(n+ |m|)! (4.35)(les 
oe�
ients manquants sont donnés dans l'annexe A.2).
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, yCL
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O(xCL
, yCL

, 0) θR

θx

rx

rR

FFigure 4.7 � Système de 
oordonnées lorsque zC 6= 04.4 ValidationCette se
tion 
ompare le 
al
ul de la fon
tion de Green par di�érentes formulations, a�n des'assurer de la validité du développement multipolaire. Les formulations dé
rites 
i-dessus ont été
odées en Fortran en double pré
ision. Les fon
tions spé
iales (fon
tions de Bessel, fon
tions deLegendre asso
iées...) sont 
al
ulées par des routines programmées par Jin [62℄. Pour le 
al
ulnumérique, les séries de termes sont tronquées ; on appelle Np l'ordre de tron
ature, ou ordre dudéveloppement multipolaire.4.4.1 Modi�
ation de la fon
tion de GreenLe dé
oupage de la fon
tion de Green selon les 
hamps pro
he (G1) et lointain (G2) di�ère dela se
tion 3.1.4.2 dans Aquaplus. Les nouvelles formules de G1 et G2 sont données i
i.4.4.1.1 Formulations d'AquaplusLa fon
tion de Green 
onsidérée dans Aquaplus est la même que dans l'équation 3.18, maisé
rite d'une manière légèrement di�érente :
G(E,F ) =

1

r
− 1

r1
︸ ︷︷ ︸

G1

+

∫ ∞

0

2k

k − ν
ek(z+ζ)J0(kR)dk

︸ ︷︷ ︸

G2

(4.36)Comparé à l'équation 3.18, une quantité 2/r1 est �tée a G1 et réinje
tée dans G2 en utilisantl'intégrale de Lips
hitz selon laquelle :
∫ ∞

0

e−axJ0(bx)dx =
1√

a2 + b2
(4.37)L'équation 4.37 s'adapte ainsi pour exprimer 1/r1 :

1

r1
=

∫ ∞

0

ek(z+ζ)J0(kR)dk (4.38)4.4.1.2 Formulations multipolairesPar 
onséquent, le développement multipolaire de G1 s'é
rit :
G1 =

∞∑

n=0

m∑

n=−m

Mm
n (n− |m|)!

(

P
|m|
n (cos θx)

rn+1
x

− (−1)n+mP
|m|
n (cos θ′x)

r′n+1
x

)

eimαx (4.39)(il su�t de 
hanger le signe sous la parenthèse par rapport à 4.5). Par rapport à l'équation 4.13,
G2 s'é
rit :

G2 = 2

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Mm
n e

imαx

∫ ∞

0

kn+1

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)dk

︸ ︷︷ ︸

G′
3

(4.40)
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G′

3 =

∫ ∞

0

k − ν

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)k

ndk + ν

∫ ∞

0

1

k − ν
ekz

′
xJ|m|(kRx)k

ndk (4.41)D'où :
G′

3 = (−1)m+n−1(n− 1− |m|)!
P

|m|
n−p(cos θ

′
x)

r′nx
+ νG3 (4.42)ave
 G3 tel que dans l'équation 4.15.4.4.1.3 Formulations analytiquesDans 
ertains 
as (
al
ul de G1 hors formules asymptotiques), les formulations d'Aquaplus fontintervenir l'intégration analytique de la fon
tion de Green sur 
haque panneau. De son 
oté, laméthode multipolaire se 
ontente de multiplier la fon
tion de Green par la surfa
e du panneau. Par
onséquent, une autre référen
e, analytique si possible, est souhaitable. L'expression analytique de

G1 est triviale. Pour G2, on a [98℄ :
lim

r→+∞
G1 +Re(G2) = −2πeν(ζ+z)Y0(νR) (4.43)

Im(G2) = 2πeν(ζ+z)J0(νR) (4.44)4.4.2 Comparaison entre Aquaplus et formulations multipolairesDans les résulats de 
ette se
tion, la fon
tion de Green est 
al
ulée entre un point sour
e
E(1.0, 1.0, zE) et un point 
hamp F (xF , yF ,−2.0). Le 
entre du développement multipolaire estsitué pro
he du point sour
e, à la positionC(1.0, 1.0, zE−2.5). Les positions des points et la périodede houle varient selon les intervalles suivants :� zE est 
ompris entre −6m et −30m.� xF = yF sont 
ompris entre 10m et 100m.� La période va de 3 s à 18 s.Le point sour
e se dépla
e don
 selon un axe verti
al tandis que le point 
hamp se dépla
e le longd'un axe horizontal pro
he de la surfa
e libre. On pré
ise que de nombreuses autres situations dontles résultats ne sont pas présentés i
i ont aussi été testées, en inversant les positions relatives desdi�érents poins E, F et C. Les 
al
uls multipolaires sont menés ave
 un ordre de tron
ature égalà 12, 
e qui 
onstitue une valeur relativement élevée [24℄.Les résultats sont tra
és dans l'espa
e non-dimensionnel (νR, νZ), ave
 R et Z les distan
eshorizontales et verti
ales entre point sour
e et point 
hamp. Contrairement aux résultats présentésdans [90℄, on a i
i une évaluation systématique du développement multipolaire de la fon
tion deGreen. Les niveaux de 
ouleurs sont obtenus par triangulation, d'où leur aspe
t irrégulier. Les�gures 4.8, 4.9 et 4.10 présentent les résultats sur la fon
tion de Green. Le même type de résultatspeut s'obtenir pour les dérivées partielles (�gure 4.11). L'a

ord entre les di�érentes formulationsest bon, notamment sur G1. Sur G2, on 
onstate une di�éren
e résiduelle augmentant ave
 ladistan
e qui sépare point sour
e et point 
hamp, 
e qui pourrait être problématique pour le 
asd'appli
ation 
onsidéré.
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4.5. CONCLUSION 454.4.3 Comparaison entre les formulations analytiques et multipolairesLa 
omparaison ave
 les formulations analytiques disponibles permet de se rassurer ; on 
onstateen e�et sur la �gure 4.12(b) des di�éren
es bien plus faibles pour Im(G2) que dans la se
tionpré
édente. Il en va de même pour Re(G2) du moment que les valeurs νR et νZ sont su�samentgrandes pour être dans le 
as asymptotique. Il y a don
 un léger é
art entre les résultats d'Aquapluset les formulations analytiques, que plusieurs raisons peuvent expliquer :� Aquaplus interpole les valeurs de G2 et de ses dérivées dans une table de valeurs pré
al
ulées,a�n d'a

élérer le 
al
ul des 
oe�
ients d'in�uen
e.� Les opérateurs mathématiques utilisés dans les trois formulations ne sont pas les mêmes etont 
ha
un leur part d'approximations (formules asymptotiques, simple/double pré
ision ...)pour le 
al
ul numérique.La suite de 
e travail de thèse et l'expérien
e a
quise sur les formulations multipolaires laissent àpenser que 
ette dernière hypothèse est la plus probable.4.4.4 In�uen
e des 
ritères de 
onvergen
eLes se
tions 4.4.2 et 4.4.3 se pla
ent dans une situation favorable pour la 
onvergen
e des for-mulations multipolaires : l'ordre de tron
ature est élevé (Np = 12) et le 
entre du développement Cest très pro
he du point sour
e E. Il est intéressant d'estimer à quel point les 
ritères rC1 = rξ/rxet rC2 = νrξ jouent sur la 
onvergen
e de G1 et G2 (voir les équations 4.5 et 4.18).On 
ompare de nouveau les résultats des formulations multipolaires et analytiques pour G1 et
Im(G2), en faisant varier rC1 , rC2 et Np. A�n d'avoir un indi
ateur global, on relève l'erreur rela-tive maximale et l'erreur relative moyenne 
onstatées sur l'ensemble du domaine (νR, νZ) dé
ritdans la se
tion 4.4.2. Les résultats sont présentés dans la �gure 4.13.Il est 
lair qu'un ordre de tron
ature élevé réduit l'erreur, et permet une bonne 
onvergen
e dudéveloppement multipolaire, même ave
 rC1 et rC2 ayant des valeurs élevées. Un grand Np rendradon
 l'algorithme multipolaire plus �exible en terme de positions relatives entre point sour
e, point
hamp et 
entre du développement (
ela aura évidemment un 
oût en temps de 
al
ul). L'erreursur G1 évolue progressivement selon rC1 ; 
e n'est pas le 
as pour G2, pour lequel elle apparaît demanière plus brutale, au delà d'une valeur seuil de rC2 .Ces résultats témoignent d'une bonne implémentation des formulations multipolaires en mon-trant les tendan
es attendues. Cependant on peut s'inquiéter du fon
tionnement à venir de l'algo-rithme multipolaire. Supposons en e�et que l'on travaille ave
 Np = 8. Les 
onditions rC1 < 0.4 et
rC2 < 1.0 doivent être respe
tées pour favoriser la 
onvergen
e. La première 
ondition est naturelle-ment satisfaite par le FMA : si l'on 
onsidère qu'à un niveau donné, le développement multipolaireest 
al
ulé dans une 
ellule d'arête a, et que seules les 
ellules séparées d'une distan
e supérieureou égale à deux fois la taille de la 
ellule interagissent [58℄, alors :

{

rξ ≤
√
3
2 a

rx ≥ 2a
(4.45)D'où rC1 ≤ 0.43. La 
ondition sur G2 pose par 
ontre problème : supposons une période dehoule de trois se
ondes ; alors rξ ≤ 2.2m sera né
essaire, 
e qui suppose l'utilisation d'un grandnombre de 
ellules si le domaine de simulation est grand, et don
 d'un grand nombre de niveauxde dé
omposition. Ce problème est traité plus en détail dans la se
tion 5.2.4.5 Con
lusionOn a exposé dans 
e 
hapitre les formulations né
essaires pour pouvoir utiliser la fon
tionde Green en profondeurs in�nie dans un algorithme multipolaire rapide (voir aussi [25, 28℄). Cesformulations sont basées sur le développement multipolaire de 
ette fon
tion, établi par [90℄. L'uti-lisation d'éléments simples de la théorie des harmoniques sphériques présentés dans [57℄ permetde lever 
ertaines restri
tions sur les 
onditions d'emploi de 
es formulations. L'introdu
tion d'un
entre de développement hors de la surfa
e libre rend possible l'utilisation de 
es formules dans
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 modi�és dans 
e sens.L'implémentation en Fortran des formules obtenues a permis de les valider de manière exhaus-tive, qu'il s'agisse de la fon
tion de Green, de ses dérivées spatiales ou des opérateurs de translation.Cette validation a fait intervenir de nombreux paramètres : distan
es entre point sour
e, point
hamp et 
entre du développement ; période de houle ; ordre de tron
ature du développement.La 
onfrontation des formulations multipolaires ave
 les formulations d'Aquaplus ou des formu-lations analytiques montre un bon a

ord, qui atteste de la validité de l'implémentation réalisée.Cependant la tendan
e de l'erreur sur la partie 
hamp lointain de la fon
tion de Green fait 
raindredes di�
ultés quant à l'utilisation de 
es formulations dans l'algorithme multipolaire.
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Chapitre 5Implémentation et performan
es del'algorithme multipolaire rapideCe 
hapitre présente la mise en pla
e d'un algorithme multipolaire rapide dans Aquaplus. Cetalgorithme est basé sur les formulations dé
rites au 
hapitre pré
édent. En se basant sur l'appro
hede Fo
hesato et Dias [52℄, on utilise une distribution pré-établie du FMA appelée DPMTA. Aprèsavoir mis en éviden
e la di�
ulté d'utiliser 
et algorithme pour notre 
as d'appli
ation, on dé
ritl'implémentation d'un algorithme multipolaire plus adapté.5.1 Couplage Aquaplus-DPMTA5.1.1 Présentation du DPMTAL'algorithme DPMTA (Distributed Parallel Multipole Tree Algorithm) a été développé à DukeUniversity (USA) jusqu'en 2002. Il s'agit d'un algorithme multipolaire non-adaptatif, dédié à l'ori-gine aux problèmes de dynamique molé
ulaire. Il prend en 
ompte les intera
tions entre parti
ulesde la manière suivante :� intera
tions éle
trostatiques, exprimées par une fon
tion de Green du type G = 1/r,� intera
tions de Lennard-Jones : G = 1/r6.Cet algorithme est 
onçu pour pouvoir être fa
ilement implémenté dans un programme de dy-namique molé
ulaire. Il ne 
omporte pas de solveur ou n'est pas un solveur en lui-même, maisseulement un élément qui permet le 
al
ul rapide de produits matri
e-ve
teur. Le DPMTA 
om-porte un 
ertain nombre de méthodes d'a

élération supplémentaires (implémentation parallèle,FFT), qui pourront éventuellement être adaptées par la suite au problème hydrodynamique 
onsi-déré, mais qui n'ont pas été utilisées au 
ours de 
e travail de thèse.Etant 
onçu pour la dynamique molé
ulaire (mettant en jeu un ensemble de parti
ules denseet relativement homogène), le DPMTA 
omporte 
ertaines spé
i�
ités dont il faut tenir 
ompte :� L'algorithme n'est pas adaptatif ; toutes les 
ellules situées au même niveau de l'arbre hié-rar
hique ont don
 les mêmes dimensions.� La probabilité qu'une 
ellule soit vide est faible. Toutes les opérations (
al
ul des 
oe�
ients
Mm

n des moments, 
al
uls des 
oe�
ients des opérateurs de translations) sont don
 e�e
tuéessur l'ensemble des 
ellules, sans véri�er qu'elles 
ontiennent e�e
tivement des parti
ules.Certains 
al
uls inutiles sont don
 réalisés.� Le problème traité peut être situé n'importe où dans l'espa
e (il n'y a pas de référen
e �xe).Seules les positions relatives entre parti
ules 
omptent.Certaines de 
es spé
i�
ités devront être 
orrigées. Comme expliqué à la se
tion 3.3.1, le DPMTAdi�éren
ie les intera
tions pro
hes (
al
ulées de manière dire
te) et lointaines (
al
ulées par leFMA, voir 3.33) à l'aide du "multipole a

eptan
e 
riterion" (mac). L'utilisateur peut �xer ma-nuellement une valeur α qui va 
onditionner les intera
tions entre 
ellules, 
omme dé
rit sur la�gure 5.1. 49



50 CHAPITRE 5. IMPLÉMENTATION ET PERFORMANCES DU FMAPSfrag repla
ements D
lFigure 5.1 � S
héma de prin
ipe du mac. Les 
ellules interagissent par FMA si l

D < α.5.1.2 Détails de l'implémentation5.1.2.1 Réorganisation d'AquaplusOn rappelle quels sont les sous-programmes d'Aquaplus qui sont impa
tés par la mise en pla
edu FMA :� 
osk : Cal
ul de la fon
tion de Green (et de ses dérivées) entre les panneaux deux à deux,é
riture des systèmes linéaires.� prek : Résolution des systèmes linéaires, 
al
ul des 
oe�
ients hydrodynamiques.Le DPMTA doit don
 être intégré à prek pour a

élérer la résolution des systèmes linéaires. Malgréles langages di�érents (C pour le DPMTA, Fortran pour Aquaplus) les deux modules sont 
ompilésau sein d'un même exé
utable, de manière à éviter l'é
hange d'informations par �
hiers, qui serait
oûteux en temps (NB : même si 
e temps n'est pas 
omptabilisé 
omme du temps CPU). La �gure5.2 résume les 
hangements induits par l'utilisation du FMA. Le DPMTA est appelé à 
haqueproduit matri
e-ve
teur du GMRes. Il est aussi appelé après la résolution itérative pour résoudrel'équation 3.27. L'ordre d'exé
ution des programmes est inversé, prek faisant marginalement appelà 
osk pour le 
al
ul des intera
tions pro
hes.PSfrag repla
ements

osk prekGaussGMRes Densitéde sour
e σGéométrie,période

K.r(l)(a) Sans FMA
PSfrag repla
ements
oskprekGaussGMResDensitéde sour
eGéométrie,période


osk
prekDPMTA

Klointain.r
(l)

Kproche.r
(l)

K.r(l)

GMResListe desintera
tions dire
tesGéométrie,période Densitéde sour
e σ(b) Ave
 FMAFigure 5.2 � Modi�
ation de la stru
ture d'Aquaplus par l'utilisation du FMA5.1.2.2 Adaptation du DPMTALes formulations hydrodynamiques dé
rites au 
hapitre 4 ont été intégrées au DPTMA [26, 27,30℄. La manière de repérer les parti
ules dans l'espa
e a été adaptée pour prendre en 
ompte laprésen
e de la surfa
e libre.



5.1. COUPLAGE AQUAPLUS-DPMTA 51La dé�nition du 
entre des 
ellules a été modi�ée, 
ar dans le DPMTA le 
entre des développe-ments multipolaires est le 
entre géométrique de 
ha
une des 
ellules. De manière à éviter les M2Lpurement verti
ales dont le 
al
ul pose problème (équation 4.27), on situe désormais les 
entresde développement des 
ellules superposées verti
alement selon une spirale as
endante e�e
tuantmoins d'un tour 
omplet.En�n, des routines ont été mises en pla
e pour 
onditionner l'exé
ution d'opérations multipo-laires à la présen
e de parti
ules dans les 
ellules in�uençantes et in�uen
ées.5.1.2.3 Sto
kage et réutilisation de 
oe�
ientsComme on peut le voir dans le 
hapitre 4, de nombreux 
oe�
ients des formulations multipo-laires peuvent être 
al
ulés une fois seulement, puis sto
kés et réemployés, a�n d'é
onomiser dutemps de 
al
ul. Il s'agit des jeux de 
oe�
ients liés au développement multipolaire et au développe-ment de Taylor (Mm
n etMsmn ), ainsi que des 
oe�
ients CoeffM2M

m
n , CoeffM2L(11)

m
n
, CoeffM2L(12)

m
n
,

CoeffM2L(2)
m
n
et CoeffL2L

m
n intervenant dans les di�érents opérateurs de translation. Le sto
kagede 
es 
oe�
ients est implémenté de manière statique pour un ordre de tron
ature maximum

Np max = 20. Ce sto
kage est réalisé dans la RAM par l'emploi d'un disque virtuel.Le besoin de mémoire asso
ié aux matri
es des intera
tions pro
hes est faible (la majori-tés des termes sont nuls, il est don
 inutile de les sto
ker). Il est don
 possible de mémoriserles matri
es Kproche et Sproche sous la forme suivante, dans une matri
e de dimension verti
ale
Npanneaux ×Npanneaux et de dimension horizontale 2 :Intera
tion entre panneaux i et j 



... ...
Kproche ij Sproche ij... ... 





(5.1)5.1.3 Résultats sur un 
orpsLes résultats présentés i
i sont hors du 
as d'appli
ation envisagé (fermes de 
orps éloignés lesuns des autres). Ils donnent une première validation de l'implémentation réalisée en terme de pré-
ision et permettent de 
ara
tériser le 
omportement du logi
iel en fon
tion du nombre d'in
onnues.5.1.3.1 Résultats préliminairesOn 
onsidère un hémisphère modélisé par un petit nombre de panneaux (Npanneaux = 361) pourlequel on veut résoudre le problème de radiation en pilonnement. L'algorithme multipolaire rapiden'est pas 
onçu pour la résolution de problèmes aussi petits ; il n'apportera au
une a

élération àla résolution dans 
e 
as. On s'intéresse i
i à la pré
ision du 
al
ul.Produit matri
e-ve
teur Soient S1 et S2 les matri
es des 
oe�
ients d'in�uen
es 
onstruitesà partir du 
al
ul de G1 et Im(G2) entre les panneaux deux à deux. On étudie la pré
ision du
al
ul des produits matri
e-ve
teur S1.r et S2.r, ave
 ri = 1 sur 
haque panneau i. Les di�é-ren
es relatives moyenne et maximum 
onstatées entre l'évaluation de 
es produits par la méthode
lassique et par la méthode multipolaire sont relevées sur la �gure 5.3. On étudie l'in�uen
e desparamètres suivants : ordre de tron
ature du développement multipolaireNp, et nombre de niveauxdans l'arbre hiérar
hique NL. Pour que la 
omparaison entre résultats obtenus ave
 di�érents jeuxde paramètres ait du sens, on règle le mac de manière à 
e que le nombre d'intera
tions pro
hessoit toujours à peu près le même, qu'il y ait 3 ou 4 niveaux dans l'arbre hiérar
hique.La �gure 5.3 montre que même pour des valeurs de Np faibles, on obtient une pré
ision satis-faisante, que 
e soit sur G1 et Im(G2). Les ordres de grandeur des erreurs obtenues pour Np = 20
on
ordent ave
 les résultats présentés dans [58℄. Il est intéressant de 
onstater que l'erreur enfon
tion de Np n'a pas la même allure sur G1 et Im(G2). La �gure 5.3 permet plusieurs 
onstats :
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onvergen
e des produits S1.r est meilleure lorsque le nombre de niveaux est élevé. Dans
e 
as la quantité rC1 = rξ/rx est statistiquement plus petite, d'où une meilleure 
onvergen
ede G1 (équation 4.5). Quelle que soit la valeur de NL, l'erreur diminue rapidement quand Npaugmente.� La pré
ision sur les produits S2.r semble indépendante de Np et NL. Ces 
al
uls sont faits à
T = 5 s ; dans 
es 
onditions les quantités rC2 = ν.rξ sont su�sament faibles pour permettreune bonne 
onvergen
e quel que soit l'ordre de tron
ature (voir l'équation 4.18).
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6. (b) Erreur maximumFigure 5.3 � Erreur relative moyenne (sur l'ensemble des panneaux) et erreur relative maximumintroduites par le FMA dans les produits matri
e-ve
teur. Rouge : S1.r ; bleu : S2.r. Carrés :
NL = 3, mac = 0.8 ; 
er
les : NL = 4, mac = 0.6.Coe�
ients de radiation Les problèmes de pilonnement et 
avalement sur des hémisphères dedi�érents diamètres sont résolus par Aquaplus ave
 ou sans méthode multipolaire. Les 
oe�
ientsde radiation obtenus sont 
omparés à 
eux évalués de manière analytique par Hulme [61℄. A partird'Aquaplus, les valeurs adimensionnelles de 
es 
oe�
ients s'obtiennent par :

Ã =
AM

ρD3
(5.2)pour les masses d'eau ajoutées et par :

B̃ =
B

ωρD3
(5.3)pour les amortissements, ave
 ρ la masse volumique du �uide. L'hémisphère 
onsidéré est modélisépar 579 panneaux. Les 
al
uls sont faits sur des hémisphères de diamètre D = 5, 10, 30 m. La�gure 5.4 présente 
ertains résultats, selon les jeux de paramètres du DPMTA utilisés. On 
onstateque l'emploi du FMA dans Aquaplus ne fausse pas ses résultats ; le FMA "suit" même Aquaplusdans les problèmes liés aux fréquen
es irrégulières (�gure 5.4(
)). L'erreur par rapport à la solutionanalytique est don
 la même que l'on emploie ou non le FMA.Néanmoins, le jeu de paramètres employés doit être 
hoisi ave
 attention. A nombres équivalentsd'intera
tions pro
hes, la pré
ision est bien meilleure ave
 un nombre de niveaux plus élevés, 
ommele montre le tableau 5.1 ; lorsque NL est grand, les quantités rC1 = rξ/rx et rC2 = νrξ sont ene�et plus petites (voir l'évolution de rξ et rx selon le nombre de niveaux sur la �gure 5.5). Ce
i est
ohérent ave
 les résultats de la �gure 5.3.
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(d) Amortissement en pilonnement (B̃(0)) et 
avalement (B̃(1)),
D = 30m, NL = 4,Np = 10, mac = 0.75Figure 5.4 � Résolution des 
oe�
ients de radiation selon les méthodesDi�éren
e sur ... Ã(1) Ã(0) B̃(1) B̃(0)

Np = 5, Nl = 3, m = 0.6 1.1× 10−2 2.5× 10−3 2.2× 10−2 1.8× 10−1

Np = 10, Nl = 3, m = 0.6 3.4× 10−3 8.7× 10−4 8.1× 10−3 4.3× 10−2

Np = 10, Nl = 4, m = 0.75 5.8× 10−7 2.3× 10−6 2.2× 10−6 7.0× 10−6

Np = 10, Nl = 4, m = 1.0 5.8× 10−7 2.3× 10−6 2.2× 10−6 7.0× 10−6Table 5.1 � Di�éren
e moyenne (
al
ulée sur l'ensemble des valeurs ν.D) par rapport à la méthodedire
te selon les jeux de paramètres du DPMTA.
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ements rx

rξ(b) Ave
 NL + 1 niveauxFigure 5.5 � Rédu
tion des 
ritères rC1 et rC2 par l'augmentation du nombre de niveaux (à nombreéquivalent d'intera
tions lointaines).5.1.3.2 Performan
es en fon
tion du nombre d'in
onnuesCette se
tion présente les performan
es 
onstatées lors de la résolution du problème de pilon-nement sur un hémisphère représenté par un nombre variable de panneaux (de 80 à 9800). Les
al
uls sont e�e
tués à une période de houle de 5 se
ondes. Le 
ritère de 
onvergen
e du GMResest 10−5.PSfrag repla
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9......... (b) Potentiel (après résolution 
omplète)Figure 5.6 � Erreur relative induite par l'utilisation du FMA. Lignes 
ontinues : Np = 5 ; lignespointillées : Np = 10Pré
ision La �gure 5.6 montre que la pré
ision obtenue est satisfaisante, la di�éren
e relativeave
 les résultats de la méthode dire
te étant systématiquement inférieure à 1%, quel que soit le jeude paramètres utilisés dans le DPMTA. Le pi
 d'erreur 
onstaté lorsque le nombre de panneaux estpetit vient d'une di�éren
e dans la manière de 
al
uler G1 : la version dire
te d'Aquaplus intègre
G1 sur le panneau 
ible, 
e qui n'est pas le 
as pour la version multipolaire. Cette erreur relativeest plus importante sur les panneaux pro
hes de la surfa
e libre, 
ar les valeurs de G1 = 1/r− 1/r1sont faibles. Lorsque le nombre global de panneaux augmente, le poids statistique de 
es quelquespanneaux diminue fortement.Un nombre de niveaux élevé favorise la 
onvergen
e du développement multipolaire de la fon
-tion de Green, et don
 la pré
ision du 
al
ul. Lorsque NL ≥ 4, les 
ourbes Np = 5 et Np = 10sont quasiment 
onfondues sur la �gure 5.6, signe d'une bonne 
onvergen
e même ave
 un ordre
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ature faible.Temps de 
al
ul Il est important de rappeler qu'Aquaplus est déjà une méthode a

élérée pourla 
onstru
tion des matri
es K et S, dont 
ertains 
oe�
ients sont obtenus par interpolation dansune table de valeurs pré-
al
ulées (se
tion 3.2.3). Pour 
ette raison, l'a

élération que le FMA peutapporter en général aux méthodes des singularités n'est pas for
ément bien mise en valeur dans 
etravail de thèse.Deux paramètres du FMA sont étudiés : l'ordre de tron
ature (Np = 5, 10) et le nombre deniveaux dans l'arbre hiérar
hique (NL = 3, 4, 5). Le temps CPU est tra
é pour les di�érentesméthodes de résolution utilisées, en fon
tion du nombre de panneaux. La �gure 5.7(a) illustre letemps né
essaire pour 
al
uler le premier produit matri
e-ve
teur dans le GMRes, ave
 ou sansFMA. Lorsque le FMA n'est pas utilisé, le temps CPU évolue de manière parabolique en fon
tiondu nombre de panneaux (suivant la tendan
e en O(N2
panneaux) des itérations du GMRes). Lorsquele FMA est a
tivé, la 
ourbe présente deux segments d'allures linéaires et de pentes di�érentes :� une forte pente lorsque le nombre de panneaux est faible. Dans 
e 
as, a�ner le maillagerevient à peupler des 
ellules qui étaient vides auparavant. Etant donné que 
es 
ellules in-teragissent par les opérateurs de translations, le nombre d'opérations devient plus importantet le temps CPU augmente rapidement.� une pente plus faible au delà d'une valeur seuil de Npanneaux : lorsque le nombre de panneauxest su�sament élevé, la majorité des 
ellules sont déjà "a
tives". L'ajout d'un panneau re-vient seulement à 
al
uler un moment (équation 4.6) et une redistribution (équation 4.30)supplémentaires. Le temps CPU augmente linéairement selon le nombre de panneaux, ave
une pente plus faible qu'auparavant.Le nombre de 
ellules dépendant dire
tement du nombre de niveaux NL (Ncells = 2NL−1), le pointde rupture entre les deux segments de droites s'atteint pour un nombre de panneaux plus grandquand NL augmente. De plus, un grand nombre de niveaux entraîne de nombreuses opérationsentre 
ellules, dont la durée dépend de l'ordre de tron
ature Np. Par 
onséquent le temps CPUglobal dépendra plus fortement de Np si NL est grand (voir les di�éren
es entre lignes 
ontinue etligne en pointillés à NL équivalent sur la �gure 5.7(a)). Cependant, un grand nombre de niveauxest un 
hoix payant lorsque le nombre de panneaux est très grand, 
ar 
ela réduit la proportiond'intera
tions 
al
ulées par la méthode dire
te. C'est la raison pour laquelle :� les 
ourbes NL = 3 et NL = 4 se 
roisent aux environs de Npanneaux = 7500,� les 
ourbes NL = 3 et NL = 4 ont une allure sensiblement di�érente quand Npanneaux estgrand. Dans le 
as NL = 3, la tendan
e parabolique du 
al
ul des intera
tions pro
hes est
lairement visible.La �gure 5.7(a) suggère don
 que le FMA apporte une a

élération raisonnable au GMRes, 
ar les
ourbes NL = 3 et NL = 4 
roisent la 
ourbe du GMRes à respe
tivement 1000 et 3500 panneaux.Cependant, lorsque l'on 
onsidère la résolution 
omplète du problème sur la �gure 5.7(b) (et nonplus le seul premier produit matri
e-ve
teur), on peut voir que 
es points de ren
ontre se trouventà un nombre de panneaux bien plus élevé. Ce
i révèle deux tendan
es antagonistes :� le FMA a

élère fortement le GMRes lors du premier produit matri
e-ve
teur, en évitant la
onstru
tion de la matri
e K ;� aux produits matri
e-ve
teur qui suivent, le GMRes est plus rapide seul que 
ombiné auFMA. Cela est dû au fait que les problèmes traités sont trop petits pour que le FMA soitpleinement e�
a
e.Par 
onséquent, l'emploi du FMA est un 
hoix pertinent si le nombre de produits matri
e-ve
teurest su�sament bas, que 
e soit grâ
e à une 
onvergen
e rapide du GMRes, ou grâ
e à un faiblenombre de problèmes à résoudre. Dans le 
as d'une ferme houlomotri
e 
omposée de Nb 
orps�ottants à 6 degrés de liberté, soumises à plusieurs in
iden
es de houle, le nombre de problèmes àrésoudre est grand. Il n'est don
 pas évident a priori que le FMA soit �nalement le 
hoix le pluspertinent.
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. (b) Résolution 
omplèteFigure 5.7 � Temps de 
al
ul selon la méthode employée. Ligne 
ontinue : Np = 5, ligne pointillée :
Np = 10.5.1.4 Résultats sur un ensemble de 
orpsCette se
tion présente des résultats préliminaires sur un ensemble d'un nombre variable de 
orps.Ces résultats permettent d'identi�er plusieurs limites de l'outil obtenu pour le 
as des fermes deREV. Les 
orps 
onsidérés i
i sont des hémisphères de 10m de diamètre, modélisés 
ha
un par 171panneaux.5.1.4.1 Ferme denseLe premier 
as d'étude 
on
erne une ferme 
omportant de 2 à 49 
orps (voir la �gure 5.8),positionnés sur une grille de 900m×900m. Les 
orps sont "ajoutés" d'une ferme à l'autre de manièreà en augmenter la densité. On résout le potentiel 
orrespondant au mouvement de 
avalement du
orps 1, positionné aux 
oordonnées (300m, 300m). La période 
onsidérée est T = 5 s. La �gure5.9 montre que les résultats obtenus par l'utilisation du FMA sont impré
is, voire 
lairement faux,ave
 la plupart de jeux de données utilisés. L'erreur se 
omporte de la manière suivante :� elle augmente ave
 le nombre de 
orps présents dans la ferme,� elle augmente ave
 la valeur du "multipole a

eptan
e 
riterion" (ma
),� lorsque le ma
 est élevé, l'erreur est plus importante ave
 un ordre de tron
ature élevé quefaible.Ce 
omportement est symptomatique d'une situation dans laquelle les développements multipo-laires de la fon
tion de Green et de ses dérivées ne 
onvergent pas. La se
tion 5.1.4.2 permetd'élu
ider les mé
anismes qui mènent à 
es erreurs.Malgré le manque de pré
ision de 
es résultats, il est intéressant de jeter un oeil au tempsde 
al
ul (�gure 5.10). On retrouve 
ertaines tendan
es attendues. De manière générale, plus le
mac est faible, plus la proportion d'intera
tions dire
tes est élevée et plus le 
al
ul est long. Plusle mac est élevé, plus le temps de 
al
ul dépend de l'ordre de tron
ature Np, puisque le nombred'opérations multipolaires augmente ; 
'est d'autant plus vrai ave
 un grand nombre de niveaux
NL. En�n, le 
omportement du temps de 
al
ul n'évolue pas de manière régulière ave
 le mac. Celas'explique par le faible nombre de 
ellules au regard de l'espa
e 
ouvert, et par l'inhomogénéitédu jeu de parti
ules (panneaux). Une faible variation du mac peut faire passer la relation entredeux 
orps d'"intera
tions pro
hes" à "intera
tions lointaines", et a don
 un r�le fondamental surle temps de 
al
ul.
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(b) NL = 5Figure 5.9 � Erreur relative moyenne sur le potentiel 
orrespondant au 
avalement du 
orps 1.Ligne 
ontinue : Np = 10. Pointillées : Np = 5.5.1.4.2 Corps éloignésOn étudie un 
as simpli�é similaire à 
elui de la �gure 5.8(a), ave
 les distan
es entre 
orpsselon les axes x et y égales à 1000m. Les 
orps sont des hémisphères représentés par 99 panneaux
ha
un. Dans 
e 
as de 
orps très éloignés, les intera
tions entre panneaux d'un même 
orps sontévaluées 
omme étant des intera
tions pro
hes, quel que soit le ma
. Cela permet de 
omparer lesrésultats de la méthode FMA ave
 di�érents jeux de paramètres, sans introduire de biais dû à laproportion d'intera
tions pro
hes (évaluées par la méthode dire
te).La �gure 5.12(a) montre que les formulations multipolaires de la fon
tion de Green ne 
onvergentpas. L'erreur augmente en e�et ave
 le ma
 et l'ordre de tron
ature Np. Il est 
lair que 
ette erreurtrouve son origine dans le "
hemin" par
ouru pour propager l'in�uen
e d'un groupe de panneaux(
orps) vers l'autre. La �gure 5.11 permet d'illustrer le fait que selon le ma
, 
e 
hemin est di�érent,ainsi que la distan
e rξ du panneau au 
entre du développement multipolaire. On rappelle que laquantité rC2 = νrξ doit être faible pour permettre une bonne 
onvergen
e de G2. Le 
as de �gure"à grand ma
" ne permet pas de satisfaire 
ette 
on�guration (rξ2 > rξ1 sur la �gure 5.11). Onvéri�e 
ette hypothèse en imposant le développement multipolaire au bary
entre des panneaux
ontenus dans la 
ellule. Dans 
e 
as, les 
entres de développement dans les 
ellules de niveau 2 et
3 sont 
onfondus dans l'exemple de la �gure 5.11, d'où rξ2 = rξ1 . La �gure 5.12(b) 
on�rme le r�lede la valeur de rξ sur la 
onvergen
e. En e�et :� les niveaux d'erreurs sont désormais tolérables (de l'ordre de 3%),� le ma
 n'a quasiment pas d'in�uen
e, de même que le nombre de niveaux,� la pré
ision est meilleure quand l'ordre de tron
ature augmente.Néanmoins, imposer l'ordre de 
onvergen
e au bary
entre peut ne pas su�re pour permettre la
onvergen
e. La �gure 5.13 donne des résultats de pré
ision pour un 
as de 4 sphères disposéesselon un 
arré de 
�té 1000m. Si l'erreur à T = 5 s est a

eptable, 
e n'est plus le 
as à T = 3 s,la quantité rC2 = νrξ étant de nouveau trop élevée.En imposant la 
onvergen
e au bary
entre du 
orps, on s'est libéré des problèmes liés à la grandedistan
e de séparation entre 
orps, rξ étant désormais indépendant de la taille des 
ellules, et don
de la taille du domaine de simulation et du nombre de niveaux. Cette mesure est insu�sante, la
onvergen
e dépendant prin
ipalement du nombre d'onde ν et de la taille du jeu de panneauxutilisés dans le développement. Il est 
lair i
i qu'à T = 3 s, les panneaux du 
orps 
onsidéré sont
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tion duma
, ave
 NL = 3.5.2 Limites du FMA non-adaptatif pour un jeu de parti
ulestrès inhomogèneDans le 
as d'un jeu de parti
ules très irrégulier, la version non-adaptative du FMA que nousutilisons présente des limites, dues d'un 
�té à l'arbre hiérar
hique et de l'autre aux problèmes
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onvergen
e de G2. Considérons le 
as de 
orps �ottants, ayant un diamètre de l'ordre de
10 m et séparés les uns des autres par quelques 
entaines de mètres. Si l'on souhaite réduire laquantité d'intera
tions dire
tes entre panneaux pour tirer pro�t du FMA au maximum, un trèsgrand nombre de 
ellules est né
essaire. De 
ette manière, on aura un 
orps (ou une portion de
orps) au maximum dans 
haque 
ellule, et les 
orps interagiront entre eux par les opérateurs duFMA. Par 
onséquent, l'arbre hiérar
hique devra 
omporter un grand nombre de niveaux NL. Ce
ia deux 
onséquen
es néfastes quant à la performan
e du 
ode :� Un plus grand nombre de 
al
uls intermédiaires sont né
essaires, que 
e soit pour remonterl'arbre (M2M) ou le des
endre (L2L), ainsi qu'entre 
ellules soeurs (M2L), étant donné legrand nombre de niveaux.� Un grand nombre de 
ellules vides sont 
réées. Cela ne joue pas sur le résultat du 
al
ul maispeut avoir un impa
t sur la performan
e, selon l'implémentation du FMA. Si le 
ode utiliséest 
on
u pour un jeu de parti
ules homogène (
omme dans le 
as du DPMTA) de la mémoirevive est allouée aux 
ellules et les M2L entre 
ellules sont 
al
ulés, qu'elles 
ontiennent ounon des parti
ules.Comme on l'a vu, la stru
ture de l'arbre joue sur la 
onvergen
e de G2. Pour les plus petitespériodes, il est né
essaire de réduire la distan
e entre le 
entre des panneaux et le "dernier" 
entredu développement multipolaire (
'est à dire 
elui d'où part la M2L, �gure 5.11). De 
ette manière leterme rC2 = ν.rξ est su�sament petit pour que la 
onvergen
e de G2 soit rapide. Deux 
onditions"géométriques" doivent don
 être satisfaites (�gure 5.14) :� Les 
ellules du plus haut niveau (les "feuilles" de l'arbre) ne doivent 
ontenir qu'un seul
orps (ou partie de 
orps). Le 
entre du développement est alors positionné au bary
entredes parti
ules 
ontenues dans la 
ellule, a�n de réduire rξ.� Seules les intera
tions feuille-feuille peuvent être 
al
ulées. En e�et, grouper l'in�uen
e dedeux 
orps 
ontenus dans deux 
ellules au 
entre de leur 
ellule mère revient à 
al
uler lesmoments du développement quelque part entre 
es deux 
orps. La 
ondition ν.rξ << 1 peutdon
 ne plus être respe
tée, selon la valeur de ν.

PSfrag repla
ements Bonne 
onvergen
eMauvaise 
onvergen
eFigure 5.14 � Convergen
e de G2 selon le "
hemin" du développement multipolaire.Cette dernière 
ondition est 
ontraire à la prin
ipale for
e du FMA, qui est de grouper les parti
ulesautant que possible pour partager l'e�ort de 
al
ul. De plus 
es deux 
onditions ne peuvent pasêtre satisfaites de manière e�
a
e :� Soit le nombre de 
ellules est très élevé, a�n de s'assurer qu'une 
ellule qui 
ontient des pan-neaux ne sera regroupée qu'ave
 des 
ellules vides (pour garder le jeu de panneaux lo
alement"dense").� Soit une 
ondition très restri
tive sur les intera
tions est implémentée a niveau du mac, a�nde permettre seulement les intera
tions "feuille" à "feuille". Ainsi, seule les intera
tions trèslointaines sont prises en 
ompte : la proportion d'intera
tions 
al
ulées par FMA diminuedrastiquement, et l'a

élération apportée dans 
e 
as est nulle.
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 pas approprié pour le 
as d'étude envisagé ; une autre implémenta-tion est né
essaire. La nature du problème appelle l'emploi d'un algorithme multipolaire adaptatif.Cependant la mise un pla
e d'un tel algorithme requiert un niveau de 
omplexité supplémentaire.A�n de se doter plus rapidement d'un outil permettant l'étude de fermes de ré
upérateurs d'énergiedes vagues, on a préféré développer un outil spé
i�quement adapté à 
e problème, plus rapide àimplémenter. C'est l'objet du FMA simpli�é, dé
rit dans la se
tion 5.3.5.3 Algorithme multipolaire simpli�é5.3.1 Prin
ipeA�n de s'a�ran
hir des problèmes 
onstatés sans implémenter un algorithme adaptatif, un al-gorithme simpli�é et plus adapté au problème de fermes de REV est proposé [32℄. Cet algorithmeest lui aussi basé sur les formulations dé
rites dans le 
hapitre 4, mais n'utilise pas d'arbre hié-rar
hique. Les intera
tions entre panneaux sont prises en 
ompte plus simplement, de la manièresuivante : les intera
tions pro
hes ont lieu entre panneaux appartenant au même 
orps, et lesintera
tions lointaines ont lieu entre panneaux de 
orps di�érents. Ces intera
tions font appel àseulement quelques-uns des opérateurs dé
rits pré
édemment (�gure 5.15) :� Pour 
haque panneau, les moments du développement multipolaire de la fon
tion de Greensont 
al
ulés au bary
entre du 
orps (équation 4.6).� Les 
orps interagissent par le biais d'un transformation M2L entre leurs bary
entres respe
tifs(équations 4.26 et 4.27). Il y a Nb × (Nb − 1) M2L à 
al
uler (ave
 Nb le nombre de 
orps).� En�n, pour 
haque panneau du 
orps 
ible, l'équation 4.30 est utilisée pour a
hever le 
al
ulde la fon
tion de Green.PSfrag repla
ements Corps 1 Corps 2Méthode multipolaireMéthode dire
teM2LDéveloppement multipolaire Distribution
Figure 5.15 � Expression de l'in�uen
e de l'ensemble des panneaux sur les panneaux du 
orps 2Comme dans le DPMTA, l'espa
e de simulation est normé a�n de réduire les erreurs d'arrondi dansle 
al
ul des développements multipolaires. Cet algorithme simpli�é (nommé FMAS par la suite)réduit le nombre de 
al
uls intermédiaires (les M2M et L2L ne sont pas utilisées). Il permet desatisfaire les 
onditions dé
rites dans la se
tion 5.2. Cependant, la di�érentiation entre intera
tionspro
hes et lointaines n'est plus automatique, mais dépend de l'utilisateur. Il faut don
 s'assurer :� que les 
orps sont su�sament éloignés les uns des autres, pour assurer la 
onvergen
e de G1.� que les 
orps sont su�sament petits par rapport à la longueur d'onde, pour assurer la 
onver-gen
e de G2.Dans le 
as de fermes de REV de type "points absorbers", 
es 
onditions sont automatiquementsatisfaites. Si l'on 
onsidère des 
orps plus grands (
omme par exemple le système Pelamis) 
etalgorithme est aussi utilisable ; il faut alors dé
ouper 
e 
orps en plusieurs sous-
orps. Les sous-
orps d'un même système interagiront entre eux par méthode dire
te, et les sous-
orps des di�érentssystèmes interagiront par FMA (�gure 5.16).
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Corps 1 Corps 2
Sous-
orps 1.1Sous-
orps 1.2Sous-
orps 1.3

Sous-
orps 2.1Sous-
orps 2.2Sous-
orps 2.3
M2LM2L

Méthode multipolaireMéthode dire
teFigure 5.16 � Emploi du FMAS dans le 
as d'une ferme de 
orps allongés. Transport de l'in�uen
ede quelques panneaux des sous-
orps 1.1, 1.2, 2.1, 2.2, 2.3 vers quelques panneaux du sous-
orps2.1.5.3.2 RésultatsCette se
tion dé
rit le 
omportement et les performan
es de l'algorithme simpli�é. Les 
al
ulsqui suivent portent sur des fermes 
arrées de 4 à 49 
ylindres �ottants. Les 
ylindres ont un dia-mètre de 10m et un enfon
ement de 10m, et sont modélisés par 130, 260 ou 460 panneaux. Les
ylindres sont disposés sur une grille de 100m. On s'atta
he à résoudre le problème de pilonnementà la période de T = 7 s.5.3.2.1 Pré
isionOn étudie la di�éren
e relative entre résultats obtenus par méthode dire
te ou ave
 le FMAS.On 
onsidère les paramètres de radiation (masse d'eau ajoutée et amortissement) des deux premiers
orps de 
haque ferme (en prenant bien sûr en 
ompte leurs intera
tions ave
 les autres 
orps).Les �gures 5.17(a) et 5.17(b) montrent un bon a

ord entre les deux méthodes de résolution, ladi�éren
e relative étant toujours inférieure à 1%, même pour les problèmes de grande taille.Il est surprenant que la di�éren
e relevée entre la méthode multipolaire et les résultats d'Aqua-plus soit plus importante ave
 Np = 10 ou Np = 15 qu'ave
Np = 5. On s'attendrait e�e
tivement àla tendan
e inverse. Il ne s'agit 
ependant pas d'un problème de 
onvergen
e des formulations multi-polaires, puisque les 
ourbes 
orrespondantes à Np = 10 et Np = 15 sont 
onfondues. L'expli
ationla plus probable réside dans la di�éren
e entre les formulations d'Aquaplus et les formulationsmultipolaires (déjà évoquée à la se
tion 4.4.3) ; 
es formulations fon
tionnent 
ha
une ave
 desopérateurs mathématiques spé
i�ques, qui 
omportent leur part d'approximation dans le 
al
ulnumérique. Cela explique que les di�éren
es entre méthodes soient plus fortes :� quand le nombre de termes dans le développement multipolaire est plus élevé,� quand la proportion d'intera
tions traitées par le FMA augmente (dans notre 
as, quand lenombre de 
orps augmente).5.3.2.2 Besoins de mémoireCe nouvel algorithme réduit les besoins de mémoire par rapport à l'emploi du DPMTA, 
armoins d'opérations multipolaires sont né
essaires. Les 
oe�
ients que l'on doit sto
ker sont lessuivants :� Les 
oe�
ients Mm
n et Msmn (ainsi que les dérivées de Msmn ) sont 
al
ulés et sto
kés pour lepremier 
orps seulement. Ils sont utilisés pour les autres 
orps, tous les 
orps ayant la mêmegéométrie (leurs panneaux ont don
 la même position relative par rapport au bary
entre du
orps).
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e relative entre les résultats de la méthode multipolaire et de la méthode di-re
te. Carrés : Np = 5, triangles :Np = 10, 
er
les : Np = 15. Ligne 
ontinue : 130 panneaux/
orps ;ligne pointillée : 260 panneaux/
orps. T = 7 s.� Les 
oe�
ients CoeffM2L(11)(12)(2)
m
n
sont sto
kés pour 
haque M2L (d'où un jeu de Nb(Nb−1)
oe�
ients).La �gure 5.18(a) illustre les tendan
es liées à 
ette implémentation. Les besoins de mémoire dé-pendent peu du nombre de panneaux par 
orps (
ela 
onstitue l'o�set de la 
ourbe), mais évoluentde manière parabolique en fon
tion du nombre de 
orps. A titre de 
omparaison, la �gure 5.18(b)montre le besoin de mémoire de l'algorithme GMRes (lorsque les matri
es pleines K et S sontsto
kées) qui évolue de manière parabolique ave
 le nombre de panneaux. L'ordre de grandeur estbien plus petit quand le FMAS est utilisé, 
e qui rend le logi
iel plus fa
ile à utiliser, même lorsquele nombre de panneaux est élevé. La rédu
tion des besoins de mémoire par le FMAS permet enoutre d'éviter d'é
rire et de lire des données sur le disque dur, 
e qui permet d'é
onomiser du temps"horloge" (wall 
lo
k time) lors des 
al
uls (voir la se
tion 5.3.2.4).5.3.2.3 Temps de 
al
ul asso
ié au FMASLe temps de 
al
ul pour la résolution d'un problème de radiation ou de di�ra
tion s'exprimede la manière suivante, en fon
tion du nombre de produits matri
e-ve
teur nPMV :

TFMA = T
(1)
FMA + (nMV P − 1)T

(MVP )
FMA (5.4)Dans l'équation 5.4, on di�éren
ie le temps né
essaire au 
al
ul du premier produit matri
e-ve
teur

T
(1)
FMA, et le temps né
éssaire au 
al
ul des produits suivants T (MVP )

FMA . T (1)
FMA et T (MVP )

FMA sontdi�érents, 
ar dans le premier 
as les 
oe�
ients du FMAS doivent être 
al
ulés, et dans les 
assuivants 
eux-
i sont seulement lus et réutilisés. La �gure 5.19 présente T (1)
FMA et T (MVP )

FMA enfon
tion du nombre total de panneaux (Npanneaux = 260 × Nb) pour le 
as Np = 10. Commesouhaité, le temps de 
al
ul évolue de manière quasi-linéaire ave
 le nombre de panneaux. Cettetendan
e est plus pronon
ée pour T (MVP )
FMA , une fois la matri
eKproche 
onstruite. A 
haque produitmatri
e-ve
teur i ≥ 1,

T
(i)
FMA = Npanneaux/corps ×Nb × (TMexp + TDistribution)

+Nb × (Nb − 1)× TM2L +N2
panneaux/corps × Tdirect ×Nb (5.5)
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8. (b) GMResFigure 5.18 � Besoin de mémoire pour le sto
kage des 
oe�
ients d'in�uen
e selon la méthode.L'axe des abs
isses n'est pas le même pour les �gures 5.18(a) et 5.18(b), a�n de mettre en éviden
ele fon
tionnement du sto
kage de 
oe�
ients selon les deux algorithmes.La �gure 5.20 illustre l'équation 5.5. En
ore une fois, la tendan
e en O(Npanneaux) est plus évidenteaprès le premier produit matri
e-ve
teur.5.3.2.4 A

élération apportée par le FMASOn rappelle que le temps de 
al
ul demandé par une résolution utilisant le GMRes seul s'exprime
omme suit :
TGMRes = T

(1)
GMRes + (nPMV − 1)TMVP

GMRes (5.6)De même que lorsque le FMA est employé, le temps de 
al
ul n'est pas le même pour le premierproduit matri
e-ve
teur et pour les suivants. Or :� T
(1)
GMRes >> T

(1)
FMA, 
ar les matri
es K et S doivent être 
onstruites dans leur intégralité.� T

(MVP )
GMRes < T

(MVP )
FMA dans notre 
as. Une fois les 
oe�
ients et/ou matri
es d'intera
tionspré-
al
ulés, la méthode 
lassique est plus rapide à 
al
uler les produits matri
e-ve
teur quele FMAS. Les ordres de grandeur de temps sont 
ependant équivalents ; il est probable qu'en
onsidérant des problèmes de plus grandes dimensions (Npanneaux ≈ 105 − 106) l'inégalitépré
édente puisse être inversée.La table 5.2 indique l'a

élération apportée par le FMAS pour le premier produit matri
e-ve
teur(
'est à dire le ratio T 1

GMRes/T
1
FMA). Cette a

élération est importante ; malheureusement, laperforman
e �nale du 
ode dépend du nombre total de produits matri
e-ve
teur.Les deux inégalités pré
édentes montrent que les 
ourbes de temps de 
al
ul par le FMAS etpar le GMRes se 
roisent for
ément à un nombre de produits matri
e-ve
teur donné. En relevantles valeurs T (1)

GMRes, T (1)
FMA, T (PMV )

GMRes et T (PMV )
FMA , il est possible de déterminer approximativementle nombre de produits matri
e-ve
teur nPMVc

au delà duquel il n'est plus intéressant d'utiliser leFMAS. La �gure 5.21 montre 
e seuil en fon
tion du nombre de 
orps et de la dis
rétisation des
orps. Deux indi
ateurs sont 
onsidérés :� le temps CPU� le temps "horloge", qui permet de prendre en 
ompte les temps d'é
riture et de le
ture dedonnées sur le disque dur.
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.Figure 5.19 � Temps de 
al
ul des produits matri
e-ve
teur en fon
tion de Npanneaux. Carrés :
1er produit. Triangles : moyenne des autres produits. Np = 10.La zone située en dessous des 
ourbes tra
ées est 
elle pour lesquelles le FMAS est plus rapide quele GMRes. Le nombre limite de produits matri
e-ve
teur dépend de plusieurs fa
teurs : rapidité de
onvergen
e du GMRes, nombre de problèmes de di�ra
tion/radiation traités à 
haque période. Onpeut don
 identi�er des 
on�gurations où le FMAS jouera un r�le signi�
atif dans l'a

élérationde l'étude d'une ferme de REV :� Les 
orps ont des formes 
omplexes et ont besoin d'un grand nombre de panneaux pour êtrereprésentés de manière pré
ise. Le FMAS permet des 
al
uls sur des REV réalistes plut�tque sur des formes simpli�ées.� Un nombre limité de problèmes est 
onsidéré. On ne 
onsidère par exemple que la dire
tionprin
ipale de propagation de la houle. Les systèmes étudiés ne présentent qu'un seul degréde liberté.� Dans le 
as d'une ferme présentant des axes de symétrie, 
ertains 
orps auront les mêmesfor
es d'ex
itation, masse ajoutée et amortissement, réduisant le nombre de problèmes àrésoudre. Cette stratégie a peu d'intérêt quand GMRes est employé seul puisque le tempsde 
al
ul est dominé par la 
onstru
tion du système linéaire, mais peut faire une grandedi�éren
e dans le 
as du FMAS.� La 
onvergen
e du GMRes est rapide. L'emploi d'un pré
onditionneur sera indispensablepour "augmenter" la zone d'intérêt du FMAS.

Npanels Np = 5 Np = 101040 11 122340 19 194160 48 426500 116 929360 142 11012740 150 128Table 5.2 � Fa
teur d'a

élération apporté par le FMAS lors du premier produit matri
e-ve
teur.
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ul des produits. Ligne 
ontinue : 1er produit ; ligne pointillée : moyennedes autres produits. Carrés : 
oe�
ients des moments ; triangles : M2L ; losanges : distribution ;
er
les : dire
t.5.3.3 Emploi du FMAS pour évaluer l'élévation de la surfa
e libreUne fois l'ensemble des problèmes de di�ra
tion/radiation résolus, il est possible d'en déduireles mouvements des 
orps. A partir de 
es résultats, on peut évaluer l'élévation de la surfa
e libreautour des systèmes.La première étape est de re
ombiner les résultats intermédiaires a�n de 
onnaître la perturbationdu potentiel due à la présen
e et au mouvement des 
orps sur l'ensemble des panneaux du problème :

φP = φd − iω

Nb∑

i=1

6∑

j=1

Xj(i)ϕj(i) (5.7)ave
 φd le potentiel dû à la di�ra
tion, Xj(i) l'amplitude du mouvement du 
orps i selon le degréde liberté j et ϕj(i) le potentiel de radiation unitaire asso
ié à 
e mouvement. On dé�nit par leve
teur PC l'ensemble des nC points de 
ontr�le où l'on souhaite évaluer l'amplitude de l'élévationde la surfa
e libre. La perturbation du potentiel φC en 
es points s'obtient par le produit matri
e-ve
teur suivant :
φC = S.φP (5.8)ave

Sij = G(E(j), PC(i)) ave
 i ∈ [1, nC ], j ∈ [1, Npanneaux] (5.9)Selon le nombre de points de 
ontr�le 
onsidérés, il peut être opportun d'employer le FMA, demanière à ne pas avoir à 
onstruire la matri
e S. C'est d'autant plus intéressant que les moments dudéveloppement multipolaire de la fon
tion de Green ont été 
al
ulés auparavant pour la résolutiondes problèmes de di�ra
tion/radiation. Les seules étapes restantes sont don
 le 
al
ul du se
ondmembre de la fon
tion de Green entre le bary
entre des 
orps et les points de 
ontr�le. Il y a don


Nb × nC 
al
uls à réaliser (�gure 5.22(a)).Si le nombre de points de 
ontr�le est élevé, l'implémentation devra être améliorée en dé
oupantl'ensemble des points de 
ontr�le en groupes, et en agissant exa
tement 
omme si 
es groupesreprésentaient un 
orps �ottant (�gure 5.22(b)).
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teur en dessous duquel le FMAS apporte unea

élération. Ligne 
ontinue : en 
onsidérant le temps CPU ; ligne pointillée : en 
onsidérant letemps horloge.Une fois 
e produit matri
e-ve
teur 
al
ulé, l'élévation de la surfa
e libre aux points de 
ontr�les'obtient par les équations suivantes :
φ = φI + φC (5.10)
|η| = ω

g
|φ| (5.11)5.4 Con
lusionCe 
hapitre détaille don
 deux appro
hes utilisées pour implémenter l'algorithme multipolairerapide dans Aquaplus. A�n d'éviter de développer un algorithme multipolaire à partir de zéro,le 
hoix a été fait d'utiliser l'algorithme non-adaptatif DPMTA. Les résultats montrent que 
etteimplémentation, si elle fon
tionne dans le 
as d'un seul 
orps, n'est pas adaptée pour une ferme deREV. La forte inhomogénéité spatiale requiert l'emploi d'un algorithme adaptatif pour obtenir unbon 
ompromis rapidité/pré
ision.En l'absen
e de version open-sour
e du FMA adaptatif, on développe une version du FMAspé
i�quement dédiée aux ensembles de 
orps en intera
tions dans la houle. L'avantage de 
etteimplémentation est sa simpli
ité et son e�
a
ité 
omparativement au DPMTA dans le 
as desfermes. Le besoin de mémoire pour résoudre les problèmes de grande taille est très réduit par rap-port à la méthode dire
te ; selon les simulations le gain de temps de 
al
ul est signi�
atif.De manière générale l'implémentation originale d'Aquaplus (Fortran 77 et tableaux statiques)n'a pas permis de dépasser 104 in
onnues dans les problèmes traités. Pour aller au-delà, une réé
ri-ture 
omplète du logi
iel ave
 une implémentation plus adaptée aux grands nombres d'in
onnuesaurait été né
essaire. Par 
onséquent, les problèmes étudiés sont en
ore trop petits pour être dansla "zone" pour laquelle le FMA est 
onçu (N ∈ [104, 106]). Il en résulte que seul le premier produitmatri
e-ve
teur est drastiquement a

éléré par le FMA, les autres étant au 
ontraire légèrementralentis. Plusieurs pistes seront don
 à exploiter pour améliorer l'outil développé :� réé
riture d'Aquaplus, a�n de pouvoir utiliser le FMA dans des 
as à très grands nombresd'in
onnues
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(b) Nombreux points de 
ontr�leFigure 5.22 � Prin
ipe de l'évaluation de l'élévation de la surfa
e libre par FMAS.� implémentation d'un pré
onditionneur adapté au FMA [70, 84℄, pour réduire le nombre deproduits matri
e-ve
teur au 
ours desquels du temps de 
al
ul est perdu.Quoi qu'il en soit, il a été établi que 
et outil est adapté pour traiter les problèmes simpli�és, oùseulement un nombre restreint de problèmes de di�ra
tion ou radiation sont traités par systèmelinéaire 
onstruit. Ave
 
ette appro
he, on utilise l'outil développé dans le 
hapitre 6, dans l'optiqued'une étude paramétrique des fermes de REV.
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Chapitre 6In�uen
e de la 
on�guration desfermes sur leur produ
tionénergétique6.1 Obje
tifsIl est désormais admis qu'au sein d'une ferme de ré
upérateurs de l'énergie des vagues des in-tera
tions 
onstru
tives et destru
tives peuvent se produire. Ces intera
tions sont quanti�ées parle "q-fa
tor" (équation 1.1), supérieur à 1 dans le 
as d'intera
tions 
onstru
tives, et inférieur à 1dans le 
as 
ontraire. Ce fa
teur dépend de la période de la houle, de sa dire
tion et de l'organisa-tion de la ferme.Dans la théorie linéaire, on suppose qu'un état de mer dé
rivant une houle irrégulière par le biaisd'un spe
tre résulte de la superposition de plusieurs houles régulières de périodes et de dire
tionsdi�érentes. Par 
onséquent, intera
tions 
onstru
tives et négatives se superposent elles-aussi, et se
ompensent mutuellement. Babarit [15℄ a mené 
ette analyse sur l'ensemble des états de mer enun site spé
i�que à l'é
helle d'une année, pour le 
as d'une ferme de deux 
orps. Il a e�e
tivementmontré un "lissage" des e�ets d'intera
tions, permettant de tirer des grandes tendan
es quant aur�le des intera
tions sur la produ
tion annuelle de la ferme, selon la distan
e de séparation entreles 
orps.Dans l'optique d'une ferme 
omposée de quelques dizaines de 
orps, 
ette appro
he globale àl'é
helle de l'année est indispensable, 
ar elle donne un indi
ateur synthétique permettant d'évaluerla performan
e d'un système 
omplexe. Au bout du 
ompte, 
'est l'évaluation de l'énergie produ
-tible sur une année-type qui intéressera un développeur de fermes. On étudie don
 dans 
e 
hapitrele r�le global des intera
tions dans des fermes 
omplexes (
omportant de 9 à 25 
orps), en faisantvarier les distan
es de séparation entre 
orps.6.2 Cara
téristiques des fermes étudiésOn 
onsidère un ensemble de 
orps ayant 
ha
un une seul degré de liberté ; 
e 
hapitre fait don
appel aux notations de la se
tion 2.3.6.2.1 Ré
upérateurs de l'énergie des vagues 
onsidérés6.2.1.1 GéométriesDe même que dans [15℄, deux REV di�érents sont étudiés : un 
ylindre en pilonnement et unebarge parallépipédique en 
avalement (�gure 6.1). Les deux 
orps présentent un même volume im-mergé (785m3), une même largeur faisant fa
e aux vagues (10m), et un même enfon
ement (10m).La longueur de la barge dans la dire
tion de propagation de la houle est 7.85m. Les an
rages ne73
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onsidérés i
i. Les 
orps ne peuvent bouger que dans la dire
tion de fon
tionnement deleur PTO ; par 
onséquent, seul un problème de radiation par 
orps est résolu.
X

Z

Y

(a) Cylindre (260 panneaux)
X Y

Z

(b) Barge (272 panneaux)Figure 6.1 � Maillage surfa
ique des REV 
onsidérés.
6.2.1.2 Power take-o�Tous les 
orps de la ferme ont le même PTO. La raideur kpto de la barge est 
hoisie de manièreà 
e que les deux 
orps aient la même période propre (T0 ≈ 7.3s) ; dans le 
as du 
ylindre,la valeur de kpto est nulle, la seule raideur venant du rappel hydrostatique selon z. Le réglagede l'amortissement bpto du PTO 
onditionne fortement l'absorption d'énergie par le REV. Par
onséquent, deux stratégies sont testées i
i :� on 
hoisit la valeur bpto = bpto yr qui permet la produ
tion d'énergie annuelle la plus élevéepour un 
orps seul. Cette valeur s'obtient simplement par un balayage des valeurs de bpto yr.� on 
hoisit bpto = bpto ω0 égal à l'amortissement hydrodynamique B(ω0) à la période propred'un 
orps isolé, 
omme suggéré par Falnes [48℄.La première stratégie prend en 
ompte la ressour
e énergétique disponible sur le site étudié. Celapermet d'a

order de manière simple un système générique (produit en série, sans être 
onçu enfon
tion du site d'installation) au 
limat lo
al, indépendamment de ses 
ara
téristiques géomé-triques. La se
onde stratégie permet de maximiser l'extra
tion d'énergie à la fréquen
e de réso-nan
e, et dépend don
 seulement du REV 
onsidéré.La valeur de bpto yr est bien plus grande que 
elle de bpto ω0 (table 6.1). Dans le 
as de la pre-mière stratégie, les mouvements sont don
 plus petits (�gure 6.2). Ce
i est intéressant pour deuxraisons :� 
on
ernant le fon
tionnement du REV : les a

élérations et vitesses mises en jeu sont plusfaibles ; les risques de 
asse sur le système sont don
 limités. Il en va de même pour les risquesd'ex
ursions (lorsque le système est émergé sur toute sa hauteur) ; le système est don
 moinssujet au slamming.� 
on
ernant l'aspe
t numérique : on rappelle que l'on se pla
e dans l'hypothèse de mouvementsde faible amplitude autour de la position d'équilibre. Si bpto est tel que les réponses du 
orpsmontrent des petits mouvements, alors 
ette hypothèse est valable et on peut a

order uneplus grande 
on�an
e aux résultats obtenus.On 
onstate d'autre part que le 
hoix de bpto = bpto yr donne une bande d'extra
tion plus large auxsystèmes et dé
ale les 
ourbes de puissan
e vers les périodes où la densité énergétique est la plusforte (�gure 6.2(a)).



6.2. CARACTÉRISTIQUES DES FERMES ÉTUDIÉS 75WEC kpto (kN/m) bpto ω0 (kN.s/m) bpto yr (kN.s/m) T0 (s)Cylindre 0.0 25.9 336.1 7.29Barge 1402.1 159.9 444.2 7.29Table 6.1 � PTO des systèmes 
onsidérés.
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6.2.2 Paramètres des fermesLa houle vient des x négatifs. Les fermes sont 
omposées de 9, 16 ou 25 
orps, positionnéssur un maillage régulier dé
rit par le 
ouple (dx, dy). Les fermes ont le même nombre de "lignes"et de "
olonnes" (9 
orps 
orrespondent à 3 lignes et 3 
olonnes). On désigne par "ferme à base
arrée" le 
as dx = dy et par "ferme à base triangulaire" le 
as dx =

√
3dy/2, ave
 une rangéesur deux dé
alée de dy/2 (les 
orps sont alors disposés selon des triangles équilatéraux). Ces deux
on�gurations permettent de 
ara
tériser la ferme par un seul paramètre dx (�gure 6.3). Les valeursde dx inférieures à 100m ne sont pas 
onsidérées, 
ar pour des raisons d'an
rages et d'a

essibilitéil est peu probable que les 
orps soient très rappro
hés les uns des autres. La taille maximum dela ferme est �xée à 1 km, 
e qui donne la valeur maximale de dx en fon
tion du nombre de lignesdans la ferme. On numérote les 
orps d'abord par ligne, puis par 
olonne (le 
orps 7 sur la �gure6.3(a) est 
elui situé à (x, y) = (200, 0)). Les 
al
uls de produ
tion annuelle d'énergie sont fait en
onsidérant les états de mer de l'Ile d'Yeu (�gure 6.4).



76 CHAPITRE 6. INFLUENCE DE LA CONFIGURATION DES FERMES
PSfrag repla
ements

x(m)

y
(m

)

00

00

00

0

00000

1

1

2

2

3

. (a) Cylindres (ferme à base 
arré)

PSfrag repla
ements

x(m)

y
(m

)

00

00

00

0

00000

1

1

2

2

3

. (b) Barges (ferme à base triangulaire)Figure 6.3 � Fermes de 9 
orps, distan
e de séparation dx = 100m.
PSfrag repla
ements

H
s
(m

)

Tp(s)

00
00
00

0
0
0
0
0
0

00

0

1
1
1

1111

2

2
2
2

2

2

3

3
3
4

4

44

5

6

6
6

66

7

8

9......
....

Figure 6.4 � Probabilité C(Hs, Tp) de ren
ontre des états de mer (Hs, Tp) à l'île d'Yeu.



6.3. MODÈLE 776.3 Modèle6.3.1 Cal
ul de la produ
tion d'énergieOn résout numériquement l'équation du mouvement 2.20 dans le domaine fréquentiel. Une foisl'amplitude des mouvements obtenue, la puissan
e extraite par la ferme à la pulsation ω est :
p =

Nb∑

i=1

pi (6.1)ave
 pi la puissan
e extraite par le 
orps i :
pi =

1

2
bptoω

2|Xi|2 (6.2)Dans l'hypothèse de linéarité, on peut 
al
uler la puissan
e extraite en houle irrégulière par super-position des puissan
es aux di�érentes périodes de houle, en se basant sur un spe
tre :
Pi(Hs, Tp) =

∫ ∞

0

S(Tp, Hs, ω)pi(ω)dω (6.3)où S est le spe
tre de JONSWAP standard, Hs la hauteur de vagues signi�
ative et Tp la périodede pi
. Ce spe
tre est dé�ni par l'équation 6.4 :
S(f) = αH2

s f
4
pf

−5Γ
e− (f−fp)2

2σ2f2
p e−

5
4 (

fp
f
)4 (6.4)Le paramètre de largeur de spe
tre σ est égal à 0.07 si f ≤ fp et 0.09 si f > fp. Pour 
haque étatde mer, le paramètre d'étalement fréquentiel Γ est 
hoisi égal à 3.3 (valeur standard). La puissan
emoyenne annuelle extraite par un 
orps i, 
onsidérant les probabilités d'o

uren
e des di�érentsétats de mer, est donnée par :

Pyri =< Pi >=
∑

Hs,Tp

C(Hs, Tp)Pi(Hs, Tp) (6.5)Cette valeur sera notée PyrRi
ou PyrA, selon qu'elle est moyennée sur la rangée i de la ferme ou surla ferme 
omplète. On la note Pyr0 pour un REV isolé. Les autres indi
ateurs utilisés pour évaluerl'in�uen
e des intera
tions sur la puissan
e sont le 
lassique "q-fa
tor" et sa version modi�ée. Pourun 
orps i,

qi(ω) =
pi(ω)

p0(ω)
(6.6)ave
 p0 la puissan
e extraite par un système isolé. Babarit [15℄ introduit le fa
teur qmod, qui prenden 
ompte les intera
tions signi�
atives du point de vue de la produ
tion d'énergie, 
'est-à-dire
elles qui ont lieu aux périodes où la puissan
e extraite est la plus importante :

qmod i(ω) =
pi(ω)− p0(ω)

maxT [p0(ω)]
(6.7)

qmod(T ) > 0 (qmod(T ) < 0) 
orrespond à des intera
tions 
onstru
tives (respe
tivement destru
-tives). Quand les quantités q et qmod sont 
al
ulées sur un ensemble de Nb 
orps, pi(ω) et p0(ω)sont rempla
és par ∑Nb

i pi(ω) et Nb.p0(ω) dans les équations 6.6 et 6.7.6.3.2 Résolution des problèmes de di�ra
tion/radiationEtant donné le nombre relativement faible de problèmes à résoudre (de 10 à 26, 
ar l'on ne
onsidère qu'un seul degré de liberté par 
orps et seulement la dire
tion prin
ipale de propagationde la houle), il est pertinent d'utiliser i
i la version d'Aquaplus a

élérée par le FMAS pour évaluer
AM(ω), B(ω) and Fex(ω) à 
haque fréquen
e.
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e en maillageAprès une étude de 
onvergen
e (�gures 6.5 et 6.6), il apparait que des dis
rétisations par 260panneaux pour les 
ylindres et par 272 panneaux pour la barge sont su�santes pour modéliser
orre
tement les 
orps.PSfrag repla
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itationFigure 6.5 � Test de 
onvergen
e en maillage sur le 
ylindre.
6.3.2.2 Choix du pas en fréquen
eLes intervalles de périodes 
onsidérés sont 
eux où la produ
tion d'énergie des REV est signi�-
ative : T [3.9s, 35s] (pour le 
ylindre) et T [2.9s, 20s] (barge). Le pas en fréquen
e est de 0.01rad/s.A�n de s'assurer que 
e pas est su�sant, on a 
onsidéré une ferme 
omplexe et très étalée spatiale-ment de 49 
ylindres pilonnants sur un maillage de triangles équilatéraux. La distan
e de séparationentre 
orps est 166m (la ferme o

upe un re
tangle d'environ 900m×1100m). La �gure 6.7 présenteles résultats en radiation et di�ra
tion selon le pas en fréquen
e. Un pas d'au moins 0.01 rad/s estné
essaire pour bien 
apter les phénomènes d'intera
tions. On 
onstate à ∆ω = 0.005 rad/s que leproblème de radiation n'a pas été résolu 
orre
tement à l'une des fréquen
es étudiées. Le tableau6.2 montre 
ependant que 
ette erreur a un impa
t minimal sur le résultat �nal d'énergie produitesur l'année, étant donnée la faible di�éren
e 
onstatée entre les résultats ave
 ∆ω = 0.01 rad/s et
∆ω = 0.005 rad/s. Il 
on�rme d'autre part qu'un pas de 0.01 rad/s est su�sant.

∆ω = 0.025− 0.01 rad/s 0.01− 0.005 rad/sFerme de 49 
orps 9.40 1.00Ferme de 9 
orps x 1.02Table 6.2 � Di�éren
e relative (%) sur la produ
tion annuelle de la ferme selon la dis
rétisationen fréquen
e.
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80 CHAPITRE 6. INFLUENCE DE LA CONFIGURATION DES FERMES6.3.2.3 Paramètres du GMRes et du FMASLe 
ritère de 
onvergen
e du GMRes est �xé à 10−5. Cependant 
e 
ritère peut être réduit à
10−4 s'il advient une stagnation du résidu ; 
ela permet d'éviter les erreurs telles que 
onstatéessur la �gure 6.7(a). Par 
onséquent :� Si le résidu est inférieur à 5.10−5,� et si la dé
roissan
e du résidu est inférieure à 0.5% sur l'ensemble des 3 dernières itérations,alors on 
onsidère que le GMRes a 
onvergé. Cette adaptation est apparue 
omme né
essaire pourles 
as à grands nombres de 
orps pour lesquels la période de houle est petite. A�n de réduire letemps de 
al
ul, on adapte l'ordre du développement multipolaire Np à la période de houle T , en
hoisissant Np = 10 si T < 5 s et Np = 5 sinon.6.3.2.4 Ordre de grandeur des temps de 
al
ulsLa table 6.3 donne une idée des temps de 
al
uls mis en jeu ; le nombre de problèmes total est lenombre des périodes évaluées multiplié par le nombre de problèmes de radiation (nombre de 
orps)et le nombre de problèmes de di�ra
tion (un seul). On 
onstate un fa
teur 10 dans le temps CPUentre les fermes de 
ylindres et les fermes de barges. Cela est dû à deux raisons, qui sont illustréessur la �gure 6.8 :� à période équivalente, le 
as de la barge a besoin de plus d'itérations pour 
onverger ;� les périodes de houle intéressantes pour la barge sont plus petites que 
elles du 
ylindre ; la
onvergen
e du GMRes est don
 plus di�
ile. La majeure partie du temps de 
al
ul est ene�et située entre T ∈ [2.9 s, 5 s] (�gure 6.8(b)).Le passage de Np = 10 à Np = 5 est 
lairement visible sur la �gure 6.8(a) à T = 5 s.Par
 Nb. total de problèmes Nb. moyen de PMV/problème Temps CPU total (s)9 
ylindres 1450 16 1.70.10316 
ylindres 2465 18 6.15.10325 
ylindres 3770 20 1.71.1049 barges 1870 23 1.82.10416 barges 3179 30 2.95.10425 barges 4862 36 9.97.104Table 6.3 � Temps de 
al
uls 
ara
téristiques.6.4 PTO 
alibrés pour une produ
tion annuelle maximaleCette étude paramétrique porte sur les fermes à base 
arrée et triangulaire des deux types deREV 
onsidérés. On étudie l'in�uen
e de la distan
e de séparation sur les di�érents "indi
ateursd'intera
tions", ainsi que sur la produ
tion annuelle de la ferme.Dans les 
ourbes présentant Pyr dans la suite de 
e 
hapitre, l'é
helle est 
hoisie pour mettreen valeur les tendan
es des di�érents e�ets d'intera
tions. Ces é
helles sont don
 très dilatées, et ilest 
onseillé de se référer à l'axe des ordonnées pour bien évaluer l'importan
e de 
es e�ets.6.4.1 Fermes à base triangulaire6.4.1.1 Barges en 
avalementOn 
onsidère dans un premier temps le 
orps 
entral (n�5) d'une ferme de 9 
orps pour di�é-rentes valeurs de dx. La �gure 6.9(a) montre bien que la produ
tion de 
e 
orps est in�uen
ée parses voisins, et 
e sur une large gamme de périodes. On retrouve 
ette même tendan
e sur le fa
teur
qmod (�gure 6.9(b)) 
ar le système a une large bande d'extra
tion (�gure 6.2(a)). L'amplitude des
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umuléFigure 6.8 � Temps CPU en fon
tion de la période pour des fermes à base 
arrée de 25 
orps (dx = 100).intera
tions varie fortement d'une période à l'autre, et l'allure des 
ourbes n'est pas la même selonla valeur de dx.Sur l'ensemble des valeurs de dx, les intera
tions positives semblent dominer (�gure 6.10(a)).Etant donné que la valeur Pyr "somme" 
es intera
tions sur l'année, son évolution en fon
tion de
dx est plus lisse. La �gure 6.10(b) montre que selon les valeurs de dx, les systèmes béné�
ient deleur regroupement au sein de la ferme ; la produ
tion annuelle moyenne de la ferme est légèrementplus élevée que 
elle d'un REV isolé. On peut tirer plusieurs informations de 
ette �gure, qui illustreles grandes tendan
es au sein de la ferme :� Pour les plus petites valeurs de dx, la 3eme rangée sou�re d'e�et de masquage, 
ar ses 
orpssont alignés ave
 
eux de la 1ere rangée (�gure 6.3(b)) et les deux rangées sont pro
hes.� La 1ere rangée béné�
ie d'intera
tions positives quasiment 
onstantes. Cela suggère qu'elleest très peu impa
tée par le reste de la ferme : elle ne subit au
un masquage. Les autres 
orpsagissent de son point de vue 
omme un "ré�e
teur" qui lui renvoie une partie de l'énergiedans le dos, par di�ra
tion et radiation.� La deuxième rangée est 
elle qui a la produ
tion la plus élevée. Il est probable qu'elle nesou�re qu'assez peu du masquage de la houle. Par 
ontre, 
ha
un de ses 
orps tire pro�t desvagues rayonnées par ses voisins.� La forme 
onvexe PyrA montre l'existen
e d'un maximum lo
al dans la produ
tion énergé-tique de la ferme, selon la distan
e de séparation dx entre systèmes. Il est intéréssant d'évaluerl'allure de la fon
tion PyrA(dx, dy) au voisinage de 
e maximum.On réalise don
 une étude "2D", pour laquelle dx et dy sont indépendants l'un de l'autre. Il est 
laird'après la �gure 6.11 qu'un "
hemin de 
rête" entre intera
tions 
onstru
tives et destru
tives existe,à 
ondition qu'une 
ertaine relation entre dx et dy soit respe
tée. Cette relation semble parabolique ;
ependant, vu les faibles pentes relevées sur la �gure 6.11, et étant données les marges d'erreurdu modèle, une relation a�ne paraît satisfaisante pour le jeu de valeurs (dx, dy) 
onsidérées. Le
as des fermes à base triangulaire "traverse" la zone d'intera
tions positives, 
e qui explique laforme 
onvexe de PyrA sur la �gure 6.10(b). A l'é
helle de la produ
tion annuelle de la ferme,deux tendan
es s'opposent don
 :
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orps : 
ette tendan
e peut être minimisée en augmentantl'espa
ement entre les 
orps ;� le partage des vagues rayonnées : lorsque les 
orps sont su�sament pro
hes, ils peuventré
upérer une partie de l'énergie rayonnée par leur voisins.Un équilibre optimal entre 
es tendan
es existe. Le développeur de fermes de REV dispose d'une
ertaine �exibilité dans le positionnement de ses ma
hines, étant donné qu'il existe un ensemblede 
ouples (dx, dy) optimaux.Les mêmes tendan
es se retrouvent pour les fermes de 16 et 25 
orps (�gure 6.12) ; les e�ets demasquage sont plus pronon
és au fur et à mesure que le nombre de rangées dans la ferme augmente.Dans la plupart des 
as, les résultats pour 9 
orps sont une bonne illustration de tendan
es quis'appliquent aussi aux fermes de 16 et 25 
orps. On présentera don
 
es résultats en priorité.PSfrag repla
ements
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tion d'énergie d'une ferme de barges à deux paramètres (bpto = bpto yr).
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orpsFigure 6.12 � Puissan
e annuelle moyenne pour des fermes de barges à base triangulaire (bpto =
bpto yr).6.4.1.2 Cylindres en pilonnementLes résultats de la �gure 6.14(b) montrent des tendan
es similaires au 
as des barges. La forme
onvexe des 
ourbes est moins marquée, probablement 
ar les systèmes ont un mode de fon
tionne-ment axisymétrique, et peuvent don
 
apter les vagues rayonnées par leurs voisins plus fa
ilement.Une rapide étude 2D (�gure 6.13) présente la même allure que dans la se
tion 6.4.1. La sensiblitéà dy est réduite, probablement 
ar les 
ylindres sont des REV moins e�
a
es que les barges. Par
onséquent les e�ets de masquage sont moins marqués.PSfrag repla
ements
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e maximum de la ferme par rapport à un 
orps isolé, d'environ 1%, a lieu pour
dx = 450m. Il est surprenant de 
onstater des intera
tions positives à des distan
es aussi grandes,pour lesquelles on pourrait supposer que les vagues rayonnées se sont quasiment évanouies. A noter
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es paraissent grandes par rapport aux 
orps, elles appartiennent à l'ordre de gran-deur des longueurs d'ondes mises en jeu. Des intera
tions entre deux barges alignées séparées parde très grandes distan
es (dx ≈ 2000m) ont aussi été 
onstatées par Babarit [15℄. Une expli
ationpeut être qu'une grande distan
e de séparation importante entre 
orps augmente les intera
tionspositives aux grandes longueurs d'onde (�gure 6.14(a)). La plus grande partie de l'énergie étantprésente à 
es longueurs d'ondes, il en résulte une absorption d'énergie plus importante. Cependantles résultats sont très bruités, et 
ette hypothèse demande à être 
on�rmée.
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ateurs d'intera
tions et puissan
e d'une ferme de 9 
ylindres à base triangulaire(bpto = bpto yr).
6.4.2 Fermes à base 
arréeLe 
omportement de fermes 
arrées est plus dépendant des REV formant la ferme que dans le
as des triangles. Les barges étant des REV e�
a
es (
ar antisymétriques, [48℄), et les systèmesétant désormais alignés, les e�ets de masquages sont importants (�gure 6.15(a)). Cela 
onduit àdes di�éren
es de produ
tion très importantes entre les di�érentes rangées ; seul le premier rangbéné�
ie de vagues renvoyées par l'arrière. Au niveau global, les intera
tions sont négatives, sauf àde très grandes distan
es de séparations.Dans le 
as des 
ylindres, un maximum dans la produ
tion peut être trouvé pour dx = 180m. Lesintera
tions jouent un r�le globalement positif à l'é
helle de la ferme ; leur e�et diminue lentementau fur à mesure que la distan
e de séparation entre les 
orps augmente. Les intera
tions négativessur le 3eme rang diminuent très vite, 
e qui peut être expliqué par les raisons suivantes :� Les 
ylindres sont peu e�
a
es, par 
onséquent le masquage s'estompe assez vite.� Ils sont axisymétriques, don
 des intera
tions positives peuvent avoir lieu quel que soit l'ali-gnement des 
orps par rapport à la dire
tion de la houle. Ces intera
tions peuvent 
ompenserles e�ets de masquage entre 
ylindres alignés. C'est notamment le 
as pour la 2eme rangée,qui a la produ
tion d'énergie la plus élevée, et dont les 
orps sont 
eux qui ont le plus grandnombre de voisins.On 
onstate les mêmes tendan
es ave
 4 rangées (16 
orps, �gure 6.16) ou 5 rangées (25 
orps), lemasquage augmentant ave
 le nombre de rangées.
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6.5. PTO CALIBRÉS POUR UNE PUISSANCE MAXIMALE À LA RÉSONANCE 876.4.3 Réglage de bpto yr à l'é
helle de la fermeDe Ba
ker et al. [40℄ ont mis en éviden
e la né
essité d'a

order l'amortissement du PTO desREV regroupés en fermes d'une manière di�érente que dans le 
as d'un 
orps isolé. Dans [40℄, un jeud'états de mer parti
ulier est 
onsidéré ; les 
orps �ottants sont très pro
hes les uns des autres. Desstratégies d'optimisation sont mises en pla
e pour a

order les systèmes soit de manière identique,soit indépendamment les uns des autres.A�n d'évaluer la sensibilité de la produ
tion de la ferme au réglage du PTO, les valeurs de bptoont été balayées et appliquées de manière identique à tous les 
orps de la ferme ; la valeur bpto yr
hoisie est désormais 
elle qui permet à PyrA d'atteindre un maximum.On a 
onstaté que 
ette valeur est quasiment la même que 
elle du 
orps isolé, quelle que soit la
on�guration de ferme 
onsidérée, la distan
e dx et le REV. L'amélioration apportée est minime,notamment au regard des marges d'erreur du modèle. Cette très faible sensibilité est due à plusieursfa
teurs :� On 
onsidère des moyennes annuelles, pour lesquelles intera
tions positives et négatives se
ompensent sur l'ensemble des périodes. Un réglage du PTO par état de mer serait peut-êtreplus sensible à la 
on�guration de la ferme, l'étalement fréquentiel étant moindre.� Les 
orps sont éloignés les uns des autres, don
 l'e�et des intera
tions est limité.� Les mouvements sont faibles, limitant d'autant l'importan
e des vagues rayonnées et di�ra
-tées, et don
 des intera
tions.La produ
tion peut 
ertainement être améliorée par un réglage plus �n du PTO, mais 
e n'est pasl'objet de 
ette thèse. On met i
i en éviden
e que des intera
tions positives sont possibles mêmeave
 des systèmes très simples. Des systèmes génériques peuvent don
 être utilisés, sans avoir été
onçus pour des états de mer parti
uliers ou une 
on�guration de ferme parti
ulière.6.5 PTO 
alibrés pour une puissan
e maximale à la résonan
eUn très grand nombre d'études sur les fermes se fo
alise sur la maximisation de la puissan
eextraite à la période de résonan
e des systèmes os
illants [22, 37℄. Dans 
ette méthode, on supposeen général que 
ette période est 
alquée sur la période dominante de houle au site 
onsidéré. Il estintéressant d'évaluer si 
ette appro
he, radi
alement di�érente de l'appro
he pré
édente, 
hange demanière notable les intera
tions au sein de la ferme.6.5.1 Fermes à base 
arrée6.5.1.1 Cylindres en pilonnementOn étudie de nouveau le REV 
entral d'une ferme de 9 
orps. La �gure 6.17(a) montre desintera
tions sur un grand intervalle de périodes. Cependant, qmod (�gure 6.17(b)) �ltre 
es résultats
ar les intera
tions signi�
atives ont lieu seulement autour de la période propre (les systèmesont une bande d'extra
tion très étroite, voir la �gure 6.2(a)). A 
ette période, les amplitudesdes mouvements des 
orps atteignent leur maximum (�gure 6.2(b)) 
e qui 
onduit à une forteradiation et des intera
tions importantes. La �gure 6.17(b) révèle en e�et une forte dépendan
edes intera
tions à dx.Cette dépendan
e est 
on�rmée par l'évolution de qmod et Pyr (qui sont fortement 
orrélés entreeux) sur la �gure 6.18. L'étroitesse de la bande d'extra
tion empê
he les intera
tions négatives etpositives de se 
ompenser sur l'année (�gure 6.17(b)). L'allure de PyrA en fon
tion de dx os
illedon
 fortement autour de la puissan
e annuelle d'un 
orps isolé. Lorsque dx est 
ompris entre 100met 300m, 
'est le 2eme rang qui est le plus sensible aux intera
tions ; étant 
entral, il est soumis àla radiation des 
orps des autres rangs.Les 
al
uls sur 16 et 25 
orps (�gure 6.19) montrent que les trois premiers rangs ne sontquasiment pas in�uen
és par les ajouts des 4eme et 5eme rangs, et se 
omportent presque 
ommeune entité indépendante. Les 4eme et 5eme rangs sont alors vi
times d'un masquage important.
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(b) 25 
orpsFigure 6.19 � Produ
tion de fermes de barges à base 
arrée (bpto = bpto ω0).Interse
tion parabolique Child [37℄ propose une stratégie pour 
onstruire une ferme de REVoptimal à une période de houle donnée. Son prin
ipe est de positionner 
haque 
orps en un pointoù la houle in
idente est en phase ave
 les vagues rayonnées par les autres 
orps. Dans notre 
as,le 
ylindre produit quasiment toute son énergie à T = 7.3 s. Par 
onséquent, 
e raisonnement peuts'utiliser pour interpréter les résultats pré
édents.La �gure 6.20 monte l'amplitude de l'élévation de la surfa
e libre autour d'un ensemble de 
orps(1 
ylindre et 3 
ylindres), en 
onsidérant la houle in
idente, et les vagues rayonnées et di�ra
tées(les vagues rayonnées dominant nettement). En surimpression est représentée une ferme à base
arrée de 9 
ylindres, ave
 dx = 150m. Si dans un premier temps on néglige les intera
tions entre
orps et on se 
ontente de superposer en le dé
alant le 
hamp autour d'un 
ylindre, on 
onstateque pour dx = 150m les 
orps sont e�e
tivement pro
hes des "zones de phases" mentionnées. Ilsbéne�
ient don
 mutuellement des vagues rayonnées. Le même 
onstat s'applique en 
onsidérant le
hamp autour de 3 
ylindres 
�te à 
�te, les deux premiers rangs béné�
iant des vagues rayonnéespar le dernier. La �gure 6.20 suggère une très forte sensibilité à dx et dy, 
e qui est 
on�rmé parune rapide étude de ferme à deux paramètres (�gure 6.21).In�uen
e du désordre Dans un 
as réel, l'espa
ement des 
orps dans la ferme ne sera pasparfaitement régulier. Des impré
isions dans la 
onstru
tion peuvent avoir lieu ; les systèmes retenuspas des an
rages souples peuvent dériver. On a identi�é au paragraphe pré
édent une 
on�gurationde ferme dont la produ
tion est apparement très sensible à l'espa
ement. Il est intéressant d'évaluerl'e�et d'une légère perturbation dans la disposition des 
orps dans 
e 
as ; si 
et e�et est limité ounul, alors il sera insigni�ant dans la plupart des autres 
as.On se base sur une ferme de 9 
ylindres à base 
arré ave
 dx = 150m. L'introdu
tion d'uneperturbation aléatoire (appelée "désordre") est basée sur la démar
he de Du
los et Clément [43℄.On impose à la position idéale de 
haque 
orps i un dépla
ement dé�ni par :
∆xi = γipτcos(2πγi)

∆yi = γipτsin(2πγi)
(6.8)ave
 γi ∈ [0, 1] un nombre aléatoire, p = 30 m le dépla
ement maximum autorisé, τ ∈ [0, 1]déterminant le "niveau de désordre", 
omme proportion du dépla
ement maximum. Pour 
haquevaleurs de τ , 5 
as de désordres aléatoires sont traités. La �gure 6.22 montre un exemple de fermes"désordonnées". La �gure 6.23 reporte les résultats obtenus. Un désordre d'amplitude importante(τ = 1) 
onduit à une grande dispersion dans la produ
tion, en la réduisant en moyenne de 9%.
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Figure 6.21 � PyrA/Pyr0 pour une ferme à base 
arrée de neuf 
ylindres. bpto = bpto ω0 . Ligne bleue :fermes à base 
arrée.



6.5. PTO CALIBRÉS POUR UNE PUISSANCE MAXIMALE À LA RÉSONANCE 91Cependant la quantité PyrA/Pyr0 reste toujours supérieure à 1 même ave
 un désordre important,
e qui est rassurant. Cela suggère qu'en dehors des e�ets de phases vus pré
édemment, la fermeagit 
omme un "piège" pour la houle in
idente, dans lequel les systèmes se renvoient mutuellementl'énergie qu'ils n'ont pas pu absorber, favorisant au niveau global une absorption plus 
omplète.

(a) τ = 0.5 (b) τ = 1.0Figure 6.22 � Exemples de fermes de 9 
ylindres à base 
arrée pour lesquelles du désordre a étéintroduit de manière aléatoire.
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(b) 25 
orpsFigure 6.24 � Produ
tion de fermes de barges à base 
arrée (bpto = bpto ω0).6.5.1.2 Barges en 
avalementLes systèmes ont une bande d'extra
tion plus étroite que dans la se
tion 6.4.2. Les évolutionsde Pyr selon dx sont don
 moins dou
es (�gure 6.24). A leur période propre, les systèmes extraientune puissan
e plus grande que pré
édemment ; par 
onséquent les masquages sont très importants.6.5.2 Fermes à base triangulaire6.5.2.1 Cylindres en pilonnementLa �gure 6.25 montre que 
omme dans le 
as des fermes à base 
arrée, Pyr et qmod évoluent demanière quasi-périodique selon dx et sont fortement 
orrélés. On voit qu'en lissant la 
ourbe PyrA



6.6. CONCLUSION 93sur la �gure 6.25(b), on obtiendrait de nouveau une 
ourbe 
onvexe, typique des 
on�gurations entriangle vues pré
édemment.
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e annuelle moyenneFigure 6.25 � Indi
ateurs d'intera
tions et produ
tion de fermes de 9 
orps à base triangulaire(bpto ω0).6.5.2.2 Barges en 
avalementLa di�éren
e entre bpto ω0 et bpto yr étant faible dans le 
as de la barge, on retrouve les mêmestendan
es que dans la �gure 6.10(b). Les 
ourbes sont simplement dé
alées vers une puissan
e plusfaible (�gure 6.26).6.6 Con
lusionLes tableaux 6.4 et 6.5 synthétisent les valeurs extrêmes des gains ou des pertes d'énergie quel'ont peut attendre selon la 
on�guration de la ferme. L'amplitude des variations de produ
tiondépend fortement du 
hoix du PTO. Lorsque l'on 
alibre l'amortissement du PTO de manière àmaximiser la produ
tion annuelle d'un 
orps isolé, on 
onstate que les intera
tions 
onstru
tivesdans la ferme ont des amplitudes très faibles (table 6.4) ; 
ependant, elles évoluent de manière trèsdou
e ave
 la distan
e de séparation entre 
orps. Ces résultats ne montrent don
 pas de gain deprodu
tion phénoménal d'énergie par le regroupement des systèmes, mais ils rassurent quant à lapossibilité de mettre en pla
e des fermes sans que la produ
tion d'énergie par système ne s'e�ondre.La 
onnaissan
e obtenue sur le fon
tionnement des fermes étudiées permet de donner quelquesre
ommandations pour leur 
on
eption. En premier lieu, les systèmes à large bande doivent êtreprivilégiés, 
ar ils permettent aux intera
tions destru
tives et 
onstru
tives de se 
ompenser surl'intervalle des périodes. La dépendan
e de la produ
tion énergétique en fon
tion de la 
on�gura-tion de la ferme est ainsi réduite. Cela donne plus de �exibilité dans la 
on
eption de la ferme etautorise une marge d'erreur à l'installateur.Le PTO ne doit pas être a

ordé en fon
tion de la seule fréquen
e de résonan
e, 
ar 
ela réduitla largeur d'extra
tion du système et favorise des mouvements de grande amplitude. Ces mouve-ments 
réent une forte radiation qui renfor
e les intera
tions dans la ferme. La 
on�guration de laferme joue alors un r�le plus 
ritique.En règle générale deux tendan
es s'opposent : les 
orps doivent être su�sament éloignés lesuns des autres pour réduire le masquage de la houle, mais su�sament pro
hes pour béné�
ier desvagues rayonnées par leurs voisins. On montre qu'un optimum peut être trouvé entre 
es tendan
es.
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(b) 25 
orpsFigure 6.26 � Produ
tion de fermes de barges à base triangulaire (bpto = bpto ω0).Une séle
tion des résultats présentés dans 
e 
hapitre et ses prin
ipales 
on
lusions ont fait l'objetd'une publi
ation [31℄.De manière globale, les intera
tions sur l'année sont positives (l'ensemble des 
orps "piégeant" lahoule) mais d'amplitude très limitée. Le r�le du 
ontr�le est fondamental ; un mode de 
ontr�le plus
omplexe permettrait 
ertainement d'améliorer la produ
tion d'énergie, mais tout en la rendantplus sensible à la 
on�guration de la ferme. Il est désormais né
essaire de tester des 
on�gurationsde fermes plus élaborées, réduisant les alignements entre systèmes. On peut aussi s'intéresser à lamodi�
ation des états de mer dans le sillage des fermes de plus grande taille.Ferme Système dx Min. dx Max.Carrée Cylindre 100 -1.5 180 0.6Triangulaire Cylindre 100 -3.6 450 0.7Carrée Barge 100 -11.9 500 -6.2Triangulaire Barge 100 -7.7 280 2.6Table 6.4 � Valeur max. et min. de 100(PyrA − Pyr0)/Pyr0 pour des fermes de 9 
orps, ave

bpto = bpto yr. Les nombres en gras 
on
ernent les 
on�gurations pour lesquelles PyrA est le plusélevé. Ferme Système dx Min. dx Max.Carrée Cylindre 100 -8.9 150 13.4Triangulaire Cylindre 150 -11.4 400 9.9Carrée Barge 100 -17.6 340 -8.4Triangulaire Barge 100 -12.9 350 7.9Table 6.5 � Valeur max. et min. de 100(PyrA − Pyr0)/Pyr0 pour des fermes de 9 
orps, ave

bpto = bpto ω0 . Les nombres en gras 
on
ernent les 
on�gurations pour lesquelles PyrA est le plusélevé.



Chapitre 7Fermes 
onstruites en sous-unitésLe 
hapitre pré
édent a montré que 
ertaines ar
hite
tures de fermes maximisent la produ
tionannuelle d'énergie. Si le nombre de REV est su�sament petit, la produ
tion par REV peut êtrelégèrement plus élevée que la produ
tion d'un 
orps isolé. Cependant, à partir d'une 
ertain nombrede "lignes" de 
orps dans la ferme, les e�ets de masquage entre 
orps deviennent dominants parrapport aux intera
tions 
onstru
tives.A nombre de REV égal, il est peut-être intéressant de 
onstruire la ferme 
omme un ensemblede sous-unités, 
haque unité ayant un petit nombre de lignes, et don
 présentant un risque demasquage entre 
orps réduit. Dans 
e 
as de �gure, il faut s'interroger sur les intera
tions ayantlieu entre sous-unités. Les résultats de 
e 
hapitre ont été présentés à la 
onféren
e EWTEC 2011[29℄.7.1 Méthode numérique employéeDans 
e 
hapitre, l'in�uen
e de l'étalement dire
tionnel de la houle est étudiée ; pour 
haqueferme de ré
upérateurs 
onsidérée, 19 dire
tions de houle in
idente sont prises en 
ompte (β ∈
[−90�, 90�], ∆β = 10˚). Par 
onséquent, le nombre total de problèmes de di�ra
tion et de radia-tion à résoudre est trop important pour que l'emploi de la méthode multipolaire simpli�ée apporteun gain de temps de 
al
ul (voir la se
tion 5.3.2.4). On se 
ontentera don
 d'utiliser la méthodeGMRes, ave
 un 
ritère de 
onvergen
e égal à 10−4. L'élévation de la surfa
e libre en di�érentspoints de 
ontr�le se fait 
onformément aux équations de la se
tion 5.3.3, en utilisant en
ore unefois la méthode dire
te et non le FMAS.Il est à noter que les études du présent 
hapitre se basent sur les résultats du 
hapitre 6,obtenus par l'emploi du FMAS. Cela 
on�rme l'utilité de 
ette méthode 
omme outil de pré-dimensionnement.7.2 Fermes de deux unités dans le sillage l'une de l'autreOn étudie i
i la 
on�guration la moins e�
a
e ; il s'agit d'évaluer si la séparation d'une unité de6 rangées et de 20 
orps en deux unités de 3 rangées et 10 
orps permet e�e
tivement d'améliorerla produ
tion d'énergie par 
orps même dans 
ette 
on�guration. On étudie don
 l'in�uen
e de ladistan
e de séparation entre les deux unités.7.2.1 ModèleOn s'intéresse à des unités de dix 
orps telles que sur la �gure 6.11 ; le PTO est réglé demanière à maximiser la produ
tion d'énergie annuelle sur le site de l'île d'Yeu. Dans le 
as des
ylindres, l'unité est dé�nie par (dx = 100m, dy = 50m). Dans le 
as des barges, elle est dé�niepar (dx = 200 m, dy = 280 m). L'unité de barges est 
on�gurée de manière à être "optimale"95



96 CHAPITRE 7. FERMES CONSTRUITES EN SOUS-UNITÉS(la relation dy = 0.65dx + 235 est 
onforme aux résultats de la �gure 6.11) ; l'unité de 
ylindresest 
on�gurée de manière quel
onque. L'obje
tif est d'estimer si les tendan
es relevées sont trèsdépendantes de la 
on�guration. L'étalement dire
tionnel de la houle, lorsqu'il est 
onsidéré, estmodélisé de la manière suivante :
Sd(ω, θ) = S(ω)D(θ) (7.1)où S est de nouveau le spe
tre JONSWAP. La fon
tion D, 
ara
térisant l'étalement dire
tionnel,est indépendante de la fréquen
e de la houle si on utilise la fon
tion dé�nie dans [68℄ :
D(θ) = D0 cos

2s
(θ − β

2

)

|θ − β| < π (7.2)
β est la dire
tion prin
ipale de la houle. Le paramètre s 
ara
térise l'intensité de l'étalement. On�xe s = 10, 
e qui 
orrespond à une "mer du vent", et don
 à un étalement assez pronon
é. D0 estun paramètre de normalisation, tel que la 
ondition suivante soit respe
tée :

∫ π

−π

D(θ)dθ = 1 (7.3)7.2.2 Unité isoléeLa table 7.1 résume la produ
tion des unités 
onsidérées. On note Pyr0 la puissan
e annuellemoyenne d'un 
orps isolé, et PyrC la puissan
e annuelle moyenne d'une unité de 10 
orps. Commeon pouvait s'y attendre, l'unité de barges en 
avalement présente une sensibilité à l'étalementdire
tionnel plus grande que l'unité de 
ylindres en pilonnement. Cela est bien sûr dû au mode defon
tionnement des systèmes. La �gure 7.1 montre que les intera
tions 
onstru
tives dans l'unité(
ara
térisées par PyrC/Pyr0 > 1) disparaissent quand la valeur de l'angle d'in
iden
e β de lahoule augmente, notamment dans le 
as des barges. Lorsque l'in
iden
e de la houle est quasimentperpendi
ulaire à l'unité de barges, Pyr0 (pour un 
orps isolé) tend vers zéro plus rapidement que
PyrC . En e�et, au sein de l'unité de REV, les vagues rayonnées et di�ra
tées dans des dire
tionsautres que 
elle de la houle in
idente 
onduisent à un léger sur
roît de produ
tion ; la produ
tion par
orps est don
 plus élevée que dans le 
as d'un 
orps isolé. Cela explique l'augmentation surprenantede PyrC/Pyr0 pour |β| > 50˚, qui n'atteste en au
un 
as d'une ex
ellente performan
e de l'unitéde barges. Sans étalement Ave
 étalementBody Isolé En unité Isolé En unitéCylindre 51.95 51.71 51.95 50.55Barge 139.54 144.11 117.50 114.43Table 7.1 � Puissan
e annuelle moyenne (kW ) par 
orps à l'île d'Yeu7.2.3 Unités en intera
tionOn 
onsidère i
i deux unités de ré
upérateurs de l'énergie des vagues. Les unités sont alignéesdans la dire
tion de propagation de la houle, et on fait varier la distan
e qui les sépare (il s'agitde la distan
e entre la dernière rangée de la première unité et la première rangée de la deuxièmeunité).7.2.3.1 CylindresLa �gure 7.2 représente l'évolution du ratio PyrC/Pyr0 en fon
tion de la distan
e qui sépare lesdeux unités. L'impa
t des intera
tions entre unités n'est pas le même selon l'unité 
onsidérée. Lapremière béné�
ie d'intera
tions positives, dues à des vagues renvoyées vers l'avant (par di�ra
tionet radiation) par la deuxième unité. Cette dernière sou�re de son 
oté du masquage de la houle
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tions sont importantes quand β est pro
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e deséparation est grande. Cependant, plus β augmente, plus la distan
e à partir de laquelle les in-tera
tions deviennent négligeables est petite. Par 
onséquent, l'e�et du masquage sur la deuxièmeunité disparaitra plus t�t si l'étalement dire
tionnel de la houle est 
onsidéré.PSfrag repla
ements

D (distan
e entre les unités)
0˚
13˚
26˚

39˚
0˚,étalement

P
y
r C

/
P
y
r 0

0

0

00000000000

1

12 4

6

6

8

8

9

9

..
Figure 7.2 � Puissan
e annuelle moyenne de deux unités de 
ylindres alignées selon la dire
tionde la houle (ligne 
ontinue : unité de devant ; ligne pointillée : unité de derrière)7.2.3.2 BargesLes tendan
es sont les mêmes pour les barges, mais en plus marquées (�gure 7.3). Lorsque lesdeux unités sont alignées (β = 0˚), les 
orps de la deuxième unité génèrent moins de 85% de la
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tion d'un système isolé, quelle que soit la distan
e de séparation. Pour 
ertaines in
iden
esnon nulles, les deux unités peuvent atteindre la même produ
tion (mais 
elle-
i est assez faible, lefon
tionnement des 
orps n'étant pas axisymétrique).Même lorsque l'étalement dire
tionnel est 
onsidéré, la produ
tion de la deuxième unité restetrès en deçà de 
elle d'une unité isolée, quelle que soit la distan
e de séparation. En e�et, deuxphénomènes se 
ompensent : d'un 
oté, le masquage est limité par la dispersion ; de l'autre 
oté,les barges produisent peu d'énergie quand β 6= 0˚.PSfrag repla
ements
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e annuelle moyenne de deux unités de barges alignées selon la dire
tion dela houle (ligne 
ontinue : unité de devant ; ligne pointillée : unité de derrière)7.2.3.3 Modélisation des unités 
omme des "puits" d'énergieIl est 
ommunément admis que l'on ne peut pas représenter les ré
upérateurs de l'énergie desvagues 
omme des puits d'énergie absorbant une fra
tion �xe de l'énergie in
idente. Cela est dûà la physique du problème, et à la nature résonante des systèmes étudiés. Cependant on peut sedemander si une telle modélisation n'est pas envisageable sur les unités 
onsidérées, qui sont desstru
tures plus massives, à l'é
helle de la produ
tion annuelle. On se base don
 sur les donnéesde la se
tion 7.2.3 pour évaluer si la modélisation présentée par la �gure 7.4 est valable. Une tellemodélisation s'appuie sur des hypothèses très fortes :� l'e�et positif de la deuxième unité sur la première est négligé,� le masquage est surestimé, 
ar on suppose que la houle ne se reforme pas dans le sillage dela première unité.Si 
e type de modélisation était valable, même de manière appro
hée, 
ela fa
iliterait 
onsidéra-blement les études amont de faisabilité des projets de fermes de REV.La quantité Pi est la puissan
e annuelle moyenne arrivant à l'unité i, en kW/m. xi est la partde 
ette puissan
e qui est extraite par l'unité i. Sur le site 
hoisi, P1 = 27.7 kW/m. On évalue x1et x2 à partir des puissan
es extraites par les unités, qui sont 
onnues.La table 7.2 montre que les ratios x1 et x2 ont le même ordre de grandeur. Cependant, du faitdes hypothèses présentées, P2 est sous-estimé, 
e qui entraîne x2 > x1 (
e qui est irréaliste, 
ar iln'y a pas de raison que la deuxième unité soit plus performante que la première). Il serait don
plus approprié de se référer systématiquement à P1, en 
onsidérant x′1 au lieu de x2. Cependantl'impré
ision qui en résulterait (
ar x1 6= x′1) serait signi�
ative, 
ar elle porterait sur l'ensemble dela produ
tion annuelle. Cette modélisation des unités en "termes puits" ne semble don
 pas être



7.3. SILLAGE DERRIÈRE UNE UNITÉ DE REV 99appropriée. Il apparaît plus prudent de 
ontinuer de se référer au 
al
ul numérique pour 
e typed'études.PSfrag repla
ements
Unité 1 Unité 2Etatde merin
ident

P1(kW/m) Etat de mermodi�é (kW/m)
P2 = P1(1− x1) P2(1− x2)Puissan
e extraite : x1P1 Puissan
e extraite : x2P2 = x′

1P1Figure 7.4 � Modélisation des unités de REV en "termes puits". Les puissan
es extraites par lesunités sont exprimées par mètre de l'unité faisant fa
e aux vagues.
x1 x2 x′

1Cylindres, pas d'étalement 11.75 12.80 11.29Cylindres, étalement 11.63 12.78 11.30Barges, pas d'étalement 32.75 39.51 26.57Barges, étalement 26.07 31.17 23.05Table 7.2 � Ratios d'extra
tion de puissan
e, en % (valeurs moyennées sur l'ensemble des distan
esde séparation entre unités)
7.3 Sillage derrière une unité de REVLes résultats pré
édents permettent d'évaluer numériquement des tendan
es auxquelles on pou-vait s'attendre. Par 
ontre, ils ne donnent pas d'informations sur le positionnement optimal de ladeuxième unité. On étudie don
 i
i le sillage de la première unité, en fon
tion de sa géométrie. Cetteméthode permet d'évaluer la zone d'in�uen
e de la première unité, sans 
onsidérer la deuxième ; lenombre de 
orps dans le problème est don
 divisé par deux.7.3.1 Evaluation de la hauteur signi�
ative des vaguesUne quarantaine d'unités, 
omportant 8, 10 ou 14 
orps ont été 
onsidérées. A�n de se pla
erdans les 
on�gurations de fermes les plus e�
a
es, le positionnement des REV au sein de l'unité deREV est dé�ni à partir des �gures 6.11(a) et 6.13. On 
alibre la relation entre dx et dy de manièreà par
ourir le "
hemin de 
rête" visible sur 
es �gures, 
e qui donne :� dy = 0.65dx+ 235 pour les 
ylindres,� dy = 0.54dx+ 177 pour les barges.Cette appro
he est valable 
ar le 
limat de houle est le même que dans le 
hapitre 6. De nouveau,la valeur maximale de dy est 100m pour des raisons pratiques. La dimension maximale de l'unitéest 1000m. A 
haque période, on évalue sur un ensemble de points de 
ontr�le l'amplitude Ã dela houle 
orrespondante à une houle in
idente d'amplitude 1m. Les 
hamps in
idents, rayonnés etdi�ra
tés sont don
 pris en 
ompte. On re
onstruit la hauteur signi�
ative H̃s à 
haque point de



100 CHAPITRE 7. FERMES CONSTRUITES EN SOUS-UNITÉS
ontr�le selon le spe
tre JONSWAP, de la manière suivante :
(Hs, Tp) →







... ...
ωi A(ωi)... ... 





︸ ︷︷ ︸Spe
tre de houle in
idente →






... ...
ωi Ã(ωi)... ... 




→ (H̃s, Tp)

︸ ︷︷ ︸Spe
tre au point de 
ontr�le (7.4)
On exprime l'in�uen
e de la ferme sur la hauteur signi�
ative de la houle aux points de 
ontr�lesétudiés par le 
oe�
ient Kd :

Kd =
H̃s

Hs
(7.5)On dé�nit par KdW

la valeur moyenne de Kd dans le sillage de l'unité ; KdW
permet don
 d'avoirun indi
ateur global sur l'atténuation de la hauteur de houle signi�
ative. La zone sur laquelle Kdest moyenné pour obtenir KdW

est dé�nie ainsi :� x ∈ [Xmax + 100m, 4100m]� y ∈ [−25m,Ymax + 25m]où Xmax et Ymax dé�nissent les limites de l'unité (voir la �gure 7.5).7.3.2 Résultats7.3.2.1 Tendan
es généralesPour 
ha
un des états de mer, on 
onsidère les dix unités qui 
réent le plus de masquage ; onrelève don
 les dix valeurs les plus faibles de KdW . La moyenne de 
es dix valeurs est reportéedans le tableau 7.3 a�n d'avoir une vue d'ensemble synthétique.Les valeurs de KdW
sont toutes pro
hes de 1, 
e qui indiquent que dans l'ensemble le masquageest limité. On trouve les valeurs les plus faibles de KdW

(et don
 le plus fort masquage) pour lesétats de mer les moins énergétiques. Cela vient probablement du fait que les systèmes 
onsidéréssont prin
ipalement e�
a
es aux petites périodes de houles. Comme on pouvait s'y attendre, lemasquage est plus faible lorsque l'étalement dire
tionnel de la houle est 
onsidéré. Cela s'expliquepar plusieurs raisons :� le masquage est réparti sur plusieurs dire
tions : il est don
 moins intense lo
alement ;� les unités 
onsidérées ont été 
onçues pour une houle monodire
tionnelle (
hapitre 6). Leurextra
tion d'énergie n'est don
 pas for
ément optimale pour une houle multidire
tionnelle.La suite de 
e 
hapitre se 
on
entre presque ex
lusivement sur l'état de mer le moins énergétique
onsidéré (Hs = 1 m,Tp = 6 s), à partir duquel il est plus fa
ile de visualiser les tendan
es dumasquage. Pas d'étalement Etalement
Hs (m) Tp (s) Moyenne E
art-type Moyenne E
art-type1 6 0.948 0.89 0.982 0.242 7 0.968 0.62 0.988 0.163 9 0.977 0.40 0.994 0.094 10 0.982 0.30 0.995 0.085 11 0.985 0.36 0.996 0.08Table 7.3 � Moyenne et é
art-type (%) de KdW

pour les dix unités qui atténuent le plus la houleaux états de mers 
onsidérés



7.3. SILLAGE DERRIÈRE UNE UNITÉ DE REV 1017.3.2.2 Etats de mer monodire
tionnelsLes unités présentant le masquage le plus fort sont 
elles qui ont la densité la plus élévée (grandnombre de 
orps, distan
es de séparations 
ourtes). Les unités de 
ylindres masquent plus que lesunités de barges : parmi les 10 unités les plus "opaques", sept sont des unités de 14 ou 18 
ylindres.Les �gures 7.5 et 7.7 montrent les sillages des unités qui 
réent le plus de masquage. On voitune augmentation du Hs légèrement à l'é
art du sillage dans le 
as des barges, due aux fortespropriétés radiatives de 
es systèmes. Par 
onséquent, on 
onstate une forte sensibilité de l'alluredu sillage aux intera
tions au sein de l'unité de barges, et don
 à la valeur de dy. Les �gures 7.7 et7.6 montrent un sillage radi
alement di�érent, bien que la valeur de dy n'ait 
hangé que de 50md'une unité à l'autre, et malgré le nombre élevé de systèmes.Lorsque l'espa
ement entre REV atteint des valeurs relativement élevées (dy = 250m), les uni-tés deviennent "poreuses" et présentent un sillage assez inhomogène (�gures 7.8 et 7.9), notammentpour les barges.PSfrag repla
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Zone d'évaluation de KdWFigure 7.5 � Kd derrière une unité de 18 
y-lindres (dy = 100m) pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)
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Figure 7.6 � Kd derrière une unité de 18 barges(dy = 150m) pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)On tra
e les sillages des deux unités qui masquent le plus à l'état de mer (Hs = 3m,Tp = 9 s)(�gures 7.13 et 7.14). Un regard aux �gures 7.5 et 7.7 
on�rme que l'atténuation du masquageest bien moindre que pour (Hs = 1m,Tp = 6 s), de même que l'aire sur laquelle le masquage estsigni�
atif.7.3.2.3 Etats de mers multidire
tionnelsLa table 7.3 
on�rme qu'il y a moins de masquage quand l'étalement dire
tionnel est pris en
ompte, les vagues se reformant plus rapidement derrière les unités (voir par exemple la �gure7.10), 
e qui est 
ohérent ave
 les résultats de la se
tion 7.2.3. Le sillage est plus large, mais aussiplus 
ourt et de moindre intensité. Les 10 unités qui masquent le plus sont toutes 
omposés de 18ou 14 
ylindres. Les valeurs de dy dans 
es unités sont plus élevées que dans le 
as de la houlemonodire
tionnelle. La "porosité" des unités est réduite par l'étalement dans le 
as des 
ylindres(�gure 7.11). C'est moins vrai dans le 
as des barges (�gure 7.12). Il est probable que les ré�exionsentre les plans �xes que sont les 
otés des barges guident les vagues à travers l'unité.On note une légère rupture de symétrie dans les sillages lorsque l'étalement est 
onsidéré. Celle-
i ne présente pas de réalité physique. Cela 
orrespond à des in
ertitudes numériques : le 
al
ul dusillage pour β = −x˚ ne donne pas exa
tement le symétrique du sillage 
al
ulé pour β = x˚. Onpeut faire disparaître visuellement 
ette in
ertitude en ne 
onsidérant qu'un "demi-domaine" (dé�nipar y ≥ Ymax/2 ou y ≤ Ymax/2). Considérer le domaine entier permet néanmoins de s'assurer que
ette in
ertitude n'est pas signi�
ative.
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Figure 7.7 � Kd derrière une unité de 18 barges(dy = 100m), pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)PSfrag repla
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Figure 7.8 � Kd derrière une unité de 18 
y-lindres (dy = 250m), pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)PSfrag repla
ements
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Figure 7.9 � Kd derrière une unité de 18 barges(dy = 250m), pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)
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Figure 7.10 � Kd derrière une unité de 18barges (dy = 100m), pour (Hs = 1m,Tp = 6 s),houle multidire
tionnellePSfrag repla
ements
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Figure 7.11 � Kd derrière une unité de 18 
y-lindres (dy = 250m) at (Hs = 1 m,Tp = 6 s),houle multidire
tionnellePSfrag repla
ements
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Figure 7.12 � Kd derrière une unité de 18barges (dy = 250 m) at (Hs = 1 m,Tp = 6 s),houle multidire
tionnelle
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Figure 7.13 � Kd derrière une unité de 18 
y-lindres (dy = 150m) pour (Hs = 3m,Tp = 9 s)
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Figure 7.14 � Kd derrière une unité de 18barges (dy = 100m), pour (Hs = 3m,Tp = 9 s)7.3.3 Comparaison ave
 les modèles de propagationLa plupart des études 
on
ernant les états de mer derrière les fermes de ré
upérateurs de l'éner-gie des vagues étudient leur impa
t sur l'environnement 
�tier. Par 
onséquent elles utilisent desméthodes de propagation (SWAN, Mild Slope) permettant de prendre en 
ompte une bathymétrie
omplexe, ainsi que divers phénomènes (déferlement, moutonnement, r�le du vent ou du 
ourant).Dans 
es modèles, les REV sont 
onsidérés 
omme des termes "puits" extrayant la plupart dutemps un ratio �xe de l'énergie in
idente. La te
hnique d'"éléments éponges", permet de représen-ter le 
ontour des REV par des 
oe�
ients de re�exion et d'absorption.On peut trouver des exemples de 
e type d'études dans [21℄ et [93℄. Ces deux études se 
onsa
rentà des REV de type "terminator", dont les 
oe�
ients sont réglés indépendament de la longeurd'onde. Elles montrent une atténuation très signi�
ative du Hs, quel que soit l'état de mer. Cetteatténuation n'est pas 
omparable ave
 les résultats présentés i
i.Dans [13℄, une fon
tion d'absorption dépendante de la période est implémentée dans SWAN,pour étudier une ferme de point-absorbers. Les résultats de 
ette étude présentent des ordres degrandeurs 
omparables ave
 nos résultats. Pour (Hs = 2.7m,Tp = 10.7s), une rédu
tion de 25% du
Hs est observée, les REV étant 
onçus pour extraire un maximum d'énergie à 
et état de mer. Lesrésultats expérimentaux sur un ensemble de 5 
orps alignés fa
e à la houle montrent une rédu
tiondu Hs allant de 2% à 14%, selon la manière dont l'amortissement du power take-o� est réglé. Cesordres de grandeurs sont plus pro
hes des résultats numériques présentés i
i que de 
eux de SWANdans [13℄. L'expérimentation semble don
 
on�rmer que l'appro
he par méthode des singularitésest plus réaliste que l'utilisation de méthode de propagation.L'appro
he utilisée i
i modélise 
omplètement les intera
tions �uide/stru
ture (dans les limitesde la théorie linéaire) ; la dépendan
e en fréquen
e des 
hamps rayonnés et di�ra
tés est intégrale-ment prise en 
ompte. Il pourra être intéressant par la suite d'utiliser les résultats de 
ette appro
he(spe
tre de houle derrière l'unité de REV) en entrée des modèles de propagation. De 
ette manière,l'impa
t des fermes sur la dynamique 
�tière pourra être évaluée de manière plus réaliste.7.3.4 In�uen
e des modes de résonan
e transverseA l'état de mer (Hs = 1 m,Tp = 6 s), les unités de barges absorbent environ dix fois plusd'énergie que les unités de 
ylindres (pour une houle monodire
tionnelle). Il est don
 surprenantde trouver un masquage plus faible derrière les barges, notamment si l'on se réfère aux résultats dela se
tion 7.2. Une expli
ation peut être que les barges sont des générateurs de houle plus e�
a
esque les 
ylindres, 
réant du 
lapot à l'arrière et à l'avant de la ferme.On 
ompare i
i deux unités ayant des 
ara
téristiques similaires (8 
orps, dy = 150m), maisprésentant un masquage di�érent : KdW

= 0.967 pour les 
ylindres et KdW
= 0.992 pour les barges(β = 0˚, pas d'étalement). On remarque que l'amplitude la houle est fortement augmentée derrièrel'unité de barges à T = 6.12s (�gure 7.15). Une telle augmentation ne se retrouve à au
une périodede houle dans le 
as des 
ylindres. Cette augmentation ne 
orrespond pas à un pi
 dans l'extra
tion
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ar 
e pi
 a lieu vers T = 7.3 s. A 
ette période, l'allure du 
hamp de houle est di�érentet révèle une forte radiation (�gure 7.17), 
ar l'amplitude du mouvement des 
orps atteint sonmaximum. Plusieurs raisons suggèrent don
 que le phénomène d'augmentation de l'amplitude dela houle derrière l'unité à T = 6.12 s 
orrespond à une résonan
e qui fo
alise les vagues dans lesillage :� 
e phénomène n'a pas lieu pour un 
orps isolé� 
e phénomène ne 
orrespond pas à un pi
 dans la radiation par les barges� 
e phénomène est très sensible à la période� les systèmes 
onsidérés ne permettent pas de dissipation d'énergie selon l'axe Y (étant donnéque seul le 
avalement est possible)� les systèmes sont espa
és de manière régulière� l'unité présente des plans parallèles �xesCependant, dans un 
as réel, les 
orps ne seront pas for
ément positionnés à leur position idéale :il peut y avoir des impré
isions lors de la 
onstru
tion. D'autre part, si ils sont an
rés sur deslignes �exibles, ils risquent de dériver et de s'éloigner légèrement de la position assignée. Il est don
important de savoir si le Hs est très sensible à 
e phénomène de résonan
e. Pour 
ela, on introduitdu désordre dans la 
onstru
tion de l'unité, selon l'appro
he dé
rite dans [43℄. Un dépla
ementde dire
tion et d'amplitude aléatoire est appliqué à 
ha
un des systèmes, l'amplitude maximum
pmax du dépla
ement étant �xée à 10m ou 20m. Cette appro
he n'est pas équivalente à l'ajout dedegrés de libertés dans le problème, 
ar 
et ajout ne 
hangerait pas la position d'équilibre autourde laquelle 
ha
un des systèmes os
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Figure 7.15 � Amplitude de la houle derrièreune unité de 8 barges (dy = 150m) à T = 6.12s.
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Figure 7.16 � Amplitude de la houle derrièreune unité de 8 barges (dy = 150m) à T = 6.12s.Désordre 
ara
térisé par pmax = 10m.PSfrag repla
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Figure 7.17 � Amplitude de la houle derrière une unité de 8 barges (dy = 150m) à T = 7.25 s,
pmax = 0m.



7.3. SILLAGE DERRIÈRE UNE UNITÉ DE REV 105Table 7.4 � In�uen
e du désordre sur le 
omportement des unités de REV (haut : pas d'étalement ;bas : étalement dire
tionnel). PyrC est en kW .
pmax = 0m pmax = 10m pmax = 20mUnité KdW PyrC KdW PyrC KdW PyrC8 barges 0.992 28.71 0.971 28.74 0.959 29.1418 barges 0.958 27.30 0.955 27.30 0.953 27.428 barges 1.002 24.20 0.997 24.14 0.995 24.0818 barges 0.990 23.91 0.988 23.90 0.987 23.87PSfrag repla
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Figure 7.18 � Kd derrière une unité de 8 barges(dy = 150 m) pour (Hs = 1 m,Tp = 6 s),
pmax = 0m
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Figure 7.19 � Kd derrière une unité de 8 barges(dy = 150 m) pour (Hs = 1 m,Tp = 6 s),
pmax = 10m
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Figure 7.20 � Kd derrière une unité de 18barges (dy = 250m) pour (Hs = 1m,Tp = 6 s),
pmax = 20m
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Figure 7.21 � Kd derrière une unité de 18barges (dy = 250m) pour (Hs = 1m,Tp = 6 s),houle multidire
tionnelle, pmax = 20mLa �gure 7.16 montre bien une rédu
tion de l'amplitude de la houle à l'arrière de la ferme, sion la 
ompare à la �gure 7.15 (
as résonant). La table 7.4 réunit les niveaux de masquage et deprodu
tion en fon
tion du désordre. La puissan
e annuelle moyenne n'est pas sensible au désordre,
e qui est en a

ord ave
 la se
tion 6.5.1.1. Lorsque l'étalement dire
tionnel est a
tivé, le masquageest le même quelle que soit l'intensité du désordre. Le désordre a une plus grande in�uen
e dansle 
as d'une houle monodire
tionnelle. En e�et, la suppression de la résonan
e pour l'unité de 8barges 
onduit à une baisse de KdW
de 3%, et la taille et l'intensité du sillage sont nettement mo-di�ées (�gures 7.18 et 7.19). Cela suggère que les phénomènes de résonan
e ont peut-être 
onduità sous-estimer le masquage des unités de barges.Un regard sur une unité plus 
omplexe et plus "opaque" montre que de telles résonan
es ont lieuà plusieurs périodes di�érentes pour la même unité. En
ore une fois, 
es résonan
es fo
alisent lahoule à l'arrière. Le désordre n'a pas d'in�uen
e signi�
ative, le sillage n'étant presque pas modi�é



106 CHAPITRE 7. FERMES CONSTRUITES EN SOUS-UNITÉSpar le passage de pmax de 0 m à 20m (voir les �gures 7.8 et 7.20). Cette tendan
e est d'autantplus marquée si l'on 
onsidère l'étalement dire
tionnel (�gures 7.12 et 7.21). Les valeurs de KdWparaissent alors indépendantes de pmax. Par 
onséquent, les résultats obtenus sur les unités les plus
omplexes sont probablement réalistes : les 
ara
téristiques favorisant la résonan
e sont su�samentmarquées pour que même un désordre assez important (dépla
ements de l'ordre de deux fois lataille du système) n'empê
he pas 
ette résonan
e.Même s'il est di�
ile de tirer des 
on
lusions dé�nitives, étant donné les faibles niveaux demasquage, il est sûr que le lien entre absorption d'énergie et masquage ne peut pas s'établir dire
-tement, 
e dernier étant très sensible à l'ar
hite
ture de la ferme.7.4 Ferme de deux unités dé
aléesL'obje
tif de 
ette se
tion est de véri�er rapidement si la 
onnaissan
e du sillage d'une unitéest une donnée su�sante pour pla
er la se
onde unité de manière opportune. On 
onsidère don
une ferme 
omposée de deux unités de 8 
orps. On situe la deuxième unité de manière dé
aléepar rapport à la première, a�n qu'elle soit située à la limite de son sillage pour l'état de mer
(Hs = 1 m,Tp = 6 s). La table 7.5 donne les résultats de puissan
e annuelle moyenne. Chaqueunité se 
omporte presque 
omme si elle était isolée. La se
onde unité produit légèrement moinslorsque l'étalement dire
tionnel est 
onsidéré, puisqu'un masquage dire
t entre unités a lieu selonquelques dire
tions de houle in
idente. Dans le 
as 
ontraire, elle produit plus que la premièreunité, puisqu'elle béné�
ie des vagues rayonnées par 
e dernier. Cela est plus évident dans le 
asdes barges (�gure 7.22) que des 
ylindres (�gure 7.24).Il est intéressant de noter que le 
hamp de vagues n'est pas le même dans les deux unités debarges. Il y a une plus large proportion de vagues di�ra
tées dans la se
onde unité, 
ar la premièrerayonne des vagues ayant une 
omposante dans la dire
tion Y . Ces 
omposantes ne sont absorbéesni par le PTO, ni par amortissement hydrodynamique ; elles sont par 
ontre ré�é
hies par lesplans latéraux des systèmes. On ne retrouve pas 
e phénomène pour les 
ylindres, étant donné leurfon
tionnement axisymétrique.Les sillages de deux unités de 
ylindres se superposent l'un à l'autre, 
e qui permet un meilleurmasquage. On retrouve 
ette tendan
e lorsque l'étalement dire
tionnel est 
onsidéré. Les sillagesdes unités de barges restent par 
ontre indépendants l'un de l'autre.Pas d'étalement EtalementFerme Unité 1 Unité 2 Unité 1 Unité 2Barges, dy = 250m 139.71 140.82 114.20 111.41Referen
e 140.26 114.23Cylindres, dy = 100m 50.97 51.14 51.29 50.67Referen
e 50.93 51.21Table 7.5 � Puissan
e annuelle moyenne (PyrC , kW ) dans une ferme de deux unités dé
aléeslatéralement.
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Figure 7.22 � Kd derrière deux unités de 8barges, pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)
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Figure 7.23 � Kd derrière deux unités de 8barges, pour (Hs = 1 m,Tp = 6 s), étalementdire
tionnelPSfrag repla
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Figure 7.24 � Kd derrière deux unités de 8 
y-lindres, pour (Hs = 1m,Tp = 6 s)

PSfrag repla
ements
Y

X

0
0
0
0
0

0
0
0
0

000

00

000

00

0
0000000000000

1
1
1
1
1
11

1

1

1

2

2

2

2 3

4

4

4

5

5
6

6

8

8

9
9
9
9
9......
....

Figure 7.25 � Kd derrière deux unités de 8 
y-lindres, pour (Hs = 1 m,Tp = 6 s), étalementdire
tionnel7.5 Con
lusionCe 
hapitre étudie la possibilité de s
inder une ferme de ré
upérateurs de l'énergie des vaguesen sous-unités. L'obje
tif est d'améliorer la produ
tion énergétique de la ferme en 
ombinant deuxstratégies :� l'utilisation de sous-unités re
onnues 
omme étant e�
a
es,� et la limitation des e�ets de masquage en éloignant les unités les unes des autres.La première partie de 
e 
hapitre montre que 
ette méthode porte ses fruits, même dans le 
as leplus défavorable (deux unités alignées parallèlement au sens de propagation de la houle). L'e�et demasquage entre unités disparaît au fur à mesure que la distan
e qui les sépare augmente ; 
ela dit,il reste visible même à de grandes distan
es de séparation (de l'ordre du kilomètre). Lorsque l'éta-lement dire
tionnel est 
onsidéré, le masquage diminue plus rapidement en fon
tion de la distan
e.La se
onde partie 
ara
térise la rédu
tion de la hauteur de houle signi�
ative dans le sillaged'une unité de REV, selon ses 
ara
téristiques géométriques. De manière générale, 
ette rédu
tionest très faible ; elle est de 10% au maximum (dans le 
as des états de mer les moins énergétiques)dans une zone pro
he de la ferme. La méthode employée prend expli
itement en 
ompte les inter-a
tions �uide/stru
ture. Il est don
 probable que les niveaux de rédu
tion ren
ontrés soient plus�ables que 
eux obtenus par méthodes de propagation. Chaque projet de ferme devra faire l'objetd'une étude environnementale appropriée ; 
ependant, la rédu
tion de la hauteur de houle signi�-
ative par la ferme ne semble pas être un problème majeur.L'allure du sillage et son intensité sont très dépendantes de la 
on�guration de la ferme. Enhoule monodire
tionnelle, le sillage "visible" s'étend jusqu'à 4000 m après la ferme. En houle mul-tidire
tionnelle, il est bien plus 
ourt (2000 m) et moins intense. Il est di�
ile d'établir un lien



108 CHAPITRE 7. FERMES CONSTRUITES EN SOUS-UNITÉSsolide entre l'e�
a
ité de la ferme en terme d'absorption d'énergie et les 
ara
téristiques de sonsillage. Cela est d'autant plus vrai que des phénomènes de résonan
es numériques ont été mis enéviden
e dans 
ette étude.La 
onnaissan
e du sillage d'une unité permet de pla
er l'unité suivante de manière à limiter lesintera
tions entre unités. Cela permet de tirer partie de la meilleure façon possible de petites unitésre
onnues 
omme e�
a
es. Cela dit, les distan
es mises en jeu sont importantes, 
e qui risque deposer des problèmes de 
on�its d'usage et de maintenan
e.



Con
lusionDans le 
adre de 
e travail de thèse, nous avons implémenté l'algorithme multipolaire rapide(FMA) dans le 
ode de tenue à la mer Aquaplus, a�n d'a

élérer la simulation de fermes de ré
u-pérateurs d'énergie des vagues 
omposées de nombreux 
orps �ottants, en mouvement dans la houle.Un prérequis indispensable a été l'ajout d'un algorithme de résolution itératif GMRes dansAquaplus, 
ar 
'est au sein de 
ette méthode que le FMA s'utilise. Ce simple ajout, permettantl'utilisation du GMRes sans FMA, apporte une a

élération sign�
ative à la résolution. L'a

é-lération supplémentaire due au FMA doit don
 s'évaluer en 
omparant les temps de 
al
ul desméthodes "GMRes seul" et "GMRes ave
 FMA".Comme préalable essentiel à l'implémentation du FMA, les formulations du développementmultipolaire de la fon
tion de Green à surfa
e libre en profondeur in�nie ont été étendues, de ma-nière à 
e qu'il soit possible de les utiliser dans un algorithme tridimensionnel. Il est probable que lemême type de développement soit réalisable pour les formulations en profondeur �nie (pour 
e 
asaussi, les formulations existantes exigent que le 
entre du développement soit situé sur la surfa
elibre). Le 
al
ul de la fon
tion de Green par les formulations obtenues a été validé de manière sys-tématique grâ
e à des résultats de référen
e. Cette étape a révélé des di�
ultés de 
onvergen
e desformulations multipolaires pour les petites périodes de houle. Deux paramètres rC1 et rC2 doiventêtre minimisés pour assurer la 
onvergen
e respe
tivement du 
hamp pro
he et du 
hamp lointainde la fon
tion de Green. Cependant, par son ar
hite
ture, le FMA assure la minimisation de rC1seulement.Une version open-sour
e du FMA appelée DPMTA a été implémentée, a�n d'a

élérer le 
al
uldes produits matri
e-ve
teur dans l'algorithme de résolution GMRes. Cette implémentation a étévalidée en terme de pré
ision. Elle a montré des résultats dé
evants en terme de temps de 
al
ul,le FMA n'a

élérant le GMRes que pour un nombre réduit de situations. Cela tient aux raisonssuivantes :� Le temps de 
al
ul se répartit en deux étapes : 
al
ul de la matri
e des 
oe�
ients d'in�uen
e
K ; résolution des problèmes de di�ra
tion et de radiation, sa
hant que 
haque problème faitintervenir la même matri
e K.� Le FMA permet de gagner un temps signi�
atif en évitant le 
al
ul de K. Il faut noternéanmoins que Aquaplus, de son 
�té, a

élère le 
al
ul de K par l'interpolation de 
ertains
oe�
ients dans une table de valeurs pré
al
ulées. Il y a don
 deux méthodes d'a

élérationen "
ompétition", 
e qui masque l'a

élération drastique qu'aurait apporté le FMA si Aqua-plus 
al
ulait entièrement les 
oe�
ients.� Les problèmes 
onsidérés sont relativement "petits", ave
 un maximum de 104 panneaux. Par
onséquent, une fois les 
oe�
ients des deux méthodes 
al
ulés, il est toujours plus rapided'évaluer le produit matri
e-ve
teur par un simple produit que par le FMA, 
ar 
e dernier
omporte un 
ertain nombre d'étapes intermédiaires.� Le temps gagné à la première étape est don
 perdu petit à petit à 
ha
un des produitsmatri
e-ve
teur. L'a

élération est don
 e�e
tive seulement si le nombre de 
es produits estsu�sament faible. 109



110 CONCLUSION ET PERSPECTIVESD'autre part, l'outil développé n'est pas adaptatif. En raison des di�
ultés dé
rites au paragraphepré
édent, la 
onvergen
e de la fon
tion de Green dans le 
as des fermes est impossible à réaliser.Une implémentation simpli�ée du FMA adaptée au 
as des fermes est don
 mise en pla
e.Ce nouvel outil permet d'atteindre une pré
ision satisfaisante. Il présente les mêmes tendan
esen terme de temps de 
al
ul que l'outil pré
édent, mais apporte quantitativement une meilleurea

élération. En�n, il réduit drastiquement les besoins de sto
kage par rapport à la méthode 
las-sique. Cet outil est e�
a
e lorsque les fermes étudiées ont les 
ara
téristiques suivantes :� Le nombre de problèmes à résoudre doit être faible, a�n de limiter le nombre de produitsmatri
e-ve
teur.� La dis
rétisation de 
ha
un des 
orps est faite ave
 un nombre élevé de panneaux.Il s'agit don
 d'un outil adapté aux études "simpli�ées" de fermes houlomotri
es, ayant lieu parexemple pendant la phase de pré-dimensionnement. Cet outil peut néanmoins être amélioré dansle futur par la mise en pla
e d'un pré
onditionneur adapté au FMA, dont le r�le sera d'a

élerer la
onvergen
e du GMRes, réduisant ainsi le nombre de produits matri
e-ve
teur à 
al
uler. D'autrepart, une nouvelle implémentation d'Aquaplus (en Fortran 90, par exemple) devrait permettre detraiter des problèmes à plus grand nombre d'in
onnues, et d'être ainsi dans une "zone" de plusgrande e�
a
ité du FMA.L'outil développé a été utilisé de manière à mener rapidement l'étude paramétrique de fermeshoulomotri
es. On a 
onsidéré des fermes de 9 à 25 systèmes génériques ayant un seul degré deliberté, soumis à une houle monodire
tionnelle. Les systèmes sont positionnés à intervalles régu-liers, le long de "maillages" à base 
arrée ou triangulaire, et l'on fait varier la taille des mailles. Onétudie l'in�uen
e de 
e paramètre sur la produ
tion annuelle d'énergie en un site pré
is.Cette étude 
on�rme qu'il est bien né
éssaire d'évaluer le r�le des intera
tions entre systèmeshoulomoteurs, même si la distan
e de séparation entre 
orps est "grande" (supérieure à 10 foisla taille 
ara
téristique du 
orps). Selon les 
on�gurations, la produ
tion d'énergie annuelle peutvarier de manière très signi�
ative en fon
tion de la disposition des systèmes.Le premier enseignement de 
ette étude est le r�le 
ru
ial de la valeur de l'amortissement duPTO. Dans le 
as d'un faible amortissement, les mouvements des 
orps présentent une forte am-plitude, qui va de pair ave
 une radiation importante. Le r�le des intera
tions est alors signi�
atif.La produ
tion annuelle de la ferme est don
 très dépendante de la distan
e de séparation entresystèmes, notamment dans le 
as où 
eux-
i ont une bande d'absorption étroite. Le mode de fon
-tionnement des systèmes (axisymétrique/antisymétrique) joue nettement sur la manière dont ilsinteragissent. Dans le 
as d'un fort amortissement, la distan
e de séparation a une in�uen
e bienmoindre, et les fermes 
omposées de systèmes di�érents ont 
ette fois un 
omportement relative-ment similaire.Lorsque l'amortissement est élevé, il est possible d'évaluer les grandes tendan
es qui ont lieudans la ferme. De manière générale, deux phénomènes inverses se 
ompensent :� La ferme agit 
omme un piège pour les vagues : l'énergie qui n'est pas extraite par un systèmeest réémise par les 
hamps rayonnés et di�ra
tés. Elle peut don
 être 
aptée par un systèmevoisin.� Les systèmes se masquent mutuellement la houle, notamment s'ils sont alignés dans le sensde propagation de 
elle-
i.La manière dont 
es deux tendan
es s'équilibrent dépend du positionnement des systèmes. Uneinstallation sur un maillage en quin
on
e dé
rit par deux paramètres de distan
e (dans le sens pa-rallèle à la propagation de la houle et dans le sens perpendi
ulaire) permet de dé�nir un ensemblede 
on�gurations pour lesquelles les intera
tions sont 
onstru
tives à l'é
helle de la produ
tiond'énergie annuelle. Une relation a�ne entre les deux paramètres de distan
e 
ara
térise 
es 
on�-gurations. Les 
oe�
ients de 
ette relation sont spé
i�ques aux états de mers étudiés sur le siteenvisagé, ainsi qu'aux 
ar
téristiques des systèmes.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES 111L'atténuation de la hauteur de houle signi�
ative par une ferme 
onçue selon les 
ritères duparagraphe pré
édent a été étudiée. Cette atténuation est visible seulement pour les états de merles moins énergétiques (les systèmes extrayant l'énergie prin
ipalement aux petites périodes dehoule). Dans le 
as d'une houle monodire
tionnelle, 
ette rédu
tion est au maximum de 10% pourun état de mer (Hs = 1m,Tp = 6 s). Le sillage s'étend alors sur une grande distan
e derrière laferme (4000m). Lorsque l'étalement dire
tionnel de la houle est 
onsidéré, la longueur du sillageet son intensité diminuent de manière drastique. Il est di�
ile de tra
er un lien dire
t entre ab-sorption d'énergie par la ferme et 
ara
téristiques de son sillage. Celui-
i est en e�et fortementdépendant des 
hamps di�ra
tés et rayonnés par les systèmes, ainsi que des phénomènes autresque l'absorption d'énergie, tels que la fo
alisation de la houle en 
ertaines zones de la surfa
e libre.La 
onstru
tion d'une ferme en un ensemble de "sous-unités" autonomes et performantes sembleêtre une solution appropriée pour améliorer la produ
tion annuelle d'énergie par système, et don
la rentabilité de la ferme.Ces deux études se basent sur des 
onvertisseurs d'énérgie des vagues génériques, n'ayant qu'unseul degré de liberté. La pro
haine étape est de réaliser 
es études sur des 
orps à 6 degrés delibertés (même si l'extra
tion d'énergie n'a lieu que selon un seul d.d.l). Il est en e�et possible quel'amortissement hydrodynamique soit plus important que dans les résultats présentés, 
e qui auraune in�uen
e sur les intera
tions entre 
orps et sur le sillage, le 
hamp rayonné étant plus 
omplexe.L'outil développé dans la première partie a don
 permis le pré-dimensionnement d'une ferme deré
upérateurs de l'énergie des vagues en un site parti
ulier. Cette outil peut en
ore être a

éléré.D'autre part, l'algorithme multipolaire peut être mis en pla
e dans Aquaplus pour le 
as de laprofondeur �nie, en se basant sur des formulations multipolaires existantes de la fon
tion de Greenen profondeur �nie. En�n, la base hydrodynamique obtenue dans le domaine fréquentiel peut êtreutilisée pour 
al
uler les matri
es impulsionnelles du problème. Ces résultats ouvrent la voie à dessimulations plus réalistes, permettant l'étude de l'in�uen
e des non-linéarités (dans la modélisa-tion des an
rages, la loi de 
ontr�le ...) sur les intera
tions entre ré
upérateurs d'énergie des vagues.L'a

élération des méthodes de simulation est une voie à poursuivre. En e�et, la possibilitéde réaliser un grand nombre de simulations en un temps raisonnable ouvre la porte aux étudesparamétriques pour la re
her
he d'une 
on�guration de ferme "optimale". De telles études o�rentdon
 une bonne 
ompréhension des phénomènes mis en jeu et de l'in�uen
e des di�érents para-mètres dans la produ
tion d'énergie d'une ferme houlomotri
e. Si des algorithmes d'optimisationsont mis en ÷uvre, l'emploi de méthodes a

élérées pourra permettre soit des optimisations plusrapides, soit des optimisations plus ri
hes, mettant un jeu un plus grand nombre de paramètres.
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Annexe ACal
ul du développementmultipolaire de la fon
tion de GreenA.1 Eléments de 
al
ul pour G4La di�éren
e (−1)mH−m(νRx)− Ym(νRx) 
ontribue à la partie 
hamp lointain de la fon
tionde Green dans G4 (équation 4.17). L'emploi d'une expression asymptotique pour le 
al
ul de 
ettedi�éren
e a permis d'améliorer l'a

ord du développement multipolaire ave
 Aquaplus et ave
 lesformulations analytiques. D'après Abramowitz et Stegun [12℄, lorsque l'argument νRx est grand,
Hm(νRx)− Ym(νRx) =

1

π

kmax−1∑

k=0

Γ(k + 1
2 )

Γ(m+ 1
2 − k)(νRx

2 )2k−ν−1
(A.1)D'autre part :

Y−m(νRx) = (−1)mYm(νRx) (A.2)En é
rivant :
[(−1)mH−m(νRx)− Ym(νRx)] = (−1)m[H−m(νRx)− Y−m(νRx)] (A.3)il est alors possible d'utiliser la formulation de l'équation A.1 pour νRx plus grand que 20, ave


kmax = 20.L'intégrale présente dans G4 est évaluée par la méthode de Simpson ; 1000 points sont utilisés.A.2 Coe�
ients pour la dérivée normale de la fon
tion deGreen
∂rx
∂rR

=
rR − zC cosθR

√

r2R + z2C − 2 zC rR cosθR
(A.4)

∂cosθx
∂rR

=
zC
r2R

sinθx
3

sinθR
(A.5)

∂cosθx
∂θR

= −sinθR
sinθx + cosθx

cosθR
sinθR

sinθR + cosθx
sinθx

(cosθR − zC
rR

)
(A.6)

∂rnx
∂θR

= n zC rR sinθR(r
2
R + z2C − 2 zC rR cosθR)

n
2 −1 (A.7)119


