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Introdu
tion généraleUn milieu granulaire est un ensemble de grains solides, de tailles pouvant être variables. Universel-lement disponibles dans la nature (le sable, la neige, les poudres et les graines par exemple), les milieuxgranulaires sont, après l'eau, le matériau le plus utilisé par l'homme (industrie agroalimentaire, 
om-primés pharma
eutiques, poudres et 
éramiques, béton, ...). Dans l'industrie, 
es milieux exhibent des
omportements 
omplexes lors de leur manipulation (ségrégation, é
oulements, instabilités) qui né
es-sitent des solutions pratiques impliquant une meilleure 
ompréhension de la physique de 
es milieux.En parti
ulier, une opération 
ourante au niveau industriel est la 
ompa
tion des milieux granulaires.La 
ompa
tion d'un empilement granulaire 
onsiste à diminuer le volume du milieu en réarrangeantl'ensemble des grains sous l'a
tion d'une solli
itation extérieure. Les deux méthodes généralement em-ployées pour 
ompa
ter un milieu sont la 
ompression uniaxiale de l'empilement ou la vibration, le plussouvent dans la dire
tion verti
ale. Dans le 
as d'une 
ompression uniaxiale, la 
ontrainte appliquéeest né
essairement forte et peut mener à l'endommagement des grains. Lorsque l'intégrité des grainsdoit être préservée, des vibrations sont employées, provoquant une densi�
ation lente par l'évolutionstru
turale du milieu purement géométrique.Le 
omportement mé
anique des assemblages granulaires est 
omplexe, et peut, selon les 
ondi-tions extérieures, se rappro
her de 
elui d'un solide, d'un liquide, voire même d'un gaz. Lorsque desassemblages granulaires sont 
onservés dans des volumes 
los (le silo par exemple), leur 
omportementdemeure inhabituel. Les milieux granulaires, 
onsidérés dans 
ette étude, sont 
omposés de billes sphé-riques non 
ohésives soumises à la gravité. Ces milieux sont dits milieux granulaires non 
onsolidés.Une 
ara
téristique parti
ulière de 
es milieux est la transmission inhomogène de la for
e appliquée,préférentiellement le long de quelques 
haînes de billes, appelées 
haînes de for
e. Les billes, non impli-quées dans 
es 
haînes de for
e, sont souvent appelées les spe
tatri
es, du point de vue de l'élasti
itédu milieu. Il existe don
 une distribtution statistique de for
e pour 
haque 
onta
t, 
omportant des
onta
ts fortement et faiblement 
hargés. Cette distribution statistique de for
es, di�
ilement a

es-sible expérimentalement, est une des 
lefs de la 
ompréhension de l'élasti
ité des milieux granulaires.L'a
oustique non linéaire est une bran
he relativement ré
ente de l'a
oustique qui 
onsiste à étudierles e�ets non prévus dans les équations linéarisées de l'a
oustique. Dans les �uides ou les matériauxhomogènes, l'approximation linéaire des équations de l'a
oustique permet de dé
rire pré
isément la pro-1



2 Introdu
tionpagation d'ondes lorsque l'amplitude du 
hamp a
oustique est su�samment faible. Si 
es milieux sontsoumis à de fortes ex
itations a
oustiques, il est né
essaire de prendre en 
ompte des 
orre
tions auxéquations linéarisées pour 
omprendre la variété des phénomènes observés (génération d'harmoniques,ondes de 
ho
 par exemple). Cependant, dans le 
as de 
ertains milieux 
omplexes, l'approximationlinéaire ne permet pas de dé
rire tous les 
omportements observés (hystérésis, dynamique lente), et
e
i même pour des ex
itations a
oustiques modérées. Ces phénomènes, dans les solides, sont le plussouvent attribués à la présen
e de 
onta
ts internes (entre grains, entre lèvres de �ssures, ...).En e�et, ré
emment, un nombre 
roissant d'observations expérimentales et théoriques ont étée�e
tuées en a
oustique non linéaire dans les matériaux mi
ro-inhomogènes, 
omme les ro
hes, lessolides �ssurés, ou les milieux granulaires. Des phénomènes nouveaux d'intera
tions non linéairesont été mis en éviden
e dans 
es milieux 
omplexes, et leurs manifestations apportent toujours plusd'informations et de 
ompréhension à leur sujet. Il a notamment été démontré que dans 
ertaines
onditions les e�ets d'a
oustique non linéaire sont plus sensibles pour déte
ter des inhomogénéités destru
ture que les méthodes d'a
oustique linéaire.La 
omplexité des milieux granulaires leur 
onfère un statut parti
ulier au sein des di�érentes
lasses de matériaux. En plus de représenter un milieu d'étude intéressant pour di�érentes bran
hes dela physique, ils 
omportent des non-linéarités originales du point de vue de l'a
oustique. Mais aussi,l'appro
he a
oustique non linéaire est un outil prometteur pour 
omprendre leur stru
ture et per
er lari
hesse des 
omportements observés.Dans les milieux granulaires, alors que les méthodes d'a
oustique linéaire fournissent des mesurespour lesquelles la réponse des 
onta
ts fortement 
hargés prédomine, les méthodes d'a
oustique non li-néaire ont démontré une plus forte sensibilité aux 
onta
ts faiblement 
hargés. En e�et, la 
ontributiond'un 
onta
t individuel à la non-linéarité du milieu granulaire est plus forte pour un 
onta
t faiblement
hargé que pour un 
onta
t fortement 
hargé. Pour 
ette raison, le 
oe�
ient de non-linéarité quadra-tique des matériaux 
ontenant des 
onta
ts internes peut être 103 à 104 plus élevé que dans un solidehomogène. Tout 
e
i indique 
lairement le potentiel des développements des appro
hes d'a
oustiquenon linéaire pour la 
ara
térisation des milieux granulaires, à travers l'évaluation de la distributionstatistique de for
es de 
onta
ts par exemple.La 
onsidération physique 
lef qui motive 
ette étude est le fait que les faibles 
onta
ts (faiblementpré-
ontraints) dans le milieu granulaire sont 
eux qui sont le plus fortement non linéaires. Il est alorsproposé de développer des méthodes d'a
oustique non linéaire de 
ara
térisation de la statistique des
onta
ts dans le milieu. Ce
i est e�e
tué durant des pro
essus de 
ompa
tion, où l'état stru
tural del'empilement évolue ave
 les vibrations imposées. Il est attendu que les méthodes d'a
oustique nonlinéaire renseignent sur l'évolution de la distribution de for
e de 
onta
ts et permettent de mieuxmaîtriser l'élasti
ité du matériau.



Introdu
tion 3Cette thèse est 
omposée de quatre 
hapitres. Le premier 
hapitre a pour obje
tif de présenter demanière générale la propagation a
oustique au sein des milieux granulaires. Après la des
ription de lamé
anique du 
onta
t entre deux billes élastiques à travers le modèle de Hertz-Mindlin, la propagationa
oustique dans les milieux granulaires est abordée dans le 
as unidimensionnel d'une 
haîne de billespré
ontraintes. En�n, les 
ara
téristiques des milieux granulaires non 
onsolidés sont dis
utées, ainsique l'intérêt d'employer des méthodes d'a
oustique non linéaire.Le se
ond 
hapitre est 
onsa
ré à la 
ompa
tion des milieux granulaires. Le dispositif expérimental
onçu pour 
ompa
ter un ensemble granulaire est présenté, ainsi que les propriétés 
lassiques de réar-rangements de 
es milieux. En�n, la 
ara
térisation de l'empilement est abordée au moyen de fon
tionsde réponse en fréquen
e pour la transmission a
oustique à travers le milieu.Dans le troisième 
hapitre, des méthodes d'a
oustique non linéaire sont employées pour 
ara
tériserle milieu. Le 
omportement non linéaire du milieu granulaire est analysé à partir de résultats expéri-mentaux, en parti
ulier par la mesure des parties élastiques et dissipatives du paramètre non linéairehystérétique. Un modèle dis
utant de la physique des éléments mi
romé
aniques du milieu granulaireet de leurs 
ontributions aux non-linéarités a
oustiques analyse l'évolution qualitative et quantitativede paramètres a
oustiques au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion. Il en dé
oule des impli
ations sur ladistribution de for
es de 
onta
t.En�n, dans le dernier 
hapitre, l'in�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustique estétudiée au moyen d'une modélisation analytique et numérique. La propagation d'ondes a
oustiquestransverses est analysée dans un réseau granulaire 
ubique simple, périodiquement 
hargé par des
haînes de for
es. Le développement de 
as limites du modèle et la résolution numérique permetd'obtenir les di�érents modes de vibration du réseau et d'interpréter l'e�et d'une modulation élastiquedu système (
ara
térisant les 
haînes de for
e) sur la propagation d'ondes.





Chapitre 1Propagation a
oustique dans les milieuxgranulaires
1.1 Introdu
tionLes 
omportements mé
aniques des milieux granulaires dépendent des intera
tions des grainsentre eux mais aussi des grains ave
 leur environnement (le �uide saturant, les parois, . . .). Lorsquel'intera
tion ave
 le �uide saturant l'espa
e inter-grains est négligeable, le milieu granulaire est dit"se
". Les intera
tions sont alors réduites aux 
onta
ts entre grains (éventuellement ave
 frottements,
ho
s, . . .) et ave
 les parois du ré
ipient. Ce premier 
hapitre, à 
ara
tère introdu
tif, regroupeles notions de base de la mé
anique des 
onta
ts et de la propagation a
oustique dans les milieuxgranulaires, utiles pour la 
ompréhension de la suite du do
ument. Après l'étude de l'intera
tion entredeux sphères élastiques, des éléments de la propagation a
oustique dans la 
on�guration d'une 
haîne debilles unidimensionnelle sont examinés. Les 
ara
téristiques géométriques et a
oustiques (propagationdes 
ontraintes) des milieux granulaires non 
onsolidés sont dis
utées. Les non-linéarités potentiellessus
eptibles d'apparaître dans les milieux granulaires sont présentées. En�n, une appro
he su

in
tedes problèmes a
tuels de la physique des milieux granulaires est réalisée.



6 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulaires1.2 Comportements mé
aniques des 
onta
tsLe 
omportement ma
ros
opique des milieux granulaires se
s est en partie 
onditionné par lespropriétés mé
aniques des 
onta
ts inter-grains. En e�et, la grande variété des manifestations exhibéessous solli
itations extérieures est largement déterminée par la nature des intera
tions mé
aniques entreparti
ules et ave
 les parois. Dans 
e travail de thèse, une simpli�
ation forte pour le milieu granulaireest la prise en 
ompte de grains sphériques et de tailles identiques. La des
ription de l'intera
tionmé
anique entre deux sphères élastiques de même rayon soumises à une for
e normale, introduite dansles années 1880 par la théorie de Hertz [41℄, permet de relier la for
e normale agissant entre deuxsphères au dépla
ement relatif de leurs 
entres [41℄. Par la suite, 
ette théorie a été étendue au 
asd'une for
e tangentielle entre deux sphères [61℄. Cette théorie, bien véri�ée expérimentalement [41℄, estun point de départ de la 
ompréhension de la physique de 
es milieux.1.2.1 Conta
t de HertzConsidérons tout d'abord le 
as de deux sphères en 
onta
t soumises à une for
e normale N .Hertz [41℄ a pour la première fois utilisé l'élasti
ité linéaire des milieux 
ontinus pour 
al
uler larelation for
e/dépla
ement entre deux sphères en 
onta
t. Lorsque deux sphères entrent en 
onta
tsans déformation, le 
onta
t est initialement pon
tuel, ou linéique pour l'intera
tion de deux 
ylindresou d'un 
ylindre ave
 un plan. Dans le 
as général où la forme de la surfa
e de 
onta
t n'est pas 
onnueave
 
ertitude, la surfa
e de 
onta
t, une fois les 
orps 
hargés, est une ellipse. En ne 
onsidérant quedes solides de révolution, la surfa
e de 
onta
t est un 
er
le de rayon a. La zone de 
onta
t, petite
omparée aux dimensions des deux solides, augmente à mesure que la 
harge 
roît. Cette zone est lesiège de fortes 
ontraintes qui n'in�uen
ent pas la forme des solides en 
onta
t. Chaque 
orps est alors
onsidéré 
omme un demi-espa
e élastique linéaire 
hargé sur une région elliptique de sa surfa
e plane.Par 
onséquent, les 
ontraintes 
on
entrées sur la zone de 
onta
t peuvent être traitées séparément duproblème élastique de la distribution de 
ontraintes des deux 
orps. Pour deux solides de révolution en
onta
t, les hypothèses de la théorie de Hertz sont :� une surfa
e de 
onta
t petite devant la dimension des sphères de rayon R, 
'est-à-dire a ≪ R,� l'absen
e de frottements au niveau du 
onta
t pour que seule une for
e normale puisse setransmettre à travers la zone de 
onta
t,� des surfa
es de 
onta
t 
ontinues et non 
onformes,� des solides 
onsidérés 
omme des demi-espa
es élastiques semi-in�nis.Le problème du 
onta
t entre deux sphères élastiques 
hargées par une for
e normale, étendu au 
asave
 for
e tangentielle, est illustré sur la �gure 1.1(a). Le problème 
onsidéré dans la suite est limitéau 
as du 
onta
t entre deux sphères de même rayon R.
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Fig. 1.1 � (a) Conta
t entre deux sphères élastiques soumises à une for
e normale FN et une for
etangentielle QT . (b) Représentation de l'aire du 
onta
t de rayon a illustrant le phénomène de "sti
k-slip".Pour deux sphères élastiques de rayon R soumises à une for
e de 
ompression FN , le rayon a du
er
le de 
onta
t et le dépla
ement relatif U (n) des deux sphères s'é
rivent [41℄ :
a = (3FN R

4E∗ )1/3, (1.1)
U (n) = a2

R = (
9F 2

N

16RE∗2 )1/3, (1.2)ave
 E∗ = E/2(1 − ν2), où E et ν sont respe
tivement le module d'Young et le 
oe�
ient de Pois-son des matériaux en 
onta
t. La relation for
e/dépla
ement (1.2) est intrinsèquement non linéaire
U (a) ∼ F

2/3
N , et il est alors possible de s'attendre à des e�ets importants de non-linéarités sur la pro-pagation d'ondes de 
ompression dans 
e type de milieux. Dans le 
adre de 
ette étude, la plupart desexpérien
es d'a
oustique est réalisée ave
 des billes de verre de rayon R = 1 mm, de module d'Young

E ≃ 65 GPa et de 
oe�
ient de Poisson ν ≃ 0.25. Pour le milieu granulaire non 
onsolidé, la 
ontraintemoyenne dans la 
on�guration la plus utilisée est estimée à 3 kPa, soit une for
e normale moyenneentre deux billes de 9, 5.10−3 N . Pour 
ette valeur, le rayon de la surfa
e de 
onta
t vaut a ≃ 6 µmet le dépla
ement normal relatif entre sphères U (n) ≃ 35 nm. L'hypothèse de petite zone de 
onta
tpar rapport au rayon de la sphère est respe
tée. La déformation asso
iée à la zone de 
onta
t s'é
rit
omme le rapport du dépla
ement normal relatif entre sphères sur le rayon de 
elles-
i ε = U (n)/2R.Cette déformation est de l'ordre de ε ≃ 1, 7.10−5. Pour éviter la fra
turation des grains, la �ssurationou tout autre phénomène irréversible, il faut se situer en-dessous du seuil de déformation plastique duverre. Ce seuil de plasti
ité 
orrespond à une déformation pro
he de 10−4, 
e qui assure l'intégrité desbilles de verre.



8 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulaires1.2.2 Modèle de Hertz-MindlinLa des
ription de l'intera
tion entre deux sphères se 
omplique en présen
e d'une for
e tangentielle
QT . L'intera
tion élastique entre deux sphères a été étendue au 
as d'une for
e oblique [61, 62℄,for
e dé
omposée en une 
omposante normale et une tangentielle. Ce 
as d'étude est illustré sur la�gure 1.1(a). Cette 
omposante tangentielle est à l'origine d'une déformation élastique à l'interfa
e.Deux situations sont envisageables suivant l'amplitude de la for
e tangentielle : les sphères restenten 
onta
t sur la zone de rayon a ou alors il y a glissement au niveau du 
onta
t. C'est au 18emesiè
le qu'Amontons et Coulomb ont posé les lois phénoménologiques du frottement. L'origine physiquedu frottement fait intervenir un ensemble très large de phénomènes : rugosité des surfa
es, élasti
ité,adhésion, humidité, thermoélasti
ité, . . .. Un objet statique soumis à une for
e normale FN et unefor
e tangentielle QT ne se dépla
e pas tant que la for
e tangentielle respe
te |QT | < µs|FN |, ave

µs le 
oe�
ient de fri
tion statique. Si le solide est en mouvement, la for
e de tra
tion né
essairepour assurer un mouvement à vitesse 
onstante est dé�nie par |QT | = µd|FN |, ave
 µd le 
oe�
ientde frottement dynamique. Ces 
oe�
ients de frottements µs et µd, introduits par Euler au milieu du
18eme siè
le, respe
tent toujours µd < µs. Dans le 
as sans glissement, 
'est à dire |QT | < µs|FN |, larelation entre la for
e tangentielle QT et le dépla
ement tangentiel U (t) s'é
rit :

U (t) =
QT

4a
(
2 − ν

G
), (1.3)ave
 G le module de 
isaillement du matériau 
onstituant les billes. Cette relation for
e/dépla
ementtangentiel est linéaire.Lorsque l'on tire sur un objet frottant par l'intermédiaire d'un ressort, le mouvement n'est pastoujours uniforme mais peut être sa

adé (ou intermittent) : 
'est le phénomène de "sti
k/slip"1,ou adhésion/mi
roglissement. Ce mouvement 
omprend des périodes où l'objet résiste et ne bougepas (adhésion ou "sti
k") et des périodes où le seuil de résistan
e est dépassé et l'objet glisse sur une
ertaine distan
e (glissement partiel ou "slip"). Les deux phases du mouvement re�ètent deux étatsdistin
ts du système : la phase statique qui est sous 
ontr�le du frottement statique µs entre l'objet etla surfa
e, et la phase de glissement ("slip") qui 
orrespond au mouvement de l'objet sous l'a
tion d'unressort. Pour les milieux granulaires, le phénomène de "sti
k/slip" se traduit par un 
onta
t entre deuxsphères entouré d'un anneau où se produit le mi
ro-glissement ("slip"), illustré sur la �gure 1.1(b).Dans 
e 
as le dépla
ement tangentiel entre sphères s'é
rit :

U (t) =
3µsFN

8a
(
2 − ν

G
)[1 − (1 − QT

µsFN
)2/3], (1.4)ave
 µs le 
oe�
ient de fri
tion statique du matériau 
onstituant les billes. La relation entre dépla-
ement tangentiel et for
e normale ou tangentielle est non linéaire et 
onduit à un 
omportementhystérétique selon le 
hargement du 
onta
t [41℄. Les 
onta
ts exhibant du glissement peuvent alorsêtre sour
es de non-linéarités de type hystérétique pour le milieu granulaire.1Les termes sti
k et slip, dé
rivant respe
tivement les phénomènes d'adhésion et de mi
roglissement, sont très utilisésen mé
anique des 
onta
ts. Ces angli
ismes seront utilisées dans la suite du do
ument.



1.3 Modèle unidimensionnel de propagation a
oustique : la 
haîne de billes 91.3 Modèle unidimensionnel de propagation a
oustique : la 
haîne debillesAprès l'introdu
tion de la mé
anique du 
onta
t entre deux sphères par la théorie de Hertz, ilapparaît que la relation entre la for
e exer
ée entre deux billes et le dépla
ement relatif de 
elles-
iest non linéaire. Ce modèle de 
onta
t est la base de la des
ription de la propagation d'ondes dans lesmilieux granulaires et des e�ets non linéaires attendus. Pour appréhender la propagation a
oustiqueau sein de 
es milieux, un système unidimensionnel ordonné est une modélisation simple d'un milieugranulaire réel. Mais le 
ara
tère simpli�é de 
ette modélisation permet tout de même la 
ompréhensionpar des appro
hes analytiques de l'in�uen
e du 
ara
tère dis
ret d'un milieu granulaire et des e�ets dela pression statique.En respe
tant les hypothèses de la théorie de Hertz, 
'est-à-dire des 
ontraintes lo
alisées au niveau du
onta
t et des petites déformations, il est possible de modéliser une 
haîne de billes sous pré
ontraintepar une 
haîne de masses pon
tuelles reliées par des ressorts non linéaires de raideur K obéissant à lathéorie de Hertz. Les fréquen
es 
onsidérées doivent être très inférieures à la fréquen
e de résonan
ed'une bille (onde de volume dans le matériau), mais les longueurs d'ondes a
oustiques dans la 
haînede bille peuvent être 
omparables à la distan
e entre parti
ules. Les fréquen
es a
oustiques sont alorspetites devant les modes de vibrations d'une bille, assurant des phénomènes quasi-statiques au niveaudes 
onta
ts. Cette analogie est représentée sur la �gure 1.2.
Bille de masse m

FN FN

m m m m m m m m m m FNFN
K K K K K K K K KConta
t de raideur K

Fig. 1.2 � Chaîne unidimensionnelle de billes soumise à une for
e de 
ompression N et son réseauéquivalent masses-ressorts en approximation quasi-statique.En l'absen
e de dissipation, la dynamique de la 
haîne est dé
rite par une équation di�érentiellenon linéaire [15℄ :
∂2Un

∂t2
=

√
2RE

3m(1 − ν2)
[(δ0 − (Un − Un−1))

3/2 − (δ0 − (Un+1 − Un))3/2], (1.5)ave
 Un le dépla
ement de la bille n par rapport à sa position d'équilibre et δ0 la variation de distan
eentre les deux 
entres de sphères adja
entes soumises à une for
e normale FN par rapport à la distan
esans for
e 2R.



10 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulaires1.3.1 Relation de dispersionPour de faibles déformations a
oustiques, l'équation (1.5) est linéarisée dans la limite |Un −Un1
| ≪

δ0 et les 
onta
ts sont représentés par des raideurs K0 de valeur
K0 =

3

4
(RFN )1/3(

4E

3(1 − ν2)
)2/3. (1.6)Le problème se résume maintenant à une 
haîne de masses pon
tuelles reliées par des raideurs identiqueslinéaires, 
'est-à-dire ne dépendant pas des paramètres de l'onde. En introduisant un dépla
ement dela forme Un = Aeiωt−2kRn pour une onde a
oustique de pulsation ω et de nombre d'onde k dansl'équation (1.5), la relation de dispersion dans l'approximation linéaire est obtenue

ω = 2

√
K0

m
| sin(kR)|. (1.7)
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π

permisePulsationno
rmaliséeω/ω

c interdite
bande

bande
Pulsationno
rmaliséeω/ω

c

(a) (b)0

1

2π0
1

0

0.5
0−2π −π π

2kR 2kRFig. 1.3 � (a) Courbe de dispersion ω = ω(k) de la 
haîne unidimensionnelle de billes. (b) Courbe dedispersion limitée à la première zone de Brillouin 0 ≤ 2kR ≤ π. La fréquen
e de 
oupure ω/ωc = 1délimite la bande de pulsation des ondes propagatives et la bande interdite où les modes a
oustiquessont évanes
ents.La fon
tion ω = ω(k) est périodique, 
ompte tenu de la périodi
ité de l'équation (1.7). La 
ourbe dedispersion peut alors être limitée aux nombres d'ondes k 
ompris entre 0 et π/2R (voir la �gure 1.3(b)).Limiter le nombre d'onde k sur 
et intervalle 
onsiste à se pla
er dans la première zone de Brillouindu réseau ré
iproque du système périodique 
onsidéré [11℄. A partir de l'équation (1.7), les pulsationspermises pour la propagation d'ondes a
oustiques dans le réseau unidimensionnel sont inférieures à lapulsation de 
oupure
ωc = 2

√
K0

m
, (1.8)qui est la pulsation maximale au delà de laquelle les modes propagatifs deviennent évanes
ents. Pour 
esystème unidimensionnel périodique, une bande interdite pour la propagation d'ondes existe pour lespulsations ω > ωc. Ce 
omportement bien 
onnu de la propagation d'ondes dans des milieux périodiques



1.3 Modèle unidimensionnel de propagation a
oustique : la 
haîne de billes 11unidimensionnels servira de base à l'étude de la propagation d'ondes dans un milieu granulaire 
ubiqueréalisée au 
hapitre 4.En reportant la raideur des 
onta
ts (1.6) dans la pulsation de 
oupure (1.8), la fréquen
e de 
oupurede la 
haîne exprimée en fon
tion des paramètres du réseau est obtenue [16℄
fc =

3F
1/6
N

4π3/2ρ1/2R4/3
(

4E

3(1 − ν2)
)1/3, (1.9)ave
 ρ la masse volumique de 
haque bille. Pour ρ = 2500 kg/m3 et les paramètres utiliséspré
édemment (E ≃ 65 GPa, ν ≃ 0.25, R = 1 mm, FN = 9, 5.10−3 N), la fréquen
e de 
oupureestimée pour une 
haîne de billes dans notre 
on�guration est de l'ordre de 50 kHz. La 
ourbe dedispersion, tra
ée sur la �gure 1.3(b), donne une information supplémentaire sur la vitesse de phasede l'onde a
oustique cφ = ω/k et la vitesse de groupe d'un paquet d'ondes cg = ∂ω/∂k. Dans la limitebasse fréquen
e ω/ωc ≪ 1, les vitesses de phase et de groupe sont égales

cφ ≃ cg ≃ 3F
1/6
N

2
√

πρR1/3
(

4E

3(1 − ν2)
)1/3, (1.10)et dépendent de la for
e de 
ompression de la 
haîne 
omme N1/6. Cette dépendan
e de la vitesse desondes en puissan
e 1/6 de la for
e appliquée a été retrouvée expérimentalement [16℄ pour des 
haînesde billes de diamètres identiques. Lorsque la pulsation ω tend vers la pulsation de 
oupure ωc, la pentede la 
ourbe de dispersion s'annule et la vitesse de groupe tend vers 0. L'énergie ne se propage plusdans la 
haîne, les modes deviennent évanes
ents. Pour des fréquen
es a
oustiques très supérieuresà la fréquen
e de 
oupure fc de la 
haîne de billes (typiquement f ≃ 10fc), les longueurs d'ondesa
oustiques des modes de volume des billes sont 
omparables au diamètre d'une bille. Les modes devibrations radiales d'une bille apparaissent ainsi que des ondes de surfa
e de Rayleigh [18℄. Ce travailse situe dans des gammes de fréquen
es où 
es modes ne peuvent pas apparaître.1.3.2 Ondes non linéaires et solitonsLa relation de dispersion (1.7) est obtenue par approximation linéaire, don
 pour de faiblesamplitudes a
oustiques. Un 
as limite intéressant de 
ette approximation est la 
as où la for
e de
ompression de la 
haîne est nulle FN = 0. Dans 
e 
as, les 
onta
ts ne sont plus pré
ontraintset le passage d'ondes a
oustiques de très faible amplitude entraîne irrémédiablement l'ouverture des
onta
ts. Les ondes a
oustiques purement linéaires ne peuvent plus se propager dans la 
haîne de billes.Ce phénomène a été appelé "vide sonique" [65℄ et seule une propagation non linéaire des ondes peutse produire. L'étude de la propagation d'ondes non linéaires dans un réseau unidimensionnel de billessous 
ontrainte a été étudié théoriquement, numériquement [65℄ et expérimentalement [50℄. La limitefortement non linéaire (ou fortement anharmonique) de l'équation (1.5) 
orrespond à |Un−Un−1| >> δ0et se réfère à des ex
itations a
oustiques d'amplitudes très supérieures à la for
e statique N appliquéesur la 
haîne. Dans la limite 
ontinue où la taille 
ara
téristique des perturbations est très supérieure aurayon des billes, l'existen
e d'ondes non linéaires parti
ulières a été prédite [65℄. Ces ondes se propagent



12 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulairesen 
onservant leur forme sur une distan
e de propagation grande devant leur taille, sont supersoniques(se propagent à une vitesse supérieure à la vitesse du son dans la 
haîne de billes). Ces ondes nonlinéaires sont appelées des solitons.1.4 Propriétés et problèmes a
tuels des milieux granulaires non
onsolidésL'ensemble des résultats présentés sur la mé
anique des 
onta
ts et la propagation a
oustique dansune 
haîne de billes fournit des éléments de 
ompréhension sur les phénomènes plus 
omplexes quiapparaissent dans les milieux granulaires réels tridimensionnels. Tout d'abord, l'étude du modèle deHertz-Mindlin a mis en éviden
e le 
ara
tère non linéaire à l'é
helle mi
ros
opique du 
onta
t entredeux sphères, ainsi que la possibilité de glissement au niveau des 
onta
ts. Une 
haîne unidimensionnellede sphères obéissant à la loi de Hertz a ensuite montré l'existen
e d'une fréquen
e de 
oupurepour la propagation d'ondes a
oustiques au sein de la 
haîne et d'ondes non linéaires (solitons) sepropageant dans le réseau. Il est alors attendu qu'un milieu granulaire réel tridimensionnel présente desphénomènes non linéaires par extension du modèle mi
ros
opique de Hertz à l'é
helle ma
ros
opique del'empilement. Tout d'abord, di�érents assemblages granulaires sont présentés ainsi que l'e�et du �uideenvironnant les grains. La statique d'un empilement granulaire aléatoire est abordée en présentant ledésordre inhérent à une telle stru
ture. Les non-linéarités a
oustiques sus
eptibles d'apparaître dans
es milieux sont présentées, avant un exposé non exhaustif des enjeux et problèmes a
tuels de la
ompréhension physique de 
es milieux.1.4.1 E�ets du �uide environnantUn milieu granulaire est 
omposé de grains mais aussi d'un �uide saturant 
es grains. Dans
ette étude 
e �uide saturant est l'air. Il est alors important d'identi�er l'in�uen
e de 
e �uide surle 
omportement de l'empilement granulaire. En e�et, une ex
itation a
oustique transmise par destransdu
teurs se propage à la fois dans les grains et dans le �uide. Un 
ouplage entre les modessolidiens (où l'énergie est transmise à travers les grains) et les modes aériens (où l'énergie est transmiseà travers le �uide saturant) peut apparaître. Cependant 
e 
ouplage peut s'avérer très peu e�
a
eet n'a�e
ter que faiblement la propagation a
oustique. La présen
e d'un �uide ou d'un gaz dans lesintersti
es du milieu se traduit par un amortissement dû à la vis
osité du �uide (ou du gaz), don
par une perte d'énergie due aux frottements visqueux. Il est possible de quanti�er l'importan
e de 
esfor
es de vis
osité par rapport à l'énergie 
inétique ou potentielle pour une parti
ule, à l'aide d'unnombre de Reynolds e�e
tif [20℄
Re ∼

ρ

η
Rv, (1.11)ave
 ρ la masse volumique des parti
ules de rayon R, et v la vitesse dans le �uide de vis
osité η. Cenombre de Reynolds représente le rapport de l'énergie 
inétique d'une parti
ule sur le travail de lafor
e visqueuse pour une longueur 
ara
téristique équivalente au rayon d'une sphère. Pour des grains



1.4 Propriétés et problèmes a
tuels des milieux granulaires non 
onsolidés 13millimétriques utilisés dans 
ette étude, quanti�ons à l'aide de 
e rapport les intera
tions parti
ule-�uide dans le 
as de l'eau et de l'air. Pour des valeurs typiques de déformation ε ≃ 10−5 et de vitessedes ondes c ≃ 2.10−2 dans nos expérien
es, la vitesse d'une parti
ule est estimée à v = εc ≃ 2.10−3

m/s. Un 
al
ul appro
hé du nombre de Reynolds dans l'eau (de vis
osité η ≃ 10−3), pour des grainsde diamètre 2 mm en verre (soit ρ = 2500 kg/m3) dotés d'une vitesse v ≃ 2.10−3 m/s, donne R ≃ 5.L'énergie perdue par frottements est alors du même ordre que l'énergie 
inétique de la parti
ule. Dansl'air (ave
 ηeau ≃ 102ηair), l'énergie 
inétique est 104 supérieure aux frottements visqueux, et lesintera
tions parti
ule-�uide sont alors 
onsidérées 
omme négligeables.1.4.2 Géométrie des assemblages granulairesUne manière simple pour obtenir un empilement granulaire est de verser des grains dans unré
ipient. Nous restreindrons la des
ription de 
es assemblages aux empilements de sphères de mêmediamètre. Sans pré
aution parti
ulière, l'empilement produit sera aléatoire, 
'est à dire qu'au
un ordreà grande é
helle (relativement au diamètre d'un grain) existe. Si au 
ontraire la disposition des grainsest 
ontr�lable, il est possible de 
réer des arrangements granulaires réguliers.

0.56 ≤ Φ ≤ 0.64

Désordonné
Φ = 0.52

Cubique simple
Φ = 0.68

Cubique 
entré

Φ = 0.74

nc = 6 nc = 8 nc = 12

nc = 12 4 ≤ nc ≤ 8

Cubique fa
es 
entrées
Φ = 0.74

Hexagonal 
ompa
t

Fig. 1.4 � Représentation des di�érents assemblages granulaires réguliers et désordonné ainsi que leurspropriétés géométriques asso
iées.Il est aussi possible de réaliser naturellement de tels 
ristaux granulaires (
ristaux 
olloïdaux, opalessynthétiques). Ces arrangements réguliers (
ubique simple, 
ubique 
entré, 
ubique fa
es 
entrées ethexagonal 
ompa
t) possèdent un ordre à 
ourte distan
e, 
e qui assure une répartition des 
ontraintes



14 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulaireshomogènes au sein du milieu sous l'a
tion d'une 
ontrainte isotrope. Dans le 
as idéal, 
haque 
onta
tsera ainsi 
hargé de manière égale. Pour 
omprendre les propriétés des matériaux granulaires et le r�ledes vides entre les grains, la 
ompa
ité et la 
oordinen
e (ou nombre de 
oordination nc) du milieusont des paramètres parmi les plus utilisés. La 
ompa
ité du milieu est le rapport du volume o

upépar les billes au volume total ; le nombre de 
oordination est le nombre de 
onta
ts d'une bille ave
 sesvoisines. Le nombre de 
onta
ts d'une bille ave
 ses voisines permet une mesure topologique simple del'empilement, sur sa stabilité et sa 
ohésion (résistan
e). Les premières études sur la stabilité de 
esstru
tures ont été réalisées par Lagrange et Maxwell, ave
 
omme hypothèse l'équilibre entre le nombrede degrés de liberté du système et le nombre de 
ontraintes. Considérons par exemple N billes de tailleidentique sous arrangement 
ubique. Il faut 
ompter 3N degrés de liberté (pour 3 translations) et
nc

2 N 
ontraintes (une for
e normale par billes, partagée entre deux billes). L'équilibre statique impose
nc = 6, qui est le nombre de 
onta
ts par billes pour l'arrangement 
ubique simple. Les valeurs de
ompa
ité et de nombre de 
oordination pour les quatre assemblages réguliers ainsi que l'assemblagedésordonné sont présentées sur la �gure 1.4. Il est à noter que les assemblages 
ubiques fa
es 
entréeset hexagonal possèdent une 
ompa
ité de 74% et un nombre de 
oordination de 12, qui sont les valeursles plus élevées pour des empilements de sphères de même diamètre. Nous reviendrons plus en détaildans le 
hapitre 2 sur les valeurs de 
ompa
ités des empilements aléatoires.1.4.3 Désordre des empilements granulairesEn versant un sa
 de billes dans un ré
ipient, l'empilement 
réé est désordonné. Ce milieugranulaire s'é
arte des réseaux granulaires réguliers étudiés auparavant par une répartition de for
esinhomogène au sein du de l'empilement. Lorsqu'une 
ontrainte est appliquée sur la surfa
e supérieured'un empilement, la distribution des 
ontraintes au sein du milieu est fortement inhomogène. Ené
lairant un système bidimensionnel de grains entre deux polariseurs 
roisés [86℄, il est possibled'observer des réseaux de fortes 
ontraintes sur une longueur de quelques billes. Ce sont les 
haînesde for
e, ou "voûtes". Au 
ontraire il existe des régions de l'empilement dans lesquelles les grainssont très peu 
ontraints. Ainsi 
ertains grains ne sont presque pas sous 
ontrainte, alors que d'autressupportent une majeure partie de la 
harge appliquée. Les 
onta
ts supportant une grande partie dela 
ontrainte seront dorénavant nommés 
onta
ts forts, tandis que les 
onta
ts peu 
ontraints jouantle r�le de spe
tateurs seront appelés 
onta
ts faibles. Des simulations numériques [74℄ permettent deretrouver le 
omportement d'un empilement statique et la répartition entre des 
onta
ts forts et faibles.L'orientation des 
onta
ts faibles est alors isotrope pour un arrangement bidimensionnel de disques, et
elle des 
onta
ts forts 
orrespond à la dire
tion des voûtes. Dans une 
on�guration verti
ale où seule lagravité 
ontraint l'empilement, le réseau de 
ontraintes est orienté verti
alement [24℄. La �gure 1.5(a)illustre 
ette 
ara
téristique des milieux granulaires désordonnés.Il apparaît dès lors qu'une 
ompréhension des phénomènes physiques se déroulant dans un milieugranulaire ne peut être disso
iée de la 
onnaissan
e de la répartition des for
es entre 
onta
ts au seindu milieu. Il s'avère ainsi né
essaire de 
onnaître la distribution de 
onta
ts, qui représente le nombrede 
onta
ts dans le milieu en fon
tion de leur déformation statique (ou la 
ontrainte statique). Dans la
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onsolidés 15suite, la déformation statique des 
onta
ts est normalisée par rapport à la déformation statique moyenne
ε0 et sera 
ara
térisée par le paramètre ν = εcontact/ε0. La forme de 
ette distribution de 
onta
ts estprin
ipalement a

essible expérimentalement pour les fortes déformations statiques et don
 pour les
onta
ts forts. Une méthode de mesure est la déte
tion au papier 
arbone [63, 54℄ de tra
es laissées parles billes sur les parois du ré
ipient, tra
es dont la surfa
e est liée à la for
e statique des 
onta
ts. Cetteméthode, relativement pré
ise pour les for
es de grande amplitude, montre que la distribution de for
esuit une loi de type exponentiel. D'autres expérien
es, par photoélasti
imétrie [36℄ par exemple, ont
on�rmé 
e résultat mais en général [24℄, 
es méthodes ne peuvent permettre de mesures �ables pourdes déformations statiques normalisées inférieures à ν = 0.1. Les simulations numériques [75, 74℄ ontégalement été réalisées et permettent, 
ontrairement aux expérien
es, d'a

éder à la distribution despetites for
es statiques. Dans 
es simulations, le nombre de 
onta
ts faibles est légérement supérieurau nombre de 
onta
ts forts qui ne réprésentent que 40% des 
onta
ts dans le milieu.Pour résumer, la distribution de déformations de 
onta
ts est bien établie pour les grandesdéformations statiques et est 
ara
térisée par une loi exponentielle :

n(ν) = e−α1(ν−1)α2

ν ≥ 1, (1.12)ave
 les valeurs des 
onstantes α1 et α2 pro
hes de l'unité. La �gure 1.5 représente l'allure de di�érentesdistributions de déformations de 
onta
ts pour les faibles déformations statiques. Il reste en
ore àétablir le 
omportement de 
ette distribution aux faibles déformations statiques : plateau, divergen
eou distribution qui tend vers zéro.

110−110−2 10Déformation statique des 
onta
ts ν

Déformation statique moyenne
Conta
ts forts

Conta
ts faibles

des
onta

tsn(ν)

Distributio
ndedéfor
mation

(a) (b)

FN FN

Fig. 1.5 � (a) Représentation du réseau de 
haînes de for
e dans un empilement granulaire sous
ontrainte statique uniaxiale. (b) Distribution de déformations de 
onta
ts. Pour ν > 1, la distributionest bien modélisée dans la littérature ; pour ν < 1, di�érentes distributions de 
onta
ts faibles sontproposées mais non a

essibles expérimentalement.Ces notions de 
haînes de for
e et 
onta
ts forts ou faibles sont les notions 
lefs de la 
ompréhension



16 1 Propagation a
oustique dans les milieux granulairesde la propagation des 
ontraintes dans les matériaux granulaires dont une illustration (à enjeuxindustriels) est le 
as du silo abordé 
i-dessous.1.4.4 Le silo à grainsUn expérien
e 
lassique [14℄ pour 
ara
tériser l'e�et des voûtes au sein d'un empilement granulaireest illustrée sur la �gure 1.6. Un ré
ipient (le silo) est rempli ave
 une masse Mv de grains. Si le fond duré
ipient est indépendant des parois, alors la masse mesurée au fond du ré
ipient est la masse apparentede l'empilement. La même expérien
e dans un �uide montrerait une égalité de 
es deux masses, 
'est-à-dire une 
ontrainte statique linéairement dépendante de la profondeur z dans le ré
ipient. Cependant,en versant des grains, il apparaît que la masse apparente mesurée n'est qu'une fra
tion de la masseversée. Tout le poids des grains ne repose pas sur le fond. Par 
onséquent une partie du poids des grainsest supporté par les parois. A partir d'une hauteur d'empilement égale au diamètre du ré
ipient, lesgrains s'organisent de façon à former des 
haînes de 
ontraintes orientées vers les parois du ré
ipient.Les 
ontraintes verti
ales sont alors prin
ipalement supportées par fri
tion au niveau des parois [14℄.
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(a) (b)Fig. 1.6 � (a) Illustration du problème du silo à grains par mesure de la masse apparente des grains àla base du ré
ipient. (b) Déviation de la masse mesurée sur le fond par rapport au modèle �uide.Un modèle, largement utilisé dans la littérature, dé
rivant la propagation des 
ontraintes dans unré
ipient est le modèle de Janssen [14℄. Pour dé
rire l'évolution de la masse apparente en fon
tionde la masse versée, 
e modèle 
onsidère des 
ontraintes indépendantes de la position horizontale etuniquement fon
tion de la profondeur z. La prise en 
ompte de la fri
tion aux parois est supposéepleinement mobilisée. La 
ontrainte de 
isaillement σxz est déterminée par la relation de fri
tionaux parois σxz = tan(φ)σxx, ave
 φ l'angle de fri
tion entre les grains et les parois. En�n, les
ontraintes horizontales sont supposées proportionnelles aux 
ontraintes verti
ales par un fa
teur deproportionnalité K appelé 
onstante de Janssen. L'équilibre des for
es sur une tran
he ∆z de masse



1.4 Propriétés et problèmes a
tuels des milieux granulaires non 
onsolidés 17
Mc = ρA∆z, où A est l'aire de la surfa
e horizontale et ρ la masse volumique des grains, permetd'obtenir la relation

Ma = M∞[1 − e−
Mv
M∞ ], (1.13)ave
 M∞ la masse vers laquelle tend la masse apparente lorsque la masse versée est grande. Cettemasse limite est de la forme M∞ = Mc/αK tan(φ), ave
 α un fa
teur de dimensionalité.Pour résumer, les milieux granulaires exhibent des 
omportements parti
uliers, qu'ils soient géomé-triques (désordre géométrique des 
onta
ts) ou en rapport ave
 la propagation des 
ontraintes (
haînesde for
e, distribution de déformations de 
onta
ts). L'étude d'un empilement granulaire dans un ré
i-pient, identique au modèle de Janssen présenté 
i-dessus, est la base de la 
ompréhension de la statiquede 
es milieux. Les mesures a
oustiques permettent d'obtenir, entre autres, des informations sur l'élas-ti
ité du milieu sondé. Puisque le milieu granulaire est 
omposé de 
onta
ts (obéissant à la théorie deHertz) distribués sur une large gamme de déformations statiques, il est attendu une forte non-linéaritéa
oustique en 
omparaison des solides homogènes 
lassiques. Nous dis
utons dans 
ette se
tion desdi�érentes non-linéarités sus
eptibles d'apparaître au sein de 
es milieux.1.4.5 Les non-linéarités a
oustiquesLes milieux granulaires présentent des 
ara
téristiques non linéaires parti
ulières qui ne peuventpas s'expliquer par la théorie 
lassique de non-linéarité atomique [31℄. Les milieux granulaires doivent
es 
omportements à la présen
e d'in
lusions molles dans une matri
e plus rigide. Il a été dis
uté de ladistribution de 
onta
ts au sein de 
es milieux, ave
 la présen
e de 
onta
ts forts et de 
onta
ts faibles,jouant le r�le de spe
tateurs pour la propagation des 
ontraintes. Ces 
onta
ts faibles, de déformationstatique inférieure à la déformation statique moyenne des 
onta
ts du milieu, sont le siège de fortesdéformations sous l'appli
ation d'une 
ontrainte (a
oustique par exemple). Ce sont 
es in
lusions mollesqui 
réent la déviation du 
omportement élastique linéaire de la matri
e rigide 
omposée des 
onta
tsforts. La non-linéarité induite par 
es in
lusions molles, souvent 
ara
térisée par le paramètre de non-linéarité quadratique β, peut être 103 à 104 fois supérieure à 
elle observée dans les milieux homogènes(
omme l'air).Pour expliquer simplement l'origine de 
ette forte non-linéarité, un modèle unidimensionnel
omprenant des in
lusions molles [5, 89℄ a été développé. Le modèle unidimensionnel masse-ressortéquivalent au réseau de billes a déjà été étudié dans 
e 
hapitre. Pour analyser l'e�et des 
onta
ts faiblessur la propagation a
oustique et les non-linéarités du milieu, des raideurs faibles Ki (très inférieuresà 
elles de la matri
e rigide 
onstituée de 
onta
ts forts de raideur K) ont été introduites ave
 unedensité linéique νm. Ce modèle est illustré sur la �gure 1.7.Les raideurs faibles introduites sont petites par rapport aux raideurs des 
onta
ts forts, soit

Ki = µK ave
 µ ≪ 1. Dans le 
as de faible non-linéarité, la relation 
ontrainte/déformation desin
lusions souples peut s'é
rire :
σ = Eiε(1 +

∑

n

Γnεn−1), (1.14)
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t fort de raideur K Conta
t faible de raideur KiKKKiKKKKKiK
Fig. 1.7 � Modèle unidimensionnel masse-ressort ave
 prise en 
ompte d'in
lusions molles de raideur
Ki = µK.ave
 Ei le module d'élasti
ité de l'in
lusion et Γn le 
oe�
ient de non-linéarité d'ordre n. Pour les
onta
ts forts, la relation 
ontrainte/déformation est de la forme

σ = Eε(1 +
∑

n

Γnεn−1), (1.15)ave
 E le module d'élasti
ité des 
onta
ts forts. Après 
al
ul, il est possible de montrer [5, 89℄ que lemodule élastique moyen Emoy vaut Emoy = αEE ave

αE = (1 + νm/µ)−1, (1.16)et que le 
oe�
ient de non-linéarité moyen d'ordre n Γn,moy vaut Γn,moy = αΓΓn ave

αΓ =

1 + νm/µn

(1 + νm/µ)n
. (1.17)Le 
oe�
ient αE représente l'é
art du module d'élasti
ité linéaire en présen
e d'in
lusions au moduleélastique linéaire du milieu homogène. Le 
oe�
ient αΓ est l'é
art de la non-linéarité d'ordre n enprésen
e d'in
lusions à la non-linéarité 
lassique du milieu homogène. Les équations (1.16) et (1.17)indiquent que le paramètre de non-linéarité αΓ augmente très rapidement en présen
e d'une densitésu�sante d'in
lusions molles, jusque νm ≃ µ, alors que le paramètre élastique αE reste relativement
onstant. Par exemple, pour les valeurs νm = 10−1 et µ = 10−4, les paramètres linéaire et non linéaire(d'ordre 1) valent αE ≃ 1 et αΓ ≃ 103. Ce modèle simple permet de 
omprendre la grande sensibi-lité des méthodes non linéaires (sensibles aux 
oe�
ients non linéaires Γn) par rapport aux méthodeslinéaires (sensibles au module élastique linéaire du milieu) même pour une densité faible de 
onta
tsfaibles. Lorsque le nombre d'in
lusions molles est très important νm ≃ 1, le paramètre de non-linéarité

αΓ 
hute et les méthodes linéaires sont plus sensibles pour déte
ter la faible densité d'in
lusions mollesque les méthodes non linéaires.Ce modèle phénoménologique a permis de 
omprendre le fort potentiel et la sensibilité des méthodesd'a
oustique non linéaire à la 
ara
térisation des milieux 
omplexes 
omprenant des in
lusions souples(
onta
ts faibles, �ssures). Les manifestations non linéaires peuvent 
ependant être d'origines diverses.Le 
onta
t de Hertz, étudié en début de 
hapitre, joue un r�le non négligeable dans 
es non-linéarités.
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ela s'ajoute la possibilité de glissement des 
onta
ts dans le modèle de Hertz-Mindlin. Si la défor-mation statique entre deux 
onta
ts est faible devant l'amplitude de la déformation a
oustique, l'ondepeut ouvrir le 
onta
t. Ce phénomène est le 
lappement (ouverture/fermeture des 
onta
ts), et il està l'origine d'une non-linéarité parti
ulière [85℄. Les phénomènes hystérétiques ont aussi été abordés.La ri
hesse des 
omportements au sein d'un milieu granulaire et leur manifestation rendent di�
ilesl'interprétation des phénomènes a
oustiques observés. Cette large gamme de non-linéarités, illustréesur la �gure 1.8, est dis
utée.
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Hertz Hystérétique(Hertz-Mindlin) (Glissement total)Hystérétique
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Fig. 1.8 � Représentation des possibles non-linéarités du milieu granulaire dans le plan
ontrainte/déformation.Dans la théorie non linéaire 
lassique (non-linéarité atomique), les non-linéarités sont faibles et
ausent une faible déviation par rapport à la loi linéaire de Hooke σ = f(ε). Pour une perturbationa
oustique ε̃ = ε̃A cos ωt faible devant la déformation statique ε0, il est possible d'e�e
tuer undéveloppement de Taylor en puissan
es su

essives de la perturbation ε̃ = ε − ε0 dans un 
asunidimensionnel
σ̃ =

∂f

∂ε
(ε0)ε̃ +

1

2

∂2f

∂ε2
(ε0)ε̃

2 +
1

6

∂3f

∂ε3
(ε0)ε̃

3 + . . . , (1.18)ave
 σ̃ = σ−σ0 la perturbation sur la 
ontrainte. Cette relation d'état, dans le 
as de variations dou
esde la fon
tion f , est souvent introduite sous la forme
σ̃ = E(ε̃ + βε̃2 + δε̃3 + . . . ), (1.19)ave
 E le module élastique linéaire, et β et δ les 
oe�
ients non linéaires quadratiques et 
u-biques. Une appli
ation de 
e développement en puissan
es su

essives est typiquement la loi
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ontrainte/déformation de Hertz sans 
lappement. En e�et, la relation σ = f(ε) de Hertz en puis-san
e 3/2 est
σ = σ̃ + σ0 = C(ε̃ + ε0)

3/2, (1.20)ave
 C une 
onstante dépendant des paramètres mé
aniques du milieu. I
i, par 
onvention, une
ompression 
orrespond à σ > 0 et ε > 0. Pour une ex
itation a
oustique faible devant la déformationstatique des 
onta
ts ε̃ ≪ ε0, il n'y a pas d'ouverture du 
onta
t et la relation 
ontrainte/déformationpeut être développée en série de Taylor uniquement pour la partie dynamique de la 
ontrainte ave
 lepetit paramètre ε̃

σ̃ =
3

2
Cε

1/2
0 ε̃[1 +

1

4ε0
ε̃ + . . . ]. (1.21)L'analogie de la relation (1.21) ave
 le développement 
lassique en non-linéarités de puissan
es su

es-sives (1.19) permet d'identi�er les paramètres de non-linéarités quadratiques et 
ubiques des 
onta
tsde Hertz pré
ontraints. Le paramètre non linéaire quadratique de Hertz β = 1

4ε0
est inversement pro-portionnel à la déformation statique moyenne des 
onta
ts. Par le même raisonnement, le paramètrede non-linéarité 
ubique de Hertz δ ≃ 1

ε2

0

est inversement proportionnel au 
arré de la déformationstatique moyenne des 
onta
ts. Ainsi, moins le 
onta
t est 
omprimé, plus il se 
omporte de façon nonlinéaire (toujours dans la limite ε ≪ ε0).Cette appro
he montre que pour les non-linéarités dou
es (quadratiques, 
ubiques, Hertz sans
lappement), il est possible d'appliquer la méthodes des approximations su

essives et d'identi�er lesparamètres non linéaires asso
iés à un phénomène physique. Le développement non linéaire en puissan
esu

essives permet, par exemple, d'expliquer le pro
essus du mélange de fréquen
es en 
as
ade. Lorsquedeux fréquen
es f1 et f2 sont émises dans un milieu 
omprenant une non-linéarité dou
e, la premièreintera
tion non linéaire 
rée les fréquen
es 2f1, 2f2, f1 + f2, f1 − f2, f1 − f1 et f2 − f2 au premierordre de mélange. Au deuxième ordre, les di�érentes fréquen
es 
ontenues dans le spe
tre interagissentà nouveau pour 
réer un spe
tre fréquentiel en
ore plus ri
he. Cette situation peut être di�érente enprésen
e de non-linéarité 
omportant des points singuliers.Par exemple, une non-linéarité de Hertz ave
 ouverture du 
onta
t (
lappement) 
orrespond à uneperturbation a
oustique ε̃A supérieure à la déformation statique moyenne ε0 du 
onta
t. La relation
ontrainte/déformation de Hertz (1.20) 
omprend alors une fon
tion de Heaviside pour prendre en
ompte l'ouverture et la fermeture du 
onta
t. La distribution statistique de 
onta
ts existant au seindu milieu peut aussi être introduite par une fon
tion Ψ(ν), où ν est le rapport de la déformationstatique du 
onta
t 
onsidéré sur la déformation statique moyenne. La relation 
ontrainte/déformationde Hertz ave
 
lappement et prise en 
ompte de la distribution de 
onta
ts s'é
rit
σ = σ̃ + σ0 = C

∫ +∞

0
Ψ(ν)(ε̃ + νε0)

3/2H(ε̃ + νε0)dν. (1.22)Les impli
ations d'une relation d'état du milieu ave
 singularités, 
omme la relation (1.22) induit desphénomènes non linéaires parti
uliers sur la propagation a
oustique. Le 
as parti
ulier de la prise en
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ompte du phénomène de Hertz ave
 
lappement sur le pro
essus de mélange de fréquen
es sera traitédans le 
hapitre 3.Lorsque la relation 
ontrainte/déformation du milieu σ = f(ε) (ou ses dérivées supérieures endéformation) 
omporte des singularités, il n'est plus possible d'e�e
tuer un développement de Taylorde 
ette relation. C'est le 
as, entre autres, des relations 
ontrainte/déformation hystérétiques etde Hertz ave
 
lappement, illustrées sur la �gure 1.8. La relation est bi-évaluée, 
'est-à-dire que la
omportement élastique est di�érent en fon
tion de la 
ontrainte appliquée et de son sens de variation.Le 
omportement élastique, représenté par le module d'Young E = ∂σ/∂ε en fon
tion de la déformation
ε, pour les di�érentes relations 
ontrainte/déformation dis
utées, est représenté sur la �gure 1.9. La
ontrainte dépend alors de la déformation ε, de son sens de variation sgn(ε̇) et de l'amplitude dedéformation a
oustique maximale εa

σ̃ = E(ε̃ + βε̃2 + δε̃3 + . . . ) + F (ε, sign(ε̇), εa), (1.23)ave
 F une fon
tion dé
rivant les e�ets non linéaires non 
lassiques (hystérétiques par exemple).
ε ε

ε

εLinéaire Quadratique Cubique
Hertz Hystérétique

∂σ/∂ε ∂σ/∂ε

∂σ/∂ε ∂σ/∂ε

∂σ/∂ε

∂σ/∂ε

ε ε(Hertz-Mindlin) Hystérétique(Glissement total)Fig. 1.9 � Module d'Young instantanné E = ∂σ/∂ε pour les di�érentes non-linéarités sus
eptiblesd'apparaître au sein du milieu granulaire.La relation non linéaire hystérétique (1.23) dé
rit di�érents mé
anismes hystérétiques, 
ha
unave
 une représentation di�érente dans le plan 
ontrainte/déformation. Sur la �gure 1.8, le modèlehystérétique 
lassique et un modèle hystérétique ave
 glissement au niveau du 
onta
t sont représentés.Chaque 
onta
t parti
ipe par son 
omportement élastique à l'hystérésis de la relation (1.23) et le milieupeut être dé
rit par son espa
e de Preysa
h-Mayergoyz [35, 30℄. Ce modèle est basé sur l'hypothèse queles propriétés élastiques d'un milieu (au niveau ma
ros
opique) résultent de la réponse totale d'élémentsélastiques individuels, 
haque élément pouvant avoir un 
omportement hystérétique ou non. Mais ildemeure une des
ription phénoménologique ne 
ontenant pas les mé
anismes physiques responsables
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oustique dans les milieux granulairesdes non-linéarités. Cette des
ription du 
omportement ma
ros
opique d'un milieu a été véri�ée ave
su

ès pour dé
rire le 
omportement statique ou dynamique de milieux non linéaires [32℄ (forte non-linéarité, hystérésis, e�ets mémoires).Cette des
ription des non-linéarités sus
eptibles d'apparaître dans les milieux granulaires a permisd'identi�er la ri
hesse des mé
anismes pouvant intervenir dans la réponse non linéaire du milieu sousune perturbation a
oustique. Une 
ompréhension 
omplète des mé
anismes responsables de la fortenon-linéarité de 
es milieux reste à résoudre. Un obje
tif en
ore à réaliser est l'obtention d'une relation
ontrainte/déformation générale 
omprenant l'ensemble des phénomènes physiques présents dans 
esmilieux
σ = f(ε0, ε, ε̇,Ψ(ν), ν, F (ε, sign(ε), εa), . . . ). (1.24)1.4.6 Problèmes a
tuelsDevant la grande variété de phénomènes ayant lieu au sein d'un empilement granulaire, pourquoiutiliser des méthodes a
oustiques, et non linéaires ? Une importante 
ommunauté de physi
iensont apporté leur 
ontribution à l'étude de 
es milieux par des méthodes di�érentes. Des méthodes
apa
itives ont été employées pour la détermination de la 
ompa
ité d'un empilement de grains [66℄ oula distribution d'avalan
hes se produisant lorsque la surfa
e libre du milieu granulaire dépasse l'anglede repos [38℄. L'utilisation de la photoélasti
imétrie a permis l'observation du réseau de 
haînes defor
e [86℄ et de mieux appréhender la distribution de 
ontraintes dans des empilement granulairespré
ontraints [52℄. Des méthodes optiques par 
améra rapide permettent le suivi d'é
oulements degrains sur un plan in
liné [76℄. Pour sonder le milieu et mesurer la distribution de for
es entre 
onta
ts,les premières méthodes utilisées furent le papier 
arbone [63, 54℄ puis la 
ara
térisation d'un empilementgranulaire par rayonnement gammamétrique [73, 78℄ a permis d'étendre l'investigation de l'assemblagegéométrique de l'empilement au 
÷ur de 
elui-
i.Cependant, 
es méthodes ne permettent pas d'a

éder dire
tement aux 
ara
téristiques élastiquesdu milieu. Les mesures optiques, 
apa
itives ou gammamétriques ont en e�et pour avantage dedé
rire géométriquement l'assemblage granulaire, par des mesures de la 
ompa
ité ou du nombre de
oordination par exemple. Les ondes élastiques sont alors une opportunité supplémentaire de sonderle milieu autrement que sur son désordre géométrique. A travers la propagation d'ondes dans le milieugranulaire, les propriétés mé
aniques du milieu sont a

essibles. Ave
 des méthodes d'a
oustiquelinéaire, 
'est-à-dire à faible amplitude a
oustique, la 
ara
térisation du milieu est non invasive.Ces méthodes très employées dans les milieux granulaires sous forte pré
ontrainte [40℄ permettentd'identi�er les modes de propagation des ondes élastiques et le module d'élasti
ité du milieu. Lorsquela longueur d'onde a
oustique est de l'ordre du diamètre des grains, les ondes élastiques sont sensiblesau désordre 
on�gurationnel du milieu [53℄. La présen
e d'une distribution statistique de déformationsentre 
onta
ts rend la des
ription de la propagation a
oustique dans 
es milieux en
ore in
omplète.Par exemple, la propagation d'ondes préférentiellement le long du réseau de 
haînes de for
e esten
ore à véri�er. Une modélisation e�e
tuée au 
hapitre 4 nous permetttra de dé
rire l'in�uen
e duréseau de 
haînes de for
e sur la propagation a
oustique. Les méthodes d'a
oustique non linéaire,
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lusion 23sensibles à la présen
e de faibles 
onta
ts, peuvent alors apporter des informations supplémentairessur les propriétés physiques du milieu. Les phénomènes 
omme le 
lappement peuvent mettre enéviden
e la distribution de déformation de 
onta
ts pour des plus faibles déformations [85℄ que lesméthodes optiques ou 
apa
itives. Le 
omportement hystérétique du matériau granulaire peut aussi êtrerévélé [32℄ et permettre la 
ompréhension des mé
anismes physiques ayant lieu au niveau des 
onta
ts.Nous verrons alors, dans le 
hapitre 4, 
omment les méthodes d'a
oustique non linéaire peuvent nousrenseigner sur la physique des 
onta
ts et leur évolution au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion granulaireprésentée dans le 
hapitre 2.1.5 Con
lusionDe la des
ription mi
ros
opique à travers l'étude des 
onta
ts jusqu'au 
omportement ma
ros
o-pique d'un empilement, un milieu granulaire présente des manifestations parti
ulières. Ces milieuxexhibent un désordre géométrique, dû à l'arrangement aléatoire des grains, ainsi qu'un désordre desfor
es de 
onta
ts inter-grains représenté par une distribution statistique des déformations statiquesentre 
onta
ts.La propagation a
oustique au sein de 
es milieux, introduite par une 
haîne de billes unidimension-nelle, doit prendre en 
ompte une large gamme de phénomènes : dispersion, di�usion, non-linéarité,. . .. L'in�uen
e du désordre des for
es de 
onta
ts sur la propagation a
oustique a été examinée àtravers la prise en 
ompte d'in
lusions molles dans un modèle unidimensionnel simple. La sensibilitédes méthodes d'a
oustique non linéaire relativement aux méthodes linéaires provient de la présen
e de
es in
lusions, représentant les 
onta
ts faibles.Un phénomène parti
ulier des milieux granulaires est la 
ompa
tion d'un empilement. La 
om-pa
tion est un gain de volume du milieu réalisé grâ
e à une solli
itation mé
anique extérieure. Poursuivre l'évolution du milieu au 
ours de 
e pro
essus, l'investigation de la 
ompa
tion granulaire pardes méthodes d'a
oustique linéaire et non linéaire est réalisée.Dans le 
hapitre 2, après un état de l'art sur la 
ompa
tion granulaire, la 
ompa
tion d'unempilement de billes de verre est examinée ainsi que l'évolution des fon
tions de réponse en fréquen
edu milieu.Dans le 
hapitre 3, les méthodes d'a
oustique non linéaire sont utilisées pour 
ara
tériser le milieu,et leur sensibilité par rapport aux méthodes linéaires est mise en avant.Dans le 
hapitre 4, l'in�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustique est étudiée pourun arrangement granulaire périodique.





Chapitre 2Compa
tion des milieux granulairesCe 
hapitre traite spé
i�quement de la 
ompa
tion d'un empilement granulaire tridimensionnelnon 
onsolidé. La 
ompa
tion d'un empilement granulaire 
onsiste à diminuer le volume du milieu, enréarrangeant l'ensemble des grains sous l'a
tion d'une solli
itation mé
anique extérieure. La né
essité,dans l'industrie, de 
ompa
ter un matériau granulaire provient de la volonté d'obtenir des matériauxdenses, stables et de rigidité mé
anique maximale. Il est 
onnu qu'un empilement granulaire soumisuniquement à la gravité (milieu granulaire non 
onsolidé) est au repos en l'absen
e de solli
itation. Maisune in�me perturbation imposée au milieu peut être à l'origine de 
hangements stru
turaux [27℄, lesréarrangements des grains tendant à diminuer dans 
ertaines 
onditions l'espa
e des pores du milieu. Auniveau industriel, la volonté d'obtenir un empilement 
ompa
t relève d'un gain de volume (sto
kage desmatériaux agroalimentaires) et d'une amélioration des propriétés (résistan
e mé
anique) du matériausous des solli
itations extérieures, dont les appli
ations sont nombreuses ave
 l'essor de l'utilisationdes poudres et granulats dans l'industrie du béton (obtention d'une 
ompa
ité maximale), mais aussidans le génie 
ivil (stabilisation des sols avant 
onstru
tion, ballasts des voies de 
hemins de fer). Lespro
édés 
ouramment utilisés pour 
ompa
ter un milieu granulaire sont la 
ompression uniaxiale del'empilement et la vibration du milieu, généralement dans la dire
tion verti
ale. Sous l'appli
ationd'une forte 
ontrainte uniaxiale (rouleau 
ompresseur ou lâ
her de poids pour les sols), les grainspro
hes de la surfa
e 
omprimée atteignent des déformations plastiques importantes pouvant amener àla fra
ture des grains. Cette 
ompa
tion hautement irréversible est utilisée par exemple dans l'industriepharma
eutique pour transformer les poudres en 
omprimés. Elle n'est 
ependant utilisable que pourdes matières premières à faible valeur ajoutée. Lorsque l'intégrité des grains doit être préservée, 
ommele sto
kage des matières agroalimentaires, des vibrations su

essives sont employées. Cette méthode de
ompa
tion est appelée "
ompa
tion dou
e".Dans un premier temps, quelques rappels sur les expérien
es pionnières de 
ompa
tion (menées parle groupe de Chi
ago dans le James Fran
k Institut, dans les années 1990 [39℄), et 
elles plus ré
ente(2000) du Groupe Matière Condensée et Matériaux à Rennes [79, 71℄), sont exposés. Dans un se
ondtemps, notre dispositif expérimental de 
ompa
tion et la 
ara
térisation de l'empilement granulaire pardes ondes élastiques sont présentés.



26 2 Compa
tion des milieux granulaires2.1 Etat de l'art sur la 
ompa
tionLa 
ompa
tion dou
e par vibrations d'un empilement granulaire 
réé des réarrangements su

essifsde grains qui tendent à minimiser l'espa
e des pores, d'où une augmentation de la 
ompa
ité du milieu.Nous avons dé
rit dans le 
hapitre pré
édent la 
ompa
ité d'un milieu granulaire 
omme étant lerapport entre volume o

upé par les grains et le volume total de l'empilement. Ce paramètre, grandeur
omplémentaire de la porosité du milieu, est une 
ara
téristique géométrique de l'empilement a

essiblede manière ma
ros
opique. Pour 
ette raison, la 
ompa
ité est un paramètre parmi les plus étudiéspour dé
rire la manière dont un système granulaire désordonné passe d'une 
on�guration initiale à unétat d'équilibre. La manière dont un empilement se réarrange sous les vibrations dépend d'un nombreimportant de paramètres physiques du milieu, 
omme la distribution de tailles et de forme des grains, lesfrottements entre grains (fri
tion) et les frottements entre les grains et les parois latérales du ré
ipient.L'obje
tif des travaux des deux dernières dé
ennies sur la 
ompa
tion d'empilement granulaire est la
ompréhension des réarrangements stru
turaux entre grains et de la distribution statistique de for
eentre grains soumis à des vibrations. La majorité de 
es travaux porte sur des milieux granulairesmodèles pour simpli�er le problème de la 
ompa
tion. Les systèmes granulaires ainsi 
onsidérés sont
onstitués de billes sphériques monodisperses (de même taille). La littérature la plus proli�que surl'étude de la 
on�guration d'un ensemble de parti
ules uniformes provient sans au
un doute de lamodélisation de l'arrangement d'atomes ou de molé
ules dans les liquides, les verres et les matériauxamorphes [25, 9℄, puis aux ensembles granulaires 
omposés de sphères uniformes [80℄. Les arrangementsordonnés les plus 
ompa
ts sont l'arrangement 
ubique fa
es 
entrées et l'arrangement hexagonal
ompa
t, de 
ompa
ité Φ = 0.74. En introduisant une 
ertaine quantité de désordre (dislo
ations,défauts 
ristallins), il est possible d'atteindre des 
ompa
ités 
omprises entre 0.74 et 0.64. Mais pourun empilement désordonné, la 
ompa
ité est 
omprise entre deux valeurs limites nommées "randomloose pa
king" pour l'empilement aléatoire stable le moins 
ompa
t ave
 une 
ompa
ité de Φ = 0.56et la 
ompa
ité maximale Φ = 0.64 du système désordonné "random 
lose pa
king". Ces deux valeurslimites de 
ompa
ité d'un empilement désordonné sont empiriques et sans fondements mathématiquesjusqu'i
i. La manière la plus simple d'obtenir un empilement granulaire aléatoire est de verser dans unré
ipient les grains, les 
ompa
ités obtenues variant de 0.58 à 0.61 pour des empilements instables sousvibrations. En réduisant les e�ets de la gravité, il est possible d'atteindre des 
ompa
ités inférieures
0.56 ≤ Φ ≤ 0.58, en inje
tant un gaz sous pression par dessous l'empilement par exemple. Pouratteindre le "random loose pa
king", il faut don
 s'a�ran
hir des e�ets de la gravité g → 0, la stru
tureatteint un seuil de per
olation où l'e�et de dilatan
e (expansion du milieu granulaire sous 
ontraintede 
isaillement) du milieu granulaire disparaît [68℄. Des 
ompa
ités plus élevées peuvent être atteintes,dans la gamme 0.61 à 0.64. Pour 
ela, il est né
essaire de vibrer l'empilement sur des temps su�sammentlongs. Si la 
ompa
ité d'un empilement monodisperse dépasse la valeur Φ = 0.64, alors l'empilement
ristallise partiellement. La limite de la stru
ture aléatoire la plus 
ompa
te est di�
ile à établir [80, 9℄.Elle représente un empilement aléatoire (don
 sans ordre à 
ourte é
helle) assez dense tel qu'au
uneaugmentation de densité ne peut être atteinte sans apparition d'ordre à 
ourte é
helle.
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ompa
tion 27Pour des empilements de sphères de tailles variées, plus pro
hes des milieux naturels, les 
ompa
itésmaximales obtenues sont bien supérieures au 'random 
lose pa
king' de l'empilement monodisperse.Des mélanges binaires et ternaires de tailles de billes [58, 6℄ ont été étudiés 
ar ils présentent un étatintermédiaire de 
omplexité entre la stru
ture idéale monodisperse et une large distribution de grains.Une dépendan
e entre le rapport des billes du mélange binaire et la 
ompa
ité maximale atteignableest établie, 
orrespondant intuitivement au nombre maximum de petites sphères disposables entre lespores des sphères de diamètre supérieur. Une distribution de taille plus large permet aussi par un
hoix judi
ieux de diamètres d'atteindre des 
ompa
ités pro
hes de l'unité [67℄. Ces expérien
es sur lemélange de grains polydisperses rejoignent les études mathématiques de pavage du plan par des 
er
lesde taille variée initiées par Apollonius de Perga (200 avant J. C.) [57℄. Cependant l'étude théoriqueet expérimentale de la 
ompa
tion d'empilements polydisperses est grandement 
ompliquée par lephénomène de ségrégation (séparation des grains en fon
tion de leur taille) au 
ours des vibrations.La vibration d'empilements granulaires permet alors de par
ourir une large gamme de 
ompa
itéet d'explorer les di�érentes 
on�gurations de la stru
ture du milieu. Nous présentons i
i des résultatsissus de travaux d'une équipe pionnière sur le pro
essus de 
ompa
tion [46, 39℄ réalisées à Chi
agodans les années 1990, puis des expérien
es plus ré
entes d'une équipe française (Rennes) spé
ialiséedans la 
ara
térisation de la 
ompa
tion d'empilements granulaires notamment par des méthodes derayonnement gammamétrique [73, 79℄. La présentation de 
es expérien
es est une introdu
tion à la
ompa
tion dou
e d'empilements granulaires, ainsi qu'à l'ensemble des phénomènes parti
uliers propresaux milieux granulaires non 
onsolidés vibrés : 
onve
tion, états métastables, ....2.1.1 Expérien
es de Chi
agoLe dispositif expérimental utilisé pour les expérien
es de Chi
ago est présenté sur la �gure 2.1. Ilest 
onstitué d'un 
ylindre en pyrex de diamètre D = 18.8 mm rempli de billes de verre monodispersesde diamètre 2 mm. Par 
onséquent le rapport d'aspe
t de l'empilement (rapport entre le diamètre duré
ipient et le diamètre des grains) vaut dh = D/d ∼ 10. L'empilement est ainsi fortement 
ontraintet les e�ets de bord (parois) sont non négligeables puisqu'un matériau granulaire est perturbé par laprésen
e d'une paroi sur une distan
e d'au moins quatre diamètres de grains [7℄. Il est généralement
onsidéré que l'in�uen
e des e�ets de bord est négligeable sur une distan
e d'au moins 10 à 20 diamètresde grain [6℄. L'ensemble est se
oué à la base par un pot vibrant délivrant des solli
itations dis
rètesespa
ées d'une se
onde pour permettre une relaxation 
omplète du système (même si 
elle-
i est quasi-instantanée). Chaque se
ousse est un signal sinusoïdal à la fréquen
e 30 Hz pris sur une période. Le
hoix d'une basse fréquen
e pour l'ex
itation est né
essaire pour que l'empilement se restru
ture entredeux se
ousses. En e�et, le temps de 
hute libre d'un grain de diamètre d sur une distan
e équivalenteà son diamètre vaut td =
√

2d/g, 
e qui 
orrespond à des fréquen
es de quelques dizaines de hertzpour des grains millimétriques. Un a

éléromètre pla
é à la base de l'empilement permet de quanti�erl'amplitude de la se
ousse par son a

élération à la base. Un paramètre normalisé Γ est dé�ni 
ommele rapport de l'a

élération mesurée à la base sur l'a

élération de la pesanteur. Pour une vibrationd'amplitude de dépla
ement A et de pulsation ω, l'amplitude normalisée vaut don
 Γ = Aω2/g.
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solli
itationjet d'air soushaute pression


ondensateur plan

(a) (b)
h∼ 80 
m dh=D/d ∼ 10

PSfrag repla
ementsFig. 2.1 � (a) S
héma simpli�é du dispositif expérimental de 
ompa
tion de l'équipe de Chi
ago. (b)le rapport d'aspe
t (diamètre du ré
ipient sur diamètre des grains) utilisé lors de l'expérien
e.Choix de la solli
itationL'intérêt de 
e type de solli
itation 
omparée à une vibration 
ontinue repose sur plusieurs aspe
ts.Une solli
itation dis
rète permet une mesure propre des paramètres du milieu (le mouvement desgrains n'est pas dû à la solli
itation pré
édente) tout en évitant les ondes de surfa
e et le phénomènede doublement de période apparaissant dans le 
as d'une vibration 
ontinue. Ce phénomène provientdire
tement de la 
orrélation existante entre l'a

élération imposée à la base de l'empilement et letemps de vol des grains qui dépend de leur vitesse et phase lors de l'éje
tion (voir �gure 2.2). Lorsquel'amplitude Γ de la solli
itation 
ontinue est faible, le temps de vol τ est inférieur à la période T de lavibration imposée. Les grains sont éje
tés de la base lorsque leur a

élération est supérieure à 
elle dela gravité et retombent sur la base pour un temps T − τ sur un 
y
le de vibrations.Pour une amplitude limite Γlim, les billes retombent sur la base exa
tement lorsque l'a

élérationvaut 
elle de la gravité et redé
ollent aussit�t, par 
onséquent τ = T . Le phénomène de doublementde période se produit lorsque l'amplitude de la solli
itation dépasse Γlim. Après un premier vol long(τ > T ), à la retombée des grains, l'a

élération imposée est supérieure à g et il y a à nouveau dé
ollagemais ave
 une vitesse plus petite pour un vol 
ourt. Le temps de vol est un mouvement de période
2T , d'où le doublement de période, et il y a bifur
ation du temps de vol lorsqu'il atteint la période
T du mouvement de la base. Ce phénomène est à l'origine de l'apparition de sous-harmoniques dela fréquen
e de vibrations dans la mesure des spe
tres du bruit de réarrangement des grains par unpendule en torsion [17℄.
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position de la base

τ des billes

le fond
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τ = TEje
tion

billes sur
Γ < Γlim

Γ > Γlim

τlong

position de la base τ

Γ

τcourt

τlong

Γlim

τcourt

Γ ≃ Γlim

Fig. 2.2 � Apparition du phénomène de doublement de période ave
 l'augmentation de l'amplitude Γdes vibrations 
ontinues.Préparation de l'empilement et mesure de 
ompa
itéPour obtenir un empilement très peu dense, un jet d'azote gazeux à haute pression est envoyésous la 
olonne granulaire, 
e qui permet d'atteindre une 
ompa
ité reprodu
tible pro
he de 0.57. Les
harges éle
trostatiques entre billes sont évitées par lavage des billes, et l'intera
tion des billes ave
 lesparois minimisée par traitement des surfa
es du ré
ipient. Les mesures de 
ompa
ité sont réalisées parméthodes 
apa
itives. Pour 
ela, quatre 
ondensateurs plans sont situés à di�érentes hauteurs le longde la 
olonne granulaire. La fra
tion volumique de l'empilement, qui varie linéairement ave
 la variationde permittivité du milieu, est déduite de la variation de 
apa
ité des 
ondensateurs. En parallèle, undispositif optique évalue la hauteur de la 
olonne granulaire pour valider les mesures 
apa
itives.Courbes de 
ompa
tionLes 
ourbes d'évolution de la fra
tion volumique de l'empilement ave
 le nombre de se
ousses (ou"taps") pour di�érentes amplitudes de se
ousses Γ sont présentées sur la �gure 2.3. Le pro
essus de
ompa
tion ave
 le nombre de taps est très lent. Cela se traduit par des expérien
es né
essitant jusqu'à
104 se
ousses pour atteindre un état d'équilibre. Pour 
es raisons, l'é
helle logarithmique est employéepour représenter l'évolution de la 
ompa
ité. L'amplitude Γ des se
ousses joue parti
ulièrement sur la
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tion des milieux granulairesdynamique de densi�
ation. A faible amplitude de se
ousse Γ ≤ 3, le milieu atteint des états d'équilibreinférieurs à la stru
ture dense du "random 
lose pa
king". Ces états d'équilibre sont appelés étatsmétastables. Les états �naux atteints sont de 
ompa
ité 
roissante ave
 l'amplitude des solli
itations
Γ. Pour des solli
itations plus importantes 3 ≤ Γ ≤ 6, l'état �nal atteint est pro
he de Φrcp = 0.64 etle 
omportement des 
ourbes de 
ompa
ité est analogue pour di�érentes amplitudes Γ. Une amplitude
ara
téristique Γc semble 
orrespondre à la transition entre les états métastables et l'état �nal Φrcp.Au dessus de 
ette valeur 
ritique Γc pro
he de 2, le taux d'a

roissement de la 
ompa
ité devientnul après une séquen
e de 104 taps. Cette amplitude limite dépend prin
ipalement des 
onditions defrottements entre billes et des billes ave
 les parois [46℄. Un autre résultat important est le 
ara
tèrehomogène de la 
ompa
tion de l'empilement sur la hauteur de la 
olonne au vue des mesures desdi�érents 
ondensateurs. Seule la partie haute de l'empilement (située à 80 cm) di�ère en 
ompa
itédu reste de l'empilement, ave
 une densi�
ation sans limite �nale atteinte au 
ours de l'expérien
e.

(a) (b)Fig. 2.3 � (a) : Compa
ité mesurée à la base de l'empilement en fon
tion du nombre de se
ousses pourdes amplitudes de solli
itations 
roissantes. (b) : In�uen
e de l'histoire du système par mesure de la
ompa
ité après 105 taps ave
 augmentation (
er
les noirs), diminution (
er
les blan
s) et à nouveauaugmentation (
arrés noirs) de l'amplitude Γ des se
ousses.Loi d'ajustement du pro
essus de 
ompa
tionUne loi empirique, inversement proportionnel au logarithme du nombre de se
ousses, a étéproposée [46℄ pour 
ara
tériser la dynamique de 
ompa
tion :
Φ(t) = Φ∞ − ∆Φ∞

1 + B ln(1 + t
τ )

. (2.1)Cette loi fait intervenir quatre paramètres. La valeur �nale de 
ompa
ité Φ∞ et l'a

roissementtotal de 
ompa
ité ∆Φ∞ sont a

essibles expérimentalement. De l'ajustement sont extraits un temps
ara
téristique τ de dynamique 
ompa
tion, qui dé
roît ave
 l'amplitude de se
ousses, et un paramètre
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B sans interprétation physique. Cette équation di�ère notablement par son aspe
t empirique des loisd'ajustement proposées jusqu'alors. Un modèle de double exponentielle [3℄ a été utilisé pour dé
riredeux types de mouvements pour les grains, des mouvements individuels ou 
olle
tifs. Les mouvementsindividuels de grains sont 
ara
térisés par un temps de relaxation τind et les mouvements 
olle
tifsde grains, amenant à une modi�
ation d'ensemble de la stru
ture de l'empilement, par un temps
ara
téristique τcol. Une loi de relaxation exponentielle est alors asso
iée à 
haque mouvement degrains

Φ(t) = Φ∞ − ∆Φinde
−t/τind − ∆Φcole

−t/τcol . (2.2)En�n, une loi issue de la physique des verres est 
ouramment utilisée pour dé
rire les systèmesthermiques hors équilibre. La loi de Kohlraus
h-Williams-Watts ou fon
tion KWW, 
ara
téristiquedu 
omportement des verres fragiles pro
hes de la température de transition vitreuse [19℄, est uneexponentielle étendue 
ara
térisant l'hétérogénéité spatiale de relaxation dans les verres
Φ(t) = Φ∞ − ∆Φ∞e−( t

τ
)β

, (2.3)ave
 τ un temps 
ara
téristique de relaxation du système hors équilibre, et β un paramètre ajustable.In�uen
e de l'histoire du systèmeLa variation de l'amplitude des solli
itations fournies à l'empilement sur la dynamique de 
om-pa
tion peut mettre en éviden
e l'e�et mémoire du milieu. En e�et, l'état du milieu granulaire à uninstant t dépend des 
on�gurations pré
édentes du système. Une expérien
e employée [44℄ pour 
a-ra
tériser 
et e�et mémoire est la vibration d'empilements par des solli
itations d'amplitude di�érentejusqu'à l'obtention d'une même 
ompa
ité. Les empilements obtenus, de même 
ompa
ité, sont ensuitesoumis à des solli
itations de même amplitude. Il en résulte une dynamique d'évolution di�érente desempilements suivant les solli
itations antérieures. En passant d'une amplitude de solli
itation Γ1 faibleà une amplitude plus forte Γ2 > Γ1, le milieu se dilate [44, 66℄ avant de retrouver une évolution 
las-sique de densi�
ation. La 
ara
térisation de l'état asymptotique de 
ompa
ité du milieu en fon
tion del'amplitude des se
ousses Γ permet de retrouver 
ette in�uen
e de l'histoire du système. Pour 
ela, unempilement granulaire est vibré sur une séquen
e de 105 taps pour di�érentes amplitudes de solli
ita-tions et la 
ompa
ité �nale est mesurée (voir la �gure 2.3). Dans une première phase, en in
rémentantprogressivement l'amplitude de la se
ousse Γ de Γ = 0.5 à Γ = 7, des 
ompa
ités �nales 
roissantessont obtenues jusqu'à un seuil 
ritique Γcr au dessus duquel la 
ompa
ité diminue. La deuxième phase
onsiste à diminuer progressivement l'amplitude Γ. La 
ourbe obtenue pour les amplitudes 
roissantesest à nouveau dé
rite jusqu'au seuil 
ritique Γcr puis diverge vers de plus hautes 
ompa
ités pour defaibles solli
itations. Une bran
he parti
ulière de 
ompa
ité est ainsi dé
rite plusieurs fois, appeléebran
he "réversible". Pour de fortes amplitudes de solli
itations, le milieu granulaire atteint un vé-ritable état stationnaire reprodu
tible. Au 
ontraire, pour de plus faibles solli
itations, une bran
heirréversible existe selon le sens de variation de l'amplitude des se
ousses. L'é
hantillon granulaire estpiégé dans un état métastable non reprodu
tible.
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tion des milieux granulairesCes résultats présentent une forte analogie ave
 les systèmes vitreux, à l'origine de l'utilisation dela loi KWW (2.3). Au vu des résultats pré
édents, pour 
ompa
ter rapidement un milieu granulaire,une te
hnique 
onsiste à 
ompa
ter le système au-dessus de l'amplitude 
ritique Γcr, puis à diminuerprogressivement l'amplitude Γ en par
ourant la bran
he irréversible. Cette te
hnique est analogue àla trempe dans les systèmes vitreux, où le taux de refroidissement |dT
dt | doit être le plus faible possiblepour annuler les defauts du milieu, a�n que les temps de réarrangements stru
turaux 
oïn
ident ave
le temps de refroidissement du système. Par analogie, en remplaçant la température T pour les verrespar l'amplitude des se
ousses Γ, une démar
he e�
a
e 
onsiste à utiliser initialement une amplitudede solli
itation importante puis 
ompa
ter ave
 un taux de 
ompa
tion |dΓ

dt | faible.2.1.2 Expérien
es de RennesAprès la présentation des travaux de Chi
ago, des résultats ré
ents sur la physique de la 
ompa
tionsont exposés à travers les études de l'équipe de Rennes. Les moyens usuels de mesure de la 
ompa
ité
onsistent en une mesure optique de la hauteur de l'empilement ou des mesures 
apa
itives, ou résistives,de la transmission à travers le milieu étudié. Dans 
es résultats, un dispositif gammamétrique de mesurede l'absorption du rayonnement du milieu granulaire et la possibilité de visualiser le mouvement desgrains jusqu'à 4 cm à l'intérieur du ré
ipient sont mis en pla
e. Cette méthode a pour avantaged'é
lair
ir le r�le du phénomène de 
onve
tion dans la dynamique de 
ompa
tion de l'empilementgranulaire.Dispositif expérimental

solli
itation
déte
teur

(a) (b)


ollimateur
dh=D/d≃100

sour
e γ

Fig. 2.4 � (a) S
héma simpli�é du dispositif expérimental de 
ompa
tion de l'équipe de Rennes. (b)Rapport d'aspe
t (diamètre du ré
ipient sur diamètre des grains) utilisé lors de l'expérien
e.Le dispostif expérimental utilisé dans les expérien
es de Rennes est présenté sur la �gure 2.4. Il
onsiste en une 
uve 
ylindrique en verre de diamètre D = 95 mm remplie de billes de verre de diamètre
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tion 33variant entre 0.5 et 10 mm pour obtenir des rapport d'aspe
t s'é
helonnant de 200 à 10. L'e�et desparois et la mise en ordre à 
ourt terme sont ainsi évités, étant donné l'é
artement latéral 
hoisi.L'empilement lâ
he de départ est obtenu par versement à débit rapide des billes sur un tamis disposéau fond du ré
ipient, 
elui-
i étant retiré à vitesse régulière pour aérer l'empilement et obtenir des
ompa
ités initiales pro
he de 0.58. Le prin
ipe de mesure est i
i brièvement rappelé. Une sour
e de
ésium émet un fais
eau de photons qui est fo
alisé après passage dans un 
ollimateur ; après passagedans l'empilement, le fais
eau est à nouveau 
ollimaté avant de ren
ontrer un déte
teur transformantla quantité de photons in
idents en un signal éle
trique proportionnel à l'énergie reçue. La mesuredu signal éle
trique reçu quanti�e l'absorption du signal par le milieu, qui est proportionnelle à la
ompa
ité lo
ale de l'empilement sondé par le fais
eau. Ce dispositif permet d'obtenir une mesure de
ompa
ité lo
ale ave
 une pré
ision de 0.3%. Le ré
ipient est pla
é sur un ex
itateur éle
tromagnétiquegénérant des impulsions basses fréquen
es et l'ensemble est installé sur un ban
 piloté permettantune rotation autour de l'axe verti
al et des translations selon les trois axes de l'espa
e pour sonderl'ensemble de l'empilement.Courbes de 
ompa
tionLes 
ara
téristiques des 
ourbes de 
ompa
tion obtenues lors de 
es expérien
es sont les suivantes :� la 
ompa
ité �nale Φ∞ atteinte à l'état stationnaire est d'autant plus faible que l'amplitude dessolli
itations est forte,� plus l'amplitude des se
ousses Γ est forte, plus la dynamique de 
ompa
tion est rapide (l'étatstationnaire est atteint plus rapidement),� l'étude des pro�ls de 
ompa
ité sur la hauteur de l'empilement montre que la 
ompa
tion est unphénomène lo
al ave
 une densi�
ation homogène de l'empilement.Les évolutions observées expérimentalement sont bien modélisées par la loi KWW ( 2.3) en exponentielleétendue ave
 un 
omportement d'Arrhenius pour la loi 
inétique de 
ompa
tion : ln(τ) ∼ Γ−1. En�n,la dynamique de 
ompa
tion est plus rapide que dans les expérien
es de Chi
ago. En e�et, l'état �nalest atteint au bout de 102 taps 
ontre 104 se
ousses pour les expérien
es de Chi
ago. Cette dynamiquerapide est l'e�et du 
omportement 
onve
tif observé dans l'ensemble de l'empilement.In�uen
e de la 
onve
tionLa 
onve
tion dans un empilement granulaire sous solli
itations 
orrespond aux dépla
ements
olle
tifs de grains sur la hauteur de l'empilement. Cet e�et est nettement sensible aux 
onditionsaux parois. Le frottement des grains aux parois diminue le dépla
ement des billes relativement à 
ellesà l'intérieur du ré
ipient (loin des bords). Ce phénomène 
rée un déséquilibre dans le mouvementdes grains 
réant des rouleaux de 
onve
tion entre les grains à la périphérie du ré
ipient (dans unmouvement des
endant) et 
eux au 
entre de l'empilement (mouvement as
endant). Cet e�et est àl'origine de la formation d'une surfa
e libre non plane de la 
olonne granulaire. Une étude de la
onve
tion par l'équipe de Chi
ago a montré, à l'aide du mouvement de tra
eurs dans l'empilement,
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tion des milieux granulairesque la 
onve
tion respe
te la symétrie 
ylindrique du ré
ipient [45℄. L'utilisation d'un ré
ipient pluslarge par l'équipe de Rennes permet d'étudier une large gamme de rapport d'aspe
t et d'observer unebrisure de la symétrie 
ylindrique par la visualisation des vitesses et dépla
ements de grains à la paroi.La mise en tas de l'empilement est observée, montrant l'existen
e d'une amplitude de solli
itationseuil Γtas pour laquelle l'empilement forme à sa surfa
e un tas in
liné suivant deux plans dont l'unest plus grand que l'autre (voir �gure 2.5). Au dessus de Γtas, le tas est de forme 
onique à symétrie
ylindrique. En�n pour de faibles solli
itations, la surfa
e granulaire est un plan in
liné sur toute lalargeur du 
ylindre.
PSfrag repla
ements

t = 0

Γ < Γtas Γ ∼ Γtas Γ > ΓtasFig. 2.5 � E�et de la 
onve
tion au 
ours de la 
ompa
tion sur la mise en tas en fon
tion de l'amplitudedes se
ousses [78℄.La 
onve
tion qui a lieu dans un empilement granulaire sous solli
itations permet d'atteindre plusrapidement l'état stationnaire, des empilements de plus grande 
ompa
ité, et est plus importante pourdes assemblages de grains polydisperses que monodisperses [78℄.In�uen
e d'une 
harge sur l'empilementPour notre dispositif expérimental de 
ompa
tion, il s'avère né
essaire de 
omprendre l'e�et d'une
harge pla
ée au sommet de l'empilement et son in�uen
e sur la 
ompa
tion. Cette sur
harge imposeune 
ontrainte verti
ale 
onstante sur le milieu et interdit l'in
linaison de la surfa
e de l'empilement.L'e�et majeur de 
et ajout de masse est le ralentissement de la dynamique de 
onve
tion et de
ompa
tion de l'empilement. La 
ompa
ité maximale atteinte est supérieure au 
as sans 
harge pourdes solli
itations de même amplitude [71℄.
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ompa
tion 352.1.3 Simulation numériqueLes expérien
es de 
ompa
tion ont mis en éviden
e une phénoménologie ri
he : relaxation lentede l'empilement, e�ets mémoires, analogie ave
 les verres. Les simultations numériques ont alors pourintérêt de 
onsidérer l'in�uen
e d'un grand nombre de paramètre (
oe�
ient de frottement, taille desbilles, . . .) sur le pro
essus de 
ompa
tion et d'é
lairer les résultats expérimentaux. Di�érentes ap-pro
hes numériques ont été réalisées, i
i reportées su

in
tement dans un exposé non exhaustif.Les modèles phénoménologiques sont liés à la notion de volume libre et de 
ontraintes géométriquesentre grains. Les modèles de volume libre [10℄ 
onsidèrent une variation de 
ompa
ité entre deux se-
ousses proportionnelle à la probabilité qu'un nombre de grains su�samment important se réarrangent.Une évolution de la 
ompa
ité en inverse du logarithme du nombre de se
ousses est retrouvée, ave
une limite asymptotique indépendante de l'amplitude de la solli
itation. Les bran
hes réversibles etirréversibles sont obtenues, ainsi que l'e�et mémoire de l'empilement. D'autres modèles asso
ient l'en-semble de grains à des "
lusters" [26℄, ou groupement de grains de tailles variés se réorganisant selondiverses lois dynamiques. Ce remplissage des vides de l'empilement est à l'origine de modèles plusabstraits, 
omme le modèle du Tétris [12℄ ou du Parking [83℄, pour lesquels la probablité de dépla-
ement de piè
es anisotropes sont analysées en fon
tion du nombre de se
ousses et des vides laissésva
ants dans le système granulaire. Etant éloignés de la réalité, 
es modèles permettent d'obtenir la re-laxation lente du système et les bran
hes réversible-irréversible en fon
tion de l'amplitude des se
ousses.Une modélisation plus réaliste de la 
ompa
tion granulaire est un modèle de type Monte-Carlo [2, 3, 72℄. L'empilement de départ est obtenu par déposition séquentielle des billes. Chaquese
ousse 
onsiste en une dilatation du milieu suivie d'une phase de redéposition sous la gravité. L'em-pilement a ainsi la possibilité de se réarranger entre 
haque se
ousse, et va progressivement se restru
-turer. L'intérêt de 
es méthodes est la possibilité de simuler un grand nombre de se
ousses permettantla lente réorganisation stru
turale. Les premières études de type Monte-Carlo suggèrent une évolutiontemporelle de la 
ompa
tion granulaire en double exponentielle [3℄, 
ara
térisée par la loi de relaxa-tion (2.2). Il est aussi possible d'étudier l'état stru
tural de l'empilement. L'analyse du réseau de
onta
ts montre qu'à fortes amplitudes de se
ousses, les e�ets individuels de dépla
ement de parti
uledomine [3℄, et que la stru
ture spatiale des 
haînes de for
e est très sensible à l'amplitude des se
ousses.Le pro�l verti
al de 
ompa
ité peut aussi être analysé, montrant une 
ompa
tion homogène sur la hau-teur de l'empilement ex
epté sur une zone pro
he de la surfa
e libre de l'empilement [4℄.Les méthodes d'élément dis
ret, 
omme la dynamique molé
ulaire, permettent d'intégrer aux simu-lations dynamiques le dépla
ement des billes et les 
ho
s entre 
elles-
i selon des lois physiques [82℄. Lesgrains sont alors 
onsidérés déformables. Les for
es interagissant entre les grains sont 
al
ulées à partirdes lois physiques 
onsidérées (loi de Hooke élastique, frottements entre grains), puis les équations dumouvement sont intégrées sur l'ensemble des grains. Ces simulations sont 
ependant très 
oûteuses entemps de 
al
ul, et ne peuvent ainsi analyser l'empilement sur une longue séquen
e de 
ompa
tion.



36 2 Compa
tion des milieux granulairesL'a

ent est alors parti
ulièrement porté sur le phénomène de 
onve
tion pouvant survenir rapidementau sein de l'empilement. Elles ont de plus l'in
onvénient de 
onsidérer des billes "molles" déformables.Pour palier à 
e défaut, la dynamique des 
onta
ts privilégie des billes indéformables ne pouvant pass'interpénétrer. Ce modèle permet d'obtenir l'e�et mémoire 
ara
téristique des granulaires, tout enétant très pro
he de la physique du milieu.Puisque les milieux granulaires sous 
ompa
tion semblent présenter une analogie ave
 les verres,des appro
hes thermodynamiques ont été réalisées [23, 22℄. Les milieux granulaires sont athermiques,pour des grains su�samment gros, et la thermodynamique 
lassique ne peut s'appliquer. Une appro
hede physique statistique a été proposée [22℄ pour les poudres denses sous solli
itations modérées. En
onsidérant le prin
ipe de 
onservation de volume, un équivalent de la température thermodynamiqueest proposé, la 
ompa
tivité. Une température e�e
tive du milieu granulaire, appelée températured'Edwards, est introduite et permet la des
ription de la relaxation du système hors de son équilibre [55℄.Il reste 
ependant à valider expérimentalement 
e 
on
ept [56℄.Bilan sur la 
ompa
tion granulaireLa 
ompa
tion d'un empilement granulaire est un pro
essus lent, logarithmique ave
 le nombre dese
ousses. Une 
ara
téristique de l'évolution de 
es milieux vers leur état d'équilibre est la dépendan
ede la 
ompa
ité �nale du milieu ave
 l'amplitude des solli
itations imposées. Ces di�érents états,di�érents du "random 
lose pa
king" Φ = 0.64, sont des états métastables. Un milieu granulaire
onserve dans son état stru
tural l'histoire du milieu, 
'est-à-dire que son état de 
ompa
ité à uninstant donné dépend de l'amplitude des solli
itations pré
édents, et don
 des 
on�gurations passées.L'e�et des parois du ré
ipient 
ontenant le milieu granulaire est prépondérant sur une distan
e de l'ordrede dix à vingt diamètres de grains. Ce
i explique l'importan
e du 
hoix des dimensions du dispositif à
on
evoir pour 
ompa
ter un empilement. Dans la se
tion suivante, notre dispositif expérimental misau point pour 
ompa
ter un assemblage granulaire est présenté.



2.2 Dispositif expérimental 372.2 Dispositif expérimentalNous avons pro
édé à des expérien
es de 
ompa
tion sur un dispositif simple autorisant le suivia
oustique de l'empilement au 
ours du pro
essus de densi�
ation. Dans 
ette partie sont présentés lesmoyens mis en oeuvre pour 
ompa
ter le milieu granulaire non 
onsolidé, la mesure de la 
ompa
itédu milieu et les 
ourbes de 
ompa
tion asso
iées à di�érentes amplitudes de solli
itation.

(a) (b)

Pot vibrant

hauteur de la
olonneMesure de la
Billes de verreEmetteur Base mobile

Γ = γmax

g

L≃8cm Ré�e
teur
Ré
epteurA

éléromètre

H≃20cm

Fig. 2.6 � (a) Photographie du dispositif expérimental de 
ompa
tion. (b) S
héma de prin
ipe dudispositif de mesure : ex
itation, mesure de la 
ompa
ité, mesures a
oustiques.2.2.1 Dispositif de solli
itationLe dispositif de 
ompa
tion est représenté sur la �gure 2.6. L'expérien
e 
onsiste à faire vibrerpar des solli
itations dis
rètes, ou taps, une 
uve remplie de billes de verre monodisperses. Alorsque la plupart des expérien
es de 
ompa
tion reportées dans la littérature utilise des ré
ipients
ylindriques [46, 78℄, notre volonté de positionner des 
apteurs ultrasonores le long des parois depart et d'autre de l'empilement nous a 
ontraint à utiliser une 
uve re
tangulaire. Par 
onséquent, lestransdu
teurs s'ajustent parfaitement aux parois sans être intrusifs. Les dimensions de 
ette 
uve sont
8×8 cm de 
�té pour une hauteur de 25 cm. Le matériau utilisé pour le ré
ipient est du Makrolon poursa haute résistan
e (évite la �ssuration du matériau lors de l'appli
ation des 
apteurs) et sa transparen
eoptique (a�n de suivre l'évolution du milieu). L'ensemble du dispositif est se
oué à sa base mobile parun pot vibrant éle
tromagnétique LDS V406 pla
é sous la 
uve. Le signal de 
ommande de 
e potvibrant est un signal sinusoïdal de fréquen
e 60 Hz, pris sur une période, généré par un générateur defon
tion AGILENT 33120A. Les solli
itations su

essives sont séparées par un délai de l'ordre de lase
onde pour permettre au milieu de se relaxer et d'e�e
tuer les mesures a
oustiques sur un empilement



38 2 Compa
tion des milieux granulairesstatique. Cette 
ommande est envoyée par l'intermédiaire d'un ampli�
ateur de puissan
e LDS PA100Eà gain ajustable, permettant de faire varier l'amplitude du signal transmis. Un a

éléromètre situé àla base de l'empilement vibré permet une mesure de l'amplitude de la solli
itation, dont un signaltypique est présenté sur la �gure 2.7. L'a

élération mesurée présente un pi
 d'a

élération négatived'amplitude −γmax. L'a

éléromètre, pla
é sous la base mobile, mesure une a

élération négative dansla dire
tion opposée à la for
e de pesanteur. L'amplitude de la solli
itation est obtenue en normalisant
ette a

élération par l'a

élération de la pesanteur g

Γ =
γmax

g
. (2.4)Les amplitudes normalisées de solli
itations a

essibles à l'expérien
e se situent entre Γ = 0.5 et Γ = 5.Il a été véri�é expérimentalement que l'amplitude des solli
itations était identique au 
ours d'uneexpérien
e de 
ompa
tion.

A

élération
normalisée

(a) Temps (s) Temps (s)(b)
Signalré�é

hi(V)

Γ-2-1.5-1-0.500.51

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 -0.6-0.4-0.200.20.40.6

0 5e-06 1e-05 1.5e-05 2e-05 2.5e-05 3e-05 3.5e-05 4e-05
Fig. 2.7 � (a) Signal a

élérométrique 
apté à la base de l'empilement lors d'une se
ousse. (b) Signalultrasonore ré�é
hi par la plaque posée à la surfa
e de l'empilement.2.2.2 Matériau utiliséLa grande majorité des expérien
es de 
ompa
tion a été réalisée ave
 des billes de verre de diamètre
d = 2 mm (Centraver Composites1). La taille millimétrique 
hoisie permet d'obtenir un ensemblede grains sphériques présentant une faible polydispersité (variation de rayon inférieure à 2%). La�gure 2.8(a) présente une photographie obtenue au mi
ros
ope et 
on�rme en e�et la taille annon
éepar le 
onstru
teur, le 
ara
tère monodisperse ainsi que la sphéri
ité des billes.Pour analyser l'e�et du diamètre des billes sur le pro
essus de 
ompa
tion ainsi que sur lapropagation a
oustique, des billes de diamètre 0.7 mm (SiLiBeads2) ont aussi été utilisées. Ces billesprésentent une plus grande distribution de tailles (voir la photographie de la �gure 2.8(b)).1CENTRAVER COMPOSITES & POLYMERS, 62, boulevard de Beaubourg, 77184 EMERAINVILLE2voir le site http://www.sigmund-lindner.
om/glitter/web/SiLibeads-Glass_id_92_.htm
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(b)(a)

2 mm 2 mm

Fig. 2.8 � (a) Photographie des billes de verre de diamètre 2 mm. Les billes sont sphériques et assezmonodisperses. (b) Photographie des billes de verre de diamètre 0.7 mm. La sphéri
ité des billes est
onservée mais une nette polydispersité apparaît. (photos M. Fouqueray)La masse volumique des billes de verre utilisées dans la suite du do
ument est 2500 kg/m3 pourun module d'Young de 65 GPa. Au total une masse de 2 kg de billes est pla
ée dans la 
uve, 
e qui
orrespond pour les billes de 2 mm à environ 200000 billes. L'empilement initial de faible 
ompa
itéest obtenu en versant les billes ave
 un débit rapide dans la 
uve, �geant la position des grains etempê
hant 
elles-
i de se réarranger. L'a

roissement de 
ompa
ité du milieu est alors plus importantpour un empilement initial de faible 
ompa
ité et permet une analyse plus simple du 
omportementdu milieu granulaire sous solli
itation verti
ale. En utilisant 
ette préparation, la hauteur initiale del'empilement est reprodu
tible et vaut ho = 185 ± 2 mm. La 
ompa
ité initiale de l'empilement estestimée par
co =

Vbilles

Vtotal
=

Nbilles
4
3 π R3

D2ho
, (2.5)ave
 R le rayon des billes, D la dimension latérale de la 
uve et Nbilles le nombre de billes versées obtenupar mesure de la masse du tas de billes. La 
ompa
ité initiale obtenue est alors co = 0.585 ± 0.005.2.2.3 Mesure de la 
ompa
itéLa variation de 
ompa
ité de l'empilement granulaire est estimée à partir de la mesure de lavariation de hauteur de la 
olonne granulaire par une méthode ultrasonore. Pour 
ela, une plaqueré�é
hissante de masse M = 60 g est pla
ée sur l'empilement une fois l'empilement initial 
réé. Deuxtransdu
teurs ultrasonores Panametri
s V306 sont disposés en 
on�guration transmission/ré�exion audessus de l'empilement (voir la �gure 2.6). L'angle entre les transdu
teurs par rapport à la verti
ale estassez faible pour se pla
er dans l'hypothèse d'une ré�exion normale de l'onde par rapport à la plaque.Les signaux émis sont des impulsions de fréquen
e 
entrale 2 MHz, générées par l'intermédiaire d'un
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tion des milieux granulairesgénérateur d'impulsions SOFRANEL. Un exemple de signal reçu après ré�exion est présenté sur la�gure 2.7(b). Pour l'empilement initial de 
ompa
ité co, une mesure en ré�exion permet d'obtenir letemps de vol de l'onde après ré�exion sur la plaque. Les transdu
teurs étant désolidarisés du dispositifde 
ompa
tion, le dé
alage de 
e temps de vol permet d'estimer la diminution de la hauteur de la
olonne de grains et ainsi l'évolution relative de la 
ompa
ité du milieu par rapport à la 
ompa
itéinitiale. Le signal reçu étant 
omposé de plusieurs périodes hautes fréquen
es ave
 une amplitudemodulée (l'enveloppe), le dé
alage du temps de vol est estimé soit par déte
tion de son maximum, soitpar 
orrélation ave
 le signal mesuré pour l'empilement initial. Le dé
alage du temps de vol obtenupar 
es deux méthodes est identique et valide le traitement proposé.Il est 
lair que le dispositif de mesure proposé est un dispositif simple ne permettant pas unemesure absolue de la 
ompa
ité du milieu mais bien une mesure relative de la 
ompa
ité par rapportà l'état initial. Les résultats obtenus sont 
ependant su�sants dans le but de dé
rire qualitativementl'évolution du milieu granulaire sous solli
itation, l'a

ent étant porté dans 
es travaux sur la des
riptiondes phénomènes a
oustiques.2.2.4 Courbes de 
ompa
tionLa �gure 2.9 présente l'évolution de la 
ompa
ité du milieu 
onstitué de billes de verre de diamètre
2 mm pour di�érentes amplitudes de solli
itations Γ. L'évolution du milieu vers un état �nal esttrès lente, ave
 une dynamique logarithmique. L'utilisation d'une é
helle logarithmique en abs
isse (lenombre de taps) permet alors d'oberver si l'état stationnaire est atteint au 
ours d'une expérien
e de
ompa
tion.
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itationsFig. 2.9 � Courbes de 
ompa
tion obtenues pour une séquen
e de n = 5.104 taps ave
 di�érentesamplitudes de solli
itations. Les billes de 2 mm de diamètre sont utilisées.D'après l'insert de la �gure 2.9, l'état �nal n'est pas stationnaire après une séquen
e de 5.104taps, alors même qu'au bout de 15.103 taps l'a

roissement de 
ompa
ité est inférieur à 10 % de



2.2 Dispositif expérimental 41la valeur �nale obtenue. Di�érents états métastables sont obtenus dépendants de l'amplitude desse
ousses, ave
 des états �naux Φ∞ 
roissants ave
 l'amplitude Γ. Ce résultat est à mettre en parallèleave
 les dynamiques de 
ompa
tion obtenues par l'équipe de Chi
ago, dont l'état �nal 
roît aussiave
 l'amplitude des solli
itations. Les 
ourbes de 
ompa
tion présentées sont des moyennes sur
inq réalisations, 
haque expérien
e de 
ompa
tion durant une dizaine d'heures sans les mesuresa
oustiques. Malgré l'in
ertitude liée au dispositif de mesure sur la valeur absolue de la 
ompa
ité dumilieu, les états �naux pour des solli
itations supérieures à Γ = 3 n'atteignent pas des 
ompa
itéssupérieures à Φrcp = 0.64 et le milieu ne 
ristallise don
 pas lo
alement. Cette observation estd'autant plus surprenante que le 
hoix de parois 
arrées semble fa
iliter la 
ristallisation aux bords duré
ipient. L'observation de l'empilement au niveau des parois transparentes a 
ependant 
on�rmé une
ristallisation lo
ale (de l'ordre de 5 à 10 grains) en �n de 
ompa
tion. Cette mise en ordre périphériqueau ré
ipient ne progresse pourtant pas de la base de l'empilement jusque la partie supérieure, 
omme ilpeut être attendu. Elle semble lo
alisée à di�érents niveaux sur la hauteur de l'empilement. A priori, lesgrains ont tendan
e à s'ordonner à la base de l'empilement puis progressivement 
et ordre se transmetaux 
ou
hes supérieures de l'empilement. Une manière 
lassique d'éviter 
e phénomène est de 
réerune base rugueuse 
omposée de grains 
ollés de manière désordonnée pour éviter 
ette 
ristallisation.Ce dispositif n'a pas été testé dans 
e travail.Les 
ourbes de 
ompa
tion obtenues sont bien modélisées par la loi KWW (2.3) en exponentielleétendue. Le temps 
ara
téristique de relaxation τ du pro
essus de 
ompa
tion diminue lorsque l'am-plitude des se
ousses augmente, passant d'un temps 
ara
téristique τ ∼ 4900 n−1
tap pour Γ = 1.5 à untemps τ ∼ 470 n−1

tap pour Γ = 3.5. La 
inétique de 
ompa
tion est ainsi assez pro
he de 
elle observéepar l'équipe de Rennes mais le manque de données sur une large gamme d'amplitude Γ de solli
itationsnous empê
he de véri�er une loi linéaire entre ln(τ) et Γ−1. Le paramètre β 
ara
térisant l'étalement dela transition du pro
essus de 
ompa
tion vers l'état �nal varie entre 0.25 et 0.35 pour les trois solli
i-tations présentées. La 
inétique de 
ompa
tion observée est plus lente que pour les expérien
es menéesà Rennes, mais pro
he des 
ourbes de 
ompa
tion de l'équipe de Chi
ago, malgré un rapport d'aspe
tplus grand pour nos expérien
es. Plusieurs 
auses peuvent expliquer 
e phénomène très lent (plus de
104 se
ousses pour appro
her l'état �nal). Tout d'abord, l'e�et de la plaque posée sur l'empilementpour les mesures ultrasonores de 
ompa
ité a tendan
e à ralentir la dynamique de 
ompa
tion. Lamise en tas est évitée, et la plaque assure une surfa
e plane en haut de l'empilement, 
e qui expliquel'obtention de 
ourbes de 
ompa
tion très lisses. Les phénomènes 
onve
tifs sont ainsi limités et la
ompa
tion du système ralentie. Les parois 
arrées du ré
ipient 
hoisi in�uent aussi sur la dynamiquede 
ompa
tion ave
 une tendan
e au ralentissement 
omparé à l'emploi d'un ré
ipient 
ylindrique [71℄.Ces deux phénomènes 
ouplés expliquent en partie le temps né
essaire à l'empilement pour atteindreson état �nal.L'étude de l'in�uen
e de la taille des billes (�gure 2.10) montre que pour une solli
itation égale
Γ = 1.3, la 
inétique de 
ompa
tion est augmentée ave
 un temps 
ara
téristique τ ∼ 550 n−1

tap pour desbilles de diamètre 0.7 mm 
ontre τ ∼ 800 n−1
tap pour les billes de 2 mm de diamètre. Il est supposé que la
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Fig. 2.10 � E�et de la taille des billes sur la 
ompa
tion d'un empilement de billes de diamètre 2 mmet 0.7 mm à amplitude de solli
itation Γ = 1.3.
onve
tion est a

élérée ave
 la diminution de la taille des billes, 
e qui peut expliquer l'augmentationdu temps 
ara
téristique τ . A paramètre d'étalement β ∼ 0.31 équivalent, la 
ompa
ité �nale atteintepour l'empilement de billes de 0.7 mm de diamètre est supérieure de 0.5 à 
elle des billes plus grosses,
e gain de 
ompa
ité pouvant provenir de la nette polydispersité obervée sur la �gure 2.8 
omparéeaux billes de 2 mm de diamètre.Bilan sur la 
ompa
tion de milieux granulairesAprès un exposé non exhaustif de la littérature existante sur la 
ompa
tion granulaire, le dispositifexpérimental a été présenté. La variation de 
ompa
ité du milieu est obtenue par une mesure ultrasonoresimple. Les états �naux de 
ompa
ité du milieu di�érents selon l'amplitude de solli
itation sontobservés, et l'e�et de la taille des billes sur la dynamique de 
ompa
tion dis
utée. D'après les 
ourbesde 
ompa
ité relative, les faibles variations de 
e paramètre né
essitent une grande pré
ision de mesurede sa valeur absolue pour 
ara
tériser géométriquement l'assemblage granulaire. Au bout de 103solli
itations, l'a

roissement de 
ompa
ité est faible. Le milieu 
ontinue 
ependant de se réorganiser,au moins mi
ros
opiquement au niveau des 
onta
ts. Dans la suite du do
ument, des ondes élastiquessont utilisées pour sonder le milieu, et observer la sensibilité des méthodes a
oustiques par rapportaux méthodes 
lassiques (optiques, 
apa
itives) sur le pro
essus de 
ompa
tion. En premier lieu, la
ara
térisation linéaire du milieu est e�e
tuée par des fon
tions de réponse a
oustique en fréquen
ede l'empilement. Dans le 
hapitre 3, des méthodes d'a
oustique linéaire et non linéaire sont utiliséespour 
ara
tériser les di�érentes mé
anismes physiques se produisant au niveau des 
onta
ts, et leurévolution au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion.



2.3 Cara
térisation ultrasonore du milieu granulaire 432.3 Cara
térisation ultrasonore du milieu granulaireAu 
ours de la 
ompa
tion granulaire, deux transdu
teurs ultrasonores longitudinaux Panametri
sV3052 sont utilisés pour sonder le milieu par des ondes élastiques. Ces transdu
teurs de rayon 2 cm ontune réponse large bande 
entrée sur 100 kHz et sont pla
és à environ 7 cm du fond de l'empilement (voirla �gure 2.6), pour éviter le �ambement des parois latérales sous le poids des 
apteurs. La 
onnaissan
ede la réponse en fréquen
e des transdu
teurs d'émission et de ré
eption est né
essaire pour s'a�ran
hirde leurs e�ets sur la mesure de la réponse du milieu. Ces 
apteurs n'ont pas de réponse plate enfréquen
e. Le domaine d'utilisation se situe sur le bord inférieur de leur bande passante, de 1 à 80

kHz. La réponse en fréquen
e de 
es 
apteurs est monotone jusqu'aux très basses fréquen
es (voir la�gure 2.11). La linéarité de 
ette réponse ave
 l'amplitude du signal émis a été expérimentalementvéri�ée par un vibromètre laser mesurant la vitesse à la surfa
e du transdu
teur, pour des tensionsvariant de 1 V à 100 V . Un 
omportement non linéaire est 
lairement observé pour des fréquen
es trèsbasses f < 500 Hz ave
 une forte atténuation du signal de sortie par rapport à la tension en entrée.Cependant, la limite fréquentielle inférieure dans 
ette étude est f ≃ 900 Hz, et les non-linéaritésa
oustiques observées n'ont pas pour origine la 
haîne de mesure.
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Fig. 2.11 � Fon
tions de réponse en fréquen
e des transdu
teurs ultrasonores sur la gamme de fréquen
eétudiée pour di�érentes tensions d'ex
itations, normalisées par l'amplitude éle
trique d'ex
itation. Laréponse est linéaire jusqu'aux basses fréquen
es f ≤ 500 Hz. Insert : Réponse en très basses fréquen
eset la limite fréquentielle d'étude 900 Hz.Les signaux éle
triques sont transmis à un ampli�
ateur de puissan
e ave
 un gain de 50 dBpour générer des ondes a
oustiques sur une large gamme d'amplitude. Après passage dans le milieugranulaire, les signaux reçus par le 
apteur en ré
eption sont ampli�és par un pré-ampli�
ateur faible
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tion des milieux granulairesbruit de gain maximum 60 dB, puis sont visualisés soit à l'aide d'un os
illos
ope numérique aprèsmoyennage temporel, soit sur un analyseur de spe
tres pour observer les spe
tres d'amplitude ou lesfon
tions de réponse en fréquen
e.2.3.1 Fon
tions de réponse en fréquen
eLa pro
édure d'obtention des fon
tions de réponse en fréquen
e du milieu est la suivante. Pour unétat donné de 
ompa
ité du milieu, la 
ara
térisation ultrasonore 
onsiste en un sinus glissant entreles fréquen
es 1 kHz et 80 kHz à amplitude a
oustique �xe sur la gamme fréquentielle. La 
onstanted'intégration du signal est 
hoisie de telle sorte que la réponse à une pulsation ω peut être 
onsidéréestationnaire. Pour s'a�ran
hir de l'e�et des 
apteurs sur la réponse obtenue, les fon
tions de réponseen fréquen
e reçues sont 
orrigées par 
elles des 
apteurs. La �gure 2.12 présente, pour un empilementde billes de diamètre 2 mm et de 
ompa
ité Φ = 0.63, la fon
tion de réponse en fréquen
e du milieureçue, puis 
elle a�ran
hie de l'in�uen
e des transdu
teurs. Les fon
tions de réponse en fréquen
e,uniquement 
ara
téristiques du milieu, sont alors dé
alées vers les plus hautes amplitudes.
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Fig. 2.12 � Fon
tion de réponse en fréquen
e du milieu granulaire 
orrigée par le fon
tion de réponse enfréquen
e des 
apteurs. Le milieu est 
omposé de billes de verre de diamètre 2 mm, pour une 
ompa
itéde Φ = 0.63.Ces fon
tions de réponse renseignent sur la transmission a
oustique à travers le milieu, sur unelarge gamme fréquentielle. Il apparaît plusieurs zones distin
tes dans la transmission :� une gamme fréquentielle de forte transmission a
oustique en basses fréquen
es, pour f ≤ 10 kHzenviron,� une gamme de transmission lentement dé
roissante pour des fréquen
es 10 ≤ f ≤ 55 kHz,



2.3 Cara
térisation ultrasonore du milieu granulaire 45� une partie fortement bruitée pour les hautes fréquen
es f ≥ 55 kHz, 
ara
téristique du bruitéle
tronique de la 
haîne de mesure.La première partie identi�ée de 
es fon
tions de réponse en fréquen
e est une bande de transmissionélevée, 
ara
téristique de la propagation d'ondes au sein du volume du milieu. En basses fréquen
es,des pi
s de résonan
e du milieu émergent, puis la transmission 
hute brutalement pour une fréquen
eautour de 8 kHz. Cette fréquen
e de transition peut être quali�ée de fréquen
e de 
oupure pour lesondes propagatives. Dans le premier 
hapitre, la fréquen
e de 
oupure d'une 
haîne de billes dansdes 
onditions similaires de taille et de 
ontrainte à 
ette expérien
e est estimée à f ≃ 50 kHz. Lafréquen
e de transition obtenue est ainsi très inférieure à 
elle de la 
on�guration unidimensionnelle.Cet e�et peut être attribuable au désordre du milieu.Après la 
hute brutale de transmission des ondes a
oustiques, une partie relativement lisse estidenti�ée. Sur 
ette gamme de fréquen
es, 10 ≤ f ≤ 55 kHz, au
un pi
 de résonan
e n'émerge. Cete�et est dû à la forte atténuation des ondes sur la distan
e par
ourue entre les 
apteurs. En e�et,une expérien
e menée dans un ré
ipient plus large a permis de tester l'in�uen
e de l'é
artement entreles 
apteurs sur la réponse fréquentielle du milieu. Pour un é
art identique à 
elui de l'expérien
ede 
ompa
tion L ≃ 8 cm, la fon
tion de réponse en fréquen
e obtenue est identique. Lorsqueles 
apteurs sont ensuite rappro
hés, les seules modi�
ations nettes sur la réponse fréquentielle dumilieu apparaissent sur 
ette gamme de fréquen
es, où plusieurs modes du système émergent. L'e�etd'atténuation des ondes est ainsi ampli�é dans notre 
on�guration expérimentale, en plus du 
ara
tèrefortement dissipatif du milieu granulaire non 
onsolidé. Des phénomènes de di�usion multiple des ondespeuvent alors expliquer l'atténuation observée.2.3.2 In�uen
e du pro
essus de 
ompa
tionL'e�et du pro
essus de 
ompa
tion d'un empilement granulaire est en premier lieu observé surles fon
tions de réponse en fréquen
e du milieu. Pour 
ela, puisque le pro
essus de 
ompa
tion estlogarithmique ave
 le nombre de solli
itations, les mesures a
oustiques sont e�e
tuées à di�érentesétapes de la 
ompa
tion du milieu logarithmiquement espa
ées dans le temps. La �gure 2.13 présenteles fon
tions de réponse en fréquen
e du milieu granulaire 
onstitué de billes de diamètre 2 mm, pourles états initiaux Φ ≃ 0.585 et �naux Φ ≃ 0.63. La transmission a
oustique augmente en amplitude, etla fréquen
e de 
oupure e�e
tive, identi�ée dans la se
tion pré
édente, se dépla
e vers les plus hautesfréquen
es de manière monotone ave
 le nombre de solli
itations. Cet e�et a pour origine l'augmentationdu module élastique linéaire du milieu, qui peut résulter de l'augmentation du nombre de 
onta
ts.Les pi
s de résonan
e, en très basses fréquen
es, se dé
alent de même vers les plus hautes fréquen
es.L'étude de la première résonan
e du milieu sera e�e
tuée dans le 
hapitre suivant. La transmissiona
oustique semble ainsi parti
ulièrement sensible à l'e�et de densi�
ation du milieu pour les fréquen
es
f ≤ 10 kHz. En e�et, la gamme fréquentielle 10 ≤ f ≤ 55 kHz présente de faibles variations enamplitude sur la transmission a
oustique.
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Fig. 2.13 � Evolution de la fon
tion de réponse en fréquen
e du milieu 
omposé de billes de diamètre
2 mm ave
 la 
ompa
tion de l'empilement.2.3.3 In�uen
e de la taille des billes
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Fig. 2.14 � Fon
tions de réponses en fréquen
e du milieu intialement peu 
ompa
t Φ = 0.585 pour desempilements de billes de verre de diamètre 2R = 0.7 mm et 2R = 2 mm.
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térisation ultrasonore du milieu granulaire 47L'in�uen
e de la taille des billes sur la 
ompa
tion a montré une 
inétique plus rapide, et un état�nal plus 
ompa
t pour des billes de diamètre 0.7 mm que pour les billes de diamètre 2 mm. La taillede billes 
hoisies a aussi une in�uen
e dire
te sur la propagation a
oustique. En e�et, l'étude, dans lepremier 
hapitre, d'une 
haîne de billes unidimensionnelle montre que la fréquen
e de 
oupure de la
haîne augmente ave
 la diminution du rayon des billes (1.9). De même, la vitesse de phase des ondes enbasses fréquen
es est plus élevée 1.10. Les fon
tions de réponse en fréquen
e mesurées pour des billes dediamètre 2 mm et 0.7 mm sont présentées sur la �gure 2.14, pour l'empilement granulaire initialementpeu 
ompa
t Φ ≃ 0.585. Les trois gammes fréquentielles identi�ées auparavant sont toujours présentes,ave
 une fréquen
e de 
oupure pour les billes de diamètre 0.7 mm supérieure à 
elle des billes plusgrosses. Au delà de 
ette fréquen
e de 
oupure, la transmission dans les petites billes est plus faible quepour les billes de diamètre 2 mm, et la réponse en fréquen
e est moins lisse et présente des résonan
eset antirésonan
es plus marquées. La baisse de transmission, présente pour un empilement granulaire
ompa
té Φ ≃ 0.63 (�gure 2.15), peut être attribuée à l'augmentation de la dissipation puisque, pourdes billes de diamètre 0.7 mm, le nombre de 
onta
ts est plus élevé au sein du milieu et ainsi les
on
ta
ts dissipent plus (par des phénomènes de frottement, adhésion, glissement).
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Fig. 2.15 � Fon
tions de réponses en fréquen
e du milieu 
ompa
té Φ = 0.63 pour des empilements debilles de verre de diamètre 2R = 0.7 mm et 2R = 2 mm.
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tion des milieux granulaires2.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre, la 
ompa
tion d'un empilement granulaire a été étudiée. Après un exposé nonexhaustif des travaux existants, notre dispostif expérimental de 
ompa
tion a été présenté. Celui-
i 
onsiste en un ré
ipient 
ontenant un assemblage granulaire 
onstitué de billes monodisperses dediamètre 2 mm ou 0.7 mm. Le tout est ex
ité à sa base mobile par un pot vibrant, délivrant desvibrations dis
rètes, ou taps, a�n de réarranger le milieu. Une mesure ultrasonore simple est utiliséepour mesurer un paramètre ma
ros
opique du milieu, la hauteur de la 
olonne granulaire, et ainsiobtenir la variation relative de 
ompa
ité du milieu. Sous l'e�et des solli
itations dis
rètes, le milieuinitialement peu 
ompa
t (Φ ≃ 0.585) se densi�e jusqu'à un état �nal dépendant de l'amplitude dela solli
itation. Ces états sont des états métastables, di�érents de la limite de 
ompa
ité d'un milieugranulaire tridimensionnel, le "random 
lose pa
king" de 
ompa
ité Φ = 0.64. La 
ompa
tion est lente,se déroulant sur environ 5.104 taps. Cette densi�
ation a pour origine les réarrangements entre grains,diminuant ave
 la frustraton géométrique de l'empilement.L'e�et de la taille des billes a été testée sur le pro
essus de 
ompa
tion. Pour des billes de diamètre
0.7 mm, la 
ompa
tion de l'empilement est plus rapide que pour des billes de diamètre 2 mm. L'état�nal atteint, à amplitude de solli
itations égale, est plus 
ompa
t pour les billes de 0.7 mm. Il estsupposé que la 
onve
tion est a

élérée ave
 la diminution de la taille des billes, 
e qui entraîneune 
inétique de 
ompa
tion plus rapide. Le gain en 
ompa
ité est quant à lui attribué à la nettepolydispersité des billes de 0.7 mm 
omparée au 
ara
tère plus monodisperse des billes de diamètre 2

mm.Le dispositif de 
ara
térisation ultrasonore de l'empilement 
onsiste en deux transdu
teurs ultraso-nores longitudinaux. Après une mesure de la fon
tion de réponse en fréquen
e de 
es 
apteurs, le milieugranulaire est sondé à di�érentes étapes du pro
essus de 
ompa
tion. Les fon
tions de réponse en fré-quen
e du milieu granulaire non 
onsolidé présentent di�érentes gammes fréquentielles de transmissiona
oustique. La première est une bande de forte transmission a
oustique, 
ara
térisée par une fréquen
ede 
oupure dont la valeur est attribuée au désordre du milieu du point de vue a
oustique et en relationave
 la taille des billes. Sur une gamme fréquentielle plus large au-dessus de 
ette fréquen
e de 
oupuree�e
tive, les ondes sont fortement atténuées. En fon
tion du pro
essus de 
ompa
tion, la fréquen
ede 
oupure observée se dé
ale vers les plus hautes fréquen
es, ainsi que les premières résonan
es dumilieu. Cet e�et est attribuable à l'augmentation de rigidité du milieu (le module élastique linéaire).Cette première investigation a
oustique du milieu est poursuivie dans le pro
hain 
hapitre par l'étudedes non-linéarités a
oustiques du milieu, et leur suivi au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion.



Chapitre 3Cara
térisation non linéaire del'empilement granulaire
3.1 Introdu
tionLe 
omportement non linéaire des ro
hes et autres géomatériaux est aujourd'hui bien do
umenté [70,69, 60℄. Contrairement aux approximations linéaires des équations de l'a
oustique dé
rivant bien le
omportement des �uides ou des matériaux homogènes soumis à des ex
itations modérées, l'a
oustiquenon linéaire dé
rit la propagation d'ondes pour de fortes ex
itations a
oustiques. Dans le 
as de milieux
omplexes, l'approximation linéaire des équations de l'a
oustique ne su�t pas à dé
rire la grande variétéde phénomènes observés : ondes de 
ho
 [64℄, hystérésis [32℄ et e�ets de dynamique lente (relaxation)par exemple. Il est alors né
essaire de sortir des approximations 
lassiques des équations linéariséesmême pour des ex
itations a
oustiques modérées : 
'est le 
as de milieux fortement non linéaires 
ommeles milieux granulaires non 
onsolidés.Un modèle physique adéquat pour dé
rire les ro
hes doit prendre en 
ompte la 
omplexité de 
esmatériaux. Ceux-
i sont 
omposés de parti
ules (grains, billes) plus rigides que leurs inter
onnexions(jon
tions entre grains). Ces jon
tions, assimilables à des raideurs plus molles que les parti
ules, sontsujettes à de fortes déformations qui 
ausent lo
alement une déviation du 
omportement linéaire dumatériau. Elles parti
ipent alors prin
ipalement à la réponse non linéaire du milieu. Dans le 
as desmilieux granulaires, 
es jon
tions sont 
omposées des 
onta
ts inter-grain. Ces 
onta
ts sont régispar la théorie de Hertz non linéaire (
f 
hapitre 1), ave
 une dépendan
e en puissan
e 3/2 de lafor
e normale de 
hargement. D'autres non-linéarités mé
aniques sont sus
eptibles d'apparaître dansla relation 
ontrainte/déformation. Par exemple, la prise en 
ompte de la fri
tion et de l'adhésionau niveau des 
onta
ts résulte en une relation 
ontrainte/déformation hystérétique. Lorque l'ondea
oustique est d'amplitude supérieure à la déformation statique moyenne des 
onta
ts, 
eux-
i peuvents'ouvrir sous l'a
tion de l'onde a
oustique (le 
lappement). Ces 
ara
téristiques des milieux mi
ro-inhomogènes fournissent une large variété de manifestations non 
lassiques des non-linéarités liées aumilieu. 49



50 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaireDans 
e 
hapitre, di�érentes expérien
es a
oustiques linéaires et non linéaires sont présentées pourpermettre le suivi a
oustique de la 
ompa
tion du milieu granulaire. Au 
ours de 
e pro
essus, le milieuse rigidi�e et les études numériques disponibles à 
e sujet montrent une augmentation du nombre de
oordination par billes [1℄. Cette augmentation s'a

ompagne intuitivement de la 
réation de 
onta
tsfaibles, puisque 
es nouveaux 
onta
ts ne peuvent dire
tement partager la 
ontrainte moyenne. Ilexiste 
ependant une grande variété de 
onta
ts faiblement 
hargés. La distribution statistique de
onta
ts aux faibles déformations statiques 
omportent des 
onta
ts faibles qui peuvent à la foisprésenter du glissement ou pas. La proportion des 
onta
ts exhibant du glissement relativement à
eux n'en présentant au
un peut varier ave
 la rigidi�
ation du milieu, 
ette variation résultant dela frustration géométrique de l'empilement. Les méthodes a
oustiques non linéaires ont montré leurforte sensibilité à la présen
e de défauts relativement aux méthodes linéaires dans un grand nombre desituations. Ainsi la présen
e de 
onta
ts faibles au sein du milieu granulaire in�uen
e fortement les non-linéarités a
oustiques. Au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, il est attendu que la rigidi�
ation du milieus'a

ompagne d'une variation du nombre de 
onta
ts faiblement 
hargés et don
 d'une variation desnon-linéarités a
oustiques. Les résultats présentés ont pour obje
tif de 
on�rmer la forte sensibilité desméthodes d'a
oustique non linéaire relativement aux méthodes linéaires à travers plusieurs phénomènesa
oustiques (génération d'harmoniques, génération de fréquen
e di�éren
e et résonan
es non linéaires),et de montrer leur potentiel pour l'utilisation de nouvelles observables a
oustiques lors du pro
essusde 
ompa
tion. L'impli
ation des observations e�e
tuées sur la physique de la 
ompa
tion des milieuxgranulaires est dis
utée.



3.2 Génération d'harmoniques 513.2 Génération d'harmoniquesLa génération d'harmoniques supérieures d'une onde plane fondamentale émise dans le milieu estl'expérien
e non linéaire la plus 
lassique pour observer la non-linéarité d'un é
hantillon. La forme del'onde plane émise initialement dans le milieu subit des modi�
ations au 
ours de sa propagation, pare�et 
umulatif. Puisque le module élastique du milieu (et don
 la vitesse de propagation des ondes)dépend de l'état de 
ontrainte, les 
ompressions/dilatations sur une période de l'onde a
oustique vontrésulter en des variations de la vitesse lo
ale de l'onde. Considérons le 
as des milieux granulaires oùla vitesse augmente ave
 la pression. La partie en 
ompression de l'onde se propage alors plus rapide-ment qu'une partie en dilatation dont la vitesse diminue. L'onde intialement sinusoïdale est modi�éeen onde en dents de s
ie. C'est 
e phénomène, illustré sur la �gure 3.1, qui est à l'origine de la géné-ration d'harmoniques. Par 
onséquent, une 
omposante monofréquentielle émise dans un milieu ave
non-linéarité quadratique subit une distorsion modi�ant son spe
tre a
oustique par l'apparition de plushautes fréquen
es que la fréquen
e initialement introduite.
c

c

Dépression a
oustique
Temps

Fig. 3.1 � Distorsion de l'onde a
oustique initialement sinusoïdale (en trait plein) en une onde en dentsde s
ie (en pointillés) après propagation dans un milieu non linéaire quadratique.Ave
 le même dispositif expérimental que 
elui introduit au 
hapitre 2, une onde plane sinusoïdalede fréquen
e fondamentale f1 = 10 kHz est émise dans le milieu granulaire au moyen des transdu
-teurs ultrasonores longitudinaux. Un �ltre passe-bas, d'ordre 2 
entré sur 15 kHz, est utilisé pouréviter l'émission d'harmoniques supérieures de la fréquen
e fondamentale. Le 
hoix de la fréquen
ed'ex
itation est issu des fon
tions de réponse en fréquen
e présentées au 
hapitre 2. En e�et, la forteatténuation des hautes fréquen
es empê
he l'observation des harmoniques supérieures d'une 
ompo-sante fréquentielle trop élevée. Il est rappelé que la propagation d'ondes s'e�e
tue sur une distan
e
L ≃ 8 cm entre les 
apteurs.Pour obtenir la dynamique en amplitude des 
omposantes fréquentielles générées, une gamme



52 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaired'amplitude a
oustique de déformation 5.10−7 ≤ ε ≤ 10−5 est appliquée. Chaque mesure a
oustique,
omprenant la génération d'harmoniques et sa dynamique en amplitude, est e�e
tuée à des états de
ompa
tion répartis logarithmiquement en fon
tion du nombre de taps. Ainsi, les mesures a
oustiquese�e
tuées aux premières étapes de 
ompa
tion (où la 
ompa
ité du milieu varie) sont espa
ées d'unedizaine de se
ousses jusque ntap ≤ 5.102, puis d'une 
entaine de se
ousses pour 5.102 ≤ ntap ≤ 5.103,et de 103 nombres de taps ensuite. Aux faibles déformations a
oustiques ε ≤ 10−6, seule la fréquen
efondamentale est présente dans le spe
tre après propagation. Pour les déformations a
oustiquessupérieures, des 
omposantes fréquentielles autres que la fréquen
e fondamentale apparaissent. Lesspe
tres expérimentaux de la �gure 3.2(a) présentent, pour les états initiaux et �naux de 
ompa
tion,l'enri
hissement du spe
tre par les fréquen
es multiples du fondamental f1 = 10 kHz. Le 
omportementnon linéaire du milieu granulaire est 
lairement visible. Au début du pro
essus de 
ompa
tion, t = 100tap, les fréquen
es multiples 2f1 et 3f1 émergent du bruit de mesure ainsi que le sous harmonique
f1/2 = 5 kHz. Pour les fréquen
es f ≤ 8 kHz, un bruit basse fréquen
e est visible. Le transfert del'énergie de l'onde fondamentale émise vers les basses fréquen
es a déjà été observé [84℄, attribuantle phénomène de doublement de période et la route vers le 
haos obervés à l'intera
tion de l'ondea
oustique ave
 une distribution de 
onta
ts fortement non linéaires. Après une séquen
e de 5.104se
ousses, le spe
tre a
oustique est en
ore enri
hi et présente de nombreuses 
omposantes fréquentiellesautre que les multiples du fondamental f = 10 kHz. Le niveau de bruit éle
tronique, visible à 50 kHz,est plus élévé et le bruit basse fréquen
e est plus étendu fréquentiellement. Ce phénomène semblefortement 
orrélé au 
omportement des fon
tions de réponse en fréquen
e. Le spe
tre fréquentielétant plus ri
he en �n de 
ompa
tion, il apparaît que les non-linéarités a
oustiques augmentent. Lafréquen
e fondamentale 
hoisie f = 10 kHz appartient à la bande de forte transmission observée sur lesfon
tions de réponse en fréquen
e. Par 
onséquent, 
'est l'augmentation de la transmission a
oustiqueave
 la 
ompa
tion qui peut expliquer l'enri
hissement spe
tral. L'e�et de l'atténuation linéaire sur lagénération d'harmoniques n'a pas été poursuivie.Sur la �gure 3.2(b), la dynamique en amplitude des 
omposantes f1, 2f1 et 3f1 est présentée enfon
tion de l'amplitude a
oustique A1 de l'onde émise. La dépendan
e en amplitude de la 
omposantefondamentale est linéaire, 
elle du se
ond harmonique 2f1 est quadratique ave
 l'amplitude a
oustiquedu fondamental. Ce résultat 
on
orde ave
 une non-linéarité quadratique 
lassique, et permet l'extra
-tion du paramètre non linéaire quadratique β. Ce raisonnement est exa
t en l'absen
e d'absorption desondes. Dans notre 
as où un 
hangement d'atténuation est observé pour les fréquen
es de pompage, leparamètre non linéaire quadratique évalué est une simpli�
ation du problème physique pour quanti�erla non-linéarité a
oustique. Pour une relation 
ontrainte/déformation non linéaire 
lassique, 
'est-à-dire développable en puissan
e su

essives de la déformation, les harmoniques 2 et 3 générées ont unedépendan
e quadratique et 
ubique ave
 l'amplitude de la fréquen
e fondamentale émise. La dépen-dan
e en amplitude de la fréquen
e 3f1 montre un 
omportement non 
lassique de la relation d'état.En e�et, sa dynamique en amplitude est pro
he d'une puissan
e 3/2. Ce phénomène peut être attribuéà l'a

umulation de di�érentes non-linéarités 
lassiques (non-linéarité quadratique et 
ubique) et non
lassique (hystérétique). Le 
ara
tère non 
lassique des pro
essus a
oustiques non linéaires existant au
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Fig. 3.2 � (a) : Spe
tres reçus après propagation de la 
omposante fréquentielle f1 = 10 kHz pourune amplitude d'ex
itation a
oustique εac ≃ 10−5. Les états initiaux et �naux de 
ompa
tion sontprésentés. (b) : Dynamique en amplitude de la 
omposante fréquentielle f1 = 10 kHz et de ses deuxharmoniques supérieures. Le 
omportement non linéaire non 
lassique de l'harmonique 3 pro
he de lapuissan
e 3/2 est observé.sein du milieu granulaire seront développés en se
tion 3 de 
e 
hapitre.Pour le moment, seul le premier terme non linéaire β de l'équation d'état développée en sériede Taylor est 
onsidéré. Cette approximation est valide pour l'analyse de l'harmonique 2 dont ladépendan
e en amplitude est quadratique ave
 l'amplitude du fondamental. L'évaluation du paramètrenon linéaire β est généralement la première étape pour quanti�er la non-linéarité a
oustique d'un milieu.Typiquement le paramètre non linéaire β se situe entre 103 et 104 pour les ro
hes [60℄, 
omparé auxvaleurs typiques 1 − 10 des milieux 
ristallins ou homogènes à l'é
helle mi
ros
opique [34, 64℄. Parexemple, dans le 
as unidimensionnel, l'équation de propagation pour le dépla
ement u(x, t) d'uneonde longitudinale plane progressive selon la dire
tion x, obtenue par la méthode des approximationssu

essives,
∂2u(x, t)

∂x2
− 1

c2

∂2u(x, t)

∂t2
= −β

∂

∂x
(
∂u(x, t)

∂x
)2, (3.1)fait intervenir le paramètre non linéaire quadratique β de la relation 
ontrainte/déformation. Cetteéquation, valide en l'absen
e d'atténuation, est une approximation non linéaire au se
ond ordre endéformation ∂u/∂x. Le terme du se
ond membre de l'équation (3.1) est à l'origine de la 
réation desfréquen
es somme et di�éren
e dans le 
as d'une onde monofréquentielle initiale. En résolvant l'équationde propagation (3.1) pour la première intera
tion non linéaire ave
 une onde monofréquentielle depulsation ω, l'amplitude de l'harmonique de pulsation 2ω générée est linéaire ave
 la distan
e depropagation x, et quadratique ave
 la pulsation et l'amplitude du fondamental. La valeur du 
oe�
ientnon linéaire β est alors a

essible expérimentalement par la mesure de l'amplitude A2 de l'harmonique
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2ω générée à une distan
e x du signal sour
e d'amplitude A1 [87℄ :

β =
8A2c

2
0

A2
1ω

2x
, (3.2)ave
 c0 la vitesse linéaire de propagation de l'onde de pulsation ω et d'amplitude A1. La distan
e entreles 
apteurs a
oustiques est �xe (x ≃ 8 cm) dans notre 
as. Pour la fréquen
e d'émission f1 = 10

kHz et une vitesse de propagation linéaire des ondes c0 ≃ 200 m/s en début de 
ompa
tion, leparamètre non linéaire quadratique β est estimé à 2500. Cette valeur 
on�rme la forte non-linéaritéobservée sur les spe
tres expérimentaux (�gure 3.2(a)). La �gure 3.3 présente l'évolution du paramètrenon linéaire β au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, moyenné sur 
inq réalisations. Les barresd'erreurs présentés représentent l'é
art-type à la moyenne. Malgré une déviation statistique importante,l'évolution présente une dé
roissan
e monotone entre les états initiaux et �naux de 
ompa
tion.

 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 10  100  1000  10000Log(ntaps)Paramètren
onlinéaireq
uadratiqueβ

Fig. 3.3 � Paramètre de non-linéarité quadratique β en fon
tion du nombre de solli
itations. Les erreursreprésentent l'é
art-type obtenu sur 
inq réalisations.Le paramètre de non-linéarité quadratique issu de 
ette expérien
e présente des variations fortesau 
ours du pro
essus de 
ompa
tion (rapport 3 entre l'état initial et �nal de 
ompa
ité). Cettediminution est attribuable, entre autres, aux variations linéaires des propriétés des ondes. Ainsi,suivant l'étude des fon
tions de réponses en fréquen
e, l'amplitude de la fréquen
e fondamentale
hoisie augmente plus rapidement que 
elle de ses harmoniques supérieures au 
ours du pro
essusde 
ompa
tion. Une première di�
ulté d'interprétation se pose sur les propriétés linéaires des ondes.Cependant, une forte sensibilité du paramètre non linéaire est obtenue, 
omparée aux variations de
ompa
ité relative au 
ours d'une expérien
e. Puisque les fon
tions de réponse en fréquen
e in�uentsur la 
ompréhension des phénomènes physiques et sur l'extra
tion des paramètres non linéaires pourla génération d'harmoniques, la génération de fréquen
e di�éren
e à partir d'ondes de pompage hautesfréquen
es a été testée.



3.3 Génération de fréquen
e di�éren
e 553.3 Génération de fréquen
e di�éren
eUn e�et a
oustique illustrant les non-linéarités d'un milieu est l'intera
tion de deux fais
eauxd'ondes ultrasonores de fréquen
es di�érentes f1 et f2. Ce 
on
ept d'intera
tion onde-onde est à labase du développement des antennes paramétriques initiées expérimentalement et théoriquement parWestervelt [88℄ et Berktay [8℄ dans les années 1960 et par Zverev et Kala
hev (voir la référen
e [93℄pour une revue) de manière théorique 
ette même dé
ennie. Le prin
ipe 
onsiste en premier lieu enla génération d'ondes a
oustiques hautes fréquen
es (ondes primaires ou ondes de pompage) dans unmilieu non linéaire par un transdu
teur ultrasonore le plus souvent. Ces ondes fournissent l'énergiea
oustique au milieu et sont dans le 
as le plus simple 
omposées de deux hautes fréquen
es pro
hes
f1 et f2, appelées ondes de pompage ou ondes primaires. Au 
ours de leur propagation, pour une non-linéarité su�samment importante du milieu ou une distan
e d'a

umulation su�sante, une partie del'énergie des ondes primaires de fréquen
es f1 et f2 est transférée vers des fréquen
es inexistantes dansles sour
es initialement émises. Les fréquen
es 2f1, 2f2, f1 +f2, f2−f1, f1−f1 et f2−f2 sont généréespar la première intera
tion non linéaire des ondes, illustrée sur la �gure 3.4. Puisque l'absorptiondes ondes a
oustiques augmente ave
 la fréquen
e, les hautes fréquen
es f > f1 sont atténuées plusrapidement que les basses fréquen
es se propageant dans le milieu. Ainsi seule la fréquen
e di�éren
e
∆f = f2 − f1 est présente après une 
ertaine distan
e de propagation.

f2f1

Spe
tre
f (Hz)

f2f1

f (Hz)

Spe
tre Transfert d'énergienon linéaire f1 − f2

2f2

f1 + f2

2f11ere intera
tion
Fig. 3.4 � Prin
ipe de génération de fréquen
e di�éren
e après propagation des ondes primaires émisesdans un milieu non linéaire. Les fréquen
es multiples 2f1, 2f2 et f1 + f2 des ondes primaires sontgénéralement plus atténuées au 
ours de la propagation que la fréquen
e f2 − f1.La génération de fréquen
e di�éren
e a été étudiée dans les milieux granulaires [91, 29, 85℄. Lepro
essus de génération de fréquen
e di�éren
e pour deux ondes primaires f1 et f2 est identique àl'onde auto-démodulée générée à partir d'un paquet d'ondes, observée dans le sable [91℄, pour desimpulsions a
oustiques (ou 'burst'). La 
onversion d'ondes de pompage de 
isaillement vers des ondesautodémodulées longitudinales a ensuite permis de mettre en éviden
e le phénomène de dilatan
e nonlinéaire [85℄. Cet e�et permet de montrer l'anisotropie du paramètre de non-linéarité quadratique,induite par l'appli
ation d'une 
ontrainte statique uniaxiale sur l'assemblage granulaire. Le réseau de
haînes de for
e induit par 
ette 
ontrainte est alors préférentiellement dirigé dans la dire
tion dela 
ontrainte. Les 
onta
ts fortement pré-
ontraints sont dirigés selon 
e réseau de 
haînes de for
e,tandis que les 
onta
ts faiblement 
hargés sont prin
ipalement dirigés dans la dire
tion orthogonale.
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térisation non linéaire de l'empilement granulaireDans notre dispositif expérimental, il est espéré que la génération de fréquen
e di�éren
e soit unphénomène sensible aux réarrangements du milieu. Le milieu granulaire 
onsidéré est sous 
ontraintestatique dans la dire
tion verti
ale (due à la gravité et la plaque ré�é
hissante posée sur la 
olonne). Par
onséquent, la non-linéarité dans la dire
tion horizontale (
elle des mesures a
oustiques pour les ondeslongitudinales) doit alors être une mesure de la non-linéarité du milieu dans la dire
tion orthogonaleaux 
haînes de for
e.3.3.1 Résultats expérimentauxLe dispositif expérimental est identique à 
elui des se
tions pré
édentes : le ré
ipient est rempli debilles de verre de 2 mm de diamètre soumises à la gravité. Les transdu
teurs sont pla
és près du fond duré
ipient, et à 
ette profondeur, la 
ontrainte statique moyenne des 
onta
ts est estimée à 3 kPa. Cette
ontrainte 
orrespond à une déformation statique moyenne de 3.10−5. Cette valeur de déformation des
onta
ts est ainsi supérieure (mais pro
he) à la déformation a
oustique maximale εA ≃ 10−5. Les ex-périen
es a
oustiques 
onsistent en l'émission d'un signal bifréquentiel (les ondes primaires) 
ontenantles fréquen
es f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz, et à l'observation des spe
tres du signal reçu en fon
tionde l'amplitude d'ex
itation après propagation dans le milieu granulaire. En premier lieu, la même ex-périen
e a été réalisée dans l'air. La 
ontribution de l'onde de fréquen
e di�éren
e générée f2−f1 = 10

kHz est inférieure à −95 dB pour les ex
itations a
oustiques d'amplitudes maximales, où 0 dB 
or-respond à un 1 V en déte
tion. Cet e�et est possiblement dû à la faible non-linéarité du dispositifde mesure mais peut aussi provenir des e�ets non linéaires 
lassiques dans l'air. La �gure 3.5 pré-sente la même expérien
e e�e
tuée dans le milieu granulaire non 
onsolidé en début de 
ompa
tion. Le
ontenu spe
tral ri
he du signal reçu est bien une manifestation des non-linéarités du milieu granulaire.Pour la plus faible amplitude d'ex
itation εA ≃ 7.10−7, seules les deux hautes fréquen
es de pom-page sont visibles dans le spe
tre reçu. Pour une ex
itation a
oustique intermédiaire εA ≃ 4.10−6,la fréquen
e di�éren
e f2 − f1 = 10 kHz émerge du niveau de bruit éle
tronique. Cette fréquen
edi�éren
e est la manifestation du pro
essus de mélange de fréquen
es dé
rit au-dessus. Les fréquen
essupérieures 2f1, 2f2 et f1 + f2 ne sont pas observées dans le signal reçu à 
ause de la forte atténuationdes ondes (déjà visible sur les fon
tions de réponse en fréquen
e dé
rites dans le 
hapitre pré
édent).Les spe
tres présentés sont alors limités à la fréquen
e supérieure f = 50 kHz. Il est à noter que le sous-harmonique ∆ f/2 = 5 kHz de la fréquen
e di�éren
e est aussi présent, mais n'est pas dé
rit dans lapremière intera
tion non linéaire des di�érentes 
omposantes fréquentielles. En�n, pour les ex
itationsa
oustiques maximales de déformation εA ≃ 10−5, d'autres 
omposantes fréquentielles apparaissent :
15, 20 et 25 kHz qui sont aussi des signes d'un pro
essus de mélange de fréquen
e non 
lassique.En basses fréquen
es, le spe
tre obtenu pour les amplitudes a
oustiques maximales est un spe
tre debruit. Celui-
i 
orrespond à la forme de la fon
tion de réponse en fréquen
e du milieu présentée dansle 
hapitre pré
édent. Ce spe
tre de bruit basse fréquen
e a aussi été observé dans les expérien
es degénération d'harmoniques présentées auparavant.
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Amplitude d'ex
itation (dB)Fig. 3.5 � (a) : Spe
tres obtenus pour trois amplitudes d'ex
itation a
oustique aux fréquen
es f1 = 35

kHz et f2 = 45 Hz (0 dB 
orrespond à 1 V en déte
tion). Les spe
tres sont dé
alés en amplitude pourplus de lisibilité. (b) : Dynamique en amplitude des 
omposantes fréquentielles 5, 10, 15 et 35 kHz enfon
tion de l'amplitude a
oustique d'ex
itation.Pour déterminer le régime de fon
tionnement de l'antenne paramétrique, il faut 
omparer deux lon-gueurs 
ara
téristiques a
oustiques (longueur d'atténuation la et de di�ra
tion ld des ondes primaires).La longueur de di�ra
tion d'un fais
eau d'ondes de nombre d'onde k par un transdu
teur de rayon aest ld = 1
2ka2, dans l'approximation de rayonnement gaussien. Dans 
ette expérien
e, pour a = 2 cm,

c ≃ 200 m/s et f ≃ 40 kHz, la longueur de di�ra
tion ld des ondes hautes fréquen
es est estimée à
25 cm. Les mesures d'atténuation issues d'expérien
es en ondes progressives sinusoïdales montrent quela longueur d'atténuation la des ondes de pompage est pro
he de 2 cm. Dans le 
as où les ondes depompage sont fortement atténuées et faiblement di�ra
tées la ≪ ld, l'intera
tion non linéaire se pro-duit prin
ipalement dans le 
hamp pro
he de la sour
e. Ce régime de fon
tionnement est le régime deWestervelt [88℄. Dans 
e régime, l'onde de fréquen
e di�éren
e générée est d'amplitude proportionnelleau produit des amplitudes d'ex
itation (∼ Af1

Af1
) et au paramètre de non-linéarité quadratique β dumilieu, dans le 
as où le milieu se 
omporte simplement et permet un développement en puissan
es dela relation 
ontrainte/déformation.La dynamique en amplitude des 
omposantes fréquentielles présentes dans le spe
tre à la ré
eptionest présentée sur la �gure 3.5(b). La dynamique des fréquen
es de pompage f1 = 35 kHz et f2 = 45

kHz montre une dépendan
e linéaire ave
 l'amplitude d'ex
itation, tandis que la fréquen
e di�éren
e
f2−f1 = 10 kHz présente une dynamique en amplitude pro
he d'une dépendan
e quadratique. Pour lesautres 
omposantes fréquentielles, non générées par la première intera
tion non linéaire, la dynamiqueen amplitude n'est pas une loi en puissan
e et présente de fortes variations. Leurs amplitudes spe
tralessont bien au-dessus du bruit éle
tronique mais présentent des 
hangements abruptes ave
 l'ex
itationa
oustique 
roissante, qui ne permettent pas d'établir de 
on
lusions. Malgré 
ette analyse sur lesamplitudes di�
ile, le phénomène de génération de 
es 
omposantes fréquentielles sera analysé plus en
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térisation non linéaire de l'empilement granulairedétail dans la suite de 
e 
hapitre.L'intérêt est maintenant porté sur l'évolution de la dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
edi�éren
e au 
ours de la 
ompa
tion du milieu granulaire.Dynamique ave
 la 
ompa
tionLa �gure 3.6 présente la dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e f = 10kHz, enfon
tion de l'amplitude d'ex
itation mesurée à di�érentes étapes du pro
essus de 
ompa
tion granulaire.L'expérien
e de 
ompa
tion 
onsiste en une séquen
e de 5.104 solli
itations du milieu granulaire àl'amplitude Γ = 2. Une augmentation de l'amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e générée estobservée. Cette 
roissan
e est monotone ave
 la 
ompa
ité du milieu.
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Fig. 3.6 � (a) : Dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e f2−f1 = 10 kHz en fon
tionde l'amplitude de pompage a
oustique pour di�érents états de 
ompa
ité 
roissante. (b) : Evolutionde la transition 2 → 3/2 de l'onde de fréquen
e di�éren
e moyennée sur 
inq réalisations entre l'étatinitial et �nal de 
ompa
ité ;En première appro
he, 
e résultat tend à montrer une augmentation de la non-linéarité quadratique
β du milieu, 
e qui 
ontredit les observations e�e
tuées dans les expérien
es de génération d'harmo-niques (voir se
tion pré
édente). Ce phénomène peut 
ependant s'expliquer par les dynamiques enamplitude linéaires des ondes de pompage et de fréquen
e di�éren
e générée. En e�et, dans les expé-rien
es 
lassiques d'auto-démodulation d'amplitude [85℄, le milieu granulaire testé est souvent soumisà une 
ontrainte statique importante interdisant les réarrangements globaux de la stru
ture du milieu.Les mesures de dynamique en amplitude e�e
tuées et leurs interprétations sur la non-linéarité du milieusont don
 des mesures pon
tuelles de l'état du milieu granulaire pour une 
ontrainte statique donnée.Dans notre 
as, le milieu évolue stru
turellement au 
ours de la 
ompa
tion, et les propriétés linéairesde la propagation d'ondes varient 
omme l'ont montré les fon
tions de réponse en fréquen
e (
f Chapitre2). Le 
omportement de l'onde de fréquen
e f = 10 kHz générée au 
ours de la 
ompa
tion est ainsiindisso
iable du 
omportement linéaire en amplitude des ondes de pompage (f1 = 35 et f2 = 45 kHz)
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e di�éren
e (f = 10 kHz). Pour les ondes de pompage hautes fréquen
es, ladépendan
e linéaire en fon
tion de l'amplitude d'ex
itation est observée. Mais le niveau en amplitudede 
es ondes dé
roît au 
ours de la 
ompa
tion de quelques dB (2/3 dB). Ces 
omposantes fréquen-tielles se situent en e�et sur la partie fortement atténuée des fon
tions de réponse en fréquen
e, dansune gamme de fréquen
es où les amplitudes reçues évoluent très peu au 
ours du pro
essus de 
om-pa
tion. L'onde de fréquen
e di�éren
e se situe elle dans la partie où la transmission est la plus forte.Cette bande de transmission présente une augmentation de niveau d'une dizaine de dB en moyenneau 
ours de la 
ompa
tion, et des tests en propagation linéaire réalisés sur la 
omposante f = 10 kHzmontrent une augmentation de son niveau d'environ 25 dB pour l'amplitude a
oustique d'ex
itationmaximale. Par 
onséquent, lors d'une expérien
e de génération de fréquen
e di�éren
e, l'amplitude deshautes fréquen
es diminue (et le résultat de leur intera
tion diminue de même) tandis que l'onde defréquen
e f = 10 kHz est mieux transmise dans le milieu. Pour les ex
itations a
oustiques d'amplitudemaximale, sur la �gure 3.6, l'amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e générée augmente de 20 dB.Les e�ets 
umulés des 
omportements linéaires des 
omposantes fréquentielles peuvent alors expliquer
es observations.Il est une fois de plus né
essaire d'extraire un 
oe�
ient de non-linéarité quadratique a�ran
hides mesures linéaires. Cette partie de l'étude n'a 
ependant pas été menée à son terme. Il est en ef-fet di�
ile d'obtenir expérimentalement le 
omportement linéaire de 
haque 
omposante fréquentielle(f1, f2 et f2 − f1) pour 
haque état de 
ompa
tion. Ces mesures doivent être e�e
tuées en fon
tionde l'amplitude d'ex
itation a
oustique, et un temps 
onsidérable (supérieure à la dizaine de minutes)est a

ordé à 
haque mesure a
oustique en plus du pro
essus de 
ompa
tion lui-même. De plus unemodi�
ation des propriétés du milieu est sans nul doute possible pour la multitude d'essais a
oustiquesréalisés à 
haque étape, 
e qui peut altérer le pro
essus de 
ompa
tion du milieu granulaire.Pour 
es raisons, au vu de 
es résultats non linéaires préliminaires, l'a

ent est porté sur la des
riptionqualitative des résultats de génération de fréquen
e di�éren
e et son impli
ation sur la physique del'empilement granulaire.3.3.2 Phénomène de 
lappementLe pro
essus de 
ompa
tion s'a

ompagne d'une rigidi�
ation du milieu granulaire et d'unediminution de la non-linéarité quadratique 
omme l'ont montrées les expérien
es de générationd'harmoniques. Cette diminution peut être la 
onséquen
e de l'augmentation de la déformationstatique moyenne des 
onta
ts et/ou de la diminution des 
onta
ts faibles dans l'empilement. Ene�et les méthodes a
oustiques non linéaires sont plus sensibles aux 
onta
ts faibles du milieu (deraideurs faibles) qu'aux 
onta
ts forts (parti
ipant plut�t aux e�ets linéaires). La sensibilité desméthodes non linéaires à la présen
e de 
onta
ts faibles (en parti
ulier dans les expérien
es d'antenneparamétrique [85℄) s'observe sur le 
omportement de la dépendan
e en amplitude de l'onde defréquen
e di�éren
e générée. Sur la �gure 3.6(a), le 
omportement en amplitude de l'onde en fon
tionde l'amplitude d'ex
itation a
oustique passe d'une dépendan
e initialement quadratique ave
 une
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térisation non linéaire de l'empilement granulairetransition vers une 
roissan
e suivant une loi de puissan
e 3/2. Cette transition est asso
iée à unenon-linéarité de Hertz ave
 
lappement qui 
orrespond à l'ouverture puis la fermeture du 
onta
tsous l'a
tion de l'onde a
oustique. Ce phénomène apparaît lorsque la déformation a
oustique εA estsupérieure à la déformation statique du 
onta
t ε0 
onsidéré. Puisque, dans un milieu granulaire non
onsolidé, la déformation statique moyenne des 
onta
ts est faible (et dans la gamme des ex
itationsa
oustiques), la possibilité pour les 
onta
ts de '
lapper' sous l'a
tion de l'onde a
oustique est fortementenvisageable. Pour obtenir 
e 
omportement sur la dépendan
e en amplitude, il est né
essaire d'ajouterun degré de 
omplexité dans la relation 
ontrainte/déformation de Hertz dynamique
σ0 + σ̃ = C(ε0 + ε̃)3/2, (3.3)ave
 C un paramètre tenant 
ompte des paramètres du matériau, la 
ontrainte dynamique σ̃ (res-pe
tivement la déformation dynamique ε̃) perturbant la 
ontrainte statique σ0 (respe
tivement ε0).Par 
onvention, i
i, une 
ompression σ > 0 
orrespond à ε > 0. Lorsque la déformation a
oustiqueest supérieure à la déformation a
oustique d'un 
onta
t, 
elui-
i s'ouvre et '
lappe'. Pour modéliser le
lappement, une fon
tion de Heaviside est introduite

σ0 + σ̃ = C(ε0 + ε̃)3/2H(ε0 + ε̃). (3.4)A partir de l'équation (3.4) et par 
al
ul du 
oe�
ient de Fourier de la 
ontrainte asso
iée à uneex
itation sinusoïdale εA sin(ω t), il est possible de montrer qu'en l'absen
e de 
lappement (lorsque
|ε̃| ≪ |ε0|), l'amplitude de la fréquen
e di�éren
e est proportionnelle à ε2

A. Un développement en sériede Taylor de 
ette relation dans le 
as limite |ε̃| ≪ |ε0| montre en e�et que la non-linéarité dominanteest la non-linéarité quadratique 
lassique. Ave
 le phénomène de 
lappement |ε̃| ≫ |ε0|, la dépendan
een amplitude de la fréquen
e di�éren
e est proportionnelle à ε
3/2
A . Dans 
e 
as, le développement ensérie de Taylor n'est plus possible (à 
ause du r�le singulier de la fon
tion de Heaviside) et seul le
al
ul par transformée de Fourier apporte la dépendan
e voulue. En introduisant un signal a
oustiquede déformation ε̃ 
omposé des fréquen
es f1 = 35 kHz et f2 = 45 Hz, il est possible de 
al
ulerla transformée de Fourier de la 
ontrainte a
oustique résultante σ̃ asso
iée à l'équation (3.4). Le ré-sultat numérique est présenté sur la �gure 3.7(a) pour les amplitudes spe
trales obtenues, et sur la�gure 3.7(b) les dynamiques en amplitude sont tra
ées. Il est remarquable que les fréquen
es obtenuesnumériquement à partir de l'équation (3.4) soient 
elles présentes dans les spe
tres expérimentaux dela �gure 3.5, ave
 en parti
ulier les fréquen
es f = 5 kHz et f = 15 kHz. Cette observation metbien en éviden
e le 
ara
tère fondamental de prise en 
ompte du 
lappement. La prin
ipale di�éren
eentre les spe
tres expérimentaux et numériques présentés 
on
erne les amplitudes spe
trales asso
iées à
haque 
omposante fréquentielle, di�éren
e asso
iée à la réponse en fréquen
e expérimentale du milieugranulaire. Pour la dépendan
e sur l'amplitude d'ex
itation a
oustique présentée sur la �gure 3.7(b),la dynamique de l'onde de pompage f = 35 kHz est bien linéaire. Celle de la fréquen
e di�éren
e

f = 10 kHz présente une transition quadratique → 3/2 autour de 0 dB d'amplitude d'ex
itation, 
equi 
orrespond à la déformation statique moyenne des 
onta
ts. De manière analogue aux résultatsexpérimentaux, la dynamique des fréquen
es f = 5 kHz et f = 15 kHz présente un 
omportement
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e 61plus 
omplexe en amplitude et non monotone. L'analogie expérien
e-théorie permet alors une appro
hequalitative de l'évolution des phénomènes issus des intera
tions non linéaires présentées i
i, en parti-
ulier l'évolution de la transition quadratique → 3/2 au 
ours de la 
ompa
tion.
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Fig. 3.7 � (a) Spe
tres obtenus par transformée de Fourier de la 
ontrainte issue de l'équation (3.4)pour une ex
itation aux fréquen
es f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz et pour des amplitudes a
oustiquesd'ex
itation 
roissantes. (b) Dynamique en amplitude des 
omposantes fréquentielles 5, 10, 15 et 35

kHz, en fon
tion de l'amplitude a
oustique pour une ex
itation aux fréquen
es f1 = 35 kHz et f2 = 45

kHz.Sur la �gure 3.6(b) est présentée l'évolution de la transition quadratique → 3/2 pour les étatsinitiaux et �naux de 
ompa
ité. En �n de 
ompa
tion, la transition s'e�e
tue pour une amplitudea
oustique de pompage supérieure de 7 dB à 
elle de la transition pour l'état initial. Ce 
omportementpeut être du à :� l'augmentation de la déformation statique moyenne des 
onta
ts εm, due à la rigidi�
ation dumilieu,� la variation au 
ours de la 
ompa
tion de la distribution statistique de déformations des 
onta
ts
n(ν), où ν = εcontact/εmoy est le rapport de la déformation du 
onta
t 
onsidéré sur la déformationstatique moyenne.La modélisation de l'antenne paramétrique prenant en 
ompte le phénomène de 
lappement (équa-tion (3.4)) permet d'obtenir la 
ontrainte dynamique asso
iée à une ex
itation sinusoïdale. Les e�etsrespe
tifs de la déformation statique moyenne des 
onta
ts et de la distribution statistique des 
onta
ts

n(ν) sur la dynamique de l'onde de fréquen
e di�éren
e générée sont à déterminer. Par 
onséquent, ilfaut 
onsidérer une répartition non homogène de la for
e transmise au sein du milieu granulaire. Pour
ela, l'équation 
ontrainte/déformation (3.4) est intégrée sur la distribution statistique de 
onta
ts
σ0 + σ̃ = C

∫ +∞

0
n(ν)(νε0 + ε̃)3/2H(νε0 + ε̃)dν. (3.5)Pour les déformations statiques supérieures à la déformation statique moyenne, le 
omportement de la
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térisation non linéaire de l'empilement granulairedistribution statistique de 
onta
ts est bien modélisé par une dé
roissan
e exponentielle de la forme
n(ν) ∼ e−α1(ν−1)α2

, (3.6)où α1 et α2 sont deux 
onstantes pro
hes de 1, souvent α1 = 1 et α2 = 3/2. Pour les faibles défor-mations statiques ν < 1, la distribution de 
onta
ts est moins bien 
onnue. Dans le 
as général, lesexpérien
es dans les milieux granulaires ne permettent pas de mesurer les for
es statiques très faiblesentre billes ν < 0.1 et le 
omportement de la distribution de 
onta
ts aux faibles déformations sta-tiques ν → 0 n'est pas 
onnu. En modélisant di�érentes distributions statistiques de 
onta
ts n(ν)dans l'équation d'état (3.5), l'obje
tif est de retrouver qualitativement les variations de la transition
2 → 3/2. De telles simulations ont déjà montré leur potentiel [85℄, mais le problème inverse qui 
onsisteà trouver la forme de la distribution de 
onta
ts à partir de la dynamique de 
roissan
e du signal defréquen
e ∆f est à priori di�
ile à mettre en oeuvre de façon pré
ise. Par 
onséquent, seuls les e�etsdes variations de la distribution de 
onta
ts (notamment des 
onta
ts forts puis des 
onta
ts faibles)sur la dynamique de 
roissan
e de l'onde basse fréquen
e (et en parti
ulier sur la transition 2 → 3/2)seront étudiés i
i.Pour 
ela, di�érentes formes de distributions de déformations de 
onta
ts sont modélisées, et la
ontrainte dynamique asso
iée à 
es distributions est 
al
ulée par l'équation (3.5). Pour des défor-mations statiques supérieures à la déformation statique moyenne, la forme de distribution (3.6) estemployée. Pour les 
onta
ts faibles, ν < 1, la distribution est partagée en deux zones d'in�uen
e. Pour
0.1 < ν < 1, la distribution de déformations est 
onstante, de valeur n2. Pour ν < 0.1, la forme dela distribution est supposée 
onstante, de valeur n1. Cette zone représente, étant donné les faibles dé-formations statiques, des 
onta
ts très peu 
ontraints, qui sont sus
eptibles d'être fortement glissantssous l'a
tion d'une 
ontrainte de 
isaillement.Tab. 3.1 � In�uen
e de di�érentes formes de distributions statistiques de déformations de 
onta
ts surla transition 2 → 3/2 de la dynamique en amplitude de la fréquen
e di�éren
e f2 − f1.Distribution de 
onta
ts Conta
ts faibles Conta
ts forts Transition 2 → 3/2

n1 = 1, n2 = 1 α1 = 1, 5, α2 = 3/2 −1 dB
onta
t fort ր n1 = 1, n2 = 1 α1 = 1, α2 = 3/2 0 dB
α1 ց n1 = 1, n2 = 1 α1 = 0, 5, α2 = 3/2 +1 dB

n1 = 10, n2 = 1 α1 = 1, α2 = 3/2 −2 dB
onta
t faible ր n1 = 10, n2 = 10 α1 = 1, α2 = 3/2 −5 dB
n1 ր, n2 ր n1 = 100, n2 = 10 α1 = 1, α2 = 3/2 −7 dBLe tableau 3.1 présente di�érentes formes de distributions de déformations de 
onta
ts et leur e�etsur la transition 2 → 3/2 de la dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e f2 − f1. Laréféren
e 
hoisie pour la transision à 0 dB est obtenue pour une distribution 
onstante n1 = n2 = 1pour ν < 1 et les valeurs 
lassiques α1 = 1 et α2 = 3/2 pour la distribution (3.6) pour les déformations
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e 63statiques supérieures à la moyenne. En perturbant uniquement la forme de la distribution des 
onta
tsforts, les transitions obtenues sur la dynamique de l'onde basse fréquen
e varient de ±1 dB. L'e�etd'une variation des 
onta
ts forts sur la transition 2 → 3/2 est ainsi négligeable. Maintenant, seulesles formes de distribution aux faibles déformations statiques sont modi�ées, par l'intermédiaire desvaleurs n1 et n2. Il apparaît qu'ave
 l'augmentation du nombre de 
onta
ts faibles dans le milieu,la transition 2 → 3/2 est dé
alée vers les plus faibles amplitudes de pompage. Quantitativement,l'é
art expérimental obtenu, 7 dB, entre l'état initial et �nal du pro
essus de 
ompa
tion, est retrouvépour un nombre de 
onta
ts faibles très important n1 = 100 et n2 = 10, relativement à la référen
e
hoisie. L'é
art expérimental obtenu 
orrespond ainsi à une diminution du nombre de 
onta
ts faiblesdans le milieu. Cependant, les variations de transition pour les deux dernières distributions 
hoisiesdans le tableau 3.1 permettent de mettre en éviden
e l'in�uen
e des 
onta
ts très faiblement 
hargés.Le nombre relatif n1 de 
onta
ts faibles (sus
eptibles de glisser fortement) par rapport au nombrede 
onta
ts forts diminue ainsi au 
ours de la 
ompa
tion. Cette observation, issue de la simulationnumérique, sera traitée de manière plus approfondie dans la dernière se
tion de 
e 
hapitre.3.3.3 Intera
tion non linéaire non 
lassiqueL'observation d'un 
ontenu spe
tral ri
he lors des expérien
es de mélange de fréquen
es n'estpas 
lassiquement observé pour un pro
essus de mélange de fréquen
es 
lassique. Les pro
essusd'intera
tions non linéaires non 
lassiques ont jusqu'i
i été prin
ipalement étudiés pour le phénomènede génération d'harmoniques [81℄. Dans 
ette se
tion, le r�le du 
lappement sur les fréquen
es généréespar intera
tion non linéaire non 
lassique (observé sur la �gure 3.7 par implémentation de la relationd'état (3.5)) est analysé par une modélisation théorique simple. Pour plus de détails le le
teur peut seréférer à l'Annexe C, 
ontenant l'arti
le publié dans Ultrasoni
s.Les résultats présentés sur les �gures 3.5(b) et 3.7(b) sont obtenus pour une paire de fréquen
esd'ex
itation f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz. Cependant les 
omposantes spe
trales non issues d'unpro
essus de mélange de fréquen
es sont fortement dépendantes de la paire de fréquen
es d'ex
itation
hoisie. L'e�et du 
hoix des fréquen
es d'ex
itation est présenté sur la �gure 3.8 pour un grand nombrede données expérimentales. Chaque 
olonne 
orrespond à des spe
tres dont les amplitudes sont 
odéesen 
ouleurs. Sur la �gure 3.8(a), la fréquen
e f1 est �xée à 30 kHz et la fréquen
e f2 varie de 40 à 50

kHz. Sur la �gure 3.8(b), 
haque fréquen
e d'ex
itation varie, de 30 à 40 kHz pour f1 et de 40 à 50

kHz pour f2. Sur la �gure 3.8(
), la fréquen
e f2 est �xée à 40 kHz et la fréquen
e f1 varie de 30 à 40

kHz. La fréquen
e di�éren
e ∆f générée est visible sur 
haque spe
tre et suit l'évolution de la paire defréquen
es 
hoisie. En parti
ulier, pour un é
art 
onstant de la paire de fréquen
es d'ex
itation sur la�gure 3.8(b), la fréquen
e di�éren
e 10 kHz est �xe. Les fréquen
es 
ontenues dans le spe
tre ne sontpas, pour 
ertaines, générées par la première intera
tion non linéaire. Ces fréquen
es n'apparaissentde sur
roît que pour quelques 
ombinaisons de fréquen
es d'ex
itation (visible en basses fréquen
essur les �gures 3.8(a) et 3.8(b)). En regardant plus en détail les fréquen
es générées, il apparaît queles basses fréquen
es générées 
orrespondent aux plus grands diviseurs 
ommuns (PGDC) des hautesfréquen
es d'ex
itation (et leurs harmoniques supérieures). Par exemple, pour les fréquen
es f1 = 36
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kHz et f2 = 46 kHz (de PGDC 2 kHz), les fréquen
es 4 et 6 kHz sont fa
ilement observables. Cete�et est su

intement expliqué par un modèle simple ave
 non-linéarité de 
lappement.

kHz0 10 30 40

(c)

(b)

(a)

Fig. 3.8 � Spe
tres expérimentaux obtenus pour di�érentes 
ombinaisons de fréquen
es d'ex
itationentre 30 et 50 kHz.Pour une faible non-linéarité, les modi�
ations des spe
tres de signaux proviennent d'un pro
essus
lassique de mélange de fréquen
es. Les premiers e�ets de génération non linéaires produisent alors les
omposantes f1 + f2, f1 − f2, 2f1 et 2f2. Dans le 
as d'une forte non-linéarité, la situation peut être
omplétement di�érente, 
omme observée auparavant. Les non-linéarités fortes 
omme le 
lappementou les non-linéarités hystérétiques présentent des singularités dans la relation 
ontrainte/déformation,qui peuvent être à l'origine des e�ets observés. Considérons un assemblage granulaire 
omposé de
ylindres. Le 
onta
t entre deux 
ylindres est élastiquement linéaire pour de faibles 
hargements [41℄,si le 
onta
t est fermé. Au 
ontraire, un 
onta
t ouvert n'est pas 
ontraint. Par 
onséquent, l'élémentmi
romé
anique 
onsidéré est fortement non linéaire. La prise en 
ompte de l'ouverture du 
onta
tentre deux 
ylindres amène à la relation 
ontrainte/déformation
σ = EεH(−ε), (3.7)où E est le module élastique du 
onta
t et la 
onvention ε > 0 
orrespond à une 
ompression du
onta
t. En 
onsidérant une perturbation a
oustique bifréquentielle, la déformation d'un 
onta
t entredeux 
ylindres s'é
rit :

ε = ε0 + ε1 cos(ω1t) + ε2 cos(ω2t + φ), (3.8)ave
 ε1,2 les amplitudes de déformation a
oustique de pulsation ω1,2 et φ un terme de dé
alage dephase. D'après la relation d'état (3.7), la 
ontrainte est nulle pour des déformations positives, et laréponse du système à la déformation appliquée est linéaire jusqu'à une valeur d'amplitude 
ritique.D'après l'équation (3.8), 
ette valeur 
ritique est atteinte lorsque ε1 cos(ω1t)+ε2 cos(ω2t+φ) est égal à
−ε0. Au dessus de 
ette amplitude de déformation, le 
onta
t s'ouvre durant une période T0 = t2 − t1,
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e 65où t1 et t2 sont les bornes temporelles sur une période de l'onde a
oustique où ε > 0 (voir la �gure 7 del'annexe C). Cette ouverture du 
onta
t, à l'origine de l'absen
e de transmission a
oustique, in�uen
efortement le spe
tre de 
ontrainte. En e�et, sur 
et intervalle de temps t1 ≤ t ≤ t2, la 
ontribution nonlinéaire à la 
ontrainte dynamique est forte et résulte en la modi�
ation du signal. Pour le signal dedéformation (3.8), la période du signal total est égale au PGDC des deux fréquen
es émises. Si T1 = 1/f1et T2 = 1/f2, alors la période T du signal vaut T = n1T1 = n2T2 ave
 n1,2 des entiers les plus petitspossibles. Le 
ara
tère lo
alisé de la 
ontribution non linéaire à la 
ontrainte (d'une durée t2 − t1 ≤ T )assure que la forte non-linéarité ex
ite de manière simultanée di�érentes 
omposantes spe
trales defréquen
es F = m/T , ave
 m = 0, 1, 2, · · · . Puisque les fréquen
es F peuvent être di�érentes de
f2 − f1, les 
omposantes fréquentielles générées di�èrent de 
elles obtenues par première intera
tionnon linéaire (les fréquen
es f1 + f2, f1 − f2, 2f1).La présen
e de la fon
tion de Heaviside dans la relation 
ontrainte/déformation in�uen
e ainsifortement, par ses singularités, sur le 
ontenu spe
tral du signal a
oustique reçu. La tron
ation dusignal induite par 
ette fon
tion résulte en une 
ontribution non linéaire à la 
ontrainte dynamique,favorisant la génération de nouvelles 
omposantes fréquentielles.Bilan sur les expérien
es non linéaires réaliséesLes expérien
es de génération d'harmoniques et de génération de fréquen
e di�éren
e ont quantita-tivement montré une diminution des non-linéarités a
oustiques au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion.Ave
 les réarrangements du milieu et le gain en 
ompa
ité, le nombre de 
oordination par billes aug-mente. L'augmentation du nombre de 
oordination s'a

ompagne de la 
réation de 
onta
ts faibles, aumoins dans un premier temps. Cependant, 
es 
onta
ts faibles sont di�éremment 
hargés, et 
ertainspeuvent présenter du glissement. Parmi la 
réation de 
onta
ts faibles glissants ou non, il est importantde déterminer la proportion des 
onta
ts glissants relativement à 
eux qui ne glissent pas pour 
om-prendre leur in�uen
e sur les non-linéarités du milieu. La diminution des non-linéarités a
oustiques aété observée sur le paramètre de non-linéarité quadratique β pour les expérien
es de génération d'har-moniques. Ensuite, pour le mélange de fréquen
e, la transition 2 → 3/2 sur la dynamique en amplitudede l'onde de fréquen
e di�éren
e vers les plus hautes déformations statiques de 
onta
t est qualitative-ment interprétée par une modélisation numérique 
omme la diminution du nombre de 
onta
ts faibles.Mais il est aussi montré la di�
ulté d'obtenir des résultats a�ran
his des e�ets linéaires sur l'ondea
oustique. En e�et, les fon
tions de réponse en fréquen
e introduites au 
hapitre 2 perturbent la
ompréhension des phénomènes a
oustiques ayant lieu au 
ours de la 
ompa
tion. Pour les expérien
esnon linéaires réalisées jusqu'i
i, le suivi a
oustique de la 
ompa
tion s'e�e
tuait par des mesures àfréquen
e �xe (la fréquen
e fondamentale et ses harmoniques, la fréquen
e di�éren
e générée par lesondes de pompage) dont le 
omportement linéaire varie sur une expérien
e de 
ompa
tion. Il apparaîtalors qu'un suivi a
oustique dynamique s'impose pour obtenir à la fois l'information linéaire et nonlinéaire sur la propagation a
oustique. Ce suivi est réalisable au moyen de l'étude des résonan
es nonlinéaires du milieu, présentée dans la partie suivante.
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es non linéaires3.4.1 Méthode de résonan
eLa méthode des résonan
es non linéaires est basée sur l'ex
itation et le suivi d'un ou plusieursmodes de résonan
e en fon
tion du niveau d'ex
itation de l'onde sonore. Un matériau homogène sansdéfaut présente une non-linéarité au niveau atomique provenant de la relation 
ontrainte/déformationnon linéaire. Cette faible non-linéarité est très inférieure aux non-linéarités ren
ontrées dans les ro
heset milieux granulaires, et pour 
es raisons une augmentation du niveau d'ex
itation n'a très souventau
une in�uen
e sur la valeur des fréquen
es de résonan
e du matériau. Pour un matériau hétérogèneou endommagé (mi
ro-�ssures, délamination), les non-linéarités intrinsèques du milieu vont a�e
terles 
ourbes de résonan
e ave
 l'augmentation de la solli
itation a
oustique (voir la �gure 3.9). Par
onséquent, la non-linéarité élastique in�uen
e les fréquen
es de résonan
e du système, tandis que lanon-linéarité dissipative a�e
te la valeur de l'amplitude à la résonan
e ainsi que le fa
teur de qualité
Q (largeur relative à −3 dB de la 
ourbe de résonan
e).
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Q0 6= QNL :Atténuationnon linéaire
f0

Fa
teur de qualiténon linéaire
Dé
alage de lafréquen
e de résonan
eFon
tionder

éponseenfré
quen
e(dB)

Fréquen
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εA ≃ 10−7
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Fig. 3.9 � E�ets des non-linéarités du milieu sur les 
ourbes de résonan
e normalisées par l'amplitudea
oustique émise.3.4.2 Résultats expérimentauxLe dispositif expérimental est identique à 
elui du 
hapitre pré
édent. Le milieu est 
onstitué debilles de verre de diamètre 2 mm ; la 
ompa
ité initiale du milieu est estimée à Φ = 0.585 pour unehauteur de la 
olonne granulaire de 20 cm.Puisque la distan
e entre transdu
teurs est �xée, le milieu granulaire agit 
omme un résonateur defréquen
e de résonan
e f0 = c0
2L , où c0 est la vitesse linéaire de propagation des ondes longitudinales
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es non linéaires 67dans le milieu et L est la distan
e entre 
apteurs. Les 
apteurs étant plus rigides que le milieu, lapremière résonan
e s'e�e
tue en demi-onde, soit une longueur d'onde à la résonan
e égale au double dela distan
e entre transdu
teurs. Pour L ≃ 8 cm obtenu à partir des mesures de réponse en fréquen
edans l'air, et une vitesse de propagation de l'ordre de 160 m/s en début de 
ompa
tion, l'ordre degrandeur de la fréquen
e de résonan
e du premier mode est f0 ≃ 1210 Hz. Les résonan
es supérieuressont des multiples entiers de f0 et pour λacous = 4
3L, le 
apteur en ré
eption est situé à un noeudde vibration d'où une antirésonan
e à environ 1875 Hz. Les premiers modes de résonan
e du milieugranulaire sont identi�és sur la �gure 3.10. Pour s'assurer que le pi
 de résonan
e à la fréquen
e

f0 ≃ 1210 Hz est bien le premier mode de résonan
e, le milieu granulaire est pré
ontraint légérementpour observer le dé
alage de 
e pi
 ave
 la 
ontrainte (et l'augmentation de la vitesse linéaire des ondeslongitudinales).
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Fig. 3.10 � Fon
tion de réponse en fréquen
e à faible amplitude a
oustique en début de 
ompa
tionpour Φ = 0.585. Insert : Courbes de résonan
e non linéaire du mode demi-onde de la 
uve.A faible amplitude a
oustique d'ex
itation, les résonan
es observées se superposent et au
undé
alage de fréquen
e de résonan
e ni de 
hangement du fa
teur de qualité n'apparaissent. En dessousde la déformation a
oustique 
ritique εcrit induisant une modi�
ation de la 
ourbe de résonan
e, lemilieu est dit linéaire. L'extra
tion de la fréquen
e de résonan
e linéaire et du fa
teur de qualitélinéaire du milieu est alors possible par un ajustement Lorentzien de la 
ourbe de résonan
e. Le milieugranulaire 
onsidéré étant non 
onsolidé et uniquement soumis à son propre poids, les déformationsstatiques entre billes sont faibles et induisent une forte dissipation de l'onde au niveau des 
onta
ts. Cephénomène se 
ara
térise par des pi
s de résonan
e assez larges ave
 un fa
teur de qualité de l'ordrede 20 ± 3.Dynamique ave
 la 
ompa
tionLa �gure 3.11 présente l'évolution des 
ourbes de résonan
e du premier mode en fon
tion de la
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ompa
ité du milieu. Sur la �gure 3.11(a), les 
ourbes de résonan
e sont mesurées avant l'expérien
ede 
ompa
tion du milieu granulaire, puis une séquen
e de 5.104 taps à amplitude de solli
itation Γ = 2est réalisée en vue de suivre l'évolution des paramètres linéaires et non linéaires ave
 la 
ompa
tion dumilieu. L'e�et de rigidi�
ation du milieu s'observe par le dé
alage vers les plus hautes fréquen
es de lafréquen
e de résonan
e linéaire (à faible amplitude a
oustique) ave
 le nombre de se
ousses e�e
tuées.Une fois la 
ompa
ité du milieu stabilisée après une séquen
e de 5.104 taps, les 
ourbes de résonan
e(voir la �gure 3.11(b)) présentent un aspe
t plus symétrique, et à la fois un dé
alage de fréquen
ede résonan
e et un élargissement de la largeur du pi
 de résonan
e inférieurs à 
eux en début de
ompa
tion. Ces di�érentes 
ara
téristiques, signes de non-linéarités, et leur évolution en fon
tion dupro
essus de 
ompa
tion, sont étudiées dans la suite de 
e 
hapitre.
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Fig. 3.11 � Courbes de résonan
es (normalisées par l'amplitude a
oustique émise) du milieu granulairepour (a) l'état initial du milieu granulaire Φ ≃ 0.585, (b) le milieu granulaire 
ompa
té Φ ≃ 0.63 aprèsune séquen
e de 5.104 taps.3.4.3 Suivi de la fréquen
e de résonan
e linéaireDans un premier temps, les propriétés a
oustiques linéaires du milieu granulaire sont étudiées.La rigidi�
ation du milieu granulaire en 
ours de 
ompa
tion résulte en l'augmentation du moduleélastique linéaire E0. Puisque la distan
e L entre transdu
teurs est �xée, la fréquen
e de résonan
elinéaire f0 = c0/2L est proportionnelle à la vitesse linéaire des ondes longitudinales du mode 
onsidéré.L'augmentation du module d'Young linéaire E0 = ρ0c
2
0 est liée au gain en 
ompa
ité, don
 àl'augmentation de la masse volumique ρ0, mais aussi à l'augmentation de la vitesse a
oustique linéairedes ondes. La fréquen
e 
entrale du pi
 de résonan
e est extrait par un ajustement Lorentzien lorsquele milieu est 
onsidéré linéaire, 
'est-à-dire pour des déformations d'ex
itation inférieures à ε ≃ 10−6.Son évolution au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion est représentée sur la �gure 3.12(a) en fon
tion
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es non linéaires 69du nombre de solli
itations. Le 
omportement est reprodu
tible sur 
inq réalisations de l'expérien
ede 
ompa
tion à amplitude de solli
itation �xée. Pour l'état initial de l'arrangement granulaire, lafréquen
e de résonan
e linéaire vaut f0 ≃ 1200 Hz et évolue selon un pro
essus logarithmique ave
le nombre de se
ousses jusque la valeur �nale f0 ≃ 1580 Hz, soit un a

roissement de ≃ 30%. Ladynamique d'évolution de f0 est identique à la dynamique de la 
ompa
ité étudiée au 
hapitre 2.Un ajustement ave
 la loi KWW utilisée pour la mesure de la 
ompa
ité fournit alors les paramètres
f∞ = 1600 Hz, ∆f∞ = 560 Hz, τ = 200 n−1

tap et β = 0.2. L'exposant 
ara
téristique de l'exponentielleétendue est du même ordre que pour la 
ompa
ité β ≃ 0.25. Après une séquen
e de 8.103 se
ousses,au
une variation signi�
ative n'est observée. Le suivi des mi
ro-arrangements se déroulant en �n dupro
essus de 
ompa
tion n'est ainsi pas a

essible expérimentalement par une mesure linéaire.
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Fig. 3.12 � (a) Evolution de la fréquen
e de résonan
e linéaire f0 obtenue à faible amplitude d'ex
itationa
oustique en fon
tion du nombre de se
ousses. (b) Vitesse des ondes longitudinales du mode 1/2-ondeen fon
tion de la 
ompa
ité du milieu granulaire. Le 
omportement non linéaire diminue au 
ours dela 
ompa
tion.A partir de la mesure de la fréquen
e de résonan
e linéaire, la vitesse des ondes longitudinales estobtenue par c0 = 2Lf0. La valeur de vitesse linéaire de propagation des ondes longitudinales est de
≃ 160 m/s en début de 
ompa
tion. Cette valeur de vitesse pour le milieu non 
ompa
té a été véri�éepar des mesures de temps de vol pour des impulsions a
oustiques. La �gure 3.12(b) représente l'évolu-tion de la vitesse des ondes longitudinales ave
 la 
ompa
ité du milieu pour des amplitudes a
oustiques
roissantes. La dépendan
e de la vitesse c0 ave
 la 
ompa
ité du milieu est pro
he d'un 
omportementlinéaire, ave
 pour valeur �nale c0 ≃ 220 m/s. La dépendan
e linéaire de la vitesse c0 (mais aussi dela fréquen
e de résonan
e linéaire f0) ave
 la 
ompa
ité du milieu montre, en dépit de la saturationobservée aussi pour la mesure de 
ompa
ité, que le problème inverse de détermination de la 
ompa
itédu milieu granulaire par une mesure a
oustique est réalisable. Alors que la variation de 
ompa
ité estfaible, ∆Φ ≤ 5%, les mesures a
oustiques montrent une plus grande sensibilité à l'évolution stru
turaledu matériau. En e�et, la variation relative de vitesse (ou de fréquen
e) linéaire est de ≃ 30% entre lesétats initiaux et �naux de 
ompa
ité. Un dispositif a
oustique de suivi de la 
ompa
tion d'un réservoir
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térisation non linéaire de l'empilement granulaireagroalimentaire, par exemple, est alors envisageable par une mesure a
oustique linéaire de l'empile-ment. Mais une 
onstatation limite les possibilités, à savoir que la faible 
ontrainte de 
on�nement(don
 les faibles vitesses a
oustiques) demande une grande pré
ision de la mesure. Dans 
e 
as, seulela mise au point d'une méthode qualitative pour une appli
ation te
hnique est envisageable.L'évolution de la vitesse ave
 l'amplitude a
oustique d'ex
itation est aussi présentée. La vitesse desondes a
oustiques diminue ave
 l'amplitude a
oustique exhibant le phénomène de ramollissement dumilieu sous l'a
tion de l'onde a
oustique. Ave
 l'augmentation de 
ompa
ité, le dé
alage de la vitesseave
 l'amplitude a
oustique diminue. Pour Φ = 0.59, le dé
alage de vitesse en fon
tion de l'amplitudea
oustique est de 10 m/s, et devient non signi�
atif pour les hautes 
ompa
ités Φ ≥ 0.62. Cetteappro
he sur les mesures de propriétés non linéaires du milieu laisse apparaître une diminution desnon-linéarités au 
ours de la 
ompa
tion, véri�ée par la suite ave
 la mesure du dé
alage de fréquen
ede résonan
e et de la variation du fa
teur de qualité des 
ourbes de résonan
e.3.4.4 Softening1 du milieu granulaireLe dé
alage de la fréquen
e de résonan
e du milieu est une mesure sensible de la non-linéaritéa
oustique du milieu. En appliquant des ex
itations a
oustiques 
roissantes, la fréquen
e de résonan
epeut augmenter ('hardening') ou diminuer ('softening') selon que le matériau se dur
isse ou ramollissesous l'a
tion de l'onde a
oustique. Ce phénomène renseigne alors sur les propriétés a
oustiques nonlinéaires du matériau. Fondamentalement, les non-linéarités élastiques impliquent une équation d'état(ou relation 
ontrainte/déformation) non linéaire. Dans le 
adre de la théorie non linéaire 
lassique de
Landau [49℄, en supposant une relation d'état unidimensionnelle, la 
ontrainte s'é
rit en développementen puissan
es su

essives de la déformation

σ = E0ε(1 + βε + δε2 + · · · ), (3.9)où E0 est le module d'Young linéaire du matériau, β et δ les paramètres non linéaire 
lassiques duse
ond et troisième ordre. Cette théorie s'applique à des matériaux faiblement non linéaires, soit βet δ de l'ordre de 1 à 10. L'équation du mouvement en ondes de 
ompression pour un problèmeunidimensionnel
ρ
∂2u

∂t2
=

∂σ

∂x
, (3.10)relie le dépla
ement normal u à la 
ontrainte de 
ompression σ. Puisque le milieu est supposé fortementnon linéaire, la non-linéarité géométrique est négligée devant la non-linéarité physique de l'équationd'état du matériau et la déformation s'é
rit ε = ∂ u/∂ x en omettant les termes quadratiques de
onve
tion. En reportant l'équation d'état (3.9) dans l'équation (3.10), l'équation du mouvement est

∂2u

∂ t2
=

∂

∂ x
(c2 ∂ u

∂ x
), (3.11)1Le terme anglais 'softening' est généralement utilisé dans la littérature pour dé
rire la diminution du module d'Youngdu matériau ave
 l'augmentation de l'amplitude a
oustique ; un équivalent en français est le ramollissement du milieu.
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 la vitesse des ondes c dé�ni par
c2 = c2

0(1 + β(
∂ u

∂ x
) + δ(

∂ u

∂ x
)2 + · · · ), (3.12)où c2

0 = E0/ρ0 est la vitesse linéaire des ondes. La vitesse c d'une onde dépend ainsi du niveau dedéformation ε = ∂ u/∂ x, et son sens de variation ave
 l'ex
itation a
oustique dépend de la valeur etdu signe des paramètres non linéaires β et δ. Lors du phénomène de résonan
e, la déformation est nulleen moyenne sur une période < ε >= 0. Dans 
e 
as, et en omettant les puissan
es supérieures à 2 (
arles déformations sont faibles), le dé
alage de la fréquen
e de résonan
e est dans la théorie non linéaire
lassique
f − f0

f0
∼ 1

2
δε2, (3.13)où f = c/2L est la fréquen
e de résonan
e pour des ex
itations a
oustiques 
roissantes et f0 est lafréquen
e de résonan
e linéaire du mode 
onsidéré obtenue à faibles amplitudes a
oustiques. L'équa-tion (3.13) dé
rit le dé
alage de la fréquen
e de résonan
e (proportionnel à la variation du moduled'Young) 
omme étant quadratique ave
 la déformation a
oustique ε et proportionnel au terme nonlinéaire δ. Généralement, 
e 
omportement quadratique du dé
alage de fréquen
e de résonan
e en fon
-tion de la déformation a
oustique n'est pas observé dans les ro
hes [43, 70℄. L'exposant de la relationentre le dé
alage de fréquen
e de résonan
e ∆f/f et la déformation ε est plus pro
he de 1.
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Fig. 3.13 � (a) : Dé
alage de la fréquen
e de résonan
e en fon
tion de la tension déte
tée au maximumdu pi
 de résonan
e. Seules quelques étapes au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion sont a�
hées pourla lisibilité de la 
ourbe. (b) : Amplitude du maximum du pi
 de résonan
e en fon
tion de la tensiona
oustique inje
tée pour une expérien
e de 
ompa
tion.La �gure 3.13(a) présente le dé
alage de fréquen
e de résonan
e normalisé par la fréquen
e derésonan
e linéaire en fon
tion de la tension déte
tée au maximum du pi
 de résonan
e. Seules quelquesétapes du pro
essus de 
ompa
tion sont a�
hées pour la lisibilité de la 
ourbe. Puisque le milieu
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térisation non linéaire de l'empilement granulairegranulaire et ses propriétés a
oustiques évoluent au 
ours de la 
ompa
tion (
omme indiqué au 
hapitrepré
édent par les fon
tions de réponse en fréquen
e), il est né
essaire de tra
er le dé
alage de fréquen
ede résonan
e en fon
tion de la tension déte
tée au maximum du pi
 de résonan
e ANL. En e�et, 
ettetension proportionnelle à la déformation a
oustique renseigne sur l'état du milieu granulaire au 
oursdu pro
essus de 
ompa
tion. L'évolution de la tension déte
tée au maximum du pi
 de résonan
e ave
l'amplitude a
oustique imposée est présentée sur la �gure 3.13(b). Il apparaît que l'atténuation du pi
de résonan
e (di�éren
e entre la tension déte
tée à faible amplitude a
oustique et 
elle à fort niveaud'ex
itation) évolue très peu au 
ours d'une expérien
e de 
ompa
tion.Aux faibles amplitudes a
oustiques d'ex
itation ε ≤ 10−6, la fréquen
e de résonan
e ne varie pasde manière signi�
ative ave
 la déformation a
oustique et la fréquen
e de résonan
e linéaire f0 estidenti�ée. Pour une ex
itation plus élevée ε ≥ 10−6, la fréquen
e de résonan
e se dé
ale vers les bassesfréquen
es et le matériau présente du ramollissement. Sur la �gure 3.13(a), le dé
alage de fréquen
ede résonan
e est représenté à partir de 
ette amplitude d'ex
itation seuil. La dynamique d'évolutionest 
lairement linéaire en fon
tion de la tension déte
tée, soit ∆ f/f ∼ αfVmes, où Vmes est la tensiondéte
tée au maximum du pi
 de résonan
e et αf est un paramètre 
ara
térisant la non-linéarité étudiéeplus tard. Au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, le dé
alage de fréquen
e de résonan
e est moinspronon
é, 
omme observé sur la �gure 3.11. A t = 0 taps, la fréquen
e de résonan
e linéaire f0 vaut
≃ 1210 Hz et le dé
alage de fréquen
e entre les extrema d'amplitudes a
oustiques est de ∆ f ≃ 50 Hz,soit un é
art de 4% par rapport à la valeur linéaire. A la �n d'une séquen
e de 
ompa
tion de 5.104taps, le dé
alage ne vaut plus que ∆ f ≃ 25 Hz, soit 1.5% de dé
alage par rapport à f0final ≃ 1550

Hz. Le paramètre de non-linéarité αf diminue alors au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion. Chaqueexpérien
e de 
ompa
tion réalisée montre une reprodu
tibilité sur le 
omportement global de 
ettedynamique de dé
alage de résonan
e. En moyennant sur 
inq réalisations de 
ompa
tion du milieugranulaire à amplitude de solli
itation �xée, l'évolution du paramètre non linéaire αf ave
 le nombrede se
ousses est bien modélisée par une dé
roissan
e exponentielle (voir la �gure 3.14). Un ajustementde la forme Ae−antap + B fournit les paramètres A = 0.04, B = 0.01 et a = 14.10−5.La dépendan
e linéaire du dé
alage de fréquen
e de résonan
e fon
tion de la tension mesuréeest le signe d'une non-linéarité où le phénomène d'hystéresis non linéaire doit être ajouté à larelation 
ontrainte/déformation. L'équation d'état asso
iée à 
e phénomène doit prendre en 
ompte ladépendan
e de la réponse du milieu au signe de la variation de la déformation ∂ε/∂ t. Dans 
e 
as, unerelation 
ontrainte/déformation hystérétique peut être dé
rite par :
σ = E0ε(1 + βε + δǫ2 + · · · ) + α F (ε, sign(

∂ε

∂ t
)), (3.14)où le 
oe�
ient α quanti�e l'importan
e de l'hystérésis dans la relation 
ontrainte/déformation, et Fest une fon
tion dé
rivant 
et hystérésis. Dans le 
as d'une déformation monofréquentielle dans unebarre résonante granulaire [33℄, l'approximation quadratique hystérétique implique un dé
alage de lafréquen
e de résonan
e proportionnel à la déformation a
oustique

∆ f

f0
∼ αfε, (3.15)
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es non linéaires 73où αf est le paramètre de non-linéarité quadratique hystérétique. La dépendan
e linéaire du dé
alagede fréquen
e de résonan
e ave
 la déformation a
oustique obtenue dans notre expérien
e 
on�rmele 
ara
tère quadratique hystérétique de la non-linéarité du milieu. Un autre indi
ateur d'hystérésisdans la relation d'état du milieu, dis
utée 
i-dessous, est la mesure de l'atténuation en fon
tion del'amplitude a
oustique, 
ara
térisée par le paramètre non linéaire αQ.
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NtapsFig. 3.14 � Paramètres non linéaires hystérétiques élastique αf et dissipatif αQ en fon
tion du nombrede solli
itations. La dé
roissan
e exponentielle est a�
hée en pointillés.3.4.5 Dissipation linéaire et non linéairePour les faibles amplitudes a
oustiques d'ex
itation ε ≤ 10−6, le milieu est 
onsidéré linéaire. Il enrésulte que la fréquen
e de résonan
e ne varie pas de manière signi�
ative ave
 l'amplitude a
oustiqueimposée. De la même manière, au
un 
hangement n'est observé sur les mesures de l'amplitude du pi
 àla résonan
e et de la largeur relative du pi
 de résonan
e. Pour un système élastique linéaire, le fa
teurde qualité linéaire Q0,
Q0 =

2

π

∆W

W
, (3.16)relie la quantité d'énergie élastique sto
kée dans le système W sur l'énergie dissipée en une période del'onde a
oustique ∆W . Dans 
e 
as le fa
teur de qualité linéaire Q0 est proportionnel à l'amplitudeà la résonan
e pour une for
e donnée. Un ajustement de la 
ourbe de résonan
e ave
 une 
ourbeLorentzienne permet d'extraire 
e terme de dissipation lorsque le milieu est linéaire. La �gure 3.15(a)présente le fa
teur de qualité linéaire Q0 extrait à basse amplitude a
oustique d'ex
itation, et sonévolution au 
ours de la 
ompa
tion. Les valeurs obtenues de Q0 sont faibles, Q0 = 20 ± 3, et sontintuitivement dues à la faible 
ontrainte de 
on�nement du milieu granulaire. Les aires de 
onta
tsentre billes sont alors faibles et induisent une forte dissipation de l'énergie a
oustique au 
ours de
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térisation non linéaire de l'empilement granulairesa propagation (par des phénomènes thermoélastiques par exemple [90℄). De plus, le nombre de
onta
ts pouvant présenter du glissement est important dans un milieu granulaire non 
onsolidé, etles phénomènes de fri
tion au niveau des 
onta
ts peuvent aussi être à l'origine de la dissipation. Le
omportement fortement bruité du fa
teur de qualité linéaire Q0 autour de l'ajustement logarithmique(�gure 3.15(a)) fait apparaître une forte sensibilité du fa
teur de qualité linéaire à la stru
ture dumilieu. En�n, au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, le fa
teur de qualité Q0 
roît faiblement. Cephénomène est à 
orréler ave
 l'augmentation de l'amplitude du maximum du pi
 de résonan
e (voir la�gure 3.13(b)). Cependant, alors que l'augmentation de l'amplitude A0 du pi
 à la résonan
e 
on
ordequalitativement ave
 la diminution de la dissipation (inverse au fa
teur de qualité), le 
ara
tère nonmonotone du fa
teur de qualité Q0 n'est pas retrouvé sur l'évolution de A0 (
roissan
e monotone ave
la 
ompa
tion).Lorsque le milieu est non linéaire, l'ajustement Lorentzien ne peut pas être utilisé. Les 
ourbes derésonan
es non linéaires sont moins marquées (augmentation de la largeur du pi
) et moins symétriques,
e qui empê
he aussi l'utilisation de la méthode à −3 dB. Une appro
he expérimentale [42℄, adaptéeaux milieux fortement non linéaire et dissipatifs tels les milieux granulaires, détermine l'atténuationdépendante de l'amplitude a
oustique par la mesure de l'amplitude de déformation déte
tée au seindu milieu. L'atténuation non linéaire
∆(1/Q(ε)) = π(

1

Q(ε)
− 1

Qo
), (3.17)est estimée par

∆(1/Q(ε)) =
1

Q0
(
V ε0

V0ε
− 1), (3.18)ave
 ε l'amplitude de déformation déte
tée pour la tension V , Q0 le fa
teur de qualité linéaire obtenupour l'amplitude de déformation ε0 à la tension V0. La �gure 3.15(b) présente l'atténuation non linéaireestimée par l'équation (3.18) en fon
tion de la tension mesurée V au maximum du pi
 de résonan
e.Les observations expérimentales montrent que la variation d'atténuation ∆(1/Q(ε)) a une dépendan
elinéaire ave
 la tension déte
tée. De manière identique au paramètre non linéaire élastique introduitpar l'équation (3.15), un paramètre de non-linéarité dissipative αQ est introduit

∆(1/Q(ε)) = π(
1

Q(ε)
− 1

Qo
) ∼ αQε, (3.19)reliant la déformation a
oustique déte
tée ε aux pertes énergétiques non linéaires ∆(1/Q(ε)). Au 
oursdu pro
essus de 
ompa
tion, l'atténuation non linéaire diminue, 
e qui rejoint l'observation des 
ourbesde résonan
e sur la �gure 3.11. Pour l'état �nal de 
ompa
tion (voir la �gure 3.11(b)), la variation de lalargeur du pi
 est inférieure à 
elle des 
ourbes de résonan
e pour l'état initial (voir la �gure 3.11(a)).Le paramètre d'atténuation non linéaire dé
roît au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, tout 
omme leparamètre non linéaire élastique hystérétique αf . Son évolution, présentée sur la �gure 3.14, est bienajustée par une dé
roissan
e exponentielle Ae−antap + B ave
 les paramètres A = 0.015, B = 0.018 et

a = 2.10−4.
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Fig. 3.15 � (a) Evolution du fa
teur de qualité linéaire Q0 au 
ours de la 
ompa
tion. (b) Paramètred'atténuation non linéaire ∆(1/Q(ε)) en fon
tion de la tension mesurée au maximum du pi
 derésonan
e. L'atténuation non linéaire diminue au 
ours de la 
ompa
tionPour un solide élastique homogène, il su�t de soustraire aux e�ets non linéaires d'atténuationla 
omposante indépendante en amplitude a
oustique pour s'a�ran
hir de la présen
e de pertesénergétiques linéaires (provenant des pertes thermoélastiques ou visqueuses). Ce
i est plus 
ompliquépour les géomatériaux. Dans les ro
hes et milieux granulaires, les propriétés hystérétiques du milieuproviennent des e�ets de fri
tion ou d'adhésion lo
alisés aux défauts fortement 
ompressibles, 
ommeles fra
tures ou les 
onta
ts inter-grain. Ces défauts, de faibles raideurs, peuvent parti
iper grandementaux pertes 
ausées à la fois par les mé
anismes linéaires de dissipation et par les e�ets hystérétiques.Ces pertes peuvent être thermoélastiques et dues à la géométrie des défauts (fortes déformationslo
ales, di�usion thermique frustrée). Les pertes linéaires dans leur origine physique peuvent alorsdevenir dépendantes de la déformation a
oustique dans les milieux mi
ro-inhomogènes. Il est possiblede montrer que dans 
es milieux, la 
ombinaison des e�ets non linéaires élastiques et des pertes linéaireslo
alisées aux défauts peut expliquer la dissipation non linéaire (dépendante de l'amplitude) [92℄. Nousdis
utons dans la se
tion suivante de la possibilité de s'a�ran
hir des e�ets linéaires de la relation
ontrainte/déformation sur l'évaluation des non-linéarités du milieu.3.4.6 Paramètre de ReadLe paramètre de Read [77℄ a été introduit pour 
ara
tériser la forme de la bou
le d'hystérésis dansla relation 
ontrainte/déformation. En e�et, la non-linéarité de la relation 
ontrainte/déformation peutêtre approximée par une déformation en loi de puissan
e de la 
ontrainte, 
ette loi de puissan
e étantdi�érente selon le sens de variation de la 
ontrainte. La puissan
e peut alors être estimée expérimen-talement par les dépendan
es en amplitude du dé
rément et de la non-linéarité élastique. Les donnéesexpérimentales re
ueillies sur le paramètre de non-linéarité élastique hystérétique αf et le paramètred'atténuation non linéaire αQ donnent ainsi des informations 
omplémentaires sur la bou
le d'hysté-résis. L'évolution du paramètre de Read au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion apparaît 
omme une
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térisation non linéaire de l'empilement granulairesour
e additionnelle de la 
ompréhension de la physique de 
e pro
essus.A�n de 
ara
tériser les variations relatives de l'atténuation non linéaire par rapport à l'élasti
iténon linéaire du milieu ave
 l'amplitude a
oustique, le paramètre de Read [77℄
r =

2D

∆ E/E0
, (3.20)est introduit 
ommme le rapport du dé
rément logarithmique D sur ∆ E/E0 = (E − E0)/E0, lavariation relative du module élastique ave
 l'amplitude a
oustique. Le dé
rément logarithmique estinversement proportionnel au fa
teur de qualité du milieu D = π/Q, et l'atténuation non linéaire sera
al
ulée à partir de l'équation (3.17). La variation relative du module d'Young vaut

∆ E

E0
=

∆ρ

ρ0
+ 2

∆ c

c0
. (3.21)En négligeant l'e�et de 
ompa
tion induit a
oustiquement, soit ∆ρ/ρ0 = (ρ−ρ0)/ρ0 ≃ 0, et la longueurde résonan
e du système étant 
onstante, soit ∆ f = (f −f0)/f0 ≃ ∆ c/Lresonance, la variation relativedu module élastique est obtenue

∆ E

E0
= 2

∆ f

f0
. (3.22)Le paramètre de Read 
lassiquement utilisé dans la littérature vaut ainsi

r = π

1
Q(ε) − 1

Qo

∆ f(ε)
fo

, (3.23)et son évolution au 
ours de la 
ompa
tion du milieu granulaire est présentée sur la �gure 3.16. Malgréle 
ara
tère bruité du paramètre estimé, l'évolution semble passer d'un plateau où r vaut environ 0.5jusque 102 taps puis augmente jusque 103 taps au triple de sa valeur initiale avant de saturer ave
 la
ompa
tion pour des nombres de taps élevés.Di�érentes valeurs du paramètre de Read sont reportées dans la littérature [51℄ pour di�érentsmodèles d'hystérésis. Dans le modèle d'amortissement de Granato et Lü
ke pour des dislo
ations dansdes 
ristaux [28℄, l'équation d'état σ = σ(ε, ε̇) du milieu est 
ara
térisée par une fon
tion hystérétiquedont l'aire détermine les pertes non linéaires, et la dérivée la variation de module élastique. La bou
led'hystérésis pour 
e modèle de dislo
ations est illustré sur la �gure 3.17(a). La bou
le hystérétique estsymétrique par rapport à l'origine de la relation 
ontrainte/déformation. L'énergie vibratoire est per-due dans un mouvement hystérétique réversible durant une demi-période de l'onde a
oustique. Dans lemodèle de fri
tion de Davidenkov [51℄, illustré sur la �gure 3.17(b), la bou
le hystérétique ne passe paspar l'origine et présente une symétrie biaxiale. La non-linéarité de la relation 
ontrainte/déformationest alors dé
rite par une déformation en loi de puissan
e de la 
ontrainte dépendant du sens de variationde 
ette dernière. Pour les deux modèles de dislo
ations 
ités, le paramètre de Read obtenu, pro
hede l'unité, n'exhibe pas de valeurs très di�érentes [51℄. Il en résulte que la pré
ision du paramètre de
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lassique 
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ulé à partir del'équation (3.16).Read est d'une grande importan
e pour la 
ara
térisation de la bou
le hystérétique. Cependant, il fautd'abord s'assurer que le 
omportement observé (�gure 3.16) est bien dû aux phénomènes non linéaires,et non à d'autres mé
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(a) (b)Fig. 3.17 � Illustration des modèles de bou
les hystérétiques de Granato-Lü
ke (a) et de Davidenkovave
 fri
tion (b).Alors que l'ensemble des paramètres non linéaires observés jusqu'i
i diminuent ave
 la 
ompa
tion,le r�le relatif de l'atténuation non linéaire par rapport à l'élasti
ité non linéaire augmente durant 
epro
essus. Cependant, l'évolution du paramètre de Read ave
 la 
ompa
tion peut être 
ausée autant parl'évolution des propriétés linéaires du milieu que par l'évolution de ses propriétés non linéaires. De 
e fait
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térisation non linéaire de l'empilement granulairele paramètre 
ontenant l'information uniquement sur les parties non linéaires de 
ette relation d'étatdu milieu n'est pas le paramètre de Read 
lassiquement utilisé. Celui-
i dépend à la fois de la variationave
 l'amplitude a
oustique du dé
rément logarithmique et du dé
alage de fréquen
e de résonan
enormalisé, 
e qui ne signi�e pas qu'il dépende uniquement des non-linéarités du milieu. Par 
onséquent,il 
onvient de supprimer l'information sur les propriétés linéaires de la relation 
ontrainte/déformationpour le 
al
ul du paramètre de Read, 
es propriétés linéaires variant ave
 la 
ompa
tion du milieu.Pour 
ela, 
onsidérons une déformation a
oustique εac = εA cos(ω t) = εA cos(θ) sinusoïdale depulsation ω et d'amplitude εA. Cette déformation a
oustique est à l'origine d'une 
ontrainte σ

σ = σA cos(θ + φ) = σA cos(φ) cos(θ) − σA sin(φ) sin(θ). (3.24)déphasée ave
 l'ex
itation. Cette 
ontrainte se dé
ompose en une partie d'amplitude σ′ = σA cos φ enphase ave
 la déformation imposée et une partie d'amplitude σ′′ = σA sin φ en quadrature de phasequi traduit la dissipation de l'onde au 
ours de sa propagation. Dans l'approximation d'un déphasagepetit |φ| ≪ 1, soit φ ∼ tan(φ), le dé
rément logarithmique
D = πφ ≃ π tan(φ) = −π

σ′′

σ′
, (3.25)permet d'exprimer l'inverse du fa
teur de qualité

1

Q
= −σ′′

σ′
, (3.26)où −σ′′ ≥ 0 est l'amplitude de l'énergie dissipée en une période de l'onde a
oustique.L'expression du module d'Young est généralement obtenue par le rapport entre la 
ontrainte induitedans le matériau et la déformation élastique asso
iée. Une expression exa
te de 
e module [51℄ doit
ependant uniquement tenir 
ompte de la 
omposante en phase de la 
ontrainte ave
 l'ex
itation

E =
σ′

εA
. (3.27)A�n d'�ter l'information linéaire inhérente au 
al
ul du paramètre de Read, il est né
essaire dedé
omposer la 
ontrainte σ en une partie linéaire et une partie non linéaire dépendante de l'amplitudea
oustique émise pour les deux 
omposantes en phase et hors phase

σ′ = σ′
0 + σ′

nl (3.28)
σ′′ = σ′′

0 + σ′′
nl, (3.29)où l'indi
e 0 dénote la 
omposante linéaire de la 
ontrainte et l'indi
e nl indique la dépendan
e enamplitude du paramètre 
onsidéré. En supposant les 
omposantes non linéaires faibles devant la
omposante linéaire, soit |σ′

nl| ≪ σ′
o et |σ′′

nl| ≪ σ′′
o , le 
al
ul du fa
teur de perte donne

1

Q(ε)
− 1

Qo
=

σ′′
oσ′

nl

(σ′2
o )

− σ′′
nl

σ′
o

. (3.30)



3.4 Résonan
es non linéaires 79En suivant le même raisonnement pour l'évaluation du dé
alage de fréquen
e de résonan
e issu del'équation (3.21) et en reportant (3.28) et (3.30) dans l'équation (3.27), l'expression suivante est obtenue
∆ f

f
=

1

2

∆ E

E
=

1

2

σ′
nl

σ′
o

. (3.31)Le paramètre de Read devient alors
r =

D

∆ f/f
= 2π(

σ′′
o

σ′
o

− σ′′
nl

σ′
nl

). (3.32)En identi�ant σ′′
o/σ′

o à −1/Qo, le rapport de la dissipation non linéaire sur l'élasti
ité non linéaires'é
rit
−σ′′

nl

σ′
nl

=
1

Qo
+

r

2π
, (3.33)qui est une fon
tion dépendant uniquement des non-linéarités de la relation 
ontrainte/déformation,puisque −σ′′

nl représente l'amplitude de l'énergie dissipée non linéairement en une période et σ′
nll'amplitude élastique non linéaire de la 
omposante en phase ave
 la déformation imposée. En plusde la normalisation du paramètre de Read 
lassique par un fa
teur 2π, il faut ajouter le terme

1/Qo représentant la partie linéaire de l'atténuation dans le milieu. Le paramètre non linéaireasso
ié à l'équation (3.33), appelé paramètre de Read non linéaire, est présenté sur la �gure 3.18.Le 
omportement du paramètre de Read non linéaire est identique à 
elui 
al
ulé par les méthodes
lassiques (voir la �gure 3.16) puisque le fa
teur de qualité linéaire Qo évolue peu durant une expérien
ede 
ompa
tion. D'une valeur moyenne de 22 ± 2 sur une expérien
e de 
ompa
tion, le terme 1/Qo estquasi 
onstant ave
 le nombre de taps et est d'un ordre de grandeur inférieur au paramètre r/2π.
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Fig. 3.18 � Evolution du paramètre de Read non linéaire 
al
ulé à partir de l'équation (3.33) et del'atténuation linéaire 1/Q0 ave
 le logarithme du nombre de se
ousses.



80 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaire3.5 Interprétations et dis
ussionLes observations expérimentales indiquent que le pro
essus de 
ompa
tion est a

ompagné d'uneaugmentation de la rigidité du milieu. Cet a

roissement peut être attribué à l'augmentation du
hargement moyen des 
onta
ts (due à la diminution de volume du milieu) et de leur nombre (nombrede 
oordination par billes). Une diminution des paramètres a
oustiques non linéaires quadratiquesdu milieu en 
ours de 
ompa
tion a aussi été présentée. En première appro
he, selon la théorie deHertz, les paramètres non linéaires 
lassiques sont inversement proportionnels à la déformation statiquemoyenne des 
onta
ts ε0. La diminution des non-linéarités du milieu, résultant de l'augmentation de ladéformation statique moyenne des 
onta
ts, peut provenir de la densi�
ation du milieu. Ave
 l'étudedu phénomène de 
lappement, une méthode numérique a quantitavement permis de montrer le r�lepotentiel de la diminution du nombre de 
onta
ts faibles sur les e�ets a
oustiques observés. Les 
onta
tsfaibles jouent un r�le prépondérant dans les propriétés élastiques non linéaires des milieux granulaires.Il a été observé de plus que l'élasti
ité non linéaire et l'atténuation non linéaire diminuent au 
ours de la
ompa
tion. L'in�uen
e des propriétés linéaires dans l'évaluation de 
es paramètres a été étudiée ave
 le
al
ul du paramètre de Read non linéaire. L'évolution du paramètre de Read non linéaire indique que ler�le de la dissipation non linéaire augmente relativement à l'élasti
ité non linéaire dans une expérien
ede 
ompa
tion. Cette observation est reliée à la modi�
ation de la distribution de déformations des
onta
ts.Puisque les méthodes non linéaires sont préférentiellement sensibles aux 
onta
ts faibles, l'étudedu r�le de 
es 
onta
ts sur les paramètres non linéaires est né
essaire. En parti
ulier, les 
onta
tsfaibles peuvent présenter des mouvements de sti
k/slip, ou alors glisser totalement. Cependant laproportion entre les 
onta
ts faibles présentant du glissement et 
eux ave
 adhésion n'est pas a

essibleexpérimentalement. Cette modi�
ation de la distribution de 
onta
ts aux faibles déformations statiquespeut avoir une in�uen
e importante sur les non-linéarités a
oustiques. Par exemple, il semble intuitifqu'un 
onta
t ave
 glissement total parti
ipe plus à la dissipation non linéaire qu'à l'élasti
ité nonlinéaire, 
omparativement à un 
onta
t ave
 adhésion (au vu de la relation 
ontrainte/déformation de
haque phénomène 
onsidéré). Le paramètre de Read non linéaire estimé, et son évolution au 
oursde la 
ompa
tion, peut alors donner des informations importantes sur la physique des 
onta
ts et surleur évolution. Les r�les de la dissipation non linéaire et de l'élasti
ité non linéaire pour des 
onta
tsexhibant des mouvements de sti
k/slip ou uniquement du glissement doivent alors être dis
utés.Tout d'abord la sensibilité des méthodes a
oustiques linéaires et non linéaires au 
ours du pro
essusde 
ompa
tion est dis
utée. Ensuite, un modèle qualitatif dis
utant du r�le des 
onta
ts exhibant desmouvements de sti
k/slip ou du glissement total sur les non-linéarités a
oustiques est proposé pourdé
rire les observations expérimentales.3.5.1 Sensibilité des méthodes non linéairesLes di�érentes expérien
es d'a
oustique non linéaires réalisées ont permis de mettre en éviden
e unedi�éren
e de sensibilité entre les méthodes d'a
oustique linéaire et non linéaire. Le suivi de paramètres



3.5 Interprétations et dis
ussion 81linéaires (fon
tion de réponse en fréquen
e, vitesse des ondes longitudinales, fréquen
e de résonan
edu milieu) a montré une saturation de l'évolution de 
es paramètres au 
ours de la 
ompa
tion. Après
103 taps, 
es paramètres atteignent un plateau tout 
omme la variation de 
ompa
ité du milieu (quiest aussi un paramètre ma
ros
opique du milieu).
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Fig. 3.19 � Sensibilité des méthodes d'a
oustique linéaire et non linéaire représentée par le taux devariation des paramètres a
oustiques mesurés.L'évolution du paramètre de Read non linéaire dé
rit par l'équation (3.33) montre un tauxd'a

roissement élevé dans une gamme de nombre de taps 
omprise entre 103 et 104 taps avant desaturer. Pour identi�er la sensibilité des méthodes d'a
oustique linéaire et non linéaire au 
ours dupro
essus de 
ompa
tion, le taux de variation de paramètres linéaires (fréquen
e de résonan
e linéaire)et non linéaires (paramètre de Read non linéaire) est présenté sur la �gure 3.19.Les paramètres a
oustiques linéaires varient dans la même proportion que la 
ompa
ité du milieu,et sont sensibles aux faibles nombres de taps ntap < 103. Ils sont don
 bien adaptés pour quanti�erl'évolution ma
ros
opique du milieu (diminution du volume, augmentation du module élastiquelinéaire). Le paramètre de Read non linéaire présente des variations importantes dans une gamme desolli
itations 103 < ntap < 104 plus élevée que pour les paramètres linéaires. En e�et, dans 
e domaine,les paramètres linéaires sont saturés. Lorsque les réarrangements entre grains diminuent à 
ause de lafrustration géométrique, les phénomènes ayant lieu dans le milieu granulaire sont des réarrangementsau niveau mi
ros
opique (mi
roglissements par exemple). A priori, dans 
ette gamme de solli
itations,les mé
anismes d'intera
tion non linéaire peuvent être très sensibles à 
es mi
ro-réarrangements. Il estmaintenant proposé un modèle quantitatif permettant d'analyser les variations du paramètre de Readnon linéaire, et ses impli
ations sur la physique des 
onta
ts au 
ours de la 
ompa
tion granulaire.



82 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaire3.5.2 Modèle qualitatif proposéLa 
ontribution des éléments mi
romé
aniques du milieu granulaire sur les non-linéarités élastiqueset dissipatives est dis
utée. A priori, le paramètre de Read est plus élevé pour un 
onta
t exhibantdu glissement seul ("sliding") qu'un 
onta
t ave
 mouvement de sti
k/slip. Pour rappel, les relations
ontrainte/déformation pour des 
onta
ts présentant un mouvement de sti
k/slip ou glissement sontprésentées sur la �gure 3.20.
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 sti
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(
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Fig. 3.20 � Relations 
ontrainte/déformation d'un 
onta
t présentant une non-linéarité de type Hertz-Mindlin (a), un 
omportement hystérétique 
lassique (b), un glissement faible (
) et un fort glissement(d).Généralement, la quanti�
ation des e�ets non linéaires élastiques et dissipatifs est e�e
tuée parrespe
tivement la pente de la relation 
ontrainte/déformation (non-linéarité élastique) et l'aire de 
ette
ourbe (non-linéarité dissipative). Ainsi il est attendu qu'un élément fortement glissant parti
ipe plusà la dissipation non linéaire (
ar l'aire de la relation 
ontrainte/déformation augmente) qu'à l'élasti
iténon linéaire (lors du glissement la 
ontrainte σ est 
onstante en fon
tion de la déformation ε). Unmodèle simple fournissant une analyse sur la 
ontribution des non-linéarités élastiques et dissipativesdes 
onta
ts glissants au sein du milieu granulaire est proposé.Pour 
ela un réseau granulaire 
ubique simple de sphères est 
onsidéré. L'étude porte sur lapropagation d'ondes transverses le long des 
haînes de billes (horizontales ou verti
ales), supposantune distribution statistique du 
hargement normal entre sphères. La 
ara
térisation de l'évolution desnon-linéarités du système est étudiée par l'intermédiaire du paramètre de Read. Il a déjà été dé
ritauparavant la manière dont l'in�uen
e des propriétés linéaires de la relation 
ontrainte/déformation



3.5 Interprétations et dis
ussion 83pouvait être éliminée du 
al
ul de 
e paramètre. Pour rappel, le paramètre de Read a été introduit ené
rivant la réponse du milieu à une déformation a
oustique sinusoïdale ε = εA cos(θ) par une 
ontrainteà la même pulsation ω déphasée
σ = σ cos(θ + φ) = σA cos(φ) cos(θ) − σA sin(φ) sin(θ), (3.34)se dé
omposant en une partie d'amplitude σ′ = σA cos φ en phase ave
 la déformation imposée et unepartie d'amplitude σ′′ = σA sin φ en opposition de phase qui traduit l'atténuation de l'onde au 
oursde sa propagation. Ces 
omposantes en phase et en opposition de phase se déduisent de la proje
tionde la 
ontrainte σ sur les fon
tions trigonométriques

σ′ =
1

π

∮
σ cos(θ) dθ, (3.35)

σ′′ =
1

π

∮
σ sin(θ) dθ. (3.36)Pour une onde propagative ave
 des pertes supposées faibles |σ′′| ≪ |σ′|, le dé
rément D est dé�nipar

D = πφ ≃ π tan(φ) = −π
σ′′

σ′
, (3.37)en supposant le déphasage de l'onde faible |φ| ≪ 1. En inje
tant les dé
ompositions en phase et enopposition de phase de la 
ontrainte issues de (3.35) et (3.37), le dé
rément devient

D = −π

∮
σ sin(θ) dθ∮
σ cos(θ) dθ,

=
π

εA

∮
σ dε∮

σ cos(θ) dθ,
. (3.38)La 
ontrainte σ pour un seul 
onta
t dépend à la fois de la déformation de 
isaillement ε et du
hargement normal FN appliqué sur 
e 
onta
t, soit σi = σi(ε, FN ), où l'indi
e i dénote le 
onta
t idans le réseau 
ubique. Dans le 
as général d'un matériau granulaire 
hargé de manière inhomogène,une distribution de 
hargement statique des 
onta
ts n(FN ) doit être prise en 
ompte. La 
ontraintedevient alors

σ =

∫ ∞

0
n(FN )σi(ε, FN )dFN . (3.39)L'expression du dé
rément (3.38), pour un réseau granulaire 
ubique simple 
hargé selon une distribu-tion de for
e statique n(FN ), s'é
rit

D =
π

εA

∫ ∞
0 n(FN )dFN

∮
σi(ε, FN )dε∫ ∞

0 n(FN )dFN

∮
σi(ε, FN ) cos(θ)dθ

. (3.40)De la même manière que pour l'équation (3.27), le module d'Young du milieu est dé�ni par la
omposante en phase de la 
ontrainte sur la déformation a
oustique
E =

σ′

εA
=

1
π

∮
σ cos(θ)dθ

εA
, (3.41)et peut être séparé en une 
ontribution linéaire et une 
omposante non linéaire en é
rivant la 
ontrainte

σ = σLN + σNL :
E =

1
π

∮
σLN cos(θ)dθ + 1

π

∮
σNL cos(θ)dθ

εA
, (3.42)



84 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaireoù l'intégrale 
ontenant σNL représente la 
ontribution uniquement non linéaire au module d'Young
∆ ENL = E −E0. Pour exprimer un paramètre de Read dépendant uniquement des 
ontributions nonlinéaires de la dissipation et de la variation du module d'Young, la variation du module non linéairedu milieu est obtenue

∆ ENL

E
=

∮
σNL cos(θ)dθ∮
σ cos(θ)dθ

. (3.43)Dans le 
as d'une distribution statistique de 
hargement statique entre sphères, l'équation (3.43) s'é
rit
∆ ENL

E
=

∫ ∞
0 n(FN )dFN

∮
σiNL cos(θ)dθ∫ ∞

0 n(FN )dFN

∮
σi cos(θ)dθ

. (3.44)De 
ette évaluation de la variation du module élastique non linéaire, il apparaît que le dénominateurde l'équation (3.40) est équivalent à un terme élastique (module d'Young) et ne prend pas en 
omptela dissipation. Il est alors raisonnable d'opérer la même dé
omposition en 
ontributions linéaire et nonlinéaire pour le dé
rément D pour obtenir la partie uniquement non linéaire du terme dissipatif
DNL =

π

εA

∫ ∞
0 n(FN )dFN

∮
σiNL(ε, FN )dε∫ ∞

0 n(FN )dFN

∮
σ(ε, FN ) cos(θ)dθ

. (3.45)Le paramètre de Read, dé�ni 
omme le rapport relatif de la dissipation non linéaire sur l'élasti
iténon linéaire, est alors obtenu en ne 
onsidérant que les 
ontributions non linéaires de la relation
ontrainte/déformation σ = σ(ε), et vaut
r =

DNL

(∆ ENL/E)
=

π

εA

∫ ∞
0 n(FN )dFN

∮
σiNL(ε, FN )dε∫ ∞

0 n(FN )dFN

∮
σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ

. (3.46)Il apparaît 
lairement que les 
ontributions linéaires à la dissipation et à l'élasti
ité, présentes res-pe
tivement aux dénominateurs des équations (3.44) et (3.45), sont éliminées. Par exemple, au 
oursde la 
ompa
tion du milieu granulaire, l'évolution du module d'Young linéaire (observé par le dé
alagede la fréquen
e de résonan
e linéaire vers les hautes fréquen
es en �gure (3.12)) et de l'absorptionlinéaire (augmentation du fa
teur de qualité linéaire Q0 observée sur la �gure (3.15)), ne 
ontribue pasaux variations du paramètre de Read uniquement non linéaire dé�ni par l'équation (3.46).Ce modèle a permis d'obtenir un paramètre purement non linéaire, le paramètre de Read nonlinéaire, dépendant de l'amplitude de l'ex
itation a
oustique εA et des non-linéarités de la relation
ontrainte/déformation pour un réseau granulaire 
ubique simple 
hargé par une distribution statistiquede for
es. Il est possible dès maintenant d'estimer, suivant le type de relations 
ontrainte/déformationreprésentant les éléments mi
romé
aniques du milieu granulaire, quelles sont les 
ontributions de 
eséléments aux non-linéarités élastiques et dissipatives. L'appro
he la plus simple pour débuter est de
onsidérer un 
onta
t individuel 
hargé par une for
e normale FN pouvant présenter du glissement ounon suivant l'amplitude de la déformation a
oustique appliquée. Le modèle de deux sphères en 
onta
tpar la théorie de Hertz a déjà été présenté dans le premier 
hapitre de 
e do
ument. En négligeant



3.5 Interprétations et dis
ussion 85le mi
ro-glissement sur les bords du 
onta
t (le 'slip'), la for
e tangentielle QT au niveau de l'aire de
onta
t s'é
rit :
QT = K(FN )U t, (3.47)où K(FN ) est la raideur transverse du 
onta
t et U t le dépla
ement transverse relatif entre sphères.L'hypothèse d'absen
e de mi
ro-glissement revient à é
rire que la for
e tangentielle n'atteint pas enamplitude la for
e normale FN appliquée multipliée par le 
oe�
ient de fri
tion statique f des sphères,soit |QT | ≤ fFN . Dans 
e 
as, le dépla
ement transverse U t est inférieur à la valeur fFN/K(FN ) sinonle glissement apparaît. Pour des sphères de rayon R, la 
ontrainte transverse vaut σ = QT /R2 et ladéformation transverse ε = U t/2R. En reportant dans l'équation (3.47) les valeurs de 
ontraintes etdéformations transverses, la relation 
ontrainte/déformation du 
onta
t individuel se présente sous laforme

σ =
2

R
K(FN )ε = K ′(FN )ε, (3.48)où K ′(FN ) = 2

RK(FN ) est équivalent à un module élastique. En respe
tant la loi de Coulomb de
ondition de non glissement, la 
ontrainte 
ritique à ne pas dépasser pour éviter le glissement vaut :
σcr =

fFN

R2
. (3.49)Il est maintenant possible de dis
uter du 
omportement linéaire ou non linéaire d'un élémentmi
ro-mé
anique individuel suivant que la 
ontrainte transverse du 
onta
t atteigne ou non la valeur
ritique (3.49) à laquelle apparaît le glissement.Cas d'un 
onta
t purement linéaireSi, pour une déformation a
oustique transverse d'amplitude εA, la 
ontrainte transverse pour le
onta
t 
hargé par une for
e statique normale FN n'ex
ède pas la valeur 
ritique σcr, alors l'élémentmi
ro-mé
anique 
onsidéré est purement linéaire. La relation 
ontrainte/déformation asso
iée à 
etélément est présentée sur la �gure (3.21). Cette relation ne présente alors au
un hystérésis et le
omportement au niveau du 
onta
t est réversible.La 
ondition de validité du 
omportement linéaire dé
rit 
i-dessus est que la 
ontrainte, asso
iée àla déformation a
oustique transverse maximum d'amplitude εA,

σ(εA) = K ′(FN )εA < σcr (3.50)ne dépasse pas la valeur 
ritique σcr. Le 
as 
ritique σ(εA) = σcr de non-glissement,
K ′(F cr

N )εA =
fF cr

N

R2
, (3.51)permet de dé�nir la for
e normale statique 
ritique F cr

N en dessous de laquelle intervient le glissement.La relation 
ontrainte/déformation présentée sur la �gure (3.21) est don
 valable pour des 
onta
tssoumis à des for
es normales FN > F cr
N (εA). La 
ontribution de 
et élément purement linéaire auxnon-linéarités de la relation 
ontrainte/déformation introduites dans le paramètre de Read 
al
ulé
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Fig. 3.21 � Comportement linéaire d'un élément mi
ro-mé
anique.par l'équation (3.46) est nulle. En e�et, maintenant que la for
e statique 
ritique F cr
N (εA), induisantdu glissement (et don
 des non-linéarités), a été introduite, la paramètre de Read 
al
ulé parl'équation (3.46) peut être modi�é

r =
π

εA

∫ F cr
N (εA)

0 n(FN )dFN

∮
σiNL(ε, FN )dε

∫ F cr
N

(εA)
0 n(FN )dFN

∮
σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ

, (3.52)en limitant les bornes d'intégration de la distribution statistique de for
es normales uniquement sur lagamme de for
es statiques 0 < FN < F cr
N (εA) impliquant du glissement.Cas d'un 
onta
t ave
 glissementLorsque la 
ontrainte 
ritique σcr est atteinte pour des for
es normales FN < F cr

N (εA), les sphèresoriginellement en 
onta
t glissent l'une sur l'autre. Un tel 
omportement non linéaire est présentésur la partie supérieure de la �gure 3.22. La relation σ = σ(ε) est une bou
le dont l'aire représentel'énergie dissipée par 
y
le a
oustique. Cette bou
le d'hystérésis autour du 
omportement linéaire
σ = K ′(FN )ε est symétrique par rapport à l'origine. Par
ourons la 
ourbe σ = σ(ε) à partir dupoint A. En augmentant progressivement la déformation ε, la 
ontrainte augmente linéairement ave
la déformation jusqu'à 
e que la valeur σcr soit atteinte pour une déformation 2εcr − εA au point B.La 
ondition (3.50) n'est alors plus respe
tée et le glissement se traduit par une 
ontrainte transverse
onstante ave
 l'augmentation de la déformation sinusoïdale appliquée jusqu'à la déformation maximum
εA (point C). Lorsque la déformation diminue, la 
ondition de linéarité est alors valable σ < σcr et les
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ussion 87variations sont à nouveau linéaires en amplitude jusqu'au point D. Seule la partie des déformationspositives de la 
ourbe hystérétique est dé
rite, puisque par symétrie 
entrale, le 
omportement estsymétrique pour les déformations négatives. B CA
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ements
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Fig. 3.22 � Comportement non linéaire d'un élément mi
ro-mé
anique (en haut) et sa 
ontributionaux non-linéarités de la relation 
ontrainte/déformation (en bas).Sur la partie inférieure de la �gure (3.22) est représentée la 
ontribution non linéaire de larelation 
ontrainte/déformation. Pour l'obtenir, il su�t de soustraire à la fon
tion σtotal hystérétiquela 
ontribution linéaire σ = K ′(FN )ε. Si la 
ontrainte 
ritique n'est pas atteinte, l'é
art entre la bou
led'hystérésis et la relation linéaire est 
onstant. Lors du glissement, la variation de la 
omposante nonlinéaire de la 
ontrainte pour une déformation 
roissante est négative ∂σNL/∂ε = −K ′(FN ).A partir de 
e modèle hystérétique sont évaluées les 
ontributions à l'élasti
ité non linéaire et à
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térisation non linéaire de l'empilement granulairela dissipation non linéaire. Pour 
ela le paramètre de Read dé�ni par l'équation (3.52) est estimé.Le numérateur de 
ette équation 
omporte le terme ∮
σiNL(ε, FN )dε qui représente l'aire de la bou
lehystérétique. Puisque le modèle 
onsidéré ne prend pas en 
ompte de dissipation pour le 
omportementlinéaire, les aires de la 
ourbe pour la bou
le hystérétique σtotal et de sa 
ontribution non linéaire

σiNL(ε) sont égales. Il est alors simple de 
al
uler 
ette aire géométriquement
∮

σiNL(ε, FN )dε = 4σcr(εA − εcr), (3.53)où la déformation 
ritique est obtenue par la relation linéaire σcr = K(FN )εcr.L'intégrale temporelle ∮
σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ au dénominateur de l'équation (3.52) est 
al
ulée parintégration par parties,

∮
σiNL(ε, FN )d(sin(θ)) = [σiNL(ε, FN ) sin(θ)]t+T

t −
∮

∂σiNL(ε, FN )

∂ε

∂ε

∂θ
sin(θ)dθ, (3.54)en é
rivant cos(θ)dθ = d(sin(θ)), et où T est la période de la solli
itation a
oustique. Le premierterme du membre de droite de l'équation (3.54) est nul par T -périodi
ité. La déformation a
oustiquesinusoïdale étant notée par 
onvention ε = εA cos(θ), l'équation (3.54) devient

∮
σiNL(ε, FN )d(sin(θ)) = εA

∮
∂σiNL(ε, FN )

∂ε
sin2(θ)dθ. (3.55)Il reste à déterminer sur quels intervalles temporels la dérivée de la 
omposante non linéaire de la
ontrainte par rapport à la déformation est non nulle. A partir de la 
ontribution non linéaire de la
ontrainte présentée sur la �gure 3.22, la dérivée ∂σiNL(ε, FN )/∂ε est tra
ée sur la �gure 3.23, ainsiqu'une période de la déformation a
oustique asso
iée. Le glissement apparaît avant la déformationmaximale εA pour la valeur 2εcr − εA. Ce phénomène 
ommen
e au temps θ = −∆θ sur la 
ourbe dedéformation, d'où

cos(∆θ) = 2
εcr

εA
− 1. (3.56)Il est 
lair, d'après la �gure (3.23), que l'intégration temporelle de l'équation (3.55) ne porte quesur les intervalles −∆θ < θ < 0 et π − ∆θ < θ < π sur une période a
oustique, et l'intégrale (3.55)devient après 
al
ul

∮
σiNL(ε, FN )d(sin(θ)) = −K ′(FN )εA[∆θ − 1

2
sin(2∆θ)]. (3.57)En substituant les équations (3.53) et (3.57) dans l'expression du paramètre de Read non linéaire (3.52),
elui-
i s'é
rit

r = −π

∫ F cr
N

(εA)
0 n(FN )dFN K ′(FN )εcr

εA
(1 − εcr

εA
)

∫ F cr
N

(εA)
0 n(FN )dFN K ′(FN )[∆θ − 1

2 sin(2∆θ)]
. (3.58)D'après la dé�nition de la 
ontrainte 
ritique (3.49) et de la for
e normale 
ritique obtenue pourl'amplitude de déformation a
oustique maximale F cr

N = F cr
N (εA), le rapport des déformations

εcr

εA
= (

FN

F cr
N

)
K ′(F cr

N )

K ′(FN )
, (3.59)



3.5 Interprétations et dis
ussion 89
∂σiNL/∂ε
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Fig. 3.23 � Dérivée de la 
ontribution non linéaire (a) de la 
ontrainte représentée sur la �gure 3.22et une période de la déformation a
oustique asso
iée (b).peut être uniquement dé
rit en fon
tion des for
es normales appliquées. En rappelant que selon lathéorie de Hertz-Mindlin, la raideur transverse du 
onta
t dépend du 
hargement normal en puissan
e
1/3,

εcr

εA
= (

FN

F cr
N

)2/3. (3.60)Le temps pour lequel le glissement apparaît (3.56) est obtenu
cos(∆θ) = 2(

FN

F cr
N

)2/3 − 1. (3.61)En reportant les équations (3.60) et (3.61) dans l'équation (3.58), et en introduisant une nouvelle
oordonnée ξ = FN/F cr
N (εA) pour le 
hargement, le paramètre de Read uniquement non linéaire s'é
rit

r = π

∫ 1
0 dξ n(F cr

N ξ)ξ(1 − ξ2/3)
∫ 1
0 dξ n(F cr

N ξ)ξ1/3[∆θ − 1
2 sin(2∆θ)]

, (3.62)où le temps ∆θ d'apparition du glissement se déduit de
cos(∆θ) = 2ξ2/3 − 1. (3.63)La 
ontribution de la dissipation non linéaire au paramètre de Read est représentée au numérateurde l'expression (3.62) par la fon
tion fD = ξ(1 − ξ2/3). Au dénominateur, le terme fE = ξ1/3[∆θ −

1
2 sin(2∆θ)] représente la 
ontribution de l'élasti
ité non linéaire de la relation 
ontrainte/déformation.Contribution non linéaire de la relation σ = σ(ε)Il est maintenant possible de quanti�er dans quelle mesure les non-linéarités présentes dansl'équation d'état de l'élément mi
ro-mé
anique 
onsidéré vont modi�er le paramètre de Read. Il a



90 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaireété noté en introdu
tion de 
e modèle qu'a priori, il est prévu une plus grande 
ontribution auxnon-linéarités dissipatives pour un 
onta
t présentant un fort glissement (
ar l'aire de la bou
lehystérétique augmente). Nous allons maintenant dis
uter des e�ets d'une variation de la relation
ontrainte/déformation, en partant d'un élément peu glissant jusqu'à un élément fortement glissant,sur les non-linéarités dissipatives et élastiques représentées respe
tivement par les fon
tions fD et fE.
εA ε
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−σcr

σ σ
σlin

−σcr

εA

σcr

−εA

σ
σlin

εA

ε

−σcr

−εA
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(a) (b) (
)Fig. 3.24 � Relation 
ontrainte/déformation d'un élément linéaire (a), faiblement glissant (b) etfortement glissant (
).Les di�érentes relations 
ontrainte/déformation étudiées dans 
e modèle, sont une relation purementlinéaire σ = K ′(FN )ε, une bou
le d'hystérésis pour un 
onta
t présentant un faible glissement(�gure 3.24(b)) et un 
onta
t fortement glissant (�gure 3.24(
)). Il a déjà été mentionné qu'un
onta
t présentant un 
omportement purement linéaire ne 
ontribue pas au paramètre de Read nonlinéaire dé�ni par l'équation (3.52). En e�et, le 
hargement normal F cr
N , sous une ex
itation a
oustiqued'amplitude de déformation εA, n'est jamais inférieur au 
hargement 
ritique F cr

N (εA) induisant duglissement. Lorsque le 
onta
t 
ommen
e à glisser sous l'a
tion de l'onde a
oustique, la relation σ = σ(ε)est modi�ée (voir la �gure 3.24(b)). Cette situation 
orrespond formellement au 
as limite ξ → 1 pourun 
hargement normal inférieur au 
hargement 
ritique FN < F cr
N et FN → F cr

N . En posant ξ = 1−∆ξoù ∆ξ → 0 est un petit paramètre, et en 
al
ulant le temps ∆θ où apparaît le glissement à partirde l'équation (3.63) par ∆θ ∼ 2
√

2
3

√
∆ξ, les fon
tions non linéaires fE et fD sont approximées aprèsdéveloppement limité à l'ordre 2 sur le petit paramètre ∆ξ par
fD ∼ 2

3∆ξ (3.64)
fE ∼ 16

3 (
√

2
3)3(∆ξ)3/2. (3.65)La dépendan
e sur le paramètre ∆ξ est linéaire pour la fon
tion non linéaire dissipative et est une loien puissan
e 3/2 pour la fon
tion non linéaire élastique. Un ajout de 
onta
ts présentant du glissement(don
 une augmentation de ∆ξ) aura ainsi une 
ontribution plus importante sur la dissipation nonlinéaire que sur l'élasti
ité non linéaire et résultera en une augmentation du paramètre de Read.Observons maintenant la 
ontribution aux non-linéarités pour un 
onta
t présentant un fortglissement dont la relation 
ontrainte/déformation est présentée sur la �gure 3.24(
). L'aire de labou
le hystérétique semble indiquer une plus grande 
ontribution aux non-linéarités dissipatives qu'aux
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Fig. 3.25 � Fon
tions non linéaires élastique fE et dissipative fD en fon
tion du paramètre ξ = N
Ncr

.non-linéarités élastiques. Une telle situation de 
omportement mi
ro-mé
anique apparaît lorsque le
hargement normal FN est très inférieur au 
hargement normal 
ritique F cr
N (εA). Dans 
e 
as, leparamètre ξ = FN/F cr

N est pro
he de zéro, et le temps ∆θ s'appro
he de la valeur π d'aprèsl'équation (3.63). Les fon
tion fE et fD sont alors approximées par :
fD ∼ ξ (3.66)
fE ∼ π(ξ)1/3. (3.67)Une augmentation du glissement du 
onta
t in�uen
e alors prin
ipalement la non-linéarité élastique(
ar (ξ)1/3 ≫ ξ lorsque ξ → 0) et résulte en la diminution du paramètre de Read non linéaire.Le 
omportement des fon
tions non linéaires dissipatives et élastiques approximées i
i dans des 
aslimites du paramètre ξ sont présentées sur la �gure (3.25) pour 0 < ξ < 1.Les résultats obtenus par 
e modèle quantitatif simple permettent de dis
uter des impli
ations du
omportement a
oustique non linéaire expérimentalement observée sur la physique des 
onta
ts pourle pro
essus de 
ompa
tion granulaire. Il a été observé une augmentation du paramètre de Read nonlinéaire (�gure 3.18). Puisque 
e paramètre est dé�ni 
omme le rapport de l'atténuation non linéairesur l'élasti
ité non linéaire, et que les deux paramètres hystérétiques élastiques et dissipatifs diminuentau 
ours de la 
ompa
tion (�gure 3.14), 
ette observation est à relier ave
 l'augmentation du r�le dela dissipation non linéaire relativement à 
elui de l'élasti
ité non linéaire. En e�et, le paramètre nonlinéaire élastique αf dé
roît plus rapidement que la paramètre non linéaire dissipatif αQ. Aux faiblesnombres de solli
itations, αf est supérieur à αQ, jusque 8.103 taps environ. Cette situation 
orrespondformellement à ξ → 0 et est illustrée par la première partie de la �gure 3.25. Ce 
omportement mi
ro-mé
anique est attribué dans le modèle proposé à des 
onta
ts fortement glissants. Le paramètre de Read



92 3 Cara
térisation non linéaire de l'empilement granulaireobtenu est alors faible, puisqu'un 
onta
t fortement glissant 
ontribue plus fortement à l'élasti
ité non-linéarité qu'à la dissipation non linéaire. Pour ntap ≃ 8.103 environ, αf vaut αQ et la 
ontribution auxnon-linéarités élastiques et dissipatives est identique. Au dessus de ntap ≃ 8.103, le paramètre élastiquenon linéaire αf est inférieur au paramètre dissipatif non linéaire αQ, impliquant une augmentation duparamètre de Read 
al
ulé. Cette situation 
orrespond à ξ → 1, représentée sur l'insert de la �gure 3.25.Il est montré que 
e 
as 
orrespond aux 
onta
ts faiblement glissants, dont le 
hargement normalest pro
he du 
hargement 
ritique F cr
N . La 
ontribution d'un élément mi
ro-mé
anique présentant unfaible glissement est alors plus importante sur la dissipation non linéaire que sur l'élasti
ité non linéaire,résultant en une augmentation du paramètre de Read. L'ensemble de 
es observations est résumé sur la�gure 3.26 permettant d'asso
ier l'évolution du paramètre de Read à la relation 
ontrainte/déformationde l'élément 
onsidéré.

σ

ε

ε

Read

σ

Read ∼ cst

σ

ε

Read

σ

ε

(d) Fort glissement
Augmentation de εac

(a) Conta
t ave
 Sti
k-Slip

(
) Faible glissement Augmentation de εac

(b) Comportement hystérétique 
lassique

Fig. 3.26 � Comparaison de l'évolution du paramètre de Read non linéaire pour le 
as d'un 
onta
tprésentant une non-linéarité de type Hertz-Mindlin (a), un 
omportement hystérétique 
lassique (b),un faible (
) et fort (d) glissement.



3.6 Con
lusion 933.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, di�érentes expérien
es d'a
oustique non linéaire ont été menées pour sonderl'empilement au 
ours de pro
essus de 
ompa
tion. Les expérien
es de générations d'harmoniques etde génération de fréquen
e di�éren
e ont quantitativement montré une diminution des non-linéaritésa
oustiques au 
ours de la 
ompa
tion granulaire. Lors de la génération d'harmoniques d'une ondemonofréquentielle émise dans le milieu, le paramètre de non-linéarité quadratique diminue ave
 des va-riations très supérieures à 
elles observées jusqu'i
i (mesures de 
ompa
ité). Pour la génération d'ondespar mélange de fréquen
es, la transition 2 → 3/2, sur la dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
edi�éren
e, vers les plus hautes déformations statiques entre 
onta
t a été quantitativement interprétée
omme la diminution du nombre de 
onta
ts faibles. Cette transition est asso
iée au 
lappement des
onta
ts sous l'a
tion de l'onde a
oustique. Un modèle simple est introduit, permettant d'expliquer le
ontenu spe
tral ri
he observé lors du mélange de deux hautes fréquen
es f1 et f2. Le r�le des sin-gularités de la relation 
ontrainte/déformation de Hertz, ayant pour origine la fon
tion de Heavisidedé
rivant le 
lappement, est analysé pour 
omprendre la génération de 
omposantes fréquentielles nondé
rites par la première intera
tion non linéaire.Dans 
es deux expérien
es non linéaires, le suivi a
oustique de la 
ompa
tion est e�e
tué par desmesures à fréquen
e �xe (la fréquen
e fondamentale et ses harmoniques, la fréquen
e di�éren
e géné-rée par les ondes de pompage) dont le 
omportement linéaire varie sur une expérien
e de 
ompa
tion.L'atténuation linéaire perturbe alors la 
ompréhension des phénomènes observés. Il apparaît qu'unsuivi a
oustique dynamique s'impose pour obtenir à la fois l'information linéaire et non linéaire surla propagation a
oustique. Ce suivi dynamique est e�e
tué au moyen de l'étude des résonan
es nonlinéaires du milieu. Le premier mode de résonan
e du milieu est identi�é, puis étudié en fon
tion duniveau d'ex
itation de l'onde sonore. La fréquen
e de résonan
e linéaire 
roît de près de 30% de savaleur initiale, et sature en �n de 
ompa
tion 
omme la mesure de 
ompa
ité du milieu. La sensibilitéde 
e paramètre linéaire à l'évolution du milieu permet déjà d'espérer un suivi a
oustique in-situ d'unempilement granulaire.Ensuite, le 
ara
tère hystérétique quadratique du milieu est identifé par la mesure du dé
alage dela fréquen
e de résonan
e ave
 l'amplitude a
oustique d'ex
itation, et la mesure de l'atténuation nonlinéaire du milieu. Il est observé que les non-linéarités hystérétiques élastique et dissipatives diminuentau 
ours de la 
ompa
tion. Cependant, le r�le relatif de la dissipation non linéaire par rapport à l'élas-ti
ité non linéaire augmente durant 
e pro
essus. Ce
i est quanti�é par l'intermédiaire du paramètrede Read. Un première étape a été de dé�nir un nouvel observable a
oustique, le paramètre de Readnon linéaire, dépendant uniquement des non-linéarités de la relation 
ontrainte/déformation. Ce para-mètre, uniquement non linéaire, augmente au 
ours de la 
ompa
tion, dans une gamme de solli
itationdu milieu di�érente de 
elle des variations des paramètres linéaires (fréquen
e de résonan
e linéaire,vitesse linéaire des ondes). Un modèle qualitatif simple est proposé, analysant les 
ontributions des
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térisation non linéaire de l'empilement granulairenon-linéarités élastiques et dissipatives des 
onta
ts au sein du milieu granulaire. Il est analytiquementmontré qu'un 
onta
t fortement glissant 
ontribue de manière plus importante à l'élasti
ité non linéairequ'à la dissipation non linéaire. De même, l'analyse de la relation 
ontrainte/déformation d'un 
onta
tfaiblement glissant présente une plus faible 
ontribution à la non-linéarité élastique qu'à la dissipationnon linéaire. Ce modèle permet d'expliquer quantitativement les observations expérimentales e�e
-tuées sur le paramètre de Read. D'après 
es résultats, le pro
essus de 
ompa
tion s'a

ompagne d'unediminution du nombre de 
onta
ts fortement glissants relativement au nombre de 
onta
ts glissantfaiblement.



Chapitre 4In�uen
e des 
haînes de for
e sur lapropagation a
oustique
4.1 Introdu
tionDans les 
hapitres 2 et 3, la 
ompa
tion des milieux granulaires a été étudiée par des méthodesexpérimentales adaptées à la 
ara
térisation des propriétés a
oustiques linéaires et non linéairesdu milieu. Les méthodes d'a
oustique non linéaire apportent des informations supplémentaires auxméthodes linéaires pour la 
ara
térisation de la mi
ro-stru
ture du milieu, et ont permis d'expliquerquantitativement l'évolution des 
onta
ts faibles au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion. Il est 
ependantdi�
ile de dé
rire la propagation d'ondes a
oustiques, même linéaires, au sein des milieux granulairesà 
ause de la 
omplexité (et la mé
onnaissan
e) de la distribution de 
onta
ts, des 
haînes de for
e etdu désordre qui en dé
oule (�gure 1.5 du premier 
hapitre).A
tuellement, il est don
 
omplexe de dé
rire la propagation d'ondes dans des assemblagesgranulaires désordonnés soumis à des 
hargements mé
aniques. L'appli
ation d'un 
hargement modi�eles propriétés mé
aniques du milieu, et induit des inhomogénéités spatialement de 
hargement lo
al,les 
haînes de for
e. Même dans les empilements initialement réguliers, la distribution de 
haînes defor
e n'est pas périodique, et la solution générale du problème de propagation a
oustique 
onsiste àétudier la di�usion multiple des ondes au sein du milieu. Cependant, de ré
entes expérien
es dans desassemblages de 
ylindres ordonnés [86℄ montrent par photoélasti
imétrie que la distribution spatialedes 
haînes de for
e n'est pas 
omplétement irrégulière. A l'é
helle de quelques 
haînes de for
e, 
elles-
isemblent régulièrement espa
ées et parallèles. A l'é
helle mésos
opique, le réseau de 
haînes présentedes sous-systèmes de 
haînes de for
e qui di�èrent les uns des autres dans leur orientation et dans leurpériodi
ités spatiales de 
haînes de for
e.Dans le modèle développé par la suite, il est alors proposé de 
onsidérer la distribution spatialedes 
haînes de for
e 
omme périodique plut�t qu'irrégulière, et d'observer l'in�uen
e de 
e réseau surla propagation a
oustique. Il est naturel en première approximation d'analyser l'in�uen
e de 
haînesde for
e 
ara
térisées par une unique période spatiale. Lorsque la modulation des propriétés d'un95



96 4 In�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiquematériau est périodique, le problème de la propagation d'une onde est grandement simpli�é puisquela di�usion multiple résulte en la modi�
ation de la relation de dispersion et des modes propres dusystème. En d'autres termes, le problème de la di�usion multiple dans les sytèmes périodiques estéquivalent à l'évaluation du spe
tre des modes propres a
oustiques. Dans notre 
as, il 
onvient alorsde se demander :� si la stru
ture périodique des 
haînes de for
e entraîne l'apparition de nouveaux modes a
ous-tiques,� si des bandes de fréquen
es interdites apparaissent,� quelles sont les relations de dispersion asso
iées à 
haque mode,� quelle est la stru
ture spatiale de 
ha
un de 
es modes.

Chargement ChargementFig. 4.1 � Réseau de 
haînes de for
e dans un assemblage granulaire régulier. a) Périodi
ité selon deuxdire
tions de l'espa
e du réseau ; b) Une seule orientation des 
haînes de for
e.Dans les milieux granulaires réguliers bidimensionnels, les 
haînes de for
e semblent périodiquesselon deux dire
tions prin
ipales [86, 13℄ (voir la �gure 4.1(a)), mais il est possible de 
hoisir un
hargement parti
ulier du milieu granulaire ne 
réant qu'une seule orientation des plans de for
e (voirla �gure 4.1(b)). Il semble alors raisonnable de 
ommen
er l'analyse mathématique de la propagationd'ondes dans un réseau granulaire par 
ette 
on�guration simpliste du milieu granulaire.



4.2 Position du problème et résolution analytique 974.2 Position du problème et résolution analytique4.2.1 Géométrie du problème 
onsidéré et équation du mouvementUn assemblage régulier 
ubique simple de 
ylindres dans le plan (x,z) est 
onsidéré [37℄, 
ommesur la �gure 4.2. Les 
ylindres, de diamètre a, sont in�niment longs suivant l'axe y et 
ha
un est
onne
té à quatre voisins par des 
onta
ts orthogonaux. Le problème étant bidimensionnel, des plansde for
e sont i
i 
onsidérés (et non des 
haînes de for
e), périodiques suivant l'axe x ave
 une périodede modulation D. Il en résulte que le paramètre N = D
a indique la période en terme de nombre de
ylindres (N − 1 
ylindres entre 
haque plan de for
e). Une hypothèse de 
e problème est que l'ondea
oustique se propage uniquement à travers la phase solide du matériau en négligeant les 
ouplagesave
 le �uide environnant (l'air par exemple).

Fig. 4.2 � Modèle dis
ret bidimensionnel de 
ylindres périodiquement 
hargésUn avantage de 
e modèle réside dans la des
ription d'ondes de 
isaillement, polarisées le long del'axe des 
ylindres (axe y). Le dépla
ement mé
anique asso
ié à 
ette onde est orienté suivant l'axe yet ne 
hange pas l'orientation des 
ylindres dans le plan (x,z). Il n'existe alors au
un 
ouplage ave
des ondes longitudinales dans 
e plan. Chaque 
ylindre peut être 
ara
térisé spatialement dans le plan(x,z) par un 
ouple d'entiers (m,n), et la position d'un 
ylindre est dé�nie par ses 
oordonnées
{

xm = am,

zn = an.A�n d'établir la loi du mouvement d'un 
ylindre, il 
onvient de dé
rire la for
e exer
ée par lesautres 
ylindres sur 
e dernier. Cette for
e est supposée proportionnelle au dépla
ement relatif entredeux 
ylindres suivant l'axe y. La relation for
e/dépla
ement est linéaire, de la forme F = −KUy,ave
 K la raideur entre deux 
ylindres, F la for
e appliquée et Uy le dépla
ement relatif entre deux
ylindres. Le problème 
onsidéré porte sur l'étude d'une variation des propriétés élastiques du milieu,



98 4 In�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiqueet non géométriques. Ainsi, des raideurs di�érentes entre 
ylindres sont introduites suivant la dire
tiondu 
hargement. La notation αx,z est introduite pour désigner les les raideurs horizontales (selon (Ox))et verti
ales (selon (Oz)). Pour prendre en 
ompte l'augmentation de rigidité au niveau des plans defor
e, les paramètres αs,f
z sont introduits pour les raideurs verti
ales des 
onta
ts faibles (hors des plansde for
e, notées s pour souple) et forts (le long des plans de for
e, notées f pour fort). Par 
onséquent,les raideurs introduites respe
tent toujours αf

z ≥ αs
z. Le 
hargement périodique entraîne don
 unemodulation des propriétés élastiques du milieu (voir la �gure 4.3), entre autre par une modulation desraideurs verti
ales (suivant l'axe z).PSfrag repla
ements

αx αx

αxαx

αs
zαs

z αf
z

Fig. 4.3 � Modulation des raideurs verti
ales par les plans de for
eL'équation du mouvement asso
iée à 
haque 
ylindre est obtenue en é
rivant la se
onde loi deNewton linéarisée pour le 
ylindre lo
alisé en (m,n)
M

∂2Um,n

∂t2
= αs

z[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1] + αx[Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]

+(αf
z − αs

z)[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1]
∞∑

p=−∞

δm,Np, (4.1)où M est la masse par unité de longueur d'un 
ylindre, et Um,n son dépla
ement selon (Oy).Les deux premiers termes du membre de droite sont relatifs aux for
es entre 
ylindres sans
hargement additionnel, don
 de raideur αx et αs
z, pour les orientations horizontales (variations surl'entier m) et verti
ales (variations sur l'entier n). Le troisième terme représente une perturbation defor
e due à l'ajout de raideur (αf

z − αs
z) pour les 
ylindres 
hargés le long des plans de for
e lo
alisésaux positions xp = D p, 
orrespondant aux indi
es m = D

a p = N p. Le plan de for
e (m = 0) est 
hoisi
omme origine du repère, de sorte que tous les plans 
hargés sont lo
alisés par ∑∞
p=−∞ δm,Np.4.2.2 Cas parti
ulier de l'absen
e de plan de for
eLe problème général à résoudre en présen
e d'inhomogénéités périodiques est la des
ription dela propagation des ondes élastiques, qui peut se faire par l'obtention de la relation de dispersion dusystème. Dans 
ette se
tion le 
as simpli�é αf

z = αs
z = αz est étudié, 
'est-à-dire un assemblagerégulier 
ubique de 
ylindres 
hargés de la même manière selon les axes (Ox) et (Oz) (sans 
hargementadditionnel). Pour déterminer la relation de dispersion du système (expression de la pulsation



4.2 Position du problème et résolution analytique 99d'une onde en fon
tion du nombre d'onde), la solution en onde plane harmonique de l'équationdynamique (4.1) est re
her
hée. Pour 
ela, une onde de pulsation ω et de ve
teur d'onde ~k(kx, kz)est 
onsidérée. Le dépla
ement du 
ylindre (m,n) peut alors s'é
rire sous la forme
Um,n = Aei(ωt−~k~r) = Aei(ωt−kxan−kzam). (4.2)En reportant 
ette expression du dépla
ement dans l'équation du mouvement simpli�ée dans le 
assans plan de for
e, la relation de dispersion 2D du système devient

ω2 = (
4αz

M
) sin2(

akz

2
) + (

4αx

M
) sin2(

akx

2
), (4.3)ave
 k2

x + k2
z = k2. Pour le 
as de rigidités horizontales et verti
ales identiques, la symétrie duproblème par rapport aux axes (Ox) et (Oz) est retrouvée dans l'expression (4.3). L'étude, dansle premier 
hapitre, du réseau périodique unidimensionnel de la 
haîne de billes est i
i étendue au
as bidimensionnel. L'étude de la relation (4.3) né
essite normalement de par
ourir l'ensemble desve
teurs d'ondes permis. Or, dans un réseau de périodi
ité a, le nombre d'onde maximum autorisépour la propagation d'ondes est kmax = π

a . Dans le domaine des nombres d'ondes, la première zone deBrillouin (voir la �gure 4.4) représente l'espa
e des ve
teurs d'ondes pouvant se propager. Les propriétésde périodi
ité de la pulsation ω = ω(~k) rendent 
ertains points du 
ontour remarquables (au sens de lasymétrie) et indiquent qu'il su�t alors de par
ourir le ve
teur d'onde ~k sur le 
ontour de la premièrezone de Brillouin ΓXM pour dé
rire 
omplétement la propagation a
oustique [11℄. La première zonede Brillouin, ainsi introduite, est l'extension bidimensionnelle pour un système 
ubique simple de 
elledéjà étudiée au premier 
hapitre dans le 
as unidimensionnel.
kx

π/a

π/a

kz

Γ X
M

Fig. 4.4 � Première zone de Brillouin pour un réseau 
ubique simple et son 
ontour ΓXMLes pulsations asso
iées aux ondes propagatives dans le milieu sont données par la relation (4.3)lorsque le ve
teur d'onde ~k par
ourt le 
hemin ΓXM. Les 
ourbes de dispersion pour le systèmehomogène sont présentées sur la �gure 4.5 pour des nombres d'onde par
ourant le 
ontour de la première
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiquezone de Brillouin. La propagation d'ondes suivant l'axe x uniquement (ou l'axe z par symétrie dans le
as homogène), 
orrespondant aux nombres d'ondes ~k = kx~x, kz = 0, est représentée sur la partie ΓXde la 
ourbe de dispersion. Pour kz = 0, la relation de dispersion 
lassique d'une 
haîne de billes 1Dest retrouvée
ω2 =

4αx

M
sin2(

a kx

2
). (4.4)En introduisant la pulsation de 
oupure du système ωc = 2

√
αx

m (la pulsation maximale des ondespropagatives) et le nombre d'onde maximum kmax = π
a autorisé pour les ondes propagatives dans leréseau dis
ret, la relation (4.4) devient

(
ω

ωc
)2 = sin2(

π

2

kx

kmax
). (4.5)Dans la limite basse fréquen
e akx ≪ 1, l'approximation linéaire de l'équation (4.4) relie la pulsationde l'onde au nombre d'onde par :

ω = a

√
αx

M
kx = cskx. (4.6)La vitesse basse fréquen
e cs = a

√
αx

M de propagation des ondes tranversales dans l'assemblage 
ubiquesans plan de for
e est ainsi dé�nie. La pulsation ω est adimensionnée par la vitesse cs, et ks = ω
cs

estintroduit 
omme le nombre d'onde de 
isaillement basse fréquen
e en absen
e de plan de for
e. Ladéviation de la droite kz = kx, sur la partie ΓX de la 
ourbe de dispersion (4.5), met en éviden
e le
ara
tère dispersif du réseau dis
ret 
onsidéré.
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Fig. 4.5 � Courbe de dispersion pour le système sans plan de for
e sur le 
ontour ΓXM



4.2 Position du problème et résolution analytique 1014.2.3 Relation de dispersion du système ave
 plans de for
eDans le 
as d'une modulation périodique additionnelle des propriétés du milieu, la forme d'ondesplanes harmoniques de la relation (4.2) ne peut plus être utilisée. D'après le théorème de Blo
h,les solutions en dépla
ement né
essitent de dé
omposer la 
onstante A de l'onde plane 
onsidéréesur la base des ve
teurs ~G = ( ~Gx, ~Gy, ~Gz) du réseau ré
iproque. Cette opération est équivalente àune dé
omposition en série de Fourier spatiale. Par périodi
ité de la stru
ture, la 
onstante A estdé
omposée sur des fon
tions périodiques (de période égale à 
elle des plans 
hargés). En dé�nissant une
ellule élémentaire du milieu 
omme le sous-système 
ompris entre deux plans 
hargés et la périodi
itéétant suivant l'axe x, le ve
teur ~Gx du réseau ré
iproque a pour norme Gx = 2π
D s où s ∈ [0,N − 1]. La
onstante A, initialement introduite pour le mode plan homogène, devient dans le 
as inhomogène

A(m) =
N−1∑

s=0

U~k
(s)e−i 2π

D
ams, (4.7)
'est-à-dire une fon
tion dépendante de l'abs
isse m où la périodi
ité est introduite. Par 
onséquent,la solution de l'équation (4.1) pour une onde de pulsation ω et de ve
teur d'onde ~k(kx, kz) s'é
rit

Um,n = ei(ω t−kxam−kzan)
N−1∑

s=0

U~k
(s)e−ı 2π

N
ms. (4.8)L'étude porte maintenant sur le 
as de raideurs horizontales et verti
ales identiques αx = αs

z,ex
epté dans les plans de for
e où αf
z 6= αs

z. En reportant le 
hamp de dépla
ement d'un 
ylindre (4.8)dans l'équation du mouvement (4.1), l'équation du système inhomogène après dé
omposition sur labase des ve
teurs ré
iproques est obtenue
N−1∑

s=0

[−Mω2 + 4αs
z(sin

2(
akz

2
) + sin2(

akx

2
+

π s

N
))]U~k

(s)e−
2iπ
N

ms

+4(αf
z − αs

z)

N−1∑

s′=0

sin2(
akz

2
)U~k

(s′)e−i 2π
N

ms
∞∑

p=−∞

δm,Np = 0. (4.9)L'opérateur 1
N

∑N−1
m=0(. . . )e

+i 2π
N

ml, équivalent à une intégration sur une période spatiale, est appliquéà l'équation pré
édente, et 
haque somme est transformée ave
 la relation
1

N

N−1∑

m=0

e+i 2π
N

(l−s)m = δl,s. (4.10)Ce résultat permet de faire la sommation sur l'indi
e s dans la première somme de l'équation (4.9) quidevient
Σ1 = [−Mω2 + 4αs

z(sin
2(

akz

2
) + sin2(

akx

2
+

π l

N
)]U~k

(l). (4.11)La se
onde somme,
Σ2 =

4

N
(αf

z − αs
z) sin2(

akz

2
)

N−1∑

s′=0

U~k
(s′), (4.12)



102 4 In�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiquese simpli�e ave
 la 
ontribution unique des termes m = 0 et p = 0. De manière analogue à la vitesse
cs d'une onde de 
isaillement basse fréquen
e sans plan de for
e, la vitesse de l'onde tranverse 'rapide'le long des plans de for
e peut être dé�nie par

cf = a

√
αf

z

m
. (4.13)L'équation (4.9) s'é
rit �nalement

[sin2(
akz

2
) + sin2(

akx

2
+

π l

N
) − (

aks

2
)2]U~k

(l) +
1

N
(
c2
f

c2
s

− 1) sin2(
akz

2
)

N−1∑

s′=0

U~k
(s′) = 0, (4.14)ave
 ks = ω/cs le nombre d'onde d'une onde basse fréquen
e pour le système homogène sans plande for
e. Le paramètre P = 1

N (
c2
f

c2s
− 1), adimensionné, est 
ara
téristique de l'inhomogénéité et sonin�uen
e diminue lorsque� cf = cs, don
 pour des raideurs identiques,� N ≫ 1, équivalent à D ≫ a, 
e qui traduit un éloignement trop important entre deux plans defor
e 
onsé
utifs.A l'aide des paramètres introduits P et ks, et en adimensionnant les nombres d'ondes kx, kz et kspar le nombre d'onde maximum de la première zone de Brillouin kmax = π

a , l'équation (4.14) s'é
rit
[sin2(

π kz

2
) + sin2(

π kx

2
+

π l

N
) − (

π ks

2
)2]U~k(l) + P sin2(

π kz

2
)

N−1∑

s′=0

U~k(s
′) = 0. (4.15)C'est un système linéaire de N équations à N in
onnues sur les amplitudes spe
trales U~k

(l). La relationde dispersion du système ω = ω(kx, kz, P ) s'obtient en é
rivant que le déterminant du système (4.15)est nul. Pour une résolution numérique de 
e système, le problème aux valeurs propres 
orrespondantest dé�ni par
[D(kx, kz , P ) − (

πks

2
)2]U~k

= 0, (4.16)ave
 D(kx, kz, P ) la matri
e dynamique du système. Cette équation matri
ielle est à résoudre pour
haque pulsation ω (
omprise dans le paramètre ks = ω/cs), 
haque ve
teur d'onde (kx, kz) appartenantau 
ontour de la première zone de Brillouin, et 
haque paramètre d'inhomogénéité P . Puisque lagéométrie du modèle est dis
rète, la des
ription analytique de la relation de dispersion peut alors êtreobtenue sans tron
ation du système (4.15). Ce
i di�ère des études traditionnelles dans les matériaux
omposites périodiques où le 
ara
tère dis
ret au niveau mi
ros
opique n'est pas pris en 
ompte, 
equi se traduit par un système in�ni d'équations pour l'amplitude spe
trale des modes [48, 21℄.Avant l'étude du système inhomogène, les résultats obtenus dans le 
as homogène sont retrouvéspour valider notre appro
he. Pour 
ela, une onde se propageant le long des plans de for
e dans ladire
tion z (kx = 0) en l'absen
e de plans de for
e, 
'est-à-dire dans la limite N → ∞, ou P = 0. Dans
e 
as, le système (4.15) devient
[sin2(

π kz

2
) + sin2(

π l

N
) − (

π ks

2
)2]U~k(l) = 0 ∀l ∈ [0,N − 1] (4.17)



4.2 Position du problème et résolution analytique 103Le mode fondamental homogène (l = 0) véri�e don
 la 
ondition
sin2(

π kz

2
) − (

π ks

2
)2 = 0, (4.18)qui est la relation 
lassique de dispersion pour une 
haîne de billes 1D,

ks =
2

π
sin(

π kz

2
). (4.19)Dans la limite basse fréquen
e kz → 0, l'introdu
tion de la vitesse de l'onde transverse basse fréquen
e

cs, dé�nie par
kz =

ω

cs
, (4.20)est validée. La résolution numérique du système (4.15) pour P → 0 permet d'obtenir la déformée dupremier mode de vibration du réseau. Dans le 
as d'une onde se propageant le long des plans de for
e(kx = 0) et pour N = 5 
ylindres par maille du réseau, le mode plan homogène est retrouvé (voir la�gure 4.2.3).
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axe zaxe xFig. 4.6 � Déformée du mode fondamental de vibration du réseau sans plan de for
e ave
 N = 5. Lesplans de for
e du système sont représentés en bleu.Il est aussi intéressant d'étudier le 
as d'une onde se propageant perpendi
ulairement aux plans defor
e, ave
 kz = 0. Dans 
e 
as, l'équation (4.15), même en présen
e de plans de for
e, devient
[sin2(

π kx

2
+

π l

N
) − (

π ks

2
)2]U~k(l) = 0. (4.21)En introduisant la notation k′

x = kx + 2l
N , une solution de l'équation pré
édente est

ks =
2

π
sin(

π k′
x

2
), (4.22)
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiquequi 
orrespond à la relation 
lassique d'une 
haîne de billes 1D, mais i
i en présen
e de plans de for
e
P 6= 0. Par 
onséquent, les plans de for
e n'in�uen
ent pas la propagation d'une onde transverseperpendi
ulaire aux plans, alors même que la modulation est suivant la dire
tion (Ox). En e�et, seulesles 
omposantes horizontales (suivant (Ox)) des raideurs de 
onta
t entre 
ylindres interviennent dansla propagation d'une onde transverse de nombre d'onde (kx, kz = 0). Cependant, 
es raideurs nesont pas modulées. Un seul mode (le mode uniforme l = 0) se propage dans 
e 
as, identique à 
eluidu système homogène sans plan de for
e. Le 
hamp de dépla
ement asso
ié à 
ette onde n'est pasdé
omposable sur les modes du système. Il devient don
 inutile par la suite d'étudier les 
ourbes dedispersion sur le 
ontour ΓX (
orrespondant à un nombre d'onde (kx, kz = 0)) puisque les modesobtenus sont invariants ave
 le paramètre d'inhomogénéité P . Un nouveau 
ontour de la première zonede Brillouin est dé�ni pour 
ette étude, ave
 le 
hemin ΓYM (voir la �gure 4.7).

kx

kz

X
MYπ/a

Γ

π/a

Fig. 4.7 � Première zone de Brillouin et des
ription du 
ontour ΓYM suivi pour obtenir les 
ourbesde dispersion.4.2.4 Cal
ul du déterminant de la matri
e dynamiqueLa matri
e dynamique D− πk2
s

2 I est une matri
e Hermitienne (réelle et symétrique) dont les valeurspropres sont réelles. Pour simpli�er son é
riture, les notations suivantes sont introduites
sz = sin2(

π kz

2
),

sxi = sin2(
π kx

2
+

π (i − 1)

N
), (4.23)

W =
π ks

2
.Pour résoudre le problème de dispersion, il faut obtenir les valeurs propres de la matri
e dynamique
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D− W

2
I où la matri
e D s'é
rit

D =




(P + 1)s2
z + sx1 Ps2

z . . . . . . Ps2
z

Ps2
z (P + 1)s2

z + sx2
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . (P + 1)s2

z + sxN−1 Ps2
z

Ps2
z . . . . . . Ps2

z (P + 1)s2
z + sxN




.Le déterminant à 
al
uler est 
elui d'une matri
e Ma de la forme
Ma =




r1 a . . . . . . a

a r2
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rN−1 a

a . . . . . . a rN




,ave
 a un s
alaire et (r1, r2, · · · , rn) ∈ R
n. Son déterminant vaut (voir la démonstration dansl'annexe A)

det(Ma) = p(a) − ap′(a), (4.24)où
p(x) =

N∏

i=1

(ri − x),est un polyn�me de degré N .La matri
e dynamique D − W
2
I du système non-homogène de dispersion est identi�ée à la matri
e

Ma par,
∀i ∈ [1, N ], ri = (P + 1)s2

z + s2
xi − W 2, (4.25)

a = Ps2
z, (4.26)en 
onservant les notations (4.23). L'équation (4.24) permet d'obtenir le déterminant exa
t du systèmeaux valeurs propres à résoudre

det(D − W
2
I) = p(Ps2

z) − Ps2
z p′(Ps2

z), (4.27)ave

p(x) =

N∏

i=1

[(P + 1)s2
z + s2

xi − W 2 − x]. (4.28)Pour la valeur x = Ps2
z, le polyn�me se simpli�e en ∏N

i=1[s
2
z + s2

xi − W 2] et devient indépendantdu paramètre d'inhomogénéité P . Le déterminant det(D − W
2
I) s'é
rit alors 
omme une somme dedeux produits,

det(D − W
2
I) =

N∏

i=1

[s2
z + s2

xi − W 2]

︸ ︷︷ ︸Déterminant du système homogène− Ps2
z p′(Ps2

z)︸ ︷︷ ︸Terme de perturbation . (4.29)
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiqueLe premier terme, indépendant de P , fournit les valeurs propres du système homogène (lorsque P = 0),et le deuxième produit 
ontient les termes de perturbations des valeurs propres par la modulationadditionnelle.Le 
al
ul de la dérivée de p(x) =
∏N

i=1[xi − x],
p′(x) = −p(x)

N∑

i=1

(xi − x)−1, (4.30)permet d'é
rire l'expression du déterminant du système non homogène,
det(D − W

2
I) =

N∏

i=1

[s2
z + s2

xi − W 2] + Ps2
z

N∏

i=1

[s2
z + s2

xi − W 2]

N∑

j=1

(s2
z + s2

xj − W 2)−1, (4.31)dont il faut 
al
uler les ra
ines W 2.Dans 
ette partie, un système granulaire 
ubique simple est 
onsidéré pour la propagation d'ondestransverses en présen
e d'inhomogénéités périodiques (les plans de for
e). La mise en équation duproblème a permis l'obtention de la relation de dispersion du système inhomogène. Cette relationest introduite sous la forme d'un système linéaire de N équations à N in
onnues pour la des
riptionanalytique, ou sous forme d'un problème matri
iel pour la résolution numérique. Cette relation dedispersion fait apparaître N modes de vibrations pour les ondes transverses. Dans un premier temps,la simpli�
ation de la relation de dispersion au 
as homogène (en l'absen
e de plans de for
e) apermis de retrouver les 
ara
téristiques 
lassiques de la propagation d'ondes dans un système dis
retpériodique homogène. Par exemple, aux basses fréquen
es le mode fondamental de propagation estplan et homogène, et aux plus hautes fréquen
es, le phénomène de dispersion de vitesse est observé.Avant de dé
rire la résolution numérique pour le système inhomogène dans un 
as général où le nombrede 
ylindres N est quel
onque, des 
as limites sont étudiés analytiquement pour introduire l'e�et de lamodulation des paramètres élastiques par les plans de for
e. Les deux 
as limites sont N = 2 
ylindrespar maille du réseau, et la présen
e d'une seule 
haîne de for
e dans le système, 
orrespondant à
N → ∞.
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uliers 1074.3 Résolution analytique pour des 
as parti
uliersDeux 
as limites sont étudiés analytiquement de par leur stru
ture simpli�ée. D'abord, unealternan
e de plans de for
e et de plans de 
ylindres non 
hargés (
e qui 
orrespond à N = 2), formantun matériau granulaire "bi
ou
he" ave
 modulation de rigidité, est analysée. Ensuite, le 
as limite d'unseul plan de for
e (
'est-à-dire N → ∞) permet la des
ription du pro�l des ondes propagatives le longdu plande for
e et évanes
entes dans la dire
tion perpendi
ulaire au plan de for
e.4.3.1 Développements asymptotiques pour N = 2Lorsque le système est une alternan
e de plans de for
e et de plans souples, pour N = 2 et par
onséquent deux modes 
ontribuant (soit l = 0, 1), le système (4.15) sur les amplitudes spe
tralesdevient en utilisant les notations (4.23)
(s2

z + s2
x − W 2)Uk(0) + Ps2

z[Uk(0) + Uk(1)] = 0,

(s2
z + c2

x − W 2)Uk(1) + Ps2
z[Uk(0) + Uk(1)] = 0.Les pulsations autorisées à se propager dans le système sont obtenues par annulation du déterminantde la matri
e dynamique D− W

2
I du système,

det(D − W
2
I) = W 4 − W 2[1 + 2(1 + P )s2

z] + (1 + 2P )s4
z + (1 + P )s2

z +
1

8
[1 − cos(2π kx)], (4.32)dont les solutions pour une propagation le long des plans de for
e (kx = 0) s'é
rivent

ω2
0/1 =

1

2
(1 + 2(1 + P )s2

z) ±
√

1 + 4P 2s4
z. (4.33)Lorsque le paramètre d'inhomogénéité P est nul, le mode fondamental est 
elui de la propagationd'onde dans le système homogène, ω2

0 = s2
z, et le se
ond mode se propage à la pulsation ω2

1 = 1 + s2
z.Pour kz = 0 et kz = π/a, les deux modes se propagent à la même pulsation (voir la �gure 4.8(a)). Cete�et est relié au guidage des phonons suivant l'axe (Oz), qui en absen
e de modulation, se propagentà des angles identiques ave
 l'axe (Oz).Dans la limite P → ∞ (et par 
onséquent Ps2

z ≫ 1), la pulsation du mode fondamental devient
ω2

0 → s2
z + sin(

π

4
)2 = s2

z +
1

2
. (4.34)Ce
i 
orrespond à un mode guidé entre deux plans rigides, ave
 un dépla
ement nul dans les plans defor
e. Ce mode se propage alors ave
 une vitesse de groupe inférieure à 
elle du mode plan homogènelorsque P → 0. Cette transition d'un mode plan homogène vers un mode guidé sera plus largementillustrée dans la se
tion (1.3) ave
 l'étude numérique du 
as général N quel
onque. Pour le se
ondmode, la pulsation tend vers la limite

ω2
1 → (1 + 2P )s2

z, (4.35)et le mode se propage à la vitesse cf = cs

√
1 + 2P 
orrespondant à 
elle des plans de for
e.
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiqueLe 
hoix d'un matériau bi
ou
he permet aussi, par sa simpli
ité, d'introduire l'e�et d'une anisotropieadditionnelle du système granulaire 
onsidéré. Pour 
ela, les raideurs horizontales et verti
ales sontsupposées di�érentes, 
'est-à-dire αx 6= αz et αf
z = αs

z = αz (pas de plans de for
e pour le moment).Dans 
e 
as, la relation de dispersion des ondes transverses est donnée par l'équation (4.3). Les ondes lelong de l'axe (Oz) sont propagatives jusqu'à la pulsation ωz = 2
√

αz/M , avant la bande interdite pour
ette dire
tion de propagation. La pulsation maximale, ωmax = ωz

√
1 + αx/αz, du 
ristal 
onsidéré estobtenu pour des nombres d'onde kx = kz = π/a (au bord de la zone de Brillouin). Ave
 l'introdu
tiond'une faible modulation horizontale des raideurs, 
'est-à-dire αf

z → αs
z, le spe
tre des modes propagatifsselon l'axe (Oz) du 
ristal est modi�é de manière importante en

ω2
n = ω2

z [sin
2(

akz

2
) + (

αx

αz
) sin2(

π n

2
)], (4.36)ave
 n = 0, 1.
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Fig. 4.8 � (a) Courbes de dipersion pour N = 2 en l'absen
e de plans de for
e. (b)-(
) In�uen
e del'anisotropie additionnelle de 
hargement : (b) re
ouvrement pour αx ≤ αz et (
) bande interdite pour
αx ≥ αz. (d) Ouverture d'un gap pour la propagation dans le 
as d'un 
hargement verti
al moyenmodulé symétriquement.
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uliers 109Une fenêtre pour la propagation d'ondes suivant l'axe (Oz) est ainsi a

essible pour des pulsations
ω ≥ ωz dans la bande de fréquen
e interdite de la stru
ture initalement non modulée. Il y are
ouvrement de modes (voir la �gure 4.8(b)) dans le 
as αx ≤ αz sur la bande de fréquen
e
ωz

√
αx

αz ≤ ω ≤ ωz

√
1 + αx

αz . Dans le 
as αx ≥ αz, une bande de fréquen
e interdite (voir la �gure 4.8(
))apparaît entre les deux modes dans la fenêtre ωz ≤ ω ≤ ωz

√
αx

αz . Ave
 l'augmentation du rapport αx

αzdes raideurs, la plage fréquentielle du deuxième mode pénètre de plus en plus haut dans la bande defréquen
e initialement interdite, ave
 une pulsation maximale égale à la pulsation maximale autorisée
ωmax dans le milieu non modulé. Le fait que 
ette fenêtre soit limitée par la pulsation ωmax du milieunon modulé 
on�rme que les e�ets observés résultent de la possibilité de guider les ondes hautesfréquen
es le long de l'axe (Oz). Cette opportunité est 
réer par la périodi
ité additionnelle introduitele long de l'axe (Ox).
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Pulsationno
rmaliséeω/ω

z

Fig. 4.9 � Apparition d'une bande interdite 
omplète pour N = 2 et αf
z

αs
z

= 0.4.La modulation horizontale des raideurs, en plus de l'anisotropie additionnelle du 
hargement(suivant les deux axes du 
ristal), in�uen
e de même les propriétés de dispersion du milieu enintroduisant des bandes interdites pour la propagation. Ainsi, en 
onsidérant un 
hargement verti
almoyen du système ave
 une raideur αz, et en modulant symétriquement les plans de 
ylindres par desraideurs αs
z = αz − ∆α, αf

z = αz + ∆α et 0 ≤ ∆α ≤ αz, les relations de dispersion des modes sepropageant le long de l'axe z deviennent
ω2

1,0 = ω2
z [

1

2
+ s2

z ±
√

(
1

2
)2 + (

∆α

αz
)2s4

z]. (4.37)L'intérêt de la modulation symétrique des raideurs verti
ales autour du 
hargement moyen estl'ouverture d'une bande interdite pour les pulsations ωz

√
3/2 −

√
(1/2)2 + (∆α/αz)2 ≤ ω ≤ ωz (voirla �gure 4.8(d)), 
onduisant à une bande interdite 
omplète pour la propagation d'ondes quelle quesoit la polarisation d'ondes (voir la �gure 4.9).
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustique4.3.2 Etude du système ave
 un plan de for
e uniqueLe système 
onsidéré est un assemblage 
ubique simple ave
 un plan de for
e unique lo
alisé en
m = 0 (où m représente l'abs
isse de 
haque 
ylindre). La for
e exer
ée par 
haque 
ylindre surson voisin est une for
e de rappel 
omportant la raideur αs

z = αx ex
epté sur le plan m = 0 où laraideur verti
ale vaut αf
z . La seule inhomogénéité 
onsidérée i
i est la raideur verti
ale du plan defor
e. L'équation du mouvement générale asso
iée au système s'é
rit après simpli�
ation de l'équationdu mouvement (4.15)

M
∂2Um,n

∂t2
= αs

z[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1 + Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]

+(αf
z − αs

z)[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1]δm,0. (4.38)L'équation (4.38) est dé
omposée suivant les régions d'in�uen
e du plan de for
e (voir la �gure 4.10),les régions m = 0 et m = ±1, ainsi que la région homogène dé�nie par |m| ≥ 2. Dé
rivons 
ettedé
omposition suivant les di�érentes régions d'in�uen
e du plan de for
e.z

a
yx

m ≥ 2m ≤ 2 0 1-1Fig. 4.10 � Géométrie du 
as limite N → ∞ 
onsidéré. Illustration de la dé
omposition de l'in�uen
edu plan de for
e lo
alisé en m = 0.Pour |m| ≥ 2, l'équation (4.38) prend la forme
M

∂2Um,n

∂t2
= αs

z[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1 + Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]. (4.39)Les dépla
ements U0,n des billes du plan de for
e n'interviennent pas dans 
ette équation. Lasolution générale de l'équation (4.39) pour 
e milieu périodique homogène est alors de la forme
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Um,n = Aei(ω t−kxam−kzan). Pour |m| ≥ 2, la relation de dispersion (4.39) est obtenue

Mω2 = 4αs
z[sin

2(
akx

2
) + sin2(

akz

2
)]. (4.40)En introduisant les variables normalisées

W =
2ω√

M
αs

z

, kx =
akx

π
, kz =

akz

π
, (4.41)la relation de dispersion pour le système homogène prend la forme

sin2(
π kx

2
) + sin2(

π kz

2
) = W 2. (4.42)Pour les plans de 
ylindres m = 1 et m = −1 entourant le plan de for
e lo
alisé, l'équation dumouvement s'é
rit

M
∂2U1,n

∂t2
= αs

z[U1,n+1 − 2U1,n + U1,n−1 + U2,n − 2U1,n + U0,n], (4.43)
M

∂2U−1,n

∂t2
= αs

z[U−1,n+1 − 2U−1,n + U−1,n−1 + U0,n − 2U−1,n + U−2,n]. (4.44)En�n l'équation régissant le dépla
ement du plan de for
e m = 0 a la forme suivante
M

∂2U0,n

∂t2
= αs

z[U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1 + U1,n − 2U0,n + U−1,n]

+(αf
z − αs

z)[U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1], (4.45)dont une solution parti
ulière est é
rite sous la forme U0,n = Bei(ω t−kzan).Dans 
ette se
tion, seuls les modes se propageant dans la dire
tion des z 
roissants sont 
onsidérés.Ces modes peuvent être séparés en des modes symétriques et antisymétriques relativement au plan
m = 0, plan de symétrie du système. Il est alors possible de montrer que l'existen
e de modesantisymétriques (Um,n = −U−m,n) implique un dépla
ement nul dans le système et qu'ainsi seulsles modes symétriques (Um,n = U−m,n) sont à 
onsidérer. L'équation (4.45) devient alors

M
∂2U0,n

∂t2
= αf

z [U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1] + 2αs
z[U1,n − U0,n]. (4.46)Pour 
es modes symétriques, les équations (4.43) et (4.44) sont équivalentes. En substituant les
hamps de dépla
ements Um,n = Aei(ω t−kxam−kzan) et U0,n = Bei(ω t−kzan) dans l'équation (4.46) etdans 
ha
une des équations (4.43) et (4.44), et en utilisant les variables normalisées (4.41), la relationde dispersion pour le système 
omprenant l'inhomogénéité est obtenue

sin2(
π kx

2
) +

αf
z

αs
sin2(

π kz

2
) + i sin(

π kx

2
) cos(

π kx

2
) = W 2. (4.47)
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haînes de for
e sur la propagation a
oustiqueLes équations (4.42) et (4.47) forment alors un système d'équations
αf

z

αs
z

sin2(
π kz

2
) + sin2(

π kx

2
) = W 2 − i sin(

π kx

2
) cos(

π kx

2
), (4.48)

sin2(
π kz

2
) + sin2(

π kx

2
) = W 2, (4.49)dont les solutions kz = kz(W ) et kx = kx(W ) sont à obtenir pour dé
rire les ondes propagatives etévanes
entes dans la dire
tion des z 
roissants.Le 
omportement des ondes se propageant dans le système peut être initialement prédit en prenantla di�éren
e des équations du système pré
édent

(
αf

z

αs
z

− 1) sin2(
π kz

2
) = − i

2
sin(π kx). (4.50)Une solution réelle pure et positive (pour une onde se propageant dans le sens des z 
roissants) estre
her
hée pour le nombre d'onde kz a�n d'obtenir la stru
ture de modes stri
tement propagatifs selonl'axe (Oz). La 
ondition asso
iée est alors

0 ≤ sin2(
π kz

2
) ≤ 1 pour kz ∈ [0, 1]. (4.51)Une partie 
omplexe (évanes
ente) est asso
iée à l'onde suivant la dire
tion (Ox), kx = k′

x + i k′′
x,et après développement de sin(π kx) sur les fon
tions trigonométriques, l'équation (4.50) devient, enséparant les parties réelles et imaginaires

sin(π k′
x) cosh(π k′′

x) = 0, (4.52)
2(

αf
z

αs
z

− 1) sin2(
π kz

2
) = cos(π k′

x) sinh(π k′′
x). (4.53)Les deux solutions possibles véri�ant l'équation (4.52), k′

x = 0 et k′
x = 1, sont reportées dansl'équation (4.53) et dans 
ha
une des équations (4.48) et (4.49) pour dé
rire la propagation d'ondesdans 
ette géométrie parti
ulière.4.3.2.1 Cas k′

x = 0L'onde est alors purement évanes
ente suivant l'axe (Ox) et purement propagative selon l'axe (Oz).La résolution de l'équation (4.53) permet d'obtenir le nombre d'onde 
omplexe k′′
x,

π k′′
x = [2(

αf
z

αs
z

− 1) sin2(
π kz

2
)]. (4.54)Le signe de k′′

x est donné par le signe de αf
z

αs
z
−1. Une solution physique (non divergente) est obtenue pourla 
ondition αf

z ≤ αs
z. Dans 
e 
as, la partie 
omplexe du nombre d'onde selon l'axe (Ox) est négativeet l'onde est lo
alisée autour du plan de for
e m = 0. Le plan de for
e est moins rigide (plus souple) quele milieu environnant et la stru
ture spatiale du mode asso
ié est dé
rite par (voir la �gure 4.11(a))

Um,n = Aei(ω t−kzπ n)e−π |k′′

xm|, (4.55)
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x est donné par l'équation (4.54). En 
onsidérant un 
hargement des 
ylindres de la forme

αx = αs
z = αz, αf

z = αz + ∆α et −αz ≤ ∆α ≤ ∞, la relation de dispersion du système (4.48) et(4.49) pour 
e mode guidé par une seule 
haîne de for
e est
sin2(

π kz

2
) =

1

1 − δ
[W 2 − 1

2
+

√
δ(W 2 − 1

2
)2 + (

1

2
)2(1 − δ)], (4.56)ave
 δ = ∆α/αz . Cette relation de dispersion dé
rit la propagation de modes ave
 une distributiontransverse exponentielle, donnée par l'équation (4.55), pour une 
haîne de for
e moins 
ontrainte quele milieu environnant, dans le domaine basse fréquen
e 0 ≤ ω ≤ ωz

√
3/2 −

√
(1/2)2 + δ.

(a) (b)0 ≤ ω ≤ ωz

√
3/2 −

√
(1/2)2 + δ 1 ≤ ω ≤ ωz

√
3/2 +

√
(1/2)2 + δ
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Fig. 4.11 � (a) Pro�l selon l'axe (Ox) du mode lo
alisé autour du plan m = 0 dans le 
as αf

z < αs
z etson domaine de pulsation asso
ié. (b) Pro�l selon l'axe (Ox) du mode lo
alisé autour du plan m = 0dans le 
as αf

z > αs
z et son domaine de pulsation asso
ié.4.3.2.2 Cas k′

x = 1Pour k′
x = 1, le nombre d'onde selon l'axe (Ox), kx = 1+ i k′′

x, permet d'obtenir la partie 
omplexedu nombre d'onde ave
 l'équation (4.53)
π k′′

x = −[2(
αf

z

αs
z

− 1) sin2(
π kz

2
)]. (4.57)Le signe de k′′

x est donné par le signe de −(αf
z

αs
z
−1) et la lo
alisation est possible (solution non divergente)si αf

z ≥ αs
z, 
'est-à-dire un plan de for
e plus 
ontraint que le milieu environnant. Dans 
e 
as, lastru
ture spatiale du mode s'é
rit

Um,n = Aei(ω t−kzπ n)e−iπ me−π |k′′

xm|, (4.58)et sa distribution suivant l'axe (Ox), représentée sur la �gure 4.11(b),
Um = e−iπ me−π |k′′

xm| = (−1)me−π |k′′

xm|. (4.59)
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e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiqueLa relation de dispersion du système pour 
e mode lo
alisé par une seule 
haîne de for
e est
sin2(

π kz

2
) =

1

1 − δ
[W 2 − 1

2
−

√
δ(W 2 − 1

2
)2 + (

1

2
)2(1 − δ)]. (4.60)Cette relation de dispersion dé
rit la propagation de modes ave
 une distribution transverse os
illante,donnée par l'équation (4.58), pour une 
haîne de for
e plus 
ontrainte que le milieu environnant, dansle domaine haute fréquen
e 1 ≤ ω ≤ ωz

√
3/2 +

√
(1/2)2 + δ.En 
on
lusion, il semble que les résultats analytiques obtenus dans le 
as d'un plan de for
e lo
aliséreproduisent 
orre
tement la physique des modes propagatifs et évanes
ents. Dans le 
as d'un plan defor
e plus souple que le milieu environnant (αf

z ≤ αs
z), le mode propagatif voit sa vitesse diminuer etdevient subsonique relativement au milieu environnant homogène. La propagation se fait sans émissiond'ondes de volume (sans amortissement). Ce phénomène est bien 
onnu dans les milieux 
ontinus,expliquant par exemple la génération d'ondes a
outiques transverses surfa
iques (ondes de Love) dansdes substrats rigides re
ouverts d'une �ne 
ou
he de solide dont la vitesse des ondes transverses estplus faible [59℄. Dans le 
as d'un plan de for
e plus 
hargé que le milieu environnant (αf

z ≥ αs
z), dans ledomaine haute fréquen
e (ω > 1), le mode propagatif le long du plan de for
e, dé
rit par la relation dedispersion (4.60), ne peut pas émettre d'ondes de volume dans le milieu. En e�et, la pulsation asso
iéeà 
e mode est supérieure à la pulsation de 
oupure du milieu homogène environnant. Ce mode est alors
on�né au voisinage de la 
haîne de for
e.Ces deux 
as limites, dé
rivant une géométrie parti
ulière, ont permis d'aborder les phénomènesphysiques (ouverture de fenêtres de pulsations pour les modes, lo
alisation de modes) asso
iés à laprésen
e d'inhomogénéités dans un milieu initialement homogène. Le 
as plus général de plans de for
epériodiques pour N quel
onque est maintenant abordé.
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onque 1154.4 Résultats numériques pour N quel
onqueLe système matri
iel (4.16) est résolu numériquement sur le 
ontour ΓYM de la première zonede Brillouin pour un nombre N quel
onque de 
ylindres. L'in�uen
e de la modulation périodique deraideurs le long des plans de for
e est étudiée en variant le rapport r = αf
z

αs
z
, dans le 
as αx = αs

z. Lenombre de modes de vibrations est égal au nombre de 
ylindres N de la 
ellule élementaire. Ainsi,pour le 
as limite N = 2, seuls deux modes de vibrations ont été analysés. Pour une meilleure lisibilitédes 
ourbes de dispersion, le 
hoix est i
i porté sur N = 4 
ylindres par maille du réseau. Sur les�gures 4.12, 4.13, 4.14, les 
ourbes de dispersion sont tra
ées pour des 
ontrastes de raideurs 
roissants.
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Γ ΓY MFig. 4.12 � Courbes de dispersion pour N = 4 
ylindres par maille et un 
ontraste r = 1.1 des raideurs.La relation de dispersion du système homogène est tra
ée en tirets.4.4.1 Premières observationsLa première observation est qu'il existe des bandes de fréquen
es interdites entre les modes su

essifssur le 
ontour Y M , 
'est-à-dire pour kz = 1. Ces bandes interdites sont dite partielles 
ar elles n'existentpas pour toutes les dire
tions de propagation. Ave
 l'augmentation du 
ontraste de raideurs, 
es bandesinterdites s'élargissent jusqu'à 
e que les 
ourbes de dispersion deviennent 
onstantes sur le 
ontour
onsidéré. Cet e�et est 
lairement visible entre les �gures 4.12 et 4.14. La vitesse de groupe de 
esmodes suivant l'axe (Ox) devient nulle et il est possible de montrer que l'onde est stationnaire entredeux plans 
hargés suivant l'axe (Ox) perpendi
ulaire aux plans de for
e.Pour un faible 
ontraste de raideur, les modes 2 et 3 sont dégénérés pour une propagation le longdes plans de for
e (voir la �gure 4.12). Pour un 
ontraste de raideur nul, r = 0, les pulsations asso
iéesà 
es deux modes sont égales. Ave
 l'augmentation du paramètre d'inhomogénéité P (proportionnelau 
ontraste de raideur r), la pulsation de l'onde asso
iée au mode 3 augmente tandis que la pulsationdu mode 2 est invariante. Cette observation i
i faite dans le 
as N = 4 
on
erne l'ensemble des modes
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ΓΓ Y MFig. 4.13 � Courbes de dispersion pour N = 4 
ylindres par maille et un 
ontraste r = 1.5 des raideurs.La relation de dispersion du système homogène est tra
ée en tirets.
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ΓΓ Y MFig. 4.14 � Trois premiers modes de propagation pour des 
ontrastes 
roissants r = 5, 10, 20, 50. Larelation de dispersion du système homogène est tra
ée en tirets.a
oustiques 
ompris entre le premier mode de vibration et le mode a
oustique de pulsation la plusélevée, quelque soit le nombre N de 
ylindres par maille. Il est 
lair d'après l'équation (4.31) que, pourle 
as homogène, 
'est-à-dire P = 0, le déterminant du système est un polyn�me s
indé (produit demon�mes de degré 1) à N valeurs propres réelles données par
W 2

i = sin2(
π kz

2
) + sin2(

π kx

2
+

π (i − 1)

N
). (4.61)Pour une propagation le long des 
haînes de for
e (kx = 0), les modes propres sont 
ouplés par la
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onque 117relation
sin2(

π i

N
) = sin2(

π (N − i)

N
), (4.62)et le polyn�me 
ara
téristique du système est alors un polyn�me s
indé ave
 une ra
ine d'ordre 1 (modefondamental i = 1) et� N−1

2 ra
ines d'ordre 2 pour N impair,� N
2 − 1 ra
ines d'ordre 2 et une ra
ine d'ordre 1 (mode N) pour N pair.Ces modes 
ouplés 
orrespondent à des vibrations transverses des 
ylindres déphasées d'un quart delongueur d'onde suivant l'axe (Ox). Ces modes 
orrespondent à un mode invariant ave
 le paramètre P ,dont le dépla
ement est nul sur les plans de for
e, et un mode d'ordre supérieur, dont le dépla
ementest maximum au niveau des plans de for
e. La �gure 4.15 présente le pro�l suivant l'axe (Ox) destrois premiers modes de vibration du réseau. Seul le se
ond mode est invariant ave
 le paramètred'inhomogénéité P , puisque le dépla
ement au niveau des plans de for
e est nul. L'augmentation de laraideur verti
ale pour 
e mode n'a alors au
une in�uen
e sur sa pulsation. Pour P = 0, la déforméeselon l'axe (Ox) du mode 3 montre un dépla
ement maximal au niveau des plans de for
e. Puisqu'uneseule longueur d'onde selon l'axe (Ox) est identi�ée, la pulsation de 
e mode est identique au mode

2, 
e qui explique la dégénéres
en
e observée. Ave
 l'augmentation du 
ontraste de raideur, lorsque
P → ∞, le dépla
ement au niveau des plans de for
e s'annule. Par 
onséquent, la pulsation asso
iée à
e mode tend vers 
elle d'un mode guidé. Ce phénomène, illustré sur la �gure 4.15, sera analysé sur le
omportement du mode fondamental (i = 1) dans la se
tion suivante.

mode 1 mode 2 mode 3

P = 0

P → ∞

0 0 0

000

N − 1 N − 1 N − 1

N − 1N − 1N − 1

Fig. 4.15 � Pro�l selon l'axe (Ox) des trois premiers modes de vibration. Illustration de l'invarian
edu mode 2 et de la transition des modes 1 et 3 vers un mode guidé.
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oustiquePour montrer l'invarian
e du mode 2 dans le 
as N = 4, il su�t de montrer que la pulsation propredu mode 2 du système homogène est toujours une ra
ine du polyn�me 
ara
téristique (4.31) quel quesoit P . Dans le 
as N quel
onque, pour (W2)
2 = sin2(π kz

2 ) + sin2( π
N ), le 
al
ul se restreint à

det(D − (W2)2I) =
N∏

i=1,i6=2

[sin2(
π (i − 1)

N
) − sin2(

π

N
)]. (4.63)Ce produit 
ontient le terme i = N suivant,

sin2(
π (i − 1)

N
) = sin2(π − π

N
) = sin2(

π

N
), (4.64)qui annule le déterminant quel que soit P , et assure que W2 est une valeur propre du système nonhomogène pour tout P .Ce 
al
ul est ensuite étendu à l'ensemble des modes pairs. Mais un problème subsiste. En e�et,
ette méthode de véri�
ation des ra
ines 
onnues du polyn�me ne permet ni de donner l'ordre desra
ines, ni de véri�er qu'une des ra
ines doubles est invariante (don
 en
ore ra
ine du polyn�me)tandis que la ra
ine dégénérée asso
iée (pour P = 0) est perturbée ave
 l'augmentation du paramètred'inhomogénéité P .4.4.2 Comportement du premier mode de propagationL'étude porte maintenant préférentiellement sur la propagation d'ondes le long des plans de for
e,visualisable sur la première partie des 
ourbes de dispersion, pour kx = 0. Le premier mode de vibrationest identique au mode propagatif du système homogène pour de faibles 
ontrastes de raideur. La valeurpropre asso
iée au mode basse fréquen
e est égale à 
elle du système homogène lorsque le paramètred'inhomogénéité P est faible (P ≪ 1), et s'é
rit

W 2
1 = sin2(

π kz

2
). (4.65)Le système est dispersif lorsque kz → 1, 
'est-à-dire pour une longueur d'onde de l'ordre du diamètredes billes. Ave
 l'augmentation du 
ontraste de raideur, le 
omportement de la 
ourbe de dispersionest d'abord perturbé aux petites longueurs d'onde (la perturbation sur la pulsation du premier modeen hautes fréquen
es est visible sur la �gure 4.13). En e�et, aux grandes longueurs d'onde, le milieuhomogénéise les raideurs verti
ales du milieu lors de la propagation et une faible perturbation deraideur n'in�uen
e pas (ou peu) la moyenne des raideurs verti
ales. Cette perturbation devient visibleaux basses fréquen
es ave
 l'augmentation du paramètre P (voir la �gure 4.14). Puisqu'il est pourl'instant impossible d'obtenir la valeur propre exa
te du mode fondamental perturbé par la modulationde raideur, seule une évaluation simpliste du dé
alage du premier zéro de l'équation (4.31), asso
ié aumode fondamental, est analysée. Pour 
ela, le polyn�me 
ara
téristique du système de dispersion est
al
ulé pour la valeur W 2

1 (donnée par l'équation (4.65)),
f(W 2

1 ) =

N∏

i=1

[s2
z + s2

xi − W 2
1 ]

︸ ︷︷ ︸
→0

+Ps2
z

N∏

i=1

[s2
z + s2

i − W 2
1 ]

N∑

j=1

(s2
z + s2

i − W 2
1 )−1, (4.66)
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onque 119où le premier terme de l'équation (4.66) est nul (produit de fa
teurs dont un s'annule pour W 2
1 ) et ledeuxième terme se simpli�e 
omme

N∏

i=1

[s2
z + s2

i − W 2
1 ]

N∑

j=1

(s2
z + s2

i − W 2
1 )−1 =

N∏

i=2

[sin2(
π (i − 1)

N
)],

=
N−1∏

j=1

[sin2(
π j

N
)],

= 41−NN2. (4.67)La valeur du polyn�me 
ara
téristique pour la valeur W 2
1 est obtenue,

f(W 2
1 ) = 41−NPN2 sin2(

π kz

2
). (4.68)Lorsque P = 0, le système n'est pas perturbé et la valeur W 2
1 est toujours ra
ine du polyn�me.Il est maintenant possible de 
omparer l'a
tion du paramètre d'inhomogénéité P pour deux 
as depropagation d'ondes, une onde basse fréquen
e de nombre d'onde kz = kBF

z et une onde haute fréquen
e(pro
he de la fréquen
e de 
oupure) kz = kHF
z . En posant un petit paramètre ǫ (ave
 ǫ ≪ 1), 
haquenombre d'onde devient :� onde basse fréquen
e, kBF

z → 0, soit kzBF = ǫ,� onde haute fréquen
e, kHF
z → 1, soit kzBF = 1 − ǫ.Un développement de Taylor de l'équation (4.68) pour les deux nombres d'ondes kBF

z et kHF
zpermet de quanti�er ave
 quelle rapidité (en fon
tion de P ) la modulation perturbe la valeur propredu premier mode. En basse fréquen
e, f(W 2

1 ) = CsteP sin2(π ε
2 ) ≃ CsteP (π ε

2 )2. Le paramètre P doitdon
 être de l'ordre de ( 1
kz

)2 pour jouer un r�le. Typiquement, pour kz = 0.01, P doit être de l'ordre de
10000 pour perturber la valeur propre de quelques pour 
ents de sa valeur initiale. En haute fréquen
e,
f(W 2

1 ) = CsteP sin2(π (1−ε)
2 ) ≃ CsteP (1 − π ε

2 )2, et une 
omposante proportionnelle à P apparaît dansle dé
alage de la valeur propre.4.4.3 Transition vers un mode guidéLe front d'onde du mode fondamental est initialement plan (voir la �gure 4.11) pour le systèmehomogène. Ave
 l'augmentation des raideurs verti
ales au niveau des plans de for
e, la résolutionnumérique a révélé la diminution du dépla
ement transverse des 
ylindres 
hargés.Cet e�et est visualisable sur les déformées selon l'axe (Ox) du mode fondamental, évaluées pourdes valeurs de 
ontraste de raideurs 
roissantes (voir la �gure 4.16). Ces déformées sont obtenuespar transformée spatiale inverse du ve
teur propre 
orrespondant. Pour des raideurs αf
z trop élevées,les plans de for
e sont une rupture d'impédan
e importante ave
 le milieu élastique intersti
iel et lemode tend vers un mode guidé stationnaire suivant l'axe perpendi
ulaire aux plans 
hargés (voir la�gure 4.17).
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0 2 4 6 8 10 12 14 16Fig. 4.16 � Evolution du pro�l inhomogène d'amplitude du mode fondamental se propageant le longdes plans de for
e pour des 
ontrastes de raideurs 
roissants. La résolution numérique est e�e
tuéepour N = 16 
ylindres par maille élémentaire, le plan de for
e étant situé à l'origine m = 0.
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axe zaxe xFig. 4.17 � Déformée du premier mode de propagation du réseau pour un paramètre d'inhomogénéité
P important. Ave
 la transition vers un mode guidé, le dépla
ement au niveau des plans de for
es'annule. Trois mailles du réseau sont représentées.
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onque 121L'évolution des propriétés de propagation des ondes se déduisent des variations de la vitesse degroupe de 
haque mode, don
 de la propagation de l'énergie de 
haque mode. Dans un 
ristal à deuxdimensions, la vitesse de groupe se 
al
ule à partir de la relation ~vg = grad~kω, ave
 vg =
√

v2
x + v2

z , où
vx et vz sont les proje
tions du ve
teur vitesse de groupe sur les ve
teurs du réseau ré
iproque. Dansle 
as de l'étude du mode fondamental se propageant le long des plans de for
e, le 
al
ul numérique dela vitesse de groupe se limite au 
al
ul de la 
omposante vz à partir de la dérivée des 
ourbes ωk parrapport à la 
omposante kz de l'onde. L'évolution de la vitesse de groupe (normalisée par rapport à lavitesse des ondes transverses lentes cs) du premier mode de propagation, ainsi que son évolution ave
le 
ontraste de raideur, est présentée sur la �gure 4.18.
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ements
Fig. 4.18 � Evolution, ave
 le paramètre d'inhomogénéité P , de la vitesse de groupe du premier modede vibration en fon
tion du nombre d'onde kz.Pour l'onde initialement homogène, dont la relation de dispersion est donnée parl'équation (4.65),la vitesse de groupe vaut

v(1)
z =

∂ω(1)

∂ kz
=

π

2
cos (π

kz

2
), (4.69)qui tend vers π/2 aux grandes longueurs d'onde, 
e qui 
orrespond à la vitesse des ondes transverseslentes cs. Elle s'annule lorsque kz → 1, puisque le mode ne se propage plus. Ave
 l'augmentation du
ontraste de raideur, la vitesse selon l'axe (Oz) du premier mode, initialement monotone (dé
roissante),présente un minimum qui se dé
ale vers les faibles nombres d'ondes kz. A droite de 
e minimum, l'ondede pulsation haute fréquen
e est perturbée par l'inhomogénéité de raideur. La 
ourbe de vitesse degroupe tend vers 
elle d'un mode guidé dont la vitesse de groupe aux grandes longueurs d'ondess'annule. A gau
he de 
e point d'in�exion, l'hypothèse de grande longueur d'onde est toujours valide etl'onde homogénéise le milieu (les raideurs verti
ales). Un modèle simple de la modulation de raideursverti
ales (voir la �gure 4.19) permet d'estimer la vitesse du premier mode de propagation aux grandeslongueurs d'ondes. Sous l'hypothèse d'une élongation identique de tous les ressorts, la for
e de rappeltotale du système vaut F =

∑
Fi = αf

z ∆ U + (N − 1)αs
z∆ U , où ∆ U = U2 − U1 est le dépla
ement
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oustiquetransverse relatif des 
ylindres. Pour N 
ylindres par maille du réseau, une proportion 1/N est partagéepar le plan de for
e pour 1 − 1/N partagée par le milieu environnant homogène. La raideur verti
alemoyenne est alors
αm =

1

N
αf

z + (1 − 1

N
)αs

z = αs
z(1 + P ). (4.70)Ainsi, pour le mode fondamental, l'hypothèse de grande longueur d'onde est toujours valide. Le modeplan 
orrespondant se propage alors ave
 la vitesse e�e
tive

veff =
2√
M

√
αm = cs

√
1 + P . (4.71)La dépendan
e de la vitesse e�e
tive (4.71), pour le premier mode de vibration, en puissan
e 1/2 duparamètre d'inhomogénéité P est à l'origine de l'augmentation de la vitesse de groupe de 
e modeen basses fréquen
es (observée sur la �gure 4.18). Ainsi, une homogénéisation des raideurs verti
alesdu milieu permet de 
omprendre qulitativement l'in�uen
e du 
hargement des plans de for
e sur lapropagation a
oustique, i
i sur le premier mode du réseau.
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Fig. 4.19 � Représentation de la modulation des raideurs verti
ales.Pour résumer, la résolution du problème de dispersion, pour le système inhomogène dans le 
as Nquel
onque, permet de 
ompléter la 
ompréhension de la propagation d'ondes dans un réseau granulairepériodiquement 
hargés au niveau de plans de for
e. Il apparaît que tous les modes a
oustiques ne sontpas sensibles aux plans de for
e du milieu. En e�et, 
ette étude a permis de présenter des modesdont le pro�l est sinusoïdal entre deux plans 
hargés, ave
 un dépla
ement nul au niveau de 
eux-
i. Ces modes se propagent ainsi préférentiellement entre les plans de for
e. Les autres modes depropagation du système sont parti
ulièrement in�uen
és par la présen
e de plans de for
e, 
ara
tériséspar le paramètre d'inhomogénéité P . L'a

ent est prin
ipalement mis dans 
ette partie sur le premiermode de propagation du réseau se propageant le long des plans de for
e. Lorsque le système esthomogène (en l'absen
e de modulation de raideur), le premier mode de propagation est un mode plan
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ation expérimentale 123homogène. Même une in�me perturbation de raideur au niveau des plans de for
e in�uen
e le pro�lde 
e mode pour de petites longueurs d'ondes. Ave
 l'augmentation du 
ontraste des raideurs entre lesplans 
hargés et le milieu environnant, le mode initialement plan homogène présente une transition versun mode guidé. Ce mode guidé est 
ara
térisé par un dépla
ement nul au niveau des plans de for
e,mais aussi par une vitesse de groupe nulle lorsque le nombre d'onde tend vers zéro. Il existe 
ependanttoujours une zone d'in�uen
e des plans de for
e, se dé
alant vers les plus basses fréquen
es à mesureque le paramètre d'inhomogénéité augmente. Aux basses fréquen
es, une homogénéisation des raideursverti
ales du milieu a permis d'estimer l'évolution de la vitesse de groupe de 
e mode, 
ara
téristiquede la zone d'in�uen
e des plans 
hargés en basses fréquen
es.4.5 Estimations en vue d'une appli
ation expérimentaleAprès l'obtention de solutions analytiques et de résultats numériques pour la propagation d'ondesdans le réseau granulaire idéal, il est possible d'imaginer la réalisation expérimentale d'un tel assemblagegranulaire 
ubique en trois dimensions. Pour des 
ylindres, selon la théorie de Hertz, le 
omportementdes 
onta
ts entre deux 
ylindres est moins non linéaire que des 
onta
ts entre sphères [41℄, dansl'hypothèse de petites déformations. Dans 
e 
as, les 
ylindres 
onsidérés pour le 
as bidimensionnelsont rempla
és par des sphères de rayon identique. En 
onsidérant des billes 
ollées (pour éviter larotation) suivant l'axe (Oy), un 
hargement important des billes peut être appliqué tout en restantdans la validité des hypothèses de la théorie de Hertz. A défaut d'avoir réalisé 
ette expérien
e, ilest intéressant d'estimer quel 
ontraste de raideur entre les 
haînes de for
e et les billes voisines'spe
tatri
es' est a

essible expérimentalement. Pour 
ela, la rigidité transverse des 
onta
ts sera établiea�n d'évaluer le 
ontraste de raideur entre les billes fortement et faiblement 
hargées, sans atteindrela fra
ture des billes.D'après la théorie de Hertz-Mindlin [41℄ dé
rite dans le 
hapitre 1, le dépla
ement relatif tangentielentre deux sphères de rayon R soumises à une for
e normale FN et tangentielle QT vaut
U (t) =

QT

4a

2 − ν

G
, (4.72)ave
 a le rayon du 
onta
t, ν le 
oe�
ient de Poisson du matériau et G le module de 
isaillementvalant G = E

2(1+ν) pour des solides isotropes. En introduisant la notation K = 4
3

E
1−ν2 et en remplaçantle rayon de 
onta
t a par a = (2FN R

K )1/3, la relation for
e tangentielle/dépla
ement tangentiel s'é
rit
QT =

3

2

(1 − ν)

(2 − ν)
K2/3(2FNR)1/3U (t), (4.73)et permet d'identi�er la rigidité tangentielle des 
onta
ts αT ,

αT =
3

2

(1 − ν)

(2 − ν)
K2/3(2FNR)1/3. (4.74)L'équation (4.74) est valide sous l'hypothèse de validité de la théorie de Hertz, 
'est-à-dire un rayondu 
onta
t a = (2FN R

K )1/3 très inférieur au rayon R des billes a�n d'assurer la 
ondition de faibles
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oustiquedéformations ( a
R ≪ 1). Cette 
ondition permet d'obtenir la for
e normale maximale, FN ≪ KR2,à appliquer à l'empilement. En a

ord ave
 l'équation (4.74), la rigidité transverse du 
onta
t estproportionnelle à la ra
ine 
ubique de la for
e normale appliquée. Le rapport des rigidités αf

z /αs
z,entre les 
onta
ts forts et les 'spe
tateurs', est don
 lui aussi proportionnel à la ra
ine 
ubique de leur
hargement,

(αf
z /αs

z) = (F f
N/F s

N )1/3, (4.75)où les exposants f et s 
orrespondent respe
tivement aux 
onta
ts forts et aux 
onta
ts faibles (ousouples). Il 
onvient maintenant d'estimer l'obtention d'un 
ontraste de rigidité important, 
ara
térisépar le paramètre P = 1
N (αf

z

αs
z
−1). Pour 
ela, le 
hargement additionnel des 
onta
ts dans les 
haînes defor
e relativement au 
hargement des billes 'spe
tatri
es', ∆ F = F f

N −F s
N , est introduit. Pour obtenirun 
ontraste important, αf

z

αs
z
− 1 ≥ 10, il est né
essaire d'appliquer des 
hargements ∆ F f ex
édantsigni�
ativement le 
hargement statique F s

N des spe
tateurs, et dans 
e 
as,
αf

z

αs
z

− 1 ∼ (
∆ F

F s
N

)1/3, (4.76)et la for
e minimum pour obtenir un 
ontraste important est alors,
∆ Fmin ≥ 103F s

N . (4.77)Un assemblage granulaire 
ubique (voir la �gure 4.20) de dimension L3 et de M3 billes estmaintenant 
onsidéré, ave
 M le nombre de billes par 
�té du 
ube. Une arête du 
ube vaut ainsi
L = 2MR, où R est le rayon d'une bille. La for
e statique maximale entre billes est uniquement dueà la gravité, don
 à la hauteur de la 
olonne granulaire. Cette for
e est égale à F s

Nmax = M ∗ mg, où
m = 4

3π ρR2 est la masse d'une bille, et g l'a

élération de la gravité.

Fig. 4.20 � Assemblage granulaire 
ubique de volume L3.
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ation expérimentale 125En reportant 
ette expression dans l'équation (4.77), la borne inférieure du 
hargement F f
N des
haînes de for
e,

∆ Fmin ≥ 103F s
N = 103M

4

3
π R3ρ g, (4.78)né
essaire à un 
ontraste de rigidité αf

z

αs
z
important est obtenue. La limite supérieure du 
hargement des
haînes de for
e ∆ Fmax peut pour sa part être 
al
ulée en vue d'éviter la fra
ture des billes sous l'e�etdu 
hargement. La 
ontrainte entre deux billes étant lo
alisées au niveau du 
onta
t, 
ette 
ontraintepeut être estimée par σcontact ≃ F f

N

π a2 . La déformation asso
iée vaut alors εcontact ≃ F f
N

π a2E , ave
 Ele module d'Young du matériau. Pour éviter la fra
ture, une 
ondition su�sante est de respe
ter le
ritère de non-destru
tion εcontact ≤ 0.1. Les estimations théoriques de la limite de fra
ture d'un 
ristalidéal sont basées sur l'estimation de la for
e d'attra
tion interatomique maximale [47℄. La 
ontrainte σfné
essaire à la fra
ture, menant à la destru
tion du matériau, est reliée au module d'Young par σf ≃ E
10 .La déformation limite est ainsi estimée à εf ≃ 1

10 . Mais en réalité les déformations εf mesurées variententre 0.2 pour des matériaux rigides et 0.4 pour des matériaux tels le 
aout
hou
. En 
onséquen
e,l'utilisation de ε ≃ 1
10 
omme déformation maximale dans les estimations nous assure de l'absen
e defra
ture dans des matériaux homogènes (
omme les billes de verre). Sous 
ette 
ondition, le 
hargementmaximal vaut ∆ Fmax ≤ 0.1π a2E, et après simpli�
ation du rayon de 
onta
t par la théorie de Hertz,le 
hargement appliqué est en
adré par 
es bornes inférieures et supérieures

103M
4

3
π R3ρ g ≤ ∆ F ≤ (

3

4
)210−3π3(1 − ν2)2(2R)2E. (4.79)Il ressort de 
ette inégalité la dimension maximale Lmax du 
�té de l'assemblage granulaire, pourlaquelle une forte modulation de raideur est possible sans atteindre la fra
ture,

L = 2MR ≤ Lmax = 10−4 (1 − ν2)2E

ρg
. (4.80)Cette longueur est estimée à 350 m pour un assemblage de billes de verre de 
ara
téristiques ν = 0.25,

E = 65 GPa et ρ = 2500 kg/m3. Cette é
helle est in
ontestablement a

essible à l'expérien
e enlaboratoire (
'est la longueur maximale du 
ube). Il s'ajoute à 
ette estimation la né
essité d'obtenirune forte modulation des rigidités αf
z

αs
z
≥ 10, et en reportant dans l'équation (4.75) les bornes obtenuesdans (4.79), le rapport des raideurs s'é
rit
10 ≤ αf

z

αs
z

≤ 10(
1

5

Lmax

L
)1/3. (4.81)Par 
onséquent, pour obtenir un 
ontraste de rigidité de 100, la dimension du système L doit être telleque (1

5
Lmax

L )1/3 ≃ 10, soit L ≃ 7 cm. Cette estimation est la longueur du 
ube né
essaire pour obtenirun 
ontraste important indépendemment du nombre de billes M et de leur rayon R.Pour terminer, il reste à estimer le 
hargement à appliquer et la dimension du système lors del'introdu
tion d'une é
helle spatiale di�érente de la taille des billes, 
elle des 
haînes de for
e. Ladouble périodi
ité due aux 
haînes de for
e peut être 
onsidérée raisonnable pour N ≃ 10, où Nest le nombre de billes entre les plans 
hargés. Pour 
onsidérer le système 
omme périodique, une



126 4 In�uen
e des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustiquehypothèse valide est de 
onsidérer au moins 10 périodes, 
'est-à-dire au moins M = 100 billes par
�té. Pour des billes de verre de rayon R = 1 mm, utilisées par exemple dans le 
adre expérimentalde 
e travail, la dimension du 
ube asso
iée vaut alors L = 2MR = 0.2 m. Le rapport des raideursentre les 
haînes de for
e et les billes spe
tatri
es se situe entre 10 et 90 d'après l'en
adrement (4.81).Ce
i 
orrespond à un 
hargement additionnel des 
haînes de for
e par rapport au 
hargement des billesenvironnantes s'é
helonnant entre 10 N et 4 kN d'après l'équation (4.79). Cette dernière estimation,a

essible expérimentalement, permet d'espérer la véri�
ation des prin
ipales 
ara
téristiques étudiéesde la propagation d'ondes dans un système granulaire 
ubique périodiquement 
hargé.4.6 Con
lusionUn modèle qui dé
rit la propagation d'ondes dans un réseau granulaire 
ubique périodiquement
hargé a été développé. Le 
hargement périodique entraîne une distribution spatiale simpli�ée de
haînes de for
e, où les raideurs verti
ales entre 
onta
ts sont périodiquement modulées. La géométriedu modèle est bidimensionnelle, 
omprenant des 
ylindres in�niment longs. Pour une propagationd'ondes transverses normale à l'axe des 
ylindres, l'ensemble des modes de propagations du réseausont pris en 
ompte.A travers l'étude de 
as limites, les 
ara
téristiques de la propagation d'ondes sont analysées.Pour N = 2 
ylindres par maille du réseau, l'in�uen
e de l'anisotropie additionnelle du 
hargement des
ylindres est étudiée à travers les 
ourbes de dispersion du système. Il est possible, pour une modulationsymétrique des raideurs autour du 
hargement moyen, d'obtenir une bande interdite 
omplète pour lapropagation d'ondes, quelle que soit la dire
tion de propagation d'ondes. Pour N → ∞, 
'est-à-dire uneseule 
haîne de for
e, les solutions des équations du mouvement ont été analytiquement 
al
ulées. Larelation de dispersion des modes propagatifs le long du plan de for
e et évanes
ents dans la dire
tionnormale au plan de for
e, ainsi que la stru
ture spatiale de 
es modes, sont obtenues en fon
tion du
hargement du plan de for
e. La lo
alisation de modes est obtenue autour du plan de for
e pour despulsations inférieures à la pulsation de 
oupure du milieu homogène (lorsque le plan de for
e est plussouple que 
e milieu) et pour des pulsations supérieures, où le mode ne peut émettre d'ondes de volumedans le milieu.Pour un nombre de 
ylindres N quel
onque par maille du réseau, les 
ourbes de dispersion dusystème inhomogène sont obtenues par résolution numérique. Une famille de modes apparaît insensibleà la présen
e de plans de for
e périodiques, ave
 un pro�l sinusoïdal entre deux plans 
hargés
onsé
utifs. L'étude du premier mode de propagation du réseau a montré la possibilité de passer d'unmode initialement plan à un mode guidé inhomogène. Cette transition s'a

ompagne d'une modi�
ationde la vitesse de groupe de l'onde a
oustique asso
iée. Ave
 l'augmentation du 
ontraste de raideur entreles 
onta
ts fortement et faiblement 
hargés, l'onde se propage alors préférentiellement entre les plansde for
e.Cette appro
he théorique s'a

ompagne d'une estimation des di�érents paramètres du problème
onsidéré a�n d'appliquer expérimentalement 
ette étude. Les 
hargements des 
haînes de for
e, dans



4.6 Con
lusion 127le 
as de billes de verre identiques à 
elles utilisées dans les expérien
es de 
ompa
tion, ont été 
al
ulésa�n de 
réer un 
ontraste de raideur important, sans atteindre la fra
ture des billes. Un rapport 100,entre les raideurs des 
haînes de for
e et 
elles du milieu environnant, su�sant pour l'observation desphénomènes étudiés, est a

essible pour un assemblage granulaire 
ubique d'arête 20 cm.En�n, il est intéressant de mentionner les problèmes auxquels 
ette étude peut être reliée. Lamodélisation proposée se rappro
he des matériaux fragiles, 
omme les 
olloïdes, (voir la �gure 1de [13℄), se réarrangeant sous l'e�et d'une 
ontrainte externe. Les parti
ules les 
onstituant formentalors des 
haînes de for
e selon la dire
tion de la 
ontrainte et permettent au matériau de supporterindé�niment la 
ontrainte appliquée (l'état bloqué du 
olloïde est appelé 'jamming'). Cependant unefaible variation du 
hargement 
rée des réarrangements des 
haînes de for
e et le 
olloïde voit son étatpasser d'un état stable à un autre. Il existe aussi une forte relation entre 
e problème et 
elui de lapropagation d'ondes dans des 
omposites élastiques périodiques, ou 
ristaux phononiques, stru
turesdont les propriétés a
oustiques révélent des bandes de fréquen
es interdites reliées au 
ontraste entreles paramètres élastiques du matériau [48, 21℄.





Con
lusion généraleDans 
e travail de thèse, di�érents aspe
ts expérimentaux et théoriques de la propagation a
ous-tique au sein de milieux granulaires non 
onsolidés ont été étudiés. L'obje
tif premier de 
ette étudeétait la 
ara
térisation de la 
ompa
tion granulaire par des ondes a
oustiques, et l'obtention d'infor-mations, par l'utilisation des méthodes non linéaires, sur la distribution de 
onta
ts du milieu.Après un permier 
hapitre introdu
tif, le se
ond 
hapitre présente le dispositif expérimental misau point pour e�e
tuer la 
ompa
tion d'un assemblage de billes de verre. Un ré
ipient 
ontenant unmatériau granulaire 
omposé de billes de verre est soumis à des solli
itations dis
rètes dans la dire
tionverti
ale. La variation relative de la 
ompa
ité du milieu (le rapport du volume o

upé par les billessur le volume total) est obtenue par une mesure ultrasonore simple. Sous l'e�et des solli
itationsdis
rètes, le milieu initialement peu 
ompa
t (Φ ≃ 0.585) se densi�e jusqu'à un état �nal dépendantde l'amplitude de la solli
itation. La 
ompa
tion est lente, se déroulant sur environ 5.104 taps pouratteindre l'état �nal. Cette densi�
ation a pour origine les réarrangements entre grains. L'e�et d'unevariation du diamètre des billes sur la dynamique de 
ompa
tion est étudié. Ave
 une diminution dudiamètre des billes de 2 mm à 0.7 mm, la 
ompa
ité �nale de l'empilement augmente pour une mêmeamplitude solli
itation. Cet e�et peut être attribué à la polydispersité observée sur les billes de 0.7

mm.Au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion, le milieu granulaire est sondé par des transdu
teurs ul-trasonores longitudinaux. En premier lieu, les fon
tions de réponse en fréquen
e du milieu exhibentdi�érentes gammes de fréquen
es 
ara
téristiques. Une transition apparaît entre une gamme de fortetransmission des ondes et une gamme où la di�usion des ondes entre en jeu. Cette transition s'e�e
tueà une fréquen
e de 
oupure 
ara
téristique du désordre du milieu. Ensuite, l'e�et de la 
ompa
tionsur 
es fon
tions de réponse en fréquen
e montre l'augmentation de la transmission des ondes pro-pagatives en basses fréquen
es ave
 le pro
essus de 
ompa
tion. Cet e�et est attribué à la fois à la
réation de 
onta
ts dans le milieu et à l'augmentation de la déformation statique moyenne entre grains.Les 
onta
ts apparaissant dans le milieu sont initialement des 
onta
ts faiblement 
hargés. Il existe
ependant une grande variété de 
onta
ts faiblement pré-
ontraints. Par exemple, 
ertains peuventprésenter du glissement et d'autres pas sous l'a
tion de l'onde a
oustique. Le troisième 
hapitre, parl'utilisation de méthodes d'a
oustique non linéaire, a pour obje
tif de 
ara
tériser les non-linéarités129
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lusiona
oustiques du milieu et donner des informations supplémentaires sur l'évolution des éléments mi
ro-mé
aniques de l'empilement granulaire. Durant le pro
essus de 
ompa
tion, le milieu granulaire estsondé, à di�érentes étapes de la densi�
ation, par des ondes longitudinales d'amplitudes a
oustiques
roissantes. Les expérien
es de générations d'harmoniques et de génération de fréquen
e di�éren
eont quantitativement montré une diminution des non-linéarités a
oustiques au 
ours de la 
ompa
tiongranulaire. Lors de la génération d'harmoniques d'une onde monofréquentielle émise dans le milieu, leparamètre de non-linéarité quadratique diminue ave
 des variations très supérieures à 
elles observéesjusqu'i
i (mesures de 
ompa
ité). Pour la génération d'ondes par mélange de fréquen
es, la transition
2 → 3/2 (sur la dynamique en amplitude de l'onde de fréquen
e di�éren
e) vers les plus hautes dé-formations statiques entre 
onta
t a été quantitativement interprétée 
omme la diminution relativedu nombre de 
onta
ts faibles. Puisque la variété des 
onta
ts faiblement 
hargés est large, il reste àdéterminer quelle proportion de 
onta
ts faibles diminue. La 
ompréhension de 
es résultats est renduedi�
ile par la di�
ulté de s'a�ran
hir des e�ets linéaires d'atténuation des ondes. En e�et, 
es expé-rien
es s'e�e
tuent à fréquen
e �xe, dont les 
ara
téristiques linéaires évoluent fortement au 
ours dela 
ompa
tion. Un suivi dynamique s'est alors révélé indispensable, et est e�e
tué par des mesures derésonan
es non linéaires du milieu. La première observation, issue de 
es mesures, est la diminution desparties élastiques (diminution du module élastique non linéaire) et dissipatives (augmentation de l'at-ténuation non linéaire) du paramètres non linéaire hystérétique. Un modèle dé
rivant les observationse�e
tuées, est développé et mène à la dé�nition d'un nouveau paramètre non linéaire qui 
ara
térisel'hystérésis du milieu. Ce nouveau paramètre est le paramètre de Read, dit "non linéaire", a�ran
hides e�ets linéaires de la relation 
ontrainte/déformation du milieu. Ce nouvel indi
ateur fournit desinformations sur l'évolution de la distribution de 
onta
ts au 
ours de la 
ompa
tion granulaires. Pour
ela, un modèle quantitatif évalue la 
ontribution des éléments mi
romé
aniques du milieu granulaireaux non-linéarités élastiques et dissipatives. Il est montré qu'un 
onta
t présentant un fort glissementparti
ipe plus fortement à la non-linéarité élastique qu'un 
onta
t faiblement glissant. Ce modèle per-met d'interpréter l'évolution de la proportion de 
onta
ts fortement glissants relativement à 
eux quiglissent peu. Il s'avère que le nombre de 
onta
ts fortement glissants diminue au 
ours de la 
ompa
tiongranulaire relativement au nombre de 
onta
ts présentant un faible glissement. Ce résultat qualitatiftraduit bien la physique de la 
ompa
tion.Dans un milieu granulaire, une di�
ulté pour la des
riprion de la propagation d'ondes a
oustiques,abordée au premier 
hapitre, est la présen
e d'une distribution de 
onta
ts. Un milieu granulaire
ontient en e�et des 
haînes de for
e (
haînes de billes plus fortement pré
ontraintes que la moyenne)et des grains isolés ou spe
tateurs (plus faiblement pré
ontraints). Dans le but de mieux 
omprendrele r�le des 
haînes de for
e sur la propagation a
oustique, une appro
he théorique est réalisée dans ledernier 
hapitre, dans une 
on�guration du type assemblage granulaire 
ubique simple périodiquement
hargé. Une étude analytique montre, dans des 
as simpli�és de la géométrie, la possibilité de guiderles ondes a
oustiques soit le long des 
haînes de for
e, soit entre 
elles-
i. La relation de dispersion desmodes propagatifs le long d'un plan de for
e et évanes
ents dans l'axe perpendi
ulaire au plna de for
e,
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lusion 131ainsi que la stru
ture spatiale de 
es modes, sont obtenues en fon
tion du 
hargement des plans defor
e. Les 
ara
téristiques de la propagation d'ondes dans un réseau périodique (bande interdite pourla propagation d'ondes, lo
alisation) sont révélées.D'autres travaux expérimentaux et théoriques ont été réalisés, en marge du problème de la 
om-pa
tion granulaire, sur les e�ets non linéaires dans les milieux granulaires non 
onsolidés. Le phé-nomène de 
lappement (ouverture/fermeture des 
onta
ts sous l'a
tion de l'onde a
oustique) a étéétudié expérimentalement et théoriquement pour dé
rire le 
ontenu spe
tral ri
he obtenu lors des ex-périen
es de mélange de fréquen
es (voir l'annexe C). Il est montré que les singularités de la relation
ontrainte/déformation de Hertz ave
 
lappement sont à l'origine de la génération de nouvelles 
om-posantes fréquentielles par un seul a
te de l'intera
tion non linéaire.Les perspe
tives de 
e travail de thèse sont multiples. Du point de vue expérimental, la priseen 
ompte de l'atténuation linéaire des ondes est né
essaire pour une meilleure 
ompréhension dese�ets non linéaires obervés. De nombreux paramètres sont sus
eptibles d'in�uen
er le pro
essus de
ompa
tion, 
ommme l'amplitude de solli
itations et le diamètre des billes, et leurs e�ets restent àétudier de façon plus approfondie sur les mesures a
oustiques réalisées. Les perspe
tives d'appli
ationde 
e travail au niveau industriel sont potentiellement le diagnosti
 in situ des empilements granulaires
on�nés dans des volumes 
los, 
omme les silos. En général, les méthodes non linéaires appliquéeset les interprétations présentées peuvent être envisageables pour tout type de matériau présentantdes inhomogénéités de stru
tures (�ssures, 
onta
ts). Du point de vue théorique, le problème inverse
onsistant à déterminer la forme de la distribution de for
es de 
onta
ts à partir de mesures a
oustiquesreste un 
hamp d'étude ouvert. Dans le dernier 
hapitre, l'in�uen
e des 
haînes de for
e sur lapropagation a
oustique est l'objet d'une investigation théorique dans un 
on�guration simple. Lamise au point d'une appli
ation expérimentale est possible suite aux estimations réalisées, et 
estravaux semblent prometteurs du point de vue de la re
her
he fondamentale. Dans un deuxième temps,la 
on�guration 
ubique simple du réseau peut être étendue au 
as plus général d'un assemblagegranulaire hexagonal, plus pro
he des milieux granulaires réels. La répartition spatiale des 
haînesde for
e introduites dans 
e modèle est périodique selon une seule dire
tion du réseau. L'extensionà des répartitions de 
haînes périodiques selon plusieurs dire
tions du réseau granulaire, mais aussil'introdu
tion de faibles inhomogénéités spatiales (désordre spatial des 
haînes de for
e, absen
elo
alisée d'une 
haîne de for
e) peuvent être l'objet d'études ultérieures menant à une meilleure
ompréhension de la propagation a
oustique dans 
es milieux 
omplexes.





Annexe ACette annexe présente le détail du 
al
ul du déterminant de la matri
e D introduite au 
hapitre 4.Pour 
ela, 
ette matri
e est identi�ée à la matri
e
Ma =




r1 a . . . . . . a

a r2
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rn−1 a

a . . . . . . a rn


Pour 
al
uler det(Ma), on 
al
ule d'abord le déterminant de la matri
e Mab dé�nie par :

Mab =




r1 a . . . . . . a

b r2
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rn−1 a

b . . . . . . b rn


Soit λ ∈ R et J la matri
e telle que ∀[i, j] ∈ R

2 : J [i, j] = 1.Le 
al
ul de q(λ) = det(M + λJ) montre par développement par rapport à la première 
olonne que lepolyn�me q(λ) est un polyn�me de degré 1 en λ. Il existe don
 deux réels (α, β) ∈ R tels que :
q(λ) = α + λβ. (4.82)Il est alors simple de montrer les résultats suivants :

q(0) = α = det(Mab), , (4.83)
q(−b) = det(M − bJ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1 − b a − b . . . . . . a − b

0 r2 − b
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rn−1 − b a − b

0 . . . . . . 0 rn − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (4.84)
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'est-à-dire
q(−b) =

n∏

i=1

(ri − b) = p(b). (4.85)De même,
q(−a) = det(M − aJ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1 − a 0 . . . . . . 0

b − a r2 − a
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rn−1 − a 0

b − a . . . . . . b − a rn − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (4.86)

'est-à-dire

q(−a) =

n∏

i=1

(ri − a) = p(a). (4.87)Les deux réels (α, β) véri�ent alors un système de deux équations à deux in
onnues
{

α − a β = p(a)

α − b β = p(b)La solution α de 
e système permet à l'aide d'obtenir le 
al
ul du déterminant de la matri
e Mab :
α = det(Mab) =

1

a − b
[ap(b) − bp(a)] (4.88)Le résultat pré
édent (4.88) ne peut pas s'appliquer dire
tement au 
as a = b par la divergen
e en

1
a−b . L'idée est d'introduire une matri
e subsidiaire A dé�nie par :Soit t ∈ R

∗, A[i, j] = a + t, i < j (4.89)Soit
A =




r1 a + t . . . . . . a + t

a r2
. . . ...... . . . . . . . . . ...... · · · . . . rn−1 a + t

a . . . . . . a rn


La matri
e A est du type Mab où b = a et a = a+t. Son déterminant vaut don
 d'après l'équation (4.88)pour t ∈ R

∗ D(t) = det(A) =
1

t
[(a + t)p(a) − ap(a + t)], (4.90)que l'on é
rira sous la forme :pour t ∈ R

∗ D(t) = det(A) = p(a) − a

t
[p(a + t) − p(a)], (4.91)



Annexe A 135On re
onnaît un terme de dérivation dans le se
ond membre à droite, et le développement de Taylordu polyn�me p(x) pour un s
alaire a permet d'é
rire
p(x) =

n∑

k=0

p(k)(a)

k!
(x − a)k

= p(a) + p′(a)(x − a) +
1

2
p′′(a)(x − a)2 + · · · (4.92)Pour x = a + t, le développement de Taylor amène :

p(a + t) = p(a) + p′(a)t +
1

2
p′′(a)t2 + · · ·

= p(a) + t[p′(a) +
1

2
p′′(a)t + · · · ]

= p(a) + t[p′(a) + r(t)], (4.93)où r(t) est un polyn�me en t qui s'annule en 0. En remplaçant l'expression (4.93) dans l'équation (4.91),le déterminant de la matri
e A s'é
ritpour tout t ∈ R
∗ D(t) = p(a) − a(p′(a) + r(t)) (4.94)Puisque deux polyn�mes égaux sur une in�nité de valeurs 
oin
ident partout, l'égalité est don
 vraieen t = 0

D(0) = det(Ma=b) = p(a) − ap′(a) (4.95)ave
 p(x) =

n∏

i=1

(ri − x)





Annexe B
Arti
le sur l'in�uen
e des 
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Abstract – General physical arguments as well as an analytical theory for a particular system
indicate that in addition to a traditional method of wave control through gap opening in an
allowed frequency band there exists an opportunity to control waves through window opening in a
forbidden frequency band. By introducing additional (second) periodicity in an initially periodic
material it is possible to guide high-frequency waves in the directions initially forbidden for their
propagation.

Copyright c© EPLA, 2007

The method which is currently under intensive studies
for waves of different physical nature (particularly for
electromagnetic [1,2] and acoustic [3,4] waves) is designing
mesomaterials or composite materials with properties
varying in space by using as building blocks initially
homogeneous but different materials. Control of wave
propagation can be achieved through opening in the wave
spectrum frequency gaps in which the propagation of
waves is forbidden [1–4]. The physical nature of gap open-
ing is based on a scattering of the waves with propagation
constants in the vicinity of the Bragg (reciprocal) vectors
of the designed periodic structure.
This letter is aimed to attract the attention to an oppor-
tunity that the control of waves can be quite different,
although similarly based on the Bragg scattering, in mate-
rials which are initially periodic in space. In such mate-
rials, the forbidden gaps exist from the beginning and
the modification of the spectrum of propagative modes
can be achieved by opening windows for their propaga-
tion in frequency regions that are originally forbidden. We
demonstrate that this could be realized by introducing in
material properties an additional periodicity.
To demonstrate the difference in the two above-
considered methods in rather general terms, let us
consider the dispersion relation ω= f(kx, ky, kz) for a
wave with a cyclic frequency ω and wave vector compo-
nents kx, ky, kz in a material with physical properties

periodically modulated along the axes with a period a.
This dispersion relation could, in general, contain forbid-
den bands where only evanescent modes are allowed. The
traditional method to modify the spectrum ω= f(0, 0, kz)
of the waves directed along the z-axis is, for this partic-
ular case, to introduce an additional modulation of the
material properties along the z-direction with a period
A. This results in Bragg reflection of waves with a wave
vector kz = π/A and, if ω= f(0, 0, π/A) initially belongs
to the propagative band, the forbidden gap opens near
this frequency. A different opportunity to control wave
propagation along the z-axis, which we are discussing
in this letter, is to introduce an additional periodicity
along the x-axis, and/or y-axis (but not along the z-axis)
with a period A> a. As an example, the additional
modulation with a period A along the x-axis allows the
propagation along the z-axis of not only homogeneous
waves with kx = ky = 0 (as initially) but additionally
inhomogeneous waves with kx �= 0, ky = 0 modulated in
amplitude along the x-axis. The allowed values of the
transverse propagation constant (kx)n are controlled
by the additionally introduced periodicity and can be
found from the condition of constructive interference, or
transverse resonance [5], or Bohr-Sommerfeld quantiza-
tion condition [6] (kx)nA= 2πn, where n is an integer
(n= 1, 2, . . .). Note that because all the materials are
discrete at microscopic level, if microscopical period along
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x-axis is equal to a, then the maximum allowed transverse
propagation constant is (kx)max = π/a and the maximum
allowed number of additional modes propagating along
the z-axis will be nmax =A/a− 1, reflecting an obvious
fact that the minimum period of additional modulation
of the discrete material is equal to 2a. If some of the
modes ω= f((kx)n, 0, kz), introduced by the additional
modulation, appear in the forbidden frequency bands of
the initial dispersion relation ω= f(0, 0, kz), this opens
windows for the wave propagation in the material at
initially forbidden frequencies. Although the proposed
principle of windows opening is clearly different in its idea
from the traditional principle of gap opening, its physical
nature is also in Bragg reflections. These are Bragg
reflections of the waves propagating along the x-direction
that provide opportunity for the existence of the standing
wave patterns along the x-axis that could propagate
along the z-axis. The wave dispersion branches created
by additional modulation correspond to guided modes.
As a simple illustrative example, we consider shear

acoustic wave propagation in a cubic packing of elastic
cylinders in air (in fig. 1(a)). It should be mentioned that
2D composite material designed of periodically arranged
and spatially separated cylinders in a matrix of a material
with different elastic properties is one of the most favorite
objects both in theory and experiments with phononic
crystals [3,4,7–9]. However the system in fig. 1(a) is
importantly different from those in refs. [3,4,7–9] because
the cylinders are in contact due to external loading.
The analyzed periodic material could be equivalently
considered as being a granular or as being a porous
one. We will consider the acoustic modes transporting
energy predominantly through the solid phase of this
material and neglect for simplicity coupling with air.
The velocities of acoustic waves are determined by the
loading of the contacts between the cylinders and are
much lower than acoustic velocities in the cylinders as
far as the contacts are much softer than the cylin-
ders [10]. Under the above conditions the system can be
described as lumped masses (for the cylinders) connected
by elastic springs (for the contacts). It is well established
that even under homogeneously distributed and static
vertical loading, the total force applied to the granular
system is mostly transferred just by a fraction of the
total number of cylinders arranged in the force transmit-
ting chains, while a large fraction of cylinders remains
weakly stressed [11–13]. In the case of transparent cylin-
ders the effect can be visualized by photoelastic experi-
ments with light propagating along the cylinder axis (in
cross polaroids) [13]. Even in disordered packing of cylin-
ders the force chains are composed of straight parts
containing multiple cylinders each. In ordered triangu-
lar packing the straight force chains are longer and the
modifications of the force chains directions are largely
due to reflections from the walls limiting the system
volume [11–13]. In the model system (fig. 1(a)) the spatial
periodicity of force chains along the x-axis is assumed to

Fig. 1: (a) Cubic packing of elastic cylinders periodically
loaded. (b)-(c) Influence of loading on wave propagation:
overlap if αx <αz (b) and forbidden gap if αx >αz (c).
(d) Gap opening with increasing modulation in case of symmet-
rical average loading.

be favored by periodicity of the applied vertical load. The
equation describing the propagation in the (x, z)-plane of
shear acoustic waves polarized along the cylinder y-axis is

M∂2Um,n/∂t
2 = αx[Um,n+1− 2Um,n+Um,n−1]

+αwz [Um+1,n− 2Um,n+Um−1,n]
+(αsz −αwz )[Um+1,n− 2Um,n

+Um−1,n]

∞
∑

p=−∞

δm,Np. (1)

Here M is the mass of the cylinders, Um,n is the displace-
ment along the y-axis of the cylinder with the coordinates
x=ma, z = na (−∞<m,n<+∞ are integers), a is the
diameter of the cylinders and δij is the Kronecker symbol.
The notations αx,z are used for the shear rigidities of hori-
zontal and vertical contacts, while αs,wz for the shear rigidi-
ties of strong and weak vertical contacts, respectively. The
spatial period of the additional horizontal modulation is
equal to A=Na (N � 2 is an integer). In accordance with
the Floquet-Bloch general theorem [3,4], the solution of
eq. (1) contains N modes,

Um,n = e
ı (ω t−kxam−kzan) ·

N−1
∑

s=0

Us(kx, kz)e
−ı 2πms/N ,

where Us(kx, kz) are the amplitudes of modes satisfying
the system of N algebraic equations, which is obtained by
substitution of this x-periodic solution in eq. (1).
In contrast to traditional periodic composites where the

discreteness of the micromaterial is neglected, resulting
in an infinite system of equations for the amplitudes of
the modes [3,4], in our initially discrete system analytical
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description of the dispersion relation can be obtained
without truncation of the system. In the case when there
is no periodic horizontal modulation of system rigidity
αwz = α

s
z = αz, the dispersion relation for the shear waves is

ω2 = (4αz/M) sin
2(akz/2)+ (4αx/M) sin

2(akx/2).

The waves propagating along the z-axis are
homogeneous with the forbidden frequency band
above ωz = 2

√

αz/M . The highest frequencies

ωmax = 2
√

αz/M +αx/M = ωz
√

1+αx/αz are allowed
for the waves at the edge of the Brillouin zone with
kx = kz = π/a propagating at an angle to the z-axis.
Even an infinitely weak horizontal modulation αsz→ αwz ,
αsz �= αwz drastically modifies the spectrum of the modes
propagating along the z-axis transforming it into

ω2n = ω
2
z [sin

2(akz/2)+ (αx/αz) sin
2(π n/N)], (2)

where n= 0, 1, . . . N − 1. The additional modulation
opens the windows for the propagation along the z-axis
of the waves with frequencies ω >ωz in the forbidden
frequency range of the non-modulated structure. The
window for the n-th guided mode (n �= 0) partially over-
laps with that for the low-frequency mode n= 0 if αx <αz
(fig. 1(b)) and there is a forbidden gap between them,
ωz � ω� ωz

√

αx/αz if αx >αz (fig. 1(c)). This influence
of different loading along x and z directions is illustrated
in fig. 1(b)-(c) for the case N = 2. It can be noticed in
fig. 1(c) that with increasing ratio αx/αz the window
ωz
√

αx/αz � ω� ωz
√

1+αx/αz for the guided mode
penetrates higher and higher in the initially forbidden
frequency band ω >ωz. The fact that the upper edge of the
window corresponds to the maximum allowed frequency
ωmax in the non-modulated material confirms that the
nature of the predicted effect is in the possibility of guiding
these highest frequency waves along the z-direction. This
opportunity is created by the introduced periodicity along
the x-axis. In the general case N �= 2 the highest allowed
frequency of the windows corresponds to mode n=N/2
when N is even and to n= (N ± 1)/2 when N is odd.
If the periodic modulation along the x -axis is finite in
amplitude it also influences (in addition to asymmetry
αx �= αz of loading) all the allowed modes, in particular,
by introducing the forbidden gap in some cases where they
are absent in the limit αx �= αz, αx→ αz. For example, in
the case of symmetrical average loading with modulation

αwz = αz −∆α, αsz = αz +∆α, αz = αx, 0�∆α� αz,

the dispersion relations for the modes propagating along
the z-axis for N = 2 are

ω21,0 = ω
2
z [1/2+ s

2
z ±
√

(1/2)2+(∆α/αz)2s4z], (3)

where the notation sz is introduced for sin(akz/2). It can
be concluded that with increasing modulation |∆α| the
forbidden gap ωz

√

3/2−
√

(1/2)2+(∆α/αz)2 � ω� ωz

Fig. 2: Dispersion curves in the case N = 4 and ∆α/αz = 2/3
for the path ΓYMX along the first Brillouin zone (inset).

between the two modes opens and the highest
allowed frequency increases up to ω1(kz = π/a) =

ωz

√

3/2+
√

(1/2)2+(∆α/αz)2 >ωz
√
2 (fig. 1(d)). It is

worth mentioning that in the system under consideration
the modulation of the strength of vertical contacts along
the x-axis does not influence the wave propagation along
the x-axis. Consequently, even if the modulation induces
band folding in kx, it does not introduce bands overlap
or gaps in the x-direction. As a result the solutions of the
problem predict the diminishing of these effects when the
propagation direction of the modes continuously changes
from the one along the z-axis to the one along the x-axis.
This is illustrated in fig. 2 for N = 4.
It is interesting to note that in accordance with eq. (2),

an additional modulation of granular lattice opens the
window ωz � ω� ωz

√

1+αx/αz for wave propagation
along z even in the limiting case N →∞. This indicates
that window opening could take place also in the case of a
single vertical chain in otherwise macroscopically homoge-
neous and microscopically periodic granular medium. The
situation formally corresponds to assuming in eq. (1):

N = 0, αx = α
w
z = αz, α

s
z = αz +∆α,−αz �∆α�∞.

We found the solutions of the form Um,n = exp[i(ωt−
kxa|m| − kzan)], which are localized near the force chain
(Im(kx)< 0) and are propagating along z-axis (Im(kz) =
0). The dispersion relations for the waves guided by a
single force chain are

s2z =
1

1− δ



W 2− 1
2
±

√

δ

(

W 2− 1
2

)2

+

(

1

2

)2

(1− δ)



,

(4)
where W = ω/ωz is the normalized frequency and
δ= (∆α/αz)

2. The solution with plus sign describes
the propagating modes with an exponential trans-
verse distribution exp[−Arsinh(2|∆α/αz|s2z|m|] for
−αz �∆α� 0 (for unloaded chain) in the low-frequency
region 0� ω� ωz

√

3/2−
√

(1/2)2+ δ; the solu-

tion with minus sign describes the propagating
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modes with an oscillating tranverse distribution
((−1)|m|exp[−Arsinh(2|∆α/αz|s2z|m|]) for ∆α� 0
(for loaded chain) in the high-frequency band

1� ω� ωz

√

3/2+
√

(1/2)2+ δ. Consequently, a single-

chain loading (∆α> 0), provides opportunity for guiding
waves along z-axis with frequencies forbidden in symmet-
rically loaded material.
In conclusion we would like to mention two circum-
stances which would be advantages in possible applica-
tions of the discussed method of wave control. First,
even a weak periodic modulation along the x-axis intro-
duces in the initially forbidden frequency range an allowed
window with the width ∆ω= (

√
2− 1)ωz, which is of the

order of the initially allowed frequency band 0� ω� ωz.
The allowed gap is not continuously shrinking with dimin-
ishing amplitude of the additional modulation as it is in
the case of forbidden gaps in the common method of wave
control through introducing additional periodicity along
the z-axis. Second, the width and positions of the windows
and gaps could be actively controlled by varying asymme-
try of loading (αx �= αz) and modulation amplitude |∆α|.
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is supported by ANR project “grANuLar” No. NT05-3
41989.

REFERENCES

[1] Joannopolous J. D., Meade R. D. and Winn J. N.,
Photonic Crystals (Princeton University Press, Princeton)
1995.

[2] Soukoulis C. (Editor), Photonic Band Gap Materials
(Kleuwer Academic, Dordrecht) 1996.

[3] Kushwaha M. S., Halevi P., Dobrzynski L. and
Djafari-Rouhani B., Phys. Rev. Lett., 71 (1993)
2022.

[4] Economou E. N. and Sigalas M. M., Phys. Rev. B, 48
(1993) 13434.

[5] Auld B. A., Acoustic Fields and Waves in Solids (Krieger
Publ. Company, Malabar) 1990.

[6] Landau L. D. and Lifshitz E. M., Quantum Mechanics,
Non-Relativistic Theory (Pergamon, New York) 1972.

[7] Krokhin A. A., Arriaga J. and Gumen L. N., Phys.
Rev. Lett., 91 (2003) 264302.

[8] Wilm W., Khelif A., Ballandras S., Laude V. and
Djafari-Rouhani B., Phys. Rev. E, 67 (2003) 065602.

[9] Khelif A., Wilm M., Laude V., Ballandras S. and
Djafari-Rouhani B., Phys. Rev. E, 69 (2004) 067601.

[10] Johnson K. L., Contact Mechanics (Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge) 1995.

[11] Guyon E., Roux S., Hansen A., Bideau D., Troadec
J. P. and Crapo H., Rep. Prog. Phys., 53 (1990) 373.

[12] Travers T., Ammi M., Bideau D., Gervois A.,
Messager J. C. and Troadec J. P., Europhys. Lett.,
4 (1987) 329.

[13] Ammi M., Bideau D. and Troadec J. P., J. Phys. D:
Appl. Phys., 20 (1987) 424.

44001-p4





Annexe C
Arti
le sur le phénomène d'intera
tion non linéaire non 
lassiquesoumis à Ultrasoni
sCet arti
le fait référen
e aux observations de génération de 
omposantes fréquentielles non dé
ritespar la première intera
tion non linéaire dans le milieu granulaire non 
onsolidé. Cet arti
le permetd'é
lairer la se
tion (3.2.3) su

in
tement développée.



144 Annexe C
NON-CASCADE FREQUENCY-MIXING PROCESSES FOR ELASTIC WAV ES IN UNCONSOLIDATED
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Abstract: Due to disorder, contacts between beads
in stressed granular assemblages are not equally loaded.
There exists a distribution of contact static loads, con-
taining weakly loaded contacts (the weak contacts) and
strongly loaded contacts (the strong contacts involved in
the so-called force chains). For an elastic periodic excita-
tionwith a given deformationamplitude, theweakest con-
tactsaresupposedto clap (periodically openandclose) due
to the action of the acoustic wave. When increasing the
acoustic amplitude, more and more contacts are clapping,
progressively producinganonclassical spectral signature.

Presented spectra have been observed in a laboratory
scale experiment, where two frequencies were initially
launched in the medium. Results are obtained for increas-
ing pump wave amplitudes and different frequency pairs.
These experimental results are in goodagreement with a
model derived from theHertz theory of contactswith pos-
sibilit y of clapping.

Key words: nonlinear acoustics, granular media, elas-
tic waves, contact nonlinearity

I . INTRODUCTION

In acoustics of homogeneousmaterials, the broadening
of the spectrum of a weak signal launched in the medium
could be viewed as a sequence of non linear wave mix-
ing processes. Higher combinational frequenciescould be
imaginedasbeing generated throughafew subsequent non
linear scattering processes of the lowest order rather than
throughasinglenonlinear scattering of higher order. This
is due to smoothnessof the dependenceof strain onstress
and its successive derivatives in gas, fluids and homoge-
neous solids. In theory, it is sufficient to use the first non
linear term in the Taylor expansion of the stress-strain re-
lationship for adequate description of weakly non linear
acoustic waves.

In micro-inhomogeneous solids, the situation could be
different because of possible abrupt changes in stress-
strain relationship. In particular, in suchmaterialsasrocks,
exhibiting hysteretic non linearity [1], abrupt changes in
stress-strain relationship takeplacein transitionfrom load-
ing to unloading. In theprecisedescription of stress-strain
relationships, which exhibit discontinuous features them-
selvesor discontinuousfeatures in their derivatives, multi -
pletermsof theTaylor expansioncould beimportant. Thus

higher order nonlinear phononscattering processes could
be of comparable importance with the lowest order pro-
cesses. Thehighest combinational frequenciescan be effi-
ciently generatedsimultaneously with thelowest ones, that
is througha noncascade single scattering processinvolv-
ing thenecessary number of phonons.

Noncascadeprocessesare also known to be efficient for
the so-called contact nonlinearity which could be realized
in opening / closing the gaps in unperfect elastic contacts
between two surfaces [2], [3]. Under periodic loading, the
contacts between surfaces or between the lips of cracks
could move in a regime of clapping / tapping, which is
characterized by nonsmoothnessof the local stress-strain
relationship and / or its derivatives. Recently, the impor-
tanceof the nonlinear phenomenainduced by intermittent
contacts between grains has been indicated for unconsol-
idated granular media, for the self-demodulation process
[4], the harmonic generation [5] and the subharmonic and
noise excitation [6], [7]. The nonlinear processof mod-
ulation transfer (Luxembourg-Gorky) has also been used
for the monitoring of small perturbations of the granular
assemblage state [8]. In this case, the small i nduced me-
chanical perturbationsmodify mostly theweakest contacts
in the medium, which has a strong influence on the de-
tected nonlinear elastic responseof themedium.

However, from thenon-cascadeprocesses, only thepro-
cessof harmonic generation has been mostly studied [2].
In this communication we present our research results on
thefrequency mixing of two commensuratefrequenciesf1

andf2, andshow for examplethat it ispossibleto excite in
asinglescattering processfrequenciesthat aremuch lower
than thedifferencefrequency f2 − f1.

II . EXPERIMENTAL RESULTS

The experimental setup comprises a container (8 cm ×
8 cm × 18 cm), filled with monodisperse glassbeads of
2 mm-diameter. The acoustic probing is performed by
identical wide-band piezo-emitter and receiver, placed on
oppositesidewallscloseto thebottom of the container. At
this depth, the granular medium being only stressed by its
own weight, the average static stress is less than 3 kPa,
which corresponds to an average contact deformation of
3.10−5 roughly (themaximum strain excitationamplitude,
10−5 remains less than this value but close). The per-
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formed experiment consists in launching in the medium a
two-frequency component signal (the pump wave) and to
observethespectrum asafunction of the excitationampli -
tude. In Fig.1, such spectrum isplotted for three excitation
amplitudes.

This experiment is carried out using a spectrum ana-
lyzer (Stanford SR830) both for thegeneration of the two-
frequency component signal andfor thespectrum analysis.
The amplification of the excitationsignal isperformed via
a Bruel & Kjaer low distortionamplifier to a maximum of
140 Vrms at the output. The received signal feedsdirectly
the spectrum analyzer. Carrying exactly the same experi-
ment in air gives, for the maximum excitationamplitudes,
a small contribution (under −95 dB) at the demodulated
frequency (possibly dueto thesetupsmall nonlinearity but
also coming from the classical nonlinear effects in air).
No other frequencies (and in particular the observed non-
cascadefrequency components) can bedetected in thistest
experiment carried out in air.
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Figure 1: Detected spectra at three excitation amplitudes
for f1 = 35 kHz andf2 = 45 kHz (0 dB correspondsto
1 V at thedetection).

It is possible to observe, for the weakest excitation am-
plitudeεA ≃ 7.10−7, that only the two excitationfrequen-
cies f1 = 35 kHz and f2 = 45 kHz are present in the
detected spectrum. For εA ≃ 4.10−6, the difference fre-
quency f2 − f1, classically obtained in the first nonlin-
ear cascade processemerges from electronic noise level.
At the highest amplitude εA ≃ 10−5, other frequencies
are visible, 5, 15, 20 and 25 kHz, as well as a continu-
ous noise spectrum for the low frequencies. The overall
spectrum is controled by the frequency response function
of the medium and the transducers presented in Fig. 2. It
can be seen that the shape of the noise spectrum in Fig. 1
corresponds to the frequency response function, i.e. even
if all the frequencies are generated by the nonlinear pro-
cessof acoustic noise excitation, only the ones efficiently
transmitted and detected can beobserved. This featurehas
been already observed and interpreted in [6]. It ispossible
to define a cut-off fr equency of the medium, above which
the waves are highly attenuated (mostly by multiple scat-

tering due to the disordered packing or by the band gap
effects in regular packings). This is also the reason why,
frequency-up conversions are not easily observed in this
experiment.
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Figure2: Frequency responsefunction of themedium and
the transducers.

In Fig. 3, the amplitude dynamics of several frequency
components as a function of the excitation amplitude are
plotted. The pump frequency 35 kHz has a linear de-
pendence, while the difference frequency component at
10 kHz exhibits a behavior close to a quadratic one. For
the componentsthat can not beobtained in thefirst cascade
process, the dynamics is different, with strongslope vari-
ations (5 kHz and 15 kHz in Fig. 3). The observed cor-
respondingamplitudesare well above the electronic noise
level for the highest excitation amplitudes. However, they
exhibit somesmall variationsat timescalesof theorder of
the second, and quantitative conclusionson the amplitude
dynamicsare consequently hard to draw.

These behaviors have not been observed for cascade
processes in media with weak nonlinearity and are theo-
retically not allowed in thisapproximation.

The results presented in Fig. 1 and Fig. 3 are obtained
for a given excitation frequency pair (f1 = 35 kHz and
f2 = 45 kHz). However, spectral components, and espe-
cially thenon-cascadeones, dependstrongly onthe chosen
frequency pair of excitation, as explained in the next sec-
tion. This is visible in Fig. 4, which presentsa largenum-
ber of data for different excitation frequency pairs. Each
row correspondsto aspectrumwhere amplitudesare coded
in colors. In Fig. 4(a), f1 is fixed at 30 kHz while f2

is varied from 40 kHz to 50 kHz. In Fig. 4(b), f1 and
f2 are varied from 30 kHz to 40 kHz and from 40 kHz
to 50 kHz respectively. In Fig. 4(c), f1 is varied from
30 kHz to 40 kHz while f2 is fixed at 40 kHz. It is
important to note that lower frequencies than the differ-
ence one emerges from noise, and some patterns can be
observed (Fig. 4(b)).

These observed qualitative featuresare explained in the
next section, with thehelp of asimplemodel for aparticu-
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Figure3: Amplitudedynamicsof frequency components,
5, 10, 15 and35 kHz, asafunction of the excitationampli -
tude (0 dB of excitation corresponds to 140 Vrms). 0 dB
correspondsto 1 V for thedetected amplitude.
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Figure 4: Experimental spectra in rows obtained for dif-
ferent excitation frequency pairsbetween 30 and50 kHz.
Amplitudesare coded in colors.

lar nonsmooth nonlinearity.

III . THEORETICAL ANA LYSIS

In thefollowing, asimple analysisof theobserved spec-
traisperformed, takingintoaccount thepresenceof a clap-
ping type nonlinearity at the level of the contacts. The
clapping type nonlinearity and the hysteretic nonlinearity
contain singularities in their stress- strain relationshipsor
their successive derivatives. It is expected that the quali -
tative features of such nonsmooth nonlinearities are sim-
ilar in the effects observed here. Taking into account the
estimates for the generation and amplification of subhar-
monics in a medium with quadratic nonlinearity [6], non-
linearitieswith singularities(clapping, tapping, hysteretic)
arethemost relevant to explain theobservedeffectsof sub-
harmonic and noise excitation at such low excitation lev-

els.
Let us consider for instancethe static stress-strain rela-

tionship of an Hertzian contact of the form

σ0 = −C(−ε0)
3/2 , (1)

where σ0 is the static stress, ε0 is the strain and C a con-
stant related to the elastic parameters and the radii of the
spheres [9]. When an acoustic wave excites the contact,
thedynamic stress-strain relationship can bewritten as [4]

σ0 + σ̃ = −C(−ε0 − ε̃)3/2H(−ε0 − ε̃) , (2)

with the dynamic part of the stressσ̃, the dynamic part of
thestrain ε̃ andtheHeaviside functionH(−ε0 − ε̃) which
takes into account the fact that there is no stressbetween
the beadswhen they are not in contact.

In the case where |ε̃| ≪ |ε0|, the stress-strain relation-
ship can be expanded in Taylor series and the dominant
nonlinearity is the classical quadratic nonlinearity [4]. In
the case when the previous strong inequality is not ful-
filled, the expansion is no more possible and if |ε̃| > |ε0|,
the Heaviside function begins to play an important role in
the nonlinearity.
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Figure 5: Spectra of the stress in Eq. 2 obtained with a
two frequency strain excitation (f1 = 35 kHz and f2 =
45 kHz), for different excitationamplitudes.

At first, by introducing a strain signal ε̃ composed of
two frequencies f1 and f2, it is possible to calculate by
fast Fourier transform, theresultingstressσ̃, usingEq. (2).
With the same frequencies as in the experiment in Fig. 1
and Fig. 3, f1 = 35 kHz and f2 = 45 kHz, the re-
sult is plotted for different excitationamplitudes in Fig. 5.
Thesame frequenciesas those observed experimentally in
Fig. 1 are obtained, including the nonclassical ones at 5,
15, 20, and25 kHz for instance. Themain differencesbe-
tween this calculated spectrum and the experimental one
are associated with the influenceof the experimental fre-
quency responsefunction of thesystem (seeFig. 2).
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Figure6: Amplitudedynamicsof several frequency com-
ponentsobtained byFourier transform of thestress- strain
relationship (2).

In Fig. 6, the amplitudedynamicsof someparticular fre-
quency componentsof the spectrum are plotted as a func-
tion of the excitation amplitude. Similarly to the exper-
imental amplitude dynamics of Fig. 3, the dynamics of
the pump and differencefrequencies (35 and10 kHz) are
monotonousand the dynamics of the 5 and 15 kHz com-
ponentshasa more complex behaviour in amplitude, with
strongslopevariations.

In order to analyze theoretically the non classical role
of the Heaviside function in the stress-strain relationship,
let us consider, for example, a two-dimensional granular
medium composed of cylinders. For small l oadings, the
contact between two cylindersisknown to provide astress
proportional to the strain (linear elasticity) if the contact
is closed [9]. However, the open contact is unstressed.
As a result, the considered micromechanical element is
strongly nonlinear. The corresponding stress-strain rela-
tionship could bedescribed in this case by

σ = CεH(−ε) . (3)

The stress-strain relationship (3) is schematically plot-
ted in Fig. 7. Note that in our notation, negative strain
(compression) corresponds to a closed contact. There is a
differencebetween Eq. (3) and Eq. (2), namely the pres-
ence of the power 3/2 due to the Hertz contact between
two beads in Eq. (3) and the linear dependencein Eq. (2).
The simpler bili near case of Eq. (3) enables to perform
analytical calculations on the frequency mixing processes
associated with the Heavyside function in the stress-strain
relationship. Numerical calculationsof spectraof theform
Fig. 5 in the case(3) andin the case(2) havebeen perform
and do not reveal qualitative differences in the emerging
frequency components. Thepower (3/2 or 1) in thestress-
strain relationship influencesmainly the amplitudedynam-
icsof the frequency componentsof thespectrum.

In thedynamicsof contacts, two regimesare commonly
distinguished in the literature [2]. The clapping regime
correspondsto an initially (in the absenceof acoustic field)
closed contact ε0 < 0 and the tappingregime corresponds
to an initially open contact ε0 > 0 [2].

ε0

ε
σ0

σ

Figure 7: Stress-strain relationship for a contact between
cylindersand timeprofileof thestrain excitation.

The strain at the individual contact between two cylin-
derscan be written,

ε = ε0 + ε1 cos(ω1t) + ε2 cos(ω2t + φ) , (4)

where ε1,2 are acoustic strain amplitudesand φ is a phase
term. According to (3) andFig. 7, the responseof the sys-
tem to the applied strain is linear with increasing ε1,2 un-
til the critical pump amplitude is such that ε1 cos(ω1t) +
ε2 cos(ω2t + φ) reaches the value−ε0. From this critical
pump wave amplitude, the contact starts to open during
a period T0 = t2 − t1 of its motion between character-
istic times t1 and t2 (see inset in Fig. 8). The acoustic
strains higher than −ε0 are not transmitted by the contact.
This strongthreshold nonlinearity influences thespectrum
of thestressquitedifferently than weak nonlinearity.

In Fig. 8, the strain excitation ε is plotted as a function
of time. The corresponding stressdynamic evolution de-
duced from this strain excitationandfrom thestress-strain
relationship isplotted in Fig. 9.

The stressσ can be decomposed into a linear contribu-
tion σℓ, which does not modify the spectrum, and a non-
linear contributionσnℓ, which is responsible for thesignal
modification,

σ = σℓ + σnℓ = Eε − Eε[1 − H(−ε)] . (5)

The contributionσnℓ existsonly in theinterval t1 ≤ t ≤
t2 near the maximum of the strain signal at t = t0 (see
Fig. 8).

In the caseplotted in Fig.9, thesinglemaximumover the
signal period−T/2 → T/2 is characterized by its central
time occurencet0. For the particular case where two fre-
quencies f1 anf f2 are initially launched in the medium,
the total signal period of the form (4) is equal to the in-
verseof the greatest common divisor of these frequencies,
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i.e. if T1 = 1/f1, T2 = 1/f2 then the signal period is
T = n2T2 = n1T1 wheren1 andn2 are the smallest pos-
sible integers.

Importantly, the localized character of the nonlinear
contribution to the stress σnℓ with a time scale duration
T0 = t2 − t1 ≪ T near the central time t0 ensuresthat the
strong nonlinearity excites simultaneously (in a single act
of nonlinear scattering) many new spectral componentsat
F = m/T where m = 0, 1, 2, . . . which can be different
from the frequencies obtained in the first step of succes-
sive approximations (namely f2 − f1, f1 + f2, 2f1, 2f2)
because F can be different from f2 − f1. For instance,
the period of signal cos(2π31000t) + cos(2π41000t) is
T = 31/31000 = 41/41000 = 1/1000 s which is 10
times longer than the period of the difference frequency
component at 41000− 31000 = 10000 Hz.

ε

t

t0

t1

Sσ

t2

ε0

0

0

Figure8: Strain excitationsignal asa function of time.

If the excited strain iswritten in the form (4), it ispossi-
ble for φ → 0, by lookingfor the extremum close to t = 0
(zero of the time derivative of the total strain), to find an
expressionfor the characteristic time t0 as,

t0 ≃ −
ε2ω2

ε1ω2

1
+ ε2ω2

2

φ . (6)

The complex amplitudesof the nonlinear stresscompo-
nentsat frequenciesF = mf are denoted by σnℓ and can
bewritten as

σnℓ =

∫ T/2

−T/2

σnℓ ei2π m

T
tdt =

∫ t2

t1

σnℓ ei2π m

T
tdt . (7)

Under the conditionm ≪ 1

2π
T

t2−t1
, the complex ampli -

tudeof thenonlinear stressexcited in the clapping process
at the frequency F = mf can bewritten as

σnℓ ≃ ei2πmft0

∫ t2

t1

σnℓdt = Sσei2πmft0 , (8)

σ

t

−T/2 T/2

t0

Figure9: Stressresultingfrom strain excitationandstress
- strain relationship plotted in Fig. 7.

where Sσ is the areaof the stresswhich is cut by the sin-
gularity of the stress-strain relationship (seeFig. 8).

From (6) and (8), the excitation phase of the frequency
mf is deduced:

φmf ≃ mf
ε2f2

ε1f2

1
+ ε2f2

2

φ . (9)

These results show that frequencies mf (with m ≪
1

2π
T

t2−t1
) are excited with equal amplitudes in a single act

of scattering, which is different from a classical cascade
process. The phase of the mf frequency excitation de-
pends on the relative amplitude of the excited waves at
f1 and f2. This last point could be checked in the fu-
ture. It has been however experimentaly observed a de-
pendenceof thenon-cascadefrequency component ampli -
tude on the relative phase φ. The non monotonous dy-
namics can be explained by the occurrence of more and
more saturated extrema in the stresswhen the excitation
amplitude is increased. Their appearance excites a given
non cascade frequency, sometimes in phase with previ-
ously existing extrema or sometimes out of phase. This
is an opportunity to explain the observed complex behav-
ior in Fig. 3 for instance. Looking in details at the fre-
quencies present in each spectrum of Fig. 4, obtained for
different excitation frequency pairs, the expectation from
the simple developped model that frequenciesF = m/T
are excited isconfirmed. Asan example, for f1 = 31 kHz
and f2 = 41 kHz (correspondingto 1/T = 1 kHz while
thefrequency of thepump signal envelope andthusthede-
modulated frequency is10 kHz), frequencies2, 5, 6, 7, 9,
10 and 11 kHz can be observed. For f1 = 32 kHz and
f2 = 42 kHz (correspondingto 1/T = 2 kHz), frequen-
cies4, 6, 8, 10 and12 kHz areobserved. Thiscorresponds
well to the m/T frequencies. It remains however, in each
experiment where the difference frequency is 10 kHz, a
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frequency of 5 kHz which can not be explained every-
timeby this simple analysis. Thiscould be associated with
period doubling effects for the differencefrequency wave
itself [6].

IV. CONCLUSIONS

A non cascade nonlinear processof frequency mixing
has been studied in experiments and theory. Due to the
singularity of the stress- strain relationship at the level of
asingle contact, thenonlinearity becomesof infiniteorder
and higher order nonlinear phononscattering processesare
of comparableimportancewith thelowest order processes.
Oneof thepeculiar signaturesof high order nonlinearity is
the possible excitation of arbitrarily low frequencies from
two well -chosenexcitationfrequencies, becausethelowest
excited frequency is equal to the greatest common divisor
of these two frequencies. The nonlinear acoustic resolu-
tion of the pump signal period (which can be much longer
than the pump signal envelope period) is attributed to the
presenceof theHeavisidefunctionin thestress-strain rela-
tionship.

It is expected that these results can help in the acoustic
probing of the granular media (contact statistic distribu-
tion, average stress) and of the interfaces between solids
(such ascracks).
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Titre : Cara
térisation de la 
ompa
tion granulaire par des méthodes a
oustiques li-néaires et non linéaires.Ré
emment, un nombre 
roissant d'observations expérimentales et de modélisations ont été e�e
tuées ena
oustique non linéaire dans les matériaux mi
ro-inhomogènes, 
omme les ro
hes ou les milieux granu-laires. Les méthodes d'a
oustique non linéaire ont montré une forte sensibilité à la présen
e de défautsde la stru
ture (�ssures, 
onta
ts inter-grains), et sont notamment utilisées depuis peu pour le 
ontr�lenon destru
tif des matériaux �ssurés ou endommagés. Les milieux granulaires, 
omposés de grains non
ohésifs, 
omportent des 
onta
ts qui leur assurent une forte non linéarité a
oustique. Ils 
onstituentdon
 des matériaux d'étude intéressants qui présentent des appli
ations dans de nombreuses bran
hes del'industrie. En parti
ulier, le pro
essus de 
ompa
tion, qui 
onsiste à diminuer le volume du milieu (pardes vibrations extérieures le plus souvent) est très largement utilisé dans la pratique : stabilisation dessols avant 
onstru
tion, ballasts, industrie du béton, sto
kage de matériaux agroalimentaires, ... Dans 
etravail de thèse, di�érents e�ets d'a
oustique non linéaire sont étudiés au sein d'un milieu granulaire non
onsolidé au 
ours du pro
essus de 
ompa
tion.Dans un premier temps, un dispositif expérimental de 
ompa
tion d'un assemblage de billes de verre aété mis au point, 
omprenant une mesure de l'évolution du volume du matériau. Le milieu est sondé àl'aide d'ondes a
oustiques et permet la mesure de paramètres a
oustiques tels que la variation de vitessedes ondes et l'atténuation linéaire. Dans un se
ond temps, la 
ompa
tion du milieu granulaire est suiviepar des méthodes d'a
oustique non linéaire. L'étude de la génération d'harmoniques et de la générationde fréquen
e di�éren
e permet de quanti�er l'évolution du paramètre de non linéarité quadratique. Lesr�les relatifs de l'élasti
ité non linéaire (diminution du module élastique non linéaire du milieu) et dela dissipation non linéaire (augmentation de l'atténutation non linéaire) peuvent être analysés à l'aidedes résonan
es non linéaires du milieu. Un modèle, dé
rivant les observations e�e
tuées, est développéet mène à la dé�nition d'un nouveau paramètre non linéaire qui 
ara
térise l'hystérésis du milieu. Cetindi
ateur fournit des informations sur l'évolution de la distribution de 
onta
ts au 
ours de la 
ompa
-tion granulaire.Dans le but de mieux 
omprendre le r�le des 
haînes de for
e (
haînes de billes plus fortement pré
on-traintes que la moyenne) sur la propagation a
oustique, un réseau granulaire 
ubique est modélisé. Lapossibilité de guider les ondes a
oustique, soit entre les 
haînes de for
e, soit le long de 
elles-
i, est miseen éviden
e.Mots 
lés : A
oustique non linéaire, Milieux granulaires, Compa
tion, Résonan
es non linéaires, Para-mètre de Read, Réseau granulaire 
ubique, Chaînes de for
e, Clappement, Distribution de 
onta
ts.Title : Chara
terization of granular media 
ompa
tion by linear and nonlinear a
ousti
methods.Re
ently, an in
reasing number of experimental observations and modelisations have been done in mi-
roinhomogeneous media, like ro
ks or granular media, using nonlinear a
ousti
 methods. These methodshave showed a huge sentivity to dete
t stru
tures defe
ts (�ssures, inter-grain 
onta
ts) and are usedfor non-destru
tive testing of �ssured or damaged materials. Granular media, 
omposed of non-
ohesivegrains, 
ontain 
onta
ts providing them a strong a
ousti
 nonlinearity. They 
onstitute then a interes-ting material with appli
ations in many industrial bran
hes. Parti
ularly, 
ompa
tion pro
ess, i.e. thediminishing of the total volume of the pa
king, is widely used pra
ti
ally : ground stabilization before
onstru
tion, ballasts, .... Here we report �rst appli
ations of the methods of nonlinear a
ousti
s for the
hara
terization of the 
ompa
tion pro
ess of un
onsolidated granular media.Firstly, an experimental setup for the 
ompa
tion pro
ess of a granular random pa
king is des
ribed,
ontaining the measurement of the evolution of the total volume of the pa
king. The media is probedduring 
ompa
tion by mean of a
ousti
 waves, allowing the measurement of linear a
ousti
 parameter likesound velo
ity variation and linear attenuation. Se
ondly, nonlinear a
ousti
 waves are used to probe the
ompa
tion pro
ess. Quadrati
 nonlinear parameter is extra
ted from the study of harmoni
 generationand frequen
y-mixing pro
ess. The relative role of nonlinear elasti
ity (diminishing of nonlinear elasti
modulus) and nonlinear dissipative properties (in
rease of nonlinear attenuation) are analized by meanof nonlinear resonan
e methods. A simple qualitative theoreti
al model explaining the experimental ob-servation of faster diminishing in the 
ompa
tion pro
ess of the elasti
 nonlinearity in 
omparison withdissipative nonlinearity has been developped. The theoreti
al predi
tions 
on�rm that nonlinear a
ousti
methods 
ould be
ome an attra
tive tool for 
ompa
tion monitoring.Finally, in order to better understand the role of for
e 
hains (bead 
hains more pre-stressed than theaverage) on a
ousti
 wave propagation, a 
ubi
 granular 
rystal is modelized. The opportunity of guidinga
ousti
 waves between for
e 
hains or along them is highlighted.Keywords : Nonlinear a
ousti
s, Granular media, Compa
tion pro
ess, Nonlinear resonan
es, Readparameter, Granular 
rystal, For
e 
hains, Clapping, Conta
t for
e distribution.


