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Résumé

Exposants de Lyapunov et potentiel aléatoire

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à ”l’exposant de Lyapunov” pour deux
modèles en milieu aléatoire : la marche aléatoire en potentiel aléatoire, le mouvement brownien
en potentiel poissonnien.

Dans la première partie de la thèse (chapitre II), on étudie une marche aléatoire dans
un potentiel aléatoire donné par une famille de variables aléatoires i.i.d. non-négatives. La
continuité des exposants de Lyapunov par rapport à la loi du potentiel est démontrée dans
le cas transient, c’est-à-dire en dimension d ≥ 3 ou en dimension 2 pour un potentiel borné
inférieurement. On poursuit avec l’étude des exposants critiques : l’exposant de volume ξ et
l’exposant de fluctuation χ. On obtient l’une des inégalités suggérée par la conjecture de KPZ
sous une condition de courbure de la forme asymptotique. Les exposants de Lyapunov jouent
un rôle important dans cette étude.

La deuxième partie de la thèse (chapitre III) est surtout consacrée à l’étude du brownien dans
un potentiel aléatoire de longue portée. On débute cependant par un potentiel classique à portée
finie. Sznitman (1987-1998) a étudié plusieurs aspects de ce modèle. Un premier résultat de cette
partie est la continuité des exposants de Lyapunov par rapport au paramètre du processus de
Poisson. On étudie ensuite le modèle proposé par Lacoin (2012) qui est un modèle avec un
potentiel à longue portée. Il a obtenu des estimations des exposants critiques sensiblement
différentes de celles de Wüthrich (1998) pour le modèle de Sznitman. Dans cette thèse, on
poursuit l’étude du modèle de Lacoin. On montre l’existence des exposants de Lyapunov, le
théorème de la forme limite et une estimation de grandes déviations.

Mots-clés : marche aléatoire ; mouvement brownien ; potentiel aléatoire ; processus de Pois-
son ; potentiel à longue portée ; exposant de Lyapunov ; exposants critiques ; continuité ; relation
de KPZ.
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Abstract

Lyapunov exponents and random potential

In this thesis, we are interested in Lyapunov exponent for two models in random media :
random walk in random potential, Brownian motion in Poisson potential.

In the first part (chapter II), we study a random walk in a random potential given by
a family of i.i.d random non-negative variables. The continuity of Lyapunov exponents with
respect to the law of potential is shown in the case transient, that is, in the dimension d ≥ 3 or
in the dimension d = 2 for a lower bounded potential. Next, we consider the critical exponents :
the exponent of volume ξ and the exponent of fluctuation χ. We give an inequality suggested
by the KPZ conjecture under a condition of asymptotic form. Lyapunov exponents play an
important role in this work.

The second part (chapter III) is mainly devoted to the study Brownian motion in a long-
range random potential. However, we begin with a classical finite-range potential. Sznitman
(1987-1998) investigated several aspects of this model. The first result of this part is the conti-
nuity of the Lyapunov exponents with respect to the parameter of the Poisson process. Then, we
study the model proposed by Lacoin (2012) which is a long-range potential model. He obtained
some estimations of critical exponents that are significantly different from those of Wüthrich
(1998) for the model of Sznitman. In this thesis, we pursue the study of Lacoin model. We
show the existence of Lyapunov exponents, the shape limit theorem and an estimation of large
deviations.

Keywords : random walk ; Brownian motion ; random potential ; Poisson process ; long-
range potential ; Lyapunov exponent ; critical exponents ; continuous ; KPZ relation.
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Chapitre I

Introduction

Le modèle de Feynman et Kac permet d’interpréter les solutions de l’équation de Schrödinger
en termes probabilistes. Elles sont en effet données par une intégrale le long des trajectoires
d’un brownien dans un potentiel. Dans cette thèse, nous nous limiterons au cas où le potentiel
est non-négatif et aléatoire. En physique statistique, nous pourrons interpréter ces solutions
comme des trajectoires dans un milieu absorbant qu’on peut aussi décrire comme constitué de
trappes. Comme l’ont remarqué Del Moral et Miclo [DMM99], nous pouvons aussi en donner une
interprétation en termes de modèle de survie d’une population. Ici, nous nous intéresserons en
particulier à la probabilité de survie jusqu’au temps d’atteinte d’un endroit donné. Les exposants
de Lyapunov donnent une description macroscopique du comportement asymptotique de ces
probabilités. Nous en donnerons une application à l’analyse d’événements rares. Le concept
”d’exposant de Lyapunov” est connu en physique et en mathématiques. Dans l’analyse d’un
système dynamique, l’exposant de Lyapunov permet de quantifier la stabilité ou l’instabilité de
ses trajectoires.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à ”l’exposant de Lyapunov” pour trois
modèles en milieu aléatoire : la marche aléatoire en potentiel aléatoire (MAPA), le mouvement
brownien en potentiel poissonnien à portée finie (MBPPPF) et le mouvement brownien en
potentiel poissonnien à longue portée (MBPPLP).

Il est naturel de se demander si les exposants de Lyapunov peuvent être calculés explici-
tement quand la loi du potentiel est spécifiée. Malheureusement, pour nos trois modèles, nous
sommes très loin d’en être capable pour des lois non triviales, non constantes. Dans cette thèse,
nous avons obtenu la continuité des exposants de Lyapunov par rapport à la loi du potentiel
pour la MAPA (section 1 du chapitre II), et pour le MBPPPF (section 1 du chapitre III).
Ces résultats de continuité sont des résultats de robustesse et justifient des simulations par
troncature. Nous avons aussi donné des relations entre les exposants critiques pour le modèle
MAPA comme une application des exposants de Lyapunov (section 2 du chapitre II). Nous
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Chapitre I. Introduction

avons montré l’existence des exposants de Lyapunov et un théorème de la forme limite pour le
modèle MBPPLP et nous les utilisons dans une estimation de grandes déviations (section 2 du
chapitre III).

Nous commençons par une introduction qui rassemble les pré-requis nécessaires pour donner
les preuves de ces résultats.

1 Présentation des modèles

Nous considérons l’espace (Rd,B(Rd),L) où d ≥ 1, B(Rd) et L sont la tribu borélienne et
la mesure de Lebesgue sur Rd, respectivement. Notons | · | la norme euclidienne, | · |∞ la norme
sup, `1 la norme dans `1 et (e1, e2, · · · , ed) la base canonique de Rd.

1.1 Percolation de premier passage

La percolation de premier passage (PPP) a été introduite en 1965 par Hammersley et Welsh
[HW65] pour modéliser la propagation d’un fluide à travers un matériau poreux. Le matériau est
modélisé par un graphe dont les arêtes nécessitent plus ou moins de temps pour être traversées
par le fluide. Les premières connaissances de PPP peuvent être trouvées chez Kesten [Kes86].
Jusqu’à maintenant, la PPP est l’objet de très nombreux articles. La PPP partage plusieurs
analogies avec nos trois modèles et nous allons utiliser, transformer et adapter ses techniques
dans notre travail.

On considère le graphe (Zd,Ld) dont les sommets sont les points de Zd et dont l’ensemble
des arêtes est :

Ld := {(x, y) ∈ Zd × Zd : |x− y|1 = 1}

À chaque arête e ∈ Ld, nous associons un temps aléatoire positif t(e), appelé temps de passage
de l’arête, qui représente le temps mis par le fluide pour la traverser. Pour x, y ∈ Zd, nous
définissons le temps de passage de x à y :

T (x, y) := inf{
∑
e∈π

t(e), π est un chemin de x à y} (1.1)

Le résultat classique suivant, basé sur le théorème ergodique sous-additif, donne l’existence
d’une constante de temps,

Théorème 1.1 ([HW65], [CD81a]). Supposons que t(e), e ∈ Ld sont des variable non-négatives
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), avec une fonction de répartition F . Alors, il

2



I.1 Présentation des modèles

existe une constante finie µF telle que T (0,ne1)
n

converge en probabilité vers µ(F ) et

lim inf
n→∞

T (0, ne1)
n

= µF presque sûrement.

De plus, si F a une moyenne finie,

lim
n→∞

T (0, ne1)
n

= µF presque sûrement et dans L1.

Il a été conjecturé très tôt que la constante de temps se comporte de façon continue par
rapport à la loi des temps de passage. Quand on considère une suite de lois bornées stochasti-
quement par une loi commune d’espérance finie, cela a été montré par Cox et Kesten [CK81]
en dimension 2 et généralisé à une dimension quelconque par Kesten [Kes86].

Une autre aspect d’intérêt en PPP ainsi que pour de nombreux autres modèles aléatoires
(surtout en physique statistique), sont les exposants critiques et leurs relations. Récemment,
Chatterjee [Cha13] et Auffinger et Damron [AD14] ont montré une relation universelle pour ces
exposants en PPP.

Ce sont deux des questions auxquelles on va s’intéresser dans la suite pour des modèles en
milieu aléatoire.

1.2 Marche aléatoire en potentiel aléatoire

1.2.1 Modèle

L’étude des marches aléatoires en potentiel aléatoire a son origine en physique statistique.
Dans le livre de Del Moral [DM04] par exemple, nous trouverons de nombreuses interprétations
de ce modèle. Parmi ces modèles, nous nous intéressons à celui introduit par Zerner [Zer98] où le
potentiel est non-négatif et i.i.d. Il a obtenu entre autres un résultat de grandes déviations. C’est
un modèle de milieu aléatoire qui partage plusieurs propriétés avec le modèle de percolation de
premier passage, les polymères aléatoires en milieu aléatoire, etc.

Définition 1.2. Une marche aléatoire simple Sn, n ≥ 1 sur Zd est une chaine de Markov sur
Zd dont la matrice de transition est donnée par

p(x, y) =


1
2d si |x− y| = 1

0 ailleurs

Soit Sn, n ∈ N une marche aléatoire simple sur Zd. Notons Px et Ex la loi de la marche

3



Chapitre I. Introduction

et l’espérance, respectivement, de la marche aléatoire simple partant de x. Indépendamment
de la marche aléatoire, nous nous donnons une famille de variables aléatoires non négatives
V (x, ω), x ∈ Zd que nous appelons les potentiels. Nous supposons que les potentiels sont in-
dépendants et identiquement distribués (i.i.d) définis sur un espace de probabilité (Ω,F,P).
Notons E l’espérance par rapport à P. Pour y ∈ Zd, écrivons H(y) pour le temps d’atteinte de
y par la marche,

H(y) := inf{n ≥ 0 : Sn = y}, (1.2)

avec la convention que inf ∅ = +∞. Pour tout x, y ∈ Zd, ω ∈ Ω, nous définissons :

e(x, y, ω) := Ex
(

exp(−
H(y)−1∑
m=0

V (Sm, ω)), H(y) <∞
)

(e(x, y, ω) = 1 si x = y) (1.3)

La quantité e(x, y, F, ω) peut s’interpréter comme la probabilité que la marche aléatoire partant
de x atteigne y avant d’être tuée (voir la section 1.1 du chapitre II). Par la propriété de Markov
forte de la marche simple sur Zd, nous avon, pour tout x, y, z ∈ Zd, ω ∈ Ω :

e(x, y, ω) ≥ e(x, z, ω) · e(z, y, ω) (1.4)

La démonstration de (1.4) est donnée en détails dans la propriété 1.1 du chapitre 2. Puisque
e(x, y, ω) décroit à une vitesse exponentielle lorsque |x − y| tend vers infini. Il est naturel
d’étudier,

a(x, y, ω) := − ln e(x, y, ω) (1.5)

b(x, y) := − lnEe(x, y). (1.6)

De (1.4), nous avons des inégalités de triangle de a et b :

a(x, y, ω) ≤ a(x, z, ω) + a(z, y, ω), pour tout x, y, z ∈ Zd, ω ∈ Ω (1.7)

b(x, y) ≤ b(x, z) + b(z, y), pour tout x, y, z ∈ Zd, (1.8)

Puisque pour tout x ∈ Zd, P(V (0) <∞) < 1, nous avons que pour tous les x, y ∈ Zd a(x, y, ω) ∈
[0,∞[ p.s et b(x, y) ∈ [0,∞[.
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I.1 Présentation des modèles

1.2.2 Exposants de Lyapunov

Nous dénotons par F la fonction de répartition du potentiel V .
En utilisant le théorème sous-additif ergodique de Kingman [Kin68] (voir aussi le théorème

2.8 dans la section 2.1.2) pour la suite des variables aléatoires a(nx,mx, ω), 0 ≤ n ≤ m, x ∈ Zd,
Zerner [Zer98] a montré l’existence des exposants de Lyapunov quenched α(x).

Théorème 1.3. [Zer98] Soit V un potentiel tel que EV (0) <∞. Soit F sa fonction de répar-
tition. Alors, il existe une norme non aléatoire sur Rd qui ne dépend que de la loi du potentiel
et de la dimension d et qui est notée αF (·) telle que P-p.s et dans L1(P), pour tout x ∈ Zd :

lim
n→∞

1
n
a(0, nx, ω) = lim

n→∞

1
n
E[a(0, nx)] = inf

n∈N

1
n
E[a(0, nx)] = αF (x). (1.9)

La norme α est appelée l’exposant de Lyapunov quenched. De plus, α est monotone par rapport
à la loi du potentiel au sens où si F1 ≥ F2 (c’est à dire F1(t) ≥ F2(t) pour tout t ∈ R), alors
αF1(x) ≤ αF2(x) pour tout x ∈ Zd. De plus, la norme αF (·) satisfait, pour tout x 6= 0 :

− ln
∫
e−tdF (t) ≤ αF (x)

|x|1
≤ ln(2d) +

∫
tdF (t) (1.10)

Remarque 1.4. αF (·) est une norme sur Rd qui est construite comme suivante :
Si x ∈ Zd, αF (x) est définie par (1.9).
Si x ∈ Qd, αF (x) := 1

N
αF (x̃) où x̃ ∈ Zd, N ∈ N∗ tels que x = 1

N
x̃.

Si x ∈ Rd, αF (x) := limk→∞ αF (xk) où (xk)k>0 ∈ Qd tels que limk→∞ xk = x.

En utilisant l’inégalité de triangle des réels b(·, ·), Flury [Flu07] a montré l’existence des
exposants de Lyapunov annealed. Dans ce cas là, on n’a pas besoin de la condition de moyenne
finie du potentiel.

Théorème 1.5. [Flu07] Soit V un potentiel tel que P(V = ∞) < 1. Soit F sa fonction de
répartition. Alors, il existe une norme non aléatoire sur Rd qui ne dépend que de la loi du
potentiel et de la dimension d et qui est notée βF (·), telle que pour tout x ∈ Zd :

lim
n→∞

1
n
b(0, nx) = inf

n∈N

1
n
b(0, nx) = βF (x). (1.11)

La norme βF est appelée l’exposant de Lyapunov annealed. βF est monotone par rapport à la
loi du potentiel : si F1 ≥ F2, alors βF1(x) ≤ βF2(x) pour tout x ∈ Zd. La norme βF hérite de
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b(0, x) des bornes supérieure et inférieure suivantes, pour tout x 6= 0 :

− ln
∫
e−tdF (t) ≤ b(0, x)

|x|1
≤ (ln 2d− ln

∫
e−tdF (t)). (1.12)

Par l’inégalité de Jensen, βF ≤ αF . De plus, il a été montré par Zygouras [Zyg09] que
pour d ≥ 3, pour tout λ > 0 il existe γ∗(λ) > 0 tel que pour tout γ ∈]0, γ∗(λ)[ : αF (·) ≡
βF (·) (où F est la fonction de répartition du potentiel λ + γV ). Les théorèmes 1.3 et 1.5 sont
analogues à l’existence de la constante de temps de percolation de premier passage. L’analogie
entre la percolation de premier passage et la marche aléatoire en potentiel aléatoire a été
décrite par Zerner [Zer98]. En outre, il a également prouvé un analogue du théorème de la
forme limite de Cox et Durrett [CD81a]. Récemment, Sodin [Sod14] a prouvé deux théorèmes
sur les inégalités de concentration pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire en utilisant
une méthode de Talagrand [Tal95] et de Benjamini, Kalai, et Schramm [BKS03]. Bien que
la percolation de premier passage et la marche aléatoire en potentiel aléatoire présentent de
nombreuses similarités, les techniques utilisées dans les preuves sont souvent très différentes.
En particulier, l’utilisation des géodésiques est spécifique à la percolation de premier passage.

1.2.3 Exposants critiques

Les exposants critiques sont des concepts connus en physiques. Ils ont été étudiés en ma-
thématiques dans de nombreux modèles en milieu aléatoire, e.g, dans la percolation de premier
passage (voir [Cha13] de Chatterjee), dans le mouvement brownien en potentiel poissonnien
(voir [Wüt98a] de Wüthrich, et [Lac12a] de Lacoin), dans les polymères dirigés (voir [AD13]
de Auffinger et Damron)... Leurs définitions sont toujours analogues mais avec des adaptations
aux particularités du modèle considéré. Parmi ceux-ci, pour la MAPA, nous choisissons de
travailler avec les définitions de [Cha13] avec quelques modifications nécessaires. Il s’agit des
exposants de fluctuations χ et de volume ξ. Pour tout x ∈ Zd, le nombre |x|ξ représente l’ordre
de grandeur de la distance moyenne entre les trajectoires de 0 à x de la particule et le segment
de droite euclidienne reliant 0 à x alors que |x|χ est l’ordre de grandeur de la fluctuation de
a(0, x, ω) par rapport à sa moyenne.

Pour les modèles où le comportement asymptotique est gaussien, χ vaut 1/2. Ici cependant
il est conjecturé que χ = 2ξ − 1. On s’attend même à trouver les valeurs χ = 1/3 et ξ = 2/3
comme en PPP et comme beaucoup de modèles KPZ. À cause de difficultés techniques, on
définit très souvent deux exposants inférieurs et supérieurs pour chacune de ces deux quantités
pour la MAPA, notés ξa, ξb, χa, χb. Les définitions précises de ces exposants critiques seront
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présentées dans la section 2 du chapitre II où nous montrerons la relation χa ≥ 2ξb − 1 pour la
MAPA.

1.3 Mouvement brownien en potentiel poissonnien

De nombreuses propriétés du modèle mouvement brownien en potentiel poissonnien (MBPP)
ont été obtenues par Sznitman dont plusieurs sont exposées dans son livre de Sznitman [Szn96].
Lacoin dans [Lac12a] et [Lac12b] ont introduit un modèle du mouvement brownien en potentiel
à longue portée. Nous nous intéresserons ici à la continuité des exposants de Lyapunov par
rapport à l’intensité du processus de Poisson. Pour le modèle présenté par Lacoin, nous mon-
trerons l’existence des exposants de Lyapunov et on en donnera une application à l’estimation
d’événements rares.

1.3.1 Processus de Poisson

Comme l’a remarqué Kingman [Kin93], les processus de Poisson sont des modèles proba-
bilistes pour des phénomènes comme par exemple, clients arrivant devant des guichets de la
poste (pour la dimension 1), la position des arbres dans une zone de forêt (pour la dimension
2), les étoiles semblent être réparties sur la surface d’une sphère (pour la dimension 3)...

Soit S sous-ensemble de Rd et Q une loi de Radon positive à support dans S.

Définition 1.6. Soit (Ω,F,P) un espace de probabilité. Un processus de Poisson Π de mesure
d’intensité Q sur S est une application de (Ω,F,P) dans l’ensemble de tous les sous-ensembles
dénombrables de S qu’on notera S∞ telle que :

(i) Pour A1, A2, ..., An ∈ B(Rd) disjoints, les variables aléatoires N(A1), N(A2),...,N(An)
sont indépendantes et

(ii) Pour tout A ∈ B(Rd), N(A) suit une loi de Poisson de paramètre Q(A),
où N(A) = ]{Π ∩ A}.

Notons E l’espérance respectivement à P. En particulier, nous nous intéressons dans le
chapitre III de cette thèse au processus de Poisson de la mesure d’intensité Q donnée par

Q(A) = νL(A) pour tout A ∈ B(Rd)

où ν > 0 est une constante, L est la mesure Lebesgue de Rd. Dans ce cas, ν > 0 est appelée
intensité du processus de Poisson Π.
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Remarque 1.7. Ici nous avons suivi le point de vue de Kingman [Kin93], mais il est souvent
utile d’identifier Π(ω) à la mesure ponctuelle ∑i δωi où δx est une masse de Dirac comme dans
Neuveu [Nev77]. Alors, nous appelons aussi Π un processus ponctuel de Poisson et Π(ω) un
nuage de Poisson.

Remarque 1.8. Puisque nous voudrons montrer la continuité de l’exposant de Lyapunov par
rapport à l’intensité de la loi du potentiel, nous travaillerons ici et dans le chapitre 3 avec la
définition 1.6 pour que tous les processus de Poisson soient définis dans un même espace de
probabilité.

Remarque 1.9. Si nous identifions Π(ω) avec ω et Ω avec S∞, nous pouvons considérer un
processus de Poisson de mesure d’intensité Q dans S comme un espace de probabilité (Ω,F,P)
tel que :

Ω = {ω := (ωi)i≥0, ωi ∈ S},

la tribu F est engendrée par les ensembles de la forme :

CB,k = {ω ∈ Ω : card(ω ∩B) = k}

où B ∈ B(S) et k ≥ 0 est un entier. La probabilité P est donnée par :

P(CB,k) = Q(B)k
k! exp(−Q(B))

et pour B1, B2, · · · , Bs ∈ B(S) disjoints :

P(CB1,k1 ∩ · · · ∩ CBs,ks) = Πs
i=1P(CBi,ki)

Le théorème de superposition des processus ponctuels de Poisson indépendants ci-dessous
a un rôle important dans notre démonstration de la continuité de l’exposant de Lyapunov :

Théorème 1.10. Soit Π1,Π2, ... une collection dénombrable de processus ponctuels de Poisson
indépendants sur Rd et supposons que Πn est d’intensité νn > 0. Alors, leur superposition

Π = ∪∞n=1Πn

est un processus ponctuel de Poisson d’intensité ν = ∑∞
n=1 νn.
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1.3.2 Théorème de Campbell

Supposons que f est une fonction de Rd dans R. Notons V une variable aléatoire sur l’espace
de probabilité (Ω,F,P) donné par une somme de la forme :

V (ω) :=
∑

x∈Π(ω)
f(x) (1.13)

Le théorème de Campbell énoncé ci-dessous dans [Kin93] de Kingman nous donne une condition
nécessaire et suffisante pour la convergence de cette somme et l’expression de l’espérance et de
la variance de la variable aléatoire V .

Théorème 1.11 (Théorème de Campbell). Soit Π un processus ponctuel de Poisson de la
mesure ponctuelle Q de (Ω,F,P) dans Rd. Soit f : Rd −→ R une fonction mesurable. Alors, la
somme dans (1.13) est absolument convergente avec probabilité 1 si et seulement si :

∫
Rd

min(|f(x)|, 1)dQ(x) <∞. (1.14)

Si cette condition est vérifiée, alors :

E(exp(θV )) = exp
( ∫

Rd
(exp (θf(x))− 1)dQ(x)

)
(1.15)

pour tous les nombres complexes θ pour lesquels l’intégrale de droite converge. De plus :

E(V ) =
∫
Rd
f(x)dQ(x) (1.16)

au sens où l’espérance existe si et seulement si l’intégrale converge, et alors elles sont égales.
Si (1.16) converge, alors :

V ar(V ) =
∫
Rd
f 2(x)dQ(x) (1.17)

est finie ou infinie.

Corollaire 1.12. Si f1, f2, ..., fn sont des fonctions mesurables de Rd dans R satisfaisant (1.14),
alors :

Vj(ω) :=
∑

x∈Π(ω)
fj(x) (1.18)

converge avec probabilité 1, et pour tous les réels t1, · · · , tn,

E(exp (it1V1 + · · ·+ itnVn)) = exp
( ∫

Rd
(eit1f1(x)+···+itnfn(x) − 1)dQ(x)

)
(1.19)
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Si de plus les fonctions fj satisfont :∫
Rd
f 2
j (x)dQ(x) <∞ (1.20)

Alors,
Cov(Vj, Vk) =

∫
Rd
fj(x)fk(x)dQ(x) (1.21)

1.3.3 Mouvement brownien en potentiel poissonnien à portée finie

Nous noterons Z = (Zs)s≥0 un mouvement brownien standard sur Rd, d ≥ 2. Pour x ∈ Rd,
nous notons Px la mesure de Wiener partant de x et Ex l’espérance respectivement à Px. Nous
considérons dans cette section un modèle où Z se déplace dans un environnement aléatoire qui
est construit par des obstacles centrés à des points d’un processus de Poisson Π d’intensité
ν > 0. Les obstacles sont formés par une fonction bornée, non négative, mesurable à support
compact W : Rd −→ R+. Notons r0 le rayon de la plus petite boule contenant ce support,

r0 := inf{t > 0 : W = 0 dans B̄(0, t)c} (1.22)

Le potentiel V : Rd × Ω −→ [0,+∞] est donné par :

V (x, ω) := V (x) :=
∑

xi∈Π(ω)
W (x− xi) =

∫
Rd
W (x− x′)Π(ω)(dx′) (1.23)

Nous parlerons alors de mouvement brownien en potentiel poissonnien à portée finie. Nous
remarquons que si |x − y| est suffisamment grand, V (x) et V (y) sont indépendants. Pour
y ∈ Rd, nous définissons :

H(y) := inf{s ≥ 0 : Zs ∈ B̄(y, 1)} (1.24)

où B(y, 1) est la boule ouverte de rayon 1 centrée en y et B̄(y, 1) est son adhérence.

e(x, y, ω) := Ex
(

exp(−
∫ H(y)

0
V (Zs, ω)ds), H(y) <∞

)
(1.25)

a(x, y, ω) := − ln e(x, y, ω) (1.26)

Quand on veut mettre l’accent sur l’intensité de processus poissonnien, on écrit a(x, y, ω, ν) au
lieu de a(x, y, ω).
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[Szn98] a montré l’existence des exposants de Lyapunov pour ce modèle :

Théorème 1.13. Il existe une norme non aléatoire qui ne dépend que de la fonction W , de
l’intensité ν > 0 du processus de Poisson, de la dimension d, α : Rd −→ R+ telle que :

lim
k→∞

1
k
a(0, kx, ω) = lim

k→∞

1
k
E[a(0, kx)] = inf

k∈N

1
k
E[a(0, kx)] = α(x). (1.27)

α est appelé l’exposant de Lyapunov . De plus, pour x ∈ Rd :

α(x) ≤
√

2(1 + λd + |W |∞νL(B̄(0, r0 + 2))|x| (1.28)

où λd est valeur propre principale de Dirichlet de −1
24 dans B(0, 1).

Des propriétés de l’exposant de Lyapunov comme le théorème de la forme limite et des esti-
mations de grandes déviations peuvent être trouvées dans le chapitre 5 de [Szn96] de Sznitman.
Nous avons aussi des applications des exposants de Lyapunov présentées par Wuthrich dans
[Wüt98c], [Wüt98a], [Wüt98b] et par Rueβ dans [Rue12]...MBPP partage également un grand
nombre de propriétés et techniques avec les modèles PPP, MAPP et polymère dirigé où les
références sont très riches.

1.3.4 Mouvement brownien en potentiel poissonnien à longue portée

Ce modèle du mouvement brownien dans un potentiel poissonnien à longue portée (MBP-
PLP) a été introduit par Lacoin dans [Lac12a] et [Lac12b]. Pour tout y ∈ Rd, nous étudions
les trajectoires d’un mouvement brownien Z = (Zs)s≥0 dans Rd jusqu’au temps d’atteinte de la
boule unité centrée en y. Le potentiel poissonnien V que nous considérons est construit à partir
d’obstacles dont les centres et les rayons sont donnés par un processus de Poisson. Contrai-
rement au cas à portée finie de la section précédente, les rayons ne sont pas identiques mais
suivent une loi à queue lourde. En conséquent, le potentiel ainsi construit est fortement corrélé
et les estimations des exposants critiques obtenues par Lacoin sont sensiblement différentes du
modèle à potentiel à portée finie. La définition précise du potentiel V ainsi que ses propriétés
seront données dans la section 2 du chapitre III où les résultats obtenus pour ce modèle de la
thèse seront démontrés en détails.
Dès que le potentiel sera déterminé, nous pouvons définir de même manière que (1.25) et (1.26)
les quantités e(x, y, ω) et a(x, y, ω).
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2 Quelques outils

Notre étude nécessite de connaître quelques outils utiles pour nos trois modèles que nous
présentons dans cette section.

2.1 Théorèmes ergodiques

Nous débutons par des concepts de base de théorie ergodique. Pour plus de détails, nous
pourrons se référer aux livres [KSF82] de Kornfel’d, Sinai et Fomin ou [KB85] de Krengel et
Brunel. Supposons que (Ω,F, ρ) est un espace mesuré.

2.1.1 Système dynamique

Définition 2.1. On dit qu’une application T : (Ω,F, ρ) −→ (Ω,F, ρ) préserve la mesure ρ si T
est mesurable et pour tout A ∈ F, ρ(A) = ρ(T−1(A)) où T−1(A) = {ω ∈ Ω : T (ω) ∈ A}.

Pour n > 1, notons T n(ω) := T (T n−1(ω)) et T 1(ω) := T (ω).

Définition 2.2. Supposons que {T t}t∈R est une famille d’applications de Ω dans Ω telle que
T 0 soit l’identité et T t+s = T t ◦ T s pour tous les t, s ∈ R. On dit que {T t} est un flot si
l’application T t préserve la mesure ρ pour tout t ∈ R et si l’application ϕ : Ω×R −→ Ω donnée
par ϕ(ω, t) = T t(ω) est mesurable.

Définition 2.3. Un système dynamique discret est un quadruplet (Ω,F, ρ, T ) où T préserve la
mesure ρ.
Un système dynamique continu est un quadruplet (Ω,F, ρ, {T t}t∈R) où {T t}t∈R est un flot.

Définition 2.4. Un système discret (Ω,F, ρ, T ) est ergodique si pour tout A ∈ F tel que
T−1(A) = A ρ-presque surement, nous avons ρ(A) = 0 ou ρ(Ac) = 0.
Un système continu (Ω,F, ρ, {T t}t∈R) est ergodique si pour tout A ∈ F tel que pour tout t ∈ R,
T t(A) = A ρ-presque surement, nous avons ρ(A) = 0 ou ρ(Ac) = 0.

Proposition 2.5. Un système dynamique (Ω,F, ρ, T ) est ergodique si et seulement si pour tout
f ∈ L2(Ω,F, ρ), telle que f ◦ T = f , ρ-presque sûrement, nous avons que f est une constante,
ρ-presque sûrement.

Définition 2.6. Un système dynamique est mélangeant si pour toutes f, g ∈ L2(Ω,F, ρ), nous
avons

lim
n→+∞

∫
Ω
f(T n(ω))g(ω)dρ =

∫
Ω
f(ω)dρ

∫
Ω
g(ω)dρ
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dans le cas discret où T préserve la mesure ;

lim
t→±∞

∫
Ω
f(T t(ω))g(ω)dρ =

∫
Ω
f(ω)dρ

∫
Ω
g(ω)dρ

dans le cas continu où T est un flot.

Proposition 2.7. Si un système dynamique discret ou continu est mélangeant, alors il est
ergodique.

2.1.2 Un théorème sous-additif ergodique

En 1968, une importante nouvelle impulsion a été donnée à l’étude des théorèmes ergodiques
préservant la mesure des transformations par la preuve de Kingman [Kin68] du théorème ergo-
dique sous-additif, qui a ouvert un nombre impressionnant de nouvelles applications. L’existence
des exposants de Lyapunov dans nos trois modèles et de la constante de temps de percolation,
etc, sont des corollaires de ce théorème.

Théorème 2.8. [Kingman68] Soit (Ω,F, ρ, T ) un système dynamique mesuré où ρ est une me-
sure finie. Soit (Xm,n, 0 ≤ m ≤ n) une famille de variables aléatoires sur (Ω,F, ρ) satisfaisant :

(i) Xm,n ◦ T = Xm+1,n+1

(ii) Xm,n ≤ Xm,k +Xk,n pour tout 0 ≤ m < k < n

(iii) infn≥0
1
n

∫
ΩX0,ndρ > −∞

(iv)
∫

Ω X
+
0,1dρ <∞

Alors, limn→∞
X0,n
n

converge presque sûrement et dans L1(Ω, ρ) vers une variable aléatoire X
qui satisfait X ◦ T = X, ρ presque partout. De plus, si le système (Ω,F, ρ, T ) est ergodique, X
est une constante.

2.1.3 Un théorème de la forme limite

L’étude de la forme limite dans de nombreux modèles en milieu aléatoire est riche. Pour la
constante de temps, Cox et Durrett [CD81b] a donné les conditions nécessaires et suffisantes
pour obtenir un théorème de la forme limite dans le modèle percolation indépendant en dimen-
sion d = 2 puis Kesten [Kes86] en dimension d ≥ 2. Boivin [Boi90] a généralisé ce résultat en
percolation stationnaire. Pour les exposants de Lyapunov, Sznitman [Szn94] en a aussi prouvé
une version dans le cas du mouvement brownien en potentiel poissonnien ; Zerner [Zer98] l’a
établi pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire pour un potentiel indépendant de mo-
ment d’ordre d fini et Mourrat [Mou12] en a donné plusieurs versions sous diverses conditions
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d’intégrabilité. Garet et Marchand [GM04] ont donné une condition d’intégrabilité suffisante
pour obtenir un théorème de la forme limite pour des temps de passage stationnaire restreint à
un amas de percolation sur-critique. Björklund [Bjö10] a généralisé le travail de Boivin [Boi90]
dans un contexte très général.

Tout d’abord, nous avons besoin d’un espace de Lorentz. Si f est une fonction à valeurs
réelles, mesurable sur un espace probabilité (Ω,F,P), la norme Lorentz de f est définie par
||f ||d,1 =

∫ 1
0 f
∗(s)s(1/d)−1ds où f ∗ : [0, 1] → R+, est la fonction décroissante continue à droite

qui a la même loi que |f |. ||f ||d,1 est bien une norme. Notons,

Ld,1 = {f : ||f ||d,1 <∞}

l’espace de Lorentz. Nous avons que Ld,1 est un espace Banach et il y a des constantes positives
c et c′ telles que :

c′||f ||d+ε ≥ ||f ||d,1 ≥ c||f ||d où ||f ||pp =
∫

Ω
|f |pdP

Définition 2.9. Une Zd-action sur un espace de probabilité (Ω,F,P) est une famille {Tz}z∈Zd
d’applications de Ω à Ω indexée par Zd telle que pour tout z ∈ Zd, Tz préserve la probabilité P
et pour tout z1, z2 ∈ Zd, Tz1 ◦ Tz2 = Tz1+z2.
De plus, si pour tout z ∈ Zd \ {0}, le système dynamique (Ω,F,P, Tz) est ergodique, la famille
{Tz}z∈Zd est appelée une Zd-action ergodique sur (Ω,F,P).

Définition 2.10. Un semi-métrique aléatoire sur Zd sur un espace de probabilité (Ω,F,P) avec
une Zd-action {Tz}z∈Zd est une application η : Zd × Zd × Ω −→ R+ telle que η(·, ·, ω) est une
semi-métrique P- presque sûrement et pour tout x, y, z ∈ Zd, ω ∈ Ω

η(x, y, Tzω) = η(z + x, z + y, ω) (2.1)

et pour tout x, y ∈ Zd, l’application : ω 7→ η(x, y, ω) est mesurable.

Théorème 2.11. Supposons que η est une semi-métrique aléatoire sur Zd sur un espace de
probabilité (Ω,F,P) avec une Zd-action ergodique {Tz}z∈Zd. Supposons que η(0, x) est dans
Ld,1(Ω,F,P) pour tout x ∈ Zd. Alors, il existe une semi-norme L sur Rd telle que P- presque
sûrement :

lim
|x|→∞

η(0, x, ω)− L(x)
|x|

= 0 (2.2)
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2.2 Théorie du potentiel

Nous présentons ici quelques notions de théorie du potentiel essentielles pour étudier des
asymptotiques de Wiener (section 2.3 du chapitre 3) et des propriétés de la fonction de Green
gλ(x, y) (voir 2.9 pour sa définition) du mouvement brownien en potentiel poissonnien. Pour
plus de détails, nous pourrons nous référer au livre [Szn98] de Sznitman.
Rappelons que Z = (Zs)s≥0 est un mouvement brownien standard sur Rd, d ≥ 2 avec la mesure
de Wiener Px partant de x et Ex est l’espérance par rapport à Px. Si U est un sous-ensemble
ouvert de Rd

TU := inf{t ≥ 0, Zt /∈ U} (2.3)

2.2.1 Valeur propre principale de Dirichlet

On dit qu’une fonction g mesurable sur Rd est dans K loc
d si

∀N ≥ 1, lim
r↓0

sup
|x|≤N

Ex(
∫ Tr

0
|g|(Zs)ds) = 0 (2.4)

où Tr := inf{s ≥ 0, |Zs − Z0| ≥ r}.
Pour f mesurable sur Rd, U 6= ∅ un sous-ensemble ouvert de Rd, V ≥ 0 dans K loc

d , nous
définissons,

RU,V
t f(x) = Ex[f(Zt) exp(−

∫ t

0
V (Zs)ds), TU > t] (2.5)

Quand U = Rd, nous écrivons RV
t f(x) au lieu de RRd,V

t f(x). Sznitman [Szn98] a montré que,

Proposition 2.12. Si f ∈ Lp(U), 1 ≤ p ≤ ∞, si V ≥ 0, V ∈ K loc
d nous avons,

(i) RU,V
t |f |(x) <∞, pour tout x ∈ Rd, t > 0.

(ii) pour tout t > 0, ||RU,V
t f ||p ≤ Ap exp(Bpt)||f ||p où Ap, Bp sont deux constantes positives

qui ne dépendent que de p.

Définition 2.13. Soient U 6= ∅ un sous-ensemble ouvert de Rd et V ≥ 0 dans K loc
d . La valeur

propre principale de Dirichlet λV (U) est définie par

λV (U) := inf{
∫
U

1
2 |∇f |

2 + V f 2dx, f ∈ C∞c (U),
∫
f 2dx = 1} (2.6)

Théorème 2.14. Si U 6= ∅ est un sous-ensemble ouvert et connexe de Rd et V ≥ 0 est dans
K loc
d , nous avons, pour tout x ∈ U ,

λV (U) = − lim
t→∞

1
t

lnRU,V
t 1(x) (2.7)
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Remarque 2.15. Si U = Rd, V ≥ 0, V ∈ K loc
d , nous avons,

λV (Rd) = − lim
t→∞

1
t

lnEx[exp(−
∫ t

0
V (Zs)ds)] (2.8)

2.2.2 Fonction de Green et inégalités de Harnack

Supposons que V : Rd −→ R est une fonction non négative. Pour λ ≥ 0, x, y ∈ Rd, on
introduit maintenant la fonction de Green par rapport à la fonction λ+ V :

gλ(x, y) =
∫ ∞

0
e−λsr(s, x, y)ds (2.9)

où t > 0, r(t, x, y) est donné par :

p(t, x, y) = (2πt)− d2 exp
(
− |y − x|

2

2t
)

(2.10)

r(t, x, y) = p(t, x, y)Et
x,y

[
exp(−

∫ t

0
V (Zs)ds)

]
(2.11)

Ici P t
x,y, Et

x,y est la loi et l’espérance du pont Brownien au temps t. Nous remarquons que pour
d ≥ 2, pour tout λ ≥ 0, pour tout x, y ∈ Rd,

gλ(x, y) ≤ g0(x, y) <

C1(d)|x− y|2−d si d ≥ 3

C2(d) ln |x− y| P− p.s si d = 2.
(2.12)

où C1(d), C2(d) sont deux constantes qui ne dépendent que de d.

Proposition 2.16. Si f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞, V ≥ 0, V ∈ K loc
d alors, pour tout x ∈ Rd,

t > 0, λ ≥ 0
Rλ+V
t f(x) =

∫
Rd

exp(−λt)r(t, x, y)f(y)dy

∫ t

0
Rλ+V
t f(x)dt =

∫
Rd
gλ(x, y)f(y)dy (2.13)

Pour la loi de sortie de la sphère par un mouvement brownien, nous avons la formule de
Poisson ci-dessous

Proposition 2.17. [ Formule de Poisson] Pour x ∈ Rd, R > 0, notons T := TB(x,R) le temps
de sortie de la boule B(x,R). Soit f : Rd −→ R une fonction mesurable bornée. Nous avons
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pour d ≥ 2, pour tout x′ ∈ B(x,R)

Ex′(f(ZT )) =
∫
∂B(x,R)

vx(x′, y)f(y)dπ(y) (2.14)

où vx(x′, y) = Rd−2R2−|x′−x|2
|x′−y|d et π est l’élément d’aire normalisé de la sphère ∂B(x,R). Si d = 1,

nous avons,

vx(x′, x+R) := Px′(ZT = x+R) = 1
2R(x′−x+R) et vx(x′, x−R) := Px′(ZT = x−R) = 1

2R(x−x′+R)

La densité vx(x′, y) est appelée noyau de Poisson d’une boule de rayon R.

Nous présentons maintenant un lemme qui est montré par Sznitman [Szn98] (voir le lemme
2.3 du chapitre 1) et qui est utile dans la démonstration des inégalités de Harnack.

Lemme 2.18. Pour tout x′ ∈ B(x, 2), nous avons, Px′-presque sûrement,

Ex′ [TB(x,2) | ZTB(x,2) ] = hx(x′, ZTB(x,2)) (2.15)

où pour tout y ∈ ∂B(x, 2),

hx(x′, y) = 1
vx(x′, y)

∫
B(x,2)

∫ ∞
0

p(s, x′, z)P s
x′,z(TB(x,2) > s)vx(z, y)dsdz (2.16)

Pour x, y ∈ Rd, λ ≥ 0, V : Rd −→ R une fonction non négative, comme dans (2.16), nous
définissons,

eλ(x, y) := Ex[exp(−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds), H(y) <∞] (2.17)

Théorème 2.19 (Inégalités de Harnark). Soit x, y ∈ Rd, |x−y| > 4 λ ≥ 0. Si V ≥ 0, V ∈ K loc
d ,

alors pour tout x1, x2 ∈ B(x, 1) et y1, y2 ∈ B(y, 1)

1
A
≤ gλ(x1, y1)gλ(x2, y2) ≤ A; 1

Ã
≤ eλ(x1, y1)/eλ(x2, y2) ≤ Ã

où A = ( sup v0
inf v0

)2 exp[sup(h0)(2λ + supB̄(x,2) V (·) + supB̄(y,2) V (·))] ; Ã = sup v0
inf v0

exp[sup(h0)(λ +
supB̄(x,2) V (·)] et sup et inf sont pris sur B̄(0, 1)× ∂B(0, 2).
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3 Les résultats de la thèse

3.1 Marche aléatoire en potentiel aléatoire

3.1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

De nombreux aspects des exposants de Lyapunov de marches aléatoires et du mouvement
brownien dans un potentiel aléatoire ont déjà été considérés. Les premiers résultats sont exposés
dans le livre de Sznitman [Szn98]. Kosygina-Mountford-Zerner [KMZ11] se sont intéressés au
comportement des exposants de Lyapunov quenched et annealed quand le potentiel tend vers
zéro. Ils ont montré que les deux exposants se comportent asymptotiquement de la même façon.
Mourrat [Mou12] a donné des conditions optimales pour l’existence des exposants de Lyapunov
quenched, et pour des versions appropriées du théorème de la forme limite. Les exposants
de Lyapunov nous permettent d’obtenir quelques propriétés de grandes déviations comme l’a
observé Sznitman [Szn94].

Nous voulons étudier la continuité des exposants de Lyapunov pour la marche aléatoire par
rapport à la loi de potentiel dans le cas de potentiels indépendants. La propriété de continuité
des exposants de Lyapunov pour un mouvement brownien en potentiel stationnaire a été consi-
dérée par Rueβ [Rue12]. Il a donné également un contre-exemple où l’exposant quenched n’est
pas continu par rapport à la loi du potentiel. En percolation de premier passage, Cox [Cox80]
a montré la continuité de la constante de temps par rapport à la loi de temps de passage.
Scholler [Sch14] a aussi étudié cette question pour un modèle de coloration aléatoire qui est un
modèle de la percolation de premier passage avec dépendance. La marche aléatoire en potentiel
aléatoire partage également de nombreuses similarités avec les polymères en milieu aléatoire
bien que dans ce modèle, la moyenne est prise sur des trajectoires de même longueur. Pour
les polymères aléatoires, quand le potentiel est donné par un environnement ergodique et par
la grandeur des sauts de la marche, Rassoul-Agha et Seppäläinen [[RASY13], le lemme 3.1] a
montré la continuité dans Lp (p > d) de l’énergie quenched d’un point à l’autre par rapport à
la loi du potentiel.

Nous notons D, l’ensemble des fonctions de répartition F qui attribuent la probabilité 1 à
l’intervalle [0,+∞[ et telles que F (0) < 1. Et D1 dénote le sous-ensemble de D qui contient les
fonctions de répartition de moyennes finies.

Soit (Ω,F,P) un espace de probabilité. Soit ξ(x), x ∈ Zd une famille de variables aléatoires
i.i.d de la loi uniforme sur (0, 1). Soit V (x) := F−1(ξ(x)), alors V (x), x ∈ Zd est une famille
de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F . Donc pour une fonction de répartition
F , nous pouvons construire un potentiel V qui suit la loi de F . Nous énonçons maintenant nos
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I.3 Les résultats de la thèse

résultats principaux.

Théorème 3.1. Soit d ≥ 3. Supposons que (Fn) est une suite de fonctions de répartition dans
D1 et qu’il existe une fonction de répartition G ∈ D1 telle que G ≤ Fn pour tout n. Alors si
Fn

w→ F , nous avons pour tout x ∈ Rd, limn→∞ αFn(x) = αF (x) et la convergence est uniforme
sur tout compact de Rd.

Théorème 3.2. Soit d ≥ 3. Supposons que (Fn) est une suite de fonctions de répartition
dans D telle que Fn w→ F où F ∈ D. Alors limn→∞ βFn(x) = βF (x) pour tout x ∈ Rd et la
convergence est uniforme sur tout compact de Rd.

Remarque 3.3. La condition en terme de G dans le théorème 3.1 assure que les fonctions de
répartition ont des moyennes uniformément bornées. Mais l’exposant Lyapunov annealed existe
même si

∫
tdF (t) = +∞. C’est la raison pour laquelle nous n’avons pas besoin de moyennes

finies dans Théorème 3.2.

Remarque 3.4. La marche aléatoire simple est transiente sur Zd si d ≥ 3. Il s’agit d’une
propriété importante dans notre travail. Quand d = 1 ou d = 2 et le potentiel est borné infé-
rieurement, nous avons aussi la continuité des exposants de Lyapunov (voir la proposition 1.10
du chapitre II). Quand d = 2 et inf V = 0, la marche simple est récurrente, nous ne pouvons
pas alors appliquer nos arguments (c’est aussi un problème rencontré par Zerner [Zer98] (le
commentaire suivant le théorème 11)). Mais la propriété de continuité par rapport à la loi du
potentiel des exposants de Lyapunov est probablement vraie.

3.1.2 Relation entre des exposants critiques

Les définitions précises des exposants ξa, ξb, χa, χb seront données dans la section 2 du
chapitre II.
D’après Kardar, Parisi et Zhang dans [KPZ86], Krug et Spohn dans [KS91], on s’attend à ce
que pour plusieurs modèles de physique statistique l’égalité χ = 2ξ − 1 soit vérifiée avec une
définition appropriée des exposants critiques χ et ξ. Il y a de nombreux articles mathématiques
qui s’intéressent aux propriétés des exposants critiques. Parmi ceux-ci, Wüthrich [Wüt98b],
Chatterjee [Cha13], Auffinger et Damron [AD13] ont réussi à montrer cette relation entre χ et
ξ sous certaines conditions pour unmouvement brownien en potentiel poissonnien, en percolation
de premier passage et pour les polymères dirigés en environnement aléatoire, respectivement.
Dans ce chapitre, sous quelques conditions, nous donnons une démonstration de χ ≥ 2ξ − 1
pour la MAPA. Nous commençons par formuler deux hypothèses dont nous avons besoin dans
notre travail.
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Hypothèse (1). V (x, ω), x ∈ Zd sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d), non
constants, non négatifs et bornés supérieurement par M > 0 :

0 ≤ V (x, ω) ≤M (3.1)

pour tout x ∈ Zd et pour tout ω ∈ Ω. De plus, pour d = 2, nous supposons qu’il existe ε > 0 tel
que V (x, ω) ≥ ε > 0 P ps.

Hypothèse (2).
α(e1 + z) ≥

√
1 + |z|2α(e1) (3.2)

pour tout z ∈ H0, où H0 est un hyperplan qui passe par l’origine et est perpendiculaire à e1.

Cette condition implique que la direction e1 est une direction de courbure de la sphère unité
de α. Nous remarquons que la condition (3.2) est équivalente à :

α(e1) = min
x∈Rd,|x|=1

α(x) (3.3)

[Zer98] a donné une expression explicite de α(x) dans le cas d’un potentiel constant. Cette
expression permet de vérifier l’hypothèse (2). Au vu du résultat de continuité uniformément en
x de α par rapport à la loi du potentiel de Le [Le13], nous pouvons nous attendre à ce qu’elle soit
vérifiée pour plusieurs potentiels. De plus, d’après le résultat de Kosygina, Mountford et Zerner
dans [KMZ11], toutes les directions seraient des directions de courbure quand le potentiel tend
vers 0. Récemment, en PPP, les simulations de Deijfen et Erick Alm [DA14] nous permettent de
croire que e1 est une direction de courbure de la sphère unité de la constante de temps. D’autre
part, nous pouvons exprimer cette condition en terme d’un exposant de courbure κ > 0 comme
dans [AD13] de Auffinger et Damron où ils montrent que χ = κξ − (κ − 1) pour le modèle
polymère dirigé en milieu aléatoire.
De plus, α(x) est invariante par permutation des coordonnées : α(e1) = α(e2) = · · · = α(ed),
alors si une coordonnée de Zd est une direction courbure, c’est vrai aussi pour les autres.

Théorème 3.5. Soit d ≥ 1. Sous les hypothèses (1) et (2), nous avons :

χa ≥ 2ξb − 1 (3.4)
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3.2 Mouvement brownien en potentiel poissonnien

3.2.1 Continuité des exposants de Lyapunov en potentiel à portée finie

Pour le modèle du mouvement brownien en potentiel poissonnien à portée finie, nous
obtenons aussi un résultat de continuité de l’exposant de Lyapunov par rapport à l’intensité
du processus poissonnien. Fixons W : Rd −→ R+ une fonction bornée, non négative, mesurable
avec support compact. Nous avons,

Théorème 3.6 (Propriété de continuité). Soit d ≥ 3. Si (νn)n≥0 est une suite de réels positifs
telle que limn→∞ νn = ν > 0, alors pour tout x ∈ Rd,

lim
n→∞

ανn(x) = αν(x)

où αν est l’exposant de Lyapunov correspondant au processus poissonnien d’intensité ν.

La continuité des exposants de Lyapunov est aussi étudiée dans le cas d’un potentiel sta-
tionnaire [Rue14] où il a donné un contre exemple à la continuité par rapport à la loi du
potentiel.

3.2.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à longue portée

Le modèle MBPP à longue portée sera présenté en détails dans la section 2 du chapitre III.
Pour un potentiel poissonnien à longue portée, [Lac12a] et [Lac12b] de Lacoin ont montré la

relation entre les exposants critiques. Ici, nous nous intéressons à la validité d’une estimation des
grandes déviations. L’existence des exposants de Lyapunov et les théorèmes de la forme limite
sont utilisés dans nos arguments. La fonction de corrélation du potentiel V est à décroissance
polynomiale.

Théorème 3.7. [Existence des exposants de Lyapunov quenched] Sous la condition γ+δ−d > 0,
il existe une norme non-aléatoire αλ = αλ(δ, γ, d) : Rd −→ R+ telle que :

lim
k→∞

1
k
aλ(0, kx, ω) = lim

k→∞

1
k
E[aλ(0, kx)] = inf

k∈N

1
k
E[aλ(0, kx)] = αλ(x). (3.5)

αλ est appelée exposant de Lyapunov quenched. Nous pouvons remplacer a(0, x, ω) par d(0, x, ω)
dans (3.5). De plus, pour tout x ∈ Rd :

αλ(x) ≤
√

2(λd + λ+ 2d Ldδ

δ + γ − d
)|x| (3.6)
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où λd représente la valeur propre de Dirichlet principale de −1
2∆ de B(0, 1), Ld est le volume

de la boule unité de Rd. De plus, pour tout x ∈ Rd, α(·)(x) : [0,∞) −→ R+ est une fonction
continue, concave et croissante en λ.

Théorème 3.8. [Théorème de la forme limite] Sous la condition δ+γ−d > 0, pour tout λ ≥ 0,
P presque sûrement :

lim
|x|→∞

1
|x|
|dλ(0, x, ω)− αλ(x)| = 0. (3.7)

Dans (3.7), nous pouvons remplacer d(0, x, ω) par a(0, x, ω).

La définition de bλ(·) est donnée dans la section l’existence de l’exposant de Lyapunov an-
nealed du chapitre III. Il s’agit une analogue annealed de quantités a.

Théorème 3.9 (Existence des exposants de Lyapunov annealed et théorème de la forme limite).
Soit γ+ δ−d > 0. Il existe une norme βλ = βλ(δ, γ, d) : Rd −→ R+ telle que pour tout M > 0 :

lim
x→∞

sup
0≤λ≤M

1
|x|
|bλ(x)− βλ(x)| = 0 (3.8)

De plus, il existe une constante c2 > 0 telle que pour tout x ∈ Rd, c2|x| ≤ βλ(x) ≤ αλ(x)

Les définitions de Qt,ω, Qt, I, J sont données dans la section estimation des grandes dé-
viations du chapitre III. Il s’agit de la loi conditionnée par la survie jusqu’au temps t, de son
analogue annealed et des fonctions de taux correspondantes.

Théorème 3.10. (i) Si δ > 4d
3 , il existe un ensemble de P- mesure pleine telle que pour

tout ω dans cet ensemble, pour tout sous-ensemble fermé A de Rd, nous avons

lim sup
t→∞

1
t

lnQt,ω(Zt ∈ tA) ≤ − inf
x∈A

I(x) (3.9)

(ii) Si δ > d, pour tout sous-ensemble fermé A de Rd,

lim sup
t→∞

1
t

lnQt(Zt ∈ tA) ≤ − inf
x∈A

J(x) (3.10)
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Chapitre II

Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

Le but de ce chapitre est de donner les démonstrations des résultats qui ont été énoncés
dans la section 3.1 du chapitre I.

1 Continuité des exposants de Lyapunov

Nous étudions une marche aléatoire simple en potentiel non-négatif, indépendant et identi-
quement distribué dans le réseau Zd, d ≥ 3 qui est présentée à la section 1.2 du chapitre I. Nous
prouvons les théorèmes 3.1 et 3.2 du chapitre I de la continuité des exposants de Lyapunov
par rapport à la loi du potentiel. Dans le cas quenched, nous supposons que les potentiels sont
intégrables alors qu’il n’y a pas de conditions supplémentaires dans le cas annealed.

Le présent chapitre dont un intitulé plus explicite serait sur la continuité des exposants de
Lyapunov de la marche aléatoire en potentiel aléatoire, reprend le travail de l’article [Le13], qui
a été accepté pour la publication pour Bernoulli Journal.

1.1 Lois conditionnelles des trajectoires et un théorème abstrait de
[Cox80]

Rappelons que Sn, n ∈ N est une marche aléatoire simple sur Zd dont la loi et l’espérance
partant de x sont notées Px et Ex, respectivement. H(y), y ∈ Zd est le temps d’atteinte de
y pour la première fois par la marche. Les potentiels V (x), x ∈ Zd sont non-négatifs, i.i.d
définis sur un espace de probabilité (Ω,F,P) et l’espérance est notée E. Notons F la fonction
de répartition de V .

D’abord, nous allons présenter les lois conditionnelles quenched et annealed des trajectoires
qui jouent un rôle important dans nos arguments.

Pour ω ∈ Ω, considérons un processus de Markov avec un état absorbant sur l’espace des
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états Zd ∪ {4} où 4 est un état absorbant dont la matrice de transition est donnée par,

p(x, y, ω) =



1
2d exp(−V (x, ω)) si |x− y| = 1

1− exp(−V (x, ω)) si x 6= 4 = y

1 si x = y = 4

0 ailleurs

(1.1)

La loi des trajectoires de cette marche partant de x est notée par P̆x,ω. Alors, nous pouvons
interpréter e(x, y, F, ω) comme la probabilité que la marche aléatoire partant de x atteigne y
avant d’être tuée :

e(x, y, F, ω) := Ex
(

exp(−
H(y)−1∑
m=0

V (Sm, ω)), H(y) <∞
)

:= P̆x,ω(H(y) <∞) (1.2)

Proposition 1.1 (la sur-multiplicativité de e). Pour tout x, y, z ∈ Zd, ω ∈ Ω, nous avons :

e(x, y, ω) ≥ e(x, z, ω) · e(z, y, ω) (1.3)

Démonstration. D’après la définition de e(·, ·, ω) et la propriété de Markov forte, nous avons
pour tout x, y, z ∈ Zd, ω ∈ Ω :

e(x, y, ω) = P̆x,ω(H(y) <∞)

= P̆x,ω(H(z) < H(y) <∞) + P̆x,ω(H(y) < H(z))

= P̆x,ω(H(z) < H(y))P̆z,ω(H(y) <∞) + P̆x,ω(H(y) < H(z))

≥ P̆z,ω(H(y) <∞)[P̆x,ω(H(z) < H(y)) + P̆x,ω(H(y) < H(z))] (1.4)

Par la définition de la marche tuée (voir (1.1)), on a :

1 = P̆x,ω(H(z) < H(y)) + P̆x,ω(H(y) < H(z)) + P̆x,ω(H(y) = H(z) =∞) (1.5)

De (1.4) et (1.5) :

e(x, y, ω) ≥ e(z, y, ω)(1− P̆x,ω(H(y) = H(z) =∞)

≥ e(z, y, ω)(1− P̆x,ω(H(z) =∞)) = e(z, y, ω)P̆x,ω(H(z) <∞) = e(z, y, ω)e(x, z, ω)
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Rappelons nous aussi les quantités importantes a(x, y, ω) := ln e(x, y, ω) et b(x, y, ω) :=
lnEe(x, y, ω) dans notre modèle. Introduisons maintenant pour ω ∈ Ω et x, y ∈ Zd la loi
quenched des trajectoires conditionnée à atteindre y :

P̂ y
x,ω(·) := P̆x,ω(· | H(y) <∞), (1.6)

et la loi annealed des trajectoires conditionnée à atteindre y :

P̂yx(·) := P̆x(· | H(y) <∞) où P̆x(·) = EP̆x,ω(·). (1.7)

Les espérances par rapport à P̂ y
x,ω et à P̂yx sont dénotées par Êy

x,ω et Êyx, respectivement. De
façon équivalente, pour toute variable aléatoire X nous avons,

Êy
x,ω(X) = Ex[X exp(−∑H(y)−1

m=0 V (Sm, ω)), H(y) <∞]
e(x, y, ω) (1.8)

Êyx(X) = EEx[X exp(−∑H(y)−1
m=0 V (Sm, ω)), H(y) <∞]
Ee(x, y, ω) (1.9)

Et nous allons écrire e(x, y, F, ω), a(x, y, F, ω), b(x, y, ω, F ), P̂ y,F
x,ω , P̂y,Fx quand nous voulons

insister sur la loi du potentiel.
À partir du travail de Cox [Cox80], nous donnons un ensemble de conditions suffisantes

pour formuler son théorème dans un contexte très général. Sa démonstration ne nécessite que
des modifications mineures (voir l’annexe 1). Ce théorème est énoncé dans le théorème 1.2
ci-dessous. Il combine les résultats de la Proposition 4.4, le lemme 4.7 et la preuve du théorème
14 de Cox [Cox80]. Nous rappelons que D est l’ensemble des fonctions de répartition F qui
attribuent la probabilité 1 à l’intervalle [0,+∞[ et telles que F (0) < 1. Et D1 dénote le sous-
ensemble de D qui contient toutes les fonctions de répartition de moyenne finie.

Dans l’application qu’on fera du théorème abstrait aux exposants de Lyapunov, on prendra
toujours D2 = D1 et la constante c de la condition (iii) pourra prendre une valeur arbitraire
dans l’intervalle ]0, 1]. La condition (iv) sera donc trivialement vérifiée puisque D2 = D1. Mais
cette formulation générale permet son utilisation en PPP. F ∗G dénote la convolution de F et
G.

Théorème 1.2 (Un théorème abstrait). Soit µ : D1 −→ R+, F 7→ µ(F ) une application
satisfait,
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

(i) µ(F ) ≤ µ(G) pour toutes F,G ∈ D1 telles que F ≥ G,
et trois conditions suivantes pour quelques sous-ensembles D2 de D1,

(ii) Pour tout F ∈ D2, il existe c1(F ) > 0 et f1(F ) > 0 telles que :
(1) µ(F ∗G) ≤ µ(F ) + c1(F )f1(F )

∫
tdG(t) pour toute G ∈ D1,

(2) c1(F ) ≤ c1(G) pour toutes F,G ∈ D2 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f1(Fn) = f1(F ) pour toutes Fn ∈ D2 telles que Fn w→ F .

(iii) Il existe une constante c positive, telle que pour tout F ∈ D2 et pour tout t0 > 0
satisfaisant F (t0) < c, il existe deux constantes c2(F ) et f2(t0, F ) telles que :
(1) |µ(F t0)− µ(F )| ≤ c2(F )f2(t0, F )
(2) c2(F ) ≤ c2(G) pour toutes F,G ∈ D2 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f2(t0, Fn) = 0 pour toutes Fn ∈ D2 telles que limn→∞ Fn(t0−) = 0.

(iv) Si F ∈ D2, alors F t0, F̂ ξ
t0 et Fξ sont dans D2 pour tout t0 > 0 et ξ > 0 suffisamment

petit.
Alors lim infn→∞ µ(Fn) ≥ µ(F ) si F ∈ D2, Fn ∈ D2 et Fn w→ F .

Définition 1.3. Pour F ∈ D, pour ξ > 0, t0 > 0, définissons,

Fξ(t) :=


0 si t < 0

F (ξ) si 0 ≤ t < ξ

F (t) si ξ ≤ t,

F t0(t) :=

0 si t < t0

F (t) si t ≥ t0

Et avec 0 < ξ < t0, F̂ ξ
t0(t) :=


0 si t < t0 − ξ

F (t0 + ξ) si t0 − ξ ≤ t < t0 + ξ

F (t) si t0 + ξ ≤ t,

Nous expliquons maintenant en quelques mots l’application de ce théorème en percolation
de premier passage. Supposons que Fn w→ F, Fn, F ∈ D1. Le résultat de Cox [Cox80] est la
continuité de la constante de temps µ en percolation de premier passage par rapport la loi du
temps de passage sur Z2. Si F (0) ≥ pc où pc est la probabilité critique de percolation, nous avons
que lim infn→∞ µFn ≥ 0 = µF . Posons D2 = {F ∈ D1, F (0) < pc}. Alors la constante de temps
de percolation sur Z2 vérifie les conditions du théorème 1.2. En effet, d’après la proposition 4.4,
nous avons, pour toutes F,U ∈ D2, F ≤ U , G ∈ D1,

µF∗G ≤ µF + µF
1

a(U)

∫
tdG(t).
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II.1 Continuité des exposants de Lyapunov

D’après le lemme 4.7 de [Cox80], pour F ∈ D2, t0 > 0 tel que p := F (t0) < 1
r
, on a

|µF t0 − µF | ≤ µF
γ−1
p (1/r)

1− γ−1
p (1/r)

où r est la constante de connectivité sur Z2 de percolation ( 2.6385 < r < 2.6405 voir [Gri10]
de Grimmett) et γp(x) = ( p

x
)x( 1−p

1−x)1−x. Remarquons que limp→0 γ
−1
p (x) = 0 pour 0 < x < 1. Si

F ∈ D2 et Fn w→ F , alors Fn ∈ D2 pour n suffisamment grand. On en déduit que (ii) et (iii) du
théorème 1.2 sont vraies avec c1(F ) = c2(F ) = µ(F ), f1(F ) = 1

a(U) où U ∈ D2 est choisie telle
que F ≤ U et Fn ≤ U pour n suffisamment grand ; c = 1

r
, f2(F ) = γ−1

p (1/r)
1−γ−1

p (1/r) . Et la condition
(iv) est trivialement vérifiée par suite de la continuité à droite de fonction de répartition. Donc
si F (0) < pc, nous avons aussi lim infn→∞ µFn ≥ µF .

Nous allons montrer les théorèmes 3.1 et 3.2 du chapitre I de la continuité des exposants
de Lyapunov par rapport à la loi du potentiel dans les sections 1.2 et 1.3, respectivement. Nos
arguments se basent sur le théorème 1.2 en utilisant des propriétés des lois conditionnelles des
trajectoires.

1.2 Continuité des exposants de Lyapunov quenched α

D’après le théorème 1.3 du chapitre I, quand E(V (0)) <∞, l’exposant de Lyapunov quen-
ched αF (x) existe. Il est la limite presque sûre et dans L1(P) de la suite 1

n
a(0, nx, F, ω). Nous

montrons ici le théorème 3.1 sur la continuité des exposants de Lyapunov quenched par rapport
à la loi du potentiel, i.e, si Fn, F ∈ D1, Fn w→ F et il existe G ∈ D1 telle que Fn ≥ G pour tout
n, alors αFn → αF . Cette démonstration se divise en deux parties. Dans la première étape, on
prouve que lim supαFn(x) ≤ αF (x) et dans la deuxième étape, on montre que . Cette dernière
est la plus difficile.

1.2.1 lim supαFn(x) ≤ αF (x)

L’inverse d’une fonction de répartition G est défini de la manière habituelle, G−1(t) =
inf{u ∈ R : G(u) > t}, t ∈ R. Nous aurons besoin du lemme 2.1 suivant de Cox [Cox80].

Lemme 1.4. Si (Fn) ∈ D tels que Fn ≤ F et Fn w→ F , alors F−1
n (t)→ F−1(t) ∀t ∈ [0, 1[.

La preuve du théorème suivant est analogue à la démonstration du théorème 1.13 de Cox
[Cox80].

Proposition 1.5. Soit d ≥ 1. Soient (Fn) ∈ D telles que Fn ≥ G pour tout n et pour une
fonction G ∈ D1. Si Fn w→ F , alors lim supn→∞ αFn(x) ≤ αF (x) pour tout x ∈ Zd.
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Démonstration. Grâce à la propriété de monotonie des exposants de Lyapunov, lorsqu’il s’agit
de Fn w→ F , il suffit de considérer deux cas : Fn ≤ F pour tout n et Fn ≥ F pour tout n.
Pour le voir, définissons F n(t) = min{Fn(t), F (t)} et F n(t) = max{Fn(t), F (t)}, alors F n(t) ≤
Fn(t) ≤ F n(t). Donc αFn ≤ αFn ≤ αFn , αFn ≤ αF ≤ αFn et F n, F n

w→ F quand Fn w→ F . Si
Fn ≥ F , αFn(x) ≤ αF (x) pour tout n, donc lim supαFn(x) ≤ αF (x). Pour le reste de la preuve,
nous supposerons que Fn ≤ F . Soit ξ(x), x ∈ Zd une famille de variables aléatoires i.i.d de loi
uniforme sur ]0, 1[. Soit V (x) := F−1(ξ(x)), Vn(x) := F−1

n (ξ(x)) et W (x) = G−1(ξ(x)). Alors
V (x), Vn(x) et W (x) sont des familles de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F ,
Fn, G , respectivement. En outre, par la domination stochastique uniforme de Fn : Fn ≥ G

pour tout n, G ∈ D1, nous avons, pour chaque x ∈ Zd :

V (x) ≤ Vn(x) ≤ W (x) p.s.

et W (x) ∈ L1(Ω) et par le lemme 1.4 :

lim
n→∞

Vn(x) = V (x) p.s.

Pour x ∈ Zd et k ∈ N, nous avons :

a(0, kx, F, ω) = − lnE0(exp(−
H(kx)−1∑
m=0

V (Sm)), H(kx) <∞).

Pour une trajectoire fixée de la marche aléatoire simple, nous avons :

exp(−
H(kx)−1∑
m=0

Vn(Sm))1{H(kx)<∞} → exp(−
H(kx)−1∑
m=0

V (Sm))1{H(kx)<∞},

quand n→∞. De plus,

exp(−
H(kx)−1∑
m=0

Vn(Sm))1{H(kx)<∞} ≤ 1,

pour tout n. Par le théorème de convergence dominée : a(0, kx, Fn, ω) → a(0, kx, F, ω) quand
n→∞. Avec k et x fixés, on a :

a(0, kx, Fn, ω) ≤ a(0, kx,G, ω),
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II.1 Continuité des exposants de Lyapunov

pour tout n puisque Vn(z) ≤ W (z) pour tout n et pour tout z ∈ Zd. En outre :

E(a(0, kx,G)) < k|x|1(ln 2d+
∫
tdG(t)) <∞.

et encore par le théorème de convergence dominée :

Ea(0, kx, Fn) n→∞→ Ea(0, kx, F ) (1.10)

Fixons ε > 0. Par (1.9), on peut choisir Kε suffisamment grand pour que :

0 ≤ Ea(0, Kεx, F )
Kε

− αF (x) < ε.

De (1.10), choisissons Nε tel que pour tout n ≥ Nε :

0 ≤ Ea(0, Kεx, Fn)
Kε

− Ea(0, Kεx, F )
Kε

< ε.

Nous avons donc pour tout n ≥ Nε :

0 ≤ αFn(x)− αF (x) (puisque Fn ≤ F )

≤ Ea(0, Kεx, Fn)
Kε

− αF (x) (puisque αFn(x) = infk≥1
Ea(0,kx,Fn)

k
)

≤ Ea(0, Kεx, Fn)
Kε

− Ea(0, Kεx, F )
Kε

+ Ea(0, Kεx, F )
Kε

− αF (x)

≤ ε+ ε.

Prenons ε→ 0, nous avons le résultat.

1.2.2 lim inf αFn(x) ≥ αF (x)

Pour lim inf αFn(x) ≥ αF (x), nous allons montrer que dans notre modèle, la marche aléatoire
en potentiel aléatoire, les trois conditions du théorème 1.2 sont vérifiées avec D2 = D1 et la
constante de (iii) c = 1. Cela est fait successivement dans la proposition 1.7 et le corollaire
1.9. La propriété de Markov forte de la marche aléatoire sur Zd et les lois conditionnelles
des trajectoires sont des outils importants dans nos arguments. Nous allons aussi utiliser la
transience de la marche simple symétrique sur Zd, d ≥ 3. Tout d’abord, on vérifie la condition (ii)
du théorème 1.2 par la proposition ci-dessous dont la démonstration est basée sur l’estimation du
facteur EÊnx,F

0,ω (H(nx)) (voir (1.13) et (1.8)). Pour le faire, nous attachons à chaque trajectoire
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

(Sm)m≥0 partant de 0 un animal

A(0, y) = A(0, y, (Sm)m≥0) := {z ∈ Zd : H(z) < H(y)}, (1.11)

En utilisant la propriété de Markov forte et la transience de la marche simple sur Zd, d ≥ 3,
nous pouvons borner Ênx,F

0,ω (H(nx)) par DÊnx,F
0,ω |A(0, nx)| (voir (1.17)), où D est une constante

qui ne dépend que de la dimension d :

D(d) :=
+∞∑
k=0

Ez′(1{Sk=z′}) <∞ (1.12)

Dans le modèle continu d’un mouvement brownien en potentiel poissonnien, une question si-
milaire est également considérée par [Szn95]. À la fin, pour borner le facteur EÊnx,F

0,ω (A(nx)),
nous appliquons le lemme 3 de [Zer98] qu’on rappelle ici pour faciliter de suivre :

Lemme 1.6 ([Zer98]). Supposons que F est de moyenne finie, alors pour tout y ∈ Zd :

− ln(
∫
e−tdF (t))|y|1 ≤ − ln(

∫
e−tdF (t)) · EÊy,F

0,ωA(0, y) ≤ Ea(0, y, F ) ≤ (ln 2d+
∫
tdF (t))|y|1

Proposition 1.7. Soit d ≥ 3. Pour toute fonction de répartition F ∈ D1, il existe c1(F ) > 0
et f1(F ) > 0 telles que :

(1) αF∗G(x) ≤ αF (x) + c1(F )f1(F )
∫
tdG(t)|x|1 pour toutes F,G ∈ D1 et x ∈ Zd,

(2) c1(F ) ≤ c1(G) pour toutes F,G ∈ D1 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f1(Fn) = f1(F ) pour toutes Fn ∈ D1, Fn w→ F .

Démonstration. Soient V (x), x ∈ Zd, des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction de réparti-
tion est F ; W (x), x ∈ Zd, des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est G
et telles que les deux suites sont indépendantes les unes des autres. Alors, (V +W )(x), x ∈ Zd

sont variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est F ∗G. Par l’inégalité de Jensen,
pour y ∈ Zd, y 6= 0 :

a(0, y, F ∗G,ω) = − lnE0
(

exp(−
H(y)−1∑
m=0

V (Sm)−
H(y)−1∑
m=0

W (Sm)), H(y) <∞
)

= − ln Êy,F
0,ω

(
exp(−

H(y)−1∑
m=0

W (Sm))
)

+ a(0, y, F, ω)

≤ Êy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

W (Sm)
)

+ a(0, y, F, ω). (1.13)
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II.1 Continuité des exposants de Lyapunov

Notons que : Êy,F
x,ω (X) = Ex(X exp(−

∑H(y)−1
m=0 V (Sm)),H(y)<∞)
e(x,y,F,ω) est définie dans (1.8). Nous utilisons

maintenant le théorème de Fubini et l’indépendance de W et V :

EÊy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

W (Sm)
)

= E
(
E0
(∑H(y)−1

m=0 W (Sm) exp(−∑H(y)−1
m=0 V (Sm)), H(y) <∞

e(0, y, F, ω)
))

= E0

(
H(y)E(W (0))E

(exp(−∑H(y)−1
m=0 V (Sm)), H(y) <∞
e(0, y, F, ω)

))
=
∫
tdG(t) · EÊy,F

0,ω (H(y)). (1.14)

En utilisant la propriété Markov forte :

Êy,F
0,ω (H(y)) =

∑
z′∈Zd

Êy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′}

)

=
∑
z′∈Zd

1
e(0, y, F, ω)E0

(H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′} exp(−
H(nx)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)

=
∑
z′∈Zd

[ 1
e(0, y, F, ω)E0

(
H(z′) < H(y), exp(−

H(z′)−1∑
m=0

V (Sm))
)
e(z′, y, F, ω)

× 1
e(z′, y, F, ω)Ez

′

(H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′} exp(−
H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)]

=
∑
z′∈Zd

[ 1
e(0, y, F, ω)E0

(
H(z′) < H(y), exp(−

H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)

× Êy,F
z′,ω(

H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′})
]

=
∑
z′∈Zd

P̂ y,F
0,ω (H(z′) < H(y))Êy,F

z′,ω(
H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′}). (1.15)

En appliquant la propriété de Markov :

Êy,F
z′,ω(

H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′})

= 1
e(z′, y, F, ω)

+∞∑
k=0

Ez′
(

1{Sk=z′} exp
(
−

H(y)−1∑
m=0

V (Sm)
)
, k < H(y) <∞

)

= 1
e(z′, y, F, ω)

+∞∑
k=0

Ez′
(

1{Sk=z′} exp(−
k−1∑
m=0

V (Sm)), k < H(y)
)
P̆ F
z′,ω(H(y) <∞)

≤
+∞∑
k=0

Ez′(1{Sk=z′}) := D(d) <∞. (1.16)
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puisque la marche aléatoire simple est transitive sur Zd, d ≥ 3. De (1.11), (1.15) et (1.16) :

Êy,F
0,ω (H(y)) ≤ DÊy,F

0,ω (|A(0, y)|). (1.17)

Le lemme 1.6 nous donne :

EÊy,F
0,ω (|A(0, y)|) ≤

(
ln 2d+

∫
tdF (t)

)
− ln

( ∫
e−tdF (t)

) |y|1. (1.18)

Substituons (1.14) dans (1.13) en remplaçant y = nx, n ≥ 1 et prenons l’espérance :

E(a(0, nx, F ∗G))
n

≤ E(a(0, nx, F ))
n

+
∫
tdG(t) ·

EÊnx,F
0,ω (H(nx))

n

≤ E(a(0, nx, F ))
n

+
∫
tdG(t) ·D

(
ln 2d+

∫
tdF (t)

)
− ln

( ∫
e−tdF (t)

) |x|1. (1.19)

Notons que la dernière inégalité de (1.19) est obtenue en combinant (1.17) et (1.18). Donc, la
proposition 1.7 est vraie avec c1(F ) = D

(
ln 2d+

∫
tdF (t)

)
; f1(F ) =

(
−ln

( ∫
e−tdF (t)

))−1
.

La proposition ci-dessous nous permettra de vérifier la condition (iii) du théorème 1.2.

Proposition 1.8. Soit d ≥ 3. Soit V (x), x ∈ Zd des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction
de répartition F est dans D1. Pour t0 > 0 tels que p := F (t−0 ) = P(V (0) < t0) < 1, pour tout
y ∈ Rd \ {0}, pour D(d) est donnée par (1.12), nous avons :

EÊy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}
)
≤ D(d)

(
ln 2d+

∫
tdF (t)

)
· 1

ln 1−(1−p)e−t0
p

· |y|1 (1.20)

Démonstration. Nous avons, comme dans (1.15) :

Êy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}

)
=

∑
z′:V (z′,ω)<t0

P̂ y,F
0,ω (H(z′) < H(y))Êy,F

z′,ω(
H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′})

≤ DÊy,F
0,ω

( ∑
z∈A(0,y)

1{V (z)<t0}

)
. (1.21)

Posons c = c(t0, F ) := ln 1−(1−p)e−t0
p

. Notons que c > 0. Nous utilisons l’inégalité de Jensen et

32
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l’indépendance comme suit :

cEÊy,F
0,ω

( ∑
z∈A(0,y)

1{V (z)<t0}
)
≤ E

(
ln Êy,F

0,ω

(
exp(c

∑
z∈A(0,y)

1{V (z)<t0})
))

≤ E
(
a(0, y, F )

+ lnE0
(

exp
(
c

∑
z∈A(0,y)

1{V (z)<t0} −
∑

z∈A(0,y)
V (z)

)
, H(y) <∞

))

≤ E
(
a(0, y, F )

)
+ lnE0

( ∏
z∈A(0,y)

E
(

exp(c1{V (z)<t0} − V (z))
))
.

(1.22)

Notons que dans la deuxième inégalité de (1.22), nous avons utilisé le fait que P0 p.s,
∑
z∈A(0,y) V (z) ≤∑H(y)−1

m=0 V (Sm) pour tout y ∈ Zd, y 6= 0 . Nous remarquons que pour z ∈ Zd :

E
(

exp
(
c1{V (z)<t0} − V (z)

))
≤ E

(
exp

(
c1{V (z)<t0} − t01{V (z)≥t0}

))
= exp(−t0)E

(
exp

(
(c+ t0)1{V (z)<t0}

))
= 1 (1.23)

De (1.22) et (1.23) : cEÊy,F
0,ω

(∑
z∈A(0,y) 1{V (z)<t0}

)
≤ E

(
a(0, y, F )

)
. En le combinant avec (1.21)

et le fait que E(a(0, y, F )) ≤
(

ln 2d+
∫+∞

0 tdF (t)
)
|y|1 (donné par le lemme 1.6), nous obtenons :

EÊy,F
0,ω

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}
)
≤ DEÊy,F

0,ω

( ∑
z∈A(0,y)

1{V (z)<t0}
)

≤ D

c
E(a(0, y, F )) ≤ D

c

(
ln 2d+

∫ +∞

0
tdF (t)

)
|y|1.

La condition (iii) du théorème 1.2 est vérifiée par le corollaire de la proposition 1.8 suivant.

Corollaire 1.9. Soit d ≥ 3. Pour tout F ∈ D1, x ∈ Zd, t0 > 0, il existe c2(F ) > 0 et f2(t0, F )
> 0 tels que :

(1) |αF t0 (x)− αF (x)| ≤ c2(F )f2(t0, F )|x|1, où F t0 est donnée par la définition 1.3,
(2) c2(F ) ≤ c2(G) pour toutes fonctions de répartition F,G ∈ D1 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f2(t0, Fn) = 0 pour Fn ∈ D1 telles que limn→∞ Fn(t−0 ) = 0.

Démonstration. Soient {V (x)}x∈Zd des variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition
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est F . Définissons :
W (x) = V (x)1{V (x)≥t0} + t01{V (x)<t0}.

Alors {W (x)}x∈Zd sont des variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est F t0 . Pour
x ∈ Zd et ω ∈ Ω, nous avons :

a(0,nx, F t0 , ω) = − ln
[E0

(
exp

(
− (∑H(nx)−1

m=0 V (Sm)1{V (Sm)≥t0} + t01{V (Sm)<t0})
)
, H(nx) <∞

)
e(0, nx, F, ω)

]
+ a(0, nx, F, ω)

≤ − ln Ênx,F
0,ω

(
exp(−

H(nx)−1∑
m=0

t01{V (Sm)<t0})
)

+ a(0, nx, F, ω)

≤ t0Ê
nx,F
0,ω

(H(nx)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}
)

+ a(0, nx, F, ω).

Prenons l’espérance, nous avons :

Ea(0, nx, F t0 , ω)
n

≤ t0
EÊnx,F

0,ω

(∑H(nx)−1
m=0 1{V (Sm)<t0}

)
n

+ Ea(0, nx, F )
n

αF t0 (x) ≤ t0|x|1D
(

ln 2d+
∫
tdF (t)

) 1
ln 1−(1−p)e−t0

p

+ αF (x). (1.24)

Pour la dernière inégalité ci-dessus, nous avons appliqué la proposition 1.8. Rappelons que
p = F (t0−). Puisque F t0 ≤ F , par la monotonie de l’exposant de Lyapunov, on a : αF t0 ≥
αF . En combinant ceci avec (1.24), nous obtenons que le corollaire 1.9 est vrai avec c2(F ) =
D
(

ln 2d+
∫
tdF (t)

)
et f2(t0, F ) = t0

ln 1−(1−p)e−t0
p

. C’est évident que les constantes c2(·) et f2(t0, ·)

satisfont les conditions 2 et 3 du corolaire 1.9.

1.2.3 La démonstration du théorème 3.1 du chapitre I

Par la propriété de monotonicité des exposants de Lyapunov, la proposition 1.7 et le corol-
laire 1.9, nous voyons que toutes les conditions du théorème abstrait 1.2 sont satisfaites, nous
avons alors lim infn→∞ αFn(x) ≥ αF (x). En la combinant avec lim supn→∞ αFn(x) ≤ αF (x)
donné par la proposition 1.5 nous obtenons que le théorème 3.1 du chapitre 1 est vrai pour tout
x ∈ Zd.

Nous allons montrer que la convergence est aussi vraie pour tout x ∈ Rd. Puisque α

est une norme dans Rd, il est évident que limn→∞ αFn(x) = αF (x) pour tout x ∈ Qd. Pour
x ∈ Rd quelconque, il existe une suite (xk)k≥0 telle que xk → x et αF (x) := limk→∞ αF (xk)
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II.1 Continuité des exposants de Lyapunov

pour tout F ∈ D1. Fixons ε > 0. Choisissons un k suffisamment grand tel que |x − xk|1 ≤
min{ ε3 ·

1
ln 2d+

∫∞
0 tdG(t) ,

ε
3 ·

1
ln 2d+

∫∞
0 tdF (t)} où nous rappelons que G ∈ D1 et Fn ≥ G pour tout n.

Choisissons N > 0 tel que pour tout n ≥ N , |αFn(xk)− αF (xk)| ≤ ε
3 . Alors, pour tout n ≥ N ,

en utilisant la propriété (1.10) du chapitre I de α, nous avons,

|αFn(x)− αF (x)| ≤ |αFn(x)− αFn(xk)|+ |αFn(xk)− αF (xk)|+ |αF (xk)− αF (x)|

≤ |x− xk|1(ln 2d+
∫ ∞

0
tdFn(t)) + |αFn(xk)− αF (xk)|

+ |x− xk|1(ln 2d+
∫ ∞

0
tdF (t)) ≤ ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε (1.25)

Donc, limn→∞ αFn(x) = αF (x) pour tout x ∈ Rd.
Nous allons montrer maintenant que limn→∞ αFn(x) = αF (x) uniformément sur tout com-

pact de Rd. Par contradiction, supposons qu’il existe R > 0 tel que αFn ne converge pas
uniformément vers αF sur la boule B(0, R). Alors il existe un ε > 0, un y ∈ B(0, R) et une
sous-suite xnk → y tels que pour tout k > 0, |αnk(xnk)− α(xnk)| > ε. De même que (1.25), en
utilisant la propriété (1.10) du chapitre I de α, on peut choisir ki suffisamment grand tel que

ε <|αFnki (xnki )− αF (xnki )| < |αFnki (xnki )− αFnki (y)|+ |αFnki (y)− αF (y)|+ |αF (y)− αF (xnki )|

≤ |xnki − y|(ln 2d+
∫ ∞

0
tdG(t)) + |αFnki (y)− αF (y)|+ |xnki − y|(ln 2d+

∫ ∞
0

tdF (t))

≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 (1.26)

une contradiction.
Dans le cas où la dimension d = 1 et d = 2, nous avons la continuité des exposants de

Lyapunov quenched comme dans la proposition 1.10 au dessous.

Proposition 1.10. (i) Le théorème 3.1 est aussi vrai quand d = 1.
(ii) Soit d = 2. Soit λ > 0, Dλ = {F ∈ D1, F (λ) = 0}. Alors, le théorème 3.1 est vrai si

nous remplaçons D1 par Dλ.

Démonstration. (i) La continuité des exposants de Lyapunov d’une marche aléatoire sur Z
en potentiel aléatoire se déduit facilement du travail de Zerner [Zer98]. En effet, d’après
la proposition 10 de [Zer98] et la démonstration du théorème 1.5, on a pour tout m ∈ N,

αF (m) = E(a(0,m, F, ω)) = lim
n→∞

E(a(0,m, Fn, ω)) = lim
n→∞

αFn(m).

(ii) Dans ce cas là, nous avons Vn(x), V (x) ≥ λ pour tout n > 0, x ∈ Zd où Vn, V sont les
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potentiels avec les fonctions de répartition Fn et F , respectivement. Comme (1.16),

Êy,F
z,ω (

H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z}) =
+∞∑
k=0

Ez

(
1{Sk=z′} exp(−

k−1∑
m=0

V (Sm)), k < H(nx)
)

≤
+∞∑
k=0

exp(−kλ) = 1
1− e−λ := D(λ) <∞

Alors, nous pouvons suivre le même argument que dans le cas d ≥ 3 pour obtenir la
continuité des exposants de Lyapunov quenched.

1.3 Continuité des exposants de Lyapunov annealed β

D’après le théorème 1.5 du chapitre I, quand P(V (0) = ∞) < 1, l’exposant de Lyapunov
annealed βF (x), x ∈ Zd existe. Il est la limite de la suite des réels non-négatifs 1

n
b(0, nx).

Nous allons maintenant montrer le théorème 3.2 du chapitre I sur la continuité des exposants
de Lyapunov annealed par rapport de la loi du potentiel, i.e, si Fn, F ∈ D, Fn w→ F , alors
βFn → βF . Nous n’avons pas besoin de condition de moment pour le cas annealed. Comme
dans [CK81], la démonstration de théorème 3.2 du chapitre 1 se fait en deux étapes. Tout
d’abord, dans la proposition 1.15, nous montrons la continuité de βF sous les hypothèses du
théorème 3.1 et sa preuve est similaire au cas quenched. Après, pour éliminer la condition de
moyenne finie, avec t0 > 0 quelconque, dans le théorème 1.16, nous prouvons que βFt0 → βF

quand t0 → ∞, où Ft0 est la fonction de répartition obtenue en tronquant au-dessous t0 (voir
(1.41) pour la définition de Ft0). La démonstration du théorème 1.16 se résume à une question
de la ballisticité de la marche aléatoire sous la mesure annealed des trajectoires. C’est le but
de la proposition suivante.

Proposition 1.11. Soit d ≥ 3 et F une fonction de répartition dont le potentiel satisfait
P(V <∞) > 0. Alors, il existe une constante D(d) telle que pour tout y ∈ Zd, y 6= 0 :

Êy,F0 (H(y))
|y|1

≤ D(d) 1
− ln

∫
exp(−t)dF (t)

(
ln 2d− ln

∫
exp(−t)dF (t)

)
. (1.27)

Deux différentes preuves que lim sup|y|→∞
Êy,F0 (H(y))
|y|1 est finie se trouvent dans [KM12] de

Kosygina et Mountford (voir le théorème 1) et [IV12] de Ioffe et Velenik (voir le théorème C).
Ici quand d ≥ 3, nous donnons un argument simple qui fournit une expression explicite de la
limite supérieure et qui sera nécessaire à la démonstration du théorème 3.2. Comme dans le
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II.1 Continuité des exposants de Lyapunov

cas quenched, la propriété de Markov forte et le transience de la marche sur Zd, d ≥ 3 nous
permettent d’obtenir (1.27).

Démonstration. Comme dans (1.15), où D est donnée par (1.16) nous avons :

E0

(
H(y) exp(−

H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)

=
∑
z′∈Zd

E0

(H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′} exp(−
H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)

=
∑
z′∈Zd

E0

(
H(z′) < H(y), exp(−

H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)

× Êy,F
z′,ω(

H(y)−1∑
m=0

1{Sm=z′})

≤ D · E0

(
|A(0, y)| exp(−

H(y)−1∑
m=0

V (Sm)), H(y) <∞
)
, (1.28)

Alors,

Êy,F0 (H(y)) =
EE0

(
H(y) exp(−∑H(y)−1

m=0 V (Sm)), H(y) <∞
)

Ee(0, y, F, ω) ≤ DÊy,F0 (|A(0, y)|). (1.29)

Prenons d1 := − ln
∫
e−tdF (t) = − lnE(e−V (0)). Par l’inégalité de Jensen et l’indépendance des

V (x), x ∈ Zd :

d1Êy,F0 (|A(0, y)|) ≤ ln Êy,F0 (exp(d1|A(0, y)|))

≤ b(0, y, F ) + lnEE0

(
exp

(
d1|A(0, y)| −

∑
s∈A(0,y)

V (s)
)
, H(y) <∞

)

≤ b(0, y, F ) + lnE0

( ∏
s∈A(0,y)

E
(

exp(d1 − V (s))
))

= b(0, y, F ) (1.30)

De (1.29), (1.30) et (1.12), pour tout y ∈ Rd, y 6= 0 :

Êy,F0 (H(y))
|y|1

≤ D

d1

b(0, y, F )
|y|1

≤ D

− ln
∫

exp(−t)dF (t)
(

ln 2d− ln
∫

exp(−t)dF (t)
)

(1.31)
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1.3.1 Le cas où le potentiel est de moyenne finie

Comme dans le cas quenched, pour montrer que lim infn→∞ βFn ≥ βF , nous allons appliquer
le théorème 1.2. La proposition 1.12 et le corollaire 1.14 permettent de vérifier les conditions
(ii) et (iii) du théorème, respectivement.

Proposition 1.12. Soit d ≥ 3. Pour tout F ∈ D1, il existe c1(F ) > 0 et f1(F ) > 0 telles que :

(1) βF∗G(x) ≤ βF (x) + c1(F )f1(F )
∫
tdG(t)|x|1 pour toutes F,G ∈ D1 et x ∈ Zd,

(2) c1(F ) ≤ c1(G) pour toutes F,G ∈ D1 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f1(Fn) = f1(F ) pour toutes Fn ∈ D1, Fn w→ F .

La démonstration de cette proposition est similaire à celle de la proposition 1.7.

Démonstration. Soient V (x), x ∈ Zd des potentiels aléatoires i.i.d de fonction de répartition
F ; W (x), x ∈ Zd des potentiels aléatoires i.i.d de fonction de répartition G telles que les deux
suites sont indépendantes. Alors, (V + W )(x), x ∈ Zd sont des variables aléatoires i.i.d de
fonction de répartition F ∗G. Nous avons pour x ∈ Zd, n ≥ 1 :

b(0, nx, F ∗G)

= − lnEE0[exp(−
H(nx)−1∑
m=0

V (Sm)−
H(nx)−1∑
m=0

W (Sm)), H(nx) <∞]

= − ln Ênx0

(
exp(−

H(nx)−1∑
m=0

W (Sm))
)

+ b(0, nx, F )

≤ Ênx,F0

(H(nx)−1∑
m=0

W (Sm)
)

+ b(0, nx, F ). (1.32)

Avec la définition de la mesure annealed des trajectoires,

Êy,F0 (X) = EE0(X exp(−∑H(y)−1
m=0 V (Sm)), H(y) <∞)

E(e(0, y, F, ω))
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Ênx,F0

(H(nx)−1∑
m=0

W (Sm)
)

= E0

(
E
(∑H(nx)−1

m=0 W (Sm) exp(−∑H(nx)−1
m=0 V (Sm)), H(nx) <∞

Ee(x, y, ω)
))

= E0

(
E(

H(nx)−1∑
m=0

W (Sm))E
(exp(−∑H(nx)−1

m=0 V (Sm)), H(nx) <∞
Ee(x, y, ω)

))

= E0

(
H(nx)E(W (0))E

(exp(−∑H(nx)−1
m=0 V (Sm)), H(nx) <∞

Ee(x, y, ω)
))

=
∫
tdG(t) · Ênx,F0 (H(nx)). (1.33)

De (1.32), (1.33) :

b(0, nx, F ∗G)
n

≤ b(0, nx, F )
n

+ Ênx0 (H(nx))
n

∫
tdG(t)

Prenons n→∞ et utilisons la proposition 1.11, nous obtenons :

βF∗G(x) ≤ βF (x) +
D|x|1

∫
tdG(t)

(
ln 2d− ln

∫
exp(−t)dF (t)

)
− ln

∫
exp(−t)dF (t)

Donc, la proposition 1.12 est vraie pour c1(F ) = D(ln 2d−ln
∫
e−tdF (t)) et f1(F ) = 1

− ln
(∫

e−tdF (t)
) .

Il est évident que les constantes c1(·), f1(·) sont satisfaites les conditions (2) et (3) de la propo-
sition 1.12.

La proposition suivante a le rôle de la proposition 1.8 du cas quenched. Et la démonstration
est similaire.

Proposition 1.13. Soit d ≥ 3. Soient V (x), x ∈ Zd des variables aléatoires i.i.d de fonction
de répartition F ∈ D1. Pour t0 > 0 tel que p := P(V (0) < t0) < 1, nous avons :

Êy,F0

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}

)
≤ D(d)

(
ln 2d− ln

∫ +∞

0
e−tdF (t)

)
· 1

ln 1−(1−p)e−t0
p

|y|1 (1.34)

où D(d) est une constante qui ne dépend que de d et qui est donnée par (1.12).

Démonstration. En suivant le même argument que dans (1.17) et dans (1.29), nous obtenons,

Êy,F0

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}

)
≤ DÊy,F0

( ∑
z∈A2(0,y)

1{V (z)<t0}

)
(1.35)

Prenons c = c(t0, F ) := ln 1−(1−p)e−t0
p

. Notons que c > 0. Nous utilisons l’inégalité de Jensen et
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l’indépendance :

cÊy,F0 [
∑

z∈A2(0,y)
1{V (z)<t0}] ≤ ln Êy,F0 [exp(c

∑
z∈A2(0,y)

1{V (z)<t0}]
]

≤ b(0, y) + lnEE0
[

exp
(
c

∑
z∈A2(0,y)

1{V (z)<t0} −
∑

z∈A2(0,y)
V (z)

)
, H(y) <∞

]]

= b(0, y) + lnE0
[ ∏
z∈A2(0,y)

E[exp(c1{V (z)<t0} − V (z))]
]
. (1.36)

Nous remarquons que :

0 < E[exp(c1{V (z)<t0} − V (z))] ≤ E[exp(c1{V (z)<t0} − t01{V (z)≥t0})]

= exp(−t0)E
[

exp
(
(c+ t0)1{V (z)<t0}

)]
= 1. (1.37)

De (1.35), (1.36) et (1.37) :

Êy,F0

(H(y)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}

)
≤ D

c
b(0, y) ≤ D

c

(
ln 2d− ln

∫ +∞

0
e−tdF (t)

)
|y|1. (1.38)

Corollaire 1.14. Soit d ≥ 3. Pour tout F ∈ D1, x ∈ Zd, t0 > 0, il existe c2(F ) > 0 et f2(t0, F )
> 0 telles que :

(1) |βF t0 (x)− βF (x)| ≤ c2(F )f2(t0, F )|x|1, où F t0 est donnée par la définition 1.3,
(2) c2(F ) ≤ c2(G) pour toutes fonctions de répartition F,G ∈ D1 telles que F ≥ G,
(3) limn→∞ f2(t0, Fn) = 0 pour Fn ∈ D1 telles que limn→∞ Fn(t−0 ) = 0.

Démonstration. Soient {V (x)}x∈Zd une famille de variables aléatoires i.i.d de la fonction de
répartition F . Définissons :

W (x) = V (x)1{V (x)≥t0} + t01{V (x)<t0}.

Alors {W (x)}x∈Zd sont variables aléatoires i.i.d de la fonction de répartition F t0 . Pour x ∈ Zd
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et ω ∈ Ω, nous avons :

b(0, nx, F t0) = − ln
[EE0[exp(−(∑H(nx)−1

m=0 V (Sm)1{V (Sm)≥t0} + t01{V (Sm)<t0})), H(nx) <∞]
EE0[exp(−∑H(nx)−1

m=0 V (Sm)), H(nx) <∞]

]
+ b(0, nx, F )

≤ − ln Ênx,F0 [exp(−
H(nx)−1∑
m=0

t01{V (Sm)<t0})] + b(0, nx, F )

≤ t0Ênx,F0 [
H(nx)−1∑
m=0

1{V (Sm)<t0}] + b(0, nx, F ).

En combinant avec la proposition 1.13 :

b(0, nx, F t0)
n

≤
t0Ênx,F0 [∑H(nx)−1

m=0 1{V (Sm)<t0}]
n

+ b(0, nx, F )
n

βF t0 (x) ≤ lim sup
n→∞

t0Ênx,F0

(∑H(nx)−1
m=0 1{V (Sm)<t0}

)
n

+ βF (x)

βF t0 (x) ≤ t0D(d)|x|1
(

ln 2d− ln
∫ +∞

0
e−tdF (t)

)
· 1

ln 1−(1−p)e−t0
p

+ βF (x) (1.39)

Nous rappelons que p = F (t0−). Puisque F t0 ≤ F , par la monotonie de l’exposant de Lyapunov,
nous avons : βF t0 ≥ βF . Alors :

|βF t0 (x)− βF (x)| ≤ c2(F )f2(t0, F )|x|1,

où c2(F ) = D

(
ln 2d−

∫+∞
0 e−tdF (t)

)
et f2(t0, F ) = t0

ln 1−(1−p)e−t0
p

. Évidemment, c2(·) et f2(t0, ·)

satisfont les conditions (1) et (2) de ce Corollaire.

Proposition 1.15. Soit d ≥ 3. Supposons que (Fn) est une suite de fonctions de répartition
telles que Fn ∈ D1, Fn w→ F , F ∈ D1. Alors limn→∞ βFn(x) = βF (x) pour tout x ∈ Zd.

Démonstration. Avec les mêmes arguments que dans la proposition 1.5, nous pouvons obtenir
que pour tout x ∈ Zd :

Si (Fn) ∈ D et Fn w→ F, alors lim sup
n→∞

βFn(x) ≤ βF (x) (1.40)

Notons que dans ce cas, les conditions de moyenne finie et de domination stochastique
uniforme ne sont pas requises parce que par la définition e(x, y, ω) ≤ 1 P p.s pour tout

41



Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

x, y ∈ Z, alors les réels b(0, kx, Fn) = − lnE(e(0, kx, Fn) convergent toujours vers b(0, kx, F ) =
− lnE(e(0, kx, Fn) pour tout k et x fixés quand n→∞.

Pour montrer que lim infn→∞ βFn(x) ≥ βF (x), nous vérifions les trois conditions du théorème
1.2. La condition (i) est la propriété de monotonie de l’exposant de Lyapunov annealed vue au
théorème 1.5 du chapitre I. La condition (ii) et la condition (iii) sont vérifiées par la proposition
1.12 et le corollaire 1.14, respectivement.

1.3.2 La démonstration du théorème 3.2 du chapitre I

Nous éliminons maintenant la condition de moyenne finie dans le cas annealed par le théo-
rème 1.16 au dessous qui s’inspire de l’idée de Smythe et Wierman dans [SW78]. La proposition
1.11 est utile dans la démonstration de ce théorème.

Théorème 1.16. Soient d ≥ 3, F ∈ D. Alors pour tout x ∈ Zd : limt0→∞ βt0F (x) = βF (x), où
t0F est définie par :

t0F (t) :=

F (t) si t < t0

1 si t ≥ t0,
(1.41)

Démonstration. Soient V1(x) et V2(x), x ∈ Zd deux familles de variables aléatoires i.i.d de
fonction de répartition F , indépendantes l’une de l’autre. Alors, Wt0(x) := min{V1(x); t0},
x ∈ Zd sont variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition t0F . Pour t0 > 0, F ∈ D, nous
rappelons la définition de la fonction de répartition Ft0 (voir aussi la définition 1.3) :

Ft0(t) :=


0 if t < 0

F (t0) si 0 ≤ t ≤ t0

F (t) si t > t0

(1.42)

Prenons Ut0(x) = V2(x)1{V2(x)>t0}. Alors Ut0(x), x ∈ Zd est une famille de variables aléatoires
i.i.d de fonction de répartition Ft0(t). (Wt0 + Ut0)(x), x ∈ Zd sont des variables aléatoires
de fonction de répartition t0F ∗ Ft0 . D’abord, nous avons t0F ≥ F ≥t0 F ∗ Ft0 . En effet,
t0F ∗ Ft0(t) =

∫ t
0
t0F (t− y)dFt0(y). Si t ≤ t0,

t0 F ∗ Ft0(t) =
∫ t

0 F (t − y)dFt0(y) ≤ F (t) . Si
t ≥ t0,

t0 F ∗ Ft0(t) ≤
∫ t

0 d
t0F̂ (y) = F (t). Alors pour tout x ∈ Zd :

βt0F (x) ≤ βF (x) ≤ βt0F∗Ft0 (x). (1.43)
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Ensuite,

b(0, nx,t0F ∗ Ft0) = − ln
EE0

(
exp(−∑H(nx)−1

m=0 Wt0(Sm)−∑H(nx)−1
m=0 Ut0(Sm)), H(nx) <∞

)
Ee(0, nx, ω,t0 F )

+ b(0, nx,t0 F ). (1.44)

Comme Flury dans [Flu07], nous définissons pour z ∈ Zd, n ∈ N le nombre de visites du sommet
z par la marche aléatoire jusqu’au temps n :

`z(n) := |{m ∈ N0 : m < n, Sm = z}|.

Puisque les deux suites (Wt0(x))x∈Zd et (Ut0(x))x∈Zd sont indépendantes l’une de l’autre, le
premier terme du côté droit de (1.44) vaut :

− ln
E0

(
E
(

exp(−∑H(nx)−1
m=0 Ut0(Sm))

)
E
(

exp(−∑H(nx)−1
m=0 Wt0(Sm))

)
, H(nx) <∞

)
Ee(0, nx, ω,t0 F )

= − ln
E0

(∏
z∈Zd E

(
exp

(
− `z(H(nx))Ut0(z)

))
E
(

exp(−∑H(nx)−1
m=0 Wt0(Sm))

)
, H(nx) <∞

)
Ee(0, nx, ω,t0 F )

≤ − ln
E0

(∏
z∈Zd

(
E exp(−Ut0(z))

)`z(H(nx))
E
(

exp(−∑H(nx)−1
m=0 Wt0(Sm))

)
, H(nx) <∞

)
Ee(0, nx, ω,t0 F )

= − ln Ênx,
t0F

0 (E exp(−Ut0(0))H(nx)) ≤ − lnE exp(−Ut0(0))Ênx,
t0F

0 H(nx). (1.45)

Nous remarquons que l’inégalité de Jensen a été utilisée deux fois pour (1.45). De (1.31) :

Ênx,
t0F

0 (H(nx)) ≤ D

− lnE exp(−Wt0(0))b(0, nx,
t0 F ). (1.46)

De (1.44), (1.45) et (1.46), pour tout x ∈ Zd :

b(0, nx,t0 F ∗ Ft0)
n

≤ − lnE exp(−Ut0(0)) · D

− lnE exp(−Wt0(0))
b(0, nx,t0 F )

n

+ b(0, nx,t0 F )
n

βt0F∗Ft0 (x) ≤ − lnE exp(−Ut0(0)) · D

− lnE exp(−Wt0(0))β
t0F (x) + βt0F (x) (1.47)

Notons que limt0→∞− lnE exp(−Ut0(0)) = 0 et limt0→∞− lnE exp(−Wt0(0)) = − lnE exp(−V1(0))
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= const. De (1.43) et (1.47) :

lim sup
t0→∞

βt0F (x) ≤ βF (x) ≤ lim
t0→∞

(
− lnE exp(−Ut0(0)) · D

− lnE exp(−Wt0(0))

)
βF (x) + lim inf

t0→∞
βt0F (x)

≤ lim inf
t0→∞

βt0F (x). (1.48)

La démonstration du théorème 3.2 du chapitre 1.
Fixons t0 > 0 qui est un point de continuité de la fonction de répartition F . Alors, la

proposition 1.15 nous donne limn→∞ βt0Fn = βt0F . De plus lim infn→∞ βFn ≥ lim infn→∞ βt0Fn =
βt0F puisque t0Fn ≥ Fn pour tout n. Soit t0 → ∞ le long des points de continuité de F ,
et appliquons le théorème 1.16, lim infn→∞ βFn ≥ limt0→∞ βt0F = βF . En la combinant avec
lim supn→∞ βFn ≤ βF donnée par (1.40) dans la proposition 1.15, nous obtenons que le théorème
3.2 est vrai pour tout x ∈ Zd. Pour le reste, nous suivons le même argument que dans (1.25) et
(1.26)

2 Relation entre les exposants critiques

Nous étudions dans cette section une marche aléatoire simple en potentiel non-négatif,
indépendant et identiquement distribué dans le réseau Zd, d ≥ 1. Nous supposons de plus
ici que le potentiel est bornée supérieurement. Nous nous intéressons à la relation entre les
exposants critiques de fluctuations χ et les exposants de volume ξ. La littérature physique nous
dit qu’ils devraient satisfaire l’égalité χ = 2ξ− 1 dans de nombreux modèles. Dans ce chapitre,
nous montrons une version de l’inégalité χ ≥ 2ξ−1 de cette conjecture pour la marche aléatoire
en potentiel aléatoire.

2.1 Exposants critiques. Bornes élémentaires

Comme dans de nombreux modèles en environnement aléatoire, nous pouvons définir pour
la MAPA des exposants critiques : les exposants critiques de fluctuations χ et les exposants
de volume ξ. Rappelons que Sn, n ∈ N est une marche aléatoire simple sur Zd dont la loi
et l’espérance partant de x sont notées Px et Ex, respectivement. H(y), y ∈ Zd est le temps
d’atteinte de y pour la première fois par la marche. Les potentiels V (x), x ∈ Zd sont non-
négatifs, i.i.d définis sur un espace de probabilité (Ω,F,P) et l’espérance est notée E. Pour
x, y ∈ Zd, Notons L(x, y) le segment de droite entre x et y. Pour chaque trajectoire (Sm)m≥0
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partant de x, nous définissons :

D(x, y) := D(x, y, (Sm)m≥0) := sup
0≤m≤H(y)

inf
w∈L(x,y)

|Sm − w| (2.1)

Comme dans 1.1, nous considérons une chaîne de Markov sur l’espace des états Zd∪{4} où 4
est un état absorbant. À chaque étape, la marche saute de x à 4 avec probabilité 1 − e−V (x).
Sinon, elle se comporte comme une marche aléatoire simple symétrique sur Zd. La loi des
trajectoires de cette marche partant de x est désignée par P̆x,ω. Avec cette notation, nous
rappelons que e(x, y, ω) = P̆x,ω(H(y) < ∞) et a(x, y, ω) = − ln e(x, y, ω) (voir aussi (1.2)).
Introduisons maintenant pour ω ∈ Ω et x, y ∈ Zd la loi quenched des trajectoires :

P̂ y
x,ω(·) := P̆x,ω(· | H(y) <∞), (2.2)

Nous écrivons Êy
x,ω pour l’espérance par rapport à P̂ y

x,ω. L’exposant de volume est le nombre
que quantifie l’ampleur de Êy

x,ω(D(x, y)). Grosso modo, pour x, y ∈ Zd, la valeur typique de
Ê(D(x, y)) est de l’ordre |x − y|ξ. L’exposant de fluctuation χ quantifie l’ordre de fluctuation
de a(x, y, ω). Autrement dit, pour x, y ∈ Zd, la valeur typique de a(x, y, ω)− Ea(x, y, ω) est de
l’ordre |x− y|χ. Maintenant, nous donnons des définitions précisées des exposants critiques de
fluctuations et des exposants de volume analogues à celles récemment proposées par Chatterjee
[Cha13].

Définition 2.1. L’exposant de volume ξa est le plus petit réel tel que pour tout ξ > ξa, il existe
γ > 0 tel que :

sup
x∈Zd\{0}

E
(

exp
(γÊx

0,ωD(0, x)
|x|ξ

))
<∞ (2.3)

Définition 2.2. L’exposant de volume ξb est le plus grand réel tel que pour tout ξ < ξb :

inf
x∈Zd,|x|>2

E
Êx

0,ωD(0, x)
|x|ξ

> 0 (2.4)

Définition 2.3. L’exposant critique de fluctuations χa est le plus petit réel tel que pour tout
χ > χa, il existe γ > 0 tel que :

sup
x∈Zd\{0}

E
(

exp
(γ|a(0, x, ω)− Ea(0, x, ω)|

|x|χ
))

<∞ (2.5)

Définition 2.4. L’exposant critique de fluctuations χb est le plus grand réel tel que pour tout
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χ < χb,
inf

x∈Zd,|x|>2

Var(a(0, x, ω))
|x|2χ

> 0 (2.6)

Nous rappelons dans ce chapitre que les potentiels vérifient toujours les deux conditions
suivantes :

Hypothèse (1). V (x, ω), x ∈ Zd sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d), non
constants, non négatifs et bornés supérieurement par une constante M > 0 :

0 ≤ V (x, ω) ≤M (2.7)

pour tout x ∈ Zd et pour tout ω ∈ Ω. De plus, pour d = 2, nous supposons qu’il existe ε > 0 tel
que V (x, ω) ≥ ε > 0.

Hypothèse (2).
α(e1 + z) ≥

√
1 + |z|2α(e1) (2.8)

pour tout z ∈ H0, où H0 est un hyperplan qui passe par l’origine et est perpendiculaire à e1

L’exposant de Lyapunov quenched est utile dans l’étude des exposants critiques. Nous rap-
pelons ici sa définition (voir théorème 1.3 du chapitre I) : puisque V est intégrable,

α(x) = lim
n→∞

1
n
a(0, nx, ω) = lim

n→∞

1
n
h(nx) = inf

n∈N

1
n
h(nx) p.s et dans L1

où h(x) := Ea(0, x, ω). Les définitions des exposants ξa, ξb, χa, χb sont données par (2.3), (2.4),
(2.5), (2.6), respectivement. Nous avons,

Proposition 2.5. Sous l’hypothèse (1), 0 ≤ χb ≤ χa ≤ 1
2 et 0 ≤ ξb ≤ ξa ≤ 1.

Comme dans les travaux de Newman et Piza [NP95] et Chatterjee [Cha13], nos études de la
relation entre ces exposants critiques se basent naturellement sur l’hypothèse (2) de direction
de courbure, sur la validité d’une inégalité de concentration et sur la vitesse de convergence
des exposants de Lyapunov pour la MAPA. Les résultats que nous obtenons ci-dessous seront
utiles dans la démonstration de l’inégalité χa ≥ 2ξb − 1.

Nous commençons par compléter l’estimation de la variance du lemme 11 de Zerner [Zer98]
par une inégalité de concentration. Dans le cas d’un potentiel borné, on retrouve bien une
estimation de la variance de l’inégalité de concentration.
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Proposition 2.6. Sous l’hypothèse (1), il existe des constantes positives C1, C2, C3 telles que
pour tout x ∈ Zd, |x| > C3, et pour tout t > 0 :

P
(∣∣∣a(0, x, ω)− Ea(0, x, ω)√

|x|

∣∣∣ ≥ t
)
≤ C1 exp(−C2t) (2.9)

Proposition 2.7. Sous l’hypothèse (1), pour tous les n ≥ 2, χ′ > χa, 1 ≤ i ≤ d, nous avons :

α(nei) ≤ Ea(0, nei, ω) ≤ nα(ei) + Cnχ
′ ln |n| (2.10)

La vitesse de convergence dans le théorème sous additif est importante et elle a été étudiée
dans nombreux articles mathématiques. Pour PPP, Kesten [Kes93], Talagrand [Tal95] donnent
des inégalités de concentration. Ensuite, Alexander dans [Ale93] et [Ale97] ont amélioré le résul-
tat de [Kes93] pour obtenir une vitesse de convergence. Cette question est également traitée par
Sznitman [Szn96] dans le modèle MBPP et par Lacoin [Lac12b] dans le modèle longue portée.
Pour notre modèle, MAPA, Sodin [Sod14] a aussi montré une inégalité de concentration. Son
résultat obtenu est plus fort que la proposition 2.6 mais il fait une hypothèse sur les potentiels
plus forte que la nôtre. Plus précisément, [Sod14] a exigé que V (x) soit borné inférieurement
par ε > 0 et borné supérieurement par M : ε ≤ V (x, ω) ≤ M pour tout x ∈ Zd, ω ∈ Ω tandis
que nous ne demandons qu’une borne supérieure pour V .

Nous supposons que le potentiel est borné supérieurement dans les propositions 2.6 et 2.7
que nous utilisons pour la démonstration de l’inégalité χa ≥ 2ξb−1 du théorème 3.5 du chapitre
I. C’est la raison pour laquelle cette hypothèse apparait dans l’énoncé du théorème 3.5. C’est
une condition forte qui permet d’appliquer une inégalité de Harnack comme on l’a fait à la
proposition 2.7. Elle a aussi été trouvée dans les travaux de Sznitman [Szn96] et de Wüthrich
[Wüt98a], [Wüt98b] pour le modèle MBPP.

2.2 Inégalité de concentration : démonstration de la proposition 2.6

Pour la suite, la proposition 2.6 est utile dans notre démonstration de la propriété χa ≤ 1
2

de la proposition 2.5. Nous commençons par énumérer des propriétés simples de notre modèle
de marches aléatoires en potentiel aléatoire. Remarquons que dans le lemme 2.8 ci-dessous, (1)
est vraie pour tout V tel que P(V <∞) > 0 alors que (2) et (3) sont vraies quand E(V ) <∞.
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Lemme 2.8. (1) Pour tous les x, y ∈ Zd, ω ∈ Ω, nous avons :

a(x, y, ω) ≤ |x− y|1 ln 2d+
|x−y|1−1∑
i=0

V (xi, ω) (2.11)

où [x0 = x, x1, · · · , xn = y], est un chemin de longueur n = |x− y|1 de x à y.
(2) Si le potentiel V a une moyenne finie, il existe deux constantes positives c1 = − lnEe−V (0),

c2 = ln 2d+ EV (0) telles que c1|x− y| ≤ Ea(x, y, ω) ≤ c2|x− y| pour tout x, y ∈ Zd.
(3) Pour tout x ∈ Zd :

|x|∞α(e1) ≤ Ea(0, x, ω) ≤ |x|1α(e1) (2.12)

Démonstration. (1) Nous pouvons déduire (2.11) de l’inégalité de triangle de a(·, ·, ω) (voir
(1.7) du chapitre I) :

a(0, x, ω) ≤ a(0, x1, ω) + a(x1, x2, ω) + · · ·+ a(xn−1, y, ω)

et pour tout xi, 1 ≤ n = |x− y|1 :

a(xi−1, xi, ω) = − ln e(xi−1, xi, ω) ≤ ln 2d+ V (xi−1)

(2) (2.12) en découle du lemme 1.6 du chapitre II. De plus, Ea(x, y, ω) ≤ c2|x− y| est une
corollaire de la partie (1).

(3) Pour x = (x1, · · · , xd), α(x) = α(x1e1 +x2e2 + · · ·+xded) ≤ |x1|α(e1)+ · · ·+ |xd|α(ed) =
|x|1α(e1). Prenons x′ = (−x1, x2, · · · , xd). Pour tout n ≥ 1, par l’inégalité de triangle,
Ea(0, 2nx1e1, ω) ≤ Ea(0, nx, ω) + Ea(0, nx′, ω) = 2Ea(0, nx). Alors, x1α(e1) ≤ α(x). De
même pour x2, · · · , xd, nous obtenons |x|∞α(e1) ≤ α(x).

La démonstration de la proposition 2.6 est basée sur la méthode de martingale comme dans
[Kes93], [Szn96] et [Zer98]. Nous allons vérifier les conditions du théorème 3 de [Kes93]. Nous
utilisons une propriété importante du lemme 12 de [Zer98] des MAPA.

Lemme 2.9. Supposons que les potentiels satisfont l’hypothèse (1). Soit z ∈ Zd et ω1, ω2 ∈ Ω
tels que V (x, ω1) = V (x, ω2) pour tout x 6= z et V (z, ω1) ≤ V (z, ω2). Alors, il existe une
constante D > 0 telle que pour tout x ∈ Zd :

0 ≤ a(0, x, ω2)− a(0, x, ω1) ≤ min{− ln P̂ x
0,ω1(H(x) ≤ H(z)), V (z, ω2) +D} (2.13)

48



II.2 Relation entre les exposants critiques

La démonstration de la proposition 2.6
Nous reprenons les notations de [Zer98] et ses arguments avec les adaptations nécessaires

pour obtenir une inégalité de concentration dans le cas d’un potentiel borné. Soient zk, k ≥ 1
une énumération de Zd et Fk la tribu engendrée par V (z1), · · · , V (zk). Notons F0 la tribu
triviale. Pour x ∈ Zd fixé, pour k ≥ 0, nous définissons :

Mk = E(a(0, x, ω) | Fk)

Remarquons queMk, k ≥ 0 est une martingale par rapport à la filtration Fk, k ≥ 0 qui converge
P presque sûrement, dans L1(P), et L2(P) vers M∞ = a(0, x, ω). Pour ω, σ ∈ Ω et k ≥ 0,
soit [ω, σ]k ∈ Ω la configuration telle que V (zi, [ω, σ]k) = V (zi, ω) pour tout 1 ≤ i ≤ k et
V (zi, [ω, σ]k) = V (zi, σ) pour tout k < i. Notons Eω l’espérance par rapport à la probabilité P
sur les variables ω. Nous posons, pour k ≥ 1 :

∆k := Mk −Mk−1

Alors, utilisons le lemme 2.9 :

|∆k| = |Eσa(0, x, [ω, σ]k)− Eσa(0, x, [ω, σ]k−1)|

= Eσ
(
(a(0, x, [ω, σ]k)− a(0, x, [ω, σ]k−1))1{V (zk,ω)≥V (zk,σ)}

)
+ Eσ

(
(a(0, x, [ω, σ]k−1)− a(0, x, [ω, σ]k))1{V (zk,ω)<V (zk,σ)}

)
≤ Eσ(V (zk, [ω, σ]k) +D) + Eσ(V (zk, [ω, σ]k−1 +D)

≤ 2(M +D) (2.14)

Nous avons aussi que :

E(∆2
k|Fk−1) = E

(
Eσ
(
(a(0, x, [ω, σ]k)− a(0, x, [ω, σ]k−1))21{V (zk,ω)<V (zk,σ)}

)
| Fk−1

)
+ E

(
Eσ
(
(a(0, x, [ω, σ]k)− a(0, x, [ω, σ]k−1))21{V (zk,ω)≥V (zk,σ)}

)
| Fk−1

)
(2.15)

Appliquons le lemme 2.9, le premier terme du membre droit de (2.15) (on notera ce terme (I))
est plus petit que :

E
(
Eσ
(
(V (zk, [ω, σ]k−1) +D)2; P̂ x

0,[ω,σ]k(H(x) > H(zk)) ≥
1
2
)
| Fk−1

)
+ E

(
Eσ
(
(ln P̂ x

0,[ω,σ]k(H(x) ≤ H(zk)))2; P̂ x
0,[ω,σ]k(H(x) ≤ H(zk)) ≥

1
2
)
| Fk−1

)
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Utilisons (ln t)2 ≤ 1− t quand 1
2 ≤ t ≤ 1 et l’inégalité de Jensen, nous avons :

(I) ≤ 2(M +D)2E
(
Eσ
(
P̂ x

0,[ω,σ]k(H(x) > H(zk))
)
| Fk−1

)
+ E

(
Eσ
(
P̂ x

0,[ω,σ]k(H(x) > H(zk))
)
| Fk−1

)
(2.16)

Notons que :
Eσ
(
P̂ x

0,[ω,σ]k(H(x) > H(zk))
)

= E
(
P̂ x

0,ω(H(x) > H(zk)) | Fk
)

Donc,
(I) ≤ (2(M +D)2 + 1)E

(
P̂ x

0,ω(H(x) > H(zk)) | Fk−1
)

(2.17)

De même, nous avons aussi le deuxième terme du membre de (2.15) (on notera ce terme (II))
est plus petit que :

(II) ≤ (2(M +D)2 + 1)E
(
P̂ x

0,ω(H(x) > H(zk)) | Fk−1
)

(2.18)

Nous posons :

Uk(ω) := D1P̂
x
0,ω(H(x) > H(zk)), où D1 = 2(2(M +D)2 + 1)

Donc, de (2.15), (2.17) et (2.18), nous avons, pour tout k ≥ 1 :

E(∆2
k | Fk−1) ≤ E(Uk | Fk−1) (2.19)

Posons c1 = − lnE exp(−V (0)), pour tout t > 0, nous avons :

P(
∞∑
k=1

Uk ≥ t) = P
( ∞∑
k=1

D1P̂
x
0,ω(H(x) > H(zk)) ≥ t

)
= P

(
D1Ê

x
0,ω(|A(0, x, ω)|) ≥ t

)
≤ exp(−c1

D1
t)E

(
exp(Êx

0,ω(c1|A(0, x, ω)|))
)

(2.20)

où
A(0, x) := A(0, x, (Sm)m≥0) := {z ∈ Zd : H(z) < H(x)} (2.21)

Puisque :

Êx
0,ω(c1|A(0, x)|) ≤ ln Êx

0,ω[exp(c1|A(0, x)|)] ≤ a(0, x, ω) + lnE0
(

exp(−
∑

u∈A(0,x)
(V (u)− c1))

)
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Utilisons la partie (i) du lemme 2.8 et puisque V ≤M , il existe une constante positive D2 telle
que :

a(0, x, ω) ≤ D2|x|

Nous obtenons alors pour tout t > 0 :

P(
∞∑
k=1

Uk ≥ t) ≤ exp(−c1

D1
t+D2|x|)E0

(
[E(exp(c1 − V (0)))]|A(0,x)|

)
= exp(−c1

D1
t+D2|x|) (2.22)

Par conséquence, nous avons :

P(
∞∑
k=0

Uk ≥ t) ≤ exp(−C̄2t) (2.23)

pour tout t ≥ t0 := max{2D1D2
c1
|x|, 4(D +M)2e2|x|}, où C̄2 = c1

2D1
.

Par (2.14), (2.19) et (2.23), toutes les conditions du théorème 3 de [Kes93] sont satisfaites.
Alors, il existe trois constantes positives C1, C2, D3 telles que pour tout x ∈ Zd, pour tout
t ≤ D3|x| :

P
(a(0, x, ω)− Ea(0, x, ω)√

x
≥ t

)
≤ C1 exp(−C2t)

Les mêmes arguments peuvent s’appliquer pour −a(0, x, ω). Et puisque V est borné supérieu-
rement, (2.9) est vraie pour tout t > 0 quand |x| est suffisamment grand.

2.3 Démonstration de la proposition 2.5

Avant d’aller plus en détails, nous voudrions présenter les idées de la démonstration en
quelques mots. Les inégalités χb ≤ χa et ξb ≤ ξa découlent facilement de leur définition. Pour
ξb ≥ 0, nous allons utiliser le fait que pour tout x ∈ Zd, pour tout i, 1 ≤ i ≤ d, EP̂ (H(ei) <
H(x)) est bornée inférieurement par une constante positive qui ne dépend pas de x, où ei, 1 ≤
i ≤ d sont les coordonnées de Zd. La propriété χb ≥ 0 se déduit de l’utilisation de l’inégalité
FKG. Remarquons que d’après ces arguments appliqués à la MAPP, dans les définitions de ξb et
χb, nous ne demandons pas l’existence d’un paramètre C comme dans celles de Chatterjee (voir
les inégalités (A3) et (A4) de [Cha13]). La propriété χa ≤ 1

2 est un corollaire de l’inégalité de
concentration de la proposition 2.6. Puisque |D(0, x)| ≤ |A(0, x)| pour tout x ∈ Zd, en utilisant
des arguments comme dans la partie sur la continuité des exposants de Lyapunov pour estimer
EÊ(A(0, x)), nous pouvons obtenir ξa ≤ 1.
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D’abord, nous pouvons déduire facilement des définitions que χb ≤ χa et ξb ≤ ξa. En effet,
si ξb > ξa, il existe ξ1, ξ2 tels que ξa < ξ1 < ξ2 < ξb. De (2.3), pour x ∈ Zd \ {0} :

E
Êx

0,ωD(0, x)
|x|ξ1

≤ 1
γ

sup
Zd\{0}

E
(

exp
(γÊx

0,ωD(0, x)
|x|ξ1

))
<∞

Alors, pour toute suite (xn) telle que xn →∞ :

lim
n→∞

E
Êx

0,ωD(0, xn)
|xn|ξ2

= 0

Par la définition de ξb, on a alors ξ2 > ξb, c’est absurde. Nous utilisons un argument similaire
pour montrer que χb ≤ χa en remarquant que

E exp(γ|X|) ≥ γ2

2 E|X|
2.

Pour ξb ≥ 0, par sa définition, il suffit montrer que

inf
x∈Zd,|x|>2

EÊx
0,ωD(0, x) > 0.

En effet, pour x ∈ Zd, r > 0, nous définissons un cylindre C(x, r) de rayon r entre 0 et x :

C(x, r) = {z ∈ Rd : inf
w∈L(0,x)

|z − w| < r} (2.24)

Nous observons qu’il existe une constante r0 > 0 suffisamment petite telle que pour tout
x ∈ Zd, |x| ≥ 2, il y a au moins i, 1 ≤ i ≤ d tel que ei /∈ C(x, r0) ou −ei /∈ C(x, r0). Et on
notera ce point x′. Alors, pour x ∈ Zd, |x| ≥ 2, ω ∈ Ω :

Êx
0,ωD(0, x) ≥ r0P̂

x
0,ω(D(0, x) ≥ r0)

≥ r0P̂
x
0,ω(H(x′) < H(x))

= r0
E0
(

exp(−∑H(x)−1
m=0 V (Sm)), H(x′) < H(x) <∞

)
e(0, x, ω)

= r0
e(0, x′, ω) · e(x′, x, ω)

e(0, x, ω)

≥ r0e(0, x′, ω)e(x′, 0, ω) ≥ r0( 1
2d)2 exp(−V (0)− V (x′)) (2.25)
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Donc, pour tout x ∈ Zd, |x| ≥ 2 :

EÊx
0,ωD(0, x) ≥ r0( 1

2d)2E exp(−V (0)− V (x′)) = r0( 1
2d)2(E exp(−V (0)))2 > 0.

Pour obtenir χb ≥ 0, on va montrer que pour tout x ∈ Zd, |x| > 2 :

Var(a(0, x, ω)) > 0.

En effet, fixons x ∈ Zd, |x| > 2, pour N > 0, nous posons :

aN(0, x, ω) := − lnE0
(

exp(−
H(x)−1∑
m=0

V (Sm)), |Sm| ≤ N, pour tout m < H(x)
)

aN est une fonction non négative, croissante en V (z), z ∈ Zd, |z| ≤ N et limN→∞ aN(0, x, ω) =
a(0, x, ω) dans L2(P). Alors :

lim
N→∞

Var(aN(0, x, ω)) = Var(a(0, x, ω)) (2.26)

En outre, nous avons :

aN(0, x, ω) =− ln
(

exp(−V (0))E0
(

exp(−
H(x)−1∑
m=1

V (Sm)), |Sm| ≤ N, pour tout m < H(y)
))

= V (0)− lnE0
(

exp(−
H(x)−1∑
m=1

V (Sm)), |Sm| ≤ N, pour tout m < H(y)
)

(2.27)

Nous posons :

gN(ω) := gN(V (z, ω), |z| < N) := − lnE0
(

exp(−
H(x)−1∑
m=1

V (Sm)), |Sm| ≤ N, pour tout m < H(y)
)
.

De (2.27), nous avons :

Var(aN(0, x, ω)) = Var(V (0)) + Var(gN) + 2Cov(V (0), gN) (2.28)

Notons que pour ω fixé, gN est une fonction croissante en V (z) pour tout |z| < N . Appliquons
l’inégalité FKG de Mörters et Peres dans [MP10] : Cov(V (0), gN(ω)) ≥ 0. En le combinant
avec (2.26) et (2.28), nous obtenons pour tout x ∈ Zd, |x| > 2, Var(a(0, x, ω)) ≥ Var(V (0)) =
constante > 0.
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Pour obtenir χa ≤ 1
2 , on va montrer qu’il existe γ > 0 tel que :

sup
Zd\{0}

E
(

exp
(γ|a(0, x, ω)− Ea(0, x, ω)|

|x| 12
))

<∞ (2.29)

En effet, nous posons pour |x| > C3 :

X := |a(0, x, ω)− Ea(0, x, ω)|
|x| 12

Alors, d’après l’inégalité de concentration (2.9), il existe deux constantes positives C1, C2 telles
que

E(exp(γX)) = 1 + γ
∫ ∞

0
eγtP(X ≥ t)dt ≤ 1 + γ

∫ ∞
0

C1e
(γ−C2)tdt <∞ (2.30)

pour γ < C2.

Pour obtenir ξa ≤ 1, nous allons montrer qu’il existe γ > 0 tel que :

sup
Zd\{0}

E
(

exp
(γÊx

0,ωD(0, x)
|x|

))
<∞ (2.31)

Par les définitions de D(0, x) et A(0, x) (voir (2.21) ), nous avons D(0, x) ≤ |A(0, x)| pour tout
x ∈ Zd. Alors, pour c1 = − lnE(exp(V (0))), utilisons l’inégalité de Jensen :

c1Ê
x
0,ωD(0, x)
|x|

≤ 1
|x|

ln Êx
0,ω exp(c1|A(0, x)|)

≤ 1
|x|
a(0, x, ω) + 1

|x|
lnE0(exp(c1|A(0, x)| −

∑
u∈A(0,x)

V (u)), H(x) <∞) (2.32)

Utilisons (i) du lemme (2.8) en notant que 0 ≤ V ≤M , on a :

a(0, x, ω) ≤ |x|1 ln 2d+M |x|1

Donc,

E
(

exp
(c1Ê

x
0,ωD(0, x)
|x|

))
≤ exp(

√
d(ln 2d+M))E

(
[E0(exp(c1A(0, x)−

∑
u∈A(0,x)

V (u)), H(x) <∞)]
1
|x|

)
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Puisque x ∈ Zd \ {0}, 0 < 1
|x| ≤ 1, utilisons l’inégalité de Jensen :

E
(

[E0(exp(c1A(0, x)−
∑

u∈A(0,x)
V (u)), H(x) <∞)]

1
|x|

)

≤
(
EE0(exp(c1A(0, x)−

∑
u∈A(0,x)

V (u)), H(x) <∞)
) 1
|x|

=
(
E0
[(
E exp(c1 − V (0))

)A(0,x)
, H(x) <∞

]) 1
|x|
≤ 1 (2.33)

Alors, on en déduit (2.31).

2.4 Fluctuations des exposants de Lyapunov

Maintenant, nous allons montrer l’inégalité (2.10) de fluctuations des exposants de Lyapunov
pour la MAPA que sera utilisée dans la démonstration de χa ≥ 2ξb−1, notre résultat principal.
Comme dans plusieurs références citées à la fin de la section bornes élémentaires, nous savons
que ce problème était bien connu en PPP et pour le MBPP. Pour la PPP, Kesten [Kes93] a
prouvé qu’il existe C > 0 telle que pour tout x ∈ Zd, x 6= 0,

ET (0, x)− µ(x) ≤ C|x|1−
1

2d+4 (ln |x|)1/d+2

Ce résultat a été amélioré par Alexander [Ale93] par une méthode qui est basée sur la construc-
tion une famille de fonctions génératrices gn(β) sur-additives ou sous-additives où β > 0 par
rapport au temps de passage pour obtenir

ET (0, x)− µ(x) ≤ C|x|1/2 ln |x| (2.34)

si x ∈ Zd \ {0} est sur un des axes. Notons que cet argument utilise la symétrie de Zd par
rapport à l’hyperplan perpendiculaire à un axe et alors il ne fonctionne pas pour les autres
directions.

Avec la même idée, Sznitman a aussi montré une inégalité analogue à (2.34) pour l’exposant
de Lyapunov au MBPP mais un peu plus forte (voir théorème 3.1 dans [Szn96]). Nous disons
que c’est plus fort puisque, d’après la condition [Szn96, (3.3)], nous pouvons remplacer |x|1/2

de (2.34) par |x|χa si χa est l’exposant critique de fluctuation défini de même façon que le nôtre
et qui vérifie donc χa ≤ 1

2 . De plus, grâce à l’invariance par rotation du mouvement brownien
dans Rd, Sznitman n’a démontré son théorème que pour la direction e1 mais il peut en conclure
qu’il est vrai pour tout x ∈ Rd.
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En PPP, Alexander a ensuite réussi à démontrer (2.34) pour tout x ∈ Zd par une autre mé-
thode (voir théorème 1.8 de [Ale97]). Récemment, Chatterjee dans [Cha13] pour la percolation
et Auffinger et Damron dans [AD13] pour le polymère ont utilisé cette méthode pour avoir des
inégalités de fluctuations dans le but d’obtenir la relation entre les exposants critiques. Mal-
heureusement, nous n’arrivons pas encore à adapter la méthode d’Alexander à notre modèle
à cause du manque d’indépendance du potentiel si la marche revisite un point plusieurs fois
avant d’atteindre son but.

Nous allons alors prouver la proposition 2.7 en suivant les arguments de [Ale93] et [Szn96]).
Ce résultat n’est vrai que pour les directions coordonnées. C’est la raison pour laquelle nous
avons posé l’hypothèse 2 pour avoir χa ≥ 2ξb − 1. Mais cette hypothèse semble raisonnable
(voir les explications à la page 21 du chapitre I). Tout d’abord, nous définissons, pour n ≥ 1,
l’hyperplan Hn :

Hn = {z ∈ Zd : z · e1 = n} (2.35)

Pour 0 < β < 1, n ≥ 1, nous posons :

gβ(n) =
∑
z∈Hn

E
(
e(0, z, ω)β

)
(2.36)

Nous écrirons n := (n, 0, · · · , 0). Nous allons d’abord montrer que gβ(n) peut être borné par la
somme des point pas trop loin n dans le lemme 2.10 et que gβ(n) est approximativement sous-
multiplicative dans le lemme 2.11. Les énoncés et leur démonstration s’inspirent de [[Szn96],
lemme 3.2 et 3.3] respectivement. Dès que nous avons ces deux lemmes, nous pouvons suivre le
même argument que [Szn96] (pages 1527-1529) pour montrer que la proposition 2.7 est vraie
pour e1.

Nous énonçons d’abord ces deux lemmes dont nous déduisons ensuite la proposition 2.7. Et
nous terminons par la démonstration des deux lemmes.

Lemme 2.10. Pour 0 < β < 1, n > 1, il existe deux constantes positives γ1, γ5 qui ne dépendent
que de d et de la loi du potentiel V telles que :

gβ(n) ≤ γ1

βd
∑

|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
(e(0, z, ω)β)

)
≤ γ5

βd
nd−1 ∑

|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
ẽ(0, z, ω)β

)
(2.37)
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où :

ẽ(0, z, ω) = E0
(

exp(−
H(z)−1∑
m=0

V (Sm)), H(z) < TB(γ1n)
)

(2.38)

et TB(γ1n) est le temps de sortie de l’ensemble B(γ1n) = {y ∈ Zd; |y|∞ ≤ γ1n}.

Lemme 2.11. Pour 0 < β < 1, m ≥ 1 et n suffisamment grand, nous avons :

gβ(n+m) ≤ γ6

βd
(n+m)3d−2gβ(n)gβ(m) (2.39)

Démonstration de la proposition 2.7

Pour β ∈]0, 1[, et m > 2, nous posons

Fβ(m) = ln gβ(m) (2.40)

Alors, d’après le lemme 2.11, pour tout m,n ≥ 2,

Fβ(m+ n) ≤ Fβ(m) + Fβ(n) +Gβ(m+ n)

où Gβ(k) = ln( γ0
βd

) + (3d− 2) ln k. Puisque Gβ(·) est non-décroissante et pour tout k ≥ 1 :

4
∑
m≥2k

Gβ(m)
m(m+ 1) ≤

γ6

k
(1− ln β + ln k)

Alors, d’après le théorème 2 de Hammersley [Ham62], il existe une limite f(β) de Fβ(n)
n

quand
n tend vers ∞ et

f(β) ≤ Fβ(m)
m

+ γ6

m
(1− ln β + lnm) pour tout m > 1 (2.41)

D’autre part, par la définition, nous avons gβ(m) ≥ E(e(0,m, ω)β). Alors,

f(β) = lim
m→∞

Fβ(m)
m

≥ −βα(e1) (2.42)

De (2.41) et (2.42),

−βα(e1) ≤ ln gβ(m)
m

+ γ6

m
(1− ln β + lnm) (2.43)

Soit χ′ > χa. Soit γ donné par la définition de χa et γ1 donné par le lemme 2.10. On pose
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β = βm = γ(
√
dγ1m)−χ′ . Alors, β < 1 pour m suffisamment grand. Posons :

B := sup
Zd\{0}

E exp(γ|Ea(0, z, ω)− a(0, z, ω)|
|z|χ′

) <∞

Alors, pour tout z ∈ Hm, |z|∞ < γ1m

E(e(0, z, ω)β) = exp(−βE(a(0, z, ω)))E[exp(β(Ea(0, z, ω)− a(0, z, ω)))]

≤ B exp(−βEa(0, z, ω)) (2.44)

Si z̄ est une réflexion de z par l’axe 0e1, nous avons

Ea(0, z, ω) = Ea(0, z̄, ω) (2.45)

Alors, par l’inégalité du triangle et l’invariance par la réflexion par rapport aux axes de
Ea(0, x, ω), on a 2Ea(0, z, ω) = Ea(0, z, ω) + Ea(0, z̄, ω) ≥ Ea(0, 2me1, ω) pour tout z ∈ Hm.
Utilisons maintenant le lemme 2.10,

gβ(m) ≤ γ1

βd
∑

|z|∞≤γ1m,z∈Hm

E
(
(e(0, z, ω)β)

)
≤ Bγ2

βd
md−1 exp(−β2Ea(0, 2m,ω))

En le combinant avec (2.43), nous allons obtenir (2.10) pour e1. Puisque α(ei) = α(e1) et
Ea(0, nei, ω) = Ea(0, ne1, ω) pour tout i = 2, 3, · · · d, nous obtenons alors la proposition 2.7.

Maintenant, nous allons montrer les deux lemmes 2.10 et 2.11.

Démonstration du lemme 2.10

D’après le lemme 2.8 :

gβ(n) ≥ E
(
e(0,n, ω)β

)
≥ exp(−nβ(ln 2d+M)) := exp(−γ2βn) (2.46)

en posant γ2 = (ln 2d+M). Pour z ∈ Zd, c1 = − lnE(exp(−V (0))), utilisons le même argument
que dans (2.33) en notant que |A(0, z, ω)| ≥ |z|∞ :

1 ≥ EE0
(

exp(c1|A(0, z)| −
H(z)−1∑
m=0

V (Sm)), H(z) <∞
)

≥ exp(c1|z|∞)Ee(0, z, ω) (2.47)
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Alors, quand 0 < β < 1, l’inégalité de Jensen nous donne :

E(e(0, z, ω)β) ≤ (Ee(0, z, ω))β ≤ exp(−c1β|z|∞)

Alors, pour tout A > n+ 1, il existe des constantes positives γ3, γ4 telles que :

∑
z∈Hn;|z|∞>A

E
(
e(0, z, ω)β

)
≤

∑
z∈Hn;|z|∞>A

exp(−c1β|z|∞)

≤
∑

z∈H0;|z|∞>A−n
exp(−c1β|z|∞)

≤ γ3

∫ ∞
A−n

rd−1 exp(−c1βr)dr

≤ γ4

βd
exp(−c1β(A− n)) (2.48)

Pour γ1 > max{γ2
c1

+ 1; 1 + γ4; 2}. On déduit de (2.46) et (2.48) :

gβ(n) =
∑

z∈Hn;|z|∞≤γ1n

E
(
e(0, z, ω)β

)
+

∑
z∈Hn;|z|∞>γ1n

E
(
e(0, z, ω)β

)
≤

∑
z∈Hn;|z|∞≤γ1n

E
(
e(0, z, ω)β

)
+ γ4

βd
E
(
e(0,n, ω)β

)
≤ γ1

βd
∑

z∈Hn;|z|∞≤γ1n

E
(
e(0, z, ω)β

)
(2.49)

Comme dans (2.46), pour z ∈ Zd :

∑
|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
ẽ(0, z, ω)β

)
≥ E

(
ẽ(0,n, ω)β

)
≥ exp(−γ2βn) (2.50)

Si TB(γ1n) ≤ H(z), z ∈ Zd, alors |A(0, z)| ≥ γ1n. Donc, nous suivons l’argument comme dans
(2.47) pour obtenir :

EE0
(

exp(−
H(z)−1∑
m=0

V (Sm)), TB(γ1n) ≤ H(z)
)
≤ exp(−c1γ1n) (2.51)

et alors,

E
(
E0
(

exp(−
H(z)−1∑
m=0

V (Sm)), TB(γ1n) ≤ H(z)
)β)
≤ exp(−βc1γ1n)
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Grâce aux définitions de e(0, z, ω) et ẽ(0, z, ω), nous déduisons :

E
(
e(0, z, ω)β

)
≤ exp(−c1βγ1n) + E

(
ẽ(0, z, ω)β

)
(2.52)

D’après (2.50) et (2.52), il existe une constante γ5 telle que :

∑
|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
e(0, z, ω)β

)
≤

∑
|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
ẽ(0, z, ω)β

)
+ (2γ1n+ 1)d−1 exp(−c1βγ1n)

≤ γ5n
d−1 ∑

|z|∞≤γ1n,z∈Hn

E
(
ẽ(0, z, ω)β

)
(2.53)

De (2.49) et (2.53), nous obtenons alors le lemme 2.10.
Démonstration du lemme 2.11
Nous reprenons ”la technique du fractionnement” de [Szn96] pour bénéficier de la propriété

de l’indépendance du potentiel (voir (2.56) et (2.57)) dans la démonstration du lemme 2.11.
À cause de la nature discrète de notre modèle, quelques arguments sont différents. Fixons

y

L
z

0

Hm Hm+1Hm+n ∩Bγ(n+m)

Figure II.1 – Illustration.

n ≥ 2,m ≥ 1. Prenons z ∈ H(n + m) ∩ B(γ1(n + m)). Notons T := TB(γ1(n+m)), H := H(Hm)
où γ1 est la constante obtenue dans le lemme 2.10. Nous présentons L le premier temps où la
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marche entre Hm+1 après le dernier temps de visite de la marche en Hm avant d’arriver à z,

L := sup{0 < k < H(z), Sk−1 ∈ Hm, Sk ∈ Hm+1}

avec la convention que sup∅ = 0. Nous remarquons que L n’est pas un temps d’arrêt. Pour
y ∈ B(γ1(m + n)) ∩Hm, observons que quand S0 = y, {H(z) < T} est un sous événement de
{L < H(z)}, Py p.s. Alors, pour y ∈ B(γ1(m+ n)) ∩Hm, nous avons :

Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < T
)

≤ Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=L

V (Sk)), H(z) < T
)

≤
∞∑
l=1

Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=l

V (Sk)), l < H(z) < T, Sl−1 ∈ Hm, Sl ∈ Hm+1, Sj /∈ Hm,∀l < j < H(z)
)

=
∞∑
l=1

Ey

(
Sl−1 ∈ Hm, Sl ∈ Hm+1, l < H(z), l < T,ESl

(
exp(−

H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < T,H(z) < H
))

≤ A(m,n) sup
y1∈B(γ1(m+n))∩Hm+1

Ey1

(
exp(−

H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < H
)

(2.54)

où

A(m,n) = sup
y∈B(γ1(m+n))∩Hm

∞∑
l=1

Ey
(
Sl ∈ Hm+1, l < T

)
= sup

y∈B(γ1(m+n))∩Hm

∑
y1∈Hm+1

GB(γ1(m+n))(y, y1) ≤ C(m+ n)d (2.55)

Ici, GB(x, y) est la fonction de Green de la marche qui exprime le nombre moyen de visites en
y partant de x avant de sortir de B (voir les sections 1.5 et 1.6 de [Law91] pour sa définition
et ses propriétés) et C est une constante. Alors, pour z ∈ B(γ1(n+m)) ∩H(n+m),

ẽ(0, z, ω)

= E0

(
exp(−

H−1∑
k=0

V (Sk)), H < T,ESH
(

exp(−
H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < T
))

≤ C(m+ n)d sup
y∈B(γ1(m+n))∩Hm+1

Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < H
)
E0
(

exp(−
H−1∑
k=0

V (Sk)), H < T
)

Sur l’événement {H < T}, H coïncide avec H(y′) pour un sommet y′ ∈ B(γ1(m + n)) ∩Hm.
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Alors,

ẽ(0, z, ω)β ≤ C(m+ n)d sup
y∈B(γ1(m+n))∩Hm+1

[
Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < H
)]β

[ ∑
y′∈B(γ1(m+n))∩Hm

E0
(

exp(−
H(y′)−1∑
k=0

V (Sk)), H(y′) = H < T
)]β

(2.56)

Nous prenons l’espérance des deux côtés de (2.56) en notant que les deux termes du membre
droit sont indépendants pour obtenir :

Eẽ(0, z, ω)β ≤ C(m+ n)dE
(

sup
y∈B(γ1(m+n))∩Hm+1

[
Ey
(

exp(−
H(z)−1∑
k=0

V (Sk)), H(z) < H
)]β)

× E
([ ∑

y′∈B(γ1(m+n))∩Hm
E0
(

exp(−
H(y′)−1∑
k=0

V (Sk)), H(y′) = H < T
)]β)

≤ C(m+ n)d
∑

y∈B(γ1(m+n))∩Hm+1

E
(
e(y, z, ω)β

) ∑
y′∈B(γ1(m+n))∩Hm

E
(
e(0, y′, ω)β

)
(2.57)

Pour tout y ∈ Hm+1, il existe y′′ ∈ Hm tel que |y′′ − y| = 1. Puisque le potentiel est borné
supérieurement par M , nous avons e(y′′, y, ω) ≥ e−M

2d . Alors, en utilisant (1.4) du chapitre I de
la sur-multiplicative de e(·, ·), nous avons :

e(y, z, ω) ≤ 2deMe(y′′, z, ω)

Nous obtenons alors :

∑
z∈Hm+n,|z|∞≤γ1(m+n)

Eẽ(0, z, ω)β ≤ C(m+ n)d(2deM)β
∑

y′∈Hm∩B(γ1(m+n))
E
(
e(0, y′, ω)β

)
×

∑
z∈Hm+n,|z|∞≤γ1(m+n)

( ∑
y′′∈Hm∩B(γ1(m+n))

E
(
e(y′′, z, ω)β

))
(2.58)

D’après le lemme 2.10, il existe une constante γ6 > 0 telle que :

gβ(m+ n) ≤ γ6

βd
(m+ n)d(m+ n)d−1gβ(m)(m+ n)d−1 ∑

u∈Hn
E
(
e(0, u, ω)β

)
≤ γ6

βd
(m+ n)3d−2gβ(m)gβ(n) (2.59)
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2.5 χa ≥ 2ξb − 1

Nous allons montrer le théorème 3.5 du chapitre I, χa ≥ 2ξb − 1 sous les hypothèses 1 et 2,
en nous inspirant de Newman et Piza [NP95], de Wüthrich [Wüt98a] et de Chatterjee [Cha13].
Nous définissons :

C(k, n) = {v ∈ Zd, inf
u∈L(0,n)

|v − u| < k}

Rappelons ici que pour tout x, y ∈ Zd, L(x, y) est le segment de droite entre x et y.

∂C(k, n) = {v ∈ Zd \ C(k, n), il existe u ∈ C(k, n) tel que |v − u|1 = 1}

On suppose par l’absurde que χa < 2ξb − 1. Soit alors ξ′ ∈]χa+1
2 , ξb[, et montrons que :

lim
n→∞

limn→∞ EÊn
0,ω(D(0,n))
nξ′

= 0.

L’idée principale est d’écrire,

EÊn
0,ωD(0,n) ≤

∞∑
k=0

E
(
P̂n

0,ω(D(0,n) > k)
)

Remarquons que

P̂n
0,ω(D(0,n) > k) = P̂n

0,ω

(
H(∂C(k, n) < H(n)) ≤

∑
z∈∂C(k,n)

P̂n
0,ω(H(z) < H(n))

où H(∂C(k, n)) est le premier temps que la marche atteint ∂C(k, n). Cette égalité nous conduit
à considérer l’événement que la marche quitte le cylindre C(k, n) au point z ∈ ∂C(k, n). Nous
écrivons P̂n

0,ω(H(z) < H(n)) = e(0,z,ω)e(z,n,ω)
e(0,n,ω) et utilisons le lemme 2.12 ci-dessous pour estimer

ce terme. En s’inspirant de [Cha13], nous obtiendrons alors que pour tout ξ′′ < ξb et pour
tout χ2 ∈]χa, 2ξ” − 1[, la probabilité de quitter C(k, n) en z ∈ C(k, n) n’est pas supérieure à
C1 exp(C2n

χ2−C3n
2ξ′′−1) quand nξ

′′
< k ≤ 3n, à C4k

d−1 exp(C5(k+n)) quand k > 3n. Ce sont
les clés de notre preuve.

L’inégalité de fluctuations dans la proposition 2.7 est utilisée dans notre démonstration du
lemme 2.12 au dessous.

Lemme 2.12. Pour k ≥ 1, n ≥ 1, v ∈ ∂C(k, n) :
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(1) Nous avons

α(v) + α(n− v) ≥ n

√
1 + k2

2n2α(e1) (2.60)

(2) On en déduit que, pour tout χ′ > χa, il existe deux constantes positives C et C11 telles
que :

h(n)− h(v)− h(n− v) ≤ Cnχ
′ lnn− C11n(

√
1 + k2

2n2 − 1) (2.61)

Nous rappelons que h(x) = Ea(0, x, ω)

Démonstration. (1) Fixons v ∈ ∂C(k, n). Soit w la projection perpendiculaire de v sur
la droite qui contient le point 0 et dans la direction e1. Nous rappelons que H0 est
l’hyperplan qui passe par l’origine et est perpendiculaire à e1. Soient v′ := v/|w| et
z = v′ − e1. Notons que z ∈ H0. Il n’y a que les trois cas suivants :
i) w ∈ L(n,n + ke1). Par théorème de Pythagore :

k2 ≤ |v − n|2 = (|w| − n)2 + |v − w|2 = (|w| − n)2 + |w|2|z|2

Alors, soit |w| ≥ k√
2 + n ou soit |w|2|z|2 ≥ k2

2 . Utilisons l’hypothèse (2), nous obtenons
dans les deux cas :

α(v) = |w|α(v′) = |w|α(e1 + z)

≥ |w|
√

1 + |z|2α(e1)

≥ n

√
1 + k2

2n2α(e1). (2.62)

ii) w ∈ L(−ke1, 0). Utilisons le même argument que dans le cas précédent, nous obte-
nons : α(ne1 − v) ≥ n

√
1 + k2

2n2α(e1).
iii) w ∈ L(0,n). Soient w′ = n − w, v′′ = (n − v)/|w′|, z′ := v′′ − e1 = (w − v)/|w′|.
Alors, z′ ∈ H0. D’après l’hypothèse (2) :

α(n− v) = |w′|α(v′′) = |w′|α(z′ + e1) ≥ |w′|
√

1 + |z′|2α(e1) (2.63)

De même, puisque v = w + |w|z

α(v) ≥ |w|
√

1 + |z|2α(e1) (2.64)
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Utilisons (2.63) et (2.64) en notant que |z| > k
n
et |z′| > k

n
:

α(v) + α(n− v) ≥ n

√
1 + k2

n2α(e1) > n

√
1 + k2

2n2α(e1)

(2) D’après (2.60), nous avons :

α(n)− α(v)− α(n− v) ≤ −n(
√

1 + k2

2n2 − 1)α(e1)

En appliquant la proposition 2.7, il existe une constante C > 0 et C11 > 0 telles que :

h(n)− h(v)− h(n− v) ≤ nα(e1) + C|n|χ′ lnn− α(v)− α(n− v)

≤ Cnχ
′ lnn− C11n(

√
1 + k2

2n2 − 1)

La démonstration du théorème 3.5 du chapitre 1.
Nous supposons que χa < 2ξb − 1. Alors il existe des réels χ1 < χ2 et ξ′′ < ξ′ tels que :

0 ≤ χa < χ1 < χ2 < 2ξ′′ − 1 < 2ξ′ − 1 < 2ξb − 1 < 2ξa − 1 ≤ 1 (2.65)

Nous allons montrer que, en contradiction avec ξ′ < ξb,

lim
n→∞

EÊn
0,ω(D(0,n))
nξ′

= 0 (2.66)

Pour n ∈ N+, nous posons :

Nn = {ω ∈ Ω, a(0,n, ω) < h(n) + nχ2} = {ω ∈ Ω, e(0,n, ω) > exp(−h(n)− nχ2)} (2.67)

Alors, puisque χa < χ1 < χ2, il existe une constante positive γ > 0 :

P(N c
n) = P

(
a(0,n) ≥ h(n) + nχ2

)
= P

(
exp(γ a(0,n)− h(n)

nχ1
) ≥ exp(γn

χ2

nχ1
)
)

≤ exp(−γnχ2−χ1)E
(

exp(γ |a(0,n)− h(n)|
nχ1

)
)

≤ C1 exp(−γnχ2−χ1) (2.68)
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Nous écrivons :

EÊn
0,ω(D(0,n)) = EÊn

0,ω

(
D(0,n)1Nn

)
+ EÊn

0,ω

(
D(0,n)1Nc

n

)
(2.69)

i) Pour estimer EÊn
0,ω

(
D(0,n)1Nc

n

)
, appliquons le théorème de Cauchy- Schwarz :

EÊn
0,ω

(
D(0,n)1Nc

n

)
≤
√
E
((
Ên

0,ω(D(0,n))
)2)

E(1Nc
n
) (2.70)

Prenons un réel C3 > ξa, alors il existe deux constantes positives γ′, C ′4 telles que :

sup
v∈Zd\{0}

E
(

exp(γ
Ên

0,ωD(0, v)
|v|C3

)
)
< C ′4

Puisque
E
(
γ2(Ên

0,ωD(0,n))2
)

n2C3 ≤ 2E
(

exp(γ Ê
n
0,ωD(0,n)
nC3 )

)
< 2C ′4, alors :

E
(
(Ên

0,ωD(0,n))2
)
≤ C4n

2C3 (2.71)

De (2.68), (2.70) et (2.71) :

EÊn
0,ω

(
D(0,n)1Nc

n

)
≤ C5n

C3 exp(−γ2n
χ2−χ1) (2.72)

ii) Pour estimer EÊn
0,ω

(
D(0,n)1Nn

)
, nous avons :

EÊn
0,ω

(
D(0,n)1Nn

)
= E[Ên

0,ω

(
D(0,n)

)
1Nn ] ≤

∞∑
k=0

E
(
P̂n

0,ω(D(0,n) > k)1Nn
)

≤ nξ
′′ +

3n∑
k=[nξ′′ ]+1

E
(
P̂n

0,ω(D(0,n) > k)1Nn
)

+
∞∑

k=3n+1
E
(
P̂n

0,ω(D(0,n) > k)1Nn
)

(2.73)
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Pour n > 1, k > 1, nous avons :

P̂n
0,ω(D(0,n) > k) = P̂n

0,ω

(
H(∂C(k, n)) < H(n)

)
≤

∑
z∈∂C(k,n)

P̂n
0,ω(H(z) < H(n))

≤
∑

z∈∂C(k,n)

e(0, z, ω)e(z,n, ω)
e(0,n, ω) (2.74)

Alors, le deuxième terme du membre droit de (2.73) (qu’on notera (II)) est borné supérieurement
par :

3n∑
k=[nξ′′ ]+1

∑
z∈∂C(k,n)

E
( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn

)
(2.75)

Pour [nξ′′ ] + 1 ≤ k ≤ 3n, z ∈ ∂C(k, n), nous posons :

N1
k,z = {ω : a(0, z, ω) > h(z)− nχ2} = {ω : e(0, z, ω) < exp(−h(z) + nχ2)}

Quand k < 3n, nous avons |z| < C6n pour z ∈ ∂C(k, n). Alors, puisque χ1 > χa

P((N1
k,z)c) = P

(
exp(γh(z)− a(0, z, ω)

|z|χ1
) ≥ exp(γ n

χ2

|z|χ1
)
)

≤ C7 exp(−C8n
χ2−χ1)

Par conséquence :
P(N1

k,z) ≥ 1− C7 exp(−C8n
χ2−χ1) (2.76)

Nous posons aussi :

N2
k,z = {ω : a(z,n, ω) > h(n− z)− nχ2} = {ω : e(z,n, ω) < exp(−h(n− z) + nχ2)}

De même, pour [nξ′′ ] + 1 ≤ k ≤ 3n, z ∈ ∂C(k, n) :

P(N2
k,z) ≥ 1− C7 exp(−C8n

χ2−χ1) (2.77)

Nous posons maintenant, pour [nξ′′ ] + 1 ≤ k ≤ 3n, z ∈ ∂C(k, n) :

Nk,z = N1
k,z ∩N2

k,z
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De (2.76) et (2.77) :
P(N c

k,z) ≤ C9 exp(−C8n
χ2−χ1) (2.78)

Alors, pour [nξ′′ ] + 1 ≤ k ≤ 3n, z ∈ ∂C(k, n),

E
( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn

)
= E

( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn1Nk,z

)
+ E

( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn1Nc

k,z

)
≤ exp(3nχ2) exp(h(n)− h(z)− h(n− z)) + P(N c

k,z)

≤ exp(3nχ2) exp(h(n)− h(z)− h(n− z)) + C9 exp(−C8n
χ2−χ1) (2.79)

Utilisons le lemme 2.12, (II) est borné supérieurement par :

C10n
d exp(−C8n

χ2−χ1) +
3n∑

k=[nξ′′ ]+1

C10n
d−1 exp(3nχ2) sup

z∈∂C(k,n)
exp(h(n)− h(z)− h(n− z))

≤ C10n
d exp(−C8n

χ2−χ1) +
3n∑

k=[nξ′′ ]+1

C10n
d−1 exp(3nχ2) exp

(
Cnχ1 lnn− C11n(

√
1 + k2

2n2 − 1)
)

≤ C10n
d exp(−C8n

χ2−χ1) +
3n∑

k=[nξ′′ ]+1

C10n
d−1 exp(3nχ2) exp

(
Cnχ1 lnn− C12

k2

n

)

≤ C10n
d exp(−C8n

χ2−χ1) +
3n∑

k=[nξ′′ ]+1

C10n
d−1 exp(3nχ2) exp

(
Cnχ1 lnn− C12n

2ξ′′−1
)

Puisque 0 ≤ χa < χ1 < χ2 < 2ξ′′ − 1 < 2ξ′ − 1 < 2ξb − 1, nous avons :

lim sup
n→∞

(II) ≤ lim sup
n→∞

[C10n
d exp(−C8n

χ2−χ1) + C10n
d exp(C13n

χ2 − C12n
2ξ′′−1)] = 0 (2.80)

Utilisons (2.74), le troisième terme du membre droit de (2.73) (qu’on notera (III)) est borné
supérieurement par :

(III) ≤
∞∑

k=3n+1

∑
z∈∂C(k,n)

E
( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn

)
(2.81)

Comme dans les estimations de (II), nous définissons, pour k ≥ (3n+ 1), z ∈ ∂C(k, n),

Ñ1
k,z = {ω : a(0, z, ω) > h(z)− kχ2}
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Ñ2
k,z = {ω : a(z,n, ω) > h(n− z)− kχ2}

Comme aux équations (2.76) et (2.77), nous avons :

P(Ñ1
k,z) ≥ 1− C14 exp(−C15k

χ2−χ1)

P(Ñ2
k,z) ≥ 1− C14 exp(−C15k

χ2−χ1)

Pour k > 3n, z ∈ ∂C(k, n), nous posons Ñk,z = Ñ1
k,z ∩ Ñ2

k,z. Alors,

P(Ñ c
k,z) ≤ 2C14 exp(−C15k

χ2−χ1).

Pour k ≥ (3n+ 1), z ∈ ∂C(k, n), utilisons cette inégalité et le même argument que dans (2.79),

E
( 1
e(0,n, ω)e(0, z, ω)e(z,n, ω)1Nn

)
≤ exp(nχ2 + 2kχ2) exp(h(n)− h(z)− h(n− z)) + 2C14 exp(−C15k

χ2−χ1)

Donc, pour n suffisamment grand, utilisons le lemme 2.12 en notant que χ1 < χ2 < 1 :

(III) ≤
∞∑

k=3n+1
C16k

d−1 exp(−C15k
χ2−χ1)

+
∞∑

k=3n+1
C17k

d−1 exp
(
2kχ2 + C18n

χ2 − C11n(
√

1 + k2

2n2 − 1)
)

≤ C19 +
∞∑

k=3n+1
C17k

d−1 exp
(
2kχ2 + C18n

χ2 − C20(k + n)
)

≤ C19 +
∞∑

k=3n+1
C17k

d−1 exp
(
− C21(k + n)

)

Donc,
lim sup
n→∞

(III) ≤ C19 (2.82)

En liant (2.69), (2.72), (2.73), (2.80) et (2.82), nous obtenons (2.66). Une contradiction. Donc
χa ≥ 2ξb − 1.
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Chapitre III

Mouvement brownien en potentiel poissonnien

Le modèle du mouvement brownien en potentiel poissonnien (MBPP) est étudié dans ce
chapitre. Il est constitué de deux sections. Dans la première, nous allons montrer le théorème
3.6 du chapitre 1 sur la continuité des exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à portée
finie. Dans la deuxième, les théorèmes 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 du chapitre I des exposants de Lyapunov
en MBPP à longue portée sont démontrés en détail.

1 Continuité des exposants de Lyapunov en potentiel
poissonnien à portée finie

Le modèle MBPP à portée finie est étudié dans de nombreux aticles de Sznitman [Szn94],
[Szn95], [Szn96], [Szn98] ; de Wüthrich [Wüt98a], [Wüt98c], [Wüt98b], de Rüess [Rue12]... Ce
modèle est aussi présenté en détail dans la section 1.3.3 du chapitre I. Mais pour plus facilement
suivre la lecture, nous rappelons ici quelques notations importantes. Notons Z = (Zs)s≥0 un
mouvement brownien standard sur Rd, d ≥ 3 dont la mesure et l’espérance de Wiener partant
de x sont Px et Ex, respectivement. Π est un processus de Poisson d’intensité ν > 0 sur Rd qui
est défini sur un espace de probabilité (Ω,F,P) et l’espérance est notée E (voir la définition
1.6). Fixons W : Rd −→ R+ une fonction bornée, non négative, mesurable à support compact.
Notons r0, le rayon de la plus petite boule contenant ce support,

r0 := inf{t > 0 : W = 0 dans B̄(0, t)c} (1.1)

Nous supposerons de plus que r0 > 0. Comme dans (1.23), pour tout x ∈ Zd, ω ∈ Ω, le potentiel
V (x, ω) est défini comme

V (x, ω) := V (x) :=
∑

xi∈Π(ω)
W (x− xi) (1.2)
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De même que le cas discret, voir les équations (1.24), (1.25), (1.26) du chapitre I, H(y),
y ∈ Rd dénote le premier temps que le mouvement brownien Zs entre la boule unité fermée
B̄(y, 1) centrée y alors que les quantités basiques sont e(x, y, ω) := Ex

(
exp(−

∫H(y)
0 V (Zs, ω)ds)

, H(y) < ∞
)
et a(x, y, ω) := − ln e(x, y, ω). L’existence des exposants de Lyapunov αν(x) (le

théorème 1.13 du chapitre I) est prouvé par [Szn98], c’est la limite presque sûrement et dans
L1(P) de la suite des variables aléatoires 1

n
a(0, nx, ω). Nous avons que α est une norme sur Rd

qui ne dépend que de la dimension d et d’intensité ν du processus de Poisson. Notons (Πn)n>0

une suite de processus poissonnien d’intensité νn > 0 qui sont définis sur le même espace pro-
babilisé (Ω,F,P). Nous allons montrer dans cette section le théorème 3.6 du chapitre I de la
continuité de ces exposants de Lyapunov rapport à l’intensité, i.e, ανn → αν si νn, ν > 0 et
νn → ν.

1.1 Propriété de monotonie

Proposition 1.1. Si 0 < ν1 < ν2, on a αν1(x) ≤ αν2(x) pour tout x ∈ Rd.

Démonstration. Soient Π1 et Π2 deux processus poissonniens d’intensité ν1 et ν2 − ν1 respecti-
vement tels que Π1 et Π2 sont définis sur un même espace probabilisé (Ω,F,P). De plus, nous
supposons qu’ils sont indépendants. D’après le théorème de superposition 1.10, Π := Π1 ∪ Π2

est un processus poissonnien d’intensité ν2 = ν1 + (ν2 − ν1). Comme dans l’équation (1.23) du
chapitre 1, nous définissons Vν1(x, ω) = ∑

x′∈[Π1(ω)] W (x−x′) et Vν2(x, ω) = ∑
x′∈[Π(ω)] W (x−x′).

Puisque pour ω ∈ Ω, Π1(ω) ⊂ Π(ω) et W est une fonction non-négative, alors pour tout ω ∈ Ω,
x ∈ Rd, nous avons que Vν1(x, ω) ≤ Vν2(x, ω). Par la définition de a(x, y, ω) :

a(x, y, ω, ν1) = − lnE0[exp(−
∫ H(kx)

0
Vν1(Zs, ω), H(y) <∞]

≤ − lnE0[exp(−
∫ H(kx)

0
Vν2(Zs, ω), H(y) <∞] = a(x, y, ω, ν2)

D’après le théorème 1.13, pour tout x ∈ Rd :

αν1(x) = lim
n→∞

Ea(0, nx, ω, ν1)
n

≤ lim
n→∞

Ea(0, nx, ω, ν2)
n

= αν2(x).

72
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1.2 Propriété de continuité : la démonstration du théorème 3.6 du
chapitre I

La continuité des exposants de Lyapunov du mouvement brownien en potentiel aléatoire a été
considérée par Rueß dans [Rue13] et [Rue14]. Dans ces articles, les potentiels sont définis comme
des fonctions non-négatives sur un système ergodique quelconque mais ils doivent satisfaire
des conditions de régularité (au moins borné) (voir [Rue13]). Ici, Rueß a appliqué sa formule
variationnelle pour étudier les questions de la continuité de ces exposants par rapport à la loi du
potentiel ou la loi sous-jacente. Il a obtenu que les exposants de Lyapunov sont semi-continus
supérieurement mais pas toujours inférieurement. Il a aussi donné des exemples où les exposants
de Lyapunov ne sont pas continus.

Mais ces résultats de Rueß n’impliquent pas les nôtres puisque le potentiel présenté dans
notre modèle n’est ni régulier, ni même borné. L’argument qu’on utilise pour montrer la conti-
nuité des exposants de Lyapunov par rapport à l’intensité du mouvement brownien est similaire
à celui de la marche aléatoire en potentiel aléatoire. Mais à cause de la nature du MBPP (par
exemple, V (x) et V (y) ne sont pas indépendants si |x − y| < 2r0 et la loi du potentiel n’est
pas déterminée par ses exposants de Lyapunov), on n’utilisera donc pas le théorème abstrait
1.2. Mais d’après le théorème de Campbell (le théorème 1.11 du chapitre I), nous avons une
relation linéaire entre l’espérance annealed de l’intégrale du potentiel le long des trajectoires du
mouvement brownien jusqu’au temps d’atteinte de son but et l’intensité du processus de Pois-
son (le lemme 1.2). Nous reprenons aussi des propriétés des lois conditionnelles des trajectoires
comme dans la proposition 1.7 du chapitre I, avec l’aide du lemme 1.3 ci-dessous qui précise la
borne supérieure de la forme Êω,ν

0,y (H(y)) du travail de [Szn95]. Par conséquent, nous obtenons
une borne supérieure directement de la différence |αν1 − αν2| (voir (1.13) et (1.18)).

Lemme 1.2. Soit Π un processus poissonnien d’intensité ν. Pour P0 presque toutes les trajec-
toires d’un mouvement brownien (Zs)s≥0, nous avons :

E[
∫ H(kx)

0
V (Zs, ω)ds] = νH(kx)

∫
Rd
W (y)dy (1.3)

où V (x, ω) = ∑
x′∈Π(ω) W (x− x′).

Démonstration. Ce lemme est un corollaire du théorème de Fubini et du théorème de Campbell
(voir le théorème 1.11 du chapitre I).

Soit Π un processus poissonnien d’intensité ν. Nous donnons maintenant la définition de la
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mesure ”quenched” qui est utile pour étudier la ”continuité”,

dP̂ ω,ν
x,y = 1{H(y)<∞}

e(x, y, ω) exp{−
∫ H(y)

0
Vν(Zs, ω)ds}dPx (1.4)

En remarquant que ν est l’intensité correspondant au processus poissonnien. Nous notons Êω,ν
x,y

l’espérance relativement à P̂ ω,ν
x,y .

Lemme 1.3. Soit d ≥ 3. Soit Π un processus poissonnien d’intensité ν > 0. Pour tout l > 8a
satisfaisant

∞∑
m=1

9dmpm(l, ν) <∞ (1.5)

où pm(l, ν) = P (X < m
2 ) et X est une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres m

et p = 1 − exp(−ν( l4)d), il existe alors des réels c1(d,W, l), c2(d,W, l) qui ne dépendent que de
d,W, l tels que pour tout y ∈ Zd, |y| suffisamment grand,

Êω,ν
0,y (H(y)) < c1(d,W, l) + c2(d,W, l) · a(0, y, ω, ν) P -presque sûrement (1.6)

Démonstration. Ce lemme est montré par [Szn95] mais il ne l’a pas énoncé clairement. Pour en
faciliter la vérification, nous reprenons des points importants de [Szn95]. Nous écrivons :

H(y) = H1(y) +H2(y) +H3(y)

où les définitions des temps d’arrêts H1, H2, H3 sont données par l’équation (1.8) de [Szn95].
Tout d’abord, [Szn95] a montré quand ν > 0 fixé, pour tout l suffisamment grand, l’équation
(1.5) est toujours vérifiée (voir la page 1009 de [Szn95]). Et puis pour tout l satisfaisant (1.5),
par les théorèmes 1.1 et 1.2 de [Szn95], il existe deux constantes γ1(d,W, l), γ2(d,W, l) telles que
P presque sûrement Êω,ν

0,y (H1(y)) ≤ 1
γ1
a(0, y, ω, ν) et Êω,ν

0,y (H3(y)) ≤ 1
γ2

(ln 2 + a(0, y, ω, ν)).
Nous avons aussi une estimation similaire pour Êω,ν

0,y (H2(y)) obtenue de l’équation (2.12) et
l’équation suivante (1.30) de [Szn95].

Démonstration du théorème 3.6 du chapitre I
Nous écrivons (νn)n≥0 = (1νn)n≥0∪ (2νn)n≥0 où (1νn)n≥0 et (2νn)n≥0 sont deux sous-suites de

(νn)n≥0 telles que pour tout n, 1νn ≥ ν et 2νn < ν et qu’on supposera de longueur infinie. Pour
obtenir le théorème 3.6, il nous suffit de montrer que limn→∞ α1νn = αν et limn→∞ α2νn = αν

Tout d’abord, nous montrons que limn→∞ α1νn = αν . Prenons 1µn = 1νn − ν ≥ 0. Soit Π
un processus poissonnien d’intensité ν > 0. Pour chaque n, soit 1Πn un processus poissonnien
d’intensité 1µn tel que 1Πn et Π sont définis sur le même espace (Ω,F,P) et sont indépendants.
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Nous définissons Πn := 1Πn ∪ Π. Par le théorème de superposition 1.10, Πn est un processus
poissonnien d’intensité 1νn = 1µn+ν où limn→∞

1µn = 0. Par (1.23) du chapitre 1, les potentiels
sont définis, respectivement, par

Vν(x, ω) =
∑

x′∈[Π(ω)]
W (x− x′), ;V1µn(x, ω) =

∑
x′∈[1Πn(ω)]

W (x− x′),

V1νn(x, ω) =
∑

x′∈[Πn(ω)]
W (x− x′) = Vν(x, ω) + V1µn(x, ω)

Par la définition (1.26) du chapitre I, nous avons pour tout n ≥ 1, pour tout ω ∈ Ω :

a(0, kx, ω,1 νn) = − lnE0[exp(−
∫ H(kx)

0
V1νn(Zs, ω)ds), H(kx) <∞]

= − lnE0[exp(−
∫ H(kx)

0
(Vν(Zs, ω) + V1µn(Zs, ω))ds), H(kx) <∞]

= − ln Êkx,ν
0,ω [exp(−

∫ H(kx)

0
V1µn(Zs, ω)ds)] + a(0, kx, ω, ν)

≤ Êkx,ν
0,ω

∫ H(kx)

0
V1µn(Zs, ω)ds+ a(0, kx, ω, ν). (1.7)

Prenons l’espérance des deux côtés de (1.7) en faisant k →∞ :

α1νn(x) ≤ lim sup
k→∞

EÊkx,ν
0,ω

∫H(kx)
0 V1µn(Zs, ω)ds

k
+ αν(x) (1.8)

D’après le théorème de Fubini et l’indépendance de Vν et V1µn , nous avons aussi que :

EÊkx,ν
0,ω

∫ H(kx)

0
V1µn(Zs, ω)ds

= EE0
(∫H(kx)

0 V1µn(Zs, ω)ds exp(−
∫H(kx)

0 Vν(Zs, ω)ds), H(kx) <∞
e(0, kx, ω, ν)

)

= E0
[
E
( ∫ H(kx)

0
V1µn(Zs, ω)ds

)
E
(exp(−

∫H(kx)
0 Vν(Zs, ω)ds), H(kx) <∞

e(0, kx, ω, ν)
)]

(1.9)

D’après le lemme 1.2, nous avons :

EÊkx,ν
0,ω

∫ H(kx)

0
V1µn(Zs, ω)ds = 1µn

∫
Rd
W (y)dy · EÊkx,ν

0,ω (H(kx)) (1.10)
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En combinant (1.10) et (1.8),

α1νn(x) ≤ αν(x) +1 µn

∫
Rd
W (y)dy · lim sup

k→∞

EÊkx,ν
0,ω (H(kx))

k
(1.11)

Appliquons le lemme 1.3, il existe deux constantes c1(d,W, ν) et c2(d,W, ν) telles que :

Êkx,ν
0,ω (H(kx)) ≤ c1(d,W, ν) + c2(d,W, ν)a(0, kx, ω) (1.12)

En combinant (1.11), (1.12) et la propriété de monotonie de α (la proposition 1.1),

αν(x) ≤ α1νn(x) ≤ αν(x) + 1µn

∫
Rd
W (y)dy · lim sup

k→∞

1
k

(
c1(d,W, ν) + c2(d,W, ν) · E(a(0, kx, ω, ν))

)
≤ αν(x) + 1µn

∫
Rd
W (y)dy · c2(d,W, ν) · αν(x) (1.13)

Prenons maintenant n→∞ en remarquant que limn→∞
1µn = 0, alors limn→∞ α1νn = αν .

Nous montrons ensuite que limn→∞ α2νn = αν . Prenons 2µn = ν − 2νn ≥ 0. Pour chaque
n, soient Π∗n et 2Πn deux processus poissonniens d’intensité 2νn, et 2µn, respectivement. De
plus, nous pouvons supposer que Π∗n et 2Πn sont indépendants. Posons Πn := Π∗n ∪ 2Πn. Alors,
pour tout n, Πn est un processus poissonnien d’intensité ν = 2µn + 2νn où limn→∞

2µn = 0. En
utilisant les mêmes arguments que ci-dessus, nous avons comme au (1.11), pour tout n ≥ 1,

α2νn(x) ≤ αν(x) ≤ α2νn(x) + 2µn

∫
Rd
W (y)dy · lim sup

k→∞
E
Êkx,2νn

0,ω (H(kx))
k

(1.14)

Le lemme 1.3 donne une borne supérieure de Êkx,2νn
0,ω (H(kx)) dont les constantes dépendent

d’un paramètre l qui satisfait (1.5). Pour 2νn → ν, nous allons montrer qu’il existe une valeur
de l pour laquelle

∞∑
m=1

9dmpnm(l, 2νn) <∞ (1.15)

pour tout n suffisamment grand, où pnm(l, 2νn) := P (Xn <
m
2 ), Xn est une variable aléatoire

de loi binomiale de paramètres m et pn = 1 − exp(−2νn( l4)d). En effet, puisque 2νn → ν > 0,
il existe deux constantes M1,M2 > 0 qui ne dépendent pas de n et qui satisfont νn < M1 et

1
(2νn)1/d < M2 pour tout n. Nous posons

l = 4M2[ln( 1
1− c1(d))]1/d (1.16)
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III.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à longue portée

où c1(d) = 1+
√

1−9−4d

2 . Notons que l ne dépend pas de n. Nous expliquons maintenant que
la constante l donnée par (1.16) satisfait (1.15). Puisque pn = 1 − exp(−2νn( l4)d), alors 1 >

pn > c1(d) > 1
2 pour tout n. D’après une estimation pour la loi binomiale de Arratia et

Gordon [AG89], nous avons, pour tout n et pour tout m, pnm(l, 2νn) = P (Xn < m
2 ) ≤

exp(−m(1
2 ln 1

2pn + 1
2 ln 1

2(1−pn))) < 9−2dm Donc, (1.15) est satisfaite avec l donné par (1.16).
D’après le lemme 1.3, il existe deux constantes c1(d,W, l), c2(d,W, l) telles que pour tout n
suffisamment grand,

Êkx,2νn
0,ω (H(kx)) ≤ c1(d,W, l) + c2(d,W, l) · a(0, kx, ω,2 νn)(x) (1.17)

De (1.14) et (1.17), nous avons,

α2νn(x) ≤ αν(x) ≤ α2νn(x) + 2µn

∫
Rd
W (y)dy · lim sup

k→∞

1
k

[
c1(d,W, l) + c2(d,W, l)E(a(0, kx, ω,2 νn))

]
≤ α2νn(x) + 2µn

∫
Rd
W (y)dy · [c2(d,W, l)α2νn(x)]

≤ α2νn(x) + 2µn

∫
Rd
W (y)dy · [c2(d,W, l)

√
2(1 + λd +2 νn|W |2∞L(B̄(0, r0 + 2))|x|]

≤ α2νn(x) + 2µn

∫
Rd
W (y)dy · [c2(d,W, l)

√
2(1 + λd +M1|W |∞L(B̄(0, r0 + 2))|x|]

(1.18)

Remarquons que nous avons utilisé (1.28) du chapitre I pour la troisième inégalité de (1.18).
Prenons n→∞, alors limn→∞ α2νn = αν .

2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à
longue portée

Nous étudions ici un modèle introduit par Lacoin dans [Lac12a] et [Lac12b] où des corréla-
tions entre les potentiels sont présentes. La principale différence avec le cas à portée finie est
que les potentiels V (x) et V (y) ne sont pas indépendants même si x et y sont très éloignés.
Des techniques familières utilisant l’indépendance ne peuvent pas être appliquées. À l’aide de
techniques de théorie potentiel et de théorie ergodique, nous allons montrer dans cette section
l’existence des exposants de Lyapunov, un théorème de forme limite et nous les utiliserons pour
obtenir une estimation des grandes déviations.
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2.1 Modèle

Soit Π un processus de Poisson de mesure d’intensité Q := ρ = L× ς sur S = Rd × R+, où
L est la mesure Lebesgue sur Rd et ς = ςδ est la mesure probabilité sur R+ définie par :

∀r ≥ 1, ς([r,∞[) = r−δ (2.1)

pour δ > 0 ( δ est un paramètre du modèle). Comme dans la remarque 1.9, nous identifions
Π(ω) avec ω = (ωi, ri), ωi ∈ Rd, ri > 0 et nous écrivons :

Ω = {ω := {(ωi, ri) : i ∈ N+, ωi ∈ Rd, ri ∈ R+}}

Nous indexons les points du nuage de Poisson dans Ω telle que |ωi| soit une suite croissante.
On définit de même la tribu F et la probabilité P sur (Ω,F). Nous notons E l’espérance par
rapport à la loi P du processus de Poisson. Pour γ > 0, soit V : Rd × Ω −→ R+ tel que :

V (x, ω) :=
∞∑
i=1

r−γi 1{|x−ωi|<ri} (2.2)

Notons Ld le volume de la boule unité dans Rd.

Proposition 2.1. V (x, ω) < ∞, pour presque toutes réalisations de ω et pour tout x ∈ Rd si
et seulement si :

δ + γ − d > 0 (2.3)

De plus, si (2.3) est vérifiée,
E[V (x, ·)] = Ldδ

γ + δ − d
(2.4)

Var[V (x, ·)] = Ldδ

2γ + δ − d
(2.5)

et pour tout s > 0, a ∈ C,

E
[

exp
(
a
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi|≤ri+s}
)]

= exp
( ∫ ∞

1
δLd(r + s)dr−δ−1(ear−γ − 1)dr

)
(2.6)

Démonstration. Fixons x ∈ Rd. Prenons f : Rd× [1,∞] −→ R telle que f(u, r) = r−γ1{|x−u|≤r}
avec u ∈ Rd et r ≥ 1. Appliquons le théorème de Campbell, le potentiel V (x, ω) < ∞ si et
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III.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à longue portée

seulement si (1.14) est satisfaite, c’est-à-dire :
∫ ∫

Rd×[1,∞]
f(u, r)d(L× ς)(u, r) <∞ (2.7)

Puisque |f(u, r)| ≤ 1 pour tout u ∈ Rd et r ≥ 1. Nous avons
∫ ∫

Rd×[1,∞]
f(u, r)d(L× ν)(u, r) =

∫ ∞
1

r−γ
∫
Rd

1{|x−u|≤r}dudς(r)

=
∫ ∞

1
r−γLdr

ddς(r)

=
∫ ∞

1
Ldr

d−γδr−δ−1dr

= Ldδ
∫ ∞

1
rd−γ−δ−1dr <∞ (2.8)

si et seulement si γ + δ − d > 0. De plus, appliquons aussi le théorème de Campbell,

E(V (x, ·)) =
∫ ∫

Rd×[1,∞]
f(u, r)d(L× ς)(u, r) =

+∞ si γ + δ − d < 0
Ldδ

γ+δ−d si γ + δ − d > 0
(2.9)

Nous rappelons que Ld est le volume de la boule unité dans Rd. De même pour (2.5) et (2.6).

Proposition 2.2. Pour tout x ∈ Rd, il existe deux constantes positives C1(d, δ, γ), C2(d, δ, γ)
telles que :

C1|x|d−δ−2γ ≤ Cov(V (0, ·), V (x, ·)) ≤ C2|x|d−δ−2γ (2.10)

Démonstration. Prenons f1, f2 deux applications de l’espace Rd× [1,∞] à R telle que f1(u, r) =
r−γ1{|u|≤r} et f2(u, r) = r−γ1{|x−u|≤r} avec u ∈ Rd et r ≥ 1. Évidemment |f1(u, r)| < 1 et
|f2(u, r)| < 1. Alors, sous la condition δ + γ − d > 0 :

∫ ∫
Rd×[1,∞]

f 2
i (u, r)d(L× ς)(u, r) <

∫ ∫
Rd×[1,∞]

fi(u, r)d(L× ς)(u, r) <∞ (2.11)

pour i = 1, 2. Appliquons maintenant le corollaire 1.12 du chapitre I en notant que E[V (x, ω)] =
Ldδ

δ+γ−d pour tout x ∈ Rd, |x| assez grand :

Cov(V (0, ω), V (x, ω))

=
∫ ∫

Rd×[1,∞]
f1(u, r)f2(u, r)d(L× ν)(u, r) =

∫ ∞
1

r−2γ
∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudν(r)

=
∫ ∞

1
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr (2.12)
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On donne une borne supérieure du membre de droite de (2.12)
∫ ∞

1
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr

=
∫ |x|

2

1
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr +
∫ ∞
|x|
2

δr−2γ−δ−1
∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr

=
∫ ∞
|x|
2

δr−2γ−δ−1
∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr ≤
∫ ∞
|x|
2

δr−2γ−δ−1
∫
Rd

1{|u|<r}dudr

≤ Ldδ

2d(δ + 2γ − d) |x|
d−δ−2γ (2.13)

Pour une borne inférieure :
∫ ∞

1
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr

≥
∫ ∞

4|x|
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|<r}1{|x−u|<r}dudr ≥
∫ ∞

4|x|
δr−2γ−δ−1

∫
Rd

1{|u|< r
2}dudr

= Ldδ

2d4δ+2γ−d(δ + 2γ − d) |x|
d−δ−2γ (2.14)

De (2.12), (2.13) et (2.14), on obtient (2.10).

D’après la proposition (2.2), notre construction est une manière naturelle d’obtenir un po-
tentiel avec une corrélation qui décroît comme une puissance de la distance et qui est construit
à partir d’un processus de Poisson.

Soit Z = (Zs)s≥0 un mouvement brownien standard sur Rd, d ≥ 2. Nous notons Px la mesure
de Wiener partant de x, x ∈ Rd et Ex l’espérance par rapport à Px. Pour y ∈ Rd, on définit :

H(y) = inf{s ≥ 0 : Zs ∈ B̄(y, 1)} (2.15)

où B(y, 1) est la boule ouverte de rayon 1 centrée en y et B̄(y, 1) est sa fermeture. Maintenant
on est prêt à donner les définitions des quantités importantes du modèle avec lesquelles nous
allons travailler. Pour λ ≥ 0, on définit,

eλ(x, y, ω) = Ex[exp(−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs, ω))), H(y) <∞] (2.16)

De même que (1.2) dans le chapitre II, e(x, y, ω) s’interprète comme la probabilité que le
mouvement brownien partant de x atteigne B̄(y, 1) avant d’être tuée. Puisque e(x, y, ω) décroit
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à une vitesse exponentielle lorsque |x− y| tend vers l’infinie. On définit,

aλ(x, y, ω) = − ln eλ(x, y, ω) (2.17)

Il y a un peu différence avec le cas discret de la MAPA, a(x, y, ω) ne vérifie pas la propriété
sous-additive. Donc, nous nous intéressons à ā(x, y, ω), une approximation de a,

āλ(x, y, ω) = − inf
B(x,1)

ln eλ(·, y, ω) (2.18)

La quantité dλ(x, y, ω) définie ci-dessous est une distance sur Rd (voir le lemme 2.9). Nous
allons l’utiliser au lieu de a(x, y, ω) dans notre démonstration de l’existence de l’exposant de
Lyapunov quenched.

dλ(x, y, ω) = max(āλ(x, y, ω), āλ(y, x, ω)) (2.19)

Si δ + γ − d > 0, nous avons que pour tout x ∈ Rd, s > 0

sup
B(x,s)

V (·, ω) est fini P-p.s (2.20)

(voir l’argument dans (2.83) et (2.84) de cette section). Alors, pour tout N > 0, P presque
sûrement, V (·, ω) est borné dans B(0, N + 1). Alors par la définition (2.4) de l’espace K loc

d ,
V (x, ω) ∈ K loc

d P -presque sûrement.
Nous supposons toujours dans cette section que δ + γ − d > 0.

2.2 Un système ergodique sur (Ω,F,P)

Quelques connaissances de théorie ergodique sont nécessaires pour notre démonstration de
l’existence des exposants de Lyapunov. Pour z ∈ Rd, t ∈ R, nous définissons : τ tz : Rd+1 →
Rd+1, (x, r) 7→ (x+ tz, r) et

T tz : Ω→ Ω, (ω) = {(ωi, ri), i ≥ 0} 7→ {τ tz(ωi, ri), i ≥ 0}. (2.21)

Nous écrivons Tz := T 1
z . Pour f mesurable sur (Rd × R+,B(Rd × R+), ρ), par changement de

variable, nous avons :
∫
Rd

∫ ∞
1

f(T tz(x, r))dxdς(r) =
∫
Rd

∫ ∞
1

f(x, r)dxdς(r).
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Alors, pout tout z ∈ Rd, t ∈ R, τ tz préserve la mesure ρ. Donc pour z ∈ Rd, t ∈ R, T tz préserve
la mesure P.

Remarque 2.3. Par définition du potentiel V (x, ω) := ∑∞
i=1 r

−γ
i 1{|x−ωi|<ri}, nous avons que

pour tout x, z ∈ Rd, V (x, T−zω) = V (x+ z, ω). Et alors, pour tout x, y, z ∈ Rd, ω ∈ Ω :

eλ(x, y, T−zω) := Ex
(

exp[−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs, T−zω)ds)], H(y) <∞

)
= Ex

(
exp[−

∫ H(y)

0
(λ+ V (z + Zs, ω)ds)], H(y) <∞

)
= eλ(x+ z, y + z, ω) (2.22)

Lemme 2.4. Pour tout z ∈ Rd \ {0}, (Ω,F,P, Tz) est un système dynamique ergodique.

Démonstration. Si z = (z1, z2, · · · , zd) ∈ Rd \ {0}, il existe i ≥ 1 tel que zi 6= 0. Posons :

A0 = {x ∈ Rd : |xi| ≤ min(1, |zi|)} × R

Alors,
(i) ∪t1≤t≤t2τ tzA0 est mesurable pour tout t1, t2 ∈ R.

(ii) ∪−∞<t<∞τ tzA0 = Rd+1

(iii) A0 ∩ τ tzA0 = ∅ pour tout |t| > 2
Grâce au théorème 1 et à la définition 2 de Kornfel’d, Sinai et Fomin dans [KSF82] (page 197),
pour z ∈ Rd \ {0}, le système dynamique (Ω,F,P, T tz , t ∈ R) est un système mélangeant. Alors,
pour f, g ∈ L2(Ω,F,P), z ∈ Rd :

lim
t→∞

∫
Ω
f(ω)g(T tzω)dP =

∫
Ω
fdP

∫
Ω
gdP

En particulier, pour f, g ∈ L2(Ω,F,P), pour z ∈ Rd \ {0} :

lim
n→∞

∫
Ω
f(ω)g(T nz ω)dP =

∫
Ω
fdP

∫
Ω
gdP (2.23)

Supposons maintenant que f est une fonction de L2(Ω,F,P) telle qu’il existe z ∈ Rd \ {0} pour
lequel f(ω) = f(Tz(ω)) P-presque sûrement. Alors f(T nz ω) = f(ω) P–presque sûrement pour
tout n ∈ N. Alors,

∫
Ω f

2(ω)dP = (
∫

Ω fdP)2 par (2.23). Donc, f est une constante P-presque
sûrement. Donc le système dynamique (Ω,F,P, Tz, z ∈ Rd) est ergodique.
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III.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à longue portée

2.3 Asymptotiques de Wiener

Nous étudions dans cette section des propriétés des asymptotiques de Wiener qui sont utiles
pour montrer l’existence des exposants de Lyapunov et pour établir une estimation des grandes
déviations. Tout d’abord, nous définissons :
la probabilité de survie quenched jusqu’au temps t du mouvement brownien en potentiel V :

St,ω = E0
[

exp(−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds)

]
, t ≥ 0, ω ∈ Ω (2.24)

et la probabilité de survie annealed jusqu’au temps t du mouvement brownien en potentiel V

St = E[St,ω] = EE0
[

exp(−
∫ t

0
V (Zs, ω))

]
, t ≥ 0 (2.25)

Pour l > 0, notons :

(−l, l)d = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd,−l < xi < l, pour tout 1 ≤ i ≤ d}.

Le lemme 2.5 ci dessous joue le rôle du lemme 5.2 de [Szn98] dont la démonstration est basée
sur le lemme de Borel-Cantelli. Mais cette méthode qui utilise la propriété d’indépendance
ne fonctionne pas pour notre modèle. Nous la remplaçons alors par l’estimation (2.26) avec
l’aide du théorème de Campbell qui donne la formule explicite de l’espérance du potentiel. Ce
qu’on obtient dans le lemme 2.5 est moins fort que [Szn98] et alors nous n’avons pas la vitesse
de convergence de la probabilié de survie S(t, ω) quand t → ∞ pour notre modèle comme le
théorème 4.5.1 de [Szn98]. Mais avec ce lemme, nous aurons limt→∞

− lnSt,ω
t

= 0, P-presque
sûrement, (le lemme 2.6) qui est une partie importante dans la démonstration de la proposition
3.10 de grandes déviations.

Lemme 2.5. Supposons δ > 4d
3 . Il existe deux constantes c1 > 0, ε > 0 telles que pour tout l

suffisamment grand, il existe un ensemble A(l) ⊂ Ω, P(A(l)) > ε, pour tout ω ∈ A(l), (−l, l)d

contient une boule de rayon R := Rl où Rl > c1(ln l) 1
d et sur laquelle V (·, ω) = 0 .

Démonstration. Nous découpons (−l, l)d en cubes de taille 2R. Les centres de ces cubes sont
numérotés x(1), · · · , x(n), n = ( l

R
)d respectivement. Notons B(x(k), R) la boule de centre x(k) et

de rayon R. Nous définissons, pour 1 ≤ k ≤ n :

Ak = {V (z, ·) = 0,∀z ∈ B(x(k), R)}
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Posons A(l) = ∪nk=1Ak. Nous utilisons pour tout n ≥ 1,

P(∪nk=1Ak) ≥
n∑
k=1

P(Ak)−
∑

1≤k<j≤n
P(Ak ∩ Aj) (2.26)

Nous avons pour 1 ≤ k ≤ n,

P(Ak) = P
(
ω : B(ωi, ri) ∩B(x(k), R) = ∅, pour tout i ≥ 1

)
= P

(
ω :

∞∑
i=1

1{|u−x(k)|≤r+R}(ωi, ri) = 0
)

(2.27)

Notons Ld := L(B(0, 1)) la mesure Lebesgue de la boule unité de Rd. Donc pour r > 0
L(B(0, r)) = Ldr

d. D’après le théorème de Campbell, ∑∞i=1 1{|u−x(k)|<r+R}(ωi, ri) suit une loi de
Poisson de paramètre ρR =

∫∞
1 Ld(r +R)ddς(r). Puisque

∫
Ld(r +R)ddς(r) =

∫
Ldδ(r +R)dr−δ−1dr = δLd

d∑
k=0

(
d

k

)
Rd−k

∫
rk−δ−1dr (2.28)

Alors,
Ld(R + 1)d ≤ ρR ≤

δ

δ − d
Ld(R + 1)d (2.29)

Puisque,

Ak ∩ Aj = {V (z, ·) = 0, ∀ z ∈ B(x(k), R) ∪B(x(j), R)}

=
{ ∞∑
i=1

(
1{|ωi−x(k)|≤ri+R} + 1{|ωi−x(j)|≤ri+R}

)
= 0

}
(2.30)

Alors,
P(Ak ∩ Aj) ≤ P

( ∞∑
i=1

1{|u−x(k)|≤r+R}∆{|u−x(j)|≤r+R}(ωi, ri) = 0
)

(2.31)

où A∆B := (A \ B) ∪ (B \ A). Remarquons que ∑∞i=1 1{|u−x(k)|≤r+R}∆{|u−x(j)|≤r+R} suit une loi
de Poisson de paramètre :

ρ̄R =
∫ ∞

1

( ∫
Rd

1{|u−x(k)|≤r+R}∆{|u−x(j)|≤r+R}du
)
δr−δ−1dr (2.32)

Donc,
P(Ak ∩ Aj) ≤ exp(−ρ̄R) (2.33)

(i) Si |x(k) − x(j)| = 2R, nous pouvons choisir un réel R0 = cR (0 < c < 1 est une
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constante) tel que pour tout 1 ≤ r ≤ R0, Lk,jr+R := L
(
B(x(k), r + R) ∩ B(x(j), r + R)

)
<

1
8L(B(0, r +R)). Alors, utilisons (2.28)

ρ̄R =
∫ ∞

1

(
2Ld(r +R)d − 2Lk,ir+R

)
δr−δ−1dr

≥
∫ R0

1
(2Ld(r +R)d − 1

4Ld(r +R)d
)
δr−δ−1dr +

∫ ∞
R0

(2Ld(r +R)d − 2Lk,ir+R
)
δr−δ−1dr

≥ 2
∫ ∞

1
Ld(r +R)dδr−δ−1dr − 1

4

∫ R0

1
Ld(r +R)dδr−δ−1dr − 2

∫ ∞
R0

Ld(r +R)dδr−δ−1dr

≥ 2ρR −
1
4

δ

δ − d
Ld(R + 1)d + 1

4Ld(R +R0)dR−δ0 − 2 δ

δ − d
Ld(R +R0)dR−δ0 (2.34)

(ii) si |x(k) − x(j)| > 2R, alors Rk,j := |x(k)−x(j)|−2R
2 > 1. De même qu’à (2.34),

ρ̄R =
∫ ∞

1

(
2Ld(r +R)d − 2Lk,ir+R

)
δr−δ−1dr

= 2ρR − 2
∫ ∞
Rk,j

Lk,ir+Rδr
−δ−1dr ≥ 2ρR − 2

∫ ∞
Rk,j

Ld(r +R)dδr−δ−1dr

≥ 2ρR − c1(d) 2δ
δ − d

Rd−δ (2.35)

De (2.26), (2.33), (2.34) et (2.35), nous obtenons :

P(∪nk=1Ak) ≥ n exp(−ρR)− dn
[

exp
(
− 2ρR + 1

4
δ

δ − d
Ld(R + 1)d + 7δ + d

4(δ − d)Ld(R +R0)dR−δ0

)]
− n2 exp(−2ρR + c1

2δ
δ − d

Rd−δ) (2.36)

En remarquant que R0 = cR, où c est une constante qui ne dépend que d, et δ > d, nous avons :

lim
R→∞

7δ + d

4(δ − d)Ld(R +R0)dR−δ0 = 0 (2.37)

Par (2.29) en notant que n = ( l
R

)d, nous pouvons trouver deux constantes positives c1, c2 telles
que avec c1(ln l) 1

d < R < c2(ln l) 1
d , on a :

1
16 < n exp(−ρR) < 3

16

Alors, utilisons (2.37), (2.29) en notant que δ > 4d
3 nous obtenons de (2.36), pour l suffisamment

85



Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

grand, pour c1(ln l) 1
d < R < c2(ln l) 1

d :

P(∪nk=1Ak) ≥ n exp(−ρR)− c2n exp(−ρR − Ld(R + 1)d + 1
4

δ

δ − d
Ld(R + 1)d)− 2n2 exp(−2ρR)

≥ n

2 exp(−ρR)− 2n2 exp(−2ρR) > 3
128 (2.38)

Comme un corollaire du lemme 2.5 et du théorème 2.14 du chapitre I de la valeur propre
principale de Dirichlet, nous obtenons le lemme 2.6 suivant qui sert à la démonstration d’une
estimation de grande déviation du théorème 3.10 du chapitre I.

Lemme 2.6. Supposons δ > 4d
3 . Alors,

lim
t→∞

− lnSt,ω
t

= 0 P presque sûrement (2.39)

Démonstration. Prenons l suffisamment grand tel que le lemme 2.5 est vrai. Nous posons A :=
lim supl→∞A(l) où A(l) est l’ensemble de l’énoncé du lemme 2.5. D’après le lemme 2.5, il existe
une constante ε > 0 telle que P(A(l)) > ε pour tout l suffisamment grand. Alors P(A) > 0. Par
conséquence, pour tout ω ∈ A, il existe une suite {lk} → ∞ et une suite de boule {B(uk, Rk)}k>0

de Rd, où Rk > c1(ln lk)
1
d et V (·, ω) = 0 sur B(uk, Rk). Alors, pour tout ω ∈ A, il existe une

constante c > 0 telle que :

λV (ω)(Rd) ≤ λV (ω)(B(uk, Rk)) = λV≡0(B(uk, Rk)) ≤
c

R2
k

Nous rappelons que pour un ensemble ouvert U de Rd, 0 ≤ V ∈ K loc
d , λV (U) est la valeur

propre principale Dirichlet de −1
2∆+V dans U (voir la définition (2.13) du chapitre 1). Prenons

lk →∞, nous obtenons, pour tout ω ∈ A,

λV (ω)(Rd) = 0 (2.40)

Nous avons que pour tout z ∈ Rd, V (x, T−zω) = V (x + z, ω) pour tout z ∈ Rd où Tz := T 1
z

est la translation donnée par (2.21) (la remarque 2.3). Alors, par la définition de λV (U), nous
pouvons voir facilement que :

λTzV (ω)(Rd) = λV (ω)(Rd)

Puisque (Ω,F,P, Tz) est un système ergodique (voir le lemme 2.4), on en déduit que λV (ω)(Rd)
est une constante. En le combinant avec (2.40), λV (ω)(Rd) = 0 P-presque sûrement. Puisque
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V (·, ω) ∈ K loc
d P-presque sûrement, appliquons le théorème 2.14 du chapitre I, nous avons que,

P presque sûrement,
0 = λV (ω)(Rd) = lim

t→∞

− lnSt,ω
t

Un analogue à (2.39) est vrai aussi pour le cas annealed,

Lemme 2.7. Supposons δ > d. Alors,

lim
t→∞

− lnSt
t

= 0 (2.41)

Ce lemme dont la démonstration est plus facile que dans le cas quenched et est basée
principalement sur le théorème de Campbell. Ce résultat va servir à la démonstration d’une
estimation de grandes déviations du théorème 3.10 du chapitre I.

Démonstration. Pour tout R > 0 et t ≥ 0, nous avons :

St = EE0
[

exp(−
∫ t

0
V (Zs, ω))

]
≥ E

[
E0
[

exp(−
∫ t

0
V (Zs, ω)), TB(0,R)>t

]
, V ω(x) = 0 pour tout x ∈ B(0, R)

]
= P[V (x, ω) = 0 pour tout x ∈ B(0, R)] · P0[TB(0,R) > t]

= P[ω = (ωi, ri) : |ωi| > R + ri,∀i] · P0[TB(0,R) > t]

= P[ω :
∞∑
i=1

1{|ωi|<R+ri} = 0] · P0[TB(0,R) > t] (2.42)

D’après le théorème de Campbell, la variable aléatoire ∑∞i=1 1{|ωi|<R+ri} suit une loi Poisson de
paramètre :

∫
Rd

∫ ∞
1

1{|u|<r+R}dudς(r) =
∫ ∞

1
Ldδ(r +R)dr−δ−1dr

= Ldδ
d∑

k=0
Rd−k

∫ ∞
1

Ck
d r

k−δ−1dr

= Ldδ
d∑

k=0

1
δ − k

Ck
dR

d−k

≤ Ld
δ

δ − d
(R + 1)d. (2.43)
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D’après [Szn98] (voir l’égalité 3.1.53), nous avons la propriété suivante pour le mouvement
brownien :

P0[TB(0,R) > t] ≥ c1(d) exp(−λd
R2 t) (2.44)

où λd est principale valeur propre de Dirichlet de −1
24 dans B(0, 1). De (2.42), (2.43), (2.44),

pour tout R > 0 et t ≥ 0 :

St ≥ c1(d) exp
(
− σd

δ

δ − d
(R + 1)d − λd

R2 t
)

(2.45)

Si nous prenons R = t1/2d, nous obtenons alors (2.41).

Une autre propriété de St est donné par le lemme ci dessous,

Lemme 2.8. Si δ + γ − d > 0, alors :
∫ ∞

0
Stdt <∞ (2.46)

La preuve de ce lemme se base principalement sur l’inégalité (2.47) dont la démonstration
est analogue à la proposition 5.2.8 de [Szn98] mais avec quelques modifications adaptées pour
notre modèle. L’inégalité (2.47) sera aussi utilisée pour montrer que l’exposant de Lyapunov
quenched α(x) > 0 si x 6= 0 (voir (2.87)).

Démonstration. Tout d’abord, nous allons montrer qu’il existe des constantes c1(d, δ, γ), c2(d, δ, γ)
telles que pour tout R > 0 :

EE0
[

exp
(
−
∫ TB(0,R)

0
V (Zs, ω)ds

)]
≤ c1 exp(−c2R) (2.47)

En effet, appliquons le théorème de Campbell :

EE0
[

exp
(
−
∫ TB(0,R)

0
V (Zs, ω)ds

)]
=

= E0

[
exp

(
−
∫
Rd

∫ ∞
1

(
1− exp(−

∫ TB(0,R)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)

)
dudς(r)

)]
= E0

[
exp

(
−
∫
Rd

(
1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ TB(0,R)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

)
du
)]

(2.48)
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Pour tout r ≥ 1, pour tout u ∈ Rd, r−γ1{|u|≤r} ≥ 2−γ1{|u|≤1}1{1≤r≤2}. Donc,

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ TB(0,R)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

≤
∫ ∞

1
δr−δ−1 exp(−2−γ

∫ TB(0,R)

0
1{|Zs−u|≤1}1{1≤r≤2}ds)dr

= 2−δ + (1− 2−δ) exp(−2−γ
∫ TB(0,R)

0
1{|Zs−u|≤1}ds) (2.49)

De (2.48) et (2.49), on a :

EE0
[

exp
(
−
∫ TB(0,R)

0
V (Zs, ω)ds

)]
≤ E0

[
exp

(
− (1− 2−δ)

∫
Rd

(
1− exp(−2−γ

∫ TB(0,R)

0
1{|Zs−u|≤1})

)
du
)]

(2.50)

L’expression du membre droit de (2.50) dépend d’une fonction W (x) = 2−γ1{|x|≤1} dans la
notation de [Szn98] qui est à support borné. D’après l’argument de la proposition 5.2.8 de
[Szn98] avec ν = 1− 2−γ > 0, il existe deux constantes positives c1, c2 telles que :

E0

[
exp

(
− (1− 2−δ)

∫
Rd

(
1− exp(−2−γ

∫ TB(0,R)

0
1{|Zs−u|≤1})

)
du
)]
≤ c1 exp(−c2R) (2.51)

Nous obtenons alors (2.47) de (2.50) et (2.51). Donc, pour tout R > 0, t > 0, nous avons :

c1 exp(−c2R) ≥ EE0
[

exp
(
−
∫ TB(0,R)

0
V (Zs, ω)ds

)]
≥ EE0

[
exp

(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)
, TB(0,R) ≤ t

]
= EE0

[
exp

(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)]
− EE0

[
exp

(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)
, TB(0,R) ≥ t

]
≥ EE0

[
exp

(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)]
− P0(TB(0,R) > t) (2.52)

On écrit Zs = (Z1
s , Z

2
s , · · · , Zd

s ). Nous définissons en dimension 1,

σR = inf{t > 0 : Z1
s ∈ {R,−R}} (2.53)

le premier temps où l’on atteint R ou −R.
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L’inégalité de Markov nous donne :

P0(TB(0,R) > t) = P (max
s<t
|Zs| < R) ≤ P0(max

s<t
|Z1

s | < R)

= P0(σR > t) ≤ E0[σ2
R]

t2
(2.54)

En dimension 1, appliquons la propriété de martingale du mouvement brownien, nous avons :

{(Z1
s )4 − 6s(Z1

s )2 + 3(Z1
s )2 : s ≥ 0} (2.55)

est une martingale. Alors, le théorème d’arrêt optimal nous permet de calculer :

E0[σ2
R] = 5

3R
4 (2.56)

En combinant avec (2.52) et (2.54), pour tout R > 0, t > 0 :

St = EE0
[

exp
(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)]
≤ c1 exp(−c2R) + 5

3
R4

t2
(2.57)

Nous choisissons R = t
1

10 ,
∫ ∞

0
Stdt ≤

∫ 1

0
Stdt+

∫ ∞
1

Stdt < 1 +
∫ ∞

1

(
c1 exp(−c2t

1/10) + t
−16
10
)
dt <∞

2.4 Existence des exposants de Lyapunov quenched

Dans cette section, nous allons montrer le théorème 3.7 du chapitre I sur l’existence des
exposants de Lyapunov quenched α. Il est la limite presque sûre et dans L1(P) de la suite
aλ(0,nx,ω)

n
. Pour la démonstration, nous suivrons une méthode classique utilisant le théorème

sous-additif de Kingman comme dans [Kes86], [Szn98], [Zer98]. Toutefois, pour x, y ∈ Rd,
a(x, y, ω) n’est pas sous-additif, pour l’application du théorème de Kingman, nous allons le
remplacer par d(x, y, ω) qui est une distance sur Rd (le lemme 2.9) et que la différence entre
eux n’est pas trop grande (les lemmes 2.10 et 2.11).

Tout d’abord, nous remarquons que notre potentiel V construit au (2.2) appartient tou-
jours à l’espace K loc

d (voir l’argument après l’équation (2.20)), alors la théorie du potentiel est
nécessaire et utile dans notre travail.

La propriété de Markov forte du mouvement brownien est la clé pour montrer que āλ est
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sous-additif et que dλ est une distance ((ii) et (iii) du lemme 2.9). La démonstration du lemme
2.10 est beaucoup plus compliquée. On doit utiliser des connaissances sur la mesure d’équilibre
ainsi que la formule de Poisson (le théorème 2.17 du chapitre I) et l’inégalité de Harnack (le
théorème 2.19 du chapitre I). Les démonstration en détails de ces lemmes se trouvent dans le
livre [Szn98] (page 221-225) (bien que le potentiel V y soit défini de manière différente, mais il
appartient toujours à l’espace K loc

d et alors la preuve reste inchangée parce que nous utilisons
seulement des notions générales de la théorie du potentiel). Alors pour éviter la redondance,
nous ne les présentons pas ici.

Lemme 2.9. Soit δ + γ − d > 0. Nous avons,
(i) eλ(x, y, ω), aλ(x, y, ω), āλ(x, y, ω) sont mesurables en ω ∈ Ω, et pour tout ω ∈ Ω fixé,

sont conjointement continus en (λ, x, y) ∈ R+ × Rd × Rd.
(ii) Pour tout x, y, z ∈ Rd, ω ∈ Ω, āλ(x, y, ω) ≤ āλ(x, z, ω) + āλ(z, y, ω) et

dλ(x, y, ω) ≤ dλ(x, z, ω) + dλ(z, y, ω) (2.58)

(iii) Pour P p.s , pour λ ≥ 0, dλ(·, ·, ω) est une distance sur Rd, qui induit la topologie
usuelle.

Rappelons de (2.9) de la section 2.2.2 du chapitre I que g(x, y, ω) est la fonction de Green en
potentiel V (ω). Pour comparer les différentes quantités entre a(x, y, ω), āλ(x, y, ω), dλ(x, y, ω),
nous définissons :

Fλ(z, ω) = λ+ ln+(
∫
B(z,1)×B(z,1)

gλ(x1, x2, ω)dx1dx2) + sup
B̄(z,1)

V (·, ω) (2.59)

Lemme 2.10. Il existe une constante positive C(d) telle que pour ω ∈ Ω, λ > 0, x, y ∈ Rd :
|x− y| > 4, nous avons :

max(|dλ(x, y, ω)− aλ(x, y, ω)|, |dλ(x, y, ω)− āλ(x, y, ω)|)

≤ C(1 + Fλ(x, ω) + Fλ(y, ω)) (2.60)

Le lemme suivant a le rôle du lemme 2.4 de [Szn98]. Sa démonstration se fait avec quelques
modifications.

Lemme 2.11. Soit δ + γ − d > 0. Pour 1 ≤ q <∞, R > 0, on a :

E
(
(
∫
B(0,R)×B(0,R)

g0(z, z′, ω)dzdz′)q
)
<∞ (2.61)
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et pour M > 0 :
lim|z|→∞

1
ln |z| sup

0≤λ≤M
Fλ(z, ω) <∞ P p.s (2.62)

Démonstration. Pour d ≥ 3, d’après l’inégalité (2.12) du chapitre I, c’est évident que (2.61)
est vérifiée. Pour d = 2, en reprenant l’estimation (5.2.28) de [Szn98], nous avons, pour tout
R > 0,

E
(
(
∫
B(0,R)×B(0,R)

g0(z, z′, ω)dzdz′)q
)

≤ L(B(0, R))
( ∫ ∞

0
dsEE0

(
exp(−

∫ s

0
qV (Zu, ω)du)

))q
= L(B(0, R))

( ∫ ∞
0

Ssds
)q

(2.63)

Alors, l’équation (2.61) se déduit du lemme 2.8.
Par la définition (2.59) de Fλ(z, ω), nous avons :

sup
0≤λ≤M

Fλ(z, ω) ≤M + ln+(
∫
B(z,1)×B(z,1)

g0(x1, x2, ω)dx1dx2) + sup
z+[−1,1]d

V (·, ω) (2.64)

Pour z ∈ Rd, ω ∈ Ω, nous posons :

f(z, ω) =
∫
B(z,1)×B(z,1)

g0(x1, x2, ω)dx1dx2 (2.65)

De (2.61), nous avons

∞ > E[f(0, ω)2] = 2
∫ ∞

0
tP(f(0, ω) ≥ t)dt

≥ 2
∞∑
k=1

kP(f(0, ω) ≥ k) ≥ C1
∑
z∈Z2

P(f(z, ω) > |z|1) (2.66)

où C1 est une constante. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons :

lim|z|→∞
ln f(z, ω)

ln |z| <∞ p.s. (2.67)

L’inégalité (A.2) de [Lac12a] dit que pour tout L suffisamment grand,

P
(

sup
[−1,1]d

V (·, ω) ≥ lnL
)
≤ 1
L2d+1 (2.68)
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Utilisons l’invariance par translation, on a :

∑
z∈Zd\{0}

P
(

sup
z+[−1,1]d

V (·, ω) ≥ ln |z|
)
≤

∑
z∈Zd\{0}

1
|z|2d+1 <∞ (2.69)

Le lemme de Borel-Cantelli nous donne :

lim|z|→∞
supz+[−1,1]d V (·, ω)

ln |z| <∞ p.s. (2.70)

De (2.64), (2.67) et (2.70), on enfin déduit (2.62).

Nous sommes maintenant prêts à montrer notre théorème principal 3.7 de cette section, i.e,
l’existence de l’exposant de Lyapunov quenched α(x) comme la limite presque sûrement et dans
L1(P) de la suite 1

n
aλ(0, nx, ω). Pour ce faire, nous allons adapter l’argument de la proposition

1.2 de [Szn94] où le théorème sous-additif de Kingman est appliqué à la suite de variables
aléatoires 1

n
dλ(0, nx, ω). Les lemmes 2.10 et 2.11 seront utilisés pour estimer la différence entre

aλ(0, x, ω) et dλ(0, x, ω).
La démonstration du théorème 3.7 du chapitre I.

Démonstration. Nous appliquons ici le théorème 2.8 de Kingman (chapitre 1). Rappelons que
pour x ∈ Rd, Tx := T 1

x est donné par (2.21). Fixons x ∈ Rd \ {0}. Nous définissons, pour
0 ≤ m ≤ n, pour ω ∈ Ω, Xm,n(ω) := dλ(mx, nx, ω). Nous avons :

(i) Xm,n ◦ T−x = Xm+1,n+1 ;
(ii) Xm,n ≤ Xm,k +Xk,n pour tout 0 ≤ m ≤ k ≤ n ;
(iii) EXm,n ≥ 0 pour tout 0 ≤ m ≤ n ;
(iv) E[X0,1] <∞.

En fait, (i) découle de V (z, T−xω) = V (z+x, ω) pour tout x, z ∈ Rd et la définition de Xm,n, (ii)
découle du lemme 2.9, (iii) découle de la propriété non négative du potentiel V . Nous montrons
maintenant (iv). Pour x ∈ Rd, z ∈ B(0), λ ≥ 0, t > 0, ω ∈ Ω :

e(z, x, ω) = Ez[exp(−
∫ H(x)

0
(λ+ V (Zs, ω))), H(x) <∞]

≥ Ez[exp(−
∫ t

0
(λ+ V (Zs, ω))), sup

0≤s≤t
|Zs − (z + s

t
(x− z)|) < 1]

≥ Pz
(

sup
0≤s≤t

|Zs − (z + s

t
(x− z)|) < 1

)
exp

(
−
∫ t

0

(
λ+ sup

y∈B(z+ s
t
(x−z)|,1)

V (y, ω)
)
ds
)
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Alors,

ln e(z, x, ω) ≥ lnPz
(

sup
0≤s≤t

|Zs− (z+ s

t
(x− z)|) < 1

)
)−λt−

∫ t

0
sup

y∈B(z+ s
t
(x−z),1)

V (y, ω)ds (2.71)

La propriété du mouvement brownien (voir (4.5.20) de [Szn98]) nous donne l’existence des
constantes positives c, λd :

Pz
(

sup
0≤s≤t

|Zs − (z + s

t
(x− z)|) < 1

)
) ≥ c exp(−λdt−

1
2
|x− z|2

t
) (2.72)

De plus, nous avons :

sup
y∈B(z+ s

t
(x−z),1)

V (y, ω) = sup
y∈B(z+ s

t
(x−z),1)

∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi−y|<ri} ≤
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi−(z+ s
t
(x−z))|<ri+1} (2.73)

De (2.71), (2.72), (2.73) :

āλ(0, x, ω) = − inf
z∈B(0)

ln eλ(z, x, ω) ≤ − ln c+ (λd +λ)t+ 1
2
|x|2

t
+
∫ t

0

∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi−(z+ s
t
(x−z))|<ri+1}

(2.74)
Donc,

E[āλ(0, x, ω)] ≤ − ln c+ (λd + λ)t+ 1
2
|x|2

t
+
∫ t

0
E[
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi−(z+ s
t
(x−z))|<ri+1}] (2.75)

En appliquant le théorème de Campbell :

∫ t

0
E[
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi−(z+ s
t
(x−z))|<ri+1}] =

∫ t

0

∫
Rd

∫ ∞
1

rγ1{|u−(z+ s
t
(x−z))|<r+1}dudν(r)

=
∫ t

0

∫ ∞
1

δr−δ−1−γ
∫
Rd

1{|u−(z+ s
t
(x−z))|<r+1}dudr

≤ t2dLd
δ

δ + γ − d
(2.76)

De (2.75) et (2.76) en inter-changeant le rôle de 0 and x, nous avons que la condition (iii) est
vraie :

E[dλ(0, x, ω)] ≤ − ln c+ (λd + λ)t+ 1
2
|x|2

t
+ t2dLd

δ

δ + γ − d
(2.77)

L’inégalité (2.77) entraîne que (iii) est vraie. Puisque les conditions dans (i), (ii), (iii), (iv) sont
satisfaites et puisque pour tout x ∈ Zd, le système (Ω,F,P, Tx) est ergodique (voir le lemme
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2.4), d’après le théorème de Kingman, il existe une constante αλ(x) telle que :

lim
k→∞

1
k
dλ(0, kx, ω) = lim

k→∞

1
k
E[dλ(0, kx, ω)] = inf

k∈N

1
k
E[dλ(0, kx, ω)] = αλ(x) (2.78)

Il est facile de vérifier que αλ(·) est une semi-norme dans Rd. Si nous choisissons t = k|x|√
2(λd+λ+2d Ldδ

δ+γ−d )
,

nous obtenons de (2.77) :

αλ(x) = lim
k→∞

1
k
E[dλ(0, kx, ω)] ≤

√
2(λd + λ+ 2d Ldδ

δ + γ − d
)|x| (2.79)

Grâce aux lemmes 2.10 et 2.11 :

lim
k→∞

a(0, kx, ω)
k

= lim
k→∞

d(0, kx, ω)
k

= α(x) (2.80)

Maintenant, on va montrer que la suite d(0,nx,ω)
n

est uniformément intégrable. Pour p > 0, une
suite |Xk|p est uniformément intégrable si pour quelques ε > 0 :

sup
k

E[|Xk|p+ε] <∞ (2.81)

Comme pour (2.74), pour tout n ≥ 1, n ∈ N, il existe une constante K(d) > 0 telle que :

d(nx, (n+ 1)x) ≤ K(d) + λ+ |x|2 + sup
B(nx,|x|+2)

V (·, ω) := X(nx) (2.82)

Pour s > 0 :
sup
B(0,s)

V (·, ω) ≤
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi|≤ri+s} (2.83)

Le théorème de Campbell nous donne :

E
[

exp
(
a
∞∑
i=1

r−γi 1{|ωi|≤ri+s}
)]

= exp
( ∫ ∞

1
δLd(r + s)dr−δ−1(ear−γ − 1)dr

)
<∞ (2.84)

si a > 0 et si δ+γ−d > 0. Alors supB(0,s) V (·, ω) a tous les moments finis. Utilisons l’invariance
par translation, la suiteX(kx), k ≥ 0 a la même loi avec tous les moments finis. Puisque d(·, ·, ω)
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est une distance, pour k > 0,

E[(d(0, kx, ω)
k

)2] ≤ 1
k2E[(

k−1∑
n=0

X(nx))2]

≤ 1
k2 (kE[

k−1∑
n=0

X(nx)2]) = E[X(0)2] <∞ (2.85)

La condition (2.81) est maintenant vérifiée, la suite {d(0,kx,ω)
k

, k ≥ 0} est uniformément inté-
grable. Puisque 0 ≤ a(0, kx, ω) ≤ d(0, kx, ω), la suite {a(0,kx,ω)

k
, k ≥ 0} est aussi uniformément

intégrable. En le combinant avec (2.80), nous obtenons la convergence dans L1(P) de a(0,kx,ω)
k

:

lim
k→∞

E[a(0, kx, ω)
k

] = E[ lim
k→∞

a(0, kx, ω)
k

] = α(x) (2.86)

Nous montrons maintenant que α(x) est une norme. Pour k ≥ 1, x ∈ Zd tel que k|x| > 1, par
l’inégalité de Jensen et (2.47) :

E[ln eλ(0, kx, ω)] ≤ lnE[eλ(0, kx, ω)]

≤ lnEE0[exp(−
∫ TB(0,|kx|−1)

0
V (Zs, ω)ds)] ≤ ln c1 − c2(k|x| − 1) (2.87)

Alors pour x ∈ Rd \ {0}, αλ(x) = limk→∞
1
k
E[a(0, kx, ω)] ≥ c2|x| > 0. Il en déduit que αλ(·)

est une norme. Pour la continuité de α en λ, nous pouvons utiliser le même argument dans le
théorème 2.5 de [Szn98].

2.5 Théorème de la forme limite

Le théorème de la forme limite est une propriété importante qu’on a réussi à montrer pour
plusieurs modèles. Si on travaille sur des modèles indépendants, il y a une version de [Kes86]
pour la percolation de premier passage, une version de [Szn98] pour le mouvement brownien
dans un potentiel poissonnien, une version de [Zer98] pour la marche aléatoire dans un potentiel
aléatoire, etc. Même si on est dans la situation de stationnaire, avec une condition un peu plus
forte, Boivin [Boi90] nous donne une version pour la percolation de premier passage. En 2010,
Björklund [Bjö10] a prolongé le résultat de [Boi90] pour un contexte plus général (c’est le
théorème 2.11 du chapitre I). Maintenant nous l’utilisons pour montrer notre théorème 3.8 du
chapitre I, i.e, sous la condition δ + γ − d > 0, pour tout λ ≥ 0 la convergence de la suite
des variables aléatoires aλ(0,x,ω)

|x| ainsi que dλ(0,x,ω)
|x| , est uniforme en toutes les directions quand

96



III.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien à longue portée

|x| → ∞ vers l’exposant de Lyapunov quenched αλ(x) :

lim
|x|→∞

1
|x|
|aλ(0, x, ω)− αλ(x)| = 0.

La démonstration du théorème 3.8 du chapitre I

Démonstration. D’après la partie (iii) du lemme 2.9, nous avons que dλ(·, ·, ω) est une métrique
aléatoire sur Zd. Par la remarque 2.3, dλ(x, y, T−zω) = dλ(x + z, y + z, ω). Donc, dλ(x, y, ω)
est une semi-métrique aléatoire sur Zd, modélisée sur l’espace (Ω,F,P) avec une Zd-action
ergodique {Tz}z∈Zd (voir les définitions 2.9 et 2.10 du chapitre I). Comme dans (2.82) et (2.84),
nous avons que

dλ(0, x, ω) ≤ K(d) + λ+ |x|2 + sup
B(0,|x|+2)

V (·, ω) (2.88)

a tous les moments finis. Par conséquence, toutes les conditions du théorème 2.11 du chapitre
1 sont satisfaites. Il existe donc une semi-norme sur Rd telle que :

lim
|x|→∞,x∈Zd

dλ(0, x, ω)− L(x)
|x|

= 0 (2.89)

Pour x fixé dans Zd \ {0}, nous prenons xk = kx, alors limk→∞ |xk| =∞ et :

lim
k→∞

dλ(0, kx, ω)
k

= L(x) (2.90)

Théorème 3.7 nous donne, pour tout x ∈ Zd. :

αλ(x) = L(x) (2.91)

Pour x ∈ Rd, notons x̂ le point de Zd le plus proche x. Alors, |x − x̂| <
√
d. Pour tout

x ∈ Rd \ {0} :

|dλ(0, x, ω)− αλ(x)|
|x|

≤ |dλ(0, x, ω)− dλ(0, x̂, ω)|
|x|

+ |dλ(0, x̂, ω)− αλ(x̂)|
|x|

+ |αλ(x̂)− αλ(x)|
|x|

≤ |d(x̂, x, ω)|
|x̂|

· |x̂|
|x|

+ |dλ(0, x̂, ω)− αλ(x̂)|
|x̂|

· |x̂|
|x|

+ αλ(x− x̂)
|x|

(2.92)

Par (2.88) :
dλ(x̂, x, ω) ≤ K̃(d) + λ+ sup

B(x̂,
√
d+2)

V (·, ω) := Y (x̂, ω) (2.93)
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Puisque Y (x̂), x̂ ∈ Zd sont de même loi et tous leurs moments sont finis :

lim
|x|→∞

|d(x̂, x, ω)|
|x̂|

· |x̂|
|x|

< lim
x̂→∞

Y (x̂, ω)
|x̂|

= 0, P presque sûrement. (2.94)

De (2.89) et (2.91), nous avons que P presque sûrement,

lim
|x|→∞

|dλ(0, x̂, ω)− αλ(x̂)|
|x̂|

· |x̂|
|x|

= 0 (2.95)

De (3.6) :

lim
|x|→∞

αλ(x− x̂)
|x|

≤

√
2(λd + λ+ 2d Ldδ

δ+γ−d)|x− x̂|
|x|

= 0 (2.96)

De (2.92), (2.94), (2.95) et (2.96),

lim
|x|→∞

|dλ(0, x, ω)− αλ(x)|
|x|

= 0 (2.97)

En la combinant avec les lemmes 2.10 et 2.11, nous obtenons,

lim
|x|→∞

|aλ(0, x, ω)− αλ(x)|
|x|

≤ lim
|x|→∞

|aλ(0, x, ω)− dλ(0, x, ω)
|x|

+ lim
|x|→∞

|dλ(0, x, ω)− αλ(x)|
|x|

= 0

2.6 Existence des exposants de Lyapunov annealed

Comme dans le cas à portée finie [Szn98] et pour le modèle marches aléatoires en potentiel
aléatoire Flury [Flu07], nous définissons pour λ ≥ 0 et y ∈ Rd les quantités basiques :

êλ(y) := E[eλ(0, y, ω)] (2.98)

bλ(y) := − ln êλ(y) (2.99)

b̄λ(y) = − inf
z∈B(0)

ln êλ(y − z) (2.100)

Dans cette section, nous allons montrer le théorème 3.9 du chapitre I sur l’existence et ainsi
qu’une forme limite pour des exposants de Lyapunov annealed, i.e, sous la condition γ+δ−d > 0,
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il existe une norme βλ = βλ(δ, γ, d) : Rd −→ R+ telle que pour tout M > 0 :

lim
x→∞

sup
0≤λ≤M

1
|x|
|bλ(x)− βλ(x)| = 0 (2.101)

La démonstration de ce théorème est analogue à celles des théorèmes 3.7 et 3.8 du cas quenched.
De plus, puisque 1

|x|bλ(x) est une suite des réels (pas des variables aléatoires), le cas annealed
est certainement plus facile que le cas quenched. Pour l’existence de β(x), nous allons montrer
que b̄λ(x), x ∈ Rd est sous-additif (voir le lemme 2.13 ci-dessous) alors que la différence entre
les quantités b̄λ et bλ est donnée dans la proposition 2.16 dont la démonstration a besoin d’une
inégalité de Harnack (2.107) pour êλ (voir le lemme 2.15). Tout d’abord, nous commençons par
une remarque suivante,

Remarque 2.12. Pour tout λ > 0, y ∈ Rd, on a êλ(y) = E[eλ(−y, 0, ω)]

D’après le théorème de Campbell et l’invariance par translation du mouvement brownien,

êλ(y) = E0E
[

exp
(
−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
, H(y) <∞

]
= E0

[
exp

(
−
∫
Rd

[1−
∫ ∞

1
δr−δ−1 exp(−

∫ H(y)

0
r−γ1{|Zs−u|<r}ds)drdu]− λH(y)

)
, H(y) <∞

]
= E−y

[
exp

(
−
∫
Rd

(1−
∫ ∞

1
δr−δ−1 exp(−

∫ H(0)

0
r−γ1{|Zs−u|<r}ds)drdu)− λH(0)

)
, H(0) <∞

]
= E(eλ(−y, 0, ω)) (2.102)

Le lemme suivant est analogue au lemme 3.1 du chapitre 5 de [Szn98]

Lemme 2.13. (i) Pour λ ≥ 0 et x, y ∈ Rd, nous avons :

b̄λ(x+ y) ≤ b̄λ(x) + b̄λ(y) (2.103)

(ii) bλ(y) et b̄λ(y) sont conjointement continus en (λ, y) sur R+ × Rd

Démonstration. (i) Nous reprenons les arguments de [Szn98]. Pour tout a, b > 0 :

1 + exp(−a− b)− exp(−a)− exp(−b) = (1− exp(−a))(1− exp(−b)) ≥ 0 (2.104)
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Alors, pour δ > 0 et u(r), v(r) > 0 où u(r), v(r) sont des fonctions de la variable r :
∫ ∞

1
δr−δ−1(− exp(−u(r)− v(r)) + exp(−u(r)) + exp(−v(r)))dr) ≤

∫ ∞
1

δr−δ−1 = 1
(2.105)

Nous obtenons

1−
∫ ∞

1
δr−δ−1 exp(−u(r)− v(r))dr

≤ (1−
∫ ∞

1
δr−δ−1 exp(−u(r))dr) + (1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−v(r))dr) (2.106)

Donc, pour x, y ∈ Rd, z ∈ B(0), λ ≥ 0, en utilisant l’égalité ( 2.48) et la propriété de
Markov forte :

êλ(x+ y − z)

= EEz
[

exp
(
−
∫ H(x+y)

0
λ+ V (Zs, ω)ds

)
, H(x+ y) <∞

]
= Ez

[
exp

(
−
∫
Rd

(
1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ H(x+y)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

)
du− λH(x+ y)

)
,

H(x+ y) <∞
]

≥ Ez

[
exp

(
−
∫
Rd

(
1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ H(x+y)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

)
du− λH(x+ y)

)
,

H(x) < H(x+ y) <∞
]

(2.106)
≥ Ez

[
exp

(
−
∫
Rd

(
1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ H(x)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

)
du− λH(x)

)
,

H(x) <∞
]

· inf
z′∈B(x)

Ez′
[

exp
(
−
∫
Rd

(
1−

∫ ∞
1

δr−δ−1 exp(−
∫ H(x+y)

0
r−γ1{|Zs−u|≤r}ds)dr

)
du− λH(x+ y)

)
,

H(x+ y) <∞
]

= êλ(x− z) exp(−b̄λ(y))( l’invariance par translation du mouvement brownien)

Nous obtenons alors b̄λ(x+ y) ≤ b̄λ(x) + b̄λ(y).
(ii) est complètement analogue au cas quenched.

Nous présentons ici une inégalité FKG de Janson [Jan84] pour les processus de Poisson.
Elle est utile pour montrer l’existence des exposants de Lyapunov annealed. Une fonction à
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valeurs réelles d’un processus de Poisson f : Ω −→ R est dite croissante (ou décroissante) si
f(ω) ≤ f(ω′) (f(ω) ≥ f(ω′)) pour tous les ω, ω′ ∈ Ω, ω ⊂ ω′.

Lemme 2.14. Soient f et g deux fonctions mesurables et croissantes (ou décroissantes) d’un
processus de Poisson sur un espace de probabilité (Ω,F,P). Alors :

E[f(ω)g(ω)] ≥ Ef(ω)Eg(ω)

En s’inspirant de la méthode présentée par [[Szn94], (1.41)] pour montrer des inégalités de
Harnack, et en combinant quelques propriétés de théorie du potentiel et les estimations (2.109)
et (2.111) spécifiques à notre modèle, nous obtenons,

Lemme 2.15. [Inégalité de Harnack dans le cas annealed] Soit γ+δ−d > 0. Pour tout M > 0,
∃B <∞, ∀λ ∈ [0,M ], pour tout z, z′ ∈ B(0) et y ∈ Rd, |y| > 3, nous avons :

êλ(y − z)
êλ(y − z′)

< B (2.107)

Démonstration. Pour tout z ∈ B(0), y ∈ Rd, |y| > 3, d’après la propriété de Markov forte,

êλ(y − z) = EEz
[

exp
(
−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
, H(y) <∞

]
= EEz

[
exp

(
−
∫ TB(0,2)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
exp

(
−
∫ H(y)

TB(0,2)

(λ+ V (Zs))ds
)
, H(y) <∞

]
= EEz

[
exp

(
−
∫ TB(0,2)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
EZTB(0,2)

[
exp

(
−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
, H(y) <∞

]]
= Ez

[
exp(−λTB(0,2))E

[
exp

(
−
∫ TB(0,2)

0
(V (Zs))ds

)
EZTB(0,2)

[
exp

(
−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
, H(y) <∞

]]]
≥ Ez

[
exp(−λTB(0,2))E

[
exp

(
−
∫ TB(0,2)

0
(V (Zs))ds

)]
EEZTB(0,2)

[
exp

(
−
∫ H(y)

0
(λ+ V (Zs))ds

)
, H(y) <∞

]]
(2.108)

On a utilisé le lemme 2.14 pour la dernière inégalité de (2.108). De plus, pour tout z ∈ B(0),
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Pz presque sûrement, d’après le théorème de Campbell, comme dans (2.48), nous avons

E
[

exp
(
−
∫ TB(0,2)

0
(V (Zs))ds

)]
= exp

[ ∫ ∞
1

δr−δ−1
∫
Rd

(
exp(−

∫ TB(0,2)

0
r−γ1|u−Zs|<rds)− 1

)
dudr

]
= exp

[ ∫ ∞
1

δr−δ−1
∫
B(z,r+2)

(
exp(−

∫ TB(0,2)

0
r−γ1|u−Zs|<rds)− 1

)
dudr

]
≥ exp

[ ∫ ∞
1

(
exp(−TB(0,2)r

−γ)− 1
)
Ldδ(r + 2)dr−δ−1dr

]
(2.109)

Utilisons l’inégalité e−x − 1 ≥ −x pour tout x ≥ 0 et la condition γ + δ − d > 0, nous avons
alors de (2.109), pour tout z ∈ B(0), Pz presque sûrement,

E
[

exp
(
−
∫ TB(0,2)

0
(V (Zs))ds

)]
≥ exp

[
− 3dδLdTB(0,2)

∫ ∞
1

r−γ−δ−d−1dr
]

= exp(− 3dδLd

γ + δ − d
· TB(0,2)) (2.110)

De (2.108) et (2.110) :

êλ(y − z) ≥ Ez
[

exp
(
− (λ+ 3dδLd

γ + δ − d
)TB(0,2)

)
êλ(y − ZTB(0,2))

]
(2.111)

Maintenant, nous allons continuer en reprenant argument de [Szn94]. Posons κ := κ(λ, γ, δ, d) :=
(λ+ 3dδLd

γ+δ−d)0, κ ∈]0,∞[. En utilisons l’inégalité de Jensen et le lemme 2.18 du chapitre 1, nous
avons :

Ez
[

exp(−κTB(0,2))êλ(y − ZTB(0,2))
]
≥ Ez

[
exp(−κh0(z, ZTB(0,2)))êλ(y − ZTB(0,2))

]
(2.112)

où h0(·, ·) est donné par (2.16) du chapitre 1. D’autre part, d’après (2.108),

êλ(y − z) ≤ Ez(êλ(y − ZTB(0,2))) (2.113)

D’après la formule de Poisson (la proposition 2.17 du chapitre 1), nous avons, pour tout z, z′ ∈
B(0),

Ez(êλ(y − ZTB(0,2)))
Ez′(êλ(y − ZTB(0,2)))

≤
supB(0)×∂B(0,2) v0(·, ·)
infB(0)×∂B(0,2) v0(·, ·) (2.114)

où v0(·, ·) est le noyau de Poisson pour un mouvement brownien (voir la proposition 2.17 du
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chapitre 1). En utilisant (2.111), (2.112), (2.113), (2.114), pour tout z, z′ ∈ B(0) et pour |y| > 3,

êλ(y − z)
êκ(y − z′)

≤ exp(κ suph0(·, ·))
Ez(êλ(y − ZTB(0,2)))
Ez′(êλ(y − ZTB(0,2)))

≤ exp(κ sup
B(0)×∂B(0,2)

h0(·, ·))
supB(0)×∂B(0,2) v0(·, ·)
infB(0)×∂B(0,2) v0(·, ·) <∞ (2.115)

La proposition ci-dessous nous permet de comparer la différence entre bλ(y) et b̄λ(y).

Proposition 2.16. Soit δ > d. Pour tout M > 0, nous avons, pour tout M > 0 :

lim
y→∞

sup
0≤λ≤M

1
|y|
|bλ(y)− b̄(y)| = 0 (2.116)

Démonstration. La démonstration découle de l’inégalité Harnark pour ê (le lemme 2.15) et les
définitions de bλ et b̄λ.

La démonstration du théorème 3.9 du chapitre I

Démonstration. Puisque b̄λ(·) est continu sur Rd (voir (ii) du lemme 2.13), elle est bornée
uniformément sur les sous-ensembles compacts de Rd. Alors d’après sa propriété sous-additive
(voir (iii) du lemme 2.13), pour tout x ∈ Rd, il existe un réel non négatif βλ(x) tel que

lim
k→∞

1
k
b̄λ(kx) = inf

k≥0

1
k
b̄λ(kx) = βλ(x) (2.117)

Il est facile de vérifier que βλ(·) est une semi-norme dans Rd. De plus, il existe une constante
c2 > 0 comme dans (2.87) telle que pour tout x ∈ Rd, nous avons c2|x| ≤ βλ(x). Donc, βλ(·) est
une norme sur Rd. Utilisant l’inégalité de Jensen et l’inégalité (2.77) avec t = k|x|√

2(λd+λ+ ωdδ

δ+γ−d )
,

nous avons pour tout x ∈ Rd,

b̄λ(x) ≤ E(āλ(0, x, ω)) ≤
√

2(λd + λ+ 2d Ldδ

δ + γ − d
)|x| := Cλ|x| (2.118)

et βλ(x) ≤ αλ(x). Pour la forme limite (3.8), il suffit de montrer que si xk →∞ et limk→∞
xk
|xk|

=
e ∈ Sd−1, nous avons :

lim
k→∞

sup
0≤λ≤M

1
|xk|
|b̄λ(xk)− βλ(xk)| = 0 (2.119)
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Un argument classique sera maintenant utilisé. Prenons ε ∈ Q∩]0, 1[ et v ∈ Qd et M ∈ N tel
que Mv ∈ Zd et |v − e| < ε. Nous posons x′k :=

⌊
|xk|
M

⌋
Mv ∈ Zd où pour t ∈ R, btc est le plus

grand entier inférieur ou égal à t. Alors, pour k suffisamment grand, |xk − x′k| < ε|xk| et en
utilisant (2.118), (2.117), et |v − e| ≤ ε,

1
|xk|
|b̄λ(xk)− βλ(xk)| ≤

b̄λ(xk − x′k)
|xk|

+
∣∣∣ b̄λ(x′k)
|xk|

− b̄λ(x′k)
|x′k|

∣∣∣+ ∣∣∣ b̄λ(x′k)
|x′k|

− βλ(v)
∣∣∣+ ∣∣∣βλ(v)− βλ(

xk
|xk|

)
∣∣∣

≤ 2εCλ + (ε+ ε) sup
|y|≤1

βλ(y) ≤ 4εCλ (2.120)

Nous obtenons alors (3.8). Grâce à la proposition 2.16, nous pouvons remplacer b̄λ(x) par bλ(x)
dans l’équation (3.8).

2.7 Estimation des grandes déviations

Tout d’abord, nous définissons,
la loi quenched des trajectoires jusqu’au temps t du mouvement brownien en potentiel V

dQt,ω = 1
St,ω

exp
(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)
dP0, t ≥ 0, ω ∈ Ω (2.121)

et la loi annealed des trajectoires jusqu’au temps t du mouvement brownien en potentiel V

dQt = 1
St

exp
(
−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds

)
d(P0 ⊗ P), t ≥ 0 (2.122)

où St,ω et St sont les constantes de normalisation données par (2.24) et (2.25) du chapitre 3
respectivement.
La fonction de taux par rapport à Qt,ω de l’estimation des grandes déviations sera donnée par,

I(x) := sup
λ≥0

(αλ(x)− λ), x ∈ Rd (2.123)

La fonction de taux par rapport à Qt de l’estimation des grandes déviations sera donnée par,

J(x) := sup
λ≥0

(βλ(x)− λ), x ∈ Rd (2.124)

Remarque 2.17. D’après les théorèmes 3.7 et 3.9, nous avons que I(x) et J(x) sont des
fonctions non négatives, convexes, continues sur Rd et c2|x| ≤ J(x) ≤ I(x) pour tout x ∈ Rd.

Une méthode proposée par [Szn98] pour étudier quelques estimations de grandes déviations
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pour le mouvement brownien en potentiel poissonnien est d’utiliser l’application des exposants
de Lyapunov. Cette idée est aussi utile pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire (voir
[Zer98] et [Mou12]). Dans notre modèle, le potentiel V est défini par d’une manière différente
(longue portée) de celui de [Szn98] (portée infinie) mais il appartient également à l’espace K loc

d .
Nous avons aussi montré l’existence des exposants de Lyapunov et les théorèmes de la forme
limite dans les sections précédentes. Alors, nous pouvons suivre le même argument que [Szn98]
(la page 249). Pour tout t > 0, ensemble borné A de Rd, il existe nt > 0 et x1, x2, · · · , xnt
appartenant à A tels que nt croît au plus polynomialement en t et

tA ⊂ Bt := ∪ntk=1B(xk, 1)

Alors, par les définitions de St,ω et Qt,ω, nous avons, P-presque sûrement, pour tout λ ≥ 0,

exp(−λt)St,ωQt,ω(Zt ∈ tA) = exp(−λt)E0[Zt ∈ tA, exp(−
∫ t

0
V (Zs, ω)ds)]

≤ E0[exp(−
∫ H(Bt)

0
(λ+ V )(Zs, ω)dt), H(tA) <∞]

≤
nt∑
k=1

eλ(0, xk, ω) ≤ nt max
1≤k≤nt

eλ(0, xk, ω)

Donc, pour tout t > 0, ensemble borné A de Rd,

−λ+ lim
t→∞

lnSt,ω
t

+ lim sup
t→∞

1
t

lnQt,ω(Zt ∈ tA) ≤ − inf
A
αλ(x), P-presque sûrement (2.125)

De même pour le cas annealed, nous avons aussi,

−λ+ lim
t→∞

lnSt
t

+ lim sup
t→∞

1
t

lnQt(Zt ∈ tA) ≤ − inf
A
βλ(x). (2.126)

En conséquence, nous obtenons dans le théorème 3.10 du chapitre I une borne supérieure d’une
estimation de grandes déviations.
La démonstration du théorème 3.10 du chapitre I

Démonstration. i) Si δ > 4d
3 , d’après le lemme 2.6,

lim
t→∞

− lnSt,ω
t

= 0 P presque sûrement.

En la combinant avec (2.125), il découle que (3.9) est vraie pour tout ensemble borné de Rd.
Si A est un fermé quelconque de Rd, l’argument est suivi exactement comme à la page 250 de
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[Szn98].
ii) Si δ > d, d’après le lemme 2.7,

lim
t→∞

− lnSt
t

= 0.

Alors, de même qu’au cas quenched, nous pouvons suivre le même argument que dans le théo-
rème 4.5 du chapitre 5 de [Szn98] pour obtenir (3.10).
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Annexe

1 Démonstration du théorème abstrait 1.2 du chapitre
II

L’objectif de cette section est de prouver le théorème abstrait 1.2. Nous allons utiliser
l’argument basé sur la preuve du théorème 1.14 [Cox80]. Nous supposons toujours que les
hypothèses du théorème abstrait sont satisfaites. Nous rappelons que D est l’ensemble des
fonctions de répartition F qui attribuent la probabilité 1 à l’intervalle [0,+∞[ et telles que
F (0) < 1. Et D1 dénote le sous-ensemble de D qui contient les fonctions de répartition de
moyenne finie. D2 est un sous-ensemble quelconque de D1.

Lemme 1.1. Soit Gn ∈ D1, Fn, F ∈ D2 telles que F ≤ Fn et Fn w→ F . Si Fn ∗ Gn ≤ F pour
tout n suffisamment grand, alors :

|µ(F )− µ(Fn)| ≤ c1(F )f1(Fn)
∫
tdGn(t) (1.1)

En particulier, si
∫
tdGn(t)→ 0, alors µ(Fn)→ µ(F ).

Démonstration. En utilisant la propriété de monotonicité de µ ( la condition (i) du théorème
1.2), nous avons µ(Fn) ≤ µ(F ) ≤ µ(Fn ∗ Gn). Alors |µ(Fn) − µ(F )| ≤ µ(Fn ∗ Gn) − µ(Fn).
D’après (ii) :

µ(Fn ∗Gn) ≤ µ(Fn) + c1(Fn)f1(Fn)
∫
tdGn(t) ≤ µ(Fn) + c1(F )f1(Fn)

∫
tdGn(t).

Notons que limn→∞ f1(Fn) = f1(F ) si Fn w→ F . Nous obtenons µ(Fn) → µ(F ) si
∫
tdGn(t) →

0.
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Lemme 1.2. Soit F ∈ D2. Supposons que t0 = sup{t : F (t) = 0} > 0. Alors |µ(F )−µ(F̂ ξ
t0)| ≤

2ξc1(F )f1(F̂ ξ
t0) pour 0 < ξ < t0, où F̂ ξ

t0 est donnée par la définition 1.3 du chapitre II.

Démonstration. Soit Gξ la fonction de répartition concentrée en 2ξ. Donc F̂ ξ
t0 ∗ Gξ ≤ F ≤ F̂ ξ

t0

et alors µ(F̂ ξ
t0) ≤ µ(F ) ≤ µ(F̂ ξ

t0 ∗Gξ). D’après la propriété (ii),

|µ(F )− µ(F̂ ξ
t0)| ≤ µ(F̂ ξ

t0 ∗Gξ)− µ(F̂ ξ
t0) ≤ 2ξc1(F̂ ξ

t0)f1(F̂ ξ
t0) ≤ 2ξc1(F )f1(F̂ ξ

t0)

Remarque 1.3. Pour tout t0 > 0, nous avons limξ→0 F̂
ξ
t0

w= F t0.

Démonstration du théorème 1.2 du chapitre II
Par la propriété de monotonicité de µ, nous pouvons supposer que Fn ≥ F pour tout n.
L’idée principale est de construire une suite de fonctions de répartition satisfaisant

∫
tdGn(t)→

0 quand n tend vers ∞ et Fn ∗ Gn ≤ F pour tout n. D’abord, nous introduisons la métrique
de Lévy ρ :ρ(M,N) = inf{ε > 0 tel que M(t− ε)− ε ≤ N(t) ≤ M(t + ε) + ε,−∞ < t < +∞}
La convergence pour la métrique ρ est équivalente à la convergence faible. Puisque Fn w→ F ,
εn := 2ρ(Fn, F )→ 0 quand n→∞.
1er cas : F (0) > 0. Pour ε > 0 fixé, l’application t 7−→ F (t)

F (t)+ε est non décroissante en t.
Soit b = inf{t : F (t) = 1}. Si b = +∞, prenons une suite tn telle que limn→∞ tn = ∞ et
F (tn) ≤ F (0)

F (0)+εn . Définissons une suite de fonctions de répartition Gn par,

Gn(t) :=


0 si t < εn

F (tn) si εn ≤ t < tn

F (t) si tn ≤ t,

(1.2)

Puisque F a la moyenne finie, limn→∞
∫
tdGn(t) = 0. Nous expliquons que pour tout t, Fn ∗

Gn(t) ≤ F (t). Nous avons Fn ∗Gn(t) ≤ Gn(t) ≤ F (t) si t < εn ou t ≥ tn. Si εn ≤ t < tn,

Fn ∗Gn(t) = Fn(t− εn)Gn(εn)

≤ [F (t) + εn]F (tn)

≤ F (t) + εn
F (t) · F (0)

F (0) + εn
· F (t)

≤ F (t). (1.3)

Notons que la première inégalité de (1.3) découle de limn→∞ εn = 0 ; la deuxième découle du
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choix de tn ; la dernière découle de la propriété de monotonicité en t de la fonction F (t)
F (t)+ε .

Maintenant toutes les conditions du lemme 1.1 sont vérifiées, nous obtenons limn→∞ µ(Fn) =
µ(F ).
Si b <∞, posons qn = F (0)

F (0)+εn et définissons :

Gn(t) :=


0 si t < εn

qn si εn ≤ t < b

F (t) si b ≤ t,

(1.4)

Comme dans le cas b = ∞, nous avons limn→∞
∫
tdGn(t) = 0 et Fn ∗ Gn(t) ≤ F (t). Nous

appliquons le lemme 1.1 pour obtenir limn→∞ µ(Fn) = µ(F ).
2ème cas : F (0) = 0 et t0 = sup{t : F (t) = 0} = 0. En utilisant l’argument du lemme 1.2,
nous avons pour tout ξ > 0

|µ(Fξ)− µ(F )| ≤ ξc1(F )f1(Fξ) (1.5)

où Fξ est donné par la définition 1.3 du chapitre II. Notons que Fξ(0) = F (ξ) > 0 et Fξ > F

pour tout ξ > 0. Suivons l’argument du 1er cas , remplaçons F par Fξ, choisissons Gn par
rapport à Fξ telles que Fn ∗Gn ≤ Fξ pour tout n et utilisons la condition (ii) du théorème 1.2
pour obtenir,

µ(Fξ) ≤ µ(Fn ∗Gn) ≤ µ(Fn) + c1(Fn)f1(Fn)
∫
tdGn(t) ≤ µ(Fn) + c1(F )f1(Fn)

∫
tdGn(t) (1.6)

Il en découle
lim inf
n→∞

µ(Fn) ≥ µ(Fξ) ≥ µ(F )− ξc1(F )f1(Fξ)

Prenons ξ → 0. Puisqu’une fonction de répartition est partout continue à droite, limξ→0 Fξ
w= F .

D’après la condition (ii), nous avons que limξ→0 f1(Fξ) = f1(F ) <∞, et alors ξc1(F )f1(Fξ)→ 0.
Donc, lim infn→∞ µ(Fn) ≥ µ(F ).
3ème cas : t0 = sup{t : F (t) = 0} > 0. Prenons ξ > 0 tel que t′0 := t0 − ξ > 0. Par le lemme
1.2 :

|µ(F )− µ(F̂ ξ
t0)| ≤ 2ξc1(F )f1(F̂ ξ

t0) (1.7)

Puisque 0 = F (t′0) = limn→∞ Fn(t′0), donc, pour n suffisamment grand, Fn(t′0) < c (c > 0 est la
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constante de la condition (iii) du théorème 1.2). La condition (iii) du théorème 1.2 nous donne,

|µ(F t′0
n )− µ(Fn)| ≤ c2(Fn)f2(t′0, Fn) ≤ c2(F )f2(t′0, Fn)

Puisque 0 = limn→∞ Fn(t′0), il en découle par la condition (iii) que limn→∞ f2(t′0, Fn) = 0. Alors,

lim
n→∞

µ(Fn) = lim
n→∞

µ(F t′0
n ) (1.8)

Notons que F̂ ξ
t0(t′0) > 0 et F̂ ξ

t0(t) = F
t′0
n (t) = 0 pour t < t′0. La technique du 1er cas peut

être utilisée pour construire une suite de fonctions de répartition telles que
∫
tdGn(t)→ 0 and

F
t′0
n ∗Gn ≤ F̂ ξ

t0 . De la condition (ii) du théorème 1.2,

µ(F̂ ξ
t0) ≤ µ(F t′0

n ∗Gn) ≤ µ(F t′0
n ) + c1(F t′0

n )f1(F t′0
n )

∫
tdGn(t)

≤ µ(F t′0
n ) + c1(F t′0)f1(F t′0

n )
∫
tdGn(t)

Puisque limn→∞ F
t′0
n

w→ F t′0 , alors limn→∞ f1(F t′0
n ) = f1(F t′0) <∞. Il en découle que,

lim inf
n→∞

µ(F t′0
n ) ≥ µ(F̂ ξ

t0).

En la combinant avec (1.7) et (1.8) :

lim inf
n→∞

µ(Fn) = lim inf
n→∞

µ(F t′0
n ) ≥ µ(F̂ ξ

t0) ≥ µ(F )− 2ξc1(F )f1(F̂ ξ
t0)

Prenons ξ → 0 en remarquant que limξ→0 f1(F̂ ξ
t0) = f1(F t0), on a lim infn→∞ µ(Fn) ≥ µ(F ).
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