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Résumé

Exposants de Lyapunov et potentiel aléatoire

Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons a "lI’exposant de Lyapunov” pour deux
modeles en milieu aléatoire : la marche aléatoire en potentiel aléatoire, le mouvement brownien
en potentiel poissonnien.

Dans la premiere partie de la these (chapitre II), on étudie une marche aléatoire dans
un potentiel aléatoire donné par une famille de variables aléatoires i.i.d. non-négatives. La
continuité des exposants de Lyapunov par rapport a la loi du potentiel est démontrée dans
le cas transient, c’est-a-dire en dimension d > 3 ou en dimension 2 pour un potentiel borné
inférieurement. On poursuit avec ’étude des exposants critiques : 'exposant de volume & et
I'exposant de fluctuation y. On obtient I'une des inégalités suggérée par la conjecture de KPZ
sous une condition de courbure de la forme asymptotique. Les exposants de Lyapunov jouent
un réle important dans cette étude.

La deuxieéme partie de la these (chapitre I1I) est surtout consacrée a I’étude du brownien dans
un potentiel aléatoire de longue portée. On débute cependant par un potentiel classique a portée
finie. Sznitman (1987-1998) a étudié plusieurs aspects de ce modele. Un premier résultat de cette
partie est la continuité des exposants de Lyapunov par rapport au parametre du processus de
Poisson. On étudie ensuite le modele proposé par Lacoin (2012) qui est un modeéle avec un
potentiel a longue portée. Il a obtenu des estimations des exposants critiques sensiblement
différentes de celles de Wiithrich (1998) pour le modele de Sznitman. Dans cette these, on
poursuit I’étude du modele de Lacoin. On montre 'existence des exposants de Lyapunov, le

théoreme de la forme limite et une estimation de grandes déviations.

Mots-clés : marche aléatoire ; mouvement brownien ; potentiel aléatoire ; processus de Pois-
son ; potentiel a longue portée ; exposant de Lyapunov ; exposants critiques ; continuité ; relation

de KPZ.







Abstract

Lyapunov exponents and random potential

In this thesis, we are interested in Lyapunov exponent for two models in random media :
random walk in random potential, Brownian motion in Poisson potential.

In the first part (chapter II), we study a random walk in a random potential given by
a family of i.i.d random non-negative variables. The continuity of Lyapunov exponents with
respect to the law of potential is shown in the case transient, that is, in the dimension d > 3 or
in the dimension d = 2 for a lower bounded potential. Next, we consider the critical exponents :
the exponent of volume ¢ and the exponent of fluctuation xy. We give an inequality suggested
by the KPZ conjecture under a condition of asymptotic form. Lyapunov exponents play an
important role in this work.

The second part (chapter I1I) is mainly devoted to the study Brownian motion in a long-
range random potential. However, we begin with a classical finite-range potential. Sznitman
(1987-1998) investigated several aspects of this model. The first result of this part is the conti-
nuity of the Lyapunov exponents with respect to the parameter of the Poisson process. Then, we
study the model proposed by Lacoin (2012) which is a long-range potential model. He obtained
some estimations of critical exponents that are significantly different from those of Wiithrich
(1998) for the model of Sznitman. In this thesis, we pursue the study of Lacoin model. We
show the existence of Lyapunov exponents, the shape limit theorem and an estimation of large

deviations.

Keywords : random walk; Brownian motion ; random potential ; Poisson process; long-

range potential ; Lyapunov exponent ; critical exponents; continuous; KPZ relation.
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Chapitre I

Introduction

Le modele de Feynman et Kac permet d’interpréter les solutions de I’équation de Schrodinger
en termes probabilistes. Elles sont en effet données par une intégrale le long des trajectoires
d’un brownien dans un potentiel. Dans cette thése, nous nous limiterons au cas ou le potentiel
est non-négatif et aléatoire. En physique statistique, nous pourrons interpréter ces solutions
comme des trajectoires dans un milieu absorbant qu’on peut aussi décrire comme constitué de
trappes. Comme 'ont remarqué Del Moral et Miclo [DMM99], nous pouvons aussi en donner une
interprétation en termes de modele de survie d’une population. Ici, nous nous intéresserons en
particulier a la probabilité de survie jusqu’au temps d’atteinte d’un endroit donné. Les exposants
de Lyapunov donnent une description macroscopique du comportement asymptotique de ces
probabilités. Nous en donnerons une application a l'analyse d’événements rares. Le concept

)

"d’exposant de Lyapunov” est connu en physique et en mathématiques. Dans I'analyse d'un
systeme dynamique, I’exposant de Lyapunov permet de quantifier la stabilité ou I'instabilité de

ses trajectoires.

Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons a "I’exposant de Lyapunov” pour trois
modeles en milieu aléatoire : la marche aléatoire en potentiel aléatoire (MAPA), le mouvement
brownien en potentiel poissonnien a portée finie (MBPPPF) et le mouvement brownien en
potentiel poissonnien a longue portée (MBPPLP).

Il est naturel de se demander si les exposants de Lyapunov peuvent étre calculés explici-
tement quand la loi du potentiel est spécifiée. Malheureusement, pour nos trois modeles, nous
sommes tres loin d’en étre capable pour des lois non triviales, non constantes. Dans cette these,
nous avons obtenu la continuité des exposants de Lyapunov par rapport a la loi du potentiel
pour la MAPA (section 1 du chapitre II), et pour le MBPPPF (section 1 du chapitre III).
Ces résultats de continuité sont des résultats de robustesse et justifient des simulations par
troncature. Nous avons aussi donné des relations entre les exposants critiques pour le modele

MAPA comme une application des exposants de Lyapunov (section 2 du chapitre II). Nous
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avons montré 'existence des exposants de Lyapunov et un théoreme de la forme limite pour le
modele MBPPLP et nous les utilisons dans une estimation de grandes déviations (section 2 du
chapitre IIT).

Nous commengons par une introduction qui rassemble les pré-requis nécessaires pour donner

les preuves de ces résultats.

1 Présentation des modéles

Nous considérons l'espace (R? B(R%), L) ot d > 1, B(R?) et £ sont la tribu borélienne et
la mesure de Lebesgue sur RY, respectivement. Notons | - | la norme euclidienne, |- |, la norme

sup, ¢ la norme dans ¢; et (e, eq, - ,e4) la base canonique de R<.

1.1 Percolation de premier passage

La percolation de premier passage (PPP) a été introduite en 1965 par Hammersley et Welsh
[HW65] pour modéliser la propagation d’un fluide a travers un matériau poreux. Le matériau est
modélisé par un graphe dont les arétes nécessitent plus ou moins de temps pour étre traversées
par le fluide. Les premieres connaissances de PPP peuvent étre trouvées chez Kesten [Kes86].
Jusqu’a maintenant, la PPP est 1'objet de tres nombreux articles. La PPP partage plusieurs
analogies avec nos trois modeles et nous allons utiliser, transformer et adapter ses techniques
dans notre travail.

On consideére le graphe (Z4 %) dont les sommets sont les points de Z? et dont 1’ensemble

des arétes est :
L= {(z,9) € Z* x 2% : |2 — y|, = 1}

A chaque aréte e € L%, nous associons un temps aléatoire positif t(e), appelé temps de passage
de l'aréte, qui représente le temps mis par le fluide pour la traverser. Pour z,y € Z% nous

définissons le temps de passage de x a y :

T(z,y) :=inf{ > t(e), est un chemin de z a y} (1.1)

ecT
Le résultat classique suivant, basé sur le théoreme ergodique sous-additif, donne 1'existence

d’une constante de temps,

Théoréme 1.1 ([HW65], [CD81a]). Supposons que t(e),e € ¢ sont des variable non-négatives

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), avec une fonction de répartition F. Alors, il
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(0,ner)

existe une constante finie pup telle que r =L converge en probabilité vers p(F) et

. . T(Oa nel) A
llH’_l)lIlf - = Ufp presque surement.
n—00 n

De plus, si F' a une moyenne finie,

T(0,ne
lim u = up  presque surement et dans L.
n—oo n

Il a été conjecturé tres tot que la constante de temps se comporte de fagon continue par
rapport a la loi des temps de passage. Quand on considere une suite de lois bornées stochasti-
quement par une loi commune d’espérance finie, cela a été montré par Cox et Kesten [CK8]]
en dimension 2 et généralisé & une dimension quelconque par Kesten [Kes86].

Une autre aspect d’intérét en PPP ainsi que pour de nombreux autres modeles aléatoires
(surtout en physique statistique), sont les ezposants critiques et leurs relations. Récemment,
Chatterjee [Chal3] et Auffinger et Damron [AD14] ont montré une relation universelle pour ces
exposants en PPP.

Ce sont deux des questions auxquelles on va s’intéresser dans la suite pour des modeles en

milieu aléatoire.

1.2 DMarche aléatoire en potentiel aléatoire

1.2.1 Modeéle

L’étude des marches aléatoires en potentiel aléatoire a son origine en physique statistique.
Dauns le livre de Del Moral [DM04] par exemple, nous trouverons de nombreuses interprétations
de ce modele. Parmi ces modeles, nous nous intéressons a celui introduit par Zerner [Zer98| ot le
potentiel est non-négatif et i.i.d. Il a obtenu entre autres un résultat de grandes déviations. C’est
un modele de milieu aléatoire qui partage plusieurs propriétés avec le modele de percolation de

premier passage, les polymeres aléatoires en milieu aléatoire, etc.

Définition 1.2. Une marche aléatoire simple S,,n > 1 sur Z* est une chaine de Markov sur

Z% dont la matrice de transition est donnée par

1 .
= silr—y|l=1
plz,y) =1 *

0 ailleurs

Soit S,,n € N une marche aléatoire simple sur Z¢. Notons P, et F, la loi de la marche
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et Iespérance, respectivement, de la marche aléatoire simple partant de z. Indépendamment
de la marche aléatoire, nous nous donnons une famille de variables aléatoires non négatives
V(z,w),z € Z% que nous appelons les potentiels. Nous supposons que les potentiels sont in-
dépendants et identiquement distribués (i.i.d) définis sur un espace de probabilité (Q2,F,P).
Notons E I'espérance par rapport a IP. Pour y € Z¢, écrivons H(y) pour le temps d’atteinte de

y par la marche,
H(y) :=inf{n >0: S, =y}, (1.2)
avec la convention que inf ) = +00. Pour tout =,y € Z¢, w € Q, nous définissons :
H(y)-1
e(z,y,w) == Ex<exp(— Z V(Sm,w)), H(y) < oo) (e(x,y,w) =1sixz=1y) (1.3)

m=0

La quantité e(z, y, F,w) peut s'interpréter comme la probabilité que la marche aléatoire partant
de x atteigne y avant d’étre tuée (voir la section 1.1 du chapitre II). Par la propriété de Markov

forte de la marche simple sur Z?, nous avon, pour tout z,vy,z € Z¢, w € §) :
e(a:,y,w) > 6(37,2,(4.)) -e(z,y,w) (14>

La démonstration de (1.4) est donnée en détails dans la propriété 1.1 du chapitre 2. Puisque
e(z,y,w) décroit a une vitesse exponentielle lorsque |z — y| tend vers infini. Il est naturel
d’étudier,

a(x,y,w) = —Ine(z,y,w) (1.5)

b(z,y) = —InEe(z,y). (1.6)

De (1.4), nous avons des inégalités de triangle de a et b :

a(z,y,w) < alz, z,w) + a(z, y,w), pour tout x,y,z € Z% w € 0 (1.7)

b(x,y) < bz, z) + b(z,y), pour tout z,y, z € Z, (1.8)

Puisque pour tout z € Z, P(V(0) < 0o) < 1, nous avons que pour tous les z,y € Z¢ a(z,y,w) €
[0, 00[ p.s et b(z,y) € [0, 00].
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1.2.2 Exposants de Lyapunov

Nous dénotons par F' la fonction de répartition du potentiel V.
En utilisant le théoreme sous-additif ergodique de Kingman [Kin68] (voir aussi le théoreme
2.8 dans la section 2.1.2) pour la suite des variables aléatoires a(nx, mz,w),0 < n <m, x € Z4,

Zerner [Zer98] a montré 'existence des exposants de Lyapunov quenched a(z).

Théoréme 1.3. [Zer98] Soit V' un potentiel tel que EV (0) < co. Soit F' sa fonction de répar-
tition. Alors, il existe une norme non aléatoire sur R qui ne dépend que de la loi du potentiel

et de la dimension d et qui est notée ap(-) telle que P-p.s et dans L*(P), pour tout x € Z% :

lim l0&(0,77,;15,w) = lim l]E[a(O,m:)] = inf lIEJ[GL(O,n.CI:)] = ap(z). (1.9)

n—00 n, n—00 7, neNn

La norme « est appelée ’exposant de Lyapunov quenched. De plus, o est monotone par rapport
d la loi du potentiel au sens ou si Fy > Fy (c’est a dire Fy(t) > Fy(t) pour tout t € R), alors

ap (z) < ap,(x) pour tout x € Z2. De plus, la norme ap(-) satisfait, pour tout x # 0 :

“In / e~tdF(t) < O‘|F (|x) < In(2d) + / tdF(t) (1.10)
Z1
Remarque 1.4. ap(-) est une norme sur R? qui est construite comme suivante :
Six €7 ap(x) est définie par (1.9).
Siz e Ql ap(z) = vap(Z) ot & € Z%, N € N* tels que x = 7.
Six € RY, ap(z) i=limg o ap(xr) 0t (21)rs0 € Q7 tels que limy o 7y = .

En utilisant I'inégalité de triangle des réels b(-,-), Flury [Flu07] a montré l'existence des
exposants de Lyapunov annealed. Dans ce cas la, on n’a pas besoin de la condition de moyenne

finie du potentiel.

Théoréme 1.5. [Flu07] Soit V' un potentiel tel que P(V = oco) < 1. Soit F' sa fonction de
répartition. Alors, il existe une norme non aléatoire sur R? qui ne dépend que de la loi du
potentiel et de la dimension d et qui est notée Br(-), telle que pour tout v € Z2 :

.1 .1
lim —b(0,nz) = }fé&ﬁb(omx) = fBr(z). (1.11)

n—oo n,

La norme [Pr est appelée 'exposant de Lyapunov annealed. Br est monotone par rapport a la

loi du potentiel : si Fy > Fy, alors B, (x) < Bp,(x) pour tout x € Z2. La norme Br hérite de
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b(0,z) des bornes supérieure et inférieure suivantes, pour tout v # 0 :

b(0, x)

|z]1

“In / et dF (1) < < (In2d — In / et dF (1)) (1.12)

Par l'inégalité de Jensen, fr < ap. De plus, il a été montré par Zygouras [Zyg09] que
pour d > 3, pour tout A > 0 il existe v*(\) > 0 tel que pour tout v €]0,7*(\)[ : ap(-) =
Br(+) (ou F est la fonction de répartition du potentiel A + V). Les théorémes 1.3 et 1.5 sont
analogues a l'existence de la constante de temps de percolation de premier passage. L’analogie
entre la percolation de premier passage et la marche aléatoire en potentiel aléatoire a été
décrite par Zerner [Zer98]. En outre, il a également prouvé un analogue du théoreme de la
forme limite de Cox et Durrett [CD81a]. Récemment, Sodin [Sod14] a prouvé deux théoremes
sur les inégalités de concentration pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire en utilisant
une méthode de Talagrand [Tal95] et de Benjamini, Kalai, et Schramm [BKSO03]. Bien que
la percolation de premier passage et la marche aléatoire en potentiel aléatoire présentent de
nombreuses similarités, les techniques utilisées dans les preuves sont souvent tres différentes.

En particulier, 1'utilisation des géodésiques est spécifique a la percolation de premier passage.

1.2.3 Exposants critiques

Les exposants critiques sont des concepts connus en physiques. Ils ont été étudiés en ma-
thématiques dans de nombreux modeles en milieu aléatoire, e.g, dans la percolation de premier
passage (voir [Chal3| de Chatterjee), dans le mouvement brownien en potentiel poissonnien
(voir [Wiit98a] de Withrich, et [Lacl2a] de Lacoin), dans les polymeres dirigés (voir [AD13]
de Auffinger et Damron)... Leurs définitions sont toujours analogues mais avec des adaptations
aux particularités du modele considéré. Parmi ceux-ci, pour la MAPA, nous choisissons de
travailler avec les définitions de [Chal3] avec quelques modifications nécessaires. Il s’agit des
exposants de fluctuations y et de volume £. Pour tout z € Z4, le nombre |z|* représente 'ordre
de grandeur de la distance moyenne entre les trajectoires de 0 a = de la particule et le segment
de droite euclidienne reliant 0 a z alors que |z|X est 'ordre de grandeur de la fluctuation de
a(0, x,w) par rapport a sa moyenne.

Pour les modeles ot le comportement asymptotique est gaussien, y vaut 1/2. Ici cependant
il est conjecturé que y = 2§ — 1. On s’attend méme a trouver les valeurs y = 1/3 et £ = 2/3
comme en PPP et comme beaucoup de modeles KPZ. A cause de difficultés techniques, on
définit tres souvent deux exposants inférieurs et supérieurs pour chacune de ces deux quantités

pour la MAPA, notés &,, &, Xa, Xp- Les définitions précises de ces exposants critiques seront
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présentées dans la section 2 du chapitre II ot nous montrerons la relation y, > 2§, — 1 pour la
MAPA.

1.3 Mouvement brownien en potentiel poissonnien

De nombreuses propriétés du modele mouvement brownien en potentiel poissonnien (MBPP)
ont été obtenues par Sznitman dont plusieurs sont exposées dans son livre de Sznitman [Szn96].
Lacoin dans [Lac12a] et [Lac12b] ont introduit un modele du mouvement brownien en potentiel
a longue portée. Nous nous intéresserons ici a la continuité des exposants de Lyapunov par
rapport a l'intensité du processus de Poisson. Pour le modele présenté par Lacoin, nous mon-
trerons l'existence des exposants de Lyapunov et on en donnera une application a l'estimation

d’événements rares.

1.3.1 Processus de Poisson

Comme I'a remarqué Kingman [Kin93], les processus de Poisson sont des modeles proba-
bilistes pour des phénomenes comme par exemple, clients arrivant devant des guichets de la
poste (pour la dimension 1), la position des arbres dans une zone de forét (pour la dimension
2), les étoiles semblent étre réparties sur la surface d’une sphére (pour la dimension 3)...

Soit S sous-ensemble de R? et  une loi de Radon positive & support dans S.

Définition 1.6. Soit (Q,F,P) un espace de probabilité. Un processus de Poisson Il de mesure
d’intensité QQ sur S est une application de (2, F,P) dans ’ensemble de tous les sous-ensembles
dénombrables de S qu’on notera S telle que :
(i) Pour Ay, A,, ..., A, € B(R?) disjoints, les variables aléatoires N(A;), N(As),...,N(4,)
sont indépendantes et
(i) Pour tout A € B(RY), N(A) suit une loi de Poisson de paramétre Q(A),
ou N(A) =#{IINA}.

Notons E l'espérance respectivement a P. En particulier, nous nous intéressons dans le

chapitre III de cette these au processus de Poisson de la mesure d’intensité () donnée par
Q(A) =vL(A) pour tout A € B(R?)

ol v > 0 est une constante, £ est la mesure Lebesgue de R%. Dans ce cas, v > 0 est appelée

intensité du processus de Poisson II.
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Remarque 1.7. Ici nous avons suivi le point de vue de Kingman [Kin93], mais il est souvent
utile d’identifier Il(w) d la mesure ponctuelle ¥, d,,, ot 6, est une masse de Dirac comme dans
Newveu [Nev77]. Alors, nous appelons aussi I1 un processus ponctuel de Poisson et 1I(w) un

nuage de Poisson.

Remarque 1.8. Puisque nous voudrons montrer la continuité de [’exposant de Lyapunov par
rapport a l'intensité de la loi du potentiel, nous travaillerons ici et dans le chapitre 3 avec la
définition 1.6 pour que tous les processus de Poisson soient définis dans un méme espace de

probabilité.

Remarque 1.9. Si nous identifions I(w) avec w et ) avec S, nous pouvons considérer un
processus de Poisson de mesure d’intensité Q) dans S comme un espace de probabilité (Q, F,P)
tel que :

Q = {w = (wi)iz0,w; € S},

la tribu F est engendrée par les ensembles de la forme :
Cpr={weQ:cardlwn B) =k}

ot B € B(S) et k>0 est un entier. La probabilité P est donnée par :

B(Cis) = AEL cp(-q(B))

et pour By, By, -+, By € B(S) disjoints :

P(Cp g, N---NCp,k,) = I P(Cp, ;)

Le théoreme de superposition des processus ponctuels de Poisson indépendants ci-dessous

a un role important dans notre démonstration de la continuité de ’exposant de Lyapunov :

Théoreme 1.10. Soit 111,115, ... une collection dénombrable de processus ponctuels de Poisson

indépendants sur R et supposons que 11, est d’intensité v, > 0. Alors, leur superposition

= u I,

o

. . s
est un processus ponctuel de Poisson d’intensité v =3 77

Vp.
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1.3.2 Théoréme de Campbell

Supposons que f est une fonction de R? dans R. Notons V une variable aléatoire sur ’espace

de probabilité (Q2, F,P) donné par une somme de la forme :

Viw) = X f@) (1.13)

z€ll(w)

Le théoreme de Campbell énoncé ci-dessous dans [Kin93] de Kingman nous donne une condition
nécessaire et suffisante pour la convergence de cette somme et 'expression de 'espérance et de

la variance de la variable aléatoire V.

Théoréme 1.11 (Théoreme de Campbell). Soit II un processus ponctuel de Poisson de la
mesure ponctuelle Q de (Q,F,P) dans R, Soit f : R? — R une fonction mesurable. Alors, la

somme dans (1.13) est absolument convergente avec probabilité 1 si et seulement si :

/Rd min(|f(z)], 1)dQ(z) < oo. (1.14)

Si cette condition est vérifiée, alors :

E(exp(6)) = exp ([ (exp (0 (x) — 1)dQ(x)) (1.15)

pour tous les nombres complexes 6 pour lesquels l’intégrale de droite converge. De plus :

E(V) = [, f(@)dQ() (1.16)

au sens ou l’espérance existe si et seulement si l'intégrale converge, et alors elles sont égales.

Si (1.16) converge, alors :
Var(v) = [ fA(@)dQ() (1.17)

est finie ou infinie.

Corollaire 1.12. Si fi, fo, ..., f,, sont des fonctions mesurables de R? dans R satisfaisant (1.14),

alors :

Viw = Y f) (118)

z€ell(w)
converge avec probabilité 1, et pour tous les réels ti,--- ,t,,
E(exp (it; V4 + -+ - +it,V},)) = exp (/d(e"tlfl(“)*"'”t"f"(x) — 1)dQ(x)> (1.19)
R
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Si de plus les fonctions f; satisfont :

/Rd ff(x)dQ(a:) < 0 (1.20)

Alors,
Cov(Vy, Vi) = [ @) fil@)dQ(x) (1.21)

1.3.3 Mouvement brownien en potentiel poissonnien a portée finie

Nous noterons Z = (Z)s>0 un mouvement brownien standard sur R d > 2. Pour = € R,
nous notons P, la mesure de Wiener partant de x et £, I'espérance respectivement a P,. Nous
considérons dans cette section un modele ou Z se déplace dans un environnement aléatoire qui
est construit par des obstacles centrés a des points d'un processus de Poisson II d’intensité
v > 0. Les obstacles sont formés par une fonction bornée, non négative, mesurable a support

compact W : R? — R*. Notons ry le rayon de la plus petite boule contenant ce support,

ro :=inf{t > 0: W =0 dans B(0,%)°} (1.22)
Le potentiel V : R? x Q — [0, +00] est donné par :

Viz,w):=V(z):= Y W(—ux)= /Rd W(x — 2")I(w)(dz") (1.23)

z; €Il(w)

Nous parlerons alors de mouvement brownien en potentiel poissonnien a portée finie. Nous
remarquons que si |z — y| est suffisamment grand, V(z) et V(y) sont indépendants. Pour

y € R, nous définissons :
H(y) :=inf{s>0:Z, € B(y,1)} (1.24)

ot B(y,1) est la boule ouverte de rayon 1 centrée en y et B(y, 1) est son adhérence.

e(z,y,w) = Ez(exp(— /OH(y) V(Zs,w)ds), H(y) < oo) (1.25)

a(x,y,w) == —Ine(z,y,w) (1.26)

Quand on veut mettre 'accent sur 'intensité de processus poissonnien, on écrit a(z,y, w, v) au

lieu de a(z,y,w).
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[Szn98] a montré l'existence des exposants de Lyapunov pour ce modele :

Théoreme 1.13. Il existe une norme non aléatoire qui ne dépend que de la fonction W, de

Uintensité v > 0 du processus de Poisson, de la dimension d, a : RY —s R* telle que :

k—o0

1 .1 .1
lim %a(O,kx,w) = ]}erolo EE[G(O’ kx)] = ’ilgg EE[G(O,/{Z:E)] = a(x). (1.27)

a est appelé Uexposant de Lyapunov . De plus, pour x € R? :

(@) < /21 + A + W oo £(B(0, 70 + 2)) 2] (1.28)

ot A\q est valeur propre principale de Dirichlet de —%A dans B(0,1).

Des propriétés de I'exposant de Lyapunov comme le théoreme de la forme limite et des esti-
mations de grandes déviations peuvent étre trouvées dans le chapitre 5 de [Szn96] de Sznitman.
Nous avons aussi des applications des exposants de Lyapunov présentées par Wuthrich dans
[Wiit98¢|, [Wiit98a], [Wiit98b] et par Ruef dans [Ruel2]..MBPP partage également un grand
nombre de propriétés et techniques avec les modeles PPP, MAPP et polymere dirigé ou les

références sont tres riches.

1.3.4 Mouvement brownien en potentiel poissonnien a longue portée

Ce modele du mouvement brownien dans un potentiel poissonnien & longue portée (MBP-
PLP) a été introduit par Lacoin dans [Lac12a] et [Lac12b]. Pour tout y € R% nous étudions
les trajectoires d'un mouvement brownien Z = (Z,)s> dans R? jusqu’au temps d’atteinte de la
boule unité centrée en y. Le potentiel poissonnien V' que nous considérons est construit a partir
d’obstacles dont les centres et les rayons sont donnés par un processus de Poisson. Contrai-
rement au cas a portée finie de la section précédente, les rayons ne sont pas identiques mais
suivent une loi a queue lourde. En conséquent, le potentiel ainsi construit est fortement corrélé
et les estimations des exposants critiques obtenues par Lacoin sont sensiblement différentes du
modele & potentiel a portée finie. La définition précise du potentiel V' ainsi que ses propriétés
seront données dans la section 2 du chapitre III ou les résultats obtenus pour ce modele de la
these seront démontrés en détails.

Des que le potentiel sera déterminé, nous pouvons définir de méme maniere que (1.25) et (1.26)

les quantités e(x,y,w) et a(x,y,w).

11
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2 Quelques outils

Notre étude nécessite de connaitre quelques outils utiles pour nos trois modeles que nous

présentons dans cette section.

2.1 Théoremes ergodiques

Nous débutons par des concepts de base de théorie ergodique. Pour plus de détails, nous
pourrons se référer aux livres [KSF82] de Kornfel’d, Sinai et Fomin ou [KB85] de Krengel et

Brunel. Supposons que (2, F, p) est un espace mesuré.

2.1.1 Systeme dynamique

Définition 2.1. On dit qu’une application T : (Q, F, p) — (2, F, p) préserve la mesure p siT
est mesurable et pour tout A € F, p(A) = p(T"1(A)) o TH(A) ={w e Q: T(w) € A}.

Pour n > 1, notons T"(w) := T(T" 1 (w)) et T'(w) := T(w).

Définition 2.2. Supposons que {T"}icr est une famille d’applications de Q0 dans Q) telle que
T soit lidentité et TV = T o T° pour tous les t,s € R. On dit que {T*'} est un flot si
Uapplication T* préserve la mesure p pour tout t € R et si application ¢ : 2 x R — Q donnée
par p(w,t) = T"(w) est mesurable.

Définition 2.3. Un systéme dynamique discret est un quadruplet (Q,F, p,T) ou T préserve la
mesure p.

Un systéme dynamique continu est un quadruplet (Q, F, p, {T }ier) ot {T" her est un flot.

Définition 2.4. Un systéme discret (0, F,p,T) est ergodique si pour tout A € F tel que
T~ (A) = A p-presque surement, nous avons p(A) = 0 ou p(A°) = 0.

Un systéme continu (2, F, p, {T" }icr) est ergodique si pour tout A € F tel que pour tout t € R,
T'(A) = A p-presque surement, nous avons p(A) =0 ou p(A°) = 0.

Proposition 2.5. Un systeme dynamique (2, F, p,T') est ergodique si et seulement si pour tout
feL*Q,3,p), telle que foT = f, p-presque sirement, nous avons que [ est une constante,

p-presque surement.

Définition 2.6. Un systéme dynamique est mélangeant si pour toutes f,g € L*(Q,F, p), nous

avons

lim [ F(T"(@)g(w)dp = [ F@)dp | glw)dp

n—+oo JQ

12
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dans le cas discret ou T' préserve la mesure ;

lim [ ST )gw)dp = [ f@)dp [ g(w)dp

t—+oo

dans le cas continu ou T est un flot.

Proposition 2.7. Si un systeme dynamique discret ou continu est mélangeant, alors il est

ergodique.

2.1.2 Un théoreme sous-additif ergodique

En 1968, une importante nouvelle impulsion a été donnée a I’étude des théoremes ergodiques
préservant la mesure des transformations par la preuve de Kingman [Kin68] du théoréme ergo-
dique sous-additif, qui a ouvert un nombre impressionnant de nouvelles applications. L’existence
des exposants de Lyapunov dans nos trois modeles et de la constante de temps de percolation,

etc, sont des corollaires de ce théoreme.

Théoréme 2.8. [Kingman68] Soit (U, F, p,T) un systéme dynamique mesuré ot p est une me-
sure finie. Soit (Xpn, 0 < m < n) une famille de variables aléatoires sur (2, F, p) satisfaisant :
(1) XmnoT = Xpy1ns1
(i) Xpmn < X + Xin pour tout 0 <m <k <n
(iii) inf,>0 = fo Xoadp > —00
(iv) Jo Xgidp < o0

0,n

Alors, lim,, o, =2 converge presque sirement et dans L'(Q, p) vers une variable aléatoire X
qui satisfait X oT = X, p presque partout. De plus, si le systeme (0, F, p,T) est ergodique, X

est une constante.

2.1.3 Un théoréme de la forme limite

L’étude de la forme limite dans de nombreux modeles en milieu aléatoire est riche. Pour la
constante de temps, Cox et Durrett [CD81b] a donné les conditions nécessaires et suffisantes
pour obtenir un théoreme de la forme limite dans le modele percolation indépendant en dimen-
sion d = 2 puis Kesten [Kes86] en dimension d > 2. Boivin [Boi90] a généralisé ce résultat en
percolation stationnaire. Pour les exposants de Lyapunov, Sznitman [Szn94] en a aussi prouvé
une version dans le cas du mouvement brownien en potentiel poissonnien; Zerner [Zer98] I'a
établi pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire pour un potentiel indépendant de mo-

ment d’ordre d fini et Mourrat [Moul2] en a donné plusieurs versions sous diverses conditions

13
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d’intégrabilité. Garet et Marchand [GMO04] ont donné une condition d’intégrabilité suffisante
pour obtenir un théoreme de la forme limite pour des temps de passage stationnaire restreint a
un amas de percolation sur-critique. Bjorklund [Bj610] a généralisé le travail de Boivin [Boi90]

dans un contexte tres général.

Tout d’abord, nous avons besoin d’un espace de Lorentz. Si f est une fonction a valeurs
réelles, mesurable sur un espace probabilité (2, F,P), la norme Lorentz de f est définie par
fllax = Jy f(s)sW/D"1ds ot f* : [0,1] — R*, est la fonction décroissante continue a droite

qui a la méme loi que |f]. ||f||41 est bien une norme. Notons,

L = {f - [If]

d,1 < OO}

I'espace de Lorentz. Nous avons que L®! est un espace Banach et il y a des constantes positives

c et  telles que :
AN Mave = M fllax = cllflla o [lf][; = /Q |f|PdP

Définition 2.9. Une Z%-action sur un espace de probabilité (Q, F,P) est une famille {T,}.cza
d’applications de Q a Q indexée par Z° telle que pour tout z € Z¢, T, préserve la probabilité P
et pour tout 21,20 € 2%, T, 0 T,y = Thy 42,

De plus, si pour tout z € Z4\ {0}, le systéeme dynamique (2, F,P,T,) est ergodique, la famille
{T.}.cpa est appelée une Z3-action ergodique sur (Q, F,P).

Définition 2.10. Un semi-métrique aléatoire sur Z sur un espace de probabilité (Q, F,P) avec
une Z-action {T,},cza est une application 1 : Z¢ x Z% x Q — R* telle que n(-,-,w) est une

semi-métrique P- presque sirement et pour tout x,y,z € Z¢,w € Q
n(@,y, Tow) =n(z + 2,2 +y,w) (2.1)

et pour tout x,y € Z¢, lapplication : w — n(x,y,w) est mesurable.

Théoréme 2.11. Supposons que 1 est une semi-métrique aléatoire sur Z% sur un espace de
probabilité (Q,F,P) avec une Z-action ergodique {T.},cza. Supposons que n(0,z) est dans
LEY(Q, F ) pour tout x € Z2. Alors, il existe une semi-norme L sur R? telle que P- presque

surement : 0 ’
lim 77( ,.CL’,LL)) - (l’)

=0 (2.2)

14



I.2 Quelques outils

2.2 Théorie du potentiel

Nous présentons ici quelques notions de théorie du potentiel essentielles pour étudier des
asymptotiques de Wiener (section 2.3 du chapitre 3) et des propriétés de la fonction de Green
gx(z,y) (voir 2.9 pour sa définition) du mouvement brownien en potentiel poissonnien. Pour
plus de détails, nous pourrons nous référer au livre [Szn98| de Sznitman.

Rappelons que Z = (Z,)s>0 est un mouvement brownien standard sur R% d > 2 avec la mesure
de Wiener P, partant de x et E, est I’espérance par rapport a P,. Si U est un sous-ensemble
ouvert de R?

Ty :=inf{t >0,Z; ¢ U} (2.3)

2.2.1 Valeur propre principale de Dirichlet

On dit qu'une fonction g mesurable sur R? est dans KY° si

Tr

VN > 1,lim sup Ex(/ lg|(Zs)ds) =0 (2.4)
™0 jzj<n /0

ouT, :=inf{s > 0,|Z; — Zy| > r}.

Pour f mesurable sur R?, U # & un sous-ensemble ouvert de R? V > 0 dans K¢, nous

définissons, t
RYY f(x) = E,[f(Z) exp(— /0 V(Z.)ds), Ty > 1] (2.5)

Quand U = R?, nous écrivons R} f(x) au lieu de REVf (x). Sznitman [Szn98] a montré que,

Proposition 2.12. Si f € LP(U), 1 <p< oo, si V >0, V € K¥° nous avons,
(i) RYY|f|(z) < oo, pour tout x € RY ¢ > 0.
(ii) pour toutt > 0, ||RYY f||, < Ayexp(B,t)||fll, ot Ay, B, sont deus constantes positives
qui ne dépendent que de p.

Définition 2.13. Soient U # @ un sous-ensemble ouvert de R? et V > 0 dans Kﬁfc. La valeur
propre principale de Dirichlet Ay (U) est définie par

M (U) = inf{/U;|Vf|2+Vf2dx,f e =), [ fdr =1y (2.6)

Théoréme 2.14. Si U # & est un sous-ensemble ouvert et connexe de R et V > 0 est dans

K%<, nous avons, pour tout x € U,

1
Av(U) = = lim —n RV 1(x) (2.7)

t—o00
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Remarque 2.15. Si U =R, V >0,V € K¥¢, nous avons,

M (RY) = — lim ~ In B, [exp(— /0 V(Z.)ds)] (2.8)

t—oo t

2.2.2 Fonction de Green et inégalités de Harnack

Supposons que V : R? — R est une fonction non négative. Pour A > 0, z,y € R? on

introduit maintenant la fonction de Green par rapport a la fonction A +V :

gz, y) = /Ooo e r(s,x,y)ds (2.9)

out >0, r(t,z,y) est donné par :

ly — x|
2t )

r(t,z,y) = p(t, x, y)E;y{eXp(— /Ot V(Zs)ds)} (2.11)

p(t,z,y) = (27Tt)*% exp ( (2.10)

Ici Py, E., est laloi et I'espérance du pont Brownien au temps ¢. Nous remarquons que pour

d > 2, pour tout A > 0, pour tout x,y € R%,

Cy(d)|x — y|> sid>3
(7, 9) < golz,y) < (2.12)
Co(d)In|z—y] P—ps sid=2.

ou C(d), Cy(d) sont deux constantes qui ne dépendent que de d.

Proposition 2.16. Si f € L’(RY), 1 <p < oo, V >0, V € K¥¢ alors, pour tout x € R4,
t>0,A>0
RV f(@) = [ exp(=A0r(tz,y)f(y)dy

/Ot RV f(x)dt = /Rd ga(z,y) f(y)dy (2.13)

Pour la loi de sortie de la sphére par un mouvement brownien, nous avons la formule de

Poisson ci-dessous

Proposition 2.17. [ Formule de Poisson] Pour x € R¢, R > 0, notons T := TB(z,r) le temps

de sortie de la boule B(x, R). Soit f : R — R une fonction mesurable bornée. Nous avons
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pour d > 2, pour tout ' € B(x, R)

Eo(f(Ze) = [ vala ) f0)in(y) (214)

Rd 2 R?2—|z' —x|?

P et 7 est I’élément d’aire normalisé de la sphére 0B(x, R). Sid =1,

ot v, (2, y) =

nous avons,

v (', x+R) := Py (Z7 = 2+R) = ¥'—z+R) et v,(2',2—R) := Py(Zy = x—R) = r—1'+R)

2R( ZR(

La densité v,(z',y) est appelée noyau de Poisson d’une boule de rayon R.

Nous présentons maintenant un lemme qui est montré par Sznitman [Szn98] (voir le lemme

2.3 du chapitre 1) et qui est utile dans la démonstration des inégalités de Harnack.

Lemme 2.18. Pour tout ' € B(x,2), nous avons, Py -presque sirement,
Ex’ [TB(CE,Q) | ZTB(z,2)] = hx(l‘/, ZTB(z,Z)) (215)

ot pour tout y € 0B(x,2),

he(2',y) = /B( 2)/0 p(s, 2", 2) Py (Tp(a2) > 5)Va(2,y)dsdz (2.16)

v (2!, y)

Pour x,y € R4\ >0, V : R — R une fonction non négative, comme dans (2.16), nous

définissons,

ex(z,y) := E.lexp(— /OH(y)()\ + V(Zs))ds), H(y) < o] (2.17)

Théoréme 2.19 (Inégalités de Harnark). Soit z,y € RY |[z—y| >4 X >0. 5V >0,V € KY©,
alors pour tout x1,x9 € B(x,1) et y1,y2 € B(y,1)

1 5
< gx(z1,71) 95 (22, ¥2) < A — <ex(w,y1)/ea(r2,y2) < A

| =
:u

ot A = (5320)% exp[sup(ho) (2X + sup g0 V(-) + suppg, V()] 5 A = S22 oxplsup(hg) (A +

inf vg inf vg

SUPp(z2) V (+)] et sup et inf sont pris sur B(0,1) x 0B(0,2).
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Chapitre I. Introduction

3 Les résultats de la theése

3.1 Marche aléatoire en potentiel aléatoire
3.1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

De nombreux aspects des exposants de Lyapunov de marches aléatoires et du mouvement
brownien dans un potentiel aléatoire ont déja été considérés. Les premiers résultats sont exposés
dans le livre de Sznitman [Szn98]. Kosygina-Mountford-Zerner [KMZ11] se sont intéressés au
comportement des exposants de Lyapunov quenched et annealed quand le potentiel tend vers
zéro. Ils ont montré que les deux exposants se comportent asymptotiquement de la méme fagon.
Mourrat [Moul2] a donné des conditions optimales pour 'existence des exposants de Lyapunov
quenched, et pour des versions appropriées du théoreme de la forme limite. Les exposants
de Lyapunov nous permettent d’obtenir quelques propriétés de grandes déviations comme I’a
observé Sznitman [Szn94].

Nous voulons étudier la continuité des exposants de Lyapunov pour la marche aléatoire par
rapport a la loi de potentiel dans le cas de potentiels indépendants. La propriété de continuité
des exposants de Lyapunov pour un mouvement brownien en potentiel stationnaire a été consi-
dérée par Ruef [Ruel2]. Il a donné également un contre-exemple ot I'exposant quenched n’est
pas continu par rapport a la loi du potentiel. En percolation de premier passage, Cox [Cox80]
a montré la continuité de la constante de temps par rapport a la loi de temps de passage.
Scholler [Sch14] a aussi étudié cette question pour un modele de coloration aléatoire qui est un
modele de la percolation de premier passage avec dépendance. La marche aléatoire en potentiel
aléatoire partage également de nombreuses similarités avec les polymeres en milieu aléatoire
bien que dans ce modele, la moyenne est prise sur des trajectoires de méme longueur. Pour
les polymeres aléatoires, quand le potentiel est donné par un environnement ergodique et par
la grandeur des sauts de la marche, Rassoul-Agha et Seppéldinen [[RASY13], le lemme 3.1] a
montré la continuité dans L? (p > d) de I’énergie quenched d’un point a 'autre par rapport a
la loi du potentiel.

Nous notons D, I'ensemble des fonctions de répartition F' qui attribuent la probabilité 1 a
'intervalle [0, 4+o00[ et telles que F/(0) < 1. Et Dy dénote le sous-ensemble de D qui contient les
fonctions de répartition de moyennes finies.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Soit £(z), x € Z? une famille de variables aléatoires
i.i.d de la loi uniforme sur (0,1). Soit V(z) := F~1(£(x)), alors V(x), x € Z¢ est une famille
de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F'. Donc pour une fonction de répartition

F', nous pouvons construire un potentiel V' qui suit la loi de F'. Nous énong¢ons maintenant nos
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1.3 Les résultats de la thése

résultats principaux.

Théoréme 3.1. Soit d > 3. Supposons que (F,,) est une suite de fonctions de répartition dans
Dy et qu’il existe une fonction de répartition G € Dy telle que G < F,, pour tout n. Alors si
F, 5% F , nous avons pour tout x € R, lim,, ,o, ap, (z) = ap(z) et la convergence est uniforme

sur tout compact de RY.

Théoréme 3.2. Soit d > 3. Supposons que (F,) est une suite de fonctions de répartition
dans D telle que F,, = F ou F € D. Alors lim, o Br, (¥) = Br(z) pour tout x € R et la

convergence est uniforme sur tout compact de R.

Remarque 3.3. La condition en terme de G dans le théoréme 3.1 assure que les fonctions de
répartition ont des moyennes uniformément bornées. Mais l’exposant Lyapunov annealed existe
méme si [tdF(t) = 4+o00. C’est la raison pour laquelle nous n'avons pas besoin de moyennes

finies dans Théoréeme 3.2.

Remarque 3.4. La marche aléatoire simple est transiente sur Z¢ si d > 3. Il s’agit d’une
propriété importante dans notre travail. Quand d =1 ou d = 2 et le potentiel est borné infé-
rieurement, nous avons aussi la continuité des exposants de Lyapunov (voir la proposition 1.10
du chapitre II). Quand d = 2 et inf V' = 0, la marche simple est récurrente, nous ne pouvons
pas alors appliquer nos arguments (c’est aussi un probléme rencontré par Zerner [Zer98] (le
commentaire suivant le théoréme 11)). Mais la propriété de continuité par rapport d la loi du

potentiel des exposants de Lyapunov est probablement vraie.

3.1.2 Relation entre des exposants critiques

Les définitions précises des exposants &,, &, Xa, Xp Seront données dans la section 2 du
chapitre II.
D’apres Kardar, Parisi et Zhang dans [KPZ86], Krug et Spohn dans [KS91], on s’attend a ce
que pour plusieurs modeles de physique statistique 1’égalité y = 2£ — 1 soit vérifiée avec une
définition appropriée des exposants critiques x et £. Il y a de nombreux articles mathématiques
qui s’intéressent aux propriétés des exposants critiques. Parmi ceux-ci, Wiithrich [W1it98b],
Chatterjee [Chal3], Auffinger et Damron [AD13] ont réussi a montrer cette relation entre x et
& sous certaines conditions pour un mouvement brownien en potentiel poissonnien, en percolation
de premier passage et pour les polymeéres dirigés en environnement aléatoire, respectivement.
Dans ce chapitre, sous quelques conditions, nous donnons une démonstration de y > 2§ — 1
pour la MAPA. Nous commencgons par formuler deux hypotheses dont nous avons besoin dans

notre travail.
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Chapitre I. Introduction

Hypotheése (1). V(z,w),z € Z% sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d), non

constants, non négatifs et bornés supérieurement par M > 0 :
0<V(z,w) <M (3.1)

pour tout x € Z¢ et pour tout w € Q. De plus, pour d = 2, nous supposons qu’il existe € > 0 tel

que V(z,w) >€>0P ps.

Hypothese (2).
aler +2z) > /1 +|z]2a(er) (3.2)

pour tout z € Hy, ou Hy est un hyperplan qui passe par ['origine et est perpendiculaire a e;.

Cette condition implique que la direction e; est une direction de courbure de la sphére unité

de . Nous remarquons que la condition (3.2) est équivalente a :

aler) = xe]lglli%:l a(z) (3.3)
[Zer98] a donné une expression explicite de a(x) dans le cas d'un potentiel constant. Cette
expression permet de vérifier I'hypothese (2). Au vu du résultat de continuité uniformément en
x de a par rapport a la loi du potentiel de Le [Lel3], nous pouvons nous attendre a ce qu’elle soit
vérifiée pour plusieurs potentiels. De plus, d’apres le résultat de Kosygina, Mountford et Zerner
dans [KMZ11], toutes les directions seraient des directions de courbure quand le potentiel tend
vers 0. Récemment, en PPP, les simulations de Deijfen et Erick Alm [DA14] nous permettent de
croire que e; est une direction de courbure de la sphére unité de la constante de temps. D’autre
part, nous pouvons exprimer cette condition en terme d’'un exposant de courbure x > 0 comme
dans [AD13] de Auffinger et Damron ou ils montrent que x = k€ — (k — 1) pour le modele
polymere dirigé en milieu aléatoire.
De plus, a(z) est invariante par permutation des coordonnées : a(e;) = afez) = -+ = a(ey),

alors si une coordonnée de Z% est une direction courbure, c’est vrai aussi pour les autres.

Théoréme 3.5. Soit d > 1. Sous les hypotheses (1) et (2), nous avons :

Xa =28 — 1 (3.4)
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1.3 Les résultats de la thése

3.2 Mouvement brownien en potentiel poissonnien
3.2.1 Continuité des exposants de Lyapunov en potentiel a portée finie

Pour le modeéle du mouvement brownien en potentiel poissonnien a portée finie, nous
obtenons aussi un résultat de continuité de ’exposant de Lyapunov par rapport a l'intensité
du processus poissonnien. Fixons W : R — R une fonction bornée, non négative, mesurable

avec support compact. Nous avons,

Théoréme 3.6 (Propriété de continuité). Soit d > 3. Si (vn)n>0 est une suite de réels positifs
telle que lim,_ o0 v, = v > 0, alors pour tout v € RY,

nh_{lc}o ay, (z) = ay(z)

ot v, est l’exposant de Lyapunov correspondant au processus poissonnien d’intensité v.

La continuité des exposants de Lyapunov est aussi étudiée dans le cas d'un potentiel sta-
tionnaire [Ruel4]| ou il a donné un contre exemple a la continuité par rapport a la loi du

potentiel.

3.2.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

Le modele MBPP a longue portée sera présenté en détails dans la section 2 du chapitre III.
Pour un potentiel poissonnien a longue portée, [Lacl2a] et [Lac12b] de Lacoin ont montré la
relation entre les exposants critiques. Ici, nous nous intéressons a la validité d’une estimation des
grandes déviations. L’existence des exposants de Lyapunov et les théoremes de la forme limite
sont utilisés dans nos arguments. La fonction de corrélation du potentiel V' est a décroissance

polynomiale.

Théoréme 3.7. [Ezxistence des exposants de Lyapunov quenched] Sous la condition y+6—d > 0,

il existe une norme non-aléatoire ay = ax(9,7,d) : R — R telle que :

.1 .1 !
klgr;@ %a,\(O, kx,w) = klgrolo %E[a,\(o, kx)] = érelg EE[GA(O, kx)] = ay(z). (3.5)

ay est appelée exposant de Lyapunov quenched. Nous pouvons remplacer a(0, z,w) par d(0, z,w)
dans (3.5). De plus, pour tout x € R? :

L40
ay(z) < \/Q(Ad+)\+2d d

m)m (3.6)

21



Chapitre I. Introduction

o \g représente la valeur propre de Dirichlet principale de —%A de B(0,1), L4 est le volume
de la boule unité de R. De plus, pour tout x € R, a()(x) : [0,00) — RT est une fonction

continue, concave et croissante en \.

Théoréme 3.8. [Théoréme de la forme limite] Sous la condition §+~—d > 0, pour tout A > 0,
P presque strement :

|dA(0, z,w) — ax(z)| = 0. (3.7)

. 1
lim —

Dans (3.7), nous pouvons remplacer d(0,z,w) par a(0,z,w).

La définition de by(-) est donnée dans la section [’existence de l’exposant de Lyapunov an-

nealed du chapitre III. Il s’agit une analogue annealed de quantités a.
Théoréme 3.9 (Existence des exposants de Lyapunov annealed et théoreme de la forme limite).
Soit v+ —d > 0. Il existe une norme By = Bx(d,v,d) : R — RT telle que pour tout M > 0 :

[ba(z) — Balz)| =0 (3.8)

1
lim sup —
T=00 g x| 7]

De plus, il existe une constante cg > 0 telle que pour tout v € R?, co|z| < Ba(z) < an(w)

Les définitions de Q¢,,, (¢, I, J sont données dans la section estimation des grandes dé-
viations du chapitre III. Il s’agit de la loi conditionnée par la survie jusqu’au temps ¢, de son

analogue annealed et des fonctions de taux correspondantes.

Théoreme 3.10. (i) Si 6 > 2 il existe un ensemble de P- mesure pleine telle que pour

37
tout w dans cet ensemble, pour tout sous-ensemble fermé A de R?, nous avons

1
lim sup 7 InQ:(Z: € tA) < — irelgf(x) (3.9)

t—o00

(ii) Sid > d, pour tout sous-ensemble fermé A de R,

1
limsup — InQy(Z; € tA) < — 1161£ J(z) (3.10)

t—o00 t
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Chapitre 11

Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

Le but de ce chapitre est de donner les démonstrations des résultats qui ont été énoncés

dans la section 3.1 du chapitre I.

1 Continuité des exposants de Lyapunov

Nous étudions une marche aléatoire simple en potentiel non-négatif, indépendant et identi-
quement distribué dans le réseau Z¢, d > 3 qui est présentée a la section 1.2 du chapitre I. Nous
prouvons les théoremes 3.1 et 3.2 du chapitre I de la continuité des exposants de Lyapunov
par rapport a la loi du potentiel. Dans le cas quenched, nous supposons que les potentiels sont
intégrables alors qu’il n’y a pas de conditions supplémentaires dans le cas annealed.

Le présent chapitre dont un intitulé plus explicite serait sur la continuité des exposants de
Lyapunov de la marche aléatoire en potentiel aléatoire, reprend le travail de I'article [Lel3], qui

a été accepté pour la publication pour Bernoulli Journal.

1.1 Lois conditionnelles des trajectoires et un théoréeme abstrait de
[Cox80]

Rappelons que S, n € N est une marche aléatoire simple sur Z¢ dont la loi et I'espérance
partant de x sont notées P, et E,, respectivement. H(y), y € Z% est le temps d’atteinte de
y pour la premiere fois par la marche. Les potentiels V(z), z € Z? sont non-négatifs, i.i.d
définis sur un espace de probabilité (Q, F,P) et I'espérance est notée E. Notons F' la fonction
de répartition de V.

D’abord, nous allons présenter les lois conditionnelles quenched et annealed des trajectoires
qui jouent un réle important dans nos arguments.

Pour w € ), considérons un processus de Markov avec un état absorbant sur l’espace des
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

états Z4 U {A} out A\ est un état absorbant dont la matrice de transition est donnée par,

saexp(=V(z,w)  silr—yl=1
1 —exp(—V(r,w)) siz#A=y
P, y,w) = (1.1)
1 siz=y=A

0 ailleurs

La loi des trajectoires de cette marche partant de x est notée par ]-!’x,w. Alors, nous pouvons
interpréter e(x,y, F,w) comme la probabilité que la marche aléatoire partant de x atteigne y

avant d’étre tuée :

H(y)-1
e(zr,y, Fiw) := Em(exp(— Z_O V(Sm,w)), H(y) < oo)
= pmw(H(y) < 00) (1.2)

Proposition 1.1 (la sur-multiplicativité de e). Pour tout x,y,z € Z2, w € Q, nous avons :

e(zr,y,w) > e(z,z,w) - e(z,y,w) (1.3)

Démonstration. D’apres la définition de e(-,-,w) et la propriété de Markov forte, nous avons

pour tout x,y,z € Z4, w € Q :

e(z,y,w) = Py (H(y) < 00)
= P (H(2) < H(y) < 00) + P (H(y) < H(2))
= Pouw(H(2) < H(y)P.o(H(y) < 00) + Pru(H(y) < H(2))
> PLu(H(y) < 00)[Pru(H(2) < H(y) + Pro(H(y) < H(2))] (1.4)
Par la définition de la marche tuée (voir (1.1)), on a :
L= Po(H(2) < H)) + Pos(H(y) < H2) + Pou(H(y) = H(z) =00)  (15)

De (1.4) et (1.5) :

e(z,y,w) > e(z,y,w)(

C
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

]

Rappelons nous aussi les quantités importantes a(x,y,w) := lne(z,y,w) et b(x,y,w) =
InEe(x,y,w) dans notre modele. Introduisons maintenant pour w € Q et z,y € Z¢ la loi
quenched des trajectoires conditionnée a atteindre vy :

Py () = pac,w(' ‘ H(Q) < OO), (1'6>

Tw

et la loi annealed des trajectoires conditionnée a atteindre y :

v v

BY() = By(- | H(y) < o) ot Bu(-) = EP, (). (L.7)

x )

7z \ Ay \ Ay 7’ 7’ /\y /\y
Les espérances par rapport a P/ et a Py sont dénotées par EY et E

T,w T

respectivement. De

fagon équivalente, pour toute variable aléatoire X nous avons,

EL[X exp(— Y hW ™ V (S, w)), H(y) < 0]

EY (X)=
:IJ,LU( ) e<x,y,w)

(1.8)

EE,[X exp(— SEU "V (S, w)), H(y) < o]
Ee(z,y,w)

B(X) = (L9)

Et nous allons écrire e(z,y, F,w), a(z,y, F,w), b(z,y,w, F), ﬁ’zyf, I@’ZF quand nous voulons
insister sur la loi du potentiel.

A partir du travail de Cox [Cox80], nous donnons un ensemble de conditions suffisantes
pour formuler son théoreme dans un contexte tres général. Sa démonstration ne nécessite que
des modifications mineures (voir I'annexe 1). Ce théoreme est énoncé dans le théoreme 1.2
ci-dessous. Il combine les résultats de la Proposition 4.4, le lemme 4.7 et la preuve du théoréme
14 de Cox [Cox80]. Nous rappelons que D est I'ensemble des fonctions de répartition F' qui
attribuent la probabilité 1 & l'intervalle [0, +oo[ et telles que F(0) < 1. Et D; dénote le sous-
ensemble de D qui contient toutes les fonctions de répartition de moyenne finie.

Dans 'application qu’on fera du théoréme abstrait aux exposants de Lyapunov, on prendra
toujours Dy = Dy et la constante ¢ de la condition (7i7) pourra prendre une valeur arbitraire
dans Uintervalle ]0, 1]. La condition (iv) sera donc trivialement vérifiée puisque Dy = D;. Mais

cette formulation générale permet son utilisation en PPP. F' %« GG dénote la convolution de F' et

G.

Théoréme 1.2 (Un théoréme abstrait). Soit u : Dy — RT F — u(F) une application

satisfait,
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(i) u(F) < w(G) pour toutes F,G € Dy telles que F > G,
et trois conditions suivantes pour quelques sous-ensembles Dy de Dy,
(ii) Pour tout F' € Doy, il existe c1(F) > 0 et f1(F) > 0 telles que :
(1) u(FxG) < u(F)+ 1 (F)fi(F) [tdG(t) pour toute G € Dy,
(2) c1(F) < 1(G) pour toutes F,G € Dy telles que F > G,
(3) lim, o f1(F,) = f1(F) pour toutes F,, € Dy telles que F,, = F.
(iii) Il existe une constante c positive, telle que pour tout F' € Dy et pour tout to > 0
satisfaisant F(to) < c, il existe deux constantes co(F') et fo(to, F) telles que :
(1) [u(F*) — p(F)] < eo(F) folto, F)
(2) co(F) < ca(Q) pour toutes F,G € Dy telles que F > G,
(3) lim, oo fo(to, Fr) = 0 pour toutes F,, € Dy telles que lim,,_,o, F,(tg—) = 0.
(iv) Si F € Dy, alors F', ﬁ’t% et Iy sont dans Dy pour tout to > 0 et & > 0 suffisamment
petit.
Alors liminf,, o p(F,) > u(F) si F € Dy, F,, € Dy et F,, = F.

Définition 1.3. Pour F € D, pour £ > 0,ty > 0, définissons,

0sit<O
" 0sit <ty
Fe(t):=qF(¢) si0<t<¢ F(t) =
F(t) sit >t
F(t) si € <t,
OSZt<t0—§

Et avec 0 < & < o, Ft%(t):z F(to+&) sitg—&E<t<to+¢
F(t) Sito—FfSt,

Nous expliquons maintenant en quelques mots ’application de ce théoreme en percolation
de premier passage. Supposons que F, — F,F,,F € D;. Le résultat de Cox [Cox80] est la
continuité de la constante de temps p en percolation de premier passage par rapport la loi du
temps de passage sur Z2. Si F'(0) > p. ol p,. est la probabilité critique de percolation, nous avons
que liminf, . pur, > 0 = pp. Posons Dy = {F € Dy, F(0) < p.}. Alors la constante de temps
de percolation sur Z? vérifie les conditions du théoréme 1.2. En effet, d’aprés la proposition 4.4,
nous avons, pour toutes F,U € Dy, F < U, G € Dy,

1
a(U)

/ tdG(t).

HrsG < HF + U
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

D’apres le lemme 4.7 de [Cox80], pour F' € Dy, ty > 0 tel que p:= F(ty) < %, on a

v, 1 (1/r)

|MF’50 - ,uF| < HF— 1773
=5 (/)

ol r est la constante de connectivité sur Z* de percolation ( 2.6385 < r < 2.6405 voir [Gril0]
de Grimmett) et 7,(z) = (2)*(1=2)'~*. Remarquons que lim,_,q 7, ' (z) =0 pour 0 < z < 1. Si
F € Dyet F, = F, alors F,, € Dy pour n suffisamment grand. On en déduit que (ii) et (iii) du
théoreme 1.2 sont vraies avec ¢;(F) = co(F) = p(F), fi(F) = fU) ou U € D, est choisie telle
que F' < U et F,, < U pour n suffisamment grand; ¢ = %, fo(F) = % Et la condition
(1v) est trivialement vérifiée par suite de la continuité a droite de fonction de répartition. Donc
si F'(0) < p¢, nous avons aussi liminf,, . pp, > pr.

Nous allons montrer les théoremes 3.1 et 3.2 du chapitre I de la continuité des exposants
de Lyapunov par rapport a la loi du potentiel dans les sections 1.2 et 1.3, respectivement. Nos
arguments se basent sur le théoreme 1.2 en utilisant des propriétés des lois conditionnelles des

trajectoires.

1.2 Continuité des exposants de Lyapunov quenched «

D’apres le théoreme 1.3 du chapitre I, quand E(V(0)) < oo, 'exposant de Lyapunov quen-
ched ap(z) existe. I1 est la limite presque stire et dans L'(P) de la suite %a(O, nx, F,w). Nous
montrons ici le théoreme 3.1 sur la continuité des exposants de Lyapunov quenched par rapport
a la loi du potentiel, i.e, si F,, F € Dy, F,, = F et il existe G € D telle que F,, > G pour tout
n, alors ap, — ap. Cette démonstration se divise en deux parties. Dans la premiere étape, on
prouve que limsup ar, (r) < ap(x) et dans la deuxieme étape, on montre que . Cette derniere

est la plus difficile.

1.2.1 limsupag, (z) < apr(x)

L’inverse d’une fonction de répartition G est défini de la maniere habituelle, G71(t) =
inf{u € R: G(u) > t},t € R. Nous aurons besoin du lemme 2.1 suivant de Cox [Cox80].
Lemme 1.4. Si (F},) € D tels que F,, < F et F,, = F, alors F;Y(t) — F~1(t) Vt € [0,1].

La preuve du théoréme suivant est analogue a la démonstration du théoreme 1.13 de Cox
[Cox80].

Proposition 1.5. Soit d > 1. Soient (F,,) € D telles que F,, > G pour tout n et pour une
fonction G € Dy. Si F,, = F, alors limsup,,_,.. ar, (1) < ap(x) pour tout z € Z°.
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

Démonstration. Grace a la propriété de monotonie des exposants de Lyapunov, lorsqu’il s’agit
de F, & F, il suffit de considérer deux cas : F,, < F pour tout n et F, > F pour tout n.
Pour le voir, définissons F,,(t) = min{F,(¢), F(t)} et F,(t) = max{F,(t), F(t)}, alors F,(t) <
Fo(t) < Fo(t). Donc o < ap, < ap ,ap < ap <ap et F,,F, = F quand F,, = F. Si
F, > F, ag,(r) < ap(zr) pour tout n, donc limsup ag, (r) < ap(z). Pour le reste de la preuve,
nous supposerons que F, < F. Soit £(x), z € Z¢ une famille de variables aléatoires i.i.d de loi
uniforme sur )0, 1[. Soit V(z) := F~1(&(x)), Vo(z) := E;7 1 (E(x)) et W(z) = G71(&(x)). Alors
V(x), Vu(x) et W(z) sont des familles de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F,
F,, G, respectivement. En outre, par la domination stochastique uniforme de F;, : F,, > G

pour tout n, G € Dy, nous avons, pour chaque z € Z? :

et W(z) € L*(Q) et par le lemme 1.4 :

lim V,(z) =V(x) p.s.

n—o0

Pour = € Z% et k € N, nous avons :

H(kx)—
a(0, kx, Fyw) = —In Ey(exp(— Z V H(kz) < 00).

Pour une trajectoire fixée de la marche aléatoire simple, nous avons :

H(kz)—1 H(kz)—1
m=0 m=0

quand n — oo. De plus,
H(kx)—1
eXp<_ Z Vn(Sm))]-{H(k:;t)<oo} < 17
m=0
pour tout n. Par le théoréme de convergence dominée : a(0, kx, F,,,w) — a(0, kz, F,w) quand

n — 00. Avec k et x fixés, on a :

a(0, kx, F,,w) < a(0,kx,G,w),
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

pour tout n puisque V,,(z) < W (z) pour tout n et pour tout z € Z¢. En outre :
E(a(0, kz, G)) < k|| (In2d + /th(t)) < o0,
et encore par le théoreme de convergence dominée :
Ea(0, kz, F,) "=° Ea(0, kx, F) (1.10)

Fixons € > 0. Par (1.9), on peut choisir K, suffisamment grand pour que :

Ea(0, K.z, F)

0<
= K.

—ap(z) <e.

De (1.10), choisissons N, tel que pour tout n > N, :

Ea(0, Kz, F,)  Ea(0, Kex, F)
K. K.

0< < €.

Nous avons donc pour tout n > N, :

0 < ap,(z) — ap(z) (puisque F,, < F)
_ Ea(0, K.z, F,)

— ap(z) (puisque ap, () = inf;>, w)

< e
< Ea(0, K.z, F,,) Ea(0, K.z, F) N Ea(0, Kz, F) (2)
= K. K. K. ard
<e+e

Prenons € — 0, nous avons le résultat. O

1.2.2 liminfag, (z) > ap(x)

Pour liminf o, (x) > ap (), nous allons montrer que dans notre modele, la marche aléatoire
en potentiel aléatoire, les trois conditions du théoréme 1.2 sont vérifiées avec Dy = D et la
constante de (iii) ¢ = 1. Cela est fait successivement dans la proposition 1.7 et le corollaire
1.9. La propriété de Markov forte de la marche aléatoire sur Z<¢ et les lois conditionnelles
des trajectoires sont des outils importants dans nos arguments. Nous allons aussi utiliser la
transience de la marche simple symétrique sur Z4, d > 3. Tout d’abord, on vérifie la condition (ii)
du théoreme 1.2 par la proposition ci-dessous dont la démonstration est basée sur I’estimation du

facteur ]EESZ “F(H(nz)) (voir (1.13) et (1.8)). Pour le faire, nous attachons & chaque trajectoire
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

(Sm)m>0 partant de 0 un animal
A0, y) = A0y, (Sm)ms0) == {z € Z%: H(z) < H(y)}, (1.11)

En utilisant la propriété de Markov forte et la transience de la marche simple sur Z¢, d > 3,
nous pouvons borner E'SZF(H(nx)) par DE&ZEJ’FM(O, nx)| (voir (1.17)), ou D est une constante

qui ne dépend que de la dimension d :

+o0
D(d) =Y E.(l{g,—y) < 0 (1.12)

k=0
Dans le modele continu d’un mouvement brownien en potentiel poissonnien, une question si-
milaire est également considérée par [Szn95]. A la fin, pour borner le facteur EESL “F(Anz)),

nous appliquons le lemme 3 de [Zer98] qu’on rappelle ici pour faciliter de suivre :

Lemme 1.6 ([Zer98]). Supposons que F est de moyenne finie, alors pour tout y € Z% :
—n( [ e dF )yl < ([ e dF (1) -EEEIA(, y) < Ba(0,y, F) < (in2d+ [ tdF(1)lyly

Proposition 1.7. Soit d > 3. Pour toute fonction de répartition F € Dy, il existe ¢;(F) > 0
et f1(F) >0 telles que :

(1) apwe(r) < ap(x) + e (F)f1(F) [tdG(t)|z|, pour toutes F,G € Dy et x € 79,

(2) a1(F) < ca1(G) pour toutes F,G € D telles que F' > G,
(3) lim, o0 f1(F,) = fi(F) pour toutes F,, € Dy, F, > F.

Démonstration. Soient V(z), z € Z%, des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction de réparti-
tion est F'; W(x), x € Z%, des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est G
et telles que les deux suites sont indépendantes les unes des autres. Alors, (V + W)(z), x € Z¢
sont variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est '+ G. Par I'inégalité de Jensen,
pour y € Z%, y #0 :

H(y)-1 H(y)-1
a(0,y, F % G,w) = —In Ep(exp(— V(Sm) = Y. W(Sw), H(y) < o)
m=0

m=0

H(y)—1

=~ By (exp(— Y W(Sw))) +a(0,y, F.w)

<EES( Y W(Sw)) +al0,y, Fw). (1.13)
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

A exp(— H(y)—1 - o
fat ) - BT o

maintenant le théoreme de Fubini et I'indépendance de W et V' :

Notons que : est définie dans (1.8). Nous utilisons

ng< yz)lw ) E(EO(Zggg_lW(Sm>eXP(—Zigo)_lV(Sm)),H(y)<oo))

e(0,y, F,w)
= &y (H ROV (0))B( 2 ma V), H0) < )
A e(0,y, F,w)
- / tdG(t) - BELE (H(y)). (1.14)
En utilisant la propriété Markov forte :
- - H(y)-1
BEHW) = X B X Lsao)
2/ ezd m=0
1 H(y)-1 H(nz)—
= - 1¢g, —.nexp(— V < oo)
zéd e(ovyaFa ) < Z {S } Z ( )
1 H(z’)fl
= —F (H < H(y),exp(— V(S ) e(z'y, F,w
ng [6(0,y,F,w) o H(Z) Z )
1 H(y)-1 H(y) 1
< oy P 2 M owl= 32 VIS HO) < )]
H(y)—l
= E(H < H(y),exp V(Sn)), H(y <oo>
Loy () < O vt X VS HW
_Hy-1 A -1
< BSE (Y 1{sz,})] = Y BYI(H(Z) < H(y)EYE( Z 1(5,--1). (1.15)

2'ezd
En appliquant la propriété de Markov :
- y)—1
L7 Z 1{s,==})

H(y)-1

_ (Z, " —— ZE (esimsnexp (- > V() k< Hy) < oo

~ o & B (N exple X VS < HO) L) <0

< JioEz/(l{Sk:Z/}) = D(d) < Q. (1'16)

k=0
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

puisque la marche aléatoire simple est transitive sur Z¢,d > 3. De (1.11), (1.15) et (1.16) :
E§(H(y)) < DEGI(JA©0,9)]), (1.17)

Le lemme 1.6 nous donne :

(In2d+ [tdF(t))

]EE(Z]/:M (’A(O, y)’) < —In (f e*tdF(t))

lyls. (1.18)

Substituons (1.14) dans (1.13) en remplagant y = nz, n > 1 et prenons lespérance :

E(a(0,nz, F * G))

E(a(0,nx, F)) /th ]EEASLZF(H(nQ:))
n
- E(a(0, nz, F)) /th 1n2d+{tdF(t)> 2l
—ln (fe tdF(t))

<

(1.19)

Notons que la derniere inégalité de (1.19) est obtenue en combinant (1.17) et (1.18). Donc, la
-1
proposition 1.7 est vraie avec ¢ (F') = D(ln 2d+[ tdF(t)) s fi(F) = (—ln (fe*tdF(t)» . O

La proposition ci-dessous nous permettra de vérifier la condition (iii) du théoréeme 1.2.

Proposition 1.8. Soit d > 3. Soit V(z),x € Z¢ des potentiels aléatoires i.i.d dont la fonction
de répartition F' est dans Dy. Pour ty > 0 tels que p :== F(ty) = P(V(0) < ty) < 1, pour tout
y € R4\ {0}, pour D(d) est donnée par (1.12), nous avons :

H(y)—1 1
EES]( Z 1y (s,, <t0})gD(d)(ln2d+/tdF(t))-W vl (1.20)
P
Démonstration. Nous avons, comme dans (1.15) :
- H(y)-1 - F H(y)-1
Eg,’w< > 1{V(Sm)<to}) = > FRL(H(F)<H(y Ey Z 1¢s,,=21)
m=0 2"V (2 w)<to
<DEE( X weram) (1.21)
z€A(0,y)

Posons ¢ = ¢(to, F') := In %. Notons que ¢ > 0. Nous utilisons I'inégalité de Jensen et
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

I'indépendance comme suit :

EBESS (Y e <t0}><E<lnng(eXp > 1{Vz)<to}))>

z€A(0,y) z€A(0,y)
< E(a(0,y. F)
+1nE0(exp( S Ly — Y. Vi(z ) )<oo)>
z€A(0,y) z€A(0,y)

< E(a(O,y, F)) +1In E0< 1_([ )E(exp(cl{v(z)<t0} - V(z))))
z€A(0,y

(1.22)

Notons que dans la deuxieme inégalité de (1.22), nous avons utilisé le fait que Py p.s, 3.c (0,4 V(2) <

zﬁ&’&‘l V(S,,) pour tout y € Z%,y # 0 . Nous remarquons que pour z € Z% :

E(GXP (Aver<u — V(Z))) < E(@XP (Lver<nt — tol{V(Z)Zto}>)
= GXP(—to)E(eXP ((C + tO)l{V(z)<t0})> =1 (1.23)
De (1.22) et (1.23) : cBEYS (S.cnoy) Livr<y) < E(a(0,y, F)). En le combinant avec (1.21)
et le fait que E(a(0,y, F)) < (ln 2d+ [ tdF(t)) ly|1 (donné par le lemme 1.6), nous obtenons :
H(y)—1

]EEé/f( Z 1{v(sm)<to})§DEngf( Z Live <t0})
m=0

z€A(0,y)

D D 4o
< ZB(a(0., F) < —(m2d+ [ HdF @)yl
C C 0

O

La condition (iii) du théoreme 1.2 est vérifiée par le corollaire de la proposition 1.8 suivant.

Corollaire 1.9. Soit d > 3. Pour tout F € Dy, x € Z¢, ty > 0, il existe co(F) > 0 et fy(to, F)
> 0 tels que :

(1) |ape (x) — ap(z)| < o F) fa(te, F)|x|1, ow F' est donnée par la définition 1.3,

(2) co(F) < co(G) pour toutes fonctions de répartition F,G € D telles que F > G,

(3) lim, oo fo(to, Fr) = 0 pour F,, € Dy telles que lim,,_, Fy,(t;) = 0.

Démonstration. Soient {V(z)},cza des variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition
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Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

est F. Définissons :
W(z) = V(2)Liv@)>te) + tol(viz)<to}-

Alors {W(z)},ez¢ sont des variables aléatoires i.i.d dont la fonction de répartition est F*. Pour

r€Zletwc (), nous avons :

a(0,nz, F*° w) = —In

{Eo < exp ( - (Zg(:nox)_l V(Sm) v (s>t} + tO]-{V(Sm)<to}>>a H(nz) < OO>}

e(0,nz, F,w)
+a(0,nz, F,w)
F H(nz)—-1
—In E"l‘ (exp(— > tol{V(Sm)<to})> + a(0,nz, F,w)
m=0

H(nz)—1

< tOE’mF< Z Lv(s,, <t0}) + a(0,nz, F,w).

Prenons 'espérance, nous avons :

Ea(0, nz, Ft,w) _ ]EEMF(Zg( o) 1{V(Sm)<to}) N Ea(0, nz, F)
> {0
n n n

1
OéFtO(;E) < to’&?hD(lDQd—i‘ /tdF(t) W + OéF(J?). (124)
ni
p

Pour la derniere inégalité ci-dessus, nous avons appliqué la proposition 1.8. Rappelons que
p = F(to—). Puisque F < F| par la monotonie de I'exposant de Lyapunov, on a : aptq >
ap. En combinant ceci avec (1.24), nous obtenons que le corollaire 1.9 est vrai avec co(F) =
D(ln 2d~|—ftdF(t)) et fo(to, F') = lnl_(fﬁ C’est évident que les constantes co(-) et fa(to, -)

satisfont les conditions 2 et 3 du corolairlé 1.9. O

1.2.3 La démonstration du théoréme 3.1 du chapitre I

Par la propriété de monotonicité des exposants de Lyapunov, la proposition 1.7 et le corol-
laire 1.9, nous voyons que toutes les conditions du théoréme abstrait 1.2 sont satisfaites, nous
avons alors liminf, . ap, (z) > ap(x). En la combinant avec limsup,, .. ap, () < ap(z)
donné par la proposition 1.5 nous obtenons que le théoreme 3.1 du chapitre 1 est vrai pour tout
r €7

Nous allons montrer que la convergence est aussi vraie pour tout x € R? Puisque o
est une norme dans R?, il est évident que lim, . ap,(r) = ap(x) pour tout z € Q. Pour

r € R? quelconque, il existe une suite (x1)p>o telle que z — z et ap(z) = limy o0 ap(z))
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

pour tout F' € D;. Fixons € > 0. Choisissons un k suffisamment grand tel que |z — zx|; <
1 € 1

In2d+ [ tdG(t)’ 3 In2d+ [ tdF(t

Choisissons N > 0 tel que pour tout n > N, |ag, (vx) — ap(zi)| < §. Alors, pour tout n > N,

min{§ - )} ou nous rappelons que G € D, et F,, > G pour tout n.

en utilisant la propriété (1.10) du chapitre I de «, nous avons,

lag, (z) — ap(z)| < |ag, (z) — ap, (@)| + ap, (2r) — ar(z)| + |lap(rr) — ap(o)]

< | — a)1(In2d + /0 tdF, (1)) + |am, (22) — ap ()]

+yx—xk\1(1n2d+/ tdF(t)) < §+§+§:e (1.25)
0

Donc, lim,_,« ar, () = ap(z) pour tout x € RY,

Nous allons montrer maintenant que lim,, ,, o () = ap(z) uniformément sur tout com-
pact de R Par contradiction, supposons qu’il existe R > 0 tel que ap, ne converge pas
uniformément vers ap sur la boule B(0, R). Alors il existe un € > 0, un y € B(0, R) et une
sous-suite x,, — y tels que pour tout k£ > 0, |, (T, ) — a(x,, )| > €. De méme que (1.25), en

utilisant la propriété (1.10) du chapitre I de «, on peut choisir k; suffisamment grand tel que

e <lag, (tn,) = ap(rn, ) <lor, (2n,)—op, @) +]os, () —ar@)] +lar(y) — ap(zm,)]
< Jan,, —yln2d+ [ tdGW) +lar, (1) = ary) + lzn, —yl(n2d+ [ (@)
<e€/3+€/3+¢/3 (1.26)

une contradiction. O

Dans le cas ou la dimension d = 1 et d = 2, nous avons la continuité des exposants de

Lyapunov quenched comme dans la proposition 1.10 au dessous.

Proposition 1.10. (i) Le théoréme 3.1 est aussi vrai quand d = 1.
(ii) Soit d = 2. Soit A > 0, Dy = {F € Dy, F(\) = 0}. Alors, le théoréme 3.1 est vrai si

nous remplacons Dy par Dy.

Démonstration. (i) La continuité des exposants de Lyapunov d’une marche aléatoire sur Z
en potentiel aléatoire se déduit facilement du travail de Zerner [Zer98|. En effet, d’apres

la proposition 10 de [Zer98] et la démonstration du théoréme 1.5, on a pour tout m € N,
ar(m) =E(a(0,m, F,w)) = lim E(a(0,m, F,,,w)) = lim ag, (m).

n— o0 n—oo

(ii) Dans ce cas 1a, nous avons V,(z),V(z) > X pour tout n > 0, z € Z% ou V,,,V sont les
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potentiels avec les fonctions de répartition F,, et F, respectivement. Comme (1.16),

. HE-1 +00 k—1
EXI( Y Ysu=)) =D Ez(l{sk:z'} exp(— Y V(Sm)). k < H(n:z:)>
m=0 k=0 m=0
+o00o 1
<Y exp(—kA) = ——— = D()) < o0
k=0 I —e”

Alors, nous pouvons suivre le méme argument que dans le cas d > 3 pour obtenir la
continuité des exposants de Lyapunov quenched.
[

1.3 Continuité des exposants de Lyapunov annealed [

D’apres le théoreme 1.5 du chapitre I, quand P(V(0) = oo0) < 1, l'exposant de Lyapunov
annealed fp(z), © € Z% existe. Il est la limite de la suite des réels non-négatifs ~b(0, nx).
Nous allons maintenant montrer le théoreme 3.2 du chapitre I sur la continuité des exposants
de Lyapunov annealed par rapport de la loi du potentiel, i.e, si F,, F € D, F,, % F, alors
Br, — Br. Nous n’avons pas besoin de condition de moment pour le cas annealed. Comme
dans [CK81], la démonstration de théoreme 3.2 du chapitre 1 se fait en deux étapes. Tout
d’abord, dans la proposition 1.15, nous montrons la continuité de Sr sous les hypotheses du
théoreme 3.1 et sa preuve est similaire au cas quenched. Apres, pour éliminer la condition de
moyenne finie, avec ¢y > 0 quelconque, dans le théoreme 1.16, nous prouvons que fg, — Or
quand ty — 0o, ou Fy, est la fonction de répartition obtenue en tronquant au-dessous ty (voir
(1.41) pour la définition de Fj)). La démonstration du théoréme 1.16 se résume a une question
de la ballisticité de la marche aléatoire sous la mesure annealed des trajectoires. C’est le but

de la proposition suivante.

Proposition 1.11. Soit d > 3 et F une fonction de répartition dont le potentiel satisfait
P(V < o0) > 0. Alors, il existe une constante D(d) telle que pour tout y € Z%,y # 0 :

ES"(H(y))
[yl

D(d) In2d — In / exp(—t)dF(t)). (1.27)

1
—In [exp(—t)dF(t) (

o
W est finie se trouvent dans [KM12] de
Kosygina et Mountford (voir le théoréme 1) et [IV12] de Ioffe et Velenik (voir le théoreme C).

Ici quand d > 3, nous donnons un argument simple qui fournit une expression explicite de la

Deux différentes preuves que limsupy,

limite supérieure et qui sera nécessaire a la démonstration du théoreme 3.2. Comme dans le

36



I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

cas quenched, la propriété de Markov forte et le transience de la marche sur Z¢, d > 3 nous
permettent d’obtenir (1.27).

Démonstration. Comme dans (1.15), ou D est donnée par (1.16) nous avons :

H(y)-1
Ey(Hiy)esp(~ 3 V(S)). H(y) < o)
m=0
H(y)-1 H(y)—1
=X B X tseen= Y VISw), H) < )
2/ €74 m=0 m=0
H(y)-1
= 3 B(HE) < H)eso(— > V(Sw), Hiy) < )
2/ €7 m=0
~ H(y)—
X EgF Z 1{3 _z’}
H(y)-1
<D- EOOA(O y)| exp(— Z V(Sm)), H(y) < oo), (1.28)
Alors,
- EE(H(y) exp(~ S8 V(S H) <o)
Ey (H = < DEy* (JA(O . 1.29
() O < DEF (A0, (129)
Prenons d, := —In [ e 'dF(t) = — InE(eV(®). Par I'inégalité de Jensen et I'indépendance des
V(z), z€Z:

5T (1A(0,9)]) < InEG" (exp(di]A(0, y)]))

gb(O,y,F)—l—lnEEo(eXp(dlMOy > Vs ) )<oo)
s€A(0,y)

gb(O,y,F)JrlnEO( I E(exp<d1—V(s)))):b(o,y,F> (1.30)

s€A(0,y)

De (1.29), (1.30) et (1.12), pour tout y € R% y # 0 :

By (H(y) _ Db,y F) _ D
lyh T di |yh T —Infexp(—t

aFm (2= n [exp(~0)dF(t))  (131)

]
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1.3.1 Le cas ou le potentiel est de moyenne finie

Comme dans le cas quenched, pour montrer que liminf,,,, 87, > Br, nous allons appliquer
le théoreme 1.2. La proposition 1.12 et le corollaire 1.14 permettent de vérifier les conditions

(ii) et (iii) du théoréme, respectivement.

Proposition 1.12. Soit d > 3. Pour tout F' € Dy, il existe c;(F) > 0 et f1(F) > 0 telles que :

(1) Brea(x) < Br(x) + 1 (F)fi(F) [tdG(t)|x|, pour toutes F,G € Dy et x € 74,
(2) c1(F) < c1(G) pour toutes F,G € Dy telles que F > G,
(3) lim, o f1(F,) = fi(F) pour toutes F,, € Dy, F, = F.

La démonstration de cette proposition est similaire a celle de la proposition 1.7.

Démonstration. Soient V(x), x € Z des potentiels aléatoires i.i.d de fonction de répartition
F; W(z), x € Z¢ des potentiels aléatoires i.i.d de fonction de répartition G telles que les deux
suites sont indépendantes. Alors, (V + W)(x), * € Z% sont des variables aléatoires i.i.d de

fonction de répartition F * G. Nous avons pour z € Z%, n > 1 :

b(0,nz, F' + G)
H(nz)— H(nz)—
= —InEEy[exp(— Z V m) — Z W H(nz) < o0
H(nx) 1

:—ln]ng(exp Z W (s, )—l—b(O,naz,F)
H(nz)—1

gl@:g“( Z W(s, )+b(0,m:,F). (1.32)

Avec la définition de la mesure annealed des trajectoires,

EEy(X exp(— S V(Sw)), H(y) < %)

m=0

E(e((]? y? F7 w))

EYF(X) =
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

. H(nz)-1 Hmo)=1 708 Y exp(— SNy (8 Y)Y, H(ng) < oo
m=0 ’

:E( Z W (eXp(_Zm OEe(x ) Sm)), H(nx )<oo))

w)
— S5 V(Sm)), H(na )<OO)>
Ee(z,y,w)

— / tdG(t) - B F (H (na)). (1.33)

_ & (H(nx)E(W(O))E(eXP(

De (1.32), (1.33) :

<
n n

b(0,nz, FxG) _ b(0,nx, F) N Epe(H (nx)) /th(t)

Prenons n — oo et utilisons la proposition 1.11, nous obtenons :

Dlz|y [ tdG(t)(In2d — In [ exp(—t)dF(t))

Br.c(z) < Br(T) + —In [exp(—t)dF(t)

Dong, la proposition 1.12 est vraie pour ¢;(F') = D(In2d—In [ e 'dF(t)) et f1(F) = (fl)
—1In e~ tdF(t)

Il est évident que les constantes ¢;(-), fi(+) sont satisfaites les conditions (2) et (3) de la propo-
sition 1.12. N

La proposition suivante a le role de la proposition 1.8 du cas quenched. Et la démonstration

est similaire.

Proposition 1.13. Soit d > 3. Soient V(x),x € Z* des variables aléatoires i.i.d de fonction
de répartition F' € Dy. Pour tg > 0 tel que p :=P(V(0) < ty) < 1, nous avons :

H(y)-1

. +00 1
E8F< > 1{V(Sm)<t0}> < D(d) <1n 2d — ln/o e_tdF(t)> : Whﬂl (1.34)
m=0 o

In
p

ot D(d) est une constante qui ne dépend que de d et qui est donnée par (1.12).

Démonstration. En suivant le méme argument que dans (1.17) et dans (1.29), nous obtenons,

H(y)-1
Eg’F( > 1{V(Sm)<t0}> < DEg’F< > 1{V(z)<to}> (1.35)
m=0 2€A2(0,y)
Prenons ¢ = c(to, ) :=In %. Notons que ¢ > 0. Nous utilisons 'inégalité de Jensen et
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I'indépendance :

BN Lveran) < B lexplc Y Liveen]]

z€A2(0,y) 2€A2(0,y)
<b(0,y) +In EEo[exp (c S Lwear — D V(z)), H(y) < ooH
2€A2(0,y) 2€A2(0,y)
=b(0,y) +mE| JI Elexp(cliviany — V(2))]]. (1.36)
ZE.AQ(O,y)

Nous remarquons que :

0 < Elexp(cliv(s)<toy — V(2))] < Elexp(cliv(zy<to} — tol{v(z)>to})]

= exp(—to)E[ exp ((c + to) Liv(z)ar )| = 1. (1.37)
De (1.35), (1.36) et (1.37) :
S P H(y)—-1 D D +oo
g ( > ]-{V(Sm)<to}> < zb(()»y) < c(ln 2d — hl/o e‘tdF(t)>]y|1, (1.38)
m=0
O

Corollaire 1.14. Soit d > 3. Pour tout F € Dy, x € Z¢, ty > 0, il existe co(F) > 0 et fo(to, F)
> 0 telles que :

(1) |Brto(x) — Br(z)| < co(F) fa(to, F)|z|1, o F™ est donnée par la définition 1.3,
(2) co(F) < co(G) pour toutes fonctions de répartition F,G € D, telles que F' > G,
(3) lim, o fo(to, Fr) = 0 pour F, € Dy telles que lim,, ., Fy,(t;) = 0.

Démonstration. Soient {V(z)},ez¢ une famille de variables aléatoires i.i.d de la fonction de

répartition F'. Définissons :

W(z) = V(2)Liv@)>to) + tol{via)<to}-

Alors {W(z)},cz¢ sont variables aléatoires i.i.d de la fonction de répartition F'. Pour z € Z%
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

et w € (), nous avons :

b(0, nz, F') = —In [EEO fexp(=(Cmy ! V(Sm)Hl{wsm)zto} + oLy (s,)<to})), H(nx) < o0
EEy[exp(— SHM=1y/(5,.)), H(na) < oo
+b(0, nx, F')
H(nz)—1

< —InBF™ lexp(— Y. tolgy(s,<ty)] + b(0,na, F)

H(na)—1 "
< toﬁgm’F[ Z 1{V(Sm)<to}] + b(O, n, F)

m=0

En combinant avec la proposition 1.13 :

b(0,nz, F*) _ 5™ [S00 " Lvswun] |, b0, n, F)

n - n n

. toE’Sm’F(Zfi@f - 1{v<sm)<to})
Brto(x) < limsup + Br(z)

n— 00 n

~+o00 1
BFto (:C) S tOD(d)‘xh <1n 2d — ln/o etdF(t)> . ll—(lm + ﬂF(iL‘) (139)
n —_—
P

Nous rappelons que p = F(to—). Puisque F < F par la monotonie de I'exposant de Lyapunov,

nous avons : Brty > fr. Alors :
|Brio (2) = Br(2)| < co(F) fa(to, F)lzls,

ot c(F) = D(ln 2d — [F*° e‘tdF(t)) et folto, F) = ——— . Evidemment, cs(-) et fa(to, )

In 1—(1—p)e_t0
p
satisfont les conditions (1) et (2) de ce Corollaire. O

Proposition 1.15. Soit d > 3. Supposons que (F,) est une suite de fonctions de répartition
telles que F,, € Dy, F, = F, F € Dy. Alors lim,,_,o, 85, (x) = Br(x) pour tout x € Z°.

Démonstration. Avec les mémes arguments que dans la proposition 1.5, nous pouvons obtenir

que pour tout x € Z¢ :

Si (F,) € Det F, = F, alorslimsup g, (z) < Br(z) (1.40)

n—00 -

Notons que dans ce cas, les conditions de moyenne finie et de domination stochastique

uniforme ne sont pas requises parce que par la définition e(z,y,w) < 1 P p.s pour tout
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x,y € Z, alors les réels b(0, kx, F,,) = —InE(e(0, kx, F,) convergent toujours vers b(0, kz, F') =
—InE(e(0, kz, F},) pour tout k et x fixés quand n — oc.

Pour montrer que liminf,,_,, 8, (x) > Sr(x), nous vérifions les trois conditions du théoréeme
1.2. La condition (i) est la propriété de monotonie de 'exposant de Lyapunov annealed vue au
théoreme 1.5 du chapitre I. La condition (ii) et la condition (iii) sont vérifiées par la proposition

1.12 et le corollaire 1.14, respectivement. O

1.3.2 La démonstration du théoréme 3.2 du chapitre I

Nous éliminons maintenant la condition de moyenne finie dans le cas annealed par le théo-
réeme 1.16 au dessous qui s’inspire de 'idée de Smythe et Wierman dans [SW78]. La proposition

1.11 est utile dans la démonstration de ce théoréeme.

Théoréme 1.16. Soient d > 3, F € D. Alors pour tout x € Z% : limy, 00 frop(z) = Br(x), ot
WE est définie par :
F(t)sit<t
WE(E) = 0 ’ (1.41)
1sit Z t[),

Démonstration. Soient Vi(z) et Va(z), z € Z?* deux familles de variables aléatoires i.i.d de
fonction de répartition F, indépendantes I'une de lautre. Alors, Wy, (z) := min{Vi(z);to},
x € Z% sont variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition “F. Pour ¢, > 0, F € D, nous

rappelons la définition de la fonction de répartition Fy, (voir aussi la définition 1.3) :

0ift <0
Fio(t) == F(ty) si0<t <ty (1.42)
F(t)sit >t
Prenons Uy, (z) = Va(2)1ivy(2)5t0}. Alors Uy (z), z € Z% est une famille de variables aléatoires
i.i.d de fonction de répartition Fy (t). (W, + Uy, )(z),z € Z% sont des variables aléatoires
de fonction de répartition “F x F,,. D’abord, nous avons “F > F >% F x F, . En effet,

OF x Fy(t) = Jo"F(t —y)dF,(y). Sit < to) F x Fy(t) = [y F(t — y)dF,(y) < F(t) . Si
t>to,0 Fx Fy (t) < JEdPF(y) = F(t). Alors pour tout = € Z :

Bror(x) < Br(x) < Bor.r, (7). (1.43)
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I1.1 Continuité des exposants de Lyapunov

Ensuite,

B (exp(— S0 Wiy(Sm) = S5 Uy (S), () < o0 )
Ee(0, nx,w,to F)
+ b(0, nz,” F). (1.44)

b(0,nz,°F  F)) = —In

Comme Flury dans [Flu07], nous définissons pour z € Z¢,n € N le nombre de visites du sommet

z par la marche aléatoire jusqu’au temps n :
l,(n):={m e Ny:m <n,S,, =z}

Puisque les deux suites (Wi, (x))zeze et (Up,(2))zeze sont indépendantes l'une de lautre, le

premier terme du coté droit de (1.44) vaut :

Eo (E(exp(~ SIC ™ U (Sm))E(exp(= S Wiy (). H(na) < o0)

—ln Ee(0, nz,w,to F)
Eo(nzesz(exp( (-(H(nz))Usy (2)) )E(exp(— Sl ™ Wig(Sm))), H(na) < oo)
= Ee(0, nx,w,to F)
£:(H(nz)) H(nz)—1
E0<Hz€Zd (Eexp<_Uto<z))) E(exp(_ Zmz() Wto(sm))>aH(n$) < OO>
S Ee(0, nx,w,to F)
= —1In I@ng’tOF(]E exp(—U,, (0)7®) < —lnEexp(—UtO(O))ESI’tOFH(nx). (1.45)

Nous remarquons que 'inégalité de Jensen a été utilisée deux fois pour (1.45). De (1.31) :

D

ko™ F (H(nz)) < b(0, nz,"0 F). 1.46
0 ( (TLZL‘)) — —ln]EeXp(—Wto(O)) ( , VL, ) ( )
De (1.44), (1.45) et (1.46), pour tout x € Z¢ :
b(0,nx," F x Fy,) D b(0, nz,'o F)
n #% < —~InEexp(~Ui(0)) - —InE exp(—W,,(0)) n
0
b(0, nx, F)
o
D

5toF*FtO (z) < —InEexp(—Uy(0)) - Bror(x) + Bror(z) (1.47)

—InEexp(—W,, (0)

Notons que limy, o, — InE exp(—Uy,(0)) = 0 et limy, oo — InEexp(—W;,(0)) = —InEexp(—V3(0))
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= const. De (1.43) et (1.47) :

D
lim sup Buop(r) < Pr(z) < lim, ( —mEexp(=Uy(0) - — - T (0))>5F(x) +lim inf fio o (2)
< l%rri}inf Brop(T). (1.48)

]

La démonstration du théoréme 3.2 du chapitre 1.

Fixons ty > 0 qui est un point de continuité de la fonction de répartition F. Alors, la
proposition 1.15 nous donne lim,,_,, Biop, = Biop. De plus liminf, o, Bp, > limint, , Brop, =
B p puisque “F, > F, pour tout m. Soit t; — oo le long des points de continuité de F,
et appliquons le théoreme 1.16, liminf, .. Br, > limy, o0 Btop = Bp. En la combinant avec
limsup,,_,, Br, < fr donnée par (1.40) dans la proposition 1.15, nous obtenons que le théoreme

3.2 est vrai pour tout z € Z%. Pour le reste, nous suivons le méme argument que dans (1.25) et
(1.26) O

2 Relation entre les exposants critiques

Nous étudions dans cette section une marche aléatoire simple en potentiel non-négatif,
indépendant et identiquement distribué dans le réseau Z?, d > 1. Nous supposons de plus
ici que le potentiel est bornée supérieurement. Nous nous intéressons a la relation entre les
exposants critiques de fluctuations y et les exposants de volume £. La littérature physique nous
dit qu’ils devraient satisfaire I’égalité x = 2§ — 1 dans de nombreux modeles. Dans ce chapitre,
nous montrons une version de l'inégalité x > 2§ —1 de cette conjecture pour la marche aléatoire

en potentiel aléatoire.

2.1 Exposants critiques. Bornes élémentaires

Comme dans de nombreux modeles en environnement aléatoire, nous pouvons définir pour
la MAPA des exposants critiques : les exposants critiques de fluctuations y et les exposants
de volume &. Rappelons que S,, n € N est une marche aléatoire simple sur Z? dont la loi
et 'espérance partant de z sont notées P, et E,, respectivement. H(y), y € Z% est le temps
d’atteinte de y pour la premieére fois par la marche. Les potentiels V(z), € Z¢ sont non-
négatifs, i.i.d définis sur un espace de probabilité (2, F,[P) et l'espérance est notée E. Pour

z,y € Z% Notons L(x,y) le segment de droite entre x et y. Pour chaque trajectoire (Sy,)m>0
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partant de z, nous définissons :

D(x,y) == D(x,y, (Sm)m>0) == sup inf )|Sm — w| (2.1)

0<m<H(y) weL(zy

Comme dans 1.1, nous considérons une chaine de Markov sur l'espace des états Z9U{/A} ot /A
est un état absorbant. A chaque étape, la marche saute de z & /A avec probabilité 1 — e~V (@),
Sinon, elle se comporte comme une marche aléatoire simple symétrique sur Z?. La loi des
trajectoires de cette marche partant de x est désignée par f’x,w. Avec cette notation, nous
rappelons que e(x,y,w) = P,u(H(y) < o0) et a(x,y,w) = —Ine(z,y,w) (voir aussi (1.2)).

Introduisons maintenant pour w € Q et x,y € Z¢ la loi quenched des trajectoires :
Pa?iw() = Px,w(' | H<y> < 00)7 (22)

Nous écrivons EAgw pour l'espérance par rapport a ﬁ;{w. L’exposant de volume est le nombre
que quantifie Pampleur de E-g,w(D(x,y)). Grosso modo, pour z,y € Z% la valeur typique de
E(D(z,y)) est de ordre |z — y|¢. L’exposant de fluctuation x quantifie I'ordre de fluctuation
de a(z,y,w). Autrement dit, pour x,y € Z¢, la valeur typique de a(z,y,w) — Ea(z,y,w) est de
l'ordre |z — y|X. Maintenant, nous donnons des définitions précisées des exposants critiques de

fluctuations et des exposants de volume analogues a celles récemment proposées par Chatterjee

[Chal3].

Définition 2.1. L’exposant de volume &, est le plus petit réel tel que pour tout & > &,, il existe
v >0 tel que :

B2, D(0,x
sup ]E(exp (W)) < oo (2.3)
zezd\{0} ||

Définition 2.2. L’ezposant de volume &, est le plus grand réel tel que pour tout &€ < &, :

. Ez,D(0, )
mf _

z€Z%,|x|>2 |l’|§

(2.4)

Définition 2.3. L’exposant critique de fluctuations x, est le plus petit réel tel que pour tout

X > Xa, il existe v > 0 tel que :

0 — Ea(0
Sup E(eXp (7‘a( ,ZE,W) X a“( 7x7w)|)> < 00 (25)
z€Z\{0} |z

Définition 2.4. L’exposant critique de fluctuations x, est le plus grand réel tel que pour tout
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X < Xb; v 0
 Var(a(0,2.)

2€2d,[2]>2 || 2x

>0 (2.6)

Nous rappelons dans ce chapitre que les potentiels vérifient toujours les deux conditions

suivantes :

Hypothése (1). V(z,w),z € Z¢ sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d), non

constants, non négatifs et bornés supérieurement par une constante M >0 :
0<V(z,w) <M (2.7)

pour tout x € Z¢ et pour tout w € Q. De plus, pour d = 2, nous supposons qu’il existe € > 0 tel

que V(z,w) > € > 0.

Hypothese (2).
ale; +z) > /14 |z|2a(er) (2.8)

pour tout z € Hy, ou Hy est un hyperplan qui passe par l’origine et est perpendiculaire a ey

L’exposant de Lyapunov quenched est utile dans 1’étude des exposants critiques. Nous rap-

pelons ici sa définition (voir théoreme 1.3 du chapitre I) : puisque V' est intégrable,

.1 1 o1 )
a(r) = lim ga(O,nw,w) = lim Eh(nx) = ql%f\} Eh(nm) p.s et dans L
ou h(z) := Ea(0, x,w). Les définitions des exposants &,, &, Xa, Xp» Sont données par (2.3), (2.4),

(2.5), (2.6), respectivement. Nous avons,
Proposition 2.5. Sous l’hypothése (1), 0 < xp < Xo < % et 0 <& <& <1.

Comme dans les travaux de Newman et Piza [NP95] et Chatterjee [Chal3], nos études de la
relation entre ces exposants critiques se basent naturellement sur I’hypothese (2) de direction
de courbure, sur la validité d'une inégalité de concentration et sur la vitesse de convergence
des exposants de Lyapunov pour la MAPA. Les résultats que nous obtenons ci-dessous seront
utiles dans la démonstration de I'inégalité x, > 2§, — 1.

Nous commengons par compléter I'estimation de la variance du lemme 11 de Zerner [Zer98|
par une inégalité de concentration. Dans le cas d’un potentiel borné, on retrouve bien une

estimation de la variance de 'inégalité de concentration.
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Proposition 2.6. Sous ['hypothése (1), il existe des constantes positives Cy,Cy, Cs telles que
pour tout x € 74, |z| > Cs, et pour tout t > 0 :

P(‘a(o,x,W) —| IE‘ga(O?x,w)‘ > t) < € exp(—Cot) (2.9)

Proposition 2.7. Sous U’hypothése (1), pour tous lesn > 2, X' > xa, 1 <1i < d, nous avons :
a(ne;) < Ea(0,ne;,w) < nafe;) + CnX In|n| (2.10)

La vitesse de convergence dans le théoreme sous additif est importante et elle a été étudiée
dans nombreux articles mathématiques. Pour PPP, Kesten [Kes93], Talagrand [Tal95] donnent
des inégalités de concentration. Ensuite, Alexander dans [Ale93] et [Ale97] ont amélioré le résul-
tat de [Kes93] pour obtenir une vitesse de convergence. Cette question est également traitée par
Sznitman [Szn96] dans le modele MBPP et par Lacoin [Lac12b] dans le modele longue portée.
Pour notre modele, MAPA, Sodin [Sod14] a aussi montré une inégalité de concentration. Son
résultat obtenu est plus fort que la proposition 2.6 mais il fait une hypothese sur les potentiels
plus forte que la notre. Plus précisément, [Sod14] a exigé que V(z) soit borné inférieurement
par € > 0 et borné supérieurement par M : ¢ < V(z,w) < M pour tout z € Z%, w € Q tandis

que nous ne demandons qu'une borne supérieure pour V.

Nous supposons que le potentiel est borné supérieurement dans les propositions 2.6 et 2.7
que nous utilisons pour la démonstration de I'inégalité x, > 2&, —1 du théoreme 3.5 du chapitre
I. C’est la raison pour laquelle cette hypothese apparait dans I’énoncé du théoreme 3.5. C’est
une condition forte qui permet d’appliquer une inégalité de Harnack comme on I'a fait a la
proposition 2.7. Elle a aussi été trouvée dans les travaux de Sznitman [Szn96] et de Wiithrich

[Wiit98a], [Wiit98b] pour le modele MBPP.

2.2 Inégalité de concentration : démonstration de la proposition 2.6

Pour la suite, la proposition 2.6 est utile dans notre démonstration de la propriété y, < %
de la proposition 2.5. Nous commengons par énumérer des propriétés simples de notre modele
de marches aléatoires en potentiel aléatoire. Remarquons que dans le lemme 2.8 ci-dessous, (1)

est vraie pour tout V tel que P(V < o0) > 0 alors que (2) et (3) sont vraies quand E(V') < oo.
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Lemme 2.8. (1) Pour tous les z,y € Z¢, w € §, nous avons :
le—yl1—1
a(z,y,w) <|z—yhn2d+ > V(z,w) (2.11)
i=0
ol [xg =z, 21, ,x, =y, est un chemin de longueur n = |z —y|; de x d y.
(2) Sile potentiel V a une moyenne finie, il existe deux constantes positives c; = — InEe™V(©),

co =In2d + EV(0) telles que ¢;|x — y| < Ea(z,y,w) < ez — y| pour tout x,y € Z4.
(3) Pour tout x € 74 :
|z]ocr(e1) < Ea(0,z,w) < |x|1a(eq) (2.12)

Démonstration. (1) Nous pouvons déduire (2.11) de I'inégalité de triangle de a(-, -,w) (voir

(1.7) du chapitre I) :
a(0,z,w) < a(0,z1,w) + a(zy, To,w) + - -+ + a(Tp_1,y,w)
et pour tout z;,1 <n=|z—y :
a(xi1,x5,w) = —Ine(x;_ 1,2, w) <In2d+ V(xr;_q)

(2) (2.12) en découle du lemme 1.6 du chapitre II. De plus, Ea(z, y,w) < ca]x — y| est une
corollaire de la partie (1).

(3) Pour & = (21, ,2q), () = a(x1€1 +Xoes+ - -+ x4eq) < |z1]r(er)+- -+ |z4|a(eq) =
|z|ia(eq). Prenons o’ = (—xy1, 29, -+ ,x4). Pour tout n > 1, par I'inégalité de triangle,
Ea(0,2nz1e1,w) < Ea(0, nz,w) + Ea(0, n2’,w) = 2Ea(0, nx). Alors, z1a(e;) < a(x). De
méme pour g, - -+ , g, NOUs obtenons |z|a(e;) < a(x).

[

La démonstration de la proposition 2.6 est basée sur la méthode de martingale comme dans
[Kes93], [Szn96] et [Zer98]. Nous allons vérifier les conditions du théoreme 3 de [Kes93]. Nous
utilisons une propriété importante du lemme 12 de [Zer98] des MAPA.

Lemme 2.9. Supposons que les potentiels satisfont Uhypothése (1). Soit z € Z2 et wy,wy €
tels que V(z,wy) = V(z,we) pour tout x # z et V(z,w1) < V(z,wq). Alors, il existe une
constante D > 0 telle que pour tout x € Z4 :

0 < a(0,z,w,) — a(0, z,w;) < min{—In P¥

0,w1

(H(z) < H(2)),V(z,w2) + D} (2.13)
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La démonstration de la proposition 2.6

Nous reprenons les notations de [Zer98| et ses arguments avec les adaptations nécessaires
pour obtenir une inégalité de concentration dans le cas d’un potentiel borné. Soient z, k > 1
une énumération de Z<¢ et Fy la tribu engendrée par V(z),---,V(z). Notons Fy la tribu

triviale. Pour o € Z¢ fixé, pour k > 0, nous définissons :
M, = E(a(o>x7w> | gjk)

Remarquons que My, k > 0 est une martingale par rapport a la filtration F, £ > 0 qui converge
P presque stirement, dans L!'(P), et L*(P) vers M, = a(0,z,w). Pour w,0 € Q et k > 0,
soit [w,olr €  la configuration telle que V(z;, [w,olx) = V(z;,w) pour tout 1 < i < k et
V(zi, [w,0)k) = V(z,0) pour tout k < i. Notons E,, 1'espérance par rapport a la probabilité P

sur les variables w. Nous posons, pour k£ > 1 :
Ay = My — My,
Alors, utilisons le lemme 2.9 :

|Ag] = [Epa(0, z, [w, o) — Esa(0, z, [w, o]k_1)|
= B, ((a(0,2, [w, 0]k) — a(0, 2, [, 0)k-1)) Ly (s w)>Ve00)} )
+ By ((a(0, 2, [w, 0li-1) = a(0, 2, [w, 011)) L {v(s) <V (2000}
< Eo(V (2, [w, 0]k) + D) 4+ Eg(V (24, [w, 0]3—1 + D)
<2(M+D) (2.14)

Nous avons aussi que :

E(Aa?]f—l) = E(EU((CL(O’ Z, [w> U]k) - a(0> T, [w’ U]k—l)) 1{V(2k w)<V (zk,0) ) | Fr- 1>

+E<]EU((a(O,:c, w,01) = a0, 2, [, 711 Ly parov o)) | Fie 1) (2.15)

Appliquons le lemme 2.9, le premier terme du membre droit de (2.15) (on notera ce terme (1))

est plus petit que :

B (B ((V (2t [0, 0)k2) + DY B, (H(@) > H(z)) 2 5) | T

A

+ E(Eg<(ln By o, (H(z) < H(z)))% By,

7w70-]k

(H(z) < H(z)) =

) 19)

l\D\H
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Utilisons (In t)2 <1 —1t quand % <t <1 et I'inégalité de Jensen, nous avons :

(1) < 204 + DYE(B, (B o, (H(w) > H(z1))) | Ficr)

+E<E (B (H(2) > H(z)) | :Tfk_1> (2.16)
Notons que :
By (P, (H(x) > H(z))) = E(ByL(H(x) > H(z)) | F)
Donc,

(1) < (2(M + D)* + DE(Py,(H(z) > H(z)) | Frn) (2.17)

De méme, nous avons aussi le deuxieme terme du membre de (2.15) (on notera ce terme (I7))

est plus petit que :

(IT) < (2(M + D)* + DE(By,(H(x) > H(z%)) | Fxi) (2.18)
Nous posons :
Up(w) == D1 Py, (H(z) > H(z)), ott Dy = 2(2(M + D)? + 1)

Donc, de (2.15), (2.17) et (2.18), nous avons, pour tout k > 1 :
E(AF | Fpo1) <EUk | Fioa) (2.19)

Posons ¢; = —InEexp(—V(0)), pour tout ¢ > 0, nous avons :

Z Uy > 1) (Z Dy Py (H(x) > H(z)) > t)
k=1
= P(D1Eg,(JA(0, ,w)]) > t)
< exp(Et)]E(exp(Eg’w(cﬂA(O,x,w)|))) (2.20)

A0, 2) := A0, 2, (Spm)m>0) = {z € Z%: H(z) < H(x)} (2.21)

Puisque :

g (ea A0, )]) < In Bf[exp(eiJA(0,2)])] < a(0,z,0) + In By (exp(— Y. (V(u) = 1))

u€A(0,x)
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Utilisons la partie (i) du lemme 2.8 et puisque V' < M, il existe une constante positive D, telle
que :
G(O,I,u}) S D2|‘T|

Nous obtenons alors pour tout ¢ > 0 :

B3 Ui 2 1) < expl bt + Dafal) o [E(exp(es — V(0)))}40))

k=1
—C
= exp(D—llt + Dylz|) (2.22)
Par Conséquence, nous avons :
P> Ui > t) < exp(—Cat) (2.23)
k=0

— 2D, D 2,2 N (O —
pour tout ¢ >t := max{=1=2|z|,4(D + M)?e*|z|}, ou C3 = 33-.
Par (2.14), (2.19) et (2.23), toutes les conditions du théoreme 3 de [Kes93] sont satisfaites.
Alors, il existe trois constantes positives Cy, Cy, Dy telles que pour tout & € Z%, pour tout

t S Dg‘.’lﬁ’ :

a(0,z,w) — Ea(0, z,w
p( ( = )

Les mémes arguments peuvent s’appliquer pour —a(0, z,w). Et puisque V' est borné supérieu-

> t) < O exp(—Cat)

rement, (2.9) est vraie pour tout ¢ > 0 quand |z| est suffisamment grand.

2.3 Démonstration de la proposition 2.5

Avant d’aller plus en détails, nous voudrions présenter les idées de la démonstration en
quelques mots. Les inégalités x, < xq et & < &, découlent facilement de leur définition. Pour
& > 0, nous allons utiliser le fait que pour tout z € Z%, pour tout 7,1 < i < d, Ep(H(ei) <
H(x)) est bornée inférieurement par une constante positive qui ne dépend pas de z, ou ¢;,1 <
i < d sont les coordonnées de Z<. La propriété y, > 0 se déduit de 1'utilisation de I’inégalité
FKG. Remarquons que d’apres ces arguments appliqués a la MAPP, dans les définitions de &, et
X», nous ne demandons pas 'existence d’'un parametre C' comme dans celles de Chatterjee (voir
les inégalités (As) et (A4) de [Chal3]). La propriété y, < 3 est un corollaire de I'inégalité de
concentration de la proposition 2.6. Puisque |D(0, z)| < |A(0, x)| pour tout x € Z%, en utilisant
des arguments comme dans la partie sur la continuité des exposants de Lyapunov pour estimer

EE(A(0,x)), nous pouvons obtenir &, < 1.
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D’abord, nous pouvons déduire facilement des définitions que x, < x, et & < &,. En effet,
si & > &, il existe &1, & tels que &, < & < & < &,. De (2.3), pour z € Z2\ {0} :

E* D 0,z 1 E’wa 0,z
EOe 07/ (0,2) <~ sup ]E(exp (—7 0D ))> < 00
[ Y z4\{o} [
Alors, pour toute suite (z,,) telle que x,, — oo :
E* D(0,z,
lim EM -0
n—o0 |an|52

Par la définition de &,, on a alors & > &, c’est absurde. Nous utilisons un argument similaire

pour montrer que Y < X, €n remarquant que
v’ 2
Eexp(v|X]) =2 5 EIX["
Pour &, > 0, par sa définition, il suffit montrer que

inf EEZ D(0,z) > 0.

€7, |x|>2

En effet, pour x € Z%, r > 0, nous définissons un cylindre C(z,r) de rayon r entre 0 et z :

C = R?: inf - 2.24
(x,r)={z € wEILI%O,a:) |z —w| <r} ( )

Nous observons qu’il existe une constante ro > 0 suffisamment petite telle que pour tout
v € Z4 |z > 2,il y aaumoins i,1 < i < d tel que e; ¢ C(x,79) ou —e; ¢ C(x,70). Et on

notera ce point 2’. Alors, pour z € Z%, |z| > 2, w € Q :

Eg’wD(O,x) > rolsor’w(D(O,x) > ro)
> roBy,,(H(x') < H(x))
Eo(exp(— X V(Sw), H(z') < H(z) < o)
e(0, z,w)
e(0,7',w) - e(z, z,w)

:7"0

— o e(0,z,w)

> roe(0, 2, w)e(2,0,w) > 7“0(21d)2 exp(=V(0) — V() (2.25)
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Donc, pour tout z € Z%, |z| > 2 :

VE exp(—V(0) — V(&) = ro(—

- 1
EEg,wD<07 I) > T0<7 2

2d )2(Eexp(—V(0)))* > 0.

Pour obtenir x;, > 0, on va montrer que pour tout z € Zd, |z| > 2:
Var(a(0,z,w)) > 0.

En effet, fixons x € Z4, |z| > 2, pour N > 0, nous posons :

H(z)-1
ay(0,z,w) := —1In Eo(exp(— > V(Sm)),|Sm| < N, pour tout m < H(a:))

m=0

ax est une fonction non négative, croissante en V(z), z € Z%, |2] < N et limy oo an(0, 7, w) =

a(0, z,w) dans L?(P). Alors :

Nlim Var(ayn(0,z,w)) = Var(a(0, z,w)) (2.26)
—00
En outre, nous avons :
H(z)-1
an(0,z,w) =—1In <exp(—V(0) E'O(exp Z V(Sn)), |Sm| < N, pour tout m < H(y )))
H(z)-1
=V(0)—In Eo(exp(— > V(Sm)),|Sm| <N, pour tout m < H(y)) (2.27)
m=1
Nous posons :
H(z)-1
gy (w) = gn(V(z,w), 2] < N):=—In Eo(exp(— > V(Sm)),|Sm| < N, pour tout m < H(y)).
m=1
De (2.27), nous avons :
Var(ay(0,z,w)) = Var(V(0)) + Var(gn) + 2Cov(V(0), gn) (2.28)

Notons que pour w fixé, gy est une fonction croissante en V(z) pour tout |z| < N. Appliquons
I'inégalité FKG de Morters et Peres dans [MP10] : Cov(V(0), gn(w)) > 0. En le combinant
avec (2.26) et (2.28), nous obtenons pour tout x € Z%, |x| > 2, Var(a(0,z,w)) > Var(V(0)) =

constante > 0.
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Pour obtenir x, < %, on va montrer qu’il existe v > 0 tel que :

0 — Ea(0
Sup E(Q}(p <,}/|a’( 7‘r)w> T a( ,.’,U,W)‘)) < 00 (229)
z4\{0} ]2

En effet, nous posons pour |z| > Cj :

‘a(ov Z, w) _ Ea(oa Z, w)‘

|2

X =

Alors, d’apres l'inégalité de concentration (2.9), il existe deux constantes positives C, Cy telles
que

E(exp(7X)) = 14~ / T OP(X > t)dt <147 / T 0t < oo (2.30)
0 0

pour v < Ch.

Pour obtenir £, < 1, nous allons montrer qu’il existe v > 0 tel que :

Ez D(0,
sup E(exp (W)> < 00 (2.31)
z4\{0} ]

Par les définitions de D(0, z) et A(0, x) (voir (2.21) ), nous avons D(0,z) < |A(0, z)| pour tout
x € Z%. Alors, pour ¢; = —InE(exp(V(0))), utilisons I'inégalité de Jensen :

EZ_D(0, Looa
15, D(0,7) < —In £, exp(c1|A(0, z)])

2] ]
< |i|a(0,m,w) + |:E1|1n Eo(exp(c1A(0, )] — Y V(u),H(z) <o0) (2.32)

u€A(0,x)
Utilisons (i) du lemme (2.8) en notant que 0 <V < M, on a :

a(0, z,w) < |x|y In2d + M |x|;

Donc,

]E(eXp(Clﬁg,Tf‘(Oa ) ))

< exp(Vd(In 2d + M))E([Eo(exp(clfl((), z)— Y V(u),H(z) < oo)]lzll)
u€A(0,x)

54



I1.2 Relation entre les exposants critiques

Puisque z € Z¢\ {0}, 0 < ﬁ < 1, utilisons I'inégalité de Jensen :

E([EO(GXP(QA(O,DC) - > V(u),H(z) < oo)]lxll)
u€A(0,x)

1
=]

< (EEO(eXp(clA(O,x) — Z V(w)),H(z) < OO))
u€A(0,z)

1
[z

) H () < ooD <1 (2.33)

— (EO[(EGXP(Cl - V(0))

Alors, on en déduit (2.31).

2.4 Fluctuations des exposants de Lyapunov

Maintenant, nous allons montrer I'inégalité (2.10) de fluctuations des exposants de Lyapunov
pour la MAPA que sera utilisée dans la démonstration de x, > 2§, — 1, notre résultat principal.
Comme dans plusieurs références citées a la fin de la section bornes élémentaires, nous savons
que ce probleme était bien connu en PPP et pour le MBPP. Pour la PPP, Kesten [Kes93| a
prouvé qu'il existe C' > 0 telle que pour tout x € Z%, x # 0,

ET(0,z) — pu(x) < C|x|1’ﬁ(ln | ] )1/ 42

Ce résultat a été amélioré par Alexander [Ale93] par une méthode qui est basée sur la construc-
tion une famille de fonctions génératrices g,(f) sur-additives ou sous-additives ou 5 > 0 par

rapport au temps de passage pour obtenir
ET(0,z) — pu(z) < Clz|?In || (2.34)

si x € Z%\ {0} est sur un des axes. Notons que cet argument utilise la symétrie de Z¢ par
rapport a 'hyperplan perpendiculaire a un axe et alors il ne fonctionne pas pour les autres
directions.

Avec la méme idée, Sznitman a aussi montré une inégalité analogue a (2.34) pour I'exposant
de Lyapunov au MBPP mais un peu plus forte (voir théoreme 3.1 dans [Szn96]). Nous disons
que c’est plus fort puisque, d’apres la condition [Szn96, (3.3)], nous pouvons remplacer |z|'/2
de (2.34) par |z|Xe si x, est I'exposant critique de fluctuation défini de méme fagon que le notre
et qui vérifie donc y, < % De plus, grace a 'invariance par rotation du mouvement brownien
dans R?, Sznitman n’a démontré son théoréme que pour la direction e; mais il peut en conclure

qu’il est vrai pour tout z € R%.

55



Chapitre II. Marche aléatoire simple en potentiel aléatoire

En PPP, Alexander a ensuite réussi a démontrer (2.34) pour tout x € Z¢ par une autre mé-
thode (voir théoreme 1.8 de [Ale97]). Récemment, Chatterjee dans [Chal3] pour la percolation
et Auffinger et Damron dans [AD13] pour le polymere ont utilisé cette méthode pour avoir des
inégalités de fluctuations dans le but d’obtenir la relation entre les exposants critiques. Mal-
heureusement, nous n’arrivons pas encore a adapter la méthode d’Alexander a notre modele
a cause du manque d’indépendance du potentiel si la marche revisite un point plusieurs fois

avant d’atteindre son but.

Nous allons alors prouver la proposition 2.7 en suivant les arguments de [Ale93] et [Szn96]).

Ce résultat n’est vrai que pour les directions coordonnées. C’est la raison pour laquelle nous

avons posé I’hypothese 2 pour avoir x, > 2§ — 1. Mais cette hypothése semble raisonnable

(voir les explications a la page 21 du chapitre I). Tout d’abord, nous définissons, pour n > 1,
I’hyperplan 3, :

Hy={2€Z%: 2-¢ =n} (2.35)

Pour 0 < f < 1, n > 1, nous posons :

gs(n) = > E(e((),z,w)6> (2.36)

2€3,
Nous écrirons n := (n,0,--- ,0). Nous allons d’abord montrer que gg(n) peut étre borné par la
somme des point pas trop loin n dans le lemme 2.10 et que gz(n) est approximativement sous-
multiplicative dans le lemme 2.11. Les énoncés et leur démonstration s’inspirent de [[Szn96],
lemme 3.2 et 3.3] respectivement. Dés que nous avons ces deux lemmes, nous pouvons suivre le
méme argument que [Szn96] (pages 1527-1529) pour montrer que la proposition 2.7 est vraie

pour ej.

Nous énongons d’abord ces deux lemmes dont nous déduisons ensuite la proposition 2.7. Et

nous terminons par la démonstration des deux lemmes.

Lemme 2.10. Pour(0 < 8 < 1,n > 1, il existe deux constantes positives 1,75 qui ne dépendent

que de d et de la loi du potentiel V telles que :

g < Y E((e(0,2,0)")

= pad
6 |Z‘oo§'ylnyze:}(n

< Bpir E((0, z,w)") (2.37)

— Ad
/8 \Z|oo§“/1n,zég'fn
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ou :
H(z)—1

£(0,2,w) = Bo(exp(— > V(Sw)), H(2) < Taum) (2.38)

m=0

et Th(yn) €st le temps de sortie de Uensemble B(vin) = {y € Z% |yl < min}.

Lemme 2.11. Pour 0 < 8 <1, m > 1 et n suffisamment grand, nous avons :

gs(n +m) < @(n +m)* 2 gs(n)gs(m) (2.39)

Démonstration de la proposition 2.7

Pour 5 €]0, 1], et m > 2, nous posons
Fa(m) = Ings(m) (2.40)
Alors, d’apres le lemme 2.11, pour tout m,n > 2,
Fag(m +n) < Fg(m) + Fg(n) + Gg(m +n)

ot Gg(k) =In(34) + (3d — 2) In k. Puisque G(-) est non-décroissante et pour tout k > 1 :

=

m o0
4 —(1-1 Ink
m;kmm+1) k;( nf+Ink)

Alors, d’apres le théoreme 2 de Hammersley [Ham62], il existe une limite f(/5) de F" quand

n tend vers oo et

<
2
)

f(B) < + Eﬁ(l —InfB+1Inm) pour tout m > 1 (2.41)

D’autre part, par la définition, nous avons gs(m) > E(e(0, m,w)?). Alors,

f(B) = lim Fp(m) > —faler) (2.42)

m— 00 m

De (2.41) et (2.42),
—Ba(e;) < lng/gm(m) + %(1 —Ing+1Inm) (2.43)

Soit X' > x4. Soit v donné par la définition de y, et +; donné par le lemme 2.10. On pose
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B = B =v(vdyym)X. Alors, f < 1 pour m suffisamment grand. Posons :

Ea(0 —a(0
B sup Bexp(UE0.24) —a(0,2,0)

; ) < o0
74\ {0} |z|x

Alors, pour tout z € H,,, |2| < 1M

E(e(0, z, w>ﬁ) = exp(—PE(a(0, z,w)))Elexp(8(Ea(0, z,w) — a(0, z,w)))]
< Bexp(—pEa(0, z,w)) (2.44)

Si z est une réflexion de z par I’axe Oe;, nous avons
Ea(0, z,w) = Ea(0, z,w) (2.45)
Alors, par l'inégalité du triangle et linvariance par la réflexion par rapport aux axes de

Ea(0, z,w), on a 2Ea(0, z,w) = Ea(0, z,w) + Ea(0, z,w) > Ea(0,2me;,w) pour tout z € H,,.

Utilisons maintenant le lemme 2.10,

gs(m) < g(li > E((e((),z,w)ﬁ)) < B—jmd’l eXp(—g]Ea(O,2m,w))
|2]oo <y1M,2EH

En le combinant avec (2.43), nous allons obtenir (2.10) pour e;. Puisque a(e;) = a(er) et

Ea(0,ne;,w) = Ea(0, ne;,w) pour tout i = 2,3, - - - d, nous obtenons alors la proposition 2.7. [
Maintenant, nous allons montrer les deux lemmes 2.10 et 2.11.
Démonstration du lemme 2.10
D’apres le lemme 2.8 :
g5(n) > E(e(0,1,w)") > exp(—nB(In2d + M)) := exp(—723n) (2.46)

en posant v = (In2d+ M). Pour z € Z¢, ¢; = —InE(exp(—V(0))), utilisons le méme argument
que dans (2.33) en notant que |A(0, z,w)| > |2|co :

H(z)-1
1 > EEy( exp(eiJA(0, 2)] - ZO V(Sm)), H(z) < o)
> exp(c1|2|o)Ee(0, 2, w) (2.47)
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Alors, quand 0 < 8 < 1, I'inégalité de Jensen nous donne :
E(e(0, z,w)?) < (Ee(0, z,w))’ < exp(—c18|2]o0)
Alors, pour tout A > n + 1, il existe des constantes positives 73,74 telles que :

> ]E(e(O,z,w)ﬂ) < > exp(—afz]w)

2€Hp;|2|c0>A 2€Hn;|2|c0>A

< > exp(-afl)

2€H0;|2|c0>A—n
a1
< 73/ r*texp(—cy fr)dr
A—n

Bd L exp(—c18(A —n)) (2.48)
Pour 7 > max{2 + 1;1 + 74;2}. On déduit de (2.46) et (2.48) :

gs(n) = > ]E(e((),z,w)ﬂ> + > E(e(O,z,w)ﬁ)

2€H ;|20 <7170 2€Hp;|z|co >0

< 3 E(e(o,z,w)ﬁ) + ng(e(O,n, w)ﬁ)

2€FHn3]2lc0 <Y1M

<Y E(e0,2,0)) (2.49)

= nd
ﬁ 2€Hn;|2|co <110

Comme dans (2.46), pour z € Z4 :

Z ]E(é(O, z,w)ﬁ) > E(é(O,n, w)5> > exp(—720n) (2.50)

|Z|oo§71nazej{n

Si Tgiyny < H(2), z € Z%, alors |A(0, z)| > ~in. Done, nous suivons 'argument comme dans
(2.47) pour obtenir :

H(z)—
EEO(exp Z V(Sm)): Teeyny < H(z )) < exp(—c1yn) (2.51)
et alors,
H(z)— 5
E(Eo(exp Z V(Sm)): Tsyn) < H(z)) > < exp(—Lfeciyin)
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Gréce aux définitions de (0, z,w) et €(0, z,w), nous déduisons :
E(e(O, z,w)'g) < exp(—c fyn) + E(é((), z,w)ﬂ) (2.52)
D’apres (2.50) et (2.52), il existe une constante s telle que :

> ]E(e(O, z,w)ﬂ) < > E(é(O, z, w)ﬁ) + (2yin + 1) exp(—ci Byin)

2[00 <y17,2€Hn 2[00 <Y17,2€Hn
< ysn?! > E(é(O, 2, w)ﬂ) (2.53)
2|0 <y17,2€Hn
De (2.49) et (2.53), nous obtenons alors le lemme 2.10. O
Démonstration du lemme 2.11
Nous reprenons "la technique du fractionnement” de [Szn96] pour bénéficier de la propriété
de l'indépendance du potentiel (voir (2.56) et (2.57)) dans la démonstration du lemme 2.11.

A cause de la nature discréte de notre modele, quelques arguments sont différents. Fixons

Figure I1.1 — Tllustration.

n > 2,m > 1. Prenons z € H(n +m) N B(yi1(n 4+ m)). Notons T := Ts(y, (n+m)), H := H(H,)

ol 7, est la constante obtenue dans le lemme 2.10. Nous présentons L le premier temps ou la
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marche entre H,, 1 apres le dernier temps de visite de la marche en H,, avant d’arriver a z,
=sup{0 < k < H(z2),Sk—1 € Hpn, Sk € Hpni1}

avec la convention que sup @ = 0. Nous remarquons que L n’est pas un temps d’arrét. Pour
y € B(y1(m +n)) N H,,, observons que quand Sy =y, {H(z) < T} est un sous événement de
{L < H(2)}, P, p-s. Alors, pour y € B(y1(m + n)) N H,,, nous avons :

H(z)-1

y(exp Z V(Sk)), H(z) < )

H(z) 1
< B, (exp(- V(Sk)), H(z) <T)
k=L
00 H(z)-1
<Y By(exp(= Y V(SK), I < H(z) <T,Si-1 € Hpn, S € Hinsr, S & Hon, VI < j < H(2))
=1 k=l
) H(z)—1

—YE (Sl L€ Hoy S) € Hypp, | < H(2), < T, Eg (exp(— 3. V(S), H(z) < T,H(2) < H)>
=1 k=0
H(z)—1
< A(m,n) sup Ey,(exp(— Y V(Sy),H(2) < H) (2.54)
Y1E€B(y1(m+n))NHpm41 k=0
ol
A(m,n) = sup > E, (Sl e Hpir,l < T)

y€B(v1(m+n))NHm 1—1
= sup > Geuiminy(:51) < C(m+n)? (2.55)

yEB(y1(m+n))NHpm, Y1 EHom1

Ici, Gp(z,y) est la fonction de Green de la marche qui exprime le nombre moyen de visites en
y partant de x avant de sortir de B (voir les sections 1.5 et 1.6 de [Law91] pour sa définition

et ses propriétés) et C' est une constante. Alors, pour z € B(y1(n 4+ m)) N H(n + m),

é(0, z,w)
H-1 H(z)—1
— Eo(exp S V(S)), H < T, Bs, (exp(— > V(Sk)), H(z) < T))
k=0 k=0
H(z)-1 H-1
< C(m+n)? sup Ey(exp(— > V(Sk), H(z) < H)Eo(exp(— > V(Sk), H < T)
yE€B(y1 (m+n))NHim41 k=0 k=0

Sur I'événement {H < T}, H coincide avec H(y') pour un sommet y" € B(v(m + n)) N H,,.
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Alors,
H(z)-1
5 B d B
&(0, z,w)? < C(m + n) sup [Ey(exp(— Y V(Sk) H(z) < H)]
YyEB(v1(m+n))NHpmt1 k=0
H(y')-1 8
3 Eo(exp(— Y. V(Sk),H(y)=H<T)|" (256)
y' €B(v1(m+n))NHm k=0

Nous prenons l'espérance des deux cotés de (2.56) en notant que les deux termes du membre

droit sont indépendants pour obtenir :

H(z)-1

Eé(0, z,w)? < C(m—i—n)dE( sup [ y<exp > V(Sk), H(z) < H)]B)
yEB(y1(m+n))NHm 11 k=0
H(y')—1
xE([ 3 Eo(exp(— Y V(S0), H(y) = H<T)])
y' €B(v1(m+n))NHm, k=0
< C(m+n) > E(e(y, z,w)") S E(e(0,,w)?)
yE€B(y1(m+n))NHm41 y'€B(v1 (m+n))NFHy,

(2.57)

Pour tout y € H,,41, il existe ¢y’ € H,, tel que |y’ — y| = 1. Puisque le potentiel est borné
(1.4) du chapitre I de

supérieurement par M, nous avons e(y",y,w) > %

la sur-multiplicative de e(, +), nous avons :
e(y, z,w) < 2deMe(y”, z,w)
Nous obtenons alors :

> E&(0, z,w)? < C(m + n)4(2de™)? > E(€(07 Y, w)5>

2€Hm+n,| 200 <y1(m+n) y' €HmNB (71 (m+n))

X > < > ]E(e(y”,z,w)ﬂ) (2.58)

2€Hmtn|2lo0 <71 (mAn) Y €HmNB(y1 (m+n))

D’apres le lemme 2.10, il existe une constante v5 > 0 telle que :

S(mn) (m 4 n) " gg(m)(m+n)"" Y E(e(0,u,w)”)

(m +n)*2g5(m)gs(n) (2.59)

gs(m+n) <

<

Q‘Q E‘&Q
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2.5 Xa > 2&) —1

Nous allons montrer le théoréme 3.5 du chapitre I, x, > 2&, — 1 sous les hypotheses 1 et 2,
en nous inspirant de Newman et Piza [NP95], de Wiithrich [W1it98a] et de Chatterjee [Chal3].
Nous définissons :

C(k,n) = {v ez ing v —u| <k}

u€L(0,n)

Rappelons ici que pour tout z,y € Z%, L(x,y) est le segment de droite entre z et y.
OC(k,n) = {v e Z*\ C(k,n), il existe u € C(k,n) tel que |[v —ul, = 1}
On suppose par 'absurde que x, < 2§, — 1. Soit alors &’ E]X“TH, &[, et montrons que :

o lim, o EER(D(0,n))
lim ; = 0.
n—oo n'ﬁ

L’idée principale est d’écrire,

EEL,D(0,n) < iE(Pgw(D(o, n) > k))

k=0

Remarquons que

P, (D(0,n) > k) = PR, (H(OC(k,n) < Hn)) < Y )ngwm(z) < H(n))
z€0C(k,n

ou H(OC(k,n)) est le premier temps que la marche atteint 0C(k, n). Cette égalité nous conduit
a considérer I’événement que la marche quitte le cylindre C'(k,n) au point z € 9C(k,n). Nous
écrivons ]f’gjw(H (2) < H(n)) = W et utilisons le lemme 2.12 ci-dessous pour estimer
ce terme. En s’inspirant de [Chal3], nous obtiendrons alors que pour tout ¢ < & et pour
tout x2 €|xq, 26 — 1], la probabilité de quitter C'(k,n) en z € C(k,n) n’est pas supérieure a
C exp(ConX2 — 03n2£//_1> quand nf < k < 3n, & Cykd! exp(Cs(k+n)) quand k > 3n. Ce sont
les clés de notre preuve.

L’inégalité de fluctuations dans la proposition 2.7 est utilisée dans notre démonstration du

lemme 2.12 au dessous.

Lemme 2.12. Pour k> 1,n>1, v € 0C(k,n) :
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a(v)+an—wv) >ny/1+ :;a(el) (2.60)

(2) On en déduit que, pour tout X' > Xa, il existe deux constantes positives C' et Cy; telles

h(n) — h(v) — h(n —v) < CnX Inn — Cun(y/1+ 2]{;:2 -1) (2.61)

Nous rappelons que h(z) = Ea(0, z,w)

(1) Nous avons

que :

Démonstration. (1) Fixons v € 0C(k,n). Soit w la projection perpendiculaire de v sur
la droite qui contient le point 0 et dans la direction e;. Nous rappelons que Hj est
I'hyperplan qui passe par l'origine et est perpendiculaire & e;. Soient v' = v/|w| et
z =1 — e;. Notons que z € Hy. Il n’y a que les trois cas suivants :

i) w € L(n,n + ke, ). Par théoréme de Pythagore :
K < v —n* = (jw| = n)* + v —w|* = (Jw] = n)* + [w]’|2|*

Alors, soit |w| > % +n ou soit |w|?|z|* > £ Utilisons I'hypothese (2), nous obtenons

dans les deux cas :

a(v) = [wla(v') = [wlale + 2)

> [wly/1+ [2Paer)
2

> ny/1+ 2];20&(61). (2.62)

ii) w € L(—key,0). Utilisons le méme argument que dans le cas précédent, nous obte-

nons : a(ne; —v) > ny/1+ %a(el).
iii) w € L(0,n). Soient w’ = n —w, v = (n —v)/|[w'], 2 :=v"—e; = (w—0)/|W|.
Alors, 2 € Hy. D’apres 'hypothese (2) :

a(n —v) = |u|a(”) = |w|a(z' +e1) > |w'|[/1+ |2|2a(e;) (2.63)

De méme, puisque v = w + |w|z

a(v) > Jw|y/1+ |z|2a(er) (2.64)
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Utilisons (2.63) et (2.64) en notant que |z > £ et [2/] > &

a(v) +am—wv) >ny 1+ Sza(el) > /14 ;;Oz(el)

(2) D’apres (2.60), nous avons :

an) —a(v) —am—v) < —n(/1+ 21222 — Da(er)

En appliquant la proposition 2.7, il existe une constante C' > 0 et C';; > 0 telles que :

h(n) — h(v) — h(n —v) < na(er) + Cn[X Inn — a(v) — a(n —v)

/ k2
< CnXInn—Ciyn(y/1+ o 1)

La démonstration du théoréme 3.5 du chapitre 1.

Nous supposons que x, < 2§ — 1. Alors il existe des réels x; < x2 et & < &' tels que :

0<xa<X1<X2<20"—1<28—-1<26-1<26,—-1<1

Nous allons montrer que, en contradiction avec £ < &,

EES,(D(0,n))

lim - =0
n—00 né

Pour n € N, nous posons :
N, ={w € Q,a(0,n,w) < h(n) +n?} ={w € Q,e(0,n,w) > exp(—h(n) — n*?)}

Alors, puisque y, < x1 < X2, il existe une constante positive v > 0 :

]P)(N;i) P(CL(O, n) > h(n) + nx2)

_ P(exp(ya(o’ 1’1) - h(l’l)) > exp(M))

(0,n) - h(n)|))

nxi

< exp(—vnx““)E(eXp(v'a

< Cl eXp(_fynX2*X1 )

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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Nous écrivons :

EEY,(D(0,n)) = EE,,(D(0,n)1y, ) + EEF,(D(0,n)1y;)

i) Pour estimer EE&W (D(O, n)l Nﬁ), appliquons le théoreme de Cauchy- Schwarz :

E27,(D(0.0)1y;) < yE((£8.(D0.0))))E(Lyg)

Prenons un réel Cs > &,, alors il existe deux constantes positives v/, C} telles que :

E.,D(0,0)\
sup E(exp(yv——"—71—)) < C
vezd\ {0} ( ( |v]@ )) !

5(+2(5p.00m)2)

Puisque e < QE( exp(fyiEa“’D(O’n)

nC3

)) < 20}, alors :
E((£3,D(0,m)?) < Cn*
De (2.68), (2.70) et (2.71) :
EE&UJ (D(O, nﬂN,g) < Csn® exp(—%nXQ_Xl)

ii) Pour estimer IEEA(?M (D(O, n)l Nn>> nous avons :

EED,(D(O,n)1x,) = EIER,(D(O,m)1x,] < 3" E(PP(D(0,1) > k)1y,)

3n
<nt 4+ > E(PR(D(0,n) > k)ly,)

k=[n&"]+1

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

DS E(F5L(D(0,n) > k)ly,) (2.73)

k=3n+1
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Pour n > 1,k > 1, nous avons :

Py (D(0,n) > k) = By, (H(OC(k,n)) < H(n))
< > BL(H(2) < H(n))

2€0C (k,n)
3 e(0, z,w)e(z,n,w) (2.74)
 2e0C(kn) e(0,n,w)

Alors, le deuxieme terme du membre droit de (2.73) (qu’on notera (II)) est borné supérieurement

par :

o 1
2 )3 e(0,n,w)

k=[n¢"]+1 2€0C(k,n)

e(O,z,w)e(z,n,w)an) (2.75)
Pour [n¥"] + 1 < k < 3n, z € dC(k, n), nous posons :
N,;Z = {w:a(0,z,w) > h(z) =2} = {w:e(0,2,w) < exp(—h(z) +nX?)}

Quand k < 3n, nous avons |z| < Cgn pour z € OC(k,n). Alors, puisque x1 > X,

h(z) —a(0,z,w nX2
PV = Pexplr ™ ERE) > expi 110)
< Crexp(—CgnX2™X1)
Par conséquence :
P(N;.) > 1 — Crexp(—Csn** ™) (2.76)

Nous posons aussi :
Ni,=A{w:a(z,n,w) > h(n—2)—n} ={w:e(z,n,w) < exp(—h(n — z) + n**)}
De méme, pour [n€']+1 <k < 3n, z € 9C(k,n) :
P(N;.) > 1 — Crexp(—Csn¥* ™) (2.77)
Nous posons maintenant, pour [nf'] +1 < k < 3n, z € 90C(k,n) :

Nk% = Nli,z N Nl?,z
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De (2.76) et (2.77) :
P(Ng..) < Cyexp(—Csn* ™) (2.78)
Alors, pour [ngu] +1<k<3n,zedC(k,n),

]E(e((),ln,me(oa 2 w)e(z,m,w)ly, )

1
= E(WB(O, z,w)e(z,n, w)anlNk’z) + E(We(o, z,w)e(z,n, w)anlNg’z)

h(n — 2)) + P(Ng.)
h(n — 2)) + Cy exp(—CgnX*™X1) (2.79)

IN
@
»
2=
W w
S 3
< <
S N
~— —
@ @
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—~
>
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=
— —
| |
>
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I\ I\
~— —
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Utilisons le lemme 2.12; (II) est borné supérieurement par :

3n
Cion’exp(—Csn* ™)+ >~ Cion® 'exp(3n*®) sup exp(h(n) — h(z) — h(n — 2))
k=[n&"]+1 z€0C (k,n)
3n k2
< Cyon® exp(—CgnX2™X1) + Z Cion?™t exp(3n*?) exp (Cn’“ Inn — Cun(y/1+ 5 1))
k=[n&"]+1 2n
3n k2
< Cyonexp(—Csgn> ™)+ Y~ Cion® ' exp(3n¥?) exp (C’nX1 Inn — C’lg—)
k=[n¢"]+1 n
3n
< Cion’exp(—Csgn> ™)+ Y~ Cion™ ' exp(3n¥?) exp (C’nX1 Inn — Clgn%”’l)
k=[nt"]+1

Puisque 0 < xo < x1 < x2 <28’ —1<2¢ —1 <2 — 1, nous avons :

limsup(/7) < lim sup[Clond exp(—Csn*2™X1) 4 Cyon exp(Cy3nX? — 012n2£l/_1)] =0 (2.80)
n—oo n—oo

Utilisons (2.74), le troisieme terme du membre droit de (2.73) (qu’on notera (III)) est borné
supérieurement par :

U< Y Y B0, s w)e(zmw)ly,) (2.81)

k=3n+1 2£0C (k,n) e(0,n,w)

Comme dans les estimations de (II), nous définissons, pour k > (3n + 1), z € 9C(k,n),

N,i}z ={w:a(0,z,w) > h(z) — k**}
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N2, = {w:a(zn,w) > h(n—2) — b}

Comme aux équations (2.76) et (2.77), nous avons :
P(Nliz> > 1 — Oy exp(—CskX2X1)

IP(N’?,Z) Z 1— 014 eXp(—C15]€X2*X1)

Pour k > 3n, 2z € dC(k,n), nous posons Ny, = ]\7,;2 N N,f,z. Alors,
P(ng,z) < 2014 exp(—C5kX2 X)),

Pour k > (3n+1), z € 0C(k, n), utilisons cette inégalité et le méme argument que dans (2.79),

E(e((),ln,w)e(o, zwle(zm,w)1y, )

< exp(n*® + 2k**) exp(h(n) — h(z) — h(n — 2)) + 2C14 exp(=C1:k ™)
Donc, pour n suffisamment grand, utilisons le lemme 2.12 en notant que y; < y2 < 1:

(II1) < Z CledfleXp(_kaxsz)

k=3n+1
+ § : Ol7k B eXp (2]{:X2 + C(]_STLX2 - C]_]_TL( 1 —|_ TnQ — 1))

k=3n+1

<Ciw+ > Cikexp (2K + Cisn*? — Coo(k + 1))

k=3n+1
<Ci+ Y Chrk® texp ( — Co(k + n))
k=3n+1
Donc,
limsup(I17) < Cyg (2.82)
n—oo

En liant (2.69), (2.72), (2.73), (2.80) et (2.82), nous obtenons (2.66). Une contradiction. Donc
Xa Z 2&) — 1.
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Chapitre 111

Mouvement brownien en potentiel poissonnien

Le modele du mouvement brownien en potentiel poissonnien (MBPP) est étudié dans ce
chapitre. Il est constitué de deux sections. Dans la premiere, nous allons montrer le théoréme
3.6 du chapitre 1 sur la continuité des exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a portée
finie. Dans la deuxieme, les théoremes 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 du chapitre I des exposants de Lyapunov

en MBPP a longue portée sont démontrés en détail.

1 Continuité des exposants de Lyapunov en potentiel

poissonnien a portée finie

Le modele MBPP a portée finie est étudié dans de nombreux aticles de Sznitman [Szn94],
[Szn95], [Szn96], [Szn98]; de Withrich [Wiit98a], [Wut98¢|, [W1it98b], de Riiess [Ruel2]... Ce
modele est aussi présenté en détail dans la section 1.3.3 du chapitre I. Mais pour plus facilement
suivre la lecture, nous rappelons ici quelques notations importantes. Notons Z = (Z;)s>0 un
mouvement brownien standard sur R?, d > 3 dont la mesure et l'espérance de Wiener partant
de z sont P, et E,, respectivement. II est un processus de Poisson d’intensité v > 0 sur R? qui
est défini sur un espace de probabilité (2, F,P) et 'espérance est notée E (voir la définition
1.6). Fixons W : RY — RT une fonction bornée, non négative, mesurable & support compact.

Notons ¢, le rayon de la plus petite boule contenant ce support,

ro :=inf{t > 0: W =0 dans B(0,%)°} (1.1)

Nous supposerons de plus que 79 > 0. Comme dans (1.23), pour tout x € Z¢, w € €, le potentiel

V(z,w) est défini comme

V(izg,w):=V(z):= Y W(x—ua) (1.2)

z; € (w)
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De méme que le cas discret, voir les équations (1.24), (1.25), (1.26) du chapitre I, H(y),
y € R? dénote le premier temps que le mouvement brownien Z, entre la boule unité fermée
B(y, 1) centrée y alors que les quantités basiques sont e(x,y,w) = Ex(exp(— Jw) V(Zs,w)ds)
JH(y) < oo) et a(z,y,w) = —Ine(zr,y,w). L'existence des exposants de Lyapunov «,(z) (le
théoreme 1.13 du chapitre I) est prouvé par [Szn98|, c’est la limite presque stirement et dans
L'(P) de la suite des variables aléatoires 1a(0, nz,w). Nous avons que a est une norme sur R?
qui ne dépend que de la dimension d et d’intensité v du processus de Poisson. Notons (I1,,),~0
une suite de processus poissonnien d’intensité v, > 0 qui sont définis sur le méme espace pro-
babilisé (€2, F,P). Nous allons montrer dans cette section le théoreme 3.6 du chapitre I de la
continuité de ces exposants de Lyapunov rapport a l'intensité, ie, o, — a, si v, v > 0 et

v, — V.

1.1 Propriété de monotonie

Proposition 1.1. Si 0 < vy < vy, on a o, (z) < a,,(x) pour tout x € R

Démonstration. Soient II; et Iy deux processus poissonniens d’intensité vy et vy — 1 respecti-
vement tels que Iy et Iy sont définis sur un méme espace probabilisé (2, F,P). De plus, nous
supposons qu’ils sont indépendants. D’apres le théoreme de superposition 1.10, II := II; U Il
est un processus poissonnien d’intensité vy = 14 + (1o — v1). Comme dans I’équation (1.23) du
chapitre 1, nous définissons V,, (7, w) = X e, @y Wz —2') et V., (7, w) = X ey Wiz —2').
Puisque pour w € Q, I1; (w) C II(w) et W est une fonction non-négative, alors pour tout w € €,

r € R nous avons que V,, (z,w) < V,,(z,w). Par la définition de a(x,y,w) :

oz, y,w, 1) = —lnEo[eXp(—/ Vi (Zo,w), H(y) < 0]
0

S —In EO[eXp(_/O Vu2(Zsaw)a H(y) < OO] = a(x,y,w, VQ)

D’apres le théoreme 1.13, pour tout z € R? :

Ea(0, nz,w, ) < lim Ea(0, nz,w,vs)

n—00 n - n—oo n

=, (7).
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II1.1 Continuité des exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a portée finie

1.2 Propriété de continuité : la démonstration du théoréme 3.6 du

chapitre I

La continuité des exposants de Lyapunov du mouvement brownien en potentiel aléatoire a été
considérée par Ruel dans [Ruel3] et [Ruel4]. Dans ces articles, les potentiels sont définis comme
des fonctions non-négatives sur un systéme ergodique quelconque mais ils doivent satisfaire
des conditions de régularité (au moins borné) (voir [Ruel3]). Ici, Ruefl a appliqué sa formule
variationnelle pour étudier les questions de la continuité de ces exposants par rapport a la loi du
potentiel ou la loi sous-jacente. Il a obtenu que les exposants de Lyapunov sont semi-continus
supérieurement mais pas toujours inférieurement. Il a aussi donné des exemples ot les exposants
de Lyapunov ne sont pas continus.

Mais ces résultats de Ruefl n’impliquent pas les notres puisque le potentiel présenté dans
notre modele n’est ni régulier, ni méme borné. L’argument qu’on utilise pour montrer la conti-
nuité des exposants de Lyapunov par rapport a 'intensité du mouvement brownien est similaire
a celui de la marche aléatoire en potentiel aléatoire. Mais a cause de la nature du MBPP (par
exemple, V(z) et V(y) ne sont pas indépendants si |z — y| < 2ry et la loi du potentiel n’est
pas déterminée par ses exposants de Lyapunov), on n’utilisera donc pas le théoréme abstrait
1.2. Mais d’apres le théoreme de Campbell (le théoreme 1.11 du chapitre 1), nous avons une
relation linéaire entre I'espérance annealed de I'intégrale du potentiel le long des trajectoires du
mouvement brownien jusqu’au temps d’atteinte de son but et I'intensité du processus de Pois-
son (le lemme 1.2). Nous reprenons aussi des propriétés des lois conditionnelles des trajectoires
comme dans la proposition 1.7 du chapitre I, avec I’aide du lemme 1.3 ci-dessous qui précise la
borne supérieure de la forme E(“)f » (H(y)) du travail de [Szn95]. Par conséquent, nous obtenons

une borne supérieure directement de la différence |, — a,| (voir (1.13) et (1.18)).

Lemme 1.2. Soit I un processus poissonnien d’intensité v. Pour Py presque toutes les trajec-

toires d’un mouvement brownien (Zs)s>o, nous avons :
IE[/ V(Z,,w)ds| = vH (kz) /RdW(y)dy (1.3)
0
ot V(r,w) = Xpenw Wr — ).

Démonstration. Ce lemme est un corollaire du théoreme de Fubini et du théoreme de Campbell
(voir le théoreme 1.11 du chapitre I). O

Soit IT un processus poissonnien d’intensité v. Nous donnons maintenant la définition de la
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Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

mesure "quenched” qui est utile pour étudier la ”continuité”,

]-{H <c>o}
dP““’ = / Vi, (Zs,w)ds}dP, 1.4
2= (e, g exp{~ t (1.4)
En remarquant que v est 'intensité correspondant au processus poissonnien. Nous notons E’;j;’

'espérance relativement a P’

Lemme 1.3. Soit d > 3. Soit II un processus poissonnien d’intensité v > 0. Pour tout | > 8a

satisfaisant
> 9", (L v) < 0o (1.5)
m=1

ot pr(l,v) = P(X < B) et X est une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres m

2
et p=1— exp(—v(4)9), il existe alors des réels ci(d, W, 1), co(d, W, 1) qui ne dépendent que de

d,W,1 tels que pour tout y € 74, |y| suffisamment grand,
E’&”(H(y)) < (d,W, 1) 4+ co(d, W) 1) - a(0,y,w,v) P -presque sirement (1.6)

Démonstration. Ce lemme est montré par [Szn95] mais il ne I’a pas énoncé clairement. Pour en

faciliter la vérification, nous reprenons des points importants de [Szn95]. Nous écrivons :
H(y) = Hi(y) + Ha(y) + Hs(y)

ou les définitions des temps d’arréts Hy, Hy, H3 sont données par 'équation (1.8) de [Szn95].
Tout d’abord, [Szn95] a montré quand v > 0 fixé, pour tout [ suffisamment grand, 1’équation
(1.5) est toujours vérifiée (voir la page 1009 de [Szn95]). Et puis pour tout [ satisfaisant (1.5),
par les théoremes 1.1 et 1.2 de [Szn95], il existe deux constantes v (d, W, 1), y2(d, W, 1) telles que
P presque slirement E y (Hi(y)) < —a(O Y, w, V) et E y (Hs(y)) < 7%(1112 +a(0,y,w,v)).

Nous avons aussi une estlmatlon similaire pour E (Hg( )) obtenue de I’équation (2.12) et
'équation suivante (1.30) de [Szn95]. O

Démonstration du théoreme 3.6 du chapitre I

Nous écrivons (Vp)n>0 = (1n)n>0U (2 )n>0 01 (100 et (v, )ns>0 sont deux sous-suites de
(Vn)n>o0 telles que pour tout n, 'v, > v et v, < v et qu'on supposera de longueur infinie. Pour
obtenir le théoreme 3.6, il nous suffit de montrer que lim,, o, a1,, = a, et lim, o a2, = a,,

Tout d’abord, nous montrons que lim,, o, a1, = . Prenons ‘i, = 'v, — v > 0. Soit II
un processus poissonnien d’intensité v > 0. Pour chaque n, soit !II,, un processus poissonnien

d’intensité 'y, tel que 'TI,, et IT sont définis sur le méme espace (Q, F,P) et sont indépendants.
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Nous définissons II,, := 'II, U II. Par le théoréme de superposition 1.10, II, est un processus
poissonnien d’intensité v, =y, +v ot lim,, o L1, = 0. Par (1.23) du chapitre 1, les potentiels

sont définis, respectivement, par

Vi, (x,w) = Z W(x—2a), Vi, (r,w)= Z Wi(x — '),

z'€[l(w)] 2’ €[y (w)]

Vi (z,w)= > W(x—1)=V(z,w)+ Vi, (z,w)

@' €[lly (w)]

Par la définition (1.26) du chapitre I, nous avons pour tout n > 1, pour tout w € Q :

a(0,kr,w,' v,) = —In Eo[exp(—/ Vi, (Zs,w)ds), H(kz) < o]
0
— —In Byfexp(— / (Vi(Zo,w) + Vi, (Zs,w))ds), H(kz) < 0]
0
AL H(kx)
=—In Eoﬁ”[exp(—/ Vi (Zs,w)ds)] + a(0, kz,w, v)
' 0
A H(kx)
< Eoi;”/ Vi, (Zs,w)ds + a(0, kz,w, v). (1.7)
0
Prenons l'espérance des deux cotés de (1.7) en faisant k — oo :

EEkm,u H(kx) i Zs J
an, (z) < limsup —2 Jo jin (Zs, w)ds
k—o0 k

+ a,(x) (1.8)

D’apres le théoréme de Fubini et I'indépendance de V,, et Vi, , nous avons aussi que :

o H(E)
EEY, / Vi (Zs,w)ds
0

fOH(’“) Vi, (Zs,w)ds exp(— ()H(kx) V,(Zs,w)ds), H(kz) < OO)
6(07 kl’, W, V)

H (kx exp(— [H k) w)ds x) < 00
~ E[E( [ Vi (Zoy ) B (SR Lo :(”0(7%;’23’}[(’“ =20 )

- ]EEO(

D’apres le lemme 1.2, nous avons :

~ H(kx) .
EEL / Vi (Zs,w)ds = ', / W (y)dy - EEL (H (k) (1.10)
0

R4

75



Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

En combinant (1.10) et (1.8),

EESY (H(k
o, (2) < ay(z) +1 un/ W (y)dy - lim sup —2 (H (k) (1.11)
R4 k—o0 k
Appliquons le lemme 1.3, il existe deux constantes c1(d, W, v) et co(d, W, v) telles que :
0w (H (k) < ex(d, W,v) + ca(d, W, v)a(0, bz, w) (1.12)

En combinant (1.11), (1.12) et la propriété de monotonie de « (la proposition 1.1),

a,(z) <o, () <ay(z) + 1/%/ W (y)dy - lim supi(cl(d, W,v) + co(d, W, v) - E(a(0, kz, w, u)))

< a,(z) + ', /Rd W(y)dy - co(d, W,v) - a,, () (1.13)

Prenons maintenant n — 0o en remarquant que lim,, o 'y, = 0, alors lim,,_, o, = Q.

Nous montrons ensuite que lim,, o a2, = «,. Prenons *u, = v — ?v,, > 0. Pour chaque
n, soient IT* et 2II, deux processus poissonniens d’intensité %v,, et 2u,, respectivement. De
plus, nous pouvons supposer que IT* et 2T, sont indépendants. Posons IT,, := T U I1,,. Alors,
pour tout n, II,, est un processus poissonnien d’intensité v = ?u,, + 2v, ot lim,, o 2it,, = 0. En

utilisant les mémes arguments que ci-dessus, nous avons comme au (1.11), pour tout n > 1,
v (H (ka
05, (1) < () < s, (@) + 0, [ W)y - limsup B 20 )

R k—o0

(1.14)

Le lemme 1.3 donne une borne supérieure de E(’;fﬁf”” (H(kx)) dont les constantes dépendent

d’un parametre [ qui satisfait (1.5). Pour ?v,, — v, nous allons montrer qu’il existe une valeur

de [ pour laquelle

> 9%mpr (1,%y,) < oo (1.15)
m=1
pour tout n suffisamment grand, ou pl(l,%v,) = P(X, < %), X, est une variable aléatoire

de loi binomiale de parameétres m et p, = 1 — exp(—2un(i)d). En effet, puisque v, — v > 0,

il existe deux constantes M7, My > 0 qui ne dépendent pas de n et qui satisfont v, < M; et

1

@y7d < M, pour tout n. Nous posons

I = 4M,[In( )]H4 (1.16)

1—ci(d)
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

ou ¢ (d) = EanVA ~(1279*4d' Notons que [ ne dépend pas de n. Nous expliquons maintenant que

la constante [ donnée par (1.16) satisfait (1.15). Puisque p, = 1 — exp(—?v,,(%)?), alors 1 >

P > c1(d) > % pour tout m. D’apreés une estimation pour la loi binomiale de Arratia et
Gordon [AG89], nous avons, pour tout n et pour tout m, p(l,%v,) = P(X, < 2) <

exp(—m(%ln%%n +1n m)) < 972m Donc, (1.15) est satisfaite avec | donné par (1.16).
D’apres le lemme 1.3, il existe deux constantes ¢;(d, W, 1), ca(d, W, 1) telles que pour tout n

suffisamment grand,
BE (H (k) < ea(d, W, 1) + eo(d, W, 1) - a(0, ka, w,2 v,) () (1.17)
De (1.14) et (1.17), nous avons,

1
@2, (@) < (@) < a2, (@) + 2 [ W)y -limsup - [er(d, W,0) + cald, W, DE(a(0, k.2 1,))|

R k—o0

< as, (@) + 2 [ W(p)dy- fea(d, WoDsy, ()

Rd

<y, (@) + 2 [ W)y - [eald, WDy 2(1+ g +2 0y WIEL(B(O, 70 +2) o]

Rd

< a,, (2) + 2 /R W (y)dy - [ea(d, W, 1)\/2(1 + Ag + My W | L (B(0, 70 +2))|z]]
(1.18)

Remarquons que nous avons utilisé (1.28) du chapitre I pour la troisieme inégalité de (1.18).

Prenons n — oo, alors lim,, o a2, = .

2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a

longue portée

Nous étudions ici un modele introduit par Lacoin dans [Lacl2a] et [Lacl2b] ou des corréla-
tions entre les potentiels sont présentes. La principale différence avec le cas a portée finie est
que les potentiels V(x) et V(y) ne sont pas indépendants méme si x et y sont tres éloignés.
Des techniques familiéres utilisant I'indépendance ne peuvent pas étre appliquées. A Paide de
techniques de théorie potentiel et de théorie ergodique, nous allons montrer dans cette section
I’existence des exposants de Lyapunov, un théoreme de forme limite et nous les utiliserons pour

obtenir une estimation des grandes déviations.

7



Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

2.1 Modele

Soit IT un processus de Poisson de mesure d’intensité @) := p =L x ¢ sur S = R? x R*, ou

£ est la mesure Lebesgue sur RY et ¢ = g5 est la mesure probabilité sur R définie par :
Vr > 1,¢([r,00[) = r7° (2.1)

pour § > 0 ( J est un parametre du modele). Comme dans la remarque 1.9, nous identifions

[(w) avec w = (w;, r;),w; € RY 1 > 0 et nous écrivons :
Q= {(.U = {(wi,ri) S N+,wi € Rd,n € R+}}

Nous indexons les points du nuage de Poisson dans () telle que |w;| soit une suite croissante.
On définit de méme la tribu F et la probabilité P sur (€2, F). Nous notons E I'espérance par

rapport a la loi P du processus de Poisson. Pour v > 0, soit V : R x Q — R* tel que :

V(z,w) =Y 1 g <ri} (2.2)

=1

Notons £, le volume de la boule unité dans R¢.

Proposition 2.1. V(z,w) < 0o, pour presque toutes réalisations de w et pour tout x € R si

et seulement si :

d+y—d>0 (2.3)

De plus, si (2.3) est vérifiée,

L46
EV(z. )] = ——¢ 24
Vi = o (24
L46
|- 9.
VarlV (e, )] = 5= (25)
et pour tout s > 0, a € C,

E{exp (az r[71{|wi|§ri+s})} = exp (/1 6Lq(r + 8)r 07 e — 1)dr> (2.6)

=1

Démonstration. Fixons z € R%. Prenons f : R? x [1, 00] — R telle que f(u,r) = r™71{jz—u<s)

avec u € R% et r > 1. Appliquons le théoréme de Campbell, le potentiel V(z,w) < oo si et
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

seulement si (1.14) est satisfaite, c’est-a-dire :
// flu,m)d(L x ¢)(u,r) < oo (2.7)
R4 x [1,00]
Puisque |f(u,7)| < 1 pour tout u € R% et r > 1. Nous avons

)d(L )= [T [ gy dud
[ oty PP X)) = 707 [ 2oy duds(r)
:/OO 1L grid(r)
1
:/Oo Lard=76r="tdr
1

= Ldé/ rd 70"y < 00 (2.8)
1
si et seulement si v+ 6 — d > 0. De plus, appliquons aussi le théoreme de Campbell,

+oosiy+d—-d<0

£46
y+0—d

E(V(z,-) = //Rdx[m] Flu,1)d(L x <) (u,7) = (2.9)

siy+0—d>0

Nous rappelons que £ est le volume de la boule unité dans R?. De méme pour (2.5) et (2.6). O

Proposition 2.2. Pour tout x € R, il existe deux constantes positives C1(d,d,7v), Ca(d,d,7)

telles que :

Chf] 70727 < Cou(V(0, ), V(z,-)) < Cola] 07 (2.10)

Démonstration. Prenons f, f, deux applications de I'espace R? x [1, 00] a R telle que fi(u,r) =
T 1fjuj<ry et folu,m) = 7771 y<y avec u € R et 7 > 1. Evidemment |fi(u,7)] < 1 et
| f2(u, )| < 1. Alors, sous la condition § + v —d > 0 :

//Rdx[l,oo] fAu,r)d(L x §)(u,r) < //}Rdx[lm] filu,r)d(L X ¢)(u,r) < 00 (2.11)

pour i = 1,2. Appliquons maintenant le corollaire 1.12 du chapitre I en notant que E[V (z,w)] =

Lg4d
0+y—d

pour tout x € R, |z| assez grand :

Cov(V(0,w),V(z,w))
- //Rdxu,oo] filu,r) fo(u, m)d(L x v)(u,r) = /100 2 /Rd 1juj<r} 1{jz—ul<rydudv(r)

X —oy—6-1
:/1 or— =7 /Rd 1{|u‘<7«}1{|x,u‘<7«}dud7’ (2.12)
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On donne une borne supérieure du membre de droite de (2.12)

e 2y6-1
/1 or—7 /Rd 1{|u|<r}1{\x—u|<r}dUdT
lz] 0o
— [ ? 5261 —2y—6—1
= /1 or /Rd 1{‘u|<r}1{|x,u|<r}dud7“ + % or /Rd 1{|u|<r}1{‘x,u|<r}dudr

RS S R R S
= or— =7 /]Rd 1{\u|<r}1{\x—u|<r}dUd7“ < /m or— =7 /Rd 1{|u|<,.}dudr
3 2

o L
=205 + 27— d)

|| 02 (2.13)
Pour une borne inférieure :

o —2y—-1
/1 or==" /Rd Liju<ry Lja—ui<rydudr
o oys-1 > S —2y—6-1
> or—<7 /]Rd 1{|u|<r}1{‘x_u|<r}dudr Z or—" /]Rd 1{‘u|<%}dudr

= Jajz| 4lz|
B L40
20434 2y-d(§ 4+ 2y — d)

|| 02 (2.14)

De (2.12), (2.13) et (2.14), on obtient (2.10). O

D’apres la proposition (2.2), notre construction est une maniere naturelle d’obtenir un po-
tentiel avec une corrélation qui décroit comme une puissance de la distance et qui est construit

a partir d’un processus de Poisson.

Soit Z = (Zs)s>0 un mouvement brownien standard sur R?, d > 2. Nous notons P, la mesure

de Wiener partant de z, € R? et E, I'espérance par rapport a P,. Pour y € R?, on définit :
H(y) =inf{s >0: Z, € B(y,1)} (2.15)

oit B(y, 1) est la boule ouverte de rayon 1 centrée en y et B(y, 1) est sa fermeture. Maintenant
on est prét a donner les définitions des quantités importantes du modele avec lesquelles nous

allons travailler. Pour A > 0, on définit,

ex(z,y,w) = E,[exp(— /()H(y)()\ +V(Zs,w))), H(y) < o] (2.16)

De méme que (1.2) dans le chapitre I, e(z,y,w) s’interprete comme la probabilité que le

mouvement brownien partant de z atteigne B(y, 1) avant d’étre tuée. Puisque e(z, y,w) décroit
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a une vitesse exponentielle lorsque |z — y| tend vers l'infinie. On définit,

ax(z,y,w) = —Iney(z,y,w) (2.17)

Il y a un peu différence avec le cas discret de la MAPA, a(x,y,w) ne vérifie pas la propriété

sous-additive. Donc, nous nous intéressons a a(z,y,w), une approximation de a,

a)(z,y,w) = —Bi(nf Iney(-,y,w) (2.18)

x,1

La quantité dy(z,y,w) définie ci-dessous est une distance sur R? (voir le lemme 2.9). Nous
allons l'utiliser au lieu de a(z,y,w) dans notre démonstration de I'existence de I'exposant de

Lyapunov quenched.

dy(x,y,w) = max(ay(z,y,w), ax(y, z,w)) (2.19)

Si d +v —d >0, nous avons que pour tout z € R% s > 0

sup V(-,w) est fini P-p.s (2.20)
B(z,s)

(voir I'argument dans (2.83) et (2.84) de cette section). Alors, pour tout N > 0, P presque
stirement, V(-,w) est borné dans B(0, N + 1). Alors par la définition (2.4) de P'espace K,
V(z,w) € K¢ P -presque stirement.

Nous supposons toujours dans cette section que 6 +~v — d > 0.

2.2 Un systéme ergodique sur ({2, F P)

Quelques connaissances de théorie ergodique sont nécessaires pour notre démonstration de
I'existence des exposants de Lyapunov. Pour z € R% ¢ € R, nous définissons : 7/ : R*! —
R (z,7) — (z +tz,7) et

T Q= Q, (w) = {(wi,ri),i > 0} — {7 (w;,73),i > 0} (2.21)

Nous écrivons T}, := T!. Pour f mesurable sur (R¢ x RT B(R? x R*), p), par changement de

variable, nous avons :
/ /Oof(T;(a:T dxds(r / / f(x,r)dzds(r).
R J1
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Alors, pout tout z € R4 ¢t € R, 7! préserve la mesure p. Donc pour z € R% ¢t € R, T! préserve

la mesure P.

Remarque 2.3. Par définition du potentiel V(x,w) = Y501 7; ' 1ijz—wi|<r}, NOUS aVONS que

pour tout v,z € R, V(z,T_.w) = V(z + 2z,w). Et alors, pour tout x,y,z € R4, w € Q :

ex(z,y, T_w) := Ex(exp[— /OH(y)(/\ + V(Z, T_,w)ds)], H(y) < oo)

H(y)
=k, ( eXp[_ /0

=exz+2,y+2w) (2.22)

A+ V(2 + Zy,w)ds)], H(y) < o)

Lemme 2.4. Pour tout z € R4\ {0}, (Q,F,P,T.) est un systéeme dynamique ergodique.

Démonstration. Si z = (21,29, ,2q) € R\ {0}, il existe i > 1 tel que z; # 0. Posons :
Ag = {z € R : |z;| < min(1, |z])} xR

Alors,

i) Uy, <p<i, TP A est mesurable pour tout ¢, ¢y € R.
102 7 2
(11) U,m<t<wT§A0 = Rd+1

(iii) AgN7iAg = 0 pour tout [¢| > 2
Gréace au théoreme 1 et a la définition 2 de Kornfel’d, Sinai et Fomin dans [KSF82] (page 197),

pour z € R4\ {0}, le systéme dynamique (2, F, P, T!, ¢t € R) est un systéme mélangeant. Alors,
pour f,g € L*(Q,F,P), z € R :

lim /Q F(w)g(Tlw)dP = /Q fdP /Q gdP

t—o00

En particulier, pour f,g € L?(Q2,F,P), pour z € R?\ {0} :

lim /Q F(@)g(Tw)dP = /Q fdP /Q gdP (2.23)

n—o0

Supposons maintenant que f est une fonction de L*(Q2, F,P) telle qu’il existe z € R\ {0} pour
lequel f(w) = f(T,(w)) P-presque stirement. Alors f(T7w) = f(w) P-presque siirement pour
tout n € N. Alors, [, f2(w)dP = (Jq fdP)? par (2.23). Donc, f est une constante P-presque
sfirement. Donc le systéme dynamique (Q, F, P, T,, z € R?) est ergodique. O

82



I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

2.3 Asymptotiques de Wiener

Nous étudions dans cette section des propriétés des asymptotiques de Wiener qui sont utiles
pour montrer ’existence des exposants de Lyapunov et pour établir une estimation des grandes
déviations. Tout d’abord, nous définissons :

la probabilité de survie quenched jusqu’au temps ¢t du mouvement brownien en potentiel V' :
St = B exp(— /Ot V(Zow)ds),  t>0weQ (2.24)
et la probabilité de survie annealed jusqu’au temps ¢ du mouvement brownien en potentiel V'
Sy = BlSi.] = BBy [exp(— [ V(Zow)],  t20 (2.25)
Pour [ > 0, notons :
(=L, ={z = (21, -~ ,2q) €E R, —1 < x; < I, pour tout 1 <i < d}.

Le lemme 2.5 ci dessous joue le role du lemme 5.2 de [Szn98] dont la démonstration est basée
sur le lemme de Borel-Cantelli. Mais cette méthode qui utilise la propriété d’indépendance
ne fonctionne pas pour notre modele. Nous la remplagons alors par Iestimation (2.26) avec
I’aide du théoreme de Campbell qui donne la formule explicite de I'espérance du potentiel. Ce
qu’on obtient dans le lemme 2.5 est moins fort que [Szn98] et alors nous n’avons pas la vitesse

de convergence de la probabilié de survie S(t,w) quand t — oo pour notre modele comme le

—InS; o
t

stirement, (le lemme 2.6) qui est une partie importante dans la démonstration de la proposition

théoreme 4.5.1 de [Szn98|. Mais avec ce lemme, nous aurons lim; = 0, P-presque

3.10 de grandes déviations.

Lemme 2.5. Supposons § > %. 1l existe deux constantes ¢ > 0,e > 0 telles que pour tout |
suffisamment grand, il eviste un ensemble AD C Q, P(AD) > €, pour tout w € AV, (—1,1)?

contient une boule de rayon R := Ry, ot R, > c¢y(Inl)a et sur laquelle V(-,w) =0 .

Démonstration. Nous découpons (—I,1) en cubes de taille 2R. Les centres de ces cubes sont
numérotés zM, ... ™ n = (é)d respectivement. Notons B(z®), R) la boule de centre z*) et

de rayon R. Nous définissons, pour 1 < k <n :

Ay ={V(z,-) =0,Vz € Bz"™ R)}
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Posons A = U7_, A;.. Nous utilisons pour tout n > 1,
P(Ug=1Ax) = Z A= Y. P(An4)) (2.26)
k=1 1<k<j<n

Nous avons pour 1 < k < n,
P(Ay) = ]P’(w : B(w;, ;) N B(z™®, R) =0, pour tout i > 1)
=P(w: i:; 1o <y (Wi, 72) = 0) (2.27)
Notons £4 := £(B(0,1)) la mesure Lebesgue de la boule unité de R? Donc pour r > 0

L(B(0,7)) = Lgr?. D’apres le théoréme de Campbell, 32 1, ,0)<,4 gy (Wi, 73) suit une loi de
Poisson de parameétre pp = [ L4(r + R)%ds(r). Puisque

4 (d
/Ld r+ R)%ds(r) /Ld(S r+ R)r dr = 6L, (k) RAF /rk";’ldr (2.28)
k=0
Alors,
)
La(R+1)" < pp < — de(R+ 1)? (2.29)
Puisque,
AynA;={V(z,-) =0, Vz€ B"W R)UB®Y, R)}
= {Z (1{|wi—m(k)|§ri+R} + 1{|wi—x(j)\§ri+R}) = 0} (2.30)
=1

Alors,

P(A, N 4;) < P(Z L ju—a® | <r+ Ry A{ju—a) | <r4 R} (Wis Ti) = O) (2.31)
=1

ou AAB = (A\ B)U (B \ A). Remarquons que >-7%; 1,0 <+ RyA{ju—sz()|<r4r} SUit une loi

de Poisson de parameétre :

PR = /100 ( R 1{|U—J»‘(k>|ST+R}A{|u—z(j)\§r+R}du) or" " dr (2.32)

Donc,
P(Ax N Aj) < exp(—pr) (2.33)
(i) Si |q;(k) — a:(j)‘ = 2R, nous pouvons choisir un réel Ry = ¢R (0 < ¢ < 1 est une
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

constante) tel que pour tout 1 < r < Ry, L, = L(B(x(k), r+ R)N Bz, r + R)) <
sL(B(0,7 + R)). Alors, utilisons (2.28)

PR = / <2Ld(r + R)? — La]ﬁR)&”_& L
1
R 1
1
o 1
> 2/ Ld(?" + R)ddrflsfldr — 1/ Ld<7a + R)ddrféfldr _9 Ld(T‘ 4 R)dérf(s*ldr
1 n e

La(R+ Ry)'R;° (2.34)

1
> 2p d(R+ 1)+ ZLd(R + Ro)?Ry° —

46 —d 2(5—d

(ii) si [2® — 20| > 2R, alors Ry := W > 1. De méme qu’a (2.34),

pr= [ (2l + RY = 215 ) 5y
=2pRr — 2/ LﬂR(s"’f& Ydr > 2pp — 2/ a(r + R)4or—°"Ldr

26
> 2pp — cl(d)de o (2.35)

De (2.26), (2.33), (2.34) et (2.35), nous obtenons :

70 +d

La(R+ 1)+ 164

1
P(Up_ Ar) > nexp(—pr) — dn[eXp ( — 2R +

15—d La(R+ Ro)'Ry” )|

6 RI79) (2.36)

— n? exp(—2pp + 01—

En remarquant que Ry = cR, ou ¢ est une constante qui ne dépend que d, et § > d, nous avons :

_ 70+d dpb

Par (2.29) en notant que n = (%)d, nous pouvons trouver deux constantes positives ¢y, ¢y telles

que avec ¢;(Inl)i < R < ¢y(Inl)a, on a :

1

— <

Alors, utilisons (2.37), (2.29) en notant que § > ¢ nous obtenons de (2.36), pour ! suffisamment
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Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

grand, pour ¢;(Inl)a < R < ¢y(Inl)a :

1
P(Up_Ax) > nexp(—pgr) — canexp(—pr — La(R + 1)d + L4(R+ l)d) —2n? exp(—2pr)

45 —d

3
exp(—pr) — 2n* exp(—2pr) > —= (2.38)

>
- 128

|3

]

Comme un corollaire du lemme 2.5 et du théoreme 2.14 du chapitre I de la valeur propre
principale de Dirichlet, nous obtenons le lemme 2.6 suivant qui sert a la démonstration d’une

estimation de grande déviation du théoreme 3.10 du chapitre I.

Lemme 2.6. Supposons § > 43—d. Alors,

. —In St w
lim ——=
t—00 t

=0 P presque sirement (2.39)

Démonstration. Prenons [ suffisamment grand tel que le lemme 2.5 est vrai. Nous posons A :=
lim sup;_,,, A® ot AV est I'ensemble de I’énoncé du lemme 2.5. D’apres le lemme 2.5, il existe
une constante € > 0 telle que P(A®) > ¢ pour tout [ suffisamment grand. Alors P(A) > 0. Par
conséquence, pour tout w € A, il existe une suite {l;} — oo et une suite de boule { B(ug, Rx) }r>0
de R?, ott Ry > ci1(Inly) et V(-,w) = 0 sur B(ug, Ry). Alors, pour tout w € A, il existe une

constante ¢ > 0 telle que :

C

AV (w) (RY) < Av(w) (B(ug, Ry)) = Av=o(B(ug, Ry)) < I
k

Nous rappelons que pour un ensemble ouvert U de R% 0 < V € KY° A\ (U) est la valeur
propre principale Dirichlet de —%A+V dans U (voir la définition (2.13) du chapitre 1). Prenons

[, — oo, nous obtenons, pour tout w € A,
A (RY) =0 (2.40)

Nous avons que pour tout z € R% V(z,T_,w) = V(x + 2z,w) pour tout z € R? on T, := T}
est la translation donnée par (2.21) (la remarque 2.3). Alors, par la définition de Ay (U), nous

pouvons voir facilement que :
Aviw)RY) = Ay (RY)

Puisque (2, F,P,T,) est un systéme ergodique (voir le lemme 2.4), on en déduit que Ay () (R?)

est une constante. En le combinant avec (2.40), Ay () (R?) = 0 P-presque sirement. Puisque
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

V(-,w) € K¢ P-presque stirement, appliquons le théoréme 2.14 du chapitre I, nous avons que,

P presque siirement,

In St,w
0= Ny ) = fim =
O
Un analogue a (2.39) est vrai aussi pour le cas annealed,
Lemme 2.7. Supposons § > d. Alors,

-1
lim — 5% _ (2.41)

t—o0 t

Ce lemme dont la démonstration est plus facile que dans le cas quenched et est basée
principalement sur le théoreme de Campbell. Ce résultat va servir a la démonstration d’une

estimation de grandes déviations du théoreme 3.10 du chapitre 1.

Démonstration. Pour tout R > 0 et ¢ > 0, nous avons :

S, = EEO{eXp(— /Ot V(Zs, w))]

¢
{Eg[exp( /0 V(Zs,w)),TB(QR)N} , V¥ (z) = 0 pour tout x € B(0, R)}

>E
PV (x,w) = 0 pour tout x € B(0, R)] - Py[Ts(o,r) > t|
Plw = (wi,15) © Jwi| > R+ 13, Vi) - Po[Tpo,r) > t]

Plw

S Lugening = 0+ PolToon > 1 (2.42)

=1

D’apres le théoreme de Campbell, la variable aléatoire > 52, 1¢,,|<r+r,} suit une loi Poisson de

parametre :

/d /oo 1{|u|<r+R}dud§(T) :/ Ldé(,r + R)dr—(sfldr
R4 J1 1

Y k/ =01y

kO

= L40 Z Ode g

< L4 (R+1)% (2.43)

—d

87



Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

D’apres [Szn98] (voir 1'égalité 3.1.53), nous avons la propriété suivante pour le mouvement
brownien :

B [TB(O,R) > t] > (d) exp( (244)

R? )
oll Aq est principale valeur propre de Dirichlet de —2A dans B(0,1). De (2.42), (2.43), (2.44),
pour tout R >0ett>0:

4] Ad
Si > e(d)exp (- o5 (R+ 1)% — ﬁt) (2.45)
Si nous prenons R = t1/2? nous obtenons alors (2.41). O
Une autre propriété de S; est donné par le lemme ci dessous,
Lemme 2.8. Si0+v—d >0, alors :
/ St < oo (2.46)
0

La preuve de ce lemme se base principalement sur I'inégalité (2.47) dont la démonstration
est analogue a la proposition 5.2.8 de [Szn98] mais avec quelques modifications adaptées pour
notre modele. L’inégalité (2.47) sera aussi utilisée pour montrer que 'exposant de Lyapunov
quenched «(z) > 0 si x # 0 (voir (2.87)).

Démonstration. Tout d’abord, nous allons montrer qu’il existe des constantes ¢;(d, d,7), c2(d, 9, )

telles que pour tout R > 0 :
T
EE, [eXp ( — / e V(Zs, w)ds)} < ¢y exp(—eaR) (2.47)
0
En effet, appliquons le théoreme de Campbell :

EE[exp (- | T Y (2,0)ds)] =

o0 Teor)
= Eo{exp ( - /Rd/ 1 - exp(—/ r 1{|Zs_ugr}ds)>dudg(r)>}
Teo.p)
:Eo{exp( / 1—/ or L exp(— / r “’1{|Zs_u|gr}ds)dr)du)} (2.48)
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Pour tout r > 1, pour tout u € R, 7 Lgu<ry = 277 1<y 1f1<r<2y. Donc,

Tp(o,R)
/ or—0 “lexp(— / 1711z, —uj<rrds)dr
_ Tp(o,r)
/ (57“ exp 2 ’Y/O 1{\Z5—u|§1}1{1§r§2}d3)d7"

s _ B Tg(o,R)
=270 4 (1 —27) exp(—2 7/0 1( 7. uj<1}ds) (2.49)
De (2.48) et (2.49), on a :
TB(o,R)
JEEO[exp(—/ V(Zsw)ds)]
0
_s . [TBo,R
< Eo[exp ( —(1-2 )/Rd (1 - exp(—2 7/0 1{|Zs_u|<1}))du>] (2.50)

L’expression du membre droit de (2.50) dépend d'une fonction W (x) = 2771y,<1y dans la
notation de [Szn98] qui est a support borné. D’apres I'argument de la proposition 5.2.8 de

[Szn98] avec v =1 — 277 > 0, il existe deux constantes positives ¢i, ¢y telles que :

Ey {exp ( —(1-27) /Rd (1—exp(—27 /OTB(O’R) 1{zs—ug}))duﬂ <crexp(—cR)  (2.51)

Nous obtenons alors (2.47) de (2.50) et (2.51). Donc, pour tout R > 0,¢ > 0, nous avons :

(
> EFy| exp (-

(

(

:EEO:eXp — : V(Zs,w) ds TB(OR)>7§]
> BB e (- | V(Zyw)ds)| - Po(Tpiom > 1) (2.52)
On écrit Z, = (Z1,Z2,--- | Z%). Nous définissons en dimension 1,
op =inf{t >0: 7! € {R,—R}} (2.53)

le premier temps ou 'on atteint R ou —R.
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Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

L’inégalité de Markov nous donne :

Po(Tso,r) > 1) = P(mgtx |Zs| < R) < Po(mgtx 1Z;] < R)

EyloZ]
t2

= Py(op >t) < (2.54)

En dimension 1, appliquons la propriété de martingale du mouvement brownien, nous avons :
{(ZHt —6s(ZH? +3(Z1)% : s > 0} (2.55)

est une martingale. Alors, le théoreme d’arrét optimal nous permet de calculer :
Eolo%] = - R* (2.56)

En combinant avec (2.52) et (2.54), pour tout R > 0, > 0 :

Sy = EEO[eXp < — /Ot V(Zs,w)ds)} < cpexp(—eR) + gf: (2.57)

.. Bl
Nous choisissons R = t1i0,

fe’e) 1 fe'e) ') -
/ St < / Stdt+/ Sdt < 1+/ (e exp(—cat™ 1) + 75 )dt < oo
0 0 1 1

2.4 Existence des exposants de Lyapunov quenched

Dans cette section, nous allons montrer le théoreme 3.7 du chapitre I sur I'existence des
exposants de Lyapunov quenched «. Il est la limite presque sfire et dans L'(P) de la suite
W. Pour la démonstration, nous suivrons une méthode classique utilisant le théoreme
sous-additif de Kingman comme dans [Kes86], [Szn98|, [Zer98]. Toutefois, pour z,y € RY
a(x,y,w) n'est pas sous-additif, pour l'application du théoréeme de Kingman, nous allons le
remplacer par d(z,y,w) qui est une distance sur R? (le lemme 2.9) et que la différence entre
eux n’est pas trop grande (les lemmes 2.10 et 2.11).

Tout d’abord, nous remarquons que notre potentiel V' construit au (2.2) appartient tou-
jours & l'espace K¢ (voir I'argument aprés I'équation (2.20)), alors la théorie du potentiel est
nécessaire et utile dans notre travail.

La propriété de Markov forte du mouvement brownien est la clé pour montrer que a, est
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

sous-additif et que d) est une distance ((ii) et (iii) du lemme 2.9). La démonstration du lemme
2.10 est beaucoup plus compliquée. On doit utiliser des connaissances sur la mesure d’équilibre
ainsi que la formule de Poisson (le théoreme 2.17 du chapitre I) et l'inégalité de Harnack (le
théoréme 2.19 du chapitre I). Les démonstration en détails de ces lemmes se trouvent dans le
livre [Szn98] (page 221-225) (bien que le potentiel V' y soit défini de maniere différente, mais il
appartient toujours & l'espace K¢ et alors la preuve reste inchangée parce que nous utilisons
seulement des notions générales de la théorie du potentiel). Alors pour éviter la redondance,

nous ne les présentons pas ici.

Lemme 2.9. Soit 0 +~v —d > 0. Nous avons,
(i) ex(z,y,w),ax(z,y,w),ax(z,y,w) sont mesurables en w € 2, et pour tout w € § firé,
sont conjointement continus en (\,x,y) € RT x R x R4,

(ii) Pour tout z,y,z € R4, w € Q, ay(z,y,w) < ax(z, z,w) + ax(z, y,w) et
d)\(xava) < d,\(x,z,w) + d,\(z,y,w) (258>

(iii) Pour P p.s , pour X > 0, d\(-,-,w) est une distance sur R, qui induit la topologie

usuelle.

Rappelons de (2.9) de la section 2.2.2 du chapitre I que g(z,y,w) est la fonction de Green en
potentiel V(w). Pour comparer les différentes quantités entre a(z, y,w), ax(x,y,w), dr(z, y,w),

nous définissons :

Fi(z,w) = A+ 1n+(/ (1, T2, w)dx1drs) + sup V(- w) (2.59)
B(z,1)xB(z,1) B(z,1)

Lemme 2.10. [l existe une constante positive C(d) telle que pour w € QX > 0,2,y € R :

|z —y| > 4, nous avons :

max(|dx(z,y,w) — ax(z,y,w)|, |dr(z,y,w) — ax(z,y,w)|)
< C(1+ Fy\(z,w) + Fx(y,w)) (2.60)

Le lemme suivant a le role du lemme 2.4 de [Szn98]. Sa démonstration se fait avec quelques

modifications.

Lemme 2.11. Soit 6 +~v—d > 0. Pour1 <g<oo,R>0, ona:

E((/ go(z,z’,w)dzdz’)q) < 00 (2.61)
B(0,R)x B(0,R)
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et pour M >0 :

lim,eo—— sup Fi(z,w) <oo P p.s
ln]z 0<A<M

(2.62)

Démonstration. Pour d > 3, d’apres I'inégalité (2.12) du chapitre I, c’est évident que (2.61)

est vérifiée. Pour d = 2, en reprenant l'estimation (5.2.28) de [Szn98], nous avons, pour tout

R >0,

E((/JB(O,R)XB(O,R)QO(z7 w)dzd)')
< L(B(O,R))(/OOO ASE By exp(— /O qV(Zu,w)du)))q
— (BO.R)( [ s.ds)"

Alors, I'équation (2.61) se déduit du lemme 2.8.

Par la définition (2.59) de F)\(z,w), nous avons :

sup Fy(z,w) < M + ln+(/ go(x1, 22, w)dr1dry) + sup V(-,w)
0<A<M B(z,1)x B(z,1) A [—1,1]

Pour z € R, w € €, nous posons :

fz,w) =

Ty, Ty, w)dridx
/B(z,l)xB(z,l)gO( 15 L2, ) 1422

De (2.61), nous avons
o0 > E[f(0,w)?] = 2/0°° tP(f(0,0) > t)dt

> 2% kP(f(0,w) > k) > Cy Y P(f(z,w) > |z])

k=1 2€72

ou ('] est une constante. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons :

In f(z,w)

M0y o In |z|

< 00 p.s.

L’inégalité (A.2) de [Lacl2a] dit que pour tout L suffisamment grand,

1

P( sup V(,w)>InL) < ot

[—1,1)d
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Utilisons l'invariance par translation, on a :

1
> P( sup V(,w)>In |z|) < o < 00 (2.69)
zezd\{o}  ZH-L1¢ 2€29\{0}
Le lemme de Borel-Cantelli nous donne :
_ su _ Vi(,w
lim,5o0 P11 (,w) < 00 p.S. (2.70)
In |z|
De (2.64), (2.67) et (2.70), on enfin déduit (2.62). O

Nous sommes maintenant préts a montrer notre théoreme principal 3.7 de cette section, i.e,
'existence de I'exposant de Lyapunov quenched a(z) comme la limite presque sirement et dans
LY(P) de la suite %aA(O, nx,w). Pour ce faire, nous allons adapter 1’argument de la proposition
1.2 de [Szn94] ou le théoreme sous-additif de Kingman est appliqué a la suite de variables
aléatoires %d,\(O, nx,w). Les lemmes 2.10 et 2.11 seront utilisés pour estimer la différence entre
ax(0, z,w) et d\(0,z,w).

La démonstration du théoréme 3.7 du chapitre 1.

Démonstration. Nous appliquons ici le théoreme 2.8 de Kingman (chapitre 1). Rappelons que
pour x € RY T, := T} est donné par (2.21). Fixons z € R?\ {0}. Nous définissons, pour
0 <m <n, pour w € Q, X,;, n(w) := dyr(mx,nx,w). Nous avons :

(i) XommoT o = Xongins1;

(i) Xmn < X + Xgn pour tout 0 <m < k <n;

(iii) EX,,n > 0 pour tout 0 < m < mn;

(iv) E[Xo1] < o0.
En fait, (i) découle de V (2, T_,w) = V(z+z,w) pour tout x, z € R? et la définition de X, ,,, (ii)
découle du lemme 2.9, (iii) découle de la propriété non négative du potentiel V. Nous montrons
maintenant (iv). Pour x € R? z € B(0),A > 0,t > 0,w € Q :

e(z,x,w) = E,[exp(— /OH(I)()\ +V(Zs,w))), H(z) < o<

> Bulesp(— [+ V(Z,@), s 12— (= + 5@ = 2)) < 1

0<s<t

> P swp |7, - Sl < Dew (= [ (A s V(w)ds)

0<s<t yEB(z+3(z—2)|,1)
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Alors,

t
Ine(z,z,w) > In Pz( sup |Zs— (z+ ;(x —2)]) < 1)) - )\t—/ sup V(y,w)ds (2.71)
0 yeB(

0<s<t 242 (z—2),1)

La propriété du mouvement brownien (voir (4.5.20) de [Szn98]) nous donne existence des

constantes positives ¢, Ay :

1 42
PZ( sup |Zs — (z + §(£L' —2)]) < 1)) > cexp(—Agt — Lo —2] ) (2.72)
0<s<t t 2 t
De plus, nous avons :
sup V(y,w) = sup ZT " fuws—yl<ri} < ZT "ozt 3@z <ritry (2.73)
yeB(z+5(z—2),1) YEB(2+5(2—2),1) j=1 i=1
De (2.71), (2.72), (2.73) :
= o !$|2
a)(0,z,w) = Elg{o)lne)\(z,x,w) < —lnc+ N+ ANt + + ZT 1{‘%_(” (@—2))|<rit1}
(2.74)
Donc,
_ 1]z|?
E[CL)\(O,I‘,LUH < —-Inc+ (>\d + /\)t —l— —— +/ ZT l{lwl (42 (2 z))|<n+1}] (2.75)
En appliquant le théoréeme de Campbell :
t o —y t [e's)
/E[z:rZ 1{|wi—(z+§(x—z))\<ri+1}] :/ /d/ T71{|u_(z+%(x_z))‘qﬂ}dudzj(r)
o = 0 JrdJ1
t o]
= d _6_1_7\/ Lu—(z42(@—2))<r dud
/0/1 r P e )| <r+1yauar
)
<1200y ——— 2.76
- 5+ v —d (2.76)

De (2.75) et (2.76) en inter-changeant le role de 0 and x, nous avons que la condition (iii) est
vraie :

1 |z|? )
E[d)(0,z,w)] < —Inc+ (A\g+ N\t + 2|t + tzdadm (2.77)

L’inégalité (2.77) entraine que (iii) est vraie. Puisque les conditions dans (1), (i), (i4i), (iv) sont

satisfaites et puisque pour tout z € Z2, le systeme (Q,F,P,T,) est ergodique (voir le lemme
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2.4), d’apres le théoreme de Kingman, il existe une constante a,(z) telle que :

1 .1 1
klg& %dA(O,kx,w) = ICILIIOLO EE[dA(O, kx,w)] = ]irellg EE[dk(O,kx,w)] = a)(z) (2.78)
Il est facile de vérifier que ay(+) est une semi-norme dans R%. Si nous choisissons t = \/ i —

o+

nous obtenons de (2.77) :

1 L40
I _ d
ay(x) = kh_g)lo kIE[dA(O, kx,w)] < \/Q(Ad +A+2 - d)|$| (2.79)
Grace aux lemmes 2.10 et 2.11 :
lim UOE0w) o dORRW) (2.80)
k—oco k—oo k

d(0,nx,w)
n

Maintenant, on va montrer que la suite est uniformément intégrable. Pour p > 0, une

suite | Xg|P est uniformément intégrable si pour quelques € > 0 :
sup E[| X3 [PT] < o0 (2.81)
k

Comme pour (2.74), pour tout n > 1,n € N| il existe une constante K (d) > 0 telle que :

dnz,(n+1)z) < K(d) + X+ |2+ sup V(,w):= X(nz) (2.82)
B(nz,|z|+2)
Pour s >0 : -
sup V(',W) < Zr;vl{\wi\gri—&—s} (283)
B(O,S) i=1

Le théoreme de Campbell nous donne :

[e.9]

E{exp (az r{71{|wi|9i+s}ﬂ = exp (/loo 6Lg(r 4 8) 07 (e — 1)d7’) < 00 (2.84)
i=1

sia>0etsid+y—d>0. Alors supp 4 V (-, w) a tous les moments finis. Utilisons I'invariance

par translation, la suite X (kz), k > 0 a la méme loi avec tous les moments finis. Puisque d(-, -, w)
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est une distance, pour k£ > 0,

(1042 < LB Xy
,j(kE[ZO (n)?]) = E[X(0)?] < oo (2.85)

d(0,kz,w)
k

La condition (2.81) est maintenant vérifiée, la suite { .k > 0} est uniformément inté-

grable. Puisque 0 < a(0, kz,w) < d(0, kz,w), la suite {%, k > 0} est aussi uniformément

intégrable. En le combinant avec (2.80), nous obtenons la convergence dans L'(P) de “ a(0, kx a(Okzw)
0,k 0,k

T UL e P (UYL B (2.86)
k—o0 k—o0 k

Nous montrons maintenant que a(z) est une norme. Pour k > 1,z € Z< tel que k|z| > 1, par
I'inégalité de Jensen et (2.47) :

E[lnex(0, kz,w)] < InElex(0, kz,w)]

T x| —1
< InEEy[exp(— / PO (2, w0)ds)] < ney — eolkla] — 1) (2.87)
0

Alors pour z € R?\ {0}, ax(z) = lims_,e 1 E[a(0, kz,w)] > o]z > 0. Il en déduit que a(-)
est une norme. Pour la continuité de a en A\, nous pouvons utiliser le méme argument dans le
théoréme 2.5 de [Szn98]. O

2.5 Théoréme de la forme limite

Le théoreme de la forme limite est une propriété importante qu’on a réussi a montrer pour
plusieurs modeles. Si on travaille sur des modeles indépendants, il y a une version de [Kes86]
pour la percolation de premier passage, une version de [Szn98] pour le mouvement brownien
dans un potentiel poissonnien, une version de [Zer98| pour la marche aléatoire dans un potentiel
aléatoire, etc. Méme si on est dans la situation de stationnaire, avec une condition un peu plus
forte, Boivin [Boi90] nous donne une version pour la percolation de premier passage. En 2010,
Bjorklund [Bjo10] a prolongé le résultat de [Boi90] pour un contexte plus général (c’est le
théoréme 2.11 du chapitre 7). Maintenant nous 'utilisons pour montrer notre théoreme 3.8 du
chapitre I, i.e, sous la condition d + v — d > 0, pour tout A > 0 la convergence de la suite

. , . 0,z, . dx(0,z, . . .
des variables aléatoires % ainsi que %, est uniforme en toutes les directions quand
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I11.2 Exposants de Lyapunov en potentiel poissonnien a longue portée

|z| — oo vers 'exposant de Lyapunov quenched a () :

1
lim —|ax(0,z,w) — ay(z)| = 0.

La démonstration du théoréme 3.8 du chapitre 1

Démonstration. D’apres la partie (iii) du lemme 2.9, nous avons que d, (-, -, w) est une métrique
aléatoire sur Z%. Par la remarque 2.3, dy(z,y,T_.w) = d\(z + 2,y + z,w). Donc, dy(z,y,w)
est une semi-métrique aléatoire sur Z¢, modélisée sur 'espace (2, F,P) avec une Z?-action
ergodique {7 },cza (voir les définitions 2.9 et 2.10 du chapitre I). Comme dans (2.82) et (2.84),
nous avons que

dr(0,z,w) < K(d) + A+ |z]*+ sup V(,w) (2.88)
B(0,|z]|+2)

a tous les moments finis. Par conséquence, toutes les conditions du théoréme 2.11 du chapitre

1 sont satisfaites. Il existe donc une semi-norme sur R? telle que :

d\(0,z,w) — L(x)

|z|—00,z€Z¢ |ZL’|

=0 (2.89)

Pour z fixé dans Z? \ {0}, nous prenons z = kx, alors limy_, || = 0o et :

d)\<0a ]{.2?, Ld)

khﬁrgD . = L(x) (2.90)
Théoréme 3.7 nous donne, pour tout = € Z%. :
ay(z) = L(x) (2.91)

Pour x € R? notons # le point de Z? le plus proche z. Alors, |z — #| < Vd. Pour tout
r e R\ {0} :

|dA(0, 2, w) — ax(z)] _ |dr(0,z,w) — dx(0,Z,w)| N |d (0,2, w) — ax(Z)] N lax(2) — ax(x)]

] | || |z]
< |d(§c,Ax,w)| @ |d,\(07£,wA) — ax(2)] ' @ ay(x — 1) (2.92)
2| ] 2] | ]
Par (2.88) :
dy(2,7,w) < K(d)+ A+ sup V(,w):=Y(3,w) (2.93)
B(&,7/d+2)
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Puisque Y (%), 4 € Z% sont de méme loi et tous leurs moments sont finis :

Y(Z,w)

elvoo B fa ame [

= 0, PP presque stirement. (2.94)

lim ) (2.95)

De (3.6) :
_ 5 2(Ag + A+ 24220 )|z — ¢
lim ay(z — ) < \/ (Ad )l | _0 (2.96)
De (2.92), (2.94), (2.95) et (2.96),
lim 12050 Za@)] (2.97)

En la combinant avec les lemmes 2.10 et 2.11, nous obtenons,

|ax(0, 7, w) — ax(x)|

lim < lim |a>\<07x7w>_d)\(0,l',w> n

2.6 Existence des exposants de Lyapunov annealed

Comme dans le cas a portée finie [Szn98] et pour le modele marches aléatoires en potentiel

aléatoire Flury [F1u07], nous définissons pour A > 0 et y € R les quantités basiques :

éx(y) == Elex(0,y,w)] (2.98)
bA(y) == —1Inéx(y) (2.99)
bi(y) = — Juf ey —2) (2.100)

Dans cette section, nous allons montrer le théoreme 3.9 du chapitre I sur l'existence et ainsi

qu’une forme limite pour des exposants de Lyapunov annealed, i.e, sous la condition y+d—d > 0,
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il existe une norme By = Bx(d,7,d) : R — R telle que pour tout M > 0 :

!bx( ) = Ba(z)[ =0 (2.101)

lim su
L0 0<,\£M |z

La démonstration de ce théoréme est analogue a celles des théoreémes 3.7 et 3.8 du cas quenched.
De plus, puisque |%‘b,\(x) est une suite des réels (pas des variables aléatoires), le cas annealed
est certainement plus facile que le cas quenched. Pour I'existence de 3(z), nous allons montrer
que by(x), z € R? est sous-additif (voir le lemme 2.13 ci-dessous) alors que la différence entre
les quantités by et by est donnée dans la proposition 2.16 dont la démonstration a besoin d’une
inégalité de Harnack (2.107) pour é, (voir le lemme 2.15). Tout d’abord, nous commencons par

une remarque suivante,
Remarque 2.12. Pour tout A > 0,y € R¢, on a é,(y) = Elex(—y, 0,w)]

D’apres le théoreme de Campbell et I'invariance par translation du mouvement brownien,

éx(y) = EOE{exp ( /H(y)(A + V(Z, ))ds) H(y) < oo}
= F {exp /]Rd 1 —/ or 0 “lexp(— /H(y) 1717, —u|<ryds)drdu) — )\H(y)),H(y) < oo}

H(0)
= E_y[exp /]Rd (1-— / or 0 exp(— /0 T 1|7, —u|<ryds)drdu) — )\H(O)),H(O) < oo}

=E(ex(—y,0,w)) (2.102)

Le lemme suivant est analogue au lemme 3.1 du chapitre 5 de [Szn98]

Lemme 2.13. (i) Pour A >0 et z,y € R, nous avons :
ba(z +y) < ba(x) +baly) (2.103)

(i) ba(y) et bx(y) sont conjointement continus en (\,y) sur RT x R

Démonstration. (i) Nous reprenons les arguments de [Szn98|. Pour tout a,b > 0 :

1 4 exp(—a — b) — exp(—a) — exp(—b) = (1 —exp(—a))(1 —exp(—b)) >0  (2.104)
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Alors, pour 6 > 0 et u(r),v(r) > 0 ot u(r),v(r) sont des fonctions de la variable r :

o = exp(—u(r) — vir) + exp(—u(r) + exp(—v(r))dr) < [T ot =1
(2.105)

Nous obtenons

1-— / o Lexp(—u(r) — v(r))dr
1—/ or°Lexp(— (1 —/ 6L exp(—v(r))dr) (2.106)
Donc, pour z,y € R% 2 € B(0), A > 0, en utilisant I'égalité ( 2.48) et la propriété de
Markov forte :
ex(z+y—2)

= IEEZ[exp ( - /OH(Hy) A+ V(Zs,w)ds), Hz+y) < oo}

H(z+y)
= Ez[exp ( /d 1 —/ 6r 0 Lexp(— / ! T_“’l{‘zs_ugr}ds)dr)du —AH(z + y)),
R

H($+y)<oo}

H(z+y)
> B, {exp ( /d 1 - / 6r L exp(— / r’”l{‘zs_u‘q}ds)dr)du — AH (z + y)),
e <

H(z) < H(z +y) < oo]

(2.106)

H(z)
> B, [exp ( /d 1 —/ or—0 exp / r‘”l{‘zs,u‘q}ds)dr)du — )\H(;E)),
e <

H(z) < oo}

H(z+y)
inf FE. [exp( /d 1 —/ or°Lexp(— / ! 7"_71{‘Zs_u‘§r}ds)dr>du — \H(x +y)>,
R

z'€B(x)

H(:):+y)<oo}

= éx(z — z) exp(—bx(y))( invariance par translation du mouvement brownien)

Nous obtenons alors by(z +y) < bx(z) + br(y).
(ii) est completement analogue au cas quenched.
O

Nous présentons ici une inégalité FKG de Janson [Jan84] pour les processus de Poisson.

Elle est utile pour montrer 'existence des exposants de Lyapunov annealed. Une fonction a
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valeurs réelles d'un processus de Poisson f : 2 — R est dite croissante (ou décroissante) si
fw) < f(W) (f(w) > f(w')) pour tous les w,w’ € Q, w C W'.

Lemme 2.14. Soient f et g deux fonctions mesurables et croissantes (ou décroissantes) d’un

processus de Poisson sur un espace de probabilité (2, F,P). Alors :
Elf(w)g(w)] = Ef (w)Eg(w)

En s’inspirant de la méthode présentée par [[Szn94], (1.41)] pour montrer des inégalités de
Harnack, et en combinant quelques propriétés de théorie du potentiel et les estimations (2.109)

et (2.111) spécifiques a notre modele, nous obtenons,

Lemme 2.15. [Inégalité de Harnack dans le cas annealed] Soit v+ —d > 0. Pour tout M > 0,
3B < oo, VA € [0, M], pour tout z,2' € B(0) et y € R%, |y| > 3, nous avons :

<B (2.107)

Démonstration. Pour tout z € B(0),y € R4, |y| > 3, d’apres la propriété de Markov forte,

ey — 2) = EE. [exp (— /OH(y)(A +V(Z,))ds), H(y) < o]
B [exp (- | POV N+ V(Z,))ds) exp (- / Z;j;
B[ (~ [ O V2 Ery oo (< [ O VIZ)s), Hiy) < o]
= E.[exp(~ATp(02) E[exp (- /0 oo (V(Z4))ds)
By Lop (= [ O V(Z))ds), Hly) < o] |

> F, [eXp(-)\TB(072))E[eXp ( . /OTB(O,2) (V(Zs))d8>:|

(A +V(Z.))ds), H(y) < oo

[exp (- /OH(y)()\+ V(Z.))ds), H(y) < oo|| (2.108)

ZTB(0,2)

On a utilisé le lemme 2.14 pour la derniere inégalité de (2.108). De plus, pour tout z € B(0),

101



Chapitre III. Mouvement brownien en potentiel poissonnien

P, presque stirement, d’apres le théoreme de Campbell, comme dans (2.48), nous avons

E{exp ( - /OTB(Q?)(V(ZS))dS)} — exp /100 sp—0-1 /Rd (exp(— /OTB(O,2) Py g rds) — 1)dudr}

- oo T
= exp / (57’7671 / (exp(—/ ne T‘i’yl‘u,ZSKrdS) — 1)dud7’]
-J1 B(z,r+2) 0

> exp /100 (GXP(—TB(O,Q)T_W) - 1>£d5(7’ + 2)d7*_5_1dr}

(2.109)

Utilisons l'inégalité e — 1 > —x pour tout z > 0 et la condition v + o — d > 0, nous avons

alors de (2.109), pour tout z € B(0), P, presque strement,

]E[exp ( _ /OTBm,z) (V(Zs))ds)} > exp {_ 345.L 4 T(02) /1°° T—v—é—d—ldr}

3460
= eXp(_i7 s _d p TB0,2)) (2.110)
De (2.108) et (2.110) :
. 396.L 4 .
6)\(3/ — Z) > Ez{exp ( — ()\ + m)TB(Og))e}\(y — ZTB(0,2))} (2111)

Maintenant, nous allons continuer en reprenant argument de [Szn94]. Posons k := (A, 7,4, d) :=

(A4 %)0, k €]0, 0o[. En utilisons 'inégalité de Jensen et le lemme 2.18 du chapitre 1, nous

avons :
E.| exp(—KT02)éx(y = Zry)| > B[ exp(—rho(2, Zryop sy = Zryo,)|  (2.112)
ou hy(-,-) est donné par (2.16) du chapitre 1. D’autre part, d’apres (2.108),
exty—z) < E,(éx(y — ZTB(O,Q))) (2.113)

D’apres la formule de Poisson (la proposition 2.17 du chapitre 1), nous avons, pour tout z, 2’ €

B(0),

Ez(éA (y - ZTB(O,Q))) < SUPp(0yx8B(0,2) UO('v )

~ - 2.114
E, (Q\(y - ZTB((),Q))) 1nfB(0)><8B(0,2) Uo('; ) ( )

ou vg(,-) est le noyau de Poisson pour un mouvement brownien (voir la proposition 2.17 du
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chapitre 1). En utilisant (2.111), (2.112), (2.113), (2.114), pour tout z, 2’ € B(0) et pour |y| > 3,

Ez(é/\(y - ZTB(O,Q)))
EZ’(éA(y - ZTB(o,Q)))

su ol -
< exp(k sup ho(-,+))~ PB(0)x8B(0,2) o)
B(0)xdB(0,2) inf 5(0)xa5(0,2) Vo (- -

¥4
A A ha(-. -
U < elrsuphol., )

< 00 (2.115)

]

La proposition ci-dessous nous permet de comparer la différence entre by(y) et by(y).

Proposition 2.16. Soit 6 > d. Pour tout M > 0, nous avons, pour tout M >0 :

lim sup i|b)\(y) —b(y)| =0 (2.116)

v= o< |y

Démonstration. La démonstration découle de I'inégalité Harnark pour é (le lemme 2.15) et les
définitions de by et by. O

La démonstration du théoréme 3.9 du chapitre I

Démonstration. Puisque by(-) est continu sur R? (voir (ii) du lemme 2.13), elle est bornée
uniformément sur les sous-ensembles compacts de R?. Alors d’apres sa propriété sous-additive

(voir (iii) du lemme 2.13), pour tout z € RY, il existe un réel non négatif By (z) tel que
o1 =
Jim 1Ba(ke) = juf (ko) = G2 (0) 2.117

Il est facile de vérifier que 35(+) est une semi-norme dans R?. De plus, il existe une constante

¢ > 0 comme dans (2.87) telle que pour tout z € R, nous avons c;|z| < By(x). Donc, B(+) est

une norme sur RY. Utilisant I'inégalité de Jensen et I'inégalité (2.77) avec t = kz] —
V20t )
nous avons pour tout z € R%,
- L40
ba(z) < E(ax(0,z,w)) < \/Q(Ad + A+ Zde—d)m = C)|z| (2.118)

et fi(z) < ay(z). Pour la forme limite (3.8), il suffit de montrer que si x; — 0o et limy_ o0 o =

e € 541 nous avons :

1 -
lim sup —|by(zx) — )| =0 2.119
dim s ka|’ A@n) — Ba(w)] ( )
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Un argument classique sera maintenant utilisé. Prenons ¢ € QNJ0,1[ et v € Q% et M € N tel
que Mv € Z% et |v — e| < €. Nous posons z}, := L%J Mv € Z% ot pour t € R, |t] est le plus
grand entier inférieur ou égal a t. Alors, pour k suffisamment grand, |z, — )| < €|zg| et en
utilisant (2.118), (2.117), et |[v —e| <€,

1 - ba(e —x3) | 1balzh)  ba(wh)| | balap) T,
@VA(%) — Ba(ag)| < 2] + ’ PR ‘ ’ F 5A(U)’ + ‘@(U) - Bx(w)'
<2eCh+ (e+¢) |81‘1p1 Baly) < 4eC)y (2.120)
ylI<

Nous obtenons alors (3.8). Grace & la proposition 2.16, nous pouvons remplacer by (z) par by (z)
dans I’équation (3.8). O

2.7 Estimation des grandes déviations

Tout d’abord, nous définissons,

la loi quenched des trajectoires jusqu’au temps ¢ du mouvement brownien en potentiel V'

1 t
dQ;., = — exp ( — / V(Zs,w)ds>dP0, t>0,weN (2.121)
’ Stw 0

)

et la loi annealed des trajectoires jusqu’au temps ¢ du mouvement brownien en potentiel V'
1 t
AQ: = = exp —/ V(Zw)ds)d(Py@P), >0 (2.122)
t 0

ou Sy, et S; sont les constantes de normalisation données par (2.24) et (2.25) du chapitre 3
respectivement.

La fonction de taux par rapport a (), de 'estimation des grandes déviations sera donnée par,

I(z) :=sup(ax(x) — \), z € R? (2.123)

A>0

La fonction de taux par rapport a ; de 'estimation des grandes déviations sera donnée par,

J(x) :=sup(Br(z) — A), r € R (2.124)

A>0

Remarque 2.17. D’aprés les théorémes 3.7 et 3.9, nous avons que I(x) et J(x) sont des

fonctions non négatives, convezes, continues sur R? et cp|x| < J(x) < I(z) pour tout x € R%.

Une méthode proposée par [Szn98| pour étudier quelques estimations de grandes déviations
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pour le mouvement brownien en potentiel poissonnien est d’utiliser ’application des exposants
de Lyapunov. Cette idée est aussi utile pour la marche aléatoire en potentiel aléatoire (voir
[Zer98] et [Moul2]). Dans notre modele, le potentiel V' est défini par d’'une maniere différente
(longue portée) de celui de [Szn98] (portée infinie) mais il appartient également & I'espace K4°.
Nous avons aussi montré 'existence des exposants de Lyapunov et les théoremes de la forme
limite dans les sections précédentes. Alors, nous pouvons suivre le méme argument que [Szn9§|
(la page 249). Pour tout ¢ > 0, ensemble borné A de R?, il existe n; > 0 et xy, xo, -+, T,

appartenant a A tels que n; croit au plus polynomialement en ¢ et
tA C By := UL B(xg, 1)
Alors, par les définitions de S;, et @, nous avons, P-presque stirement, pour tout A > 0,

¢
exp(—At) St wQrw(Zt € tA) = exp(—A\t)Ey[Z; € tA,eXp(—/O V(Zs,w)ds)]

< Eylexp(— /0 O V) (Zos w)dt), H(LA) < ]

t

6/\(0, T, w) < ny 12}5?5” 6)\(07 T, CU)

IA
i 3

1
Donc, pour tout ¢ > 0, ensemble borné A de R¢,

In St,w

1
+limsup —InQy (2, € tA) < — i%f ay(z), P-presque strement (2.125)

—A+ lim
t—o00 t—o0 t

De méme pour le cas annealed, nous avons aussi,

1 1
—A+ lim ntSt + lim sup ; InQ(Z € tA) < — igf Ba(x). (2.126)

t—o00

En conséquence, nous obtenons dans le théoreme 3.10 du chapitre I une borne supérieure d’une
estimation de grandes déviations.

La démonstration du théoréme 3.10 du chapitre I

Démonstration. i) Si 6 > %, d’apres le lemme 2.6,

. —In Stw
lim ———=

Jim ; =0 P presque stirement.

En la combinant avec (2.125), il découle que (3.9) est vraie pour tout ensemble borné de R

Si A est un fermé quelconque de R?, I'argument est suivi exactement comme a la page 250 de
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[Szn98].

ii) Si 0 > d, d’apres le lemme 2.7,
. —1In St
lim =
t—o0 t

Alors, de méme qu’au cas quenched, nous pouvons suivre le méme argument que dans le théo-
reme 4.5 du chapitre 5 de [Szn98] pour obtenir (3.10). O
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Annexe

1 Démonstration du théoréme abstrait 1.2 du chapitre
11

L’objectif de cette section est de prouver le théoreme abstrait 1.2. Nous allons utiliser
I'argument basé sur la preuve du théoreme 1.14 [Cox80]. Nous supposons toujours que les
hypotheéses du théoreme abstrait sont satisfaites. Nous rappelons que D est I’ensemble des
fonctions de répartition F' qui attribuent la probabilité 1 a l'intervalle [0, +oo[ et telles que
F(0) < 1. Et D; dénote le sous-ensemble de D qui contient les fonctions de répartition de

moyenne finie. Dy est un sous-ensemble quelconque de D;.

Lemme 1.1. Soit G, € Dy, F,, F € D, telles que F < F, et F, % F. Si F, x G,, < F pour

tout n suffisamment grand, alors :
[1(F) = u(B)] < en(F)A(F) [ dGa() (L)
En particulier, si [tdG,(t) — 0, alors pu(F,) — u(F).

Démonstration. En utilisant la propriété de monotonicité de p ( la condition (i) du théoreme
1.2), nous avons u(F,) < w(F) < pu(F, x Gy). Alors |u(F,) — w(F)| < p(F, x G,) — pu(Fy).
D’apres (i) :

H(Fn 5 G) < plBy) + e (Fa) fu(Fa) [ 1Ga(t) < () + ex(F)fi(F) [ tdGi(t),

Notons que lim,, o fi(F,) = fi(F) si F,, = F. Nous obtenons u(F,) — u(F) si [tdG,(t) —
0. [
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Lemme 1. 2 Soit F € Dy. Supposons que to = sup{t : F(t) = 0} > 0. Alors |u(F) — u(F})| <
28y (F )fl( ) pour 0 < & < ty, o F5 est donnée par la définition 1.3 du chapitre I1.

Démonstration. Soit G¢ la fonction de répartition concentrée en 2§. Donc ﬁ’t% *Ge < F < Ft%
et alors pu(Fr) < pu(F) < p(FS + Ge). D'aprés la propriété (ii),

|u(F) — M(th()” < /L(tho * Ge) — H’(tho) < 2§Cl(ﬁ’t%)fl(pt€0) < 2501(F)f1(ﬁt%)

Remarque 1.3. Pour tout ty > 0, nous avons limg_,g ﬁfo = [to,

Démonstration du théoréme 1.2 du chapitre 11
Par la propriété de monotonicité de p, nous pouvons supposer que F,, > F' pour tout n.
L’idée principale est de construire une suite de fonctions de répartition satisfaisant [ tdG,,(t) —
0 quand n tend vers oo et F, * G,, < F' pour tout n. D’abord, nous introduisons la métrique
de Lévy p :p(M,N) = inf{e > 0 tel que M(t —€) —e < N(t) < M(t+¢€)+e,—00 <t < 400}
La convergence pour la métrique p est équivalente a la convergence faible. Puisque F,, = F,

€n = 2p(F,, F) — 0 quand n — oo.

£(t)
F(t)+e
Soit b = inf{t : F(t) = 1}. Si b = 400, prenons une suite t, telle que lim, ,t, = 0o et

ler cas : F'(0) > 0. Pour ¢ > 0 fixé, 'application ¢ est non décroissante en t.

F(t,) < F(F0§ Jr) Définissons une suite de fonctions de répartition G, par,

0 sit <e,
Gu(t) = F(t,) sie,<t<t, (1.2)
F(t) sit, <t,

Puisque F' a la moyenne finie, lim,,_,, [ tdG,(t) = 0. Nous expliquons que pour tout ¢, F,, %
G,(t) < F(t). Nous avons F, x G,(t) < G,(t) < F(t)sit<e, out>t,. Sie, <t <ty

Eyx Gy(t) = Fo(t — €,)Gnlen)
< [F(t) + En] ( n)
F(t)+e,  F(0)
STED R0 e 10
< F(t) (13)

Notons que la premiere inégalité de (1.3) découle de lim,, o €, = 0; la deuxiéme découle du
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1 Démonstration du théoréme abstrait 1.2 du chapitre II

F(t)

choix de t,,; la derniere découle de la propriété de monotonicité en ¢ de la fonction

Maintenant toutes les conditions du lemme 1.1 sont vérifiées, nous obtenons lim,, ,u(;’(:)%:
pu(F).
Si b < 0o, posons ¢, = % et définissons :
0sit <e,
Gn(t) == {qnsie, <t <b (1.4)
F(t)sib<t,

Comme dans le cas b = oo, nous avons lim, o, [tdG,(t) = 0 et F, x G,(t) < F(t). Nous
appliquons le lemme 1.1 pour obtenir lim,, ., u(Fy,) = u(F).
2éme cas : F(0) = 0 et tg = sup{t : F(t) = 0} = 0. En utilisant 'argument du lemme 1.2,

nous avons pour tout & > 0

|u(Fe) — p(F)| < Eer(F) f1(F) (1.5)

ot F¢ est donné par la définition 1.3 du chapitre II. Notons que F¢(0) = F(§) > 0 et Fr > F
pour tout £ > 0. Suivons 'argument du ler cas , remplacons F' par [, choisissons G, par
rapport a Fy telles que F), * G,, < F¢ pour tout n et utilisons la condition (ii) du théoreme 1.2

pour obtenir,

H(FS) < plFu Go) < p(F) + () fu(F) [ 4G (1) < pu(F) + eu(F)u(F) [ tdGa(t) (16)

Il en découle
liminf () > u(Fe) > p(F) — €1 (F) fi (Fe)

n—00
Prenons & — 0. Puisqu’une fonction de répartition est partout continue a droite, lime_,q Fx = F.
D’apres la condition (ii), nous avons que limg_,q f1(F¢) = fi(F) < oo, et alors {cy (F) fi(Fe) — 0.
Donc, liminf,, ., u(F,) > p(F).

3éme cas : ty = sup{t : F'(t) = 0} > 0. Prenons £ > 0 tel que t;, := to — & > 0. Par le lemme
1.2:

W(F) = p(F5)| < 261 (F) fu(E) (1.7)

Puisque 0 = F(t})) = lim,_, Fy,(t,), donc, pour n suffisamment grand, F,(t;) < ¢ (¢ > 0 est la
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Annexe

constante de la condition (iii) du théoreme 1.2). La condition (iii) du théoreme 1.2 nous donne,

|N(F£6) — u(F,)] < 02(Fn)f2(t6a F,) < C2(F)f2(t67 F,)

Puisque 0 = lim,,_, F,(t}), il en découle par la condition (iii) que lim,, ., fa(t,, F) = 0. Alors,

lim p(F,) = lim p(F) (1.8)

n—oo n—oo

Notons que Ft%(t{)) > 0 et Ffo(t) = FTtL6(t) = 0 pour t < t;. La technique du ler cas peut
étre utilisée pour construire une suite de fonctions de répartition telles que [tdG,(t) — 0 and
Fox G, < Ef. De la condition (i) du théoreme 1.2,

HES) < u(E = Ga) < p(FS) + e FO)Fi(FD) [ 1dGalt)
< W(FD) + e (F) fi(Fb) [ taGa(t)
Puisque lim,,_, Fff) X o, alors lim,,_ oo fl(Fng) = f1(F%) < 0o. Il en découle que,
liminf p(Fl0) > p(Fy,).
En la combinant avec (1.7) et (1.8) :

lim inf u(F, ) = liminf u(F20) > p(Ff) > p(F) — 26e1(F) fi(Ff)

Prenons £ — 0 en remarquant que limg_,o fl(ﬁt%) = fi(F"), on a liminf, . pu(F,) > u(F).
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