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CF(IR;R) ensemble des fonctions f(z) de R dans R qui sont contintiment

dérivables £ fois
CY2(R xIR™; R) ensembles des fonctions V (¢, z(t)) définies sur IRy xIR™ de classe C' par
rapport au temps ¢t € IR et de classe C? par rapport a la variable x € IR™.
(Q,F,P) espace probabilisé
P{.} mesure de probabilité

E{.} espérance mathématique
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Ly ([0, 00) ; R¥)

espace des processus stochastiques non anticipatifs de carré-intégrables

au sens de HfH%z

Loo[0,00) (ou L) espace des signaux continus & amplitude finie sur [0, c0) vers R"

o]
2
112,

Il

sgn(z)

In
P>0,P>0
P>Q, P>Q
tr(A)

rang(A)
det(A)

Re(A)

Im(A)
AL
ker(A)
A(A)

)\max (A) 5 )\min (A)

o(A)
AT A-T
AH A-H

4-1
At
At
®

S
aVb

Xiv

norme euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice (ou norme de Frobenius notée ||.| )
— B IOt = [ BUSGIP}dt < oo, avee () =(F(1) om0 ERE,
par rapport a (Ft)te[o,oo)

norme euclidienne d’un vecteur ou norme spectrale d’'une matrice

signe de x € R

logarithme népérien

matrice P symétrique définie (resp. semi-définie) positive

P—@Q >0 (resp. P —Q > 0) pour P, () symétriques € R™*"

trace de A € R™*"™

rang de A € R™™

déterminant de A € R™*"

partie réelle de A

espace image de A : {y tel que y = Ax}

matrice Z telle que AZ =0 et [AT Z} de rang maximal

noyau de A : {z tel que Az = 0}

valeurs propres de A € R™*"

valeur propre de module maximal (resp. minimal) de A € R"*"

valeurs singuliéres de A € R™*™

transposée de A (resp. de l'inverse de A) € R"*™

transposée hermitienne de A (resp. de l'inverse de A) € C™*™
(transposition du complexe conjugué)

inverse de A € C™*", det(A) #0

pseudo-inverse de A € R™ ™ vérifiant AATA = A

pseudo-inverse réflexive de A € IR™*™ vérifiant AATA = A et ATAAT = AT
produit matriciel de Kronecker

somme directe de deux espaces

maximum des réels a et b



1,0 matrice identité (resp. nulle) de dimension appropriée

L., Opxm matrice identité (resp. nulle) de dimension n x n (resp. n x m)

diag(Ay,...,Ap) matrice diagonale constituée avec les éléménts de la diagonale des
matrices A; € R"", i=1,....p

bdiag (A1, ..., A,) matrice bloc-diagonale constituée avec A1,..., A, (4; € C™*™)

matrices A; € C"*"i=1,...,p

A A . e T )
matrice partitionnée telle que le symbole (1,2)" représente le
(1,2)7 Ag
transposé du bloc (1,2), soit AL,
Abréviations

EDO Equations Différentielles Ordinaires

EDS Equations Différentielles Stochastiques

EADO Equations Algébro-Différentielles Ordinaires

EADS Equations Algébro-Différentielles Stochastiques

p-s.  presque stirement : la probabilité d’un événement F' est presque siire si cet
événement se produit avec une probabilité égale & un (c’est-a-dire P(F) = 1)

LBR Lemme Borné Réel

LBRS Lemme Borné Réel pour les systémes Stochastiques

LMI Inégalités Matricielles Affines (pour Linear Matrix Inequalities)
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Introduction générale

Dans le dictionnaire “Le Petit Robert”, ’adjectif “stochastique” trouve son origine dans le
terme grec “stokhastikos” qui se traduit par “conjectural”’, ce dernier venant du latin “conjectura’.
Avant son usage mathématique, ’adjectif stochastique servait donc & désigner des situations ou
des phénoménes qui sont (au moins en partie) le fruit du hasard ou dont le déterminisme n’est pas
absolu. Cet adjectif est aussi lié aux conjectures qui sont des opinions fondées sur des probabilités
ou des apparences (on parle d’hypothése, de supposition, mais aussi de prévision ou de pronostic
lorsque ces conjectures portent sur 'avenir) ou des opinions fondées sur des hypothéses non
vérifiées (présomption, soupgon, ... ).

Entre la fin du XIX®™° siécle et le début du XX®™€ siécle, I’adjectif stochastique a été employé
avec une définition mathématique précise en théorie des probabilités afin de décrire des phéno-
meénes imitant le mouvement brownien de fines particules accomplissant des “marches aléatoires”.
Le terme “brownien” vient du nom d’un naturaliste écossais, Robert Brown, qui a observé des
mouvements de particules & l'intérieur de grains de pollen. Il n’est pas le premier & avoir fait
cette observation, mais il a montré la réalité “objective” du mouvement brownien en prouvant
qu’il n’est pas d’origine biologique. La caractérisation mathématique du mouvement brownien
a été réalisée par Einstein en 1905, puis par Langevin en 1908, établissant ainsi l’existence en
physique et en biologie de phénoménes dont les trajectoires n’ont de tangente en aucun point.

Un systéme stochastique est un processus dépendant du temps et controlé par un (ou des)
mouvement brownien (aussi appelé processus de Wiener), ce qui permet de prendre en compte
le caractére aléatoire ou erratique de 1’évolution de 1’état de ce processus. Il existe de nombreux
phénomeénes physiques (la géologie pour les tremblements de terre, la mécanique pour les mou-
vements des particules dans un gaz ou dans un environnement ionisé), biologiques (la génétique
et I’évolution des populations) ou sociaux (I’économie avec les mathématiques financiéres et les
cours boursiers) qui sont modélisés par des systémes stochastiques évoluant dans le temps et qui
sont sujets aux effets du hasard.

Alors que, pour un systéme déterministe, on peut prévoir son état a un instant futur connais-
sant son état & un instant initial ', I’état d’un systéme stochastique & un instant futur connaissant
son état & un instant initial n’est pas prévisible : on peut seulement estimer la probabilité qu’a
le systéme stochastique d’étre dans un état donné & un instant futur.

Les systémes stochastiques sont décrits par des équations différentielles stochastiques (EDS)
qui différent des équations différentielles ordinaires (EDO) modélisant les processus déterministes.
Contrairement aux EDO, les EDS contiennent deux termes : la dérive pour I’évolution du temps
et la diffusion pour I'action du mouvement brownien. Du fait de la présence d’un mouvement
brownien qui n’est pas dérivable par rapport au temps, les dérivées, présentes dans les EDO,

1. On ne considére pas ici le fait que la trajectoire d’un systéme déterministe chaotique peut devenir imprévi-
sible lorsque les conditions initiales varient de maniére infiniment petite.
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sont remplacées dans les EDS par des différentielles (dz(t) pour I'état, dt pour le temps et dw(t)
pour le mouvement brownien).

Il existe deux approches pour réaliser des calculs sur des EDS : la forme de Stratonovich
[Str60, Sus78, Dks03, All07] et celle d'Ito [It650a, 1t650b, It651]. C’est la formulation proposée
par [t6 qui est utilisée dans ce manuscrit. Outre ceux d’Itd, les travaux fondateurs pour 1'étude
des EDS sont ceux de Levy [Lév48| et de Wiener [Wied9|.

La notion de stabilité des solutions des EDS a été introduite par Kats et Krasovskii [KK61].
Puis, avec les travaux de Kushner [Kus65b, Kus65a, Kus67], d’'Has'minski [Has12]?2, de Kozin
[Koz69], de Wonham [Won66|, de Zakai [Zak67, Zak69|, de Gikhman et Skorokhod [GS72] et de
Friedman [Fri75], plusieurs type de stabilité ont été définis pour les EDS et une approche de type
Lyapunov pour étudier ces stabilités a été élaborée.

Dans ce manuscrit, on s’intéresse principalement & la stabilité du point d’équilibre d’une
EDS afin de synthétiser les lois de commande ou des observateurs. L’approche utilisée est basée
sur des fonctions de Lyapunov [Lya92] qui permet d’étudier le comportement asymptotique des
solutions sans avoir besoin de calculer explicitement ces solutions en résolvant des EDO ou des
EDS. Les fonctions de Lyapunov permettent I’étude de la stabilité au sens de Lyapunov, cette
derniére pouvant étre définie comme suit : si tout mouvement d’un systéme issu d’un voisinage
suffisamment petit d’'un point d’équilibre demeure au voisinage de ce point, alors ce systéme est
stable au sens de Lyapunov.

Les deux principaux types de stabilité stochastique utilisés dans ce manuscrit sont la stabilité
exponentielle presque siire (aussi appelée stabilité exponentielle avec une probabilité de un) et
la stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Sans prétendre & ’exhaustivité, concernant
I'utilisation de fonctions de Lyapunov afin d’étudier la stabilité exponentielle presque stire, on
peut citer [Mao90, Mao92b, Mao94a, Ma0o94b, Mao97, ZK94, Liu97, LM98, MKR98, CGRO03,
HMO08, LD11], tandis que pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, on peut citer
[Kle69, SW96, WWT76, Mor95, DHS97, Mao97, MKR98, RS97, HP98, Liu01, Dam04].

1 Objectifs de la thése et principaux résultats obtenus

Dans ce manuscrit, on s’est intéressé principalement & la stabilité exponentielle presque siire
des systémes stochastiques non linéaires au sens d’Ito, controlés par des bruits multiplicatifs, afin
de synthétiser des observateurs d’ordres plein et d’ordre réduit. Ce type de stabilité a été retenu
afin de relaxer les conditions données dans la littérature pour la synthése d’observateurs. En effet,
dans la littérature, c’est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique qui est utilisée pour
caractériser le comportement de 'erreur d’estimation (voir [Phi89, CGS00, GLSY01, GMP02,
Sto02, XC02, XC03, ZCT05, GLW06, GSB07, HSRZ09, BS10]). De plus, I’état ne pouvant pas
étre éliminé de 'erreur d’observation, la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point
d’équilibre du systéme stochastique a observer est nécessaire dans ces travaux. Puisque, sous des
hypotheéses “suffisamment générales” (voir sections 1.5.2 et 1.5.3), la stabilité exponentielle en
moyenne quadratique implique la stabilité exponentielle presque stire 3, 'emploi de cette derniére
a permis de proposer des observateurs pour des systémes stochastiques dont le point d’équilibre
est exponentiellement presque siirement stable, mais pas forcément exponentiellement stable en
moyenne quadratique, relaxant ainsi les conditions données dans la littérature pour la synthése

2. L’édition russe du livre de Has’minskii est parue en 1969 et la 1°° traduction anglaise de ce livre a été
réalisée en 1980.

3. Cette implication n’est pas toujours vraie lorsque ces hypothéses “suffisamment générales” ne sont pas
satisfaites (voir section 1.5.3).
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1. Objectifs de la theése et principauz résultats obtenus

d’observateurs pour les systémes stochastiques avec des bruits multiplicatifs.

On a montré que le probléme du filtrage des systémes stochastiques avec des bruits multiplica-
tifs en imposant la stabilité exponentielle presque stire de I'erreur d’observation ne peut pas étre
résolu en appliquant les approches de type Lyapunov disponibles dans la littérature. On a sur-
monté cette difficulté en proposant d’exploiter la structure triangulaire associée a ce probléme
du filtrage. L’approche proposée est basée sur un nouveau résultat : la stabilité exponentielle
presque stire du point d’équilibre d’une classe de systémes stochastiques non linéaires triangu-
laires est équivalente & celle du point d’équilibre de chaque sous-systéme considéré isolément.
La démonstration de ce résultat est basée sur la majoration des exposants de Lyapunov lorsque
les non linéarités dans la dérive sont Lipschitz ou one-sided Lipschitz. Avec cette approche, la
synthése de l'observateur est décomposée en deux sous-problémes découplés :

e établir la stabilité du point d’équilibre de 'EDS décrivant la dynamique de I’état a estimer,

e stabiliser I’équation différentielle stochastique décrivant la dynamique de ’erreur d’obser-

vation.

Plusieurs stratégies ont été utilisées pour la synthése de ces observateurs : utilisation de fonc-
tions de Lyapunov polytopiques ou non polytopiques, formalisme de type “descripteur”, paramé-
trage des matrices des observateurs via la solution de contraintes de Sylvester. Ces méthodes ont
été étendues pour la synthése d’observateurs robustes en présence d’incertitudes paramétriques.

Un autre objectif de cette thése est 'utilisation de la stabilité exponentielle presque stire pour
la stabilité et la stabilisation de systémes stochastiques non linéaires avec des bruits multiplicatifs.
Concernant la stabilité, des conditions suffisantes pour le rejet asymptotique des perturbations
intervenant dans une équation différentielle stochastique avec des bruits multiplicatifs ont été
proposées, en considérant la stabilité exponentielle presque stire. Une borne de ’exposant de
Lyapunov permet de garantir le taux de convergence exponentielle vers zéro de 'état du sys-
téme. Quant & la stabilisation, une loi de commande bang-bang par retour d’état estimé a été
synthétisée afin de garantir la stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre du systéme
stochastique non linéaire lorsque I'état du systéme est partiellement mesuré.

Le dernier objectif de cette thése est la commande et ’observation des systémes stochastiques
avec des bruits multiplicatifs dont la dynamique est décrite par une équation algébro-différentielle
stochastique (EADS). Ces systémes stochastiques sont aussi qualifiés de descripteurs ou de sin-
guliers. Aprés avoir étendu la formule d’It6 aux EADS, un lemme borné réel a été développé
pour ces systémes lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires. Ce dernier a été utilisé pour la
synthése d’une loi de commande Ho, par retour d’état ou par retour de sortie. C’est la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique qui a été utilisée. Ensuite, en employant la stabilité ex-
ponentielle presque siire, un observateur a été synthétisé pour un systéme stochastique singulier
avec des bruits multiplicatifs.

L’ensemble des méthodes de synthése présentées dans ce manuscrit s’appuie sur la résolu-
tion d’inégalités matricielles affines aussi appelées LMI. Une LMI est un systéme d’inégalités
matricielles de la forme suivante

N
F(l‘)ZFo—G—ZFi:L'i<O
1=1

ol les inconnues sont les scalaires x;, aussi appelés variables de décision. Lorsque les matrices F;
sont symétriques, ce qui est le cas avec les approches de type Lyapunov, on parle de program-
mation semi-définie. La résolution de LMI étant un probléme convexe, il existe de nombreux
algorithmes d’optimisation trés efficaces pour calculer la solution.
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2 Plan du manuscrit

Le manuscrit comporte 5 chapitres.

Chapitre 1 : Systémes stochastiques et équations différentielles stochastiques

Ce chapitre est consacré a ’état de I'art sur les systémes stochastiques non linéaires décrits
par des EDS controlées par des bruits intervenant de maniére multiplicative avec I'état. Ces
bruits sont des mouvements browniens. Les outils et les définitions essentiels concernant les
EDS, utilisés dans la suite de ce mémoire, sont présentés : les processus d’Ito, la formule d’Ito,
I'existence et 'unicité des solutions, la discrétisation et la simulation des EDS, la stabilité du point
d’équilibre d’une EDS et le lemme borné réel pour les systémes stochastiques. L’accent est mis
sur les différentes notions de stabilité avec une étude comparative entre la stabilité exponentielle
presque stre et la stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Ce chapitre se termine avec
une présentation de quelques exemples de processus stochastiques.

Chapitre 2 : Stabilité des équations différentielles stochastiques de grande
dimension : application au filtrage

Ce chapitre est dédié au filtrage d’ordres plein et réduit afin d’estimer 1’état d’un systéme
stochastique non linéaire lorsque cet état est partiellement mesuré. La classe de systémes stochas-
tiques non linéaires considérée est générale : les non linéarités sont soit Lipschitz, soit one-sided
Lipschitz et les mesures sont soit stochastiques, soit déterministes.

Le but est de garantir la stabilité exponentielle presque stire de la dynamique de l'erreur
d’estimation. On a montré que, du fait de la structure intrinséque de I'erreur d’observation, les
théorémes basés sur une approche de type Lyapunov pour la stabilité exponentielle presque stire
ne peuvent pas étre utilisés pour la synthése des matrices de 'observateur. Afin de résoudre ce
probléme, on a proposé des nouveaux résultats sur la stabilité exponentielle presque stire d’une
classe de systémes triangulaires stochastiques. La structure triangulaire liée au probléme du
filtrage des systémes stochastiques a été exploitée pour synthétiser un observateur garantissant
la stabilité exponentielle presque siire de 'erreur de filtrage en découplant ’analyse de la stabilité
de 'EDS du systéme & observer de celle décrivant la dynamique de 'erreur de filtrage.

Chapitre 3 : Filtrage des systémes stochastiques

Dans ce chapitre, les résultats théoriques développés dans le chapitre 2 sont utilisés pour syn-
thétiser des observateurs d’ordres plein et réduit pour des classes de systémes stochastiques ayant
des non linéarités spécifiques, ces derniéres étant Lipschitz ou one-sided Lipschitz. Les mesures
sont soit stochastiques, soit déterministes. Deux approches sont proposées pour la synthése de
ces observateurs. La premiére exploite le caractére borné des entrées de commande. La seconde
utilise une approche de type polytopique avec une modélisation de type pseudo-singuliére de la
dynamique du systéme & observer, ce qui permet de relaxer considérablement les conditions de
stabilité proposées. Ce chapitre se finit avec la prise en compte d’incertitudes paramétriques dans
les coefficients de 'EDS du systéme a observer afin de synthétiser des observateurs d’ordres plein
ou réduit qui soient robustes : la stabilité exponentielle presque stire de la dynamique de 'erreur
de filtrage est garantie malgré la présence d’incertitudes dans les EDS considérées.
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8. Publications issues de la thése

Chapitre 4 : Stabilité et stabilisation des systémes stochastiques

Ce chapitre traite de la stabilité et de la stabilisation des systémes stochastiques non linéaires
avec des bruits multiplicatifs. Dans la premiére partie de ce chapitre, des conditions suffisantes
de type Lyapunov sont proposées afin que la solution non triviale d’'une EDS (I'état z(t) = 0
n’est pas un point d’équilibre) soit exponentiellement presque stirement stable. Ces résultats ont
été appliqués au rejet des perturbations avec un taux de décroissance exponentielle garanti pour
I’état du systéme.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée a la commande de type bang-bang pour les
systémes stochastiques non linéaires. Deux cas ont été considérés : le retour d’état lorsque ce
dernier est complétement disponible et la commande basée sur un observateur lorsque 1’état est
partiellement mesuré. Le type de stabilité utilisé est la stabilité exponentielle presque stire.

Chapitre 5 : Commande et filtrage des systémes stochastiques singuliers

Ce chapitre est consacré aux systémes stochastiques singuliers ou algébro-différentiels avec
des bruits multiplicatifs. Ce chapitre comprend trois parties. Dans la premiére partie, le calcul
d’It6 est étendu aux systémes stochastiques non linéaires algébro-différentiels puisque les formules
d’It6 utilisées dans les chapitres précédents ne peuvent pas s’appliquer “directement” aux systémes
stochastiques singuliers. Dans la seconde partie, lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires,
une version du lemme borné réel est développée pour les systémes stochastiques singuliers, puis
ce dernier est utilisé pour la synthése de deux correcteurs Hyo : par retour d’état et par retour
de sortie dynamique. Dans ces travaux, c’est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique
qui est employée. Dans la troisiéme partie, les résultats présentés au chapitre 2 sont utilisés afin
de synthétiser un observateur pour une classe de systémes stochastiques non linéaires algébro-
différentiels en garantissant la stabilité exponentielle presque siire de la dynamique de 'erreur
de filtrage.
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Chapitre 1. Systémes stochastiques et équations différentielles stochastiques

1.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a la présentation des équations différentielles stochastiques auxquelles ce
mémoire est consacré. Une attention particuliére est portée sur ’analyse de la stabilité du point
d’équilibre de ces équations différentielles stochastiques. Seules les propriétés des équations diffé-
rentielles stochastiques utilisées dans ce travail de recherche doctorale sont exposées. L’ensemble
des résultats décrits dans ce chapitre est issu de la littérature sur les processus stochastiques.

La section 1.2 présente les systémes stochastiques et les équations différentielles stochastiques :
I'intérét d’introduire des phénomeénes aléatoires pour décrire le comportement dynamique d’une
grande variété de processus est mis en évidence.

Le mouvement brownien est présenté dans la section 1.3, tandis que la section 1.4 est consacrée
aux équations différentielles stochastiques. Les formes intégrale et différentielle de ces équations
sont données dans la section 1.4.1. La section 1.4.2 met en évidence les différences de compor-
tement de la solution d’une équation différentielle stochastique selon la facon dont intervient le
bruit : soit de maniére linéaire, soit de maniére multiplicative (ou non linéaire). Dans le pre-
mier cas, les bruits n’influencent pas la stabilité du point d’équilibre de I’équation différentielle
stochastique, alors que, dans le second cas, ces bruits agissent sur cette stabilité. Les processus
d’Ito et la formule d’It6 sont présentés dans la section 1.4.3. La formule d’It6 permet de faire
des calculs en présence de bruits browniens. L’existence et I'unicité des solutions d’une équation
différentielle stochastique sont abordées a la section 1.4.4. La discrétisation et la simulation des
équations différentielles stochastiques sont traitées dans la section 1.4.5.

La section 1.5 est consacrée aux notions de stabilité associées aux équations différentielles
stochastiques. Les concepts de stabilité les plus couramment utilisés pour la synthése de lois de
commande et d’observateurs pour les processus stochastiques sont rappelés dans la section 1.5.1.
Des conditions suffisantes de stabilité via une approche de type Lyapunov sont données dans la
section 1.5.2. La section 1.5.3 est consacrée & une comparaison entre la stabilité exponentielle en
moyenne quadratique et la stabilité exponentielle presque siire. Cette section est importante dans
la motivation de ce travail de recherche doctorale : bien que la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique soit, de loin, la notion de stabilité la plus employée en automatique pour les processus
stochastiques, il est montré dans cette section, sous des hypothéses “peu restrictives”, que la
stabilité exponentielle presque stire est plus “générale” que la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique (sous ces hypothéses “peu restrictives”, la seconde implique la premiére, mais la
réciproque est fausse). Ainsi, dans les chapitres 1 a 5, des résultats de stabilité exponentielle
presque stire sont proposés pour la synthése de lois de commande et d’observateurs lorsque la
stabilité exponentielle en moyenne quadratique n’est pas satisfaite. Enfin, la section 1.5.4 montre
que le bruit dans une équation différentielle stochastique peut étre utilisé pour la stabilisation
ou pour la déstabilisation.

La section 1.6 est consacrée a la généralisation de la commande Ho, des systémes linéaires
déterministes aux systémes stochastiques non linéaires, c’est-a-dire a la généralisation du lemme
borné réel aux systémes stochastiques non linéaires. Cette extension est utilisée dans le chapitre 5.

Dans la section 1.7, des exemples d’application des équations différentielles stochastiques a
divers types de domaines (finance, biologie, électricité, mécanique, ... ) sont présentés.

Une conclusion est donnée dans la section 1.8.



1.2. Processus stochastiques et équations différentielles stochastiques

1.2 Processus stochastiques et équations différentielles stochas-
tiques

Lorsque I’état d’un systéme & un instant futur peut étre déterminé en connaissant I’état initial
de ce systéme et le modéle qui le décrit, ce systéme est appelé déterministe. Son comportement
est décrit par une équation différentielle ordinaire (EDO).

Cependant, dans de nombreuses applications, une description déterministe est inopérante
pour de multiples raisons : les paramétres du modéle ne sont pas connus avec suffisamment de
précision ou l'estimation de leur valeur a partir d’une expérience (ou mesure) doit tenir compte
d’une loi de probabilité donnée, un comportement “erratique” vient s’ajouter a 1’évolution des
variables, la connaissance de I’état inital n’est pas suffisante pour connaitre I’état du systéme a
un moment donné. ..

Si une approche déterministe ne permet pas de modéliser un systéme, une solution est de
modifier 'EDO en insérant des bruits. On obtient alors une équation différentielle stochastique
(EDS). Cette classe de modéles est bien adaptée aux systémes stochastiques que I'on peut définir
ainsi : I'état du systéme & un instant futur connaissant son état a un instant initial n’est pas
prévisible, on peut seulement estimer la probabilité qu’a le systéme d’étre dans un état donné a
un instant futur.

Les EDS étudiées dans ce mémoire sont constituées de deux termes : la dérive qui ne contient
pas de terme stochastique et la diffusion qui inclut le bruit, ce dernier interagissant de maniére
multiplicative (ou non linéaire) avec I’état du systéme. Ces bruits sont des mouvements browniens
indépendants. Les EDS permettent donc de prendre en compte 'intervention de comportements
aléatoires au sein des trajectoires des variables d’état d’un systéme : la dérive correspond a la
dynamique du systéme, tandis que la diffusion représente les effets “aléatoires” s’ajoutant a cette
dynamique.

De nombreux phénoménes sont décrits avec des EDS lorsqu’une description déterministe
n’est pas satisfaisante : économie (mathématiques financiéres et cours boursiers), biologie (gé-
nétique et évolution des populations), géologie (tremblements de terre), ingénierie (synthése de
commande prenant en compte les défaillances pouvant apparaitre aléatoirement), informatique
(modélisation des réseaux), électricité (modélisation des circuits électriques en tenant compte
des bruits), physique et mécanique (mouvements des particules dans un gaz ou dans un milieu
ionisé, physique quantique). ..

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux EDS de la forme suivante

da(t) = f(z(t),u(t), v(t)) dt + g(x(t), u(t), v(t)) dw(t) (1.1)

ou

e z(t) € R" — vecteur d’état,

o u(t) € R™ — vecteur des entrées connues (commandes),

e v(t) € R? — vecteur des entrées inconnues (perturbations),

o f(x(t),u(t)) — la dérive,

e g(x(t),u(t)) — la diffusion,

e w(t) € RY — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré.

On considére aussi que les variables intervenant dans 'EDS (1.1) sont définies dans un espace
probabilisé (2, F, P) avec (voir section B.2 dans ’annexe B)

o () est I’ensemble des événements,

e F est une tribu,

e P est la mesure de la probabilité sur F.
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Dans la suite de ce mémoire, sauf indication contraire, la norme utilisée sera la norme de
Frobenius, aussi appelée norme euclidienne, définie par (voir section A.1 dans 'annexe A)

14| = ZA r(ATA). (1.2)

Les initiales “p.s.” signifient “presque stir’, ce qui est équivalent a “avec une probabilité égale
al”

1.3 Mouvement brownien

D’aprés le professeur Jean Pierre Kahane, le mouvement brownien est un phénomeéne naturel,
et un objet mathématique & la fois. Le phénoméne naturel est le mouvement désordonné de
particules en suspension dans un liquide. Il a été observé dés le 18°™€ siécle. L’objet mathématique
est un processus gaussien dont la variance des accroissements est égale au temps écoulé. Norbert
Wiener, qui I'a défini en 1923, 'appelait “the fundamental random function”.

Un court historique des premiéres études sur le mouvement brownien est donné ci-dessous.

e Brown, un botaniste écossais du début du 19°™€ siécle, s’intéressait a 1’action du pollen
dans la reproduction des plantes. Il a été amené, comme d’autres, & observer le mouve-
ment irrégulier et incessant de particules de pollen en suspension dans l’eau. A priori, il
interprétait ce mouvement irrégulier comme un phénomeéne vital.

e Delsaux (1877) explique les changements incessants de direction de trajectoire par les chocs
entre les particules de pollen et les molécules d’eau.

e Bachelier (1900) met en évidence le caractére markovien du mouvement brownien, en vue
d’étudier les cours de la bourse.

e Einstein (1905) détermine la densité de transition du mouvement brownien par l'intermé-
diaire de ’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement brownien et les équations aux
dérivées partielles de type parabolique.

e Smoluchowski (1905)décrit le mouvement Brownien comme une limite de promenades aléa-
toires.

e Wiener (1923) réalise la premiére étude mathématique rigoureuse et donne une démons-
tration de 'existence du mouvement brownien.

e Lévy (1948) s’intéresse aux propriétés fines des trajectoires du mouvement brownien.

Le mouvement brownien, noté w(t) dans ce mémoire, est défini comme suit.

Définition 1.3.1. Un Mouvement brownien (standard) est un processus w(t) défini sur un
espace de probabilité (Q, F,P) vérifiant :
e w(0) =0 p.s., ce qui est équivalent a P{w(0) =0} = 1.
o w(t) est contmu
e w(t) est a accroissements indépendants : pour tout n = 2, les accroissements aléatoires
w(ty) — ( n—1), W(tp—1) — w(tn—2),...,w(t1) — w(ty) sont indépendants pour tout 0 =
to <t1 <+ <1y
o Les accroissements sont stationnaires : pour tout 6 > 0, la loi de la variable w(t+9) — w(t)
ne dépend pas du temps t.
e Les accroissements suivent une loi gaussienne centrée de matrice de covariance |t — s|I :
pour s < t, on a w(t) —w(s) ~ N(0,t —s).

Les processus & accroissements indépendants décrivent des états évoluant dans un univers ot
les variations passées n’influencent pas les variations futures.

10



1.4. Equations difféntielles stochastiques (EDS)

De la définition 1.3.1, on déduit les propriétés suivantes.
e Un incrément d’un mouvement brownien correspond a

Aw(t) = £V AL.
e Le mouvement brownien n’est pas différentiable car

dw(t) Aw(t) = =+1 L
dt = At T /At Ats0

e Si le mouvement brownien est multivariable (w(t) € R? et w;(t) € R, i =1,...,d), alors
owit)

tg?oo " =0 p.s., (1.3a)

E{dw;(t)} = 0, (1.3b)

E{dw;(t)dw;(t)} = dt, (1.3¢)

Bldui(t)dwy(t)} = 0 i#) (1.34)

et [Mao97], [Dks03|

dwi (t) dwi (t) = dt, (1.4&)
duw; () dw; (t) 0 i#j, (1.4b)
dwi (t) dt = dt dwl (t)

I
—~
—_
I

¢
~

1.4 Equations difféntielles stochastiques (EDS)

1.4.1 Equations difféntielles stochastiques : formes intégrale et différentielle

Dans cette section, on va considérer une forme “simplifiée” de 'EDS (1.1) en considérant que
la dérive est f(z(t)) et la diffusion est g(z(t)). Dans ce cas, 'EDS (1.1) s’écrit soit sous la forme
intégrale suivante (avec T' > 0)

/f ds+/ g(2(s)) dw(s), ¢ € [0,T] (1.5)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état et I’état initial xyp € IR™ est indépendant du mouvement
brownien w(t) € R?, soit sous la forme différentielle suivante

dz(t) = f(z(t) dt + g(z(t)) dw(t). (1.6)

Dans la suite de ce mémoire, on considére la forme différentielle.

1.4.2 Différence entre bruit multiplicatif et bruit additif

Dans I’EDS suivante
dz(t) = f(z(t)) dt + g dw(t),
la diffusion g ne dépend pas de 'état =(t) : le bruit w(t) agit de maniére additive, donc intervient
linéairement dans la dynamique de 1'état z(t).

Dans ce cas, le bruit w(t) n’influence pas la stabilité du point d’équilibre de 'EDS et esti-
mation de I'état peut étre traitée avec le filtre de Kalman.

11
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Par contre, dans 'EDS suivante
dz(t) = f(z(t)) dt + g(z(t)) dw(t),
la dérive g(z(t)) dépend de I'é¢tat x(t) : le bruit w(t) agit de maniére multiplicative, c¢’est-a-dire
le bruit intervient non linéairement avec la dynamique de I'état x(t).
Dans ce cas, le bruit w(t) influence la stabilité du point d’équilibre de 'EDS et des définitions
spécifiques sont utilisées pour caractériser la stabilité du point d’équilibre de ’'EDS.
1.4.3 Processus d’Ito et formule d’Ito

1.4.3.1 Processus d’Ito

Définition 1.4.1 (Processus stochastique). On appelle processus stochastique & valeurs dans
E muni d’une tribu ¢ une famille X = {z(t);0 < t < oo} de variables aléatoires définie sur un
espace de probabilité (Q, F,P) a valeurs dans l’espace mesurable (E,¢).

Définition 1.4.2 (Processus d’Itd). [Oks03] Un processus d’It6 est un processus stochastique
x(t) continu a valeurs dans R™ de la forme

x(t) = x(0) —i—/o f(x(s))ds+/o g(x(s))dw(s) (1.7)

avec 0 <t < T,2(0) € R"™ et vérifiant les propriétés suivantes
o f est une fonction module-intégrable

T
/ I f(x(s))]|ds < o0 p.s. VT >0, (1.8)
0
e g est une fonction carrée-intégrable
T
/ lg(z(s))|?ds < oo p.s. YT >0. (1.9)
0

L’équation (1.7) peut s’écrire sous la forme différentielle (voir section 1.4.1)

dn(t) = F(a(t)) dt + g( (b)) duw(t).
Théoréme 1.4.1 (Intégrale stochastique). [Mao97, Oks03] La fonction g(x(t)) dans le pro-
cessus d’Ito (1.7) vérifie les propriétés suivantes?

E{/abg(x(s))dw(s)} _— (1.10a)
g

E{/OTHg(x(s))H?ds} < %  VYT>o0 (1.10¢)

b
/ o(a(s)) dw(s)

2 b
} - E{ ||g<w<s>>||2ds}, (1.10D)

b
/ g(x(s))dw(s) est Fp-mesurable, (1.10d)

b
/ g(x(s))dw(s) est une martingale. (1.10e)

Un processus d’It6 défini uniquement par sa diffusion (dz(t) = g(z(¢)) dw(t)) est une mar-
tingale car g(z(t)) vérifie (1.10d).

1. Processus F-mesurable et martingale : voir définitions B.2.4 et B.3.4, annexe B.
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1.4.3.2 Formule d’It6 et différentiateur stochastique

Théoréme 1.4.2 (Formule d’It6). [Mao97, Oks03] Soit x(t) un processus d’Ito. Pour toute
fonction ®(t,x) € CL2(Ry xR™R) et tout 0 < t < T, ®(t,x) est un processus d’It6 et vérifie
I’équation différentielle stochastique suivante

dd(t,xz) = LO(t,x) dt + BP(¢, z) dw(t) (1.11)
ot 1
Lo(z,t) = $u(t,x) + Pyt x) f(t,x) + 3 tr(g(t, ) 0, (t,2)g(t, 7)) (1.12)
BO(x,t) = Py(t, x)g(t, ) (1.13)
avec
[ 9%® 9*o ]
0D 0 0% Orm Or0n
CDt:Ea ¢, = % %a Dy = : . :
' " 020 020
| 02,021 ~~  Oxp0xy,

£(.) est appelé le différentiateur stochastique.
CL2(R4 xIR™;IR) —> ensemble des fonctions ®(¢,x) définies sur Ry xIR™ de classe C! par
rapport au temps ¢ € IR et de classe C? par rapport & la variable x € R™.

Démonstration. En utilisant la formule de Taylor a 'ordre 2, on obtient

D(z,t) = P(x0,t0) + (o, to)(t — to) + Pr(x0, t0) (T — 20) + % ((z— 20) T ®pp (0, to) (z — z0)
+2D (20, to)(x — o) (t — to) + P (o, to)(t — t0)2) to((x—x0)T (z—20), (t—t0)?, (x—x0) (t—t0))

En posant dz = x — x¢g et dt =t — tg, la relation précédente devient

1
CID(x, t) = @(wo, t(]) + <I>t(ac0, to) dt + (I)w(x(), to) dx + 5 ((dx)T(I):m dx
+20 (20, to) dz dt + Py (z0, t0)(dt)?) + o((dx)” da, (dt)?, dz dt)
avec Oy, @, et P, définis dans le théoréme 1.4.2 et

29 2 2
q)ttzai et D,y = o oo .
0x10t 02,0t

0%t
Les relations (1.4a) et (1.4c) donnent (i =1,...,d)
(dt)? = dt dt = dw; dw; dt = 0.

En utilisant o((dz)” dz, (dt)?,dz dt) ~ 0 et (dt)? = 0, le développement de Taylor ci-dessus
se simplifie comme suit

(I)(IL‘, t) = ‘I)(l'o, to) + q)t(l‘o, to) dt + (I)x(:l,‘(), to) dx
1
+ i(dx)T(I)zx(xm to) dz + (I)ggt(l‘(), to) dx dt (1.14)
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Si on remplace dx par I’équation différentielle stochastique (1.6) dans I’équation (1.14), on
obtient

d®(z,t) = ®(z,t) — ®(xz0, to)
= (I)t(wo, to) dt + q)m(l'o, to)(f(x) dt + g(x) dw)

+ S0 (@) db 4+ (@) () @0, 0) ) it + g(z) dw)
+ qt (20, t0) (f (#) At + g() dw) dt
= (I)t<.1‘0, to) dt + CI)Q;(.TU(), to)(f(.%‘) dt + g(ac) dw)
38T (@) e (0,0 () A1) + 17 (@) B0, o) ()

+ %tr(gT(m)@m(xo, to)g(z) dw(dw)T) )

En utilisant (1.4) et (dt)? = 0, la relation précédente devient

d®(x,t) = Oy(mo, to) dt + (@m(xo,to)(f(:p) + %(gT(x)qu(xo, to)g(:z))> dt+ @, (x0,to)g(z) dw(t).

B (¢t,x)

L£o(t,x)

1.4.3.3 Différence entre l’'intégration ‘“standard” et l’intégration stochastique au
sens d’Ito

L’exemple simple suivant pemet de montrer la différence entre 'intégration “standard” et
I'intégration stochastique au sens d’Ité.

En utilisant les régles standard de l'intégration, on obtient

t t2
L = / sds = —.
0 2
tique suivante

On remplace s par un mouvement brownien scalaire w(t) et on considére I'intégrale stochas-

t
I :/ w dw.
0

2
L’application de la formule d’It6 dans le théoréme 1.4.2 avec ®(t,w) = Y et dz = dw (on
a donc f(x) =0 et g(z) =1 dans (1.6)) donne

d®(t,z) = (Pe(t, x) + D (t, x) f(t, ) + %tr(gT(t, )Py (t, z)g(t,x)) dt + @4 (L, x)g(t, z) dw

1 2
= <0+0+2)dt+wdw:(g+wdw:d(w >

2
En intégrant I’équation précédente, on obtient (avec w(0) = 0)

t t 2 t 2 2
I:/wdw:/dw— dt
0 0

w t w
> )22 37 o
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1.4.4 Solution d’une équation différentielle stochastique : existence et unicité

Soit la fonction f(xz(t)) qui est une fois dérivable par rapport a x(t) et une fonction g(x(t))
qui est deux fois dérivable par rapport a x(t). Ces deux fonctions vérifient

f(0)=0 et g(0) = 0. (1.15)

Théoréme 1.4.3 (Existence et unicité). [Mao97, Oks03, Has12] S’il existe des réels ki > 0
et ko > 0 tels que

[ @)+ lg(z@®) < k1 (1 + [lz@)]) (1.16)
1 () = F@DI + llg(z®) — gy < k2 [lx(t) — y(@)]] (1.17)

alors il existe une solution unique a [’équation différentielle stochastique

da(t) = f(z(t)) dt + g(x(t)) dw. (1.18)

La condition (1.16) garantit l'existence d’une solution x(¢) pour tout ¢ > 0 (la solution
“n’explose pas” en temps fini), indépendamment de xg, et la condition (1.17) implique l'unicité
de cette solution.

La condition (1.16) est appelée “linear growth condition” ou “condition de croissance linéaire”,
tandis que la relation (1.17) est une condition de Lipschitz. Ces deux conditions sont globales.

Le théroréme 1.4.3 ne change pas si la condition (1.16) est remplacée par

<k
<

LF @@+ lgle@®) > < iy (14 2()]°) (1.19)
avec k11 > 0 ou par
LF @)V gz @I < kaz (1+ o)) (1.20)
avec k12 > 0 et si la condition (1.17) est remplacée par
1£(@ () = FEDIP + lg(@®) — gEI? < kar [l2(t) — y(t) (1.21)
avec ko1 > 0 ou par
LF@@) = SV llg(@(®) — gy@)I < kaa () — y(®)] (1.22)

avec koo > 0.
Exemple 1 : [0ks03] L’équation différentielle scalaire dz(t) = x2(t) dt (avec f(x(t)) = x2(t)

1
et g(x(t)) = 0) a pour solution z(t) = T et ne vérifie pas (1.16). Il n’y a pas de solution

deéfinie V¢ > 0 car z(t) explose pour t = 1.

Exemple 2 : [MMRO02| Soit I’équation différentielle bilinéaire scalaire dz(t) = (az(t) +
bu(t)z(t)) dt avec la mesure y(t) = cx(t) et la commande u(t) = ky(t). On obtient 1’équation
différentielle scalaire
dz(t) = (az(t) + bkea?(t)) dt = (ax(t) + ba?(t)) dt (avec f(z(t)) = ax(t)+bz?(t) et g(z(t)) = 0)

qui a pour solution

xoae™

2(t) = a— xob (e —1)°

L’équation différentielle dz(t) = (az(t) + bz?(t)) dt ne vérifie pas (1.16) et, Voo € R, il n’y
a pas de solution définie V¢ > 0 car x(t) explose pour t = t5 > 0 o

1
b= m(a n 1)
a zob
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avec tg > 081 —brg <a <0ousia>0etbry>D0.
Exemple 3 : [0ks03| L'équation différentielle dz(t) = 32%/3(t) dt (avec f(x(t)) = 3z%/3(t)
et g(z(t)) = 0) a une infinité de solutions Va > 0

x(t) =

0 pour t<a
(t—a)® pour t>a

et vérifie (1.16) (car Iexpression 32%/3(t) est bornée pour > 0), mais ne vérifie pas (1.17).
Les conditions d’existence et d’unicité données dans le théoréme 1.4.3 peuvent étre relaxées
comme suit.

Théoréme 1.4.4 (Existence et unicité). [Mao97] Si

3k > 0 tel que ()7 F(a(t)) + 5 5 la((E)]* < k(L + [lz(0)]*) (1.23)
Vn>1, nelN, Iky, >0 tel que Va(t) € R",Vy(t) € R" avec ||z(t)]| V [|yt)| < n
1 (2(0)) = Fly@)I* V llg(e() — gty < ke, llz(t) — (@)1 (1.24)

alors il existe une solution unique a [’équation différentielle stochastique

dz(t) = f(z(t))dt + g(x(t)) dw. (1.25)

Les relations entre les théorémes 1.4.3 et 1.4.4 sont résumées comme suit.

e La condition (1.16) implique la condition (1.23). Dans [Mao097], il est montré que
pour ki satisfaisant (1.20), alors la condition (1.23) est vérifice avec k = /ky + 0.5k;.

e La condition (1.23) n’implique pas la condition (1.16). Dans [Mao097], il est montré

que 'EDS scalaire
da(t) = (x(t) — 23(t)) dt + 22(t) dw(t) (1.26)

satisfait la condition (1.23), mais pas la condition (1.20).

e La condition (1.17) implique la condition (1.24). Si la condition (1.22) est satisfaite
avec kg, alors la condition (1.24) est vérifiée avec ka, = ko, Vn > 1 et n € IN.

e La condition (1.24) implique la condition (1.17). Dans [Mao097], il est montré que
I'EDS scalaire (1.26) satisfait la condition (1.24), mais pas la condition (1.22).

1.4.5 Discrétisation et simulation des équations différentielles stochastiques
1.4.5.1 Discrétisation d’un mouvement brownien

Soit N le nombre d’échantillons, I'instant initial £y = 0 et ¢; l'instant final. Le numéro

t
de léchantillon est k avec min(k) = 0. Le pas d’échantillonnage est ot = -/ En utilisant les

propriétés d’un mouvement brownien données dans la section 1.3, la simulation de ce dernier est
obtenue par la récurrence suivante [Hig01, HK02, Gee03b, Gee03a, Viol0]

Awy = Wpa1 — Wi = @km (1.27)

ou 0t et Awy, remplacent respectivement dt et dw(t) et ot Wy, est un processus gaussien discret
centré et réduit
La figure 1.1 représente 6 mouvements browniens scalaires indépendants centrés.
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1.4. Equations difféntielles stochastiques (EDS)

0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
Temps [s]
FIiGURE 1.1 — Trajectoires de 6 mouvements browniens scalaires indépendants centrés.

On peut faire les remarques suivantes avec la figure 1.1.

e Les mouvements browniens sont & accroissements indépendants et sont aléatoires : les
valeurs obtenues sont réparties de maniére totalement erratiques. Ces valeurs pourront
étre trés espacées les unes des autres ou trés proches, voire identiques.

e Il est impossible d’assigner une tangente en un point sur une des 6 trajectoires car elles
changent trop rapidement de direction de fagon erratique : quelle que soit 1’échelle d’ob-
servation, le mouvement brownien ne s’arréte jamais.

e Un bruit blanc est la “dérivée” d’un processus de Wiener.

1.4.5.2 Discrétisation explicite d’une équation différentielle stochastique : schéma
numérique d’Euler-Maruyama

On considére 'EDS (1.6) et on pose z; = z(kdt), wy = w(kdt) et Awy = wi41 — wy (voir
relation (1.27)).
Le schéma de discrétisation de 'EDS (1.6) est explicite si

Tp+1 = o) + fet(zg, 0t, Awy) (1.28)
et est implicite si (on parle aussi, dans certains cas, de méthode 0)
Tpr1 = T + O f (xpy1)0t 4 fet(xg, o, Awy, 0) (1.29)

avec 0 <0 < 1.
Le choix de la fonction “fct(zy, t, Awy)” ou “fet(xy, 0t, Awy, 0)” caractérise chaque schéma
de discrétisation.
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Chapitre 1. Systémes stochastiques et équations différentielles stochastiques

Remarque 1.4.1. (Discrétisation d’une EDS avec un schéma numeérique implicite). A
chaque instant k, le schéma numeérique implicite (1.29) peut se réécrire ainsi

b=a+0f(b)st. (1.30)
L’équation implicite (1.30) a une solution unique b pour tout a € R™ si [HMS02, HMS03|
Ok ot < 1 (1.31)

ou ky est la constante de Lipschitz de la fonction f(z(t)).

11 faut donc, a chaque période d’échantillonnage, que la condition (1.31) soit vérifiée et que la
solution b de I’équation soit calculée. Les schémas numériques implicites sont donc trés difficiles
4 mettre en ceuvre et nécessitent des volumes de calcul importants. ]

En s’appuyant sur les travaux décrits dans [LP87, SM96, Hig01l, HK02, Gee03b, Gee03a,
Lem09, Pal09, Viol0, Saul0, HMS02, HMS03|, de nombreux schémas de discrétisation explicites
et implicites ont été testés. Ils ont tous donnés les mémes résultats numériques. C’est pourquoi,
dans la suite de ce mémoire, c’est le schéma numeérique d’Euler-Maruyama (explicite) qui a été
retenu car c’est le plus simple & mettre en ceuvre et car il requiert peu de volumes de calcul.

Pour I'EDS (1.6), le schéma numérique d’Euler-Maruyama est donné par [LP87, SM96, Hig01,
HKO02, Gee03b, Gee03a, Lem09, Pal09, Viol0, Saul0]

1 = Tk + fag)dt + g(ag) Awy, (1.32)

ou fet(xy, 0t, Awy) = f(x)ot + g(xr)Awy (voir (1.28)).
Exemple de simulation : Le schéma numérique d’Euler-Maruyama appliqué & ’EDS

da(t) = Az (t) dt + Awz(t) dw(t)

avec
-1 2 1 —-04 0.1 01
Ar=|1 =35 0 |, Ay,=101 0.1 1 |,
-1 -1 =03 0.5 04 -0.1

a donné, pour chacun des 6 mouvements browniens décrits dans la figure 1.1, les réponses sui-
vantes pour les trois états de 'EDS.
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| %’&T "\\ [ ]
.‘I:; “‘l\ I
0 k’s&ﬁ’&&“&@ﬂ W =S
ATNBAIN 7 00 o i ol A T
iy et
-1r | “‘W |
ot |
-3} |
_4} |
= I ; : . L i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Temps [s]
FIGURE 1.2 — Application du schéma numérique d’Euler-Maruyama avec 6 mouvements brow-
niens différents.

Dans la figure 1.2, on constate que les trajectoires de la solution de 'EDS varient pour chaque
mouvement brownien, ce qui illustre le caractére aléatoire des réponses obtenues.

1.5 Stabilité des équations différentielles stochastiques

Dans cette section, on considére 'EDS (1.6) et que la solution triviale z(¢) est un point
d’équilibre de cette EDS, c’est-a-dire que f(0) = 0 et g(0) = 0. L’état initial est z(0) = z¢ et
I'instant initial est ¢y = 0. On pose w(0) = 0.

1.5.1 Définitions de la stabilité des processus stochastiques

Avant de donner différentes définitions de la stabilité du point d’équilibre z(¢) = 0 pour 'EDS
(1.6), on va présenter les exposants de Lyapunov. La solution de I'EDS (1.6) vérifie

[z < n(zo)y™*(t)  ps. (1.33)

si et seulement si [Mao97]

In(flz(#)})

limsup———= < —« p-s., 1.34
P (1) 13y

ot a > 0, n(z0) € R, n(xp) > 0 et 1(¢) est une fonction croissante de R — IRT.

In([[z(#)[])

L’expression lim sup

t—too  I(Y(t))

est un exposant de Lyapunov généralisé.
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Si 1(t) = et, on obtient la stabilité exponentielle presque stire car 1 ~%(t) = e~ Puisque
1
In(1)(t)) = In(e!) = t, on obtient 'exposant de Lyapunov “standard” lim sup— In(||z(t)]|) [Mao97,

t—+o0
HMOS].
Si ¢( ) = t, on obtient la stabilité polynomiale presque stre avec ||z(t)| < n(xo)t™* et

limsup———~2+ In([jz(t )H) < —a [Mao92a, Mao94a, Mao97, Liu97]|.
t—+o00 ln( )

Les principales notions de stabilité associée a I'EDS (1.6) sont présentées ci-dessous. On
commence par la stabilité en probabilité.

Définition 1.5.1 (Stabilité en probabilité). [Mao97] Le point d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS
(1.6) est stable en probabilité si, pour toute paire 6 € [0 1] et >0, il existe ¢ = (5, r) > 0 tel
que

P{llz(t)]| <7, VE=0}>21—-0, V|| <e. (1.35)

La version de la stabilité asymptotique au sens de Lyapunov est donnée par la définition
suivante.

Définition 1.5.2 (Stabilité asymptotique en probabilité). [Mao97] Le point d’équilibre
x(t) = 0 de ’EDS (1.6) est asymptotiquement stable en probabilité s’il est stable en probabilité
et si, pour tout 6 € [0 1], il existe € = £(0) > 0 tel que

P{ lim |z(¢)] = 0} >1-96, V|| <e. (1.36)

t—=+oo
Il existe aussi un autre type de stabilité asymptotique donnée par la définition suivante.

Définition 1.5.3 (Stabilité asymptotique en probabilité au sens large). [Ma097/ Le point
d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est asymptotiquement stable en probabilité au sens large s’il
est stable en probabilité et si

{ lim ||z(t)]| = 0} =1, VzoeR" (1.37)

t—+o0
La stabilité exponentielle presque siire est donnée par la définition suivante.

Définition 1.5.4 (Stabilité exponentielle presque stre). [Mao97, HMO0S| Le point d’équi-
libre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est exponentiellement presque strement stable s’il existe une
constante o > 0 telle que

1
lim sup— In(||z(¢)||) < —a <0 p.s. (1.38)
t—+oo b

1
pour tout zo € R"™, ot lim SUp— In(||z(t)||) est l’exposant de Lyapunov de la solution x(t).
t—+o00

La relation (1.38) est équivalente & l'existence d’une constante a > 0 et d’une variable
aléatoire finie M > 0 (donc M < +o00) dépendant de xg et de ty (avec t > tg) telle que [Tin99)

lz(6)]] < M [|zol[ e @) pus. (1.39)
Les trois définitions suivantes caractérisent la stabilité en moyenne quadratique.
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Définition 1.5.5 (Stabilité en moyenne quadratique). [Has12/ Le point d’équilibre x(t) = 0
de 'EDS (1.6) est stable en moyenne quadratique si, pour un 6 > 0 donné, il existe £(§) > 0 tel
que ||zo|| < & implique
E{sup \x(t)HQ} < 4. (1.40)
>0
Définition 1.5.6 (Stabilité asymptotique en moyenne quadratique). [Has12] Le point

d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est asymptotiquement stable en moyenne quadratique s’il
existe €

. 2 .
tilgloo(E{nx(t)H }) =0, Vol <e. (1.41)
Définition 1.5.7 (Stabilité exponentielle en moyenne quadratique). [Ma097/ Le point
d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est exponentiellement stable en moyenne quadratique s’il
existe un réel € > 0 et deux constantes ¢ > 0 et 5 > 0 tels que ||zo|| < € implique pour toutt > 0

E{l2(t)|*} < cllzol . (1.42)

La relation (1.42) est équivalente & [Mao97, HMOS]
: 1 2
hmsupfln<E{Hx(t)|| }) <-—B<0. (1.43)
t——4o0 t

Dans la suite, par abus de langage, on parle de la “stabilité du systéme” ou de la “stabilité de
I’EDS” pour la “stabilité du point d’origine”.
Remarque 1.5.1. Si dans les équations (1.40), (1.41), (1.42) et (1.43), on remplace la puissance

“27 par la puissance “p” ot p > 1 est un nombre entier, alors la stabilité est celle du moment
d’ordre p. O

La définition suivante ne correspond pas a la stabilité, mais & une propriété “moins contrai-
gnante” qui est la bornitude, bien que dans [TR76], les auteurs parlent improprement de stabilité
asymptotique en moyenne quadratique.

Définition 1.5.8 (Bornitude exponentielle en moyenne quadratique). [TR76] (définition
1) Un processus stochastique x(t) est exponentiellement borné en moyenne quadratique s’il existe
des constantes a > 0, k1 > 0 et ko > 0 telles pour tout t > 0

E{||x(t)H2} < ki 4 kpe . (1.44)

2
I

La relation (1.44) n’implique pas que E {||:c(t) } décroit pour tout ¢ > 0, mais que sa borne

décroit exponentiellement quand ¢ tend vers +o0o et que la moyenne quadratique du processus
stochastique est bornée par

lim E{||x(t)H2} <k

t——+o0

ou k1 dépend du bruit perturbant le systéme. Si k1 = 0, alors z(t) converge vers 0 exponentiel-
lement en moyenne quadratique car on a alors

E{ |20} < k™",
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1.5.2 Théorémes pour la stabilité des systémes stochastiques

Dans cette section, on considére I'EDS (1.6).
L’application de la formule d’It6 (1.11) sur la fonction de Lyapunov stochastique V' (z(t)) > 0
donne

dV (t,z(t)) = LV (t,z(t)) dt + B(V (¢, z(t))) dw(t), (1.45)
LV(t,z(t) = Vilt,z(t)) + Va(t,z(t)) f(x(t)) + %tr(gT(fﬂ(t))Vm(t,fv(t))g(l‘(t)))’ (1.46)
BV (t,2(t)) = Valt, z(t))g(x(t)) (1.47)
[ 0%’V 0’V ]
8%18331 o 8x18xn
' " 92V 02V
| 0z, 021 ~~ Oz,0x, |

Les fonctions de Lyapunov V (¢, z(t)) sont associées aux propriétés suivantes.

e Une fonction de Lyapunov V (¢, z(t)) est définie positive (V (t,z(t)) > 0) si V(t,x(t)) >
p(||z(®)]), ot u(s) est une fonction de classe K. Une fonction de classe K est une fonction
continue de R™ +— IR* qui ne s’annule qu’en zéro et qui est strictement croissante.

e Une fonction de Lyapunov V (¢, z(t)) définie positive est “decrescent” si V (¢, z(t)) < (||z(t)]]),
ot (.) est une fonction de classe K.

e Une fonction de Lyapunov V(¢,z(t)) est radialement non bornée si ~ lim  V(t,z(t)) =
[l2(t)[|—+o00

400,
Les définitions précédentes de stabilité et de bornitude stochastiques se traduisent avec des
critéres sur £V (¢, z(t)) ou sur LV (¢, z(t)) et BV (¢, z(1)).
On obtient des conditions de stabilité qui sont suffisantes, mais pas nécessaires : si on ne trouve
pas de fonction de Lyapunov vérifiant les conditions données dans les théorémes ci-dessous, on
ne peut pas conclure sur la stabilité.

Théoréme 1.5.1 (Stabilité en probabilité). [Mao97] Le point d’équilibre x = 0 est stable
en probabilité s’il existe une fonction de Lyapunov définie positive V (t,z(t)) € CH?(IRy xR"; R)
telle que

LV (t,z(t)) <0 VYV #0. (1.48)

Théoréme 1.5.2 (Stabilité asymptotique en probabilité). [Mao97] Le point d’équilibre

z(t) = 0 de 'EDS (1.6) est asymptotiquement stable en probabilité s’il existe une fonction de
Lyapunov définie positive et “decrescent” V (t,z(t)) € CH2(IRy xIR™;IR) telle que

LV (t,z(t)) <0 Va #0. (1.49)

Si, dans le théoréme 1.5.2, la fonction de Lyapunov V(¢,x(t)) est aussi radialement non

bornée, alors le point d’équilibre z(t) = 0 est asymptotiquement stable en probabilité au sens
large [Mao97].
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Théoréme 1.5.3 (Stabilité exponentielle presque stre). [Mao97, HM08] S’il existe une
fonction de Lyapunov définie positive V (t,z(t)) € CY2(Ry xIR";R) et des constantes p > 0,
c1>0,c0 € R etcg >0 telles que, siVax #0 et YVt =0 (g(t,x) est la diffusion)

allz®IP < Vit a(b) (1.50a)
LV (t,x(t)) < 2V (¢, z(t)) (1.50b)
1BV (t,2(t)||” = e3aV2(t, x(t)) (1.50c)
alors 1 26y — 3
lim sup— In(||z(¢, zo, to)]|) < D.S. Vo e R" (1.51)
t—too L 2p

et le point d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est exponentiellement presque sirement stable si
c3 > 2co (1.52)

Théoréme 1.5.4 (Stabilité exponentielle en moyenne quadratique). [Mao97| Le point
d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6) est exponentiellement stable en moyenne quadratique s’il
existe une fonction de Lyapunov définie positive V (t,z(t)) € CH?(IRy xIR™;R) et des constantes
co >0, c1 >0 etcog <O telles que, si

a llz(@)|]? < V(t,z(t) < collz@)]? et LV (t,x(t) < eV (t,z(t)) YVaoeRY, (1.53)

alors

E{||m(t,x0,to)|]2} “ ||x [2e2t=0) i > 10,V € R™. (1.54)
Remarque 1.5.2. (Stabilité exponentlelle en moyenne quadratique : cas linéaire).[Dam04]

Si f(z(t)) = Ax(t) et g(x ZA 2(t) dans 'EDS (1.6), alors les conditions énoncées dans

le théoréme 1.5.4 sont necesssalres et suffisantes pour la stabilité exponentielle en moyenne qua-
dratique du point d’équilibre z(t) = 0. O
Remarque 1.5.3. Si dans les équations (1.53) et (1.54), on remplace la puissance “2” par la

puissance “p” o p > 1 est un nombre entier, alors la stabilité est celle du moment d’ordre p. [J

Théoréme 1.5.5 (Bornitude exponentielle en moyenne quadratique). [TR76] Soit un
processus stochastique x(t) dont la dérive f(x(t)) et la diffusion g(x(t)) sont continues satisfaisant
(1.16) et (1.17). Soit une fonction de Lyapunov définie positive V(x(t)) € C*(R™;R) telle que
(avec Ea{f(x(t))} = E{f(2(t))} lzo=a))

2

} . (1.55)

sotent bornées en t pour tout intervalle borné de t. S’il existe des constantes ¢ > 0, a > 0 et
k > 0 telles que

BV (1)} BaflSV (2(0)]} e Ea{\wam

V(a(t) > el (1.56)
LV (z(t)) < k—aV(z(t)) vVt >0, (1.57)
alors
2 —at k —at
Ea{Hx(t)H } <V(@)e™ + 2 (1—e). (1.58)
L’inégalité (1.58) du théoréme 1.5.5 donne k; = L > Oet ky = aVle) —k > 0 pour

co co
k
I'inégalité (1.44) de la définition 1.5.8 et on obtient lim E{Hx(t)||2} < —
t—+oo co

23



Chapitre 1. Systémes stochastiques et équations différentielles stochastiques

1.5.3 Relations entre la stabilité exponentielle presque siire et la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique

1.5.3.1 Discussion a partir des conditions sur les fonctions de Lyapunov

Les conditions données par le théoréme 1.5.4 impliquent celles exposées au théoréme 1.5.3,
mais la réciproque est fausse. Ainsi, s'il existe une fonction de Lyapunov V(x(t)) garantissant
que le point d’équilibre z(t) = 0 de 'EDS (1.6) est exponentiellement stable en moyenne qua-
dratique, alors cette fonction de Lyapunov permet aussi de montrer que ce point d’équlibre est
exponentiellement presque stirement stable :

e ¢; dans (1.50a) correspond & ¢; dans (1.53),

p =2 dans (1.50a),

¢ dans (1.50b) correspond & ¢z dans (1.53),

c3 = 0 dans (1.50c¢),

cp dans (1.53) n’existe pas dans le théoréme 1.5.3 : la fonction de Lyapunov doit étre
“decrescent” dans le théoréme 1.5.4, ce qui n’est pas requis dans le théoréme 1.5.3.

La différence importante entre les théorémes 1.5.3 et 1.5.4 tient a la fagon dont le bruit
intervient, c’est-a-dire a la maniére dont la dérive g(x) intervient dans les conditions données par
ces deux théorémes.

Dans le théoréme 1.5.4 relatif a la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, le bruit a
un effet “déstabilisant” car 3 tr(g7 (z(t))Vaa(z(t))g(2(t))) > 0. Done, pour que &V (z(t)) < 0, il
faut que Vi (x(t))f(z(t)) <0, c’est-a-dire que 'EDO

dz(t) = f(z(t)) dt (1.59)

soit exponentiellement stable.

Dans le théoréme 1.5.3 relatif & la stabilité exponentielle presque stre, si la condition £V (z(t)) <
0 n’est pas vérifice, c’est-a-dire si £V (z(t)) < c2V(x(t)) avec ¢z > 0, le bruit peut permettre
d’obtenir la stabilité exponentielle presque stre si

c3 > 2¢o

avec || BV (z(t))||* > e3V?(x(t)). Ainsi, le bruit peut avoir un effet stabilisant ou déstabilisant
dans le cas de la stabilité exponentielle presque stire, que le point d’équilibre x(¢t) = 0 de 'EDO
(1.59) soit stable ou instable (voir section 1.5.4).

L’avantage de la stabilité exponentielle presque siire sur les autres types de stabilité est qu’elle
autorise £V (z(t)) > 0 car elle ajoute une condition sur BV (z(t)) (théoréme 1.5.3).

Généralement, la stabilité exponentielle en moyenne quadratique n’implique pas la stabilité
exponentielle presque siire et la stabilité exponentielle presque siire n’implique pas la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique. Cependant, la stabilité exponentielle en moyenne quadra-
tique implique la stabilité exponentielle presque stire si on ajoute des conditions supplémentaires
comme le montrent les deux théorémes suivants.

Théoréme 1.5.6. [Mao97] S’il existe une constante k > 0 telle que

() f (@) V gz * < Kz, (1.60)

alors la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS
(1.6) implique la stabilité exponentielle presque sire.
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Théoréme 1.5.7. [Mao97] Pour le systéme

d
da(t) = Az(t)dt + ) Bi(t) dwi(t), (1.61)
=1

la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point d’équilibre x(t) = 0 de I’EDS (1.6)
implique la stabilité exponentielle presque sire.

Les théoréemes 1.5.6 et 1.5.7 sont vrais si on remplace la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique (c’est-a-dire la stabilité exponentielle du moment d’ordre 2) par la stabilité expo-
nentielle du moment d’ordre p.

Les conditions d’existence et d’unicité données dans le théoréme 1.4.4 ne garantissent pas
que l'inégalité (1.60) soit satisfaite [Mao97].

Au vu des développements ci-dessus, on peut conclure que, pour une “grande classe d’EDS”,
la stabilité exponentielle presque siire est “moins contraignante” que la stabilité exponentielle en
moyenne quadratique. Bien que, dans la littérature, ce soit la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique qui est trés majoritairement utilisée, un des objectifs de ce mémoire est de proposer
une approche pour la synthése d’observateurs qui est basée sur une notion de stabilité moins
contraignante : la stabilité exponentielle presque siire. Cette stabilité est peu étudiée dans la
littérature pour la synthése d’observateurs et la stabilisation avec une loi de commande.

Dans les sections 1.5.3.2, 1.5.3.3 et 1.5.3.4, on va illustrer ces analyses & propos des relations
entre la stabilité exponentielle presque stire et la stabilité exponentielle en moyenne quadratique.
Avec deux exemples simples (sections 1.5.3.2, 1.5.3.3), on va montrer que, selon la fagon dont
le bruit intervient, le point d’équilibre d’'une EDS peut étre stable ou instable selon le type
de stabilité considéré. La section 1.5.3.4 présente un exemple ot une fonction de Lyapunov
quadratique ne peut pas étre utilisée pour étudier la stabilité exponentielle presque sire, alors
que cette classe de fonctions de Lyapunov permet d’étudier la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique.

1.5.3.2 Cas des équations différentielles scalaires
Dans cette section, on considére ’EDS avec un bruit multiplicatif suivante
dz(t) = ax(t) dt + oz(t) dw(t) (1.62)

avec z(t) e R, w(t) e R, a € R et 0 € R.
Cette EDS peut se récrire comme suit avec w(0) =0 et z(¢) # 0

t du t t
/ :/ adt+/ odw = at + ow(t). (1.63)
0oz 0 0

On applique les formules d’'Ité (1.11), (1.12) et (1.13) avec ®(¢,2) = In(z) sur 'EDS (1.62)

x
(on a donc f = ax et g = ox), ce qui donne (avec — = adt + o dw)
x

d®(t,z) = <<I>t(t, x) + O (t,2)f(t) + %tr(g(t)T@m(t, x)g(t))) dt + . (t, 2)g(t) dw

2 d 2
= <0+a—02> dt+adw:—x—%dt:dln(az). (1.64)
Xz
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En intégrant la relation (1.64), on obtient

ln(a:):/otdln(x):/otd;—/Ota;dt: <a—022)t+aw(t)

et la solution x(¢) de 'EDS (1.62) est donnée par

o2

z(t) = xoe(a77>t+aw(t). (1.65)

En suivant I'approche développée dans [Mao97], on va calculer E{|z(¢)|*} comme suit. La
solution z(t) (1.65) permet d’exprimer E{|z(t)|*}

0_2
E{|.’L'(t)‘2} - R {$%€2(a2>t+2aw(t)} — 6(204+U2)tE {$(2)€—20'2t+20'w(t)} ) (166)

Soit y(t) = |zo|* e 27" 1+20w(D)  Si on compare z(t) a y(t), alors y(t) est la solution de 'EDS
(1.62) avec o = 0 et o remplacé par 20, c’est-a-dire de 'EDS

dy(t) = 20y(t) dw(t) (1.67)

qui, avec y(0) = |zo|?, est équivalente & (voir section 1.4.1)

y(t) = |zol? + 20 /0 y(s) du(s). (1.68)

En utilisant la relation (1.10a), on obtient E{|y(¢)|*} = E{|zo|*}. En introduisant ce résultat
dans la relation (1.66), on obtient I'espérance quadratique de la solution x(t)

E{|z(t)[*} = e R x|} (1.69)

Le comportement & 'infini de z(t) dépend du signe de a — %2 car le terme dominant dans

w(t)

I'exponentiel est ¢ puisque w(t) varie comme v/t car E{dw(t) dw(t)} = dt et . 1121 —~ = 0 (voir
— 100

la section 1.3 sur le mouvement brownien).
Ainsi le bruit multiplicatif agit sur la stabilité car

(i) si 2a > o2 alors |z(t)] — 400 p.s. quand t — +o00,
e instable en probabilité,
instable asymptotiquement en probabilité,
instable asymptotiquement en probabilité au sens large,
instable exponentiellement presque stirement,
200 < 02 alors x(t) — 0 p.s. quand t — +o0,
stable en probabilité,
stable asymptotiquement en probabilité,
stable asymptotiquement en probabilité au sens large,
stable exponentiellement presque stirement,

(iii) si 2a = 02 alors x(t) va fluctuer suivant les variations du bruit avec limsup |z(t)| = oo et
t—+o00

n e e e

—

(ii)

liminf |z(¢)] =0 p.s.
t—-+o0
e instable en probabilité,

e instable asymptotiquement en probabilité,
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instable asymptotiquement en probabilité au sens large,
instable exponentiellement presque stirement.

Ainsi, selon la valeur de |o|, le mouvement brownien w(t) peut stabiliser ou déstabiliser z(t)
méme si a > 0, donc méme si PEDO dxz(t) = ax(t) dt est instable (voir section 1.5.4).
Pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, on a les conditions suivantes

(i) si2a < —0? < 0 alors E{|z(t)]*} = 0 quand t — +o0,

stable en moyenne quadratique,
stable asymptotiquement en moyenne quadratique,
stable exponentiellement en moyenne quadratique,

(ii) si 2a > o2 alors E{|z(t)|*} — 400 quand t — +oo.

instable en moyenne quadratique,
instable asymptotiquement en moyenne quadratique,
instable exponentiellement en moyenne quadratique.

Le bruit a un effet déstabilisant au sens de la moyenne quadratique car, méme si 'EDO
dx(t) = ax(t) dt est stable, c’est-a-dire si a < 0, une grande valeur de |o| peut générer 2a+ 02 >
0. De plus, la stabilité de PEDO dx(t) = ax(t)dt est une condition nécessaire a la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique pour 'EDS (1.62), ce qui est en accord avec la remarque

1.5.2.

Pour illustrer cette discussion, on choisit trois cas pour 'EDS (1.62)
1) a=a1=02eto=1,

exposant de Lyapunov (1.38) égal & p; = a; — 0.502 = —0.3 < 0 — stabilité exponen-
tielle presque stre,

exposant de Lyapunov (1.43) égal & p11 = 201 +02 = 1.4 > 0 — instabilité exponentielle
en moyenne quadratique,

(2) a=ay=-0.52¢t 0 =1,

exposant de Lyapunov (1.38) égal & ps = ap —0.50% = —1.02 < 0 — stabilité exponen-
tielle presque stre,

exposant de Lyapunov (1.43) égal & po = 2as + 02 = —0.04 < 0 — stabilité exponen-
tielle en moyenne quadratique,

B) a=a3=05leto=1,

exposant de Lyapunov (1.38) égal & p3 = a3 — 0.502 = 0.01 > 0 — instabilité exponen-
tielle presque stre,

exposant de Lyapunov (1.43) égal & u3 = 2a3 + 02 = 2.02 > 0 — instabilité exponen-
tielle en moyenne quadratique.

Les réponses obtenues sont montrées dans la figure 1.3 avec g = 2.
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FIGURE 1.3 — Réponse pour 'EDS (1.62) avec trois valeurs de .

Dans la figure 1.3, le cas (1) correspondant & & = a3 = 0.2 et ¢ = 1 donne la courbe bleue
avec @, le cas (2) correspondant & a = as = —0.52 et ¢ = 1 donne la courbe noire avec @ et
le cas (3) correspondant & @ = a3 = 0.51 et 0 = 1 donne la courbe rouge avec @. Les courbes
O (bleue), ® (noire) et ® (rouge) correspondent respectivement aux réponses obtenues avec les
EDO dz(t) = axe(t)dt on i = 1,2, 3.

La condition a—0.502 < 0 est vérifiée pour les réponses @ et @ : on a la stabilité exponentielle
presque siire. Les courbes bleue @ et noire @ convergent exponentiellement vers 0.

La condition o — 0.502 < 0 n’est pas vérifice pour la réponse @ : on n’a pas la stabilité
exponentielle presque stre. La courbe rouge @ diverge vers +oo.

L’exposant de Lyapunov (1.38) est un indicateur du taux de décroissance exponentielle d’une
trajectoire (voir relations (1.33) et (1.34)). L’exposant de Lyapunov py dans le cas (2) a une
valeur absolue plus grande que celle de 1'exposant de Lyapunov p; dans le cas (1) : pa < p1,
|p2| > |p1| et la courbe noire @ converge plus vite que la courbe bleue @.

L’EDO dz(t) = ajz(t) dt est instable (courbe bleue @) alors que 'EDS dz(t) = aqz(t) dt +
ox(t) dw est stable (courbe bleue @). Ainsi le mouvement brownien w(t) a un effet stabilisateur
sur la réponse.

La convergence de la courbe noire @ est plus rapide que celle de la courbe noire . Ainsi,
bien que 'EDO dxz(t) = asz(t) dt est stable, le mouvement brownien w(t) a permis d’accélerer
la convergence de la réponse.

Dans le cas (2), on a la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et la stabilité ex-
ponentielle presque stire (courbe noire @), alors que dans le cas (1) (courbe bleue @) on a la
stabilité exponentielle presque stire, mais pas la stabilité exponentielle en moyenne quadratique.
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On constate que la stabilité exponentielle en moyenne quadratique permet de “diminuer” le ca-
ractére erratique dans la réponse.

1.5.3.3 Exemple illustratif
Dans cette section, on considére 'équation différentielle stochastique (EDS) suivante
dz(t) = Ax(t) dt + Bz(t) dw(t) (1.70)

oil 2(t) € IR? est le vecteur d’état, w(t) € R est un mouvement brownien centré, avec

0 b
X 0] . (1.71)

a O
0 a

A= et B =

Puisque AB = BA, la solution de 'EDS (1.70) est donnée par [Mao97]

B2 a — 0.5b° 0 0 b
x(t) = exp <<A - 2)75 + Bw(t)> xo = exp ([ 0 . 0.5b2] t+ [b 0] w(t)> xo. (1.72)

L’exposant de Lyapunov (1.38) est donné par
li ! In(||z(t)]]) = 0.5b° (1.73)
 im ; n(||z a . p.s. .

car w(t) varie comme /%
En utilisant la définition 1.5.4, la solution (1.72) est exponentiellement presque stirement
stable si et seulement si
2a < b2 (1.74)

Ainsi, si 0 < 2a < b?, la stabilité exponentielle presque siire est vérifiee méme si 'EDO
dz(t) = Az(t) dt est exponentiellement instable.

On va calculer I'espérance quadratique E{z(t)z”(¢)} de la solution x(t) de I'EDS (1.70) en
utilisant [Kle69, SW96].

Soit Q(t) = E{z(t)z1(t)} et Qo = E{moxl}. Q(¢) est la solution de 'équation différentielle
matricielle suivante

Q(t) = AQ(t) + QAT + BQ()B"
qui est équivalente a

d

T vec(Q(t)) = M vec(Q(t))

avec (voir section A.4, annexe A)
M=A I+ A+ B B.

La solutiont Q(t) est donnée par

vec(Q(t)) = eMtvec(Qo).
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En utilisant les expressions littérales des matrices A et B, on obtient

2¢ 0 0 b?
0 2a b 0 .
M= — 7ZDZ
0 b 24 0
B 0 0 2a
avec
(0 —1 0 1] 20— 0 0 0 | 0 —05 05
-1 10 0  2a-—1b? 0 0 . |05 0 0
A D= L7 =
1 1 0 0 0 2a + b? 0 0 0.5 0.5
0 0 1 0 0 0 2a + b2 05 0 0
ce qui donne
eMt — Zeth—l
[0 —1 0 1] [e@at®t g 0 o |[ o —05 05 0]
B! 10 et 0 ~05 0 0 05
R 10 0 (2007t 0 0 05 05 0
0 0 1 0 0 a1 05 0 0 05
a(t) + B(t) 0 0 aft) — B(t)
_ 0 a(t) + B(t) a(t) — p(t) 0
a(t) = B(t) aft) + B(t)
o(t) — B(t) 0 0 a(t) + (1) ]
avec a(t) = 0.5e200)t o (1) = 0.5e(2a—0")t,
La solution Q = E{x(t)z” ()} est donc donnée par
t — 05 €(2a+b2)t + e(?a—b2)t 4 05 e(2a+b2)t o e(?a—b2)t 175a
q1 q0, 4053,
qZ(t) - €(2a+b2)tq027 (175b)
st = 05 (€(2a+b2)t _ e(2a—b2)t) do, + 0.5 <€(2a+b2)t i e(2a—b2)t)> G0ss (1.75¢)
avec
t t
Q) = B{a(t)zT (1)} = [‘”() 2O 0w Qy= Blugal) = [qol q‘h] > 0. (1.76)
q@(t) gs(t) qo, qos

Puisque 2a + b? > 2a — b? et que
(1.76) donnent

lx(t)]*

! (t)z(t)

a q a
E{[2(t)|2} = q1(t) + gs(t) = el2e+0) [ Ol] = 2B o |°)
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et 'exposant de Lyapunov (1.43) est donné par

1imsup%1n(E{||x(t)H2}) — 20 1 1. (1.77)

t——+o0

En utilisant la définition 1.5.7, la solution (1.72) est exponentiellement stable en moyenne
quadratique si et seulement si
2a < —b°. (1.78)

Ainsi, si 0 > 2a > —b%, I'EDO dz(t) = Az(t)dt est exponentiellement stable bien que la
solution (1.72) soit exponentiellement instable en moyenne quadratique. Cependant, la stabilité
de 'EDO dz(t) = Ax(t) dt est nécessaire a la stabilité exponentielle en moyenne quadratique de
la solution (1.72).

La figure ci-dessous résume les conditions de stabilité exponentielle presque siire (ASES pour
Almost Sure Exponential Stability) et de stabilité exponentielle en moyenne quadratique (MSES
pour Mean-Square Exponential Stability).

MSES -0.502 0 0.5

ASES

FIGURE 1.4 — Stabilités MSES et ASES.

Au vu des calculs ci-dessus, comme dans ’exemple scalaire précédent, le mouvement brow-
nien peut avoir un effet stabilisant ou déstabilisant pour la stabilité exponentielle presque stire
(possibilité d’avoir la stabilité avec a > 0), tandis qu’il a un effet déstabilisant pour la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique (la condition 0 > 2a > —b? est déstabilisante).

Pour illustrer cette discussion, on choisit trois cas pour 'EDS (1.70)

(1) a=a1=02etb=1,
e exposant de Lyapunov (1.73) égal & p; = a;—0.50> = —0.3 < 0 — stabilité exponentielle
presque slre,
e exposant de Lyapunov (1.77) égal & yu; = 2a1 +b*> = 1.4 > 0 — instabilité exponentielle
en moyenne quadratique,
(2) a=ay=-052et b=1,
e exposant de Lyapunov (1.73) égal & ps = as — 0.5 = —1.02 < 0 — stabilité exponen-
tielle presque stre,
e exposant de Lyapunov (1.77) égal & us = 2a2+b* = —0.04 < 0 — stabilité exponentielle
en moyenne quadratique,
(8) a=a3=051et b=1,
e exposant de Lyapunov (1.73) égal & p3 = az — 0.5b> = 0.01 > 0 — instabilité exponen-
tielle presque stire,
e exposant de Lyapunov (1.77) égal a ug = 2a3+b* = 2.02 > 0 — instabilité exponentielle
en moyenne quadratique.

Les réponses obtenues sont montrées dans la figure 1.3 avec zg =[—1 2 ]T.
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FIGURE 1.5 — Réponse pour 'EDS (1.70) avec trois valeurs de a

Dans la figure 1.5, le cas (1) correspondant & a = a; = 0.2 et b = 1 donne les deux courbes
bleues avec @, le cas (2) correspondant a a = az = —0.52 et b = 1 donne les deux courbes noires
avec @ et le cas (3) correspondant & a = ag = 0.51 et b = 1 donne les deux courbes rouges avec

@.

La condition a—0.5b% < 0 est vérifiée pour les réponses @ et @ : on a la stabilité exponentielle
presque sfire. Les courbes bleues @ et noires @ convergent exponentiellement vers 0.

La condition a — 0.5b> < 0 n’est pas vérifiée pour la réponse @ : on n’a pas la stabilité
exponentielle presque stire. Les deux courbes rouge ® divergent vers toc.

L’exposant de Lyapunov (1.73) est un indicateur du taux de décroissance exponentielle d’une
trajectoire (voir relations (1.33) et (1.34)). L’exposant de Lyapunov ps dans le cas (2) a une
valeur absolue plus grande que celle de I'exposant de Lyapunov p; dans le cas (1) : po = 3.4p;
et les deux courbes noires @ convergent plus vite que les deux courbes bleues @.

L’EDO dxz(t) = Axz(t)dt avec a = a; est instable alors que 'EDS (1.70) avec a = a; est
stable (deux courbes bleues @). Ainsi le mouvement brownien w(t) a un effet stabilisateur sur la
réponse.

Dans le cas (2), on a la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et la stabilité exponen-
tielle presque stre (deux courbes noires @), alors que dans le cas (1) (deux courbes bleues @) on
a la stabilité exponentielle presque stire, mais pas la stabilité exponentielle en moyenne quadra-
tique. On constate que la stabilité exponentielle en moyenne quadratique permet de “diminuer”
le caractére erratique dans la réponse.
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1.5.3.4 Insuffisance des fonctions de Lyapunov quadratiques

Dans cette section, on applique les théorémes 1.5.3 et 1.5.4 sur 'EDS (1.70) avec une fonction
de Lyapunov quadratique V (z(t)) = 2T (t)Px(t). La matrice P est donnée par

p= |t P (1.79)
b2 P3
et satisfait
p1 >0, p3>0 et  pipg>ps >0 (1.80)
pour que P = PT > 0.
Avec cette fonction de Lyapunov candidate, on obtient les relations suivantes
LV (z(t)) < oV (z(t))
b’ + (2a — 2a 4 b? —
s ATP 4+ PA+ BTPE — P <0 — [PV T Racap pa(2a )| <o (181)
p2(2a + 0% —c3)  p1b® + (2a — c2)p3
et
soit BTP+ PB — VesP =0,
1BV ((@0)II° = [Va(z(@)g(x()]* = e3VP(x(t) <= -
soit B*P+ PB+ ,/c3P <0
(1.82)
[ 2bpy — bp1 + bps — ]
BTP+ PB — /&3P — P2 — /C3P1 p1 + bpz — \/c3p2 >0, (1.83)
|bp1 + bps — \/c3p2 2bpa — \/c3p3
[ 2 bp1 + b ]
BTP 4 PB+ /&P = P2 + /C3D1 p1 + bps + /C3p2 <0, (1.84)
|bp1 + bp3 + \/C3p2 2bps + /c3p3

Stabilité exponentielle en moyenne quadratique : application du théoréme 1.5.4.

Il faut calculer P telle que la condition (1.81) soit vraie avec ¢y < 0. Pour ce faire, il est
nécessaire et suffisant de résoudre la LMI AT P + PA + BTPB < 0.

e Condition suffisante de stabilité exponentielle en moyenne quadratique avec £V (x(t)) :

Si on choisit

1 0
p— pr P2y _ 7
D2 D3 0 1
alors on obtient
2a + b? 0
ATP+PA+BTPB=|" <0
0 2a + b?

si et seulement si 2a + b% < 0, c’est-a-dire si et seulement si la condition (1.78) est vérifiée.
e Condition nécessaire de stabilité exponentielle en moyenne quadratique avec £V (x(t)) :
Une condition nécessaire pour que

p3b? + 2ap1  po(2a + b?)

AP+ PA+BTPB=
p2(2a + %)  p1b® + 2aps
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avec P vérifiant (1.79) et (1.80) est pgb® + 2ap; < 0 et p1b? + 2ap3 < 0. Puisque

2 D3
{p3b2+2ap1<0 . [ 2a < —b"=

1
p1b% + 2ap3 < 0 2a < —ng—l
p3
2a + b% < —b? @—1
— P1 — 24 < —b? <0,
2a + b% < —b? &—1
pP3

la condition (1.78) est nécessaire.
Ainsi, on a montré que le théoréme 1.5.4 est équivalent a la condition (1.78), ce qui est en
accord avec la remarque 1.5.2.

Stabilité exponentielle presque stire : application du théoréme 1.5.3.

Si ¢a < 0 dans la condition (1.81), alors il suffit de choisir ¢3 = 0 dans la condition (1.82)
pour que la stabilité exponentielle presque siire soit garantie avec le théoréme 1.5.3. Mais dans ce
cas, la stabilité exponentielle en moyenne quadratique est aussi garantie avec le théoréme 1.5.4.

En accord avec la figure 1.4, on suppose que le point d’équilibre de I'EDS (1.70) est expo-
nentiellement instable en moyenne quadratique, c¢’est-a-dire que 0 > 2a > —b?. Dans ce cas, on
a ca > 0 dans la condition (1.81). Il faut donc que ¢3 > 0 dans la condition (1.82).

Dans les calculs qui suivent on suppose que b > 0 sans perte de généralité.

e BTP+PB— /e3P >0:

On a les équivalences suivantes puisque P = PT > 0
BTP + PB — \/c3P = (BT — 0.5\/c315)P + P(B — 0.5\/c315)

—0.5\/c3 b P1 D2 p1 p2| |—0.5y/c3 b <
b —0.5\/c3| |p2 p3 P2 D3 b —0.5/c3
e Re(Mi(B — 0.5\G0) =0  i=1,2.

_l’_

La condition Re(A\;(B — 0.5\/c312)) > 0, i = 1,2, est impossible a vérifier car

—0.5,/ b
B — 0.5\/03]2 = s — det(SIQ — (B — 0.5«/63[2)) = 82 + /¢35 + 0.25¢3 — b2,
b —0.5\/C3

A (B = 0.5y/c3ls) = —b— 0.5y/c3 < 0 et Aa(B — 0.5y/c3l3) = b — 0.5\/c3.
° BTP—l—PB—&—\/EPéO:
On a les équivalences suivantes puisque P = PT > 0
BTP + PB + /e3P = (BT +0.5,/c315) P + P(B 4 0.5\/c315)
0.5\/c3 b p1 P2 . p1 p2| |0.5y/c3 b <0
b 0.5\/c3| |p2 p3 P2 P3 b 0.5/c3
<~ Re()\z(B + 0.5\/512)) <0 1=1,2.

La condition Re(\;(B 4 0.5\/c3l2)) <0, i = 1,2, est impossible a vérifier car

0.5 b
ves ] — det(sIy — (B + 0.5/c3I3)) = s* — \/c3s + 0.25¢3 — b?,

B+0.5 CgIQZ
Ve [ b 0.5yc3
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AL(B + 0.5/c315) = 0.5y/c3 — b et Ao(B + 0.5,/c312) = 0.5/c3 + b > 0.

La condition || BV (z(t))||* > e3V2(x(t)) avec ¢3 > 0 est donc impossible a satisfaire avec
une fonction de Lyapunov quadratique. Ainsi, on ne peut pas montrer avec une fonction de
Lyapunov quadratique que le point d’équilibre x(t) = 0 de PEDS (1.70) est exponentiellement
presque strement stable si —b?2 < 2a < V.

Il existe donc des EDS pour lesquelles la stabilité exponentielle presque stire ne peut pas étre
vérifiée avec une fonction de Lyaponov quadratique, ce qui renforce l'intérét d’utiliser le bruit
pour étudier cette stabilité. C’est 'objet de la section suivante.

1.5.4 Stabilisation et déstabilisation avec le bruit

Dans la section 1.5.3, le fait que 'on peut se servir du mouvement brownien pour obtenir la
stabilité exponentielle presque stire a été mis en évidence et a été illustré par deux exemples (voir
sections 1.5.3.2 et 1.5.3.3). Plusieurs travaux ont traité cette problématique : [Mao94b, Mao97,
Bas01, Kwi02, DLMP08, WMH10|.

Dans la suite de cette section, des théorémes relatifs & la stabilisation par le bruit sont donnés.

Théoréme 1.5.8 (Stabilisation exponentielle presque sire avec le bruit). [Mao94b,
Mao97] Tout systéme non linéaire

i(t) = f(z(t),t) (1.85)

peut étre stabilisé par un mouvement brownien si la fonction f(x(t),t) est globalement Lipschitz,
c’est-a-dire sl existe un réel ky > 0 tel que

1 (@), )l < kg lz(@)] - (1.86)
De plus, on peut utiliser un mouvement brownien scalaire pour stabiliser (1.85).

Dans le théoréme 1.5.8, le systéme (1.85), qui est stabilisé avec des mouvements browniens,
est transformé en une EDS donnée par

d

da(t) = f(z(t),t)dt + Y Bix(t) dwi(t). (1.87)

1=0

Théoréme 1.5.9 (Stabilisation exponentielle presque sire avec le bruit). [Mao94b,
Mao97] Soit VEDS (1.87) vérifiant la condition de Lipschitz (1.86). S’il existe des constantes
A>0 et p=>=0 telles que

d d
2
Yo IBa®IP < M@ et Y [T @Ba® = p @)l (1.88)
=0 =0
alors )
limsup—In(||z(t)[|) < —(p — kf — 0.5)) p.s. (1.89)
t—+oo b

et le point d’équilibre x(t) = 0 est exponentiellement presque sirement stable si

p>kp+ 0.5\ (1.90)
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Théoréme 1.5.10 (Stabilisation exponentielle presque stire avec le bruit). [Mao94b,
Mao97] L’EDS (1.87) peut étre stabilisée par un mouvement brownien si la fonction f(x(t),t)
est globalement Lipschitz, c’est-a-dire s’il existe un réel ky > 0 tel que

1/ (@(2), )l < kr llz@)]]- (1.91)
De plus, on peut utiliser un mouvement brownien scalaire pour stabiliser (1.87).

On considére I'EDS suivante

d

da(t) = f(a(t),t) dt + g(a(t), ) dw(t) + Y Bia(t) dwy(t). (1.92)
1=0

Théoréme 1.5.11 (Stabilisation exponentielle presque stre avec le bruit). [Mao94b/
Soit 'EDS (1.92) vérifiant les conditions suivantes (kf >0 et kg > 0)

1F @), Ol < kg llz@)ll et trlg(@(t),t)g" (@(t), ) < kg [lz(2)] - (1.93)
S’il existe des constantes A > 0 et p > 0 telles que

d

d
S IBa@P <Alle@ et Y [T @B’z ple@l.  (194)
1=0

1=0

alors )
limsup— In(||z(t)||) < —(p — kf — 0.5(kg + X)) .. (1.95)
t——+o00 t

et le point d’équilibre x(t) = 0 est exponentiellement presque sirement stable si
p>ky+0.5(kg+ A). (1.96)

Dans les sections 1.5.3.2 et 1.5.3.3, on a “implicitement” appliqué les théorémes 1.5.8 et 1.5.9.

En effet, puisque la constante de Lipschitz k¢ dans la condition (1.86) est donnée par k¢ = |«
dans 'EDS (1.62) et par kf = |a| dans 'EDS (1.70), on a stabilisé les EDO dxz(t) = ax(t) dt avec
a > 0 et dz(t) = Az(t) dt avec a > 0 en utilisant un mouvement brownien : on a donc utilisé le
théoréme 1.5.8.

Pour 'EDS (1.62), le théoréme 1.5.9 donne p < 0% < A et la condition (1.90) requiert de
“maximiser” p et de “minimiser” A. On choisit donc A = p = 02 et la condition (1.90) est
équivalente & —o2 < 2o < 02, ce qui est plus restrictif que la condition 2ac < 02 obtenue dans la
section 1.5.3.2.

Pour 'EDS (1.70), le le théoréme 1.5.9 donne p < b* < A et la condition (1.90) requiert
de “maximiser” p et de “minimiser” A. On choisit donc A = p = b? et la condition (1.90) est
équivalente & —b% < 2a < b2, ce qui est plus restrictif que la condition 2a < b? obtenue dans la
section 1.5.3.3.

Dans ces deux exemples, le théoréme 1.5.9 donne une condition suffisante, mais non nécessaire,
pour que le point d’équilibre z(t) = 0 de 'EDS soit exponentiellement stable presque siirement,
mais la stabilité exponentielle en moyenne quadratique n’est pas vérifi¢e (les conditions 2a < —o2
ou 2a < —b? ne sont pas satisfaites avec ce théoréme).

Dans la suite de cette section, des théorémes relatifs & la déstabilisation par le bruit sont
donnés.
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Théoréme 1.5.12 (Déstabilisation exponentielle presque stire avec le bruit). [Mao94b,
Mao097] Le systéme non linéaire (1.85) peut étre stabilisé par un mouvement brownien w(t) € R?
si la condition de Lipschitz (1.86) est satisfaite et si d > 2.

Théoréme 1.5.13 (Déstabilisation exponentielle presque stire avec le bruit). /[Mao94b,
Mao97] Soit VEDS (1.87) vérifiant la condition de Lipschitz (1.86). S’il existe des constantes
A>0 et p>0 telles que

d d
2
Do IBa®IF = Ae@* et Y [aT@Ba® < pla@)*, (1.97)
i=0 i=0
alors .
limsup— In(||2(¢)||) > (0.5X — kf — p) p.s. (1.98)
t——+o00 t

et le point d’équilibre x(t) = 0 est exponentiellement presque sirement instable si
A > 2(ks +p). (1.99)

Théoréme 1.5.14 (Déstabilisation exponentielle presque siire avec le bruit). [Mao94b/
Soit 'EDS (1.92) vérifiant les conditions suivantes (kg >0 et kg > 0)

If @) O < kellz@ll et tr(g(a(t), )g" (@(t), ) < kg ()] (1.100)

Sl existe des constantes A > 0 et p > 0 telles que

d y4
2 2 2 4
S UBa®P 2 Mz et Y " OBa®| < ple®]* (1.101)
i=0 i=0
alors )
limsup— In(||z(t)]]) = 0.5(A — 2p — 2ky — 2ky) .. (1.102)
t—+o00 t
et le point d’équilibre x(t) = 0 est exponentiellement presque sirement stable si
A > 2p+ 2ky + 2k,. (1.103)
Théoréme 1.5.15 (Déstabilisation exponentielle presque stre avec le bruit). [Mao94b/
L’EDS (1.87) peut étre stabilisée par un mouvement brownien w(t) € RY si la condition (1.100)

est satisfaite et si d > 2.

Remarque 1.5.4. Le théoréme 1.5.9 sur la stabilisation avec le bruit correspond au théoréme
1.5.11 en posant g(x(t),t) = 0 (donc kg = 0). De méme, le théoréme 1.5.13 sur la déstabilisation
avec le bruit correspond au théoréme 1.5.14 en posant g(x(t),t) = 0 (donc kg = 0). O

1.6 Lemme borné réel

Cette section est consacrée a la présentation du lemme borné réel pour les systémes détermi-
nistes et pour les systémes stochastiques.
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1.6.1 Lemme borné réel pour les systémes déterministes

Soit le systéme déterministe décrit par

z(t) = Ax(t)+ Bo(t) (1.104a)
z(t) = Cz(t)+ Dv(t) (1.104Db)

ot z(t) € R"™ est le vecteur d’état, z(t) € R" est le vecteur de sortie et v(t) € R? est celui de la
perturbation. La fonction de transfert de ce systéme est G(s) = C(sI — A)"'B+ D ot s € C est
la variable de Laplace.

En automatique, il est important de caractériser le comportement des sorties z(t) par rapport
aux perturbations v(t). Un des critéres de performance souvent retenu est de savoir si le systéme
rejette ou non les perturbations v(t), c’est-a-dire s’il les atténue ou les amplifie. Pour ce faire, la
norme souvent considérée est 1’énergie d’un signal définie comme suit

+o0 +oo
lvllz, = \//O vt (t)o(t) dt = \//0 lo(®)[1* dt (1.105)

Pour caractériser I'atténuation ou ’amplification des perturbations v(t) par le systéme (1.104),
on utilise la norme induite Lo suivante (on parle aussi de gain Lg)

”ZHL
|Gl = sup 7—=>

) avec xg = 0. (1.106)
’U;ﬁo HUHLQ

On parle de norme H et la notation |G|, est utilisée dans la littérature car elle correspond
a une norme de type “infinie” sur la fonction de transfert. En effet, si le systéme G(s) (1.104) est
stable, alors on a [Fra87|

z
|G|, = sup % = max 0(G(jw)) = max AG(—jw)TG(jw)) (1.107)
v#£0 H’UHL2 weR weR

ou 0(A) est une valeur singuliére de la matrice A (voir section A.1.1) et A(A) est une valeur
propre de la matrice A.

Si |G|, < 1, alors le systéme (1.104) atténue les perturbations v(t) et, si ||G||, > 1, alors
le systéme (1.104) amplifie les perturbations v(t).

Le lemme borné réel pour les systémes déterministes, donné par le théoréme suivant, permet
de calculer la norme Ho.

Théoréme 1.6.1 (Lemme borné réel : cas continu). Les trois propositions suivantes sont
équivalentes pour le systéeme (1.104) :

(i) A est stable? et |G, <7,

(ii) 3P = PT > 0 telle que [Wil71, AV73, SMN90]

R=+~%1,- DD >0, (1.108)
ATP+ PA+CTC+ (PB+CT"D)RY(PB+CTD)T <. (1.109)

2. Une matrice est dite stable si elle est Hurwitz, c’est-a-dire si la partie réelle de toutes ses valeurs propres
est strictement négative (Re(\) < 0).
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(iii) 3P = PT > 0 telle que [BEFBYY, GA94, 1894, EF96, SGC97]

ATp+pPA PB  CT
BTP —~21, DT| <o. (1.110)
C D I

Le théoréme 1.6.1 peut s’écrire en fonction d’une équation algébrique de Riccati en remplacant
3P = PT > 0 par 3P = PT > 0 et le symbole d’inégalité dans l'inégalité algébrique de Riccati
(1.109) par le symbole d’égalité si, de plus, 'EDO dz(t) = (A + BR™Y(DTC + BT P))x(t) dt est
asymptotiquement stable.

1.6.2 Lemme borné réel des systémes stochastiques avec une dérive linéaire

Pour les systémes stochastiques, on remplace 1'énergie du signal v(t) (1.105) par la norme
suivante

|M%Q=E{A+wdqﬂwﬂd%~:E{Lﬁmuwﬂﬁd%w:A+WE{h@ﬂ2}& (1.111)

et on définit ’espace des processus stochastiques non-anticipatifs et carré-intégrables Zg ([0, +00) ; RY)
comme suit
Lo ([0, +00) ; RY) = {v(t) eRY | |lo, < +oo}. (1.112)

Dans la suite de cette section, on utilisera Lo au lieu de Ly ([0,400) ;IR?) afin d’alléger les
notations.
On considére le systéme stochastique suivant

dz(t) = (Awx(t) + Bw(t))dt + (Apx(t) + Byo(t)) dw(t) (1.113a)

z(t) = Cuz(t) + Do(t) (1.113Db)

avec z(t)R™, v(t) € La([0,400);RY) (voir définition 1.6.1) et z(t) € R”. w(t) € R? est un
mouvement brownien multivariable indépendant.

Définition 1.6.1 (Gain L, stochastique). [DHS97, HP9S] Si le point d’équilibre x(t) = 0 de

I’EDS (1.113) est exponentiellement stable en moyenne quadratique, alors v(t) € Lo implique que
z(t) € L. Le gain Lo stochastique est donné par

Izl
7y = sup avec xg = 0. (1.114)

)
vz0 vz,

Le lemme borné réel pour le systéme stochastique (1.113) est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 1.6.2 (Lemme borné réel stochastique : dérive linéaire). [Mor95, DHS97,
HP98, GLSY01] Le systéeme stochastique (1.113) a un gain stochastique Lo inférieur ou égal a
v > 0 sl existe une matrice P = PT € R™" telle que la LMI suivante

[PA,+ ATP  PB, ATP (7]
BE'P —%1, BIp DT
! Uit <0 (1.115)
PA, PB, -P 0
C D 0 -1

soit vérifiée.
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La LMI (1.115) est équivalente a l'inégalité de Riccati suivante (application du lemme de
Schur A.3.1)

AP+ PA+CTC+ (PB,+CTD)R(PB;+CT D) + (Ay + By)  P(Ayt + By) < 0 (1.116)

avec
R=+*I,- DD >0. (1.117)

Remarque 1.6.1. Si le théoréme 1.6.2 est vérifié alors le point d’équilibre z(¢) = 0 de I'EDS
(1.113a) est exponentiellement stable en moyenne quadratique car, si V(z(t)) = 27 (t)Px(t),
alors on a (si v(t) = 0)

£V (z(t)) = ATP+ PA; + ATPA, <0 (1.118)

PA,+ AP ALP

si la LMI (1.115) est satisfaite (appliquer le lemme de Schur sur
PA, -P

). O

1.6.3 Lemme borné réel pour les systémes stochastiques non linéaires
On considére le systéme stochastique suivant
dz(t) = (Awx(t) + Bw(t) + £(z(t))) dt + (Awx(t) + Byo(t)) dw(t) (1.119a)
z(t) = Cuz(t) + Du(t) (1.119b)

avec z(t)R™, v(t) € La([0,+00);RY) (voir définition 1.6.1) et z(t) € R”. w(t) € R? est un
mouvement brownien multivariable indépendant.
La fonction non linéaire ¢(x(t)) vérifie £(0) = 0 et la condition de Lipschitz suivante

1@z () = L@®)]| < & [lz(t) —z@)]- (1.120)

Théoréme 1.6.3 (Lemme borné réel stochastique : dérive non linéaire). Le systéme
stochastique (1.113) a un gain stochastique Lo inférieur ou égal a v > 0 s’il existe une matrice
P = PT ¢ R™" et un réel pn > 0 tels que la LMI suivante

[PA,+ATP+ 1521, PB, AP CcT P
BI'P —~2I, BLP DT 0
PA, PB, —-P 0 0 <0 (1.121)
C D 0o —I 0
i P 0 0 0 —u ']

soit vérifiée.

La LMI (1.121) est équivalente a l'inégalité de Riccati suivante (application du lemme de
Schur A.3.1)

ATP + PA; + p'k%I, + pPTP + CTC + (PB; + CTD)R™Y(PB; + CTD)T
+ (A + By)TP(Ay, + By) <0, (1.122)

avec

R=+~%I,—- DD >0. (1.123)
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Démonstration. L’application de la formule d’It6 (1.11) sur la fonction de Lyapunov stochastique
V(z(t)) = 2T (t)Px(t) avec P = PT > 0 pour I'EDS (1.119) donne

AV (2(t)) = LV (2(t)) dt + 227 () PAyx(t) dw (1.124)
£V (z(t)) = 22T (t) P (Asz(t) + Byo(t) + £(z(t)))
+ %tr ((Apz(t) + Byv())T2P(Apz(t) + Byo(t)) . (1.125)

En utilisant le lemme de majoration C.3.1 et la condition de Lipschitz (1.120), le terme
227 PU(x(t)) peut étre majoré comme suit

20(t) T Pe(x(t)) < ()T u K2 L2 (t) + 2T (t) uPPT x(t) (1.126)
avec > 0 et l'inégalité (1.125) devient
LV (x(t)) < 227 (#)P (Awx(t) + Byo(t)) + x(t)T k2L (t) + 2(t)T pPPTa(t)
+ %tr ((Apz(t) + Buv())T2P(Apz(t) + Byo(t)) . (1.127)

En se basant sur la définition (1.6.1), on considére I'indice de performance suivant

Jyo = E { /O T WOy — 42T () dt} , (1.128)

que I'on peut écrire en utilisant le théoréme de Fubini? [Che85|

I= [ BT Oute) 22 o) de + V()
— E{V(z(t) }=+oo + E{V(z(?) }1=0, (1.129)

car, en prenant l'espérance mathématique des deux cotés de I’équation (1.124) et grace a (1.3b),
on a

E{dV(z(t))} = E{£V(z())}.
Or, puisque E{V (z(t) }+=0 = 0 car x(0) = 0 et E{V (2(t) }t=+c0 = 0, ceci implique que

Ty < / BT 000 — 22T (0u(0) dt + £V (a(0) de). (1.130)
0

Maintenant, on suppose que la LMI (1.121) est vérifiée et on va montrer qu’elle est suffisante
pour assurer la stabilité exponentielle en moyenne quadratique de 'EDS (1.119a) et que le gain
Ly stochastique du systéme (1.119) est inférieur ou égal a v > 0.

En appliquant le lemme de Schur A.3.1 sur la LMI (1.121), on a

3. Pour un processus stochastique X (t), si X (¢) est mesurable, alors on a ’égalité suivante

E{/OTX(t)dt} :/OTE{X(t)dt}.
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cTtc CT Dy
DIC —+I, + DID,

PA + AT P+ ALPA, + p~'s2I, + uPP+ PB,+ ALPB, <0, (1131)
BTP + BTPA, BTPB, n
et I'inégalité (1.130) se réécrit
o0 cTo CcTD a(t
Ty < / L [T )] |, ° O 4

(7 (E)y(B) =207 (tyo(t))dt

x(t
+z®T w(t)7] = O 4\ o,

v(t)

LV (x(t))

donc, si la LMI (1.121) est vérifiée, alors le systéme (1.119) est exponentiellement stable en
moyenne quadratique et vérifie le gain gain Lo stochastique donné par (1.114). °

Remarque 1.6.2. Si le théoréme 1.6.3 est vérifié alors le point d’équilibre z(¢) = 0 de I'EDS
(1.119a) est exponentiellement stable en moyenne quadratique comme c’est montré dans la dé-
monstration de ce théoréme. O
Pour appliquer le lemme borné réel donné par le théorémel.6.3, on considére le systéme

stochastique (1.119) avec

315 21 —21 1 0 02 0.1 0.3
Ar=1105 —525 21 |, 4w=1]05 03 —o01|, Bi=| -1 02|,

0 126 735 02 0 02 0.6 0.5

—0.1 0.1 sin(xq(t
Bu=|05 0. _[0 -1 03]0:[‘0'03 " ],m(t)): nExEtii

06 03] 02 02 0 0 —0.01 in(ea(t)

Avec p=3.5et kK =1 (voir (1.120)), la LMI (1.121) a donné les solutions

[ 0.23671 0.075147 —0.030202
P={0.075147  0.16242 0.0013741 | >0 et v=1.
—0.030202 0.0013741  0.10506

Puisque le gain Lo stochastique obtenu est v = 1, le systéme stochastique n’atténue pas et

n’amplifie pas les perturbations v(t) sur les sorties z(t).
Les figures 1.6 et 1.7 montrent le comportement des états z;(t) (i = 1,2, 3) et des sorties z;(t)
(i = 1,2) en fonction des perturbations v;(t) (i = 1,2) avec un état initial 2o =[5 2.5 5]7.
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_5 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps [s]
FIGURE 1.6 — Réponse du systéme stochastique non linéaire : états z1(¢) (bleu, @), xa(t) (vert,
@) et z3(t) (rouge, @), perturbations v1(t) (cyan, @) et v9(t) (magenta, ®).
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25 -
2_ -

@

A J/\‘\

- ‘
7 ®f |

@‘

-1.5F C -
ok _
-2.5[ I | I I 1 0 i
0 1 2 3 4 8 9 10

Temps [s]
FIGURE 1.7 — Réponse du systéme stochastique non linéaire : sorties z1(t) (bleu, @) et z2(t)
(vert, @), perturbations v;(t) (rouge, @) et va(t) (cyan, ®).

1.7 Exemples de processus stochastiques

Dans ce mémoire le temps est continu (¢ € R ). Comme exemples de processus stochastiques
a temps continu, on peut citer

économie : mathématiques financiéres (marché des actions et des monnaies),

biologie : modéles pour la génétique et ’évolution des populations,

géologie : analyse des tremblements de terre,

sciences de 'ingénieur : synthése de loi de commande en présence de défaillances aléatoires,
physique et mécanique : description des mouvements des particules dans un gaz ou dans un
environnement ionisé, physique quantique, structures flexibles soumises & des vibrations,
écoulement fluvial dans une section d’une riviére, ...

Si le temps est discret (instants & € IN), on peut citer

e informatique : modélisation des réseaux informatiques (protocoles de transmission de don-
nées sur internet, ... ),

e sciences de l'ingénieur : problémes de files d’attente,

e économie : mathématiques financiéres, ...
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Quelques exemples de processus stochastiques a temps continu décrits dans la littérature sont
présentés ci-dessous.

(1)

(2)

(3)

Application & la finance : évolution d’un portefeuille d’actions.

L’évolution du prix des actions d’un portefeuille est décrite par le modéle de Black-Scholes
qui correspond a ’EDS suivante [Kle01]

dS(t) = (u—r)S(t)dt + oS(t) dw(t)

ot S(t) est la valeur des actions du portefeuille, p est la moyenne du taux d’évolution
du prix des actifs financiers, r est le taux d’intérét sans risque et o est la volatilité. La
volatilité permet de prendre en compte le caractére aléatoire des fluctuations du prix des
actions d’un portefeuille.

Application & la dynamique des populations : modéle avec évolution “indépendante”.

La dynamique d’une population dont les individus se reproduisent indépendamment les uns
des autres et indépendamment de I’évolution de la population est régi par 'EDS suivante
|KleO1]

dz(t) = ax(t) dt + o/z(t) dw(t)

ot x(t) est la taille de cette population avec 0 < z(t) < +oo. En anglais, on parle de
“branching process”.

Un exemple de ce type de modéle est donné par un processus de Wright-Fisher qui est
utilisé pour étudier la dynamique de la fréquence des génes ou des alléles (dans ce modéle,
x(t) ne représente plus la taille d’'une population. Pour simplifier la présentation de ce
modéle, on considére une population dont la taille IV est fixe et qui est composée de deux

types d’individus notés a et A. Si les individus de type A mutent vers le type a avec un
71

N
approximatif de %, alors la fréquence z(t) du type d’individus A dans la population est

taux approximatif de et si les individus de type a mutent vers le type A avec un taux

décrite par le processus de Wright-Fisher suivant [Kle01]
dz(t) = (=ma(t) +72(1 = 2(1))) dt + Ve @)(1 - 2(1)) dw(?).
L’EDS suivante [All07]

da(t) = (b — d)z(t) dt + /(b + d)x(t) dw(t)

est un modéle couramment utilisé pour étudier la dynamique d’une population ou x(t) est
la taille de la population, tandis que b et d sont respectivement les taux de naissance et de
mortalité per capita au sein de cette population.

Application a la dynamique des populations : compétition et/ou mutualisme.

Dans la nature, on peut distinguer deux types principaux de relations entre deux (ou
plusieurs) espéces ou au sein d’'une méme espéce :
e la compétition : il s’agit d’une interaction dans laquelle les individus impliqués sont
en rivalité et ont des intéréts opposés.
e le mutualisme : il s’agit d’une interaction dans laquelle les individus impliqués tirent
tous un bénéfice de cette relation.
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(4)
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La dynamique de I’évolution de la population de deux espéces en compétition et/ou en
mutualisme est décrite par le modéle de Lotka-Volterra suivant |Gar80, All07, LWW11]

#1(t) = (b1 — anz1(t) — a12w2(t))71(2)
T2(t) = (b2 — az121(t) — agewa(t))wa(t)

ol

e 7;(t) — taille de la population de la 7™ espéce & I'instant t,

e b; —> taux de croissance de la ™€ espéce,

e a;; (i # j) — action de la §®™e espéce sur le taux de croissance de la ™€ espéce,

e a;; — coefficient de compétition intraspécifique de la i®™° espéce.
Afin de prendre en compte les incertitudes dans la connaissance du taux de croissance
de la i®™° espéce, le coefficient b; est modélisé ainsi [MMRO02, MSR03, TDHS06, PDMOS,
LWW11]

b, — b; + a;w;

ot w(t) est un bruit blanc gaussien centré avec une covariance unitaire et le coefficient

o; > 0 représente l'intensité associée & ce bruit blanc. Ainsi, a;w; est un bruit blanc
2

gaussien centré avec une covariance o
Une description rigoureuse nécessite de remplacer le bruit blanc w(t) par un mouvement
brownien w(t) centré et de covariance unitaire. On obtient ainsi ’'EDS suivante [MMRO02,

MSR03, TDHS06, PDM08, LWW11]

dxl(t) = (bl — auxl(t) — a12T2 (t))l‘l (t) dt + 0411'1(75) d’LU1 (t)
d.fl:g(t) = (bQ — a21$1(t) — a22T9 (t))l‘g (t) dt + Oézl‘z(t) d’UJQ (t)

Dans [Che82, MMR02, MSR03, PDMOS], il est montré que l'introduction d’'un mouvement
brownien dans les équations de Lotka-Volterra permet d’améliorer 1’étude du comporte-
ment asymptotique des solutions et, notamment, d’éviter le phénomeéne d’explosion dans
la dynamique des populations étudiées.

Un modeéle proies/prédateurs est un cas particulier des équations de Lotka-Volterra sto-
chastiques suivantes (avec a1; = age = 0) [GK76, TDHS06, All07]

dl’l(t) = (b1 — a12X2 (t))l’l(t) dt + 061.%'1(t) dw1 (t)
diL'Q(t) = —(bg — a211‘1(t))x2(t) dt + OéQ.CCQ(t) dwg(t)

ol

x1(t) — effectif des proies a U'instant ¢,

xo(t) — effectif des prédateurs a I'instant ¢,

by > 0 — taux de reproduction des proies (indépendant du nombre de prédateurs),
by > 0 —> taux de mortalité des prédateurs (indépendant du nombre de proies),

a2 > 0 — taux de mortalité des proies dii aux prédateurs rencontrés,

a21 > 0 — taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées et
mangées.

Application aux circuits électriques : circuit RLC.

Lorsqu’un circuit RLC est situé a proximité d’appareils électriques, la valeur de I'inductance
peut changer du fait des interactions électromagnétiques. On suppose donc que la valeur
réelle de I'inductance L dans le circuit de la figure 1.8 est donnée par [UP99|

L7Nt) = Lyt + Ly i (t)
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ou w(t) est un bruit blanc gaussien centré avec une covariance unitaire et Ly est la valeur
moyenne de l'inductance.

—o0

u(t) iy 7T |

o)
FIGURE 1.8 — Circuit électrique RLC.

Une description rigoureuse nécessite de remplacer le bruit blanc w(¢) par un mouvement
brownien w(t) centré et de covariance unitaire. On obtient ainsi 'EDS suivante [UP99,
Dam04]

-R -1

—f =1 1
[dz(t)] Ly Lo [Z(t) + | Loy u(t) | dt
dy(t) -1 0 y(1) 0
C
= R
+ Ly Iy [( + [ L1 | u(t) | dw(t)
0 0 y(t) 0

pour décrire la dynamique du courant et de la tension aux bornes du condensateur.

(5) Application aux systémes mécaniques : systéme masse-ressort.

On considére le systéme mécanique décrit dans la figure 1.9 et composé de deux chariots
liés avec un ressort [Ugr98, UP99|.
(1)
k()

L AN
O O OO

FIGURE 1.9 — Systéme mécanique masse-ressort.

La perturbation exogéne v(t) est la force qui agit sur le premier chariot de masse my = 1
[kg|]. La commande wu(t) est réalisée par la force qui tire le deuxiéme chariot de masse
ma = 1 [kg]. La raideur k(t) du ressort a une valeur nominale kg = 1.25 [kg/s~2] mais est
incertaine car sa valeur réelle n’est pas connue.

Dans le cas déterministe, le systéme mécanique de la figure 1.9 est décrit par I’équation
[Ugr98, UP99, Dam04, ZSH™04]

i(t) = (A + BA(t)C)x(t) + Byv(t) + Byu(t)

ou z(t) = [@1(t) wo(t) @1(t) @2(t)]" est état composé des positions et des vitesses des
deux chariots et A( ) = k(t) — ko représente U'incertitude sur la raideur du ressort.
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Les matrices du modéle sont données par

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 ol _ ol _
A= Bo=| |, B=| | Bu=| |.C=[1 -1 0 0]
125 125 0 0 1 1 0
195 125 0 0 0 1 1

On suppose maintenant que la raideur k(¢) suit une distribution gaussienne centrée autour
de ko pour des valeurs variant dans l'intervalle [0.5 2].

Afin que k(t) = ko+ A(t) vérifie 'inégalité 0.5 < k(f) < 2 avec une probabilité trés grande,
nous choisissons un écart type o = 0.25 ou E(A2%(t)) = o2

Vu les hypotheéses faites sur la distribution de &(t), et donc de A(t), nous avons la probabilité
P(|k(t) — ko| < 0.75) > 0.997.

Le systéme mécanique dans la figure 1.9 peut alors étre mis sous la forme de ’EDS suivante
[Ugr9s, UP99, Dam04, ZSHT04]

da(t) = (A (t) + Byo(t) + Buu(t)) dt + Ay (t) dw(t)

ott Ay = A+ 0542 = A+ 0.502(BC)?, Ay, = 0BC et w(t) est un movement brownien
centré et de covariance unitaire. Notons que la valeur de la raideur k(t) peut dépasser les
bornes présumées des incertitudes (I'intervalle [0.5 2|) avec une probabilité non nulle.

Remarque 1.7.1. Dans [Sus78|, Sussmann a montré que 'EDS précédente doit étre écrite
au sens de Stratonovich? suivante

dz(t) = (Az(t) + Byv(t) + Byu(t)) dt + Aypx(t) o dw(t)

ol “o” désigne la formulation de Stratonovich. ’EDS au sens de Stratonovich précédente
est équivalente & I'EDS au sens d’It6 suivante [Mao94b, @Oks03, All07]

da(t) = (A + 0.542)2(t) + Byv(t) + Buu(t)) dt + Aya(t) dw(t).

Dans l'exemple ci-dessus, on a (B C)?=0 et donc A;=A+0.542 = A+0.50%(BC)*=A. O

Les spécificités d’un traitement déterministe ou stochastique des incertitudes paramétriques

peuvent étre résumées comme suit.

e Cas des incertitudes déterministiques : cette description des incertitudes est plus précise
et permet de prendre en compte la structure de leur répartition parmi les paramétres du
modele. La bornitude de ces incertitudes est garantie.

e (Cas des incertitudes stochastiques : une bornitude en probabilité est garantie puisque
ces incertitudes peuvent sortir des bornes prescrites avec une probabilité non nulle (mais
“suffisamment faible”). Cette probabilité diminue si I'écart type o diminue et tend vers
0sio—0.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, un état de 'art a été présenté sur les systémes stochastiques avec des
bruits multiplicatifs. Aprés avoir introduit les processus stochastiques et le mouvement brownien,

4. Voir [Str60, @ks03, All07] pour la forme de Stratonovich d’une EDS.
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I’essentiel de ce chapitre a été consacré aux équations différentielles stochastiques et a la stabilité
du point d’équilibre de ces équations.

Aprés avoir mis en évidence les différences entre les équations différentielles stochastiques
lorsque les bruits sont additifs ou multiplicatifs, la notion de processus d’Itd a été expliquée
et la formule d’It6 a été développée. La formule d’Itd est trés importante car, les mouvements
browniens étant non dérivables, cette formule permet de réaliser des calculs sur les processus
stochastiques. L’accent est aussi mis sur les conditions d’existence et d’unicité d’une solution
d’une équation différentielle stochastique avec des bruits multiplicatifs.

Une partie importante de ce chapitre est dédiée a la stabilité du point d’équilibre d’une
équation différentielle stochastique. Les principales définitions de stabilité pour ces systémes sont
présentées et les conditions de stabilité via une approche de type Lyapunov sont données pour
ces définitions de stabilité. Bien que ce soit la stabilité exponentielle en moyenne quadratique qui
est trés majoritairement mise en ceuvre dans la littérature sur les systémes stochastiques avec des
bruits multiplicatifs, c’est la stabilité exponentielle presque stire qui est utilisée dans ce mémoire
(a exception de la section 5.3 du chapitre 5). Ce choix pour la stabilité est motivé par une étude
comparative entre la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et la stabilité exponentielle
presque stire. Cette étude a permis de montrer, sous des hypothéses “peu restrictives”, que la
stabilité exponentielle en moyenne quadratique implique la stabilité exponentielle presque stire,
la réciproque étant fausse. De plus, le role stabilisant ou déstabilisant des bruits multiplicatifs
a été mis en évidence lorsque c’est la stabilité exponentielle presque siire qui est utilisée, ces
bruits ayant un effet uniquement déstabilisant lorsque c’est la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique qui est employée.

Le lemme borné réel pour les systémes stochastiques est démontré. Il s’agit de ’application
de la commande Ho, pour ces systémes lorsque la notion de stabilité retenue est la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique.

Ce chapitre se termine par la présentation d’exemples d’application des équations différen-
tielles stochastiques a divers types de domaines (finance, biologie, électricité, mécanique, ... ).
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Stabilité des équations différentielles
stochastiques de grande dimension :
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Chapitre 2. Stabilité des équations différentielles stochastiques de grande dimension : application au filtrage

2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié au filtrage des systémes stochastiques non linéaires avec des bruits
multiplicatifs. Ces systémes sont décrits dans le chapitre 1. La synthése d’un observateur, aussi
appelé filtre, afin d’estimer I’état d’un systéme est un des problémes majeurs de I'automatique
car, pour des raisons technologiques, d’accés ou de colt, certaines variables d’état ne sont pas
mesurées. Afin de commander un processus lorsque les variables d’état sont partiellement dis-
ponibles, de faire du diagnostic (détecter et isoler des défaillances) ou de la supervision, il est
nécessaire de reconstruire les états qui ne sont pas mesurés ou d’estimer leur évolution lorsque
les mesures sont entachées par des bruits ou par des perturbations.

Parfois, dans la littérature, on différencie les filtres et les observateurs : on parle de filtre
(donc de filtrage) lorsque, en plus de la stabilité, on prend en compte un critére de performance
sur lerreur de filtrage (atténuation de type Hoo, minimisation de la variance en présence de
bruits additifs (filtre de Kalman, ...)), tandis qu’on emploie le mot observateur lorsqu’on ne
s'intéresse qu’a la stabilité de l'erreur d’observation. Dans la suite de ce manuscrit, on utilise
indifféeremment les termes “filtre” ou “observateur”.

Les travaux fondateurs pour la théorie des observateurs sont ceux de Kalman et Bucy quant a
la synthése du célebre filtre de Kalman [Kal60, KB61] et de Luenberger [Lue66, Lue71]. Plusieurs
livres abordent de maniére détaillée la synthése d’observateurs ou de filtres : le filtrage optimal
des systémes linéaires dans [AM79], les observateurs d’ordre plein ou réduit pour ces systémes
dans [O’R83|, les lois de commande basées sur un observateur dans [KS72] et les filtres pour les
systémes stochastiques avec des bruits multiplicatifs dans [GS13|.

Il existe de nombreux travaux sur la synthése d’observateurs pour les systémes linéaires
ou non linéaires. Concernant le cas linéaire, outre les publications de Luenberger, on peut ci-
ter [Tse73, GM89, Sha90, Fu91l, HBM91, NK91, YS91b, YS91la, ST92a, ST92b, YS92, SK94,
DGF94, HSK96b, HSK96¢c, HSK96a, KRB96, TS96a, DZ97, PP98, XFL98, BM99, HSK99,
KSHO00, BC01, CF01, HKO1] pour les observateurs d’ordre plein (les dimensions des états de
I'observateur et du systéme sont identiques) et [Hip89, HW90, WH90, PSS91, YH97, HC00|
pour les observateurs d’ordre réduit (la dimension de Iétat de l'observateur est inférieure a
celle de I'état du systéme). Le probléme de la dimension minimale de 1’état de l'observateur
est traité dans [FW72, Moo72, ML75, RB75, GFHS81, Tsu85|. Dans [BS85, BS86, NHS87a,
NHS87b, WG98, Dar00a, Dar00b, DZB00, DZS01, SDZ06], les auteurs abordent la synthése
d’un filtre fonctionnel de dimension minimale ou non : il s’agit d’estimer une fonction de I’état
d’un systéme sans reconstruire ’ensemble de cet état. Dans la suite de ce manuscrit, le pro-
bleme de la synthése d’un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour un systéme stochas-
tique est traité. Le filtrage robuste en présence d’incertitudes paramétriques est abordé dans
[XdF91, FdX92, PM94, XS94, XSd94, PM96, TS96b, LF97, Ger99, GB99, WB99, PP00, ECO01,
Say01, XdS94, Sd95, BC00, SP97, TANO1, DZS01].

Dans le cas non linéaire, I'importance des entrées et de I'observabilité pour la synthése d’un
observateur est mise en exergue dans [HK77, Wil77, Nij81|. En se basant sur ces travaux, des
observateurs a grand gain pour les systémes non linéaires sont proposés dans [DG91, GHO92,
DGI1, DBGR92, DBB*93, BD99, HTA02, RHMB08, FMR04, FSCM10, GSZD10]. Outre les
observateurs a grand gain, il existe de nombreuses approches pour la synthése d’observateurs pour
les systémes non linéaires lipschitziens. Sans étre exhaustif, on peut citer [DSN79, WZ87, Zei87,
BCCS88, XG88, HP99, Tsi89, Tsi90b, Tsi90a, DFG90, dXW93, RH94, MT95, X797, CR97, Raj9s,
RC98, ZRMD98, AK01b, AKOla, FA03, WKO03, Tsi08, ZBB08, ZB09, PRP11, ZB13, GSZD12|.
La synthése d’observateurs d’ordre réduit pour différentes classes de systémes non linéaires est
traitée dans |Tha73, HF76, Fun79, GI81, NS88, BH95, BH96, BB97, Bes00, ZH02, SZRDOG,
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KCA08, XHZ09, BZH10, ZB11, GSZD10].

Comme l'illustre la section 1.7, les systémes stochastiques avec des bruits multiplicatifs sont
bien adaptés pour modéliser de nombreux processus dynamiques, c¢’est pourquoi, depuis la der-
niére décennie, de nombreux travaux se sont intéressés a la synthése d’observateurs pour ces
systémes. Dans la suite de ce manuscrit, on ne considére que les systémes stochastiques a temps
continu. Dans la littérature, c’est la stabilité en moyenne quadratique qui est utilisée pour la syn-
thése d’observateurs pour les systémes stochastiques & temps continu avec des bruits multiplica-
tifs [Phi89, CGS00, GLSY01, GMP02, XC02, XC03, ZCT05, GLW06, GSB07, HSRZ09, BS10].
Dans ces travaux, ’approche employée est basée sur des fonctions de Lyapunov quadratiques
(voir théoréme 1.5.4) et requiert la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point
d’équilibre du systéme & observer car, du fait de la présence de bruits multiplicatifs, on ne peut
pas éliminer le bruit dans 'EDS décrivant la dynamique de Ierreur d’estimation. A I'exception
de [ZCTO05, HSRZ09], les systémes stochastiques considérés dans les travaux cités ci-dessus ont
une dérive et une diffusion linéaires. Phillis [Phi89] propose un observateur d’ordre plein lorsque
les mesures sont stochastiques. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique est obtenue
en minimisant la trace du second moment de 1’état augmenté, ce dernier étant défini comme la
concaténation de I’état du systéme et de ’erreur d’estimation. Un filtre sous-optimal d’ordre plein
est proposé dans [CGS00] lorsque les mesures sont stochastiques. L’approche utilisée est basée
sur une réécriture de la formule d’It6 avec des produits de Kronecker. Dans [GLSY01], les auteurs
synthétisent des filtres d’ordre plein en minimisant un critére H, ou un critére mixte Ho/Hoo.
Dans |[GMPO02], les auteurs proposent un filtre a entrées inconnues, ces derniéres affectant de
maniére additive P'EDS du systéme stochastique et les mesures stochastiques : la dynamique
de lerreur d’estimation est indépendante des entrées inconnues. Dans [XC02|, un observateur
d’ordre réduit est proposé en minimisant la norme H., stochastique, aussi appelée gain Lo sto-
chastique (voir définition 1.6.1). Dans [XCO03|, un filtre Ho, d’ordre plein est proposé avec des
mesures échantillonnées bien que le systéme stochastique considéré soit a temps continu. Dans
|[GLWO06], un observateur d’ordre plein est synthétisé en présence de retards affectant 'EDS et
les mesures du systéme stochastique, 'objectif & minimiser étant un gain induit Lo/ entre
des perturbations additives & énergie bornée et la borne supérieure du second moment de 1’er-
reur d’estimation. Dans [GSBO07], les auteurs proposent un filtre Ho, d’ordre plein lorsqu’il y a
des retards sur 'EDS du systéme stochastique et sur les mesures, ces derniéres étant stochas-
tiques. Les retards sont inconnus, mais une borne de ces derniers est disponible. Dans [BS10], un
observateur d’ordre plein est proposé lorsque les mesures sont stochastiques en minimisant un
gain induit Lo/ Lo entre des perturbations additives bornées et la borne supérieure du second
moment de 'erreur d’estimation. La robustesse des observateurs proposés vis-a-vis d’incertitudes
paramétriques est traitée dans [GLSY01, GLW06, BS10] avec des incertitudes polytopiques et
dans [XC03, GLWO06| avec des incertitudes non structurées et bornées en norme. Un observateur
Hoo d’ordre plein est proposé dans [ZCT05| lorsque la dérive et la diffusion de 'EDS du systéme
stochastique sont constituées par une partie linéaire et par une partie non linéaire. L’équation
des mesures est stochastique. Une extension aux observateurs robustes H., est traitée lorsque
les parties non linéaires de la dérive et de la diffusion ne sont pas connues, la seule information
disponible étant une borne supérieure des constantes de Lipschitz de ces parties non linéaires. Un
filtre fonctionnel Ho, d’ordre réduit est synthétisé dans [HSRZ09] lorsque la dérive de 'EDS du
systéme stochastique est bilinéaire et que les mesures sont stochastiques. La synthése est basée
sur le paramétrage des solutions de plusieurs équations de Sylvester.

Si les conditions de type Lyapunov sont satisfaites avec le théoréme 1.5.4, alors, d’une part,
le point d’équilibre de 'EDS considérée est exponentiellement stable en moyenne quadratique
et, d’autre part, les conditions du théoréme 1.5.3 sont satisfaites avec c3 = 0, le point d’équilibre
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de ’EDS est donc aussi exponentiellement presque siirement stable. La réciproque est fausse si
cg3 > 0 dans le théoréme 1.5.3 (on a alors la stabilité exponentielle presque siire, mais pas la
stabilité exponentielle en moyenne quadratique, voir la section 1.5.3.1 dans le chapitre 1). C’est
pourquoi, afin d’étendre les conditions d’existence des observateurs données dans la littérature,
le but de ce chapitre (et du chapitre suivant) est la synthése d’observateurs pour les systémes
stochastiques non linéaires avec des bruits multiplicatifs en garantissant que ’erreur d’observation
soit presque stirement exponentiellement stable.

Dans la section 2.2, on montre que, du fait de la structure intrinséque de I’erreur d’observation,
les théorémes utilisant une approche de type Lyapunov pour la stabilité exponentielle presque
stire ne peuvent pas étre utilisés. La structure triangulaire liée au probléme du filtrage des
systémes stochastiques est exploitée dans ce chapitre pour synthétiser un observateur garantissant
la stabilité exponentielle presque siire de 'erreur de filtrage, la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique n’étant pas requise. L’approche proposée permet de découpler la synthése en séparant
I’analyse de la stabilité du systéme stochastique proprement dit de celle de I’erreur d’observation.

C’est pourquoi, dans la section 2.3 pour les EDS dont la dérive satisfait une contrainte de
type Lipschitz et dans la section 2.4 pour les EDS dont la dérive satisfait une contrainte de type
one-sided Lipschitz, un théoréme montre que la stabilité exponentielle presque stire d’'une classe
de systémes triangulaires stochastiques est équivalente a la stabilité exponentielle presque stire
de chaque “sous-systéme bloc-diagonal” considéré isolément sans les termes d’interconnexion.
Dans [Ma092b|, avec une approche basée sur les exposants de Lyapunov, et dans [Bou99|, avec
une approche de type Lyapunov, la stabilité exponentielle en moyenne quadratique des systémes
stochastiques triangulaires est étudiée en fonction de celle de chaque “sous-systéme bloc-diagonal”
considéré isolément, mais du fait de la relation (1.10a) (I'intégrale stochastique au sens d’Itd
de la diffusion multilpliée par la différentielle du mouvement brownien est nulle), les travaux
présentés dans [Mao92b, Bou99| différent de ceux développés dans ce chapitre. Dans le contexte
déterministe, ce probléme est abordé dans [Vid80| et [Son89, Son90]. Cette approche est étendue
au cas des systémes stochastiques non triangulaires dans le cas de la stabilité exponentielle en
moyenne quadratique [Mao92b|, tandis que le cas de la stabilité exponentielle presque siire est
traité dans [BZSM15b].

Les résultats de stabilité exponentielle presque stire pour une classe de systémes triangulaires
stochastiques développés dans les sections 2.3 et 2.4 sont appliqués & la synthése d’observateurs
d’ordre plein dans la section 2.5 et d’observateurs fonctionnels d’ordre réduit dans la section 2.6.
Dans ces deux sections, plusieurs cas sont considérés : la dérive est de type Lipschitz ou one-sided
Lipschitz, tandis que les mesures sont stochastiques ou déterministes. Les observateurs et les lois
de commande proposés dans le chapitre 3, ainsi que dans les sections 4.3 et 5.4, sont basés sur
les résultats développés dans les sections 2.5 et 2.6.

2.2 Formulation du probléme de filtrage avec la stabilité expo-
nentielle presque stire

Dans ce chapitre, on considére le systéme stochastique suivant

de(t) = f(x(t),ut)) dt + g(x(t), u(t)) dws(t) (2.1a)
dy(t) = h(z(t))dt + q(z(t)) dw,y(t) (2.1b)

ou
o z(t) € R" — vecteur d’état,
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u(t) € R™ — vecteur des entrées connues (commandes),
(t) € R? — vecteur des mesures,
(x(t),u(t)) — la dérive,

(z(t),u(t)) — la diffusion,

(z(t)) et q( (t)) — fonctions de I’équation de mesure,

w,(t) € RY — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré,
° wy( ) € RY — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré.
Sans perte de généralité, on suppose que le vecteur des entrées u(t) est borné, c’est-a-dire

que les entrées admissibles u(t) appartiennent & I’ensemble I" donné par

S -

L= {u(t) € R" | 4jmin < ui(t) < Uimax, 1=1,...,m}. (2.2)

Pour tout u(t) € I' les fonctions f(z(t),u(t)) et h(xz(t)) sont module-intégrables et les fonc-
tions g(z(t),u(t)) et g(x(t)) sont carré-intégrables (voir la définition 1.4.2).

Afin d’étudier la stabilité, on suppose que, pour tout u(t) € I', f(0,u(t)) =0, g(0,u(t)) =0,
h(0) = 0 et ¢(0) = 0. Ainsi, z(t) = 0 est la solution triviale de 'EDS (2.1a).

L’observateur pour le systéme (2.1) est donné par I'EDS (voir [TR76])

dz(t) = f(@(t), u(t)) dt + P (u(t))(dy(t) — h(@(t)) dt) (2.3)

ou 1 (u(t)) est une matrice de gain & déterminer qui peut dépendre de paramétres connus (tels
que les commandes u(t) par exemple) afin que l'erreur de filtrage e(t) définie par

e(t) = z(t) — 2(t) (2.4)

soit exponentiellement presque stirement stable (voir la définition 1.5.4).

Bien que ce soit la stabilité exponentielle en moyenne quadratique (voir la définition 1.5.7)
qui est trés majoritairement utilisée dans la littérature (voir [CGS00, GMP02, BS10, GLSY01,
HSRZ09, XC02, XC03, ZCT05, GLW06, GSB07, Phi89]), on s’intéresse a la stabilité exponentielle
presque siire car, sous des hypothéses “peu restrictives”, le point d’équilibre d’une EDS peut
étre exponentiellement stable presque stirement alors qu’il est exponentiellemement instable en
moyenne quadratique (voir les développements et les exemples présentés dans la section 1.5.3).

La dynamique de l'erreur de filtrage est donnée par 'EDS suivante

de(t) = (f(x(t), u(t)) = f(2(t) — e(t), u(t)) — ¥ (u(t))(h(2(t) — h(x(t) — e(t)))) dt
+g(2(t), ut)) dwe (t) — ¢ (u(t))q((t) dwy(t). (2.5)

Puisque la dynamique de l'erreur de filtrage est fonction de I'état x(t) et que le bruit w,(t)
est multiplié par 'état x(t) dans PEDS (2.1a), il s’en suit que la stabilité du point d’équilibre de
I'EDS (2.5) dépend de la stabilité du point d’équilibre de 'EDS (2.1a) décrivant la dynamique de
I’état x(t) a observer. Ainsi, le probléme de la synthése d’un filtre pour le systéme stochastique
(2.1) requiert de garantir simultanément la stabilité de 'EDS (2.1a) associée a ’état z(t) du
systéme et la stabilité de 'EDS (2.5) relative a l'erreur de filtrage e(t). En effet, I'état =(¢) ne
peut pas étre éliminé de la dynamique de l'erreur d’observation et il n'y a aucun “feedback”
permettant d’agir sur z(¢) dans le probléme du filtrage.

Remarque 2.2.1. Dans la littérature sur le filtrage des systémes stochastiques avec des bruits
multiplicatifs, les conditions de stabilité proposées incluent la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique simultanée du point d’équilibre de 'EDS (2.1a) et du point d’équilibre de 'EDS (2.5)
(voir [CGS00, GMP02, BS10, GLSY01, HSRZ09, XC02, XC03, ZCT05, GLW06, GSB07, Phig89)).
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Pour éviter d’utiliser la condition de stabilité associée & 'EDS (2.1a), les auteurs dans [TR76,
YA93| ont fait I'hypotheése que g(x(t),u(t)) et g(x(t)) sont des fonctions bornées pour tout
z(t) € R™ et pour tout u(t) € I'. Dans ces deux articles, c’est la bornitude exponentielle en
moyenne quadratique (voir la définition 1.5.8). Cette hypothése est restrictive. Par exemple, elle
ne s’applique pas sur les deux exemples simples traités dans la section 1.5.3 lorsque les conditions
de stabilité exponentielle en moyenne quadratique des EDS sont satisfaites. O

Le probléme de filtrage peut donc se formuler comme celui de la stabilité exponentielle presque
stire du point d’équilibre du systéme augmenté triangulaire suivant

AX(t) = F(X(£), u(t)) dt + G(X (), u(t)) dw(t) (2.6)

avec

G(X (1), u(t)) =

| )
[g(a(t), u(t)) 0 ] _ [gux(t),u(ml
) g2(x(1), u(t))

Hypothése 2.2.1 (Existence et unicité de la solution). Pour tout u(t) € ', les fonctions
F(X(t),u(t)) et G(X(t),u(t)) vérifient les conditions (1.23) et (1.24) dans le théoréme 1.4.4 en
remplagant ’EDS (1.25) par (2.6).

On va maintenant analyser les conditions de stabilité exponentielle presque siire en appliquant
deux démarches :

e une approche de type Lyapunov,

e une approche basée sur la stabilisation avec les bruits.

(1) Approche de type Lyapunov. Soit une fonction de Lyapunov candidate V(X (t)) définie
positive. En appliquant le théoréme 1.5.3, la condition (1.50c), donnée par

IBV (X)) > esV2(X (1))

avec c3 > 0 et BV (X (t)) défini en (1.47), génére une constante c3 = 0 car

BV (X (1)) —0, (2.7)

puisque G(X (t),u(t)) = 0si X(t) = [ 0T €T () }T. On ne peut donc appliquer le théoréme
1.5.3 que si co < 0, ce qui revient & se limiter au cas ou le point d’équilibre de 'EDS
(2.1a) est exponentiellement stable en moyenne quadratique (voir la relation (1.53) dans
le théoréme 1.5.4 et les relations (1.50b) et (1.52) avec c¢3 = 0 dans le théoréme 1.5.3).
Par contre, si le point d’équilibre de I'EDS (2.1a) est exponentiellement presque siirement
stable, mais pas exponentiellement stable en moyenne quadratique, alors il faut que ¢ > 0.
Dans ce cas, on ne peut pas appliquer le théoréme 1.5.3 avec c3 = 0.
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(2) Approche basée sur la stabilisation avec les bruits. Puisque G(X(t),u(t)) = 0 si X(¢t) =

[OT el (t) ]T, on ne peut pas appliquer le théoréme 1.5.9 parce que p = 0 dans (1.88).

Quant au théoréme 1.5.11, il ne s’applique pas directement au probléme de filtrage traité

car ce théoréme aborde la stabilisation en ajoutant un terme bruité supplémentaire dans
I'EDS (il s’agit du terme “ch'lzo Bjz(t) dw;(t)” dans 'EDS (1.92)).

Pour étudier la stabilité exponentielle presque stire de PEDS (2.6) sans se restreindre au cas

ol c > 0 dans le théoréme 1.5.3, on propose d’exploiter la structure triangulaire du probléme

de filtrage mis en évidence par la structure de I'EDS (2.6). Comme 1’a fait Mao dans [Mao92b],
on considére les EDS suivantes obtenues a partir de (2.6)

dzi(t) = fi(zi(t), u(?))dt + gi(z1(t), u(t)) dw(t) (2.8a)
dzo(t) = fa(zi(t), z2(t),u(t)) dt + ga(z1(t), u(t)) dw(t) (2.8b)

ot x1(t) correspond & 'état x(t) et zo(t) a 'erreur de filtrage e(t) avec, pour tout wu(t) € T,

fl(O,U(t)) = Oa f2(07 O,U(t)) = 07 91(0, u(t)) =0et gg(O,U(t)) =0.
Aux EDS (2.8a) et (2.8b), on associe les EDS “bloc-diagonales” suivantes (car g2(0,u(t)) = 0)

dzi(t) = fi(@1(t),w(t))dt + g1 (F1(t), u(t)) dw(t) (2.9a)
ATa(t) = f2(0,T2(t), u(t)) dt (2.9D)

Dans la suite de cette section, on va montrer, sous des hypothéses de type Lipschitz (voir sec-
tion 2.3) ou one-sided Lipschitz (voir section 2.4) sur les fonctions f1(z1(t), u(t)), fa(x1(t), za(t), u(t)),
g1(z1(t),u(t)) et ga(x1(t),u(t)), que la stabilité exponentielle presque stre du point d’équilibre de
I'EDS (2.8) est équivalente a celle du point d’équilibre de 'EDS (2.9). Cette approche exploitant
la structure triangulaire du systéme a été utilisée par Vidyasagar dans [Vid80| pour les EDO.
Cette technique a été reprise par Mao dans [Mao92b| et Boulanger dans [Bou99| pour les EDS
en considérant la stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Outre la différence du type
de stabilité utilisé, une différence importante des développements présentés dans la suite de ce
chapitre avec ceux de Mao dans [Mao92b| et de Boulanger dans [Bou99] est le fait que ’espérance
de 'intégrale stochastique de la dérive est nulle (voir la relation (1.10a)).

2.3 Stabilité exponentielle presque stire des systémes triangu-
laires : cas Lipschitz

7 (0, u(t) ]Tet [g?(m(tm(t))r

f3 (1(), 22 (t), u(t)) 93 (z1(t), u(t))
définies dans (2.8), sont Lipschitz et vérifient I'hypothése 2.2.1 et 'hypothése suivante.

Dans cette section, on considére que les fonctions [

Hypothése 2.3.1. [BZSM12a, BZSM15a] Il existe un réel k > 0 tel que, Vt >0, Vu(t) € T,

[f2(@1(2), z2(t), u(t)) — f2(0,Z2(t), u(?))]]

Sk (lzr@ + [[w2(t) —z2)),  (2.10a)
tr((gi(z1(8), u(t)) — gi (@1 (), u(t)))(gi (21 (), u(t)) — gi(@1 (1), u(t)))")

<k|a@) —z ()] i=1,2. (2.10b)

Le théoréme suivant permet d’étudier la stabilité du point d’équilibre de 'EDS (2.8) en
utilisant 'EDS (2.9).
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Théoréme 2.3.1 (Stabilité exponentielle presque stre d’une EDS triangulaire : cas
Lipschitz). [BZSM12a, BZSM15a] Avec Uhypothése 2.3.1, le point d’équilibre de ’EDS (2.8) est
exponentiellement presque sirement stable si et seulement si le point d’équilibre de I’EDS (2.9)
est exponentiellement presque strement stable.

PUiSquev pour tout u(t) € Fa fl (O,U(t)) =0, fZ(Oa Oa U(t)) =0, gl(O,’LL(t)) =0et gZ(Ovu(t)) =
0, et que I'hypotheése 2.3.1 est vraie pour tout u(t) € I', la démonstration de ce théoréme est faite
avec u(t) = 0 sans perte de généralité, ce qui permet d’alléger les développements mathématiques.

Démonstration.
Soit Z(t) = [Z1 (t) =4 (t) ]T, la solution de 'EDS (2.9) avec T1(to) = T1, et Ta(to) = Ta,-
Soit z(t) = [«] (t) xL(¢) ]T, la solution de I'EDS (2.8) avec z1(to) = 71, = =1, et x2(tog) =
X2y = T2g-
Partie “seulement si”.
La stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (2.8) est équivalente a

1
Jda >0 tel que limsup— In(||z(t)]|) < —a < 0 p.s. VT, € R™, Ty, € R™.
t—+o00 t
Puisque z1(t) = Z1(t), on a
. 1 1
limsup—In(||Z1(2)]]) < hmsup In(|lz(t)]) < —a <0 p.s.
t——4o00 t —400
Pour z1, =0, on a z1(t) =0Vt > 0 et xo(t) = Ta(t), ce qui donne

1 1
lim sup— In(||Z2(2)]]) < hmsup In(|lz(t)]) < —a <0 p.s.
t—+4oo t —+o0

Partie
La stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (2.9) est équivalente a

1
Ja>0 tel que limsup;ln(”fi(t)ﬂ) <—a<0 p.s. Vz;, € R™, i=1,2,

t—+o00
(2.11)
ce qui est équivalent &

1T < M |[Tg||P e 221 ps. Vixty, i=1,2 (2.12)

avec M > 0 qui est une variable aléatoire finie positive.
Puisqu’on a z1(t, o, T1,) = Z1(t, to, T1,), on obtient

|21 (8)|]> < M ||y, ||* e~ 22 0) p.s. Vit > to. (2.13)
On pose
0<e<a, (2.14)
5= ln(iM), (2.15)
1 o
p=5V g(ska—ln(%M)), (2.16)
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2.8. Stabilité exponentielle presque sire des systémes triangulaires : cas Lipschitz

avec a V b = max(a,b), « > 0 et M > 0 définis respectivement dans (2.11) et (2.12).
Il reste donc & montrer que

1
lim sup- In(||z2(t)]]) < —(a —¢€) p.s. (2.17)
t—4oo U

On va procéder en cing étapes avec o > p.
1%¢ ¢tape : majoration de ||z2(t) — Z2(t)||* dans intervalle tg + o < t < to + o + 26.
Soit ¢ défini comme suit

to+o <t <tyg+ o+ 26, (218)

alors
Hfg(t) :Tg(t,to—i-d,wg(to—i-a)) (2.19)

avec un instant initial top + o et un état initial xa(tg + o) = Ta(to + o).
Soit la fonction ®(t) suivante

B(t) = || (z2(t) — T2 ())II* = (22(t) — To(t))" (22(t) — (1)) (2.20)
L’application de la formule d’It6 sur (2.20) donne
d® = (2(w2 — T2)" (fa(x1,22) - f2(0,22)) + g3 (21)g2(w1)) dt + (2(22 — T2) " g2(21)) duw(t) (2.21)

En intégrant 1’équation (2.21) entre tg 4+ o et ¢, on a (voir (2.18) et (2.19))

/t+ d® = B(t) — D(to + o) = ||(wa(t) — Ta(t))||” = ||(za(to + ) — Ta(to + 0))|

=0
Le carré de la norme de xo(t) — Ta(t) est donné par

t

Hﬂw(’f)—962>('5)H2—/t+ 2(22(s) — Ta(s))" (fa(1(s), 2(s)) — f2(0,Z2(s)))
+ tr(ga(x1(s))gs (x1(s5))) ds + M(t)

M(t) = 2/t+ (z2(s) — To(s)) ga(z1(s)) dw(s). (2.22)

En utilisant la relation (2.13) et en ajoutant et retranchant le terme

20

e/t H(a:g(s) —EQ(S))T92(1‘1(3))

2
M |11 Jto 1o |

dans la relation ci-dessus, on obtient
¢

lz2(t) = Z2(8)|* = 2/ (22(s) — T2(5))" (fa(w1(s), w2(s)) — f2(0,T2(s))) ds

to+o

t 62040 t
+ [ Dl @) ds+ =g [ (@a(s) = ma(s) el ()] as + M(0)

0+o M [z, [" Jeoto

e200 t
_/t [ (z2(s) — Z2(s))" ga(z1 (s H ds.

M ||z1,]* Jio o
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz (||z7y|| < |||/ [ly|)) et Ihypothése 2.3.1, avec
92(0) =0 et T; = 0, c’est-a-dire (voir (2.10b))

tr(g2(21(5))93 (21(s))) <k Jaa(s)[I”,

le carré de la norme de x5(t) — T2(t) est majoré comme suit

t

lz2(t) = Z2(8)||* < 2/ [z2(s) — Ta(s)I] [ f2(21(s), w2(s)) — f2(0,T2(s))| ds

to+o

t eZaa t B
+k/' mmﬂ2®+2/’ lwa(s) — Ta(s) 12 lga(ar(s)) ]2 ds
to+o M |[z10]]” Jto+o
200

+ M(t) — €/t H(a:g(s) —Zo(5)) T go(1(s H ds

M ||z1,[1* Jro+o
et, en utilisant la condition (2.10a) dans '’hypothése 2.3.1
[fo(z1(5), 22(5)) = f2(0, Z2())|| < k({21 ()] + [l2() = Z2(8)])),

on obtient I'inégalité suivante

lz2(t) = Z2(0)]* < 2k/ lz2(s) = Z2(s)|| (lz1 ()| + l|z2(s) — Z2(s)[]) ds

to+o

t 2a0 t
+k Hl‘1(8)|2d8+62/ lwa(s) — Ta(s)[1* ga (a1 (s)[| ds
t,

toto M ||z, ||” Jto+o
€2aa t
M) - s [ leats) = ma(o) galoa(s)) | ds
M ||z1,]|” Jto+o
t t
<ok [ llea(s) — T Pds 4 2k [ [wals) — Ta(s)] a1 (s)] ds
to+o to+o
t 2a0 t 9 5
+k/ ruuﬂm+w/' lz2(s) — Ta(s)|]? o1 ()1 ds
to+o M |z, |” Jeoto

e2ao t
+M®—M“%WAMWM@—MU)mM )| ds.

En utilisant Uinégalité 2||z2(s) — Za(s)|| [|1(s)]| < |lz2(s) — T2(s)||> + ||lz1(s)]|®, DVinégalité
précédente devient

t

lz2(s) —Za(s)[|* ds + 2k/ 1 (s)]* ds

to+o

t

|uxw—xxmﬁgsk/

to+o

t 2ao
—|—k:/ To(s x1( 2ds
t0+0H (s) — Z2(s)||” M [21(s)]l

2c0

e t
+ M(t) — /t H(xg(s) — T () ga(z1(s H ds

M ||z1,]* Jioto

et, en utilisant (voir (2.13))
2
[E2QIl

M ||z, ||* e~2a(t=to)

~X )
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on obtient

t t

wxw—xxmﬁ<sk/ rxx@—zxw2m+ak/ 1 (s) 2 s

to+o to+o
t
M
Pk [ laate) ~ mo(o? ALl et g,
to+o M Hxlon
to+o<s — <1
62(10 t
S M) =y [ [als) — ) Tl (o) ds
M ||lz1,[|” Jto+o
t t
<4k:/ |22 (s) x2(5)|2ds+2k/ |21 (s)) ds
to+o to+o
62040 t
+ M(t) — 2/ H(xg(s) — Ta(s )) g2(z1(s H ds.
M [|z1,||” Jto+o

En utilisant (2.13), on obtient

t

t
lwa(t) — Ta(t)]* < 4k/ lza(s) = Ta(s)[|* ds + 2kM a1, | el g
to+o to+o
2c0

+M(t)—e/t (@a(s) — T2(s))Tga(a1 ()] ds.

M ||z1,|* Jeo o

En intégrant

t t 20t
/ e—2a(s—to) ds = €2ato / e—2as ds = <€—2at - e—2a(to+0)>
t

oto to+o —2a
B e~ 200 672a(t7t0) _ e~ 200
~ 2a 20 = 2a ]
on obtient
t
2EM _
22 (t) — T2 (1)|” < 4/€/ |w2(s) — Ta(s)||* ds + 50 [E
to+o
-~ Jats) ~ o) oI )
—i—./\/lt—/ x2(8) — Ta(s))" g2(x1(s ds. (2.23
M ||z1o]* Jioto
2¢me gtape : majoration de M (t) dans l'intervalle tg + o <t < tg + o + 26.

L’inégalité martingale exponentielle (voir lemme C.1.1) donne

P{ sup (M(t) -5 /t:JrU [(22(s) — Fa(s))" g2(a1(s))| ds) > 252} < 2 B1B2,

tot+o<t<to+o+20

En utilisant la majoration de H(:UQ(S) —T2(5)) ga(z1(5))]],

1
O Mg Pe e

By = 2In(n) M ||z1,]|* e~2°,
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Chapitre 2. Stabilité des équations différentielles stochastiques de grande dimension : application au filtrage

et on obtient
62@0 t
P { sup <M(t) - 2/ H(JTQ(S) —@(s)) g2(z1(s H ds>
to+o<t<to+o+28 M [|z1,[* Jto+o
1

> 21n(n)M ||m10||26—2w} <2 — -,

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli (voir lemme C.1.3), Ing > 0 tel que, Vn > ng, on

2a0

t
M(t) — 62/ | (z2(s) — Za(s N go (1 (s H ds < 2In(n)M ||z, ||* e 220 p.S.
M [|z10[I” Jto+o 220

3éme stape : application du lemme de Gronwall-Bellman dans lintervalle to + o < t < to + o + 26.
Les relations (2.23) et (2.24) donnent

2% M _
I? [Ty e

leat) — T 1) |2 < 4k / la(s) — Tals)

to+o
+21In(n)M ||z, ||* e 27 p.s. Vn >=ng. (2.25)

En utilisant le lemme de Gronwall-Bellman C.2 sur l'inégalité (2.25), on obtient

2k M to+o+26
lza(t) — 2 ()] < ( 5 21,12 €72%7 + 21n(n) M ||zy, ||? e 7227 > Jgve RS oy > g
(8]
2k M
< 21, ]|* + 21In(n) M ”3710H2> e~ 200 +8kd p.s. Vn = ng. (2.26)
Puisque
ZEM (M) ()
o
I'inégalité (2.26) devient
lza(t) — ()] < 5 HxlOn? 200480 (557) 4 2 In(n) M ||z1, |2 €207 ps. V> .

Avec (2.16) et 0 = p, on a

o€ = pe = (8k6 —1In (%LM))

et 'inégalité précédente devient

—_

2kM « _
lw2(t) = T2 (8)])> < 5 [lw1,1* e~ P27 4 In(n n)— 7l o1, e 20 E ps V> ng

— N

< 5 langI* €097 s In(m) 7 Jlan, |* #0720 pis W g

— DN

< ey, |2 e 797 £ 1n(n )—||$10|| e"a=ee  ps. Vn=ng  (2.27)

\)

4%me gtape : majoration de ||xo(t)|| dans Uintervalle tg + o <t < tg + o + 26.
On a l'inégalité triangulaire suivante

12(t) = z2(t) + Z2(t) — T2(t)|| = [[2(t) — 22(D)[| < [[2() — T2 (@) || + [lz2(t) — Z2(2) ||
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2.8. Stabilité exponentielle presque sire des systémes triangulaires : cas Lipschitz

et, si on pose z(t) = 0, on obtient
[z2()]| < [[T2(@)]] + l|lz2(t) — T2(2)]] -
En élévant au carré 'inégalité précédente, on a

lz2(®)]* < (1Z2(B)]| + llw2(t) = T2(@)])* = [Z2() 1 + [[w2(t) — T2(@)I* + 2 |Z2(D)]| | 22(t) — o(2)]] -
(2.28)

Le terme souligné peut étre majoré comme suit en utilisant 2ab < a® + b?
2 [z ()] lw2(t) = T2 @) < lw2(D)1* + [lw2(t) — Ta(2)]?
et l'inégalité (2.28) devient
lz2 ()11 < 2[[Z2 ()] + 2 [lea(t) — Z2(1)]- (2.29)
Les relations (2.12), (2.27) et (2.29) donnent, pour tg + o0 + 6 < ¢t <t + o + 29,
lz2(8)[I* < 2M [[Z2(to + o)||* e~ 21077
+ ||z, ||? e~ 279 4 ln(n)% |21, ||? e~ (Ba—e)e p.S. Vn > ng
Puisque t — tgp — 0 > § et en utilisant (2.15), on obtient
IM — eln(2M) — 666.
En remplacant 2M par sa valeur dans 'inégalité ci-dessus, on obtient
lz2(B)[I* < [[Ba(to + o) e 2x 07 FE 4 ||y |2 = ()
+ ln(n)% |z, ||? e~ (2a—e)e p.Ss. Yn = ng.
Puisque tg + 0+ 6 <t <typ+ 0+ 2, on a —4ad < —2a(t —tg — o) < —2ad et on obtient
lz2(0)II* < [[Za(to + 0)[[* €™ 4 [lary||* e~ 7o)
+ ln(n)% |1, ||? e~ (2ae)e p.s. Vn>ng. (2.30)

5éme

étape : stabilité de xo(t).
En posant

oc=p+ (N -1) N=1,23,...
avec to+ p+ NJ <t <top+p+ (N +1)d, I'inégalité (2.30) devient

lz2(O)1* < 1Z2(to + p+ (N = 1)8)||* e 4 (Jlay, |*

2
F () englP)e 7 s Vi > g
et, par induction (par récurrence), on applique (2.30) pour o = p+(N—=2)d et t = to+p+(N—-1)
lz2(to + p+ (N = 1)8)|* < [|Za(to + p + (N — 2)3)||* e~ 2272
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2a —(2a—¢)o
+(||x10||2+1n(n)?||$1o|!2)6 (Pa=e) ps.  Vn=ng

et donc, pour tg+p+ N6 <t < tp+ p+ (N + 1), on obtient
lz2(0)II* < [t + p+ (N = 1)8)[|* e~ 2=
F gl + ) 22 g e 97  ps vz g
< [|Z2(to + p + (N = 2)8)||* e - Dt g |? e CmED |2 e P77
() 22 12O L () 2y [P ps W0 o
Ainsi, puisque p > 6 (voir (2.16)) et 0 = p+ (N — 1), on a donc
lz2(0)[I* < [lwa(to + p)[|? €™ 7N 4 N [l ||* e~ Berm o4 (N=10)

2«
+ Nln(n )7111»10” e~ (2a=e)(pH(N=1)9) ps.  Vn>ng.

Puisque la suite Ne V9 tend vers 0 quand N tend vers +o0, il existe Ny > ng tel que,

VN >2n> Ng>mng, ona
1
Nl —6N6<7.
n(n)e e

et, avec —(2a —¢)(p+ (N —1)0) < —(2a — 5)( —1)6 < 0, on obtient VN >n > Ny = ng

sl < laalto + eV 4 (14 22 ) g [P ooV beeNs
2
—lleato + AP 4 (142 ) ey e

1
—@m%+mW+Q+)wm® San20Ns

ede

On pose N — +00 et on obtient

limsup%ln(“acg( ) < —(2a—28)  ps.

t—+o00
et donc
limsup1 In(||lz2(t)|]) < —(a—¢) <0 p.s.
t—4oo t
Ve avec 0 < e < a. °

2.4 Stabilité exponentielle presque siire des systémes triangu-
laires : cas one-sided Lipschitz

Une fonction f(z) € R™ avec x € R"™ est Lipschitz s’il existe une constante p > 0 telle que
la condition (A.1.10) dans la section A.1.3 est vérifiée. Cette condition intervient dans l'unicité
de la solution d’une EDS (voir (1.17) dans le théoréme 1.4.3).

Cependant, dans le théoréme 1.4.4, une condition plus générale d’unicité de la solution d’une
EDS est donnée dans la relation (1.24). En effet, une fonction f(z) peut vérifier (1.24), mais pas
(1.17). Un exemple est donné dans [Mao97|

da(t) = f(a(t)) dt + gla(t)) dw(t) = (x(t) — 23(t)) dt + 22 dw(t).
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2.4. Stabilité exponentielle presque stre des systémes triangulaires : cas one-sided Lipschitz

La fonction f(z(t)) = x(t) — 23(t) n’est pas (globalement) Lipschitz car

FAa(t) = (a(t) — 2*(1)* = 2* () (1 — 2°(t))?

et 1 — 22(t) n’est pas borné. Donc, il n’existe pas de réel p > 0 tel que ‘x(t) - Cﬂg(t)‘ < plx(t)].
Par contre, cette fonction est (globalement) one-sided Lipschitz car

() f(x(t)) = z(t)(x(t) - 2°(t) = 2*(t) — 2™ () < 2*(t).
La condition (A.1.11) est donc vérifiée avec p = 1.

7 (0, u(t) ]Tet [g?m(mu(mr
T y

f3 (1), z2(t), u(t))
définies dans (2.8), vérifient ’hypothése 2.2.1 et ’hypothése suivante.

Dans cette section, on considére que les fonctions [

Hypothése 2.4.1. [BZSM15a] Il existe deux réels ks et kg > 0 tels que, VYt > 0, Vu(t) € T,

(22(t) = 72(t))" (fo(21(t), 2 (t),U(t)) f2(0,T2(t), u(t)))
(22(t) = T2(1)) 21 (t) + [|l22(t) - Tz(t)H2> , (2.31a)
)

)
) = gi(@1 (1), u(t))")
2 =12 (2.31b)

@‘
~

tr ((ga(@1 (), u(t) — ga(@1 (1), ult £), ult
AL <> (1)

Théoréme 2.4.1 (Stabilité exponentielle presque stire d’'une EDS triangulaire : cas
one-sided Lipschitz). [BZSM15a] Avec l’hypothése 2.4.1, le point d’équilibre de I’EDS (2.8) est
exponentiellement presque strement stable si et seulement si le point d’équilibre de I’EDS (2.9)
est exponentiellement presque stirement stable.

Puisquea pour tout u(t) € F> fl (07 u(t)) =0, f2(07 Oa U(t)) =0, gl(Oa U(t)) =0et 92(0) u(t)) =
0, et que I'hypotheése 2.4.1 est vraie pour tout u(t) € I', la démonstration de ce théoréme est faite
avec u(t) = 0 sans perte de généralité, ce qui permet d’alléger les développements mathématiques.

Démonstration.
Soit T(t) = [flT(t) @T(t) ]T, la solution de 'EDS (2.9) avec T (to) = T1, et Ta(to) = Ta,-
Soit #(t) = [T (t) 2%(t)]", la solution de PEDS (2.8) avec a1 (to) = 1, = @1, et wa(to) =
X9y = T2g-
Partie “seulement si”.
La démonstration de la partie “seulement si” est identique pour les théorémes 2.3.1 et 2.4.1
et est donc omise.

(t 77

Partie
La stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de PEDS (2.9) est équivalente a

1
Jda >0 tel que limsup— In(||7;(?)]|) < —a< 0 p.s. VT, € R™, i=1,2,
t—too U

(2.32)
ce qui est équivalent a

1Z:(0)|> < M |7 ||P e 20t ps. Vixty, i=1,2, (2.33)

avec M > 0 qui est une variable aléatoire finie positive.

65
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Puisqu’on a x1(t, o, z1,) = ZT1(t, to, x1,), on obtient

|z ()| < M ||Ty, ||Pe 2% ps. Vit (2.34)
On pose
0<e<a, (2.35)
5= ln(iM), (2.36)
1/ — a
p=0V E(Sk‘é—ln(2kM)>, (2.37)

avec a V b = max(a,b), o > 0 et M > 0 définis respectivement dans (2.32) et (2.33).
Il reste donc & montrer que

1
lim sup In(|lz2(t)]]) < —(a—¢) p.s. Ve tel que 0<e<a. (2.38)

t—-+o00

On va procéder en cing étapes avec o > p.

En comparaison avec la démonstration du théoréme 2.3.1, les étapes 2, 3, 4 et 5 sont iden-
tiques, seule la I'étape 1 relative a la majoration de ||2a(t) — Zo(t)||* est différente.
1%7¢ &tape : majoration de ||zo(t) — Zo(t)||* dans Vintervalle tg + o < t < to + o + 26.

Soit ¢ défini comme suit

to+o <t<tg+o+20, (2.39)

alors
Hfg(t) :fg(t,to-I-O',SCQ(to-f-O')) (240)

avec un instant initial to + o et un état initial xo(to + o) = ZT2(to + 0).
En appliquant la formule d’It6 sur les EDS (2.8b) et (2.9b), on obtient

||5L’2('5)—«1’2('5)\\2Z/t+ 2(w(s) — T2(s))" (fa(21(s), 22(5)) — f2(0,T2(s)))
+tr(ga(21(s))g3 (1(5))) ds + M(2)

avec

M(t) = 2/t (z2(s) — Ta(s)) ga(z1(s)) dw(s). (2.41)

o+o
En appliquant les hypothéses (2.31a) et (2.31b), on a

t t

(Hfm(S)—x2(8)H2+(l’2(8)—wz(S))Txl(S))dS+kg/ |1 (s)||* ds

to+o

o) - 720 < 2% [
to+o
20

+€/t lz2(s) = T2(5)II* [lg2(21.(s))|* ds

M ||z1,]* Jo o

€2aa t
+M(t)—/t (@2(s) — Tal(s)) ol ()] ds.

M |lz1|* Jioto

En utilisant

(22(t) = T2(1)) 21 () < w2(t) = T2()]| o1 ()] < 0.5(|z2(t) — T2()[|* + [l21(8)])
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2.4. Stabilité exponentielle presque stre des systémes triangulaires : cas one-sided Lipschitz

et (voir (2.34)) O
I t

M ||, ||* e=2elt=to)

I

I'inégalité précédente devient

t t

foa(t) = 2a®)* < 2y [ fals) = (o) s+ 25y [ (05(a(t) ~ ma(0]* + oa(0)]*)) d

to+o to+o
o t 9 o €2aa t 9 9
+ kg [z (s)l d5+k‘92/ [z2(s) = T2(s)[I” lz1(s)[|” ds
to+o M ||z1,1” Jto+o

eQaU t
+ M(t) — ]\/[HCL’10H2/t0+a H(xg(s) — Ta(s )) g2(x1(s H ds

t t

Hm@W®+%/‘Hm@W®

to+o

zskf/t ||x2(s)—x2(8)ll2d8+kf/

oto to+o

t
I M
+k9/ || z2(s) —EQ(S)HQ M6*2a5 to—0) s

to+o M||=T10||

toto<s — <1
2a0 t
+M(t)—62/ |(2(s) = T2()) T ga(a1()) | ds.

On définit

et I'inégalité précédente devient

t t
lz2(t) — Ta(t)] < 4k/ l22(s) — T2(s)|” ds + 2KM ||z, || em2els7to) 4
to+o to+o

e2aa t
+ M(t) — W/tﬁa H(CCQ(S) —Ta(5)) go(z1(s H ds.

En utilisant (2.34), on obtient

t t
lz2(t) — Ta(t)]) < 4k¢/ l22(s) — Z2(s)|” ds + 2kM ||z, em2els7to) 4
to+o to+o
e

200 t
+M@—MW%WAMWM@—mm>mm )| ds.

En intégrant

t t e2at0
/ e—2a(s—t0) ds = e2ato / o208 g — (6—2at - e—2a(t0+a)>
to+o to+o —2a

—2a0 6—2a(t—t0) - e~ 200
T 2a 20 S 2a

on obtient

_ [t 2k M B
z2(t) — Z2(t)]|* < 4k:/t+ z2(s) — Ta(s)||* ds + 1, ]* €727
0+0o
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2a0

+ M(t) e/t H(azg(s)—Eg(s))TgQ(xl(s))szs. (2.42)

M Hxlo ”2 oto

Puisque les inégalités (2.23) et (2.42) sont identiques si on remplace k par k, les étapes 2, 3, 4
et 5 de la démonstration du théoréme 2.3.1 permettent donc de conclure cette démonstration. e

2.5 Application au filtrage d’ordre plein

2.5.1 Cas des mesures stochastiques

Dans cette section, les théorémes 2.3.1 et 2.4.1 sont utilisés pour la synthése d’un observateur
d’ordre plein garantissant la stabilité exponentielle presque stire de 'erreur de filtrage.
Les théorémes 2.3.1 et 2.4.1 permettent d’énoncer le résultat suivant.

Théoréme 2.5.1 (Filtrage des systémes stochastiques non linéaires avec la stabilité
exponentielle presque stre). [BZSM12a, BZSM15a] Si les conditions suivantes sont vérifiées

a) Uhypothése 2.2.1 est satisfaite,
b) une des deux hypothéses, 2.5.1 ou bien 2.4.1, est vérifiée,
c) le point d’équilibre de I’EDS (2.1a) est exponentiellement presque sirement stable,

d) il existe une matrice de gain ¥ (u(t)) telle que 'EDO
e(t) = —f(=e(t), u(t)) + P(u(t)) h(—e(t)) (2.43)

soit exponentiellement stable [Vid93],

alors le systéme (2.3) est un observateur d’ordre plein pour le systéme stochastique (2.1) garan-
tissant la stabilité exponentielle presque sare de Uerreur de filtrage e(t) = z(t) — Z(t).

Démonstration. L’hypothése 2.2.1 garantit I'existence et I'unicité de 'état z(t) de 'EDS (2.1a).
Puisque les EDS (2.6) et (2.8) ont la méme structure (x(t) correspond a x1(t) et e(t) a za(t)),
la démonstration se réduit a l'application du théoréme 2.3.1 sur I'EDS (2.6) si I'hypothése 2.3.1
est satisfaite, ou a celle du théoréme 2.4.1 sur 'EDS (2.6) si 'hypotheése 2.4.1 est vérifiée. o

Remarque 2.5.1.

1) Dans le théoréme 2.5.1, le test de la stabilité de 'EDS (2.1a) décrivant la dynamique de
Iétat x(t) est découplé du calcul du gain de I'observateur ¥ (u(t)).

2) Pour vérifier la stabilité du point d’équilibre de I'EDS (2.1a), on peut employer une ap-
proche de type Lyapunov (voir théoréme 1.5.3) ou mettre en ceuvre le théoréme 1.5.9
utilisant le bruit pour étudier la stabilité.

3) Le théoréme 2.5.1 simplifie le probléme du filtrage des systémes stochastiques car il permet
d’utiliser les approches développées dans la littérature dédiée aux observateurs pour les
systémes déterministes non linéaires du type

B(t) = fa),u) (2.44a)
y(t) = h(z()) (2.44b)
afin de synthétiser le gain ¥ (u(t)). O
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2.5. Application au filtrage d’ordre plein

Lors de la synthése d’un observateur, il est important d’obtenir un taux de convergence “suffi-
samment rapide” pour Uerreur de filtrage. Avec les théorémes 2.3.1, 2.4.1 et 2.5.1, la convergence
exponentielle de I'état x(t) et de lerreur d’observation e(t) sont traitées séparément. Une ap-
proximation du taux de décroissance de la trajectoire z(t)! peut étre obtenu en appliquant le
théoréeme 1.5.3 ou 1.5.9 sur PEDS (2.1a). Il est évident que 'erreur de filtrage e(t) convergera
“suffisamment vite” en comparaison de la trajectoire de 1'état z(t) si le taux de décroissance de
la solution €(t) de 'EDO (2.43) sera supérieur a celui qui a été approximé pour 'état z(t).

L’obtention du taux de décroissance de la solution €(t) de 'EDO (2.43) est traitée dans le
lemme suivant.

Lemme 2.5.1 (Taux de décroissance de €(t)). On suppose qu’il existe un réel 5 > 0, une
matrice de gain ¥(u(t)) et une matrice Q = QT > 0 tels que

e (1)Q(ult)h(—e(t)) — f(—e(t),u(t)))
+ (W (ult))h(—e(t) — f(—e(t), u(t))T Qe(t) + 28" (1)Qe(t) < 0, (2.45)
alors la solution €(t) de 'EDO (2.43) satisfait
le(t)|l < M [[e(0)]| e~ (2.46)
ot M > 0 est un réel donné et ty = 0.

Démonstration. Soit V(e(t)) = e’ (t)Qe(t) avec Q = QT > 0 une fonction de Lyapunov candi-
date. La dérivée temporelle de V(€(t)) le long de la trajectoire de la solution de (2.43) est donnée
par

V(e(t)) =e" ()Q(v(u(t)h(—e(t)) — f(—e(t), u(t))) + (¥ (u(t) h(~e(t) — f(—e(t), u(t))" Qe(t).
Si la condition (2.45) est satisfaite, I'inégalité suivante
V(e(t)) < —2pe" (t)Qe(t) = —2BV (e(t))
est vérifice et la relation (2.46) est satisfaite. .

Le but du lemme 2.5.1 est d’obtenir une valeur de 8 qui soit suffisamment grande.

2.5.2 Cas des mesures déterministes

Si I’équation de mesure (2.1b) est remplacée par

y(t) = h(z(1)), (2.47)
alors I’équation de I'observateur (2.3) doit étre remplacée par
dz(t) = f(Z(t), u(t)) dt + ¢ (u(t))(y(t) — h(2(t))) dt (2.48)

et la fonction G(X (t),u(t)) dans 'EDS (2.6) devient

g<x<t>,u<t>>] _ [gmx(t),u(t))]
CIORTO)N N PCIORTON

avec w(t) = wy(t), tandis que la fonction F'(X(¢),u(t)) ne change pas. Ainsi le théoréme 2.5.1
et le lemme 2.5.1 s’appliquent au cas ol les mesures sont déterministes, c’est-a-dire au cas ou

y(t) = h(x(t)).

1. Le taux de décroissance d’une trajectoire correspond & l'’exposant de Lyapunov de la solution associée a
cette trajectoire (voir le début de la section 1.5.1).

G(X (1), u(t)) = [

69



Chapitre 2. Stabilité des équations différentielles stochastiques de grande dimension : application au filtrage

2.6 Extension au filtrage d’ordre réduit

2.6.1 Cas des mesures stochastiques

Dans cette section, le but est d’estimer, non pas toutes les coordonnées de l'état z(t) € R"
du systéme stochastique (2.1), mais seulement une combinaison linéaire du vecteur d’état donnée
par z(t) = Lx(t) avec z(t) € R" et rang(L) = r < n. Le vecteur z(t) est appelé fonctionnelle de
I'état z(t) et on parle de filtrage fonctionnel d’ordre réduit.

Le filtre fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme stochastique (2.1) est donné par 'EDS
suivante

dz(t) = %, (2(t), u(t)) dt + ¢ (u(t)) dy(t) (2.49)

ou X, (2(t),u(t)) € R" et ¥(u(t)) € R™P sont les inconnues a déterminer pour que l'erreur de
filtrage
er(t) = z(t) — 2(t) = La(t) — 2(t) (2.50)

ait un point d’équilibre exponentiellement stable presque stirement.
La dynamique de l'erreur de filtrage est donnée par 'EDS suivante

der(t) = (Lf (x(t),u(t)) — B (La(t) — ex(t),u(t)) — Pr(u(t))h(z(t))) dt
+ Lg(x(t), u(t)) dws (t) — thr (u(t))q(x(t)) dwy(t). (2.51)
)

Remarque 2.6.1. A la différence de 'observateur d’ordre plein, (2.3), le filtre fonctionnel d’ordre
réduit (2.49) ne peut pas inclure explicitement le terme f(Z(¢),u(t)) qui est une “copie” de la
dérive de 'EDS (2.1a), mais contient un terme “¥,.(2(¢),u(t))” qui n’apparait pas dans 'EDS
(2.3).

Afin de faire une connection entre les observateurs d’ordre plein et réduit, le filtre d’ordre
plein (2.3) peut se réécrire comme suit

dz(t) = X(Z(t), u(t)) di + ¢ (u(t)) dy(t)
avec X(Z(t), u(t)) = f(2(t), u(t)) — P(u(t))h(Z(t)).

Puisque la dimension de z(t) est strictement plus petite que celle de x(t), une “copie” de
la dérive de 'EDS (2.1a) ne peut pas étre incluse dans (2.49). C’est pourquoi, afin de prendre
en compte cette dérive, I’équation de I'observateur d’ordre réduit comprend deux termes : une
fonction X, (Z(t),u(t)) et le terme ¢, (u(t)) dy(t) décrivant comment la mesure y(t) agit pour
controler 'évolution de Iestimée z(t).

Dans le chapitre 3 a la section 3.3.2, la fagon de choisir 3, (2(¢),u(t)) et ¥, (u(t)) afin de
prendre en compte “au mieux” le comportement dynamique de la solution z(t) de I'EDS (2.1a)
sera illustrée. Dans la section 2.6, on ne s’intéresse qu’aux contraintes sur X, (2(t), u(t)) et ¢, (u(t))
pour assurer la stabilité exponentielle presque stire de 'erreur de filtrage, mais pas au choix de
Y (Z(t), u(t)) et ¥ (u(t)), ce dernier probléme, qui dépend de la structure du systéme stochastique

(2.1) sera traité¢ dans le chapitre 3 (voir les relations (3.42) et (3.44)). O
En posant
L (t [
w(t) = [w ”],th) - [””( )] ,
wy(t) er(t)

f(t),u(t))
Lf(2(t), u(t)) — B (La(t) — er(t), u(t)) — ¢r(u(t)) h(z(t))
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R CIORIO) ]

fQ( ( >7€T(t)7u( ))
g(x(t), u(t)) 0

Gr Xr U = -
(X (1), u(t)) Lg(z(t),u(t)) —p(u(t)q(z (t))] [

ga(x(t), u(t))
I'EDS (2.1a) et 'observateur (2.51) peuvent se réécrire ainsi

AX (1) = B (X (8), u(t)) dt + Go (X, (1), u(t)) duw(t). (2.52)
Hypothése 2.6.1 (Existence et unicité de la solution). Pour tout u(t) € T, les fonctions

F.(X(t),u(t)) et Go(X(t),u(t)) vérifient les conditions (1.23) et (1.24) dans le théoréme 1.4.4
en remplacant 'EDS (1.25) par (2.52).

Comme pour 'observateur d’ordre plein (voir (2.7)), on a

BV (X (1))

=0, (2.53)
Xr=[ e,

puisque Gr(X,(t),u(t)) =0 si X,.(t) = [0T el(t) ]T, ot V(X,(t)) > 0 est une fonction de Lya-
punov candidate, et on obtient c3 = 0 en appliquant la condition (1.50c) du théoréme 1.5.3. On
ne peut donc pas appliquer le théoréme 1.5.3 si ¢a > 0 dans la condition (1.50b). C’est pourquoi,

comme dans le cas de l'observateur d’ordre plein, on va exploiter la structure triangulaire de
I'EDS (2.52) dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.6.1 (Filtrage des systémes stochastiques non linéaires avec la stabilité
exponentielle presque stre). [BZSM12a, BZSM15a] Si les conditions suivantes sont vérifiées
a) Uhypothése 2.2.1 est satisfaite,
b) une des deux hypothéses, 2.53.1 ou bien 2.4.1, est vérifiée,

c) le point d’équilibre de I’EDS (2.1a) est exponentiellement presque sirement stable,

d) il existe une function X, (e(t),u(t)) telle que ’EDO
£a(t) = S (—ent), u(t)) (2.54)

soit exponentiellement stable [Vid93],

alors le systéme (2.49) est un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme stochastique
(2.1) garantissant la stabilité exponentielle presque stre de Uerreur de filtrage e, (t) = z(t) — 2(t).

Démonstration. L’hypothése 2.2.1 garantit I'existence et I'unicité de 'état x(t) de 'EDS (2.1a).
Puisque les EDS (2.52) et (2.8) ont la méme structure (z(t) correspond a x1(t) et e, (t) & za(t)),
la démonstration se réduit a ’application du théoréme 2.3.1 sur I'EDS (2.6) si I'hypothése 2.3.1
est satisfaite, ou a celle du théoréme 2.4.1 sur 'EDS (2.52) si 'hypothése 2.4.1 est vérifice. o

Comme dans le cas d’ordre plein, le choix de taux de décroissance de la solution &,(t) de
I'EDO (2.54) dans le théoréme 2.6.1 permet d’agir sur la vitesse de convergence de l'erreur de
filtrage e, (t) dont la dynamique est donnée par ’EDS (2.51). L’approche proposée dans le lemme
2.5.1 est étendue au filtrage fonctionnel d’ordre réduit dans le lemme suivant.
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Lemme 2.6.1 (Taux de décroissance de €,(t)). On suppose qu’il existe un réel 5, > 0, une
fonction ¥.(—e,(t),u(t)) et une matrice P = PT > 0 tels que

—el ()P (—e (1), u(t)) — 2L (—e,.(t), u(t)) Pe,(t) + 26,e" (t)Pe,.(t) < 0 (2.55)
alors la solution €,.(t) de ’EDO (2.54) satisfait
lex (&)l < M, [l (0)]] e (2.56)
ott M, > 0 est un réel donné et to = 0.

Démonstration. soit V(e.(t)) = €L (t)Pe,(t) avec P = PT > 0 une fonction de Lyapunov candi-
date. La dérivée temporelle deV (€,(t)) le long de la trajectoire de la solution de (2.54) est donnée
par

V(e (t) = = (S0 (—er(t), u(t)) — X7 (= (1), u(t)) Pe,(t).

Si la condition (2.55) est satisfaite, I'inégalité suivante
V(en(t) < ~26,e0 () Per(t) = —28,V (& (1))
est vérifiée et la relation (2.56) est satisfaite. .

Le but du lemme 2.6.1 est d’obtenir une valeur de 3, qui soit suffisamment grande.

Comme il est précisé dans la remarque 2.6.1, la détermination de X, (2(t), u(t) et de ¥, (u(t))
pour synthétiser le filtre fonctionnel d’ordre réduit (2.49) afin que les conditions (2.54) dans le
théoréme 2.6.1 et (2.55) dans le lemme 2.6.1 soient vérifiées, n’est pas traitée dans cette section,
mais dans le chapitre 3 a la section 3.3.2.

Le théoréme 2.6.1 et lemme 2.6.1 permettent d’utiliser les approches proposées dans la litté-
rature pour synthétiser un observateur d’ordre réduit pour un systéme non linéaire déterministe,
le choix de X, (Z(t), u(t)) et de 1, (u(t)) dépendant de la structure des fonctions f(x(t),u(t)) et
h(z(t)) dans le systéme (2.1).

Dans ce paragraphe, quelques méthodes pour synthétiser des observateurs d’ordre réduit pour
les systémes déterministes sont rappelées. Dans le cas linéaire, le probléme de la synthése d’un
observateur d’ordre réduit est traité dans [Lue66, Lue71] et X, (Z(t), u(t) et ¥, (u(t)) sont obtenues
en résolvant une équation de Sylvester sous une contrainte de stabilité. Cette approche est étendue
a la synthése d’un observateur fonctionnel d’ordre réduit dans [WG98, Dar00a|. Pour les systémes
non linéaires dans un “cadre général”, le probléme de la synthése d’un observateur d’ordre réduit
est traité dans [KCAO8|. Un cas important lors de la synthése d’un observateur d’ordre réduit
est l'existence d’une partie linéaire dans la fonction non linéaire f(z(t),u(t)) [Tha73, NS88,
BH95, BH96, ZH02, XHZ09|. Dans de nombreux cas, ’observabilité est exploitée afin de mettre
en évidence cette partie linéaire en appliquant un changement de base approprié [BB97|. Cette
approche a été généralisée dans [Bes00|. Des méthodes basées sur une forme canonique normale
sont proposées dans [BZH10, ZB11]| pour synthétiser des observateurs d’ordre réduit non linéaires.
Il existe des méthodes de synthése d’observateurs d’ordre réduit qui sont dédiées a des “structures”
spécifiques de la fonction f(x(t),u(t)), par exemple pour les systémes bilinéaires [HF76, Fun79,
GI81, GSZD10, SZRDO06|.

2.6.2 Cas des mesures déterministes

Si ’équation de mesure (2.1b) est remplacée par
y(t) = Cr(o) (257)
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alors 'équation de 'observateur (2.49) doit étre remplacée par

dn(t) = 2p(n(t),u(t)) dt + ¢ (u(t))y(t) dt (2.58a)
Z(t) = n(t)+ Ey(t) (2.58b)

ou X,(n(t),u(t)) € R, ¥p(u(t)) € R™*P et E € R"*P sont les inconnues & déterminer.
En posant W = L — EC', 'erreur d’observation devient

er(t) = 2(t) = 2(t) = a(t) — n(t) (2.59)

et a une dynamique décrite par ’'EDS suivante

der(t) = (W f(x(t), u(t)) — 5 (Yz(t) — er(t)), u(t)) — r(u(t))Ca(t)) dt
+ Wg(x(t),u(t)) dw,(t). (2.60)

Le théoréme 2.6.1 et le lemme 2.6.1 s’appliquent au cas ou ’équation de mesures est y(t) =
Cz(t) si les fonctions F. (X (t),u(t)) et Gr(X(t),u(t)) dans 'EDS (2.52) sont remplacées par

F.(X.(t),u =
(X (1), u(t)) 0 (o(0) () = Do (W(0) — e (1), 0)) — i ((0)) Ca()

Gr(X(1),u(t)) =

avec w(t) = wy(t).

Remarque 2.6.2. Si la matrice E' dans l'observateur (2.58) est E = 0, alors z(t) = n(t) et on
peut utiliser une équation de mesures plus générale que celle donnée par la relation (2.57). Dans
ce cas, I’équation de mesures considérée est donnée par (2.47) et les fonctions fo(x(t), e, (¢ ), u(t))

et go(z(t),u(t)) dans F,.(X,(t),u(t)) et G (X, (t),u(t)) deviennent

fo(@(t), er(t),u(t)) = Lf(x(t),u(t)) — Sp(La(t) — ex(t), u(t)) — r(u(t))h(x(t)),
g2(x(t), u(t)) = Lg(x(t), u(t)),

ou on a choisi y(t) = h(z(t)) comme équation de mesures. O

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé une solution au probléme du filtrage pour une classe de
systémes stochastiques non linéaires avec des bruits multiplicatifs lorsque le critére de stabilité
associé a l'erreur d’observation est la stabilité exponentielle presque stire. Deux classes de sys-
témes stochastiques ont été considérés : la dérive de 'EDS vérifie une contrainte de type Lipschitz
ou de type one-sided Lipschitz.

On a montré que le probléme du filtrage des systémes stochastiques avec des bruits mul-
tiplicatifs en imposant la stabilité exponentielle presque stire de 'erreur d’observation ne peut
pas étre résolu en appliquant les approches de type Lyapunov disponibles dans la littérature : il
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s’agit de garantir que le point d’équilibre de ’erreur d’estimation est exponentiellement presque
stirement stable sans se restreindre au cas ol ce point d’équilibre est exponentiellement stable
en moyenne quadratique.

On a surmonté cette difficulté en exploitant la structure triangulaire associée a ce probléme
de filtrage, ce qui a permis de découpler, lors de la synthése du filtre, analyse de la stabilité
exponentielle presque sitire du point d’équilibre de ’'EDS associée au systéme a observer de la
détermination du (ou des) gain de I'observateur permettant de garantir la stabilité exponentielle
presque stire du point d’équilibre de 'erreur d’estimation.

Cette nouvelle approche est basée sur deux théorémes, selon que la dérive de 'EDS est
Lipschitz ou one-sided Lipschitz, montrant que la stabilité exponentielle presque stire du point
d’équilibre d’une classe d’EDS triangulaire est équivalente & celle du point d’équilibre de chacun
des “sous-systémes bloc-diagonaux” considérés isolément sans les termes d’interconnexion.

Ces deux théorémes ont été appliqués au probléme du filtrage des systémes stochastiques non
linéaires avec des bruits multiplicatifs en assurant la stabilité exponentielle presque stire du point
d’équilibre de l'erreur d’observation. Plusieurs cas ont été considérés : observateurs d’ordre plein
et observateurs fonctionnels d’ordre réduit, avec des mesures stochastiques ou déterministes. La
majorité des résultats proposés dans les chapitres 3, 4 et 5 s’appuient sur ces deux théorémes.
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Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a 'application des résultats du chapitre 2, notamment ceux des sections
2.5 et 2.6, & une classe de systémes stochastiques non linéaires dont la dérive de 'EDS est consti-
tuée par une partie bilinéaire états-commandes & laquelle est ajoutée une fonction non linéaire
dépendant de I’état, notée £(z(t)). Les mesures sont soit déterministes, soit stochastiques. Le but
est de synthétiser des observateurs pour ces systémes en garantissant la stabilité exponentielle
presque stire de ’erreur d’estimation. Les méthodes développées dans ce chapitre s’appuient sur
les théorémes 2.5.1 et 2.6.1, ainsi que sur les lemmes 2.5.1 et 2.6.1. Les observateurs proposés
sont d’ordre plein ou réduit.

La section 3.2 est consacrée a la présentation des systémes stochastiques non linéaires consi-
dérés dans ce chapitre.

Dans les sections 3.3 et 3.5, la fonction non linéaire £(x(t)) est Lipschitz, tandis que dans la
section 3.4, la fonction non linéaire ¢(x(t)) est one-sided Lipschitz.

Dans la section 3.3, des observateurs d’ordre plein et des filtres fonctionnels d’ordre réduit sont
proposés pour deux types de mesures : des mesures stochastiques ou des mesures déterministes.
La synthése des filtres fonctionnels d’ordre réduit est basée sur le paramétrage des solutions de
plusieurs équations de Sylvester. Ce paramétrage est analysé pour chacune des classes d’équations
de Sylvester dans la remarque 3.5.3 a la fin de la section 3.5.3.2. Dans la section 3.3, les entrées
de commande sont traitées comme des pseudo-incertitudes bornées en norme.

Dans la section 3.4, la structure polytopique de I’ensemble des entrées de commande admis-
sibles est exploitée. Afin de tirer le meilleur parti de cette structure polytopique, la fonction de
Lyapunov dépend de ces entrées. Afin de conserver la propriété de convexité lorsque la formule
d’Itd est appliquée, les équations décrivant les dynamiques de I'état du systéme et de 'erreur
d’observation sont réécrites avec une formulation descripteur ou pseudo-singuliére en se basant
sur une approche qui a été proposée dans [FS02, CM04|. Les fonctions de Lyapunov associées a
cette forme descripteur contiennent chacune une matrice instrumentale, ce qui permet d’éviter
les produits entre les éléments du vecteur des entrées lorsque la formule d’It6 est appliquée. Cette
approche descripteur a nécessité de développer la formule d’It6 dans le cas des équations algébro-
différentielles non linéaires (EADS), ce qui est fait dans la section 5.2. Dans la section 3.4, seul
le filtrage d’ordre plein est abordé et deux cas sont considérés : les mesures sont stochastiques
ou déterministes.

Dans la section 3.5, des observateurs robustes vis-a-vis d’incertitudes paramétriques sont
synthétisés en considérant les entrées de commande comme des pseudo-incertitudes bornées en
norme. Les incertitudes considérées sont non structurées et bornées en norme. Elles sont décrites
dans la section 3.5.1. Un observateur robuste d’ordre plein et un filtre fonctionnel robuste d’ordre
réduit sont développés dans la section 3.5.2 lorsque les mesures sont stochastiques. Le cas des
mesures déterministes est abordé dans la section 3.5.3 en considérant deux configurations pour
le traitement des incertitudes. Dans la section 3.5.3.1, il n’y a pas de compensation partielle des
incertitudes : ces derniéres affectent la dérive de 'EDS décrivant la dynamique de l'erreur de
filtrage. Dans la section 3.5.3.2; il y a une compensation partielle des incertitudes : ces derniéres
n’affectent pas la dérive de 'EDS décrivant la dynamique de I'erreur de filtrage. Dans les sections
3.5.3.1 et 3.5.3.2, des observateurs robustes d’ordre plein et des filtres fonctionnels robustes
d’ordre réduit sont synthétisés.
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3.2. Systémes stochastiques considérés

3.2 Systémes stochastiques considérés

On rappelle que la norme utilisée est la norme de Frobenius, aussi appelée norme euclidienne
et définie par la relation (1.2).
Dans ce chapitre, on considére I'un des deux systémes stochastiques suivants

m d
dz(t) = <At0x(t) +) ui(t)Aga(t) + e(x(w)) dt + Y Awa(t)dw,,(t)  (3.1a)
i1 j=1
h
dy(t) = Ca(t)dt+ > Dya(t) dwy, (t) (3.1b)
k=1
z(t) = Lax(t) (3.1c)
ou
m d
dz(t) = <At0x(t) + ) ui(t)Aga(t) + e(x(w)) dt + Y Awa(t)dws,(t)  (3.2a)
i=1 j=1
y(t) = Cux(t) (3.2b)
z(t) = Lx(t) (3.2¢)
avec
o z(t) € R" — vecteur d’état,
e u(t) € R™ — vecteur des entrées connues (commandes),
o y(t) € R? — vecteur des mesures,
e z(t) € R vecteur de la fonctionnelle de I'état x(t) a estimer (r < n),
e w,(t) € RY — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré,
o wy(t) € IR" — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré.

Les entrées admissibles u(t) € € sont bornées comme suit
Q={u(t) e R | wimin < ui(t) < Uimax,?=1,...,m} (3.3)
et la fonction ¢(x(t)) vérifie
£(0) = 0. (3.4)

Afin de ne pas estimer de coordonnées redondantes dans le vecteur z(t), la matrice L dans
les équations (3.1c) et (3.2c) est de rang plein ligne

rang(L) =r < n. (3.5)

Dans la suite de ce chapitre, les observateurs proposés seront synthétisés soit en présence
de mesures stochastiques (systéme (3.1)), soit en présence de mesures déterministes (systéme
(3.2)). Les différences entre ces deux types de mesures lors de la synthése d’un observateur ont
été traitées dans les sections 2.5 et 2.6.

Dans la section 3.3, on va considérer les entrées u;(t) comme des pseudo-incertitudes bornées
en norme, tandis que, dans la section 3.4, on va exploiter la structure polytopique de I’ensemble
Q défini en (3.88).

Dans le chapitre 2, les non linéarités traitées sont soit Lipschitz, soit one-sided Lipschitz.
Dans la suite de ce chapitre, on a choisi de consacrer la section 3.3 au cas ou la fonction ¢(z(t))
est Lipschitz, tandis que le cas ou la fonction ¢(x(t)) est one-sided Lipschitz est abordé dans la
section 3.4.

7



Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

3.3 Observateurs avec des non linéarités de type Lipschitz

Dans cette section, la fonction ¢(x) est Lipschitz, c’est-a-dire qu’il existe un réel k > 0 tel
que (voir (A.1.10))

10(x1) — £(z2)|| < K||z1 — 22 Vo1 € R*, Voo € R". (3.6)

Les conditions d’existence et d’unicité de la solution x(t), données par le théoréme 1.4.4, sont
donc satisfaites pour les EDS (3.1a) et (3.2a).

3.3.1 Observateurs d’ordre plein

Pour I'observateur d’ordre plein, il faut estimer tout le vecteur d’état x(t), donc la relation
(3.1c) ou (3.2c) est remplacée par
2(t) = x(t) (3.7)

dans la suite de cette section. On a donc L = I,, et r = n.

3.3.1.1 Cas des mesures stochastiques

Pour le systéme stochastique (3.1) avec des mesures stochastiques (voir (3.1b)), I'observateur
d’ordre plein proposé a la structure suivante

Az (t) = (Atoa?(t) + Em: wi(t) Ay 5 (t) + E(f(t))) dt
=1

+ (Ko + i Kz‘ui(t)) (dy(t) — Cz(t)dt) (3.8)

i=1

ot Z(t) est 'estimation de 'état x(t) et Ky et K; sont des gains & déterminer pour que l'erreur
d’observation

e(t) = z(t) — z(t) (3.9)

converge exponentiellement presque stirement.

En comparant 'observateur (3.8) avec la forme générale (2.3) donnée dans le chapitre 2, le
gain est Y (u(t)) = Ko+ Y iy Kiu,(t).

L’expression de la dynamique de I’erreur d’observation, obtenue en combinant I'EDS (3.1) et
I'observateur (3.8), est donnée par

de(t) = <<At0 —KoC+ Y (4, — K,C)ui(t))> e(t) + (z(t)) — z@@») dt

i=1

d m h
+) 0 Auy(t) dug, (t) — (Ko +)° Kiui(t)> <Z Dya(t) dw,, (t)) . (3.10)
k=1

j=1 i=1

Afin d’appliquer le théoréme 2.5.1, 'EDS (2.6) dans le chapitre 2 est obtenue en posant

Fi(@(t), u(t)) = <At0 + Zui(t)Ati)x(t) +0a(t), (3.11a)
=1
g1(2(t) = [Awz(t) .. Au,a(t) 0], (3.11b)
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Fala(t), e(t), u(t)) = (Ato—Koc - Z(Ati—mcm(t)))e<t>+e<x<t>>—e<x<t>—e<t>>, (3.11c)

i=1
ga((t), ul®) = [Aua(t) . Au,a(t) —go, (x()u(0))], (3.11d)
wy(t x(t)
w(t) = LX(1) = , 3.11e
g2y (.i()(t), u(t)) = |:(K0 —+ Z;il Klu,(t)) Dll‘(t) . (K() + Z?;l Klul(t)) th(t)] .

Avec les notations ci-dessus, les EDS (2.8) et (2.9) sont obtenues en posant z;(t) = x(t),
za(t) = e(t), T1(t) = T(t) et Ta(t) = €(t) et I'hypothése 2.3.1 est vérifiée puisque la fonction
0(x(t)) satisfait la condition de Lipschitz (3.6). Le théoréme 2.5.1 s’applique donc en remplagant
I'hypothése 2.2.1 par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.1a) et 'EDO (2.43)
par

&(t) = (Ato ~ KO+ Y (A, —KiC)ui(t))> e(t) — £(—2(t)). (3.12)

=1

Afin de diminuer le “pessimisme” dans la détermination des conditions de stabilité, il est
intéressant de remplacer les commandes u;(t) par une nouvelle variable ¢;(¢) dont I'intervalle de
variation est compris entre —1 et 1. Ainsi, en utilisant 'ensemble 2 donné par (3.3), on définit
la variable €;(t) comme suit

ul(t) = o4 + O‘iéi(t) (3.13)
ou
Ui max + Ui, min Uj,max — Ui,min
oy = et o — ——————————
2 2
pour ¢t =1,...,m, avec ag =1 et o9 = 0.

Les nouvelles variables €;(t) sont donc bornées et appartiennent au polytope convexe suivant
Q.={e®)eR™ | -1<¢g(t) <1l,i=1,...,m} (3.14)
et permettent de définir la matrice A, (¢(¢)) comme suit
A, (e(t)) = bdiag(e1(t)In(t), . .., em(t) (1)) (3.15)
avec la propriété suivante
An(e(t) A% (€(8) < L (3.16)

Avec les relations (3.13), (3.14), (3.15), et (3.16), le traitement de la stabilité qui doit étre
garantie quelle que soit I'entrée bornée u(t) est remplacé par une approche de type “stabilité

robuste” qui doit étre satisfaite pour toutes les incertitudes bornées en norme £(t) et définies par
la condition (3.16) (voir [ZMRS03, SZRD06, HSRZ09]).
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En insérant (3.13) dans (3.1a) et (3.12), on obtient (on a z(t) = Z(t))

m d
dz(t) = (Z i A, x(t) + Hi A, (e(t) Hox(t) + am») dt+ ) Ay, a(t) dwg, (t),
i=0 Jj=1
e(t) = <Z(Ati — K;C)a + (Hy — KC)An(a(t))Hg> a(t) — (—e(t)),

=0

I
Hy = [alAtl UmAtm]7H2: | K= [Kl Km},C:bdiag(olC,...,a

I

mC).

Avec les calculs ci-dessus, le théoréme suivant est une application du théoréme 2.5.1 et du
lemme 2.5.1 en utilisant une approche de type Lyapunov avec les relations (3.17) et (3.18). Des
conditions de type LMI sont données pour déterminer les gains Ky, ..., K,, de 'observateur

(3.8).

Théoréme 3.3.1. [BZSM12b] On suppose que ’hypothése 2.5.1 est vérifie. L’EDS (3.8) est un
observateur pour le systéme (3.1) garantissant la stabilité exponentielle presque sire de lerreur
de filtrage s’il existe des matrices P = PT >0, Q = QT >0 etY; (i =0,...,m) et des réels

1 >0, po >0, ug >0, ug >0 et >0 tels que les LMI suivantes

(1,1)e o1PAy ... onPA,, P AL P ... AL P]

(1,2)1 —wl, 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

(1,m)T 0 0 —ml, 0 0 0 0

I, <0
P 0 0 0 — 0 0 0
2
PA,, 0 0 0 0O -P 0 0
0 0 0 0 0
| PA,, 0 0 0 0 0 —P|
(L1  01(QAy, —Y10) om(QAr, —YmC) Q
(1,2)T —usly, 0 0 0
0 . 0 0 <0

(1,m)T 0 0 —psl, 0

-1,

0 0 0 0 —n

L 4

sont vérifiées, ot p; =20 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z?:l pj et ot
(1, D)a=>_ ai(PAy, + ALP) + (11 + piy 'K*)1,, — pP,
=0
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m
(1,1)p =Y ei((QA, — YiC) + (QAy, = YiC)) + (3 + iy 'w*) I + 28Q,
i=0
et que, pour chaque j =1,...,d, l'une des deux LMI suivantes
AL P+ PAy; —\/2p;P >0, (3.21)
Ay P+ PAy, +/2p;P <0 (3.22)
est satisfaite.
Les gains K; sont alors donnés par K; = Q7'Y; pouri=0,...,m.
Démonstration.
1 ¢tape : Stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (3.1a).

L’EDS (3.1a) est identique a 'EDS (3.17).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V,(z(t)) = 27 (t)Pz(t) avec P = PT > 0.
La condition (1.50a) du théoréeme 1.5.3 est satisfaite avec p = 2 et ¢; = Apin(P).
L’application de £V, (z(t)) a 'EDS (3.17) donne

m d
V() = 2"(t) | Y ai(PA, + ALP)+ ) AL PA,, | a(t)
i=0 j=1

+ 22T (1) PH A (e(t)) Hox(t) + 227 (t) Pe(x(t)). (3.23)

En utilisant les inégalités (3.6), (3.16) et (C.3.1) (voir le lemme C.3.1), la relation (3.23)
devient

m d
EVo(z(t) < &"(t) [ D au(PA, + ALP)+ > AL PAy,; +py 'PH H{ P+
i=0 j=1

p1HY Hy + piy *w% 1, 4 pg PP)x(t)  (3.24)

avec 1 > 0 et us > 0.

S’il existe un réel cp tel que ca < p et LV (z(t)) < c2Vi(z(t)), alors la condition (1.50b) du
théoréme 1.5.3 est satisfaite.

En utilisant 'inégalité (3.24), la condition £V, (z(t)) < caVi(x(t)) est vérifiée si I'inégalité

m d
> ai(PA, + ALP) + > AL PAy, + py ' PHH] P
i=0 j=1

+ iy HY Hy + piy ' K21, + pa PP — pP < 0 (3.25)

I’est également.

Puisque H Hy = I,,, lapplication du lemme de Schur (voir (A.3.1) dans le lemme A.3.1) sur
I'inégalité (3.25) donne la LMI (3.19).

L’application de BV, (z(t)) a 'EDS (3.17) donne

BV, (z(t) = [¢7 (#)(AL, P+ PAy,)z(t) ... a"(t)(AL, P+ PA,,)z(1)]. (3.26)
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S’il existe un réel c3 = 2p avec p = ij et pj = 0 tel que || BV, (x(t)]|* > esV2(x(t)), alors
j=1
la condition (1.50c) du théoréme 1.5.3 est satisfaite. En utilisant la relation (3.26), on obtient

d
IBVa(z())]? = esVi () = Yo" (t) (AL, P + PAy, — /2p;P)a(t)
j=1
wT(t)(AL, P+ PAy; + /2p;P)x(t). (3.27)

La condition || BV, (z(t))||* > c3V2(x(t)) est done vérifiée si, pour chaque j avec j = 1,...,d,
I'une des deux LMI (3.21) o (3.22) est satisfaite.

Puisque ¢z < p et que c3 = 2p > 0, l'inégalité (1.52) du théoréme 1.5.3 est satisfaite et le
point d’équilibre de I'EDS (3.1a) est exponentiellement stable presque stirement.
2¢me gtape @ Stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (3.12).

L’EDO (3.12) est identique a 'EDO (3.18).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V,(e(t)) = €’ (t)Qe(t) avec Q@ = QT > 0. La dérivée
temporelle de V.(€(t)) le long de la trajectoire de la solution de 'EDO (3.18) est donnée par

Ve(e(t) = (Z ai((Ar, — KiC)'Q + QA KC’))) e(t)

=0
+ 26T (OQ(Hy — KC)An(e(t)) Hoe(t) — 267 (1)QU(—2(t)). (3.28)

En utilisant les inégalités (3.6), (3.16) et (C.3.1) (voir le lemme C.3.1), la relation (3.28)
devient

Ve(e(t) <& (t) (Z ai((Ar, — K0)'Q + Q(Ay, — K;C))

=0
03 \QHHTQ + paly + py 121, + 1aQQ) () (3.29)

avec g > 0, g > 0 et H = H, — KC.
En appliquant le lemme 2.5.1, l'inégalité (3.29) est vérifiée avec 8 > 0 si

Zal —KiO) ' Q+Q(A, —KiCO)) 3 QHHT Q+psln+puy w2 I +14QQ+268Q < 0, (3.30)

alors il existe un réel 8 > 0 tel que

V(e(t) < —0 (H)Qe(t) = —0V.(e(t)) (3.31)
et on obtient la stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (3.12) puisque
_ )‘maX(Q) - —0(t—to)
e()|| <4/ ————==|legll e 0 3.32
el </ 2y el (3.32)

avec t > tg > 0. Par définition, on a 6 > .
En posant Y; = QK; pour i = 0,...,m, Iapplication du lemme de Schur (voir (A.3.1) dans
le lemme A.3.1) sur Iinégalité (3.30) donne la LMI (3.20). .

Remarque 3.3.1. On peut appliquer le théoréme 3.3.1 en remplagant les LMI (3.19), (3.21) et
(3.22) par le théoréme 1.5.9. Dans ce cas, on remplace 'approche de type Lyapunov donnée par
le théoréeme 1.5.3 par I'utilisation du bruit w,(¢) pour montrer la stabilité exponentielle presque
stre du point d’équilibre de 'EDS (3.1a). O

82



3.8. Observateurs avec des non linéarités de type Lipschitz

3.3.1.2 Cas des mesures déterministes

Pour le systéme stochastique (3.2) avec des mesures déterministes (voir (3.2b)), I'observateur
d’ordre plein proposé a la structure suivante

df(t)z(AtO +Zul () ALZ() + 0@ ()))dt

¥ (x Ly Kiuz-os)) (1)~ CaW) dt (3.33)

i=1

ou Z(t) est 'estimation de l'état x(t) et Ko et K; sont des gains a déterminer pour que 'erreur
d’observation

e(t) = a(t) — T(t) (3.34)

converge exponentiellement presque stirement.

En comparant I'observateur (3.33) avec la forme générale (2.48) donnée dans le chapitre 2,
le gain est ¥ (u(t)) = Ko + Y v Kui(t).

L’expression de la dynamique de 'erreur d’observation, obtenue en combinant 'EDS (3.2) et
I'observateur (3.33), est donnée par

de(t) = ((Ato KoC + Z — K;C)uy(t ))) e(t) + L(a(t)) — E(f(t))) dt
=1
d

+ ) Awa(t) dwg, (). (3.35)
Jj=1

Afin d’appliquer le théoréme 2.5.1, I'EDS (2.6) dans le chapitre 2 est obtenue en posant

fr(a(t), ult)) = (Ato + Zuz Am) (t) + £(x(t)), (3.36a)

= {A x( Awdx(t)}, (3.36b)

fa(z(t),e = (Ato KoC + Z (Ar, — KiC)uy(t ))) e(t)+L0(x(t))—L(z(t)—e(t), (3.36¢)
=1

g2(z )= [Awz(t) . Aue(t)], (3.36d)

w(t) = wa(t), X (1) = [x(t)]. (3.36¢)

En comparant les équations dans (3.11) et (3.36), 'application du théoréme 2.5.1 et du lemme
2.5.1 sur le systéme stochastique (3.2) avec I'observateur (3.33) donne le théoréme 3.3.1 en rem-
plagant l'expression “L’EDS (3.8) est un observateur pour le systéme (3.1)” par “L’EDS (3.33)
est un observateur pour le systéme (3.2)". 1l s’agit d’une conséquence directe des développements
présentés dans la section 2.5.2 du chapitre 2.
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3.3.1.3 Premier exemple avec ’observateur d’ordre plein

Pour illustrer les développements ci-dessus sur ’observateur d’ordre plein, on considére le
systéme stochastique (3.1) avecn =3, m =2, p=2,d =1, h =1 et les matrices suivantes

—-1.5 1 -1 0 —-0.02 0.04 0 0.01 -0.01
Ay =105 —25 1 |, 4, = |0 001 -0.02|, A, = |0 —0.01 0.01 |,
0 —-06 =35 0 —0.01 0.02 0 0.01 -0.01

[3.5557 —0.10952 —0.47238
0 01 03 1 00
Ay = [0.46643 —4.031 —0.80024|, C = [ ], D= [ ]

02 02 0 0 01
-0.1 0.066667 —3.4833

et L:I3

La non linéarité est donnée par la fonction £(z(t)) suivante

sin(z1(t))
(x(t)) = |sin(za(t))

sin(z3(t))

qui vérifie les conditions (3.4) et (3.6) avec k = 1.

L’espace des entrées admissibles  est défini en (3.3) avec les bornes suivantes sur ces entrées
U1, min = —0.056, Ul max = 0.064, U2 min = —0.04, U2 max = 0.048.

L’hypothése 2.3.1 est vérifiée.
En choisissant

1 =35, 2 = 3.5, p3 =0.1, s = 0.1, p = 20, 3 = 0.95,

les LMI (3.19), (3.20) et (3.22) du théoréme 3.3.1 ont généré les résultats suivants

1.7363  —0.11821 —0.19304 2.9333 0.25191 —0.056006
P=1-0.11821 1.3746  0.010061 |, @ = | 0.25191 2.8818 0.06448 |,
| —0.19304  0.010061  2.2102 —0.056006 0.06448 3.1472
[ 2.9148 18.73 0.32182  —0.21942 —0.069088  0.082906
Yo=| 1499 —2.5479|, Y1 = [—0.13394 0.091321 |, Yo = | 0.06751 —0.081012,
| —9.4191 —16.218 0.17199 —0.11727 —0.079651  0.095582

Les gains Ko = Q7 'Yy, K1 = Q™'Y et Ky = QY5 de 'observateur d’ordre plein (3.8) sont

0.48564  6.4041 0.11579  —0.078947 —0.026316  0.031579
Ko= | 52285 —1.3318|, K1 = [—0.057895 0.039474 |, K2 = | 0.026316 —0.031579].
-3.0913 -5.0119 0.057895 —0.039474 —0.026316  0.031579
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Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

-0.2 0
z0=1011|, Zo= 1|0
0.2 0

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage d¢t = 0.00125 seconde
(voir (1.32)).
Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 confirment 'efficience de I'approche proposée.

0.2

0.1 H ® : - B

®

—0.05F- |-V -

-0.15 ,

| | | | | | | | |
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.125 1.25

Temps [s]
FIGURE 3.1 — Etats x1(t) (bleu @), z2(t) (vert @) et z3(t) (rouge @) et commandes u;(t) (cyan
@) et ug(t) (magenta ®).

-0.2
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0.25

~0.25 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.125 1.25

Temps [s]
FIGURE 3.2 — Erreur de filtrage e1(t) (bleu @), es(t) (vert @) et es(t) (rouge @) et commandes
u1(t) (cyan @) et ug(t) (magenta ®).

0.5

0.45[ |
0.4 : : . ]
0.35[ ]
03} |
0.25 |
0.2 ]
0.15H .
01| .

0.05 . : 3

@

oL I I L I I I 1 1 1
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.125 1.25

Temps [s]
FIGURE 3.3 — [|2(t)] (bleu @) et [[e(t)]] (vert @),

Dans la figure 3.1, on constate que la stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre
de ’EDS (3.1a) a bien été garantie par les LMI (3.19) et (3.22) malgré la présence des commandes
u1(t) et ua(t) d’'une amplitude comparable a celle des variables d’état.
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La stabilité exponentielle de l’erreur d’observation est bien vérifiee grace a la LMI (3.19),
comme le montre la figure 3.2.

La figure 3.3 met en évidence le fait que la convergence de la norme de 1'état z(t) et de celle
de l'erreur d’observation e(t) est exponentielle.

3.3.1.4 Second exemple avec ’observateur d’ordre plein

Alors que dans le 1°" exemple présenté dans la section 3.3.1.3, la stabilité exponentielle
presque sire du point d’équilibre de 'EDS (3.1a) est démontrée en employant une approche de
type Lyapunov en résolvant les LMI (3.19) et (3.22) du théoréme 3.3.1, dans ce second exemple,
c’est 'application du théoréme 1.5.9 qui est mise en ceuvre : le bruit w, (¢) est utilisé pour montrer
la stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre de 'EDS (3.1a), tandis que la stabilité
de Perreur d’observation est obtenue en résolvant la LMI (3.20) du théoréme 3.3.1.

Dans cet exemple, on a choisi un modéle biologique présenté dans la littérature : il s’agit
d’une classe de modéles & compartiments déterministes pour décrire la chimiothérapie d’un cancer
[LS02, SLS03, LS03]. L’introduction de comportements aléatoires dans ces modéles déterministes
permet de prendre en compte les incertitudes affectant les valeurs numériques des paramétres et
les approximations faites dans la modélisation. Les EDS sont un moyen efficace pour représenter
ces comportements aléatoires. Par exemple, cette approche a été utilisée dans la littérature pour
les systémes mécaniques dans [Dam04, UP99], les systémes biologiques dans [DGMO08, DGMO09],
la dynamique des populations dans [MMRO02, PDMO8| et les processus électriques dans [Dam04,
UP99, WM76, KB13|.

Dans [LS02, SLS03, LS03], ces modéles déterministes sont bilinéaires et décrivent 1’évolution
du nombre de cellules cancéreuses dans chaque compartiment. Les paramétres du modéle sont
les temps de transit moyen des cellules a travers chaque compartiment.

Afin de prendre en compte les incertitudes dans la valeur de ces temps de transit moyen, on
introduit un comportement aléatoire dans le modéle donné dans [LS02, SLS03, LS03|, en ajoutant
le terme A,z (t) dw,(t) ou z(t) est le vecteur d’état et w,(t) est un mouvement brownien.

Ainsi, le modéle C avec trois compartiments qui est donné dans [SLS03, LS03| est réécrit sous
la forme d’une EDS (3.1a) avec I’équation de mesure (3.1b) comme suit

de(t) = (A +u1(t) Ay, +us(t) Ay, )z () dt + Aya(t) dwy(t) (3.37a)
dy(t) = Cua(t)dt+ Dz(t) dwy(t) (3.37b)
avec
4o 0 2bas 00  —2bay —ap 0 0
Ato = ag —aq 2(1 —b)GQ ; At1 =10 0 —2(1 —b)ag ; At2 == aq 0 0 3
0w —as 0 0 0 0 0 0
6 0 0 10 2 01 0 01
Aw: 092 O,C: ],DZI. ]
01 2 0 01 0.1
0 0 6

Le systeéme stochastique (3.37) correspond a (3.1) avec ¢(z(t)) =0, n =3, m =2, p = 2,
d=1,h=1et L= Is.

L’hypothése 2.3.1 est vérifiée.

L'état 2(t) = [21(t) x2(t) x3(t) |7 représente le nombre des cellules cancéreuses dans
les compartiments 0, 1 et 2. Les coefficients a; (i = 0,1,2) sont les paramétres de la loi de
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distribution exponentielle associée a 'inverse du temps de transit moyen des cellules & travers le
i®™M€ compartiment. b est la probabilité que de nouvelles cellules nées entrent dans le compartiment
0.

Les valeurs numériques des paramétres dans le modéle C donnés dans [SLS03, LS03] sont
ap =0.05, a1 =0.5,as =1et b=0.9.

Les réels 6; sont 61 = 65 = 03 = 1.6.

Les commandes wuj(t) et ua(t) sont les doses des médicaments (injections) administrées et
I'essemble €2 des entrées admissibles u(t) défini en (3.3) est caractérisé par les bornes suivantes
[SLS03, LS03]

Siui(t) = 0 et ug(t) = 1, MAy + Ay ur(t) + Agua(t)) = [0 —0.6 —1]71 alors le
point d’équilibre de 'EDS (3.37a) est exponentiellement instable en moyenne quadratique pour
certains u(t) € € puisque la valeur propre maximale est égale & zéro (voir théoréme 1.5.3 dans
[Dam04] (ou les remarques 1.5.2 et 1.5.3)). En effet, avec ces choix pour ui(t) et uz(t), 'EDS
(3.37a) devient

dz(t) = Az (t) dt + Apx(t) dw, (1)

ot Ay = Ay, + Ay ui(t) + Agyus(t) n'est pas Hurwitz. Le théoréme 1.5.3 dans [DamO04] stipule
que le point d’équilibre de cette EDS est exponentiellement (ou asymptotiquement) stable en
moyenne quadratique si et seulement s'il existe une matrice X = X7 > 0 telle que (voir les
remarques 1.5.2 et 1.5.3)

AX + XA, + A, XAT < 0.

Cette condition est impossible & réaliser puisque la matrice A; n’est pas Hurwitz.

Il s’ensuit que les observateurs basés sur la stabilité exponentielle en moyenne quadratique
proposés dans la littérature (voir [Phi89, CGS00, GLSY01, GMP02, Sto02, XC02, XC03, ZCT05,
GLWO06, GSB07, HSRZ09, BS10]) s’avérent inapplicables pour le systéme (3.37).

Pour déterminer les gains Ky, K7 et Ko de l'observateur d’ordre plein (3.8) pour le systéme
stochastique (3.37), on procéde en deux étapes comme annoncé au début de cette section. Cette
procédure en deux étapes est une conséquence directe des théorémes 2.5.1 et 3.3.1, ainsi que de
la remarque 3.3.1.

1% étape : Stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre de I'EDS (3.37a) avec le
théoréeme 1.5.9.

Pour vérifier la condition (c¢) dans le théoréme 2.5.1, on définit les constantes @1, w2 et @3

suivantes

[(Aso + w1 (8) A, + ua(t) Ar, )z (2|
< (Omax(Ar) + max(ur()])omax(Ary) + max((uz(t)])omax (As)) l2(O)]]

1

m

[Awa ()] < 02ae(Aw) [2(1)]12,
——
P2
|27(8) Awa(t)]]” = ok (Aw) (@)1,
N——_——

¥3

1. A(A) est le vecteur des valeurs propres de la matrice A.
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Ol Opmin(A) et omax(A) sont les valeurs singuliéres minimales et maximales de la matrice A (voir
(A.1.2) et (A.1.3) dans la section A.1 de 'annexe A).
Le théoréme 1.5.9 donne la condition suffisante suivante

1+ 0.5p2 — 3 <0 (3.38)

pour que le point d’équilibre de 'EDS (3.37a) soit presque stiirement exponentiellement stable
avec

lim Sup1 In(||z(¢,0,z0)||) < @1+ 0.502 — @3 p.s. (3.39)
t—-+o0 t
pour tout zg € R".
Les réels ¢1, p2 et ¢3 dans (3.39) sont donnés par ¢; = 4.3268, w2 = 2.56 et @3 = 6.5536.
Le point d’équilibre de 'EDS (3.37a) est presque strement exponentiellement stable puisque
la relation (3.39) devient

1
lim sup- In(||lz(t,0,20)]|) < @1+ 0.5p2 — 3 = —0.94679 p.s.

t—-+o0

pour tout zy € R".
2¢me gtape : Synthése des gains Ko, K1 et Ko de l'observateur d’ordre plein (3.8).

Puisque ¢(z(t)) = 0 dans 'EDS (3.37a), la LMI (3.20) dans le théroréme 3.3.1 se simplifie
comme suit

(1,1)y 01(QAy, —Y1C) ... om(QA;, —Y;,C)
1,2)7 —usl, 0 0
(1.2) e <0 (3.20-bis)
: 0 0
_(1’ m>T 0 0 _M3In
avec m
(L, 1) = Z @i((QAr, = Y;C) + (QAr, — YiC)T) + 3l + 25Q. (3.40)
=0

Avec pz = 0.1 et =5, la LMI (3.20-bis) donne les solutions suivantes

[ 95523  —19.528 2.0094
Q= |-19528 47.432 85.139|,
| 2.0004 85130 299.71

[02.100  —89.918 —9.3412 —9.3412 —1.2514 1.0011
Yo=|-33.322 167.08 |, Y1 =| 57033 5.7033 |, Y2 = 1.86 —1.488
71.925  179.07 —4.5877 —4.5877 23091 —1.8473

Les gains Ko = Q7 'Yy, K1 = Q7'Y] et Ky = Q7 'Y5 de 'observateur d’ordre plein (3.8) sont

5.5528 1.1515 —-0.4 —-0.4 —0.027778  0.022222
Ko= | 2.4886 5.9949 |, K1 = [—0.04444 —0.04444|, Ko = | 0.027778 —0.022222
—0.50419 —-1.1132 0 0 0 0
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Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

1 0
xo= |0.5], To= |0
0.5 0

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage dt = 0.002 seconde
(voir (1.32)).

Les figures obtenues sont les suivantes (figures 3.4 a 3.10) : elles permettent de valider, pour
chacune des trois coordonnées du vecteur d’état, la convergence de I’état estimé vers I'état réel
et de comparer la vitesse de convergence de l'erreur de filtrage par rapport a celle de 1’état.
L’état x(t) et I'état estimé Z(¢) sont représentés sur les figures 3.4 & 3.6 pour chacune des trois
coordonnées. La valeur absolue de I’état x;(t) est comparée a celle de l'erreur de filtrage e;(t)
dans les figures 3.7 & 3.9 pour i = 1,2, 3. La figure 3.10 montre la norme des vecteurs d’état x(t)
et d’erreur de filtrage e(t).

1.4

1.3 1

1.2 n

1.1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps [s]

FIGURE 3.4 — Etat x1(t) (bleu, continu) et estimation ¥ (t) (rouge, discontinu).
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1.1

Temps [s]
FIGURE 3.5 — Etat z2(t) (bleu, continu) et estimation Zs(t) (rouge, discontinu).

0.7

0.6 i

0.4 B

02 I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Temps [s]
FIGURE 3.6 — Etat x3(t) (bleu, continu) et estimation Z3(t) (rouge, discontinu).
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0.9 : : b

0.8} b

(i

i ‘“" “11’“'\ H A‘ 7

Ml o, :

1 2 3 4 5 6 7 8
Temps [s]

FIGURE 3.7 — Valeur absolue de ’état |z1(t)| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |ei(t)]

(rouge, discontinu).

0.9

4 5 6 7 8
Temps [s]

FIGURE 3.8 — Valeur absolue de I’état |z2(t)| (bleu, continu) et de l'erreur de filtrage |ea(t)]
(rouge, discontinu).
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0.9

0.8 J[ 4
|

0.7
0.6{t , ‘ ‘ ‘ ‘ 4
0.5 » : : .
0.4 .
03
0.2

0.1

ok
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps [s]
FIGURE 3.9 — Valeur absolue de ’état |z3(t)| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |es(t)]
(rouge, discontinu).

1.8

1.6[ B

1.4 b

1.2 : : b

02} w‘"w" \:‘\‘:T\vﬁl ww‘ix‘l » J

h“{‘;“’“m W A )

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps [s]

FIGURE 3.10 — Norme de 'état ||z(¢)|| (bleu, continu) et de l'erreur de filtrage ||e(t)|| (rouge,

discontinu).
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La convergence de l'estimation Z(¢) vers I’état x(t) pour chacune des trois coordonnées est
illustrée dans les figures 3.4, 3.5 et 3.6. La nature exponentielle de cette convergence est mise en
évidence dans les figures 3.7, 3.8 et 3.9. La figure 3.10 montre que lerreur de filtrage converge
plus rapidement que 1’état, ce que confirment les figures 3.7, 3.8 et 3.9 pour chacune des trois
coordonnées. Les résultats obtenus dans ces simulations confirment 'importance du paramétre
B introduit dans le lemme 2.5.1 pour agir sur le taux de décroissance exponentielle de 'erreur
d’observation. Ce paramétre intervient dans la LMI (3.20) dans le théroréme 3.3.1 (en réalité
dans la LMI (3.20-bis) puisque ¢(z(t)) = 0 dans 'EDS (3.37a)).

3.3.2 Observateurs d’ordre réduit

Dans cette section, on n’estime pas la totalité du vecteur d’état z(t), mais seulement une
combinaison linéaire de celui-ci, appelée z(t), avec z(t) € R" et r < n dans la condition (3.5).

La fonctionnelle & estimer z(t) = Lx(t) dans les systémes stochastiques (3.1) et (3.2) vérifie
la propriété suivante : il existe une fonction £(z) telle que

Ua(t)) = U(La(t)) = U(=(t)). (3.41)

3.3.2.1 Cas des mesures stochastiques

Pour le systéme stochastique (3.1) avec des mesures stochastiques (voir (3.1b)), I'observateur
fonctionnel d’ordre réduit proposé a la structure suivante

dz(t) ((Mo + Zuz > )+ LO(Z(t ))) dt + <N0 + iui(t)]\f,) dy(t) (3.42)

i=1

ot z(t) € R" est l'estimé de z(t). M; et N; (i = 0,...,m) sont des matrices de gains & déterminer
afin que l'erreur d’observation

er(t) = 2(t) — 2(t) = La(t) — 2(¢) (3.43)

converge exponentiellement presque stirement.

Remarque 3.3.2. La condition (3.41) permet d’utiliser un observateur d’ordre réduit donné par
(2.49) tout en intégrant une “recopie” de ¢(z(t)) dans la dynamique de I'observateur fonctionnel
d’ordre réduit car cet observateur a z(t) comme vecteur d’état. Puisque z(t) est l'estimation du
vecteur z(t) donné par (3.1c), le terme ¢(2(t)) dans 'observateur (3.42) permet de prendre en
compte le terme ¢(z(t)) dans 'EDS (3.1a). O

En comparant I'observateur (3.42) avec la forme générale (2.49) donnée dans le chapitre 2,
la fonction X, (2(t),u(t)) et le gain ¢, (u(t)) sont donnés par

S (2(), u(t)) <M0+Zuz ) )+ LUE(E) et e (u(t) = No+ Y Nug(t). (3.44)

i=1

L’expression de la dynamique de I’erreur d’observation, obtenue en combinant I'EDS (3.1) et
I'observateur (3.42), est donnée par

de,(t) = <<M0+Zuz ) (t) 4+ (LA, — MOL—NOC)a;(t)> dt

94



3.8. Observateurs avec des non linéarités de type Lipschitz

n (f: wi(t)(LAy, — M;L — N;C)a(t) + L(E(La(t)) — {(La(t) — er(t)))> dt
=1

d m h
+ ) LAy, a(t) dw,, () — <N0 +) Niui(t)> (Z Dyx(t) dwy, (t)> . (3.45)
k=1

j=1 i=1

Afin de supprimer un maximum de termes dépendant de 1'état =(¢) dans 'EDS (3.45), on va
déterminer les matrices M; et N; en imposant que les contraintes de Sylvester suivantes

LA, — M;L —N,C =0, i=0,...,m, (3.46)

soient vérifiées. En insérant (3.46) dans 'EDS (3.45), on obtient ’EDS suivante

de,(t) = <<M0 + Z wi(t Mz> (t) + L(¢(Lz(t)) — O(Lx(t) — er(t)))> dt

d h
+ ) LAw;x(t) dwg, (t) - < + ZNUZ ) (Z Dyx(t) dw,, (t)> . (3.47)
j=1 k=1

Afin d’appliquer le théoréme 2.6.1, 'EDS (2.52) dans le chapitre 2 est obtenue en posant
Si(z(t), u (Ato + Zuz ) )+ £(z(t)), (3.48a)
g1(x(t)) = [Awla:(t) o Aggr(t) 0], (3.48b)
fa(x(t), er(t), u(t)) = <Mo + Zuz‘(t)Mz) er(t) + L(U(La(t)) — ((La(t) — er(t))),  (3.48¢)

=1
ga(a(t) u(t) = [LAu,a(t) ... LAue(t) —go,((t),u(t)]. (3.484)
wy(t) x(t)
w(t) = ,X(t) = , 3.48e
(t) wy(t)] (t) er(t)] (3.48¢)
ggy ($(t), u(t)) - |:(N0 + 221 Nzul(t)) Dlx(t) v (No + Zgl Nlul(t)) Dh.%'(t) .

Avec les notations ci-dessus, les EDS (2.8) et (2.9) sont obtenues en posant z1(t) = x(¢),
xa(t) = ep(t), T1(t) = T(t) et To(t) = €,(t) et 'hypothése 2.3.1 est vérifiée puisque la fonction
¢(x(t)) satisfait la condition de Lipschitz (3.6). Le théoréme 2.6.1 s’applique donc en remplagant
I'hypothése 2.2.1 par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.1a) et 'EDO (2.54)
par

(Mo ¥ Zuz ) (t) - LU(~e,(1)). (3.49)
Soit LT une pseudo-inverse de la matrice L (voir la section A.2), on a donc
rang ([LT (I, — LTL)D =
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et les conditions de Sylvester (3.46) sont équivalentes a
(LA, — M;L — N;C) [t (1, — LTL)] —0  i=0,...,m (3.50)

Puisque la matrice L est de rang plein lignes avec » < n (voir (3.5)), on a LLT = I,. En
utilisant 'approche développée dans [Dar00a, SZRDO06|, les matrices M; et N; sont données par

M; = LA, LT — N,CLT  i=0,...,m, (3.51)
NF=LA (3.52)
ol
A=A, (I, - LTL) ... Atm(fn—LTL)}, N=I|Ny ... Nnl,

F = bdiag(C(I, — L'L),...,C(I, — LTL)).

L’équation (3.52) a une solution N si et seulement si (voir équation (A.2.11) avec A =TI et
remarque 3.5.3)

(LA, ... LA, ] - -
0 " c 0 0
C 0 0
0 0
0 0
0 ¢ o0 (353
rang = rang :
L 0 0
L 0
0 0
0 0
0 0 L
0 0 L | : :
et la solution générale est donnée par (voir équation (A.2.9) avec A = 1)
N = LAF" + Z(I(ny1yp — FFT) (3.54)

ot Z € R™*(™+tDP ¢st une matrice arbitraire qu’on peut considérer comme “la matrice de gain
de l'observateur”.
En insérant (3.51) et (3.54) dans 'EDO (3.49), on obtient

e (t) = (A — ZC + (B — ZD)A,(e(t))Hs) &, (t) — LU(—&,(t)) (3.55)
avec
m OéoCLJr
A=> o;LA, L' — LAF!
=0 amCLT
[0 0 0 |
o CLT 0 0
B=|0\LA,LT ... 0pLA, L] — LAF' . ,
0 : 0
0 0 omCLT)
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00 0 |
aoCLT I,
. _ P Yo A .
C:(I(m+1)p_]:f) : ) D:(I(m+1)p_]:f) 0 . 0 Hs=|:],
amCLT . I,
0 0 0,CLT]

et
Ar(‘g(t)) = bdiag(gl(t)lr(t)a R agm(t)lr(t)) (3'56)
avec la propriété suivante
Ar(e(0)A] (e(1) < Tnrs (3.57)

ol €;(t) est défini dans (3.13) et (3.14).

Avec les calculs ci-dessus, le théoréme suivant est une application du théoréme 2.6.1 et du
lemme 2.6.1 en utilisant une approche de type Lyapunov avec les relations (3.17) et (3.55). Des
conditions de type LMI sont données pour déterminer les gains My, ..., M, et Ny, ..., Ny, de
I'observateur (3.42).

Théoréme 3.3.2. On suppose que l’hypothése 2.3.1 et la condition (3.53) sont satisfaites. L’EDS
(3.42) est un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme (3.1) garantissant la stabilité
exponentielle presque sire de Uerreur de filtrage s’il existe des matrices P = PT >0, Q = QT >0
et R et des réels 1 >0, pg >0, us >0, ug > 0 et B, = 0 tels que les LMI (3.19) et

(QA — RC) + (QA — RO)" + usI, + pg 'w2I. +268,Q QB — RD QL

(QB — RD)T —pslmr 0 | <0 (3.58)
-1
LTQ 0 =
He
soient vérifiées, ot p; > 0 (j =1,...,d) sont des réels donnés avec p = 2?21 pj, €t que, pour

chaque j =1,...,d, l'une des deux LMI (3.21) ou (3.22) soit satisfaite.
Le gain Z est alors donné par Z = Q7 'R. Les matrices M; et N; de l’observateur sont
obtenues avec (3.51) et (3.54).

Démonstration.
1°7¢ étape : Stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre de I'EDS (3.1a).
Cette partie de la démonstration est identique a celle du théoréme 3.3.1.
2¢me ¢tape @ Stabilité exponentielle du point d’équilibre de PEDO (3.55).
L’EDO (3.49) est identique a 'EDO (3.55) puisque la condition (3.53) est satisfaite.
Soit la fonction de Lyapunov candidate V. (€,(t)) = €. (t)Qe,(t) avec Q = QT > 0. La dérivée
temporelle de V. (€,(t)) le long de la trajectoire de la solution de 'EDO (3.55) est donnée par

Ve(er(t)) =& (t)(A — ZC + (A — ZC)")e, (1)
+2e] (HQ(B — ZD)A,(e(t)) Hae,(t) — 2e] (1) QLI(—e,(t)). (3.59)

En utilisant les inégalités (3.6), (3.57) et (C.3.1) (voir le lemme C.3.1), la relation (3.59)
devient

Vo(e(t) <&l (t) (A - 2C)"Q + Q(A — ZC)
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s QB — ZD)(B — ZD)'Q + ps I, + g K21, + 16QLLT Q) & (t)  (3.60)

avec us > 0, pug > 0.
En appliquant le lemme 2.6.1, I'inégalité (3.60) est vérifiée avec 5, > 0 si

(A—2C)"Q + QA - ZC) + 5 'Q(B - ZD)(B — ZD)"Q
+ usly 4 pg K21+ usQLLTQ +28,Q < 0, (3.61)
alors il existe un réel 6, > 0 tel que
Ve(@r(t)) < —6,2" (1)Qer(t) = —6,Ve(2x(1)) (3.62)

et on obtient la stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (3.49) puisque

Amax (Q)
)\min (Q)

avec t > tg > 0. Par définition, on a 6, > (.
En posant Z = Q~'R, l'application du lemme de Schur (voir (A.3.1) dans le lemme A.3.1)
sur l'inégalité (3.61) donne la LMI (3.58). o

ler (&)1l < [ |l =0 (=0) (3.63)

3.3.2.2 Cas des mesures déterministes

Pour le systéme stochastique (3.2) avec des mesures déterministes (voir (3.2b)), I'observateur
fonctionnel d’ordre réduit proposé a la structure suivante

dn(t) = <<M0 +> U¢(t)Mi> n(t) + (L — EC)«W(O)) dt
=1

+ (No + zm: u,,(t)NZ> y(t) dt (3.64&)
=1
Z(t) = n(t) + Ey(t) (3.64D)

ou z(t) € R" est l'estimé de z(t). E, M; et N; (i = 0,...,m) sont des matrices de gains a
déterminer afin que I'erreur d’observation

er(t) = 2(t) — 2(t) = T (t) — n(t) (3.65)
converge exponentiellement presque stirement avec
v =L-FEC. (3.66)

Remarque 3.3.3. Puisque les mesures sont données par y(t) = Cz(t), on peut insérer I’équation
(3.64b) dans l'observateur (3.64). Si on considére le cas particulier £ = 0, alors 'observateur
(3.64) se réduit a P'EDO (3.64a) avec n(t) = z(t), c’est-a-dire a 'observateur (3.42). Puisque’on
peut obtenir une solution ot la matrice E est quelconque, les conditions d’existence pour résoudre
des équations de Sylvester seront plus générales : il suffit de comparer les conditions d’existence
que 'on aurait avec E = 0 (voir (3.53)) avec celles associées au cas ot E est quelconque (voir
(3.78)). Les implications entre les conditions d’existence des solutions d’équations de Sylvester
lorsque la matrice F de 'observateur est contrainte ou non & étre nulle sont discutées dans la
remarque 3.5.3. g
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En comparant I'observateur (3.64) avec la forme générale (2.58) donnée dans le chapitre 2,
la fonction X, (2(¢), u(t)) et le gain ¢, (u(t)) sont donnés par

Er(n(t), u <M0+Zu@ ) + (L = BC)(n(t))
et p(u(t) =No+ Y Niui(t). (3.67)
=1

L’expression de la dynamique de l’erreur d’observation, obtenue en combinant I'EDS (3.2) et
I'observateur (3.64), est donnée par

de,(t) = <<M0+Zul ) (t) + (WA, — My —NOC)x(t)> dt
(Zuz V(WA — My¥ — N;C)a(t) + U (0(La(t)) — 0(Va(t) —er(t)))> dt
d
+) WAy, x(t) dw,, (). (3.68)

J=1

Afin de supprimer un maximum de termes dépendant de 1'état =(¢) dans 'EDS (3.45), on va
déterminer les matrices M; et IN; en imposant que les contraintes de Sylvester suivantes

WA, — MU — N;C =0, i=0,...,m, (3.69)

soient vérifiées. En insérant (3.69) dans ’'EDS (3.68), on obtient 'EDS suivante
e (t) = <<MO T Zuz ) (t) + WA Lo () - U(Va(t) - er<t>>>> dt
d
+) WAy, @(t) dw,, (). (3.70)

Jj=1

Afin d’appliquer le théoréme 2.6.1, 'EDS (2.52) dans le chapitre 2 est obtenue en posant

fil (), u(t)) = (Ato S ui<t>Ati> 2(t) + U(a(t)), (3.71a)
=1
g1(2(t) = [Aua(t) .. Aua()], (3.71D)

fao(x(t), er(t),u(t)) = (Mo +> ui(t)Mi) er(t) + W (0(La(t) — ((Vz(t) — er(t)), (3.71c)
ga(a(t), u(t)) = WAL 2(t) ... WALa(r)], (3.71d)

, (3.71e)
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Avec les notations ci-dessus, les EDS (2.8) et (2.9) sont obtenues en posant z1(t) = x(t),
z2(t) = er(t), T1(t) = T(t) et Ta(t) = €,(t) et 'hypotheése 2.3.1 est vérifiée puisque la fonction
£(x(t)) satisfait la condition de Lipschitz (3.6). Le théoréme 2.6.1 s’applique donc en remplagant
I'hypothése 2.2.1 par les conditions du théoréme 1.4.4, 'EDS (2.1a) par (3.2a) et 'EDO (2.54)
par

éww_0%+§:W@M0@@—maﬁwm. (3.72)
=1

Avant de déterminer les matrices M;, N; et E de Pobservateur (3.64), il faut d’abord ré-
soudre les équations de Sylvester (3.69). L’approche présentée dans cette section constitue une
généralisation au cas ot E # 0 de celle exposée dans la section 3.3.2.1

Soit LT une pseudo-inverse de la matrice L (voir la section A.2), on a donc

rang ([UL (I, — LTL)D =n
et les conditions de Sylvester (3.69) sont équivalentes a
(VA — M; ¥ — N;C) [LT (I — LTL)} =0 i=0,...,m. (3.73)

Puisque la matrice L est de rang plein lignes avec r < n (voir (3.5)), on a LL' = I,. En
utilisant 'approche développée dans [Dar00a, SZRDO06]| et la définition de la matrice ¥, I’équation
(3.73) est équivalente a

= WA, L' — ML — N,CL', i=0,...,m, (3.74a)
VA, + M;EC — N;C, i=0,...,m, (3.74b)

avec

Ay, = Ay (I, — LTL), i=0,...,m,
C=C(,-L'L).

Avec la définition de ¥ et la relation (3.74a), les matrices M; sont données par

M; = jti - JiCi, i=0,...,m, (3.75)
avec, pour ¢ = 0,...,m,
Ay, = LA,LT, C;= VUL Ji= [E J] Ji = N; — M;E. (3.76)
CLt

Avec les matrices définies dans les équations (3.75) et (3.76), la relation (3.74b) s’écrit sous
la forme compacte suivante

JG=LA (3.77)
ou

A= [Ay (I~ L) .. Ay, (1~ LD, T=|E I .. T,
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3.8. Observateurs avec des non linéarités de type Lipschitz

G CA
 |bdiag(C(I, — L'L),...,C(I, — L'L))|

L’équation (3.77) a une solution J si et seulement si (voir équation (A.2.11) avec A = I et
remarque 3.5.3)

(LA, ... LA, | i ]
CAy ... CA,
CAy ... CA, o 0 0
C 0 0
0 0 0 0
rang = rang 0 0 C (3.78)
0 C
L 0
L 0 0
0 0
0 0
0 0 L
0 0 L | - :

et la solution générale est donnée par (voir équation (A.2.9) avec A = 1)
T = LAG" + Z(In12, — 99") (3.79)

ot Z € R™(M*2P ost une matrice arbitraire qu’on peut considérer comme “la matrice de gain
de l'observateur”.
La condition d’existence (3.78) est explicitée dans le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. [Dar00a, SZRDO06] La condition (3.78) est nécessaire et suffisante a l’existence
d’une solution J a léquation (3.77)

LA
rang ([ p ]) = rang(G) (3.80)

est équivalente a l'existence d’une solution J a l'équation (3.77) (voir (A.2.11) avec A = I).
L’équivalence entre les conditions (3.78) et (3.80) est démontrée dans [Dar00a, SZRDO06|. .

Démonstration. La condition

En insérant (3.75) et (3.79) dans 'EDO (3.72), on obtient

20(t) = (& — ZC+ (B — 2D)A(e(t) H) (1) — WE(~2.(1) (381)
avec
_Z?io oziCAtiLT_
A= Em:aiLAtiLT ~|o z4]d' aO?LT :
=0 .
i am,CLT |
_01C'AtlL]L JmCAtmLT_
0 0 0
B=|oiLA LT .. onlA, LT = |0 LA|G"| aiCLt 0 0o |,
o 0
0 0 owCLl |
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K b _UchtlLT cee O'mCAtmLT_
Zzﬁ;() azCAtZLT
0 0 0
— OéQCLJr —
C = (Ipnt2)p — 99" . . D= (Ignyap— 66" | €Lt 0 0
' 0 0
am C LY
B N 0 0 omCLT

et ot la matrice Hs est donnée dans (3.55) et le terme A, (£(t)) est défini dans (3.56) vérifiant
la propriété (3.57) avec ¢;(t) donné par (3.13) et (3.14).

Avec les calculs ci-dessus, le théoréme suivant est une application du théoréme 2.5.1 et du
lemme 2.6.1 en utilisant une approche de type Lyapunov avec les relations (3.17) et (3.81). Des
conditions de type LMI sont données pour déterminer les gains My, ..., My,, No, ..., Ny, et E
de 'observateur (3.64).

Théoréme 3.3.3. On suppose que l’hypothése 2.3.1 et la condition (3.78) sont satisfaites. L’EDS
(53.64) est un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme (3.2) garantissant la stabilité
exponentielle presque sire de lerreur de filtrage s’il existe des matrices P = PT >0,Q =QT >0
et R et des réels g >0, pg >0, us >0, pug > 0 et 5 = 0 tels que les LMI (3.19) et

(QA — RC) + (QA — RO)T + psl, + g ‘w21 +26,Q QB —RD  *

(QB — RD)T —p5lmr 0 | <0 (3.82)
-1
(Q(L — ApC) — RCEC)" 0 —
He
soient vérifiées, ou p; > 0 (j = 1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z;lzl pj, et que, pour
chaque j =1,...,d, l'une des deux LMI (3.21) ou (5.22) soit satisfaite avec
; I, + I
Ap = LAG et Cr = (Itm+y2)p — GG")
O(m+1)pxp O(m+1)pxp

Le gain Z est alors donné par Z = Q™ R. Les matrices M;, N; et E de lobservateur sont
obtenues avec (3.75), (3.76) et (3.79).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire & celle du théoréme 3.3.2 en
remplacant A, B, C,D Z et Rpar A, B, C, D, Z et R.

La seule différence avec la démonstration du théoréme 3.3.2 vient du fait qu’il faut remplacer
le terme QL par Q(L — EC) dans I'expression de V;(Er(t)) et donc le terme QLLTQ par Q(L —
EC)(L — EC)TQ dans les majorations de V. (e, (t)).

En utilisant (3.77) et (3.79), la matrice E s’exprime en fonction du gain Z comme suit

En introduisant 'expression de E donnée par (3.83) dans les majorations de V,(€,(t)), on
obtient la LMI (3.82). .

Remarque 3.3.4. Sion pose E = 0 dans I'observateur fonctionnel d’ordre réduit (3.64), alors le
théoréme 3.3.3 pour les mesures déterministes est identique au théoréme 3.3.2 pour les mesures
stochastiques. Ainsi, dans le cas ou E = 0, il faut utiliser le théoréme 3.3.2 en remplacant “ L’EDS
(3.42) est un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme (3.1)" par “L’EDS (3.64)
avec E =0 est un observateur fonctionnel d’ordre réduit pour le systéme (3.2)".

La contrainte (3.52) correspond a la contrainte (3.77) lorsque E = 0, la condition (3.53)
implique donc la condition (3.78), mais la réciproque est fausse. ]
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3.3.2.3 Exemple

Dans cette section, on reprend ’exemple décrivant 1’évolution du nombre de cellules cancé-
reuses présenté dans la section 3.3.1.4. C’est le modéle C avec trois compartiments, donné dans
[SLS03, LS03] et reformulé sous la forme de 'EDS (3.37), qui est retenu avec I’équation de me-
sure (3.1b) et la variable a estimer donnée par la relation (3.1c). On obtient donc le systéme
stochastique suivant

dz(t) = ((Ag +ur(t)As + ua(t)Ay,)x(t)) dt + Ay (t) dw,(t) (3.84a)
dy(t) = Cx(t)dt + Dx(t) dw,(t) (3.84b)
z(t) = Lax(t) (3.84c)

ou les matrices Ay, A¢,, At, et Ay sont les mémes que dans 'EDS (3.37a) et ou

C = etL:[l 0 0].

1 0 0.5 0 01 01

11 1] [0.1 0 0.1
, D=

On a donc z(t) = x1(t).

Le systéme stochastique (3.84) correspond a (3.1) avec ¢(z(t)) =0, n =3, m =2, p = 2,
d=1,et h=1.

L’hypothése 2.3.1 est vérifiée.

Pour déterminer les matrices My, My, My, Ny, N1 et Ny de I'observateur d’ordre réduit (3.42)
pour le systéme stochastique (3.84), on procéde en deux étapes comme dans I'exemple 3.3.1.4.
Cette procédure en deux étapes est une conséquence directe des théorémes 2.6.1 et 3.3.2, ainsi
que de la remarque 3.3.1.
1°¢ ¢tape : Stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (3.84a) avec le
théoréme 1.5.9.

Les calculs sont identiques & ceux qui sont développés dans la section 3.3.1.4 & la page 88.
2¢me gtape : Synthése des matrices My, M1, My, Ng, N1 et No du filtre d’ordre réduit (3.42).

La condition (3.53) est vérifiée puisque

LA, LA;, LA - -
0 1 2 C O O
C 0 0
0o C 0
0 C 0
0o 0 C
rang 0 0 C = rang =9
L 0 0
L 0 0
0 L 0
0 L 0
0 0 L
0 0 L - -

Puisque ¢(z(t)) = 0 dans 'EDS (3.84a), la LMI (3.58) dans le théroréme 3.3.2 se simplifie
comme suit

(QA — RC) + (QA — RC)T + s, +26,Q QB — RD

<0. (3.58-Dis)
(QB o RD)T _M5Imr

Avec pz = 0.01 et 5, = 0.3, la LMI (3.58-bis) donne les solutions suivantes

Q = 0.005562,
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R= [—7.7522 10711 —6.1026 10° 1.2788 10710 —1.7776 105 1 —9.028 105} )
Le gain Z = Q'R est donné par (voir (3.54))
7 = [—1.3938 10-8 —1.0972 10° 2.2992 10~8 —3.196 107 179.79 —1.6231 108] .

Les matrices My, M, Ma, No, N1 et Ny du filtre d’ordre réduit (3.42) sont données par (voir
(3.51) et (3.54))

My = —3.65, M, = 3.6, My = —0.05,
No = |—1.8272 1078 3.6], Ny = [—2.6612 1079 —3.6], Ny = [—1.3515 1078 7.2082 x 10~8].

Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

1.5
zo=|11],2=0

2

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage d¢ = 0.002 seconde
(voir (1.32)).

Les figures obtenues sont les suivantes (figures 3.11 et 3.12) : elles permettent de valider la
convergence de l'estimation z(t) vers la fonctionnelle z(t) de I’état réel et de comparer la vitesse
de convergence de l'erreur de filtrage par rapport a celle de la fonctionnelle. La fonctionnelle z(t)
et son estimation z(t) sont représentées sur la figure 3.11. La valeur absolue de la fonctionnelle
z(t) est comparée a celle de lerreur de filtrage e, (t) dans la figure 3.12.

3

275 : : T

2.5 b

2.25 4

0.75H
!
05
|

m

0.25

o
—=

025 ‘ : :
Temps [s]
FIGURE 3.11 — Fonctionnelle z(¢) (bleu, continu) et estimation z(t) (rouge, discontinu).
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2.75

25

2.25

1.75

1.5

1.25

-

0.75

0.5

0.2

(S}

1y gy
ALy, X .L‘m'{\"u bl

0 1 2 s 4 5 6 7 8 9 10
Temps [s]

FIGURE 3.12 — Valeur absolue de la fonctionnelle |z(¢)| (bleu, continu) et de l'erreur de filtrage

ler(t)| (rouge, discontinu).

o
T

La convergence de 'estimation z(t) vers la fonctionnelle z(t) est illustrée dans la figure 3.11.
La nature exponentielle de cette convergence est mise en évidence dans la figure 3.12. La figure
3.12 montre que l'erreur de filtrage converge plus rapidement que la fonctionnelle.

Les résultats obtenus dans ces simulations confirment 'importance du paramétre 3, introduit
dans le lemme 2.6.1 pour agir sur le taux de décroissance exponentielle de ’erreur d’observation.
Ce paramétre intervient dans la LMI (3.58) dans le théroréme 3.3.2 (en réalité dans la LMI
(3.58-bis) puisque £(z(t)) = 0 dans 'EDS (3.84a)).

3.4 Observateurs avec des non linéarités de type one-sided Lip-
schitz

Dans cette section, la fonction £(x) est one-sided Lipschitz, c’est-a-dire qu'il existe un réel a
tel que (voir (A.1.11))

(U(z1) — U(x2))T (21 — x2) < allzy —x2)® Vi € R, Vap € R” (3.85)
et quadratiquement bornée, c’est-a-dire qu’il existe deux réels b et ¢ tels que (voir (A.1.12))
10(21) — (x2)||* < bllar — a2]]® + c(l(x1) — €(x2)) (21 — x2) Vo € R", Vs € R™. (3.86)

Une discussion comparative sur les fonctions Lipschitz, one-sided Lipschitz et quadratique-
ment bornées est faite en annexe dans la section A.1.3 ou la figure A.1 illustre les relations entre
ces trois propriétés.

Pour les systémes non linéaires déterministes, les propriétés (3.85) et (3.86) ont été utilisées
dans [Hu06, Hu08, XHZ09, ZH09, AM10, LM10, ZTS10, BBZ12, ZLSH11, ZSZY 12| pour synthé-
tiser des observateurs et dans [BZSM15a| dans le cas des systémes non linéaires stochastiques.
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La condition (3.85) généralise la classe des fonctions Lipschitz afin de prendre en compte une
classe plus générale de systémes non linéaires [Hu06, AM10|. La constante a pour les fonctions
one-sided Lipschitz dans (3.85) peut étre positive, nulle ou négative, tandis que la constante de
Lipschitz dans (3.6) doit étre positive. De plus, si la fonction ¢(x) est Lipschitz, alors elle est
a la fois one-sided Lipschitz et quadratiquement bornée (b > 0 et ¢ = 0), mais la réciproque
est fausse [AM10] (voir figure A.1). La condition one-sided Lipschitz (3.85) permet d’obtenir
des conditions moins pessimistes pour la stabilité de I'erreur d’observation que la condition de
Lipschitz ([Hu06, AM10, ZLSH11]) puisque la constante a dans (3.85) est plus petite ou égale
que la constante de Lipschitz x dans (3.6). La bornitude quadratique définie dans (3.86) permet
d’obtenir des conditions de type LMI qui sont solvables [ZLSH11|.

Avec (3.85) et (3.86), les conditions d’existence et d’unicité de la solution x(t), données par
le théoréme 1.4.4, sont donc satisfaites pour les EDS (3.1a) et (3.2a).

Cette section est dédiée a la synthése d’observateurs d’ordre plein. Il faut estimer tout le
vecteur d’état z(t), donc la relation (3.1c) ou (3.2c) est remplacée par

z(t) = x(t) (3.87)

dans la suite de cette section. On a donc L = I, et r = n.
Dans cette section, I’ensemble Q des entrées admissibles u(t), défini dans (3.3), est remplacé
par I'ensemble Q suivant

0= {u(t) e R™ ‘ U min < Uj (t) < Ui maxs Hi,min <y (t) < ,Uz',max}' (388)

Comme annoncé a la fin de la section 3.2, la structure polytopique de I’ensemble des entrées
admissibles (3.88) va étre exploitée pour la synthése d’un observateur alors que c’est Iautre
propriété de I'ensemble des entrées admissibles (3.3), c’est-a-dire la bornitude des entrées admis-
sibles, qui a été utilisée dans la section 3.3 pour la synthése d’observateurs.

3.4.1 Cas des mesures stochastiques

Pour le systéme stochastique (3.1) avec des mesures stochastiques (voir (3.1b)), I'observateur
d’ordre plein proposé a la structure suivante

dz(t) = (Atoéf(t) + ) wi(t) A3 (1) + E(E(t))) dt
i=1

+ <K0 + i Kiui(t)> (dy(t) — CT(t)dt) (3.89)

=1

ou Z(t) est l'estimation de 'état z(t) et Ky et K; sont des gains & déterminer pour que l'erreur
d’observation

e(t) = z(t) — 2(t) (3.90)

converge exponentiellement presque stirement.

En comparant l'observateur (3.89) avec la forme générale (2.3) donnée dans le chapitre 2, le
gain est Y(u(t)) = Ko + Y iy Kiu,(t).

L’expression de la dynamique de l’erreur d’observation, obtenue en combinant I'EDS (3.1) et
I'observateur (3.89), est donnée par
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de(t) = ((Ato ~ KO+ (A — KiC’)ui(t))> e(t) + £(z(t)) — E(i(t))) dt

=1
d m h
+ ) Awa(t) dwg, (t) — (Ko +) Kiui(t)> (Z Dya(t) dw,, (t)> . (3.91)
j=1 i=1 k=1
Afin d’appliquer le théoréme 2.5.1, 'EDS (2.6) dans le chapitre 2 est obtenue en posant
Sr(@(t),u(t)) = (Ato +> uz'(t)Atz) x(t) + L(x(1)), (3.92a)
=1
g1(z(t)) = [Awlx(t) v Ayyx(t) o}, (3.92b)
fa(z(t), e(t), u(t)) = (Ato—KoC+ Z(Ati_KiC)ui(t))> e(t)+L0(x(t))—l(z(t)—e(t), (3.92¢)
i=1
g0, u(1) = [Auya(t) .. Auga(t) —go, (2(t),u(t))], (3.92d)
wy(t) x(t)

w(t) = X (1) = , 3.92¢
(t) wy(t)] (t) e(t)] ( )

g2, (2(t), u(t)) = [(Ko + 2000 Koui(t)) Daz(t) ... (Ko + 30070 Kiui(t)) thﬂ(t)] ~

Avec les notations ci-dessus, les EDS (2.8) et (2.9) sont obtenues en posant z;(t) = x(t),
zo(t) = e(t), T1(t) = T(t) et Ta(t) = e(t) et 'hypothese 2.4.1 est vérifiee puisque la fonction
0(x(t)) satisfait la condition one-sided Lipschitz (3.85). Le théoréme 2.5.1 s’applique donc en
remplagant I'hypothése 2.2.1 par les conditions du théoréme 1.4.4, 'EDS (2.1a) par (3.1a) et
I'EDO (2.43) par

&) = (Ato — KO+ > (4, —Kic*)ui(t))) o(t) — ((—2(1)). (3.93)

i=1

A la différence de la section 3.3 ou on a exploité la bornitude des commandes u(t) en rem-
plagant I’ensemble des entrées admissibles Q (voir (3.3)) par des nouvelles entrées “équivalentes”
e(t) € Q. définies dans (3.13) et vérifiant A, (e(¢))AL (e(t)) < Inn (voir (3.16)), c’est la structure
polytopique de I'ensemble Q, défini dans (3.88), qui va étre utilisée pour appliquer le théoréme
2.5.1. C’est pourquoi on choisit une fonction de Lyapunov candidate de la forme

Va(a(t) = 27 () Plu(t) (t) = <" (¢) (Po + Zauxt)) 2(t)

i=1

polytopique pour analyser la stabilité, avec P(u(t)) = PT (u(t)) > 0.

Cette classe de fonctions de Lyapunov permet de réduire le pessimisme dans les conditions
assurant la stabilité exponentielle presque stire puisque on utilise explicitement une“ structure
bilinéaire” des systémes stochastiques considérés (voir (3.1a) et (3.93)).

En se basant sur la définition de 'ensemble des entrées admissibles Q (3.88), on introduit le
vecteur ((t) suivant

O =101 o Gult) Cunt®) o O] = () v wnlt) w(t) ... @alt)] (3.94)
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qui appartient au polytope convexe P suivant

P = [ulminaulmax] XX [umminaummax] X [Hlminaﬂlmax] XX [:umminv,ufmmax] . (395)
L’ensemble des v = 22™ sommets du polytope P est S
S={B=B1...Bi...Pom| € R¥™ | Vi€ [1,m],

/67/ e {uiminyuimax} et
Vi€ [m +1, 2m] a/Bi S {,uiminy,ulimax}}- (396)

Les notations suivantes

m 2m
P((t) = Po+ Y PiGi(t), PC®) = Y PG(b),

i=1 i=m+1

m 2m
Q) = Qo+ QiGi(1), QM) = Y QiGi(t),

i=1 i=m+1

Ui T
AC(t) = Ay + ) ALGi(t), K= [Ko Km}’ C) =" CTa@)... CTm)|

i=1

sont utilisées dans le théoréme 3.4.1.

Théoréme 3.4.1. [BZSM15a] On considére que Uhypothése 2.4.1 et les conditions (3.85) et
(3.86) sont satisfaites. Soit B* € S les vecteurs définis dans (3.96). Il existe P(((t)) = PT(((t)),
QU®) =QT(() >0, F,G et et des réelsc; >0, ¥ >0,e5>0,ek >0 eteh >0 (pour

i=1,...,d) tels que les LMI suivantes sont vérifiées pour tout k =1,...,2%™
0 < eI, < P(B) (3.97)
[ (a) * * * _
(b) -F-FT 0 0
(c) 0 —ekr, 0 0
P Ay, 0 0 Pt <0, (3.98)
: I : ' 0
| P(B%) A, 0 0 e 0 —P(sM]
[ (d) * *
GTA(B*) = YC(B) +Q(BY) -G -G-G" 0 | <9 (3.99)
Q- <5§ - €§C>In 0 il
oup; =20 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z?:l pj, avec

(a) = AL (BMF + FT A(B%) — pP(B*) + P(B¥) + (e}a + €5b) 1,

(b) = FT A(B%) + P(B*) - F,
€1 EgC

() = P(B") - (5 - T)Inv
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(d) = AL (BN G + GT A(BF) — T (B5)YT — Ye(BY) + Q(BY) + (eha + 5b) I,

et si, pour touti=1,....,d et k=1,...,2?", lune des deuz inégalités suivantes
AT P(B¥) + P(B¥) Aw, — /20:P(B*) > 0, (3.100)
AL P(B*) + P(B%)Aw, + V20:P(B¥) <0, (3.101)
est vérifiée, alors le systeme (3.89) est un observateur pour le systéme stochastique (3.1) garantis-
sant la stabilité exponentielle presque sire de lerreur de filtrage avec K; = G=1Y; (i=1,...,m)
etY=[Y ... Yl
Démonstration.

1°¢ ¢tape : Stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (3.1a).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V. (z(t)) = = (¢)P(((t))z(t) avec P({(t)) = PT(¢(t)) =
Py + >, Pi¢i(t) > 0 ou le vecteur ((t) est défini dans (3.94).

L’EDS (3.1a) est réécrite sous la forme d’'une EADS équivalente suivante (voir (5.1))

I, 0| [dz(®)] _ 0 L] [s @] [heO]) g4 [AEO)] 40 5100
0 0| dn ACt) 1] [0(t) 0 0 : '

avec Ai(Q) = Ay + D oimg A, Gi(t) et Ay(x(t)) = [Aw,x(t) ... Aw,x(t)].
En lien avec PEADS ci-dessus, la fonction de Lyapunov candidate V(x(t)) est reformulée
comme suit

Va(a(t)) =« () P(¢(1))x(t) = 27 (¢) (Po +> PiCi(t)> a(t)

i=1
= Vet n(®) = [a7(t) o(0) [{) e f;g;] (3109
—_— —————
ET P(¢(t))
avec la contrainte (voir (5.29) et (5.30))
ETP(¢(t) = PT(¢C(t))E > 0. (3.104)

Puisque P(((t)) = PT(¢(t)) > 0, la contrainte (3.104) est satisfaite.

Pour la suite de la démonstration, on choisit ET = E comme pseudo-inverse réflexive de E
(voir section A.2.2).

Puisque E* = E et ET = E et que les deux conditions suivantes (voir (5.43a) et (5.43b))

g M e 5
Adc) ~1 [n] [ o Adcya(t) =n(] o

Aw(z(t)| _ |0 (3.106)
0 0 '

(Iyn, — EET) (

(I, — EET)

sont vérifiées, la formule d’It6 pour les systémes singuliers donne (voir les équations (5.42a) et
(5.42b) avec la remarque 5.2.6)
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Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

PC(@) 0

+tr([./45($(t)) 4 15 g] [Aw(g(t))D

(1,1) x
[FTA(C@)+PEH)-F —F-FT

+2¢7 (2 (1)) P(¢(8))(8), (3.107a)
1|1PC®) FT| |Apa(t) ... Awdx(t)]

0 T 0 0

=2 [« (O PE) Aw(t) .. 2" ()PC() Auyr(t)] | (3.107D)

avec (1,1) = AT (C(#))F + FTA(C() + X5, AT P(C(1) Au, + P(((2))-

En utilisant les notations x,(t) et () introduites dans I'équation (5.4), les variables algé-
briques z,(t) peut étre déduites de maniére unique de 1’équation (3.105) en fonction des variables
dynamiques z,(t) comme suit

= . (3.108)
n(t) A(C(t)) 0] | O
Ty (t) Ty (t)

Puisque 'EADS (3.102) est d’indice 1 (voir (3.106) et (3.108) avec la définition 5.2.1), le
lemme 5.2.3 montre que 'on peut utiliser le théoréme 1.5.3 avec £V, (x(t), n(t)) et BV . (z(t), n(t))
calculés dans (3.107).

Il reste donc & appliquer le théoréme 1.5.3 4 'EADS (3.102). Puisque V. (z(t),n(t)) =
V(zy(t)) = 2T (t)P(((t))x(t), la condition (1.50a) est satisfaite si on choisit p = 2 et ¢1 afin que
les 22" LMI (3.97) soient vérifiées.

En utilisant (3.107a), la condition (1.50b) est vraie s’il existe un réel ca < p tel que

(1) (1,1) - pP(((1)) N ONED
nt) | |FTAQW) +PEW)~F ~F-FT 0 || 9@ [<0.  (3109)
Ua(t)) P(¢(1)) 0 0 | |t

Puisque la LMI dans (3.109) a un bloc de zéros sur la diagonale, on va utiliser les hypo-
theéses (3.85) et (3.86) de la méme maniére que dans [ZLSH11|, [ZSZY12]. On définit v, (t) =

e1(aa” (H)e(t) — (7 (x(t)x(t) > 0 et 1a(t) = ea(ba (£)a(t) + €7 (2(t)x(t) — €7 (2(t)) Uz (1))) > 0
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ol 1 > 0 et eg > 0 sont des réels donnés. En ajoutant 71 (t) et v2(¢) au terme de gauche de
I'inégalité (3.109), cette inégalité est vraie si

T
z(t) (1,1) = pP(C(t)) + (e1a + €2b) I, * * ()
n(t) FTAt( ) +PE®)~-F  —F—=F' 0 n(t) | <0.  (3.110)
g1 &9c
((x(1)) P() = (5 = 5 ) 0 —eodn| [f(x(t))
Le passage de l'inégalité (3.109) a I'inégalité (3.110) s’explique comme suit.
L’hypotheése (3.85) implique I'existence d’un réel €1 > 0 tel que
er(allz(®)]* — 2" (H)¢(z(t))) = 0
et 'inégalité ci-dessus est équivalente a
e1l,
2(t) cial, 0 — z(t)
n(t) 0 0 0 n(t) | = 0. (3.111)
I,
(x(t)) 521 0 0 (z(t))
L’hypotheése (3.86) implique I'existence d’un réel €5 > 0 tel que
ea(b[l2(@)||* + ca (£)(a(t)) — L(x(t) T e(2(t))) = 0
et I'inégalité ci-dessus est équivalente &
eqcly,
(1) | el 0 = T ()
n(t) 0 0 0 n(t) | =0. (3.112)
I
Ua()] |25 0 —eyr, | (A=)

2

L’inégalité (3.110) est obtenue en ajoutant les inégalités (3.111) et (3.112) a I'inégalité (3.109).

En utilisant la convexité du polytope P et en appliquant le lemme de Schur, I'inégalité
(3.110) est satisfaite si les 22" LMIs (3.98) sont vérifiées en remplacant £1 et e par eF et €5 avec
k=1,...,22".

En utilisant (3.107b), la convexité du polytope P et la définition de A, (z), la condition
(1.50c) est veérifice s'il existe c3 = 2p = Z;.i:l pi avec p; = 0 tels que I'une des deux LMI (3.100)

u (3.101) est satisfaite.

Puisque ¢z < p et c3 = 2p > 0, I'inégalité c3 > 2cy (voir (1.52)) est satisfaite et la stabilité
exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EDS (3.1a) est prouvée.
2¢me gtape : Stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (3.93).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V, (z(t)) = e* (£)Q(¢(t))e(t) avec Q(¢(t)) = QT (¢(t)) =
Qo + >t QiGi(t) > 0 ou le vecteur ¢(t) est défini dans (3.94).

En suivant approche “singuliére” développée dans [FS02, CM04], 'EDO (3.93) et la fonction
de Lyapunov V,.(e(t)) peuvent étre écrites comme suit

;)

e(t)

Lo e 1]
p(t)]  [ACE) —KC(CE) —In] [0(t)

(3.113)

—(—e(t))
0 7
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Ve(e(t)) = 2" (HQ(¢())e(t) =" (1) (Qo +> QiCi(t))> e(t)

i=1

— V(@) 0(0) = [eT(0) 4T 0)] [10 8] e SO((?)] enn
—_— ——
ET Q1)
avec K=[Ko ... KpletC(C®#)=[CT CT¢(t) ... CT¢.@)".
La contrainte (voir (5.29) et (5.30))
ETQ(() = QT (C(t)E > 0. (3.115)

est vérifiée puisque Q(¢(t)) = QT (¢(t)) > 0.

Comme dans la 1°*® partie de la démonstration, on choisit E+ = E comme pseudo-inverse
réflexive de E. Puisque ET = E et ET = E, la dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov
V(e(t),¢(t)) le long de la trajectoire du systéme (3.113) est donnée par

T T
. 20 0 ] e o
Ve(e(t), =
0 L(t)] (At<<<t>>/cc<<<t>> 5l e ¢
ey ¢ 0 i, [eco o]) [e<t>]
0o &) Loy -recw) 1l [ o o] ) [ew

_ Q) 0 |e)
o 260 0] 0] .
En appliquant le lemme de Schur et en utilisant la relation précédente, on obtient
e 1 [an.  « Q][ e
Ve(@(t), o) = | (1) 2,1)s -G-GT 0 e(t) | <0 (3.117)
—l(—e(t))] Q1)) 0 0 —l(—e(t))

avee (1, 1), = AT (C(£) G+GTA(C(6) —CT (YT —VC(C(H) +QCH), (2 1) = GTAC(H)
YE(() 4 QUC(t) — G, Yi = GTR; st Y = [Yo .. Y]

Puisque la LMI dans (3.117) a un bloc de zéros sur la diagonale, on va utiliser les hypo-
theéses (3.85) et (3.86) de la méme maniére que dans [ZLSH11|, [ZSZY12]. On définit v3(t) =
s(ar” (1)a(t) — T (2(1)(t) > 0 et 4(t) = ea(baT ()a(t) + ¢ T (2(8))2(t) — (7 (a(2))(x(1))) > 0
ol e3 > 0 et g4 > 0 sont des réels donnés. En ajoutant y3(¢) et v4(¢) au terme de gauche de
I'inégalité (3.117), cette inégalité est vraie si

T

e(t) (1,1)a + (e3a + £4b) I * * e(t)
d) | |6m o) -veein -6 -G-6T 0 || | <o
—t(—e(1)) Q) — (5 = 5 (Y i I

Le passage de l'inégalité (3.117) a I'inégalité (3.118) s’explique comme suit.
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L’hypothése (3.85) implique existence d’un réel €3 > 0 tel que
es(alle(t)|? — " (t)e(e(t)) = 0

et 'inégalité ci-dessus est équivalente a

T —esl,
e(t) esal, 0 — e(t)
0 0 0 0 || ew |0 (3.119)
(O I N N CO)
L’hypothése (3.86) implique I'existence d’un réel €4 > 0 tel que
ea(be(®)]? + ce” ()L(e(t)) — L(e(t))"L(&(t)) = 0
et I'inégalité ci-dessus est équivalente &
T eqcly,

e(t) el 0 — e(t)

o(t) 0 0 0 o) | >0. (3.120)
()] |2 o ey, | @@

2

L’inégalité (3.118) est obtenue en ajoutant les inégalités (3.119) et (3.120) a l'inégalité (3.117).
En utilisant la convexité du polytope P, I'inégalité (3.118) est satisfaite si 22 LMIs (3.99)
sont satisfaites en remplagant €3 et g4 par 5’§ et 5{2 avec k=1,...,22m °

Les trois remarques suivantes permettent d’expliciter la démarche suivie dans cette section

et de discuter de l'intérét des approches qui ont été mises en ceuvre pour obtenir le théoréme
3.4.1.

Remarque 3.4.1. Dans la 1% étape de la démonstration ci-dessus, 'EDS (3.1a) est réécrite
sous la forme d’'une EADS équivalente donnée par (3.102), c’est-a-dire par

1, 0] [dz(n)] _ 0 L] [=@] |, [, [Avemo)
0 0f | dn Ai(C(t)  —1In] [n(t) 0 0

alors que I'on aurait pu choisir 'TEADS équivalente
dt+
A

I, Of (dz(t)| 0 I, | [z(t) N 0(x(t))
0 0f [ dy | \[AL®) —In 0

n(t)
Si on utilise la forme donnée par (EADS-b), alors la condition (3.106) n’est pas vérifiée car

0 0 0
Aw(m(t))] a [Aw(w@))] ? H

et 'TEADS (EADS-b) n’est pas d’indice 1 (voir définition 5.2.1), alors que 'EADS (EADS-a) est
d’indice 1 comme cela a été montré dans la 16 étape de la démonstration du théroréme 3.4.1
(voir aprés I’équation (3.108)).

dw,(t), (EADS-a)

] dw,(t). (EADS-b)

w(z(t

(Iy, — EET)
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De plus, 'utilisation de la forme donnée par (EADS-b) dans (3.107b) et (3.107b) donne

P((t)) 0| |[In O 0 B
tr([o Ag(x(t))} P o 0] Aw(x(t))]> =0,
BV, (2(0),0(0) = 2 [ (OPCO)Auna(t) .. 1" (OPE(B)Auga(t)]

Ainsi, le terme avec la trace dans £V, (x(t), n(t)) est nul alors qu’il ne I'est pas si on utilise la
fonction de Lyapunov V(z(t)) = 2T (¢)P(((t))z(t). De méme, BV, (z(t)) ne dépend pas de n(t)
a la différence de BV, (x(t), n(t)) ci-dessus. O

Remarque 3.4.2. Afin de réduire le pessimisme dii & une approche de type Lyapunov dans le
théoréme 3.4.1, deux fonctions de Lyapunov polynomiales

Va(a(t)) = 2™ (1) <P0 +> HQ(L‘)) z(t) et Ve(e(t) =2 (1) (Qo +> QiCi(t)> e(t)

=1 i=1

ont été utilisées. Ces deux fonctions de Lyapunov ont la méme structure qu'une “partie” des non
linéarités que I'EDS (3.1a) (seule la non linéarité ¢(z(t)) n’intervient pas dans ces deux fonctions
de Lyapunov). Ce choix des fonctions de Lyapunov a été fait car ;(t) = u;(t) pour i =1,...,m
et car Pentrée u(t) est bornée et appartient & un polytope convexe Q donné dans (3.88). Les deux
fonctions de Lyapunov utilisées permettent donc d’étendre le domaine de recherche des solutions
des LMI dans le théoréme 3.4.1 et d’augmenter ainsi les degrés de liberté dans la synthése de
I’observateur. O

Remarque 3.4.3. Pour éviter les termes quadratiques comme wu;(t)u;(t) dans les inégalités
du théoréme 3.4.1, une formulation descripteur (pseudo-singuliére) est basée sur cette approche
qui a été proposée dans [FS02, CMO04|. Cette approche consiste a écrire I'EDS (3.1a) sous une
forme d’une équation algébro-différentielle stochastique (EADS) donnée par (3.102). De la méme
fagon, 'EDO (3.93) a été reformulée comme une équation algébro-différentielle (3.113). Cette
approche de type “singuliére” est associée & I'expression des fonctions de Lyapunov V. (z(t), n(t))
et Ve(e(t), o(t)).

L’introduction des matrices instrumentales F et G dans les fonctions de Lyapunov V. (x(t), n(t))
et Ve(e(t), o(t)) permet d’éviter les produits non linéaires P(((t))A:(¢(t)) et Q(C(1))A (¢ ( )
dans les LMI du théoréme 3.4.1. Les produits non linéaires P(((¢))A¢(¢(t)) et Q(C(¢))A:(¢(1))
ont été respectivement remplacés par les produits linéaires F'7 A;(¢(t)) et GTA(((t)) dans les
LMI de ce théoréme.

Cette “linéarisation” obtenue grace a la reformulation sous une forme algébro-différentielle
des équations différentielles stochastique et ordinaire permet donc l'utilisation d’une fonction
de Lyapunov polynémiale, ce qui serait impossible en présence des produits P(((t)).A:({(t)) et
Q(C(t))A(¢(t)). En effet, une approche polytopique ne peut pas étre utilisée avec ces produits
car les sommets du polytope P sont obtenus en combinant les valeurs maximales et minimales des
coordonnées du vecteur ((t). Dans ce cas, c’est-a-dire sans utiliser la forme algébro-différentielle,
pour éviter les produits non linéaires P(((t)).A:(((t)) et Q(¢(t))A¢({(t)), il faudrait employer
deux fonctions de Lyapunov non polynémiales V,(z(t)) = 2T Pox et V.(e(t)) = e (t)Qoe(t).

De plus, les matrices instrumentales non symétriques F' et G permettent d’introduire des
degrés de liberté supplémentaires dans la résolution des LMI du théoréme 3.4.1. Si on pose
F = FT = P(C(t)) et G = GT = Q(¢(t)), alors les inégalités obtenues dans théoréme 3.4.1
seraient identiques & celles obtenues avec une formulation non singuliére. O
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3.4.2 Cas des mesures déterministes

Pour le systéme stochastique (3.2) avec des mesures déterministes (voir (3.2b)), I'observateur
d’ordre plein proposé a la structure suivante

dz(t) = (Atoé?(t) + ) wi(t) A E () + e(@@)) dt
=1

+ (Ko + imui(t)> (y(t) — CZ(t))dt (3.121)

=1

ot Z(t) est 'estimation de I'état x(t) et Ky et K; sont des gains a déterminer pour que l'erreur
d’observation
e(t) = z(t) — z(t) (3.122)

converge exponentiellement presque siirement.

En comparant l'observateur (3.121) avec la forme générale (2.48) donnée dans le chapitre 2,
le gain est ¥ (u(t)) = Ko+ Y iy Kiu,(t).

L’expression de la dynamique de l’erreur d’observation, obtenue en combinant I'EDS (3.2) et
I'observateur (3.121), est donnée par

de(t) = ((Ato — KO+ (A — KiC')ui(t))) e(t) + (x(t)) — é(f(t))) dt
=1
d

+ ) Aw;a(t) dwg, (). (3.123)
j=1

Afin d’appliquer le théoréme 2.5.1, 'EDS (2.6) dans le chapitre 2 est obtenue en posant

fila(t), u(t)) = (Ato " Zuxt)Ati)x(t) T U(a(t), (3.124a)
=1
91(2(0) = [Awa(t) .. Aua()], (3.124b)

fa(a(t), e(t), u(t)) = (Ato—KoC+ Z(Ati_KiC)ui(t))> e(t)+(z(t)) —L(zx(t) —e(t)), (3.124c)

=1
ga(a(t) u(t) = [Auz(t) ... Au,az(t)], (3.124d)

w(t) = wa(t), X (t) = lm(t)]. (3.124¢)

En comparant les équations dans (3.92) et (3.124), l'application du théoréme 2.5.1 et du
lemme 2.5.1 sur le systéme stochastique (3.2) avec 'observateur (3.121) donne le théoréme 3.4.1
en remplacant I'expression “alors le systéme (3.89) est un observateur pour le systéme stochas-
tique (3.1)” par “alors le systéme (3.121) est un observateur pour le systéme stochastique (3.2)".
Il s’agit d’une conséquence directe des développements présentés dans la section 2.5.2 du chapitre
2 [BZSM12b].

Remarque 3.4.4. Dans ce chapitre, le choix suivant a été fait.
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e La section 3.3 est consacrée au cas ou la fonction £(z(t)) est Lipschitz et la méthode
pour synthétiser un observateur considére que les entrées u(t) sont bornées en norme, ce
qui a permis de définir une “pseudo-entrée” £(t) en utilisant les relations (3.13) a (3.16)
[BZSM12b].

e La section 3.4 consacrée au cas ou la fonction £(xz(t)) est one-sided Lipschitz et ’approche
mise en ceuvre pour la synthése d’un observateur exploite la structure polytopique convexe
de I’ensemble Q (défini en (3.88)) des entrées admissibles u(t) avec une réécriture sous une
forme algébro-différentielle de 'EDS (3.1a) (ou (3.2a)) [BZSM15a).

Ce choix est arbitraire car on aurait pu inverser ’association entre la nature de la non linéarité
£(x(t)) (Lipschitz ou one-sided Lipschitz) et la fagon de considérer les entrées u(t) dans la synthése
de l'observateur (entrées bornées en norme ou entrées appartenant & un polytope convexe).

Les développements mathématiques changeant trés peu si on effectue cette “inversion”; c’est
pourquoi, afin de ne pas alourdir la rédaction de ce manuscrit de thése, cette permutation entre
la caractérisation de la fonction ¢(x(t)) et la maniére de traiter les entrées n’est pas rédigée. O

3.4.3 Exemple

Pour illustrer les développements ci-dessus sur I'observateur d’ordre plein, on considére le
systéme stochastique (3.1) avec n =3, m =2, p=2,d =1, h =1 et les matrices suivantes

(025 0 0.01 1 0.02 0.01 1.2 0.01 O
Ay = 0 1 002],4,=1]0 1 003, A4, =1005 1 0.01],
02 0 1 0.06 0 1 0.03 001 1

[ 3.6492  0.047222  0.53139
Ay = |—0.27208 —3.9014 —0.63181|, C =
0.053333 0.038889 —3.5194

0 0103 - J010 0
02 02 0| 0 0 0.1
ethlg.

L’espace des entrées admissibles (2 est défini en (3.88) avec les bornes suivantes sur ces entrées

Ul min = _0-27u1,max = 0.2, U2 min = —0.2, U2 max = 0.2,

Hlmin = —3.2, U1max = 3.2, Homin = —2.6, H2max = 2.6.

La non linéarité est donnée par la fonction ¢(z(t)) suivante

—2(z{(t) + 21(t))
Ux(t)) = | =2(x3(t) + z2(t))
—2(x3(t) + 23(t))
et la condition (3.4) est satisfaite.
Puisque

3

Fla(t)z(t) = -2 22020 + 1) <0,

=1

la fonction £(x(t)) est one-sided Lipschitz et vérifie la condition (3.85) avec a = 0. L’hypothése
2.4.1 est donc satisfaite.
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Pour vérifier que la fonction £(z(t)) est localement quadratiquement bornée, c’est-a-dire
qu’elle vérifie la condition (3.86), on calcule les entités suivantes

T(x(t)) _42:1: )+ 1)2 =4 af(t) + 22} (t) + 27 (1),
z(t) = bzxg(t)
- 3 3
T (z(t)x(t) = —QCZx?(t)(x?(t) +1) = —QCZx?(t) + a2
i=1 =1

et la condition (3.86) est équivalente &

3

4Zx ) + 228 (t) + 27 () < Y —2exf(t) + (b — 2c)7 (1). (3.125)

=1

Des conditions suffisantes pour satisfaire 'inégalité (3.125) sont

3 3
4y a(t) < D (b—20)ai(t), (3.126a)

i=1 i=1

3
4 Z 2(t) + 2} (t) < Y —2ex}(t) (3.126b)

i=1

La condition (3.126a) est équivalente a

4<b-2c. (3.127)

La condition (3.126b) est équivalente a

et donc a
lz()|]> < — <c+ 2) : (3.128)
On choisit b = —150 et ¢ = —145 et les conditions (3.127) et (3.127) donnent

4<b—2c=140

1
lz@®)* < — <2c—|— 2) = 70.5.

La fonction £(z(t)) est donc localement quadratiquement bornée, il suffit que ||z(¢)||* < 70.5.

On peut remarquer que la fonction ¢(z(t)) est donc localement quadratiquement bornée
quelle que soit la valeur de ||z(t)| finie. En effet, on peut toujours choisir une valeur de ¢ qui soit
négative avec |c| suffisamment grande et une valeur de b qui satisfasse 4 < b — 2c.

En choisissant

p = 20,
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les LMI (3.97), (3.98), (3.99) et (3.100) (résolues pour les 22™ = 16 sommets du polytope P) du

théoréme 3.4.1 ont généré les résultats suivants

c1 = 7.4579,
el €| = [5.4718 0.035932 4.5107 0.032114 4.9 0.033429 4.9395 0.033567},
£ eff| = [2.9111 0.018329 1.9372 0.014406 2.2999 0.015551 2.3434 0.015722},
£ e = 42327 0.027409 3.2228 0.023218 3.6218 0.024615 3.6642 0.024778},
£ es8| = [4.0755 0.026318 3.0821 0.022249 3.4746 0.0236 3.5165 0.023758},
el e8| = [5.4718 0.035932 4.5107 0.032114 4.9 0.033429 4.9395 0.033567},
ed eifl = 12,9111 0.018329 1.9372 0.014406 2.2999 0.015551 2.3434 0.015722},
£ e = [4.2327 0.027409 3.2228 0.023218 3.6218 0.024615 3.6642 0.024778},
A ei0] = [4.0755 0.026318 3.0821 0.022249 3.4746 0.0236 3.5165 0.023758},
[ 36146 0.73289 —0.37953] 44.96  0.22976 —0.86708
Po= 073280 36.871 0.61373 |,P1 = | 0.22976  44.587 0.39662 |,
—0.37953 0.61373  36.461 —0.86708 0.39662  44.25
[ 45291 0.36495 —0.90387] 71197  9.9275  —1.793
P, = | 0.36495 44.835 0.44147 |, F = |9.9275 94.076 —2.2363 |,
—0.90387 0.44147  44.421 —1.793 —2.2363 98.714
[ 0.027606 0.025798  —2.2645 10~°
Qo = 0.025798 0.025434 2.192107° |,
—2.2645107° 2.192107° 0.052303
[ 0.23898 0.027577  —2.5717 107 |
Q1 = 0.027577 0.23728 2.4189 10~° |,
—2.5717107° 2.4189 10~° 0.26567
[ 0.25799 0.039858  —3.5491 107 ]
Q2 = 0.039858 0.25538 3.5875107° |,
—3.5491 10~° 3.5875 107° 0.29652
[ 0.4677 0.4146  —0.00066056
G = 0.4146 0.40085 0.00066045 |,
—0.00066056 0.00066045 0.85062
[0.0007903  31.222 0.0037226 1.785 0.00087725  2.1436
Yo = [0.0042353  28.705 |,Y: = [0.0030082 1.6834|,Y> = |0.00076222 1.9557
2.3099  —57.708 0.14388  —3.49 0.14282  —3.4856

Afin de diminuer le nombre de variables de décision que le solveur de LMI doit calculer, on
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3.4. Observateurs avec des non linéarités de type one-sided Lipschitz

a choisi de poser ef = &5 et e = &k pour k =1,...,22" = 16.

Les gains Ko = G~ 1Yy, K1 = G~TY; et K3 = G~TY3 de I'observateur (3.89) sont

0.0015048  37.05 0.021572  0.98414 0.008091 2.9669
Koy = 10.0045352 33.401 |, K1 = |—0.015087 3.1885 |, K2 = |—0.0067438 1.8169
2.7156  —67.839 0.16917  —4.1046 0.16791 —4.0968

Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

-1 —1.15
ro= |0.25|, Zo= | 0.3
0.5 0.6

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage dt = 0.005 seconde
(voir (1.32)).

Les figures 3.13 & 3.19 confirment ’efficience de I'approche proposée. Elles permettent de
valider, pour chacune des trois coordonnées du vecteur d’état, la convergence de I'état estimé
vers I’état réel et de comparer la vitesse de convergence de I'erreur de filtrage par rapport a celle
de l'état. L'état z(t) et I'état estimé Z(¢) sont représentés sur les figures 3.13 & 3.15 pour chacune
des trois coordonnées. La valeur absolue de I’état x;(t) est comparée a celle de l'erreur de filtrage
e;(t) dans les figures 3.16 & 3.18 pour i = 1,2,3. La figure 3.19 montre la norme des vecteurs
d’état x(t) et d’erreur de filtrage e(t).

14 | | | | | | | | | | |
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 25 2.75 3

Temps [s]
FIGURE 3.13 — Etat z1(¢) (bleu, continu) et estimation Z(t) (rouge, discontinu).
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0.45 .
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I

0.35
0.3
0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0 025 05 075 1 125 15 175 2 225 25 275 3
Temps [s]

FIGURE 3.14 — Etat x2(t) (bleu, continu) et estimation Z5(t) (rouge, discontinu).

AV~ Y

oL 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 25 2.75 3
Temps [s]

FIGURE 3.15 — Etat x3(t) (bleu, continu) et estimation Z3(t) (rouge, discontinu).
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

0.

e
T

o
H/ “A/.,

‘Y

2l
0 ! ! R I ; ;
0 025 05 075 1 125 15 175 2 225 25 275 3
Temps [s]
FIGURE 3.16 — Valeur absolue de I’état |x1(t)| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |e1(t)]
(rouge, discontinu).

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2

0.15 ‘

L
0.05 !\“!‘ [y
”\M\IH It
(= ! L : | - I I I
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3

Temps |[s]
FIGURE 3.17 — Valeur absolue de I'état |za(t)| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |ea(t)]
(rouge, discontinu).
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FIGURE 3.18 — Valeur absolue de I'état |z3(t)| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |es(t)]
(rouge, discontinu).

o y
\I\/ 1/ A
]

1
L L [‘f“\”mﬂ\ o ¥ = }
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3
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FIGURE 3.19 — Norme de l'état ||x(t)|| (bleu, continu) et de lerreur de filtrage |le(t)| (rouge,
discontinu).
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3.4. Observateurs avec des mon linéarités de type one-sided Lipschitz

La convergence de l'estimation Z(t) vers I’état x(¢) pour chacune des trois coordonnées est
illustrée dans les figures 3.13, 3.14 et 3.15. La nature exponentielle de cette convergence est mise
en évidence dans les figures 3.16, 3.17 et 3.18. La figure 3.19 montre que U'erreur de filtrage
converge plus rapidement que I’état, ce que confirment les figures 3.16, 3.17 et 3.18 pour chacune
des trois coordonnées.

Comparaison des approches polytopique avec une fonction de Lyapunov polynémiale et polyto-
pique “classique” (c’est-a-dire avec une fonction de Lyapunov non polynomiale).

Afin de valider l'intérét d’utiliser des fonctions de Lyapunov polynomiales (voir (3.103) et
(3.114)) avec une modélisation algébro-différentielle du systéme (voir (3.102) et (3.113)), les gains
de 'observateur (3.89) vont étre recalculés en utilisant des fonctions de Lyapunov quadratique
“standard” données par

Vo(z(t) = 2T () Pox(t) et Ve(e(t)) =& (t)Qoe(t) (3.129)

avec Py = Pl > 0 et avec Qy = QF > 0.

De plus, 'EADS (3.102) et PTEDAO (3.113) sont respectivement remplacées par I'EDS (3.1a)
et 'EDO (3.93).

Avec les fonctions de Lyapunov ci-dessus, 'EDS (3.1a) et PEDO (3.93), le théoréme 3.4.1 est
modifié comme suit : la condition (3.97) est supprimée, les 22" LMI (3.98) sont remplacées par

[AT (B%)Po + PoA(BF) — pPo + (ha + ebb) T, « e %]
ek eke
Po — (51 - %)In —ngn o ... 0
PoAuw, 0o -P, . | <0 (3.130)
: _ . .
- POAwd O PPN O —7)0_

les 22™ LMI (3.99) sont remplacées par

AT(B%)Q0 + QoA (BY) — CT(BMYT — YC(BF) + (ha + ko)L, «

k k <0 (3.131)
g5 ege
QO - (53 - %)In —SEIH

et les 22" m LMI (3.100) et (3.101) sont remplacées par

AL Py +PoAw, — /20iPo > 0, (3.132)
AL Py + PoAw, +/2piPo < 0, (3.133)
aveci=1,..., metk=1,...,62%"

Les LMI ci-dessus ont été obtenues en posant Py = P(((t)) = F = FT >0, Qy = Q(

G = GT >0, A(¢(t)x(t) — n(t) = 0 (la variable 1(t) est donc remplacée par A;(¢(t

et (A(C(t)) — KC(((t)))e(t) — ¢(t) = 0 (la variable ¢(t) est donc remplacée par (A:(((t)) —

KC(¢(t)))e(t)) dans les développements mathématiques dans la démonstration du théoréme 3.4.1.
En choisissant

p =20,
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Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

la résolution des LMI (3.130), (3.131) et (3.133) a donné les résultats numeériques suivants

[ 0.020518  0.0014497 0.00024594 45.845  —0.015659 0.047384
Po= | 0.0014497 0.021234  0.0013065 |, Qo = |—0.015659  46.321  —0.12083,
0.00024504  0.0013065 ~ 0.024357 | 0.047384  —0.12083  46.129

(44442 —174.52 34211 88.756] 52.792  126.04
Yo = | -4508.9 23684 |,Yi= |-311.64 243.64|,Y2 = |93.251 32.444
| 67212 6724.3 105.21 47453 103.66 —129.5

Les gains Ky = Qalyo, K = Qalyl et Ko = Qalifg de l'observateur (3.89) sont

-96.974 —-3.94 —7.4669 1.9271 1.1499 2.7524
Ko= | —=97.37 51.509|,K1 = |—6.7244 5.2873|, K2 = |2.0194 0.69401
1.3016 145.91 2.2709 10.299 2.2513 —2.8084

Les figures 3.20, 3.21 et 3.22 permettent de comparer 'observateur (3.89) synthétisé avec le
théoréeme 3.4.1 avec ce méme observateur synthétisé avec les LMI (3.130), (3.131), (3.132) et
(3.133) (voir figures 3.13, 3.14 et 3.15).

0.4

0.2

—1.2F -

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Temps [s]
FIGURE 3.20 — Etat x1(t) (bleu, continu) et estimation Z;(¢) avec les fonctions de Lyapunov non
polynodmiales (rouge, discontinu).
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0.8

0.6

0.4

0.2

o
T

0.4 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5

Temps [s]
FIGURE 3.21 — Etat x2(t) (bleu, continu) et estimation Z5(t) avec les fonctions de Lyapunov non
polynoémiales (rouge, discontinu).

0.6 L L L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Temps [s]
FIGURE 3.22 — Etat x3(t) (bleu, continu)et estimation Z3(t) avec les fonctions de Lyapunov non
polynoémiales (rouge, discontinu).

Dans les figures 3.20, 3.21 et 3.22 données ci-dessous, on peut voir que ’observateur obtenu
avec les fonctions de Lyapunov standard conduit & un comportement pire que celui obtenu avec
les fonctions de Lyapunov polyndmiales et la formulation algébro-différentielle utilisées dans le
théoréme 3.4.1, ce dernier étant illustré par les figures 3.13, 3.14 et 3.15.

Cette simulation montre donc U'intérét de 'approche proposée dans cette section.
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Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

3.5 Filtrage robuste des systémes stochastiques non linéaires in-
certains

Dans cette section, on considére les systémes stochastiques non linéaires (3.1) et (3.2) donnés
dans la section 3.2 en insérant des incertitudes paramétriques.

En effet, il important que les observateurs synthétisés puissent fournir une bonne estimation
de I'état d’un systéme stochastique lorsque les paramétres de ce dernier ne sont pas connus avec
précision, c’est-a-dire lorsque ces paramétres sont affectés par des incertitudes. Dans ce cas, la
seule information disponible est la valeur nominale des paramétres du systéme stochastique et
I'intervalle de variation autour de cette valeur nominale.

Lorsque I'estimation obtenue par un observateur converge vers I’état réel malgré la présence
d’incertitudes paramétriques, on qualifie cet observateur de robuste.

Cette problématique d’observation robuste est d’un intérét essentiel car, dans la pratique, on
peut souvent considérer que les parameétres d’un systéme ne sont pas connus avec précision pour
de nombreuses raisons et ces incertitudes peuvent résulter de sources multiples, par exemple
lors d’'une procédure d’identification du modéle, de la réduction de l'ordre de ce dernier, de
I'inaccessibilité de certains paramétres physiques & la mesure pour des raisons technologiques ou
de cotit, ...

Il faut souligner que I’observation robuste n’est pas le dual de la commande robuste. En effet,
dans le cadre de la commande robuste, on peut agir sur I’état du systéme stochastique incertain,
alors que, pour 'observation robuste, cette action est impossible : on est obligé de se contenter
d’avoir accés aux états qui sont mesurés (donc pas aux états qui ne le sont pas) sans agir sur la
dynamique des états du systéme stochastique considéré.

Alors que c’est la stabilité exponentielle presque siire qui est utilisée dans cette section, a notre
connaissance, tous les travaux existant sur I’observation robuste des systémes stochastiques avec
des bruits multiplicatifs et des incertitudes paramétriques concernent la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique, a I'exception de [BZSM13c| (observateur robuste d’ordre plein).

La synthése d’observateurs robustes d’ordre plein lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires
est traitée dans [GLSY01, XC03, Xia07| avec un critére H, sur l'erreur d’observation (voir le
lemme borné réel dans la section 1.6.2), tandis que ce critére est du type Loo/Loo [BS10].

Les incertitudes paramétriques sont non structurées et bornées en norme dans [XC03, Xia07|
et polytopiques dans [GLSY01, BS10].

Dans [Xia07], un observateur robuste d’ordre plein est proposé pour un systéme singulier
stochastique (voir section 5 pour les systémes singuliers stochastiques) avec un critére Hoo sur
I’erreur d’observation lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires.

Dans |[ZHR'05| et [NHO6|, un observateur robuste d’ordre réduit est utilisé dans le cadre
d’une loi de commande pour stabiliser un systéme stochastique avec des paramétres incertains.

Dans cette section, des méthodes pour synthétiser des observateurs robustes aux incertitudes
paramétriques sont proposées pour des systémes stochastiques incertains ayant des mesures sto-
chastiques ou déterministes. Les incertitudes paramétriques considérées sont non structurées et
bornées en norme.

3.5.1 Systémes stochastiques incertains considérés

Les systémes stochastiques non linéaires incertains considérés sont

da(t) = <(Ato + AAy, (1) (t) + i ui(t)(Ag; + AA, (1) (t) + 5(fc(t))> dt

i=1
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3.5. Filtrage robuste des systémes stochastiques non linéaires incertains

d
+ 3 (Au, + DAy, (0)a(t) dw,, (1) (3.134n)
j=1
h
dy(t) = Ca(t)dt+ ) Dia(t)dwy,(t) (3.134D)
k=1
@) = Lali (3.134c)

ou

=1
d
3 (Aw, + Ady, (1)z(t) dwg, (¢) (3.135a)
j=1
y(t) = Ca(t) (3.135b)
z(t) = Lx(t) (3.135¢)

ou les signaux intervenant dans (3.134) et (3.135) sont les mémes que ceux définis pour les
systémes (3.1) et (3.2) dans la section 3.2.

Les entrées admissibles u(t) sont bornées et appartiennent a l’ensemble Q donné par (3.3).

La matrice L est de rang plein lignes comme le précise la condition (3.5) et la fonction non
linéaire ¢(x) vérifie £(0) = 0 (voir (3.4)) et la contrainte de Lipschitz donnée par (3.6).

Les matrices AAy, (t) et AAy, (t) représentent les incertitudes paramétriques a temps variant
qui affectent le systéme stochastique non linéaire incertain (3.134) ou (3.135). Ces incertitudes
sont non structurées et bornées en norme. Elles vérifient les contraintes suivantes

Ad(t) oo DAy () Adu () ... Ady, (1)

— FA®t) [HAtO ... Ha Hys Ha,,| (3.136)

tm wq

ot A(t) € R est une matrice inconnue dont les éléments sont Lebesgue mesurables et satisfont
AAT (1) < 1, (3.137)

et ou I, HAtO’ ooy, Ha, et Hp
dimensions appropriées.

Les conditions d’existence et d’unicité de la solution x(t), données par le théoréme 1.4.4, sont
donc satisfaites pour les EDS (3.134a) et (3.135a).

., Hy , sont des matrices constantes données avec des

wy? w

3.5.2 Cas des mesures stochastiques

Dans cette section, un observateur robuste d’ordre plein et un observateur robuste d’ordre
réduit vont étre synthétisés pour le systéme stochastique non linéaire incertain avec des mesures
stochatiques (3.134).
3.5.2.1 Analyse du probléme du filtrage robuste

Si on pose

z(t) = x(t), (3.138)
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c’est-a~-dire L = I,, et » = n, un observateur robuste d’ordre plein pour le systéme (3.134) est
décrit par

df<t>:(Ato Zuz JALE () + (E <>>> dt

+ (Ko + i Kiui(t)> (dy(t) — CZ(t)dt) (3.139)

=1

ou Z(t) est l'estimation de I'état x(t) et Ky et K; sont des gains a déterminer afin que lerreur
d’observation

e(t) = z(t) — z(t) (3.140)

converge exponentiellement presque stirement. ~
Si on pose r < n, alors on suppose qu'il existe une fonction ¢(z) telle que (voir (3.41))

0(z(t)) = (La(t)) = £(2(t)) (3.141)
et un observateur robuste d’ordre réduit pour le systéme (3.134) est formulé comme suit
dz(t) ((MO + Zu, ) )+ LE(Z(t ))) dt + (No + Zui(t)NZ) dy(t)  (3.142)
i=1

ot 2(t) € R" est estimé de z(t). M; et N; (i =0,...,m) sont des matrices de gains & déterminer
afin que l'erreur d’observation

er(t) = 2(t) — 2(t) = La(t) — 2(t) (3.143)

converge exponentiellement presque stirement.
La dynamique de l'erreur d’observation e(t) (3.140) est donnée par

de(t) = ((Ato — KoC + i(Ati —KiC)ui(t))> e(t)
=1
FO(x(t)) — 0(x(t) — e(t))) dt + (AAy (1) + Z AA, (tyu;(t))2(t) dt

d
) (A, + Ady, (£)a(t) dw, (t) — (KO + Z Kiu(t ) Da(t) dwy(t) (3.144)
j=1

=1

tandis que celle de l'erreur d’estimation e, (¢) (3.143) est donnée par

de,(t) = <<Mg + Z wi(t Z) (t) + L(€(Lz(t)) — L(La(t) — eq(t)))

+(L(Asy + Ay 1)) — MoL — NoC)z(t) + Z ui(t)(L(Ay, + AAy, (1)) — ML — Npp:(t)) dt

d
+ 3 L(Au, + Ady, (0)a(t) dwy (t) - <N0 + ZNul ) Da(t) dw,(t). (3.145)
j=1

i=1
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Pour appliquer le théoréme 2.5.1 sur les EDS (3.134a) et (3.144), I'hypothése 2.2.1 est rem-
placée par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.134a) et 'EDO (2.43) par

&(t) = (Ato ~ KO+ Y (A, —KiC)ui(t))> e(t) — £(—2(t)). (3.146)

=1

Pour I'observateur d’ordre réduit, les contraintes de Sylvester suivantes

LA, — M;L —N,C =0, i=0,...,m, (3.147)

sont introduites afin de supprimer un maximum de termes dépendant de 1'état z(t) dans 'EDS
(3.145).

Afin d’appliquer le théoréme 2.6.1 sur les EDS (3.134a) et (3.145), I'hypothése 2.2.1 est
remplacée par les conditions du théoréme 1.4.4, 'EDS (2.1a) par (3.134a) et 'EDO (2.54) par

e(t) = <Mg + Z ui(t)Mi> er(t) — LI(—2.(1)). (3.148)
=1

Les EDO (3.12) et (3.146) sont identiques, tout comme les EDO (3.49) et (3.148). Ainsi, pour
I'estimation robuste d’ordre plein, la LMI (3.20) du théoréme 3.3.1 s’applique donc, mais il faut
modifier les LMI (3.19), (3.21) et (3.22). De méme, pour l'estimation robuste d’ordre réduit, la
LMI (3.58) du théoréme 3.3.2 s’applique donc avec la condition (3.53), mais il faut aussi modifier
les LMI (3.19), (3.21) et (3.22).

Les LMI (3.19), (3.21) et (3.22) ne prennent pas en compte les incertitudes paramétriques dans
I’EDS (3.134a). Le probléme commun qui reste donc a résoudre pour la synthése d’observateurs
robustes d’ordre plein et réduit est d’étudier la stabilité exponentielle presque siire du point
d’équilibre de I'EDS (3.134a).

3.5.2.2 Etude de la stabilité du point d’équilibre de I’EDS avec des incertitudes
paramétriques

Le lemme suivant donne des conditions suffisantes pour la stabilité exponentielle presque siire
du point d’équilibre de 'EDS (3.134a).

Lemme 3.5.1. [BZSM13c| Le point d’équilibre de I’EDS (3.134a) est exponentiellement presque
sirement stable s’il eviste une matrice P = PT > 0 et des réels i1 > 0, g > 0, p3 > 0, p1g > 0
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et pus > 0 tels que la LMI suivante

(1,1), o1PAy, ... omPA,, oPF ... o,PF P PF AL P ... AL, P 0
(1,2)7 I, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0 ;
(1, m+1)T 0 0 —mln 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(1,m+2)T 0 0 —p1la 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0 0
(1,2m+1)7 0 0 0 0 0 —mla (} 0 0 0 0 0 | <o,
P 0 0 0 0 0 0 — 0 0 0 0 0
p2 I
FTp 0 0 0 0 0 0 0 “ 0 0 0 0
a3
PAy, 0 0 0 0 0 0 0 0 —-P 0 0 PF
PAw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —-P PF
0 0 0 0 0 0 0 0 o F'p ... FTP _“I“
L 4
(3.149)
est vérifiée et que, pour chaque j =1,...,d, l'une des deur LMI suivantes
[ AT 17T
ijP + PAy; + p Hij HAU,], ++/2p;P PF . 4 150
T ~1I,| <0, (3.150)
L s
[T —1 9T
_(Aw],P + PAy,;) + pis Hij Hij +/2p;P PF
I | <0, (3.151)
FTp 2
L M5
est vérifiée, ou p;j > 0 (j = 1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z?Zl pj, =y " 0y et

ag =1, et ou

m m d
_ 1= _ _
(1, 1)a=>_ai(PA,+ALP)+p5 " Y aiHh, Ha, +pnHy Hotpiy 62 Lo+ py ') jHiijij —pP.
i=0 i=0 j=1

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov candidate V,.(z(t)) = 27 (t) Px(t) avec P = PT > 0.
La condition (1.50a) du théoréme 1.5.3 est satisfaite avec p = 2 et ¢; = Apin(P).
En utilisant les notations introduites dans les équations (3.13) a ( 3.17) et dans la relation
(3.136), 'EDS (3.134a) se réécrit ainsi

dz(t) = (Z ai(t)(Ay, + AA (8)z(t) + Zazez (Ar, + AA, (1))z(t) +€(J:(t))> dt
d
+) (A, + Ay, ()2(t) dwy, (1)
j=1

= (i a;(t) (A, + AAg, (8)z(t) + HiA(e(t), t)Ha)x(t) + é(x(t))) dt
1=0
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d
+ ) (Aw; + AAy, (£)a(t) dwy, (t)  (3.152)

j=1
avec
Hi=|o1Ay ... oy oF ... owF), (3.153)
_ T
Hy=[1, .. 1, # .. # |, (3.154)
A(e(t), t) = bdiag(e1(t) In, - - -, em(t) In, €1 () A(R), - ., em (D) A(2)), (3.155)
avec la propriété suivante
Ale(t), )AT (e(8),) < Innra)- (3.156)

En appliquant la formule d’Itdé a PEDS (3.152) avec la fonction de Lyapunov V,(z(t)), on
obtient

V(b)) = 2"(1) (fj qi(P(Ar, + DAL (1) + (Ar, + A4, (1) P)
=0

d
) (A, + AAy, ()T P(Aw, + AAy, (1) | (t)
j=1
+ 20T (1) PH A(e(t), t) Hax(t) + 227 (t) PL(2(t)). (3.157)

En utilisant les inégalités données par (3.6), (3.156) et (C.3.1), la relation (3.157) devient
LV (2(t) <Z ai(P(Ar, + DA (1) + (Ar, + AA, (1) P)

d
+> (Au, + DAy, ()T P(Ay, + AAy, (1)
7j=1

—{—uflPﬁlﬁl P+ ,ulﬁgﬁg + py AT, + ,ugPP> x(t) (3.158)

avec p1 > 0 et po > 0.

S’il existe un réel ca tel que ca < p et LVy(x(t)) < caVu(x(t)), alors la condition (1.50b) du
théoréeme 1.5.3 est satisfaite. En utilisant I'inégalité (3.158), la condition £V, (z(t)) < caVi(z(t))
est vérifiée si I'inégalité

m d
> ai(P(Ay, + AAL (1) + (Ay, + AAL(1))TP) + > (Aw; + AAy, (1) P(Aw, + Adu, (1))
i=0 j=1

+ up PH\HL P+ iy Hy Ho + py '621, + poPP — pP <0 (3.159)

est satisfaite.
Puisqu'on a AAy,(t) = FA(t)Ha,, et AAy,(t) = FA(t)Hij (voir (3.136)), I'inégalité (3.159)
devient

i a;(PAy, + ALP) + i a;i(P(FA(t)Hpy, ) + (FA(t)Ha,, )" P)
=0 =0
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d
+ > (Au, + FA()Ha, )" P(Au, + FA()Ha,,) + py PHH, P+ p Hy Ho
J=1

+ 5 k2L, + pa PP — pP < 0. (3.160)

En utilisant les inégalités (3.137), (C.3.1) et (C.3.2), on a

m m m
227 Z ai(FA(t)Ha,, VIP)x < pgtat Z ai(Ha,, )T(HAti Vo + xt i Z o, PFFT Pz,
=0 1=0 1=0

d d
N (Au, + FA()Ha, )T P(Aw, + FA(L <y (AT (P! — puFFT) ™ Ay, + 7 HY, Hij>
Jj=1 j=1

et la condition £V, (z(t)) — pV (x(t)) < 0 est vérifiée si I'inégalité

m m
> ai(PAy, + AL P)+py \PH\H, P+ pyHy Hy+ iy K21, + po PP+ i " " i(Ha, )" (Ha,)
=0 1=0
m d
+ 3 aPFF'P 1Y (Agj(P—l — puFFT) Ay, + Y Ha, ij> <0 (3.161)
i=0 j=1

est satisfaite.
L’application du lemme de Schur (A.3.1) a l'inégalité (3.161) donne la LMI (3.149) avec
a = Yy " o Sila LMI (3.149) est vérifiée, alors la condition (1.50b) du théoréme 1.5.3 est
satisfaite.
L’ application de BV, (x(t)) a 'EDS (3.152) donne
BVa(2(t)) = [T (6)((Auy + AAu, ()P + P(Au, + Ady, (1)))a(t)

oL () ((Awy + AAy, ()T P+ P(Ay, + AAwd(t)))x(t)} . (3.162)
S’il existe un réel c3 = 2p avec p = ij et pj = 0 tel que || BV, (z()]|> > esV2(x(t)), alors
la condition (1.50c) du théoréme 1.5.3 je:tl satisfaite.
Puisqu’on a
1BV (z())]* — 03V2( (1))
= Z 2T (1) ((Aw; + AAy, ()T P + P(Aw, + AAy, (1) + 1/20;P)x(t)
x & (t)((Aw, + AAuw, ()" P+ P(Aw, + AAy, (t) — /20, P)z(t),

d

la condition (1.50c) du théoréme 1.5.3 est donc vérifiée s’il existe un réel c3 = Zij tel que,
j=1
pour chaque j avec j =1,...,d, 'une des deux LMI
(Aw, + Ay, ()T P + P(Auw, + AAy, (1) +/2p;P < 0, (3.163a)
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(Aw, + AAy, (1)TP + P(Ay, + AAy, (1) — /20;P > 0, (3.163b)

est vérifiée.
L’inégalité (3.163a) peut étre réécrite comme suit

AL P+ PAy; + AAy, ()" P+ PAA,, () + \/2p;P < 0.

En utilisant I'inégalité (C.3.1) avec (3.136) et (3.137), le terme a7 (t) (A Ay, (t)T P+PA Ay, (t))z(t)
peut étre borné comme suit

w (1) (AAy,; (1) P+ PAAy, (1)2(t) = 207 (1) PAAy, (1) (t) = 207 (1) PFA(t) Ha,, x(t)
< () (us PFFTP + pg ' HY , Ha, ()

avec s > 0 et inégalité (3.163a) est vérifiée si on a
AL P+ PAy; + pusPFFTP + ung;{wj Ha, ++/2p;P <0.

L’application du lemme de Schur (A.3.1) a 'inégalité précédente donne la LMI (3.150).
En posant A(t) = —A(t), on a Z(t)ZT(t) < I, et en utilisant I'inégalité (C.3.1) avec (3.136)

et (3.137), le terme —x” (t)(A Ay, (t)T P + PAAy,(t))x(t) peut étre borné comme suit

—a (t)(AAw; (1) P + PAAy, (1)z(t) = 207 () PA(t) Ay, (t) = 227 () PFA() Ha,, z(t)
<al(t)(us PEFTP + pg ' HY, Ha, )z(t)

avec us > 0.
Puisque AA,,(t) = —FA(t)Hy

I'inégalité précédente peut étre écrite comme suit

w Y
20T (t) PA Ay, (t)z(t) > a7 (t)(—pus PEFTP — NQlewj Hy, )x(t)
et I'inégalité (3.163b) est vérifiée si on a
Ay P+ PAy,, — psPFFTP — uglﬂzwj Ha,, —+/2p;P >0
ou, ce qui est équivalent,
—(A}, P+ PAy,) + pusPFFTP + ungiwj Ha,, ++/2p;P <0.

En appliquant le lemme de Schur a l'inégalité précédente, on obtient la LMI (3.151).
Puisque ¢ < Z;l:l pjetca =2 Z?Zl p; = 0, I'inégalité (1.52) du théoréme 1.5.3 est satisfaite
et la stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre de 'EDS (3.134a) est démontrée. o

3.5.2.3 Observateurs robustes d’ordres plein et réduit

En utilisant les développements faits dans la section 3.5.2.1 avec le lemme 3.5.1, on peut donc
énoncer sans démonstration les deux théorémes suivants pour les observateurs robustes d’ordres
plein et réduit en adaptant respectivement les théorémes 3.3.1 et 3.3.2.

133



Chapitre 8. Filtrage des systémes stochastiques

Théoréme 3.5.1. [BZSM13c] On suppose que U’hypothése 2.3.1 est vérifiée. L’EDS (3.139) est
un observateur robuste d’ordre plein pour le systéme (3.134) garantissant la stabilité exponentielle
presque stre de Uerreur de filtrage s’il existe des matrices P = PT >0, Q = QT > 0 et Y;
(i=0,...,m) et des réels u1 >0, p2 >0, ug >0, pg >0, pus >0, ug >0, uy >0 et >0 tels
que les LMI suivantes

(1,1), o1PAy, ... omPA, oPF ... o,PF P PF ALP ... AL P 0
(1,2)7 —piln 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0 : :
(1,m+1)T 0 0 —wl, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(1,m+2)7 0 0 —ml, 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0 0
(1,2m+1)T 0 0 0 0 0 —ml, (} 0 0 0 0 0 <0,
p 0 0 0 0 0 0 —" 0 0 0 0 0
H2 I
FTp 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
a3
PAy, 0 0 0 0 0 0 0 0 -P 0 0 PF
0
PA,, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —-P PF
0 0 0 0 0 0 0 0 0 FTPp FTp :7[&
L 4 .
(3.164)
(1,1)y  01(QA:y, —YiC) ... om(QA:, —YiO)
(1,2)" —peln 0 0 0
0 0 0 |<o0 (3.165)
1,m)T 0 0 —peln 0
Q 0 0 0 —In
L pr |
sont vérifiées, ot p; >0 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z?zl pj, ="y et

ag =1, et ou

m m d
— ——1' =5 _ _
(1, 1)a :ZO@(PAQ—FA?;P)-F[% ! ZangtiHAti +M1H2 H2+,U2 152[n+,u4 ! Z Hz;ijAu;j —pP,
i=0 i=0 j=1
m
(L1 =Y ai((QA;, — YiC) + (QAr, = YiC)) + (n6 + p7 'K%) I + 28Q,
=0
et que, pour chaque j =1,...,d, l'une des deux LMI suivantes
AL P+ PAy, + ungfwj Ha,, ++/2p;P PF
Tp —1,| <0, (3.166)
I 115
—(AL P+ PAw) + s 'HY Ha, +/20;P PF
1. | <0, (3.167)
FTp -
L Hs
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est satisfaite.
Les gains K; sont alors donnés par K; = Q7'Y; pouri=0,...,m.

Théoréme 3.5.2. On suppose que ’hypothése 2.3.1 et la condition (3.53) sont satisfaites. L’EDS
(8.142) est un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit pour le systeme (3.134) garantissant
la stabilité exponentielle presque stre de Uerreur de filtrage s’il existe des matrices P = PT > 0,
Q=Q" >0cetR etdesréels i >0, g >0, g >0, prg >0, ps >0, pug > 0, pig > 0, B =0
tels que les LMI (3.164) et

(QA — RC) + (QA — RO)T + usI, + pg ‘K21, +26,Q QB — RD QL

(QB — RD)T — 8y 01 <0 (3.168)
LTQ 0 _n
Ho

sont vérifiées, ot pj =0 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z;-lzl pj, =y " et
ag = 1, et que, pour chaque j = 1,...,d, l'une des deux LMI (3.166) ou (3.167) soit satisfaite.

Le gain Z est alors donné par Z = Q7 'R. Les matrices M; et N; de l'observateur sont
obtenues avec (3.51) et (3.54).

3.5.3 Cas des mesures déterministes

A la différence du cas des mesures stochastiques (3.134b) qui donne dy(¢), dans le cas avec
des mesures déterministes (3.135b), on a acces a y(t), ce qui permet de rajouter une “seconde”
équation a I'observateur donnée par z(t) = n(t)+Ey(t) (voir les observateurs d’ordre réduit (3.42)
et (3.64)). En effet, la mesure dy(t) donne dz(t) = dn(t) + E dy(t) ou dz(t) = n(t) dt + E dy(t),
mais on ne peut pas obtenir directement z(t¢). L’équation z(t) = n(t)+ Ey(t) permet de considérer
deux cas lorsque les mesures sont déterministes :

e des observateurs robustes d’ordres plein et réduit sans compensation partielle des incerti-

tudes dans la section 3.5.3.1,

e des observateurs robustes d’ordres plein et réduit avec compensation partielle des incerti-

tudes dans la section 3.5.3.2.

3.5.3.1 Sans compensation partielle des incertitudes

Si on pose

2(t) = x(t), (3.169)

c'est-a~-dire L = I,, et r = n, un observateur robuste d’ordre plein pour le systéme (3.135) est
décrit par

da(t) = (Atoﬁa(t) + Emj wi(t) Ay, B (t) + e(%@») dt
=1
+ (Kg + i Kiui(t)> (dy(t) — CZ(t)dt) (3.170)

i=1

ou Z(t) est estimation de I'état x(t) et Ky et K; sont des gains & déterminer afin que Uerreur
d’observation
e(t) = z(t) — z(t) (3.171)
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converge exponentiellement presque stirement. ~
Si on pose r < n, alors on suppose qu'il existe une fonction ¢(z) telle que (voir (3.41))

Uz (t)) = U(La(t)) = U(=(t)) (3.172)

et un observateur robuste d’ordre réduit pour le systéme (3.134) est formulé comme suit

dn(t) <<MO +Zuz > + (L - EC)e(n(t))> dt
=1

Z(t) =n(t) + Ey(t) (3.173b)

ou z(t) € R" est l'estimé de z(t). E, M; et N; (i = 0,...,m) sont des matrices de gains &
déterminer afin que ’erreur d’observation

er(t) = 2(t) — 2(t) = Wa(t) — n(t) (3.174)
converge exponentiellement presque stirement avec
v=L—-FEC. (3.175)
La dynamique de l'erreur d’observation e(t) (3.171) est donnée par
de(t) = <<At0 — KoC+) (A _Kic)ui(t))> e(t) + £(x(t)) — £(x(t) — e(ﬂ)) dt
i=1

+ (AAy, (t +ZAAt dt—i—ZA + Ay, (1)z(t) dw,(t) (3.176)
J=1

tandis que celle de l'erreur d’estimation e, (¢) (3.174) est donnée par
de,(t) = <<Mg - Z ui(t)MZ) er(t) + U(U(La(t)) — 6(Vx(t) — er(t)))

F(U(Ay, + Ay () — Mo® — NoO)z(t) + i wi(t)(U(Ay, + AAy (1) — M;T — Nﬂ)m(t)) dt
i=1

d
+ ) W( Ay, + AAy, (1) (t) dw,(t). (3.177)
j=1

Pour appliquer le théoréme 2.5.1 sur les EDS (3.135a) et (3.176), I'hypothése 2.2.1 est rem-
placée par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.135a) et 'EDO (2.43) par

&(t) = (Ato — KoC + i(Ati —KiC)ui(t))> e(t) — 6(—e(t)). (3.178)

Les EDO (3.146) et (3.178) sont identiques. Ainsi, la synthése d’un observateur robuste
d’ordre plein avec des mesures déterministes est donnée dans le théoréme 3.5.1 en remplagant
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I'expression “L’EDS (3.139) est un observateur robuste d’ordre plein pour le systéeme (3.134)”
par “L’EDS (3.170) est un observateur robuste d’ordre plein pour le systéme (3.135)".
Pour I'observateur d’ordre réduit, les contraintes de Sylvester suivantes

WA, — M;U — N;C =0, i=0,...,m, (3.179)

sont introduites afin de supprimer un maximum de termes dépendant de I'état z(¢) dans 'EDS
(3.177).

Afin d’appliquer le théoréme 2.6.1 sur les EDS (3.135a) et (3.177), I'hypothése 2.2.1 est
remplacée par les conditions du théoréme 1.4.4, 'EDS (2.1a) par (3.135a) et 'EDO (2.54) par

& (t) = (MO +) ui(t)MZ) . (t) — Wl(—e,(t)). (3.180)
=1

Les EDO (3.148) et (3.180) sont identiques a I’exception de la matrice L qui a été remplacée
par ¥V = L — EC. En réalité, 'EDO (3.148) est la méme que 'EDO (3.72). Ainsi, en utilisant le
théoréme 3.3.3, la synthése d’un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit avec des mesures
déterministes est donnée dans le théoréme 3.5.2 en remplagant
e l'expression “L’EDS (3.142) est un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit pour le
systéme (3.134)” par “L’EDS (3.173) est un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit
pour le systéme (3.135)",

e la condition (3.53) par la condition (3.78),

e la LMI (3.168) par (3.82) ou ug et pg dans (3.168) correspondent respectivement a ps et
pe dans (3.82),

e l'expression “Les matrices M; et N; de ['observateur sont obtenues avec (3.51) et (3.54).”
par “Les matrices M;, N; et E de l'observateur sont obtenues avec (3.75) et (3.79).”

Remarque 3.5.1. Sion pose E = 0 dans 'observateur fonctionnel d’ordre réduit (3.173), alors
la synthése d’un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit avec des mesures déterministes
est donnée dans le théoréme 3.5.2 en remplagant 'expression “L’EDS (3.142) est un observateur
fonctionnel robuste d’ordre réduit pour le systeme (3.134)” par “L’EDS (3.173) est un observateur
fonctionnel robuste d’ordre réduit pour le systéme (3.135)” (voir remarque 3.3.4). O

3.5.3.2 Avec compensation partielle des incertitudes

L’idée est d’utiliser la matrice ¥, c’est-ad-dire la matrice F, afin d’éliminer les termes en
AA, (t)z(t) dt dans PEDS décrivant la dynamique de l'erreur d’estimation. Il faut donc que la
contrainte WF = 0 dans cette EDS soit vérifiée (voir I’équation (3.136)). Cependant la contrainte
VU F = 0 requiert que le rang de la matrice F' soit strictement inférieur au nombre de lignes de la
matrice F, c’est-a-dire & (m + 1 + d)n. De plus, la matrice F' dans la relation (3.136) prend en
compte des termes que I'on ne souhaite pas annuler : AA,, () avec j =1,...,d. C’est pourquoi
il est judicieux de remplacer I’équation (3.136) par

[AAto(t) AAtm(t)} = FA) [HAtO HAtm} (3.181a)
[Adu () . Ady,(0)] = Fulu®) [Ha, ... Ha,)] (3.181b)

oit Ay(t) € R¥* ot Ay(t) € R¥™*P sont des matrices inconnues dont les éléments sont
Lebesgue mesurables et satisfont

AOAT() < T, et Au(MAL(E) < L, (3.182)
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et ou Fy, Fy, HAto’ R HAzm et HAw17 ..
dimensions appropriées. Ainsi, la contrainte ¥F = 0 est remplacée par W F; = 0.

Les propriétés de la matrice L et des fonctions non linéaires £(x(t)) et £(Lxz(t)) sont rappelées
dans les sections 3.5.1 et 3.5.2.1.

L’observateur robuste d’ordre plein (3.170) est remplacé par

-, Hy,,, sont des matrices constantes données avec des

dng(t) = ((Mfo + Zuz‘(t)Mfi> n(t) + (In — Eﬂﬂ(w(ﬂ)) dt

i=1
+ (Nfo + iui(twﬁ) y(t) dt (3.183a)
=1

z(t) = ng(t) + Epy(t) (3.183D)

ot Z(t) € R™ est 'estimation de I'état x(t). E¢, My, et Ny, (i =0,...,m) sont des matrices de
gains & déterminer afin que 'erreur d’observation

e(t) = z(t) — z(t) = Vya(t) —ns(t) (3.184)
converge exponentiellement presque stirement avec
Ve=1,— EfC. (3.185)

L’observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit (3.173) est remplacé par

dn(t) = <<MO S ui<t>Mi> n(t) + (L - Ecw(n(t))) dt
=1

=1
Z(t) = n(t) + Ey(t) (3.186h)

ot z(t) € R" est 'estimé de z(t) avec r < n. E, M; et N; (i = 0,...,m) sont des matrices de
gains & déterminer afin que I'erreur d’observation

er(t) = 2(t) — 2(t) = Ypx(t) — n(t) (3.187)
converge exponentiellement presque stirement avec
v,.=L—-FEC. (3.188)

La dynamique de l'erreur d’observation e(t) (3.184) est donnée par

de(t) = ((Mfo + Ui(t)Mfi) e(t) + W (l(x(t)) — £(Vyz(t) —e(t)))

=1

(U (Ary + DAy ) — My U — N O)a(t) + > ui) (U p(Ay, + AAy (1) — My, Uy — NfiC‘)a:(t)) dt
=1
d
+) W (Au, + AAy, ()2(t) dwy(t)  (3.189)
j=1
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tandis que celle de lerreur d’estimation e, (t) (3.187) est donnée par

de, (t) = <<M0 > ui(t)MZ) en(t) + U, (0(La(t)) — U(W,2(t) — en()))

(W (Agg + Adyy() = MoW, — NoC)a(t) + Y uit) (W (Ay, + Ady ) — MW, — Nic)l’(t)> dt
=1

d
+ 3 U (Au, + Ady, (1)a(t) dug(t).  (3.190)
j=1
Si on définit la matrice Jy, suivante
Jj, = Nj — MyE;,  i=0,...,m, (3.191)
et si on pose

My, = WA, —J;C, i=0,...,m, (3.192)

alors les équations de Sylvester suivantes
VA, — MV —N;C =0, 1=0,...,m, (3.193)

sont vérifices et la dynamique de 'erreur d’observation e(t) (3.189) se simplifie comme suit

de(t) = ((Mfo + uz‘(t)Mfi> e(t) + W (l(x(t)) — £(Vpz(t) —e(t)))

=1

m d
U AAL (B)2() + 3 us(t) WA, (t)x(t)) dt+ 3" W (Ay, + Ady, (£)a(t) dw, (). (3.194)

i=1 j=1

Avec la contrainte
V,F =0, (3.195)
la relation (3.194) devient (voir (3.181))

de(t) = <<Mfo + uz'(t)Mfi> e(t) + Wy (l(x(t)) — £V sz(t) — 6(0))) dt

=1

d
+ 3 U (Au, + Ay, ()2(t) dwg(t). (3.196)
j=1

et la dérive dans la relation (3.196) ne contient pas de termes incertains.

L’équation F; = E¢yCF; (3.195) a une solution Ef si et seulement si (voir équation (A.2.11)
avec A =1)
Fy

rang(CF;) = ran
g(CFy) g(CFt

) (3.197)

et la solution générale est donnée par (voir équation (A.2.9) avec A = I)
Ef = F,(CF)' + W(I, — (CF)(CF)Y) (3.198)
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ou Wy € R™™P est une matrice arbitraire.
Si on introduit la relation (3.198) dans I’équation (3.192), alors les matrices My, sont données

par

(I, — (CR)(CR)N)CA,,

. i=0,...,m. (3.199)
C

My, = (In — Ft(CFt)T)Ati - [Wf Jﬂ} [

Pour appliquer le théoréme 2.5.1 sur les EDS (3.135a) et (3.196), I'hypothése 2.2.1 est rem-
placée par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.135a) et 'EDO (2.43) par

a(t) = (Mfo + Zui(t)Mfi) e(t) — U pl(—e(t)) (3.200)

=1

ou les matrices My, sont calculées dans (3.199).
En utilisant les notations introduites dans les équations (3.13) a (3.17), PEDO (3.200) se

réécrit ainsi

#(t) = (g — ZC; + (By — ZDp) An(e(t) Ha)e(t) — (In — (Az, + Z1C2,)C)(—2(t)) (3.201)

avec
Ay = Zaigtm By = |01 4y, ... O'mgtm], Zy = {Wf Jpy - me],
1=0
-ZZ-ZO OdiéAti- -0'15’14,31 N UméAtm-
apC oiC 0 0 C
Cf = . ) ]D)f = . ) CZf = [ ]a
. 0 t. 0 O(m—l—l)pxn
a,C | i 0 0 omC

Ay, = (}n — F(CF)NHA,, C= (I, — (CF)(CF)NC, _Azf = (I, — F,(CFE)".

Avec la contrainte
U, F =0, (3.202)

et les contraintes de Sylvester
v, Ay, — MV, — N;C =0, 1=0,...,m, (3.203)

la relation (3.190) devient (voir (3.181))

de,(t) = <<Mg + Z uz(t)MZ> er(t) + U, (0(La(t)) — £(Vyrz(t) — er(t)))> dt
i=1

d
+) (A, + Ady, ()2 (t) dw,(t).  (3.204)
j=1

Soit LT une pseudo-inverse de la matrice L (voir la section A.2), on a donc
rang ([LT (I, — LTL)D =n
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et les conditions de Sylvester (3.203) sont équivalentes a
(W, Ay, = My®, = NiC) [ (I, - LiL)| =0 i=0,...,m. (3.205)

Puisque la matrice L est de rang plein lignes avec r < n (voir (3.5)), on a LLT = I,.
En utilisant I'approche développée dans [Dar00a, SZRDO06| et la définition de la matrice ¥,
I'équation (3.205) est équivalente a

0 = AL — MV, LT - N,CLT,  i=0,...,m, (3.206a)
0 = VA, + M;EC - N,C, i=0,...,m, (3.206b)
avec
Ay, = Ay, (I, — LTL), i=0,...,m,
C=0C(I,-L'L).

Avec la définition de ¥, et la relation (3.74a), les matrices M; sont données par

M; =4, — 5iC;, i=0,...,m, (3.207)
avec, pour ¢ = 0,...,m,
A, =LA LT, T = CZT . Ti= [E J] Ji = Ni — M;E. (3.208)

Avec les matrices définies dans les équations (3.207) et (3.208), la relation (3.206b) avec la
contrainte (3.202) s’écrivent sous la forme compacte suivante

JrGr = LA, (3.209)
ol
A= |F Ay(I,—L'L) ... A, (I,—LL)|, T = [E Jo o JIml|>
(CF, CAy(I,—LTL) ... CA,, (I, — LL)]
0 C(I,—L'L) 0 0
gr =
0
|0 0 0 C(,-L'L)

L’équation (3.209) a une solution J; si et seulement si (voir équation (A.2.11) avec A =1 et
remarque 3.5.3)

LF, LA, ... LA, ] ]
CF, CAy, ... CA,,
CF, CA; ... CAy,
o C 0 0
o C 0 0
0 0 0
o0 0 0 0 C (3.210)
rang = rang .
o 0 o0 C
0 L 0
0 L 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 L
o 0 0 L - -
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et la solution générale est donnée par (voir équation (A.2.9) avec A = I)
I = LAG! + Z,(Iim12)p — GrGY) (3.211)

ol Z, € R™("+2)P gst une matrice arbitraire qu’on peut considérer comme “la matrice de gain
de 'observateur”.
La condition d’existence (3.210) est démontrée dans le lemme suivant.

Lemme 3.5.2. [Dar00a, SZRDO06] La condition (3.210) est nécessaire et suffisante a lexistence
d’une solution J, a l’équation (3.209)

rang (

est équivalente a l'existence d’une solution 7, a 'équation (3.209) (voir (A.2.11) avec A = I).
L’équivalence entre les conditions (3.210) et (3.212) est démontrée dans [Dar00a, SZRD06|. e

Démonstration. La condition

T

LA _ ran
g ]) = rang(G,) (3.212)

Afin d’appliquer le théoréme 2.6.1 sur les EDS (3.135a) et (3.204), I'hypothése 2.2.1 est
remplacée par les conditions du théoréme 1.4.4, PEDS (2.1a) par (3.135a) et 'EDO (2.54) par

ér(t) = (MO + Zuz(t)Mz> Er(t) - \Ilrz(_ér(t))' (3'213)
=1

En utilisant les notations introduites dans les équations (3.13), (3.14) et (3.55) a (3.57),
I'EDO (3.213) se réécrit ainsi

& (t) = (A — Z,Cp + (Br — Z,D.) A (e(t)) Hs)ep(t) — (L — (Ag, + 2,07 )C)l(—er(t)) (3.214)

avec
-2?1:0 aiCAtiLT-
m apC LT
A= aiLA, Lt - LAGH " ,
i=0 :
amCLT |
(1 CALLY ... omCA, L]
0 0 0
B = [o1LA, LY ... 0nLA, LY - LAGH| 1CLT 0 o |
0 0
0 0 omCLT
B . _O'chtlLT Ce O'mCAtmLT_
Zzlo aiCAtiLT
0 0 0
i Oé()CLJr + t
(Cr = (I(m+2)p - grgr) . s ]D)r = (I(m+2)p — ngr) UlCL 0 0
' 0 0
am,CLT
- - 0 0  onCL
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I I
Ay = LAG! [ P ] , Cz, = (Iimt2)p — GG} [ 5 ] :

(m+1)pxp (m+1)pxp

Puisque les EDO (3.201) et (3.214) ont la “méme structure” que 'EDO (3.81), on peut
énoncer, sans démonstration, les deux théorémes suivants pour la synthése des observateurs
robustes d’ordres plein (3.183) et réduit (3.186) en s’appuyant sur le lemme 3.5.1 et sur le
théoreme 3.3.3.

Théoréme 3.5.3. On suppose que Uhypothése 2.3.1 et la condition (3.197) sont vérifiées. Le
systéme (3.183) est un observateur robuste d’ordre plein pour le systéme (3.135) garantissant la
stabilité exponentielle presque sire de lerreur de filtrage et vérifiant la contrainte (3.195) s’il
existe des matrices P = PT >0, Q = QT >0 et Ry et des réels i1 > 0, pa >0, g >0, g > 0,
ps >0, pug >0, ur >0 et B =0 tels que les LMI suivantes

(1,1), o1PAy, ... omPA,, oPF ... onPF P PF AL P ... A[,P O
1,2)" —ml, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0
(1,m+1)" 0 0 -l 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(1,m+2)T 0 0 —ml, 0 0 0 0 0 0 0 0
: 0 0 0
(1,2m+1)" 0 0 0 0 0 —ml, O 0 0 0 0 0
P 0 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0
H2 I
FTp 0 0 0 0 0 0 0 = 0 0 0 0
a3
PAy, 0 0 0 0 0 0 0 0 -P 0 0 PF
0 0
PA,, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —-P PF
0 0 0 0 0 0 0 0 o F'p ... FTP _M[“
L 4
(3.215)
[(QAF — RyCp) + (QAs — RyCp)T + pskn + g 'w2In +26Q QBy —RyDy %
(QB; — RyDy)T —p5 Iy 0 <0 (3.216)
—I
I (QUn — Az,C) = RsCz,C)" 0 M—:
sont vérifiées, ot p; 20 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z?Zl pj, =" et
ag =1, et ou
m m . d
T —1 T 7157 1,2 —1 T
i=0 i=0 j=1
et que, pour chaque j =1,...,d, l'une des deux LMI suivantes
T —1 7T
—1,| <o, (3.217)

FTp

Hs
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—(AL, P+ PAy,) +ps ' HY Ha, ++/20;P PF
! —1,| <0, (3.218)

s

FTp

est satisfaite.

Le gain Z; est alors donné par Zy = Q_lRf. Les matrices My, Ny, et Ef de l'observateur
sont obtenues avec (3.191), (3.198) et (3.199) ou

2= Wy T )

Théoréme 3.5.4. On suppose que [’hypothése 2.5.1 et la condition (3.210) sont satisfaites.
L’EDS (3.142) est un observateur fonctionnel robuste d’ordre réduit pour le systéme (3.135)
garantissant la stabilité exponentielle presque sire de l’erreur de filtrage et vérifiant la contrainte
(3.202) s’il existe des matrices P = PT >0, Q = QT > 0 et R, et des réels 1 > 0, ps > 0,
w3 >0, g >0, us >0, ug >0, ug >0, B, >0 tels que les LMI (3.215) et

(QA, — R.C.) + (QA, — R.CHT + ps I + pg 'K21 + 26,Q QB — R,D,  x

(QB, — R, D,)T — 5Ly 0 1<o0
!
(Q(L = Az,C) = R:Cz,C)" 0 —*
He
(3.219)
sont vérifiées, ou p; >0 (j=1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z;.lzl pj, =y " et

ap =1, et que, pour chaque j = 1,...,d, l'une des deux LMI (3.217) ou (3.218) soit satisfaite.

Le gain Z, est alors donné par Z, = Q 'R,. Les matrices M;, N; et E de l’observateur sont
obtenues avec (3.207), (5.208) et (3.211).

Remarque 3.5.2. Dans les théorémes 3.5.3 et 3.5.4, deux expressions sont utilisées pour décrire
les incertitudes. Pour analyser la stabilité exponentielle presque stre du point d’équilibre de
I'EDS (3.135a), c’est-a-dire les LMI (3.215), (3.217) et (3.218), c’est avec la relation (3.136) que
sont décrites les incertitudes paramétriques, tandis que, pour analyser la stabilité exponentielle
du point d’équilibre de ’'EDO (3.201) ou de 'EDO (3.214), c’est-a-dire la LMI (3.216) ou la LMI
(3.219), les incertitudes paramétriques sont décrites avec (3.181) afin de calculer W5 ou ¥ pour
compenser partiellement 'effet de ces incertitudes sur la dynamique l'erreur d’observation e(t) ou
er(t). Il faut noter que les mémes incertitudes paramétriques peuvent étre décrites indifféramment
par (3.136) ou par (3.181), le choix entre ces deux formulations dépendant du contexte. O

Remarque 3.5.3. Dans ce chapitre, il y a trois types de contraintes de Sylvester :

e l'équation (3.46) pour le cas ou E = 0 (cas des mesures stochastiques pour [’observateur
d’ordre réduit (sans ou avec incertitudes paramétriques) et cas des mesures déterministes
pour 'observateur d’ordre réduit dans les remarques 3.3.4 et 3.5.1 (sans incertitudes para-
métriques ou avec incertitudes paramétriques et sans compensation partielle de ces incerti-

tudes))
LA, — M;L —N;C =0, i=0,...,m, (3.46)
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et la condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution est la relation (3.53)

(LA LA, ] - 1
tO t'm C 0 0
C 0 0
0 0
0 0
0 C 00 ¢ (3 53)
rang =rang , .
L 0
L 0
0 0
0 0
0O 0 L
| 0 0 L | = -

e ’équation (3.69) pour le cas ou il n’y a pas de contrainte supplémentaire sur la matrice

E (cas des mesures déterministes pour l’observateur d’ordre réduit (sans incertitudes para-
métriques ou avec incertitudes paramétriques et sans compensation partielle de ces incerti-

tudes))

A, — M;¥ — N;C =0,

1=0,...,m,

(3.69)

et la condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution est la relation (3.78)

(L4, LA, ] ) ]
CAy, CA,,
CAy, CA,, o 0
C 0 0
0 0 0 0
rang = rang 0 C , (3.78)
0 0 C I 0
L 0
0 0
0 0 0 I
0 0 L | - -

e l'équation (3.203) pour le cas ou E est sujette & la contrainte (3.202) (cas des mesures
déterministes pour l’observateur d’ordre réduit avec incertitudes paramétriques et avec com-
pensation partielle de ces incertitudes)

U, Ay, — MU, — N,C =0, i
U, F, =0,

=0

g ..

'7m7

(3.203)
(3.202)

et la condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution est la relation (3.210)

LF, LA, LA, ]
CF, CAy, CA,,
CF, CAy, CA,,
o C 0 0
o Cc 0 0
0 0 0
o0 ) 0 0 C (3.210)
rang = rang .
0 0 C
o L 0 0
o L 0 0
0 0 0
0 0 0
o 0 o0 L
o 0 0 L -
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avec VW =WV, =L — EC.

Puisque E = 0 est un cas particulier de E quelconque, la condition (3.53) implique la condi-
tion (3.78), mais la réciproque est fausse. En effet, puisqu’il existe deux matrices carrées Y et
T2, de dimensions appropriées, avec det(Y1) # 0 et det(T2) # 0, telles que

c 0 0
0 0
0 C I 0
Tl T2: )
L 0 0 00
0 0
0 0 L
on a donc les relations de rang suivantes
c 0 0]
0 0
0 C I 0
rang = rang ,
L 0 00
0 0
0 0 L
(LA, ... LA, (LA, ... LA, |
CAy ... CA, CAy ... CA,
C 0 0 C 0 0
L. 0 0
0 0 0 L 0 0 0 T
rang = rang 2
0 C ? 0 C
0o 0 T
L 0 L 0
0 0 0 0
| 0 0 L | | 0 0 L |
_q)l (1)2_
b3 Py
= rang ,
0

146



3.5. Filtrage robuste des systémes stochastiques non linéaires incertains

[CAyy ... CA)] [CAy, ... CA)]
C 0 0 C 0 0
0 0 0 0
I, 0
rang 0 C = rang 0 C | Tq
0 T
L 0 L 0
0 0 0 0
| 0 0 L | | 0 0 L |
Q3 04
=rang I 0 ,
0 0
(LA, ... LA, ] (LA, ... LA, ]
C 0 0 C 0 0
0 0 . 0 0 ¢ Dy
rang 0 C = rang OT - 0 C | Yo | =rang I 0
L 0 Ylr 0 0 0
0 0 0 0
. O 0 L | . O 0 L |

Il s’en suit que la condition (3.78) est équivalente a

rang(®4) = rang (Ej) : (3.220)

tandis que la condition (3.53) est équivalente a

Dy =0. (3.221)

Si la condition (3.221) est vérifiée, alors la condition (3.220) est satisfaite, mais la réciproque
est fausse.

Puisque rajouter la contrainte (3.202) sur la matrice E est un cas particulier de E quelconque,
la condition (3.210) implique la condition (3.78), mais la réciproque est fausse. En effet, pour que
la condition (3.210) soit satisfaite, il est nécessaire que les matrices constituées par les colonnes
n+14a (m+1)n des deux matrices intervenant dans la condition (3.210) aient un rang identique,
c’est-a-dire que la condition (3.78) soit satisfaite.

Pour illustrer la fagon de démontrer les conditions (3.53), (3.78) et (3.210), on va démontrer
la condition (3.210) (il suffit de supprimer des termes dans cette condition pour obtenir les
deux autres) en suivant la démarche utilisée dans [Dar0Oa| pour ¢ = 0 et dans [SZRDO06] pour
1 =20,...,m avec une contrainte sur E différente de VF = 0.
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On a

rang

= rang

= rang

[LF,
CF,

o O o o o o

LA
= (m + 1)r + rang [ :

et

rang
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LF;
CF,

o o o o o o

LF;

0

0

C

o O N o o

LA,
CAy,

LAy,
CAy

LA Lt
CF, CAyLt

c
0
0
L
0
0

CLf
0
0

I

<

0
0

[CF, CAy,
0o C
0 0
0 0
0 L
0 0
0 0

1)

CA,, |

LA,

CA,,

0

0

c

0

0

L_

LA, |

CA,,
0 (I, 0 ... 0 .
0 o LT 0 0 I,—L'L 0 0
c | 0 . 0 0
0 (0 0 o0 Lt 0 I,-L'L
0
L_

)

0

N o o Q o

LA;, LY LA (I, — LTL)
CA;, LT CA (I, — LTL)

0 C(I,— LTL)
0 0
CcrLt

0 0

I, 0

LA;, (I, — L'L)
CA,, (I, — LTL)
0
0
C(I,— LTL)
0
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(CF, CAy ... CAy,
0 cC 0 0 - _
I, 0 ... 0 0 . 0
0 0 0 o Lt o o0 I,-L'L 0 0
=rang 0 0 C X
0 . 0 0 0
0 L 0
0 Lf 0 0 I,-L'L
0 0 0 - .
0 0 0 L |
(CF, CA,L' ... CA, Lt CAy(I,—L'L) ... CA;, (I, — L'L)]
0 cLt 0 0 C(I,—L'L) 0 0
0 0 0
= rang 0 0 0 CLT 0 C(I, — L'L)
I 0 . 0
0
0 0 0 I, 0 0 |

= (m + 1)r + rang(G,).

Ainsi, comme le stipule le lemme 3.5.2, les conditions (3.210) et (3.212) sont équivalentes. [J

3.5.4 Exemple

Pour illustrer les développements ci-dessus sur 1’observation robuste des systémes stochas-
tiques, on considére le systéme stochastique incertain décrit par (3.134), (3.136) et (3.137) avec
n=3m=2,p=2,d=1, h=1,r =1 et les matrices suivantes

151 1 -1 0 —0.02 0.04 0 001 —0.01
Ay=105 —251 1 |, A, =10 001 -002|, 4, = |0 —0.01 0.01 |,
0  —06 -351 0 —001 0.02 0 001 —0.01
(35657 —0.10952 —0.47238 . Lo
Ap = | 046643 —4.041 —0.80024|, C = . D= L= [0 0 1},
0 05 110
01  0.066667 —3.4933
(01 0 0] 001 0 —001 01 0 -0.1
Hp,=10 01 0| Ha, =|-002 001 0 |, Ha,=|-02 01 0 |,
0 01 0 001 —0.01 0 01 —01
(01 0 0] 01 0 0
Hi =10 01 0,F=]0 01 0
0 0.1 0 0 01
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La fonction non linéaire ¢(x(t)) est donnée par

sin(Lz(t))
0(x(t)) = €(Lx(t)) = |sin(Lxz(t))
sin(Lz(t))

et vérifie la contrainte £(0) = 0 (voir (3.4)) et la condition de Lipschitz (3.6) avec x = 1.
Les entrées admissibles u(t) sont bornées et appartiennent a ’ensemble Q2 donné par (3.3)
avec

U1,min = -0.7, Ul max = 0.8, U2,min = -0.7, U2 max = 0.8.

On va synthétiser un observateur d’ordre réduit donné par (3.142) en appliquant le théoréme
3.5.2.

L’hypothése 2.3.1 et la condition (3.53) sont satisfaites.

En choisissant

p1 = 3.5, p2 =35, pu3=0.1, pg =6, ps =5, pg =0.1, pg =0.1, p =20, et 67" = 2.175,
les LMI (3.164), (3.166) et (3.168) dans le théoréme 3.5.2 ont généré les résultats suivants

1.0972 —0.31295 —0.18997
P=1-0.31295 0.95065  0.03919 |, @ = 10.076,
—0.18997  0.03919 2.3615

R = [88.781 44.391 121.86 0 —165.03 —66.013]
Le gain Z = Q'R est donné par
7= [8.8113 44056 12.094 0 —16.379 —6.5516]

Les matrices My, My, Ms, Ny, N1 et Ny du filtre d’ordre réduit (3.142) sont données par
(voir (3.51) et (3.54))

My = —3.21, My = 0.025, My = —0.015,
Ny = [—0.6 0.6], Ny = {—0.01 0.01], Ny = [0.01 —0.01}.
Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

-1
x9= 0.5, 20:0.5
1

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage d¢t = 0.001 seconde
(voir (1.32)).
Les simulations sont illustrées dans les figures 3.23 et 3.24.
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3.5

251 1

151 I ,

0.5 ,

-0.5 1

15} -
2+ : ]
25} . .
3+ .
-85} N

_4 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Temps [s]
FIGURE 3.23 — Etat x1(¢) (bleu), état xa(t) (vert) et état x3(t) (rouge).

1.6 1.8 2

Temps [s]

FIGURE 3.24 — Fonctionnelle z(¢) (bleu, continu) et estimation z(t) (rouge, discontinu).

Dans la figure 3.23, on constate que la stabilité exponentielle presque stre du point d’équi-
libre de 'EDS (3.134a) a bien été garantie par les LMI (3.164) et (3.166) malgré la présence
d’incertitudes paramétriques.

La convergence de 'estimation z(t) vers la fonctionnelle z(t) est illustrée dans la figure 3.24.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le probléme du filtrage pour une classe de systémes stochastiques non
linéaires a été résolu lorsque la dérive de 'EDS de ces systémes est constituée par une partie
bilinéaire états-commandes a laquelle est ajoutée une fonction non linéaire ¢(x(t)). Le type de
stabilité utilisé pour le point d’équilibre de ’erreur d’estimation est la stabilité exponentielle
presque siire. Deux cas sont considérés : la fonction ¢(x(t)) est Lipschitz ou one-sided Lipschitz.
Deux configuration des mesures ont été prises en compte : des mesures déterministes et des
mesures stochastiques.

Des observateurs d’ordre plein et des filtres fonctionnels d’ordre réduit ont été synthétisés
lorsque les entrées de commande sont traitées comme des pseudo-incertitudes bornées en norme.
Cette approche a été étendue au cas ot les coefficients des matrices intervenant dans la dérive et
dans la diffusion de 'EDS du systéme & observer sont entachés par des incertitudes paramétriques
non structurées et bornées en norme. Dans le cas oul les mesures sont déterministes, deux cas ont
été considérés : pas de compensation partielle des incertitudes (ces derniéres affectent la dérive de
I’EDS décrivant la dynamique de 'erreur de filtrage) et compensation partielle des incertitudes
(ces derniéres n’affectent pas la dérive de 'EDS décrivant la dynamique de l'erreur de filtrage).

Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence des solutions des différentes équations
de Sylvester intervenant dans la synthése des filtres fonctionnels d’ordre réduit, ainsi que le
paramétrage de leurs solutions, sont donnés.

Une approche basée sur la structure polytopique de ’ensemble des entrées de commande
admissibles est développée. Elle est basée sur une reformulation de type descripteur ou pseudo-
singulier des équations décrivant les dynamiques de I’état du systéme et de I’erreur d’observation.
Ce formalisme a permis d’utiliser des fonctions de Lyapunov dépendant des entrées de commande.
Afin de préserver la convexité, les produits entre les éléments du vecteur des entrées lorsque la
formule d’It6 est appliquée ont été évités en introduisant une matrice instrumentale dans chacune
des fonctions de Lyapunov utilisées.
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Chapitre 4. Stabilité et stabilisation des systémes stochastiques

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a la stabilité et a la stabilisation des systémes stochastiques non linéaires
avec des bruits multiplicatifs. Comme dans les chapitres 2 et 3, le type de stabilité étudié est la
stabilité exponentielle presque stire. Deux problémes de stabilité et de stabilisation sont abordés :

e le rejet exponentiel des perturbations avec un taux de décroissance garanti (section 4.2),

e la stabilisation des systémes stochastiques via une commande bang-bang (section 4.3).

Le premier de ces deux problémes peut étre vu comme l’'étude de la stabilité exponentielle
presque stire d’une solution non triviale d’'une EDS car, si la solution d’'une EDS est affectée par
perturbation exogéne, alors le point d’équilibre peut ne pas étre z(t) = 0. En s’appuyant sur une
idée originale de Mao dans [Mao97| (p.141), on se propose d’étendre la définition de la stabilité
exponentielle presque stire de l'origine au cas ot la solution de I’EDS est non triviale, c’est-a-dire
différente de zéro. La stabilité presque stire ! de la solution non triviale d’'une EDS est étudiée
dans [Liu97, LM98, CGR03, LD11].

Dans la section 4.2, le probléme de la stabilité de la solution non triviale d’'une EDS est
traitée comme un probléme de rejet de perturbations avec un taux de décroissance exponentielle
garanti. Aprés avoir posé le probléme dans la section 4.2.1, une approche de type Lyapunov est
proposée dans la section 4.2.2 afin d’obtenir des conditions suffisantes pour assurer la conver-
gence exponentielle presque siire vers zéro, avec un taux de décroissance garanti, de la solution de
I’EDS en présence de perturbations additives sur la dérive. Dans la section 4.2.3, les conditions
proposées dans la section 4.2.2 sont appliquées au cas ou la fonction de Lyapunov est quadra-
tique. Le choix de cette classe de fonctions de Lyapunov s’appuie sur le fait que les fonctions
Lyapunov quadratiques permettent d’obtenir des algorithmes de synthése pour les correcteurs et
les observateurs qui sont aisés a mettre en ceuvre d’un point de vue numérique. Dans la section
4.2.4, un exemple permet d’illustrer les développements effectués dans la section 4.2.

Dans la section 4.3, ce sont les mémes systémes stochastiques non linéaires avec des bruits
multiplicatifs que dans le chapitre 3 : la dérive de 'EDS est constituée par une partie bilinéaire
états-commandes a laquelle est ajoutée une fonction non linéaire dépendant de I’état, notée
£(x(t)). Cette fonction est lipschitzienne. A notre connaissance, les seuls travaux traitant de la
stabilisation exponentielle presque sire d’une EDS en utilisant 'approche de type Lyapunov
exposée dans le théoréme 1.5.3 sont ceux de Hu et Mao dans [HMOS|. Les auteurs considérent
que la dérive et la diffusion de 'EDS & stabiliser sont linéaires en 1’état et en la commande et
que tout le vecteur d’état est mesuré. Ce sont donc des lois de commande par retour d’état qui
sont proposées dans [HMOS].

Dans la section 4.3.3, la loi de commande proposée est basée sur un observateur car le vecteur
d’état est partiellement mesuré, les mesures étant stochastiques. La loi de commande proposée
est de type bang-bang pour deux raisons détaillées ci-dessous.

a) La commande est dite bang-bang lorsque chaque coordonnée du vecteur des commandes
commute entre une valeur maximale et une valeur minimale, la loi de commutation dé-
pendant de ’état du systéme & commander. Cette stratégie de commande a été appliquée
avec succés aux systémes bilinéaires déterministes : voir [Lon80, Rya84, Moh91, LS02,
LS03, SLS03| pour la commande par retour d’état et [ZLCLO04, GSZDO07, Gér08| pour la
commande basée sur un observateur. La dérive dans le systéme stochastique non linéaire
considéré dans la section 4.3 est proche des fonctions intervenant dans les ODE décrivant

1. La stabilité presque stire est exponentielle ou non selon le choix de la fonction ¥ (¢) dans les équations (1.33)
et (1.34) : si ¥(t) = €', elle est exponentielle, si 1(t) = t, elle est polynémiale, ... (voir [Mao92a, Mao94a, Mao97,
Liu97]).
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4.2. Rejet exponentiel des perturbations avec un taux de décroissance garanti

les systémes déterministes dans les publications citées ci-dessus.

b) Puisqu’on ne peut pas insérer le bruit de 'EDS du systéme & commander dans les équations
décrivant la loi de commande, on rencontre le méme probléme que dans le chapitre 2 lors
de l'utilisation du théoréme 1.5.3 pour la synthése d’un observateur (voir équation (2.7)) :
on aura c3 = 0 dans le théoréme 1.5.3 car la diffusion de ’EDS en boucle fermée sera nulle
silétat X (t) = [27(t) 2L (t)]T vérifie la contrainte z(t) = 0 avec zx(t) quelconque 2. Ainsi,
comme dans le chapitre 3, la synthése de la loi de commande va s’appuyer sur 'approche
découplée explicitée dans les théorémes 2.3.1 et 2.5.1. La commande de type bang-bang se
préte bien a cette approche : dans un premier temps, un retour d’état est synthétisé, puis,
dans un second temps, un observateur permet de remplacer cet état par son estimation
dans la loi de commande.

Le systéme stochastique non linéaire considéré est décrit dans la section 4.3.1. La section
4.3.2 traite de la loi de commande bang-bang par retour d’état, tandis que la loi de commande
bang-bang par retour d’état estimé est abordée dans la section 4.3.3. La détermination simulta-
née des valeurs maximales et minimales des commandes et des fonctions de Lyapunov conduit a
des bilinéarités dans les inégalités a résoudre. Afin de pouvoir utiliser la programmation convexe,
il faut transformer ces inégalités en LMI. Ce probléme est traité dans la section 4.3.4 ou ces
inégalités sont “linéarisées” en fixant alternativement certaines variables de décision et en mini-
misant un critére ad-hoc. La convergence de 'algorithme itératif ainsi obtenu vers les solutions
des inégalités ne peut pas étre garantie. Un exemple illustre 'approche proposée dans la section
4.3.5.

4.2 Rejet exponentiel des perturbations avec un taux de décrois-
sance garanti

Dans cette partie, on se propose d’étudier le comportement asymptotique des systémes sto-
chastiques en présence de perturbations exogénes.

4.2.1 Position du probléme

On considére I’'EDS suivante

dz(t) = (f1(z(t)) + fo(t)) dt + g(z(t)) dw(?) (4.1)

avec
e z(t) € R" — vecteur d’état,
e w(t) € R — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré,
f2(t) € R™ — perturbation exogéne.
L’EDS (4.1) est la version perturbée de 'EDS suivante

dz(t) = fi(z(t)) dt + g(z(t)) dw(t) (4.2)

avec f1(0) = 0 et g(0) = 0. Ainsi, z(t) = 0 est la solution triviale de 'EDS (4.2). La fonction
f1(x(t)) est module-intégrable et la fonction g(x(t)) est carré intégrable (voir la définition 1.4.2).
Afin de garantir 'existence et 'unicité de la solution de 'EDS (4.2), les fonctions fi(x(t)) et
g(z(t)) vérifient les conditions (1.23) et (1.24) dans le théoréme 1.4.4 en remplagant 'EDS (1.25)
par (4.2).

2. z(t) est I’état du systéme stochastique & commander, tandis que z(t) est I’état du correcteur a synthétiser.
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Du fait de lexistence de la perturbation fa(t) dans 'EDS (4.1), 2(¢) = 0 peut ne pas étre un
point d’équilibre de cette EDS.

Dans la suite de la section 4.2, des conditions suffisantes vont étre proposées afin de rejeter
exponentiellement la perturbation fa(t) avec un taux de décroissance garanti. Il s’agit, via une
approche de type Lyapunov, de rechercher des conditions suffisantes pour que la solution de
I’EDS perturbée (4.1) converge exponentiellement presque siirement vers 0 et de proposer une
borne supérieure pour ’exposant de Lyapunov associé & cette solution. Cette borne supérieure
correspond & un taux de décroissance exponentielle garanti.

4.2.2 Conditions suffisantes pour le rejet exponentiel des perturbations

Le probléme du rejet exponentiel des perturbations avec un taux de décroissance garanti
pour EDS (4.1) est résolu dans le théoréme suivant. Avant d’énoncer ce théoréme, les notations
suivantes sont définies pour 'application de la formule d’Ité & 'EDS (4.1) avec la fonction
U(z(t),t) € R avec xz(t) € R" et t € R4 (voir le théoréme 1.4.2 et les relations (1.46) et (1.47))

LU(x(t),t) = LU (x(t), 1) + Uz (2(1), 1) fo(), (4.3a)
LU(x(t),t) = U(x(t),t) + Ux(x (t),t)fl(x(t))+%tr(gT(fE(t))Um(m(t)at)g(fr(t)))y (4.3b)

BU(z(t),t) = Us(x(t),)g(z()), (4.3¢)
iGa(),t) = 2T,
Una(t).) = | 221 ST,
[62U (2(1), 1) P2U (2(t), )]
83318%1 o 8:618:L‘n
Upz(x(t),t) = : :
02U (x(t),t) 0%U (x(t),t)
0z,011 o 0z,0%y,

Le différentiateur stochastique £U (z(t),t) est appliqué sur 'EDS (4.1) dans (4.3a), tandis
que le différentiateur stochastique £*U(z(t),t) est appliqué sur 'EDS (4.2) dans (4.3Db).

Théoréme 4.2.1. [BZSM13b] Soit le réel to > 0. On suppose que x(t) est une solution de
UEDS (4.1) satisfaisant ||z (t)|| # 0 presque sirement pour tout t > to a condition que ||xo|| # 0
presque sirement. Soit V(xz(t),t) est une fonction de Lyapunov définie positive et p(t) > 0 est
une fonction donnée.

S’il existe des réels @ > 0, ¢c1 > 0, c2, c3 = 0 et p > 0 tel que, pour tout t > to,

Viz(t),t) < cV(x(t), 1), (4.4a)

||‘BV( 6. 01F > esV2(x(1),1), (4.4b)

Va(z(t),0) fo(t) < @)V (x(t),1), (4.4¢)

lim sup (fto )ds) < 0, (4.4d)
t——+o00 t— tO

callz@l” < V(x),1), (4.4¢)
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alors
lim supln =@l < —(eg = 22 +0)) P.S. (4.5)
t—+o0 t 2p
Si
c3 > 2(ca+0) (4.6)

alors la solution x(t) de I’EDS (4.1) converge exponentiellement presque stirement vers zéro quand
t — +o0. (Il

Démonstration. On considére la fonction de Lyapunov V (z(t),t) définie positive. En utilisant les
relations suivantes

il f,/f*fIZZﬂ_ﬁ
£ f? £
I'application de la formule d’It6 a 'EDS (4.1) avec la fonction U(z,t) = In(V (z,t)) donne
dU (2(t),t) = Up(x(t), 1) + Uz (2(t), ) (f1(2(1)) + f2(t))
5 (g (@(0) U (2(0), 09 (x(1))) A+ U (a(0), Dg (1)) du(?)
_ (Vt(l‘(f),t) L Ye(e®),0) A () + Va(x(t), £) fo(t)
) )

(In(f))" =

(In(f)) =

+ ) dw(t). (4.7)

En intégrant 1’expression (4.7), on obtient

In(V(z(t),t)) = In(V (o, o)) +/t V(T

(
RACODIION R THCONACOR] Y
+/m Vai).s)  CTMOTg | T e a0 48

avec

B EVe(x(s), 8)g(x(s)) w(s
M(t)—/t o S qus) (4.9)

0

L’inégalité martingale exponentielle (voir lemme C.1.1) donne

o { . (M(t)_ BV (x(s), 5)| dSM)} g (410)

to<t<T 2 Ji (V(x(s),s))?
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avec @ > 0 et v > 0. Si on choisit v = 2a ' In(tg + k — 1) avec k = 2,...,+o0 et 0 < a < 1,
I'application du lemme de Borel-Cantelli (voir lemme C.1.3) donne
2
a [T]BV(x(s),s)ll

M) <2a 'In(tg+k—1) + — ds.
() <20 it t k=145 | Waae o

L’application des conditions (4.4a), (4.4b) et (4.4c) a I'inégalité (4.8) donne

'LV (x(s),5) "Va(2(s), ) f2(s)
Rcor g A ot
BV (s 9

to (V(z(s),9)))?

In(V(z(t),t) <In(V(zg,t0)) +2a ' In(tg + k — 1) +

0

-~ 5-a)

'V ((s),s) '
<In(V(zo,to)) + 2o In(to + k — 1 +02/ ’ds—i—/ o(s)ds
(V (20, t0)) ( ‘re [ it [ e
1 t
——(1- a)/ c3ds
2 to
1
<In(V(20,t0)) + 2o tn(to +k — 1) + ca(t — to) — 5 (1= aest
t
+/ (t —to)ep(s)ds. (4.11)
to
Avec la condition (4.4d), il existe un réel § > 0 tel que
t
p(s)ds
lim supt"i <0,
t—+o0 t—to
alors il existe un réel § > 0 tel que
t
/}¢@m3<(9+5xt—m) (4.12)
to

et I'insertion de la relation (4.12) dans l'inégalité (4.11) donne

In(V(z(t),t)) <In(V(zo,t)) + 2a 1 In(tg + k — 1) + ca(t — to)

(1= a)es(t — to) + (0 + 8)(t —to). (4.13)

| =~

Pour k£ — 1 <t < k, l'inégalité (4.13) donne

In(V (z(t),t)) < In(V (2o, t0)) N 2a—11n(t0 +Ek-1)
t—1o t— 1o t—1o

1
—1-02—5(1—@)034-(94-5)

et on obtient

limsupw = limsupM < g — %(1 —a)es + (0 +9). (4.14)

t—+00 t —to t—400 t

La condition (4.4e) donne

limsup ¢; [|z(¢)||” < limsupV (z(¢),t)

t—+00 t—-+o0
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et on obtient

1 1 t 1 t),t
limsupin(cl) +plimsup7n(”x( 1) < limsup—n(v(m( ) )) (4.15)
t—+o00 t—4-o00 t—+oo t
Les inégalités (4.14) et (4.15) donnent
1 1
plimsup=In ||z(¢)|| < c2 — = (1 — a)es + (0 4+ 0) (4.16)
t——+o00 t 2
et, en posant  — 0 et 6 — 0, on obtient
1 —(c3 —2 0
lim sup— In(]|z(¢))]] < (e — 20cz + )) (4.17)

t—+oo T 2p

Si l'inégalité c3>2(co + 0) est satisfaite, la convergence exponentielle presque stre de I'état
x(t) vers zéro est garantie. .

Remarque 4.2.1. Si fa(t) = 0, alors les conditions (4.4a), (4.4b) et (4.4e) assurent que la
solution triviale z(¢) = 0 de I'EDS non perturbée (4.2) est exponentiellement presque stirement
stable (voir théoréme 1.5.3). O

4.2.3 Application aux fonctions de Lyapunov quadratiques

L’utilisation du théoréme 4.2.1 dépend fortement du choix de la fonction de Lyapunov
V(x(t),t). En automatique, la fonction de Lyapunov la plus utilisée est la fonction de Lyapunov
quadratique du type V(z(t)) = 2T (t)Pxz(t) ou la matrice P satisfait P = PT > 0. En effet,
avec ce type de fonction de Lyapunov, les problémes d’observation et de commande peuvent
étre résolus en utilisant des inégalités matricielles linéaires, aussi appelées LMI. Par exemple,
dans [HMOS|, la stabilisation par retour d’état d’'une EDS dont la dérive et la diffusion sont
linéaires est traitée comme un probléme de résolution de LMI gréice a l'utilisation de fonctions
de Lyapunov quadratiques du type V(z(t)) = x (t) Pz (t).

Il est donc intéressant d’étudier l'existence de classes de fonctions fo(t) permettant d’ap-
pliquer le théoréme 4.2.1 avec une fonction de Lyapunov quadratique donnée par V(x(t)) =
2T (t)Pz(t) avec P = PT > 0. Pour cela, il faut choisir une classe de fonctions fo(t) permettant
de vérifier la condition (4.4c) du théoréme 4.2.1.

Pour satisfaire la condition (4.4c) et (4.4d), on considére la classe de vecteurs des perturba-
tions fo(t) définie par

()] < Be™, (4.18)
ot A > 0 et f > 0 sont des réels, en association avec les fonctions suivantes ¢(t) données par
p(t) =140 (4.19)

ot 6 > 0 est un réel donné. Avec cette classe de fonctions ¢(t), la condition (4.4d) est vérifiée et
le scalaire 6 peut étre vu comme un paramétre permettant de satisfaire I'inégalité cz > 2(co + 6)
dans le théoreme 4.2.1.

Afin d’¢tudier la condition (4.4c) avec la fonction de Lyapunov V(x(t)) = zT(t)Px(t), on
majore V(z(t))f2(t) comme suit

Va(@O)fa(t) = 2T OP L) < 2T 0P| 152001 < 26 [T O™, (420)
Pour V(x(t)) = 2T (t)Pz(t) > 0 et § > 0, il existe ¢y > 0 telle que

28 || ) P|| e < 02T (t)Px(t) Vit >t (4.21)
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En utilisant les inégalités (4.20) et (4.21), la condition (4.4c) est satisfaite ou la perturbation
fa(t) est définie par la relation (4.18).

Pour illustrer le choix d’une perturbation exponentielle bornée fa(t) définie dans (4.18), on
considére I'exemple suivant ot 'EDS (4.1) est donnée par

dz(t) = (—z(t) + fo(t)) dt (4.22)

avec la diffusion g(x(t)) = 0.
La solution de I’équation homogene #(t) = —x(t) est z,(t) = zpe" et une solution particu-
liere est x,(t) = a(t)e™'. La solution générale est donc donnée par

z(t) = zp(t) + 2p(t) = (x0 + a(t))e ™

ot «(t) est une fonction a déterminer.
En remplacant z,(t) par sa valeur dans I’équation (4.22), on obtient

ip(t) = a(t)e ™ —a(t)e ™ = —a(t)e ™ + fa(t),

ce qui donne fo(t) = é(t)e~t. La fonction a(t) est donc donnée par
t
a(t) = [ fa(s)e®ds.
to

Pour que l'intégrale ci-dessus converge lorsque t — +00 (c’est-a-dire pour que cette intégrale
ait une valeur finie), la fonction fo(t) peut étre choisie comme suit

ou t(t) est une fonction quelconque qui doit étre choisie telle que l'intégrale fti) ¥ (s)ds converge
lorsque ¢ — 400. Dans ce cas, on a

A(t) = t@b(s) ds

to

et la solution z(t) converge exponentiellement vers zéro lorsque t — +oo.

4.2.4 Exemple
On considére 'EDS (4.1) avec

-15 1 -1 sin(z1(t))
fi(z(t) = Ax(t) +L(x(t)) = | 0.5 =25 1 |x(t)+ [sin(z2(t))] ,
1 0.6 —3.5 sin(z3(t))
([0
0 sit < 0.08 sec
0

f(t) =14 :
sin(25mt)e <t

sin(257t)e et | sit > 0.08 sec
sin(25mt)e ¢t
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35 —0.1 0
glz(t) =Apz(t)= | 1 372 0 |=z(t).
01 0 385

En appliquant le différentiateur stochastique £V (x(t)) A 'EDS (4.1) avec V (z(t)) = 27 (t) Px(t)
et P = PT >0, on obtient

LV (x(t)) = 2T (1) (PA + AT P + AT P A )2 (t) + 227 (t) Pe((1)).

En utilisant le lemme de majoration C.3.1 et le fait que la fonction ¢(x(t)) est globalement
lipschitzienne avec une constante de Lipschitz égale a 1, 'expression £*V (z(t)) peut étre majorée
comme suit

LV (x(t) < 2 (1) (PA + AT P 4+ = I3 + pPP + ATPA,)x(t) (4.23)
ol & > 0 est un réel donné.

En utilisant 'inégalité (4.23), la condition £*V (z,t) < coV (z,t) est satisfaite s’il existe un

réel co tel que
PA; + ATP 4+ = I3 + uPP + ATPA, — caP < 0. (4.24)

En utilisant I'inégalité ci-dessus et le lemme de Schur A.3.1, 'inégalité (4.4a) dans le théoréme

4.2.1 est vérifiée si la LMI suivante

1
PA+ AP+ —I3—coP ALP P
o

PA, -P 0 | <0 (4.25)
—1

P 0 —I
n

est satisfaite.
L’application de l'opérateur BV (z(t)) a 'EDS (4.1) avec V(z(t)) = 2T (t)Px(t) donne

BV (x(t)) = 27 (t)(ATP + PA)x(t)
et, pour une réel cg > 0, on obtient

1BV (z(0)]* = eV (2(t))* = 2" ()(ALP + PA = \/e3P)a(t)
x 2T (t)(ALP + PA + \/c3P)x(t).

La condition (4.4b) dans le théoréme 4.2.1 est donc satisfaite si 'une des deux LMI suivantes

ATP 4+ PA, — /e3P >0, (4.26)
ALP + PA, + /e3P <0, (4.27)

est vérifiée.

L’inégalité (4.4e) dans le théoréme 4.2.1 est vérifiée si on choisit ¢; = Apin(P) et p = 2 on
Amin(P) est la plus petite valeur propre de la matrice P.

L’application du théoréme 4.2.1 avec les LMI (4.25) et (4.25) et avec ¢(t) = 6 donne

27.644 0.39887 —6.7554
P =10.39887 9.485 —11.8.27],
—6.7554 —11.827  42.84
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Cy = 15, C3 = 40, 0= 0.1, n = 0.1.

et 'exposant de I'exponentiel de la solution x(t) est borné comme suit

limsup% In(||z(¢))]) < —(c3 —2(c2 +0))

= —2.45. p.s.
t—+o00 2p

Le taux de décroissance garanti est égal & 2.45, il existe donc une variable aléatoire finie
M > 0 telle que

le(t)]| < M aolle 25O ps. (4.28)

quel que soit ¢ € IR, donne une limite supérieure du taux de décroissance (voir (1.38) et (1.39)).

Avec € = 3, la figure 4.1 montre la perturbation fa(t) et la convergence exponentielle presque
stre de l'état z(t).

2.5 T T T T T T T T T
2r 4
1.5 .
1 .
0.5 X _
L A NI
. “\ N
0 +LI,L_.F - JANNAN
(WA
Py Y

_25 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Temps [s]
FIGURE 4.1 — Etat z1(t) (bleu), état za(t) (vert), état x3(t) (rouge), perturbation fa(t) (noir).

Avant que la perturbation fo(t) apparaisse, c¢’est-a-dire pour 0 < ¢ < 0.08 seconde, les trois
composantes de I'état x(t) décroissent exponentiellement presque stiirement, mais la limite de
zéro n’est pas encore atteinte.

A partir de t = 0.08 seconde, on peut voir effet de la perturbation fa(t) sur I'état x(t).
La figure 4.1 montre que les trois composantes de ’état x(t) convergent vers zéro tandis que la
perturbation fa(t) n’a pas encore convergé, ce qui est en accord avec le fait que la perturbation
fa(t) satisfait la condition (4.4c) dans le théoréme 4.2.1 et que c3 > 2(ca2 + 0).
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4.3 Commande bang-bang des systémes stochastiques

4.3.1 Introduction a la commande bang-bang

Cette section est consacrée a la stabilisation d’un systéme stochastique non linéaire (bilinéa-
rité états-commandes et non linéarité additionnelle) avec des bruits multiplicatifs en utilisant
une commande bang-bang. Le but est d’obtenir la stabilité exponentielle presque stire du point
d’équilibre en boucle fermée.

Une commande bang-bang est une commande discontinue et saturée ol chaque élément du
vecteur de commande commute entre deux valeurs. Le probléme & résoudre est donc double :

e déterminer, pour chaque élément du vecteur de commande, les deux bornes de commuta-

tion,

e proposer un algorithme pour gérer les commutations.

Dans [Lon80, Rya84, Moh91|, des commandes bang-bang ont été employées avec succés pour
stabiliser par retour d’état des systémes bilinéaires déterministes. Dans [L.S02, LS03, SLS03], cette
stratégie de commande a été appliquée & un modéle & 2 ou 3 compartiments pour la chimiothé-
rapie d’un cancer. Lorsque I’état n’est pas entiérement mesuré, des lois de commande bang-bang
basées sur des observateurs ont été proposées dans [ZLCLO04| et dans [GSZD07, Gér08|. Dans
[ZLCLO04], la loi de commutation des éléments du vecteur de commande dépend d’un observateur
de Luenberger d’ordre plein, tandis que, dans [GSZD07, Gér08|, cette loi de commutation dépend
de I'estimation de 1’état obtenue via un observateur particulier d’ordre plein.

A notre connaissance, une loi de commande bang-bang pour les systémes stochastiques avec
des bruits multiplicatifs n’a été proposée que dans [AT74| en utilisant la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique.

Afin de développer des lois de commande bang-bang, on considére le systéme stochastique
suivant

m d
da(t) = (Atom(t) + ) ui(t)Aga(t) + e(x(t») dt + Y Awa(t) dws,(t)  (4.29a)
=1

j=1
dy(t) = Cua(t)dt+ Dz(t) dwy(t) (4.29b)

avec

e 2(t) € R" — vecteur d’état,

o u(t) € R™ — vecteur des entrées connues (commandes),

o y(t) € R? — vecteur des mesures,

e w,(t) € RY — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré,

e wy(t) € R — mouvement brownien (ou processus de Wiener) indépendant et centré.

La fonction ¢(z(t)) vérifie la propriété suivante
2(0) =0 (4.30)
et la condition de Lipschitz suivante
[€(z(2)) = £@@)|| < wllz(t) —z@)] (4.31)

avec £ > 0. De plus, la fonction ¢(z(t)) est module-intégrable (voir la définition 1.4.2). Les
conditions d’existence et d’unicité de la solution de ’EDS (4.29a) données dans le théoréme 1.4.4
sont donc satisfaites.

Dans la suite de cette section, une commande bang-bang est proposée dans deux situations
pour le systéme stochastique bilinéaire avec des bruits multiplicatifs (4.29) :
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e lorsque le vecteur d’état est complétement mesuré, la loi de commutation est basée sur la
dynamique de cet état,

e lorsque le vecteur d’état est partiellement mesuré, la loi de commutation est basée sur
I’estimation de cet état via un observateur.

4.3.2 Commande bang-bang par retour d’état

Dans cette section, on considére que toutes les composantes du vecteur d’état x(t) sont
disponibles, c’est-a-dire que 1’équation de mesure (4.29b) est remplacée par

y(t) = z(t). (4.29b-bis)
La commande bang-bang u(x(t)) par retour d’état est définie comme suit
|| sgn(a” (t) Af, Pa(t))

u(z(t)) = — : (4.32)
|om | sgn (2 () A7, Px(t))
ou les coefficients o; (i = 1,...,m) sont des paramétres a déterminer afin d’assurer la stabilité

exponentielle presque stre du point d’équilibre de 'EDS (4.29a). Ce probléme est résolu dans le
théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1. [BZSM14a] La commande u(z) dans (4.32) est une commande bang-bang
assurant la stabilité exponentielle presque sire du point d’équilibre de la solution de I’EDS (4.29a)

s’il existent P = PT > 0 et des reéls aq, ..., o, p1 >0, ..., pg >0 et ;1 > 0 tels que linégalité
sutvante
(1,1), AT P ... ... AT P P ]
PA,, —P 0o --- 0 0
. 0 . .
<0 4.33
) (4.33)
PA,, 0 -ee 0 -P 0
—1
P 0 el 0 _n
L 2.
d
est vérifiée avec p = ij et que, pour tout j =1,...,d, une des deux inégalités suivantes
j=1
AL P+ PAy; —/2p;P >0, (4.34)
AL P+ PAy; +/2p;P <0 (4.35)

est vérifiée avec

m m
(1, 1)a == (Ato + ZO&iAti)TP + P(Ato + ZO@AQ) + Ii2,ulilfn — pP.
i=1 =1

164



4.8. Commande bang-bang des systémes stochastiques

Démonstration. On considére la fonction de Lyapunov candidate suivante V (z(t)) = 27 (t) Px(t)
avec P = PT > 0.

La condition (1.50a) du théoréme 1.5.3 est vérifiée avec p = 2 et ¢ = Apin(P).

Pour prouver la condition (1.50b) du théoréme 1.5.3, on calcule £V (z(t))

m m d
SV (x(t)) = 2T (t) | (A + Y wAy) P+ P(Ay + Y wAy)+ Y AL PAy, | x(t)
i=1 i=1 j=1

— 22T (£)PL(x(t)).

Puisque #(x(t)) est une fonction lipschitzienne vérifiant les conditions (4.30) et (4.31), 'ap-
plication du lemme (C.3.1) sur la relation précédente donne

eV (a(t) < 27(1) ((Ato £ wA)TP 4 P(A + S widy)

i=1 i=1

d
+> AL PAy, + w27 L+ pPP | a(t)  (4.36)
j=1

avec p > 0.

S’il existe un réel ¢z tel que ca < p et LV (z(t)) < 2V (z(t)), alors la condition (1.50b) du
théoréme 1.5.3 est satisfaite.

En utilisant 'inégalité (4.36), la condition £V (z(t)) < coV (x(t)) est vérifiée si

zT(t) ((Ato + ) wiAy) P+ P(Ay + Y uiAy)
i=1 =1
d
+> AL PAy, + w27 L, + pPP — pP | x(t) < 0. (4.37)
j=1

Afin d’inclure la loi de commande (4.32) dans l'inégalité (4.37), I'idée consiste & ajouter et &
soustraire les termes 27 (t)oy; A} Px(t) a inégalité (4.37). Ainsi I'inégalité suivante est équivalente
a (4.37)

m m d
2T (t) | (Ay + Z ;i Ay ) TP + P(Ay + Z a;A) + Z Angij + &2, + pPP — pP | z(t)
i=1 i=1 j=1

m

+ 27 () (Z( —a;)A P+PZ )x(t)go. (4.38)

=1

Le terme souligné dans (4.38) se réécrit comme suit

z1 () (Z( —a;)A P+PZ i — o)A ) x(t)

i=1

=21 (1) (Z(— ;] sgn(mT(t)Ang(t)) — ;) A, TP

i=1
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+P Z(— || sgn(:rT(t)AZ;Px(t)) - ai)Ati> x(t) (4.39)
i=1
Puisque
le% si ;>0
o] = | (4.40)
—Q si o; <0

le signe de (— |oy|sgn(z? (t) AL Px(t)) — a;)a” (t) AL Px(t) dépend du signe de 27 (t)Af Px(t)
comme suit :

(i) si 27 (t)As, Pz(t) > 0 et puisque

oz¢>0<:>—]a,~\—oz¢:—2ai<0 (441)

ai<0<:>—]ai\—ai:0 '
(ii) si 27 (t) Ay, Px(t) < 0 et puisque

Oél'>0<:>|051'|—04i:0 (442)

Oé¢<0<:>|ai|—04i:—204¢<0 .

alors la partie soulignée dans (4.38) est < 0.
Par conséquent, la condition £V (z(t)) < c2V (x(t)) est vérifiée si

2T (t) ((Ato + ) i) P+ P(Ay + > aidy) + Y AL PAy,
i=1 =1 =1
+r*u" ], + pPP — pP) 2(t) < 0. (4.43)

En appliquant le lemme de Schur (voir lemme A.3.1) a I'inégalité (4.43), on obtient l'inégalité
(4.33).

Finalement, pour vérifier la relation (1.50c) du théoréme 1.5.3, on applique BV (x(t)) al’équa-
tion (4.29a) et on obtient

BV (2(t) = [o7 ()AL, P+ PAw)2(t) ... a"(OALP+PA e (444)
d

S’il existe des réels c3 = 2p avec p = ij et pj = 0 tels que |BV (z,1)|]> > esV2(x(t)),
j=1

alors la relation (1.50c) du théoréme 1.5.3 est satisfaite.
En utilisant la relation (4.44), on obtient

d
1BV (@(E)1* = esV2(a(t)) = Y a” (0)(AL, P+ PAw, — \/2p;P)a(t)

j=1
x T (t)(AL P+ PAy, + /20;P)x(t). (4.45)

La condition || BV (z(t))||* > e3V2(x(t)) est vérifiée si, pour tout j avec j = 1,...,d, I'une
des deux inégalités (4.34) ou (4.35) est vérifiée.

Puisque ¢3 < p et cg3 = 2p > 0, l'inégalité (1.52) est vérifiée et le point d’équilibre de I'EDS
(4.29a) est presque stirement exponentiellement stable. °
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4.3.3 Commande bang-bang basée sur un observateur

Dans cette section, on considére que les composantes du vecteur d’état :(t) ne sont pas toutes
disponibles, c’est-a-dire que 1’équation de mesure est donnée par (4.29b) : le systéme stochastique
considéré est donc (4.29).

Puisque l'état x(t) n’est pas disponible, on ne peut pas utiliser la commande bang-bang
(4.32). On la remplace donc par la commande bang-bang suivante basée sur un observateur

|| sgn(@T (1) AY, F2(t))
u(®(t)) = - : (4.46)
|ovm | sgn(@T (1) A FE(1))

ou Z(t) € R™ lestimation de I’état z(¢) obtenue avec 'observateur suivant

dz(t) = (Atof(t) + f: WAy, B(t) + z(@@») dt + (Ko + f: Ku) (dy(t) — CZ(t)dt). (4.47)
i=1

=1

L’erreur d’observation
e(t) = z(t) — z(t) (4.48)

a une dynamique (on combine (4.29a), (4.29b) et (4.47)) décrite par 'EDS suivante

de(t) = (((Ato - KoC + i(Ati — KZC)ul) e(t) + L(x(t)) — £(x(t) — e(t))) dt

i=1
d m
+ Z A (t) dwg; — (Ko + Z Kzuz> Dx(t) dw,. (4.49)
j=1 i=1

Il faut donc déterminer les scalaires o; (i = 1,...,m) et calculer les gains K; (i =0,...,m)
de T'observateur pour que le systéme stochastique en boucle fermée formé par 'EDS (4.29a), la
commande bang-bang (4.46) et 'EDS (4.49) soit exponentiellement presque siirement stable.

Puisque — |o;| < u; < |oy|, pour i = 1,...,m, on peut définir le polytope convexe suivant
P =Al=loal,[aal] x ... x [~ |oun|, [om]]} (4.50)
et les u; (i =1,...,m) peuvent étre considérés comme des paramétres variant dans le polytope
P dont les 2™ sommets appartiennent & ’ensemble S suivant
S={B1,. Bl 1, Vi=1,...,m, B € {— ||, |eul}. (4.51)
Pour tout v = 1,...,2™, on définit les sommets suivants
r,=[Y.... v es. (4.52)

Remarque 4.3.1. Chaque I'Y (aveci =1,...,met v =1,...,2™) dans (4.52) dépend de Z(t)
(voir la commande bang-bang u(Z(t)) dans I’équation (4.46)). Afin de simplifier les notations,
I'expression I'Y est utilisée a la place de I'Y(Z(t)) puisque, dans la preuve du théoréme 4.3.2,
la stabilité exponentielle presque siire en boucle fermée est garantie en testant des inégalités
convexes sur chacun des sommets du polytope convexe P défini par (4.50). De plus, pour chaque
i=1,...,m, le terme I'{ ne peut prendre que deux valeurs : o;; ou —q;. O
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En insérant la commande bang-bang (4.46) et en tenant compte de la remarque 4.3.1, 'EDS
(4.29a) devient

m d
dz(t) = (Atox(t) +(z(t) + ) F;’Atix(t)> dt + ) Ay, a(t) dw, (4.53)
i=1 j=1

et I’équation d’erreur se réécrit comme suit

de(t) = ((Ato — KoC + i(Ati - KiC)FZ?) e(t) + £(z(t)) — L(x(t) — e(t))) dt

=1

d m
+ Z ijfl,‘(t) dwmj — <K0 + Z K1Ff> D{L‘(t) dwy (4.54)

j=1 i=1

ot v est 'indice du vecteur I', donné dans (4.52) et représentant la combinaison des m commandes

u;i(z(t)) (¢ =1,...,m) qui sont réalisées a 'instant ¢.
Afin d’appliquer le théoréme 2.5.1, 'EDS (2.6) dans le chapitre 2 est obtenue en posant

fi(2(t) = (Ato +y T?Ati) (t) + £(x(t)),

i=1
1) = [Awa(t) - Ay 0,
falw(t), e(t)) = (Ato ~ KoC+ (A, - KiC)H’) e(t) + £(a(t)) — t(a(t) = e(t)).
i=1
Ba(t) = [Awe(t) - Ayel) Kox<t>+ZKiF$m<t>],
i=1
w, (1) z(t)
w(t) = , X () = .
" [wy(t)] " e(t)]

Avec les notations ci-dessus, les EDS (2.8) et (2.9) sont obtenues en posant z1(t) = x(t),
z2(t) = e(t), T1(t) = T(t) et Ta(t) = €(t) et 'hypothése 2.3.1 est vérifiée puisque la fonction
£(x(t)) satisfait la condition de Lipschitz (4.31). Le théoréme 2.5.1 s’applique donc en remplagant
I'hypothése 2.2.1 par les conditions du théoréme 1.4.4, 'EDS (2.1a) par (4.53) et 'EDO (2.43)
par

&(t) = (Ato — KoC + i(Ati - KZ-C)H’) e(t) — £(—2(t)). (4.55)
=1

Théoréme 4.3.2. [BZSM14a] On suppose que I’hypothése 2.3.1 est vérifiée. La relation (4.46) est
une loi de commande bang-bang basée sur l'observateur (4.47) qui assure la stabilité exponentielle
presque stire du point d’équilibre des EDS (4.53) et (4.54) s’il existe des matrices F = F! > 0,
0=0">0¢etYiet(i=0,...,m)etdesréels >0, pu1>0,p; =20 (G=1,....d) et =0

168



4.8. Commande bang-bang des systémes stochastiques

tels que les inégalités suivantes

(1,1), ALF .o ... ATF F
FAy, —-F 0 - 0 0

: 0 : :

: ) ) 0 : <0, (4.56)

FAw, O 0 —-F 0

F 0 o —In
L 22
(1,1). Q

0 ~I,| <0 (4.57)
L M1

d
,2™ avec p = ij et que, pour tout j =1,...,d, une de ces

sont vérifiées pour tout v =1,...
J=1

deux inégalités suivantes
Agjf + FAw, —\/2p;F >0,
AL F + FAu, +/2p;F <0

est vérifiée avec

m T m
(1,1) = (Ato + ZF;’Ati> F+F (Ato + ZF;’Ati> W2, — pF

i=1 i=1

(1,1)e = > ((QAy, = Y;C)'TY + (QA;, — Y;C)TY)

=1
+ (QAy, — YoO)T + (QAy, — YoO) + uy K21, + 26Q.

Les gains K; sont donnés par K; = Q~'Y; pouri=0,...,m.

Démonstration.
étape : Stabilité exponentielle presque stre du point d’équilibre de 'EDS (4.53).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V,(z(t)) = 2 (t)Fx(t) avec F = F > 0.
La condition (1.50a) du théoréme 1.5.3 est satisfaite avec p = 2 et ¢; = Apin(F).
Pour prouver la condition (1.50b) du théoréme 1.5.3, on calcule £V (z(t))

1 ére

m m d
Va(w(t) = 2T (t) | (A + Y _TTAL)TF+ F(Ay + Y TTAL) + Y AL FA,, | a(t)

i=1 i=1 j=1
— 22T () Fe(x(t)).

Puisque ¢(x(t)) est une fonction lipschitzienne vérifiant les conditions (4.30) et (4.31), ap-

plication du lemme (C.3.1) sur la relation précédente donne
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LV, (a(t)) < ' (t) ((Ato + Y TVA)TF + F(Ay + Y TAL)
=1 1=1
d
+ Y AL FAy, + 52, + pFF | 2(t)  (4.60)
7j=1

avec p > 0.

S’il existe un réel ca tel que ca < p et LVy(x(t)) < caVz(x(t)), alors la condition (1.50b) du
théoréme 1.5.3 est satisfaite.

En utilisant 'inégalité (4.60), la condition £V, (x(t)) < caVi(x(t)) est vérifiée si

(At + > TVA)TF+ F(Ay + > TVA)
=1 =1

d
+ Y AL FAw, + 520+ uFF — pF < 0. (4.61)
j=1

En appliquant le lemme de Schur (voir lemme A.3.1) a I'inégalité (4.61), on obtient I'inégalité
(4.56). Vu la convexité du polytope P (voir (4.50)), la condition (1.50b) du théoréme 1.5.3 est
satisfaite si I'inégalité (4.56) est vraie pour tous les sommets du polytope P, c’est-a-dire pour
tous lesv =1,...,2™.

Finalement, pour vérifier la relation (1.50c) du théoréme 1.5.3, on applique BV, (z(t)) a 'EDS
(4.53) et on obtient

BV, (2(t) = a7 (1) (AL, F + FAu)x(t) ... a®(B)(ALF + FAu)e(b)]. (4.62)
d

S'il existe des réels c3 = 2p avec p = ij et pj = 0 tels que | BVy(z(t)]? > e3V2(x(t)),
j=1

alors la relation (1.50c) du théoréme 1.5.3 est satisfaite.
En utilisant la relation (4.62), on obtient

d
1BV, (2(0)[? = esVe (@) = > 2" () (AL, F + FAw, — /20, F)(t)
j=1
x T (8)(Af, F + FAw; + /20;F)z(t). (4.63)

La condition || BV, (z(t))||* = e3V2(x(t)) est vérifice si, pour tout j avec j = 1,...,d, I'une
des deux inégalités (4.58) ou (4.59) est vérifiée.

Puisque ¢3 < p et cg3 = 2p > 0, U'inégalité (1.52) est vérifiée et le point d’équilibre de I'EDS
(4.53) est presque stirement exponentiellement stable.
2¢me gtape : Stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (4.55).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V. (e(t)) = €(t)” Qe(t) avec Q@ = QT > 0. La dérivée
temporelle de V.(€(t)) le long de la trajectoire de la solution de 'EDO (4.55) est donnée par

Ve(e(t) =€ (t) <§:((Ati ~KiC)'TYQ + Q(A, — K;O)IY)

i=1
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+(Agy — KoC)T'Q + Q(Ay, — KoO)) &(t) — 2e” (1) Q(—2(t)). (4.64)

Puisque ¢(x(t)) est une fonction lipschitzienne vérifiant les conditions (4.30) et (4.31), ap-
plication du lemme (C.3.1) sur la relation précédente donne

Ve(e(t) <e(t)” (Z((Ati - KiC)'TyQ + Q(A, — K;O)TY)
=1
+(Agy — KoC)'Q + Q(Ay — KoO) + pi 'w°I, + 11QQ) e(t)  (4.65)

avec pup >0
En utilisant la convexité du polytope P (voir (4.50)), le point d’équilibre de 'EDS (4.55) est
exponentiellement stable si I'inégalité

D (A, = KiO)'TYQ + Q(Ay, — KiCO)TY) + (Ay, — KoC)'Q + Q(Ay, — KoL)
=1
+ ,ufngIn + QO +289 <0 (4.66)

est satisfaite avec 5 > 0 pour tout v = 1,...,2™, c’est-a-dire pour tous les sommets du polytope
P.

Si on pose Y; = QK pour ¢ = 0,...,m, et en appliquant le lemme de Schur (voir lemme
A.3.1)) a I'inégalité (4.66) on obtient I'inégalité (4.57). .

4.3.4 Algorithme pour la détermination des coefficients o;

Dans le théoréme 4.3.1, I'inégalité (4.33) est bilinéaire puisque les coefficients «; et la matrice
de Lyapunov P sont & déterminer.

Cette inégalité bilinéaire doit étre “transformée” en des inégalités matricielles linéaires (LMI)
afin d’utiliser un solveur standard de LMI pour les problémes d’optimisation convexe.

Pour ce faire, on considére deux inégalités dans la suite :

e l'inégalité I1 qui correspond a 'inégalité (4.33) en remplagant le terme (1, 1), par

(1,1)a = (Ay + > 0iAr)TP+ P(Ayy + > iAy) + K2p I, — pP — I,
=1 =1

avec v € IR.

e linégalité I, qui correspond soit a I'inégalité (4.34) ou a I'inégalité (4.35).

L’idée consiste & minimiser un réel . Si on trouve 7 < 0, alors la stabilité exponentielle
presque stire est obtenue.

Mais, puisque v peut étre positif ou nul, I'inégalité I; < 0 peut étre résolue, méme si ’'inégalité
(4.33) n’est pas vérifiée, ce qui permet de continuer d’essayer de trouver une solution faisable
pour le théoréme 4.3.1.

On présente ci-dessous l'esquisse d’un algorithme itératif pour obtenir des solutions «a; et P.

Algorithme.

e Etape 0.
Choisir un réel € > 0 “suffisamment” petit, un entier kpyax “suffisamment” grand et un entier
N >0 (avec N < kmax)-
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Poser k=0, n=0et choisir a1 € R, ..., am €R, p1 >0, ..., pg > 0.
Trouver P = PT >0, > 0 et v € R qui sont solutions du probléme LMI suivant

min sous I1 < 0,1, <0
¥

Poser yo =, Py = P, any = 1, -, Qg = Qi 0 = Ly P1g = P1, - - -5 Pdy = Pd-
— Siyg <0, alors aller a ’étape 3.
— Siqg =0, alors aller a ’étape 1.
e Etape 1.
k+—k+ 1.
Poser P = P._1.
Trouver a1 € R, ..., am € R, p >0, p1 >0, ..., pg > 0et v € R qui sont solutions du
probléme LMI suivant

min sous I; < 0,1, <0
¥

Poser v =, Py = P, a1, = Q1, ..., Qmy, = Qu, fhg = [, P1, = P1, -+ Pdy = Pd-
— SiAg <0, alors aller a I’étape 3.
— Siy, = 0 alors
0 Sivg_1— 7 <e€etsin> N, alors aller a 'étape 3.
0 Siye_1—7 <ceetsin<N,alorsn<+—n-+1 et aller a ’étape 2.
o Siyg_1— "k = €, alors poser n = 0 et aller a I’étape 2.
e Etape 2.
k+—k+1.
Poser a =, |, ..., =0am, |, P1 = Ply 1> ---» Pd = Pdy_;-
Trouver P = PT >0, > 0 et v € R qui sont solutions du probléme LMI suivant

min sous I1 < 0,1, <0
¥

Poser v =, P, = P, a1, = a1, ..., Q. = Qi,y flks = [y P1;, = P1y -+ -5 Pdy, = Pd-
— Si vy <0, aller a ’étape 3.
— Siyk > 0etsi k> kpax, alors aller a 'étape 3.
— Sivg = 0etsik < kmax, alors
0 Sivg_1— " <eetsin> N, alors aller a 'étape 3.
0 Siye_1—7 <ceetsin<N,alorsn<+—n-+1 et aller a ’étape 1.
o Sivg_1— "k = €, alors poser n = 0 et aller a I’étape 1.
¢ Etape 3.
Fin.

Remarque 4.3.2. Dans cet algorithme, il y a deux tests qui permettent de controler le nombre
d’itérations :
e un test d’arrét afin de limiter le nombre d’itérations k et d’éviter un nombre infini d’itéra-
tions — condition du type “tant que k < kpax’ au commencement de ’algorithme,
e un test sur un compteur n qui permet d’autoriser au moins N itérations lorsque le para-
métre v ne diminue pas “suffisamment”, c’est-a-dire quand yx_1 — 7 < €. ]

Pour le théoréme 4.3.2, on propose soit d’utiliser les scalaires a; obtenus dans le théoréme
4.3.1, soit d’adapter 'algorithme ci-dessus au théoréme 4.3.2. Cette adaptation se fait comme
suit :
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ajouter une variable réelle p; > 0 qui intervient de la méme fagon que g,
ajouter une variable réelle § > 0 qui intervient de la méme fagon que les «;,
remplacer la matrice P par les m + 3 matrices F, Q, Yy, ..., Yy,

I'inégalité I; correspond a l'inégalité (4.56) en remplagant le terme (1, 1), par

m T m
(L, 1)y = (Ato + ZFE)An) F+F <Ato + ZW!‘L;) + K2y — pF — A1,

i=1 =1

e l'inégalité I correspond soit a l'inégalité (4.58) ou a l'inégalité (4.59),
e l'inégalité I3 qui correspond a 'inégalité (4.57) en remplacant le terme (1, 1), par

m

(1,1)c = ((QAy, = Y;C)'TY + (QA, — Y;C)TY)

=1
+(QA;, — YoO)T + (QAy, — YoO) + py 'w21, +28Q — 71,

est ajoutée aux problémes d’optimisation & résoudre aux étapes 0, 1 et 2.

4.3.5 Exemple

Pour illustrer les développements ci-dessus sur la commande bang-bang, on considére le sys-
téme stochastique (4.29) avec n =3, m =2, p =2, d = 1 et les matrices suivantes

-15 1 -1 0 —0.02 0.04 0 0.01 -0.01
Ay =105 -25 1 |, 4, =0 0.01 -0.02|, A, = 1|0 —0.01 0.01 |,
0 -06 -35 0 -0.01 0.02 0 0.01 -0.01

(35557 —0.10952 —0.47238
Ay = 1046643 —4.031 —0.80024|, C' =
—0.1 0.066667 —3.4833

0 0103 100
02 02 0| 00 1|

La non linéarité est donnée par la fonction £(z(t)) suivante

sin(z1(t))
U(x(t)) = |sin(z2(t))
sin(s (1))

qui vérifie les conditions (4.30) et (4.31) avec k = 1.

4.3.5.1 Commande bang-bang par retour d’état

Dans un premier temps, on suppose que I'état est complétement mesuré afin de calculer une
loi de commande bang-bang par retour d’état. Dans ce cas, ’équation de mesure (4.29b) est
remplacée par (4.29b-bis).

En choisissant

pw=0.1, p=20,
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les inégalités (4.33) et (4.35) du théoréme 4.3.1 ont généré les résultats suivants

0.3 —6.6099 —3.7544
P=1-6.6099 20.449  5.4699 |, |ai| =33, |ag| = 12.
—3.7544 54699  40.245

Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes

-2
o = 0.5
1

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage d¢ = 0.001 seconde
(voir (1.32)).
Les figures 4.2 et 4.3 confirment 'efficience de ’approche proposée.

2

_olH

_4 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Temps |[s]
FIGURE 4.2 — Etat z1(t) (bleu), état xa(t) (vert), état x3(t) (rouge).
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35

30 1

20t , : : 1

_15 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Temps [s]

FIGURE 4.3 — Commande u;(t) (bleu), commande us(t) (rouge).

Dans la figure 4.2, on constate que la stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre
de 'EDS (4.29a) a bien été obtenue en appliquant la commande bang-bang (4.32). Dans la figure
4.3, on constate que la commande wuj(t) est restée constante et égale a || = 33, tandis que la
commande u(t) a commuté entre les valeurs |ae| = 12 et — |ag| = —12.

4.3.5.2 Commande bang-bang par retour d’état basé sur un observateur

Dans un premier temps, on applique une loi de commande bang-bang basée sur un observateur
pour le systéme stochastique non linéaire (4.29a) avec un vecteur d’état partiellement mesuré
(4.29b). Les valeurs numeériques des paramétres de ce systéme sont données au début de la section
4.3.5, page 173.

L’hypothése 2.3.1 est vérifiée.

En choisissant

p=20, p=0.1, uy =0.1, B =0.5,

les inégalités (4.56), (4.57) et (4.59) du théoréme 4.3.2 ont généré les résultats suivants

[ 43549 0.072979 —0.30135 2.0862 —1.0181  0.24947
F =10.072979  3.4762 0.10534 |, @ = [—1.0181  2.2513  —0.27699 |,
| —0.30135 0.10534  4.1554 0.24947 —0.27699 1.213
50804 32.021 —2.7931 —0.1995 —23.6567 0.11182
Yo = |—483.45 259.53|, Y1 = [—-3.3884 1.723 |, Yo = | —23.453  11.66 |,
| 18.119  738.98 0.11783  4.6006 —0.04959  35.392

lan] = 0.1, |as| =0.1.
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Les gains Ko = @71V, K1 = Q7'Vj et Ky = Q7'Y5 de lobservateur (4.47) sont

—447.89 42.268 —2.6626 0.04505 —21.054 0.93328
Ko= | —415.8 2143 |, K1 = | —2.7059 1.2874 |, Ko = | —19.972  9.4327 |.
12.104  649.46 0.026845 4.0775 —0.27147  31.139

Les simulations ont été réalisées avec les conditions initiales suivantes
0

Trog = 0.5 5 i’\o = |0
0

et en utilisant la méthode d’Euler-Maruyama avec un pas d’échantillonnage d¢ = 0.001 seconde
(voir (1.32)).

Les figures 4.4 & 4.11 illustrent les résultats obtenus en simulation avec la commande bang-
bang par retour d’état basé sur un observateur.

6

_6 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Temps [s]
FIGURE 4.4 — Etat z1(t) (bleu), état za(t) (vert), état x3(t) (rouge).
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o
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P

VA
0

-5

_6 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Temps |[s]
FIGURE 4.5 — Etat z1(t) (bleu, continu) et estimation Z;(¢) (rouge, discontinu).

Lty \
I 'U\,\/x\//\/‘v\‘\"///
Ui

AN e

o

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Temps [s]
FIGURE 4.6 — Etat 25(t) (bleu, continu) et estimation Z5(t) (rouge, discontinu).
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-2

0

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Temps |[s]

FIGURE 4.7 — Etat z3(t) (bleu, continu) et estimation Z3(t) (rouge, discontinu).
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FIGURE 4.8 — Erreur d’observation.
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FIGURE 4.9 — Commande u;(t) (bleu) et commande ua(t) (vert).

0.1

T
]
i
)
1
]
1
]
)
1
)
1

0.08 11 b

0.06 11 i

0.04 b

0.02 i

-0.02 11 b

-0.04 b

-0.06 i

-0.08 11 i

—o.1 [(HUULLIE U oty

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Temps [s]
FIGURE 4.10 — Commande u;(t).
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FIGURE 4.11 — Commande us(t).

La commande bang-bang proposée a bien assuré la stabilité exponentielle presque siire du
point d’équilibre de 'EDS (4.29a) comme le montre la figure 4.4. De méme, l'erreur d’estimation
converge exponentiellement presque stirement vers zéro comme 'illustre la figure 4.8. Les figures
4.5, 4.6 et 4.7 montrent la convergence exponentielle presque sfire de ’estimation vers chacune
des composantes du vecteur d’état de 'EDS (4.29a). Cette convergence est plus lente que la
dynamique de 'EDS et comporte des composantes oscillatoires & hautes fréquences. Ces com-
posantes oscillatoires & hautes fréquences montrent les limites de cette stratégie de commande
lorsque I’état n’est pas complétement mesuré : sur les figures 4.9, 4.10 et 4.11, les commandes
ui(t) et wa(t) n’arrivent pas & compenser ce comportement oscillatoire en boucle fermée qui
n’existe pas sur 'état du systéme a commander (figure 4.4), mais sur 'estimation de cet état
(figures 4.5, 4.6 et 4.7). On peut noter que ce comportement oscillatoire n’existe pas lorsque
I'état est complétement mesuré (figure 4.2).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, deux problémes ont éte abordés.

Le premier probléme concerne la détermination de conditions suffisantes pour garantir le rejet
exponentiel, avec un taux de décroissance garanti, des perturbations additives affectant une EDS
dont les bruits sont multiplicatifs. Ces conditions ont été obtenues en utilisant une approche de
type Lyapunov. L’utilisation de ces conditions avec des fonctions de Lyapunov quadratiques a
été étudiée. Un exemple illustre les résultats obtenus.

Le second probléeme traité est la stabilisation exponentielle presque siire par retour d’état
estimé d’une classe de systémes stochastiques non linéaires avec des bruits multiplicatifs. Les
mesures sont stochastiques. La loi de commande est de type bang-bang. Dans un premier temps,
une loi de commande par retour d’état est calculée. Puis, un observateur permet de remplacer
I’état du systéme dans la loi de commande par son estimation. La stabilité exponentielle presque
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stire a été démontrée en utilisant I’approche découplée développée dans le chapitre 2. Un algo-
rithme permet de résoudre itérativement les inégalités assurant la stabilité exponentielle presque
siire en boucle fermée en “linéarisant” ces inégalités & chaque itération. La loi de commande
proposée est testée sur un exemple.
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Chapitre 5. Commande et filtrage des systémes stochastiques singuliers

5.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a la stabilisation et & I'observation des systémes modélisés par des
équations algébro-différentielles stochastiques (EADS) en présence de bruits multiplicatifs.

Afin de mieux modéliser certaines classes de systémes physiques, beaucoup d’attention a
été accordée a l'étude des systémes singuliers, appelés aussi systémes descripteurs ou algébro-
différentiels. Ces systémes présentent de nombreux avantages car ils permettent une représen-
tation beaucoup plus générale des systémes que la forme classique non singuliére. Les systémes
algébro-différentiels permettent de prendre en compte des contraintes algébriques (et non seule-
ment dynamiques) et des comportements impulsionnels dans leur représentation [Dai89, Apl9l,
TMK94, MKOS97, UI99, Mas06, Mas07, YZZ13].

Donc, la combinaison de la représentation stochastique sous forme d’It6 et de la représentation
sous forme descripteur nous permet de considérer une classe de systémes physiques beaucoup plus
large [Win02, Win03|. A notre connaissance, il y a trés peu de résultats concernant ce type de
systémes dans la littérature dans les domaines de la commande et du filtrage a I’exception de ceux
de Xia dans [Xia07| ou l'auteur traite du filtrage d’une classe de systémes stochastiques algébro-
différentiels lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires et que des retards sont présents dans
la dérive, le type de stabilité considéré étant la stabilité exponentielle en moyenne quadratique.
Dans [Win02, Win03|, c’est la discrétisation des EADS et leur application & la modélisation des
circuits électroniques qui sont traitées.

Deux problémes sont abordés dans ce chapitre :

e développer un lemme borné réel pour cette classe de systémes stochastiques et 'appliquer

a la commande H (section 5.3),
e synthétiser un observateur pour une classe de systémes singuliers stochastiques non linéaires
en utilisant la stabilité exponentielle presque stre (section 5.4).

Avant de proposer une solution & ces deux problémes, il a fallu adapter la formule d’Ito
aux EADS. C’est l'objet de la section 5.2. Pour ce faire, 'approche utilisée est basée sur la
décomposition du pseudo-état x(t) en deux parties en s’appuyant sur les travaux menés dans
[Win03| : une partie dynamique z,(t) et une partie algébrique x,(t) (voir section 5.2.1). Cette
méthode permet d’étendre les concepts d’indice 1 et d’admissibilité aux EADS (voir section 5.2.2),
de formaliser le calcul d’It6 pour les EADS et d’adapter les conditions de type Lyapunov pour les
stabilités exponentielle presque siire (théoréme 1.5.3) et exponentielle en moyenne quadratique
(théoréme 1.5.4) aux EADS (voir section 5.2.3).

Dans la section 5.3.1, un lemme borné réel est développé pour les systémes stochastiques
algébro-différentiels lorsque la dérive et la diffusion sont linéaires'. Ce lemme borné réel est
ensuite appliqué, dans la section 5.3.2, a4 la synthése d’'une loi de commande H, permettant
de garantir que le systéme bouclé est admissible avec la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique, tout en garantissant un niveau d’atténuation sur les perturbations & énergie bornée.
Deux cas sont traités pour cette loi de commande H, : le retour d’état dans la section 5.3.2.2
et le retour de sortie dynamique dans la section 5.3.2.3.

Dans la section 5.4, c’est la stabilité exponentielle presque siire qui est utilisée pour la synthése
d’un observateur pour un systéme stochastique décrit par une EADS avec des non linéarités one-
sided Lipschitz. L’approche proposée se décompose en quatre étapes. Dans un premier temps,
on reformule P'erreur d’observation sous une forme adéquate adaptée a 'EADS décrivant la
dynamique du systéme stochastique (section 5.4.2), ce qui permet, dans un second temps, de
paramétrer les matrices de 'observateur via un seul gain (section 5.4.3). Dans un troisiéme temps,

1. Le lemme borné réel pour les systémes stochastiques non singuliers est rappelé dans la section 1.6.
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on applique I'approche découplée explicitée dans les théorémes 2.3.1 et 2.5.1 (section 5.4.4), ce qui
permet, enfin, d’exprimer des conditions suffisantes garantissant que 'EADS associée & Ierreur
d’estimation est admissible avec la stabilité exponentielle presque siire (section 5.4.5).

5.2 Equations algébro-différentielles stochastiques non linéaires

On considére I'équation algébro-différentielle stochastique non linéaire suivante
Edx(t) = f(z(t),t)dt + g(z(t),t) dw(t) (5.1)

ot z(t) € R™ est le pseudo-état et w € R? est un mouvement brownien multivariable indépendant
et centré. La dérive f(x(t),t) est module-intégrable (voir(1.8)) et la diffusion g(x(t),t) est carré-
intégrable (voir (1.9)). Les fonctions f(x(t),t) et g(z(t),t) vérifient

FO,)=0 et g(0,t)=0 (5.2)

et les conditions données par le théoréme 1.4.4.
La matrice £ € R™"™ dans (5.1) est singuliére, c’est-a-dire que

rang(F) =r < n. (5.3)

5.2.1 Variables dynamiques et variables algébriques
Le pseudo-état x(t) dans 'EADS (5.1) peut étre décomposé ainsi
x(t) = ETEx(t) + (I, — ETE)x(t) (5.4)

—_—— v
Tq, (t) Ty (t)

ot ET est une pseudo-inverse réflexive quelconque de E vérifiant £ = EETE et Et = EYEET
(voir les sections A.2.1 et A.2.2 dans annexe A). Une pseudo-inverse réflexive vérifie rang(E™) =
rang(FE).
Soit les ensembles S, et S, définis par
Sy = {zy(t) | 2,(t) = ETEz(t), Vo € R"}, (5.5a)
Sy = {x,(t) | 2o(t) = (I, — ETE)x(t), Vo € R"}, (5.5b)

alors l'espace vectoriel R" est la somme directe de S, et de S, c¢’est-a-dire
R"=8,®S,, (5.6)

ce qui est équivalent a R" = §,US, et S,NS, = {0}. L’espace vectoriel S, correspond a l’espace
vectoriel U et Iespace vectoriel S, correspond a 'espace vectoriel V définis dans les équations
(A.2.5¢), (A.2.5d) et (A.2.5f).

Dans la suite de ce chapitre, ,(t) est appelé la variable dynamique avec S, = {z,,(t)} 'espace
vectoriel des variables dynamiques et x,(t) est appelé la variable algébrique avec S, = {x,(t)}
I’espace vectoriel des variables algébriques. Ainsi, on a les relations suivantes

Ex(t) = Ex,(t) et 0 = Ex,(t), (5.7)
Exy(t) =0 <= z,(t) = 0 <= z(t) = z, (1), (5.8)

ot les variables x,(t) et x,(t) sont données par (5.4).

185



Chapitre 5. Commande et filtrage des systémes stochastiques singuliers

5.2.2 Equations algébro-différentielles stochastiques d’indice 1, admissibilité
et consistance des conditions initiales

5.2.2.1 Equations algébro-différentielles stochastiques d’indice 1

En utilisant les propriétés des pseudo-inverses (voir la section A.2 dans l'annexe A), on a
I'équivalence suivante avec 'EADS (5.1)

EE*
I, — EET

EE*
I, — EE*
— { E(dzy(t)+dzy(t)) = EET f(zy(t)+2,(t),t) dt+ EET g(xy(t) + 24 (1), t) dw(t)

0= (I,—EET)f(xy(t)+xy(t),t) dt+ (L, — EET)g(xy(t)+ 24 (t), t) dw(t)

da(t) = (f (2(t),t) dt + g(x(t),t) dw(?))

(5.9)

et FEADS (5.1) est décomposée en deux parties : les contraintes dynamiques et les contraintes
algébriques mises en évidence dans (5.9).

Afin que la solution z(t) de 'EDS (5.1) ne soit pas directement affectée par le bruit w(t), il
faut que le bruit w(t) n’apparaisse pas directement dans les contraintes algébriques et donc que
la relation suivante [Win03]

0= (I, — EET)g(zy(t) + z,(t),1) (5.10)

soit vérifice pour tout z(t) € R™ (donc V,(t) € S, et Va,(t) € S,) et pour tout t € R, Cette
condition est satisfaite si

Im(g(zy(t) + 24 (t),1)) C ker(I, — EET) = Im(E). (5.11)

En insérant la contrainte (5.10) dans 'EADS (5.9) avec Ex,(t) = 0, on obtient 'EADS
suivante

Edr,(t) = EETf(zy(t) +z,(t),t)dt + EETg(zy(t) + z,(t), t) dw(t) (5.12a)
0 = (I, — EET)f(xu(t) +24(t),1) (5.12b)
= (I, — EEN)g(zy(t) + 2 (t),1) (5.12¢)
Puisque

ETEx,(t) = x,(t), (5.13)

I'EADS (5.12) est équivalente a
do,(t) = ETf(z,(t) +z(t),t)dt + ETg(zy(t) + 20 (t), 1) dw(t) (5.14a)
0 = (I, — EE")f(xu(t) + z,(t),1) (5.14b)
0 = (I, — EE")g(xu(t) + z4(t),1) (5.14c)

ol x,(t) joue le role de I'état, tandis que z,(t) joue celui d’une entrée exogéne.

Afin qu’il n'y ait pas de probléme de causalité dans 'EADS (5.1) (ou dans 'EADS (5.14)),
il faut que les contraintes algébriques données par (5.14b) aient une solution unique x,(t) en
fonction des variables dynamiques z,,(t). Dans le cas contraire, la connaissance d’une condition
initiale (0) = z¢ n’est pas suffisante pour obtenir la solution de 'EADS (5.1) car il faudrait
aussi avoir des informations sur x,(t) avec ¢ > 0. La contrainte (5.14b) posséde une solution
unique z,(t) exprimée en fonction de x,(t) si [Win03|

det (E + (I — EEﬂW) 40 (5.15)
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et si la solution de I’équation (5.14b) peut s’écrire ainsi
Ty () = 0(my(t), 1) (5.16)

oll x,(t) existe globalement et est unique [Win03].
Les développements faits dans cette section permettent de définir une EADS d’indice 1.

Définition 5.2.1 (EADS d’indice 1). [Win03] L’EADS (5.1) est d’indice 1 si
e les contraintes algébriques (5.14b) ont une solution unique pour les variables algébriques
x,(t) en fonction des variables dynamiques, c’est-a-dire que la condition (5.15) est satisfaite
et si la fonction v définie dans (5.16) existe globalement et de maniére unique,
e les bruits n’affectent pas les contraintes algébriques, c¢’est-a-dire que la condition

0= (I, — BE)g(x(t). ) (5.17)
est satisfaite Vz(t) € R™ et Vt > 0.

En insérant la solution x,(¢) dans I'EDS (5.12a), on obtient I'EDS réguliére suivante
dry(t) = BT f(au(t) + 0(xu(t),t),t) dt + ETg(zy(t) + 0(wy(t), 1), 1) dw(t) (5.18)

et la solution x,(t) appartient au sous-espace invariant S,. On peut alors énoncer la remarque
suivante qui est importante pour 1’étude des conditions de stabilité de 'EADS (5.1) avec des
fonctions de Lyapunov.

Remarque 5.2.1 (Stabilité du point d’équilibre z(¢) = 0). Si 'EADS (5.1) est d’indice 1,
alors le point d’équilibre x(t) = 0 de PTEADS (5.1) est stable si et seulement si le point d’équilibre
xy(t) de 'EDS (5.18) est stable. O

Remarque 5.2.2 (Cas des équations algébro-différentielles ordinaires). Soit I’équation
algébro-différentielle ordinaire (EADO) suivante

Ei(t) = f(z(t),1) (5.19)

ou z(t) € R"™ est le pseudo-état et la matrice E est singuliére avec rang(F) = r < n.

Puisque le terme de diffusion est nul (g(x(t),t) = 0), on peut appliquer les développe-
ments faits dans les sections 5.2.1 et 5.2.2.1 a PEADO (5.19). Cette EADO sera d’indice 1
si les contraintes algébriques (5.14b) ont une solution unique pour les variables algébriques ()
en fonction des variables dynamiques, c’est-a-dire que la condition (5.15) est satisfaite et si la
fonction v définie dans (5.16) existe globalement et de maniére unique.

Dans le cas ot TEADO est linéaire, c¢’est-a-dire si elle s’écrit comme suit

Bi(t) = Ax(t) (5.20)

il est montré dans [Dai89, MWO01| que 'EADO (5.20) est d’indice 1 si et seulement si
e 'EADO (5.20) est réguliére, c’est-a~dire qu’elle posséde une solution unique z(t),
e 'EADO (5.20) est causale.
L’EADO (5.20) est régulicre si et seulement si [Dai89, MWO01|

det(sEE— Ay) #0 (5.21)
avec s € C.
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Si PEADO (5.20) est régulicre, alors elle est causale si et seulement si [Dai89, MWO1]
deg(det(sE — A;)) = rang(FE) (5.22)

avec s € C.
On peut donc en conclure que 'EADO (5.20) est d’indice 1 si et seulement si les conditions
(5.21) et (5.22) sont satisfaites ou si et seulement si (voir (5.15))

det(E + (I, — EE™)Ay) #0. (5.23)

Si TEADO (5.20) est réguliére, alors il existe deux matrices P € R™*" et Q € R™*"™ avec
det(P) # 0 et det(Q) # 0 telles que [Dai89, MWO1|

I,, 0

QEP =
Ny,

] et QAP =

Ay 0
n (5.24)
0 I,

ol n1 + n2 = n et la matrice Ny, est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe un entier k > 1 tel que
N[ = 0. L’indice de 'EADO (5.24) est k. L'EADO (5.24) est d’indice 1 si Ny, = 0 dans (5.24).
La décomposition donnée dans (5.24) est appelée forme de Kronecker-Weierstrass de 'EADO
(5.20).
La causalité est équivalente a ’absence de modes impulsionnels (aussi appelés modes infinis).
Ces modes impulsifs sont les solutions s de 'équation det(sNy, — Ip,,) = 0. U]

En utilisant les développements faits dans la remarque 5.2.2, TEADS

d
Eda(t) = Aw(t) dt + Y Ay,a(t) dw(t) (5.25)
=1

est d’indice 1 si les conditions (5.21) et (5.22) sont satisfaites et si
0= (I, — EE") [Awl 3 .Awd} . (5.26)
On peut remplacer les conditions (5.21) et (5.22) par (5.23) et la condition (5.26) par

mn ([4y, . Ay,|) S Tm(E), (5.27)

5.2.2.2 Equations algébro-différentielles stochastiques admissibles

En étendant la notion d’admissibilité d’une équation algébro-différentielle ordinaire définie
dans [MKOS97] au cas des EADS non linéaires, on obtient la définition suivante.

Définition 5.2.2 (EADS admissible). [BZSM13a, BZSM14b] L’EADS (5.1) est admissible
e 'EADS (5.1) est d’indice 1,
e le point d’équilibre de 'EADS (5.1) est stable.

La notion de stabilité retenue dans la définition 5.2.2 dépend du probléme & résoudre : dans
la section 5.3, il s’agit de la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, tandis que dans la
section 5.4, il s’agit de la stabilité exponentielle presque stire.
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5.2.2.3 Consistance des conditions initiales d’une équation algébro-différentielle
stochastique

Définition 5.2.3 (Condition initiale consistante). La condition (5.14c) étant supposée sa-
tisfaite quels que soient x,(t) € Sy, xy(t) € Sy et t = 0, une condition initiale o = x(0) =
24,(0) + 2,(0) sera consistante pour ’EADS (5.1) si et seulement si la condition suivante

(In - EE+)f(xu(0) + .%'U(O), 0) =0 (5'28)
est satisfaite.

Si PEADS (5.1) est d’indice 1, alors toutes les initialisations consistantes sont données par
xo = x(0) = x4(0) 4+ 2,(0) avec x,(0) € Sy et ,(0) = V(x,(0),0).

5.2.3 Fonctions de Lyapunov et calcul d’It6é pour les équations algébro-différentielles
stochastiques

5.2.3.1 Fonctions de Lyapunov pour les équations algébro-différentielles stochas-
tiques

Dans cette section, les fonctions de Lyapunov pour 'EADS (5.1) sont les mémes que celles qui
sont utilisées pour les équations algébro-différentielles ordinaires dans [MKOS97, TK98, RA0O0,
ZLX02|. Ces fonctions de Lyapunov quadratiques, qui sont employées dans [Xia07, BZSM13a,
BZSM14b|, sont données par

Vx(t)) = xT(t)ETPJU(t) (5.29)
ol la matrice P € R™*"™ vérifie la contrainte
ETP=PTE>0. (5.30)

On a donc V(z(t)) = 2T (t)ET Px(t) = 2T (t)PT Ex(t) > 0.
Les relations (5.4) et ( 5.29) donnent
V(u(t) +ao(t) = (a7 (t) + 2y (1) BT P(wu(t) + z4(t))
=zt )ETqu( t) + L (t)ET Py (t) + 2L (t) ET Py (t) + X (t) ET P, (t)

=0
=2l ()ET Pa,(t) + 2T (t) PT Bz, (t)
=0
= 2L () ET Pa,(t) = 2L () PT Exy(t) = V(zu(t)). (5.31)

Remarque 5.2.3 (Positivité de la fonction de Lyapunov V(z(t))). Du fait de la remarque

5.2.1 et en utilisant la relation (5.31), la fonction de Lyapunov V' (z(t)) donnée dans (5.29) sera

strictement définie positive si V' (x,(t)) > 0 (et donc V(z,(t)) = 0 si et seulement si x,,(t) = 0).

Ainsi, x,(t) est le “vrai” état, tandis que x(t) est le pseudo-état. O
On obtient donc

Vi(2(t)) = Vi, (zu(t)) = 8(1‘/ . aiv e OETP + 2L (t)PTE = 22T (1) ET P, (5.32)
ul Un
A% PPV ]
0Ty, 0Ty, 0Ty, 0xy,
Viw (2(1)) = Vi (2 (1)) = : : =FETP+PTE=2ETP.  (5.33)
9*V 9*V
| 02y, 0y,  Oxy, 01y, |
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5.2.3.2 Calcul d’It6 pour les équations algébro-différentielles stochastiques

Afin de simplifier les notations et sans perte de généralité, on suppose que les fonctions f et
g dans 'EADS (5.1) ne dépendent pas explicitement du temps.
L’application de la formule d’It6 sur 'EDS (5.14a) donne

dV (2 (t)) = LV (2 (1)) dt + BV (z,,(t)) dw(t) (5.34)
SV (za(t)) = [T(za(t)+ao(O)(EN)TV (2u(t))
—i—%tr(gT(a:u(t)—i—xv(t))(EJ“)Tquxu(mu(t))E+g(:cu(t)+xv(t))), (5.35a)
BY (zu(t) = 2g" (zu(t)+2(t)(ET) V], (2u(?))- (5.35b)
En utilisant la fonction de Lyapunov définie en (5.29) et (5.30) avec (5.34) et (5.35), on
obtient
FHaa(t)+2o () (ET)TVE (2u(t) = [T (@a(t) +ao(0) (EF)T BT Pay(t)
+2l () PTEET f(2,(t) +x0(t), (5.36a)
gT(a:u(t)—l—xv(t))(EJr)Tquzu(a:u(t))E+g(xu(t)+xv(t))
= 297 (@u(t) + 2, () (ENTETPE* g(my(t)+a4(t), (5.36b)
297 (20 (t) + 2, () (EN) TV (24 (t) = 297 (v (t) +2, () (EN)T ET Pzl (t).  (5.36¢)

~

La formule d’'It6 ayant été sur 'EDS (5.14a), les relations (5.14b) et (5.14c¢) sont donc vérifiées
et, puisque V(x(t)) = V(xy(t)) (voir (5.31)), on a

eI’ OPTE =2l () ETP = 2T (t)ETP = 2T (t)PTE (5.37)
et les relations suivantes

2y (PTEE" f(zy(t)+a,(t) =
ﬂzg(t)PTEEJrg(xu(t)-i-:Ev(t)) =

T)PT f(x(1)), (5.38a)
TtyPT g(x(t)), (5.38D)

sont donc satisfaites.
En insérant (5.38a) dans (5.36a) et (5.38b) dans (5.36¢), la formule d’It6 donnée par (5.34),
(5.35a) et (5.35b) devient

AV (2(t)) = LV (z(t)) dt + BV (z(t)) dw(t) (5.39)

SV (x(t)) = [ (2() Pe(t) +aT (1) PT f(x(t) +tr(g" (2(t) (EY)TETPE" g(x(1))), (5.40a)
BV (x(t)) = 227 (1) PT g(x(t)). (5.40b)

Lemme 5.2.1 (Formule d’Ité6 pour une EADS (version 1)). /[BZSM13a] Soit ’EADS
(5.1), la formule d’Ité appliquée a la fonction de Lyapunov V(x(t)) définie par (5.29) et (5.30)
est donnée par (5.39), (5.40a) et (5.40b) si les conditions

0 = (I, — EE")f(z(t)), (5.41a)
0 = (I,— EET)g(z(t)). (5.41Db)

sont satisfaites.
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Démonstration. Conséquence directe des calculs développés dans la section 5.2. °

Remarque 5.2.4. La condition (5.41b) est identique a (5.10). Elle signifie que la solution z(t)
de PEADS (5.1) n’est pas directement affectée par le bruit w(t), c’est-a-dire que le bruit w(t)
n’apparait pas directement dans les contraintes algébriques de TEADS. Ainsi, par construction,
la contrainte (5.41b) est automatiquement vérifiée (voir les EADS (5.9) et (5.12)). O

Remarque 5.2.5. Dans, [Xia07], les relations (5.39), (5.40a) et (5.40b) sont données sans dé-
monstration et sans mentionner les contraintes (5.41a) et (5.41b). Ces deux contraintes, qui cor-

respondent respectivement a (5.14b) et (5.14¢), ont été utilisées pour obtenir (5.38a) et (5.38b),
et donc (5.40a) et (5.40b). O

Avec (5.41b), on a g*' (z(¢))((ET)TET — I,) = 0, ce qui donne
tr(g" (z(0)(EF)T BT PETg(2(t))) = tr(g" (x(t)) PET g(x(1)))
et la relation (5.40) se simplifie ainsi

LV (2(t))
BV (x(t))

FT (@) Pa(t)+2T ()P f(x(t)+tr(g (x(6)) PEY g(2(t))),  (5.42a)
22T () PT g(x(t)). (5.42b)

Le lemme 5.2.1 peut donc étre reformulé comme suit.

Lemme 5.2.2 (Formule d’Ité pour une EADS (version 2)). [BZSM14b, BZSM15a] Soit
UEADS (5.1), la formule d’Ité appliquée a la fonction de Lyapunov V(x(t)) définie par (5.29) et
(5.30) est donnée par (5.39), (5.42a) et (5.42b) si les conditions

— (I, - BE") f(a(t)), (5.43a)
= (I, — EET)g(x(t)). (5.43b)
sont satisfaites.
Démonstration. Conséquence directe des calculs développés dans la section 5.2. )

Remarque 5.2.6. Si la fonction de Lyapunov dépend du temps, alors il faut rajouter le terme

oV (z(t
Vi(z(t)) = (8t<)) dans 'expression de £V (z(t)) donnée par (5.40a) ou par (5.42a). O
Les développements présentés dans la section 5.2 permettent de formuler des conditions pour
la stabilité exponentielle presque stire et pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique
du point d’équilibre de 'EADS (5.1), notamment en s’appuyant sur les remarques 5.2.1 et 5.2.3.

Ces conditions sont formulées dans les lemmes suivants.

Lemme 5.2.3 (Stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre d’une EADS).
[BZSM14b, BZSM15a] On suppose que I’EADS (5.1) est d’indice 1. Le point d’équilibre de ’EADS
(5.1) est exponentiellement presque sirement stable si les conditions du théoréme 1.5.8 sont
satisfaites en remplagant la condition (1.50a) par

cillzu (@ < V(¢ zu(t)) (5.44)

et en utilisant les formules (5.40a) et (5.400) ou (5.42a) et (5.42b) pour £V (t,z(t)) et BV (t, z(t)),
la variable x,(t) étant définie dans (5.4).

Démonstration. Conséquence directe des calculs développés dans la section 5.2. °
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Lemme 5.2.4 (Stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point d’équilibre
d’une EADS). [BZSM13a] On suppose que '’EADS (5.1) est d’indice 1. Le point d’équilibre
de 'EADS (5.1) est exponentiellement stable en moyenne quadratique si les conditions du théo-
reme 1.5.4 sont satisfaites en remplacant dans la condition (1.53) Uexpression “cy||z(t)|* <
V(t2(t)) < co [o(®)]>” par

e eu(D? < V(t,za(t) < collza(t)]? (5.45)

et en utilisant les formules (5.40a) et (5.400) ou (5.42a) et (5.42b) pour £V (t,xz(t)) et BV (t, z(t)),
la variable x,(t) étant définie dans (5.4).

Démonstration. Conséquence directe des calculs développés dans la section 5.2. °

5.3 Commande H,, pour les systémes singuliers stochastiques li-
néaires

Dans cette section, le lemme borné réel traité dans la section 1.6.1 du chapitre 1 est étendu
au cas des EADS (section 5.3.1), puis un correcteur, dit “H” est proposé afin de stabiliser une
EADS et vérifier les conditions du lemme borné réel (section 5.3.2).

Comme cela est rappelé dans la section 1.6.1, le lemme borné réel consiste & donner des
conditions sur un systéme dynamique afin que le gain entre I’énergie de I'entrée et celle de la
sortie de ce systéme soit inférieur & une borne v > 0 donnée. Dans le cas des systémes décrits par
des EDO, le lemme borné réel est formulé via des équations de Riccati dans [GD88, DGKF89), via
des inégalités de Riccati dans [Wil71, AV73, SMNOIOQ| (voir théoréme 1.6.1) et via des inégalités
matricielles linéaires (appelées LMI) dans [BEFB94, GA94, IS94, EF96, SGC97| (voir théoréme
1.6.1). Le correcteur H, associé au lemme borné réel est obtenu en utilisant des propriétés des
LMI démontrées dans [PZPB91|.

Pour les systémes singuliers, ¢’est-a-dire pour les systémes décrits par une EADO, le lemme
borné réel est formulé en termes de LMI dans [TMK94, MKOS97, UI99, RA00, RA02, Mas06,
Mas07, MSO08|.

Dans le cas stochastique, c’est-a-dire lorsque le systéme est modélisé par une EDS avec des
bruits multiplicatifs, le lemme borné réel est exprimé en termes de LMI lorsque la dérive et la
diffusion sont linéaires dans [Mor95, DHS97, HP98, GLSY01, XC02, XC03| (voir théoréme 1.6.2).
Pour ces systémes stochastiques, le gain entre 1’énergie de I’entrée et celle de la sortie est remplacé
par le gain entre la moyenne quadratique de 'énergie de I'entrée et celle de la sortie (voir le gain
L5 stochastique dans la définition 1.6.1). Une extension au cas des EDS non linéaires est donnée
dans le théoréme 1.6.3 et dans [HSRZ09] pour le cas bilinéaire. Les solutions proposées dans ces
articles s’appuient sur la transformation en LMI des équations de Riccati associées a la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique étudiées dans [WWT76].

5.3.1 Lemme borné réel pour les systémes singuliers stochastiques linéaires
On considére le systéme singulier stochastique suivant
d
Edx(t) = (Awx(t) + Bo(t)) dt +Z(Awi$(t) + By, v(t)) dw;(t) (5.46a)
A = Cuslt) 4 Doel®) (5.46D)
ou
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e 2(t) € R" — pseudo-état,

o v(t) € R? — entrées exogénes (perturbations, référence, etc, ... ),

e 2(t) € R® — sorties controlées,

e w(t) € RY — mouvement brownien indépendant et centré ott w;(t) est la i®™® composante

de w(t).
La matrice E € R™*" dans (5.46) est singuli¢re, c’est-a-dire que

rang(E) =r < n. (5.47)

Hypothése 5.3.1 (Norme stochastique des entrées admissibles). Dans la suite de la
section 5.3, le signal exogéne v(t) vérifie la relation de bornitude suivante

lollz, < +oo (5.48)

o, =5{ [T wewal ~ef [T oral - [Te{por}a e

c’est-a-dire que v(t) € Ly ([0,400);IRY) ou Uespace de signauz Ly ([0, +00);RY) est défini en
(1.112).

avec

En se basant sur la notion de gain Ly stochastique donnée dans la définition 1.6.1, le systéme
singulier stochastique (5.46) satisfait aux conditions du lemme borné réel si

o 'EADS (5.46a) avec v(t) = 0 est admissible : indice 1 et stabilité exponentielle en moyenne

quadratique du point d’équilibre (voir les définitions 5.2.1 et 5.2.2 et le lemme 5.2.4),

e le gain Lo stochastique entre v(t) et z(t), donné dans la définition 1.6.1, est majoré par un

réel v > 0, Vo(t) € Ly ([0, +00) ; RY).

Vu la norme ||v| 7, utilisée dans la définition du gain Ly stochastique et dans I'hypothese
5.3.1, c’est la stabilité en moyenne quadratique qui est retenue pour caractériser I’admissibilité
de 'EADS (5.46a).

L’indice de performance ~y est aussi appelé “coefficient d’atténuation” de l'entrée (ou de la
perturbation) v(t) ou critére Hoo [HP98| car le gain Lo stochastique est considéré comme une
extension aux systémes stochastiques de la norme H, donnée dans la relation (1.107).

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour que le systéme singulier stochas-
tique (5.46) satisfasse aux conditions du lemme borné réel.

Théoréme 5.3.1 (Lemme borné réel pour les EADS). [BZSM13a] Le systéme stochastique
singulier (5.46) est admissible avec la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et satisfait
le critére de performance suivant

1212, <+7l0ll2,, Wo(t) € L, u(t) # 0,20 = 0 (5.50)

ot v > 0 est le facteur d’atténuation des perturbations v(t) s’il existe une matrice P et deux
scalaires p1 > 0 et pg > 0 tels que les conditions suivantes

n([4y, By, ... Au, Bu,)) SIm(E) (5.51)
ETP=PT'E>0 (5.52)

1,1) = CF
U= (2,1 (2,2) DL | <0 (5.53)
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sont satisfaites avec

d
(1,1) = AT P+ PTA+> AL (BN ETPEYAy, + mETP + o1y,

=1
d
(2,1)=B/P+> Bl (E")"PTEE'A,,,
i=1
d
(2,2) =Y _ Bl (ENTE"PE" By, — 41,
=1

La démonstration de ce théoréme se décompose en deux parties. Dans un premier temps,
on montre que PEADS (5.46a) est d’indice 1. La seconde partie de la démonstration est dé-
diée au coefficient d’atténuation des perturbations, v, et a la stabilité exponentiellelle moyenne
quadratique.

Démonstration.
1% partie : indice 1 de 'EADS (5.46a).

Dans cette partie, on considére 'EADS (5.46a). En utilisant les notations introduites dans
I'EADS (5.1), la dérive f(x(t),t) est remplacée par A;x(t) + Byu(t), tandis que la diffusion
g(x(t),t) est par [ Ay, z(t) + By, v(t) ... Aw,z(t) + By, v(t)].

Le bruit n’apparait pas dans les contraintes algébriques si la condition (5.27) est vérifiée
en remplagant A, par [A,, By,] avec i = 1,...,d. La condition (5.51) garantit que la partie
algébrique de 'EADS (5.46a) n’est pas affectée par le bruit w(t).

La variable v(t) intervenant linéairement de maniére additive et la dérive de 'EADS (5.46a)
étant linéaire en x(t), si la condition (5.51) est vérifiée, alors 1’équation (5.14b) a une solution
unique x,(t) en fonction de x,(t) (voir la définition de z,(t) et de z,(t) dans (5.4)) si [Win03|
(voir (5.15))

det (E + (I, — EEﬂdf(x(t)’t)) £0.

dz
Puisque f(z(t),t) est remplacé par A;x(t) + Byo(t), on a
E+ (I, - EEﬂdf(z(t)’t) =E+ (I, — EE")A,
x

et cette condition devient (voir (5.23))
det(E + (I, — EET)A;) # 0.

Dans [MWO01], il est démontré que det(E + (I, — EET)A;) # 0 est équivalent au fait que
I'EADO
Ex = Atq,'

est réguliére (c’est-a-dire det(sE — A;) # 0 [Dai89]) et n’a pas de modes impulsionnels (c’est-
a~dire deg(det(sE — A;)) = rang(E) [Dai89]). En utilisant le lemme 2 dans [MKOS97|, cette
EADO est réguliére et n’a pas de modes impulsionnels si et seulement s’il existe une matrice P
telle que les conditions (5.52) et

AP+ PA; <0 (5.54)

sont satisfaites.
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L’inégalité (5.54) est vérifiée si la LMI (5.53) est satisfaite puisque, avec le bloc (1,1) de ¥,
on obtient

d
ATP+PA, < - Z AT (ENTETPET Ay, — in EVP — oI, < 0.
i=1
Ainsi, d’aprés la définition 5.2.1, 'EADS (5.46a) est d’indice 1 si les conditions (5.51), (5.52)
et (5.53) sont satisfaites.
2¢me partie : Atténuation des perturbations et stabilité exponentielle en moyenne quadratique.
Maintenant, on considére que 'EADS (5.46a) est d’indice 1 (voir la 1°° partie de cette dé-
monstration). Alors les conditions (5.41a) et (5.41b) sont vérifiées et on peut utiliser les relations
(5.39), (5.40a) et (5.40b) pour appliquer la formule d’It6 & PEADS (5.46a) avec la fonction de
Lyapunov suivante V(z(t)) = 27 (t)ET Pz(t) ou la matrice P satisfait la relation (5.52). On
obtient

dV(z(t)) = LV (z(t)) dt + BV (z(t)) dw(t), (5.55)

d
LV (x(t)) = 27 () (AZP +P A+ Agi(EJF)TETPE*Awi) z(t) + 227 (1) PT Byo(t)

=1
d d
+Y o"()BL (ENTETPETBy,v(t) +2) 2T (t) AL (ET)"ETPET By, u(t), (5.56)
i=1 =1
BV (@(t)) = 207 (VP [ Ay 2(t) + Buyvlt) ... Aua(t) +Bu,o(t)]. (5.57)

Puisque le processus stochastique est non anticipatif, I’espérance et 1'intégrale peuvent com-
muter [HP9§|, I'indice de performance (5.50) peut s’écrire comme suit

+oo
Jop = /0 E(2T(t)2(t) — v T (#)o(t) + dV (2(1))) dt — E(V(2(t)))tm-+o0 + E(V (2(t)))1=0-
(5.58)

Puisque 9 = 0, E(BV(z(t))) = 0 et E(V(2(t)))t—+00 = 0, la relation (5.58) conduit &
I'inégalité suivante
+oo
o < / E (=7 (1)2(t) — 20" (t)o(t) + £V (x(t)))) dt. (5.59)
0

L’inégalité (5.50) est vérifiée si J,,, < 0, c’est-a-dire si

2 ()2(t) =20t (B)o(t) + LV (2(1) + mV (2(1)) + paz” (£)z(t)

ou
d
(1,1) = AT P+ PTA+> AL (EY)ETPE*Ay, + CIC. + i ET P + o1,
=1

d
(2,1) =B P+ BI(EN)TPTEE"A,, + DI.C.,
=1
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d
(2, 2) = ZBgz(E+)TETPE+BwZ + D,Z;)DZ’U _ ,}/2[(1'
=1

L’inégalité (5.60) est satisfaite si
0 <0. (5.61)

L’application du lemme de Schur a I'inégalité (5.61) donne la LMI (5.53).

Si la stabilité exponentielle en moyenne quadratique est démontrée, alors I'indice de perfor-
mance (5.50) est garanti si les relations (5.51), (5.52) et (5.53) sont satisfaites.

Pour démontrer la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, on considére que v(t) = 0
dans PEADS (5.46a) et £V (z(t)) devient (voir (5.56) avec v(t) = 0)

d
eV(z(t) = 27(t) (AtT P+P A +Y AL (E+)TETPE+AW> (1), (5.62)
i=1

puis on utilise le lemme 5.2.4 avec le théoréme 1.5.4.

Puisque £V (z(t)) < —p1V(x(t)) ou LV (x(t)) est donné dans (5.62), la condition £V (z(t)) <
oV (z(t)) dans la relation (1.53) du théroréeme 1.5.4 est satisfaite avec ca = pp > 0 si la LMI
(5.53) est vérifiée.

Soit les variables dynamiques x,(t) et ensemble S,, = {x,(t)} définis dans (5.4) et (5.5).

L’inégalitée AT P + PTA; < 0 est vérifiée puisque la LMI (5.61) est satisfaite. Il en découle,
en utilisant la propriété (A.1.9b) sur les mesures de matrices (voir section A.1.2 dans annexe
A), que la relation

—0.5 max(—AT P—PT A;) < Re(\(PTAp)) < 0.5 max (AT P+PTA) <0, i=1,...,n. (5.63)

L’inégalité permet de déduire que toutes les valeurs propres de la matrice P sont non nulles
et donc que det(P) # 0.

On obtient donc rang(ETP) = rang(F) = dim(S,) puisque z,(t) = ETEz(t) et que
rang( ETE) = rang(FE) pour toutes les pseudo-inverses réflexives (voir la relation (A.2.14) dans
section A.2.2 de 'annexe A).

Alors la condition (5.45) dans le lemme 5.2.4 est satisfaite avec ¢; = Apin(ET P) et ¢ =

Amax(ET P).
La stabilité exponentielle en moyenne quadratique du point d’équilibre de TEADS (5.46a) est
donc démontrée et la démonstration est terminée. °

5.3.2 Correcteur H,., pour les systémes singuliers stochastiques
5.3.2.1 Relations en boucle fermée

On considére le systéme stochastique singulier suivant

d
Edz(t) = (Aw(t)+ Beo(t) + Geu(t)) dt + Z(Awﬁ(t) + By,v(t)) dw;(t)  (5.64a)
i=1

z2(t) = CLa(t) + Dyv(t) + Dy u(t) (5.64b)
y(t) = Cyx(t) + Dy,v(t) (5.64c)

ou
o z(t) € R" — pseudo-état,
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5.8. Commande Hoo pour les systémes singuliers stochastiques linéaires

u(t) € R™ — commandes,

(t)

(t) € R? — entrées exogénes (perturbations, référence, etc, ..., sauf les commandes),
(t)

(

<

2(t) € R® — sorties controlées,

y(t) € RP? — sorties mesurées,

w(t) € R — mouvement brownien indépendant et centré ot w;(t) est la i®™° composante
de w(t).

La matrice £ € R™" dans (5.64) est singuliére, ¢’est-a-dire que

rang(E) =r < n. (5.65)

Le signal v(t) vérifie 'hypotheése 5.3.1 ([[v]|z, < +00).
L’équation du correcteur Ho, dynamique par retour de sortie dynamique K (s) est donnée
par

Epdrg(t) = (Agzi(t) + Bry(t)) dt (5.66a)
u(t) = Crag(t) + Dry(t) (5.66b)

e s € C — variable de Laplace,

e xi(t) € R™ — pseudo-état du correcteur si k < n ou état du correcteur si k = n,
et By € R™"™ avec rang(E);) = k < n, c’est-a-dire la matrice Ej est singuliére si k < n et
réguliére si k = n.

Insérer la loi de commande (5.66) dans le systéme (5.64) conduit au systéme en boucle fermée
suivant

d
E.dz.(t) = (Afz.(t)+ Bfv(t))dt + Z(Afui%(t) + By, v(t)) dw; (5.67a)
i=1
z2(t) = C%.(t) + D(t) (5.67b)
ou
(E 0 A+ GiDyC, GiC t
E, = L AC = t + GeDpCy tk’ (1) = x(t) 7
10 Eg BC, Ay zy(t)
B, + Gy Dy D, Ay, 0 B,
Be = t + Gy L AC = i ,BS — o
L BkDyv ' 0 0 ‘ 0
Ce = C. + DzuDkCy Dzuck}a D= D, + DzuDkDyv-

Les matrices du systéme en boucle fermée ci-dessus peuvent étre réécrites comme suit

A, 0] B 0 G
A¢ B¢ A. Bil[ o I,| o
= 0 O 0 + | I,
ce De Ce Del| C, 0Dy,
C. 0D, 0 D, |2
[}
At Bt gt
_ T ®|C, Dyl (5.68)
C. Dl |Du [y y}

La synthése d’un correcteur Hoo (5.66) revient a déterminer une matrice ® et une matrice
Ej telles que le systéme en boucle fermée (5.67) satisfasse les conditions du lemme borné réel
donné par le théoréme 5.3.1.
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Remarque 5.3.1 (Cas des mesures avec D,, # 0). Dans I’équation des mesures (5.64c), les
commandes u(t) n’interviennent pas. Dans cette remarque, on considére le cas o I’équation des
mesures fait intervenir les commandes u(t). L’équation des mesures (5.64c) est alors remplacée
par

J(t) = Cyr(t) + Dywo(t) + Dyuult) (5.69)

avec un terme direct Dy, # 0. Avec cette nouvelle équation de mesure, le correcteur K (s) donné
par (5.66) est remplacé par le correcteur K (s) suivant

E} d:ck(t) = (kak(t) + Eky(t)) dt (5.70&)
u(t) = Crag(t) + Diy(t) (5.70b)

La matrice Fj, est la méme dans (5.66) et (5.70).

On va étudier les conditions que doivent vérifier les matrices Ay, By, Cj et Dy, afin que les
relations en boucle fermée données par (5.64a), (5.64b), (5.64¢c) et (5.66), ou par (5.64a), (5.64b),
(5.69) et (5.70) soient identiques.

La figure 5.1 montre comment obtenir des relations en boucle fermée identiques avec les
correcteurs K (s) et K(s) : il faut que ce soit la méme loi de commande u(t) qui soit générée
pour les correcteurs K (s) et K(s).

v(t) et w(t) z(ﬁk
s >
y(t) b
a 1
((5.64a), (5.64D), (5.64c))
Dy,
DX
)
u(t) y(t) +
((5.64a), (5.64b), (5.69))
K(s)
Dy
+
— y(t)
K(s) 7

FIGURE 5.1 — Systéme en boucle fermée avec les correcteurs K (s) et K(s).

Dans la figure 5.1, le correcteur K (s) est obtenu & partir du correcteur K (s) avec la formule
suivante

K(s) = K(s)(I, + Dyu K (s)) ", (5.71)
ce qui donne
Ay = Ag — Br(I, + DyyuDy) ' Dy, Cy, (5.72a)
By = Bi(I, + Dy, D)1, (5.72b)
Cy = Cy, — Di(I, + Dy D) "' Dy Dy, (5.72¢)
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Dy, = Di(Ip + DyuDy) ™! (5.72d)
avec la condition de bien-posé suivante [ZDG96]
det(I, + Dy, Dy) # 0. (5.73)

Il est préférable de calculer un correcteur avec ’équation des mesures (5.64c) car les matrices
des relations en boucle fermée s’écrivent alors de maniére linéaire en fonction des matrices du
correcteur (voir (5.68)). Si I'équation des mesures est donnée par (5.69), alors, les matrices des
relations en boucle fermée ne s’écrivent pas de maniére linéaire en fonction des matrices du
correcteur car les relations en boucle fermée font apparaitre le terme (I, + DyuDk)*l.

Afin de préserver la linéarité des relations en boucle fermée en fonction des matrices du cor-
recteur a calculer lorsque I’équation des mesures est donnée par (5.69), il suffit de calculer un
correcteur K (s) en considérant que 1’équation (5.64c) correspond aux mesures, puis d’implémen-
ter le correcteur K (s) en utilisant les relations (5.71) ou (5.72) afin de prendre en compte la
“yraie” équation des mesures donnée par (5.69). ]

5.3.2.2 Correcteur H,, par retour d’état

Dans un premier temps, on va considérer un cas particulier : la commande H, par retour
d’état. Pour ce faire, on suppose que tout le pseudo-état x(t) est mesuré, c’est-a-dire que 1’'équa-
tion des mesures (5.64c) est remplacée par

y(t) = x(t) (5.64c-bis)
Le correcteur Ho, (5.66) se simplifie comme suit
u(t) = Drx(t). (5.74)
et les relations en boucle fermée données par (5.67) deviennent
d
Beduo(t) = (Afwe(t) + Bfv)dt+ Y (A%, xc + B v(t)) duwg(t)
i=1
d
= ((A¢ + GiDy)xc(t) + Bo(t)) dt + Z(Awﬂﬁc(t) + By, v(t)) dw;(t) (5.75a)
i=1
z(t) = C%%.(t) + D(t)
= (C,+ D yDy)xc(t) + Doyo(t) (5.75Db)
avec

r.(t) = 2(t), E.=FE, A = Ay + GiDy,, By = By, Ay, = Aw,;, By, = Bu;,
C°=C,+ D,y Dy, D= D,,.

Les relations en boucle fermée (5.75) se réécrivent comme suit

Af - BY
c¢ D¢

Ay + Gy Dy, By
Cz + DzuDk Dzv

At Bt
Cz Dzv

Gy
Dzu

Dy [In 0} : (5.76)

L’application du lemme borné réel, donné par le théoréme 5.3.1, au systéme stochastique
singulier (5.75) permet de déduire le gain de retour d’état Dy, grace au théoréme suivant.
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Théoréme 5.3.2 (Correcteur H,, par retour d’état pour les EADS). Il existe un gain
de retour d’état Dy, tel que le systéme stochastique singulier en boucle fermée (5.75) est admis-
sible avec la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et satisfait le critére de performance
sutvant R

1217, <A PllolE,,  Yo(t) € Lo, v(t) # 0,20 = 0, (5.77)
ot vy > 0 est le facteur d’atténuation des perturbations v(t), s’il existe une matrice P et deuz
scalaires 1 > 0 et pa > 0 tels que les conditions suivantes

m([Au, Buy ... Au, Bu,))CIn(E)  (578)
ETP=PTE>0 (5.79)
I, 0 i BT (EXTETPE*B, —~2I, DL| [, 0 ]
q szl wz( ) i vy q zZv q <0 (5.80)
0 Nl Dzv _IE 0 '/V/IT_
d T T 7T + 2 T
! BT (ENTETPE+YB,. —~2I, D
ZZ:]. wl( ) K3 ’7 q zZv < 0 (581)
Dzv _Il_

. . T L
sont satisfaites avec N1 = D3~ .

Démonstration. On applique le théoréme 5.3.1 au systéme (5.75) avec la fonction de Lyapunov

candidate V (z(t)) = 27 (t)ET Px(t). Les conditions (5.51) et (5.78), d’une part, (5.52) et (5.79),

d’autre part, étant deux a deux identiques, il reste & montrer que la condition (5.53) est vérifiée.
Avec le systéme (5.75), la condition (5.53) peut se reformuler comme suit

I,

I
Ps=10 PTg;Dk 7, 0 o|+|o]||pfcrp Df| [Ig g DOT]
0 Dou|oe— 27 |0 2u
As &
(1,1)s = CT
+1(2,1)s (2,2)s DI | <0 (5.82)
C., D., —1I
r,
avec
d
(1,1), = AT P+ PTA+Y " AL (EN)TET"PE Ay, + i ETP + a1,
=1

d
(2,1)s =B P+ BL(ET)" PTEETA,,

i=1
d
(27 2)5 = ZBgi(E+)TETPE+Bw¢ - 721(1'
=1

L’inégalité (5.82) a pour solutions P et Dy, si et seulement s'il existe une matrice P telle que
(voir lemme A.3.2 dans la section A.3.2 de 'annexe A)

NX TsNa, <0 (5.83)
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MNET Nz, <0 (5.84)

ou les matrices Na, et , Nz, vérifient Na, = ASTl et Nz, = ZF. En utilisant (5.76), les matrices
Na, et Nz, sont données par

Onxg O Onxg O
Na,=1| 1, O Ney=1|1, 0 (5.85)
0 M 0o I

T L

avec N1 = D,
La LMI (5.80) est équivalente a la LMI (5.83) et la LMI (5.81) est équivalente a la LMI
(5.84). °

Le gain Dy, est obtenu en résolvant la LMI (5.82) avec la solution P donnée dans le théoréme
5.3.2.

5.3.2.3 Correcteur H,, par retour de sortie dynamique

Dans cette section, on considére que les composantes du vecteur du pseudo-état x(t) ne sont
pas toutes disponibles, c’est-a-dire que 'équation de mesure est donnée par (5.64c) : le systéme
stochastique considéré est donc (5.64). Le correcteur Ho, par retour de sortie dynamique est
(5.66). Les relations en boucle fermée sont donc (5.67) et (5.68).

L’application du lemme borné réel, donné par le théoréme 5.3.1, au systéme stochastique
singulier (5.67) permet de déduire les matrices du correcteur (5.66) grace au théoréme suivant.

Théoréme 5.3.3 (Correcteur H,, par retour de sortie dynamique pour les EADS).
[BZSM13a] Soit E, € R™™ une matrice avec rang(Ey) = k < n. Il existe un correcteur Heo
K(s) donné par (5.66) tel que le systéme stochastique singulier en boucle fermée (5.67) est admis-
sible avec la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et satisfait le critére de performance
suivant R

Izell7, <APllolF,, Vo) € La,v(t) # 0,29 =0, (5.86)

oty > 0 est le facteur d’atténuation des perturbations v(t), s’il existe des matrices S, N1, Na,
S et Z, et deux scalaires p; > 0 et po > 0 tels que les conditions

(ETS  ETN STE N{E
= 7 =0 (5.87)
EFN, ELS NI'E S Ej
d —
I, 0 BYEB,, —+*1, DL | [1, 0
q z_; i Pws = g a <0 (5.88)
0 NlT = 0 M
- Dzv _IZ
- 1,1 * cr
NZT 0 ( d)(5.89) ., N2 0 0
0 Ny of |BI'S+Y BLEA, Y BLEB,—+I, DL| |0 N; 0] <0 (589
0 0 I =1 =1 0 0 I
- C, D, —1Iy
EZ=[Ay Bu, ... Au, Bu, (5.90)
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sont satisfaites, ot

d
(1,1) 5.59) = AT S+ST A+ AL EAu, + mE”S + pol,
i=1
p— :T
etoi E=FE =(EH)TETSE*, Ny = DL=, No = C} et Ny = D,
Une fois que les matrices S, N1, No, S et Z sont trouvées, les matrices Ay, By, Ci et Dy du
correcteur (5.66) sont obtenues en résolvant la LMI suivante

U. <0 (5.91)
ou
S N A. B
P — g k Dk
Ny S Cr Dy

et ot la matrice V. est donnée par (5.93).

Démonstration. On applique le théoréme 5.3.1 au systéme bouclé (5.67) avec la fonction de
Lyapunov candidate V.(z.(t)) = 2! (t)El P.x.(t) satisfaisant la condition EI P, = PTE,. > 0.
La matrice P. est décomposée comme suit

Ny S

P, = (5.92)

SN]

ou S € R™" et, en utilisant (5.68), la LMI (5.52) est donc équivalente a la LMI (5.87).
En utilisant (5.68), la LMI (5.53) appliquée au systéme en boucle fermée (5.67) peut étre
écrite comme suit

I 0 cr
v _ (2)" o |[Frae PrGe lcy 0 o], g or | [276 P @] By 0 0
L=
o o 0 D, 0 “wlleTgrp. 7|0 0 DT
0 D., i 0 0 boe au
AC c Zc

+ 12,1 (2,2). DL | <0 (5.93)

ot (on a utilis¢ EI'P. = PTE,)

d
(1,1)e = AT P+ PT A +> AT EAS, + i EI P+ palon

=1
_ [ATS +8TA, ATV +zd: AT EA,, 0] [mETS+pl,  mETN,
NT A, 0 — 0 0 mETNy  mEl'S + pol,|’

(5.94)
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5.8. Commande Hoo pour les systémes singuliers stochastiques linéaires

d d
(2,1)e =B P.+ Y Bil BA, = [BIS BIN:|+> [BLEA,, 0], (5.95)
=1 =1
d o d _
(2,2)e =Y BT EBS, —4°I; =Y Bl EBu, -7’1, (5.96)
=1 =1
T (ENTETSET (EN)TETNE}

E=FE =(ENTETP.Ef = : (5.97)

(ENTEFNET  (E;)TEL SE;
puisqu’on peut choisir la pseudo-inverse réflexive suivante

+
Et 0

0 Ef

E 0
0 E

i

p— :T
et avec E=FE = (EY)TETSET.
L’inégalité (5.93) a pour solutions P, et ® si et seulement s'il existe P. telle que la LMI (voir
lemme A.3.2 dans la section A.3.2 de 'annexe A)
N TcNa, <0 (5.98)
NE TNz, <0 (5.99)

est vérifiee ou Na, = AZL et Nz, = =. En utilisant (5.68), les matrices Na, et Nz, sont
donnés par

0 0 Ny 0 0
2nxq
0 0 0
Na.=| 1, o0 et ==y ’;“ (5.100)
0 M ’
0o I

ou

N, =DT ™ Na=Cy et Nsy=D,,.

zZu

La LMI (5.98) est équivalente a la LMI (5.88) et la LMI (5.99) est équivalente a la LMI
(5.89).

En utilisant (5.68), la condition (5.51) appliquée au systéme en boucle fermée (5.67) est équi-
valente & l'existence d’une matrice Z. telle que (voir relations (A.2.6) et (A.2.10) dans ’annexe
A en remplagant A par E., X par Z. et B par la matrice identité)

E 0
0 FEg

A
Z3

Ay, 0 By, ... Ay, 0 By,
0 0 0 0... 0 0 0

E.Z, = (5.101)

La condition (5.101) est équivalente a la condition (5.90) puisqu’on a EjZs = 0 (la matrice
Z dans (5.90) correspond & Z; dans (5.101)). .

Remarque 5.3.2 (Correcteur H, singulier ou régulier). Dans le théoréme 5.3.3, on choisit
une matrice Ej, telle que la LMI (5.87) est satisfaite. Si la matrice Ej, = I,, permet de vérifier la
condition (5.87), on a k = n et le correcteur (5.66) est non singulier. O
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Chapitre 5. Commande et filtrage des systémes stochastiques singuliers

Remarque 5.3.3 (Cas stochastique singulier versus cas déterministe singulier). Dans
le cas des systémes singuliers déterministes, le correcteur Ho nécessite la résolution d’'une LMI
en S (sous-matrice de P, dans (5.92)) et une LMI en R o R € IR™*" est une sous-matrice de
P! définie comme suit (voir [MKOS97, UI99, Mas07, MS08])

-1 R Ml
P = —_ |
MT R
PT 0 0
Pour obtenir la LMI en R, ces auteurs pré-multiplient I'c dans (5.93) par la matrice | 0 I, 0
0 0 Ip
P71 0 0
et post-multiplient I'. par la matrice | 0 I, 0| (voir larelation & la fin de la preuve du théo-
0 0 I
réme 4.2 dans [GA94] et la relation (5.93) dans la démonstration du théoréme 5.3.3). Puisque,
d
dans le cas déterministe, il n’existe pas de terme du type ZAZ)?EA@Z on E = (ENTEI'P.EY
i=1
(voir (5.94)), il n’y a pas de non linéarité de type RT SR dans l'inégalité obtenue.

d
On ne peut pas utiliser cette approche en stochastique a cause du terme ZASU?EAZ,Z dans la

=1
matrice I, introduit par le calcul d’'Ito, c’est-a-dire par le terme tr(g7 (z(t))(ET)T ETPE*g(x(t)))
dans (5.40a) ou la matrice P est remplacée par P.. Le probléme est identique si on considére le
terme tr(g? (z(t))PE*g(x(t))) dans (5.42a) avec E = P.E}.
Il s’agit d’une spécificité importante du cas stochastique singulier par rapport au cas déter-
ministe singulier pour la synthése d’'un correcteur Ho, par retour de sortie dynamique.
La méme remarque peut se faire pour le retour d’état (voir théoréme 5.3.2 et la matrice I's

dans (5.82)). O
5.4 Observateurs pour une classe de systémes singuliers stochas-
tiques non linéaires

5.4.1 Systémes singuliers stochastiques non linéaires considérés

On considére le systéme singulier non linéaire stochastique suivant

m d
Edxz(t) = (Atox(t) + ) ui(t) Aga(t) + E(m(t))) dt + Y Aw,x(t) dw;(t)  (5.102a)
i=1 j=1
y(t) = Cx(t) (5.102b)
ou
o z(t) € R" — pseudo-état,
e u(t) € R™ — commandes,
o y(t) € RP? — sorties mesurées,
e w(t) € R — mouvement brownien indépendant et centré ot w;(t) est la 5™ composante

de w(t).
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5.4. Observateurs pour une classe de systémes singuliers stochastiques non linéaires

La matrice E € R™" dans (5.102a) est singuliére, c’est-a-dire que
rang(F) =r < n. (5.103)

Sans perte de généralité, les entrées connues u(t) sont assumées étre bornées, c’est-a-dire les
entrées admissibles u(t) appartiennent a ’ensemble

Q= {u(t) cR™ | Uj min < ul(t) < U max, 1= 1, ce ,m}. (5.104)

La fonction non linéaire ¢(x(t)) dans 'EADS (5.102a) est one-sided-Lipschitz (5.105), qua-
dratiquement bornée (5.106) et s’annule en zéro, propriétés qui sont énoncées dans I'hypothése
suivante.

Hypothése 5.4.1. La fonction {(x(t)) dans U'EADS (5.102a) vérifie les trois propriétés sui-
vantes.

(i) Il existe un réel a tel que
(U(z1) — L(22))T (21 — 22) < allzy —22)* Va € R",Vay € R™. (5.105)
(i) 1l existe deux réels b et c tels que

10(21) — L(22)||* < b1 — x2]|* + c(l(x1) — €(x2)) (1 — x2) Va; € R,V € R™
(5.106)
(iii) On a £(0) = 0.
Ces propriétés sont aussi utilisées dans la section 3.4 du chapitre 3 (voir relations (3.85) et
(3.86)). Les fonctions one-sided Lipschitz et quadratiquement bornées sont présentées dans la

section A.1.3 de annexe A (voir relations (A.1.11) et (A.1.12), ainsi que la figure A.1).
Les matrices E et C satisfont 'hypothése suivante.

Hypothése 5.4.2.
E

rang
{E

5.4.2 Observateur d’ordre plein et expression de ’erreur d’observation

) =n. (5.107)

L’observateur d’ordre plein a synthétiser est de la forme suivante

dn(t) = (M(u(t))n(t) + N(u(t))y(t) + £(n(t))) dt (5.108a)
z(t) = n(t)+ Ry(t) (5.108b)

M (u(t)) = Mo+ > Miu;(t)
=1

N(u(t)) = No+ Y _ Nui(t).

=1

n(t) € R™ est I’état de observateur et Z(t) € R™ est I'estimation du pseudo-état x(t).
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Les matrices M;, N; et R (1 =0,...,m) et la fonction non linéaire £(.) sont des paramétres
de 'observateur a déterminer afin que ’erreur d’observation

e(t) = z(t) — 2(¢) (5.109)

soit exponentiellement presque stirement stable.
Sous I'hypothése 5.4.2, il existe quatre matrices a; € R™ ", as € R™P, a3 € RP*" et

ay € RP*P telles que
a, a
det b
az a4

) 40 (5.110)

E 1
e — |, (5.111)
ag aq4| |C 0
ce qui est équivalent a
a B+ aC = 1, (5.112&)
a3k +ayC = 0. (5.112Db)
Les matrices a1, ag, asz et a4 sont données par
.I>
{ } £ (5.113a)
a1 a = , .113a
1 a2 c
f
[ } I EpE (5.113b)
az a4l = 7 - ) -
3 4 n+p C C

ot At est une pseudo-inverse A vérifiant A = AATA (voir section A.2.1) et y € RP*(™*P) est une
matrice qui sélectionne les p lignes indépendantes de la matrice I, — [g] [E]T

Les équations (5.112a) et (5.112b) sont équivalentes a

aQC' = In—alE (5.114&)
ayC = —a3E (5.114b)

Si la condition (5.107) est satisfaite et sans perte de généralité, la matrice R de I'observateur
peut s’écrire en fonction d’une matrice 8 € R™*P comme suit

R = as + Pay (5.115)
et 'estimation du pseudo-état est alors donnée par
2(t) = n(t) + azy(t) + Basy(?).
Si la condition (5.107) est satisfaite, 'erreur d’observation peut étre réécrite comme suit

e(t) = x(t) = 2(t) = x(t) —n(t) — (a2 + Pas)Cx(t)
= (a1 + Bas)Exz(t) — n(t) (5.116)

en utilisant les relations (5.114a) et (5.114b).
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5.4. Observateurs pour une classe de systémes singuliers stochastiques non linéaires

5.4.3 Paramétrage des matrices de 1’observateur

En utilisant I’équation (5.116), la dynamique de Uerreur d’observation est donnée par

d
de(t) = (a1 + Bag) | (Ae(u(t))a(t) + 0(x(t)) db + Y Aw,a(t) dw;(t)

j=1
— (M (u(®)n(t) + N(u(t))Cx(t) + £(n(t))) dt
= (M (u(t))e(t) + ((a1 + Baz) Ay, — Mo(ar + Basz)E — NoC)z(t)

+§:m+@m — Mi(ay + Baz)E — N;C)u;(t)x(t)
+ (a1+ﬁa3)( (@(t)) — (a1 + Bag) Ex(t) — e(t)))) dt
d
+ ) (a1 + Baz) Aw,;z(t) dw;(t) (5.117)
j=1

ou

Ag(u(t)) = Ay + ) Arui(t)

=1

et ou la fonction £(n(t)) dans I'observateur (5.108) est choisie comme suit
E1(t)) = (a1 + Bas)l(n(t)). (5.118)
Si les m + 1 équations de Sylvester suivantes
(a1 + Pas)As, — Mi(a1 + Baz)E — N;C = 0, i=0,...,m, (5.119)

sont vérifiées, alors 'expression de la dynamique de l'erreur d’observation (5.117) se simplifie
comme suit

de(t) = (M (u(t))e(t) + (a1 + Baz)((x(t)) — £((a1 + Paz) Ex(t) — e(t)))) dt

d
+ (a1 + Bag) Ay, (t) dw;(t). (5.120)
j=1

En utilisant (5.114b), les équations de Sylvester données par (5.119) peuvent se réécrire ainsi
(a1 + ,Bag)Ati — Mo E—-—G,C=0, i=0,...,m, (5.121)

avec

Gi == Nl - Mi5a4 1= 0, .o, (5122)

Les m + 1 équations de Sylvester données dans (5.121) peuvent se réécrire sous la forme
compacte suivante

YV =W (5.123)

ou
:[—ﬂ M() M1 Mm Go Gl Gm,
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_Q3At0 agAgy - CLSAtm_
a F 0 0
0
0
V= 0 0 a E |,
C 0 0
0
0
|0 0 c |
W=lmd, md, ... wd,)

L’équation (5.123) a une solution si et seulement si (voir (A.2.11) avec A = 1)

.
" ) (5.124)

et la solution générale est donnée par (voir (A.2.9) avec A = 1)

rang(V) = rang (

Y =WV 4+ Z(1, - VvVT) (5.125)

ou Z € R™*” est une matrice arbitraire avec p = (n+ p)(m + 1) + p.

A cette étape de la syntheése, le gain de l'observateur est réduit a la matrice Z. Il faut
maintenant déterminer le gain Z afin que le point d’équilibre de 'EDS (5.120) soit presque
stirement exponentiellement stable, les matrices de ’observateur étant données par la relation
(5.125).

5.4.4 Approche découplée pour la synthése de ’observateur

Puisque la pseudo-état x(t) apparait dans la dynamique de l'erreur d’observation (5.120),
I'analyse de la stabilité du point d’équilibre de I'EDS (5.120) doit étre faite avec le systéme
augmenté constitué par 'EADS (5.102a) et 'EDS (5.120)

Edz(t) = fi(z(t),u(t))dt + g (x(t)) dw(t) (5.126a)
de(t) = folz(t), e(t), u(t)) dt + ga(z(t)) dw(t) (5.126b)

ou

Si@(t),u(t)) = Ap(u(t))at) + £(x(t)),
fa((t), e(t), u(t)) = M(u(t))e + (a1 + Baz)(£(x(t)) — £((ar + Baz) Ex(t) — e(t))),
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5.4. Observateurs pour une classe de systémes singuliers stochastiques non linéaires

Afin d’étudier la stabilité exponentielle presque stre de 'EDS (5.126) avec le lemme 5.2.3,
il faut vérifier si 'EDS est d’indice 1. Le lemme suivant donne les conditions pour que 'EADS
(5.126) soit d’indice 1.

Lemme 5.4.1. [BZSM14b] L’EADS (5.126) est d’indice 1 si et seulement si

mm<E+mL,-EE+)<A¢uﬂ)+d§2%”>> £, (5.127a)
Im([Aw1 AwdD C m(E), (5.127h)

ot BT est une pseudo-inverse réflevive quelconque de E vérifiant E = EETE et ET = ETEET
(voir les sections A.2.1 et A.2.2 dans l'anneze A).

Démonstration. En utilisant la définition 5.2.1 et les développements faits dans la section 5.2.2.1,
I'EADS (5.126) est d’indice 1 si et seulement si
= =5 (X (), u(t))
det | E+ (I, —EFE ) ———F——~+— 0
o (Ion —EENG(X(t)) =0,

(t) fi(a(t), u(t)) gi(z(t),u))| = _|E 0
X(t) = , F(X(t),u(t)) = , G(X(t) = , B =
( ) [e(t) ( ( ) ( )) [f2(x(t)7€ t)au(t)) ( ( )) [gl(x(t)vu(t))] 0 In]
La deuxiéme condition est équivalente a Im(G (X (¢))) C Im(E).
Puisqu’on a
‘ de(a ()
— —— dF(X (), u(t))  |E+ In— BET) [ A(u(t)) + " 0
E+(I,,-EFE )dX—(t)_ (0 dx(t) ) Ina
:In 0 Ay Ay
G X — 1 d
( (t)) L 0 (al + ,8@3) Aw1 Awd
Les conditions (5.127a) ets (5.127b) sont démontrées. .

Puisque le signal de commande u(t) est borné (voir (5.104)) et puisque I’hypothése 5.4.1
est vérifiée, 'hypothése 2.4.1 est satisfaite pour le systéme (5.102a) et le théoréme 2.5.1 peut
étre appliqué a la synthése de 'observateur d’ordre plein (5.108) comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 5.4.1. [BZSM14b] Si les hypothéses 5.4.1 et 5.4.2 sont vérifiées pour le systéme
(5.102) et si les conditions (5.124) et (5.127) sont satisfaites pour ce systéme, alors le systéme
(5.108) est un observateur d’ordre plein pour le systéme stochastique (5.102) garantissant la
stabilité exponentielle presque sire de erreur de filtrage si

a) I'’EADS (5.102a) est stable exponentiellement presque sirement,
b) s’il existe des matrices B, M; et N; (i =0,...,m) telles que ’'ODE

e(t) = (M(u(t))e(t) — (a1 + Bas)e(—e(t))) (5.128)

est exponentiellement stable.
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Démonstration. Puisque les conditions (5.127a) et (5.127b) sont satisfaites, 'EADS (5.126) est
d’indice 1 (voir lemme 5.4.1). On peut donc utiliser le lemme 5.2.3 pour étudier la stabilité
exponentielle presque stire. Le lien fait dans ce lemme entre les variables dynamiques (notées
x4 (t)) et le pseudo-état x(t) permet d’utiliser le théoréme 2.4.1 puisque 'hypothése 2.4.1 est
satisfaite si I’hypothése 5.4.1 est vérifiée.

Puisque I'hypothése 5.4.2 et la condition (5.124) sont utilisées pour obtenir 'EADS (5.126b),
on applique le théoréme 2.4.1 sur P'EADS (5.126). En utilisant la méme approche que pour le
théoréme 2.5.1, on obtient les deux conditions exprimées dans le théoréme 5.4.1 : le point d’équi-
libre de 'EADS (5.126) est presque strement exponentiellement stable si le point d’équilibre
de 'EADS “bloc-diagonale” (ou “découplée”’) formée par PEADS (5.102a) et PODE (5.128) est
presque siirement exponentiellement stable (5.128). °

Avec le théoréme 5.4.1, la synthése de 'observateur (5.108) est découplée sous deux sous-
problémes indépendants :

e l'analyse de la stabilité de 'EADS (5.102a),
e la stabilité exponentielle de 'EDO (5.128).

5.4.5 Stabilité exponentielle presque stire de ’erreur de filtrage

Puisque chaque composante du vecteur des entrées u(t) est bornée (voir équation (5.104)),
on peut remplacer les entrées u;(t) par des nouvelles variables ¢;(¢) qui présentent une plage de
variation entre —1 et 1. Les nouvelles entrées ¢;(t) sont données par

ui(t) = a; + oe4(t) (5.129)

Ui max — Ui,min

Uj + Ui mi .
T fpourZZI,...,m, avec g = 1 et g = 0. Les

ol a; =

nouvelles variables ;(¢) sont bornées et appartiennent au polytope convexe suivant
Q.={e®)eR™ | -1<¢e(t)<L,i=1,...,m}. (5.130)
On peut donc définir la matrice A, ((t)) suivante
A, (e(t)) = bdiag(e1(t) I, (t), . .., em(t)[(t)) (5.131)
avec la propriété suivante
An ()AL (e(t)) < Lnn. (5.132)

En utilisant les nouvelles entrées ¢;(¢), 'EADS (5.102a) peut étre écrite comme suit

m d
Edx(t) = (Z i Ag,z(t) + HiAp(e(t))Ho + z(x(t))> dt + Y Ay, a(t) dw;(t) (5.133)
i=0 j=1
T
avec Hy = [UlAtl UmAtm] et Hy = [In In}
Si on calcule la matrice de gain Z, on peut déduire les matrices 5 et M;, G; avec ’équation
(5.125) et les matrices N; peuvent étre obtenues avec la relation (5.122).
En utilisant I’équation (5.125), les matrices de 'observateur (5.108) sont données par (i =
0,...,m)

Ip

g=wvt +2Z(I, - VvV

I, ]
O(n-+p)(m+1)xp) O(n-+p)(m+1)xp)
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= Fg + ZGp, (5.134)
O(p+in) Xn 0(p+in) xn
M; =wvt I, + Z(L, - VVT) I,
O((pt+-1)m+(m—ijn) xn O((p+1)m+(m—i)n)xn

En utilisant ces notations, 'ODE (5.128) devient

&(t) = ((]—'0 + ZGo + i(]—}- + Zgi)ui> (t) — (a1 + (Fs + Zgﬁ)ag)e(—e(t))> . (5.136)

=1

Les matrices G; n’intervenant pas dans 'ODE (5.128), il n’est pas utile de les exprimer en
fonction du gain Z & cette étape des calculs.
L’insertion des notations introduites dans (5.129)-(5.133) dans ’'ODE (5.136) donne

et) = ((i(}}- + ZGi)a; + (Hy + Zgi)An(e(t))fh) e(t)

1=0
+ (a1 + (Fs + ZGp)az)(—L(—e(t)))) . (5.137)

En utilisant les notations introduites ci-dessus et le théoréme 5.4.1, la synthése de I'observa-
teur (5.108) est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.2. [BZSM14b] Si les hypothéses 5.4.1 et 5.4.2 sont vérifiées pour le systéme
(5.102) et si les conditions (5.124) et (5.127) sont satisfaites pour ce systéme, alors le systéme
(5.108) est un observateur d’ordre plein pour le systéme stochastique (5.102) garantissant la
stabilité exponentielle presque sire de Uerreur de filtrage s’il existe des matrices P, Q = QT >0
et Y, et des scalaires 1 > 0, o >0, Ay > 0, Ao >0, A3 > 0 et Ay > 0 tels que les trois LMI et
la condition de rang suivantes

ET'P=PET >0 (5.138)
rang(ET P) = rang(E) (5.139)
[ (1,1), * * * _
alA;“'; —prl, * * *
0 . x | <0 (5.140)
O'mA?m : o —ml, *
P—05M— )y 0 .. 0 Aol
[ (1,1) * * ok * * ]
o1 (QF +YG)T —pol, * % * *
: 0 L% * *
<0 (5.141)
O QFm + Y Gr) " P T x
(Qa1 + (QFs+YGg az)” 0 —pusl, *
Q —0.5(A3 — \a0) I, 0 - 0 0 —Aulp |
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soient satisfaites, ot p; =0 (j =1,...,d) sont des réels donnés avec p = Z;-lzl pj, et ot

m d
(1,1 =>_ ai(PT Ay, + ALP) + > AL PEY Ay, + (1 + ady + bXo) I, — pETP
i=0 j=1

(1,1 =Y ai((QF+YG)" + (QFi+YGi)) + (2 + ads + bAi)I,,
=0

et que, pour chaque j = 1,...,d, l'une de ces deux LMI

A P+ PT A, —\/2p;ETP >0, (5.142)
AL P+ PT Ay, +\/2p,ETP <0 (5.143)

soit vérifie. La matrice de gain Z est donnée par Z = Q™'Y .

Démonstration. La démonstration est une application du théoréme 5.4.1. Pour appliquer le théo-
réme 5.4.1, les hypothéses 5.4.2 et 2.4.1 avec les conditions (5.124) et (5.127) sont obligatoires.
Cest la 2°M€ version de la formule d’Itd qui est utilisée (voir lemme 5.2.2).
Stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EADS (5.102a).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V,(z(t)) = 2 (t)ET Px(t) avec ETP = PET > 0.
Les lemmes 5.2.2 et 5.2.3 et le théoréme 1.5.3 sont appliqués & 'EADS (5.102a).

L’EADS (5.102a) est identique a '’EADS (5.133). L’application de £V, (z(t)) a 'TEADS (5.133)
donne

m d
Va(x(t) = 2" (t) | Y cidya(t) + Hidn(e(t)Hy + > AL PEY Ay, | 2(t)
i=0 J=1

+ 20T (z(t))Px(t). (5.144)

En utilisant le lemme C.3.1 et I'inégalité (5.132), la condition (1.50b) du théoréme 1.5.3 est
satisfaite s’il existe un réel cy tel que co < p et

v P x
[$T ZT(x)} <0 (5.145)
PT 0] |4(x)
ou
m d
U =>"oi(PA, + AL P)+> AL PEY Ay, + ' PHiH{ P + i Hy Hy — pET P
i=0 j=1

et u1 > 0 et p > 0 sont des réels donnés.
En utilisant I’hypothése 5.4.1, on définit les fonctions «; () et v2(¢) comme suit

71(t) = A(aa® (D) (t) — 7 (2())a(t)) > 0
72(t) = Aa (b (t)a(t) + c 7 (a(t))a(t) — £ (x(8))E(2(t))) > O

ot A1 > 0 et A2 > 0 sont des réels donnés (voir [ZLSH11]). En sommant 1 () et y2(¢) au terme
de gauche de 'inégalité (5.145), cette inégalité est satisfaite si

U+ ()\1& + )\Qb)In P — 0.5()\1 + )\QC)In

< 0. (5.146)
pPT — 0.5()\1 + /\QC)In —Xol,
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La LMI (5.140) est obtenue en appliquant le lemme de Schur (voir (A.3.1) dans le lemme
A.3.1)) sur la LMI (5.146).
L’application de BV, (x(t)) & TEADS (5.133) donne

BV, (1) = [T (1) (AL P+ PAy)z(t) ... 2T(t)(AL P+ PAy,)u(t)]. (5.147)

d
S’il existe un réel c5 = 2p avec p = ij et pj = 0 tel que ||BV,(x(t)]|* > e3V2(x(t)), alors
j=1
la condition (1.50c) du théoréme 1.5.3 est satisfaite. En utilisant la relation (5.147), on obtient

d
1BV, (2())[? = esVi () = Y 2" (t)(AL, P+ PAy, — /2p;P)a(1)
j=1
x a1 (t)(Al, P + PAw, + \/2p; P)a(t). (5.148)

La condition || BV, (z(t))||* > c3V2(x(t)) est donc vérifiée si, pour chaque j avec j = 1,...,d,
I'une des deux LMI (5.142) ou (5.143) est satisfaite.

Le lemme 5.2.3 montre que la condition (1.50a) du théoréme 1.5.3 doit étre testée, non sur
le pseudo-état x(t), mais sur la variable dynamique z,(t) € S, définie dans la relation (5.5a).
Puisque rang(F) = rang(ETE), on a dim(S,) = rang(E). De plus, on a V(x,(t)) = Vi(z(t)).
Alors, si les conditions (5.138) et (5.139) sont vérifiées, la condition (1.50a) du théoréme 1.5.3
est satisfaite avec p = 2 et ¢; = Apin(ET P) > 0.

Puisque ¢ < p et que c3 = 2p > 0, l'inégalité (1.52) du théoréme 1.5.3 est satisfaite et la
stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre de 'EADS (5.102a) est démontrée.
Stabilité exponentielle du point d’équilibre de 'EDO (5.128).

Soit la fonction de Lyapunov candidate V. (e(t)) = e’ (t)Qe(t) avec QT = Q > 0.

L’ODE (5.128) est identique a 'ODE (5.137).

La dérivée de V.(€(t)) le long de la trajectoire de 'ODE (5.137) est donnée par

V@) =20 > ail(Fi + 26)7Q + QUF: + 2G:))e(t) + 287 () Q(Hy + ZG) A (t) Hae(t)
=0
~ 267 (1)Q(ar + (F5 + ZGg)as)l(~e(t)).  (5.149)

avec

-fo . @]
En utilisant le lemme C.3.1 et l'inégalité (5.132), la relation (5.149) devient

¢ T el) ] (5.150)

vee®) < [0 -0 e ||y

ou

=) i((Fi+26:)"Q+ QUFi+2G:)) + ny ' QHUHTQ + o,

=0
T = Qa1 + (Fg + ZGp)as),
H=H+272G
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et po > 0 est un réel donné.
En utilisant I'hypotheése 5.4.1, on définit les fonctions v3(t) et v4(¢) comme suit

73(t) = Ag(az” (t)z(t) — €1 (x(1)z(t) > 0
7(t) = Ma(baT (D)2 (t) + e 0 (x(t)x(t) — 1 (2(8))l(x(1))) > 0

ot A3 > 0 et Ay > 0 sont des réels donnés (voir [ZLSH11]). En sommant y3(t) et y4(¢) au terme
de gauche de I'inégalité (5.150), on a Vg(€) < 0 si

P + ()\3(1 + )\4[))[” T — 05()\3 + >\4C)In

< 0. (5.151)
YT — 0.5(A3 + )\4C)In -1y,

La LMI (5.141) est obtenue en appliquant le lemme de Schur (voir (A.3.1) dans le lemme
A.3.1)) ala LMI (5.151) avec Y = QZ.

Si I'inégalité (5.151) est satisfaite, alors il existe un réel > 0 tel que
=0
)\max(Q)

et le point d’équilibre de 'ODE (5.137) est exponentiellement stable

Va(e) < —bele

N

Ve (e) (5.152)

Amax(Q)

-6
Sy ol @) (5.153)

lell <
avect > tg = 0. °

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, trois problémes ont été traités.

Le premier probléme concerne 'extension de la formule d’It6 aux EADS non linéaires. Pour
ce faire, I’espace vectoriel du pseudo-état a été décomposé en deux sous-espaces vectoriels dont
la somme directe donne ’espace vectoriel du pseudo-état. Le premier sous-espace vectoriel est
celui des variables dynamiques et le second celui des variables algébriques. Cette décomposition
permet d’obtenir les conditions sous lesquelles 'EADS est admissible, c’est-a-dire d’indice 1
(les contraintes algébriques permettent d’exprimer de maniére unique les variables algébriques
en fonction des variables dynamiques, ce qui est équivalent au fait que 'EADS est réguliére
(existence d’une solution unique) et causale (absence de modes impulsionnels)) et stable. En se
basant sur cette approche, la formule d’It6 a été étendue aux EADS non linéaires et des conditions
de type Lyapunov ont été appliquées aux EADS pour les stabilités exponentielle presque stire et
exponentielle en moyenne quadratique.

Cette extension de la formule d’It6 aux EADS a permis de considérer les deux autres pro-
bléemes traités dans ce chapitre.

Le second probléme abordé est la dérivation du lemme borné réel pour les systémes sto-
chastiques algébro-différentiels dont la dérive et la diffusion sont linéaires. Il s’agit de garantir
I’admissibilité de 'EADS avec la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, tout en satis-
faisant un niveau d’atténuation des perturbations a énergie bornée. Ce lemme borné réel a été
utilisé pour synthétiser deux correcteurs Ho, : par retour d’état et par retour de sortie dyna-
mique. Le but des ces deux correcteurs Hoo est que les deux propriétés, citées ci-dessus et que le
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lemme borné réel permet de vérifier, soient satisfaites en boucle fermée. La méthode de synthése
proposée est basée sur la résolution de trois LMI et d’une contrainte algébrique linéaire.

Le troisiéme probléme considéré est la synthése d’un observateur pour une classe de systémes
stochastiques décrits par une EADS non linéaire. Les non linéarités présentes dans 'EADS sont
one-sided Lipschitz. Afin que 'erreur d’estimation ne soit pas biaisée, les matrices de ’observateur
sont déterminées afin que des contraintes de Sylvester soient satisfaites, ce qui permet ensuite de
paramétrer ces matrices avec un gain unique. En utilisant ’approche découplée proposée dans
les théorémes 2.3.1 et 2.5.1, des conditions de type LMI avec une contrainte de rang permettent
de garantir que l'erreur d’estimation est admissible avec la stabilité exponentielle presque stire.
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Ce mémoire de thése est consacré a la synthése d’observateurs et de lois de commande pour
les systémes non linéaires décrits par une équation différentielle stochastique controlée par des
bruits multiplicatifs appelés mouvements browniens. Du fait que ces bruits n’interviennent pas
de maniére additive sur la dynamique de 1’état, ils ont une influence importante sur la stabilité.
Plusieurs types de stabilité ont été définis dans la littérature pour les systémes stochastiques.
Dans ce manuscrit, on s’est focalisé sur la stabilité exponentielle presque stire et sur la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique. Alors qu’il existe de nombreux travaux dans la littérature
traitant de la commande et de 'observation des systémes stochastiques avec des bruits multi-
plicatifs en utilisant la stabilité exponentielle en moyenne quadratique, il y a trés peu d’articles
abordant la stabilité exponentielle presque siire. Ce constat a motivé le choix fait dans ce mé-
moire de traiter essentiellement la stabilité exponentielle presque stire, la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique n’étant utilisée dans ce manuscrit que dans la partie traitant de la
commande H, des systémes stochastiques singuliers.

1 Conclusions

Afin d’argumenter ce choix, une étude comparative a été réalisée au début de ce mémoire entre
la stabilité exponentielle presque stire et la stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Bien
qu’il n’y ait pas d’implication entre ces deux stabilités (il existe des systémes stochastiques qui
satisfont l'une de ces deux stabilités, mais pas 'autre), on peut considérer, sous des conditions
“suffisamment générales” 2, que la stabilité exponentielle en moyenne quadratique implique la
stabilité exponentielle presque siire. De plus, cette implication est confortée par le fait que, si on
utilise des fonctions de Lyapunov bornées de maniére inférieure et supérieure par des fonctions
de classe K, alors les conditions de type Lyapunov pour la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique exprimées dans le théoréme 1.5.4 impliquent celles pour la stabilité exponentielle
presque siire données dans le théoréme 1.5.3. Avec cette approche de type Lyapunov, on a illustré
un fait connu dans la littérature : les bruits ont un réle déstabilisant pour la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique alors qu’ils peuvent avoir une influence stabilisante pour la stabilité
exponentielle presque stre. Cependant, I’étude comparative a montré qu’il existe des EDS dont
le point d’équilibre est exponentiellement presque stirement stable alors qu’il n’existe pas de
fonctions de Lyapunov satisfaisant les conditions du théoréme 1.5.3, ces EDS pouvant avoir une
dérive et une diffusion linéaires.

Puisque I'état ne peut pas étre éliminé de I’EDS décrivant la dynamique de 'erreur d’estima-
tion lorsqu’on s’intéresse a la synthése d’un observateur pour un systéme stochastique avec des
bruits multiplicatifs, la discussion faite au paragraphe ci-dessus fournit un argument supplémen-
taire pour le choix fait dans ce manuscrit d’utiliser la stabilité exponentielle presque sire a la

2. Voir le théoréme 1.5.6 énoncé par Mao dans [Mao97].

217



Conclusion générale et perspectives

différence de la littérature ou c’est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique qui est em-
ployée : sous ’hypothése que les conditions du théoréme 1.5.6 soient satisfaites, les observateurs
développés dans ce mémoire pourront s’appliquer a certaines classes de systémes stochastiques
non linéaires dont le point d’équilibre est exponentiellement presque stirement stable, mais pas
exponentiellement stable en moyenne quadratique, ce qui n’est pas le cas des observateurs pro-
posés dans la littérature qui s’appuient sur la stabilité exponentielle en moyenne quadratique.

Puisque la diffusion associée au systéme augmenté, constitué par '’EDS du systéme & observer
et par celle de I'erreur d’observation, est nulle lorsque I’état du systéme est égal a zéro, quel que
soit les composantes du vecteur d’erreur d’estimation, les conditions de type Lyapunov données
dans le théoréme 1.5.3 pour la stabilité exponentielle presque stire sont équivalentes a celles
exprimées dans le théoréme 1.5.4 pour la stabilité en moyenne quadratique. Il s’en suit que
I’objectif de proposer des observateurs pour des systémes stochastiques dont le point d’équilibre
pourrait ne pas étre exponentiellement stable en moyenne quadratique ne serait pas atteint en
employant le théoréeme 1.5.3.

Pour surmonter cette difficulté, la structure triangulaire de I’EDS associée au probléme de
filtrage a été exploitée et un nouveau résultat a été démontré lorsque les non linéarités sont
Lipschitz ou one-sided Lipschitz : la stabilité exponentielle presque siire du point d’équilibre
d’une classe d’EDS triangulaires non linéaires est équivalente & la stabilité exponentielle presque
stire du point d’équilibre de chaque EDS “bloc-diagonale” considérée isolément sans les termes
de couplage. Ce nouveau résultat a été utilisé pour la synthése d’observateurs pour les systémes
stochastiques avec des bruits multiplicatifs en garantissant la stabilité exponentielle presque
stire de 'erreur d’estimation. La méthode de synthése proposée se décompose en deux sous-
problémes disjoints : I’étude de la stabilté de 'EDS du systéme & observer et le calcul des
gains de 'observateur afin d’assurer la convergence de 'erreur de filtrage. Plusieurs cas ont été
considérés : les mesures sont stochastiques ou déterministes, ’observateur est d’ordre plein ou
réduit.

Cette approche a été appliquée a la synthése d’observateurs pour une classe de systémes
stochastiques avec des bruits multiplicatifs dont la dérive est constituée par des bilinéarités états-
commandes avec une non linéarité additive, cette derniére pouvant étre Lipschitz ou one-sided
Lipschitz. Les mesures sont soit stochastiques, soit déterministes et les observateurs proposés
sont d’ordre plein ou sont fonctionnels et d’ordre réduit. En fonction du traitement des entrées
de commande, deux stratégies pour la synthése des observateurs sont développées. La premiére
est basée sur la bornitude en norme des entrées admissibles. La seconde exploite le caractére
convexe du polytope au sein duquel évoluent les entrées admissibles, ce qui permet de considérer
des fonctions de Lyapunov polytopiques, et donc de relaxer les conditions de stabilité proposées.
Afin de conserver la convexité, il faut éviter les produits entre les composantes du vecteur des
commandes lors de ’application de la formule d’It6. Ce probléme a été résolu en utilisant un
formalisme pseudo-descripteur pour 'EDS du systéme & observer et en introduisant une matrice
instrumentale dans les fonctions de Lyapunov. Lorsque les paramétres de 'EDS du systéme a
observer sont entachés par des incertitudes non structurées et bornées en normes, des observateurs
robustes d’ordres plein et réduit ont été développés afin de garantir la convergence exponentielle
presque stire de l'erreur d’estimation.

Un autre probléme traité dans ce manuscrit est celui de l'atténuation des perturbations
pouvant affecter une EDS. Des conditions suffisantes ont été proposées afin d’assurer un taux de
décroissance garanti des perturbations avec la stabilité exponentielle presque stre.

La stabilisation d’une classe de systémes stochastiques non linéaires garantissant la stabi-
lité exponentielle presque siire du point d’équilibre en boucle fermée a été réalisée au moyen
d’une commande bang-bang dans deux configurations : par retour d’état et, lorsque 1’état est
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partiellement mesuré, par retour d’état estimé via un observateur.

La derniére partie de ce manuscrit a été consacrée aux systémes stochastiques singuliers avec
des bruits multiplicatifs. Dans un premier temps, la formule d’'Itd a été étendue aux équations
algébro-différentielles stochastiques. L’approche utilisée est basée sur la décomposition du pseudo-
état en deux parties : les variables dynamiques et les variables algébriques. Les concepts d’indice
1 et d’admissibilité ont été formalisés pour les EADS. Puis, dans le cas ou la dérive et la diffusion
des EADS sont linéaires, une version du lemme borné réel a été développée pour les systémes
stochastiques singuliers avec des bruits multiplicatifs afin de donner des conditions pour que
I’EADS soit admissible avec la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et pour qu’'un
niveau d’atténuation des perturbations exogénes a énergie bornée soit garanti. Ce lemme borné
réel a été ensuite appliqué pour synthétiser un correcteur Ho, par retour d’état et un correcteur
Hoo par retour de sortie dynamique. Dans le cas des systémes stochastiques singuliers avec des
non linéarités one-sided Lipschitz et des bruits multiplicatifs, un observateur d’ordre plein a été
développé afin de garantir la stabilité exponentielle presque siire de I'erreur d’estimation.

2 Perspectives et problémes ouverts

Suite aux travaux présentés dans ce mémoire, les extensions et les perspectives suivantes sont
des pistes de recherche & approfondir.

1) Considérer des non linéarités plus générales dans les EDS et les EADS pour la synthése
d’observateurs avec la stabilité exponentielle presque stire :

e en plus des bilinéarités état-commande, prendre en compte des bilinéarités état-état,
e intégrer différentes classes de fonctions affines en I’état et en la commande dans la dérive
et dans la diffusion des EDS et des EADS.

2) Dans [TR76], les auteurs proposent un observateur garantissant la bornitude exponentielle
en moyenne quadratique. En utilisant le théoréme de la valeur moyenne et en imposant a la
dérive et a la diffusion d’étre bornées pour tous les états z(t) et pour toutes les commandes
u(t) 3, Tarn et Rasis proposent la synthése d'un observateur sans nécessiter la stabilité ou
la bornitude pour le systéme stochastique & observer.

o [l serait intéressant d’essayer d’étendre cette approche en employant la stabilité expo-
nentielle presque siire afin d’éviter d’utiliser I’approche découplée développée dans ce
mémoire pour la synthése d’observateurs. A la différence des travaux dans [TR76] qui
n’utilisent que 'opérateur £V, ot V est une fonction de Lyapunov, la stabilité exponen-
tielle presque stire requiert d’utiliser aussi 'opérateur BV .

3) Prise en compte des retards :

e synthétiser des observateurs et des lois de commande avec la stabilité exponentielle
presque stire en considérant la présence de retards dans la dérive,

e considérer le cas ou les retards sont & temps variant et/ou inconnus, avec comme infor-
mation disponible des bornes maximales sur ces retards.

4) Etendre les résultats sur la stabilité et la stabilisation développés dans le chapitre 4 :

e rechercher des classes de fonctions de Lyapunov adaptées au théoréme 4.2.1,
e analyser les conditions d’application du théoréme 4.2.1 pour différentes classes de non
linéarités fi(x(t)), f2(t) et g(z(t)) dans 'EDS (4.1),

3. Dans ce manuscrit, la dérive et la diffusion ne sont pas bornées.
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5)

6)

7)

220

e généraliser la commande bang-bang en proposant une loi de commande saturée avec,
entre les bornes de saturation, une loi de commande continue (linéaire ou quadratique)
et fonction de I’état ou de son estimation lorsqu’il n’est pas entiérement mesuré.

Etendre les résultats sur les systémes stochastiques singuliers développés dans le chapitre 5 :

o ¢étendre le lemme borné réel et les correcteurs Hoo proposés dans ce manuscrit au cas ot
la dérive de 'EADS est non linéaire,

e adapter le théoréeme 4.2.1 sur le rejet des perturbations avec un taux de décroissance
exponentielle garanti au cas des EADS,

e ¢étudier I'application des lois de commande saturées au cas des systémes stochastiques
dont la dynamique est décrite par une EADS.

Explorer d’autres types de stabilité pour les systémes stochastiques :

e utiliser par exemple des stabilités exponentielles avec des moments supérieurs a deux afin
d’assurer une stabilité “plus forte” pour les systémes stochastiques considérés. Le but est
d’élaborer des méthodes de synthése d’observateurs et de lois de commande qui soient
sous une forme facilement implémentable, donc sous une forme de LMI de préférence.

Une perspective intéressante serait de mener une étude approfondie du point de vue de
I'automaticien sur la modélisation des systémes physiques avec des EDS et des EADS. 11
existe en effet déja une large théorie concernant ces types de systémes, mais les exemples
réels d’application pour la commande et 1'observation restent “marginaux” & notre gofit.
Il serait bien d’avoir plus d’exemples représentatifs dans des domaines aussi variés que la
biologie, la finance, la mécanique, ..., afin de souligner la pertinence de ces systémes pour
la communauté automaticienne.
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A.1 Normes vectorielles et matricielles

A.1.1 Relations sur les normes vectorielles et matricielles

La norme euclidienne, aussi appelée norme 2 ou norme de Frobenius, du vecteur x € C" est

1

n 2

2
lzll = llzlly = llz]lp = Vafz = (Z | ] ) : (A.11)
i=1
La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice A € C"*" est définie par

A=USvH (A.1.2)
ot U € €™ et V € C™ ™ sont des matrices unitaires (VU =UHU =1, et VVE=VHV =1
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et S est une matrice diagonale donnée par

(o1(A) 0 ... ... 0 |
0 UQ(A) . T . _
S = ; ; = S Orxcm—r (A.1.3)
. ' OTL*TX/I" OTL*/I"me/I"
0 o.(A) 0
L On_'f’Xm—'f’_

avec S € R™™, rang(S) = 7, 0i(A) > 0 et 041(A) = N1 (ATA) > 0;(A) = N\ (AT A),
i=1,...,r. Si i =min(n,m) > r, alors g;(4) = 0.

(anm

La norme euclidienne, aussi appelée norme de Frobenius, de la matrice A € est donnée

par

1
n m 2 min(n,m) 2
Al =14l = [ YD 14l = Y oi)| =,/tr(aHA). (A.1.4)
i=1 j=1 =1

La norme 2, aussi appelée norme 2 induite, de la matrice A € C"*" est donnée par

A
4l = max Aal, = max 12712
llzll, 0 |||,

a
llzll,=1

[ Az|l = Omax(A). (A.1.5)

La norme de Frobenius et la norme 2 vérifient les inégalités suivantes (avec A € C™*™,

B € Q™ et C € C™¥P) [HISH]

A+ Bl < [[Alp+I1Bllg, (A.1.6a)
A+ Bll, < [Al;+Bl;, (A.1.6b)
[ACIF < |AllplCllg, (A.1.6¢)
[ACI, < Al 1€, (A.1.6d)

[All, < [[Alr < VA, (A.1.6¢)

1Al = |UAV]g, (A.1.6f)

IAll, = [[UAV],, (A.1.6g)
max(|4;;]) < [[Afl, < vVmmax(|A;;), (A.1.6h)
max(|Ai(4)]) <[4, (A.1.61)

ol U et V sont des matrices unitaires.
Les deux inégalités suivantes sont utilisées dans ce mémoire

1 1

n n 2 n 3
aTb=Sab < |af !MIz(Za?) (be) , (A.L.7a)
2all ol < lal® + (18], (A.1.7h)

avec a € R™ et b € R™.
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A.1.2 Mesures de matrices (normes logarithmiques)

La mesure d’une matrice A € C"*", aussi appelée norme logarithmique, est définie par [Vid93
pp

I, —eA|, -1 A+ AH
jo(A) = Tim M= Al =1 )\max<+> (A.1.8)

e—0+ € 2
et posséde les propriétés suivantes [Vid93|

— 1Al
—p2(=A)

p2(A) < |4y, (A.1.9a)

<
< ReA(A) < pa(A), (A.1.9b)

ot A(A) est une valeur propre de A.
A.1.3 Majoration d’une fonction vectorielle
Une fonction f(z) € R™ est Lipschitz dans R s’il existe un réel p > 0 tel que [Vid93]
If(z1) — f(z2)] < pllz1 — z2| Ve e RCR",Vza e RCR". (A.1.10)

Une fonction f(z) € R™ est Lipschitz d’un coté (en anglais “one-sided Lipschitz”) dans R s'il
existe un réel p tel que [AM10]

(f(x1) — f(2)T (21 — 22) < Pller — 22| Va1 € RCR™,Vas € R CR". (A.1.11)

Une fonction f(x) € R™ est quadratiquement bornée dans R s'il existe deux réels p; et po
tels que [AM10]

I1f(21) — f@2)]* < pr llo1 — zol*+p2(f (1)~ f(22)) T (w1—22) Va1 € RCR",Vas € RCR™

(A.1.12)
Les réels p et p vérifient les inégalités suivantes [AM10]
: of n

p > limsup ||== VreRCRY, (A.1.13a)

0z ||,

_ : af n

p = limsup uo 92 VereR CR". (A.1.13b)

x

Les implications entre les inégalités (A.1.10), (A.1.11) et (A.1.12) sont décrites par le dia-
gramme suivant [AM10].

Ve /

7z /.
- Lipschitz d’un coté
7/

FIGURE A.1 — Les ensembles de fonctions Lipschitz, Lipschitz d’un cété et quadratiquement
bornée.
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Annexe A. Inégalités matricielles linéaires et compléments mathématiques

A.2 Pseudo-inverses et solutions des équations linéaires

Les relations présentées dans cette section sont extraites de [RM71, BG74, YTT11].

A.2.1 Solutions d’une équation linéaire et pseudo-inverses

Soit A € €™, AT € C"™*" est une pseudo-inverse de A si
A= AATA. (A.2.1)
La pseudo-inverse Al vérifie
rang(A") > rang(A) = rang(AA") = rang(ATA). (A.2.2)
Toutes les pseudo-inverses X = Af sont paramétrées par
X =A"4U - ATAUAA! (A.2.3)
ou par
X = A"+ V(I, — AAY) + (I,,, — ATA)W (A.2.4)

on U e R™™ Ve R™" et W € R™*" sont des matrices arbitraires.
L’équation
y = Ax
ouy € C", x € C™, permet de définir les quatre sous-espaces suivants : Y = Im(A) C C",

VY =ker(A) c €™, Ve I qyec YV =C" et U C Cm4mOV) avec U &V = C™.
AAT est un projecteur sur Im(A) le long de V et ATA est un projecteur sur U le long de
ker(A) avec

U = Im(AAT) =Im(A), (A.2.5a)
V = ker(4A") = Im(I, — AAT), (A.2.5D)
Y = ker(ATA) = ker(A) = Im(I,, — ATA), (A.2.5¢)
U = Im(ATA), (A.2.5d)
C" = Im(AA") @ Im(I, — AAT), (A.2.5¢)
C™ = Im(ATA) @ Im(l,, — ATA). (A.2.5f)
Soit A € C""™, B € CP*? et C € C"*9, I'équation linéaire
AXB=C (A.2.6)
a une solution X € C"™*P si et seulement si
AATCB'B=C (A.2.7)
ou si et seulement si
(I, -AAHC =0 et C(I,—B'B)=0. (A.2.8)
La solution générale de 'équation (A.2.6) est
X = A'CBY + Z - ATAZBBf (A.2.9)
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ou Z € C™*P est une matrice arbitraire.
En utilisant la propriété (A.2.5a), la condition (A.2.8) est équivalente a

Im(C) c Im(A) et Im(CT) c Im(B7T) (A.2.10)
et donc est équivalente a la condition de rang suivante

B

rang(A) = rang([A C]) et rang(B) = rang( c ) (A.2.11)

La décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice A peut étre utilisée pour construire
une pseudo-inverse AT de A. Si A € €™ et rang(A) = r, alors la matrice X

X=V

-1
S8
HooH (A.2.12)
Sy Ss

est une pseudo-inverse de A car A = AX A ot les matrices U, V et S sont définies dans (A.1.2)
et (A.1.3), les matrices S; € C"™*™7", Sy € C" ™" et S3 € C" "™ sont arbitraires.

A.2.2 Pseudo-inverses réflexives
Soit A € C™™. AT € C™*™ est une pseudo-inverse réflexive de A si elle vérifie (A.2.1) et
AT = ATAAT, (A.2.13)
La relation (A.2.2) est remplacée par
rang(A™") = rang(A) = rang(AA") = rang(AT A) (A.2.14)
et cette pseudo-inverse vérifie les relations (A.2.5a)-(A.2.5f) en remplagant (A.2.5b) par
ker(AAT) = ker(A") = Im(I,, — AA™).
Toutes les pseudo-inverses X = AT sont paramétrées par
AT = A1AA, (A.2.15)

oit A = Al et Ay = A" sont deux pseudo-inverses de A vérifiant (A.2.1).
Si S5 = 52595 dans (A.2.12), alors X = AT,

A.2.3 Pseudo-inverse de Moore-Penrose

Soit A € C™*™. A= € C™*" est la pseudo-inverse de Moore-Penrose A si elle vérifie (A.2.1),
(A.2.13) et

AA™ = (AATH)H, (A.2.16)
A=A = (A"A), (A.2.17)

La pseudo-inverse de Moore-Penrose est réflexive et unique.
SiS;=0,5 =0et S3=0dans (A.2.12), alors X = A™.
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A.3 Inégalités matricielles linéaires (LMI)

A.3.1 Lemme de Schur

Lemme A.3.1 (Lemme de Schur). [K.J72] Soit trois matrices réelles A= AT, B et C = C7,
alors

A B
BT C >0 A>0etC—-BT'A'B>0<=C>0et A-BC'BT >0, (A3.1)
(A B .
>0<=A>0etC—-B'"ATB>0e¢t B=AA'B
_BT C_

= C>0etA—BCTBT >0 et B=BCTC
e A>0etC—BTATAATB>0 ¢t B= AA'B
C >0

— et A— BCTCC'BT >0 et B= BCTC. (A.3.2)

A.3.2 Lemme de projection

Lemme A.3.2 (Lemme de projection). [GA9/, 1594] Etant données trois matrices B, C' et
Q (Q=Q7T), les deuz propositions suivantes sont équivalentes

1) Il existe une matrice P telle que

BPC + (BPC)I' +Q <0 (A.3.3)
2)
T
BT QBT <0 (ou3peR tel que uBBT — Q > 0) (A.3.4)
et
CQCt <0 (ouTp e R tel que uCTC — Q > 0). (A.3.5)

Donc, pour résoudre (A.3.3), il suffit de vérifier (A.3.4) et (A.3.5) et aprés on reconstruit P
avec (A.3.6).
Dans le cas o il existe une solution P a I'item (1), alors nous pouvons paramétrer toutes les
solutions P par [IS94|
P=BLKC] + 7 - BLBrZCC (A.3.6)

ou

B=BrBret C=CLCRr (A.3.7)

sont respectivement des factorisations de rang plein de B et C. Les matrices Z, R et L sont
arbitraires et vérifient

R=RT'>0et|L| <1, (A.3.8)

tandis que les matrices K, S7 et So sont données par

K = —R'BLSCE(Cr$iCH) " + RISYL (CrsiCL) ™, (A.3.9a)
-1

S; = (BLR—IB} -Q) >0, (A.3.9b)

Sy = R- BT (51 — $,CE (Cr$CE) ™! 0351) Br. (A.3.9¢)
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A.4 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker des matrices A et B est défini par [Bre78, Bre79, Gra81]

anB .. almB
A®B = : : (A4.1)
apiB ... anmB
et vérifie la propriété
vec(AXB) = (BT @ A) vec(X) (A.4.2)
ou 'opérateur vec(.) est défini par
ai
vee [ [ M2 ) = [*] . (A.4.3)
a1 a2 a2
—a/22—
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Annexe B

Définitions relatives aux processus
stochastiques

Sommaire
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B.1 Introduction aux processus stochastiques

Un processus stochastique est une fonction vectorielle aléatoire qui dépend du temps. On
définit donc un processus stochastique comme une famille de variables aléatoires indexées par le
temps.

B.2 Espace probabilisé

La probabilité est une évaluation du caractére probable d’un événement. La probabilité d’un
événement est un nombre réel compris entre 0 et 1. Plus ce nombre est grand, plus le risque
(ou la chance, selon le point de vue) que I’événement se produise est grand. Les événements
élémentaires “possibles” w sont regroupés dans un ensemble (). Les parties de €2 “observables” ou
“intéressantes” constituent une tribu F.

On définit donc un espace probabilisé (€2, F, P) avec

e () est I’ensemble des événements,

e F est une tribu,

e P est la mesure de la probabilité sur F.

Définition B.2.1 (Tribu (ou o—algébre en anglais) sur Q). Une tribu F sur Q est une
famille de parties de Q)
e contenant l’ensemble vide,
e stable par passage au complémentaire (si une partie de ) appartient a F, alors le complé-
mentaire de cette partie appartient aussi a F),

n
— a union dénombrable (si Ai,...,A, € F, alors UAi € F, avec n qui peut tendre vers

i=1

+00).
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Définition B.2.2 (Espace probabilisé€). Soit (2, F) un espace mesurable et P une application
de F dans [0 1]. P est une probabilité sur (2, F) si
e P{0} =0,P{Q} =1,

e Pour toute suite (A,)w d’événements deur & deux disjoints avec A, € F (c’est-a-dire

“+oo “+o0o
Ay NA,=0sin#m), ona P{ UA”} = ZP{An}.
n=0 n=0

Le triplet (Q, F,P) s’appelle un espace pmbabz’lisg ou espace de probabilité.

Définition B.2.3 (Filtration). Une filtration F; est une famille croissante de sous tribus de
F, c’est-a-dire qu’elle vérifie Fy C Fs pour tout t < s.

Une tribu F; représente 'information disponible a l'instant ¢.

Une filtration est une sous-famille de tribus emboitées de €2 qui peut s’interpréter comme l'in-
formation disponible qui évolue au cours du temps. Ainsi, F; C Fg sit < s refléte 'augmentation
de 'information disponible.

Définition B.2.4 (Fonction F-mesurable). Une fonction X : Q@ — R est F-mesurable si
{w: X(w)<aleF VaelR.

Si X est vectoriel (X(w) = [X1(w) ... Xn(w)]?), alors il faut que chaque coordonnée
Xi(w) soit F-mesurable.

Définition B.2.5 (Processus F;-adapté). Un processus X est Fy-adapté s’il est Fy-mesurable
quel que soit t > 0.

Un processus adapté est donc un processus stochastique pour lequel une description proba-
biliste est réalisable.

B.3 Espérance et martingale

Définition B.3.1 (Fonction de répartition). La fonction de répartition de la variable aléatoire
réelle X est la fonction Fx suivante

Fx(z) =P{X <z}
avec x € R.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle caractérise la loi de probabilité de
cette variable aléatoire avec P{a < X < b} = Fx(b) —Fx(a). Fx(z) est une fonction croissante
qui vérifie 0 < Fx(z) < 1.

Définition B.3.2 (Densité de probabilité). La densité de probabilité d’une variable aléatoire
réelle est donnée par
_ dFx(z) dP{X <=z}

f
x(2) dx dx

La densité de probabilité est une fonction qui permet de représenter une loi de probabilité

b
sous la forme d’intégrales avec / fx(s)ds = P{X < z}.
a
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Définition B.3.3 (Espérance mathématique). Soit X une variable aléatoire réelle définie
sur (2, F,P). On note E(X) Uespérance de X

E{X}:/QX(w)dP(w):/RxdFX(aj)

ot Fx est la fonction de répartition de X (avec X (w) = z). Si E{X} = 0 on dit que X est
centrée.

Définition B.3.4 (Martingale, sous-martingale, sur-martingale (super-martingale)).
Un processus X (t) € R™ est une martingale ou une Fy-martingale si

e E{||X(t)||} < 400, YVt >0,

o X(t) est Fi-adapté,

o E{X(t)|Fs} = X(s) Vs,0<s<t.

On parle de sous-martingale st X(t) € R et si E{X (t)|Fs} > X(s) Vs,0 < s < t.

On parle de sur-martingale ou de super-martingale si X (t) € R et si E{X(t)|Fs} < X(s)
Vs,0<s<t.

Une martingale est un processus stochastique qui ne posséde pas de partie prévisible relati-
vement & 'information dont on dispose. C’est donc un processus stochastique intégrable tel que
la meilleure prédiction pour une valeur future, sachant les valeurs passées et présentes, est la
valeur actuelle.

Si un processus est une martingale, alors il est complétement déterminé par sa valeur termi-
nale, ce qui veut dire que sa valeur espérée connaissant l'information disponible & une certaine
date s, dénotée Fs, est la valeur a cette méme date (E{X(t)|Fs} = X (s) avec 0 < s < t).

Puisque une martingale vérifie E{X (¢)|Fs} = X (s) V5,0 < s < ¢, alors on a

E{Ax|Fs} =0 Vs,0<s<t

avec Axy = X(t) — X(s).

Une martingale est une super-martingale, mais la réciproque est fausse. Une martingale est
une sous-martingale, mais la réciproque est fausse.

Le fait qu'un processus stochastique soit une martingale dépend de I'information disponible
et de la probabilité, c’est-a-dire de l’espace probabilisé (€2, F,P) considéré. Si I'on change l'in-
formation disponible et/ou la probabilité, donc l'espace probabilisé (2, F, P), alors le processus
stochastique peut ne plus étre une martingale.
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Annexe C

Lemmes divers
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C.1 Lemmes sur les équations différentielles stochastiques
On consideére I’équation différentielle stochastique suivante
dz = f(z)dt + g(z(t)) dw (C.1.1)

ol z(t) € R™ est le vecteur d’état et w(t) € R? est un mouvement brownien.
Les fonctions f(x) et g(z) vérifient les inégalités suivantes

T
/0 | f(z(s))]|ds <oo  ps. VT >0, (C.1.2a)

T
/0 lg(z(s))]?ds <o ps. VT >0. (C.1.2b)

Lemme C.1.1 (Inégalité martingale exponentielle). ([Ma097], théoréme 1.7.4)
Soit g(z(t)) = [g1(z(t)) ... ga(x(t)) ] vérifiant la condition (C.1.2b) et soit les réels T > 0, 1 >0
et By > 0, alors

p{w (| g(a(s)) du(s) - 2 / t loGe()Fds) > B p < e (C.13)

0<t<T

Lemme C.1.2 (Inégalité super-martingale). [Mao97] (théoréeme 1.5.6) Soit {M;}i<o une
super-martingale valuée dans R et soit [a b] C Ry avec b borné , alors

cP {w : sup Mi(w) > c} < E{M,} +E{M, } (C.14)

a<t<b

pour tout ¢ > 0, avec M; = max(0, —M;).
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Définition C.1.1 (Limite supérieure d’une suite de parties d’un ensemble). La limite

supérieure d’une suite {Ar} (k € IN) de parties d’un ensemble Q0 est l’ensemble limsup des
k
éléments w de Q tels que l'assertion w € Ay soit vérifiée pour une infinité d’indices k > 0. Cet

ensemble est défini par

limsup Ay = ﬂ U.Ak . (C.1.5)
k €N \ k>
Lemme C.1.3 (Lemme de Borel-Cantelli). [Mao97] (théoréme 1.2.4) Soit un espace de
probabilité (Q, F,P), considérons une suite d’événements {A}.
+oo
1) Sila séquence {Ar} C F et si ZP{Ak} < +o00, alors
k=1

P{lim supAk} =0. (C.1.6)
k—+o0

+o0
2) Si la séquence { A} C F est indépendante et si ZP{Ak} = 400, alors

k=1

P{limsupAk} =1. (C.1.7)
k——+o0

L’item 1 du lemme C.1.3 signifie que si la somme des probabilités d’une suite d’événements
d’un espace de probabilité est finie, alors la probabilité qu’une infinité d’entre eux se réalisent
simultanément est nulle. Autrement dit, il existe un ensemble 2, € F avec P{Q,} = 1 et un
entier k,(w) > 0 tel que, pour tout événement w € §,, on a w ¢ Ay, si k > ky(w).

L’item 2 du lemme C.1.3 signifie que si la somme des probabilités d’une suite d’événements
d’un espace de probabilité est infinie et que ces événements sont indépendants, alors la probabilité
qu’une infinité d’entre eux se produisent est un. Autrement dit, il existe un ensemble €, € F
avec P{Q,,} = 1 tel que, pour tout événement w € £, il existe une sous-séquence {Ayg, } de
{A} telle que I'événement w appartient a toutes les { Ay, }.

C.2 Lemme de Gronwall-Bellman

Lemme C.2.1 (Lemme Gronwall-Bellman). (/Vid93, Mao97]) Soit une fonction v : R™ —
R, intégrable sur R™ et v(.) = 0. Soit un réel ¢ > 0. Si

u(t) <c+ /Otv(s)u(s) ds Vte RY

u(t) < cexp (/Ot o(s) ds) |

C.3 Lemmes de majoration

alors

Lemme C.3.1 (Premier lemme de majoration). [Pet87] Soit trois matrices rélles A, B et
C avec CTC < I,,, alors, pour tout réel pn > 0, on a

1
207 ACBx < pa AATz + —2" BT Bz (C.3.1)
W
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quel que soit x € IR™.

Lemme C.3.2 (Second lemme de majoration). [WXD92, XC03] Soit cing matrices A, B,
C, D et F FTF < I,, alors, pour tout réel u > 0, on a

(A+ BFC)D YA+ BFC)T < AT(D — uBBT)™'A + lere (C.3.2)
o’
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Abstract

This thesis deals with the filtering and control of nonlinear systems described by It6 stochastic
differential equations whose diffusion is controlled by a noise which is multiplied with the state vector.
The noise is a Wiener process, also known as Brownian motion. When the noise is multiplied with the
state in a differential equation, it can stabilize or destabilize the system, which is not the case when the
noise occurs additively with respect to the state. In addition, there are several types of stability for the
systems described by stochastic differential equations, some being more conservative than others. In this
manuscript, the goal is to relax the conditions of stability used in the literature using the almost sure
exponential stability, also called exponential stability with probability equal to one.

Three main fields are treated in this manuscript :

(i) observers synthesis,
(ii) stability and stabilization of stochastic systems,
(iii) bounded real lemma for stochastic algebro-differential systems.

A new theorem on the almost sure exponential stability of the equilibrium point of a class of triangular
nonlinear stochastic systems is proposed : the stability of the whole system is ensured by the stability
of each decoupled subsystem. The proof of this result is based on the boundedness of the Lyapunov
exponents. It was shown that the problem of filtering of stochastic systems with multiplicative noises by
imposing the almost sure exponential stability of the observation error can not be solved by using the
Lyapunov type approaches available in the literature. This difficulty was overcome by using the triangular
structure, associated with this filtering problem, which allows to split the original observer design problem
into two decoupled subproblems : (i) demonstrate the stability of the stochastic differential equation
describing the dynamics of the state to be estimated, (ii) stabilize the stochastic differential equation
describing the dynamics of the observation error. This approach is based on the new theorem on the
almost sure exponential stability of a class of Lipschitz triangular nonlinear stochastic systems mentioned
above. This has been extended to nonlinear stochastic systems with one-sided Lipschitz nonlinearities.
To ensure the stability of the observation error, a polytopic approach was proposed with a “descriptor”
formalism (or algebro-differential). The results presented above have been extended to the synthesis of
robust observers in the presence of parametric uncertainties.

Conditions for asymptotic rejection of perturbations occurring in a stochastic differential equation
with multiplicative noises have been proposed. The considered stability is the almost sure exponential
one. A bound of the Lyapunov exponent ensures the almost sure convergence rate to zero for the state
of the system. A bang-bang control law is synthesized for a class of stochastic nonlinear systems in two
cases : (i) state feedback and (ii) measured output feedback with an observer. The used stability is the
almost sure exponential one.

A version of the bounded real lemma is developed for stochastic algebro-differential systems (also
called singular systems or descriptor systems) with multiplicative noises. This work required the develop-
ment of It6 formula in the case of nonlinear stochastic algebro-differential equations. This approach has
been used for the synthesis of an H., measured output feedback control law with the exponential mean
square stability. An observer for nonlinear stochastic algebro-differential systems was proposed using the
almost sure exponential stability.

Keywords: Stochastic differential equations, Brownian motion, It6 formula, Linear matrix inequali-
ties (LMI), Full order filtering, Reduced order functionnal filtering, Robust filtering, Bang-bang control,
Stochastic algebro-differential equations, Real bounded lemma and H.. control for singular stochastic
systems.



Résumé

Ce mémoire de thése traite du filtrage et de la commande des systémes non linéaires décrits par des
équations différentielles stochastiques au sens d’Ité dont la diffusion est commandée par un bruit qui
intervient de maniére multiplicative avec 1’état. Ce bruit est un processus de Wiener, aussi appelé mouve-
ment brownien. Lorsque le bruit agit de maniére multiplicative avec 1’état dans une équation différentielle,
il peut stabiliser ou déstabiliser le systéme, ce qui n’est pas le cas lorsque le bruit intervient de maniére
additive. Il y a plusieurs types de stabilité pour les systémes décrits par des équations différentielles sto-
chastiques, certaines étant plus pessimistes que d’autres. Dans ce manuscrit, nous avons cherché a relaxer
les conditions de stabilité utilisées dans la littérature en employant la stabilité exponentielle presque stre,
aussi appelée stabilité exponentielle avec une probabilité de un.

Trois domaines principaux sont traités dans ce manuscrit :

(i) synthése d’observateurs,
(ii) commande des systémes stochastiques,
(iii) lemme borné réel pour les systémes stochastiques algébro-différentiels.

Un nouveau théoréme sur la stabilité exponentielle presque stire du point d’équilibre d’une classe de
systémes stochastiques non linéaires triangulaires est proposé : la stabilité de ’ensemble du systéme est
assurée par la stabilité de chaque sous-systéme considéré isolément. La preuve de ce résultat est basée
sur la majoration des exposants de Lyapunov. On a montré que le probléme du filtrage des systémes
stochastiques avec des bruits multiplicatifs en imposant la stabilité exponentielle presque siire de I'erreur
d’observation ne peut pas étre résolu en appliquant les approches de type Lyapunov disponibles dans
la littérature. Cette difficulté a été surmontée en proposant d’exploiter la structure triangulaire associée
a ce probléme de filtrage, ce qui nous a permis de décomposer la synthése de I'observateur en deux
sous-problémes découplés : (i) démontrer la stabilité de ’équation différentielle stochastique décrivant la
dynamique de ’état a estimer, (ii) stabiliser I’équation différentielle stochastique décrivant la dynamique
de lerreur d’observation. Cette approche est basée sur le nouveau théoréme sur la stabilité exponentielle
presque stire d’une classe de systémes stochastiques non linéaires triangulaires et lipschitziens évoquée ci-
dessus. Ce résultat a été étendu aux systémes stochastiques non linéaires ayant des non linéarités de type
one-sided Lipschitz. Pour garantir la stabilité de I’erreur d’observation, une approche de type polytopique
a été proposée avec un formalisme “descripteur” (ou algébro-différentiel). Les résultats présentés ci-dessus
ont été étendus a la synthése d’observateurs robustes en présence d’incertitudes paramétriques.

Des conditions pour le rejet asymptotique des perturbations intervenant dans une équation différen-
tielle stochastique avec des bruits multiplicatifs ont été proposées. La stabilité considérée est la stabilité
exponentielle presque stre. Une borne de 'exposant de Lyapunov permet de garantir le taux de conver-
gence vers zéro de I’état du systéme. Un correcteur de type bang-bang est synthétisé pour une classe
de systémes non linéaires stochastiques dans deux cas : (i) par retour d’état et (ii) par retour de sorties
mesurées avec un observateur. Le type de stabilité utilisé est la stabilité exponentielle presque stre.

Une version du lemme borné réel est élaborée pour les systémes stochastiques algébro-différentiels (ou
singuliers, ou descripteurs) avec des bruits multiplicatifs. Ce travail a nécessité le développement de la
formule d’It6 dans le cas des équations stochastiques algébro-différentielles non linéaires. Cette approche a
été utilisée pour la synthése d’un correcteur H.. par retour de sorties en utilisant la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique. Un observateur pour les systémes stochastiques algébro-différentiels non linéaires
a été proposé avec la stabilité exponentielle presque stire.

Mots-clés: Equations différentielles stochastiques, Mouvement brownien, Formule d’It6, Inégalités ma-
tricielles affines (LMI), Filtrage d’ordre plein, Filtrage fonctionnel d’ordre réduit, Filtrage robuste, Com-
mande bang-bang, Equations algébro-différentielles stochastiques, Lemme borné réel et correcteur Hoo
pour les systémes stochastiques singuliers.
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