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Résumé

On considere le probléme de contact entre deux solides déformables. Aprés discréti-
sation indépendante des solides par éléments finis, les nceuds des deux maillages ne sont
pas en vis & vis sur la zone de contact. Il s’agit alors de “raccorder les maillages”, c’est
4 dire définir des conditions de contact discrétes. Le but du travail consiste a trouver
les conditions les mieux adaptées. Ceci, tant du point de vue mathématique de la bonne
convergence des solutions discrétes, que du point de vue de lefficacité numérique et de la
facilité d’implantation dans un code éléments finis. On s’intéressera plus particulierement
au probléme de contact unilatéral, avec ou sans conditions de frottement entre deux so-
lides. On discutera de la meilleure maniére d’effectuer un calcul par éléments finis avec

des maillages incompatibles, résultats de convergence et essais numériques a l'appui.

Mots clés: Contact unilatéral - Maillages incompatibles - Inéquation variationnelle -
Méthode éléments finis avec joints - Méthode éléments finis non conforme - Décomposition

de domaine - Bootstrap - Frottement

Abstract

We consider the contact problem between two deformable bodies. Affer an independent
finite element discretization of both bodies, the nodes of both meshes do not fit together
on the contact zone. Then, we need to define discrete contact conditions. The aim of
the work consists of finding well adapted conditions. The conditions must be eflicient
from a mathematical point of view and they must lead to good convergence rates of
the discretized solutions. Moreover, the conditions must be easily usable in a numerical
and computational context. We focus on the unilateral contact problem, with or without
friction. Using the theoretical convergence rates and the numerical experiments, we discuss

the best way to carry out a finite element contact problem with non-matching meshes.

Keywords: Unilateral contact - Non-matching meshes - Variational inequality - Mor-
tar finite element method - Nonconforming finite element method - Domain decomposition

- Bootstrap - Friction




Table des matieres

Intreduction

1 TLa méthode des joints appliquée au probléme de contact bilatéral

1.1 Formulation du probleme . . . . . . . . ... Lo
1.2 Discrétisation . . . . . . . . i e e e e e e e
1.3 Estimation d’erreur . . . . . . . ...
1.3.1  Erreur d’approximation . . . . .. ... ...
1.3.2 FErreur de consistance . . . . . . . . . Lo o i e e

1.3.3 FEstimations finales et conclusion . . . . . . . . . . . .. .. ..

Résolution du probléme de contact unilatéral: le raccord projection
2.1 Formulation du probléme . . . . . . .. .. .. Lo
2.2 Discrétisation et définition du raccord projection. . . . .. . . . . . . ...
2.3 Estimations derreur . . . . . . . . ..o
2.3.1 Expression générale de l'erreur. . . . . ... . ..o
2.3.2 Erreur d’approximation . . .. .. ... oL
2.3.3 FErreur decomsistance . . . . .. .. Lo oo
2.3.4 Estimation intermédiaire et bootstrap sur l'erreur de consistance . .
2.3.5 Estimationfinale . . . . .. .. .. ... o 0oL
2.3.6 Généralisation . . . . . . . . . .. o
2.3.7 Un cas de convergence optimale . . . . ... ... ... .......

2.4 Conclusion et Temarques . . . . . . . . oL L

Résultats supplémentaires relatifs au raccord projection

3.1 Formulation en probléme de minimisation . . ... ... ... .. ... ..
3.1.1 Position du probleme abordé . . . . . . ... ..o o000
3.1.2 Discrétisation et estimation de Perrenr . . . . . . .. .. ...
3.1.3 Généralisation . . . . . . . . ..

3.2 Formulation en probleme de point—selle . . . . . .. . ... ... ... ...

3.2.1 Position du probleme abordé . . . . . .. ... 0 o000

11
13
15
15
17
19

20
21
23
25
25
27
29
30
32
32
34
36



3.2.9 Discrétisation et estimation de l'erreur . . . . . . . . ..o 43

3.3 FEtude de la convergence sans hypothéses de régularité. . . ... ... ... 47
3.4 FEstimation de Dinterpénétration en normes L¥ et L™ . . . . . .. ... .. 49
2.5 Conclusion . . . v v o o e e e e e e e e e e e e 51
Etude d’autres raccords 52
4.1 Raccord ponctuel . . . . ... 53
4.1.1 FErreur d’approximation . . . . . .. . . ... 54
4.1.2 FErreur de consistance . . . . v . v . o oo e e e 54
41.3 Estimation intermédiaire et bootstrap sur 'erreur de consistance . . 53
4.1.4 FEstimation finale . . . . . . . ..o 56
4.1.5 Généralisation . . . . . o . ot o e e 56
42 Raccord intégral . . . . . . . ... 56
4.2.1 Erreur d’approximation . . . . . . ... 57
4292 FErreur de consistance . . . . . . . . .. oo e e e 58
4.2.3 Estimation finale . . . . . . . L oo 62
424 Généralisation . . . . . . . . .. 62
4.3 Cas de Pinterfacede contact . . . . . . . . .. . ..o 62
4.4 Commentaires et récapitulatif . . . . . . . .. ... oo 63
Contact unilatéral avec frottement 65
5.1 Formulation du probléme . . . . . . . . .. .o 65
5.2 Discrétisation . . . . v v e e e e e e e e 68
5.3 Estimation de erreur . . . . . . . . . . 69
5.3.1 Expression générale de lerreur. . . . . . . . .. ..o 69
5.3.2 TEstimation de 'erreur d’approximation . . . . . ... ... ... 72
5.3.3 Premiére estimation de ’erreur de consistance . . . . . . . ... .. 74
5.3.4 Deuxiéme estimation de 'erreur de consistance. . . . . . . . . . .. 75

5.3.5 Estimation de l'erreur globale et derniére estimation de lerreur de

COMSISTANCE . .« v v i e e e e e e e e e e e e e 77

5.4 Questions d’existence et d’unicité & propos du frottement de Coulomb . . . 78
5.4.1 Formulation do probléme. . . . . . . . ... L 79
5.4.2 Existence delasolution . . .. .. .. .. ... .. 80
5.4.3 Apropos delunicité . . .. . .. ... oo 83

55 Conclusion . . . . . o o e e e e e e 84



6 Mise en ceuvre numeérique 85

6.1

6.2

6.3
6.4

Le probléme & résoudre . . . . . . . . ... 85
6.1.1 Le probléme continu: rappel . . . . .. ... oo 86
6.1.2 Discrétisation par éléments finis . . . . . ... ... oL 88
Fomulation matricielle . . . . . . . . . . oo o 89
6.2.1 Condition de contact de type intégral . . . . .. .. .. .. ... .. 89
6.2.2  Condition de contact de type projection . .. ... . ... ... .. 92
6.2.3 Mise sous forme de probléme de minimisation et résolution algo-
rithmique . . . . . . o e 94
6.2.4  Formulation matricielle de différentes conditions de contact sur un
exemple . . .. ... e e e 96
Détermination numérique de erreur . . . . . . . ..o oL 100
Tests UMArIQUES .+« v« « v v v o e e e 102
6.4.1 Testl: comparaison maillage compatible-maillage incompatible . . . 102

6.4.2 Test2: comparaison compatible-incompatible pour un cas plus sin-

6.4.3 Test3: comparaison raccord projection-raccord ponctuel . .. . .. 124
6.4.4 Testd: comportement du raccord projection pour un cas extréme de
maillages incompatibles. . . . ... ..o o000 143

6.4.5 Testd: contact d’un demi-disque déformable sur socle déformable . 156

Conclusion 161
Annexe 163
A Sur ’approximation en norme duale 163
A.1 L’opérateur d’interpolation de Lagrange . . . ... .. ... ... ... .. 163
A.1.1 Approximation pour des fonctions H' . . . . . .. .. ... ... .. 164
A.1.2 Approximation pour des fonctions H* . . . . .. .. .. ... ..., 165
A.1.3 Approximation pour des fonctions I 2 166

A.2 1'opérateur de projection L? sur le cone convexe des fonctions continues,
affines par morceanx ef positives. . . . . . .. ..o L 169
Bibliographie 173



Introduction

Les problémes de contact et d’impact représentent depuis longtemps une part significa-
tive du calcul de structures non-linéaire en contexte industriel, et les méthodes d’élements
finis y sont d’un usage courant pour 'approximation numérique du probléme. Un point
essentiel réside dans 1’élaboration de méthodes numériques qui prennent en compte les
conditions de contact de maniére convenable car, dans ce type de probléme, la gestion du
contact occupe une proportion importante du temps de calcul. Une cause prédominante,
et souvent inévitable, est que les maillages des solides déformables sont fréquemment in-
compatibles, c’est & dire que les nceuds des deux solides ne sont pas en vis a vis sur la
zone de contact. La difficulté majeure qui en découle réside dans la gestion des noeuds
du maillage dans cette zone. Aussi, la question de la définition des conditions de contact
unilatéral sur des maillages incompatibles est d’un intérét certain.

Le cadre mathématique, pour ces problémes de contact, consiste en une inéquation
variationnelle dont I’approximation par éléments finis a été discutée par de nombreux
auteurs. En particulier, Panalyse pour des éléments finis de degré peu élevé est considérée
par Kikuchi et Oden,[40} dans le cas d’un solide déformable en contact avec un socle rigide
indéformable (probleme de Signorini). Haslinger et Hlavdgek,[34], Haslinger, Hlavdtek et
Netas,[35] ont considéré le cas de deux solides déformables avec des maillages compatibles
sur la zone de contact.

Par ailleurs, la méthode de décomposition de domaines des éléments finis avec joints
introdunite par Bernardi, Maday et Patera,[13] offre d’importantes possibilités pour cou-
pler différentes approximations variationnelles et, par voie de conséquence, pour utiliser
des mailles qui ne coincident pas aux interfaces des sous—domaines. Cette démarche per-
met de considérer des discrétisations indépendantes prenant en compte les particularités
sur chaque solide (géometries, chargements, lois de comportement, etc ...). Dans beau-
coup d’applications numériques, la notion de joint conduit & un gain important de temps
de calcul et de génération de maillages, car cela permet de traiter des problémes avec
des maillages quelconques. Sur le plan mathématique, bon nombre de résultats sont éta-
blis pour des problémes gouvernés par des équations variationnelles. Ces études prouvent

Poptimalité du procédé dans un contexte d’éléments finis et d’éléments spectraux. Plu-
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sieurs problémes variationnels du second ordre ont été étudiés: le probleme de Poisson
(Bernardi, Maday et Patera,[13] Ben Belgacem,[4]), les équations de Stokes (Debit et
Maday,[24] Debit,[23]), le probleme d’élasticité linéarisé (Le Tallec et Sassi,[415]), les pro-
blemes de plaques (Lacour,[42]), 'inversion de lopérateur de Maxwell (Ben Abdallah,
Ben Belgacem et Maday,[3]), etc... Les implantations numériques confirment Pefficacité
d'une telle technique, en particulier en mécanique des fluides (Achdou et Pironneau,[1]

Mavriplis,[48] par exemple).

Le travail présenté dans le cadre de cette these concerne en premier lieu les deux
directions de recherche évoquées précédemment. D’une part, dans le cadre des problemes
de contact, on généralise 1’étude par éléments finis an cas des maillages incompatibles.
D’autre part, la méthode non-conforme des éléments finis avec joints est étendue & des
problémes régis par des inéquations variationnelles.

Cette thése est composée de 6 chapitres et une annexe. [’étude se veut assez linéaire;
ceci explique le fait que les outils et résultats mathématiques mis en place a un chapitre
soient fréquemment utilisés au chapitre suivant. Cependant, le chapitre 6 traitant de la
rmise en ccuvre numérique a été élaboré dans un souci de présentation auto-suflisante.

Le premier chapitre présente la méthode des éléments finis avec joints dans le cadre du
probléme de contact bilatéral et sans frottement entre deux solides déformables. Le contact
bilatéral entre deux solides permet le glissement sur la zone de contact, mais exclut la
possibilité d’un décollement. Le probléme bilatéral se présente sous la forme d’une équation
variationnelle et, bien qu’il ne présente pas d’intérét particulier sur le plan physique, il
sert de point de départ & I’étude plus complexe sur le plan mathématique et numérique
du contact unilatéral. Les deux solides sont discrétisés indépendamment. La condition de
continuité du déplacement normal au travers de la zone de contact, incorporée dans la
définition du conbact bilatéral, est définie de denx manieres différentes sur ces maillages
incompatibles. Lune est de type local, autre correspondant & la méthode des joints est
de type intégral, et c’est cette derniere qui fournit un taux de convergence optimal.

Le probléme de contact unilatéral est considéré des le deuxiéme chapitre. Il s’agit du
modéle de contact communément adopté en petites déformations. Il permet d’une part le
glissement sur la zone de contact et autorise d’autre part des décollements entre les deux
solides. Dans ce cas, la condition unilatérale comprend la non-interpénétration des deux
solides qui se traduit par une inéquation sur le déplacement normal relatif. Ceci conduit
ensuite & une inéquation variationnelle. Les deux solides sont alors discrétisés indépen-
damment I’un de autre. Il s’ensuit que les noeuds des deux zones candidates au contact et
relatives aux deux solides ne sont pas en vis & vis. Dans une telle configuration, il est clair

qu’il existe de nombreuses possibilités d’approcher la condition de non-interpénétration.



Dans le présent chapitre, on propose et on étudie 'une d’entre elles que nous nommerons
le raccord projection. Dans le cas de maillages compatibles, le raccord projection revient
4 la condition classique de non—interpénétration nceud & nceud. De plus, I’analogue de ce
raccord pour le contact bilatéral est la condition de type intégral présentée an chapitre
précédent. L'étude par éléments finis correspondante conduit & un taux de convergence
des solutions discrétes qui est le méme que pour la condition nceud a neeud dans le cas
de maillages compatibles. Ces résultats ont fait 'objet des publications [7] et [8] avec F.
Ben Belgacem et P. Laborde.

Le troisieme chapitre est destiné & une étude plus compléte du raccord projection. Le
probléme de contact unilatéral entre deux solides élastiques est formulé tout d’abord sous
forme de probléme de minimisation, puis sous forme de probléme mixte. Les études par
léments finis correspondantes sont effectuées. Par ailleurs, on analyse la convergence de la
méthode sans hypotheéses de régularité sur la solution exacte. Finalement, on obtient des
résultats supplémentaires sur 'approximation de la condition de non-interpénétration.

Jusqu’h présent, nous avons étudié une seule condition de contact unilatéral pour des
maillages incompatibles: le raccord projection. Dans le quatrieme chapitre, on propose
deux autres maniéres de discrétiser la condition de non-interpénétration. La premiere
manieére est qualifiée de raccord ponctuel et la seconde de raccord intégral. Le raccord
ponctuel définit un contact de type neeud-segment et, dans le cas de maillages compa-
tibles, il représente la condition de non—interpénétration nceud a nceud. Aussi ce raccord
constitue 'analogue, pour le contact unilatéral, de la condition de type local considérée
an premier chapitre pour le contact bilatéral. Tout en présentant une maniere naturelle
de définir le contact uniltatéral, le raccord intégral ne se ramene pas a fa condition nceud &
neeud dans le cas compatible. Cependant, il constitue (tout comme le raccord projection),
une généralisation de la condition de type intégral présentée dans le cadre du contact
bilatéral. Les deux études par éléments finis correspondantes sont effectuées et des taux
de convergence sont obtenus, comparés et commentés.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étendons I’étude du deuxieme chapitre a un probleme
de contact unilatéral avec frottement. L’analyse par éléments finis est effectuée an moyen
du raccord projection. Bien que la prise en compte du frottement améne des non-linéarités
supplémentaires ainsi que de nouveaux termes d’erreur, on obtient un taux de convergence
similaire & celul du cas sans frottement.

La mise en ceuvre numérique est réalisée au sixiéme chapitre. Dans un premier temps,
on écrit la formulation matricielle du probléme de contact unilatéral entre deux solides
pour deux raccords différents. Puis, sur un exemple simple, on compare entre elles ces

formulations matricielles. On effectue ensuite les simulations numériques. Plusieurs tests




sont présentés et ’on s'attachera & comparer les taux de convergence pour les maillages
compatibles et incompatibles, ceci en considérant les différents raccords. De cette étude
numérique, il ressort clairement que, dans le cas de maillages incompatibles, aucune perte
de convergence n’est observée par rapport 2 la condition de contact nceud a neeud classique
des maillages compatibles, ceci pour peu que I’on adopte le raccord projection. Finalement,

on appliquera le raccord projection & plusieurs autres cas de figure significatifs.



Chapitre 1

La méthode des joints appliquée au
probléme de contact bilatéral

Le but de ce chapitre est d’appliquer au probléme de contact bilatéral une méthode
de décomposition de domaines. Ceci doit servir d’outil a Pétude plus réaliste sur le plan
physique du contact unilatéral considéré dans les chapitres suivants. La méthode, ap-
pelée méthode des éléments finis avec joints permet de coupler différentes formulations
variationnelles et d’utiliser des maillages qui ne se raccordent pas aux interfaces des sous—
domaines.

Cette technique apparait dans [11]; elle a été reformulée en termes de joints dans
[13], et posséde de nombreux avantages sur les plans théorique et numérique. Sur le plan
théorique, un bon nombre de preuves sont établies prouvant le caractére optimal de la
méthode, dans un contexte d’éléments spectraux et d’éléments finis, pour des problemes
elliptiques du second ordre gouvernés par des équations variationnelles [11, 13, 4]. Dans ce
cas, la méthode des joints permet d’exprimer la continuité des solutions discretes au travers
d’une interface liant des sous—domaines discrétisés indépendamment. Comme la condition
de contact bilatéral traduit la continuité du déplacement normal au travers de la zone de
contact, il s’ensuit que la méthode des éléments finis avec joints convient naturellement
4 ce probleme. Dans ce chapitre, il s’agit d’appliquer la méthode au probleme de contact
bilatéral entre deux solides élastiques. On utilise les techniques de démonstration de [11]
et [13] (probléme de Dirichlet homogene avec Laplacien), en tenant compte des spécificités
du probleme de contact bilatéral (possibilité de glissement des solides I'un par rapport a
Pautre).

Le chapitre est découpé comme suit. Aprés la présentation des équations du contact
hilatéral sans frottement, les deux solides sont discrétisés. On présente alors deux manieres
différentes de définir la condition bilatérale discréte sur la zone de contact. La premiere
possibilité consiste & décrire la continuité du déplacement normal des solides en raccordant

de manidre ponctuelle (ou locale) les discrétisations sur la zone de contact. Cette approche



s’avere étre non optimale sur le plan de la convergence des solutions éléments finis. Le
second choix, correspondant 3 la méthode des joints, consiste en un raccord de type
intégral (ou global) sur la zone de contact. Ce dernier est optimal du point de vue de la
vitesse de convergence. Dans les deux cas de figure, on étend les résultats obtenus dans
les références citées précédemment au contact bilatéral. Ces résultats ont fait 'objet de

la publication [6].

Pour commencer, on spécifie quelques notations utilisées. Soit £ C R? un domaine
ouvert connexe & frontiere lipschitzienne; le point générique de € est noté @. L’espace de

Lebesgue classique des fonctions & carré sommable L2(£) est muni du produit scalaire

v) = [ ov da.

Nous utiliserons fréquemment les espaces de Sobolev standard H™({2), m > 0, munis

de la norme hilbertienne

1

lm@ = (2 10°0[Ea@) s

0Ze|<m

ol & = (e, o) est un multi-indice dans N et le symbole 9 représente la dérivée partielle
871852 Comme indiqué dans Grisvard,[30] (Définition 1.3.2.1) I'espace de Sobolev d’ordre

fractionnaire H7(9),7 € R. \ N, peut étre défini intrinséquement par la norme

Iollrrey = (1ol + 32 / [ ‘b ]Hﬂy” de dy)*

ot 7 = m + 0, m désignant la partie entiere de 7, et 0 €]0,1[. L'adhérence dans H7(2)
de ’ensemble D() des fonctions indéfiniment différentiables dont le support est contenu
dans Q est noté Hj{Q).

Comme il est souvent d’usage lorsque 1’on considére des méthodes d’éléments finis,
nous considérerons ici uniquement des domaines polygonaux. Cette hypothese n’est pas
restrictive et nous permet d’éviter les techniques requises pour le traitement de frontieres
courbes (Bernardi,[10] Haslinger et Hlavagek,[34} Haslinger, Hlavdtek et Netas,[35]) qui
sortent du cadre de notre étude. La frontiére 9€) est 'union d’un nombre fini de segments
I';, 0 < j < J. Le coin commun a I'; et I';4; est ¢;. Dans un tel cas, I'espace H7 () défini
précédemment coincide avec les restrictions & {0 des fonctions de H7(R?) (cf. Ref.[30],
Théoreme 1.4.5.2). Afin de pouvoir manipuler des traces de fonctions, on introduit, pour
tout 7 € R, \ N, ayant pour partic entiére m et pour partie décimale  €]0,1[, 'espace

de Hilbert H7(';) associé a la norme

am am 2 %
hiren = (Wlmy + [ EEE O arar)
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ol dI' désigne la mesure lindique sur I'; et O™ représente la dérivée d’ordre m. On désigne

par H=7(T;) le dual topologique de H™(I';) pour 0 < 7 < 3. Nous utiliserons ¢galement
1

Vespace HE(T;), 1 < 7 < J. Dans ce but, on définit I'application p; comme étant la

distance aux points extrémes de I';
pi() = dist (@, {cj-1,¢i}), Ve ely

Alinsi, 'espace HéU(Fj) est muni de la norme (cf. [46])

” I2 99(33)2 C[F)%

lledl wrey U, pi(x)

H()%;)(Fj) - (

Finalement, opérateur trace T : ¥ — (¥r,}i<j<s, envoie continuement 7(€1) dans
., H7™=3(T;) quand 7 > <. En particulier, I’espace H3(99) (i.e. ensemble des traces
des fonctions de H'())) est le sous—espace de [T}, H 2(T;) formé des fonctions vérifiant
des conditions spécifiques de type intégral aux coins (¢;); (cf. Ref.[30], Théoréme 1.5.2.3).

Les lettres en gras u, v, représentent des quantités vectorielles; les lettres en capitales
(par exemple V') sont des espaces de fonctions vectorielles. Dans foute la suite nous
considérerons des problémes d’élasticité plane. Le symbole o représente le tenseur des
contraintes et £ désigne le tenseur des déformations. Nous rappelons que le tenseur des

déformations linéarisé induit par un champ de déplacements v s’écrit:

g(v) = —;—(VU + VUT).

1.1 Formulation du probleme

On considére deux solides déformables qui occupent, dans la configuration initiale,
deux ensembles {1 dans R2, ¢ = 1,2. La frontiere 8Qf du domaine QF est réguliére et
composée de trois parties I', I's et I'. Le vecteur normal unitaire sortant de 0 est noté
n’. Le solide est soumis & des forces ¢ € (L2(19))? et des forces g* € (L*(T'5))? agissent
sur Ff;. La partie I, est encastrée et on supposera que mes(l't) > 0. Initialement, les
deux solides sont en contact sur la partie commune de leur frontiére I'. = I'} = I'2.

Le probleme de contact bilatéral consiste a trouver le champ de déplacements v =

£ £

(u!, u?) avec uf = u|qge et le champ de contraintes o = (o', 0%) avec 0° = oqe satisfaisant

aux conditions suivantes pour £ =1,2:

div O'E(’U..g) 3} fe = () dans 0,
ot(uf)nt =g* sur T, (1.1.1)
w' =0 sur T¥ .

11




. , . . fro . Boi;)
Le symbole div représente 'opérateur divergence défini par div o = (3‘;-1) ot 'on
)
a adopté la convention de sommation sur les indices répétés. Le tenseur des contraintes

est déduit du déplacement par la loi de comportement €lastique
ot{ut) = Cfe(u), (1.1.2)

st _ (2 - ; o ¢ _ b 2
ott O = (& ) 1<iikhca est un tenseur d’ordre quatre vérifiant ¢ pp = 50y = Cipyy €4
£ oo (Y
cin € LE().

Les conditions sur la surface de contact I'. sont les suivantes

uln! +ufn’ =0, (1.1.3)
(eH{u")n')n' = (cX(u*)n®).n’ =ou(u), (1.1.4)
op(ut) = op(u?y =0, (1.1.5)

ol
ob(u) = ot (ub)n’ — oy (u)n’, 1 <L <2
La condition (1.1.3) représente le contact bilatéral entre les deux solides, (1.1.4) consti-
tue le principe d’action et de réaction et finalement (1.1.5) traduit I'absence de frotte-
ments. Dans cette formulation les deux solides restent en contact mais un glissement peut
survenir.

On suppose qu’il existe des constantes o > 0 vérifiant
ij,kh Eij Ekh 2 Ote Ei5 Eif, VEZ'J' = &ji- (1.1.6)
Afin d’étudier ce probléme, nous alons donner une formulation variationnelle équiva-
lente & la formulation donnée précédemment (cf. [40, 26]). On définit les espaces V() (£ =
1,2)
V() = {ve (HYQ9), v=0suTi},
et un champ v de vecteurs de V(1) x V(02?) est noté v = (v!,v*). Muni du produit
scalaire
(u,'v)* = (ul,’vl)(Hl(Ql))z -+ (’uz,’UZ)(Hl(QZ))Q,
V(01 x V(Q2) est un espace de Hilbert dont la norme correspondante est notée ||.{|...

Introduisons la forme bilinéaire suivante
2
a(uw,v)=>) , C* e(ub).e(v?) dOF,
=1 §

pour tous w,v € V() x V(Q?). On introduit également la forme linéaire et continue
L{.) prenant en compte l'action des forces extérieures

2
_ ¢ 108 ¢, 2 gt
L(v)_z:(/mf.v 4o +/F5g.'v dré).

£=1
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11 est facile de vérifier la continuité, la symétrie et {en utilisant (1.1.6) avec 'inégalité
de Korn) la coercivité de a(.,.) sur I'espace produit V/(Q) x V(§2).
L'espace des déplacements admissibles V' est un sous-espace de V(1) x V(£?) com-

prenant la condition de contact bilatéral (1.1.3)
V={v=(v)eV@)xV(@), van'+oin’=0sm I.}.
La formulation variationnelle du probléme de contact bilatéral est: trouver w tel que:
ucV, a(u,v) = L{v), YveV. (1.1.7)

On peut vérifier facilement I’équivalence formelle entre (1.1.7) et (1.1.1)~(1.1.5) (cf.
[40] ou [26]). En utilisant le théoreme de Lax-Milgram, on déduit que le probleme (1.1.7)

admet une solution unique.

1.2 Discrétisation

Cette partie consiste & construire un espace qui soit une bonne approximation (dans
un sens qui sera précisé ultérieurement) de type éléments finis de V. Pour commencer,
nous décrivons les discrétisations utilisées dans chaque solide. Afin d’éviter les techniques
requises pour le traitement des frontidres courbes, nous supposons, pour des raisons de
simplicité, que chaque solide ¢, ¢ = 1,2, est un polygone et que I'; est le segment
d’extrémités ¢! et ¢%. On désigne par b = (hy, ha) le parametre de discrétisation qui est
un couple de réels strictement positifs destinés tous deux a tendre vers 0. A chague solide
0f est alors associée une famille régulitre de triangulations T§, constituées d’éléments
qui sont soit triangulaires, soit rectangulaires, et dont le diametre n’excede pas h. On
considérera dans le cas présent uniquement des éléments triangulaires et I'extension aux

éléments rectangulaires fait simplement appel & de légeres modifications. Ainsi

o= |J =

reTS
Lorsque les points extrémes ¢; et ¢, de la face en contact I, sont communs aux deux
maillages, I', hérite de deux traces de triangulations, induites par les maillages respectifs
des deux solides. Ces deux familles de traces de triangulations seront notées 77, . Dans ce
qui suit, nous supposerons que ces familles de traces de triangulations sont uniformément
régulidres afin que 'on puisse appliquer les inégalités inverses dans les espaces de Sobolev
(cf. [18]). Pour tout entier ¢ > 1, Py(x) désigne 'espace des polynémes de degré inférieur

ou égal & ¢ sur «. Pour tout x, on associe un ensemble fini =, de points aux coordonnées
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barycentrigues (;;, %, %-_j), 0 <i,j <q. Alors (k,P{x),Z,) est un élément fini de type
Lagrange et on pose Z¢ = UmeTﬁEﬂ. La trace des deux maillages sur ', définit deux familles
d’ensembles de neeuds notés ££ et dans le cas de maillages incompatibles, £} # 3. L'espace

des fonctions de type éléments finis utilisé sur (¥ est alors défini par
V() = {of € (C(RN)),  VreTf, vl (®fs)’ vily =0}

On définit les espaces WE(T,) = {vf|r.mf, vi € Vi(Q)}, constitués de fonctions
aflines par morceaux sur 7?"',1 et continues sur [',. Afin d’exprimer la condition de contact

(1.1.3) dans le cas discret sur T, nous introduisons I'espace des multiplicateurs de La-

grange

MY = {gf € C(TD), VT eTh, dilr € By(T),
gily € P_i(T) sicooucy € T}_

Désormais, nous sommes en mesure de construire les espaces d’approximation de V.

Nous en proposons deux. Le premier choix correspond a un raccord de type ponctuel; on

pose &, = &} ou &2 ef
Vi = {on = (v}, v]) € Va(02') x Vi(2),
vini(a) +vin’(a)=0, Ya € fh}. (1.2.1)

Le second choix correspond & une condition de raccord de type intégral sur Ie. On
pose M, (L) = M}(T.) ou MZ(T.) et

Vi = {vn = (v},0]) € Vi(2!) x Vi(?),
] (vh.n! + v2.n2g, dT =0, Vg, € Ma(T)}. (1.2.2)

[
Cles espaces ne sont pas inclus dans V. Par vole de conséquence, les approximations
considérées ici ne sont pas conformes au sens de Hodge.
Le probléme discrétisé est obtenu & partir du probléme continu (1.1.7) par un procédé

de Galerkin et consiste &: frouver u, tel que:
up € Vi, a(uh,'vh) = L('Dh), Yo, € Vg, (123)

avee Vi, = V! ou V.
En utilisant & nouveau le théoréme de Lax-Milgram, on déduit que le probleme dis-

crétisé (1.2.3) admet une solution unique dans Vy/ (resp. V}©).

Remarque 1.1. Daus les deux cas, on a deux possibilités pour I'espace d’approximation

suivant le choix de My(I';) pour Vi et de £, pour v.E.
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1.3 Estimation d’erreur

Dans cette partie, on donne une estimation de 'erreur commise par les deux approxi-
mations présentées dans la section précédente. Tout d’abord, nous rappelons un outil de
base pour cette étude, le second lemme de Strang, qui constitue le point de départ a

’expression générale de 'estimation de l'erreur.

Lemme 1.1 Soit V} = Vi¥ ou V! définis en (1.2.1) et (1.2.2). Supposons que la solution
w du probléme continu (1.1.7) vérifie ulg: € (HY(Q1))? et ulpe € (H*(Q?))* avec <.
Soit uy, la solution du probléme discret (1.2.3). Alors

1
nf ljw — v« + sup m/ on(u)(wh.nt + wi.n?) dI‘), (1.3.1)

1
UhEVh 'whEVh

fu =il < ¢
ot. C' > 0 est indépendant de h.

Preuve. En appliquant le second lemme de Strang (cf. [18]), on obtient

. Ia(lt, wh) L(wh)t)
w — Up|l« < C 1]3.f U — Up || -+ su .
H h” - (thVh ” h” whEpVh ”’u)h]l*

La formule de Green donne

a(u,wy) — L{w,) = j on(u)(w).n' + wj.n?) dl,

c

ce qui permet de conclure. O

[erreur se décompose ainsi en deux termes d’erreur. Le premier infimum est Ierreur
d’approximation. Le second terme est induit par la non-conformité de la méthode, c’est
5 dire par le fait que Vi ¢ V, et correspond & lerreur de consistance.

Par la suite, nous choisirons Mx(I'.) = Mi(T.) et & = &. Afin de pouvoir utiliser
les inégalités inverses (cf. [18]), nous supposerons, et ceci dans le cas du raccord ponctuel

uniquement, que hy/hq est borné.

1.3.1 Erreur d’approximation

Il s’agit d’étudier les propriétés d’approximation des espaces discrets V¥ et V;!. Dans

les deux cas, 'optimalité de 'approximation est obtenue.

Lemme 1.2 Lorsque la solution w du probléme continu (1.1.7) vérifie les propriétés de
réqularité suivantes: ulg € (HF(QN)? et ulge € (HH(Q%))% (g2 0), on a

inf |lu— vylls < Clu)(hi + h3),

thV}f

ou C(u) > 0 est indépendant de h.



Preuve. En utilisant la définition de la norme |}.||., on écrit

llw — valls <l — vill ey + le’ = villan ey
< ”’U.l — I}{H”[(Hl(ﬂl)? + HI;UI — U}LIE(Hl(Q}))Q
—1—|iu2 - Iﬁuzu(HI(QQ})Q -+ Iil;‘;uz — U}%”{HI(QQ))Q:

ou I} (resp. Z}) désigne 'opérateur d’interpolation de Lagrange aux neeuds du maillage
de QF (resp. 02). Si w € (HH (1) x (HTH(02?))? alors (cf. [18])

2! = Thu' @y + 1u® = Tawllgneeye < Clu)(hl+A3).

[ reste & trouver une estimation pour inf (||I}11u1 — ot + 1 Zrw’® — vi ||(H1(92))2).
Uh.EVh
En prenant
vi =Tu' + Ry(mi(~(Zu’).n® - (Ziu!)m'),
v =T,

ol w} est 'opérateur de projection sur Wy (T} défini comme suit: pour toute fonction

© € C(T,); cet opérateur conserve les valeurs aux extrémités ¢; et ¢ de ' et vérifie

'/F ((P - ﬂ-llzgo)qh dl' = 07 VQh € IM}};(FC)

<

On a désigné par R} un opérateur de relevement de Wi (I'.) N Hg (L) dans Via(Q') (cf.
[13],[121,[14]). On vérifie facilement que vy, = (v, v;) appartient a VI

La construction de v, donne

1 Tiut — oy + [ Tiw® — vill ey = 1 Ziw' — vili@ @2

= |RL(nt(—(Ziu?).m® — (Thu")m' )il (a2

La propriété de I'opérateur de relevement implique

7t = iy < Cllnl(~(Zud)n? ~ (Fuha)
La stabilité de 'opérateur de projection (cf. [13]) donne
| Zhu" — vl < Ol = (Tiu*)n® - (I,}Lul).n1||H0%(Fc),

el

N Ziw! — opllar@nye < C(||lu*n® — (Z2u?).n?| o + flutn! — (Zju').nl
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et un calcul ameéne

”Ing:ul - D}L”(Hi(ﬂl})z S C(“’u’znz - (Iguz)’nF”H%(an) + ”ul'nl hﬁ (Ifiul)'nluff%(aﬂl))'

En utilisant le théoréme de trace, on obtient
| Zhu' — vill @y < Cllu? — Lutllar @y + vt — Tatllaneny?).
Finalement
|1 ZThu' — vpllan @y < C(RY | er @y + 73 6| et nzye)-

D’ou la conclusion. O

Lemme 1.3 Supposons que la solution w du probléme continu (1.1.7) vérifie les mémes

propriétés de régularité que dans le lemme précédent. Alors

inf |lu — v« < Clu){h] + h3), (1.3.2)

U EVhP

ot C(u) est indeépendant de h.

Preuve. La démonstration reprend le cheminement de la preuve précédente en faisant
intervenir 'opérateur d’interpolation de Lagrange Z} au lieu de 'opérateur de projection

i =

1.3.2 Erreur de consistance

L’erreur de consistance mesure les effets de la non—conformité. Dans le cas du raccord

intégral, on a ’estimation optimale suivante:

Lemme 1.4 Lorsque la solution u du probléme continu (1.1.7) vérifie les propriétés de
régularité suivantes: ulg € (H(ON))? et ulge € (HIP(Q*))?, (¢20), on a

1
on(w)(w).n' +win?) dl < C(u)hi,

sup
wrevy [[Walls I

ott C{u) > 0 est indépendant de h.

Preuve. Les conditions de type intégral permettent d’écrire: Vg € Mi(I':)

]r; on(u)(wi.n' +win?) dl = / (onlw) — g)(wimt + wi.n?) dl.

c
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D’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : Vg € My (1)

] o-n(u)(w}b_nl + wznz) dl' < |lon(u) — qhHH“%(l"c)walz'nl + wi.nZHH%(FC).

©

Prendre Uinfimum sur M(I'.) amene a

1 1 2 2 H 1 1 2 2
[ on@whn + wint) dr < it low) = il lebnt S wba®l

c

Ceci conduit 3 1’estimation suivante (cf. [13])

]F on(w)(wh.n' + wi.n®) dl < Chiljon(u) |win! + wi.nQHH%(F

HHQ_%(FE)} o)

En utilisant le théoréme de trace, cela donne

1
}_|wh}| /1_\ crn(u)('w}l.nl + wzng) dr < Chg |iu1|,(H9+1(Ql))2-

Le lemme suivant constitue I’analogue du résultat précédent pour le raccord ponctuel.

Lemme 1.5 Supposons que la solution u du probléme continu (1.1.7) vérifie les mémes

propriétés de régularité gue dans le lemme précédent. Alors

1
sup
whEVhp Hwh”* Le

Lot VI

on(w)(w).n' + win?) dl < C(u)h

]

ot C(u) > 0 est indépendant de h.

Preuve. Les conditions de type ponctuel donnent

/ on{u)(w).n' + win®) dT :/ on{u)(wi.n® — {T}w}).n?) dl.

[ (o4

D’aprés inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/F on{u)(wy.n' + wp.n®) dU < [on(w)||ze, win® — (Ziw;).nll e,

<

Ceci conduit a Pestimation suivante

be
[ onlw)whnt + whan®) ar < ChE o (lpm lw0in7 g

[

pour tout & > 0 petit. En utilisant une inégalité inverse (cf. [18]) et I’hypothese de

bornitude sur hy/hs, on arrive a
1 L
T fr on(w)(w).nt + w?n?) dU < ChF [[u?] roeye-
0

Dans ce cas, le taux de convergence obftenu n’est pas optimal. Ceci est dii au fait que
Popérateur d’interpolation de Lagrange ne donne pas des estimations d’erreur optimales

pour des normes dans les espaces de Sobolev H*(I';), s < 0.
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1.3.3 Estimations finales et conclusion

Les théoremes suivants donnent l’erreur globale commise par la méthode éléments

firis. Dans le cas du raccord intégral, on a I'estimation suivante:

Théoréme 1.1 Supposons que la solution uw du probleme continu (1.1.7) est telle que
wlgr € (HHUQY)? et ulge € (HHO2)), (g = 0). Siup € V[ est la solution du
probléme discret (1.2.3), alors

[ = sl < Clu)(hT -+ h2),

ot C'(u) >0 est indépendant de h.
Dans le cas du raccord ponctuel, on a Pestimation suivante:

Théoréme 1.2 Supposons que la solution w du probléme continu (1.1.7) satisfait les
mémes propri¢tés de régularité que dans le théoréme précédent et soit uy, € Vil la solution
du probléme discret (1.2.3). Alors

[ =l < Clu)(h? + h3);
ou C'(u) > 0 est indépendant de h.

Dans ce chapitre, on a présenté deux maniéres différentes d’exprimer la condition de
contact bilatéral pour des maillages incompatibles sur la zone de contact.

L’erreur associée & I'une des deux approches converge, sous les hypothéses H?, de
maniére optimale en hy + kg, olt by et ko désignent les parametres de discrétisation relatifs
aux deux solides.

L’étape suivante, constituant le chapitre & venir, sera de montrer un résultat de méme

nature pour le probléme de contact unilatéral.
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Chapitre 2

Résolution du probleme de contact
unilatéral: le raccord projection

Le but de ce chapitre est d’étendre la méthode développée au chapitre précédent au
probléme de contact unilatéral.

Le chapitre est découpé comme suit. Tout d’abord, on présente le probleme continu
de contact unilatéral et sans frottement. La formulation faible associée consiste en une
inéquation variationnelle.

Dans la section suivante, on considére une méthode éléments finis prenant en compte
la discrétisation indépendante de chaque solide et les maillages incompatibles qui en ré-
sultent sur la zone de contact. L’analogue discret de la condition de non-interpénétration
constitue le point capital de Papproximation. Sur la zone de contact, on choisit la trace
de 1’un des deux maillages et 'on considére ’espace des fonctions continues et aflines par
morceaux définies sur cette discrétisation de I'interface. La condition discrete de contact
est alors définie en utilisant un opérateur de projection sur cet espace. Cette condition
revient 4 généraliser la condition intégrale définie au premier chapitre et visant a traduire
la continuité du déplacement normal au travers de la zone de contact bilatéral. Une telle
formulation nous permet d’obtenir une condition discréte de contact unilatéral simple.

Une partie novatrice importante de étude réside dans le calcul de Ierreur commise
par cette approximation par éléments finis. A notre connaissance, il s’agit de la premicre
étude de convergence incorporant des maillages incompatibles effectuée pour une inéqua-
tion variationnelle. Dans un premier temps, on consideére une adaptation du lemme de
Falk visant & donner une expression générale de Verreur. Ce résultat joue le méme réle
que le second lemme de Strang pour le contact bilatéral. L’erreur se décornpose alors en
une erreur d’approximation et une erreur de consistance. Ce dernier terme est dé a la non-
conformité de la méthode, caractéristique résultant directement de la prise en compte de
maillages incompatibles. L’étude de ces deux termes conduit & une estimation de l'erreur

globale. On remarque ensuite qu’il est possible d’améliorer ce dernier taux de convergence
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en appliquant un argument de bootstrap. Finalement, dans le cas de maillages incompa-
tibles, cette extension de la méthode des joints donne le méme ordre de convergence que
Haslinger, Hlavééek et Netas,[35] dans le cas de maillages compatibles. Pour terminer,
on présentera plusieurs résultats de convergence obtenus avec diflérentes hypotheses de
régularité.

Les lettres en gras comme u,v, indiquent des quantités vectorielles, tandis que les
lettres capitales (par exemple Vj, K,...) sont des espaces fonctionnels sur des champs
de vecteurs. Le symbole o représente le tenseur des contraintes et ¢ est le tenseur des

déformations.

2.1 Formulation du probléme

Nous considérons la déformation de deux solides élastiques qui occupent, dans la confi-
guration initiale, deux ensembles O de espace R?, £ =1,2. Le domaine £ est situé sur
an seul coté de sa frontiere notée 90, Cette derniére sera supposée suffisament régu-
litre et est constituée de I'y, T et . Le solide @ est encastré sur I'L et soumis & des
forces de traction surfaciques g* € (L*(T5))? sur IY; les forces de volume sont notées
F¢ € (L2(Q9)2. Dans la configuration initiale, les deux corps ont une partie de leur fron-
tiere en commun T, = I'! = I'? qui est considérée comme la surface de contact candidate.
En d’autres termes, la zone de contact ne peut pas s’agrandir durant le processus de de-
formation {Haslinger et Hlavétek,[33],[34] Haslinger, Hlavédcek et Necas,[35]). Le contact
est supposé sans frottement et sera effectif sur une partie de I'; qui n’est pas connue par
avance. La mesure de T, est strictement positive et le vecteur normal unitaire sortant de
A0¢ est noté n’,

Le probléme de contact unilatéral consiste & trouver le champ de déplacements u =
(ut)y = (u|g,u|qz), et le champ de tenseurs de contraintes o = (0*)e satisfaisant les

conditions suivantes (2.1.1)-{2.1.5) pour £ = 1,2:

div o (uf) + f5 =0 dans Q°,
o unt — g =0 sur Fé,
uf=0 sur T%. (2.1.1)

Le symbole div représente I'opérateur divergence d’une fonction tensorielle et est
8oy
gz
Le tenseur des contraintes est relié aux déplacements par la relation de comportement de

défini par div o = ( ) . On adoptera la convention de sommation sur les indices répétés.

I’élasticite linéaire
o'(ut) = Cte(ul), (2.1.2)
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ot C¢ = C¥@) = (cf; 0 (®))1<i ke € (L)) est un tenseur d’ordre quatre elliptique
et symétrique:
ij,kh = Cﬁi,kh = Cﬁh,z‘ja Vi, 7, k, b
Par la suite, lorsque aucune confusion ne pourra survenir, nous écrirons simplement of
au lieu de of(u®). Les situations que nous considérons relévent de I’hypotheése des petites

déformations. Dans un tel cas, le terme non-linéaire (quadratique) est négligé et le tenseur

des déformations e{v?) induit par un champ de déplacements v* est linéaire et vaut
1
(o) = 2(Vo' + (Vo)7),

ott le symbole ¥ indigue la transposition.

Finalement, on a les conditions suivantes sur ['.:

(rflnl).n1 = (0‘2?32).'.'12 = Op, (2.1.3)
lu.n] <0, on <0, oplu.n =0, (2.1.4)
ob=0% = 0. {2.1.5)

La notation [u.n] représente le saut {u'.n’ -+ 4*.n?) du déplacement normal a travers
la zone de contact T, et o = ofn? — o,n’ est la contrainte tangentielle. Les condifions
de contact unilatéral (2.1.4) permettent la séparation des solides sur une partie de I':.
Ce décollement se traduit par la condition de non-interpénétration [w.n] < 0. L'équa-
tion (2.1.3) traduit le principe d’action et de réaction et finalement (2.1.5) représente un
contact sans frottement.

[étude & venir est basée sur une formulation variationnetle équivalente aux conditions

précédentes. A ce propos, on définit d’abord les espaces vectoriels
V() = {of e (HI(OH), o =0sur %}, (2.1.6)

Un champ de vecteurs v de Pespace produit V(Q) x V(Q?) est noté v = (v',v?).

Cet espace produit est muni du produit scalaire:
(v,w). = (v, 0" )@y + (0% @ )r @y,

pour tous v,w € V(0! x V(Q?). La norme brisée associée est notée |.|l.. Le convexe
fermé K des déplacements admissibles est inclus dans V{Q') x V(Q?) et incorpore la

condition de non-interpénétration,

K={v=(,v)eV@Q)xV(@), [on]<0pp su I.}. (2.1.7)
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La formule de Green appliquée an probléme (2.1.1)—(2.1.5) conduit a une inéquation

variationnelle (cf. [26]): trouver u tel que
u € K, a{u,v —u) > L(v —u), Vv € K. (2.1.8)

Dans (2.1.8), on pose:

a(u,v)= ; » Cte(u). e(v?) de, (2.1.9)

2

L(v)= Z(]m Flot de + fré g'v’ drt), (2.1.10)

=1
pour tous u,v € V(02!) x V(Q?). La forme bilinéaire a(., .) est elliptique (d’aprés I'inéga-
lité de Korn) et continue sur V(Q!) x V(Q?), et la forme linéaire L(.) est continue sur
V(QY) x V{Q2).
L’inéquation (2.1.8) est une inéquation variationnelle standard. L’existence et 'unicité

de u, solution an probléme {2.1.8), résultent du théoréme de Stampacchia.

2.2 Discrétisation et définition du raccord projection

La premiere étape de cette section consiste a rappeler les outils de base en théorie de
Iapproximation par éléments finis.

Nous supposons que les solides (¢ sont polygonaux, £ = 1,2, et que I'; est un segment,
ceci dans le but d’éviter les techniques nécessaires pour le traitement des frontiéres courbes
(cf. Bernardi,[10] Haslinger et Hlavacek,[34], Haslinger, Hlavatek et Necas,[35]) et pour
est un couple de réels strictement positifs destinés tous deux a tendre vers 0. A chaque ¢,
on associe une famille régulitre de triangulations T}, dont les éléments sont des triangles
dont le diametre n’excéde pas hy. On écrit

o= |J R
weT}

On suppose que les points extrémes ¢; et ¢z de la zone de contact I'; sont communs
aux maillages des deux solides. La zone de contact I'; hérite de deux familles de traces
de triangulations provenant de T} et de T7?. Le maillage 1D noté 7L, sur T est défini
comme ensemble de tous les c¢dtés de « € T sur la zone de contact. Nous supposons que
ces familles de triangulations chh sont uniformément réguliéres de sorte que les inégali-
tés inverses dans les espaces de Sobolev soient applicables (Ciarlet,[18]). L’ensemble des
neeuds associés & 7, est noté &. En général ¢, et £2 ne sont pas identiques a cause de la

non—compatibilité des maillages.
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Notons IP1(x) I’ensemble des polynémes de degré un définis sur . A tout &, on associe
un ensemble fini =y, tel que (k,Pi(x),=.) soit un élément fini de Lagrange. I’espace

8léments finis utilisé dans 0 est défini par
o f
={vf € (C@)?, VeeT, vils€(Pur)? vilr= 0}. (2.2.1)

Si Zf désigne I'opérateur d’interpolation de Lagrange sur V,(02%), alors Iestimation
suivante sur Uerreur est vérifiée: pour tout couple de réels (g, ) € [0,1]x]1,2], il existe

une constante € = C{u, ) qui satisfait:
”‘vf - Iﬁvgll(gp(ﬂf})2 < O(,U., V)hg_“ﬂ‘vgll(gp(ge})z, V'UE € (HV(QE))Q. (2.2.2)
La propriété d’interpolation (2.2.2) n’est pas vérifiée pour p strictement négatif (cf.
annexe).

Afin d’exprimer les conditions de contact (2.1.4), il s’agit de définir les espaces fonc-
tionnels adéquats sur I'.. Soit W(T'.) 'ensemble des composantes normales des traces sur

I, de fonctions de V4(QF),
Wi(T {‘Ph = v} |r..m v, € Vi) }

On introduit Iespace des multiplicateurs de Lagrange afin d’exprimer de maniere conve-

nable les conditions de contact discrétes
MEL,) = {gn € WH(TL), dalr € Po(T), VT €T tg. croucs € T} (2.23)

Soit m¢ I’opérateur de projection (au sens de L*(I'.)) sur Wi(I'.) défini pour toute

fonction ¢ € C(I';) comme suit
ﬂ'ﬁ(p € W}f(FC)v
(mie)(e) =ples),  pouri=1et2
]P (0 — 7lo)by dT =0, Vb, € ME(L.). (2.2.4)
Les propriétés de 7 sont prouvées dans Ben Belgacem,[5] et nous les rappelons.

1 1
Lemme 2.1 L’opérateur de projection ! est continu de H(I':) dans Hg(T.) i.e.

Imhellpt ) < Clels Vio € Hi(I), (2:2.5)

et vérifie estimation suivante sur Uerreur d’approzimation. Soit % < pu <2, alors

L
llp — Wﬁ@llH%(F = C'hy llellan(ra, Ve € H*(T.). (2.2.6)

Les deux constantes C et C’ sont indépendantes de hy.
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Désormals, nous sommes en mesure de définir le convexe d’approximation de K:
K = {on = (v},0}) € Vi(Q") x Vi(0%), vjn' + mi(vin?) <O sm L.} (22.7)

Pour éviter des confusions éventuelles avec les autres conditions de contact discretes in-
tervenant dans le chapitre 4, nous appelerons la condition de contact “vj.n!+7i(vi.n?) <
0” le raccord projection. Il est 3 noter que cette condition de contact incorporée dans la
définition de K, est exprimée dans I'espace Wi (T.). Dans ce cas et suivant la terminologie
de Bernardi, Maday et Patera,[13], W2(I.) joue le rdle d’espace des joints. Evidemment,
il est possible de donner une définition symétrique du convexe K, en considérant comme
espace des joints Uespace Wi (T} et en utilisant la projection 77. Par ailleurs, il est clair
que Kj ¢ K. On dira alors que I’approximation est non-conforme au sens de “Hodge”.

Lorsque l'on utilise des maillages compatibles sur la zone de contact, les conditions de
contact discrétes peuvent alors s’exprimer simplement par la condition [vh.n] < 0 et la
méthode d’approximation est conforme (Kj C K). Ce cas a été étudié par Haslinger et
Hlavacek,[34].

Le probléme éléments finis issu de (2.1.8) consiste en I'inéquation variationnelle sui-

vante: trouver wy, tel que
uy € IK;,, a(uh, Vhp — uh) > L(’Uh — uh), Yoy € Kp. (228)

En utilisant & nouveau le théoréme de Stampacchia, on déduit 'existence et I'unicité

d™une solution uy, € K. Celle-ci satisfait & la condition de stabilité suivante

2
lusll < O (11l gaey + 19"l w2 (2.2.9)
=1

ou C' > 0 est indépendant de k et des forces appliquées.

2.3 Estimations d’erreur

Le but de cette partie est de donner une borne supérieure de 'erreur résultant de

I'approximation par éléments finis décrite dans la partie précédente.

2.3.1 Expression générale de erreur

L’outil de base est une adaptation du résultat de Falk (Falk,[27] Haslinger et Hlavééek,[34]

Ciarlet,[18],[19]); ce résultat est présenté dans le lemme suivant.

Lemme 2.2 Supposons que la solution w du probléme continy (2.1.8) vérifie ulgp €
(H*(Q)? et ulge € (HY{0%)? avec 3 < v < 2. Soit uy lu solution du probleme dis-
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crétisé (2.2.8). Alors

”’Uf—uh! <C’{ mf ([!u—vhi|*+ILcan[vh_n] d,‘f‘%)

+ inf |/F onl(v — up)m] (2.3.1)

veK

ot C > 0 est indépendant de h.

Preuve. Soit o la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire a(.,.) sur V(Q') x V(Q?).
On a

aflu — us||? < alu,u) — a(w, un) — alws, ) + a{wn, un).

En notant que

a(w,u) <a(u,v) — L(v — u), Yo e K,
(uh,uh) (uh,vh) — L(’Uh — uh), Yo, € K,

on déduit I'inégalité suivante

allu — wal|? < alu, v —up) — L(v — ug) + a(u, v — u)

~ L{vy — uw) + a(w, —u, v — u). (2.3.2)
En appliquant par deux fois la formule de Green, on obtient tout d’abord
o, v — uy) — L{v —up) = /F onl(v — up).m] dT,
et ensuite, en utilisant op[u.n] = 0,
a(u,v, —u) — L{vy —u) = /I“c opl(vn — uw)m}dl' = frc onlop.m] dl.
Si on désigne par M la norme de la forme bilinéaire ¢(.,.), on obtient

a(w = w,vp — w) < M||us — ulfjor — ul,

M
M(—iluh = ulf2+ S-llon — wl).

La preuve s’achéve en reportant cette inégalité dans (2.3.2). =
On reconnait ci-dessous 'erreur d’approximation
3
inf (Hu — U« + I/FC an|vs. 1] dI‘| )

UhGKh
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Le terme intégral sur I, est dfi & la nature du probléme et ne disparait pas dans
dans le cas de maillages compatibles; c’est précisément ce terme qui limitera le taux de
convergence de la méthode.

L’erreur de consistance est représentée par

H

2
¥

inf ‘/con[(v — uy).n] dl

veK

ce terme est généré par la non-conformité. Autrement, 'on a K C K et Perreur de

consistance disparait.

Remarque 2.1. Pour des raisons de lisibilité et de cadre d’étude adéquat & la compa-
raison avec les résultats existants pour les maillages compatibles, nous adopterons, dans
un premier temps, les hypotheses de régularité H* (pour les déplacements) utilisées par
Haslinger, Hlavéazek et Netas,[35]). Ces hypotheses peuvent se justifier, d’une part parce
que les éventuelles singularités dues aux changements de conditions aux limites de type
Neumann-Dirichlet (cf. [30][41]) ne proviennent pas de la prise en compte des conditions
de contact. D’autre part, les solutions associées a des problemes avec conditions unilateé-
rales sur la frontiere ont généralement la régularité H? (cf. [29][16]). La référence [35] citée
ci—dessus considére le cas de maillages compatibles et le taux de convergence obtenu est
en (k%) en norme de I’énergie ||.||.. Nous précisons donc que le meilleur que I'on puisse

espérer est d’obtenir un résultat identique dans le cas de maillages incompatibles.

2.3.2 Erreur d’approximation

1l ’agit de donner une borne supérieure pour le premier infimum de (2.3.1).

Lemme 2.3 Soit v = (v}, v%) € K tel que v' € (H*(())? et v* € (H*(Q%))*. Supposons

que les contraintes normales définies sur la zone de contact I'; sont égales:
(o' (v )nfin' = a,(v), £=1,2
Alors, il existe vy, € Kp qui sotisfait les estimations suivantes

o — vill. < C(v)(he + ha), (2.3.3)
| / o (0)[(vs — v).m] AT < C(W)(hT + ha), (2.3.4)

(<

ot; la constante C'(v) dépend linéairement de |02y ef |07l ze@ey)2

Preuve.i.— Soit v = (v',v?) € K et satisfaisant aux conditions de régularite du lemme.

D’apres des résultats classiques sur les théorémes de trace dans les espaces de Soboley,
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on déduit que [v.nl € H %(FC). En utilisant un opérateur de reléevement, on déduit qu'’il
existe € (H2(Q))2 N V() tel que r.n! = [v.n] sur T, et vérifiant la condition de
stabilité

Il < Cllivnlllyg oo < Clv ez + [0 lore@ep)-

En posant w = (w!, w?) = (v! — r,v?) € V() x V(0?), il est clair que [w.n] =0
sur [', et
w € (H*(OH) x (H*(Q%))%
Nous nous retrouvons donc dans la situation du contact bilatéral. En procédant de
maniére analogue au chapitre 1, on approche w par w, = (w},wi) € V(') x V, (%)
satisfaisant

wi.n! 4 7} (win?) =0,

avec |'estimation

fw —wll. < C(v)(h1 + ha),

ol C'(v) dépend linéairement de ||| g2y et {|v*|(a2ea2)):-

Pour terminer, on définit
vp = (v, 03) = (w) + Lir, wy).
Comme (Z}r).n' a le méme signe que (r.n') = [v.n], donc négatif, on deduit
vin! +ri(vin®) = (Zir)n' <0
1l s’ensuit que vy appartient 3 K. Par ailleurs, en utilisant (2.2.2), on a

o = oalls < flw — will + llr = Zprllan @2 (2.3.5)
S O(’U)(h] -+ hg) + Ch11|TE|(H2(Ql))2,
< C(w)(h1 + ha),

ce qui donne la premiére estimation (2.3.3) du lemme.

ii.— Afin de déterminer une borne supérieure du terme intégral, on écrit

f o (0)[(vh — v).1) dT = /P ou(v)[wnm] 4T /F u(v)(Zir)mt — ) dT

c

Le premier terme est évalué de maniére standard comme en Ref.[13], et donne

| L ow(v)[win] dT| < C(v)(h] + h3).
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Le second terme est traité comme suit

Lﬁgam«zhwfmrnﬂdﬂsn%umumamzhwf—rmwm@w

] 3
< Cllo(@lallr 2l 2 o b < Cl0)AT.

D’ou le lemme. =

L’estimation obtenue dans le cas présent nécessite quelques commentaires. L’estima-
tion (2.3.4) n’est pas optimale, car 'opérateur d’interpolation de Lagrange 7} ne donne
pas de résultats optimaux relativement aux normes des espaces de Sobolev aux exposants
négatifs. L'optimalité pourrait étre obtenue si l'on était capables de définir un opéra-
teur sur W(T'.) qui, d'une part, conserve la positivité et qui, d’autre part, donne des
résultats d’approximation optimaux pour la norme de “"%(Fc). Comme il a déja été dit,
I'opérateur d’interpolation de Lagrange ne donne pas d’erreur optimale pour la norme
de H_%(I‘c), tandis que Popérateur de projection au sens de L*(T,) sur Pespace Wi (T;)
ne conserve pas le signe (cf. annexe). Une idée serait donc de considérer 'opérateur de
projection au sens de L2(I',) sur le convexe fermé constitué des fonctions de Wi (T.) qui
sont positives. Malheureusement, cet opérateur ne donne pas d’erreur optimale pour la

norme de H™#(T,) (cf. annexe).

2.3.3 Erreur de consistance

Dans un premier temps, nous nous intéressons & donner une premiere borne de 'erreur
de consistance qui permettra ensuite d’obtenir une premiére estimation de I’erreur globale.
Pour des raisons techniques dues a 'utilisation d’inégalités inverses, nous supposerons que

la taille des mailles est telle que Ay/h; soit borne.

Lemme 2.4 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H*(02'))?
et soit uy, la solution de (2.2.8). Alors

inf | fr onw)[(v — ua).m] dT < Cluhd, (2.3.6)

veK

ot la constante C(u) dépend uniquement de ||u'||(g2(o1))2-

Comme il apparait dans la preuve qui suit, on peut soit utiliser I’hypothése de régu-
larité sur u! soit celle sur u? dans les hypotheses du lemme.

Preuve. En choisissant v € K tel que
1,1 11 2,2 102 02
v'.nllp, = up.n'ln, et vinlr, =m{u;.n)r,
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ce qui est possible en utilisant des opérateurs de relévement, on a:

]F onl(v — up).m] dl = fr on(rl(ul.n?) — uin?) dr, (2.3.7)
et donc:
/ oal(v — up).n] dT = j — o) (rh(u? . n?) — ul.n?) dT,
pour tout vy, € ME(T,). Par dualité, on obtient
_ < - 1 2' 2y 2. 2 .
R R T N A B L O R SRt S

En utilisant (2.2.6), on déduit, pour tout petit £ strictement positif

L’utilisation de l’inégalité inverse implique
hy
if onl(w — w)n] dT| < Cha (7 ) gtz e 2o

Le résultat est obtenu grace & la stabilité de la solution du probleme discrétisé donnée

par (2.2.9) et & 'hypothése sur le quotient ki /hs. o

2.3.4 Estimation intermédiaire et bootstrap sur ’erreur de consis-
tance

Jusqu’s présent, les lemmes préliminaires ne conduisent pas & la convergence opti-
male espérée. Ceci est dii en partie & I"évaluation grossiere sur l'erreur de consistance.
Cependant, en combinant ces premiers résultats & un argument de bootstrap, on améliore

’estimation sur ’erreur de consistance donnée dans le lemme précédent.

Lemme 2.5 Supposons que la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H*(Q'))?
et u? € (H*(Q%)? et soit uy, la solution de (2.2.8). Alors

inf | ] on(0)[(© — wp)n] dT|F < Clu)(hi + ha), (2.3.8)

vER

ot: la constante C(w) dépend de ||u'|| 2oy el ||| 2(02y)2 -

Preuve. En reportant les estimations (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.6) dans (2.3.1), on arrive a

une premiére estimation de ’erreur globale:

= [

e — uplie < C(u)(hi + ha). (2.3.9)
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Une telle estimation va permettre d’améliorer ’estimation sur Uerreur de consistance
et par la suite ’erreur globale. En revenant au terme intermédiaire (2.3.7), on note qu’il

peut étre écrit aussi de la maniére suivante
/ onl(v — up).m] dl :'/F o {mi((ul — T2u?)n?) — ((u; — Tiw®).m?)} dT
+ [ on((w? = Tiuw)n?) = mi((w? — Tiu?)n?)}
+f on(mi{(u?.n%) — u’n?) dT. (2.3.10)
Te

Pour une meilleure clarté de la présentation, on notera 77,75 et T3 les trois gnantités
intégrales intervenant dans la somme précédente. On commence par borner la troisieme;

on procede de la méme maniere que dans Ref.[13] et 1'on obtient
Ts| < C'(w)hs,

avec C'(u) dépendant linéairement de “’H;2|E%H2(92))2.

En utilisant la définition de Popérateur =}, il s’ensuit que:
1T = | [ (on = o) {(w? ~ Tou?)n?) - wh((* — Ziw)m?)} T
pour tout by, € M(T). Par dualité, on obtient

Ty < inf T — u? —~ TPu)n?) — 7l ((u? MI I
R N ([ R R (T p Ly

1
En observant que u?.n?—(T?u?).n? appartient & H&(T.), et grice a la stabilité (2.2.5),
on a

T\ < 2 g2,.2 ) 2 )
el < Challonll g o (0" = Zawt)nTll g

L’utilisation de (2.2.2) et de I'inégalité 2h1 Ay < A% + A3 donne
|To| < O'(u)(hi + hy).

1l reste & considérer le premier terme Ty. En suivant le méme cheminement que pour

Ty, on arrive a

11| < Chilloall hillug.n® — (Tiw')n’||

i .{_E .
HZ(T.) H'2 r:}

En appliquant I'inégalité inverse et en insérant w”.n? cela donne
hiye
ETll < Ohl ( ) ”o'n”H%(PC) ”‘u’i'ﬁ,2 _ (IJ?LUQ)-’ILZHH%(FC))

<Chy (B i) lomllg g (e = e+ ffu? = Tl aoye).
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L’usage de (2.3.9) conjointement avec (2.2.2), ainsi que la bornitude de hi/h2, per-
mettent d’écrire
3
73] < C'(u)(hf + h3).
En assemblant les résultats obtenus sur les différents termes 73,75 et T3, on déduit
que Verreur de consistance converge vers zero avec un taux de convergence identique a

celui de Perreur d’approximation. Ceci termine la preuve. o

2.3.5 Estimation finale

Le résultat final est établi en reportant les majorations (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.8) dans
(2.3.1). Ceci faisant, on retrouve un comportement de l'erreur similaire & celui obtenu
dans le cas particulier de maillages compatibles (dans ce cas h; = hy) par Haslinger,
Hlavacek et Necas,[35].

Théoréme 2.1 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(HAO)? et u? € (H2(0?))? et soit up la solution de (2.2.8). Alors

I — wall < Clu)(h] + ha),

ot la constante C(u) dépend uniguement de ||u'llarzrye et ||u® |22y

Evidemment, nous avons cessé d’appliquer Pargument de bootstrap parce que l'erreur
globale est du méme ordre que Perreur d’approximation. Cependant, il est possible d’uti-
liser une fois de plus la technique du bootstrap et d’améliorer le taux de convergence de

I’erreur de consistance. Ainsi, on obtient
Corollaire 2.1 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(H2(OY)? et u? € (H*(02))? et soit uy la solution de (2.2.8). Alors

inf | /F oa(w(v — )] T

oK P < Cu)(hi + ha), (2.3.11)

ot la constante C'(u) dépend de ||u'||zr2qryy et ||w?|| 202y

2.3.6 Généralisation

Il est possible d’affaiblir les hypothéses de régularité sur u et 'on obtient les résultats

suivants. L’erreur d’approximation devient

Lemme 2.6 Soit v = (v},v2) € K tel que v € (JI*(QY))? et v? € (H"(Q))? avee £ <

v < 2. Supposons que les contraintes normales sur la zone de contact ', sont identiques:
(o* (v )n’).n’ = ou(v), f=1,2.
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Alers, il existe v, € K, qui satisfait les estimations suwvantes

lv —vall. < C{u) (BT + A1), (2.3.12)
| fr oa(®)[(ws — )] dI] < Clo)(hE™T + B, (2.3.13)

ot lo constante C(v) dépend linéairement de ||[v!||qr-)y €t ||0*]| e @2y
La premiére estimation sur I'erreur de consistance devient

Lemme 2.7 Supposons que la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H*(Q"))?
avec % < v <2 et soit uy la solution de (2.2.8). Alors

Jg{ifrc on(w)[{v — up).n] dI‘|§ < Clu)h? ™2,

o1l la constante C(u) dépend uniquement de ||u'||(gvary?.

Fn appliquant Pargument de bootstrap sur 'erreur de consistance du lemme ci-dessus,
q g %

on obtient, dans un premier temps:
Lemme 2.8 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H*(Q))?
et u? € (H*(0%))? avee 2 < v <2 et soil uy la solution de (2.2.8). Alors
2(y—-1 Y
= el < CC)(RE 1 057,
ot la constante C(u) dépend uniquement de || u'||(mr(auy2 et |12 (zvqey>-

Dans ce cas, lerreur globale reste encore limitée par Ierreur de consistance. On ap-
plique alors Pargument de bootstrap aussi longtemps que cela améliore Perreur globale.

Finalement, I’erreur globale devient
Théoréme 2.2 Supposons que la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' €

(H*(Q)? et u? ¢ (HY(02))? avee 2 < v <2 et soit uy, la solution de (2.2.8). Alors

1
T+ by,

[ — wallx < Clu)(hf
ot la constante C{u) dépend uniguement de ||ut||(me@uyy et 4|2y
Remarque 2.2. En comparant avec les résultats généraux d’approximation par éléments

finis, nous remarquons que I’on est plus proche de I'optimalité pour des solutions moins
q q plus p

régulieres. En effet, quand v = % + g, avec € > 0, on perd seulement un facteur hi.
L’erreur de consistance est alors:
Corollaire 2.2 Supposons gue la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' €

(H"{("))? et w? € (H"(Q%)? avee £ < v <2 et soit uy, la solution de (2.2.8). Alors

inf | /F ou(w)(v — wn)n] dT

veK

3

P <Ok F R,

ot la constante C(u) dépend uniquement de ||utl| @y et ||v?|l(mv @y
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2.3.7 Un cas de convergence optimale

Dans cette partie, on se propose d’effectuer 'étude de convergence en adoptant des
hypothéses légérement plus fortes que précédemment au niveau de la zone de contact.
Ces derniéres ont été utilisées par Brezzi, Hager et Raviart,[16] pour un certain probleme
unilatéral et par Haslinger, Hiavacek et Neas,[35] pour le contact unilatéral avec maillages
compatibles sur la zone de contact.

Dans le cas de maillages incompatibles, nous allons voir que le role de Ia technique de
bootstrap est primordial pour I"élaboration d’un résultat de convergence. Pour commen-

cer, on donne une estimation pour erreur d’approximation sous les nouvelles hypotheses.

Lemme 2.9 Supposons que la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H?(22'))?,

2 e (HHON)?, u'.n! ¢ WH(T,), u?n® € Wh(L.) et on(u) € LZ(T.). Supposons
de plus que Uensemble des points de T, pour lesquels on passe de u'.n' + w'n? <0 a
wl.nl +~u?n? =0 soil fini. Soit uy, lo solution de (2.2.8). Alors, il existe vy, € Ky qui

satisfail les estimations suivantes
e — ’Uhll < Clu)(hy + ha),
| [ ontw)i(en — wynl dr|* < Clu(hn + o),

O"L‘L la constante C’(u) dépend dﬁ l|u1”{H2(gl})2, Huzli(Hz(Qz))2, |iu1.n1I|W;,m(pc},

lu?. 02w, € [on(®)|lz=r.)-

Preuve. Considérons le champ v, de la démonstration de l'erreur d’approximation sous
les hypothéses de régularité H? (i.e. (2.3.3) et (2.3.4) avec v = u). On sait que foutes les

estimations de cette démonstration sont optimales sauf celle concernant

|/ on(u)((Zir)m' —r.n')

onrnl=uln'+uin

En utilisant la condition oy, (u)(ul.n' +u?.n?) = 0 sur [, et en décomposant ensuite

2gur I..

I'intégrale en la somme des intégrales sur les segments ¢; définis par le maillage de 0!, on

écrit

|f on(w)((Zir)n' —r.n') dl —|/ on(w)((Zir).n")
B> Lan n') dr).

HeTl,

11 est clair que toutes les intégrales ne contenant pas les points de I'c pour lesquels on

passe de ul.n! + u?n? < 0 & ul.n? + w'.n? = 0 sont nulles, Il reste donc un nombre
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fini {indépendant de h) de termes intégraux que I'on majore en utilisant les hypotheses

de régularité de la solution exacte. 1l vient

lf on(wW)({(Zir)m' —r.nt! dF| thl on(w)(Zir).n?h) dFI,

finie
< Chillon(@)|reoral(Zyr)n' Lo,

< CR|jon(w)|| oo (Jut 2 lwre oy + 122 lyroorey),

ce qui établit le lemme. O

En comparant avec les estimations (2.3.3) et (2.3.4), il devient clair que 'optimalité
de Vestimation précédente est due & 'utilisation des nouvelles hypotheses sur la zone de
contact.

Le lemme suivant est destiné & estimer 'erreur de consistance.
Lemme 2.10 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a, pour tout £ > 0

inf }/ on(1)[(0 = ws)n] dTI7 < Clu,e)(h1 + o),

veK

ot la constante C{wu, &) dépend de ¢ et des mémes quantités que dans le lemme précédent.

Preuve. Il suffit pour cela d’appliquer la technique de bootstrap décrite dans (2.3.10) et
de remarquer que estimation optimale du lemme précédent nous permet d’atteindre le

taux de convergence annoncé. n

Les deux lemmes précédents et Iestimation (2.3.1) permettent de déduire une conver-

gence quasi—optimale: pour tout € > 0
la — wrlle < Clu,)(hi™ + ha),

sous les hypothéses des deux lemmes précédents.
[’étape suivante consiste & gagner le £ qui nous sépare de 'optimalité. Ceci est fait

dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3 Supposons que la solution w du probléeme (2.1.8) est telle que u' €
(O, w? € (HHQ?)?, utn! € Who(T,), ut.n? € WHe(T,) el on(u) € L¥(T).
Supposons de plus que Uensemble des points de T'. pour lesquels on passe de ulnl +

u?n? <0 auln'+un?® =0 soit fini. Soit uy la solution de (2.2.8). Alors
[ = |l < Clu)(hy + ha),

oti la constante C(u) dépend de ||[ut|| a2y, |62 |2y, et vt lwis,),

w2 n?||wieo(r,y ef |on(w)lizeor.)-



Preuve. Considérons ’estimation obtenue aprés le n-iéme bootstrap. Elle s’écrit
e — wp)ls < Co(hT™ + ha). (2.3.14)

I’estimation correspondant au (n + 1)-iéme bootstrap devient alors {cf. parties 2.3.1-

2.3.5)
= w2 < DOAT -+ £3) + Bhallw = will

D et E étant des constantes indépendantes de n.

En utilisant (2.3.14) et en arrangeant les termes, on obtient
fu — uallZ < (D +2EC) (A" + h3).

On définit alors

1+ «,
On.|.1 = \/D + QEOn, et Opy1 = B 3

ce qui nous ameéne a étudier la suite (Ch)n>1 avec €y > 0. On vérifie aisément que cette
suite admet un point fixe unique dans R} et noté 5.

Trois cas se présentent:

— st O = f, alors C,, = 3 pour tout n > 1,

— s () < 8, alors Ia suite est croissante et majorée par 3, donc convergente vers 3,
— si () > B, alors la suite est décroissante et minorée par 3, donc convergente vers 3.

Finalement
lu — usl. < maz(Cy,B)(hi + ha),

ce qui acheve la démonstration. o

Ce dernier théoréme généralise le résuitat de [35] (probleme de contact avec des

maillages compatibles, théoreme 8.1).

2.4 Conclusion et remarques

Dans 'optique de résoudre le probléme de contact unilatéral entre solides élastiques,
nous avons considéré une méthode éléments finis d’ordre un, prenant en compte les
maillages incompatibles sur la zone de contact.

Cette extension de la méthode des joints donne, sous les hypothéses H?, un taux de
convergence en h% + hy, oft hy et hy désignent les paramétres de discrétisation associés

aux deux solides.
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De plus, lorsque Perreur est en hy 4 A, dans le cas des maillages compatibles (avec des
hypothéses adéquates), il devient également possible de récupérer ce taux de convergence
optimal dans le cas incompatible.

Par voie de conséquence, le comportement asymptotique de ’erreur associée au raccord
projection est le méme que celui de la condition nceud & nceud dans le cas compatible.
Ceci sera également vérifié et confirmé de maniére nette sur les exemples numeériques du

chapitre 6.
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Chapitre 3

Résultats supplémentaires relatifs au
raccord projection

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier deux autres formulations du probléme de
contact unilatéral étudié dans le cadre du chapitre précédent. Dans un premier temps,
on consideérera le probléme de minimisation équivalent. On estimera I’erreur commise sur
|’énergie pour I'approximation par éléments finis faisant intervenir le raccord projection.
Dans un deuxiéme temps, on s'intéressera au probléme de point-selle associé et on eflec-
tuera 1’étude par éléments finis correspondante. On étudiera en particulier 'approximation
de ta contrainte normale sur la zone de contact.

Par ailleurs, on montrera la convergence de la méthode sans hypotheses de régularite
sur la solution, ceci en étudiant 'approximation du convexe des déplacements admissibles.
Finalement, on obtient des estimations supplémentaires satisfaisantes sur I'interpénétra-

tion résultant de la non—conformité de la méthode.

3.1 Formulation en probléme de minimisation

3.1.1 Position du probléeme abordé

Soient N et 02 deux ouverts bornés du plan dont les frontiéres sont supposées poly-
gonales. On considére alors le probléme de contact unilatéral sans {rottement entre O et
02, initialement en contact sur la partie commune I'; de leur frontiere, que I'on supposera
&tre un segment: 1 N Q2 = .. On supposera que chacun des deux solides, soumis a des
des forces de volume ¢ € (L2(02%))?, est encastré sur une partie de mesure non nulle de
sa frontitre notée I'Y,. La derniére partie de la frontiere, notée Fg, est soumise a des forces
de surface g € (L*(T'5))%.

Le probléme de minimisation de fonctionnelle énergétique consiste a trouver un champ
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de déplacements u défini sur Q! U 0* vérifiant:

u < K, F(u):néxllg F(v), (3.1.1)

aved
me % 40t — Z] Flot dof — }:/ gtof dIt.

On a noté v’ = v|ge et désigné par K le convexe des déplacements admissibles défini

£

n (2.1.7). Le tenseur des contraintes o, olt o° = olq, est relié aux déplacements par la

loi de comportement élastique
1
{uf) = Cte(u?), avec e(u') = §(Vu£ + (Vai)h).

On désigne par C* = (c ”‘kh)1<z,3,k n<2 € (L=°{Q%))1%, un tenseur d’ordre quatre symé-
trique vérifiant la propriété d’ellipticité classique.
1l est clair que le probléme de minimisation (3.1.1) admet une solution unique (cf.

40]).

3.1.2 Discrétisation et estimation de ’erreur

On munit chaque solide 3¢ d’une famille de discrétisations régulieres T} formée d’elé-
ments triangulaires s, dont le diametre ne dépasse pas he et I'on notera b = (A1, ho). 1l
s’ensuit deux familles 7%, de traces de triangulations différentes sur I'; dont les nceuds ex-
trémes sont supposés communs aux deux solides. On notera P;(x) 'espace des polynomes

de degré inférieur ou égal a 1 sur x . On pose
2y _ gt a2 ¢ ¢ 2 £y
Vi) = {vf € (C(O))?, VYeeTy, wvil.c (Pux))*, wvyre=0}. (3.1.2)

On définit les espaces WE(T,) = {vf|r,.n, v, € V,(¥)}, constitués de fonctions
affines par morceaux sur ’T et continues sur .. On introduit également I’espace des
multiplicateurs de Lagrange, noté M{(F.) et constitué des fonctions de Wi(I'.) qui sont
constantes sur les deux mailles extrémes de 7.5,

On notera ¢ I’opérateur de projection sur W£(I'.) défini pour toute fonction ¢ € C(I');
cet opérateur conserve les valeurs aux extrémités de T et vérifie:

[ (o= rie)qn dr =0, Va € MY(T)

=4

Le convexe d’approximation considéré ici est (cf. chapitre 2):
K = {v, = (v},0}) € V,(Q") x V,(0%), vin! + 7 (vin®) < 0sur [}
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Comme il a déja été remarqué dans le chapitre précédent, il est clair que les vy € K},
ne vérifient pas nécessairement la condition de non—interpénétration. Ainsi, dans le cas
général de maillages incompatibles, on a K, ¢ K et on parlera de méthode non—conforme

au sens de Hodge.

Le probleme discrétisé de minimisation de fonctionnelle energéfique consiste a trouver

u;, vérifiant

uy, € K, F(uy) = min  F(vs). (3.1.3)

vpE Ry
L’existence et Punicité de wuy vérifiant (3.1.3) découlent de résultats classiques {cf.
[40]). 11 s’agit ensuite de donner une estimation de D’erreur sur I"énergie. Ceci est effectué
dans le théoréme suivant o1, simplement pour alléger les notations, on suppose que i et

h, sont du méme ordre.

Théoréme 3.1 Supposons que la solution u du probléme (3.1.1) appartient (H*(Q'))? x
(H2(Q))Y? et soit uy la solution du probléme discrétisé (3.1.3). On a

Lanal SEIT)

—C(u)hi < Flus) — Flu) < Clu)h

ot C(u) > 0 est indépendant de h.

Preuve. En adoptant les notations (2.1.9) et (2.1.10), on éerit
1 1
F(up) — Flu) = §a(uh,uh) — L(uy) — §a(u,u) + L(u).

Soit v, € K, 1l vient:

Fluy) — F(u) = a{un, un — vi) + a(us — u, v, — u) — L{wp — u)

1
+alu, v, —u) — ;ja(uh — U, Up — U).

Le réarrangement des termes et 'utilisation de la positivité de la forme bilinéaire a(., .)

donnent

1
a(vy — w,vp —U) — ga('uh — W, U, — Up ),

1

a{u, — u, v, — w) — ia(uh —u, Uy, - )=

< G(Uh —u,vp — ’LL)

bO | et DO |

Comme u, est solution du probléeme (2.2.8), on a

Fluy) — Fu) <a(up,wp, — vp) — L{up —op) + L{u — vy)

1
+a(u,v, —u) + ia('vh — u, U, — U,

]
<a(u,vyp —u) — L{vy —u) + §a(vh —u, v, — U).
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L’utilisation de la formule de Green implique

Flus) ~ Flu)< [ on(wlosn] U + %a('vh E— (3.1.4)

On reconnait dans la majoration de F{uy)— F(u), le carré de I'erreur d’approximation
étudiée an chapitre précédent. En utilisant les estimations (2.3.3) et (2.3.4), on déduit

Vexistence d’une constante C'(w) > 0 indépendante de A telle que
Fuy) — Flu) < C(u)h?.
Il reste & minorer F(up) — F(u), c’est & dire majorer F(u) — F{uy). On écrit

Flu) — Flup) = %a(u,u) ~ L(w) - % (s, ws) + ).

Soit v € K. Comme u est solution du probléme (2.1.8}, il vient
F(u) — Fluy)=a(u,u — v} — L(u —v) + a{u,v —up) — L{v — up)
1
—ia(u — U~ Up),

S a(u,v — uh) — L('U — uh).
L’utilisation de la formule de Green implique
F(u) - Flup) < f n{w){(v — up).m] dT. (3.1.5)
e

On reconnait dans la majoration de F'(w) — f{u), le carré de erreur de consistance
étudiée au chapitre précédent. En utilisant I’estimation (2.3.11), on déduit I'existence

d’une constante C(w) > 0 indépendante de A telle que

=y

F{u) — Fluy) < Clu)h

D’ot la conclusion. ]

Remarque 3.1. Dans Pétude effectuée an chapitre précédent, nous nous sommes in-
téressés & Ierreur commise en norme de Pénergie: ||w — w;]|.. Dans ce cas, l'erreur de
consistance n’apparait pas dans la majoration finale, car c¢’est 'erreur d’approximation
qui limite le taux de convergence. Dans le cas présent ol 'on considere 'erreur sur 'éner-
gie, estimation donnée dans le théoréme précédent a le mérite de fournir un résultat dans
lequel apparait clairement Perreur de consistance. Dans le cas d'une méthode conforme

(i.e. K;, C K), on a F(u) < F(uy) et Perreur de consistance disparait.
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3.1.3 Généralisation

Sous des hypotheses de régularité plus faibles, et en utilisant les résultats du chapitre

précédent, on devient en mesure de généraliser le théoreme précédent:

Théoréme 3.2 Supposons que la solution u du probléme (3.1.1) appartient (H”(Q'))? x
(H*(02))? avec 2 < v < 2 et soit uy la solution du probléme discrélisé {313). Ona

(] [

3v_ 5
2 4

—C(wh? 7 < Flup) — F(u) < Clulhy 2,

ot C{u) > 0 est indépendant de h.

Remarque 3.2. Dans le cas de maillages compatibles, encadrement du théoréme pré-
cédent devient: 0 < Fup) — Fi(u) < C(u)h”‘%.

3.2 Formulation en probleme de point—selle

La présente section concerne une formulation mixte (cf. [52]) pour le probleme de
contact unilatéral et son approximation lorsque 1'on considére que les maillages sont in-
compatibles sur la zone de contact. Ces résultats ont fait 'objet de la communication [9].
Nous précisons tout de suite que, dans cette section 3.2, nous désignerons par 7} opé-
rateur de projection L? sur la trace du maillage de Q! sur I'; (il s’agit en fait de la seule
section des cing premiers chapitres oft 1’on utilise I'opérateur de projection L? classique
et non pas 'opérateur défini en (2.2.4)). La considération de Popérateur de projection de
type “joint” (cf. (2.2.4)) pour la formulation mixte du probléme de contact unilatéral est

en cours d’étude.

3.2.1 Position du probléeme abordé

Dans un premier temps, il s’agit de mettre le probleme de contact unilatéral (cf. (2.1.8)

ou (3.1.1)) sous forme de probléme de point-selle.
On pose V() = {vf € (HY(Q¥))?, v*=0sur [i}et V = V(Q')xV(Q?). L'espace

produit V est muni de la norme hilbertienne
v]ls = (H’U}”%Hi(szl)P + ””2”?1{1(92))2)27 yv = (vh,v*) e V.

Nous supposerons que la solution u est assez régulitre afin que nous puissions faire

’abus de notation en écrivant une intégrale sur I'. au lieu du crochet de dualité entre

H=5(T.) et H3(T,).
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Le probléme est trouver w € V et A € M tels que:
a(u,v) — / Moln! foin?)dl = L{v), YveV,
r.

Lok (3.2.1)
i (p—A{u'n +u'n’)dl =0, Yyp e M,

\ : o _1 -
olt M désigne le convexe fermé des formes linéaires de H~2(I';) et négatives.

Ce probléme est équivalent & la recherche de u € V' et de X € M tels que:
Llu,p) < L{u, X)) < L(v,A), Yue M, YveV,

avec

Llv,p) = %a(v, v) — L{v) —/ p(vtn! + o2 n?)dl.

Le point-selle (u,A) est unique (cf. [40]). On a X = on(u), ol on(u) désigne la
contrainte normale sur la zone de contact.

3.2.2 Discrétisation et estimation de 'erreur

Dans un premier temps, il s’agit de définir le cone convexe fermé des multiplicateurs

discrets. On pose
My = {3 € WHT.), fr Mpn dT 0, Yoo € WHTL), o1 > 0}, (3.2.2)

olt WH(T,) est Pespace des fonctions confinues et affines par morceaux sur la trace du

maillage de Q! sur T..

Remarque 3.1. Il est facile de voir que M, ¢ M. Cela signifie que les multiplicateurs

discrets ne sont pas nécessairement négatifs sur tout I'..

Le lemme suivant est Poutil visant 3 justifier dans étude ultérieure, le choix de M,

comme cone convexe des multiplicateurs discrets.
Lemme 3.1 Soil ¢ € W) (I'.). On a

on <0 siel seulement si / ontbn dT > 0, Yepy € M. (3.2.3)
e

Preuve. La démonstration repose sur un argument d’analyse convexe. Tout d’abord, on

remarque que I’application bilinéaire A définie sur Wil (T} par
A(Bn,pn) = /r Orpn dT,
est un produit scalaire sur W;(T';). Posons
Ny = {ion € WA(TL), ¢ <0},
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qui est un cone convexe fermé. On considére ensuite le polaire de Ny (cf. [36]) noté N}
défini par:
Ng = { € WA / b dT <0, Ven € Ny}

Par définition de My, on déduit que N¢ = —M,. En utilisant le fait que le bipolaire

d’'1n cdne convexe fermé est ce méme convexe fermé, on écrit:
3

Ny = (N9)°={on € WA(T / pwibn dT <0, Ypn € Np},

= {[Ph & Wh / fphﬂ’h dr > 0 VQD]-,, = lWh}

D’ou la conclusion. O

On pose Vj, = V(1) x V,(0?), ot V3(F) est espace éléments finis défini en (3.1.2).
Le probleme de point-selle discrétisé est trouver uy € V,, el Ay € M} tels que:
alun, va) —/ Mot Foin®)dl= Lvy), Yon €V,

I (3.2.4)
fr‘ (g, — An)(u).nt + uin®)dl >0, Yup € My.

Ce probléme est équivalent 3 la recherche de wy, € V; et de Ay € M, tels que:
ﬁ(uh,,uh) S E('ll,h, }\h) g E(’Uh,/\h), V,Lth - ﬂ/fh, Vvh = Vh,

avec )
L{vn, pp) = “Z“G(Uh,’vh) — L{vy) — j;‘ pr(vi.nt +vi.n)dl.

Lemme 3.2 Le lagrangien £ admet un point-selle unigue sur Vi, X M.

Preuve. Pour tous v, € V, et up € My, on a

1
L(vp, pn) = §a(vh,vh) — L{vy) — ./1“ pn (v mt + vin?)dl.

L’existence du point-selle découle de résultats classiques (cf. [35] chapitre 1, section
3). L’unicité du champ des déplacements u; résulte de la coercivité de af.,.). Il reste a
vérifier 'unicité du multiplicateur. Soient deux points—selle (s, An) eb (s, Az). D’aprés
(3.2.4),0n a

a{y, vy) — fr M(vp.nt +vin?)dl = Livs), Yo, € V),

£

alty, vy) — /1“ Mvint +vin®dl = L(vy), Yo, € V.

4
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En soustrayant les deux précédentes égalités, on obtient:
/ On = W)(whn! + o2 n)dl =0, VYo, € Vi

En prenant v, = (v},0), on déduit A, = Aj.
Il existe donc un unique point-selle de £ sur V; x Mj noté {(up, Ap). Ceci établit le

lemme. O

Ainsi, en utilisant (3.2.4) l'on a

/ pa(up.n' +uin®)dl >0, Yy, € My,

(=4

/r Ap(uint + ui.n?)dl =0,
alwn, vy — up) — L(vp —up) — /1“ A{vrn! +vl.n?)dl >0, Yoy, € V.

En notant 7}, Vopérateur de projection au sens de L?, sur la trace du maillage de ot

sur [',, on écrit successivement:

[ (bt + w0 20, Vi € M,

a(wy, vy, — un) — L{vp, — up) — /1“ A(v).nt 4+ 7i(vin?)dl >0, Yoy, € V.

€

En utilisant 1’équivalence (3.2.3), on déduit w}.n' + 7i(uj.n?) <0 sur I..
On pose

K = {Ivh = (Uiavg) € Vh(ﬂl) X %(92)1 'vh L +7rh( ) <Osur b }
Dans ce cas, u € K, et

alun, vy — uy) = L{vy — uy), Yoy, € K. (3.2.5)

’étude qui suit est consacrée & l'estimation de ||lon(u) — )"""“H“%(F . Tout d’abord,

on définit une norme sur W} (I'.) dépendante du maillage.

f pntpndl

1

H#h”—%,h = sup _7 V,U,h - Wh (Fc)-
wnewiire) [Pallgs ¢

Dans un premier temps, on donne une borne supérieure pour 'erreur commise sur le

point-selle du probleme continu.

Lemme 3.3 Soit (u,0,(u)) le poini-selle de £ sur V x M. Supposons que u est tel que
ul e (H(Q1)? et u? € (HX(Q)?, et soit (wn, An) le point—selle de £ sur Vi x M. On a

[ mhon(n) = Aull_r, < Clu)ha + flu —~ wsfl..

L
Z
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Prenve. On a

al(wp, vy) — /F An(vl.n! + vl.n?)dl = Lvs), Vv, € Wy,

[=4

el
a(w, vs) — f on(w)(vtnl + v2ad)dl = L(vy), Vo, € Vi
Donc
/ (A — op(uw))(vin! + v:in?)dl = a{uy, — u,v;), Yo, € V),
Puis

fr (A — mhon(w))(vi.n' + vi.n?)dT
=aluy —u,v) —}/F (on(u) — wion(u))(vi.n' + vi.n?)dl, Vo, € Vi,

En utilisant les propriétés d’approximation de 7}, et la continuité de a(., .}, on déduit,

pour tout vy, € Vi,

[ O = mhon(w))(oln’ + w2l < Mifus = ull ol + Clwufenll-

c
Dot

[mhom(w) = Anll_1n < Clu)hy + Mljuy — ull.

Ceci établit le lemme. O

Lemme 3.4 On a
lenll -3 p,) = Climllogs Vin € Wi(T,).

Preuve. Soit p; € W(I'.). Par définition, on a

dr’
PR Jo it
? UlhEW,&(I‘c) Hl,bh”H%{rc)

En remarquant que prendre le suprémum de ¥ sur Wi (') est équivalent & prendre
le suprémum de 7l¢ pour ¥ € H %(FC), et en utilisant une propriété de l'opérateur de

projection 7}, on déduit

pr, wiapdl /F ptpdl

lpnll_gp = sup = sup

. c
1 1 '
#JEH%(I‘C) |l7rh¢”H%(Pc) weﬂé(l‘c) Hﬁhw“H%(Pc)
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La continuité de 'opérateur de projection de L2(T) dans L*(T.), de H*(T.) dans
HY(T',) (cf. [13]) et un argument d’interpolation hilbertienne conduisent & la continuité
de H3(T,) dans H2(I',). Donc

/ 1, T
leall_ip = ¢ sup L

: = Cllpall -1 1 s
serrkr) W“H%{rc) H™Z(T)

d’ott le lemme. 0

En utilisant les deux lemmes précédents et les bonnes propriétés d’approximation de

I'opérateur w1, on déduit le résultat suivant:

Théoréme 3.3 Soit (u,c,(u)) le point—selle de £ sur V x M. Supposons que u est tel
que u' € (H2(QN)? et u? € (H2(0?))?, et soit (up, An) le point-selle de £ sur Vi x M.
On a

() = Ml 1, < Clw)ha + = il

(Te)

3.3 Etude de la convergence sans hypothéses de ré-
gularité.

Il s’agit dans cette section d’étudier la convergence de la méthode éléments finis pré-
sentée dans le chapitre 2, sans hypotheses de régularité de la solution. Dans ce cas, il
ne s’agit plus de trouver un taux de convergence pour la méthode, mais simplement la
convergence de uy, vers u quand b = {hy, ho) tend vers zero. La technique de démontration

fait appel a ['approximation des convexes.

Théoréme 3.4 Soient u et uy les solutions de (2.1.8) et (2.2.8) respectivement. On a
lim ||'u, - uhH* = 0.
—0

Preuve. Pour montrer que limp_o || — us||. = 0 lorsque w € (HY(Q4))? x (H'(Q?))?, il
suffit de vérifier les deux conditions suivantes (cf. [29],[35]):

W VveK, v, € K t.q limp|jv —wvnlls =0,

2) Si vy € Ky et v, — v faiblement dans (H'(021))? x (H'(9%))? alors v € K.

1) La démonstration utilise un résultat de densité de Haslinger et Hlavagek (cf. [34],
lemme 3.1) qui est le suivant: si K NI, est vide et s1 F_é nr, et f‘g N ﬁ ne contiennent

qu’un nombre fini de points frontiere, alors I'ensemble
M = KN ((C™(01)* x (C*(22))")

47



est dense dans K pour la norme brisée ||. ..

On se donne alors v € M et on considére la démonstration de (2.3.3) qui consiste &
construire v, € K approchant v. Cette construction est possible car v € M. Il suffit

alors de vérifier que

fim [ — vl = 0.

Dans ce cas, il suffit de se reporter & la relation (2.3.5). Ceci nous ameéne au lemme sur

Perreur d’approximation pour le contact bilatéral, Finalermnent, on remarque que {|v —vs]

est majoré par une somme finie de termes du type ||w® — Zfw!l| 1062 on w? est continu

sur QFf. Tous ces termes tendent vers 0 quand A — 0.

La conclusion se fait ensuite en utilisant le résultat de densité rappelé ci-dessus.

2) Soit vy, € K}, et vy, — v faiblement dans ({1(01))% x (H{%)).
Dans un premier temps, on transcrit la convergence faible sur 0¥ en une convergence

forte sur I'; et 'on déduit les deux convergences fortes suivantes:

. 1 iy 1 _
lim (0"~ vh)-m ey = 0, (3.3.1)
. 2 2y .2 _
lim [|(v” — v3).n" |2y = 0.

Oxn écrit alors

2 mp(vp )2y

[]vz.n
< fv?n? - vpn® e, + [vhn® = my(vrnd)le e,
< vhn? = vin?| e, + (0] — v*).n® — (v — 0%).n )i,
+w?.n? — m (0" ) 2,
< C|v*.n® — vi.n®||r,) + |vP 0’ — (o’ )2y,
on Ion a utilisé la stabilité de Vopérateur de projection dans L*(T,) (cf. [5]). On déduit
donc
. 2 17,2 o2 _
}ff}% ||U .7’32 — Wh('uh.'n, )”Lz(l—‘c) = 0. (332)
En utilisant (3.3.1} et (3.3.2), on a:

lim [|(v'.m! + v”.0?) — (w0 + mh(0].07)) 12y = 0.

On est alors ramené 4 un probléme sur un seul maillage qui peut se formuler de la

maniere suivante: soit ¥, < 0 sur [ et
lim ¢ — ¥nlizare = 0.
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On en déduit dans un premier temps qu'il existe une sous suite notée encore ¥, qui
tend vers v presque partout sur I';. Dot ¢ < 0 presque partout sur F. et ¢ € K. Ceci

établit le résultat. o

3.4 Estimation de I'interpénétration en normes L* et
LOO

1l s’agit de donner une estimation de l'interpénétration des deux solides. Pour des
raisons de simplicité, on suppose qu’il existe deux constantes ¢, et ¢ strictement positives
telles que ¢ hy < hy < c2hy.

La proposition suivante fournit une estimation de I'interpénétration des deux solides;
celle—ci est nulle dans le cas de maillages compatibles. Nous allons denner une estimation
de Pinterpénétration sous des hypothéses de régularité trés faibles, par ailleurs utilisées et

justifiées dans le cas de contact avec frottement de Coulomb (cf. [31]).

Proposition 3.1 Supposons qu’il existe £ > 0 tel que lo solution w du probléme (2.1.8)
appartienne & (HY'(Q1))? x (H'*5(Q2))2. Supposons de plus que ||w|/(mmve (@) xq+e(@2)y
s0it borné par une constante ne dépendant que des forces appliquées. Soit wy, la solution
du probleme discrétisé (2.2.8). Alors

i {u)nt +ufn?) e,

Al \/h_l

. 1 1 2 2 .
lim [|(w;.m" + uh 1) |z =0,

=0,

o fy = sup(f,0).

Preuve. Tout d’abord, on va estimer interpénétration des deux solides en norme L*(T).

On écrit:
ul w4 uln® <uin® - mp(uln’®)sur I,
Donc
(uh.n' +uln?)y < (uin®—m(u;n®))y sur I
Et

(ubnt + uln?) ey < Juihn® - mi(uh.n®)|ee,),

<[ (wh — w?).n® - my((uh — w).n?)lez .

2

+Hu?n? — m (v®.n%) |,

L ;}-l—s
< hi||uj — u?) + hE e || a2y

HE (T
1 ; Liz
< ChE|w — upll. + C'h3
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L’utilisation des résultats de la section précédente permet d’établir la premiere estimation.

Comme |lul.n et ||ui.n? sont bornés, on déduit aprés utilisation d’une

1
“H%(PC) ”H%{rc)

inégalité inverse
_1 _i
HH}L.TLIHHI(FC) S Glh1 2 et |Eui.n2HH1(1—'c) S Cth 2,
Alnsi
L
l(uhnY Lo < Cihi® et [f(udn) s, < Caha .

Soit my (resp. my) une maille 1D de la trace de la triangulation de Q' (resp. %) sur

I'.. Notons P, (resp. Pn,) la pente de u}.n! (resp. ui.n?) sur my {resp. mg). Ainsi, pour
1 2 P h P h P 1Y

fml( 2 dF<%

1

tout miq

Sous I’hypothése d’uniforme régularité du maillage 1D, on déduit

hi( P, )? < % et 1Pl < g}l

En procédant de la méme maniére pour le deuxiéme maillage, on déduit Uexistence de
K > 0 tel que la valeur absolue de la pente de u}.n! + u}.n? soit majorée par B sur 1.

D’autre part, il est clair que u?.n? — 7} (u}.n?) s’annule au moins tous les 2. Il
s'ensuit que l'interpénétration (u}.n' + u?.n?); s’annule également au moins tous les
2h;.

Supposons alors qu'il existe Cy > 0 tel que pour tout hg > 0, il existe b1 < hg et
z €T, tels que

(up.n' 4+ upn?)y(z) 2 G,

avec h = (hy, hs). En utilisant le résultat de bornitude sur la pente de (u;.n' + uin?),,

on devient en mesure de minorer la norme L? de la pénétration. Ainsi

K 2
H(up-n' +uin® i, = 2/ (EI:L) dz,
ZOBhl
=5

Dot la contradiction avec la premiére estimation en norme L. a

Remarque 3.1. Dans le cas d’hypothéses minimales, c’est a dire une régularité I ! pour
les déplacements, on peut seulement prouver la convergence en \/h1 pour norme L? et
la bornitude pour la norme L*°. Par contre, sous des hypotheses H 2 et en adoptant une
démarche similaire & celle présentée ci—dessus, on arrive a monirer une convergence en h“

pour la norme L? et une convergence en v/hy pour la norme L™,
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3.5 Conclusion

Les études précédentes concernant le raccord projection ont été effectuées dans le
cadre standard ol la zone de contact initiale contient la zone de contact finale. Cepen-
dant, comme dans [40], section 6.8 ou [35] (pour les maillages compatibles), la présente
étude s’étend dans le cas d’une zone de contact autorisée a croitre. Dans ce cas, on consi-
dére deux surfaces de contact candidates 't C 90! et I'2 C 9? qui sont voisines mais non
confondues, et les conditions de contact sont alors définies sur une surface de contact inter-
médiaire choisie convenablement. Un tel exemple sera traité dans un contexte numérique
au chapitre 6.

Au terme de cette étude approfondie, le raccord projection a donné ce qu’il y avait de
meilleur & espérer d’une condition de contact unilatéral sur des maillages incompatibles:
son emploi n’affecte pas la convergence des solutions éléments finis par rapport au cas
des maillages compatibles. Par ailleurs, nous verrons dans le chapitre de la mise en ceuvre
numérique, que la formulation matricielle associée au raccord projection ainsi que son

implantation dans un code éléments finis sont particulierement simples.



Chapitre 4

Etude d’autres raccords

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié une maniére de définir le contact
unilatéral sur des maillages incompatibles en utilisant le raccord projection, ce qui est
optimal dans le sens suivant: le taux de convergence de I'erreur correspondant aux solu-
tions éléments finis est identique & celui obtenu dans le cas de maillages compatibles. Dans
le présent chapitre, on présente deux autres maniéres de prendre en compte des maillages
incompatibles pour ce méme probléeme de contact. Ces deux raccords sont étudiés car ils
définissent de maniere naturelle le contact unitatéral, et 'on est conduit a la comparaison
avec le raccord projection.

La premiére approche consiste & définir de maniére “locale” le contact avec un raccord
ponctuel. Précisons que 1’étude d’un tel type de raccord a déja été effectuée dans le cas
d’équations variationnelles (cf. {11] pour le probléme de Poisson, ou bien cf. chapitre 1 pour
le contact bilatéral). Dans ce cas, la convergence n’est pas optimale (sous les hypotheses
classiques). Nous obtenons dans le cas présent de l'inéquation variationnelle du contact
unilatéral un taux de convergence similaire & celul obtenu dans le cas des équations.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, on considére une condition de contact de type
intégral qui est alors qualifiée de raccord intégral. Comme on pourra le voir de maniere
plus concréte au chapitre 6, cette condition non-locale traduit moins bien le contact
unilatéral que le raccord projection. On notera que cette définition du contact rend la non-
conformité de la méthode éléments finis beaucoup plus importante: la méthode est non—
conforme méme dans le cas de maillages compatibles. Ceci amoindrit considérablement le
taux de convergence global.

On considére le probléme de contact unilatéral entre deux solides décrit dans le chapitre
2, section 1. Les deux solides sont alors discrétisés indépendamment ’'un de I"antre comme
au chapitre 2, section 2. La seule modification se situant désormais dans la nouvelle

définition du convexe discrétisé.



4.1 Raccord ponctuel

Dans cette section, il s'agit de raccorder les deux maillages de maniére locale, c’est &

dire que l’on approche le convexe K des déplacements admissibles (cf. (2.1.7))
K={v=(@v)eV(Q@)xV(Q), [om]<0pp.sur T.},
par
KL = {o = (v},0]) € (@) x Va(0?), win' + (Tiof)m® <0 sur T} (411)

La notation [v.n] représente le saut du déplacement normal v'.n! 4 v*.n? & travers
I'interface de contact et Z} désigne Popérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds du
mailtage de Q. Les espaces Vj(01) et V4,(02?) sont définis en (2.2.1).

On notera que la définition de K¥ est tres voisine de celle de K, (cf. (2.2.7)): seul
différe Popérateur (interpolation pour le premier, projection pour le second).

Comme dans les chapitres précédents, la condition de contact incorporée dans K} est
définie sur I’un des deux maillages. De la méme maniére que pour le raccord projection des
chapitres 2 et 3, il est également possible de définir de maniére “symétrique” le convexe,
ceci en considérant Uopérateur d’interpolation de Lagrange sur le maillage de 0.

Par ailleurs, il est clair que KI ¢ K, on dira que I'approximation est non—conforme
au sens de “Hodge”.

Lorsque 'on utilise des maillages compatibles sur la zone de contact, les conditions
de contact discrétes peuvent alors s’exprimer simplement par la condition [vi.n] < 0
et la méthode d’approximation devient conforme (i.e. K C K). Ce cas a été étudié
par Haslinger et Hlavégek,[31] Haslinger, Hlavicek et Necas,[35]. Le raccord ponctuel et
raccord projection sont alors identiques. Ceci fournit une motivation supplémentaire pour

les comparer dans le cas de maillages incompatibles.
Le probléme éléments finis induit par le convexe (4.1.1) consiste en I'inéquation varia-
tionnelle suivante: trouver w, tel que:

wy € K}I;, a(’uh,fvh — ’ll.h) > L(’Uh — ’Lbh), Yy, € K}}: (412)

Cette inéquation variationnelle admet une solution unique.
Le but est de donner une borne supérieure de l'erreur résultant de I'approximation
par éléments finis en utilisant le raccord ponctuel. L'outil de départ, que nous rappelons

ci-dessous, est le méme qite dans le chapitre 2 (cf. {2.3.1)). 1l s’agit de décomposer I’erreur
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totale ||u — wpll. en une erreur d’approximation et une erreur de consistance due au fait

que K} n’est pas inclus dans K.

Rappel 4.1 Supposons que la solution w du probléme continu (2.1.8) vérifie ulm €
(HY(Q)? et ulg: € (HY(Q2)? avec 3 < v < 2. Soil uy la solution du probleme dis-
crétisé (4.1.2). Alors

)

+ inf | ]F onl(v — wy).m] dT

gl < c'{vhig};s(nu — vl +| /P o] dT

1
2
3

ott C > 0 est indépendant de h.

Dans le cas de ’équation variationnelle du contact bilatéral (cf. chapitre 1), le taux
de convergence de la méthode éléments finis comprenant une condition ponctuelle, est en
v'h en norme de ’énergie i|.]|.. Nous précisons donc que le meilleur & espérer est d’obtenir

un résultat identique dans le cas de I'inéquation du contact unilatéral.

4.1.1 Erreur d’approximation

1l s’agit de donner une borne supérieure pour le premier infimum du Rappel 4.1.

Lemme 4.1 Supposons que la solution u du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H?(Q1))?

et u? € (HHO2)?2. Alors, il existe v, € K} qui satisfail les estimations suivantes

[ — vl < Clu)(hy + ha),

UFC on(w)[(vs — u).n] dl : < (j*(u,)(hiii + hy),

ot la constante C(u) dépend lindairement de [|u! || g2y et [|[u?] 22y

Preuve. Par simple adaptation de la démonstration de (2.3.3) et (2.3.4) et Putilisation
de {1.3.2). o

4.1.2 Erreur de consistance

Dans un premier temps, nous nous intéressons & obtenir une premiere majoration

pour lerreur de consistance qui permettra ensuite d’obtenir une premiére estimation de
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Uerreur globale. Pour des raisons techniques dues a 'utilisation d’inégalités inverses, nous

supposerons que la taille des mailles est telle que Ay /hs soit borné.

Lemme 4.2 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H*(Q1))?
et soit uy la solution de (4.1.2). Alors

veK

inf ’/I‘c on(u)[(v — up).n] d{"‘|% < C’(u)h%,
oti la constante C(u) dépend uniquement de ||u'|(g2(q1))2.
Preuve. En choisissant v € K tel que

vinle, = ulalls, et viefc, = (Ziup).n’ln,

et en adaptant la technique de démonstration de (2.3.6). o

4.1.3 Estimation intermédiaire et bootstrap sur I’erreur de consis-
tance

Jusgu’a présent, les résultats obtenus ne conduisent pas a la convergence maximale
espérée en v/h, mais seulement & hi. Un argumnent de bootstrap sur l'erreur de consistance
permet de ’améliorer. En réitérant le processus autant de fois que possible, on va retrouver
un comportement de ’erreur globale similaire & celul obtenu pour le probleme de Poisson

(cf. [11]) traité avec I'analogue de cette condition pour les équations variationnelles.

Lemme 4.3 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' € (H* (1))

et u? € (H*(0))? et soit wy, la solution de (4.1.2). Alors

inf | f onlw)[(v — us).n] dT
Te

b 3
2 g
vek g C(u)(hl + hQ)J

ot la constante C’(’u) dépend de H’u.ln(Hz(Q;))z et ”uz”(Hz(gz))z.

Preuve. De la méme maniére que pour le raccord projection et en prenant le méme v

que dans le lemme précédent, on écrit cette fois:

[ onw)i(o = un)nl dr= [ u(u){(Zhe — i)’ - ((uf ~ Tiu)n?)} dr
+ ]f ru(w){((w - Tiu?)n?) — (Tl(w — Tha))n?} dT
n /F on(w)(Zhu?)n* — whn?) dT

L’utilisation des techniques du raccord projection et du premier taux de convergence

en ki établissent le résultat. 0
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4.1.4 Estimation finale

Désormais le taux convergence global est de %. En utilisant & nouveau la technique de

bootstrap, on arrive & un taux de convergence en T% et ainsi de suite jusqu’a obtenir:

Théordéme 4.1 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(H2(QN))? et u? € (H2(02)? et soit up la solution de (4.1.2). Alors pour tout € >0

lo ~unll. < Clu,e)(hi ~ + ha),

ot la constante C{u,e) dépend linéairement de ||u'||ipzary2 et ||u?ll(mzieyye-

4.1.5 Généralisation

En suivant les mémes techniques que précédemment, on obtient:

Théoréme 4.2 Supposons que la solution uw du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(H*(Q)? et u? € (HY(02)? avec 2 < v < 2 et soit uy la solution de (4.1.2). Alors

pour tout € > 0

&

i
le — wpfl. < Clu,e)(hi™ + A3,

ot la constante C{u, ) dépend linéairement de ||u!||(mvuye et | l|(mr(a2)2-

4.2 Raccord intégral

Dans cette section, on présente une condition naturelle de contact unilatéral pour des

maillages incompatibles. Le convexe K des déplacements admissibles (cf. (2.1.7))
K = {v = (v, v?) € V() x V(0?), lw.n] <0 p.p.sur Tc},
est approché par

K} = {vn = (v}, 0}) € Vi(®) x Vi(@?), [ (whn' +vint)gn <0, (4.21)

[

Vg, € My(T2), qn = 0},

ott M}T,), défini en (2.2.3) est constitué des fonctions continues, aflines par morceaux
sur la trace du maillage de Q! sur T', et constantes sur les deux mailles extrémes de ce
maillage. Les espaces Vi,(Q!) et V,(0?) sont définis en (2.2.1). Ici aussi, la condition de
contact privilégic un des deux maillages par I'intermédiaire du choix de gp € M (1)

1l est facile de voir que le convexe K} contient strictement le convexe correspondant
au raccord projection défini en (2.2.7). Par ailleurs, il est clair que K ¢ K et que

I’approximation est non—-conforme au sens de “Hodge”.
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Lorsque P'on utilise des maillages compatibles, la condition de contact s’exprime sim-
plement par une condition intégrale (qui ne revient pas & la condition classique nceud a

neeud), et ’on voit aisément que la méthode d’approximation n’est toujours pas conforme.

Le probléme éléments finis induit par le convexe (4.2.2) consiste en l'inéquation varia-

tionnelle suivante: trouver wp tel que:
uy, € K3, a(un, v, — uy) > L(v, —uy), Yo, € K. (4.2.2)

Cette inéquation variationnelle admet une solution unique.
Le but est d’obtenir une borne supérieure de I’erreur résultant de ’approximation par
éléments finis décrite ci-dessus. L’outil de départ est le lemme de Falk utilisé précédem-

ment (cf. (2.3.1)). Nous le rappelons:

Rappel 4.2 Supposons que la solution w du probléme continu (2.1.8) vérifie uly €
(HY(QN)? et ulge € (HY(O9))? avee 2 < v < 2. Soit uy lo solution du probléme dis-
crétisé (4.2.2). Alors

)

+ inf | fr oal(v — up).n) dT

e — s < c{vgfffi(uu — vallu +| fr oalvn.1] dT

i
2
’

ot O > 0 est indépendant de h.

4.2.1 Erreur d’approximation

Il s’agit de donner une borne supérieure pour le premier infimum du Rappel 4.2.

Lemme 4.4 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que w! € (H*(2'))?

et u? € (H* (D)2 Alors, il existe vy, € K} qui satisfait les estimations suivantes

I — vall. < C2)(B1 + ha),

| [ onlw)ltes ~ w)n) ar S <O(hi +ha),

ot la constante C{u} dépend lin¢airement de HTI,IH(Hz(m)}z et Hu21|{Hz(Qz)}2.

Preuve. On considére le v, de la démonstration de Uerreur d’approximation pour le
raccord projection conduisant 3 (2.3.3) et (2.3.4). Ce v, appartient & K7 et satisfait ainsi

les majorations du lemme. O



4.2.2 Erreur de consistance

On notera que la démonstration suivante de la convergence de I'erreur de consistance
repose sur des techniques différentes de celles utilisées pour les autres raccords. Pour des
raisons techniques dues & l'utilisation d’inégalités inverses, nous supposerons que la taille

des mailles est telle que Ay /hs soit borné.

Proposition 4.1 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(I2(Q1Y))2 et soit uy lo solutton de (4.2.2). Alors

55}6{1/6%(“)[(” — uy).1] d[‘j% < C’(u)hf,

ot la constante C(u) dépend uniquement de ||u'||(m2(a1))2-

1

Preuve. Définissons v'.n! et v2.n? sur I'.:

Prenons

vin!= inf (u}.n', —ui.n®),
vin?=u;.n’.
On définit ensuite v sur Q' U ? & 'aide d’un opérateur de relevement continu. On a

./r op(u)(vinl 4 v*n? —ul.n' — uln®)dl

< Jion(w)llzzra ot n! + v*n® —uj.n' — ul n® 2.

La construction de v donne

] on{u)(vtnt +v2n? —uln' —uin®)dl < |on(w)| 2w, |[(us.n' + wp.n )|l o,

c

avec fp = sup(f,0).

Etape 1
On rappelle que le maillage 1D sur T, issu de la triangulation de O est noté T

Dans cette premiére étape, on suppose que 7}, = 7.2,. Ceci signifie que les maillages sont

compatibles sur la zone de contact I'..

Lemme 4.5 Supposons que T4, = T2, . Soit vy € K| tel que |lvy||. soit borné. Alors, il

existe C > 0 indépendant de h tel que:

i
[|('vi.n1 -+ Uz.nz).{_HLQ(FC} < Ohf .

a8



Preuve du lemme. Désormais, on notera v}.n! + v;.n* = @, sur I';. D’aprés les hypo-

theses du lemme, [jos]| 1 r est borné. En utilisant une inégalité inverse, on obtient:
[

)

lenllm .y < Chy?.

Donc
Hom)llmimy < ChLZ,
et
I((on)aY oy < Ch*.
On a

fr won g dl <0, Y, € My, (o),

ot M}, (T.) désigne les fonctions positives de M, (I';). On va diviser les a(h) intervalles
L, (1 <i<a(h))de T}, = T2 en 3 categories et nous allons les numéroter de la maniere
suivante:

Categorie 1: pour 1 < ¢ < a;(h), les intervalles oll {4)4 vaut 0 sur une partie de mesure
non nulle de I,

Categorie 2: pour a;(h) < i < ay(h), les intervalles ol (p4)4 est positive sur I'intervalle
ouvert I; mais non constante.

Categorie 3: pour az(h) < i < a(h), les intervalles ot (ip4)4 est strictement positive et
constante.

On remarque que les intervalles des catégories 1 et 2 vérifient la propriété suivante:

supp((en)4) = supp(({¢s)+)),

ot supp(f) désigne le support de la fonction f.
De plus, les intervalles des catégories 2 et 3 ont des intervalles voisins qui sont néces-

sairement de la premitre catégorie. Ceci provient de la définition méme de Kj.

Sur chaque intervalle [;, 8; désigne la rapport suivant:

mesure du support de (¢4)+ dans Pintervalle /;

b; =
by

Par conséquent, on a

0<8; <1, Vi,

et oy désigne la pente de ()4 sur son support dans l'intervalle 7;.

Caleul de |[((1)+) llzacro:
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az{h)

(CORTEED (Y

En utilisant les notations introduites précédemment, ceci donne

az(h)

8:ha
I(en) s g = 2 [ of do,
i=1
et
aa{h)
”((%h)’”i%rc) = Z O{?Oihl.
=1
Calenl de [[{en)+ ]|z
ai (h) az(h)
[1(on) ||L2(r)—Z]<,0h ar+ Y /c,oh dI‘—|— Z fcph I,
' i=aq (h)+1
ar(h) g;ny a(h)
=Y [ aktdo+ 2 / (oz + O de+ Y. hiCh.
i=1 /0 i=aq (h)-+1 i=ay (h)+1
Ceci peut s’écrire
az (h) a{h)
lon<lisry <23 [ ot do+2 S [fces Y met
i=a) h)-l-l z*ag(h)-i-wl
Donc
a2 (h} a{h)
l(on ”mm_QZj et de 12 Y. mCR
t=ai{h)+1
Ona
az(h) 8:hy 9 az{h)
23 [ adat du= 23 Y ot
j=1 VO i=1

Comme 0; < 1, on déduit:

(on)+ iz, < KR ((n)+) 2, +2 Y. G
Pt (h)-{—l
a{h)
I reste & estimer Y hyg C?.

t=a1{h)+1
En utilisant une remarque précédente concernant les intervalles des catégories 2 et 3,

on voit que C; < 8;., hilas, | ol 1.0. désigne un intervalle voisin de [; qui est nécessairement

de la catégorie 1. On obtient:

a(h) afh) a{h)
S o mC < Y B#Eel, <hD Y mbiuof
1=y (h)-f—l ’i:al{h)-}-l i= Q,_{ )+E
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Par conséquent

a(h) a1(h) az(h)
Z hIC’f < hf Z hlﬁia? < hf Z hlﬂia?.
i=a1 (h}+1 i=1 i=1
Donc
a(h} 2 2 ez
> mCE < hl(en)+) lze -
i=aq{h)+1
Finalement
1
I(en)+llzzry < Chali{(en)s) iz, < C'hT.
Ceci établit le lemme. O
Etape 2:

Dans cette étape, on considére la cas général des maillages dont les nceuds ne sont pas
en vis & vis sur la zone de contact I'..
Suite de la preuve de la proposition.
La solution us du probleme discrétisé vérifie

] (up.n' +ul.n?)g, 4T <0, Vg, € M, (T.),

(=4

ce qui est équivalent a

f (bt + i (udn®))gn dT <0, Vgu € ML, (To).

[~

ot 7} est Popérateur de projection défini en (2.2.4). Comme

+||lugn? - m(uhn)]

1ol o (2. <|ui.n' + uln®| ;
ikt kDl gy gy < M "
h1 g 2 2
< Cllunll +O(g) (LR PR

< O”uh”*a
la bornitude de u,, nous place dans le cadre du lemme précédent. Ceci donne
1
(b + mh(u2.n®))s ey < CHE.

De
(whm! +udn?)y < (uhnt 4 mi(udn?)y + (uln? - w(uln).,
on déduit
(uy.n'4ug.n®)y 72r, < 2 (w4l (u.n?)) 4 e, (wh = (uf n®)) 272 0,
Dot
1
(wh.m" + wj.n?) |2, < Chi

Ceci termine la preuve de la proposition. =
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Remarque 4.1. L’estimation de 'erreur obtenue est la méme qu’il s’agisse de maillages

compatibles ou incompatibles.

Remarque 4.2. Parmi les 3 conditions de contact étudiées, celle-ci est celle qui semble
donner les moins bons résultats. Ceci provient essentiellement du fait que la méthode est

non—conforme méme dans le cas de maillages compatibles, ce qui est facile & vérifier.

Remarque 4.3. Comme dans le cas du raccord ponctuel, on n'utilise que les hypotheses
L? pour la contrainte normale sur la zone de contact et on n’arrive pas & utiliser pleinement
les hypothéses H? pour les déplacements. Il y a fort & parier que cette estimation n’est
pas optimale sous les hypotheses H?, peut étre également sous les hypotheses plus faibles
que nous utilisons ici. Par ailleurs, Papplication d’une technique de bootstrap a ce raccord

intégral ne paralt pas triviale.
4.2.3 Estimation finale
Le résuftat final est:

Théoréme 4.3 Supposons que la solution w du probléme (2.1.8) est telle que u' €
(H2(QY)Y? et u? € (H(02))? et soit up lo solution de (4.2.2). Alors

1
I — wnll. < Clu)(hi + ha),
ot la constante C(u) dépend uniquement de |u'l|g2auye et [|u? |22y

4.2.4 Généralisation

FEn suivant les mémes techniques que précédemment, on obtient:

Théoréme 4.4 Supposons que la solution uw du probléme (2.1.8) est lelle que u' €
(HY ()2 et u? € (HY(9%))? avec 2 < v <2 et soit uy la solution de (4.2.2). Alors

lu — wall« < Cu)(hi +h57),

ot la constante C(u) dépend uniquement de ||u*||(gvianyy et |u?ll(mva2)2-

4.3 Cas de 'interface de contact

Dans les simulations numériques de problémes de contact avec maillages incompatibles,

il arrive que l’on introduise une “interface de contact” dont le maillage joue un réle non
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négligeable et sur laquelle on “projette” les deux maillages provenant des deux solides
[17].

Il s’agit de regarder ce que l'on peut obtenir, en termes d’erreur a priori lorsque
’on introduit ce troisieme maillage sur la zone de contact et que I'on définit le contact
unilatéral sur ce maillage dont le pas est h3. Le cadre de cet étude n’est certainement pas
le plus général, mais il propose quelques réponses qui découlent directement de I’éfude
précédente effectuée au chapitre 2.

Supposons que le convexe discrétisé traduisant les conditions de contact unilatéral

discrétes soit donné par:
K = {vh = (v},v}) € Vi(') x Vi(0%), ri(vpn' +vi.n?) <0 sur I‘C},

ol ¥ est 'opérateur de projection sur le maillage de I'interface défini en (2.2.4). De la
méme maniére que pour les raccords présentés précédemment, on définit ensuite uy, € K int
solution du probléme discrétisé correspondant. Sile maillage de I'interface est plus grossier
(au sens topologique) que celui de Q' sur I'; (ou celui de 0% sur I, il est facile de voir,
en reprenant d’abord P’étude sur le contact bilatéral (chapitre 1) puis celle du contact

unilatéral {chapitre 2) que l'on obtient le résultat suivant:

Théoreme 4.5 Supposons que lo solution w du probleme (2.1.8) est telle que ul ¢
(H2(OW)? et u? € (H*(Q?))? et soit up € K™ la solution du probléme discrétisé. Alors

lw — unlls < Clu)(hs + by + A3),
ot la constante C{u) dépend uniquement de ||u! ||y et ||w?|lz2(a2))?-

On peut se poser la question de la généralisation d’un tel résultat: en effet, on peut
voir que si le pas de interface est fin par rapport au pas des deux solides, les conditions de
contact induites auront tendance a rendre la méthode “plus conforme”. Ceci n'est pas un
avantage lorsque ’on sait que dans le résultat de convergence correspondant au raccord
projection, nous sommes limités par erreur d’approximation et non pas par P'erreur de
consistance. Par contre, il serait intéressant d’avoir une idée sur ce qui se passe lorsque
le pas de discrétisation de Pinterface est du méme ordre que les pas de discrétisation des

deux solides, tout en étant totalement indépendant de ceux-ci. La question est a 'étude.

4.4 Commentaires et récapitulatif

1l existe de nombreuses possibilités d’exprimer le contact unilatéral entre deux solides

pour des maillages incompatibles. Cependant, on remarque que considérer des modeles
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convenables qui tolérent une légére interpénétration, permet d’obtenir des estimations
de Derreur a priori. Parmi ces modeles, 'un se distingue: le raccord projection qui,
pour des maillages compatibles ou incompatibles, donne une erreur du meme ordre que
la condition de contact classique ncend & nceud utilisée pour les maillages compatibles.
Par ailleurs, le fait de considérer des maillages incompatibles et d’exclure des interpé-
nétrations semble &tre un frein & 'obtention d’une bonne estimation de Uerreur a prior.
A ce propos, la condition de contact vi.n! + v}.n® < 0 n’autorise pas d’interpénétration
(dans ce cas il n’y a pas d’erreur de consistance), mais le calcul de I'erreur d’approxima-
tion associée semble étre un probleme ouvert. Ce probléme est non trivial au vu de la
“setitesse” du convexe incorporant la condition de contact vi.n! +vi.n? <0, et done de

la pauvreté en propriétés d’approximation.
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Chapitre 5

Contact unilatéral avec frottement

Ce chapitre consiste en 1’étude par éléments finis d’un probléme de contact unilatéral
avec frottement entre deux solides déformables.

Le chapitre est constitué comme suit. Tout d’abord, on donne la formulation forte du
probléme de contact avec frottement. La formulation faible consiste en une inéquation
variationnelle qui admet une solution unique.

Ensuite, le probléme est discrétisé par éléments finis du méme type que dans le cas
sans frottement. Une fois de plus, le point important réside dans la définition adaptée des
conditions de contact unilatéral discrétes sur des maillages incompatibles. Pour prendre
en compte cette difficulté, on utilise le raccord projection qui a été défini et étudié dans le
cas sans frottement. Ainsi, une inéquation variationnelle discrétisée est obtenue; celle-ci
admet une solution unique.

La section suivante est dédiée au calcul du taux de convergence correspondant a cette
approximation. On établit une version plus générale du lemme de Falk. Celle—ci fait in-
tervenir de nouveaux termes d’erreur liés & la présence du frottement. Bien que la prise
en compte du frottement améne de nouvelles difficultés, on retrouve un taux de conver-
gence similaire & celui obtenu précédemment dans le cas sans frottement. Ce résultat a
fait I’objet de la publication [37].

Finalement, on aborde brievement le probléme de frottement de Coulomb. En vue
d’une possible application future de la méthode éléments finis & un tel probleme, on
s'intéresse aux questions d’existence et d’unicité du probléme discrétisé. En particulier,

on souligne les difficultés & établir I'unicité pour ce probleme.

5.1 Formulation du probleme

On consideére la déformation de deux corps élastiques qui occupent dans la configura-
tion initiale deux ensembles {1 de Vespace R2, £ = 1,2. Le domaine O est situé d'un seul

cbté de sa frontitre notée 9NL. Cette dernitre est assez régulicre et consiste en I, I‘f; et
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I*%. Le solide est encastré sur I',, soumnis & des forces surfaciques g* € (L3(T%))? sur T%;
les forces de volume sont notées f# € (L*(Q2f))2. Dans la configuration initiale, les deux
solides ont une partie de leur frontiére en commun I'; = I'} = I'?, qui sera considérée
comme la zone candidate au contact. En d’auires termes, la zone de contact ne peut pas
s’étendre durant le processus de déformation {cf. [31]). Le contact s’effectuera sur une
partie de I'; qui n’est pas connue & Pavance. La mesure de ') est non nulle et le vecteur
normal unitaire sortant de 8¢ est noté n’.

Le probléme consiste & trouver le champ de déplacements u et le champ de contraintes
o définis sur 21 UQ? (on notera uf = u|y et of = olge), et vérifiant les conditions (5.1.1)-

(5.1.7) pour £ =1,2:

div of(uf) + Fi=0 dans QF,

of(ut)n’ ~g'=0 sur I, (5.1.1)
uf=0 sur T
Le symbole div représente I'opérateur divergence div o = (%UT?){ On adoptera la

convention de sommation sur les indices répétés. Le champ de contraintes est relié¢ aux

déplacements par la relation de comportement:
o' (uf) = Cte(u), (5.1.2)

o Cf = (ij,kh)lsfg,j’k,hgz € (L{Q4))!8 est un tenseur d’ordre quatre symétrique verifiant
la condition d’ellipticité classique.

Le tenseur des déformations est linéarisé et vaut:
£(v) = 5(Vo! + (Voi)T),
ott le symbole © désigne la transposition. Sur I';, on écrit
ut)nt = (o' (w')n).nd)nf + of(u’) et v’ = (u nYnt + ub.

Les conditions sur [', sont:
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On note s € L3(T,), s > 0, le seuil de glissement supposé connu. La notation [u.n]
représente le saut (u'.n' +u?n?) du déplacement normal au travers de la zone de contact
I',. Les équations (5.1.3) traduisent le principe d’action et de réaction et les conditions
(5.1.4) représentent le contact unilatéral entre les deux solides. Finalement, (5.1.5)-(5.1.7)
est la loi de frottement (cf. [40],[26]).

Le modele de contact unilatéral avec frottement considéré ici intervient dans I"étude
plus générale du probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb dont Pexis-

tence se démontre par des techniques de point fixe sur la contrainte normale (cf. [39]).

On définit les espaces
V() = {vf e (H(QY)", v'=0sw ri}.

Un champ de vecteurs de espace produit V{(0!) x V(Q2?) sera noté v = (v?,v?). Cet

espace est muni du produit scalaire suivant
('v,'w)* = (‘Ul,wl)(gl(gl))z + (UZ,wz)(Hl(Qz))z, V’u,w € V(Ql) X V(QZ)

La norme agsociée est notée ||. ||
Le convexe K des déplacements admissibles est contenu dans V(') x V(£2?) et

incorpore la condition de non-interpénétration:
K={v=("v)eVQ@)xV(®), [vn]<0su Te}.

On pose:
2

alu,v)= Y [ Cte(ul). e(v’) de,

£
=1 Q

L{v)= i:(fm Pt do + /rﬁ g‘.vt dI‘f)’

=1

i(v)= / s|od — vk dT, Vu,v € V(QY) x V(02).

<

La formulation variationnelle du probléme (5.1.1)~(5.1.7) est: trouver u tel que

u € K, a(w,v ~u)+ j(v) — j(u) > L{v — u), Yv e K. (5.1.8)

Une telle inéquation variationnelle admet une solution unique (cf. [261,[40]). De plus,

la positivité de 7 ameéne la condition de bornitude suivante:

2
lull. < €3 (1 N ae@oy + lglzempy).
=1
oit C' > 0 ne dépend pas des forces appliquées.
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5.2 Discrétisation

T s’agit de construire un convexe K qui soit une bonne approximation par éléments
finis de degré un de K. Pour des raisons de simplicité, on supposera que Q! et 02 sont
polygonaux. A chaque domaine Q¢ est associée une famille de triangulations régulieres T}.
Les éléments triangulaires sont notés & et leur diameétre n’excede pas he, et b = (h1, ha)
est le couple de parameétres de discrétisation destinés a tendre vers 0. Pour chaque «,
P,(k) est I'espace des polyndémes définis sur x de degré q. L’espace éléments finis défini

pour chaque domaine ¢ est
VAi(0) = {vf € @), vilu€ (Pu(s)? VrET, vilng =0}

La zone de contact T', hérite de deux familles réguliéres de friangulations 1D notées
7. Nous supposerons que ces familles sont uniformément réguliéres afin que les inéga-
lités inverses dans les espaces de Sobolev soient applicables (voir [4]). Pour des raisons
technigues, nous supposerons que h = (h1, hz) est choisi de telle maniere que hy/hy soit
horné. Pour des raisons de simplicité, nous supposerons que I'c est le segment [€1, 2] et
que ¢, et €5 sont des nceuds communs aux deux discrétisations T¢. Dans ce qui suit, Zf
désigne l'opérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds du maillage de QF.

Afin d’approcher la condition de non-interpénétration présente dans (5.1.4), on intro-
duit les espaces fonctionnels adéquats sur T'c. Soit W}(I:) I'image de V,(92F) par lopéra-
teur trace sur [,

WiT) = {oile, ol € Vi) |,
et I’on introduit "espace des multiplicateurs de Lagrange nécessaire a la définition correcte

des conditions de contact
ML) = {on € WH(TL), wilr €Po(T), VT €T, sieioues € .
On désigne par 7¢ 'opérateur de projection sur WE(T.) défini pour toute fonction

v € C(I';) par

(mrv)(e;) =v(cs), pour i = 1 et 2,

fr (v — wiv)qy d =0, Van € MAT.). (5.2.1)
Les propriétés de mf sont prouvées dans [5] et nous faisons que les rappeler:

Lemme 5.1 L’opérateur de projection mj, vérifie la condilion de stabilité suivante dans
1 i
(HE&(Le))?: pour tout v € (Hp(T%))?,

Imiell 5 <Ol

1 5.2.2
(Hip(Te))? ( )

HE T
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el il vérifie la propriété d’approrimation suivante: sout ,u,% < w < 2, alors pour tout
v € (H*(T.))?,

< C'hy *|Jollgmraye- (5.2.3)

£
v — v 1
o =maoll b e

Les deuz constantes C' et € sont indépendantes de hy.
Nous sommes en mesure de définir le convexe d’aproximation de K. On pose
K, = {Uh = (v}, v?) € Vi() x Vi(0?), w,.n' + (mhvf).n® <0 sur FC}. (5.2.4)

Suivant la terminologie de [13], W2(T.) désigne |’espace des joints. Bien évidemment,
il est possible de définir de maniere symétrique le convexe K en prenant comme espace
des joints W (I'.) et en utilisant la projection mf. Aussi, il est évident que K ¢ K:

|’approximation est alors non—conforme au sens de “Hodge”.

Remarque 5.1. Il est clair que lorsque des maillages compatibles sont utilisés, les condi-
tions de contact deviennent simplement [vp.m] < 0 et Papproximation devieni alors

conforme (K}, C K).

Le probléme éléments finis induit par le convexe (5.2.4) prend alors la forme d'une

inéquation variationnelle: trouver uy, tel que
uy € K, a(uh,'vh — uh) —I—j(vh) — j(’uh) > L('Uh — uh), Yo, € K. (5.2.5)

En évoquant les mémes arguments que pour le probléme continu, on déduit existence
et 1'unicité de wuy solution du probleéme; de plus cette solution satisfait la condition de

hornitude suivante:
p)
lusll- < €3 (1l @e@oe + g leamyye) (5.2.6)
=1

ol C > 0 est indépendant de h et des forces appliquées.

5.3 Estimation de Perreur

5.3.1 Expression générale de ’erreur

Cette partie consiste & effectuer 'analyse numérique de ’erreur commise par I’approxi-

mation décrite précédernment.
L’outil de base, une version plus générale du lemme de Falk, permet de majorer er-

reur. Ce résultat joue le méme réle que le second lemme de Strang (1.3.1} pour le contact

69



bilatéral sans frottement et que le résultat (2.3.1) pour le contact unilatéral sans frotte-

ment.

Lemme 5.2 Supposons que la solution u du probléme continu (5.1.8) vérifie u|m €
(H"(QY))? et ulge € (HY(02))? avec 2 < v < 2. Soit uy, la solution du probléme dis-
crétisé (5.2.5). Alors

1
2

lw = walle < €, inf, (Jlu — ol + | [Fc(glml)nl)_((v; —vf) ~ (u' —u?)) dT

1
| [ slivhy = viel - [y - wihar])  (5:3.)
)

Preuve. Soit « la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire a(.,.) sur V(Q') x V(£2%).
Alors

+int ] [ (o utnd). (0 v) = (uh —ud)) U + [ s(lok — of] = [ulr — ufz)dl

allu — upf)? < alu,u) — a(w,up) — a(up, w) + a{wy, ).
D’apres (5.1.8) et (5.2.5), on écrit:
alu,v)<alw,v)— L{v —u) + j(v) — j(u), Vo € K,
a(uh,uh) ga(uh, ’U},,) — L(’Uh - ’H.h) + j(vh) — j(uh), V’Uh < Kh.
On déduit I'inégalité suivante

ajly — uh”i <alw,v—uy) — L{v — up) + a{u, v — )
— L{v), — ) + a(up, — u, v, —u)

+5(v) — j{u) + 3(on) — us). (5.3.2)
En appliquant la formule de Green sur ! et sur £, on déduit:

alu, v — uy) — L{v — up) = jr (M und).((v! — v?) — (ul — u)) dT.

[~

Fn appliquant & nouveau la formule de Green, cela donne

a(u, v — ) — L{vy, — u) :/ (ot (e )nt).((v] ~ v?) — (u} — u?)) dT"

Comme la forme bilinéaire a(.,.} est continue, on écrit
a{wy, — u, vy —u) < M|lu, — ull||vs — ull,

o M
e L A )
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Le report dans (5.3.2) des trois derniéres estimations donne
o M?
= w2 < Son — wl + [ (o (wh)mt) (o) — o) ~ (u' — )l

+ [ slloky = vir] — g — wfl) T

1 e (0 %)~ (uh ) U+ [ (o — 0] = |ule — ulg]) dT

En prenant les deux infimum sur K et Kj, on conclut qu'il existe une constante ('

indépendante de £ telle que

s = wnlf? < €{ing (Jfw = sl + [ (o (wym). (0] — v}) = (w' ~w?)) dF

+ [ sllvky = vigl = [uwh - wh) dr)

+inf ([ (o @m0 = o) = (w} - ud)) d0 + [ s(lor ~ v3] = ulg — ukel)dl) }

L4

D’on le lemme. |

On reconnalt ici Perreur d’approximation

1
z

inf (= vall+ | [ (0" @nt). (0] - o) = (' = )

vhEKp
1
+| [ stivkg - vigl = fub — wfl) o)),

Le premier terme intégral est dii & la nature du probléme et ne disparall pas, méme
dans le cas de maillages compatibles. Le second terme intégral s’annule dans le cas sans

frottement. Dans 1’étude & suivre, ces deux termes vont limiter le taux de convergence de

la méthode.

Ferreur de consistance est

L
Z

inf | [ (o (whnt). (0! = %) = (uh —ud)) 0 + | (|} — 3]~ lulp — whgl)dl

Cet infimum est généré par la non—conformité (i.e. K ¢ K). Dans le cas conforme, ce
terme disparait. Comme pour le contact unilatéral sans frottement, on verra que le taux

de convergence associé a cette erreur est meilleur que celui de erreur d’approximation.
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5.3.2 Estimation de Perreur d’approximation

Dans ce paragraphe, on donne une estimation de I’erreur d’approximation.

Lemme 5.3 Supposons que la solution u = (u*,u?) de (5.1.8) est telle que u' € (H*(Q'))*

et u? € {H*(Q*)2. Alors, il existe v, € K, qui satisfait les estimations suivantes

|2 — vplle < Cluw)(hs + ha), (5.3.3)
[ @t} - o) -t — ) T SOk +h), (534

| [ stioke — ofel ~ fuk — ) a1

FLC(uyhE 1R, (5.3.5)

ot Cu) = C(||u]|(mz@v)y, ||| m2@2)p)-

Preuve. i.— Soit u = (u!,u?) € K vérifiant les hypothéses de régularité du lemme.

Suivant des théorémes de trace classiques dans les espaces de Sobolev, on a wl|pr, €
3

(H3(T,))? et w?lr, € (H3(T',))®. En utilisant des opérateurs de relévement, on déduit
lexistence de € (HHQ))2 N V(QY) tel que » = u' — u” sur I'; et vérifiant la condition
de stabilité

il

IlT'Ii(Hz(Ql))Z S C’Hul — i S C(Huln(}ptgl})z + Nuzn(Hg{Qz))z).

(B3 ()

En posant w = {w!,w?) = (u! —r,u?) € V(Q!) x V(Q?), il est clair que w' —w? =0

sur 1, et

w e (H*(QN)? x (H*(0Q)*.

Nous sommes ainsi dans une sifuation similaire au contact bilatéral. En procédant de

maniére analogue & [6], on approche w par wy, = (wi, w}) € Vi{Q) x V,(Q?) vérifiant
wi — mp{wr) = 0 sur [,

et Destimation

lw — wsl. < Clu)(hs + ha2),

avec C(u) dépendant linéairement de ||w!||(g2(any)2 et ||w?|(z(q2)y- Ensuite, on définit
v = (v3,03) = (w;, + Tyr,wyp).
On vérifie que v), appartient a Kj,

vin! 4 (rjvd)n? = (Tlr)n' = [un] <0.
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Yautre part, on a
. — v« < llw —walle 4 Ir — Tyvll ey,
< Clu)(hy + ha) + Challrl e @y
< Clu)(hr + h2),

ce qui donne la premiére majoration du lemme.

ii.— Pour déterminer une borne supérieure du premier terme intégral, on écrit

[ (@t hn) () = o) - (u' = u?) dri

[+

=| [ (o unt).wh — wi) dr + [ (ot (u'n').(Zhr — 7)),

< ]F(gl( Yn').(w} - w}) dT| + U ) (Zhr — 7) dI.
Le premier terme est évalué de maniére classique comme en [13], et donne

[ w} = wh) dr| =] [ (o' (u'yn?).(m)(w}) — w})
< Cu)(hi + hy).

Le second terme est traité comme suit
|/ V(T — 7) dF’ < |l (uh)n! 2o 1 hr — 7llzz o)

< Chf”o‘l(ui)niH(LﬁFc))z ”TH(H%{;C))W
2
< C(u)hs.

#i.— Le dernier terme (5.3.5) donne

| [ s(lvke — vl — luy — ) o)
<|isltrara l(viz — vir) — (ur — ud)|iz2qr.y,
< Cllsllaoll (v} = vf) - ('

< Cllsllzzry (I7i(wh) — whll oy + I1Zar — vllaraz)-

— w?)|l 2o

La quantité || m3{w}) — w?|/(r2(r.y2 est évaluée comme en [13], en utilisant les résultats de

[5], et donne
b (w?) — Wil eargp < C(w)(RE(hy + ha)) < Clu)h].
Par conséquent
| [ sloke = vkl ~ fuk = whl) dr| < Clu)(bi + 1),

D’ott le lemme. O
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Remarque 5.1. Dans le cas sans frottement (cf. chapitre 2), erreur d’approximation

3
est majorée par C(u)(hi + h3). La prise en compte du frottement ramene seulement la

convergence a

5.3.3 Premiére estimation de 'erreur de consistance

Ce paragraphe est destiné & trouver une premiére borne supérieure pour lerreur de
consistance. Cette estimation nous permet ensuite de donner un premier taux de conver-

gence global.

Lemme 5.4 Supposons que la solution w du probléme (5.1.8) est telle que w' € (II*(01))?
et soit wy la solution de (5.2.5). Alors

inf | [ (o (wyn!) (0} = %) = (wh —ud)) dl 4 [ (v} — b - fulg — udel)
o - T.

< Clw)h?, (5.3.6)
ot Cu) = Cliul| 2@y
Preuve. En choisissant v € K tel que
vlp, = uplr, et vh.n’le, = mi(uf)nlr, v7in = wgle,
ce qui est possible en utilisant des opérateurs de relevement, on écrit:
[ (ot a0 = %)~ (=)l 4 [ s(lok = 3] = i = iy} 4
= / o) (7l (u2).n? — u2.n2)dT, (5.3.7)
et ainsi: Voo, € M (T.),
[ outw)(r(ud)n® — whm?) U = [ (oa(w) ~ bpn®)(mi(ul)n’ = wfn?) dT

[~ [

Par dualité, on obtient

|f op(u)(mi(ul)n® —uin dI‘l

< inf onlu) —Pp.mn i (u?).n? — ul.n? .
_%frfhEM}l(Fc}” ( ) /d)h ”(H (FC)” h( h) 5 ||H020(FC)



Donc, pour tout € > 0 petit, on déduit
10002y 2 2 2 BT
L’utilisation d’une inégalité inverse implique
fine
| [ onlw)(mi(uh)-n? — udn®) dr| < Chi (32) Nl sy o]

Le résultat est obtenu en utilisant la stabilité de la solution discréte donnée par (5.2.6)

et 'hypothése sur hy/hs. o

5.3.4 Deuxiéme estimation de Perreur de consistance

Désormais, nous sommes en mesure d’obtenir un premier taux de convergence de
lerreur globale commise par la méthode éléments finis. En utilisant les estimations des

trois derniers lemmes, on obtient le taux de convergence suivant:
pz
[ — walle < Cu)(ht +A3),

siu|g € (H2(01)? et ulge € (H2(12))2 Cest Perreur de consistance du lemme précédent
qui limite la vitesse de convergence. Ainsi, nous appliquons un argument de bootstrap afin

d’améliorer la majoration (5.3.6). Ceci est fait dans le lemme suivant

Lemme 5.5 Supposons que la solution w du probléme (5.1.8} est telle que u' € (H?(01))?
et u? € (H*(Q2))? et soit uy, la solution de (5.2.5). Alors

g ] [ o i) (0" = vt) = (uh = ) T+ [ s((vh — bl fuky = wizl)al

1
2

< Clu)(hi + b)), (5.3.8)

ot C(’LL) = C(”’l&ln(Hz(Ql))z, ”u2”(H2(92})2).

Preuve. En rassemblant les résultats (5.3.3),(5.3.4),(5.3.5) et (5.3.6) dans (5.3.1), on
obtient
lw = usll < Cul(hi + h3). (5.3.9)

Une telle estimation permet d’améliorer la borne supérieure de U'erreur de consistance.

En considérant 3 nouvean le terme intermédiaire (5.3.7), on note qu’il peut s’écrire
/ on(u)(r}(ul)m?® —ui.n?) T 2/ on(w)((miu? — u?).n?) dT
[ FC
—}-f on(w)((u? - Tiu?).n® —mp(u’ — Tiu?).n?) dI
Te

+fr‘ oa{w)(rl(ul — Tu?)n? — (u] — Tu?).n?) dT.
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Pour la clarté de la présentation, on notera 71,75 et T les trois quantités intervenant
dant la somme. On commence par borner la premiére, ce qui est fait en procédant de

maniére analogue a [13]:

73] < C"(w)h,

avec C'(u) dépendant linéairement de |[u2]|(2H2(Qg})z.
Estimons le second terme T5. En utilisant les propriétés de l'opérateur de projection
7}, on déduit: Vepy, € ME(T.),

Ty = / (0n(u) — ¥p.0?)((u? — Tiu?).n? — r(v* — T}u*)n®) dT.

£+

Par dualité, on obtient

Tol < inf  |oa{u) —¥p.n®|| 4 w? — Pud)n® — ri(w? — Pud)n?|| 1 .
73] 7 l|on{u) l|(H020(FC)),H( pt) Al We) ||H020{r6)
1
En observant que u? — Z?u® appartient & (H&(T.))? et grace & la continuité (5.2.2),
on déduit

Zuzu

T2 < Chl”%(“)HH%(pC)”“? =4

(HET)P

L’emploi de la propriété d’interpolation et de l'inégalité 2hihy < A1 + hj donnent
T < C'(u)(hi + B3).

Il reste & considérer le dernier terme T5. En procédant de maniere analogue que pour
Ty, on arrive &
= 2 2.2
hilluy — Ziw’|

|15} < Challon(u)];

HE (T (HEF)R

L'utilisation d’une inégalité inverse et l'insertion de u* donnent
T} < Ol () lon(@ll gy 18 = Tl e
< O (52) Tom (@)l (1 = walle + [1* = el o)

On utilise alors estimation (5.3.9) conjointement avec la propriété d’interpolation

ainsi que la bornitude de A /hs. Ceci implique
3 4
Ts) < C'(u)(hi + h3).

En assembiant ensuite les termes Ty, T» et 15, on déduit que l’errenr de cousistance

décroit au moins aussi rapidement que ’erreur d’approximation. Ceci établit le lemme. o
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5.3.5 Estimation de I'erreur globale et derniére estimation de
I’erreur de consistance

Dans le théoréme suivant, nous donnons une estimation de 'erreur globale.

Théoréme 5.1 Supposons que la solution u du probléme (5.1.8) est telle que ul €
(I2(ON))? et u? € (HHQ))?, et soit wy la solution de (5.2.5). Alors

los ~ wall < Clu)(h] + hi),

ot C(u) = C(||ut] a2z, [l (z2@2)2)-

Preuve. Il suffit d’assembler les résultats (5.3.3),(5.3.4),(5.3.5) et (5.3.8) dans (5.3.1). o

Remarque 5.2. Dans le cas de maillages compatibles, sans frotiement (cf. [35]}), le taux
de convergence est en (h?) en norme de I’énergie. Dans le cas de maillages incompatibles,
sans frottement (cf. chapitre 2), le taux de convergence est identique. Dans le cas présent
de maillages incompatibles et de prise en compte de frottement, nous obtenons le méme

taux de convergence.

On peut appliquer une fois de plus Vargument de bootstrap sur I'erreur de consistance

et on vérifie facilement 'estimation suivante:

Corollaire 5.1 Supposons que la solution uw du probléeme (5.1.8) est telle que ul €
(H2(O9)? et u? € (HX(Q))? et soit uy lo solution de (5.2.5). Alors

1
2

inf | [ (oM utnt) (vt o) = () T + [ s(jvh = vb| = lukg = wizl)al

< Clu)(hf + A5),
on C(u) = C(l|u|| 2y 1]l e @eye)-

Preuve. Par application supplémentaire de la technique de bootstrap. |

Remarque 5.3. Cette derniere estimation de l'erreur de consistance ne permet plus
d’améliorer Pestimation globale car cette derniére est limitée par les majorations (5.3.4)

et (5.3.5).
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5.4 Questions d’existence et d’unicité & propos du
frottement de Coulomb

Dans cette section, on considére le probléme de contact unilatéral avec frottement de
Coulomb entre deux solides élastiques.

Les équations régissant ce probleme sont (5.1.1)-(5.1.7) ot s = p|oa(u)|. La différence
essentielle avec la premitre partie du chapitre est que s est inconnu. On a désigné par
u e L () le coefficient de frottement donné sur la zone de contact.

Dans le cas présent, il ne s’agit pas de considérer le probleme continu dont Pétude
de Dexistence et de l'unicité n'est pas close & noire connaissance. Pour les questions
d’existence, on pourra se référer & [51],[39],[35] qui établissent I'existence dans le cas d’un
coefficient de frottement petit. La détermination de I'unicité est un probleme ouvert. -

Nous nous intéresserons au probléme discrétisé. Comme précédemment, la discrétisa-
tion est telle que les maillages sont incompatibles sur la zone de contact.

Ia technique de démonstration reprend le cheminement de [31],[32]. Toutefois des
modifications sont effectuées & plusieurs niveaux.

1) Les multiplicateurs représentant la contrainte normale sur la zone de contact sont
pris continus et affines par morceaux sur 'un des deux maillages et non plus constants
par morceaux. Ceci évite le recours a certaines hypotheses de compatibilité entre les deux
maillages.

2) Lorsque 'on est dans le cas de maillages compatibles, la discrétisation considérée
revient & la condition de contact classique nceud & nceud. Cest pour cela que la condition
de contact de type intégral adoptée dans [31] est délaissée. De plus, il y a fort a parier
que cette dernitre condition traduise moins bien le contact (voir le cas sans frottement,
chapitre 4, section 2, ot une telle condition est étudiée).

3) On s’affranchit de I’hypothese de stabilité utilisée dans {31} pour obtenir un résultat

de méme nature.

Finalement, on conclut a I’existence d’une solution, pour tout pas de discrétisation
h = (hy, hs), et I'on déduit Punicité pour un coefficient de frottement p suffisament petit.

Le probleme majeur provient de la condition de pefitesse sur le coefficient de frotternent

uSC\/h—l.

On évoquera la question sur la possibilité d’affaiblir 'hypothese de petitesse.

qui est du type
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5.4.1 Formulation du probléme

La section reprend les hypotheses et notations de la section 2.1, que nous résumons:
O et Q2 sont deux solides discrétisés indépendamment et initialement en contact sur le
segment .. Le pas de discrétisation sur O (resp. %) est hy (resp. hy).

On notera V3, = V(') x V4,(Q%) avec

Vi(QF) = {v] € (C(ﬁg))z, vi|. € (Py(k))? Yk € T!, vﬁhﬂﬂ =0 1,

oll & est un élément de la triangulation 75 de QY. Soit My le convexe fermé des multiph-

cateurs défini par
My, = {)\h e Wy, /r Aupn dT <0, Von € Wy, o1 2 0}3

ot W} est I’espace des fonctions continues et affines par morceaux sur la trace du maillage
de O sur T'.. On notera que les multiplicateurs ne sont pas nécessairement négatifs sur
tout I'..

Pour des raisons de simplicité de notations, on notera [va.n] = vi.n! + vin? et
[op.t] = v} — v3 ot v* = (vi.nf)n’ + vf. On désignera par p € L% (I'2) le coefficient
de frottement sur la zone de contact, a(.,.) et L(.) désignani respectivement la forme
bilinéaire et linéaire introduites en (2.1.9) et (2.1.10).

Le probléme avec frottement de Coulomb nécessite introduction d’un probleme in-
termédiaire b seuil de glissement fixé” (cf. sections 5.1-5.3). Le probleme discrétisé de
contact unilatéral avec frottement et & seuil de glissement g, € M, fixé, g’écrit sous la

forme suivante: trouver uy, € Vi et Ay € My, tels que

alun, vn — up)— /T Ma([onm] — [wh.n))dD
— [ pon([vn8]| = [l tl)dl > Lwn = ua),  Vor € Vi,
(i — M) (up.nt +uin®)dl >0, Yy € M.

c

(5.4.1)
Ce probléme sera noté (P(g))-

Par application du lemme 3.1, on déduit que la condition de contact considérée est du
type

ub.n! +mp{up.n®) <0,

ol 7} est I'opérateur de projection L? sur le maillage de Qb
En appliquant des techniques de base sur les point-selle (cf. lemmes 3.1 et 3.2), on
déduit 'existence et 'unicité d’un couple {mn, Ay) € V), x My, solution de {P{gp)).
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On peut donc définir une application: M, — Vi x M qui & g, associe le couple
(wn, An). On notera ¥ la premicre composante (i.e. Up(gn) = un) et @4 la deuxieme
composante (i.e. ®x{gn) = An).

La définition du probléme discrétisé avec frottement de Coulomb (cf. [31]) est inspirée
de la définition du probleme continu (cf. [39],[31]) et consiste en la recherche d’un point

fixe sur les multiplicateurs:

Définition 5.1 On appelle solution du probléme discrétisé de contact unilatéral avec frot-

tement de Coulomb entre deuz solides €lastiques, le champ de déplacements u, vérifiant

wy, = Wi(gs) ot g est un point fize de @y,.

5.4.2 Existence de la solution

Nous nous intéressons désormais & |’existence du probléme discret. Pour établir exis-

tence, il suffit de montrer que ®; admet un point fixe sur M.

Théoréme 5.2 (Eristence) Si u € L=(T.), alors il existe une solution du probleme dis-

sy A
Ccreétise,

Preuve. i.— Dans un premier temps, on montre que ¥, est continue de M dans V.
Soit {an, My) (resp. (@, Ax)) la solution de (P(gn)) (resp. (P(gh)))- On a

a(ty, vy — Up) —]F M([op.nl — [w,.m])dl — frc pgn (1[vn.t]] — Hwst]])dl

<

> Lvy — uy), Vv, € V),

o(t,vn ~77)~ [ Fo(fonm] — ) = [ aillont] - [Tt
> L(vy — uyp), Yup € V.

En prenant v, = Uy dans la premiére inéquation, vy = w dans la seconde inéquation

et en utilisant (5.4.1), on obtient:

o5~ wn) = [ pgn([a7.1]) w10 2 (@~ ),
et

o, un— ) — [ pr(funt]] - [ 40> Lw — 7).
Donc

alty, — Wy, up — Up) < f 1(@n — o) [@r-t]] — {un.t]])dl (5.4.2)

[
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En notant ||.|l., la norme ||.||ziatyexai@ey? et @ la constante de coercivité de la
forme bilinéaire af.,.), on déduit:
allwn — B2 <l zeo o llgn — Tllzzollun — Tl 22w

< Cllullz=rallgr — Tllzeeolleen — Tl

Finalement, on obtient

C o

ce qui démontre la continuité de 'application ¥y,

(est la majoration grossiere
e — Trllzzry < Cllun — gl

qui va &tre & lorigine des problémes d’unicité. On en rediscutera plus loin.

ii.— Dans un deuxiéme temps, on démontre que @, est continue de M, dans M. On
rappelle que W, désigne ’ensemble des fonctions continues et affines par morceaux sur le
maillage de Q! sur .. On pose donc, pour tout uy € Wy

/ py(vi.at + vp.n®)dl

<

phll_1, = sup
lpll-g = sap el

On vérifie facilement que |[.H_%,h est une norme dépendante du maillage sur W},
Soient (ws, n) et (Wh,Ar) les solutions de (P(gn)) et (P(gr)) respectivement. En

reprenant le raisonnement du (i), on déduit

alun,vp) — fr Mvanldl = L(v), Yo, € Vi,

&

et

a(@n, vh) _fr A |vn-n]dl = L(v), Yoy, € Vi,

olt V; désigne le sous—espace vectoriel de Vj, formé des fonctions vy vérifiant [vpt] =0

sur 1',. Ainsi
oy, — r, vh) —]F (O — M)[oan]dl =0, Yo, € Vi

Peonc

[0 = A wsnldl < Mlaus il ffonll., o € Vi
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Soit
1A = Aall—gn < Mfun — @]l
MO o .
< —M“J%(Fcl”gh — anilzar.)- (5.4.4)

On conclut que @ est continue de M;, dans Mp.
i#7.— Cette derniére étape consiste & utiliser le théoréme de point fixe de Schauder afin

d’établir Pexistence d’une solution.
Soit (ws, As) la solution de {P{gn)). On a

a(wn,wr) ~ [ g lfund]|d0 = Llun),
donc
CL(’LL},_,'th) < L(u’h)v pUiS Ofl['lth”z < Cl{luh”*?

ot ] est une constante qui dépend des forces appliquées. On a donc

Ch

fazlle = —.

En utilisant la définition de Vi, on obtient

a(uh,vh) _/I‘ /\h[vh.n]dI‘: L(Uh), V’Uh c f/}z,

<

d’oft
[ Abonmldl < Mluslulfonll + Calloalles Vo € i,
et
Dallogs < Ml + o,
M
< (Z +1)Ch
Cela donne
[@n(gn)ll1p SO Yon € Ma,
ce qui démontre le théoreme. m]
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5.4.3 A propos de 'unicité

Soient Ay et A, deux points fixes de ®@,. D’aprés (5.4.4) et I'utilisation d’une inégalité
P g

inverse, on a
— MC o0 —
I = Tl < LA 1y e,

<0 HMHL""(Fc)hl_E”)‘h )\h“}r“(r

L’équivalence des normes |||} et |[.l_1,, sur Wa (cf. section 3.2) fournit I'exis-

1
H™E(T,)
tence d’une constante C indépendante de k telle que

N _1 [—
1A = Arllop s < Cllullze@afn * 1A = Anll 15

.1
On obtient ainsi I'unicité de la solution lorsque C|ip|jz=(roh, * < 1. Le probleme est

que la condition d’unicité dépend de h, et de mauvaise maniere: lorsque A tend vers 0, on
perd 'unicité.

On regarde donc de plus pres les majorations effectuées pour obtenir {5.4.4). Le majo-
ration qui est & Porigine de 'apparition de la dépendance en h pour ia condition d’unicité
apparait dans {5.4.2): on majore avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz par le produit des
normes L2(T.) et L?(T.), ce qui conduit ensnite a une majoration grossiere. Majorons a
I’aide de I'mégalité de Cauchy—Schwarz par le produit des normes # %( et H75(T,). Si

I’om arrivait a montrer

i) — lean 8l g3 ) < CMoEE = ) |

il s’ensuit que ’on obtiendrait 'unicité indépendamment de h. Le probléme est évidem-
ment le méme dans le cas d'un seul maillage; nous considérons donc cette configuration.
Cela revient & chercher Pexistence d'une inégalité du type suivant sur Wj, (@r et o, jonant

le réle de deux déplacements tangentiels):
Ilén] = ol g,y < Cllbn 8l 1

ce qui n’aboutit pas en utilisant la définition de la norme sur H %(Tc). On peut alors

chercher des cas “pathologiques”, c'est & dire des familles (th5)s et (a)n pour lesquelles

on a [|y’)h||H%(Fc) et H(‘Dh”ff%(r‘c) bornées et

-1
ebal = loalll gy = CR 72l = eall ki

Ce cas défavorable conduirait & une condition d’'unicité du méme type que celle dont
nous disposons. Malheureusement, de telles familles de fonctions existent, (cf. figure sui-
vante} ce qui tend & prouver que la majoration (5.4.2) n’est pas si grossiere que cela

pourrait sembler.
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Les familles en question ont un comportement en dents de scie. On peut poser le
probléme de P’existence de chargements induisant de tels déplacements tangentiels. La

question est & 1’étude.

5.5 Conclusion

Au vu de la premiére partie de ce chapitre (sections 5.1-5.3), il apparait que le taux
de convergence de la méthode éléments finis n’est pas amoindri lors de la prise en compte
d’une condition de frottement, pour peu gue l’on adopte le raccord projection.

En adoptant une démarche similaire & celle effectuée dans les trois chapitres qui préce-
dent celui~ci, on obtiendrait 'analogue des résultats qui y sont démontrés. Ceci signifie
que les études effectuées pour I'inéquation variationnelle du contact unilatéral s’étendent
4 I’inéquation variationnelle plus générale traduisant le probleme avec frottement. En par-
ticulier, on établirait la supériorité de la condition de contact globale incorporée dans le
raccord projection par rapport & la condition locale de type nceud-segment correspondant
au raccord ponctuel.

Par ailleurs, la considération de conditions de frottement plus générales est en cours.
On citera en particulier la loi de Coulomb,[26],[35],[30], pour laquelle on a brievement
évoqué certaines difficultés lides an probléme discrétisé, mais également la loi de Coulomb

non locale,[25],[20],i21] et les lois & déflexion normale,[47].
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Chapitre 6

Mise en ceuvre numérique

(Ce chapitre ne requiert pas la lecture des chapitres précédents)

Dans ce chapitre, on se propose d’effectuer la mise en ceuvre numérique des techniques
de raccord de maillages entre solides déformables discrétisés indépendamment; I'étude
théorique de ces techniques de raccord figure dans les chapitres précédents. Les essais
numériques ont été effectués avec le code éléments finis Castem 2000 du Laboratoire de
Mécanique et Technologie & 'E.N.S. de Cachan.

Dans un souci d’auto-suffisance de la présentation, on rappelle briévement dans ce
chapitre les équations et formulations variationnelles (continue et discrétisée) décrivant
le probleme de contact unilatéral. Puis, on donne la formulation matricielle qui s’ensuit;
on insistera sur I’écriture matricielle des diverses conditions de contact considérées. Dans
un but de clarté, on compare ces derniéres sur un exemple simple. Aprés avoir rappelé
algorithme de résolution adopté dans le code de calcul, on décrit la démarche suivie
pour le calcul numérique des erreurs de discrétisation et des taux de convergence associés.
Finalement, on présente plusieurs tests. A la lumiére de ces simulations, on voit clairement
que Dutilisation du raccord projection donne ce qu’il y a de meilleur & espérer d’une

définition du contact unilatéral sur des maillages incompatibles.

6.1 Le probléme a résoudre

On considere dans l'espace bidimensionnel deux solides notés Q' et (%, dont les fron-
tieres sont divisées en trois parties: une premiére partie soumise a des conditions de type
forces imposées, une seconde partie (éventuellement vide) soumise & des conditions de
type déplacements imposés et une troisitme partie qui constitue la zone candidate au
contact. On applique des forces volumiques & Uintérieur des solides et on impose des
conditions de contact unilatéral {avec éventuellement un jeu initial entre les deux solides)

sans frottement sur la zone candidate au contact. On se place dans I'hypothese des petites
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déformations.

6.1.1 Le probléme continu: rappel

Les trois parties de la frontiére de €2¢ comprennent I'; qui est la zone de contact initiale
entre les deux solides:

o0 =T, uUT UL, £=1,2.

Le vecteur normal unitaire sortant de Qf est noté mf, £ = 1,2. On désigne par
u = (ul,u?) (avec uf = ulq:), le champ des déplacements et o = (o1, 0?) (avec ot = o|qe)

représente le champ des contrainfes.

forces imposees

Zone candidate au contact

déplacements imposés

Les équations et inéquations décrivant le probléeme sont les suivantes

div crg('uf) + ft=0 dans O,
ot{ut) =Cfs(u’) dans O,
o lu’)n’ =g* sur Fg,

ut=0 sur I'¢.

Les conditions sur I'; sont

(e {u)n!).n' = (o*(u?)n?).n’ = o (u),
w ol L utn? <0, on(u)<0, on(u)(u'n'+u’n?)=0,

op(u') = op(w) =0,

36




ol o{u') désigne la composante tangentielle du vecteur contrainte ot(ut)n’ et o, (u) re-

présente la contrainte normale sur I',. L’opérateur d’élasticité est noté C'* et e(v’) désigne
le tenseur des déformations linéarisé induit par le champ de déplacements v’.

On notera V (Qf) P'espace des fonctions vérifiant la condition d’encastrement sur re
et défini dans (2.1.6).

On pose alors, pour tous % et v dans V(') x V(Q?):

aw,v)= g_: . C* e(uh). e(v”) d. (6.1.1)

Ainsi, af.,.) désigne la fonctionnelle bilinéaire symétrique classique de I’élasticité. On
pose également

2

L(v)= Z(/ﬂ Flot de J“fr; g'v! dr?). (6.1.2)

=1

La forme lindaire L(.) prend en compte l’action des forces extérieures ffet gt On
définit ensuite le convexe des déplacements admissibles noté K et comprenant la condition

de non-interpénétration des deux solides sur I';:
K = {,v = (fvl,fuz) e V(O x V0%, v'n! L ein? <0sur PC}.

La formulation variationnelle associée au probléeme de contact unilatéral sans frotte-

ment entre deux solides élastiques est alors {cf. [26],[35],[40]): trouver u tel que

u € K, a{u,v—u) > L(v - u), Yo € K.

Ce probléme est bien posé et admet une solution unique dans le cas oli les deux solides
sont encastrés (ou plus généralement soumis a une condition de type déplacement imposé)
sur une partie de mesure non nulle de feur frontiere. Le probleme admet également une
solution unique dans le cas ol I'on n’a pas de condition de type déplacement imposé; dans
ce cas il suffit d’une condition sur les déplacements rigides (cf. [40}). Le cas de contact
avec jeu initial entre les deux solides (cf. section 3.5) se traite de maniere analogue ef fera

’objet d’un essai numérique (cf. Test 5).
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6.1.2 Discrétisation par éléments finis

Les deux solides sont discrétisés par éléments finis, indépendamment 'un de I'autre et
il s’ensuit des nosuds qui ne sont pas en vis & vis sur la zone de contact. La figure suivante

présente une telle configuration.

©IETI FECIT

On utilisera des éléments finis de type P1 (triangles & 3 noeuds). La raison essentielle
de ce choix est que les solutions des problemes de type contact ne sont pas assez régulieres
pour que des éléments finis de degré supérieur soient avantageux sur le plan de la conver-
gence. On notera V(%) analogue discret de I'espace V(0. Les fonctions vy € V5(¥)
sont continues sur £, polynomiales de degré un sur chaque triangle de la discrétisation et
vérifient 'éventuelle condition d’encastrement sur I'Y,. On notera Vj, = V,(Qh) x V4(02?)
et h = {hy,hy), olt hy est le pas de discrétisation sur 0¢.

1l s’agit de trouver 'analogue discret de K. On cherche la meilleure approximation
discréte de la condition de non—interpénétration sachant qu’elle est & définir sur des nceuds

qui ne sont généralement pas en vis & vis.
Le but est donc de trouver une condition de contact telle que
1) I'implantation numérique dans un code éiéments finis de cette condition soit aisée,

2) les solutions discrétes vérifiant cette condition convergent “rapidement” vers la

solution du probléme continu.

Plusieurs conditions de contact ont été étudiées sur le plan théorique dans les chapitres
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précédents. Toutes seront évoquées dans le présent chapitre et 'on discutera pour chacune
d’entre elles, de leur comportement vis & vis des conditions 1) et 2) souhaitées.

Dans tous les cas, le convexe des déplacements admissibles discrétisé est de la forme:
K, = {'vh = (v},v?) € Vi, t.q. condition de contact discrete sur FC}.
Le probléme discrétisé associé devient: trouver uy, tel que
uy, € K, a{up, vy — wn) = L{vy — ), Yo, € K. (6.1.3)

Cle probléme est bien posé et admet une solution unique (cf. étude du probléme continu).

6.2 Fomulation matricielle

Le but de cette section est de metire sous forme adaptée a la résolution numérique, le
probléme de contact unilatéral entre deux solides dont les maillages sont incompatibles.

On notera 77, le maillage 1D sur [, issu de 0, £=1,2.

6.2.1 Condition de contact de type intégral
On commence par considérer, comme en [38], la solution discréte wy, construite a partir
du convexe suivant:

Ky, = {vy, = (v},v}) € V), /F (vin' +vindgdl >0, Vg€ Nu(To)}, (6.2.1)

<

ot Ny(T.) est I'ensemble des fonctions continues définies sur ., négatives et aflines par

morceaux sur 7.}
¥

Oxn considére la formulation mixte suivante: trouver us € Vi, et Ap € Np(I'.) tels que

a(wp, vp) — /1“ A(vint +oin?)dl = L(vy), Yo, €V,
/F (un = Mp)(ubnt w2 nd)dl >0,  Yun € Ny(Lo).

[

(6.2.2)

En fait, le probléme de point-selle sur Vj, x N,(T.) est associé au lagrangien suivant:

1
L{vy, pn) = =a{vy, vn) — L{wy) — f pn(vim! + vin®)dl. (6.2.3)

—q
2 L.

Fn suivant les techniques adoptées aux chapitres 3 (formulation en probleme de point-
selle) et 4 (raccord intégral), on montre que wy, est la solution du probléme (6.1.3) construit

4 partir du convexe K, défini en (6.2.1), et que le multiplicateur M, tend vers la contrainte

normale o,(%) du modele continu quand h; et hy tendent vers zéro.
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Afin de donner la formulation matricielle de ce probléme mixte, on fixe A = {hy, hz).
On dispose alors d’une discrétisation comprenant N = N1+ N; noeuds ol Ny est le nombre
de neeuds appartenant & 2. Pour simplifier, on suppose qu’il n’y a pas de conditions de
type déplacements imposés. Les N fonctions de base de V}, sont notées &;, 1 =1,.., N, de

telle sorte que si vy, == (v}, v}) on a
Nl N
v, = vp(1)®;,  vi= D u(i)®
=1 =Ni+1

On désigne par m le nombre de nceuds sur I'; appartenant au maillage de Q' et les
valeurs de i comprises entre 1 et m correspondent a ces nceuds. On désigne par n le nombre
de neeuds sur [', appartenant au maillage de ) et les valeurs de ¢ comprises entre Ny +1

et Ny +n + 1 correspondent & ces nceuds.

Considérons Uéquation de (6.2.2}, c’est & dire (avec des notations évidentes déduites

de (6.1.1)):

0 (u},0}) + a*(ud, 0]) — [ M(vhnt +oln?)dl = I'(o}) + L(0]),

(o}

pour tout v, € Vi. En prenant vy, = (®;,0), pour j = 1,.., N1, on obtient
am¢¢g_LA4@ﬂmwzﬂ@g,j:Lﬂm

a'(u}, @) = L'(®;), j=m+1.,N.
Ferivons

An =D A(k)y, oty = ®p.mt, k=1,.,m.
k=1

Les 1, au nombre de m, sont les fonctions scalaires de base sur 77,

On déduit ainsi le systéme d’équations suivant, d’inconnues U™ et A

KQF—(N>A:H,

0

ou

o U est le vecteur de composantes ui(i), 1< < Ny,

o A est le vecteur de composantes Ax(k), 1<k <m,

o K est la matrice carrée d’ordre Nj de coefficients k!, = a'(®;,®;), 1<4,7 < Ny,
e A! est la matrice carrée d’ordre m de coefficients aik = /TC Prpdl, 1 < g,k <m,

e b! est le vecteur de composantes b} = L'(®;), j=1,.., M.
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De la méme maniere, en prenant v, = (0,9;), pour j = Ny +1,.., N, et en notant
o = Op.m? k= Ny +1,.., Ny +n+1, les n fonctions scalaires de base sur T2,, on obtient

le systéme d’équations d’inconnues U? et A s’écrivant

2,1
K‘?U?_ (AO )A:bZ’

ol
o U2 est le vecteur de composantes ui(i), Ny +1<i< N,

¢ K? est la matrice carrée d’ordre N, de coefficients k7 ; = a*(®;, ®;),
M+1=<4,7<N,

o A%! est la matrice rectangulaire & n lignes et m colonnes de coefficients

a?;k:/]j qpk(’ajd]‘_‘? j:Nl_I_E)":NI-I'n‘f‘l; k:]-,-.,ma
o b? est le vecteur de composantes b7 = L*(®;), 7= Ni-+1,.,N.

Finalement I"équation de (6.2.2) devient

Al
K' 0 Ut ] bt
( 0 KZ) (UQDM A?,l A:(b2)a
0
ou bien
KU — AA = F dans R", (6.2.4)

D’autre part, 'inéquation de (6.2.2) donne

f pp{ut.nt +uin®)dl > 0, Vin € Na(T'e).

&

En désignant par ufy(i) la composante normale de uj(i), cette derniére inéquation

g’écrit également

m Ni+4n+i
Zu}”\,(i)/r bp(®rn)dl + > uiN(z’)/F Pp(®;n?)dl <0, k=1,..,m,
=1 e ’&.=N1+1 <

c’est, &4 dire

PAYUY + PAMOZ <0 dans R™,
avec
o U}l désignant le vecteur de composantes uyy(i), 1 <i<m,

o U% désignant le vecteur de composantes wiy(i), M+1<i< N +n+1l
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Finalement, le probléme de point-selle (6.2.2) s’écrit

KU — AA = F' dans RY,
LAVUL +5AYUE <0 dans R™,
A < 0 dans R™,

(AU, +AYUZ).A =0 dans R.

Remarque 6.1. Dans le cas présent, la condition de contact de type intégral s’écrit
FALUL 41 AP U% < 0. On notera que A' représente la matrice de masse (symétrique) sur
la trace du maillage de Q' sur I'.. On dira que A*! est la matrice de couplage des deux
maillages sur la zone de contact. Lorsque les noeuds des deux solides sont en vis a vis,
Al = A%! et la condition précédente devient A'(U} + U} ) < 0; ce qui ne revient pas a la

condition de contact neeud & neeud qui est Ug + UZ < 0.

6.2.2 Condition de contact de type projection

En vue d’une implantation numérique, on présente la formulation matricielle d’une
condition de contact de type raccord projection. Rappelons la définition du convexe in-

corporant cette condition:
K, = {v, = (v},v}) € Vi, wvi.n'+mi(vi.n?) <0sur .}, (6.2.5)

ot 7} désigne l'opérateur de projection L? sur le maillage de O sur I'.. En d’autres
termes, 71 (v}.n?) désigne la fonction définie sur I, continue et affine par morceaux sur
le maillage de Q' et qui est la plus proche de v.n? pour la norme L*(I';). Ceci confére
bien évidemment un caractére global & cette condition de contact.

De la méme maniére que dans la partie précédente, on considere la formulation mixte

suivante: trouver uy, € Vj, et Ay, € My(T,) tels que

a(un, vp) — '/F Ar(vlnt +vin?)dl = L(v,), Vo, € Vi,
¢ (6.2.6
/I“ (#h — Ah)(ui.nl + uinz)dF >0, Yup € Mh(Fc), )

(o4

ott My (T',) est constitué des fonctions continues et affines par morceaux sur T}, et vérifiant
une condition affaiblie de négativité sur . (pour la définition exacte, cf. (3.2.2)). Le
probléme de point—selle sur V;, x My(T.) est associé au lagrangien défini en {6.2.3).

Les résultats du chapitre 3 montrent que uy est la solution du probleme (6.1.3)
construit & partir du convexe K défini en (6.2.5), et que le multiplicateur A, tend vers

la contrainte normale o, (1) du modele continu quand h, et by tendent vers zéro.
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L'équation de (6.2.6) s’écrit matriciellement: KU —AA = F'. De Vinéquation de (6.2.6),
on tire

/F prp(ui.n' +u;.n®)dl > 0, Yy € Mi(Le).

<

Il a é4é montré en (3.2.3) que ceci est équivalent a
ul.n' +rl(uln®) <0sur [,

cette dernidre équivalence résultant d’'un choix adéquat de My(I':) (cf. (3.2.2)).

Pour traduire cette condition, il reste donc & déterminer la formulation matricielle de
'opérateur faisant correspondre aux fonctions scalaires de type éléments finis sur T3, la
projection L? sur I’espace des fonctions scalaires de type éléments finis sur '72h La matrice
correspondant 3 cet opérateur posséde m lignes et n colonnes, m et n désignant ie nombre
de nocuds des maillages de Q' et Q2 sur I.. L’ensemble des fonctions scalaires de type
éléments finis sur 77, est noté WHT,). Pour i € WZ(T.), la définition de opérateur de
projection donne (cf. [15])

/F (¢} — Tt )y AT =0, vy € Wi(ly), (6.2.7)
soit
[ etohdr = [ (whef)ed dr, vigh € WA(T).

Fn décomposant suivant les fonctions de base de Wi(I'.) et W2(T'.), on déduit (A et

A ayant été définies précédemment) que
tA2,1 2 _ AI(TTQ02) puis 71_992 — ((Al)—i tAZ’I)(pz,

oit ? désigne le vecteur dont les composantes sont les valeurs nodales {sur ) de ©F. De
maniére analogue, T¢® désigne le vecteur dont les composantes sont les valeurs nodales
(sur 7,) de w3

En adoptant les mémes notations que dans la partie précédente, on déduit la formu-

lation matricielle du probléme de point-selle (6.2.6)

KU — AA = F dans RY,
UL + (A~ A U < 0 dans R™,
ATA < 0 dans R™,

(UL + (A1 AP UE).(A'A) = 0 dans R.

Remarque 6.2. Dans ce cas, la condition de contact s’écrit Uy + MU <0ou Il =

(A1)~1 A représente la matrice de projection. On a désigné par Al la matrice de masse
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(symétrique) sur la trace du maillage de €' sur ['; et par A*! la matrice de couplage entre
les deux maillages sur la zone de contact. Dans le cas de maillages compatibles, A* = A*!
et la condition précédente devient U}, + U% < 0, ce qui est précisément la condition de

contact neeud a nceud classique.

Remardque 6.3, Le cas similaire ott 1’on utilise un opérateur de projection qui conserve
les valeurs au bord de la zone de contact (cf. chapitre 2) conduit & des considérations tech-
niques supplémentaires que nous n’évoquerons pas dans le cadre de cette étude. L'utilisa-
tion d’un tel opérateur se justifie pleinement dans une théorie plus générale de problemes
de contact; par exemple lorsque qu’il apparait des points appartenant simultanément a
trois zones de contact, ou bien des zones de contact et d’encastrement qui sont adjacentes,

ou plus généralement un couplage avec une décomposition de domaines.

Remarque 6.4. Les deux conditions de contact (intégral et projection}, présentées dans
cette partie, autorisent I'interpénétration des deux solides dans le cas général de maillages
incompatibles (cf. aussi chapitre 2, section 2 et chapitre 4, section 2). Notons que la
condition de type projection est plus forte que celle de type intégral au sens suivant: si
UL et U2 vérifient UL + (AY)™! tA*'U% < 0 alors la multiplication par la matrice a
termes positifs A, implique tA'UY + A U% < 0. La réciproque est fausse, méme dans

le cas de maillages compatibles, la matrice (A!)™! n’ayant pas ses termes tous positifs.

6.2.3 Mise sous forme de probléme de minimisation et résolu-
tion algorithmique

Afin d’évoquer le principe de résolution, nous considérons dans cette partie le probleme
de contact sur des maillages incompatibles.
En se référant & la partie précédente, on considére le probléme sous la forme de re-

cherche d’un point-selle de lagrangien, qui, mis sous forme matricielle s’écrit:

max (min l‘:VKV ~'VF - t(BV)AlA),
ATACON V2

la matrice B traduisant la condition de contact (ci—aprés de type projection) définie par
B={I, 0 ((AY14*) 0), (6.2.8)

ot Pon désigne par I, la matrice identité d’ordre m et ot K, AL ATL A F, A ont été
définis dans la partie 6.2.1. Le cas d’un raccord ponctuel est abordé de la méme maniere

en écrivant les conditions correspondantes dans (6.2.8).
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Sachant que KU — AA = F et que K est inversible, il s’ensuit que le probléme revient
a trouver

max (S(KL(F + AN)K (K~ (F+AR)~*(K~\(F + AN)P—"(BE " (F+AA) A'A).

ATAZ0
En notant I' = A'A la quantité représentant les forces nodales de contact sur le premier
maillage, ’expression précédente devient

max(5(F + A(AYTIT)KU(F + A(A)'T) = {(F + ALY DK F

—H(BKV(F + A(AHYT)T).

On note ensuite que A(A!)"! =*B ce qui donne
1
1}1@3{(5*(1? L BT)KY(F +BT) — Y(F +'BT)K 'F — {(BKY(F +'BI))I),

puis, en regroupant les termes et par un changement de signe, on arrive au probleme de

minimisation suivant

min(ltFBK‘”BF—l-tI‘BK"lF + l’G‘WK“IF). (6.2.9)
<0 \9 2

Comme B est de rang maximal, la matrice BK ~'* B est symétrique définie positive. Le
probleme consiste alors A résoudre ce probleme de minimisation de fonctionnelle quadra-
tique définie positive sous confraintes convexes. Dans ce cas, le champ de déplacements
U se déduit aisément de I’ par la formule U = K~1{F + A(A")7'T). Afin de résoudre
le probléme (6.2.9), le code de calcul castemn 2000 adopte I’algorithme de Frank et Wolfe
[281,[49]. 11 s’agit d’un algorithme itératif dont la convergence est démontrée sous les hy-
pothéses présentes (cf. [49], théoréme 9 p.211).

On notera que le multiplicateur A est reconstruit & partir des forces nodales I' négatives
comme suit: A = {A1)7IT, A! représentant la matrice de masse correspondant au maillage
du premier solide sur la zone de contact. Il s’ensuit que A n’est pas necessairement négatif
{cf. Test 4).
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6.2.4 Formulation matricielle de différentes conditions de con-
tact sur un exemple

Dans le but de présenter clairement les différences entre les raccords évoqués précédem-
ment (type projection, ponctuel et intégral), on se propose d’illuster leurs principales car-
actéristiques sur un exemple. La configuration choisie consiste en une superposition de
deux solides dont les zones de contact (subdivisées respectivement en 6 et 4 segments de
longueurs égales) contiennent respectivement 7 et 5 nceuds. On désignera par (}' (resp.

02) le solide du haut (resp. du bas).

Raccord projection sans condition au bord

On considére la condition de contact faisant intervenir l'opérateur de projection L?

classique. Elle s’écrit {cf. partie 6.2.2)
ui.n! + 7 (up.n?) <0,

ou 7} désigne opérateur de projection sur le maillage de ' défini en {6.2.7).
En reprenant étude de la partie précédente, on déduit que la matrice correspondant

4 Dopérateur de projection s'éerit (A1)~ 7 A on

o Al cst la matrice de masse carrée d’ordre 7 de coefficients a} , = /1“ Pptp;dl,
1<4,k<T, )

o A¥! st la matrice de couplage rectangulaire a 5 lignes et 7 colonnes de coeflicients
a?’i:f oippdl, 1555, 1<EST.
1 Fc,
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On a désigné par 1y, (resp. ©x) les fonctions scalaires de base définies sur la zone de contact

et associées an maillage de Q2! (resp. 7).
La condition de contact s’écrit alors:
Ul + ((AY) " A™UE <0,

c’est & dire pour 'exemple considéré

U} 1.0283 —0.0566  0.0278  0.0011 —0.0005
U} 0.2767  0.7799 —0.0555 —0.0022 0.0011 | /U2

Ul ~0.0518 07703  0.2777  0.0076 —0.0037 | | U2

Ul |+ 0.0139 —0.0278  1.0280 —0.0283 0.0139 | [ UZ | <0
Ul —0.0037 0.0074 02768 0.7723 —0.0518 | | U?

Ul 0.0010 —0.0020 —0.0518 0.7723 0.2767 | \U2

U} —0.0003  0.0005 0.0139 —0.0283  1.0283

Le caractére non local de opérateur de projection se distingue clairement par le fait
de coefficients tous non nuls. Bien évidemment, les coefficients de la matrice proches de 1
concernent les nocuds des deux solides qui sont voisins ou confondus. De la méme maniere,
les petits coefficients éloignés de la “diagonale” de la matrice traduisent la relation de

contact entre noeuds distants.

Raccord projection avec condition au bord

On considére la condition de contact faisant intervenir opérateur de projection m;*

défini en (2.2.4) et ¢’écrivant
ul.n! + 75 (uin®) <0.

Cet opérateur est trés voisin de 'opérateur de projection classique dont I’écriture
matricielle a été établie précédemment. Le fait qu’il conserve les valeurs aux bords facilite

le traitement de problémes de contact avec décomposition de domaines qui sont a 'étude.

La condition de contact s'écrit alors:
Uy +II"Ux <0,

c’est a dire dans le cas étudié
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Ut 1.0000  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000

Us; 0.2947  0.7440 —0.0379 —0.0016  0.0008 Ui

Us ~0.0566  0.7799  0.2727  0.0080 —0.0040 U3

Ui | + 0.0152 —0.0303  1.0303 —0.0303 0.0152 Uil <o
Us —0.0040 0.0080 0.2727 0.7799 —0.0566 U;

Us 0.0008 —0.0016 ~0.0379  0.7740  0.2947 U?

e 0.0000  0.0000 ©0.0000 0.0000  1.0000

Dans ce cas également, le caractére non local de I'opérateur se manifeste clairement.

Raccord ponctuel

On considere une condition de contact faisant intervenir 'opérateur d’interpolation de
Lagrange. Cest & dire que I’on définit le contact pour chaque neeud du premier maillage en
faisant intervenir le segment le plus proche défini par deux nceuds du deuxieme maillage.
Ceci confere 4 la condition (appelée aussi condition de contact neeud-segment), un carac-

tere local (cf. chapitre 4, section 1, pour Iétude théorique). Ceci s’écrit
uint 4+ I (uin®) <0,

ot Z} désigne opérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds du maillage de O sur T...
Tl est clair que dans le cas de maillages compatibles, cette condition revient a la condition

neeud & neeud classique. La condition de contact devient:
U + 1U% <0,

ot T est la matrice représentant Popérateur d’interpolation de Lagrange. Ceci se traduit

de la maniere suivanite pour le test choisi:

Ul 1.0000  0.0000 0.0000 ©0.0000  0.0000

Us 0.3333  0.6666  0.0000  0.0000  0.0000 Ut

Us 0.0000 0.6666  0.3333  0.0000  0.0000 Uz

U |+ £.0000  0.0000 1.0000 0.0000  0.0000 Uil <o
Us 0.0000  0.0000 0.3333 0.6666  0.0000 U}

Us 0.0000  0.0000 0.0000 0.6666 0.3333 Uz

U; \ 0.0000 0.0000 ©0.0000 0.0000 1.0000

Le caractere local de cette condition se traduit par un grand nombre de coeflicients de
la matrice nuls; ces coefficients correspondant aux nceuds qui n’entrent pas en interaction

lors de la définition du contact noeud-segment.
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Raccord intégral

La condition de contact visant & traduire le contact unilatéral sous forme intégrale est

] (up.n' +ui.n?g >0,

Lo}

pour tout g, continu, affine par morceaux et négatif sur le premier maillage. Une telle
condition a été considérée et étudiée plus en détail au chapitre 4, section 2. De plus, il a

été vu dans la partie 6.2.1 que cette condition de contact s’écrit
AL +:4MU% <0,

otl la matrice de masse A! et la matrice de couplage A*! ont été introduites dans la partie
6.2.1.

Dans le cas présent, en supposant par exemple que la longueur de I'; est 6, on a

0.3333  0.1666  0.0000  0.0000 0.0000  0.0000  0.6000
0.1666 0.6666 0.1666  0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
0.0000 0.1666 0.6666 0.1666  0.0000  ©0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 0.1666 0.6666 0.1666 0.1666  0.1666
0.0000  0.0000 0.0000 0.1666 0.6666 0.1666  0.0000
0.0000 0.0000 ©0.0000 0.0000 0.1666 0.6666  0.1666
0.0000 0.0000 ©0.0060 0.0000 0.0000 0.1666  0.3333

Al

Il

et
0.3880  (.1111 0.0000  0.0000  0.0000

0.3472  0.6389  0.0139  0.0000  0.0000
0.0139 0.6389  0.3472  0.0000  0.0000
L - 0.0000 01111 0.7778  0.1111  0.0000
0.0000 0.0000 0.3472 0.6386  0.0139
0.0000 0.0000 0.0139  0.6389  0.3472
0.0000  0.0000 0.0000 0.1111  0.3889

Cas d’un jeu initial

Dans les cas considérés précédemment, nous avons fait 'hypothése que la zone de
contact initiale contenait la zone de contact finale. Dans cette partie numérique, nous
prendrons en compte la possibilité d’élargissement de la zone de contact initiale. Dans ce
cas, il faut tenir compte du jeu initial entre les deux surfaces candidates au contact. Pour
le probiéme continu, la condition de non—interpénétration est du type ulnl+uin® <g
ol la fonction g définie sur la zone candidate au contact, est connue et positive. Cette

fonction représente la distance initiale entre les deux solides (cf. [40]).
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Ceci donne, apres discrétisation incorporant le raccord projection par exemple, une

condition de contact du type suivant
Uk + (AN AU <G, (6.2.10)

qui généralise la condition vue précédemment ott G = 0. On a désigné par G un vecteur
dont les composantes sont les valeurs discrétes de la distance initiale entre les deux solides
(cf. [40]). Cette condition de contact sera utilisée plus loin pour le test de contact entre

un demi-disque et un socle déformables.

6.3 Détermination numérique de 'erreur

Dans les chapitres précédents, on a étudié d'un point de vue théorique les taux de
convergence des solutions discrétisées vers la solution du modele continu. Cette partie
consiste & déterminer numériquement ces taux de convergence.

1l s’agit de calculer ’erreur commise sur la solution exacte (notée ) par les différentes
approximations par éléments finis. Comme lon ne dispose pas de solution analytique
pour les problémes de contact unilatéral, on est amené & calculer sur un maillage tres fin
la solution discréte que I’on considérera comme solution de référence (dans le calcul de
I’erreur) et que nous noterons w,.;.

L’étape suivante consiste & construire une famille de maillages emboités. Cette famille
est obtenue & 'aide d’un algorithme de sous-découpage des triangles: on démarre d’un
maillage trés grossier et le maillage suivant est obtenu par le découpage naturel de chaque
triangle en 4 triangles. On calcule ensuite une solution approchée uy sur chaque maillage.
Suivant la remarque précédente, Uerreur |||« (c'est & dire [l —wal| e x @ @2))2)
est évaluée numériquement par |tyqr —upl|.. Il en est de méme pour {|u — usll(z2(q:uaz)e-

L’étape suivante consiste 3 évaluer |[t,o; — whll«. Pour cela, on approche [|#c; —
wy|l. par | Tpttrer — unlle o0 I, désigne Vopérateur d’interpolation de Lagrange. Fi-
nalement, |[Zuttre; — walle est évalué au moyen de la norme équivalente [|o(Znttrer) —
o{wn)ll (22 (1un2)y2-

Le maillage le plus fin de la famille construite & partir de l'algorithme de sous-
découpage constitue le maillage de référence. L’utilisation d’une famille de maillages em-
boités pour le calcul de Uerreur, plutdt qu'une famille quelconque de maillages générée
par le mailleur, est dictée par la meilleure cohérence des résultats obtenus.

Pour des raisons évidentes de validité des résultats, on ne peut pas calculer d’erreur
sur le maillage de référence. Suivant des raisons guidées par Pexpérience pratique de ce
type de démarche, on fera le dernier calcul de solution approchée sur I’avant-avant dernier

maillage qui posséde donc 16 fois moins de triangles que le maillage de référence.
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Dans le cadre des tests numériques, on s’intéressera & deux taux de convergence:

le taux « correspondant a [ttrey = wall = Ch{,

el

— 1 8
— le taux 3 correspondant a [#27es — = C( ) ;

[lres | v/,
o L= 110k ou (1N = (-l ez2gruseyes
o h, désigne le pas de discrétisation du solide supérieur,

® my, correspond au nombre total de degrés de liberté du probleme.
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6.4 Tests numériques

Cette section présente plusieurs tests visant & implanter et comparer les conditions de
contact présentées précédemnment. Tous les calculs ont été effectués sur station de travail
HP série K (processeur PA 8000 & 180 Mhz).

Par la suite, le symbole qgg indiquera une condition aux limites fournie par la symétrie
du probleéme (déplacement normal nul), les fleches représentent les forces appliquées sur
la partie de la frontiere correspondante. Le partie de la frontiére soumise a des conditions
d’encastrement est représentée par une hachure. Les parties de la frontiére ne correspon-
dant 3 aucune des conditions évoquées ci-dessus sont soit en contact initialement, soit

soumises a des forces nulles.

6.4.1 Testl: comparaison maillage compatible—maillage incom-
patible

On considere le probléme de contact unilatéral représenté par la figure ci-dessous.
Afin d’éliminer les singularités de type Neumann-Dirichlet qui pourraient masquer les
éventuelles singularités de type contact, on adopte des conditions de syméirie. Le prob-
leme sans conditions de symétrie comprend trois solides et deux zones de contact. La

figure suivante représente ainsi le quart supérieur gauche du probleme.

- l l l Y OE
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La longueur des c6tés de chaque carré est de 1 mm. Le module de Young du solide
du haut (resp. du bas) est Ey = 13000 Mpa (resp. E; = 30000 Mpa). Le coeflicient de
Poisson pour les deux solides est v = 0.2. Les contraintes appliquées sur les deux parties
de 1a frontiére du solide supérieur sont de 100 daN/mm?.

On choisit des triangles & 3 nceuds et on calcule le taux de convergence en utilisant
soit des maillages compatibles sur la zone de contact, soit des maillages incompatibles

avec raccord projection.

Maillages compatibles

La solution de référence (figure 6.1.2) est calculée pour des maillages compatibles sur la
zone de contact comprenant au total 65536 éléments et 66564 ddl (figure 6.1.1). La zone de
contact comporte 129 nceuds en vis & vis et on utilise la condition de non-interpénétration
noeud & noeeud (qui coincide ici avec le raccord projection). Le maillage de référence est
obtenu par construction d’une famille de maillages emboités (figure 6.1.3). Le calcul de la
solution de référence nécessite 6 minutes 52 secondes de temps CPU.

Le calcul de Uerreur s'effectue sur 5 maillages (figure 6.1.3), le plus fin comportant 33

nceuds en vis & vis sur la zone de contact.

Maillages incompatibles avec raccord projection

La solution de référence (figure 6.1.5) est calculée pour des maillages incompatibles
sur la zone de contact comprenant au total 28160 éléments et 28804 ddl (figure 6.1.4). Le
maillage de référence comporte 65 nceuds du premier solide et 97 nceuds du second solide.
Tl est obtenu par construction d’une famille de maillages emboités (figure 6.1.6). Le calcul
de la solution de référence (comprenant le calcul de la matrice de projection)} nécessite 9
minutes 12 secondes de temps CPU.

Le calcul de erreur s’effectue sur 4 maillages {figure 6.1.6), le plus fin comportant 17
neeuds sur le premier solide et 25 nceuds sur le second solide. On utilisera opérateur de
projection sur le maillage du solide supérieur; c’est a dire que suivant les notations de la

partie 6.2.2, le solide du haut (vesp. du bas) joue le role de Q' (resp. de 02).

Commentaires

Le taux de convergence o (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de U'erreur en fonction

du pas de discrétisation du solide supérieur (figures 6.1.7 et 6.1.9) est égal &

~ pour la norme H': 1.21 en compatible et 1.26 en incompatible,
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— pour la norme L?: 1.75 en compatible et 1.69 en incompatible.

Le taux de convergence 3 (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de 'erreur en fonction de
(nombre de ddl )=7 (figures 6.1.8 et 6.1.10) est égal &

— pour la norme H': 1.41 en compatible et 1.46 en incompatible,
~ potur la norme L?: 2.03 en compatible et 1.95 en incompatible.

Sur cet exemple, on observe que les taux de convergence ne sont pas amoindris lors
de I'utilisation de maillages incompatibles avec une condition de contact discrete de type
projection, en comparaison avec le cas compatible et une condition de contact nceud a

neeud.
Sur les figures 6.1.7 et 6.1.9, 'erreur relative est plus faible dans le cas de maillages

incompatibles par rapport au cas compatible. Ceci est di au fait suivant: pour un méme
pas de discrétisation du solide supérieur, le solide du bas est plus raffiné dans le cas incom-
patible, ce qui donne une meilleure approximation de la solution sur le solide inférieur.
Lorsque D’erreur est exprimée en fonction des degrés de liberté (figures 6.1.8 et 6.1.10)

c’est Perreur du cas compatible qui est la plus faible.
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Figure 6.1.1

Cas compatible: maillage pour le calcul de la solution de référence
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Cas compatible: déformée (amplification 40)
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Figure 6.1.4

Cas incompatible: maillage de référence
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Cas incompatible: déformée (amplification 40)
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Figure 6.1.6

Cas incompatible: famille de maillages pour le calcul de Perreur
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Erreur relative pour la norme H1
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Comparaison des convergences: compatible (o) et incompatible avec raccord projection (x)
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Erreur relative pour la norme H1
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Erreur relative pour la norme L2 (trait plein) et H1 (frait discontinu)
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Figure 6.1.9

Comparaison des convergences; compatible (o) et incompatible avec raccord projection (x)
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Erreur relative pour la norme L2 (trait plein) et H1 {trait discontinu)
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Comparaison des convergences: compatible (o) et incompatible avec raccord projection (x)
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6.4.2 Test2: comparaison compatible—incompatible pour un cas
plus singulier

On considére le probléme suivant de contact unilatéral entre deux solides. Contraire-
ment au test précédent pour lequel on observe un décollement, les forces appliquées dans

le test présent n’autorisent pas le décollement et rendent la solution plus singulicre.

wlilllvog

O
AN AN AN OE
00 00 00 00 00

Les dimensions du solide du haut (resp. du bas) sont de 0.5 mm x 0.5 mm (resp.
0.5 mm x 1 mm). Le module de Young du solide du haut (resp. du bas) est £ =
13000 Mpa (resp. Ey = 30000 Mpa). Le coefficient de Poisson pour les deux solides est
y = 0.2. Les contraintes appliquées sur la frontiére supéricure sont de 100 daN/mm?.

De la méme maniére qu’an test précédent, on choisit des triangles & 3 nceuds et on
calcule le taux de convergence en utilisant soit des maillages compatibles sur la zone de

contact, soit des maillages incompatibles avec raccord projection.

115



Maillages compatibles

Le maillage de référence comporte 24576 éléments et 25220 ddl (figure 6.2.1). Il com-
prend 65 nceuds en vis & vis sur la zone de contact. Il est obtenu par construction d’une
famille de maillages emboités. Le calcul de la solution de référence utilise la condition de
contact neeud & nceud (qui coincide ici avec le raccord proj ection) et nécessite 1 minute 7
secondes de temps CPU.

Le calcul de Perreur s’effectue sur 5 maillages, le plus fin comportant 17 neeuds en vis

4 vis sur la zone de contact.

Maillages incompatibles avec raccord projection

Le maillage de référence comporte 34816 éléments et 35588 ddl (figure 6.2.2). Sur la
zone de contact, il comprend 97 neeuds sur le premier solide et 65 noeuds sur le second
solide. Tl est obtenu par construction d’une famille de maillages emboités. Le calcul de
la solution de référence (comprenant le calcul de la matrice de projection) nécessite 11
minutes 39 secondes de temps CPU .

Le caleul de Perreur s’effectue sur 4 maillages, le plus fin comportant 25 nceuds sur le
premier solide et 17 nceuds sur le second solide. On utilisera Popérateur de projection sur
le maillage du solide supérieur; c'est & dire que suivant les notations de la partie 6.2.2, le
solide du haut (resp. du bas) joue le role de 0! (resp. de 7).

Commentaires

Le taux de convergence « (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de erreur en fonction

du pas de discrétisation du solide supérieur (figures 6.2.3 et 6.2.5) est égal a
— pour la norme H': 1.04 en compatible et 0.99 en incompaitible,
— pour la norme L*: 1.50 en compatible et 1.5 en incompatible.

Le taux de convergence 3 (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de l'erreur en fonction de

(nombre de ddl )=7 (figures 6.2.4 et 6.2.6) est égal &
— pour la norme H': 1.21 en compatible et 1.13 en incompatible,

— pour la norme L?: 1.76 en compatible et 1.77 en incompatible.

On constate que les taux de convergence sont globalement moindres par rapport au

test précédent. Sur cet exemple également, les taux de convergence ne sont pas amoindris
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lors de l'utilisation de maillages incompatibles avec une condition de contact de type
projection par rapport au cas compatible.
De plus, sur la figure 6.2.4, on constate que ’erreur relative en norme ! est identique,

voire plus faible dans le cas incompatible, ceci pour un méme nombre de ddl.

Remarque 6.1. Dans le cas compatible, le calcul des taux de convergence ne prend pas

en compte Ierreur obtenue avec le maillage le plus grossier.

117



I9ID

LIDEA

15

I

Figure 6.2.1

Cas compatible: maillage de référence

118



LIDHA THID

; o o
T h
S ; ;
A ; S : SoRk
SR : SRR
? h e
; = :
L A
: oy,
: .
; - .
: :
> <
il 4 E
= s
;
7 ALRD S
2 % i
\‘ o
g i
:
: )
& : -
; X ; ;
Sl ; o :
SRR >
SORRS s
™ o () d
ShRs .
5 ) :
RRR 5 7
b} 3 NN A A
SERRER! o o
SRR o R 4
§\ SoREAR O -
. ‘ £
- /
S Y \ s

Figure 6.2.2

Cas incompatible: maillage de référence

119




Erreur relative pour la norme H1
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Erreur relative pour la norme H1
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Erreur relative pour la norme L2 (trait plein) et H1 (trait discontinu)
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Erreur relative pour la norme L2 (irait plein} et H1 (trait discontinu)
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6.4.3 Test3: comparaison raccord projection—raccord ponctuel

Il s’agit de comparer le raccord projection (de type global) et le raccord ponctuel (de
type local). Pour ce test, les conditions de contact discretes de type ponctuel et projection
sont définies sur le solide du haut.

On considere deux configurations de contact:

1) le probleme du test 1, destiné & Pétude des taux de convergence pour les deux
raccords,

2) un probléme de compression, destiné & une comparaison plus qualitative des solu-

tions éléments finis calculées sur un maillage fixe.

Le probléeme du test 1

On reprend le probléme de contact unilatéral étudié dans le premier test. On se place
dans le cas de maillages incompatibles.

Le maillage de référence (figure 6.3.1) comporte 63488 éléments et 64388 ddl. Sur
la zone de contact, il comprend 65 nceuds sur le premier solide et 161 neeuds sur le
second solide. Le calcul de la solution de référence (comprenant le calcul de la matrice de
projection) nécessite 1 heure 15 minutes 38 secondes de ternps CPU. Cette derniére est
obtenue en considérant un raccord de type projection.

Pour les deux raccords, le calcul de Perreur s'effectue sur 4 maillages emboités, le
plus fin comportant 17 nceuds sur le premier solide et 41 noeuds sur le second solide.
La comparaison se fait donc sur des maillages rigoureusement identiques, seul differe la

condition de contact.
Commentaires

Le taux de convergence o (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de Perreur en fonction

du pas de discrétisation du solide supérieur (figure 6.3.2) est égal a
~ pour la norme H': 1.26 (raccord projection) et 0.98 (raccord ponctuel),
— pour la norme L?: 1.69 (raccord projection) et 1.53 (raccord ponctuel).

Le taux de convergence 3 (cf. section 6.3) obtenu lors du calcul de Uerreur en fonction

de (nombre de ddl )7z (figure 6.3.3) est égal &
— pour la norme H': 1.38 (vaccord projection) et 1.07 (raccord ponctuel),

~ pour la norme L?: 1.85 (raccord projection) et 1.68 (raccord ponctuel).

124



On constate un taux de convergence meilleur et une erreur relative plus faible dans le
cas du raccord projection par rapport au raccord ponctuel (figures 6.3.2 et 6.3.3). De plus,
la comparaison avec les tanx de convergence obtenus & partir des discrétisations utilisées

pour le test 1 (figures 6.3.4 et 6.3.5) confirme le taux de convergence correspondant au

raccord projection.
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Erreur relative pour la norme L2 {trait plein) et H1 (trait discontinuy)
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Erreur relative pour la norme L2 (trait plein) et H1 (trait discontinu)
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Erreur relative pour la norme H1
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Erreur relative pour fa norme H1

Figure 6.3.5

Comparaison des convergences avec le Test 1 (pointillés): compatible (+), raccord projection (o) et ponctuel {x)
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Un probléme de compression

On considére le probléme de contact unilatéral présenté dans la figure ci-dessous. Les
caractéristiques géométriques et matérielles des deux solides sont les mémes que dans le
cas du test 1.

% agit sur le

Le chargement latéral est supprimé et un chargement de 100 daN/mm
haut de I’édifice.

On adopte une discrétisation incorporant des maillages incompatibles sur la zone de

contact (figure 6.3.6) et 'on compare deux différentes manieres de raccorder les maillages

incompatibles.
Y l l’ l l i Y OE
O
3
O
3
O
3
O
3
AN O
o0 Q0 Q0
Commentaires

La différence entre les solutions incorporant des conditions de type ponctuel et pro-
jection est trés importante. Pour un méme nombre d’inéquations (13) correspondant an
nombre de neeuds sur la zone de contact du solide supérieur, le raccord projection (figures
6.3.7 et 6.3.8) donne une solution trés satisfaisante (avec une interpénétration indécelable
ot avec une surface de contact finale plane), alors que le raccord ponctuel (figures 6.3.9 et
6.3.10) donne une solution peu convenable (avec une interpénétration importante et une

surface de contact “en dents de scie”).
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Pour ce qui concerne le champ de contraintes (calculé en utilisant la relation de com-
portement ), la solution exacte de ce probleme de compression est telle que o, (suivant la
verticale y) est uniforme et égale a la contrainte imposée au sommet de I’édifice. Dans le
cas du raccord projection (figure 6.3.11), le champ o, calculé est uniforme et correspond
4 la réalité mécanique, tandis que son homologue obtenu avec le raccord ponctuel (figure
6.3.12) présente d’importantes irrégularités, principalement au voisinage de la zone de
contact.

De plus, le champ o, (suivant la horizontale ¢} obtenu avec le raccord projection
(figure 6.3.13) est quasiment nui et uniforme et traduit correctement ce probleme de
compression (solution exacte: ¢,; = 0), tandis que I'analogue obtenu avec le raccord
ponctuel (figure 6.3.14) ne vérifie ni la nullité, ni 'uniformité.

Finalement, on notera que le multiplicateur (noté A dans la partie 6.2.3), destiné
3 représenter les contraintes normales sur la zone de contact, est conforme a la réalité
mécanique dans le cas du raccord projection, ce qui n’est pas le cas pour le multiplicateur
correspondant au raccord ponctuel (figure 6.3.15).

I est clair que sur ce test, le raccord ponctuel a été mis en défaut. On notera que les
maillages (I'un fin, 'autre grossier) n’ont pas été choisis au hasard. Ceci faisant, il devient
évident que la condition de contact locale, définie & partir de 13 inéquations, ne représente
pas complétement le contact, certains neeuds du maillage du solide inférieur n’intervenant
pag. En ce sens, les 13 inéquations globales sont d’une richesse bien plus grande. Ceci
explique en grande partie les différences spectaculaires entre les deux raccords et la nette

supériorité du raccord projection.

132




IdID

LIDHA

VAV AYAYAVAYAYAVAYAVAVAVAVAVAVAVAY AVAVAVAVAVAVAVA)
ANNANNNAANANANANANANNNNNL,

AN ANNNAAANNAANAND

f\%\j TANANAVAYAY) ANANANAVAN] {

AVAVAVAVANAY AYAVAVAY]
O (AN AYANAVAYAY AVAYAYAVANANAVAVAVAN AVAN

o IT: AN DTN
BN N YAYAVAVAVAVAVAVAVAVANAVAVAVAVAVAVAN by
i',;'f"ff\f‘\ff\/’!\i!\i
SN A K“(\ VAVAYL !

it NTANAYA NAVVAVAVAY, s l
L ST = VAVAYAYi \
SN ‘

f— )
R
NN ) VAN ANAVANAN, |
S SR

k dl S LN, 4 ;

e T E’Pi- O

S e
i

w’

_ <l L

j ’!fr 4""”“ o
S éﬁfs’w:v:ﬁ -
SRR S NN
=’.w-‘ SRS
‘# LT 4!’ /QL VAN L
SOV AN v
SRR

%
o
D
SELKKK KKK RS
[N ANAN ! : [N
/\/\/\/\/\/\\N\/\/\/\/\\N\/“u‘,lm
|
< L
17
i

47%
i

B
R N S SIS NS S S S S SNSRI N AR
SN
] / VAVAYANY

\ / / /
AR AN AN AN A AN A AV AN AN AN AN AN SV AV AVANAVANAVAN)
, FAVAVANANAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAA
N AN A AR S A AT,
[ J@@\/\ S S T PP A A AT AT AYATACAVAYAYAS

|
)
!
:

Figure 6.3.6

Configuration initiale
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Raccord projection: déformée (amplification 40)

134

0y

HAOALT TAWY




LIDHS IdIS

Raccord projection: agrandi

Figure 6.3.8

ssement de la déformée (amplification 40)
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Raccord ponctuel: déformée (amplification 40)
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Figure 6.3.11
Raccord projection: champ oy,
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Figure 6.3.13
Raccord projection: champ oz
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Valeur du multiplicateur

Figure 6.3.15

Comparaison des multiplicateurs: raccord ponctuel (x) et raccord projection (o)
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6.4.4 Test4: comportement du raccord projection pour un cas
extréme de maillages incompatibles

Il s’agit de s’assurer du bon comportement du raccord projection dans le cas ou I’on
choisit une discrétisation pour laquelle un grand nombre de nceuds sont guasiment en vis
3 vis. Pour cela, on discrétise de telle maniére & ce que le second solide ait un nceud de
plus que le premier sur la zone de contact. Pour les deux exemples traités, on utilisera
’opérateur de projection sur le maillage du solide supérieur. Ces deux exemples sont

1) le probléme du test 1 avec des maillages encore plus incompatibles,

2) un probléme incluant un cas extréme de maillages non-compatibles.

Le probléme du test 1

On considére 4 nouveau le probléme de contact unilatéral étudié dans le premier test.
On se place dans le cas de maillages incompatibles ol la zone de contact du premier
solide comprend 30 éléments de longueurs égales et celle du second solide 31 éléments de
longueurs égales (figure 6.4.1). Le calcul de la solution nécessite 16 secondes de temps

CPU, temps comprenant le calcul de la matrice de projection.

Clommentaires

On constate une bonne restitution de la condition de contact sur ce cas difficile. En
particulier, on observe graphiquement la continuité du champ de contraintes oy, (suivant
la verticale y) au travers de l'interface de contact (figures 6.4.2 et 6.4.3).

De plus, on notera la similitude du multiplicateur traduisant la contrainte normale
sur la zone de contact avec le multiplicateur provenant de la solution de ce méme pro-
bléme avec maillages compatibles et 33 nceuds en vis & vis (figure 6.4.4). On remarque
en particulier sur la figure 6.4.4 que les multiplicateurs reconstruits & partir de forces
nodales négatives ne sont pas nécessairement négatifs sur toute la zone de contact (cf.

partie 6.2.3).
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Valeur du multiplicateur

Figure 6.4.4

Comparaison des multiplicateurs : mailtage compatible et incompatible
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Non—-compatibilités extrémes

On consideére le probleme de contact unilatéral dont les caractéristiques géométriques

sont les suivantes:

- 5
o
o
O
7~ AN AN AN o
cO 00 00 00 00 o1e)

Les dimensions de chaque rectangle sont de 1 mm x 0.05 mm. Le module de Young
du solide du haut (resp. du bas) est f£; = 13000 Mpa (resp. E, = 30000 Mpa). Le
coefficient de Poisson pour les deux solides est v = 0.2. Les contraintes appliquées sur les
deux parties de la frontiere sont de 100 daN/mm?.

La zone de contact du premier solide comprend 120 éléments de longueurs égales et
celle du second solide 121 éléments de longueurs égales (figure 6.4.5). Le calcul de la
solution nécessite 9 minutes 42 secondes de temps CPU, temps comprenant le calcul de

la. matrice de projection. L’allure de la déformée est représentée sur la figure 6.4.6.

Commentaires

Dans ce cas également, les commentaires précédents s’appliquent. En particulier,
lallure du champ de contraintes a, (figures 6.4.7 et 6.4.8), qui vérifie la condition de
continuité au travers de la zone de contact.

De plus, il a été jugé intéressant de faire figurer les forces nodales intervenant en
premier lieu dans la résolution algorithmique (cf. partie 6.2.3) et représentées par des

flaches sur la zone de contact (figures 6.4.9 et 6.4.10). Enfin, le multiplicateur reconstruit

a partir de ces forces est représenté sur la figure 6.4.11.
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Forces nodales
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Figure 6.4.10
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6.4.5 Test5: contact d’un demi-disque déformable sur socle dé-
formable

On considére le probleme de contact entre un demi-disque et un socle, tous deux étant

déformables.

i

Compte tenu des géométries des corps en contact, I'utilisation de maillages incom-
patibles est une nécessité. Cette configuration fait également apparaitre un jeu initial:
certains points qui ne sont pas initialement en contact le sont apres déformation. On
définit le contact en utilisant le taccord projection et en tenant compte du jeu initial
entre les deux solides (cf. {6.2.10)).

Le diamétre du demi-disque est de 20 mm et la longueur du coté du carré est de
40 mm. Le module de Young du demi-disque est Ky = 25000 Mpa et celui du carré
est E, = 15000 Mpa. Le coefficient de Poisson pour les deux solides est v = 0.2. Les
contraintes appliquées sur la partie supérieure du demi-disque sont de 100 dalN/ mm?.

La figure 6.5.1 comprend le maillage initial et les figures 6.5.2 et 6.5.3 représentent les
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configurations initiale et déformée.

Commentaires

On observe graphiquement une configuration déformée dont I’allure est satisfaisante,

notamment au nivean de la zone de contact.
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Configuration initiale
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Figure 6.5.3
Agrandissement de la figure 6.5.2
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Conclusion

L’apport de cette thése consiste principalement en deux points qui sont les suivants:

- ’extension aux maillages incompatibles de ’analyse par éléments finis des problemes
de contact,
- Iextension 3 1'étude des inéquations variationnelles de techniques issues de la mé-

thode de décomposition de domaines des éléments finis avec joints.

Pour un probléme de contact unilatéral qui est & définir sur des maillages incompa-
tibles, différentes discrétisations de la condition de non-interpénétration sont considérées,
étudiées et comparées tant du point de vue théorique que numérique.

Dans Uétude théorique, il se distingue une maniere de définir le contact unilatéral
sur des maillages quelconques. Cette définition, exprimée via le raccord projection, est
globale: elle fait intervenir un opérateur de projection de type L? qui permet de “passer”
d’un maillage & PPautre. Cette définition du contact sur des maillages incompatibles est
optimale au sens suivant: le taux de convergence des solutions discrétisées incorporamnt
cette condition, vers la solution du modéle continu, est le méme que dans le cas ou
les maillages sont compatibles et que la condition de contact nceud & nceud classique
est utilisée. De plus, dans le cas de maillages compatibles, le raccord projection revient
précisément & la condition de contact nceud a neeud.

[’étude théorique d’autres conditions de contact, notamment la condition de contact
locale nceud-segment, fait apparaitre qu’il est toujours meilleur, sur le plan de la conver-
gence, de considérer la condition de contact globale correspondant au raccord projection.

Les tests numériques confirment les résultats théoriques. En effet, la condition de
contact locale ne donne pas satisfaction dans le cas général, et I'utilisation du raccord
projection donne bien le méme taux de convergence que pour des maillages compatibles.
De plus, I'exceilente tenue du raccord projection dans le cas de maillages “trés difliciles”
fait de ce raccord une condition de contact idéale.

Pour ce qui est des extensions envisageables du travail, il est clair que 'etude du modeéle
tridimensionnel serait trés utile & réaliser. Par ailleurs, la considération des problémes de

contact et d’impact (cf. [53]) en quasi-statique et en dynamique, en utilisant le concept de
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raccord projection, constitue une étude importante & effectuer. En effet, les avantages liés
4 absence de remaillage sont bien évidemment importants. D’antre part, la détermination
pour ce probléme d’un critére de maillage adaptatif par 'intermédiaire d’une estimation
a posteriori de Perreur, est digne d’interét et actuellement en cours. Pour cette étude, on

utilise lerreur en relation de comportement due & P. Ladeveze (cf. [43][44][22]).
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Annexe A

Sur ’approximation en norme duale

Nous recherchons un opérateur & valeurs dans un espace de fonctions de type éléments
finis en dimension un et vérifiant les deux propriétés suivantes (cf. démonstration de
(2.3.4)): il conserve la positivité et donne de bonnes estimations pour la norme duale

! oy définie pour toute forme linéaire ¢ sur H[0,1] comme suit:

<, >
sup

weH%[()‘l] ”Il’b“H%—[D,l}

on <, > désigne le produit scalaire dans la dualité (H 30, 1]), H=[0,1].
Par un opérateur A, qui vérifie de bonnes estimations pour la norme duale définie
ci-dessus, nous entendons des propriétés d’approximation du type suivant:

HE[p1) < Ch2 |luligepa, o220,

s — Axu,

pour tout u € H?[0,1]. Le cas le plus intéressant, pour le probleme de contact, correspond
Ao o= % (cf. (2.3.4)).

Dans cette annexe, on considére deux opérateurs conservant la positivité et nous mon-
trons sur des contre-exemples qu’ils ne vérifient pas les bonnes propriétés d’approximation

en norme duale.

Avant de débuter cette étude, nous rappelons simplement que "opérateur de projec-
tion au sens de L2 sur Pespace vectoriel des fonctions continues, affines par morceaux,
ne conserve pas la positivité. Il posséde par contre de bonnes propriétés pour la norme

duale, [2].

A.1 L’opérateur d’interpolation de Lagrange

T1 est clair que Popérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un conserve le signe.
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A.1.1 Approximation pour des fonctions H'

I I
On suppose que l'intervalle {0, 1] est divisé en A intervalles de longueur A et I'on note
T, Vopérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un correspondant & cette subdivision.

Il s’agit de montrer le résultat suivant:

Proposition A.1 Soit £ > 0 fizé. Il n'existe pas de constante C' > 0 indépendante de h
telle que Uon ait, pour tout u € H'[0,1]

lu = Tia < Ch+|lull o

(FE o1y =

Preuve. Considérons la famille (u(h)), de fonctions dont la définition est suggérée par

la figure suivante:

Par définition de la norme duale de H2[0,1], on a

]O Y(ulh) = Tou(h)) de
= sup .

”u(h) _Ihu(h)” | H’l,b” L
PYeHZ0,1] Hz{0,1}

(o))

Fn prenant ¢ = —1 sur [0, 1] et en écrivant |j¢/|| = {Jth|iz2p,1y = 1, il vient

"3 0,1

k) = Ty, > | Zolh) — uh) d

_ %fohl'hu(h) (k) da,
h

-8-'-
On écrit alors

lu(h) — Zru(h)] [fw{h)|[ o,

1 D T
(H=z{o1}y 8””(}2‘)HH1{0,1}
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Majorons |[u(h)||z150,1] par une constante indépendante de h. Pour h assez petit, on a
lulh)llzepyy < 1 et ||(u(h))iz2poy < 1. Donc ()|l zrj0,1) est borné et il existe Co

indépendant de A tel que

l[u(h) — Zhu(h)] 2 Cohllu(P)l| a0, (A1)

oy =

Soit & > 0. Supposons qu’il existe ¢ indépendant de A tel que pour tout v € H 1o, 13
et A > 0, on ait

v — Ih"”“ OhHEH ”Hl 0,1]-

E o,y
D’aprés (A.1.1) on a pour h petit et € > 0

Co
i M zo,1-

[0(8) = Tl g0 2 T2

. C T C
Comme lim— = +o0, il existe hg tel que 2~ (. On a donc, pour ce hg:
-0 hE hg

[lulho) — Zhou(ho) Cho ™ [lulho)l .y

(=, 1})’ -

ce qui contredit 'hypothese. ]

A.1.2 Approximation pour des fonctions H’

De la méme maniére que précédemment, on peut s’assurer, sur un autre exemple
simple, du caractére non optimal de ’approximation par I'opérateur d’interpolation de
Lagrange en norme {H2[0,1])’. On suppose que P'intervalle [0,1] est divisé en % inter-
valles de longueur h. On note Z;, 'opérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un

correspondant a cette subdivision.
On considére alors la fonction z — 2? définie sur [0,1]. Par définition de la norme

duale de Hz[0,1] et en notant u{z) = z?, il vient

jﬂ "(w = Tyu) du

o Tl = sup
FEOD enton 11 a0,
Fn prenant o = —1 sur [0,1], on a
||u—Ihu / Iyu — u dx,

1+1

Zj Trhu — u dx.

=0
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i i+1 (i+1)°

L’équation de la droite passant par les points (%, E) e (n Tt 1)2) est:
2+ 1 2 41
y = T ——.
71 1
Donc
1 nolopdlos ]l 24
Tou—u do = f - _ 22de,
'/D U — u dx Z[:) s - T = zidz
Fa
a =0 6?’?.37
_ 1
 fn?’
2
6
Finalement

[ Ihu“{H%[o,ﬂ)’ 2 OWlullmsou

Dans ce cas aussi on perd /A sur “I’optimalité”.

A.1.3 Approximation pour des fonctions H 2

11 s’agit du cas le plus intéressant dans le cadre du contact unilatéral (cf. démonstration

1
de (2.3.4)}. On suppose que U'intervalle [0, 1] est divisé en ;A intervalles de longueur A et on
désigne par T Popérateur d’interpolation de Lagrange d’ordre un correspondant & cette

subdivision.
On se propose d’établir le résultat suivant, qui est & la source de la convergence en

bt (sous les hypothéses de régularité H? des déplacements) pour le probleme de contact
unilatéral.

Proposition A.2 Soit € > 0 fizé. Il n'eziste pas de constante C > 0 indépendante de h
telle que l'on ait, pour tout u € Hz[0,1]

||l — Ihu”{ff%[o,l])f < Chate||ul

Preuve. Considérons une famille u(h) de fonctions définie sur [0, 1] comme suit.

3 .
HE[0,1]

Pour commencer, on définit u(h) sur {0, A]:

[ x? h




16
h2
=2
uth)
0 i n 3h h
4 2 4
On définit ensuite u(k), de période h sur [0,1].
En prenant ¢» = —1 sur [0, 1] dans la définition de la norme duale, on a

1

() = Tou)l o 2 [, (B o,

1 h
- Efo u(h) dz,
= Ch2.

L'étape suivante consiste a majorer ||u(h)| 2 7 On utilise le résultat ci-dessous.

Hio
Lemme A.1 [l existe C indépendant de h tel que |ju(h) < COvVh.

HH%[O,I]

Suite de la preuve de la proposition. On a

luh) = Znu(h)]] > Ch?,

(o) =

D’autre part, on a

I SR O
g0y ~ VA
Donc

”u(h) _Ihu(h)“(y"%{g,l]}l 2 C’hiI](L‘L(})J)HH%[D,I]’

avec (' indépendant de A.

En reprenant le méme raisonnement que pour (A.1.1), on déduit la proposition an-

noncée. -

Preuve du lemme. On a

1ol ()Y (2) — (u(h)) !
(I, 3y = TetWlEro, + /0 /{l (( (hmm)—( - (y)) i

Y
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2 ! h’2 ’ .
() Eaon < [ (55 ) do = C,

) o < | (3) e =0

1l reste & majorer le terme le plus délicat

I ((u(h)y@: (u(hmy))zmy_

Y

ﬂ_
4
(u(h)y
0 T |
0 n n 3n h
4 2 1
_h
4
.. 2, . . .2
Nous allons diviser [0,1] en 7 intervalles de longueurs égales notés I; 1 <1 < 7 1
s’agit ensuite de décomposer l'intégrale double en 7z surfaces élémentaires:
1 p1 Y — Y 2 % BV 2) — ' 2
/ j ((u( ) (z) = (u(h)) (y)) drdy = ZZ] / ((U( }'(2) — (u(h) (y)> dedy.
0 0 Tr—Yy i=1j=1 I; Jij =Yy

On discute alors suivant les valeurs de |i — j|.

(u(h))' (=) — (u(h))'(y)

r—y

2

2 ..
Sili—7|=0, ona < {1)% et - possibilités de couples (2, 7).

< (1)2 e 2(%—1) possibilités de couples (¢, 7).

Sili—jl=1, ona
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Si |i—jl=2, ona

Y (@) = YW ¢ (LY 52
o h

. ) possibilités de couples (Z,7).

Si Ji_j| =3, on a | Y@ — R (é)Q et 2(%—3) possibilités de couples (i, 7).

Si imj] =4, on a {u(h)) (=) — (u(h)) (y) < (%)2 et 2(%—4) possibilités de couples (1, 7},

et ainsi de suite.

En sommant le tout et en utilisant le fait que la série Z ( ! )2 converge, on arrive
N N2k 41
Lot (u(R)(z) — (u(R)) (y)y?2 e (u(h))'(z) — (u(h))(y)\2
zdy = < 4h.
/O/O( — )’ dzdy ;;/1/1( — Vdady < 4h
D’ou le lemme. 0

A.2 L’opérateur de projection L? sur le cone convexe
des fonctions continues, affines par morceaux et
positives.

Dans cette partie, on considére un opérateur qui est un candidat “naturel” aux bonnes
propriétés d’approximation pour la norme de (H %[O, 1]) et on montre sur un contre—
exemple que ces derniéres ne sont pas vérifices.

On suppose que l'intervalle [0, 1] est divisé en }1; intervalles de longueur h et on désigne
par w7 Iopérateur de projection au sens de L? sur le cone convexe des fonctions continues
positives, affines par morceaux sur les intervalles de la subdivision. On se propose de

démontrer le résultat suivant:

Proposition A.3 Soit ¢ > 0 fizé. [l n’eziste pas de constante C > 0 indépendante de h
telle que on ait, pour tout v € HY0,1], u > 0,

= ull by < O Hellmion

Preuve. Considérons la famille (%) de fonctions positives définie comme dans le section

A.1.1 par:
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u(h)

Considérons ’intervalle [0, i] et déterminons le projeté de u(h} sur cet intervalle. Par
définition de I'opérateur de projection, miu(h) = az -+ bavec b > 0et ah +6 > 0.
Ona

h
k) = m b oo = | (u(h) = (k) de,

5 Rk
= [T 40P dot [ (@ - 5= (ax+b) da,
0 L 2

3 3 h2 hB
:%a2+hbg + hiab — ia-- —b+

24 47" 94°
={a,b).

Cette dernidre expression est & minimiser en les variables o et b, sous les contraintes

b>0etah+b2=0.

On écrit o(a. 8 P 613
a,b) 2 T L
a3 T
Op(a, b) 2 h?
———=h - —.
5% a -+ 2bh 1
La détermination de a et b annulant le gradient de % conduit a
1 h
a = 5 et b= “——8—.

(e minimum ne vérifie pas la contrainte. On cherche donc le minimum sur la frontiere
de ’ensemble des contraintes.

Premier cas: Sib=0¢et a >0,

le minimum est atteint pour




et vaut

e
768
Deuxiéme cas: Sib>0et ah +b6=10,
h3 3 3 5h3 h? h3
(a,b)= Aé—a + hb* 4 h*a b——ﬂa———b%-
=51 (Sa +a+1),
le minimum est atieint pour
1
a -—%,
et vaut
31R3
768

Voici une représentation du projeté sur [0, Al:

Par périodicité, on en déduit le projeté de u(h) sur {0, 1].

Donc
3
(k) ~ mfub) gy = X [ (ulk) = (k) s,
intervalles
_w
768
Ona |
h) —miu dz
Hu(h)—w,fu(h)”m%[olh’: sup £ (u(h) — miiulh))b
, wer¥[o,] HMH%{{;,H

i7l



Fn prenant 1 = —1 sur [0, 1}, il vient
3
+ +
() = it u(b)l i gy 2 |, TH(B) - ulh) d,

1, 1% 5z h 5z h
-_ or /__ _ 1y
h(/o gt g3 7).
_5h

647

En appliquant le méme raisonnement que pour l’opérateur d’interpolation de Lagrange,

on établit le résultat annoncé dans la proposition. 0
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