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Préambule

Depuis que les hommes de bonne volonté se sont intéressés aux lois de la nature, ils se sont apercus
que le comportement des systémes physiques dépendait des interactions qui liait ses systemes
entre eux. Cependant, ce n’est que tres récemment qu’ils ont pu mettre en évidence qu’il n’existait
que 4 types d’interactions fondamentales qui ne dépendent principalement que de 1’échelle sur
laquelle se produit cette interaction. Si les échelles microscopiques de la mécanique quantique
sont le domaine des interactions fortes et faibles, le domaine mésoscopique de la vie courante est
quant a lui le régne de l'interaction électromagnétique. Sur les grandes échelles de ’astronomie
par contre, seule domine la gravitation. Les systémes auto-gravitants, liés par I'intermédiaire de
la seule interaction gravitationnelle, ont de ce fait une position toute particuliere dans I'univers
de la physique.

Tout d’abord, comme nous venons de le dire, de tels systemes possedent une extension spatiale
que ’on ne rencontre qu’en astrophysique, il existe donc fort peu de types de systemes auto-
gravitants, il est méme possible de les séparer en deux classes distinctes : les systémes possédant
une ou quelques composantes tels qu’'une étoile isolée ou un couple d’étoiles, et les systemes
possédant un grand nombre de composantes tels que les amas globulaires, les galaxies ou les
amas de galaxies.

D’un autre coté, en tant que partie prenante de ’astrophysique 1’étude des systémes auto-
gravitants posséde une caractéristique unique dans le domaine des sciences exactes : il s’agit
du seul domaine qui ne permet pas de faire des expériences en laboratoires comme cela est
le cas en physique en biologie ou en chimie. L’expérience a eu lieu une fois pour toutes il y
a environ 15 milliards d’années. Nous ne pouvons pas concocter des étoiles ou des galaxies
dans des éprouvettes. Faute de pouvoir expérimenter en laboratoire, ’astrophysicien ne peut
alors compenser sa frustration que par trois attitudes complémentaires : il peut tout d’abord
sans intervenir, observer les objets que 1'univers met sous sa lunette. Il peut aussi effectuer
des expériences numériques avec un ordinateur puissant qui permet de simuler et d’étudier la
formation, I’évolution ou la stabilité des structures de I'univers astrophysique. Il peut enfin
modéliser mathématiquement le comportement de ces objets afin de pouvoir mettre en évidence
les rouages du scénario qui est en train de se dérouler sous ses yeux.

Dans ce contexte, le travail que nous avons tenté de mener a bien semble bien dérisoire :
I’étude de la stabilité d’un systéme composé d'un grand nombre de particules en interaction
gravitationnelle. Ce probléme n’est pas nouveau en astrophysique, dés le début de ce siecle
Lord Jeans en posait les principales bases. Le lien étroit existant entre la forme du potentiel
gravitationnel liant les galaxies, et celui électromagnétique unissant les particules d’un gaz, ont
conduit les physiciens a utiliser le contexte de la physique statistique pour étudier les systéme
auto-gravitants dont le nombre de composantes est élevé (amas globulaire ~ 10° étoiles, galaxies
~ 10*° étoiles). Toutefois un certain nombre de distinctions fondamentales apparurent bien vite.
Alors qu’il existe deux types de charges électriques (4 et —) qui se repoussent mutuellement ,
il n’existe qu’'une seule catégorie de charge gravitationnelle. Ainsi donc, lorsque 'effet d’écran
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viendra dans un plasma électromagnétique privilégier les phénomenes individuels entre groupes
de particules et tendre & uniformiser le systéme aux grandes échelles, 'effondrement gravitation-
nel viendra quant & lui contribuer a I'inhomogénéité des systémes auto-gravitants. Cette seule
remarque est pratiquement a la base de la compréhension de la physique des systémes gravita-
tionnels. En effet, alors que le principal mécanisme de thermalisation d’'un gaz est la collision
entre les particules, le processus de relaxation d’un systeme gravitationnel est collectif et conduit
vers un état de pseudo équilibre non collisionnel, radicalement différent de celui prévu par une
statistique de Maxwell-Boltzmann.

Malgré tout, la formulation mathématique du probleme de 1’équilibre et de la stabilité d’un
systeme auto-gravitant reste tout de méme possible dans le cadre de la physique statistique,
les différences que nous venons d’évoquer ne viennent en fait que compliquer sa résolution par
rapport au probleme standard des plasmas electromagnétiques.

Deux types d’approches sont classiquement utilisées pour étudier le probleme de la stabilité
d’un systeéme en physique statistique. La premiere consiste a étudier le spectre de la pertur-
bation subie par le systéme afin de mettre ou non en évidence des modes croissants synonymes
d’instabilités. Cette approche est trés puissante et tres générale, cependant elle fait souvent appel
a des mathématiques complexes et contraignantes. Dans le cadre de la stabilité des plasmas gravi-
tationnels elle s’est montrée trés fructueuse pour I’étude des systemes homogenes, pour lesquels
Jeans a pu mettre un évidence une longueur caractéristique de stabilité (la fameuse longueur
de Jeans). Toutefois dans le cadre plus réaliste des systémes auto-gravitants inhomogenes, seuls
quelques exploits ponctuels dans le cas particulier de la symétrie sphérique ont pu étre réalisés par
différents auteurs en utilisant ces méthodes spectrales. Un deuxieéme type d’approche est connu
sous le nom de méthodes d’énergie. Plus globales, ces techniques consistent a ramener le probleme
de la stabilité & celui de I’étude du signe de la variation d’énergie issue de la perturbation. Tres
en vogue dans le domaine de la dynamique stellaire, ces méthodes ont permis depuis les années
1960 d’obtenir un grand nombre de résultats généraux, concernant principalement les systémes
sphériques inhomogenes et isotropes. Toutefois ce type d’approche requiert un certain nombre
de conditions d’applications qui ne sont plus vérifiées des que le systeme n’est plus sphérique ou
devient anisotrope dans ’espace des vitesses.

Face a ce manque de méthode d’investigation nous avons di reprendre le probleme & sa base.
Apres une reformulation des principes et des équations de la physique non dissipative sous le jour
nouveau de la mécanique symplectique, nous avons pu réécrire les équations du probleme de la
stabilité d’'un systeéme auto-gravitant non collisionnel. Cette reformulation nous a ensuite permis
d’obtenir un principe variationnel de stabilité indépendant du type de géométrie présenté par le
probleme. Dans un premier temps, en se placant dans chacun des cas particuliers déja étudiés
nous montrerons comment ce principe permet d’unifier I’ensemble des approches classiques de la
stabilité d’un systéme sphérique isotrope. Dans un deuxieme temps, nous montrerons comment
certains de ces résultats fondamentaux peuvent étre généralisés tant en introduisant I’anisotropie
dans nos systéemes qu’en se placant dans le cadre de géométries non sphériques.

Dans le but de confirmer et de compléter cette approche analytique du probleme, nous avons
entrepris une étude numérique de la stabilité des systémes auto-gravitants non collisionnels
sphériques anisotropes. Nous montrerons tout d’abord comment il est possible de générer un
ensemble de conditions initiales correspondant a un systeme physique présentant de telles ca-
ractéristiques. Nous expliquerons alors comment simuler 1’évolution dynamique d’un objet auto-
gravitant. L’option choisie pour la résolution de ce probleme est la méthode de sommation directe
qui prend en compte & chaque instant le potentiel gravitationnel formé par tous les particules
du systeme. La mise en ceuvre de cette technique a été rendue possible par I'utilisation d’une
machine massivement parallele (CMS5).



-7

L’évolution de plusieurs familles de conditions initiales nous permettra de retrouver un cer-
tain nombre de résultats numériques concernant la stabilité des systemes sphériques présen-
tant une anisotropie radiale dans l’espace des vitesses. Nous montrerons enfin, comment la
confrontation entre nos résultats analytiques et numériques permettent de mettre en évidence
un parametre permettant de prévoir la stabilité ou Uinstabilité d’une configuration d’équilibre
sphérique anisotrope.
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Chapitre 1

Modélisation physique d’un systeme
auto-gravitant

1.1 Les échelles de temps

1.1.1 Le temps dynamique et le temps de croisement

La plus petite des échelles de temps que nous allons considérer correspond au temps nécessaire
pour le transport de I'information dynamique a travers le systéeme. Cette durée est généralement
modélisée par le temps dynamique T, ou le temps de croisement T,. Ces deux parametres sont
du méme ordre de grandeur, le temps dynamique possédant une définition rigoureuse, il est
souvent difficile & calculer explicitement et, dans le cas général d’'un systéme quelconque, on
utilise souvent le temps de croisement dont la définition est beaucoup plus empirique.

Afin de fixer les idées, placons-nous dans un cas académique.

Nous considérons un systeme sphérique homogéne de densité p, constante et constitué de N
particules massives. On appelle ¥ le potentiel gravitationnel du systeme, il est clair que dans
notre cas simpliste ¥ ne dépend que de la distance r entre un corps et le centre du systeme.

Le carré de la vitesse circulaire v, d’une particule test en orbite circulaire autour du centre du
systeme est donnée par la projection du principe fondamental de la dynamique dans le référentiel
de Frenet

L T k 1.1
v rd.'r r| F| . (1.1)

Cette vitesse est donc un estimateur de la masse M(r) contenue dans une sphere de rayon r.
Dans le cas de la sphére homogene, il vient

G4 4rG 2 o dnG o
,Uc2 — __7-[-4r3p0 — u soit v, = Tap T (12)
r3 3 3

La vitesse circulaire croit donc linéairement avec le rayon.
La période orbitale d’une particule en orbite circulaire a une distance r du centre de ce

systeme

TéQﬂ'L = 3T

— 1.
o an. (1.3)

est donc indépendante de la distance r.
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Le Principe fondamental de la dynamique donne I’équation d’évolution de r

d*r GM(r)  4AxGp, <2_7r)2
di? r2 3 - !

= = T (1.4)

qui n’est autre que I’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique de fréquence 27/7T,.
Le temps dynamique d’un systeme est le temps mis par une particule test pour se déplacer du
centre au bord du systéme. Dans notre cas nous aurons donc

T, 3
T, = =2 = 1.5
Ty 16Gp, (1.5)

Dans le cas général le potentiel gravitationnel n’est pas analytique, le calcul exact de Ty n’est
donc pas possible. Nous prendrons alors pour convention de remplacer le p, de (1.5) par la densité
moyenne du systéme (et méme dans les cas pathologiques par une approximation de la densité
moyenne).

Ce temps dynamique est & comparer au temps de croisement T, qui représente le temps mis
par une particule de vitesse moyenne pour traverser le systéme. Cette définition est assez vague
pour obtenir la relation

V<r? >
V<o >
ainsi en prenant les ordres de grandeur raisonnables V< 72 > &~ R et /< v? > &~ R/T,, nous

obtenons T, ~ Tj.
En faisant I’approximation

T. = (1.6)

(1.7)

Nous pouvons donc calculer le temps dynamique de quelques objets auto-gravitants

Masse(Mg) | Rayon Moyen(Pc) | Temps Dynamique( Année)
Amas ouvert 250 2 4,31 10°
Amas globulaire 6 10° 10 0,99 10°
Galaxie SO 6 101° 110* 98,5 10°
Groupe de galaxies 21013 0,7 10° 3,16 10°
Amas de galaxies 1105 3 10° 3,96 10°

Nous constatons donc qu’une étoile moyenne dans une galaxie normale n’a effectué que
quelques demi-douzaines de tours depuis qu’elle a été formée.

1.1.2 Le temps de relaxation par collisions

Le processus principal de relaxation d’un gaz moléculaire est la relaxation par collisions.
A chaque choc, un échange d’énergie se produit entre les deux particules, la répétition de ce
processus conduisant a la thermalisation du gaz, ou en d’autres termes a une ‘Maxwellisation’
de la distribution des vitesses des particules gazeuses. La gravitation étant un champ dont les
propriétés analytiques sont semblables au champ électrostatique mis en jeu lors du processus de
thermalisation d’un gaz, il est de bonne guerre d’étudier un tel processus dans le cadre de la
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gravitation. Nous allons donc évaluer le temps mis par les collisions binaires pour changer de
facon significative la distribution des vitesses dans un objet auto-gravitant.

Dans le but de présenter un calcul analytique non effrayant, nous allons nous placer dans un
contexte simplifié mais assez réaliste. Nous considérons un systéme auto-gravitant formé de N
particules possédant toutes une masse m. Nous étudions le mouvement d’une particule test a
travers le systéme. On appelle collision le passage de la particule test dans le champ gravitation-
nel d’une autre particule. Nous supposons que le systeme est diffus, les rencontres impliquant
plus de deux particules sont alors extrémement rares. Nous supposons finalement que lors d’une
collision, le changement de vitesse percu par la particule test est trés petit devant sa propre
vitesse. La trajectoire de cette particule pendant la collision est donc pratiquement une droite.

Figure 1 : Notre vision de la collision

La constante b, minimum de r pendant ce processus, est appelée parametre d’impact. La com-
posante perpendiculaire au mouvement de la force subie par la particule test se calcule aisément
dans notre approximation

Gbm? Gm? vt 2
BT et T l”<?>] )

Le principe fondamental de la dynamique projeté sur I’axe perpendiculaire au mouvement s’écrit

m'v]_ = FJ_ (19)

qui s’integre donc en utilisant (1.8), pour donner

_3
2

Gm [+ )’ 2G
fv, = b—l” B l1+ (”—) ] d = = (1.10)

b bv

Une relation plus exacte tenant notamment compte de la déflexion de la trajectoire peut étre

trouvée dans [Chandrasekhar 1942]. La teneur globale du résultat reste néanmoins inchangée.
Le nombre de collisions én subies par la particule test avec un parametre d’impact compris

entre b et b+ db est proportionnel & la densité de surface du systéme o ~# N/7 R? nous avons

2N
dn = o0.27bdb = ﬁbdb (1.11)

Nous avons calculé év,, mais 'isotropie du processus de collisions rend 1’axe du vecteur dv

aléatoire, le vecteur moyen est donc nul. Pour estimer "amplitude du changement de vitesse subi

par la particule test lors des collisions avec un parametre d’impact compris entre b et b+ db, nous
utilisons donc le carré de dv,

Gm\? db

§v] = én.(6v)® = 8N <—) "

2 (1.12)

Pour avoir la variation totale Av? subie par la vitesse de la particule test provoquée par les
collisions effectuées pendant une traversée du systeme, il suffit de sommer év3 sur toutes les
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valeurs possibles de b. Cela parait donc simple; pourtant une sommation directe, autorisant des
valeurs de b arbitrairement petites ou grandes fait diverger I'intégrale qui dépend de logb. Il faut
donc choisir des bornes d’intégration plus réalistes.

La valeur maximale B, de b ne pose pas de probléme fondamental, en effet on concoit difficilement
une collision avec un parametre d’impact plus grand que la taille du systéme. Nous prendrons
donc B, = R. La valeur minimale B; de b fait quant a elle 'objet de controverses. Certains
auteurs invoquent le lien qui existe entre B; et ’angle de déviation maximum lors d’une collision
quasi-frontale. Pour rester dans I’esprit de notre calcul approché, nous préférerons rattacher B;
a la taille caractéristique d’une particule. Nous prendrons donc

- R3 3
B = l?’ﬂw ] et B, =R (1.13)

Ainsi en imposant b € [B;, B,], nous pouvons intégrer (1.12), il vient

N (Gm\’ N
5 Gm) log > (1.14)

Av? = —
UL 3<Rv g47r

Une derniere hypothése consiste a supposer que le systeme est globalement dans un état d’équi-
libre, le théoréme du viriel (cf. [Binney & Tremaine 1987]) nous permet d’évaluer le module de
la vitesse moyenne

GM GNm
2 = 1.15
v 7 7 (1.15)

En injectant (1.15) dans (1.14), nous obtenons la variation relative de vitesse

2
k2 AZL ~ S 1og 3N (1.16)
v 3N 4
A chaque traversée du systeme, v* est donc modifiée de v? & cause des collisions. Il faut donc
attendre £~! passages pour que ces dernieres aient un effet important, et parviennent a relaxer
le systeme. Nous avons précédemment calculé le temps de croisement et montré qu’il était com-
parable au temps dynamique du systeme, nous pouvons donc calculer le temps de relaxation par
collision T,

T, 3N
T. = = 8log%Td (1.17)
Les systemes que nous étudierons posseédent un trés grand nombre de corps, (un amas globulaire
renferme environ 10° étoiles et 1’ordre de grandeur du nombre de composantes d’une galaxie est
environ 10'° ). IIs peuvent donc étre traités comme des systémes non collisionnels sur des échelles
de temps de quelques centaines de T,;. Cela ne signifie pas que leurs composantes ne subissent pas
de collisions, cela indique simplement que les collisions n’ont pas d’influence sur la dynamique
globale du systéme sur ces échelles de temps.
L’hypothese non collisionnelle ou non dissipative est le pilier fondamental de toute I’approche
analytique de ce probleme. Il faudra donc la respecter et par exemple, lors de nos escapades
numériques, ne pas faire de simulations qui permettraient au systeéme de dissiper son énergie.
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1.2 Equations d’évolution

Le nombre de degrés de liberté d’un systéme physique est égal au nombre de parametres
nécessaires pour fixer la position de I’ensemble des composants de ce systeme. Par exemple, un
systeme tridimensionnel contraint d’évoluer sur un plan posseéde deux degrés de libertés.
L’intégration de toutes ces équations permet en principe d’obtenir toutes les données relatives au
mouvement du systeme. Toutefois, si ce dernier comporte un grand nombre de degrés de libertés,
la mise en ceuvre des méthodes de la mécanique classique conduit a écrire, donc a résoudre, un
nombre égal d’équations différentielles, ce qui est pratiquement irréalisable. Notons encore que,
méme si I’on arrivait a effectuer cette intégration, il serait absolument impossible de substituer
dans la solution générale les conditions initiales relatives aux vitesses et aux positions de toutes
les particules.

Il semble a premiere vue que les propriétés d’un systeme deviennent de plus en plus compliquées
au fur et & mesure qu’augmente le nombre de particules qui le composent. Nous savons bien qu’il
n’en est rien et que d’autres lois, statistiques celles-ci, prennent le relais pour la description des
systemes dont le nombre de degrés de libertés est tres grand, et méme dans une limite continue
tend vers Uinfini.

Supposons que le systéme que nous considérons possede 3N degrés de libertés. Cela signifie
que les positions des différents points du systeme sont définies par N tri-vecteurs q,, l'indice «
prenant toutes les valeurs 1,2,---, N. A un instant donné, I’état du systeme sera completement
déterminé par les N vecteurs position et les N vecteurs vitesse q, correspondants. Pour un
certain nombre de raisons pratiques, il est d’usage lors d’une description statistique de caractériser
I’état d’un systéme par les positions et les impulsions p, au lieu des vitesses. Dans la majeure
partie des cas, 'impulsion (ou moment linéaire) d’une particule est le produit de sa masse par
sa vitesse. Nous verrons plus loin comment définir I’impulsion de facon plus efficace. On peut
représenter mathématiquement les différents états d’un systeme par des points dans un espace
a 6N dimensions appelé espace des phases. La trajectoire, ou le lieu de ces points permet de
représenter de maniere univoque 1’évolution du systeme.

En s’intéressant & un volume infinitésimal dI' de cet espace des phases

dI'2dq,dq, - - -dqydp,dp, - - -dpy (1.18)

on peut introduire la probabilité dw des états représentés par des points contenus dans ce volume
a l'instant ¢. C’est-a -dire, la probabilité pour qu’a cet instant les positions q, et les impulsions
p, soient comprises dans les intervalles infinitésimaux [q, + dq,] et [p, + dp,]. Cette probabilité
se laisse exprimer par

dQ = f(N)(qlv'"7q57p17"'7p37t)dr (119)

ott la quantité f™N)(--. q,,++,p,, ) est appelée fonction de distribution du systéme. Cette
fonction est clairement positive et de norme unité, elle représente la densité, au sens probabiliste,
de points w, = (q,,p,) dans lespace des phases. Si le nombre de particules est conservé au
cours de ’évolution, cette densité obéit a une équation de continuité

Af
ot
ou W = (q, p) représente la vitesse du flot des points dans ’espace des phases. En explicitant le
produit scalaire de la divergence de (1.20), il vient

U L () 5 ()] < 0

a=1

+ V. (fMw) = 0 (1.20)
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Apres dérivation, nous obtenons

Of(N)

ﬁ:[ ( “V)) +9,-Vy, (fm)] + f<N>Z w (@) + Vo (p,)] = 0(1.22)

En écrivant les équations de Hamilton pour chaque particule,
OH o0H
Vi<a<N q,=—-— e p,=—7 1.23
<a< 4 = 5o Pa = ~5q. (1.23)
ou H est le Hamiltonien du systéeme, on constate que

¢ 2H
9 = —-V,.P. (1.24)

Vi<a<N V, q,=-———=
S0ET e Gp 0,

Ainsi donc la deuxieme somme de (1.22) est nulle et nous avons

9 f(N)

N
E[ Vo [ 49,V [ =0 (1.25)

cette équation est connue sous le nom d’équation de Liouville et correspond donc & 1’équation
d’évolution du systeme en terme de la variable f(V),

En pratique, lorsque le systéme devient plus grand qu’une paire, cette équation s’avere inuti-
lisable, et nous devons faire des approximations. A partir de la fonction de distribution a N
particules f®™), nous pouvons construire une fonction de distribution a une particule :

SV = Y (a,, past) = / e / FNGry - dD y_qdT gy - dly (1.26)

(avec dI',, = d*q,d*p,), puis une fonction de distribution & deux particules :

f(z) = f(z)(qavpa7qﬁ7pﬁ7t) (127)

- / J™Ary - dT_ydT gy - - dlp_ydl gy -+ dly (1.28)

et ainsi de suite ...

Une description parfaitement exacte du systéme est possible si 'on possede f(*)) ou bien la
collection de toutes les fonctions f*) pour 1 < ¢ < N — 1, cette structuration du probleme est
généralement connue sous le nom de hiérarchie BBGKY.

En introduisant la fonction de corrélation ',z entre paires de particules définie par

(V)

2 = JOUED 4 Cup, (1.29)

et les fonctions de corrélation entre triplets, quadruplets , etc., il est possible de décomposer f(N)
en une somme de produits de f{!) uniquement. En négligeant ces corrélations entres particules
(c’est-a-dire Cyg = Chp, = - -+ = 0), toute notre connaissance sur le systéme est contenue dans
les fonctions f(!. Si nous supposons de plus que toutes les particules sont indiscernables, nous
obtenons une fonction de distribution simplifiée

Vi<a<N fél) = f(l)(q,p,t) = f(qvpvt) (130)

Le fait de négliger toutes les corrélations revient a supposer que le systeme est purement non-
collisionnel, c’est-a-dire que les collisions entre particules n’ont aucune influence sur la dynamique
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du systeme. Ainsi donc a la lueur des enseignements de la section précédente concernant les
échelles de temps, nous pouvons tout a fait décrire un systéme auto-gravitant par cette fonction
de distribution simplifiée f(q,p,t). L’équation régissant I’évolution de f est obtenue a partir
de I’équation de Liouville en négligeant les corrélations et en introduisant 1’indiscernabilité des
particules. Cette équation est connue sous le nom d’équation de Boltzmann sans collisions, elle
s’écrit

of
al

Dans le cas d’'un systéme auto-gravitant, la seule force vue par une particule située en q avec
une impulsion p est issue du potentiel gravitationnel créé par toutes les autres particules. La
moyenne de ce potentiel sur ’'ensemble des particules permet d’obtenir un champ moyen % dont
est issue la force appliquée a chaque particule. Nous avons donc

+ aVe/+P.Vf = 0 (1.31)

p=F = V) (1.32)

Ce champ 1 obéit a I’équation de Poisson Ay = 47Gp, A étant 'opérateur laplacien a trois
dimensions, G, la constante de gravitation et p la densité du systéme. Dans notre description
moyenne, cette densité s’obtient par une intégration sur les impulsions de la fonction de distri-
bution dans ’espace des phases. ainsi nous aurons

AY(q,t) = 4nGp = 47TG/f(q7p7t)d3p (1.33)

FEn utilisant la fonction de Green de I'opérateur laplacien nous pouvons obtenir ¥ en fonction de

f
¢(q7 — _Gm/f q_p7 d3 7d3 (134)

Dans cette hypothese de champ moyen et de forces conservatives, I’équation de Boltzmann sans
collisions prend une nouvelle forme appelée équation de Vlasov
of of of

+ Pa _Vq(féb)'%

o+ P =0 (1.35)

En introduisant 1’énergie moyenne par particule £ = p?/2m + 1, et le crochet de Poisson (cf
annexe 2) entre deux fonctions z(q, p,¢) et y(q,p,?)

3,8 a
dz dy dz 0y
Pslz,y] £ <—— - ——), (1.36)
; dq; Op; dp; 0Og;
il est facile de constater que I’équation de Vlasov s’écrit simplement
aof
= = PslE 1.
oL~ Pyl 1) (137)

Cette équation est I’équation d’évolution dynamique du systéme exprimée en fonction de la va-
riable f. Il s’agit donc de I’équation fondamentale, point de départ de toutes nos investigations.
La notation particuliere utilisée pour le crochet de Poisson sera justifiée lors de approche ana-
lytique développée dans la deuxieme partie de cette these.

Nous avons présenté ici une vision physique de la dérivation de ’équation de Vlasov, une dé-
marche beaucoup plus globale est aussi possible et permet une vision complete de la théorie
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cinétique a partir d’'un minimum d’hypotheses fondamentales. Toutefois, notre propos n’est pas
ici de reformuler la théorie cinétique et nous renvoyons donc le lecteur curieux vers ’annexe
1, dans laquelle tout est expliqué avec force détails concernant la modélisation d’un systeme
physique quelconque par la théorie cinétique.

Nous savons a présent comment décrire un systeme auto-gravitant. Pour pouvoir étudier la
stabilité de tels systémes nous devons avant tout parler de leurs éventuels états d’équilibre, point
de départ de leur évolution.

1.3 Equilibre Cinétique des systémes auto-gravitants

Un systeme physique est dans un état d’équilibre lorsque sa fonction de distribution dans
I’espace des phases est telle que

of
yri
Ainsi donc, si ce systeéme est non collisionnel (ou non dissipatif) (1.37) nous indique clairement
que sa fonction de distribution d’équilibre au sens de Vlasov est de la forme générale f, = f,(F).
Il existe donc une infinité d’états d’équilibres.
Toutefois, nous avons vu dans le chapitre concernant les échelles de temps des systémes gravita-
tionnels que 1’état non collisionnel n’était envisageable que durant une certaine période dépendant
du nombre de composantes du systeme. Lorsque les collisions interviennent il est alors facile de
montrer (compte tenu de la forme de I'interaction gravitationnelle) que le seul état d’équilibre
envisageable est celui décrit par une fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann (cf [Diu et
al.1989)).
Malheureusement, si 'on considere une telle fonction de distribution la masse du systeme di-
verge ! Pour remédier a ce petit probléeme Lynden-Bell eut donc I’idée d’imposer au systéme une
masse finie M, et de caractériser I’équilibre par ’état d’entropie maximum. Ces deux contraintes,
augmentées de la conservation de I’énergie totale du systeme, permettent donc de définir une nou-
velle statistique, dite de Lynden-Bell (cf [Saslaw 1985]), et intermédiaire entre la statistique de
Mawxell-Boltzmann et celle de Fermi-Dirac.
Cette modélisation pourrait étre tout a fait valide si ’entropie des systémes auto-gravitants ne
souffrait pas comme nous ’allons voir d’une ficheuse propriété.
L’entropie est définie en physique statistique par la relation de Schannon :

S = —/ fIn(f) d*q &p (1.39)

0. (1.38)

ou f est la fonction de distribution du systéme auto-gravitant que nous modélisons de la facon
suivante
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Figure 2 : Systéme auto-gravitant

Nous avons arbitrairement découpé notre systeme en deux régions. La masse M; de la région I
(bleu clair) étant supposée trés supérieure a la masse M, de la région II (rouge). Les “rayons”
r1 et ry sont des quantités moyennes si, comme sur la figure 2, le systéme n’est pas sphérique.
L’énergie potentielle gravitationnelle contenue dans chacune des deux régions s’écrit alors

GM:? GM, M.
Lo et | B, | = ——

T1 To

| By | = (1.40)
Le potentiel gravitationnel est attractif, ainsi, I’évolution vers I’équilibre va se traduire par une
concentration de la région centrale dont 1’énergie totale va décroitre vers un état d’équilibre.
Nous allons donc transférer une partie de I’énergie de la région I vers la région II pour simuler
I’évolution vers I’équilibre. Cette quantité d’énergie potentielle AF, correspondant a une région
d’épaisseur moyenne er;, s’écrit donc

AE = GM?  GM; _ _EG.Ml2

T r.(1—¢€) T

Cela revient donc en fait a augmenter r, jusqu’a 7/, tel que :

G.M;.M,

o)
s

FEtudions I’effet induit par cette transformation sur U'entropie de la région II. Pour cela, calculons
le volume V, occupé par cette région dans l’espace des phases.
Le théoréme du Viriel nous dit :

1 G.M,.M.
Ly ~ GMMs
2 T
_ G.M\?
= Uy N -
r
2

Ainsi, nous avons :
—3 3
—3
Vo &= Tl o~ (G.Mry)?

Dans I’hypothese d’une répartition uniforme, la probabilité de présence dans ’espace des phases
est inversement proportionnelle au volume occupé dans cet espace.

Ainsi pour la région II, nous aurons :
N,

V.
ou N, est une constante de normalisation positive de p. Ainsi, en reportant ce résultat dans
(1.39) et en prenant la valeur de Vs, il vient :

p

S, = — 11\27—2.171 <i§2) Vo + Cste
2 2

N
= 5y, ~ —N,.in (V_2> + Cste

2

w

= 99 = —.Ny.In(r,) + Cste

5.
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— 5 = —%.NQ.ln|E2—|—AE| + Ciste (1.41)

Dans cette transformation, on peut aussi montrer que ’entropie de la région I reste bornée,
mais rien n’empéche AFE de tendre vers —F, et donc de faire diverger I'entropie totale du sys-
teme.

Dans ces conditions, il devient difficile d’atteindre un état d’équilibre caractérisé par une entropie
maximale, et la statistique de Lynden-Bell semble contenir dans ses hypothéses des propriétés
impossibles a réaliser pour les systemes dont elle veut rendre compte .

C’est la Catastrophe Gravothermale.

Le devenir de particules jetées au hasard dans leur propre champ de gravitation peut donc se
résumer ainsi : sur de faibles échelles de temps (quelques demi-douzaines de dizaines de temps
dynamique), le systéme est non collisionnel, il se relaxe trés rapidement (Relaxation violente
[Lynden-Bell 1967]) pour atteindre un état d’équilibre décrit par la statistique de Lynden-Bell,
et une fonction de distribution du type f = f,(£). Sur de plus longues échelles de temps, cet
état va évoluer tres lentement pour atteindre un état dont on sait peu de chose si ce n’est qu’il
doit étre tres dense.

Figure 3 : Evolution schématique de la fonction de distribution

Sur une échelle de temps faible devant 7). (cf. (1.17)), le systéme est dans un état de proche
équilibre “local” dans le temps. Il est non collisionnel et décrit par une équation de Vlasov car
le terme B;; de diffusion de I’équation de Focker-Planck est négligeable (cf. appendice A).

Sur des échelles de temps beaucoup plus grandes, comme la durée de vie du systéme, il
faut absolument prendre en compte les collisions mais I’étude devient alors trés complexe et en
pratique uniquement numérique. Dans toute la suite de notre propos, nous étudierons la stabilité
de I’état de pseudo-équilibre atteint apres la phase de relaxation violente, sur de faibles échelles
de temps (< 1007},), nous demeurerons ainsi non collisionel.

1.4 La fonction de distribution d’équilibre

1.4.1 L’orbite des étoiles dans un systéme auto-gravitant

Dans cette partie, nous allons étudier la nature des orbites des étoiles évoluant dans le po-
tentiel moyen d’un systéme auto-gravitant. Cette étude est a la fois simple et fructueuse. Elle
est simple griace a la nature des approximations que nous pouvons effectuer, et fructueuse car
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elle contient dans ses conclusions la naissance de la réponse a de nombreux problemes de la
dynamique stellaire.

Nous supposerons dans toute cette section que le mouvement d’une étoile est le fruit du
champ gravitationnel moyen crée par ’ensemble des autres étoiles. Nous négligeons donc les
forces a petite échelle pour ne conserver que les phénomenes collectifs a grande échelle.

De plus, nous limiterons notre étude aux systemes possédant la symétrie sphérique. La ma-
jeure partie de ces résultats est fort bien connue mais ils demeurent fondamentaux, et sont
présentés dans de nombreux ouvrages avec plus ou moins de détails.

Orbite dans un potentiel sphérique stationnaire

Nous considérons le mouvement d’une étoile dans un champ de force centrale.
Sir = re, représente le vecteur position d’une étoile par rapport au centre du systeéme, alors cette
étoile subit une force F dont le module est uniquement dépendant du module r de sa distance
au centre et dont le support est la droite liant le centre & 1’étoile

F = f(r)e, (1.42)
Dans ces conditions, le principe fondamental de la dynamique nous donne les équations du
mouvement :

d’r

— = re, 1.43

) (1.43)

Utilisant (1.43) , il est facile de voir que le moment cinétique par unité de masse, r A T, est
conservé au cours du mouvement, la trajectoire de 1’étoile est donc contenue dans un plan : Le
plan orbital.

Nous nous plagons donc dans ce plan et utilisons les coordonnées polaires, (O,e,,ey) telles

que
de, dey
= t —e, 1.44
i e, e o e ( )
dans ces conditions la vitesse et ’accélération de I’étoile sont données par :
I R (1.45)
io= (F-rde + (rd+2id)ey (1.46)

I’équation vectorielle du mouvement (1.43) fournit donc un systéme d’équations

P—rd? = f(r)

. . d. ., (1.47)
ro+2r¢ = 0 < %(7‘ $) =0
L’équation du bas de (1.47) n’apporte pas grand chose car nous savions que le vecteur moment
cinétique L était un invariant dynamique, et cette équation traduit la conservation de son module
L =|L|= r%, nous pouvons toutefois nous en servir pour éliminer le temps dans (1.47), en
effet

5 do do L d L d

! dt = dt r2 — dt r2 do (1.48)



A a4 AR 22 AU Re VAT AT A AAAIMITL AL NS LN L I AT A A SV K XS A AV LA AN WAL A Y A ALY A

en injectant ce résultat dans (1.47), nous obtenons

L* d (1 dr L?
was ()~ = 0 49

en utilisant la variable w = 1/r, cette équation se simplifie finalement pour donner

Fu o [(1]u)
T& Tu = - 1202

(1.50)

Il est alors clair que cette équation posséde deux familles de solutions. La premiere correspondant
a des problemes pour lesquels r peut croitre indéfiniment et méme tendre vers 'infini (si le systéme
est en équilibre), les orbites correspondantes seront donc non bornées. Les systémes stellaires que
nous étudions étant supposés isolés et d’extension finie ne possedent donc pas d’étoiles sur de
telles orbites. Une deuxiéme famille de solutions de 1’équation (1.50) correspond aux orbites
bornées pour lesquelles 7,,;, < 7 < Thas-

Pour aller plus loin dans la résolution analytique de ce probleme, il faut se donner ’expression
de f(r). Par exemple, pour un potentiel Képlerien nous aurons f(r) = GM/r?, et une solution
exacte est calculable. Toutefois, dans un cadre plus général, seule une approche numérique est
possible.

Malgré tout, une petite remarque supplémentaire permet de compléter notre étude.

En effet, en multipliant les deux membres de (1.50) par du/d¢ et en intégrant sur ¢ nous
obtenons

2
LY L [lesin,,
2 \do 2 do L2u?

Dans notre cas gravitationnel, on peut toujours supposer que la force F dérive d’un potentiel
¥(r) nous avons donc

(1.51)

v _ e

Jr) = -2 = v (1.52)
le second membre de (1.51) s’intégre directement, il vient

1 fdu\> 1, 29

— (== - = =k 1.

2 <d¢) Tyt (1.53)

Compte-tenu de I’hypothése conservative que nous avons effectuée, la constante d’intégration k
est forcément reliée & une autre constante : L’énergie du systéme par unité de masse. Il est facile
de le vérifier en posant k = 2F /L. Dans ces conditions on a

L? (duN\®  u?L?
= 7(%) Tty (1.54)
soit en utilisant (1.48)
1 /dr\° 1/ do\°
= 5(5) * 5(5) t¢ (1.55)

Compte-tenu de la relation (1.45) donnant la vitesse en coordonnées polaires, nous retrouvons
bien

E = —+ ¢ (1.56)

2
2
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La relation (1.53) s’écrit donc en fonction des deux grandeurs conservées E et L?

) d_) Ay~ B)
u® + <d¢ + 72 =0 (1.57)

Comme nous ’avons indiqué plus haut, nous nous intéressons ici aux systemes d’extension finie
dont les orbites sont bornées. L’étoile peut se déplacer a l'intérieur d’une région de l'espace. Il
est d’ailleurs assez simple de trouver ces deux bornes, en effet, en ces points la vitesse angulaire
du/d¢ est nulle, ainsi (1.57) devient
2(¢(1/u) - E)
2

u” + — = 0 (1.58)
qui possede en général deux racines, 1y = uj* et 7, = u;'. La période radiale, ou le temps mis
pour 'aller-retour entre ces deux point, s’obtient a partir d’une intégration. En injectant la loi
des aires (1.47) dans la relation donnant I’énergie (1.55) nous obtenons

- 1<d"”)2 ¥ 1<L)2 oy (1.59)
- 2\t 2 \ 7 v '
ainsi
dr L?
— = /2(F - - — 1.60
o ¢ (£~ ()~ 2 (1.60)
les signes plus et moins correspondant a ’aller et au retour. La période radiale s’écrit
T2 d
o= 2 / d (1.61)
ry L2
Jz (B () - 75
Dans ce voyage, angle azimuthal ¢ est augmenté de A¢ tel que
"2 de " [ dt
Ap = 2 —dr = 2 ——di 1.62
¢ /n ar /n rZdr ( )
Le rapport de la fréquence azimuthale v, a la fréquence radiale v, s’écrit donc
1 A 2 CESdr
,é”ﬁ:ﬁ:_rfrlfgf (1.63)
K, v, 27 T [? r

frl —L2
AB—4(r)- —5
T

Ce rapport n’est en général pas un multiple rationnel de 1/pi, 'orbite d’une étoile dans un tel
systeme n’est donc généralement pas fermée. La trajectoire remplit un anneau compris entre les
cercles de rayon r; et r,. On parle alors de trajectoire ergodique.

Lorsque le potentiel est fixé, v, et ro, v,,v4 et donc K, ne dépendent que de E et L% C’est
aussi la principale raison pour laquelle, la fonction de distribution d’un tel systéme dans I’espace
des phases ne dépend que de ces deux quantités.

Pour achever cette étude, il est intéressant de mettre en évidence le domaine de variation
de K,. Il n’est en général pas possible d’expliciter analytiquement le potentiel ?(r) vu par
chaque étoile, il en est donc de méme pour toutes les quantités qui en découlent. Nous pouvons
toutefois remarquer que quelle que soit la nature de ce potentiel, il doit forcément occuper un état
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intermédiaire entre le potentiel d’un systéme homogene et le potentiel d’un systéme Képlerien
dans lequel toute la masse est contenue dans un point unique.
Pour un systeme homogene dont la densité en tout point est égale a p,, le potentiel se calcule

aisément grace a I’équation de Poisson Ay = 47Gp,, ainsi
1
Vhom(r) = U0 + 51/372 (1.64)

1, étant le potentiel central, et v? = %ﬂ'Gpo. Le calcul des fréquences est donc possible, il vient

Vhom

hom hom r
v, = v, ety = 5 (1.65)
ces deux fréquences sont donc indépendantes de r et le rapport K, = 2. A I'opposé, pour un
systeme Képlerien dont le potentiel est défini par

GM

Vrep(r) = —— (1.66)
le calcul est encore possible et fournit
_9F)3
A (G7) et VT =, (1.67)

les fréquences sont toujours constantes mais ici K, = 1.
Tout systeme réaliste se situant entre ces deux cas limites, verra donc son K, compris entre
1 et 2, ses fréquences seront donc telles que

vy < v, < 2w, (1.68)

La force gravitationnelle moyenne au centre du systéme est toujours nulle, le profil de densité
(intégrale de cette force) au coeur du systéme est donc constant. Cela revient donc a supposer
que les régions centrales des systémes auto-gravitants sont homogenes, ce qui est assez réaliste
si l'on retire I’éventuel trou noir.

Les étoiles de faible énergie (£ ~ 0), et donc par la méme confinées dans ces régions centrales
possedent donc un K, = 2.1l en va de méme pour les étoiles possédant un faible moment cinétique
(L* ~ 0) qui ne font pourtant que passer dans ces régions. En effet, ce rapport 2 signifie que
pendant le temps d’une révolution, ’étoile effectue deux oscillations radiales. Les étoiles possédant
un faible moment cinétique sont sur des orbites quasiment radiales (L? = r’v? & 0 <= v, ~ 0).
Flles démarrent de leur apocentre aux confins de la galaxie, et plongent vers le centre ou elles font
un quasi demi-tour pour repartir vers ’extérieur ou elles refont demi-tour... Elles accomplissent
donc 2 oscillations radiales pour une azimuthale, et donc leur K, = 2.

Ce raisonnement assez simple est a la base de la compréhension du principal mécanisme
d’instabilité subi par de tels systemes.

Nous en savons a présent assez sur la nature des orbites des étoiles dans les systemes que
nous allons étudier et lors de nombreuses occasions nous reviendrons saisir dans ce paragraphe
de petits résultats aux conséquences insoupgonnables.

1.4.2 Intégrales du mouvement

Une constante du mouvement dans un potentiel donné est une fonction C(q, p,¢) de la po-
sition, du moment linéaire et du temps qui demeure constante le long de l'orbite de chaque
particule du systeme. Ainsi quels que soient les instants ¢; et {5, nous aurons

C(qtlvptlvtl) = C(qtzvpt27t2) (1'69)
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Une intégrale du mouvement /(q,p) est une fonction de la position et du moment linéaire
seulement, dont la valeur est conservée le long de chaque orbite

I(qt17pt1) = I(qtgyptg) (1-70)

Bien que toute intégrale du mouvement soit une constante du mouvement, I'inverse n’est pas
obligatoire. Par exemple, dans un potentiel sphérique, la coordonnée azimuthale ¢ d’une particule
en orbite circulaire a la vitesse angulaire Q est donnée par ¢ = Qf + ¢,. L’azimuth initial ¢,
étant fixé, C' =1 — ¢/ est une constante du mouvement, toutefois C' n’est pas une intégrale du
mouvement car elle dépend explicitement du temps. Le contre-exemple précédent nous permet
de plus de remarquer que chaque orbite dans un potentiel quelconque posséde 6 constantes du
mouvement indépendantes. En effet, les conditions initiales q, et p, déterminées & partir de q
et p en intégrant les équations du mouvement sont bien 6 constantes du mouvement.

Les équations du mouvements dans le cas d’un systéeme soumis a des forces dérivant d’un
potentiel stationnaire ¥(q) ne sont autres que les équations de Hamilton qui s’écrivent

dq . dp  0¢

R R (1.71)

ces équations se réécrivent sous la forme d’un systeme différentiel, en coordonnées cartésiennes

nous avomns par exemple
dp, dy dp, dz dp,

dz
— = = =dt 1.72
T E T E )

Il est donc clair que ce systéme posséde 6 constantes du mouvement indépendantes dont 5
ne contiennent pas de dépendance temporelle explicite, pour chaque particule il existe donc 5
intégrales du mouvement.

Dans certains cas importants, quelques unes de ces intégrales peuvent étre mises en évidence.
Par exemple, I'intégration des équations de (1.72)couplées deux par deux consécutivement montre
que pour tout potentiel stationnaire ¥(q) , ’énergie, E(q,p) = p?/2m + ¢(q) est une intégrale
du mouvement. Si le potentiel posseéde des symétries particulieres, d’autres intégrales évidentes
apparaissent. Dans le cas sphérique, nous avons vu lors du paragraphe précédent que le moment
cinétique L était conservé, L. = q X p, les trois composantes de ce vecteur constituent donc
trois intégrales du mouvement. Dans le cas d’un potentiel symétrique autour d'un axe z, la
composante L, du moment cinétique est conservée et forme une intégrale du mouvement. Il
est toutefois impossible dans le cas général d’obtenir une expression simple de I’ensemble des
intégrales du mouvement d’un systéme.

Le concept d’intégrale du mouvement et sa signification physique permettent d’obtenir une
vision simplifiée des propriétés du mouvement. En effet, reprenons par exemple le cas sphérique
évoqué plus haut, la conservation du support et du sens du vecteur L implique que le mouvement
s’effectue dans un plan. La connaissance de 4 grandeurs, 7, ¢, v, = 7 et v, = ré est donc suffisante
pour caractériser de facon univoque la trajectoire d’une particule. La conservation de F et du
module L de L permettent alors de réduire cette région quadri-dimensionnelle & une surface
bi-dimensionnelle de I’espace des phases, telle que

L? L

v, = £ 2(E —(r)— = et v,=— (1.73)
T

dans laquelle I’ceil d’un expert saura reconnaitre un tore. Ainsi en pratique, si I’on connait

I’énergie et le moment cinétique d’une particule dans un potentiel sphérique, la position et la
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vitesse de cette particule sont spécifiées par uniquement deux quantités, par exemple r et ¢. Le
probleme est donc considérablement simplifié.

Est-il possible de le simplifier davantage en trouvant par exemple la cinquieme intégrale du
mouvement ?

Afin de répondre a cette question considérons le mouvement d’une particule dans le potentiel

a

W(r) = —GM (% + 72) (1.74)

dont l'intérét est de permettre une intégration des équations du mouvement (1.47) en fonction
de a. Il vient

1 o — qbo) GMK*
i 1.
a cos< % + VE (1.75)
avec
2GMa\"* 1C2L2  (GMK\*
K = (1- t B o= — - 1.
: < IE ) ¢ 2 K ( L ) (1.76)
La condition initiale ¢, peut ainsi s’exprimer en fonction de r et ¢
1 /1 GMK?
= _ — (oI 1.77
¢ ¢ — «a arcos [C’ <T T2 )] (1.77)

cette relation ne faisant pas intervenir le temps de maniere explicite, ¢, est donc une intégrale
du mouvement.
La variable azimuthale ¢ est définie modulo 27, toutefois, la relation (1.75), indique clairement
que toute transformation de ¢ en ¢p+2n K 7 laisse r et ¢, invariants. Ainsi donc si K est irrationnel,
la donnée des 5 intégrales du mouvement que sont E, L, ¢, et de la coordonnée radiale r ne sont
pas suflisantes pour définir de maniére univoque ¢. En fait ¢, est une intégrale du mouvement
mais elle ne permet pas de réduire la dimension du probleme comme ’ont si bien fait F et L,
elle ne permet pas d’isoler une des dimensions de ’espace des phases : ¢, est une intégrale du
mouvement non isolante.
D’un autre coté, si K est rationnel, ¢ + 2nK 7 est égal a ¢ modulo 27, la donnée de FE, L, ¢,
et r résout exactement le probléme en permettant de déterminer exactement ¢. L’intégrale du
mouvement ¢, a dans ce cas permis d’isoler une des deux dimensions de l’espace des phases
restant & isoler. ¢,, comme E et L, est une intégrale isolante du mouvement. (Le cas ¢ = 0 et
donc K = 1 est celui d’un potentiel Képlerien, il est donc possible de décrire un tel systéme
uniquement a travers ces 5 intégrales isolantes).

Dans un cadre plus général il existe une définition plus précise de la notion d’intégrale isolante
du mouvement (cf. [Arnold 1978] par exemple) . Notre but est simplement de comprendre par
quels moyens il est possible de simplifier la modélisation d’un systeéme physique auto-gravitant.

1.4.3 Fonction de distribution d’équilibre d’un systéme sphérique

Nous avons vu qu’il était en général impossible de résoudre exactement le probleme de 1’étude
du mouvement d’une particule test dans le champ gravitationnel moyen d’une assemblée d’autres
particules.

De maniére générale, il est en effet impossible de trouver I’ensemble de toutes les intégrales du
mouvement. Toutefois, certains états du systeme se dévoilent en nous indiquant les propriétés de
la fonction de distribution de Vlasov qui les caractérise.
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Les théorémes de Jeans

Nous avons introduit au paragraphe précédent la notion d’intégrale du mouvement I(q, p). La
définition (1.70) indique que la dérivée de I le long de toutes les orbites est nulle. En explicitant
cette condition, il vient

dl dq dp

— = 1.— I.— = 1.

7 = Vg 7 + Vp T 0 (1.78)
Soit en injectant les équations de Hamilton,

dI

Nous constatons que la condition pour que [ soit une intégrale du mouvement est équivalente
a celle pour que I soit une solution stationnaire de I’équation de Vlasov (1.35). Ainsi, toute
fonction f positive et intégrable des n intégrales du mouvement du systéeme I, 1 < k < n, sera
telle que

d

af di,

OIk dt

et par conséquent f est une fonction de distribution qui décrit un état d’équilibre du systeme.
Ce résultat est connu sous le nom de premier Théoreme de Jeans [Jeans 1929)].

Nous avons expliqué sur un exemple que les intégrales du mouvement ne possedent pas toutes
la méme importance. Certaines sont bien définies (intégrales isolantes) et permettent de simplifier
I’étude du systeme et d’autres possedent une liberté de phase qui les rend pratiquement impro-
pres. Le premier théoréme de Jeans se doit alors d’étre aménagé. La fonction de distribution
d’équilibre étant définie de facon univoque elle ne dépend que des intégrales isolantes du mouve-
ment. Ce résultat est connu sous le nom de second Théoréme de Jeans. Bien qu’intuitive, cette
propriété n’est pas immédiate a démontrer et nous renvoyons nos fideles lecteurs vers ’annexe
4-A de [Binney & Tremaine 1987] pour plus de détails.

Le probleme étant & présent réduit & sa plus simple expression, nous pouvons étudier divers
cas particuliers classiques de ce théoreme simplificateur.

Les systémes avec f, = f,(F)

Nous avons montré lors du paragraphe précédent que dans le cas d’un potentiel stationnaire,
I’énergie de toutes les particules est une intégrale isolante du mouvement. En passant a une
description statistique Vlasovienne du systéme, 'intégrale isolante correspondante sera donc
I’énergie moyenne par particule, £ = p?/2m + (q).

Quelle est la nature d’un systeme dont la fonction de distribution stationnaire ne dépend que

de E?
Cette question aux allures simples est passée sous silence dans de nombreux ouvrages (sauf
[Chandrasekhar 1957] qui s’avoue vaincu) car elle reléve en fait de mathématiques complexes. La
réponse est maintenant bien connue grace au travail de plusieurs spécialistes [Gidas et al.1981],
rappelons en les points principaux.

Nous supposons donc que la fonction de distribution d’équilibre f, d’un systéme donné ne
dépend que de I’énergie moyenne par particule F. La densité p(q) de ce systeme est donnée par

=[5 (L +v@) e (1.81)
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en utilisant la variable £ en lieu et place de p, cette relation se réécrit

o) = [ e (1.82)

la densité p du systéme ne dépend que de son potentiel ¢, p = p(¢). L’équation de Poisson s’écrit
donc

Ay = ArGp(v) (1.83)

A désignant 'opérateur laplacien. De plus, le potentiel est une fonction strictement négative qui
tend vers 0 lorsque sa variable tend vers I'infini. Si nous supposons de plus que p s’annule a la
surface du systeme, nous sommes donc exactement dans les conditions d’application du théoréme

Gidas-Ni-Niremberg (GiNis) [Gidas et al.1981]

Théoréme 1 Si u est une fonction C? de R® — R telle que

Ve e R’ u(z) <0 et Vie{l,2,3} lim u(z;)=0 (1.84)

et si il existe une fonction f continue de R* — R® telle que
Au = f(u) (1.85)

alors, pour un choix convenable de Uorigine O de @,

Ve e R® u(z)=u(|z]|) et >0 (1.86)

ou
0| x|
u est une fonction symétrique monotone croissante de | z |.

Ce puissant théoreme nous permet donc d’affirmer qu’un systéme dont la fonction de distribution
ne dépend que de I’énergie F est sphérique.

Le systeme est donc isotrope dans 'espace des positions. Il est facile de démontrer que cette

isotropie se conserve dans l’espace des vitesses, en effet, la dispersion de vitesse dans chaque
direction s’écrit

__ 2 2 2
Vie (1,23) 72 [dpdpdpopts, |[PEIER Ly (1.87)

2m

¥ ne dépend que des coordonnées spatiales, ainsi p? = p2 = p2 et le systeme est aussi isotrope
dans ’espace des vitesses.

Globalement, tout systéme dont la fonction de distribution d’équilibre ne dépend que de
I’énergie moyenne par particule F est sphérique et isotrope dans I'espace des phases.

Les systémes avec f, = f,(E,L)

Nous savons, pour ’avoir traité en détail, que le mouvement d’une particule massive dans un
champ gravitationnel stationnaire sphérique conserve 1’énergie de cette particule mais aussi son
moment cinétique. Ces deux grandeurs forment méme deux intégrales isolantes du mouvement
dans de tels systemes. Que dire du probleme inverse : quelles sont les propriétés d’un systeme dont
la fonction de distribution ne dépend que de E et L? ? Le probléme est encore plus redoutable
que précédemment, en effet, dans ce cas, la définition de la densité

pla) = /fo(E,L)d?’p (1.88)

est impossible & inverser dans le cas général. Dans certains cas particuliers il est toutefois possible
d’obtenir des renseignements sur le systeme.
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Distributions d’équilibre dépendant de £ et L?

Dans ce cas particulier, il est facile de voir & partir de (1.88) que p = p(] q |, %), une extension
du théoréme GiNis permet alors de montrer que ¥(q) = ¥(| q |) si dp/d | q |< 0. Si nous ne
prenons en considération que les systemes dont la densité est strictement décroissante en fonction
du rayon, un ensemble de particules modélisé par une fonction de distribution qui ne dépend que
de E et L? est sphérique.

Par ailleurs, il est alors facile de montrer que le tenseur de dispersion des vitesses est alors
anisotrope. En effet, en coordonnées sphériques L? = pi + pi/ sin? #, ainsi nous aurons p_g =

p_2¢ # p2. Un systeme dont la fonction de distribution ne dépend que de E et L? est sphérique et
anisotrope dans ’espace des vitesses.

Distributions d’équilibre dépendant de £ et L,

Dans ce cas particulier il est possible d’obtenir la densité du systeme a partir de la fonction
de distribution (cf. [Lynden-Bell 1962], [Hunter 1975] et [Dejonghe 1986]), mais les conditions
d’utilisation du théoréme GiNis ne sont pas satisfaites, toutefois la forme de p permet de montrer
que le systeme est symétrique par rapport au plan zy. Ainsi donc, un systeme z— axi-symétrique
stationnaire est décrit par une fonction de distribution du type f,(F,L,), mais la réciproque
n’est pas obligatoire.

Les systémes avec f, = f,(E,X,Y)

La fonction de distribution de Vlasov est une fonction a 6+1 variables, la derniere étant le
temps. Dans le cas stationnaire il nous faut donc 5 intégrales isolantes pour spécifier le mouve-
ment.

Si le systéme est en équilibre, sa fonction de distribution ne dépend pas du temps, le potentiel
issu de cette derniére par (1.34) est donc lui aussi stationnaire. L’énergie par particule £ est donc
toujours une intégrale isolante. Il reste donc 4 intégrales isolantes a trouver.

Dans le cas sphérique, les trois composantes de L réduisent encore ce probleme, mais la
derniere reste en général cachée. Dans le cas axi-symétrique L, rameéne a deux le nombre
d’inconnues. Toutefois dans le cas général, il n’est pas possible, & cause de la forme du potentiel,
de trouver des intégrales isolantes différentes de F. Il faut donc traiter chaque cas particulier de
fagon isolée.
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Chapitre 2

Principes et Criteres de stabilité
classiques

Apres avoir discuté 1’équilibre d’un systéme de particules en interaction gravitationnelle, nous
allons & présent étudier la question de leur stabilité. Cette étude est fondamentale & plusieurs
titres.

Elle permet tout d’abord de sélectionner parmi le vaste choix d’équilibres possibles (toute
fonction positive sommable des intégrales isolantes définit un équilibre), ceux qui sont suffisam-
ment stables et possedent donc une réalité de systeme physique.

Par ailleurs, I’étude des mécanismes physiques de la stabilité permet de comprendre le contenu
physique de I’évolution d’un systeme, et par exemple, de mettre en évidence des classes de
systemes évoluant de maniere semblable. Dans le cadre des systémes auto-gravitants , il pourrait
s’agir de d’expliquer les différences morphologiques entre les galaxies et donc fournir une tentative
d’explication de la séquence de Hubble, ou bien d’expliquer pourquoi les amas globulaires sont
sphériques etc.

Enfin, ’étude de la stabilité d’un systéme auto-gravitant permet de prévoir 1’évolution de
tels systemes. Bien entendu une telle étude est prédictive sur des échelles de temps compatibles
avec celles mises en évidence au début de cette partie et sont donc de ’ordre du million, voir du
milliard d’années. Il n’en demeure pas moins vrai que ces prédictions restent intéressantes sur le
plan conceptuel.

La stabilité d’un systeme s’étudie en physique par deux approches générales assez distinctes.
La premieére est fondée sur une constatation quasiment empirique : un systéme dont 1’énergie
potentielle croit lorsqu’il est perturbé est stable.

Figure 4 : Stabilité et énergie d’un systéme
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Cette constatation & méme donné lieu & un théoréme [Arnold 1978] qui en substance qu’un
systeme dont la variation d’énergie est positive sous I’effet d’une perturbation donnée est stable
contre cette perturbation. Ce théoréme tres général ne nous dit rien cependant dans le cas inverse
d’une variation d’énergie négative. Dans certaines situations que nous étudierons, il est malgré
tout possible d’obtenir des criteres nécessaires et suffisants de stabilité.

Une approche différente est possible pour étudier le probleme de la stabilité d’un systeme : il
s’agit de I’étude du spectre d’'une grandeur dynamique associée au systéme dont on veut étudier la
stabilité, la mise en évidence de modes croissants permettant de conclure & l'instabilité. Bien que
plus directe cette approche conduit en général a la mise en ceuvre d’outils compliqués et fortement
contraints par la physique. C’est pourquoi ces méthodes dites spectrales sont souvent utilisées
pour obtenir des résultats concernant des systemes tres particuliers possédant de nombreuses
propriétés, et sont dans ce contexte tres puissantes. Toutefois, une approche globale du probleme
de la stabilité d'une vaste classe de systeme se fera plutot par une méthode d’énergie.

Nous allons dans un premier temps étudier en détail un Principe général d’énergie permet-
tant d’obtenir une condition nécessaire et suffisante de stabilité. Puis, présenter succinctement
les résultats classiques obtenus par I'une et ’autre des deux approches possibles concernant le
probleme de la stabilité d’un systeme de particules en interaction gravitationnelle.

2.1 Principe général de stabilité

Considérons un systeme dynamique avec un continuum de degrés de liberté.
Soit F une fonction caractérisant ’état de ce systéme & un instant .
Soit Fy une fonction caractérisant ’état d’équilibre de ce systeme.
Soit f une fonction caractérisant une perturbation de cet état d’équilibre.

Nous avons donc : ' = Fy + f. Soit & présent £ I’ensemble tel que :
d’f
§ = —> =H 2.1
fe e I (2.1)
Dans &, il est toujours possible de décomposer f en série de la maniére suivante
too
f= 0 fae™! (2.2)

Pour un mode a, la relation (2.1) devient alors
—Wif, = Hf, (2.3)

Ce qui signifie donc que —w? est valeur propre de I'opérateur H associée a la fonction propre fa.
Deux approches classiques sont alors possibles pour étudier la stabilité du systeme, la premiere
dite méthode d’énergie, va s’intéresser a des propriétés de H pour en déduire des propriétés de
son spectre. La deuxieme, dite méthode spectrale, va s’intéresser directement au spectre de H.

2.2 Meéthodes d’énergies

Nous allons ici reprendre une méthode initialement introduite en physique des plasmas par
[Laval et al.1965], reprise dans le cadre de la dynamique stellaire par [Kulsrud & Mark 1970].

En se donnant un produit scalaire entre deux fonctions, il est toujours possible d’écrire la
relation (2.3) sous la forme suivante

—wr < Jolfu>=<HJu| fu> (2.4)
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Deux cas sont alors possibles :

1. On peut trouver un produit scalaire tel que < H f, | fo >=< f. | Hf, >, Vopérateur H
est dit hermitien, et toutes ses valeurs propres sont réelles, et donc : Va , w? € R. De plus
le signe de w? est le méme que celui du scalaire W(f,, f,)2 — 3 < Hfy| fo >. Nous avons
donc deux situations a envisager :

e Si Ja , W < 0 alors pour cette ou ces valeurs de a, w? <0, et par conséquent
wy € 1R
La perturbation évolue dans le temps comme e~%=? + e*>? le systeéme est donc instable
exponentiellement.

e SiVaonaW >0 alors Va , w? >0, c’est-a-dire w, €R .
— si W = 0 Le systeme est linéairement instable.

— si W > 0 La perturbation oscille au cours du temps, le systéeme est stable.

L’étude de la stabilité du systeme est donc ramenée a celle du signe de la quantité W qui
s’interpréte comme la variation d’énergie subie par le systeme.

2. On ne peut pas trouver un produit scalaire tel que H soit hermitien. On ne sait a priori
pas grand chose du spectre de H, ce dernier est en général complexe et continu. L’étude
de la stabilité du systeme doit étre effectuée par une approche plus générale.

2.3 Application des méthodes d’énergie

Maintenant que nous savons comment formuler la question de la stabilité pour pouvoir lui
appliquer une méthode d’énergie, nous pouvons brievement rappeler les principaux résultats
qu’elles ont permis d’obtenir.

Nous avons vu que si ’on décrivait un systéme auto-gravitant par une fonction de distribution
a une particule f(q,p,t), alors I’évolution de f était donnée par la résolution du systéme de
Vlasov-Poisson

af .
8_t + p'vqf - qu'
Ad = 4xG / fdp

of
= =0
dp (2.5)

Supposons qu’il existe f, et ¥,, une fonction de distribution et un potentiel d’équilibre.
Une perturbation de cet équilibre peut toujours se mettre sous la forme

f(a,p,t) = f.(a,p) + fila,p,t) et ¥(q,t) = P.(q) + Pi(q,t)

En ne gardant que les termes du premier ordre, le systéme (2.5) se linéarise donc en

Oh | v f - Vo, 2 v g, 2
ot Jp Jp (2.6)

Ay = dnG / fidp

l
o

En introduisant I'opérateur de Green associé au Laplacien dans R®, nous pouvons exprimer 1,
en fonction de f;

l7 l7t 7 / -
di(q,t) = —471'G/%d3q Fp' L — K/, (2.7)
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En faisant apparaitre 'opérateur D = p.V, — V¥ V., de dérivée Lagrangienne, le systéme
linéarisé (2.6) s’écrit

(?fl afO

~J- — hy —— =

g TP T Ve =0 (2.8)
v = —KF

L’idée principale qui va maintenant gouverner la résolution de ce systéme est la décomposition
de f; en une partie symétrique et une partie antisymétrique en p. Cette idée a initialement été
introduite par [Antonov 1962] qui posa

fir(a,p, 1) 2 % [fi(a,p,t) + fi(q,—p,1)]
fi 2 fip + fio telles que et (2.9)

fio(@p.) 2 S [(a,p.0) ~ la,—p.0)]

Nous devons faire a présent un certain nombre de remarques sur la symétrie des opérateurs et
des fonctions intervenant dans (2.8) :

o K(fiy + fio)= Kfi; car K est un opérateur intégral sur un domaine symétrique et f;_
est antisymétrique ;

o f, est symétrique, par hypothese ;

e D est un opérateur qui transforme une fonction symétrique en p, en une fonction anti-
symétrique en p, et réciproquement ;

. ps

K f1, est antisymétrique en p.

Nous pouvons donc séparer (2.8) en deux parties de symétrie opposée :

0fit _

By + Dfi- =0

; ; (2.10)
0fi- 0foe -

315 + Dfisy ‘|‘%Vq]‘f1+ =0

On obtient donc une équation du second ordre pour fi,, en regroupant les deux équations :

Ol 0%

o ot
(2.11)
0fi_ af .
o = -Dfi, — 8—:Vqle1+
Soit finalement
82 a 0 > a 0 .
.f;+ = D(Dfiy + .—quBf1+) = DD + .f Vo) fiy 2 Hfry
ot , Jp Jp (2.12)
f — _D—laf1+
- ot

Le systeme est sous la forme adéquate pour une utilisation des méthodes d’énergie. Il faut toute-
fois que H soit auto-adjoint pour un certain produit scalaire. Il faut de plus étre en mesure de
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définir 'opérateur D~!. Nous avons enfin supposé que la fonction de distribution d’équilibre est
symétrique en p.

L’ensemble de ces conditions sont vérifiées si ’on considere un systeme sphérique isotrope et
le produit scalaire entre deux fonctions sommables défini par

Vz(q,p,t).y(q, p,t) <zly> & /x-y-df (2.13)

Dans ce contexte, nous pouvons rappeler les résultats classiques suivants

2.3.1 Stabilité contre les perturbations non radiales

Dans le cas sphérique isotrope, nous avons vu que la fonction de distribution ne dépendait
que de I’énergie par particule E, f, = f,(F). Ainsi donc

afe _ 0f,
Jop  OF

p=/ep (2.14)

Si nous supposons que f, est une fonction monotone décroissante de F, 'opérateur D prend une
forme plus explicite et la forme quadratique W( fiy, fiy) =< fiy | H fi; > s’écrit ( voir [Binney
& Tremaine 1987] pour plus de détails)

|1)j1+ P /1)j1+'1)j¥+
W(fras fra) = /dF —G/dfdfi 2.15
(s r) | Fg | la—q’ (2.15)
En considérant la fonction
q) 2 /Df1+d3p (2.16)

qui n’est autre que la perturbation de densité totale associée a la perturbation (car I'intégration
de fi_ sur tous les p s’annule), Antonov a su montrer (en utilisant I'inégalité de Schwarz) que

d 1 !
Wi i) > 5 [@a]%) gt = G [ @awq 212D (2.17)

Ja-a'|
() - oo e

FEn ramenant l'intégration a trois dimensions, mais surtout en portant le probleme dans le con-
texte de ’hydrodynamique seule, Antonov a permis d’utiliser un résultat bien connu en hydro-
dynamique stellaire : toute étoile barotropique sphérique dont la densité décroit avec le rayon
et s’annule sur le bord de I’étoile est stable contre toute perturbation radiale. Ainsi le second
membre de (2.17) est positif et tout systéme auto-gravitant sphérique isotrope est stable contre
les perturbations radiales si fg < 0. Ce résultat est connu sous le nom de deuxieme loi d’Antonov.

avec

(2.18)

2.3.2 Stabilité contre les perturbations radiales

Pour traiter les perturbations radiales, il faut adopter une démarche différente. En partant
de la forme stellaire du principe variationnel d’énergie (2.15), [Doremus et al.1971] en rivalisant
d’astuces ont pu au prix d’énormes efforts démontrer la stabilité dans le cas radial pour les
systemes sphériques isotropes. Cette démonstration a été considérablement simplifiée par [Sygnet
et al.1984] dans le cas isotrope, et par [Kandrup & Sygnet 1985] dans le cas sphérique anisotrope.
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Dans ce cas anisotrope nous savons que f, = f,(FE,L?), il est alors facile de montrer que
lopérateur H du principe général d’énergie n’est en général pas auto-adjoint (sauf dans le cas de
perturbations radiales, c’est d’ailleurs ce qui a permis a Kandrup et Sygnet d’en faire usage), les
méthodes d’énergies classiques (au sens [Kulsrud & Mark 1970]) cessent donc d’étre applicables.
Il faudra comme nous le verrons reformuler le probleme.

2.4 Méthodes spectrales

La technique de résolution d’un probleme de stabilité par des méthodes spectrales est basée
sur un concept tres simple. En effet, en supposant que la perturbation subie par le systéme
se décompose sur une base de fonctions orthogonales adaptée a la symétrie du probleme, il est
formellement possible de mettre en évidence le spectre de la perturbation. En étudiant 1’évolution
de ce spectre au cours du temps, il est tout aussi formellement possible d’étudier la stabilité du
systeme. Tout n’est pas pour le mieux dans le meilleur des mondes, les systemes auto-gravitants
sont en général inhomogénes dans ’espace des positions et anisotropes dans ’espace des vitesses,
le spectre des perturbations qu’ils subissent s’en trouve grandement affecté, et il n’est en général
pas possible de le mettre en évidence pour un systeme quelconque. Dans certains cas particuliers,
ces méthodes ont cependant permis d’obtenir des résultats de stabilité ou d’instabilités assez
importants comme nous allons le voir a présent.

2.4.1 Le cas homogéne

En supposant que le systeme auto-gravitant que nous étudions est homogene, sa fonction de
distribution d’équilibre ne dépend que de p, on a f, = f,(p). Il est alors possible de développer
une éventuelle perturbation fi(q, p.t) engendrant un potentiel 1;(q, ), en onde plane de la forme
suivante

Ji(a,p) 2 fu(p)el®amt] et i(q,p.t) £ Pa(q)el o) (2.19)
Le systéme de Vlasov Poisson perturbé (2.6) s’écrit alors

(kp—w)f. — /ak.aafo =0

P
K%, = 471G / fod®p

(2.20)

En combinant ces deux équations, on obtient facilement

4G k-ap
Ep = 2.21
+o [ oo = 0 (2.21)

Cette équation qui relie k et w est une relation de dispersion. Pour un systéme homogene en
équilibre donné ( c’est-a-dire pour un f,(p) donné), les modes k qui rendront la partie imaginaire
de w négative correspondront & une instabilité,

Si nous considérons que f, est une distribution normale,

(2
(2r02)3/2 € =

fo(p) = (2.22)

il est alors aisé de montrer que toute perturbation dont la longueur d’onde A est supérieure a

2 4
A o= 2o [AmGp, (2.23)

o2
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déstabilise le systeme. Ce résultat a été obtenu par [Jeans 1929], et fut complété par [Landau
1946] (voir [Ter Haar 1969]).

Ce résultat est d’une importance colossale en astrophysique car il indique que tout systéme
homogene dont la taille caractéristiques est plus grande que la longueur de Jeans A; s’effondre
sous son propre poids, pour se stabiliser enfin lorsqu’il atteint cette taille caractéristique.

2.4.2 Le cas isotrope

Dans le cas général sphérique isotrope la fonction de distribution d’équilibre dépend de F. le
systeme est inhomogene et il n’est pas possible d’expliciter une relation de dispersion générale.
Dans certains cas particuliers, il est cependant possible de retrouver certains résultats, que les
méthodes d’énergie permettent d’obtenir dans un contexte plus général.

2.4.3 Le cas anisotrope

Comme nous ’avons évoqué plus haut, dans le cas sphérique anisotrope l'opérateur H
des méthodes d’énergie perd sa propriété d’hermiticité si les perturbations sont non radiales.
L’approche énergétique classique n’est donc plus valable. Les principales approches concernant
la stabilité mettent donc en ceuvre de lourdes et pénibles méthodes spectrales qui ont tout de
méme permis de mettre en évidence deux résultats importants (voir [Fridman & Polyachenko

1984]) :

e Les systemes sphériques dont toutes les composantes sont sur des trajectoires circulaires
sont stables contre toutes les perturbations.

e Les systemes sphériques dont toutes les composantes sont sur des trajectoires radiales
sont instables et se déstabilisent en un ellipsoide aplati aux poles!. Cette instabilité mor-
phologique est connue sous le nom d’instabilité d’orbites radiales.

Les cas intermédiaires restent non traités par ces deux types de méthodes. Citons enfin deux
approches apparemment indépendantes, [Vandervoort 1989] qui présente un critere de stabil-
ité des systémes sphériques utilisant des variables lagrangiennes (position, vitesse, accélération)
qui n’a jusqu’a présent jamais été utilisé. Mais aussi [Goodman 1988], qui présente un critere
d’instabilité des systemes symétriques dans ’espace des vitesses.

Dans le cas général d’un systéme non sphérique, seuls quelques cas tres particuliers ont pu étre

approchés par des méthodes spectrales non recommandables pour tout public (voir [Fridman &
Polyachenko 1984]).

Les anglo-saxons diraient oblate, mais en frangais ce mot désigne une personne laique qui s’agrége a un
monastere sans prononcer de voeux.
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Partie 11

Modélisation analytique
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Chapitre 3

Une vision globale de la physique
non dissipative

L’objet de cette section est de présenter la physique non dissipative de maniere globale. Cet
objectif peut paraitre surprenant dans un travail sur la stabilité des systémes en interaction
gravitationnelle, mais il est a la base de notre contribution dans ce domaine. De plus, il permet
de mieux comprendre 'intérét de cette vaste méthode que 'on appelle mécanique symplectique.
Cette approche est en fait un mode de raisonnement qui cherche & entrevoir les rouages et les
symétries cachées dans telle ou telle architecture apparemment complexe.

Le travail que nous allons présenter est une généralisation de différents travaux sur ce sujet
([Marsden et al.1986]). Pour faciliter la compréhension des débats, nous séparerons la physique
non dissipative en deux parties. Les systémes ayant la possibilité d’évoluer suivant 6 N degrés de
liberté (nous étudierons le cas N = 1, les autres cas s’en déduisant par sommation), il s’agit donc
de la mécanique du point. Nous nous pencherons ensuite sur les systemes possédant une infinité
de degrés de libertés, il s’agira alors de la physique statistique non dissipative.

Nous verrons comment ces deux domaines obéissent a la méme équation, issue du méme
principe de moindre action. Nous proposons de plus la solution de cette équation sous la forme
d’un développement.

3.1 Systémes a 6 (ou 6/N) degrés de liberté

Dans ce contexte, les variables du systéme sont la position q, et le moment linéaire p. Ce
dernier se réduit en général a la quantité de mouvement, mais de maniére formelle, il s’agit de
la quantité conjuguée de la position telle que
dq  Op
opi  Og
q et p sont des vecteurs possédant trois composantes variables.

Le fondement de notre analyse repose sur la possibilité d’associer un générateur ¢g(q, p), a
toute transformation physique qu’est susceptible de recevoir le systeme.

Nous allons tout d’abord définir une nouvelle quantité fondamentale.

Vi =0 (3.1)

Définition 1 On appelle Méta-Action d’un systéme, la fonction o(q,p) telle que

a(g,p) £ /(p-%— )dA (3.2)

ot la fonction g(gq,p) est appelée le générateur de la A-transformation subie par le systéme.
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Pour fixer les idées prenons par exemple le cas du mouvement. Il est bien connu que le mouvement
est une transformation temporelle engendrée par 1’énergie. Nous avons donc g = F et A = {.
La Méta-Action n’est autre que 'action habituelle, solution de 1’équation de Hamilton-Jacobi,
obéissant au principe de moindre action.

Dans le cadre du mouvement, F est indépendant du temps, cela signifie que 1’énergie est
conservée au cours du mouvement ou bien que le systeme est isolé. De la méme maniére, nous
supposerons que g est une grandeur conservée dans la transformation, et donc explicitement
indépendante de A.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous allons rappeler la définition du crochet de Poisson
(cf. annexe C) qui pour deux fonctions s’écrit

3 .4 P
v .’E(q,p,A),y(q,p,A), 7?3[$7y] é Z <__ - __) (33)
im1 dq; Op; Ipi 0g;
Ce préambule posé, nous sommes a présent en mesure d’énoncer la premiere loi.

Théoréme 2 Lors d’une A-transformation, engendrée par g, [’évolution de q et p est donnée
par la résolution de l’équation

Vk(g,p) , Lslk,o](g,p) 2 /P3[k,a]d/\:0 (3.4)

L’opérateur L3 ainsi défini possede toutes les propriétés d’un crochet de Lie (cf. annexe C). Ce
théoréme a été démontré dans le cas particulier du mouvement par ([Marsden et al.1986]).
La fonction k£ étant quelconque, (3.4) implique deux relations & satisfaire simultanément :

o Vi do/0p; =0
. o 0 dq B
Ve 8pi_0<:> api/<p'dA_ )d/\ =0

dg; d dq 39) _
= /(d/\—l_p'apidA_@pi = 0.

q et p étant explicitement indépendants et le produit q.p s’annulant au bord du systeme,

une intégration par partie donne alors
dg; 0
[ty -
relation équivalente a

qui n’est autre que I’équation d’évolution de q lors de la transformation engendrée par g.

o Vi 00/dq =0

. do 0 dq
=0 < ———gld\ =
v dq; 0 0¢; (p dA ) 0
0 dq ('?g)
— —— = dx = 0
/ <p dg; dX Oy
une nouvelle intégration par partie donne a présent
dp; dg _ Opidg Op; Oy dp
= — = - < —— = Ps|p, 3.6
N TR T A T S 30

équation d’évolution de p lors de la transformation engendrée par g . B
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Nous remarquons directement que le cas du mouvement ¢ = F et A = t, nous permet de retrouver
les équations de Hamilton.

Plus généralement, nous sommes en mesure d’obtenir un résultat global, en effet, pour toute
fonction k(q,p) on peut écrire (le fait que k ne soit pas explicitement dépendante de X est ici
fondamental)

3

ok dg; = Ok dp;

— dq; dX Opi dA

Ainsi, en utilisant les premieres équations de (3.5) et (3.6), nous avons
3 )
ok dg ok ( Gg))
—- (3.8)
dA ; (0% dq; api dq;

nous obtenons 1’équation d’évolution pour k

dk

— = Pslk 3.9

d\ 3[ 79] ( )
Nous pouvons résoudre cette équation quels que soient soit k, g et A car il s’agit tout simplement
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, dont la solution s’écrit (car g est aussi
indépendant de X)

k(a,p) = P Lok(q,_, ,picy,) (3.10)

A2
k(q,p) = k(q,,p,) — APslg, k] [x=a, +77’3[g,7’s[97k]] Ir=n, + -0 (3.11)

Comme exemple d’application trivial mais convainquant, nous pouvons essayer cette technique
pour résoudre le redoutable probleme du mouvement d’un oscillateur harmonique libre a une
dimension.

Nous étudions le mouvement donc A = t et g = F = % + %w2q2, en utilisant (3.11) avec
k(q,p) =|q| £ ¢ nous avons

t2
q(t) = q(to) - t/P3[E7 q] |t:to +5/P3[E7 PS[Ev ‘I]] |t:to

tS
——773[E Ps[E, Ps[E, q]] [t=¢, +- -~ (3.12)
Chaque crochet se calcule aisément
0F dq OF 0q P
F = —1_ - - _Z
P = o~ Gpoe T

PalE, PolE,ql) = Pol B, ~ 2] = ~£=

PolE, P E, P E,qll] = Pol B, ~T] = B
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et ainsi de suite... Il est méme possible d’obtenir une relation de récurrence. En injectant ces
résultats dans (3.12), nous obtenons

Po, lgw? o 1pw? s 1qw' , 1pw;
) = Poy A% yp Do 4z ) Jov gy BB 45
a(t) Gt ' T3 m 3! m? LT +5! mr ot
(607 | (60)* ) Po ( N CON )
= g (1oL B (g T
q( TR TR ey ETR- T
2
= gq,cos6t + Lo gin g1 avec 0 = | — (3.13)
mé m

qui est fort heureusement, I’équation du mouvement d’un point mobile de masse m irrémédiable-
ment fixé a un ressort. La simplicité de ce probleme est bien connue. Il est d’ailleurs préférable de
le résoudre par des méthodes plus classiques, les équations de Hamilton permettant une approche
plus directe. Si a présent nous désirons connaitre I’évolution temporelle du rapport ¢/p sachant
quesit=0,¢=0et p=p,,laméthodes classiques (Hamilton) restent valables mais nécessitent
les résolution de deux équations, une pour q et une pour p. Notre approche est plus directe.

1
(1) = (0 = PolE, o 4 5 PALE, PAE, ] fimo 0

1
=3 PolE PALE P, T s £ 4+ (3.14)

4
P

les calculs sont toujours aussi simples

2¢3w? 2qw?
q - + q
P mp

9 —
PS[E7 P?n [E7 5]] -

6g*w? 4¢%wt  6¢%w? 2w
Pol 2, Pl B, Pl B ql]) = — T - - 2 =

p4 mp2 ,mp2 m2

Le fait que ¢, = 0 simplifie grandement le résultat, en conservant § = ‘/% il vient

q t 0., 2w
iy = T ¢
p() O+'m+2! +3!m2 +
1 1 tan ¢
= — (6t 4 =6 ) = 1
Om ( + 3 + Om (3.15)

Toute fonction de q et p peut étre ainsi traitée sans passer par les équations du mouvement qui
sont dans certains cas compliquées et qui peuvent donc rendre le probleme plus difficile qu’il ne
I’est en réalité.

De plus, dans certaines études le développement opportun ne se fait pas en fonction du
temps, il est alors délicat d’y apporter une réponse par des méthodes classiques. Le meilleur
exemple pourrait étre la résolution du probleme de la stabilité d’un systeme. La quasi totalité
des méthodes utilisées ont pour point de départ les équations d’évolution dynamique du sys-
téme (opérateurs de petits mouvement, opérateurs de dispersion sont directement issus de la
dynamique). Pourquoi ne pas écrire directement une équation portant sur LA quantité reliée a
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la stabilité ? C’est ce que nous aurons 'occasion de regarder un peu plus loin.

Enfin, nous pouvons aussi utiliser ce genre de méthodes afin de traiter des problémes plus
généraux, comme celui de I'intégrabilité des systémes dynamiques (en étudiant la convergence
de la série que nous proposons), ou celui de la recherche de grandeurs conservées lors d’une
évolution.

3.2 Systemes possédant une infinité de degrés de liberté

L’étude précédente a été menée dans le cadre d’un systéme constitué d’une seule particule
(N = 1), néanmoins la généralisation & un nombre de particules quelconques est tout a fait
directe. Etudions & présent le cas ou N — oo, c’est-a-dire le cas de la physique statistique.
Dans cette limite continue, et comme nous ’avons précisé lors de notre introduction, un systéme
dynamique n’est plus décrit par la donnée d’une collection finie de {q,(A), p,(A)}avec 1 > a > 0,
mais a travers une fonction de distribution f(q,p, ) dans I’espace des phases.

Nous traitons ici un probleme non dissipatif dans le sens introduit en annexe A, c’est-a-dire que
le coefficient de diffusion B;; de I’équation de Focker-Planck est considéré nul.

Remarquons enfin que la Varlable est & présent f elle-méme, et que, contrairement a q et p, cette
derniére ne possede pas de quantité conjuguée : Il s’agit donc d’un probléeme non-local.

Dans ce contexte, nous pouvons définir une Méta-Action.

Définition 2 On appelle Méta-Action d’un systéeme défini par sa fonction de dsitribution dans
Uespace des phases, la fonctionnelle X[ f] telle que

X[f] & /fg d®q &®p d). (3.16)

Comme f est une fonction de la variable {q, p, A}, ¥ est une fonctionnelle (voir annexe B) définie
sur ’espace des fonctions de la variable {q,p, A}. Sa dérivée fonctionnelle dans cet espace est
d’apres (3.16) : 65/6f = g. Tant que le générateur g est indépendant de A, il est possible de
construire une autre fonctionnelle G, définie sur I'espace des fonctions de la variable {q,p} a A
constant par

Glf] 2 /f-g- d°q &p, (3.17)

dans cet espace la dérivée fonctionnelle de G est encore g. Ainsi donc, suivant 1’élément de vo-
lume (d®q d°p d\ ou d®q d°p) de I'intégration que nous aurons a effectuer, nous utiliserons soit
g=06%/6f, soit g =06G/6f .

Le crochet de Poisson doit étre & présent aménagé pour prendre en compte la “quatrieme”
dimmension introduite par f. Nous prendrons pour notation

Va(q,p),y(a,p) Palz,y] £ Pslz,y] + gz 9y _ 9y 9v (3.18)

Comme nous ’avons fait pour les systéemes possédant un nombre fini de degrés de liberté, nous
’
pouvons a présent formuler un principe de moindre action généralisé.

Théoréme 3 Lors d’une A-transformation, engendrée par g, l’évolution de f est donnée par la
résolution de ’équation

VK] LiK,X] /fP4 ZI} 5f]d3 gd’pd) = 0 (3.19)
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La démonstration de ce théoreme ne présente aucune difficulté, en effet, nous avonsici g = 6% /6 f
il vient donc

0K
VEY] LUCSIS) = 0 = [fPl5g o ad’pdy = 0 (3.20)
une intégration par partie (e.g.[Morrison 1980],[Marsden & Weinstein 1982]) donne alors
oK
o Pilg, fld*qd’pd) = 0 (3.21)
K étant une fonctionnelle quelconque, cette derniére relation équivaut & Pylg, f] = 0 qui s’écrit
Gg ('9f dg Gf
—— == =0 3.22
mais comme nous avons choisi g explicitement indépendant de A, (3.22) équivaut a
of
- 2
5 pg.s (323)

cette équation est exactement 1’équation d’évolution de la fonction de distribution d’un systéeme
non dissipatif décrit par la physique statistique. Dans le cas particulier du mouvement elle n’est
autre que I’équation de Boltzmann sans collisions que nous avons déja rencontrée sous cette
forme (voir Chapitre 1, eq.(1.37)).

Cette équation peut aussi se généraliser au cas d’une fonctionnelle quelconque de f, en effet

OK[f] o [OK (?f Pad®

Vf(a,p,A) , VK[f] - srox (3.24)
En injectant ce résultat dans (3.23) on obtient
O . .a [OK —
o bl1= /Wps[g,f]d qd’p (3.25)

Iintégration portant ici uniquement sur q et p, nous utilisons g = 6G/é f, une intégration par
partie donne alors

5K 66 -
/fP3 g Fldad’e £ MalK.GI()) (3.26)

Comme dans le cas N —dimensionnel, la solution de cette équation est évidente car g est ex-
plicitement indépendant de A

K[f] = K[f,] — AM;[G, K]

s[G, M[GL K] [azn, + <o (3.27)

Dans le cas particulier du mouvement, le générateur fonctionnel G[f] est le Hamiltonien H[f],
représentant 1’énergie totale du systéme, et nous obtenons pour tout ¥

K[f] = K[f,] = tMs[H, K]

sl H, M3[H,K]| |1=, + - (3.28)

Nous pouvons utiliser ce dernier résultat dans de nombreux problemes car en physique statistique
toutes les grandeurs observables sont des fonctionnelles de la fonction de distribution (moments
statistiques).

Nous pouvons donc ‘résumer’ le formalisme de la physique non dissipative dans un tableau
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N degrés de liberté

Variables : q, p, A

Meta-Action : s(q,p) := /(pﬁ —g)dA

Vk(q,p) Lslk,s](q,p) =0

Evolution —

dk
ﬁ = PS[kvg]

Solution : k(q,p) = 6’\P3["g]k(qa P) [x=x,

Infinité de degrés de liberté

Variable : f(q,p,A)
Meta-Action : S[f] := /f.g.d?’qd?’pd/\

VK[f] La[F,S]5 = 0

Evolution —

dK

Solution : K[f] = eLIK[f] [xn,

3.3 Exemple fondamental : Le systeme Vlasov-Poisson

Nous avons vu dans quelle mesure le systéme de Vlasov-Poisson pouvait rendre compte de
I’évolution dynamique d’un systeme de particules en interaction gravitationnelle

0
o ¥ pVal-VqeNpS = 0

(3.29)
san) = -6 [ TEEDeqey

Ces deux équations sont de nature fort différente. I’équation de Vlasov, nous permet de
connaitre ’évolution dynamique de la fonction de distribution, il s’agit d’une équation de con-
servation. L’équation de Poisson nous renseigne sur la nature de 'interaction entre les corps, il
s’agit d’une équation de champ. Notre formulation des équations de la physique non dissipative
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ne va agir que sur ’équation d’évolution, I’équation de champ ne sera utile que pour calculer les
termes des développements que nous obtiendrons.

Les méthodes classiques d’étude de la stabilité de tels systemes sont fondées sur des propriétés
dynamiques (Croissance de modes, Opérateur des petits mouvements, etc.), nous proposons ici
une méthode d’investigation directe de la stabilité.

Nous avons, dans la section précédente, vu de quelle facon il était possible d’obtenir le
développement d’une grandeur quelconque en fonction d’une transformation définie. Le mou-
Vement était dans ces conditions réduit au cas particulier d’une transformation engendrée par
perturbatlon est reliée au signe de la variation d’énergie engendrée par cette perturbation.

Pour étudier la stabilité de notre systeme, il suffit de se placer dans un cas particulier du
développement (3.27). En choisissant pour F, le hamiltonien H du systéme, pour ¢ le générateur
de la perturbation recue par le systéme, et pour f,, la fonction de distribution du systeme dont
nous voulons étudier la stabilité, nous obtenons

H[f] = H[L] + H'L] + HYL) ... (3.30)

Terme du premier ordre
Si f, est un état stationnaire, le terme de premier ordre doit étre nul, mais le calcul standard
pour le voir est non trivial (hydrodynamique par exemple) ici nous avons (dI'2d®qd®q):

0G 6H
/foPB (Sf (Sf]

/gPS[E,fO]dF (3.31)

H'[fo] = —Ms[G, H](f,)

qui est évidemment nul car P3[E, f,] = 0 si f, est stationnaire.
Terme du second ordre

1 )

W] = GMlG MG ) = [ 1,72 [0, 5o MulGL 1Y 1) ar (332)

Nous devons donc calculer

(5G 6H
zéf/f e (3.33)
On a
606G 6H (5G o6H (5H

dK|[f /dfPS 5757 dr+/f7>3 G /fPS AT (33)

la définition de la dérivée fonctionnelle (cf. annexe B), permet alors d’obtenir

G oM LR 5G 8
/dngéf Tl /fpgéf 5757 +/f7?36f S (33)

une intégration par partie nous permet donc de finir ce calcul

ok
of

2 H

f 6f5f']drl (3.36)

Pslg, E] - /9773[
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Comme prévu, nous avons besoin de I’équation de Poisson pour calculer 62H /6 f6f’, il vient (cf.
annexe B)

FH 6/ 1)
Sfof Clg—q|

En injectant ces résultats dans (3.32),nous obtenons finalement pour la variation d’énergie a
I'ordre 2

(3.37)

1 1 Pslg’, 1, ,
HQ[fO] = §/fop3[g7p3[ng]]dr_ 5//fop3[g7%drdr (338)
une derniere intégration par partie donne
H[f)] = _—/7?39, [Pslg, foldD' — 2// P?’gl];O_P?’/T ol grar (3.39)

Nous sommes a présent parvenus a nos fins, nous avons le moyen d’étudier la stabilité d’un sys-
teme gravitationnel non collisionnel non homogéne et non isotrope grace au Théoréme d’Arnold

Théoréme 4 Pour qu’un systeme soit lin€airement stable, il suffit que la variation seconde de
son énergie lors d’une perturbation soit positive.

Dans notre cas, ’étude de la stabilité sera donc celle du signe de H?[fy], en se donnant un état
d’équilibre défini par f, et en le modifiant avec des perturbations engendrées par g.
Toutefois il ne s’agit 1a que d’une condition nécessaire et non suflisante de stabilité, nous n’avons
donc pas de critére d’instabilité. Si H?[f,] est négatif nous ne pouvons rien conclure.

Malgré tout il faudra nous en contenter car comme nous ’avons vu, il n’existe pas d’autre
méthode globale d’étude de tels systémes non homogenes et non isotropes.

Sur un plan technique enfin, nous pouvons constater que la formulation méme de ce critere
possede un nombre certain d’avantages.

En effet, une propriété simple du crochet de Poisson, permet de le décomposer suivant les
variables des fonctions sur lesquelles il agit.

En d’autres termes, compte-tenu du théoreme de Jeans sur la forme de la Fonction de Dis-
tribution d’équilibre, nous aurons

si fo= f(F,...I,...) alors [g, fo] = felg, F]+ Zf; lg, 1. (3.40)

ou les I; sont autant d’intégrales premieéres isolantes qu’en compte le systeme. Nous avons dans
cette relation utilisé une notation condensée du crochet de Poisson , P[,] = [,], nous recommet-
trons cet abus tant qu’il n’y aura pas d’ambiguités.

Nous présentons dans le papier 2, une utilisation dynamique de cette methode symplectique
dans le cadre de I'instabilité gravitationnelle en cosmologie newtonienne.
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Chapitre 4

Unification des résultats classiques

Nous allons & présent voir comment le critére précédemment énoncé permet de généraliser la
totalité des résultats classiques que différents auteurs ont pu obtenir dans un passé plus ou
moins proche.

4.1 Les travaux de pionnier de Victor Antonov

Dans le cas particulier isotrope, fy = fo(£), nous retrouvons le critere de stabilité du premier
chapitre, en effet, on a

l9.fo] = felg,E] = [eDyg (4.1)

ou D est l'opérateur de dérivée Lagrangienne utilisé au premier chapitre, ainsi en posant h =
feDg et en se restreignant a la partie anti-symétrique de h, on retrouve bien le critére d’Antonov
des systemes isotropes

H[fo] = W(h,}h) = —5 f—EdF Q/df/df’lq 7 (4.2)

qui vient donc réconforter celui qui, dans un élan d’antisymplectisme primaire, aurait pu faire
montre de zététisme! quant aux allégories utilisées dans ce chapitre jusqu’a présent.

4.2 Le critere en variable Angle action de Jeremy Goodmann

En suivant la méthode introduite par ([Larsson 1991]) nous pouvons définir pour toute fonc-
tion %, 'opérateur H tel que

He 2 —ilf,B] — io(v) (4.3)
avec
1 R /7 ! , /7 !
Am la—q'|
[, étant la fonction de distribution du systeme, I’équation d’évolution temporelle en % est donnée
par
Ov
Hy = 4.5
R 4 (45)

!Le zététisme est L’art du doute tel qu’il était pratiqué chez les grecs

59
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Définissons a présent le produit scalaire de deux fonctions ¥, et ¥, comme

<Puip> L / (67, 0s]. f,dT (4.6)

Dans ces conditions, H est hermitien, c’est-a-dire que < 1y, Hiy >=< Haby, by >, le seul petit
inconvénient, mis en évidence par ([Larsson 1991]), réside dans le fait que ce produit scalaire(4.6)
est indéfini. Ainsi donc, les valeurs propres de H ne sont pas nécessairement réelles, nous pouvons
seulement affirmer (e.g. [Azizov & lokhvidov 1989]) que si A € C est valeur propre, alors —\, A*
and —X* le sont aussi.

En utilisant (4.5), nous pouvons obtenir ’équation d’évolution du générateur des perturba-
tions §, abondamment utilisé précédemment

isg = ilg E] + i6(3) (4.7)

équation dans laquelle nous avons supposé que g(q,p,t) = §(q,p)e’’, le parametre s étant en
général un nombre complexe.

Il faut maintenant trouver le moyen de calculer de maniere efficace les crochets de Poisson
dans ce contexte. La principale astuce introduite dans le formalisme de [Goodman 1988]) consiste
a utiliser les variables Angle-Action pour développer les fonctions dont nous aurons a calculer
les crochets. Ceci est possible lorsque le systéme est intégrable, ce que nous supposons avec
Goodmann. Dans ces conditions nous avons

0(0,,05,03) et I(t1,t9,13) (4.8)
E=E(I), fo=f.) (4.9)

[X,Y] = —— ~ a7 'anm (4-10)

Une propriété fondamentale de ces variables est contenue dans le fait qu’elles se séparent dans
une transformation de Fourier, ainsi

X(0,1) = f X (1)e™® (4.11)

n=—oQ

ou n est un tri-vecteur a valeur entieres. Ainsi donc le crochet de Poisson entre E ou f, et une
fonction quelconque X s’écrit

9F '
[X,E] = in.a_—Xn(I)e“"@ (4.12)
o ol
En utilisant cette décomposition pour un mode n dans (4.7), et notant  pour dE/91, il vient
_ Pn
= — 4.13
In s 4+ i(n.Q) (4.13)

dans cette relation ¢, = ¢,(I) est tel que

3(g) £ Y du(l)e™® (4.14)

n
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Il ne reste plus qu’a injecter ces notations et résultats dans le critéere de stabilité symplectique
(3.39) obtenu par notre méthode pour avoir

HP[f,) = Z/‘” aI)| |2 Z/dl (n.Q)g (4.15)

car dOdI = d*qd®p, le facteur (27)3 provenant de I'intégration sur ©. s est un nombre complexe,
ainsi s = s, + is; et l'injection de (4.13) dans (4.15) donne finalement

ﬂ. 3fo 2 ﬂ. Il *
Holg) = - Z/ zi?;l = Z/ 5 Ql(b(i@)} (4.16)

qui est exactement le résultat obtenu par ([Goodman 1988]), pour la partie cinétique tout au
moins car la partie potentielle n’est pas explicitée dans son calcul.

4.3 Le critere en variables Lagrangiennes de Paul Vandervoort

Plagons-nous comme le souhaite [Vandervoort 1989] en variables lagrangiennes q et p. Les
variations de ces variables correspondant a une perturbation du systéeme de générateur g s’écrivent

0q = [q7g] = Vpg (417)
op = [pvg] = _ng (418)
Nous allons a présent écrire la variation seconde d’énergie que nous avons éxibé au chapitre

précédent en faisant intervenir éq et op.
Tous calculs effectués, nous trouvons

(SQHP — /[g fo [g f dFdF’
la—dq'|
_ 5/f06q.Vq <Vq./f;ﬁdf’) dr (4.19)

pour la partie potentielle, et

62Hc = ; [g fo][gv ]dr

= / f. [(60)* ~ 8p.DAQ + 60.V,V,0.6q + 6q.Dép] dT (4.20)

pour la partie cinétique (D est 'opérateur de dérivée Lagrangienne dont nous avons déja parlé
dans la premiere partie). En introduisant 'opérateur représentant la variation d’accélération (e.g.
[Vandervoort 1989]),

Aa() = V V.ol + %vq <Vq./fgﬁdf’) (4.21)

la variation d’énergie totale é*H = §*H. + 6*H, s’écrit matriciellement

§2H — _%/drfo [—ép, 6q] [ A_a]().) _1D ] l gg ] (4.22)
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Il ne reste plus qu’a utiliser les notations de [Vandervoort 1989]

éq | =D 1 10 -1
V7| ep ’ | Aa(.) =D ;5= [ 1 0 ] (4.23)
pour voir que le parametre £ = —% < Sv | Pv > de [Vandervoort 1989] n’est autre que

la variation seconde d’énergie §?H, ainsi donc comme pour Antonov et Goodmann, le critere
de Vandervoort, est un cas particulier (écrit en variables lagrangiennes) du critere issu de la
mécanique symplectique.

4.4 L’instabilité d’orbite radiale

Un grand nombre d’approches, principalement numériques, ont permis de mettre en évidence
I’existence d’une instabilité, dite d’orbites radiales, dans 1’évolution des systemes sphériques
anisotropes. Nous allons tenter de montrer, sur le plan purement analytique, dans quelle mesure
le critere de stabilité que nous avons énoncé permet de statuer sur ce probleme.

La fonction de distribution d’un systeme dont toutes les composantes sont sur des trajectoires
radiales s’écrit (e.g. [Fridman & Polyachenko 1984])

F(E 1) = ¢(E)§(L?) (4.24)

Dans cette relation ¢ est une fonction intégrable quelconque et § représente la distribution de
Dirac.
Les perturbations linéaires engendrées par g subies par un tel systéme s’écrivent donc

l9. fo] = ou(E)6(L*)g, E1+ ¢(£)&'(L7)]g, L] (4.25)
Il est bien connu que pour tout x
§(z) = —é(s'(a;) (4.26)

en reportant (4.26) dans (4.25) le critere de stabilité (3.39) devient

W)= = 3 [ foptns, ey - L ELRET, gy
N e e T B P B
1 Jobe6(L'H)g, L9, E') . f.lg, L?] fg', L"?] /
2/{ L2|q—q’| LzL/zlq_q,l }drdr (4.27)
(4.28)

la présence de la distribution de Dirac § dans cette relation impose I’évaluation de H*) en
L? = L' = 0, le terme en L* sera donc dominant et cette longue relation s’éclaircit en

1 1 flg, 17 filg', L™
H(2)[f0] — _§/dr/dF/L2L/2f [g | q]_fq[;gl ] (429)

qui peut encore se simplifier, en posant

w(E, L7) 2 / Lol9: L] (4.30)
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nous avons finalement
1
HO) =5 [0V d*a (4.31)

L’opérateur V~2 étant défini négatif, la variation d’énergie subie par le systéme est négative. De
plus,comme le montre (4.31), la variation d’énergie est essentiellement une variation d’énergie
potentielle.

Tous les symptomes sont donc présents pour diagnostiquer une instabilité. Toutefois, le critére
d’Arnold n’est pas un critére d’instabilité, nous ne pouvons rien affirmer lorsque nous sommes en
présence d’une variation d’énergie négative. Malgré tout, si le systéme est en mesure de dissiper
cette énergie, il ne s’en privera pas et développera une instabilité dite séculaire [Kandrup 1991a).

Ce petit constat d’échec, concernant la non-prédictabilité de notre critére est a la base de nos
investigations numériques et sera par ailleurs effacé par ces derniéres.
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Chapitre 5

Stabilité des systemes inhomogenes
et anisotropes

Comme souvent dans ’étude de la stabilité d’un systéme nous devons étudier le signe de quantités
dépendant de fonctions.

Ce probleme n’est pas nouveau en physique, c’est pourquoi depuis fort longtemps les mathé-
maticiens ont tenté de le résoudre sous diverses formes. Une théorie a méme été édifiée, il s’agit de
la théorie des méthodes variationnelles. Dans le cadre de ces théories, deux voies se sont dégagées
pour I’étude des inégalités a étudier, et nous les utiliserons tour a tour.

D’une part se trouvent les inégalités isopérimétriques, basées sur les réarrangements symé-
triques, elles fournissent de rapides et excellents résultats dans certains domaines. Nous les avons
d’ailleurs utilisées avec profit pour redémontrer simplement la quasi-totalité des résultats la-
borieusement établis dans le cadre des systemes isotropes. Nous verrons donc dans quelle mesure
ces inégalités sont utilisables dans le cas anisotrope.

D’autre part, nous utiliserons les inégalités de type Poincaré ou Holder, dans divers cas
particuliers. Beaucoup plus puissantes, ces méthodes permettent d’établir nombre de résultats,
mais leur généralité impose de grossieres minorations et il est souvent nécessaire de les affiner en
se placant dans des cas particuliers. Toutefois, dans de nombreux cas, nous pourrons apprécier
leur efficacité et diagnostiquer la stabilité avec aisance.

Afin de ne pas alourdir en espaces de Sobolev un texte que d’aucuns pourraient trouver
indigeste, nous avons préféré renvoyer le lecteur assidu et avide de curiosité vers des ouvrages
spécialisés ([Dautray & Lyons 1984] par exemple) afin qu’il puisse contempler dans son ensemble
les prémices d’un domaine dont la maieutique laisse entrevoir toute la perversité.

Comme nous 'avons vu dans notre introduction, 1’étude de la stabilité d’un systéme en
interaction gravitationnelle est délicate en grande partie a cause de deux facteurs. Tout d’abord
la gravité, et le fait que le potentiel qui la représente soit purement attractif, nous conduit a
minimiser des fonctionnelles concaves, en d’autre termes dans toutes nos équations nous nous
attendons a trouver un signe moins toujours mal placé.

D’autre part, et contrairement au probléme hydrodynamique associé, nous travaillons dans
I’espace des phases, et par conséquent, intégrons sur des éléments de volume du type d®qd®p, de
plus, hormis les cas simples déja étudiés, les fonctions sont rarement & variables séparables ( en
grande partie a cause de 'inhomogénéité du systeme). Ainsi donc les factorisations nécessaires a
I’étude d’un signe sont délicates voire impossibles.

Devant un tel bilan, il nous fallait bien agir, et nous avons adopté une attitude qui allait nous
permettre de nous placer dans une situation intermédiaire quant aux deux difficultés inhérentes
au probleme.

65
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En effet, en restreignant la classe des perturbations, ou la structure du systéme a 1’équilibre,
nous avons pu généraliser des méthodes employées pour des systémes inhomogenes isotropes
et obtenir ainsi nombre de résultats, dont on soupconnait bien ’existence, mais qui, faute de
critéres, n’avaient pu étre démontrés.

5.1 Généralisation du théoreme d’Antonov-Lebovitz

Le Théoréeme d’Antonov et Lebovitz [Binney & Tremaine 1987] montre comment il est possible
de minorer le parametre de stabilité d’un systeme d’étoiles par celui d’une sphere barotropique
de gaz. Cette méthode d’investigation permet de se placer d’emblée dans le cas hydrodynamique
“associé”, ce qui évacue la variable p du systeme le rendant ainsi propice aux factorisations.

Ce théoreme bien que fondamental demeure limité dans son champ d’application car il ne
concerne que les systemes sphériques et isotropes. Apreés avoir simplifié sa démonstration [Aly
& Perez 1992], nous allons voir dans quelle mesure ce théoreme et la méthode qu’il utilise se
généralisent dans le cadre des systémes anisotropes ne possédant pas forcément la symétrie
sphérique.

5.1.1 Perturbations préservantes

Les crochets de Poisson de (3.39) se décomposent comme nous I’avons vu en fonction des inté-
grales premieres isolantes du systéme. Une classe de générateurs simplifie donc particulierement
le critére, nous les avons appelés générateurs préservants, car ils sont & 'origine de perturbations
qui préservent certaines symétries du probleme.

Définition 3 On appelle perturbation préservante toute perturbation générée par g telle que

6f = [gvfo] = fE[ng] (51)

Bien que cette définition soit parfaitement utilisable dans un cadre plus général, intéressons-nous
pour fixer les idées aux perturbations préservantes sphérique.

Dans ce cas particulier, f, = f,(E, L?), ainsi les perturbations préservantes sphériques sont
engendrées par g tel que [g, L?] = 0. Cette condition introduit une équation qui n’est pas difficile
a résoudre pour peu que 'on se place en coordonnées sphériques (7,0, ¢,p, = 7,py = 7'9,])4, =
rsin §¢). Dans ce contexte en effet, L? = p? + p2/ sin’ @ et I’équation s’écrit

dg 2ps g 2p3 0g
L7 = 2p 99 99
l9, L] Pe5g + sin?0 0¢ = sin® 6 Opy

(5.2)
Pour résoudre une telle équation aux dérivées partielles, il suffit de trouver 2 intégrales premieres
indépendantes. En formant le systeme différentiel associé,

de do dpg
e p— p— p— d 5-3
205 g (5.3)

2py Zpi
sin? 6

sin® @

ces deux intégrales apparraissent clairement : la premiere et la troisieme équation s’integrent et
montrent que L? = pZ+ pi / sin” @ est constant, puis la premiere et la deuxieme équation montrent
A leur tour que la grandeur I22¢p, + 2ps/ tan @ est aussi constante.

Les variables r, p, et ps n’intervenant pas dans (5.2), toute fonction g(r, p,, ps, L?, I) engendre
donc des perturbations présevantes sphériques.
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Une premiére remarque s’impose alors : toutes les perturbations radiales (qui ne dépendent
par définition que de 7, p, et du temps) sont engendrée par g = ¢(r, p,), et sont donc préservantes.
Toutefois, le fait que dans le cas général, g puisse aussi dépendre d’autres variables, indique
clairement qu’il peut exister des perturbations préservantes non radiales.

Dans le cas non sphérique d’un systeme dont la fonction de distribution dépend de F et

L, (systéme axi-symétrique par exemple), les perturbations préservantes sont engendrées par
tout g tel que [g,L,] = 0, la résolution de cette équation en coordonnées cylindriques montre
alors que g = ¢(r,2,p,,ps, ¢ + pr/Ps). Cette fois-ci encore nous voyons que les perturbations
axi-symétriques (ici aussi engendrées par ¢(r,p,)) sont préservantes.
Nous pourrions ainsi multiplier les exemples et résoudre pour chaque classe de fonction de distri-
bution, I’équation aux dérivées partielles a la base de la propriétés préservante, mais la n’est pas
notre but qui va consister en fait a étudier la stabilité d’un systéme soumis a des perturbations
préservantes.

5.1.2 Systéme hydrodynamique associé

Nous supposons dorénavant que le systéme ne recoit que des perturbations préservantes, le
parametre de stabilité (3.39) s’écrit donc

Hz[fo] — _l/fE[g’EPddeSq _ g/dSPqu/dB /d3 /fE[ng] fE[g E] (54)
2 2 la—q'|
Bien que cette expression soit tout a fait similaire & celle que ’on pourrait obtenir dans le cas
isotrope, il convient toutefois de noter qu’elle recele une anisotropie cachée a la fois dans g et
dans fg. Cette remarque étant faite, nous pouvons sur cette expression, appliquer un traitement
similaire a celui appliqué par Antonov sur le parametre isotrope, et qui lui valut tant de gloire.
En effet, en posant

pi(a) = /[9 fold® /fE g9, Eldp (5.5)

Iinégalité de Schwartz appliquée a (5.4) fournit la minoration

2 1 P1() 3 3//0 ()
Y B o S K K ereras (5:6)

dans laquelle nous avons supposé comme de coutume que fy était une fonction monotone dé-
croissante de sa variable F.
La définition de la densité d’équilibre p, nous donne

[ ot . (5.7)

Dans cette relation I regroupe les intégrales premieres distinctes de 1’énergie dont peut dépendre
la fonction de distribution. Dans le cas sphérique anisotrope, nous aurons par exemple I =

2, dans des symétries plus complexes I peut méme représenter un couple de constantes du
mouvement. La dérivée de la densité d’équilibre par rapport au potentiel d’équilibre nous donne

En complétant la condition de la théorie isotrope 3p0/8w0 strictement négatif, par f; < 0, on

obtient donc
0,00 0[ Oq
b _ 271
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Dans cette relation, nous retrouvons dans Q deux parties aisément interprétables. En effet, le
premier terme, (py)o, est le seul présent dans le cas isotrope, c’est un terme d’enthalpie isotrope
(cf. [Binney & Tremaine 1987]), le second vient donc rendre compte de I’anisotropie du systéme.
Le potentiel 1, est une fonction croissante de la variable | q |, ainsi dq/dv¥, > 0. Si nous
supposons que 9I/dq > 0, ce qui est vrai dans les cas classiques (sphere et ellipse), le terme
anisotrope intervenant dans Q est positif, en appelant k(q) sa racine nous avons donc

0
Jlts1de 2 Q] = 52| - k() (5.10)
L’inégalité (5.6), s’écrit donc
B > Wip] 2 2 P gsg —/d3 /d3 £1(@)-p1(d) (5.11)
| QI Iq q |

en utilisant la notation habituelle pour le potentiel gravitationnel, issue de la forme intégrale de
I’équation de Poisson,

ol = -6 [Tl (5.12)
Nous avons finalement
1 2
H?[f)] > Wp] = 5/{10'1(9(1') + pl.@b[pl]}d?’q (5.13)

5.1.3 Réduction du probleme

De la méme maniéere que dans la cas sphérique, nous pouvons décomposer les perturbations
en deux familles.

En effet, soit 5, les surfaces fermées sur lesquelles le potentiel gravitationnel d’équilibre est
constant, et n, le vecteur unitaire orthogonal & do élément de surface de 5. Nous pouvons toujours
écrire

pr = P, + 6p1 avec P, = /plda (5.14)
5
ainsi nous aurons
/(5p1d0 =0 (5.15)
s

La linéarité de la relation donnant % [p], permet de séparer le critére de stabilité en une partie
symétrique et une partie ‘non symétrique’

Wip = Wiptl + Wispd] (5.16)

La généralisation du Théoreme d’Antonov-Lebovitz consistant a démontrer la stabilité pour des
perturbations non symétriques, c’est-a-dire W[dp;] > 0.

Pour ce faire nous remarquons qu’une utilisation couplée de 1’équation de Poisson pour la
perturbation et de I'inégalité de Schwartz, permettent d’avoir ( cf. [Aly & Perez 1992]- papier 1)

{ 'Vﬁgp } {/wlémdf" } |5 /|6p1 ?.1Q|dq  (5.17)
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ou nous avons posé §v; = ¥[ép,]. Ainsi, en injectant (5.17) dans W [ép,], il vient

[Vév, [ sy | ;
‘ Véy
R e ATl LTI B

On pose alors 61y 2 (0 /On).h 2 .k, ¥ est donc la dérivée de 1, dans la direction de n. La
fonction h étant a support compact compte-tenu des propriétés de §;, on a donc

[1vee P = [(@iVh+hve)aq
= [ VR 4| VU 420 VRV )i
= [E VR 4 VU V)V d
J W8 VR 4 |V P49V (90) - V(40T 5) d

[ @e VR —r v da (5.19)

L’astuce consiste maintenant a faire de ’analyse vectorielle sur les surfaces 5 iso-1).
Nous savons que V? = V.V = A, ainsi, en utilisant le fait que V = Vg + n.%, on obtient la
relation
*¢  0¢
Vo € C? Agp = A — + —(Vs.n 5.20
o) ; ¢ Sé—}_an?—}_@n( s.1) ( )
quelques notions de géométrie suflisant pour se convaincre que le scalaire Vg.n n’est autre que
la courbure totale de la surface 5. En appliquant ce résultat au potentiel d’équilibre, et prenant
en compte le fait que Agty = 0 car ¥y est constant sur S ’équation de Poisson s’écrit
9y | Oty

+ =—(Vs.n) = 4rGp, (5.21)

Ato = Jan? on

Nous pouvons aussi appliquer le résultat (5.20) a 1, il vient

0% N 0”1
on? on?

dans cette derniere relation, et malheureusement pour nous, Age) n’est en général pas nul (sauf
si S est une sphere), ainsi donc, ce terme génant devra rester dans nos équations.

En dérivant (5.21), nous obtenons une relation pour 03t,/dn> que nous injectons dans (5.22)
pour obtenir

i / Y a 0,0
Ay = Agihy — wo-a—n(Vs.n) + 47TG3—710 (5.23)
mais comme
dpo dpo Io /
S = A a. = — .24
en utilisant (5.10), nous avons donc
a !
o=y Q| +4(a)) (5.25)

on
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en injectant ce résultat dans (5.23), nous avons finalement

1.1 ! 1.1 a !
A = Asth - 65-(Vsm) - 4nG(| Q | +4(@) (5.26)

En revenant aux origines de nos calculs, nous pouvons donc réécrire (5.19) sous la forme dévelop-
pée suivante

[ IV |PdPq =
’ I I ’ 0 1
[ IV P 6 [ Asdh - v (V) - anGi( @ | +0%(@)| f ' (5.20)

en décomposant | VA |2, et en injectant (5.27) dans (5.18) nous avons finalement

{ | Vo, [ #a)
> dr G

2

Wwié A+ B+ C 5.28
o= i o } (528)
avec
oh
_ w2 2 s S .
A= eGP da 2 0 (5.29)
.0
B= [ {6196k P —Ww At + 108 (V) b g (5.30)
C = 47rG/k2(q)5¢fd3q >0 (5.31)

Le probléme est maintenant bien posé, en effet, 62, W|[ép,] sera positif quand B > 0.

Ainsi dans notre cas de perturbations préservantes non symétriques, une condition suffisante
de stabilité est ramenée a I’étude du signe de B. Malgré son allure féroce, B ne dépend pratique-
ment plus que de S et de h, le probléme posé est alors bien connu des mathématiciens, il s’agit,
je cite, de trouver la solution minimale d’un probléme de Neumann sur une surface, il ne reste
plus qu’a faire appel aux méthodes variationnelles pour savoir pour quels S et h, ce minimum

est positif.

5.1.4 Etude particuliére de B

Avant d’essayer de résoudre le probleme, explicitons le critere de stabilité correspondant sous
une forme généralisant celui obtenu par [Antonov 1962] et [Lebovitz 1965].
Le théoréme de Gauss nous permet d’écrire B sous la forme

0
le signe de B est donc celui de

£. | Vsh|? do — [ n.h’do (5.33)
/ /

avec

E=vh e 1= Ash -t (Tom) (534)
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En supposant S connue, la variable du probléme est donc h. Comme Antonov et Lebovitz,
cherchons le maximum de [ nh®do avec la contrainte [ £ | Vgh |* do = 1. C’est un probleme de
multiplicateurs de Lagrange qui veut que

6(/ nh?do) — /\6(/5 | Vsh | do) = 0 (5.35)
avec A =cste, soit
/Qhéhnda - A/vagéhvghd.a =0 (5.36)
soit enfin
nh 4+ AVs.(EVsh) = 0 (5.37)

En injectant ce résultat dans (5.33), nous constatons donc que B est positif si A < 1. Nous avons
donc établi le résultat général suivant qui vient généraliser le critere d’Antonov-Lebovitz.

Théoréme 5 Tout systeme en interaction gravitationnelle, dont la fonction de distribution est
monotone décroissante pour toutes ses variables, est stable pour des perturbations préservantes
non symétriques si pour toute fonction h a support compact, la plus grande valeur possible A\5)
de X telle que

nh 4+ AVs.(EVsh) = 0 (5.38)
satisfait la condition \5) >1

Comme tous les résultats généraux, ce critére ne peut étre utilisé dans son cadre le plus vaste.
Toutefois nous allons voir qu’il donne la possibilité de diagnostiquer la stabilité dans le cas
particulier fondamental des systemes sphériques anisotropes.

5.2 Stabilité des systemes sphériques anisotropes

La fonction de distribution de tels systémes est une fonction des deux parametres que sont
E et L?. L’anisotropie se manifestant par un rapport 2 < v? > / < v > différent de 'unité.
Bien peu de résultats généraux ont pu étre démontrés a ce jour. En effet, 'opérateur des petits
mouvements cesse d’étre hermitien des lors que les perturbations cessent d’étre radiales, il n’y a
donc plus de méthodes classiques pour I’étude de la stabilité de tels systemes.

Dans le cas hermitien des perturbations radiales, un résultat a d’ailleurs été obtenu par [Kandrup
& Sygnet 1985], nous en avons précisé les grandes lignes lors de 'introduction.

Grace a notre critére, et a la simplicité géométrique de la sphére inhérente a ce cas particulier,
nous allons voir qu’il est possible d’étendre le résultat de Kandrup et Sygnet aux perturbations
non-radiales préservantes.

Nous avons vu, lors du paragraphe les concernant, comment définir les perturbations préservan-
tes dans le cas sphérique

Séparons les parties symétrique et non symétrique de ces perturbations. Dans le cas sphérique,
la partie symétrique est simplement obtenue en prenant la moyenne sur toutes les rotations de
la perturbation.

Montrons donc que H?[f;] se sépare bien en deux parties dont I'une, invariante par rotation,
constituera la contribution des perturbations radiales, et que nous savons donc positive (cf.
[Kandrup & Sygnet 1985]).
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Nous avons selon (5.4)

G Fl.f.lg". E'
W) = 5 [ felo BPEpEa - S [ dpda | dBp'qu’fE[g[ q]_ff;[ﬂ’ L (5.39)

posons e(q, p) = [g, F], e se décompose en une partie radiale

ea.p) = [ e(R(a),R(p)dR (5.40)

ou 'intégration se fait sur toutes les rotations, et une partie non radiale ée telle que

[t (Ri@), R R = 0 (5.41)
Cette décomposition e = € + de, permet de décomposer (5.39) en

H[f] = Tfo]+6H]f] + tm (5.42)

Les termes mixtes (tm) sont de la forme

tm = /E(%p)-ée-j(q,p)-d?’pd?’q (5.43)

ou j représente les termes du type fg, et sont donc invariants par rotation (car issus de 1’état
d’équilibre sphérique). € et j étant invariants par rotation, on a donc (en utilisant un changement
de variable de Jacobien unité car la transformation est une rotation)

tm = /g(R(q)v R(p)).be(q,p).j. (R(q), R(p)) .d°pd°qd R
= /deg(tLp)ée (R(q), R(p)) j(q,p)d’pd’q
= [éc(B(a). R(p) dE [e(a.p)i(ap)dpda = 0 (5.44)

ainsi donc H?[f] s’écrit simplement
H2[fo] = H2[fo]+ 6H?(fo] (5.45)

avec FZ[ fo] positif comme le montrent Kandrup et Sygnet.
Le signe de 6 H?[fy] est donné quant & lui par la résolution du probléme du paragraphe
précédent dans le cas simple de la sphere.
Comme nous ’avions signalé au passage, dans ce cas particulier uniquement, si ¥y est constant
sur des spheres. alors ¢, = dy/0r 1’est aussi, ce qui évacue son Laplacien de surface du critere.
De plus, le terme de courbure se réduit a
( r 2
%(Vsphere.m) = —— (5.46)

Dans ces conditions, nous avons

[Z|h]|?do
A = - 4
sphere f | Vsphereh |2 do (5 7)

et c’est a ce moment précis que les fideles lecteurs qui ont compulsé les ouvrages sur les inégalités

de type Holder ou Poincaré jubilent. En effet, ils ont reconnu du premier coup d’ceil I'inégalité

de Wirtinger, qui implique ici d’'une maniére éclatante que A 4. < 1, pour ce cas non-radial.
Nous pouvons donc parachever le résultat de Kandrup et Sygnet, en formulant :
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Théoréme 6 Tous les systémes sphériques anisotropes dont la fonction de distribution est mono-
tone décroissante pour ses deux variables E et L? sont stables pour toutes les perturbations
préservantes.

Le seul type de perturbations restant a étudier pour la stabilité de tels systemes a f; monotone,
sont donc les perturbations non préservantes et non radiales, mais compte-tenu de la forme du
critere dans ce cas trop général, une étude analytique semble compromise.

5.3 Stabilité des systemes proches de I’isotropie

Apres avoir visité la famille des perturbations préservantes nous allons a présent retourner le
probleme en limitant & présent la classe des familles d’équilibres et en considérant des perturba-
tions assez générales. Les systémes étudiés seront ceux pour lesquels la fonction de distribution
dans I'espace des phases est celle d’un systéeme isotrope, f(F), plus une déviation anisotrope
infinitésimale. Il s’agit donc dans ce paragraphe d’étudier les conséquences pour la stabilité de
la transition isotrope — mnon-isotrope.

5.3.1 Systémes quasi-isotropiques

Considérons donc un systéme gravitationnel sans collision dont la fonction de distribution
d’équilibre s’écrit f(F, I;) telle que , f(E, ;) = f,+efi(E, I;),le parametre € étant arbitrairement
petit. Cette fonction de distribution décrit bien tous les systémes quasi-isotropiques. Dans cette
situation nous avons, pour une perturbation de générateur g

9,81 = Ly o (5.45)
fE
En injectant (5.48) dans le critére de stabilité (3.39) il vient
2
w2 = -1 [l —/dF/dF’ 9. Jol19', Jol ——/dfeg fil (5.49)
2 fe la—q'|

en utilisant le fait que la moyenne de la perturbation sur tout ’espace des phases est nulle, on a

1 1
—5 [ drda. i) = —5¢ [drlg.fi) = 0 (5.50)
Ainsi, I'inégalité de Schwartz et le changement de variable habituel fournissent
10 pf plp
H?[fo] > 86%[p1]2 /d3 /d3 e 5.51

A v 17 . R . RN
avec p1= [[g, fo]d®p, nous considérons toujours que fy a toutes ses dérivées partielles et premieres
négatives. Ainsi,

dI; 1
Juriae = 1500 - 5 [0 G (5:52)

nous pouvons donc écrire

1 PP
= H - | d /d3 L LIS S 5.53
] 2/| 2, 1-Z2(q) ’q / la—q'| (5-53)
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avec
' 6[,.%d3p
0 < Z(g)2 v = O(e)

|a£|0

utilisant le fait que =(gq) est petit, nous pouvons prendre son développement pour avoir (en
négligeant 0(€?))

1 P% /3/3 /01/01 /
== - - [ dq | &¢ 54

compte-tenu du fait que =(g¢) est positif nous aurons toujours

/ plpi
> q——/d3 /d?’i/ 5.55
°3 | 55 |0 lq—q'| (5:55)

Le point important de cette analyse réside dans le fait que nous tronquons les développements
a lordre € eu égard a la petitesse de I;. En effet, la quasi-isotropie de ces systémes oblige les
surfaces isopotentielles de tels systemes a demeurer quasi-sphériques. Dans ces conditions et
dans notre cas de fonctions s’annulant sur les bords des surfaces mises en jeu on peut montrer
(e.g. [Clement 1965]) qu’a I'ordre € qui nous concerne, notre probléme est sphérique et que nous
pouvons donc profiter de la simplicité de ces surfaces comme nous ’avons déja laichement fait
lors du paragraphe précédent.
Rappelons toutefois les grandes lignes de cette heureuse propriété.

Soit F(r) une fonction, calculons l'intégrale de /' sur un volume V de surface S tel que
V = Vy +dV ou Vj est une boule de rayon Ry et dV la petite correction qu’il faut apporter a
cette boule pour obtenir V. Le “rayon” de V s’écrit donc R = Ry + Q%e(u) + O(€?), ainsi

27 p41 R(,u
/F(r)dr / / d(bd,u/ yrdr
v
27 +1 R(p)
/ a’r—l—/ d(bd,u F(r)yrdr

/V F(r)dr 4+ w? /S FO(T)T‘?G(u)dS + O(¢€*) (5.56)

Par conséquent si Fj s’annule sur S (ce qui est bien entendu le cas pour toutes nos variables)
le premier terme perturbatif est d’ordre €2, c’est donc un terme négligeable dans notre calcul
qui peut donc en toute rigueur se faire sur une boule en considérant les surfaces isopotentielles
sphériques.

Plus aucun calcul n’est a présent a effectuer dans ce cas sphérique et comme nous I’avons vu
précédemment l'inégalité de Wirtinger assure la stabilité contre les perturbations non radiales.
Le cas radial recele quant a lui un peu plus d’attention, en effet, si I; est indépendant de la vitesse
radiale v, (comme le sont L?, L, L, ou L, par exemple) nous pouvons reprendre mot pour mot
la démonstration de [Kandrup & Sygnet 1985] pour assurer la stabilité contre les perturbations
radiales, toutefois si I; dépend de v, nous ne pouvons rien dire !

Ainsi donc nous pouvons assurer que la stabilité est une propriété qui franchit en général sans
dommage la frontiere de 'isotropie pour les systémes autogravitants sans collisions. Il demeure
toutefois clair, que cette démonstration n’est vraie que pour un voisinage tres proche de la
frontiere isotrope, les excursions trop lointaines, dans le domaine des rotations par exemple,
rendant physiquement le systéme instable, mais encore faut-il le montrer.
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5.3.2 Systémes en faible rotation solide

Comme le signalent Binney et Tremaine, dans un repere en rotation solide, les équations
de Jeans pour un systéme stellaire sont identiques a celles d’un milieu hydrostatique ayant la
géométrie des ellipsoides de Jacobi(eg BT), ainsi ’existence de systémes stellaires analogues, dont
la fonction de distribution aurait pour variable E; = p?/2m + ) — 1/2Q%r?, semble envisageable
pour représenter les systemes quelconques en rotation solide.

En fait, les modeles f(F;) ne peuvent pas représenter correctement les systémes triaxiaux
qui ne supportent qu’une formalisation f(E, L., L,>). Néanmoins, de bonnes raisons physiques
laissent supposer que les modeles f(F;) rendent compte de I'essentiel de la physique des barres
des galaxies spirales. De plus, de nombreux auteurs tels que [Lynden-Bell & Wood 1969], et
le groupe de Chicago dirigé par Chandrasekhar dans les années 1965-1975, avaient établi la
stabilité des systéemes hydrodynamiques en faible rotation conjecturant qu’une généralisation
aux systemes stellaires analogues était sans doute possible. Le probleme résidait dans ’absence
de méthodes d’étude de la stabilité de tels systemes “Vlasoviens” inhomogeénes et anisotropes,
le traitement symplectique établi, nous pouvons donc & présent démontrer la conjecture de nos
illustres prédécesseurs.

Nous considérons donc un systeéme dont la fonction de distribution dans ’espace des phases
dépend de maniére monotone et décroissante de E; = p?/2m + ¢ — 1/2Q%r?, de plus nous
supposons la rotation solide (2=constante) et faible, nous avons donc

Vh(p.q) €L'  Q%.h(q,p) = €(a,p) < 1 (5.57)
En remarquant que E; = E — 1/29Q°r%, la perturbation se décompose en
, 1
g.8] = 9y Loy (5.59)
&, 2

comme précédemment [g,1/2Q%?] est d’ordre € a cause de (5.57), ainsi en utilisant rigoureuse-
ment la méme méthode, nous obtenons pour la variation seconde d’énergie

1/ P / 3 / 3! /01/01
> — - d d°q 5.59
125 fIijId?’ 2 MTa—da (5.59)

une utilisation combinée de la petitesse et de la positivité de Q2, il vient

d3 _ |§_1Z|0 _
|fE]| P = _Qz | 0
1-°5 0/

0

} > 55 o (5.60)

En négligeant toujours les termes d’ordre €2, le probleme reste sphérique et nous pouvons conclure

fo]_2/| 0T, 01——/6113 /d3’|qp1p;| (5.61)

est positif non seulement pour les perturbatlons non radiales grace a I'inégalité de Wirtinger,

que

mais aussi pour les perturbations non radiales car 1/2Q%r? ne contient pas v, et donc que la
méthode employée par Kandrup et Sygnet peut étre entiérement reconduite.
Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant, qui vient démontrer la conjecture de Lynden-

Bell et Chandrasekhar :

Théoréme 7 Tous les systémes en interaction gravitationnelle sans collisions dont la fonction
de distribution dépend de fagon monotone décroissante de E; = E — 1/20°r% sont stables si
2 <1
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Partie 111

Modélisation numeérique

7






Nous avons abordé I’étude de la stabilité des systemes auto-gravitants sous un nouvel angle.
En effet, en lieu et place du systeme de Vlasov-Poisson, équations d’évolution dynamique du sys-
teme habituellement étudiées, nous proposons une équation portant directement sur la stabilité
du systeme. Nous sommes donc, dans une certaine mesure, affranchis de toutes les conditions
d’utilisation des méthodes classiques.

Nous avons vu lors du chapitre précédent de quelle maniere le résultat symplectique perme-
ttait de généraliser toutes les approches connues de ce probléme. Dans le cas sphérique nous
avons pu retrouver les principaux criteres de stabilité [Antonov 1962], [Palmer & Papaloizou
1986], [Goodman 1988] et [Vandervoort 1989]. Dans le cas sphérique anisotrope, nous avons
pu étendre le Théoréeme d’Antonov-Lebovitz en proposant la nouvelle classe des perturbations
préservantes qui vient généraliser la notion de perturbation radiale. Nous avons aussi remarqué
la correspondance qu’il pouvait exister entre une variation d’énergie négative et une instabilité.
Ce dernier résultat demeure au stade de la remarque car aucun théoreme n’est la pour affirmer
cette relation dans ce contexte anisotrope. Enfin dans le cas général de la symétrie quelconque
nous avons de la méme maniéere donné un critere de stabilité, mais cet ultime effort semble bien
inutilisable en pratique. Dans le cas sphérique, plusieurs problemes restent ouverts dont le plus
important est sans conteste celui de ’obtention d’un véritable parametre de stabilité fiable et
efficace. C’est dans cet objectif que nous avons entrepris une étude numérique des résultats an-
alytiques que nous avions obtenus. Il est de fait de constater que les systemes susceptibles de
recevoir des perturbations préservantes demeurent stables contre toute perturbation (cf. chapitre
5), et par opposition que les systémes pour lesquels il est impossible de générer des perturbations
préservantes non nulles (systéme purement radial) souffrent d’instabilité d’orbites radiales. II
est donc clair que cette “susceptibilité a recevoir des perturbations préservantes” est reliée a la
stabilité du systeme. C’est dans le but de lever toute ou partie du mystére concernant la nature
de ce lien que nous nous sommes lancés dans nos simulations.

Nous avions besoin pour cela de trois outils distincts :

e Un générateur de conditions initiales. Cet outil fournira la position et la vitesse de N
particules massives. Les propriétés statistiques de ces particules, fonction de distribution,
grandeurs caractéristiques, etc. devront étre ajustables.

e Un code d’évolution dynamique. Ce programme fera évoluer les corps sous I’effet de leur
propre poids. Il devra étre aussi précis qu’ajustable car les propriétés de stabilité de tels
systemes sont sensibles.

e Des outils d’analyse . Un premier code devra répondre a la question : le systéme a-t-il été
stable lors de son évolution dynamique. Un deuxieme code tentera de dire avant évolution
dynamique si le systéme va rester stable ou non. Ces deux outils sont donc fondamentaux
et permettront donc de faire une analyse a priori et a posteriori de la stabilité du systeme.
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Chapitre 6

Conditions i1nitiales

6.1 L’algorithme Ossipkov-Merritt

Le but de cette partie est d’expliquer, avec un souci du détail correspondant aux difficultés
que nous avons rencontrées, le code numérique qu’il a fallu mettre en ceuvre afin d’obtenir N
particules massives dans une configuration donnée.

La configuration que nous avons choisie est la suivante : 1’état initial de notre systéme est
a géométrie sphérique, les corps seront distribués dans I’espace en suivant une fonction de dis-
tribution donnée, qui sera celle d’un systéme inhomogéne pour les positions (densité monotone
décroissante) et anisotrope pour les vitesses (anisotropie radiale ou circulaire). Afin d’étudier les
véritables propriétés de stabilité du systeme, les conditions initiales devront correspondre a un
état virialisé dans lequel le rapport 2E,./E, = —1 (quantités moyennes), c’est-a-dire que nous
nous placons tout de suite apres la phase de relaxation violente.

Compte-tenu de ces contraintes que nous nous imposions, plusieurs choix étaient possibles.
Le premier aspect important concerne la forme de la fonction de distribution. Afin d’obtenir
un systeme virialisé, les propriétés sphériques anisotropes du systéme imposent, conformément
au théoreme de Jeans, f, = f,(F,L?), E = p*/2 + ¢(r) est I’énergie d’une particule et L? =
s+ p;/ sin? @ le carré du moment cinétique total d’une particule. Il n’était pas question ici
d’inventer un nouvel algorithme de geneése de tels systemes, mais plutot de construire un outil
malléable qui tout en fournissant des conditions initiales dont nous connaitrons les parametres
physiques (taille, masse, temps dynamique, densité) de maniére assez précise et ajustables. Cet
outil nous permettra aussi de varier les parameétres concernant sa stabilité (degré d’anisotropie).
La solution la plus simple consiste & imposer une fonction de distribution de la forme f, = E~.L%".
Ces modeles (polytropes étendus) sont souvent utilisés dans les simulations car ils permettent
une anisotropie immodérée en prenant § trés négatif. Ainsi, les premieres simulations concernant
les instabilités radiales ([Henon 1973],[Merritt & Aguilar 1985],[Barnes 1986],[Barnes et al.1986]),
voir [de Zeeuw & Franx 1991] pour une revue) utilisaient ce type de fonctions. Notre probléme
est quelque peu différent, en effet, nous souhaitons obtenir des modeles dont ’anisotropie est
moins forte mais plus contrélable. D’autre part, nous voulons privilégier "aspect réaliste de nos
simulations car il ne s’agit pas d’obtenir des résultats sur des systémes dans des conditions
extrémes et non physiques (comme le serait une galaxie dont toutes les composantes seraient sur
des trajectoires radiales), mais plutét d’obtenir une large gamme de conditions initiales ayant
des caractéristiques différentes et conformes a la réalité.

L’algorithme que nous avons choisi de mettre en ceuvre est connu sous le nom d’Ossipkov-
Merritt ([Merritt 1985b],[Merritt 1985a), [Ossipkov 1979] ou [Binney & Tremaine 1987]), son idée
de base est tres simple et provient de la méthode utilisée pour produire des modeles isotropes.

81
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En se donnant un profil de densité on parvient & reconstruire la fonction de distribution isotrope
correspondante. En effet, la densité n’est autre que la moyenne de la fonction de distribution sur
les vitesses

Piso(T) = 47 / Jiso(E)dp = 47T/ Jiso(E)/2(¥ — 5)d5 (6.1)
ol, pour des facilités de calcul, £ I’énergie relative et ¥ le potentiel relatif sont tels que
\I/(I") é - ¢(r) + y‘)(lrmaa:) et g = —-F + ¢(Tmax) - p2/2 (62)

dans ces conditions, on obtient la fonction de distribution par une inversion d’Abel, due a Ed-
dington

1 d [fdp dV
2/2r2dE Jo dU\JE -V
Malheureusement, dans le cas anisotrope, la fonction de distribution dépend de deux variables

et cette inversion n’est en général pas possible. Il existe cependant une classe de fonctions pour
lesquelles une méthode similaire peut étre utilisée.

&) = (6.3)

En effet, si ’on considere la variable ) > 0 ;

12 »? P2,
Q= E—ﬁ:\IJ—5<1+Esm 77) , (6.4)
correspondant a la variable physique ¢ = —Q) + ¥(7n4.) dans laquelle r,, le rayon d’anisotropie,

possede les dimensions d’une longueur. Nous avons exprimé ici les vitesses en coordonnées polaires

pr=|plcosy , pg=|p|sinncos{ , py=|p]|sinnsinf (6.5)

dans ce contexte la densité s’écrit
T [e%) 2
= /f(E,LZ)dp = 27r/0 sin ndn/o f(v— %,szz sin® n)p’dp (6.6)

En intégrant sur () plutét que sur p, cette relation devient (a r constant)

Pani (1+ Q)pm( )= 4x /:f(Q) 2w - Q)dQ (6.7)

qui s’inverse donc en

_ dpani AV
U 2\/_7r2dQ/ v Q-

qui est bien la fonction de distribution d’un systéeme sphérique anisotrope. Le mécanisme de
syntheése est assez simple, on se donne un potentiel gravitationnel sphérique, on en déduit le
profil de densité qui lui correspond grace a 1’équation de Poisson, on “anisotropise” la densité en
la multipliant par (14 r?/r?) et on obtient la fonction de distribution.

(6.8)

Cette méthode est trés intéressante pour nous, car le potentiel gravitationnel, qui est ici un
parametre d’entrée, conditionne toutes les caractéristiques physiques du systeme.
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6.2 Le modele utilisé

Notre objectif a ce niveau était de choisir un profil de densité paramétrable permettant d’avoir
une grande diversité dans les caractéristiques des systémes générés, mais aussi un modele assez
simple pour permettre 'obtention de conditions initiales dans un temps de calcul raisonnable.

Ce compromis est tout a fait possible en considérant la famille des polytropes.

La fonction de distribution isotrope de tels systemes s’écrit

fiso(E) = AE"F (6.9)

ou A est une constante de normalisation et n 'indice du polytrope. Dans ces conditions, la formule
d’Eddington (6.1) nous donne :

A(27)iT(n — &
Piso(T) = ¢, . W™ avec ¢, = ( ?(n —|—n1) 2) (6.10)
la fonction I' étant définie par la relation classique
neRy , T(n+1)= / e dx (6.11)

pour assurer la convergence du calcul de ¢, on doit avoir n > 1. La relation (6.10) permet

d’obtenir le potentiel gravitationnel en résolvant 1’équation de Poisson, AV = 47p, (nous avons
choisi un systéme d’unités tel que G = 1), p et ¥ ne dépendant que de r on a alors

1d [/ ,d¥
—— | = dre,¥" = 12
r2 dr (r dr) +amen 0 (6.12)
en passant aux variables sans dimension s = r/\/47W¥"?~l¢, et ¢ = V/V¥, on obtient I’équation
dite de Lane-Emden
Ld (Ldd\ [ —¢" sig>0
=7 (: E)‘{o <0 (6.13)

les conditions initiales a utiliser sont ¢(0) = ¥,/¥, = 1, ¥, est donc un parameétre du modele,
et d¥/ds =0, car il n’y a pas de force gravitationnelle au centre du systéme.

Dans le cas général , et pour un n quelconque, on ne sait pas résoudre cette équation. Dans
certains cas particuliers, la solution est analytique. Pour n = 1 , elle devient I’équation linéaire
de Helmholtz. Pour n=>5, [Schuster 1883] obtint la solution connue sous le nom de Modele de
Plummer.

1
¢ = —— (6.14)
1+ %
la densité correspondante,
C5\IJS
po= e (6.15)
(1+5)3

ne s’annule pas, le rayon du systeme correspondant est donc illimité. Toutefois, sa masse totale
M., = — /3% ot finje.

A/ 4rWlcs

En résumé on peut montrer les propriétés suivantes :

e S5in €R tel que 0.5 < n < 5, la densité s’annule pour un rayon donné.

e Pour des valeurs de n plus grandes que 5, la masse diverge.
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6.2.1 Calcul de la fonction de distribution dans le cas n=5

Dans le cas n = 5, la solution de I’équation de Lane-Emden est analytique et s’écrit en
variables ¥ et r

V() = (6.16)

V1425

Nous avons donc ¥(0) = 1 et b> = 4me; = 7n°/2/16. La densité et le rayon s’expriment donc
en fonction du potentiel

2\/2 1
Piso = 65\115 = 7762/_\115 et r = b\/§ 6_1 (617)

L’algorithme Ossipkov-Merritt nous indique alors la marche a suivre. La densité du systéme
anisotrope correspondant est définie par

2 2 2
A r b 1 3b
Pani = (1 + ﬁ) Piso = 7‘_2\1,3 + 3 (1 — v’ (6.18)

Le calcul de la fonction de distribution est un peu plus compliqué mais ne pose aucun probleme
de principe

\/5 d @ 1 dpam'
4r2dQ Jo VO - W d¥

Dans cette intégrale, () varie de 0 a —¥(0) = —1. Le changement de variable z = /@ — ¥ permet
I'intégration

Q) = av (6.19)

Q"? (6.20)

1Q) = %Q3/2+[f_21ﬂ3]£

2
8r2

Nous avons représenté ci-dessous cette fonction pour r, = 4,5,6,7 et 8, en utilisant la variable

Q1

Figure 5 : Fonction de distribution analytique n=>5
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Pour des valeurs du rayon d’anisotropie r, > 732 [ZZ21]1/4] ~ 5.7, la fonction de distribution
est strictement positive pour tout @ € [0, 1]. Mais si r, < 5.7, f(Q) devient négative pour @
proche de 1. En fait, cela signifie qu’en toute rigueur on ne doit pas dépasser un certain état
d’anisotropie maximum : un systeme physique décrit par une telle fonction de distribution ne
peut pas avoir toutes ses composantes sur des trajectoires radiales. Ce petit probleme se pose
dans les mémes conditions pour d’autres valeurs de n.

Notons aussi que cette famille de courbes présente un point fixe, commun a toutes les fonctions

de distribution quelle que soit la valeur de r,. En effet, la relation (6.20) peut aussi s’écrire :

m(7 - 16Q2)Q3/2 n 32v/2

(@) e TP Q" (6.21)

ainsi lorsque @ = /7/16 ~ 0.66, f(Q) ~ 0.061 et ce quelle que soit la valeur de r,.

Comme nous 'avons déja remarqué, dans le cas général I’équation de Lane-Emden n’admet
pas de solution analytique. Il n’est donc en général pas possible d’obtenir r en fonction de ¥
comme dans le cas que nous venons de traiter. Une étude approfondie de la solution permet
néanmoins de montrer que cette derniére est toujours monotone décroissante.

La relation polytropique liant p;,, a ¥ choisie dans notre algorithme d’une part, et cette
propriété de monotomie d’autre part, nous indique clairement que le point fixe mis en évidence
dans le modele analytique est en fait un propriété générale de ces fonctions de distribution. Ainsi
pour chaque valeur de n, un point fixe devrait pouvoir étre mis en évidence.

6.3 Genése de N corps suivant une fonction de distribution f(Q)

Apres avoir décrit les divers algorithmes utilisés, nous allons nous intéresser a présent aux
moyens qu’il faut mettre en jeu pour obtenir N particules suivant une certaine fonction de
distribution dans ’espace des phases. Ce travail s’effectuera en deux étapes : dans un premier
temps, nous allons distribuer les IV particules dans I’espace des positions suivant la loi de densité
fournie, puis attribuer a chacun de ces points une vitesse conforme a la fonction de distribution.

6.3.1 Génération de la position des particules

Pour obtenir la loi de densité du systéme en suivant 1’algorithme Ossipkov-Merritt, nous
devons fournir une loi isotrope. Comme nous ’avons expliqué, notre choix s’est porté sur les
polytropes et nous devons donc résoudre I’équation de Lane-Emden(6.13). La solution n’étant pas
analytique, nous avons entrepris une résolution numérique. Compte-tenu de la relative simplicité
du probléme a résoudre (Probléme non linéaire mais a une seule dimension), nous ’avons résolu
de proche en proche par une méthode dite d’Euler explicite.

L’équation (6.13) se développe en :

s¢" + 2¢" + s¢" = 0 (6.22)

La définition de la dérivée est la suivante :

d(s+e = lim (s + 62 — 0(s)
G(st0 = (@ste) = lim AETI=A)=ed(s)
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En prenant un € trés petit devant les dimensions du systéme, on peut injecter ces définitions
dans (6.22) on obtient 2 équations de récurrence :

dste = H290) J;éfg’e(s) — €567 (s) (6.23)

P(s+¢) = d(s)

¢'(s+¢) = lim

e——0

(6.24)

On connait ¢(0) = 1 et ¢'(0) = 0, on peut calculer ¢(¢) puis ¢'(€) et continuer cet algorithme
tant que ¢(ke) > 0. k € N.

La véritable fonction potentiel est W(r), il faut donc multiplier en chaque point, ¢(s) =
O(r.(4m¥n~1e, )71, par le parametre ¥, dont dépend donc la taille du systéme (rayon maximum
tel que ¥(r) > 0) .

Le potentiel étant calculé, on obtient, grace a (6.10) et (6.7), le profil de densité du modeéle
anisotrope, ainsi que la fonction de distribution du systeme.

L’obtention de la position de chacun des corps est a présent possible, car la densité n’est autre
que la loi de probabilité de la distance des corps par rapport au centre du systéme. On calcule
alors la fonction génératrice de la densité, c’est-a-dire la masse du systéme en fonction de son
rayon M(r). La position d’un corps suivant cette loi est donc obtenue en inversant M(r) et en
I’appliquant & une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Bien entendu nous avons au préalable pris
soin de normaliser la distribution de telle maniére que M(7,,,,) = 1. Les deux autres coordonnées
polaires sont aléatoires, sin § est uniforme sur [0, 1] et ¢ est uniforme sur [0, 27]. Pour chacun des
corps nous avons donc le schéma suivant :

Ti = Tmae-M'(2)

0; = 2sin”'(\/z)

¢; = 2m.x

x étant une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

Nous avons tracé ci-dessous les diverses fonctions calculées dans les cas n = 3,5, n = 4 et
n =4,5.
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Figures 6 : Potentiels de Lane-Emden

Figures 7 : Densité des modéles anisotropes geénérés
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Figures 8 : Masse normalisée de nos systémes

Figures 9 : Fonctions de distribution anisotropes

Les figures 6 & 8 portent en abscisse le rayon du systéme. La figure 9 porte la variable | @ | en
abscisse. Chacune de ces figures, comporte 3 graphiques représentant chacun une valeur de I'indice
polytropique n, (3.5, 4 et 4.5 au dessous). Sur chacun de ces graphiques le rayon d’anisotropie
prend les valeurs r, = 0.75(courbe la plus bleue), 1,2,5,10 et 100(courbe la plus rouge).

6.3.2 Génération de la vitesse des particules

Placons-nous en coordonnées sphériques dans ’espace des vitesses. On a donc

v, = sinfcos¢v, 4 sin b sin ¢v, 4 cos fv,
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vg = cosbcosopu, + cosfsin v, — sin fv, (6.25)
vy = —sin¢v, + cos P,

et

v, = ,/vg—l—vi
v

a = tan’! (—9)
Vo

La probabilité de présence d’une particule dans une région de ’espace des phases de volume
dT2dr d6 d¢ dv, dv, do est proportionnelle & la fonction de distribution du systéme dans cet
espace.

1
p(INdl' = Wf(r, ., v )7 dr sin 0dBd v, dv.dv, da (6.26)
Les variables a, ¢ et sin @ sont dans notre cas sphérique, uniformément réparties sur [0, 1]. Il est

donc possible d’intégrer (6.26) sur ces variables pour obtenir

2,.2
/p(F)dF = /871-7:7 vtf(r, vy, v)dr dv, dv, (6.27)

Dans notre modele , la fonction de distribution ne dépend méme que de @)

f=/(Q) avec @ = %vf + % (1 + :—z) v} + (1) (6.28)

r, v, et v; sont donc des variables aléatoires liées, il est toutefois possible de procéder a un
changement de variables qui aura pour but de les séparer. On pose

v, = R.cosp

2
vy 1+ = = R.sin 8

ainsi nous avons @ = R?/2 + ¢(r). Le jacobien de la transformation se calcule aisément

D(r,v,,v;) R
—_— = — 6.29
D(Tv R7 ﬁ) 7‘2 ( )
1+ —
/rd
Ainsi, la fonction de distribution sépare ses variables en
2 2 2,2 P2 o
frvon ) = p (B wn)) P e dp (6.30)

r
N <1+E)

La variable § est indépendante de R et r, (6.30) nous fournit donc les fonctions de distribution

marginales
sin 3
p(B)p = ——dp
1672r?R? [ R*
p(r,R)drdR = er T (7 + ¢(T)) drdR

I+

a
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Nous obtenons, par une intégration directe, la fonction de répartition de (3

# sin B’

P(3) = /0 g = sin‘?(g) (6.31)

Pour la variable R . il faut se donner une position r et utiliser la formule des probabilités condi-
tionnelles, sachant que la loi de r n’est autre que la masse d’une coquille sphérique d’épaisseur
dr

p(R|r) = o) avec p(r) = % (6.32)

Nous obtenons donc la fonction de répartition de R a r = r, fixé.

47 R R/2
PR|r = r,)= —F——< R’Qf(— + ¥(r,))dR’ (6.33)
plro) (1+2) /0 2

2 /W%H%z /(@)dQ
p(r,) (1 + %) ¥(ro) V2(Q — ¥(r,))

Avant de calculer la vitesse de chacun des corps, il faudra donc les positionner dans ’espace afin
de permettre le calcul de P(R | r=r,). Ce faisant, il vient pour un z aléatoire et uniformément
réparti sur [0, 1] :

R, = P Yzlr=r,)

B; = 2sin”'(y7)

vg; = 4/1+ 5.R;.sinf;cosa;
2 . .
vy = /14 Z.R;.sinf;sin oy

En régle générale, nos systémes sont constitués de N = 8192 = 2! corps. Comme nous le verrons
lors de I’étude du code dynamique, nous sommes peu limités par ce parameétre et pouvons aller
jusqu’a 2'* ou 2% sans trop pénaliser notre temps de calcul.

6.4 Caractéristiques physiques des modeles utilisés

Comme nous I’avons déja précisé nos systemes possedent une masse totale M = 1, leur rayon
maximum est fixé par la contrainte ¢(0) = 1, les unités sont alors définies telles que G = 1.
En ajustant n et r, nous pouvons donc faire varier deux quantités physiques importantes de nos
systemes : le rayon et le temps dynamique. A r, fixé, le rayon augmente avec n, et, pour un n
donné, le temps dynamique augmente avec ’anisotropie du systeme.
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Tous nos systemes sont relaxés, leur rapport du viriel (2E,;,/E,,;) vaut —1. Il s’agit donc de
systemes en équilibre, ayant subi la phase de relaxation violente.

Nous avons représenté sur les figures 9 la fonction de distribution de nos modeles. Contrairement,
au cas n = b précédemment traité, elle ne présente pas de point fixe. Nous avons en effet choisi
de ne pas imposer le rayon de nos systémes, celui-ci dépend donc de 7, lorsque n est fixé (comme
on peut le voir sur les figures 6 représentant le potentiel)

Afin d’obtenir nos conditions initiales, nous avons généré conformément aux préceptes des deux
section précédentes, la position et la vitesse de 8192 particules pour chaque chaque couple (n,r,).
Nous avons testé sur les figures 10, le bon accord entre le profil de densité (a gauche) et les dis-
persions de vitesses (a droite) prévus par 'algorithme et les mémes quantités calculées a partir
des particules pour un modele n = 4 et r, = 2.

Figure 10 : Test de la génération des conditions initiales

L’algorithme Ossipkov-Merrit admet une limitation fondamentale. En effet, pour chaque

valeur de n, il existe, comme le montrent les figures 9, une valeur critique pour le rayon d’aniso-
tropie en deca de laquelle la fonction de distribution devient négative dans une certaine région
de l'espace des phases. Il s’agit 13 d’une simple illustration du fait qu'une distribution sphérique
arbitraire de particules massives ne peut pas toujours étre représentée par des orbites radiales.
Nous avons toutefois considéré des modeles avec r, = 0,75 ou r, = 1, qui sont sujets a de tels
problemes. Dans ces deux cas, nous avons arbitrairement mis a zéro la fonction de distribution
dans la région ou elle était négative et seulement alors déduit la position et la vitesse des partic-
ules. Comme nous le verrons, dans nos discussions futures, nos conclusions concernant la stabilité
de tels systemes fortement anisotropes ne different pas de celles obtenues pour de véritables mo-
deles issus de I’algorithme Ossipkov-Merrit.
De plus, il est important de noter que bien qu’elles soient toutes issues de la méme variable
aléatoire uniforme z, nos particules ont été initialisées indépendamment les unes des autres. La
fonction de distribution effective (issue des particules) est donc légerement perturbée par rapport
a une pure distribution d’équilibre. Cette perturbation est due & une fluctuation Poissonienne
que notre mécanisme de synthese introduit dans la densité du systeme. L’évolution dynamique
de chacune de nos conditions initiales représente donc la réponse d’'un systéme auto-gravitant
sphérique anisotrope en équilibre soumis a une perturbation.
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Chapitre 7

Evolution dynamique

La genése de conditions initiales n’est pas un travail dynamique. Il s’agissait de représenter au
mieux un profil de densité et une dispersion de vitesse correspondant & un objet auto-gravitant
sphérique. Cet objet se trouve lorsque nous le créons numériquement dans un état d’équilibre
virialisé. Si cet état est strictement atteint et si ce systéme ne subit rigoureusement aucune
perturbation, il demeurera dans cet état jusqu’a la fin des temps.

Ces deux conditions ne peuvent évidemment pas étre réalisées. Pour des raisons aussi nom-
breuses que variées, il devra faire face & toutes sortes de problemes. Il est par exemple impossible
de générer un systeme dont le rapport du viriel est exactement -1.

L’un des buts avoués de notre étude est de prédire et comprendre la stabilité de tels systemes.
Il s’agit donc de savoir quand, comment et pourquoi les systémes que nous avons engendrés a un
moment que nous choisissons comme origine du temps, vont évoluer dynamiquement.

Pour cela il faut se doter d’un outil permettant a ces conditions initiales de se mouvoir sous
I’action de leur propre gravité.

7.1 Le probleme et sa résolution numérique

Tant que ’on néglige les processus dissipatifs, notre étude se ramene essentiellement & un
probleme & N corps auto-gravitant. Sur ces échelles, la dynamique est purement newtonienne, la
démarche numérique est alors la suivante : les conditions initiales sont définies par la donnée de
positions et de vitesses de particules massives qui permettent de reproduire un champ de vitesse
ou de densité observé, ou, comme c’est le cas dans notre approche, considéré théoriquement.

L’évolution de ces particules est alors supposée se faire uniquement par l'intermédiaire de la
gravitation. Le champ de force étant connu, les particules sont déplacées, la résolution des équa-
tions du mouvement peut étre faite en considérant plusieurs schémas d’intégration temporelle.

Un schéma trés souvent utilisé pour sa stabilité, sa précision et sa vitesse est le schéma “saute-
mouton” qui consiste a estimer par exemple les positions et les vitesses a un demi-pas de temps
(6t) de différence. Ce schéma est exact a 'ordre deux en 6. Lorsque ’évolution I’exige nous devons
étre capable de modifier le pas de temps. Dans ce cas, d’autres schémas sont préférables comme
le schéma “predictor-corrector”. Récemment il a méme été proposé un schéma “saute mouton”
d’ordre quatre en 6t permettant une modification du pas de temps en cours de simulation. Le
code que nous avons mis en ceuvre est de type “saute-mouton” classique, les processus physiques
en jeu dans le cadre de nos simulations ne présentant pas de violentes variations temporelles.

Plusieurs algorithmes sont possibles pour calculer le terme d’interaction gravitationnelle.

93
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Le potentiel gravitationnel engendré par N particules massives est donné par la relation
N
Gmi
V() =) (7.1)

La méthode la plus intuitive consiste a calculer exactement ce potentiel a chaque pas de temps.
Pour reproduire une dynamique non collisionnelle, il est alors nécessaire de tenir compte d’un
trés grand nombre de particules. Afin de supprimer au mieux les effets de relaxation a deux corps,
le potentiel gravitationnel est également lissé aux petites échelles de distance, ce qui signifie en
fait que les particules ne sont pas ponctuelles, mais posseédent une extension finie €. Le potentiel
“adouci” s’écrit donc

U(r) = ' (7.2)

Les programmes correspondant sont rassemblés dans ’appellation code “Particule-Particule”
(PP) ou tout simplement code N corps direct. Cependant, sur des machines scalaires ou vec-
torielles, le nombre de distances a calculer (d’ordre N?) devient vite prohibitif. En définitive, il
n’est pas possible alors sur ce type de machines de dépasser quelques milliers de particules.

Une premiere approximation au calcul direct de I'interaction gravitationnelle est envisagée
dans les codes en arbre. Cette fois, 'espace est divisé en cellules cubiques hiérarchiques, chaque
cellule contient une ou plusieurs particules. Si une cellule de taille o et située & une distance
d satisfait le critere o/d < 6, 6 étant un parameétre donné, les particules de cette cellule sont
traitées comme une seule “pseudo-particule” localisée au centre de masse de la cellule. 8 est
choisi inférieur & un pour diminuer les erreurs, et le nombre d’opérations croit cette fois comme
N log N par évaluation de potentiel. L’architecture d’un tel algorithme est semblable & celle d’un
arbre avec le tronc, les branches et les feuilles correspondant aux particules les plus éloignées.
Cependant cet arbre est tres différent a chaque pas de temps, c’est pourquoi le développement
d’un programme efficace utilisant cette stratégie (tree-code) est trés complexe, notamment sur
machine paralléle. De plus, a grande distance les particules n’interagissent qu’avec la composante
monopolaire ou quadripolaire du champ réel, ce qui ne suffit pas dans certains contextes.

Les termes d’interaction peuvent aussi étre approximés en développant le potentiel gravita-
tionnel sur une base tronquée de fonctions orthogonales adaptées a la géométrie du probleme
considéré. Il s’agit alors de ’approximation de type champ moyen. Lorsque le systéme considéré
est essentiellement sphérique comme un amas globulaire par exemple, le potentiel est développé
en harmoniques sphériques. Lorsque le systéme ne présente aucune symétrie particuliere autre
que la symétrie cartésienne, le potentiel est alors développé sur une base d’ondes planes, c’est a
dire développé en série de Fourier. Ce type de stratégie fournit des programmes dit “particule-
grille”(PM) a été tres utilisé pour la formation des grandes structures de 'univers.

Une amélioration de I'approximation de champ moyen, uniquement développée en astro-
physique consiste a corriger la dynamique & petite échelle d’un code PM par la dynamique
calculée avec un code PP, on obtient alors un code “particule-particule, particule-grille” (P3M).
Certains auteurs ont également développé des codes PM avec la possibilité de redéfinir localement
la grille. Malheureusement, ’effondrement intrinseque a la gravitation est fortement inhomogene
voire chaotique pour les grandes structures, on ne sait donc pas a priori ou et quand la grille doit
étre redéfinie.

La situation n’est donc pas trés encourageante, sauf si 'on dispose comme c’est notre cas
d’un super-ordinateur massivement paralléle : la Connection Machine sur laquelle nous avons pu
utiliser la stratégie PP des codes N corps directs.
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7.2 La Connection Machine

Deux des codes principaux que nous avons développés et mis en ceuvre fonctionnent sur une
Connection Machine (CM5). C’est en partie grace a la puissance de calcul et a la souplesse
d’utilisation de telles machines que nous avons pu mener a bien dans un temps raisonnable
I’ensemble de nos investigations numériques.

Devant les spécificités inhérentes a de telles machines nous avons jugé bon de faire une petite
présentation des architectures informatiques massivement paralleles et plus spécialement de la
CMb5 que nous avons utilisé.

La premiere Connection Machine, CM2 (puis CM200), était constituée d’un réseau de petits
microprocesseurs 1 bit peu performants mais en trés grand nombre (de 8192 a 65536 par CM2).
La nouvelle génération CM5 est formée quant a elle, de microprocesseurs plus évolués (SPARC)
en nombre plus restreint (de 16 a 128 par CM5).

Il existe a I’heure actuelle trois CM5 implantées en France, sur le Site expérimental en Hyper-
parallelisme d’Arcueil (SEH), a I'Institut de Physique du Globe de Paris, et & 'INRIA de Sophia
Antipolis. La totalité de nos simulations ont été effectuées au SEH.

7.2.1 Le parallélisme

L’une des avancées les plus notables de ces dernieres années, dans la technologie des ordina-
teurs, est sans conteste, I'utilisation d’architectures de type parallele dans 'organisation interne
des machines. Il existe plusieurs types de structures paralléles mais deux seulement sont princi-
palement utilisées.

¢ Le parallélisme de Controle (Control Parallelism : CP). Il s’agit d’effectuer plusieurs opéra-
tions simultanément sous le controle d’un superviseur qui gere le temps et les taches dans
le but de mener a bien I’exécution globale.

o Le parallélisme de données (Data Parallelism : DP). Il s’agit ici de faire effectuer plus ou
moins la méme opération en méme temps par tous les microprocesseurs .

Ces deux modes d’utilisation des machines paralléles sont bien sir disponibles sur CM5 et peuvent
meéme étre combinés. Dans la pratique, c’est le probleme a résoudre qui conditionne 1’utilisation de
I'un de ces deux modes, mais bien souvent le parallélisme de données est préféré a son concurrent
pour des raisons d’efficacité d’une part, mais surtout parce que les codes DP sont plus faciles
a écrire et & mettre en ceuvre que leur équivalent CP. Nos codes ont été développés en CM-
FORTRAN et utilisent le parallélisme de données.

7.2.2 La programmation parallele

Avant l'avenement de la CM5, la principale implémentation du parallélisme de données
s’effectuait sous une architecture SIMD (Simple Instruction, Multiple Data). A la base de la CM2,
I’architecture SIMD s’est révélée d’une puissance insoupgonnée. Des objets paralléles (vecteurs,
matrices, ...) comprenant des centaines ou des milliers d’éléments sont répartis sur les micropro-
cesseurs de la machine, un élément par processeur, qui effectuent alors tous la méme opération.
La différence avec une machine classique (non paralléle) est alors évidente, alors qu’il fallait écrire

real A(100,100)
real B(100,100)
real C(100,100)

integer 1,j
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Doi= 1,100

Do j = 1,100
A(ij) = 1
B(i,j) = 2.
Cli) = A(i) + B(id)
End do
End do

et attendre 100x100 cycles d’une machine série, il suflira d’écrire
real ARRAY(100,100) : A,B,C

integer 1,j
A(;:) = 1
B(:,:) = 2.

C(:,:) = A(;,:)+B(:,:)
et attendre 1 cycle de CM2 ... Toutefois, architecture SIMD et programmation en parallélisme
de données ne sont pas synonymes, et, il est possible d’imaginer une architecture plus évoluée a
la base d’une machine plus performante.
Imaginons la procédure données paralléle suivante,

real ARRAY(100,100) : A,B,C

.‘:&71161’8 (A(,))=0.)

A(:;:) = B(;,:)
Else Where

A(:) = C(:2)
End Where

dans laquelle, et en si peu de temps, les composants nuls (resp. non nuls) de la matrice A sont
remplacés par les composants correspondants de la matrice B (resp. C').
Dans le cadre d’une architecture SIMD, un tel code exécute la branche Where pour les élé-
ments nuls de A lors d’une premiere phase, puis, dans un deuxieme temps exécute la branche
ElseW here pour les éléments non nuls. Une architecture MIMD (Multiple Instruction Multiple
Data), a la base de la CM5 notamment, effectue quant & elle les deux branches de la boucle
simultanément. Il est remarquable de noter que ces modifications de fonctionnement sont trans-
parentes vis-a-vis de ’écriture du programme elle méme, seules sont modifiés la structure interne
et les performances de la machine.

Bien d’autres exemples permettraient de montrer les avantages et finesses de la programma-
tion parallele mais la n’est pas notre but.

Nantis de ces quelques rudiments nous pouvons a présent exposer le schéma du code d’évolution
dynamique que nous avons utilisé.

7.3 Le code dynamique Alimi-Scholl

Ce code a été développé par Jean-Michel Alimi et Hans Scholl dans le cadre de la forma-
tion des grandes structures de I'univers, il est donc capable de prendre en compte ’expansion
cosmologique. Dans notre étude de la stabilité d’un systéme auto-gravitant, cette expansion est
strictement négligeable car nous ne nous intéressons qu’a des objets déja évolués tels que les
galaxies ou les amas globulaires. Toutefois, la nature gravitationnelle du probléme reste iden-
tique.

Le code & initialement été développé sur une machine SIMD, comme la CM2 ou la CM200,
mais il est resté tres performant lors de notre utilisation sur la CM5. L’algorithme simple utilisé
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dans ce code est le suivant : la position de la particule (i) est associée au processeur (Pi), nous ré-
pliquons ensuite le contenu de chaque processeur. Les positions dupliquées sont alors commutées
vers le processeur voisin, chaque processeur contient donc dans sa mémoire la position de deux
particules différentes, le module de la différence de ces deux données fournit la distance de ces
particules, on décale d’un cran supplémentaire les positions dupliquées pour avoir un nouveau
jeu de distances... en N étapes on obtient la distance entre toutes les particules. Par analogie on
peut penser a une roue mobile de positions, concentrique avec une roue fixe de positions, chaque
décalage entre les processeurs correspondant a un tour de roue de 360/N degrés. Cet algorithme
est aussi connu sous le nom d’Orreri.

Figure 11 : Algorithme Orreri

La distance entre tous les corps ainsi calculée, on en déduit le potentiel gravitationnel vu par
chaque corps grace a la relation (7.2). Le gradient de ce potentiel fournit la force subie par chaque
particule causée par l'interaction gravitationnelle de toutes les autres. Le principe fondamental
de la dynamique newtonienne vient alors nous donner 1’accélération recue par chaque particule,
ce qui permet de déplacer les particules en position et en vitesse. En effet si 6t est un intervalle
de temps tres faible devant les caractéristiques temporelles du systéme (typiquement 6t = 7,/20)
on peut écrire :

nt 2 = wll) + it
Vl(lo—l-él) = Vi(lo) —|— 6[&2([,})
ri(l, +6t) = ri(l, + %) + (SQ_tVi(to + ét)

ou r;(1),v;(t) et a;(t) représentent respectivement la position, la vitesse et I’accélération de la
particule 7 & l'instant ¢. Cet algorithme revient donc & négliger les corrections en §¢%. En répétant
cet algorithme k fois, nous faisons évoluer le systéme sous I’effet de sa propre gravitation pendant
un temps de k.6t.
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Le contréle du systéme est assuré par une vérification de la bonne conservation de I’énergie.
Les performances atteintes par le code et la machine se sont montrées a la hauteur de nos
espérances : nous avons fait évoluer chacune de nos conditions initiales pendant sur une période
équivalente & 20 temps dynamiques (du systéme initial) résolus en 10000 pas de temps. Chaque
pas de temps prenant moins de 4 secondes sur la Connection Machine 5 (32 nceuds) a notre
disposition, une évolution compléte dure en moyenne environ 10 heures. La conservation de
I’énergie est vérifiée en deca de 0,01%.

L’ensemble de ces performances font de nos expériences les simulations les plus précises réalisées
a ce jour, que ce soit pour l'algorithme utilisé (sommation directe) ou pour la résolution choisie.



Chapitre 8

Résultats numeériques

La premiere série de résultats que nous allons présenter consiste principalement a mettre en
évidence 'instabilité dite d’orbites radiales. Comme nous 'avons fait remarquer plus haut, ce
phénomene a déja longuement été évoqué par de nombreux auteurs, aussi bien sur le plan analy-
tique [Antonov 1973] que sur le plan numérique [Barnes et al.1986], [Palmer & Papaloizou 1986]
et bien d’autres. Nous avons toutefois choisi de refaire ce type de simulations dans deux buts
distincts : tout d’abord cette instabilité est le principal fait dynamique intervenant ou non dans la
vie d’un systéme auto-gravitant sphérique anisotrope, il est donc fondamental de la comprendre
et surtout de la prévoir, nous avons donc décidé d’effectuer des simulations numériques de ce
phénomene en utilisant le schéma le plus adapté et une tres grande résolution afin d’obtenir les
résultats les plus fiables possibles.

Sur un autre plan, un effort tout particulier a été effectué pour le respect des hypotheses physiques
que ce probléme recele en son sein. Pour cela, nous avons tout d’abord pris grand soin de veiller
a la conservation de 1’énergie totale de tous nos systémes pendant leur évolution dynamique.
Cette condition est en effet & la base de I’hypothese non dissipative qui simplifie grandement les
équations d’évolution de nos systémes (Vlasov au lieu de Focker-Planck). C’est aussi pour cela
que nous n’avons effectué qu’'un “voyage” correspondant a un vingtaine de temps dynamiques, et
non pas plusieurs centaines de ce méme temps comme [Palmer & Papaloizou 1986] par exemple.
Enfin, nous avons choisi de limiter ’anisotropie de nos modeles en utilisant un 7, minimum de
0,75, 1l est en effet clair qu’un systéme presque purement radial est forcément collisionnel en son
centre, si les particules possedent une extension finie. Ainsi, les modeles construits a partir de
la donnée de leur fonction de distribution uniquement (par exemple f,(E,L?) = E“L*’ pour
[Barnes et al.1986]) sont évidement non réalistes pour (3 arbitrairement petit. Cette limitation
n’apparaissant pas explicitement (comme c’est le cas pour nos systémes) nous ne sommes pas en
mesure d’interpréter ’évolution dynamique de tels modeles.

8.1 (In)stabilité morphologique

8.1.1 Origine physique de P’instabilité

Considérons une particule d’un systéme auto-gravitant sphérique, possédant un tres faible
moment angulaire (L ~ 0). Dans la limite ot L = 0, nous avons vu lors du premier chapitre
(1.4.1) que le rapport K, de sa fréquence radiale a sa fréquence azimuthale prenait alors la valeur
extrémale 2. Ainsi donc 'orbite de cette particule se referme en une révolution autour du centre
du systeme. Si la particule posséde un tres faible moment cinétique, nous aurons alors K,<2,
I’orbite précesse dans un plan.
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Supposons a présent que dans ce plan orbital, il existe une direction privilégiée par une certaine
perturbation (petit contraste de densité, écart a la sphéricité, nature de la perturbation,...).
Etant donné que la particule précesse doucement vers cette perturbation, elle ressent un couple
qui vient augmenter son moment cinétique et la faire précesser plus rapidement. Lorsque la
particule traverse la barre formée par la direction privilégiée, elle voudrait continuer sa précession
en s’éloignant de cette région mais le couple issu de la perturbation du potentiel a maintenant
changé de signe et contribue au ralentissement de la particule.

Supposons a présent que ’amplitude de cette perturbation croit au cours du temps, le couple
qui augmente la vitesse de précession est donc de plus faible amplitude que celui qui la ralentit.
La particule ayant traversé la région sensible ressent alors une nette perte de moment cinétique,
si ce dernier est initialement tres faible, cette perte peut méme inverser le sens de l'orbite, et la
particule, au lieu de continuer son chemin, revient sur ses pas. Si 'amplitude continue a croitre,
la particule se retrouve donc piégée dans cette région.

Le piégeage de telles particules a tres faible moment cinétique dans cette région contribue lui-
méme a I’augmentation de Yamplitude de la perturbation qui augmente le pouvoir d’attraction
du piege...

L’amplitude de la perturbation déstabilisante est initialement tres faible (car le systéme est
sphérique et il n’existe pas de direction privilégiée), pour souffrir d’une telle instabilité, un systéme
doit donc posséder des particules sur des orbites quasiment radiales (L ~ 0) uniformément
réparties pour que celles-ci puissent interagir avec le faible piege initialement mis en place en un
endroit arbitraire du systeme.

Un systéme initialement sphérique présentant une forte proportion de particules sur des orbites
radiales va donc se déformer morphologiquement pour devenir allongé dans une certaine direction,
c’est-a-dire elliptique.

8.1.2 La notion de rapports d’axes et leurs évolution

A la lueur des considérations physiques précédentes, nous attendons donc qu’un systeme
sphérique en équilibre souffrant d’instabilité d’orbites radiales se déforme au cours du temps,
pour évoluer vers une configuration géométrique non sphérique, vraisemblablement ellipsoidale.
Dans ces conditions I'une des meilleures approches existant pour caractériser cette déformation
morphologique consiste en I’étude de 1’évolution de la matrice d’inertie du systéme au cours du
temps. Cette matrice symétrique est définie par (cf. [Landau & Lifchitz 1966] par exemple) :

I, = Ei\;l m(y? + 27) Iy = - Efvﬂ mT;y; I, = — Ef\;l mi;z;
I2 Iy = Iy I, = Ei\;l m(xlz + 222) I, =— Zi\; my;z; (8-1)
sz = I:cz Izy = Iyz IZ = Zi\;l m(xf —I_ yf)

dans le cas d’un systéme constitué de N particules de coordonnées spatiales {z;,y;, z;} pour
1> 1> N, et possédant toutes la méme masse m. Elle contient toutes les informations concernant
les symétries éventuelles, apparentes ou non, du systeme qu’elle caractérise.

Par exemple, dans un systéme sphérique en prenant pour origine le centre de ce dernier, les
particules sont réparties uniformément autour de I’axe des z, ainsi le moment d’inertie [,, par
rapport a cet axe est nul. L’invariance par rotation de la spheére permet alors d’affirmer que le
moment d’inertie d’un systeme sphérique par rapport a n’importe quel axe est nul. Dans ce cas la
matrice 7 est donc diagonale et I’on pourrait aussi facilement montrer que ses trois composantes
non nulles sont identiques.

Dans le cas d’un systéme quelconque, il est toujours possible de diagonaliser Z car il s’agit
d’une matrice symétrique. Les trois directions propres associées a cette diagonalisation sont
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orthogonales et correspondent aux trois principaux axes de symétrie du systéme. Les trois valeurs
propres (qui sont ici toujours réelles) permettent d’évaluer ’écart entre le systeme étudié et le
systeme parfaitement symétrique : la sphere. Par exemple si Z possede une valeur propre double
et une simple, le systéme est sans doute ! un ellipsoide.

Afin de caractériser “’écart a la sphere” d’un systéme tri-dimensionnel, il est donc pratique
d’utiliser les rapports d’axes définis de la facon suivante :

Définition 4 Soit Ay < Ay < A3 les trois valeurs propres de la matrice d’inertie T d’un systéme,
on appelle rapports d’axes de ce systeme les quantités a, et ao telles que

A A1 A As

= — el s = —
s W

ay (8.2)
Ces deux quantités, toujours définies car une valeur propre n’est jamais nulle, vérifient donc la
relation a; <1 < as.

Dans le but de mettre en évidence le fait qu’un de nos systemes se déforme sous l'effet de
I'instabilité d’orbites radiales, nous allons donc suivre le comportement de ses rapports d’axes
au cours de son évolution dynamique. Initialement sphériques, nos systémes verront ou non leur
rapport d’axe s’éloigner de la valeur 1, en fonction de la violence de l'instabilité. L utilisation de
ces deux grandeurs pour caractériser cette instabilité est assez courante ([Palmer & Papaloizou
1986], [May & Binney 1986] et bien d’autres), mais force est de constater qu’aucun de ces auteurs
ne donne de définition précise les concernant, c’est pourquoi nous avons tout au moins en ce qui
nous concerne tenu a le faire.

8.1.3 De l'utilisation du rapport du viriel

Nous avons vu dans quelle mesure I’évaluation des rapports d’axes permettait de mettre en
évidence ou non une instabilité morphologique. Toutefois, cette analyse est purement quantita-
tive et il semble hardi au seul jugement de cette derniere, de prétendre différencier distinctement
un modele faiblement instable d’un modele stable. Il existe un autre moyen, plus fondamental
mais beaucoup plus onéreux, de quantifier la stabilité de 1’équilibre d’un systeme : il suffit de
suivre 1’évolution de son rapport du viriel. En effet, initialement en équilibre le systeme est re-
laxé son rapport du viriel vaut -1. Si I’évolution conduit alors & une instabilité, le dit rapport
n’a plus aucune raison de valoir -1, sauf bien entendu apres la phase d’instabilité si le systéme
se relaxe a nouveau. Si par contre le systéme reste relaxé ou stable au cours de son évolution,
les conditions d’applications du théoreme du viriel restent valables, et le rapport associé reste
a sa valeur initiale de -1. Dans le cadre de notre schéma d’intégration numérique de I’évolution
dynamique (sommat