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1.1.4 Dispositifs expérimentaux de mesure de la perméabilité des bétons . 42
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2.4.6 Matrice de perméabilité isotrope ou anisotrope . . . . . . . . . . . . 134
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I.1 Flexion 3 points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
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École Normale Supérieure de Cachan.



xiii

”Qu’on me comprenne bien : je ne nie pas la grandeur et la beauté des mathématiques ;
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Mais nous ne devons jamais oublier qu’elles ne nous fournissent que des moyens de changer
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INTRODUCTION 1

Introduction

Que ce soit pour prédire la durabilité d’un élément structurel ou pour définir le taux de
fuite traversant un ouvrage servant de réservoir, la résolution de problèmes de transferts de
fluides au travers de structures en béton est un enjeu scientifique et industriel majeur. Du
stockage de dioxyde de carbone en profondeur jusqu’aux stations d’épuration en passant
par les enceintes de confinement et le stockage de déchets radioactifs, tout ou partie du
dispositif d’étanchéité de ces applications est assurée par un élément en béton. Le domaine
le plus sensible, et celui où les résultats sont attendus avec le plus vif intérêt aussi bien
par l’industrie que par les médias, est celui du nucléaire.

En France, cette industrie a besoin d’outils d’aide à la décision sur deux points cru-
ciaux, l’allongement de la durée de vie des centrales nucléaires et le stockage des déchets
radioactifs. Le premier point concerne surtout les Réacteurs à Eau Pressurisés (REP) de
1300 MW et 1450 MW dont quelques caractéristiques sont données dans le tableau 1. Les
enceintes de confinement correspondant à ces réacteurs ont la particularité de ne pas avoir
de peau métallique, leur étanchéité étant assurée par une double paroi en béton entre les-
quelles une dépression de 1,5 kPa est appliquée. La paroi interne est en béton précontraint
et la paroi externe est réalisée en béton armé. Or, pour les matériaux à base cimentaire,
les effets de gradients hydriques et thermiques mais aussi les incompatibilités de défor-
mations entre les différents constituants du béton armé lors du séchage, peuvent conduire
dans une structure massive en béton armé, à de la fissuration avant même que celle-ci
n’entre en phase d’exploitation. Dans le cas des enceintes de confinement, la précontrainte
appliquée et l’épaisseur de la paroi interne garantissent des fissures non traversantes, les
zones en traction étant de ce fait très localisées : Tampon d’Accès Matériel (TAM), jonc-
tion radier/fût et corbeau supportant le pont polaire notamment. Malgré tout, lors d’un
Accident par Perte de Réfrigérant Primaire (APRP), la pression absolue maximale du
mélange air-vapeur atteindrait environ 500 kPa pour une température d’environ 140 C̊
(valeurs servant à dimensionner la paroi interne, cf tableau 1). Or, pour un écoulement de
type Poiseuille entre deux plans parallèles, le débit traversant est proportionnel au cube de
l’ouverture entre ces plans (cf partie 1.2.4). Ainsi, si lors d’un accident une fissure double
d’ouverture, le débit la traversant sera multiplié par huit. Cette application très simpliste
permet néanmoins de comprendre l’importance d’avoir des outils pertinents capables de
prédire les ouvertures de fissures mais aussi les débits de fuites pour des sollicitations
complexes.

Pour le stockage des déchets radioactifs, l’importance de connâıtre les débits traver-
sants les parois est la même mais l’échelle de temps est très différente puisque c’est sur
un voire plusieurs milliers d’années que la structure doit rester la plus étanche possible.
Les sollicitations sont elles-aussi différentes puisque les interactions chimiques avec le sol
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Réacteurs Années de Épaisseur des parois Dimensionnement APRP
type nb construction interne externe pression température

REP 1300 P4 8 1976-1987 0,90 m 0,50 m 480 kPa 140 C̊
REP 1300 P’4 12 1980-1993 1,20 m 0,50 m 520 kPa 140 C̊
REP 1450 N4 8 1984-2000 1,20 m 0,50 m 530 kPa 140 C̊

Tableau 1 – Caractéristiques des réacteurs nucléaires de 1300 MW et 1450 MW en France
[Costaz, 1997]

et l’évolution des propriétés du matériau dans le temps sont les principales sources de
désordres à prévoir.

Pour ces applications, quelles que soient les sollicitations à l’origine de la fissuration,
il est nécessaire d’avoir un outil permettant de post-traiter les résultats thermo-hydro-
mécaniques pour pouvoir tirer des conclusions sur la validité d’un choix technologique.
L’originalité de ce travail est de proposer une méthode pour déduire les débits de fuite à
partir des résultats obtenus par deux approches mécaniques :

— une modélisation avec un treillis de barres enrichies permettant d’obtenir une re-
présentation explicite de la fissuration et en conséquence des ouvertures par élé-
ments [Benkemoun et al., 2010] ;

— une modélisation avec des éléments volumiques endommageables avec un modèle
continu [Mazars, 1984] basé sur le concept de fissuration répartie, régularisé en
énergie de fissuration [Hillerborg et al., 1976] et post-traité de manière à extraire
les ouvertures de fissure [Matallah et al., 2010].

L’autre application possible de ce post-traitement est d’obtenir un estimateur de du-
rabilité. La perméabilité d’un matériau caractérise en effet la facilité qu’auront des agents
possiblement agressifs (CO2 atmosphérique par exemple) de progresser dans la structure
et donc d’amorcer des processus de dissolution ou de corrosion des aciers.

À température ambiante, les transferts de masses menant à ce genre de désordre re-
posent sur plusieurs phénomènes :

la diffusion des espèces ioniques dans les fluides présents dans l’espace poreux muent
par une variation spatiale de leurs concentrations ;

la diffusion d’un fluide (e.g. vapeur d’eau) au sein d’un autre fluide (e.g. air sec) dans
l’espace poreux mue par une variation spatiale de sa concentration ;

la perméation d’un fluide (monophasique ou polyphasique : gaz et/ou liquide(s)) s’écou-
lant dans le sens opposé au gradient de pression.

l’advection/convection d’une espèce ionique transportée par un fluide mue par un gra-
dient de pression.

La difficulté à prédire ces transferts crôıt avec le degré de complexité du milieu poreux
(hétérogénéités, fissuration) ainsi que par celui des fluides et espèces ioniques en jeu. Le
milieu étudié devient donc fortement hétérogène avec tous les problèmes d’homogénéisation
et de résolution numérique que cela sous-entend.

Une possibilité pour résoudre de tels problèmes consiste à adopter une approche multi-
échelle séquencée. Il est en effet impossible avec les capacités de calcul actuel de résoudre
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un problème portant sur une structure de génie civil en y intégrant les subtilités présentes
à l’échelle microscopique. Il est donc nécessaire d’alimenter l’échelle macroscopique avec la
perméabilité obtenue par homogénéisation numérique à une échelle intermédiaire qualifiée
de mésoscopique.

D’un point de vue pratique, en scannant un échantillon de béton avec un tomographe,
il est possible d’obtenir la porosité et la fissuration, le cas échéant, du volume étudié. Sans
parler des difficultés à scanner un échantillon de grande dimension avec une résolution
spatiale suffisante et malgré les évolutions rapides des capacités offertes par l’informatique,
il n’est pas envisageable de résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes pour
un fluide visqueux dans un réseau poreux ainsi obtenu à l’échelle d’un élément structurel.

Développer un outil permettant de calculer le débit traversant une éprouvette fissurée
à l’échelle mésoscopique ou macroscopique nécessite donc de passer par une approche
plus subtile et moins gourmande sur le plan numérique. L’approche développée dans ce
document propose de résoudre le problème de transfert de masse en s’appuyant sur le
concept de double porosité schématisé sur la figure 1. Ce concept suppose que l’écoulement
en un point du domaine est la somme d’un écoulement isotrope caractérisant le matériau
sain et d’un écoulement anisotrope défini par l’orientation et l’ouverture des éventuelles
fissures. Ce concept et son usage sont introduits dans les années 1960 pour les écoulements
d’eau au travers de roches fracturées [Snow, 1965] mais il n’est pleinement exploité que
depuis le développement de l’informatique moderne.

p + �p

p

q
iso

Écoulement isotrope dû au
matériau sain

q
ani

p + �p

p
Écoulement anisotrope dû

à la fissuration

Q
ani

p + �p

p
Perméabilité totale

potentiellement anisotrope

Figure 1 – Concept de double porosité : Q
ani

= q
iso

+ q
ani

Concrètement, les écoulements dans le matériau sont modélisés par la loi de Darcy
qui est elle-même couplée à un écoulement de type Poiseuille entre deux plans parallèles
pour les écoulements traversant les zones fissurées Ce modèle de transfert repose sur une
formulation rigoureuse développée pour des écoulements incompressibles ou compressibles.

Une fois validé, l’outil développé permet de lancer une grande quantité d’essais numé-
riques, aboutissant à une caractérisation macroscopique de la perméabilité de l’échantillon
virtuel testé.

L’objectif de la thèse étant de modéliser la perméabilité d’éléments en béton fissuré,
deux choix fondamentaux doivent être faits :

le modèle de fissuration doit permettre de représenter le comportement d’un matériau
hétérogène au comportement élastique à rupture fragile avec post-pic adoucissant ;
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le modèle de perméation doit à la fois représenter un écoulement à travers un milieu
non fissuré mais aussi relier de manière simple l’ouverture et l’orientation d’une
fissure au débit la traversant.

Le premier chapitre de ce document commence par un état de l’art sur l’étude de la
perméation en milieu sain et fissuré tant du point de vue phénoménologique et expérimen-
tal que de celui de la modélisation avant de présenter les bases du modèle utilisé. Le second
chapitre présente les modèles mécaniques utilisés ainsi que les validations numériques ef-
fectuées sur ces approches. Enfin, le dernier chapitre permet de confronter des résultats
numériques à des expériences tirées de la littérature : un essai de transfert d’eau (écoule-
ment incompressible) au travers d’un tirant en béton armé sollicité en traction [Desmettre,
2011] et un essai de transfert d’air (écoulement compressible) au travers d’une maquette
en béton armé représentative d’un morceau de paroi interne d’enceinte de confinement
d’un réacteur de type P4 (cf. tableau 1) [Nahas et al., 2014].

�



�
	Les notations et abréviations utilisées dans ce document sont

explicitées en annexe A



Chapitre 1

Phénoménologie et modélisation
des transferts de fluide

Le travail présenté ci-après porte sur les transferts de masse monophasique (li-
quide ou gaz) au sein d’un milieu fissuré saturé. Les effets de la diffusion des
espèces ioniques et les transferts multiphasiques ne rentrent donc pas dans le
cadre de cette étude.
Ce chapitre commence par un état de l’art s’attelant à décrire le phénomène de
perméation en milieu poreux ainsi que les différentes approches permettant de le
modéliser.
Les formulations fortes et faibles du problème de perméation sont ensuite déve-
loppées dans le cas d’une étude en régime permanent pour un écoulement incom-
pressible puis pour un écoulement compressible.
Afin de comprendre précisément comment est résolu le problème formulé précé-
demment, la partie suivante est consacrée aux détails du calcul de la matrice de
perméabilité élémentaire utilisée dans cette étude.
Enfin, la dernière partie de ce chapitre présente succinctement l’approche multi-
échelles séquencée utilisée dans ce travail puis détaille la méthodologie pour déter-
miner un tenseur de perméabilité macroscopique pour deux types de chargements :

— conditions aux limites en pression (type Dirichlet) imposées sur tout le
bord du domaine d’étude ;

— conditions aux limites en vitesse (type Neumann) imposées sur tout le bord
du domaine d’étude.

5



6 CHAPITRE 1. PHÉNOMÉNOLOGIE ET MODÉLISATION DES TRANSFERTS

1.1 État de l’art sur le phénomène de perméation

Les écoulements dans un milieu granulaire ou poreux peuvent être étudiés à trois
échelles (cf. figure 1.1) :

— l’échelle moléculaire où le mouvement de chaque molécule de fluide est régit par
ses interactions avec le milieu poreux et les autres molécules de fluide ;

— l’échelle microscopique où les écoulements dans les pores peuvent être décrits
par les lois de Navier-Stokes ;

— l’échelle méso/macro-scopique où les écoulements peuvent être décrits par la
loi de Darcy (cf. partie 1.2.1).

Cette dernière échelle correspond au plus petit volume pour lequel le comportement est
identique quel que soit l’échantillon d’un même matériau utilisé. Ces échantillons ne sont
pas spatialement identiques : ni les phases solides, ni les pores ne sont exactement aux
mêmes endroits. Pourtant, le comportement est statistiquement identique et l’hypothèse
d’ergodicité est donc satisfaite. Le plus petit rapport taille d’hétérogénité sur taille d’échan-
tillon pour lequel l’écoulement est le même quel que soit l’échantillon utilisé caractérise
le Volume Élémentaire Représentatif (VER) du matériau poreux étudié pour des applica-
tions de perméation. La présente étude porte sur cette échelle appelée mésoscopique si sa
taille caractéristique est de l’ordre de 10−1 m ou macroscopique si elle est de l’ordre 10n

m avec n ≥ 0.

p
+
�

p

p

dx

Figure 1.1 – Différentes échelles d’étude d’un écoulement en milieu poreux - de gauche à
droite : échelle moléculaire où la vitesse et la position de chaque molécule sont définies,
échelle microscopique où chaque volume de fluide est défini par sa position, sa pression et
sa vitesse et l’échelle du VER où les variables sont la pression et la vitesse de filtration ou
vitesse au sens de Darcy vd (cf. équation 1.33)

L’état de l’art sur le phénomène de perméation au travers d’un milieu poreux fissuré
se décompose en cinq sous-parties. Après avoir défini la perméabilité et la perméation
dans la partie 1.1.1, les différents paramètres influençant la conductivité mesurée sur un
matériau sain (cf. partie 1.1.2) puis fissuré (cf. partie 1.1.3) sont détaillés. La partie 1.1.4
présente des dispositifs expérimentaux permettant de caractériser la perméabilité d’un
matériau poreux. L’influence de chargements mécanique et thermique sur la perméabilité
d’un matériau poreux est détaillé dans la partie 1.1.5.
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1.1.1 Conductivité, perméabilité et perméation

Lorsqu’une face d’une éprouvette constituée d’un matériau poreux est soumise à une
surpression constante appliquée par un fluide, ce dernier va traverser l’éprouvette (cf. figure
1.2). Une fois l’écoulement en tout point stabilisé, le régime permanent est atteint. La
mesure du débit traversant l’éprouvette testée permet alors de caractériser la conductivité
du matériau la constituant.

t = 0 t = ∆t t = 2∆t t = 3∆t t = 4∆t

Figure 1.2 – Écoulement dans un milieu poreux en deux dimensions en fonction du temps
- la surpression est appliquée sur la face de gauche sur ces schémas.

Henry Darcy est le premier à caractériser empiriquement ce phénomène [Darcy, 1856]. Il
identifie alors un paramètre reliant de manière linéaire le débit d’eau traversant une couche
de sol et le gradient de pression qui y est appliqué. Ce coefficient de proportionnalité est
la conductivité hydraulique notée K. Comme son nom l’indique, ce coefficient est réservé
à des écoulements d’eau mais il peut être avantageusement décomposé afin de séparer la
caractérisation du milieu poreux de celle du fluide selon la formule suivante :

K =
kρg

µ
(1.1)

où K [m.s-1] est la conductivité hydraulique tandis que k [m2] est la perméabilité du
milieu poreux étudié. g [m.s-2] est l’accélération de la pesanteur et ρ [kg.m-3] et µ [Pa.s]
sont respectivement la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide.�

�

�

�

Il est donc primordial de distinguer ces trois termes :
la perméabilité caractérise la facilité qu’a un fluide à traverser un matériau poreux, sa

valeur est indépendante du fluide utilisé ;

la conductivité est une perméabilité obtenue pour un fluide donné, sa valeur est dépen-
dante du fluide utilisé ;

la perméation correspond au phénomène de transfert de masse dans un milieu poreux.
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Comme expliqué dans l’introduction, l’approche utilisée s’appuie sur le concept de
double porosité où les transferts sont composés d’un écoulement dans le milieu sain et
d’un écoulement au travers des fissures. Les paramètres affectant la conductivité mesurée
à l’échelle d’un échantillon poreux fissuré peuvent être analysés séparément suivant ce
même concept. Ainsi, les paramètres influant l’écoulement dans un milieu poreux fissuré
sont détaillés selon le plan suivant :

Structure poreuse (diamètre hydraulique, connectivité, tortuosité, etc.) 1.1.2.1
Milieu Auréole de transition entre les granulats et la pâte de ciment . . . . . . . . . 1.1.2.2

Régimes d’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.3
non Régimes d’écoulement gazeux à faibles vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.4

Bilan sur les régimes d’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.5
fissuré Degré de saturation en eau du matériau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.6

Viscosité du fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.7
(1.1.2) Masse volumique du fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.8

Interactions entre fluide et matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.2.9

Tortuosité d’une fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.1
Milieu Rugosité des surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.2

Connectivité du réseau de fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.3
fissuré Seuil de percolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.4

Longueur d’établissement d’un écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.5
(1.1.3) Régimes d’écoulement incompressible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.6

Régimes d’écoulement compressible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.7
Interactions entre le fluide et la matrice fissurée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1.3.8

1.1.2 Paramètres influant sur la conductivité mesurée d’un matériau
non endommagé

Pour un matériau à matrice cimentaire, la perméabilité du matériau sain dépend prin-
cipalement de la porosité de la pâte de ciment, de la perméabilité des granulats et de
la zone d’interface entre ces deux phases, généralement appelée “auréole de transition”
ou “Interfacial Transition Zone” (ITZ). Dans la plupart des applications les granulats ont
une perméabilité négligeable devant celle de la pâte de ciment et l’influence de l’auréole
de transition est plus ou moins importante suivant que l’étude porte sur un Béton Ordi-
naire (BO), un Béton de Hautes Performance (BHP) voire de Très Hautes Performances
(BTHP) ou à Ultra Hautes Performances (BUHP), ces derniers possèdant des adjuvants
ou des additions dans leurs compositions.

1.1.2.1 Structure poreuse d’un béton

La porosité (notée n) d’un matériau est le rapport du volume des vides Vv sur le volume
total Vt, ce dernier étant la somme du volume des vides et du volume des phases solides
Vs (cf. figure 1.3). Le volume des vides est la somme du volume de liquide interstitiel Vl et
du volume de gaz Vg. Le volume de gaz est la somme du volume d’air Va et du volume de
vapeur d’eau Vvap contenu dans la porosité laissée libre par la solution interstitielle (phase
liquide). La phase solide d’un béton est quant à elle composée des granulats et de la pâte
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de ciment. Cette dernière est un mélange d’hydrates et de liants non hydratés plus ou
moins présents suivant le rapport E/C.

gaz 
vide 

solide 

solution 
interstitielle 

granulats 

liant hydraté 

Béton Ordinaire (E/C ≈ 0, 5)

gaz vide 

solide 

sol. interstitielle 

granulats 

liant hydraté 
ciment 

Béton à rapport E/C faible (E/C ≈ 0, 3)

Figure 1.3 – Répartition volumique des principales phases pour deux bétons à rapport
E/C différents à un degré de maturation avancé (> 28 jours)

La porosité peut être qualifiée de fermée ou ouverte, interconnectée ou non, comme le
montre schématiquement la figure 1.4.

1. phase solide
2. porosité ouverte interconnectée
3. porosité ouverte non interconnectée
4. porosité fermée

Figure 1.4 – Les différentes dénominations des pores selon leur interconnectivité

L’origine de cette porosité dans les matériaux à matrice cimentaire est multiple. Les
produits de la réaction chimique permettant l’hydratation de la pâte de ciment ont un
volume plus important que la somme des réactifs mis en jeu. Cette caractéristique mise
en évidence par Henry Le Châtelier au début du XXe siècle a pour conséquence de laisser
des vides au sein de la pâte même si l’eau et le ciment sont mis en respectant les pro-
portions stœchiométriques et que les grains de ciment sont suffisamment fins pour être
complètement hydratés.

Concrètement, la prise commence dès que les grains de ciment anhydres sont mis en
contact avec l’eau. Les grains s’hydratent alors indépendamment les uns des autres. Une
fois que les contacts entre grains s’hydratant sont établis, un squelette de ponts d’hydrates
se crée, ce dernier pouvant reprendre des contraintes. Ce seuil de percolation atteint, les
vides créés par cette différence de volume entre produits de réaction et somme des réactifs
ne seront plus comblés. La porosité est en partie la conséquence de ce phénomène chimique.
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Afin d’avoir une maniabilité satisfaisante pour des bétons ordinaires (BO), l’eau est
mise en excès dans la pâte de ciment (id est : une quantité d’eau supérieure au proportion
stœchiométrique est utilisée). Le squelette se forme avant que cette eau en excès ne se
soit évaporée. Elle laisse donc forcément une porosité plus grande une fois l’hydratation
terminée.

Pour classer les pores, il est loisible de faire l’hypothèse selon laquelle le réseau poreux
peut être décomposé en un ensemble de cylindres de sections variables. Ainsi, en partant
de la notion de diamètre moyen de pore, il est généralement admis de diviser les pores en
deux grandes classes [Ollivier et Vichot, 2008] :

— les pores d’hydrates de diamètres inférieurs à 100 nm ;
— les pores capillaires de diamètres supérieurs à 100 nm.
Les pores d’hydrates peuvent être séparés en une porosité interhydrates (diamètre

supérieur à 5 nm) et une porosité intrahydrates (diamètre inférieur à 5 nm). La séparation
entre pores d’hydrates et pores capillaires pour un diamètre de 100 nm peut se justifier via
la figure 1.5 [Cook et Hover, 1999]. En effet, pour du ciment Portland (CEM I), les premiers
pores capillaires apparaissent à partir d’un rapport Eau sur Ciment de 0,44 [Powers et
Brownyard, 1947]. Cette valeur est confirmée par d’autres approches montrant que le
rapport Eau sur Ciment (E/C) stœchiométrique pour l’hydratation complète des silicate
tricalcique (C3S) est d’environ 0,42 pour du ciment CEM I [Ollivier et Vichot, 2008]. La
figure 1.5 [Cook et Hover, 1999] met également en évidence l’influence du rapport eau sur
ciment sur la porosité totale et sa répartition par diamètre pour une pâte de ciment.

Figure 1.5 – Variation de la porosité cumulée en fonction du diamètre des pores pour des
pâtes de ciment ayant différents rapport eau sur ciment (E/C) après 7 jours de cure [Cook
et Hover, 1999]

�

�

�

�

Les pores des matériaux à matrices cimentaires sont donc dus principalement à deux
phénomènes indépendants :

— la contraction Le Châtelier générant la porosité des hydrates (26 % pour du
ciment Portland selon [Powers, 1958]) ;

— l’excès d’eau mis dans la majorité des bétons pour faciliter leur mise en œuvre.
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Expérimentalement, la porosité ouverte accessible à l’eau peut être caractérisée en
suivant la norme NF P 18 459. La porosité fermée peut être déduite en suivant la norme
NF EN 1936 bien qu’elle soit, à l’origine, destinée aux pierres naturelles.

Pour connâıtre la répartition des quantités de porosité ouverte en fonction du diamètre
des pores, il est possible de suivre la norme internationale ISO 15901 . Celle-ci regroupe
des explications sur la détermination de la porosité au mercure ainsi que la détermination
de la porosité par adsorption de gaz.

Le porosimètre au mercure (MIP 1) permet de quantifier la quantité de mercure péné-
trant dans l’éprouvette testée en fonction de la pression à laquelle il est injecté. Lorsque
la pression augmente, les pores ayant un diamètre de plus en plus faible sont atteints.
Après avoir fait le vide dans l’éprouvette en la disposant dans une enceinte à une pression
absolue inférieure à 7 Pa, l’appareil commence par mesurer les pores ayant un diamètre
d’environ 400 µm lorsque la pression appliquée est de 0, 2 MPa jusqu’à atteindre des pores
de 0, 003 µm de diamètre lorsque la pression est de 400 MPa. Cette méthode permet de
bien caractériser la porosité d’une pâte de ciment mais les volumes des échantillons tes-
tés étant généralement compris entre 1 cm3 et 15 cm3, les résultats obtenus ne peuvent
être représentatifs pour un béton où les granulats potentiellement poreux ont un diamètre
moyen pouvant être de plusieurs centimètres. Notons que le vide est difficile à établir dans
un matériau cimentaire à cause de la présence d’eau. Il faut donc commencer par éliminer
cette eau soit en mettant l’échantillon en étuve, soit en utilisant le principe de cryosubli-
mation. La première méthode ne nécessite pas de matériel coûteux mais risque de fissurer
le matériau et donc de modifier sa structure poreuse [Gallé, 2001]. La deuxième consiste
à créer de la glace amorphe ayant une densité proche de celle de l’eau liquide au contraire
de la glace crystalline (Ih) obtenue par un refroidissement lent. La densité de la glace crys-
talline est de 0, 917 à 0 C̊ contre environ 0, 94 pour la glace amorphe LDA (Low Density
Amorphous ice). Pour cela, l’eau liquide doit être refroidie à une température inférieure à
136 K en quelques millisecondes [Mishima et Stanley, 1998] (cf. figure 1.6).

L’adsorption au gaz (azote liquide) permet de quantifier les pores ayant un diamètre
compris entre 0,4 nm et 100 nm (0,1 µm) contre 3 nm à 400 µm pour une porosimétrie
au mercure classique. L’adsorption au gaz est donc particulièrement bien adaptée pour
caractériser les pores d’hydrate mais ne permet pas de caractériser les pores capillaires.

Il est également possible de déterminer la porosité des hydrates d’un matériau à base
cimentaire via la technique de cryo-porosimétrie par Résonance Magnétique Nucléaire
(RMN) [Konsta-Gdoutos, 2006]. En raison de la technique utilisée, seuls de faibles volumes
peuvent être testés. L’échantillon à caractériser est saturé en eau en appliquant une légère
pression si besoin. L’essai consiste à quantifier la proportion d’eau liquide en fonction de la
température de l’échantillon en abaissant cette dernière progressivement (de la température
ambiante jusqu’à 140 K environ). Il faut ensuite utiliser une formule reliant la température
de solidification de l’eau en fonction du diamètre du pore dans laquelle elle se trouve. Cette
technique permet de caractériser des pores compris entre 0,4 nm et 10 nm et est donc
strictement réservée à la quantification des pores d’hydrates.

Une fois la distribution des tailles de pores (en anglais Pore Size Distribution - PSD)
caractérisée, il est possible d’estimer analytiquement la perméabilité d’un béton non en-
dommagé (cf. partie 1.2.2). Les figures 1.7 et 1.8 montrent ainsi des résultats obtenus par

1. La porosité mercure est appelée Mercury Intrusion Porosimetry (MIP) en anglais
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Figure 1.6 – Diagramme simplifié des phases de l’eau en fonction des conditions de tem-
pérature et de pression [Soper, 2002]

porosimétrie mercure pour des pâtes de ciment en fonction de leur rapport Eau sur Ciment
(E/C).

Comme le montre la figure 1.8, la porosité mesurée au mercure pour un ciment Portland
après environ 57 jours de prise varie de 16 % pour un rapport E/C de 0,3 à 40 % pour un
rapport E/C de 0,7.

Figure 1.7 – Effet du temps de durcis-
sement sur la porosité pour une pâte de
ciment ayant un rapport Eau/Ciment de
0,5 [Cook et Hover, 1999]

Figure 1.8 – Effet du temps de durcisse-
men et du rapport Eau/Ciment sur la po-
rosité mesurée [Cook et Hover, 1999]

La figure 1.9 montre l’influence de la teneur en air d’un béton sur la perméabilité
d’après [Wong et al., 2011]. Le rapport entre la perméabilité d’un matériau avec et sans
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agent entraineur d’air ne dépasse pas 3 même avec environ 12 % d’air occlus.
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Figure 1.9 – Évolution de la perméabilité d’un béton en fonction de la teneur en air
[%] [Wong et al., 2011]

À un temps de durcissement fixé, la porosité est ainsi principalement contrôlée par le
rapport Eau/Ciment (E/C) de la pâte du ciment et sa teneur en air mais aussi par la qualité
de la cure [Ollivier et Vichot, 2008]. L’hydratation du ciment est un phénomène évolutif,
le temps de durcissement considéré joue donc également sur la porosité mesurée [Cook et
Hover, 1999].

1.1.2.2 Auréole de Transition (ITZ)

L’auréole de transition est la zone située entre la pâte de ciment et les granulats. Il est
communément admis qu’elle a été mise en évidence par Farran en 1956 [Farran, 1956] et
est décrite pour les bétons ordinaires comme une zone de plus en plus poreuse à mesure que
l’on se rapproche du granulat. D’après cette vision de l’auréole de transition, sa taille varie
de 20 à 50 µm suivant le type de granulat utilisé, le rapport Eau/Ciment (E/C), le type
de ciment et les éventuelles additions [Peyrot, 2006]. Deux mécanismes sont généralement
évoqués pour expliquer sa présence :

— l’effet de paroi causé par la surface des granulats perturbant l’arrangement des
grains de ciment ;

— la précipitation préférentielle des cristaux de portlandite sur ceux de CSH.

La figure 1.10 montre l’évolution de la porosité en fonction de la distance au granulat
avant hydratation selon Bentz [Bentz et al., 1995]. Après avoir mené des études sur plu-
sieurs bétons, les auteurs ont constaté que cette porosité correspondait à la taille moyenne
des grains de la pâte de ciment. Après hydratation, leurs études montrent que l’ITZ est
peu poreuse et devient même aussi dense que la pâte lors d’ajout de matériaux à réactions
pouzzolaniques. Ces derniers consomment en effet les hydroxydes de calcium qui ont pu
s’accumuler dans l’ITZ afin de former de nouveaux hydrates.

Il est important de noter que l’auréole de transition reste le sujet de nombreuses dis-
cussions et sa perception a évolué avec l’apparition des bétons avec ajouts. Selon Mon-
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teiro [Monteiro, 1985], avant toute étude visant à améliorer les performances d’un béton il
est nécessaire d’améliorer les propriétés de l’ITZ. De nombreuses recherches sont allées et
vont toujours dans ce sens et considèrent que l’ITZ joue un rôle primordial sur la résistance
en traction d’un béton [Akçaoglu et al., 2005] [Grondin et Matallah, 2014].

Figure 1.10 – Porosité à proximité des
granulats avant hydratation [Bentz et al.,
1995]

Figure 1.11 – Image de l’ITZ obtenue
au MEB par S.Diamond [Diamond et
J.Huang, 2001]

Néanmoins, après de nombreuses observations au microscope à balayage électronique
(MEB) analysées de manière statistique, S. Diamond [Diamond et J.Huang, 2001] a conclu
que cette zone n’est pas le maillon faible telle qu’elle est vue par certains auteurs cités
précédemment. La figure 1.11 montre une de ces images de l’ITZ autour d’un grain de
sable dans un béton de trois jours ayant un rapport E/C de 0,5. Le trait noir sur cette
image représente un décalage de la frontière de 30 µm. Selon S. Diamond [Diamond et
J.Huang, 2001], ce cliché est celui ayant, après analyse, la plus forte porosité de toutes
les images qu’il a prises. Or comme le montre la figure 1.11, certaines zones en dehors de
l’ITZ contiennent davantage de vides que l’auréole de transition.

Notons que cette remarque est d’autant plus vraie pour les Bétons à Très Hautes et
à Ultra Hautes Performances (BTHP, BUHP) qu’ils contiennent ou non des ajouts. Des
articles montrent ainsi que l’ajout de laitiers suppriment toutes faiblesses éventuelles près
de l’interface [Gao et al., 2005], tout comme les BHP avec fumées de silice. L’ITZ des BHP
sans ajouts mais avec adjuvants ne montrent pas les faiblesses d’un BO non plus [Djerbi-
Tegguer et al., 2013]. Pour les bétons fibrés, la zone de transition entre la pâte de ciment
et les fibres dépend principalement de leur taille [Bentur et Alexander, 2000]. La zone de
transition entre la pâte de ciment et des macro-fibres est comparable à celle d’un béton
ordinaire avec des granulats. Pour les Bétons Fibrés à Ultra hautes Performances (BFUP)
à base de micro-fibres (moins de 20 micro m), la zone de transition entre la pâte de ciment
et les fibres est très dense et quasiment sans défaut [Sorelli et al., 2008].
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En conclusion sur l’ITZ, citons les principales conclusions d’un rapport proposé par un
groupe de travail consacré à ce sujet [Bentur et Alexander, 2000] :

— l’ITZ ne doit pas être vue comme une propriété matériau bien définie mais plutôt
comme une fonction dépendant de la composition autant que de la méthode de
fabrication du béton ;

— une approche inverse peut permettre de déterminer les propriétés de l’ITZ à partir
d’essai sur éprouvette en béton dont on modélise le comportement ;

— les caractéristiques de l’ITZ ont une influence modérée et non cruciale sur les pro-
priétés mécaniques du béton ;

— l’ITZ peut avoir une influence drastique sur les propriétés mécaniques de béton
fibrés, notamment sur leurs propriétés à long terme.

1.1.2.3 Régimes d’écoulement laminaire et turbulent

Les écoulements en mécanique des fluides sont généralement découpés en deux grandes
familles :

— les écoulements laminaires ou visqueux (cf. fig. 1.12) ;
— les écoulements turbulents ou inertiels (cf. fig. 1.13).

Lorsque les filets adjacents d’un fluide s’écoulent sans s’entremêler, le régime d’écou-
lement est dit laminaire. La vitesse du fluide n’est alors frénée que par les frottements
entre filets adjacents. Ces frottements sont caractérisés par la viscosité du fluide µ.

Au delà d’une certaine vitesse, des tourbillons vont se créer et dissiper de l’énergie. Le
régime d’écoulement est alors qualifié de turbulent.

v(y)∝y2 

y 

x 

v(y=0) = 0 

v(y=⟦u⟧) = 0 

τ ⟦u⟧ 

Figure 1.12 – Écoulement laminaire,
lignes de courant parallèles et profil des
vitesses quadratique pour un écoulement
de type Poiseuille

y 

x 

v(y=0) = 0 

v(y=⟦u⟧) = 0 

⟦u⟧ 

Figure 1.13 – Écoulement turbulent, les
lignes de courant ne sont plus parallèles
de par la présence de tourbillons

Le seuil entre régime laminaire et régime turbulent peut être défini à partir du nombre
de Reynolds noté Re . Ce nombre adimensionnel est le rapport entre les forces d’inertie et
les forces de viscosité du fluide. Si les forces de viscosité dominent, ce qui correspond à un
Reynolds faible, le régime d’écoulement est laminaire. Si les forces de viscosité deviennent
faible devant les forces d’inertie, la dissipation d’énergie est due aux tourbillons et le régime
d’écoulement est dit turbulent.

Ces régimes d’écoulement furent mis en évidence en 1883 par Osborne Reynolds à partir
du dispositif expérimental représenté sur la figure 1.14 [Reynolds, 1883]. Il a distingué deux
principaux régimes (laminaire et turbulent) ainsi qu’un troisième généralement appelé
transitoire qui englobe la vitesse critique à laquelle le changement de régime entre laminaire
et turbulent survient (cf. figure 1.15).
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Figure 1.14 – Expérience mise au point par Osborne Reynolds pour mettre en évidence les
trois principaux régimes d’écoulement dans une conduite cylindrique [Reynolds, 1883]

Figure 1.15 – Observation des trois régimes d’écoulement selon Osborne Reynolds (de haut
en bas : laminaire, transitoire, turbulent) [Reynolds, 1883]

L’équation 1.2 est la définition du nombre de Reynolds permettant de caractériser
l’écoulement d’un fluide de masse volumique ρ [kg.m-3] et de viscosité dynamique µ [Pa.s]
progressant à une vitesse moyenne v̄ [m.s-1] à travers une section de diamètre hydraulique
Dh [m].

Re =
ρv̄Dh

µ
(1.2)

où le diamètre hydraulique Dh [m] est le rapport entre quatre fois la section traversée S
[m2] et le périmètre mouillé Pm [m] de cette section :

Dh =
4S

Pm
(1.3)

où le périmètre mouillé Pm [m] est la longueur de périmètre de la section traversée par
le fluide en contact avec ce dernier. Ainsi défini, le diamètre hydraulique correspond au
diamètre pour un cylindre saturé.
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L’application de l’équation 1.2 pour l’écoulement d’un fluide emplissant une conduite
de section circulaire de diamètre ∅ [m] donne la formule 1.4.

Re =
ρv̄

µ

(
4π∅2/4
π∅

)
=
ρv̄∅
µ

(1.4)

Dans ce cas, l’écoulement reste en régime laminaire tant que le Reynolds reste infé-
rieur à 2000 et les turbulences apparaissent pour un Reynolds d’environ 2100. La zone
de Reynolds entre 2100 et 4000 peut être appelée région critique, elle correspond à une
alternance d’écoulement laminaire et turbulent notamment conditionné par la rugosité de
la face interne de la conduite. Le régime turbulent s’établit pour des Reynolds supérieurs
à 4000 [Candel, 1995].

Ces limites sont applicables pour des canalisations industrielles rectilignes mais ne sont
pas applicables aux écoulements en milieu poreux. En effet, ces derniers sont constitués
de canaux à section non circulaires, possédant de nombreuses tortuosités avec des tailles
de rugosités 2 parfois comparables aux diamètres des pores mais aussi des bifurcations et
des variations de sections brusques.

Ainsi, il est généralement admis que dans un milieu poreux, l’écoulement est laminaire
pour un nombre de Reynolds inférieur à 1 voire 10 au maximum [Bear, 1988]. Pour un
nombre de Reynolds entre 1 et 60 un régime transitoire est constaté. Au delà de 60, le
régime est turbulent et la loi de Darcy présentée dans la partie 1.2.1 de ce document n’est
en toute rigueur plus applicable.

�

�

�

�

Si la vitesse moyenne du fluide est suffisamment faible pour une taille de pore donnée,
l’écoulement est laminaire (Re < 10). Dans le cas contraire, il est fortement probable que
des turbulences apparaissent en raison des variations de sections et du rapport entre la
rugosité des faces internes et le diamètre moyen des pores entrainant des non-linéarités
entre le gradient de pression et la vitesse au sens de Darcy du fluide.

1.1.2.4 Particularité des écoulements gazeux à faibles vitesses

Pour un écoulement gazeux supposé laminaire, Knudsen [Knudsen, 1909] cité par [Klin-
kenberg, 1941] a montré que lorsque le rayon des pores est petit devant le libre parcours
moyen (cf. équation 1.5), l’écoulement visqueux devient nul. Les molécules proches de la
paroi du pore se déplacent alors par diffusion et l’hypothèse d’adhérence aux parois n’est
donc plus viable ( [Kundt et Warburg, 1875a] et [Kundt et Warburg, 1875b] cités par [Klin-
kenberg, 1941]). L’écoulement n’est donc plus à proprement parlé laminaire puisque dans
certains pores l’écoulement est de type moléculaire. Ce phénomène est généralement appelé
écoulement de Knudsen depuis [Knudsen, 1909] ou effet Klinkenberg depuis [Klinkenberg,
1941]. L’influence de cet effet augmente selon le rapport entre le libre parcours moyen et
le diamètre des pores (cf. équation 1.6).

Le libre parcours moyen λ̄ caractérise la distance moyenne parcourue par un atome (ou
une molécule) de fluide entre deux collisions successives. La formule 1.5 est démontrée en
supposant un gaz respectant la loi des gaz parfaits et composé d’une seule espèce, chaque

2. les termes de tortuosité et de rugosité sont respectivement définis dans les parties 1.1.3.1 et 1.1.3.2
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élément étant assimilé à une sphère.

λ̄ =
kBT√
2pS

(1.5)

où kB = 1, 38 · 10−23 J.K-1 est la constante de Boltzmann, T est la température absolue
[K], p la pression absolue [Pa], S = π(2a)2 [m2] est la section efficace et a [m] est la portée
effective des interactions entre les molécules.

�
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�

�

Pragmatiquement, si le libre parcours moyen d’un gaz est du même ordre de grandeur
que le diamètre d’un pore, la composante colinéaire à l’écoulement de la moyenne des
vitesses des molécules venant de rebondir sur la surface d’un pore n’est pas nulle (hypo-
thèse d’adhérence aux parois mise en défaut) puisqu’elles ont de fortes chances d’avoir été
précédemment collisionnées par une molécule voyageant au centre du pore à forte vitesse
dans le sens de l’écoulement.

Le nombre de Knudsen (noté Kn) permet de définir quantitativement la limite entre
un écoulement moléculaire et un écoulement où le fluide peut être vu macroscopiquement
comme continu. Ce nombre adimensionnel est défini comme le rapport entre le libre par-
cours moyen λ̄ [m] et la longueur caractéristique du problème de fluide étudié, par exemple
le diamètre hydraulique Dh [m].

Kn =
λ̄

Dh
(1.6)

Pour un nombre de Knudsen dépassant 0,01, le fluide ne peut plus être assimilé à un
milieu continu et la validité des équations de Navier-Stokes est mise en défaut. Il est alors
possible de distinguer deux types d’écoulements lorsque Kn > 0, 01. Si Kn ∼ 1, il est
loisible de parler de phénomènes de glissement, et pour Kn > 1, d’écoulement moléculaire
libre [Bear, 1988].

Afin de donner un ordre de grandeur, le libre parcours moyen pour des molécules d’air
vaut environ 65 nm à 20 C̊ , 101 325 Pa et 50 % HR [Jennings, 1988] alors que le diamètre
des pores dans un BHP n’excède pas 100 nm. Le nombre de Knudsen vaut alors 0,65 dans
un pore de 100 nm de diamètre. L’effet de Klinkenberg est donc présent dans tous les pores
d’un BHP dans les conditions définies ci-dessus.

Dans [Klinkenberg, 1941], l’auteur introduit le concept de perméabilité intrinsèque,
un paramètre indépendant de la pression appliquée et caractérisant seulement le réseau
poreux lui-même.

Dans son modèle, le réseau poreux est assimilé à un ensemble de tubes capillaires
rectilignes ayant une distribution de rayon r monodisperse dont les orientations sont ré-
partis aléatoirement dans le domaine d’étude. Klinkenberg démontre que la perméabilité
apparente et la perméabilité intrinsèque kint peuvent être reliée par une équation :

kapp = kint

(
1 +

4cλ̄

r

)
(1.7)

où kapp [m2] est la perméabilité apparente mesurée sous un gradient de pression donné,
c est un coefficient adimensionnel introduit par Kundt et Warburg, λ̄ [m] est le libre
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parcours moyen. Le libre parcours moyen étant inversement proportionnel à la pression
appliquée (cf. équation 1.5), Klinkenberg introduit alors un paramètre b [Pa] défini tel

que : 4cλ̄
r = b

Pm
. L’équation 1.8 est aujourd’hui encore utilisée sous cette forme :

kapp = kint

(
1 +

b

Pm

)
(1.8)

où kapp [m2] est la perméabilité apparente mesurée sous un gradient de pression donné. b
[Pa] est une constante appelée le coefficient de Klinkenberg qui varie entre 0 et 500 kPa
pour les matériaux à base cimentaire usuels. Pm [Pa] est la pression généralement prise
comme étant la pression moyenne entre la pression absolue d’entrée Pe [Pa] et la pression
absolue de sortie Ps [Pa] du système étudié : Pm = Pe+Ps

2 [Pa].
D’après son auteur [Klinkenberg, 1941], l’équation 1.8 n’a pas pour objectif de donner

une relation quantitative mais qualitative. Elle donne la tendance pour un écoulement
gazeux au travers d’un milieu poreux. Ainsi, pour une porosité donnée, lorsque la pression
s’élève, le libre parcours moyen λ̄ [m] diminue et la vitesse du fluide le long des parois
décrôıt entrainant une diminution de la perméabilité apparente.

Cette tendance a son domaine de validité et le coefficient b [Pa] de l’équation 1.8
n’est une constante que sous l’hypothèse d’un libre parcours moyen suffisamment petit
par rapport au rayon du pore (hypothèse de Kundt et Warburg). Ainsi, sous des pressions
faibles b [Pa] n’est plus une constante et des dérives apparaissent alors.

La figure 1.16 montre la représentation du modèle théorique et la figure 1.17 un exemple
de résultat sur un béton ordinaire obtenu avec un dispositif de type Cembureau décrit dans
la partie 1.1.4.3.

kapp 
[m2] 

1/Pm [1/Pa] 

α = b kint 

kint 
écoulement non-visqueux 

écoulement visqueux 

Figure 1.16 – Comportement de la per-
méabilité au gaz d’un milieu poreux non
fissuré
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Figure 1.17 – Résultats expérimentaux
obtenus sur une éprouvette en béton or-
dinaire pour une humidité relative d’envi-
ron 60 % (kint = 6, 9.10−17 m2 et b = 124
kPa)

Selon [Klinkenberg, 1941], les différences de perméabilité obtenues entre des écoule-
ments de gaz ou de liquides sont en fait dues au comportement spécifique des gaz. Les dif-
férences que Klinkenberg a pu constater pour différents liquides (eau, isooctane, toluène,
chloroforme) sont inférieures aux incertitudes de mesures. Cette conclusion est correcte‘
pour le domaine d’étude de Klinkenberg, à savoir des empilements granulaires n’ayant a
priori aucune interaction avec le matériau composant le milieu poreux.

Une étude sur des mortiers [Loosveldt et al., 2002] montre en effet que la perméabilité
mesurée à l’éthanol correspond à la perméabilité intrinsèque à l’air trouvée à partir de
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l’approche de Klinkenberg (cf. équation 1.8). Cette étude confirme l’importance de prendre
en compte l’effet Klinkenberg pour les mesures effectuées avec un gaz.

�

�
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En conclusion, plus la perméabilité intrinsèque est faible et donc plus les pores sont petits
plus la différence entre la perméabilité apparente mesurée avec un gaz et celle obtenue
avec un liquide inerte vis-à-vis du milieu poreux est importante. De même, pour un maté-
riau poreux donné, plus la pression d’essai est faible, plus la différence entre perméabilité
apparente et perméabilité intrinsèque est importante.

1.1.2.5 Synthèse sur les régimes d’écoulements en milieu poreux

Les régimes d’écoulements de fluide en milieux poreux non fissurés peuvent être re-
groupés en quatre familles :�




�

	

— les écoulements de type Knudsen pour les écoulements compressibles
(Kn = λ̄

Dh
> 0, 01) lorsque le diamètre des pores est petit ou du même ordre

de grandeur que le libre parcours moyen, l’hypothèse d’adhérence au paroi de la
loi d’écoulement de type Hagen-Poiseuille n’est plus respectée, des phénomènes de
glissement surviennent pour Kn ∈ [0, 01; 1[ et pour Kn > 1 l’écoulement est qualifié
de moléculaire libre (écoulement visqueux nul) ;

— les écoulements laminaires “classiques” et donc visqueux, lorsque la vitesse est
suffisamment faible pour un diamètre donné (Re < 1 et Kn < 0, 01) ;

— les écoulements transitoires (1 < Re < 60) ;
— les écoulements turbulents lorsque des tourbillons apparaissent (Re > 60).

La notion de libre parcours repose sur l’hypothèse de forces d’interactions négligeables
entre les molécules. Elle n’a donc de sens que pour un gaz et la modélisation s’appuie
logiquement sur la loi des gaz parfaits. Le terme d’écoulement de type Knudsen est donc
réservé aux écoulements de gaz et ne convient pas à ceux de liquides. La limite inférieure
du régime laminaire pour les écoulements de liquides est discuté dans la partie 1.2.1.5
consacrée aux limites de la loi de Darcy et plus particulièrement à la nécessité d’être en
régime laminaire.

1.1.2.6 Degré de saturation en eau de l’éprouvette testée

La notion de degré de saturation n’a de sens que pour des écoulements polyphasiques.
Cette partie se limite aux écoulements biphasiques liquide, gaz. Le degré de saturation en
liquide d’une éprouvette représente le rapport entre le volume de liquide Vl et le volume
des vides Vv d’un matériau poreux, il est généralement noté Sl. Il varie de 0 lorsque le
réseau poreux ne contient aucun liquide à 1 lorsque l’éprouvette est dite saturée. Pour des
écoulements biphasiques liquide/gaz dans un milieu poreux, le complémentaire du degré
de saturation en liquide est le degré de saturation en gaz noté Sg :

Sg + Sl =
Vg
Vv

+
Vl
Vv

= 1 (1.9)

Le degré de saturation en liquide d’une éprouvette va influencer la perméabilité au
gaz. L’augmentation du degré de saturation en liquide d’une pâte de ciment réduit la
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porosité accessible au gaz du matériau. La perméabilité mesurée au gaz diminue donc avec
l’augmentation du degré de saturation en eau liquide comme le montrent les figures 1.18
et 1.19 [Care et Derkx, 2011].

Il est néanmoins possible de modéliser l’influence du degré de saturation sur la perméa-
bilité relative pour une pâte de ciment en identifiant un seul paramètre comme le montre
la figure 1.19. La perméabilité relative gaz krg représente l’effet du degré de saturation
en eau du matériau poreux sur la perméabilité. Elle est définie comme le rapport entre la
perméabilité apparente et le perméabilité intrinsèque (krg = kapp/kint).

Le modèle de Van Genuchten (cf. partie 1.2.2.4) définit la perméabilité relative en
fonction du degré de saturation du liquide Sl et d’un coefficient b à identifier :

krg(Sl) =
√

1− Sl(1− Sbl )2/b (1.10)

Le coefficient b vaut 1,1 dans l’étude dont sont extraites les figures 1.18 et 1.19 [Care et
Derkx, 2011].

Figure 1.18 – Évolution de la perméabilité
apparente au gaz en fonction du degré de
saturation en eau liquide pour différents
rapports E/C [Care et Derkx, 2011]

Figure 1.19 – Évolution de la perméabi-
lité relative au gaz en fonction du degré
de saturation en eau liquide (points ex-
périmentaux et courbe représentative du
modèle utilisé) [Care et Derkx, 2011]

Dans l’étude dont sont issues les figures 1.18 et 1.19, le séchage est obtenu de manière
progressive en plaçant les éprouvettes dans des bacs étanches munis de sels de différentes
natures garantissant une Humidité Relative (HR) constante. Cette méthode permet de
limiter la quantité de fissures pouvant apparâıtre lors du séchage. L’augmentation de
perméabilité pour des degrés de saturation en eau liquide faibles peut en partie être due à
la fissuration liée au séchage des éprouvettes si aucune attention n’y est portée (cf. partie
1.1.2.1). Pour un degré de saturation en eau liquide donné, les éprouvettes séchées avec
un four sont les plus fissurées [Gallé, 2001]. Les figures 1.20 et 1.21 extraites de [Snoeck
et al., 2014] mettent en évidence l’influence de la méthode de séchage sur la porosité et la
constitution même d’une pâte de ciment. Les conséquences sur l’établissement de courbes
de sorption en sont d’autant plus prévisibles.

Il est possible de caractériser les coefficients kint et b de l’équation 1.8 en fonction
du degré de saturation en eau liquide. Ainsi pour un béton ordinaire (fc28 = 33 MPa,
E/C = 0, 667 et affaissement de 4, 5 cm), les relations proposées dans [Abbas et al., 1999]
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Figure 1.20 – Quantité de micropores (<2
nm) [mm3.g-1] et de mésopores (2-50 nm)
selon les méthodes de séchage utilisées
[Snoeck et al., 2014]

Figure 1.21 – Quantité de C-S-H pour dif-
férents régimes de séchage [Snoeck et al.,
2014]

sont :

kint = ln

(
1,62

S0,108
l

)
10−16 m2

b = 3, 37− 0, 036Sl bar
(1.11)

Si le liquide est mouillant (e.g. l’eau), il remplit par capillarité tous les pores de petits
diamètres. Plus le degré de saturation en liquide Sl est faible, plus les pores de tailles
réduites sont accessibles au gaz circulant dans le matériau poreux. Le coefficient b étant
directement lié à la proportion du débit total régit par un écoulement de Knudsen, ce
coefficient est inversement proportionnel au degré de saturation Sl (cf. figure 1.22).

Figure 1.22 – Évolution de la perméabilité apparente en fonction de l’inverse de la pression
moyenne d’essai et du degré de saturation - résultats expérimentaux obtenus sur un béton
ordinaire (fc28 = 33 MPa) [Abbas et al., 1999]

D’après [Ranaivomanana et al., 2013], il est ainsi possible de modéliser avec précision le
facteur de réduction de perméabilité relative au gaz pour des matériaux à base cimentaire
(bétons ordinaires et bétons hautes performances).

L’évolution de la perméabilité relative au gaz en fonction du degré de saturation en
liquide est la même que le fluide soit de l’eau ou de l’alcool pour des sables comme le
montre la figure 1.23 extraite de [Dana et Skoczylas, 1999], renforçant l’idée selon laquelle
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un degré de saturation élevé a pour principale conséquence de réduire la dimension des
pores quels que soient le liquide utilisé et le milieu poreux étudié.

sable des Vosges 1 sable des Vosges 2 sable de Fontainebleau

Figure 1.23 – Évolution de la perméabilité relative au gaz en fonction du degré de satura-
tion en liquide pour trois sables [Dana et Skoczylas, 1999]

1.1.2.7 Viscosité du fluide

Comme introduit dans la partie 1.1.2.3 avec la figure 1.12, la viscosité caractérise le
frottement entre deux couches adjacentes d’un fluide lors d’un écoulement laminaire. Elle
caractérise donc la résistance au cisaillement d’un fluide. Il est usuel de décrire la viscosité
comme des frottements internes en opposition aux frottements externes ayant lieu entre
le fluide et le solide, notamment détaillés dans la partie 1.2.5.3 consacrée aux pertes de
charges dans une fissure.

Deux paramètres sont couramment utilisés pour la caractériser :
— la viscosité dynamique µ exprimée en [Pa.s] ;
— la viscosité cinématique µc = µ/ρf qui est une normalisation de la viscosité dyna-

mique par la masse volumique du fluide considéré, exprimée en [m2.s-1].
La viscosité cinématique permet de comparer des fluides entre eux en s’affranchissant

de l’effet de la gravité sur le frottement.
L’expérience dite de Couette (cf. figure 1.24) permet de bien comprendre le phénomène

de viscosité. Elle consiste à placer un fluide entre deux plaques parallèles et à imposer
un déplacement avec une vitesse constante à une des deux plaques, l’autre restant fixe.
Lorsque le régime laminaire est établi, le fluide s’écoule avec un profil de vitesse linéaire. La
vitesse est nulle contre la plaque fixe et maximale contre la plaque en mouvement. Cette
expérience permet de mettre en évidence le phénomène d’adhérence aux parois mais aussi
de montrer que chaque couche de fluide entraine la couche adjacente par un frottement
visqueux correspondant aux contraintes de cisaillement. Ainsi, en plaçant un fluide ayant
une viscosité dynamique de 1 mPa.s entre deux plaques parallèles espacées de 10 cm, il
faut appliquer une contrainte de cisaillement de 1 mPa (soit 0, 1 g sur 1 m2) à la plaque
mobile pour qu’elle se déplace à une vitesse de 10 cm.s-1.

La viscosité dynamique de l’eau à une température de 20 ◦C et pression normale (101
325 Pa) est de 1, 002 · 10−3 Pa.s. L’application ci-dessus montre combien les efforts engen-
drés par la viscosité sont faibles dans l’absolu. En revanche, la viscosité peut varier selon
les conditions d’essais et donc entrainer des erreurs d’interprétation en cas d’expériences
où la température est mal régulée et/ou mal mesurée. Les principaux paramètres pouvant
modifier la viscosité sont la température, la pression et la concentration ionique pour les
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Figure 1.24 – Schéma de l’expérience dite de Couette

liquides. Pour de l’eau, l’évolution de la viscosité au sein d’une éprouvette composée d’un
matériau à base cimentaire est complexe à prévoir en raison des phénomènes de dissolution
et de précipitation qui peuvent intervenir lors d’un écoulement lent.

Lorsque la température augmente, la viscosité des liquides diminue tandis que celle des
gaz augmente. Les mécanismes en jeux sont en effet différents. Pour les liquides, ce sont
les forces de cohésion qui influent sur la viscosité. En conséquence, plus la température
augmente, plus les molécules s’écartent entrainant une diminution des forces de cohésion
et donc une diminution de la viscosité. Pour les gaz ce ne sont plus les forces de cohésion
mais les transferts de quantité de mouvement entre les couches contigües qui influent sur
la viscosité. Ainsi, lorsque la température augmente, l’agitation moléculaire et donc la
quantité de mouvement transmise croissent également, résultant en une augmentation de
la viscosité.

Comme le montre le tableau 1.1, la température est un paramètre à noter précieusement
lors d’un essai de caractérisation de la perméabilité. En effet si des modèles veulent être
validés sur des résultats exprimentaux, la valeur de la viscosité peut avoir une influence
conséquente sur la quantification d’un débit estimé. Ainsi, [Jooss et Reihardt, 2002] a
constaté expérimentalement cette influence de la température de l’eau sur le débit traver-
sant des éprouvettes en béton en faisant varier la température entre 20 C̊ et 80 C̊ . Il est
donc primodrial de mesurer la température d’essai, d’autant plus lors de mesure in situ
où les températures du fluide en entrée et en sortie peuvent varier suivant l’ensoleillement,
la saison, etc.

Température air sec eau éthyl-alcool mercure
C̊ 10−3 Pa.s 10−3 Pa.s 10−3 Pa.s 10−3 Pa.s

0 0,01708 1,787 1,773 1,685

10 0,01769 1,307 1,466 1,615

20 0,01818 1,002 1,200 1,554

30 0,01862 0,798 1,003 1,499

40 0,01904 0,653 0,834 1,450

Tableau 1.1 – viscosité dynamique (µ) pour différents fluides en fonction de la température

La viscosité des liquides augmente avec la pression, celle des gaz y est peu sensible.
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Dans cette étude, nous modélisons les fluides comme ayant un comportement newto-
nien. Ce modèle suppose que la contrainte de cisaillement évolue proportionnellement au
taux de cisaillement. Ce comportement peut être directement déduit de l’expérience dite
de Couette (cf. figure 1.24).

En mécanique des fluides, les contraintes appliquées en tout point du fluide σ [Pa]
sont généralement décomposées en la somme des pressions hydrostatiques −p1 [Pa] et des
contraintes de cisaillement τ [Pa] :

σ = −p1 + τ (1.12)

L’hypothèse du fluide newtonien suppose que le tenseur des contraintes de cisaillement
se décompose en une partie symétrique et une partie sphérique :

σ = −p1 + 2µGradsym(v) + λGradsph(v) (1.13)

où µ [Pa.s] est la viscosité dynamique, λ [Pa.s] est la viscosité de volume et v [m.s-1] est le
vecteur vitesse du fluide.

En posantD = Gradsym(v) = 1
2

(
Grad(v) +GradT (v)

)
et en écrivant queGradsph(v) =

div(v)1, l’équation 1.13 devient :

σ = −p1 + 2µD + λdiv(v)1 (1.14)

Pour les fluides simples comme l’eau et l’air, il est possible d’utiliser l’hypothèse de
Stokes établissant la relation 2µ+ 3λ = 0. L’équation 1.14 devient alors :

σ = −p1 + 2µ

(
D − 1

3
div(v)1

)
(1.15)

1.1.2.8 Masse volumique du fluide

Selon les gradients de pression utilisés, les fluides peuvent être considérés comme com-
pressibles ou incompressibles.

Pour l’eau, l’hypothèse d’incompressibilité est admise tout au long de cette étude. La
figure 1.25 montre en effet que pour une température normale (293,15 K) et pour une
pression comprise entre 0,1 MPa et 5 MPa, la variation relative de masse volumique est
inférieure à 0,25 %. Les courbes de la figure 1.25 sont obtenues à partir de l’équation de
Tanaka ( [Tanaka et al., 2001] cité par [Engel et Baade, 2012]). Cette équation empirique
permet d’obtenir la masse volumique de l’eau en fonction de la température et de la
pression tout en prenant en compte le gaz atmosphérique dissout.

Pour de faibles vitesses, les écoulements de gaz peuvent être assimilés à des écoulements
incompressibles. Cette hypothèse est valable si le nombre de Mach (cf. équation 1.17) est
petit devant un (M << 1) et plus précisément pour M < 0, 2 selon [Candel, 1995]. Lors
d’une transformation isentropique d’un gaz parfait, l’auteur prouve que pour de faibles
vitesses d’écoulement, les variations de densité sont faibles et de l’ordre de grandeur du
carré du nombre de Mach :

dρ

ρ
= −M2dv

v
(1.16)

où ρ [kg.m-3] et v [m.s-1] sont respectivement la masse volumique et la vitesse du fluide.
Dans [Boussa, 2000], l’auteur effectue des calculs en prenant l’hypothèse d’incompressibilité
pour des écoulements de gaz dans la limite de M < 0, 3.
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Figure 1.25 – Variation de la masse volumique d’eau liquide répondant au standard de
Vienne (VSMOW) en fonction de la pression et de la température

Le nombre de Mach M se calcule selon la formule suivante :

M =
v

cs
(1.17)

où v [m.s-1] est la vitesse du fluide et cs [m.s-1] est la célérité du son dans ce même fluide.

En faisant l’hypothèse d’un gaz parfait, la célérité du son dans l’air cs [m.s-1] se calcule
selon la formule :

cs =

√
Cpp

Cvρ
=

√
CpRgpT

CvM
(1.18)

où Cp [J.kg-1.K-1] est la capacité thermique massique isobare, Cv [J.kg-1.K-1] est la capacité
thermique massique isochore, p [Pa], ρ [kg.m-3], T [K], et M [kg.mol-1] sont respective-
ment la pression, la masse volumique, la température et la masse molaire du gaz et Rgp
[J.mol-1.K-1] est la constante des gaz parfaits.

Afin de pouvoir utiliser l’hypothèse d’écoulement incompressible pour de l’air, il faut
donc conserver un nombre de Mach inférieur à 0, 2. Pour qu’un calcul soit cohérent sous
ces hypothèses, la vitesse de l’air ne doit pas dépasser 68, 6 m.s-1 à 20 C̊ et 81, 5 m.s-1 à
140 C̊ (température de dimensionnement des parois internes lors de l’hypothèse d’APRP
- cf tableau 1).

Dans cette étude, les transferts de gaz (e.g. air) sont considérés compressibles et l’air
est supposé respecter la loi des gaz parfaits aussi dénommée loi de Boyle-Mariotte :

pV = nRgpT (1.19)

où :

— p est la pression absolue exprimée en [Pa] ;
— V est le volume exprimée en [m3] ;
— n est la quantité de matière exprimée en [mol] ;
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— Rgp est la constante des gaz parfaits, elle vaut Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 ;
— T est la température absolue exprimée en [K].

Des dérives apparaissent pour des pressions de l’ordre de 10 MPa lorsque la température
du gaz égale ou dépasse le double de la température critique (154, 8 K pour du dioxygène
et 126, 2 K pour du diazote) [Perraton, 1992]. Les calculs de perméabilité doivent alors
prendre en compte un facteur de compressibilité adimensionnel Z appelé “z-factor” en
anglais [Bear, 1988] :

Z =
pV

nRgpT
(1.20)

Ce facteur est égal à l’unité si le gaz se comporte comme un gaz parfait.

1.1.2.9 Interactions entre fluide et matrice

Les perméabilités mesurées sur une éprouvette constituée d’un matériau poreux diffé-
rent suivant le liquide utilisé. Une étude sur des mortiers [Loosveldt et al., 2002] montre
en effet que la perméabilité à l’eau est généralement inférieure d’un ou deux ordres de
grandeur à la perméabilité au gaz mais que la perméabilité mesurée à l’éthanol liquide
correspond à la perméabilité intrinsèque à l’air trouvée à partir de l’approche de Klin-
kenberg (cf. équation 1.8). La perméabilité mesurée à l’air ou tout autre fluide est ainsi
toujours supérieure à la perméabilité mesurée à l’eau [Picandet et al., 2009] [Skoczylas,
2005] [Loosveldt et al., 2002]. Le même résultat est observé lors des essais de séchage où la
perméabilité à l’eau est identifiée par analyse inverse à partir de l’évolution de la perte en
masse [SA, 2007], [Thiery et al., 2007]. La différence de perméabilité entre les mesures avec
un gaz ou avec de l’eau est également observée sur les roches sédimentaires [Tanikawa et
T.Shimamoto, 2009]. La question de la dissolution des roches pourrait être avancée mais
l’auteur n’y voit que l’effet Klinkenberg détaillé dans la partie 1.1.2.4.

Pour des mesures de perméabilité à l’eau, il est plus simple de travailler sur une éprou-
vette déjà saturée afin d’atteindre le régime permanent rapidement. Pour ce type de ca-
ractérisation les éprouvettes sont conservées dans l’eau jusqu’au moment des essais [Jooss
et Reihardt, 2002], [Desmettre et Charron, 2011], [Soongswang et al., 1989]. Si le maté-
riau n’est pas fissuré, le régime permanent est long à s’établir, pour un matériau ayant
une perméabilité intrinsèque de 2.10−17 m2 le régime peut mettre plus d’une semaine à
se stabiliser lorsque le fluide d’essai est de l’eau alors qu’avec de l’éthanol liquide il est
stationnaire quasi-instantanément [Skoczylas, 2005].

Des interactions entre l’eau et la pâte de ciment (dissolution/précipitation) sont obser-
vées sur des temps relativement courts [Marchand, 2001] et de nombreuses études [Ismail,
2006] [Granger et al., 2007] portent sur l’auto-cicatrisation des matériaux à matrice ci-
mentaire. Ces constatations prouvent que l’eau peut intéragir avec la matrice cimentaire
même lorsque les composés du ciment sont supposés être majoritairement hydratés. Le
point important de ces constatations est de remarquer que ces interactions interviennent
sur des intervalles de temps comparables voire plus courts que le temps d’établissement
du régime établi lors d’un essai de perméation à l’eau sur un béton non fissuré. La per-
méabilité obtenue avec de l’eau doit donc être interprétée avec précaution et les conditions
d’essais étudiés précisément.

Plusieurs études sur la perméabilité de liquides à travers du verre poreux de type
Vycor R© montrent que la perméabilité mesurée décrôıt avec l’augmentation de la taille des
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molécules [Debye et Cleland, 1959] [Vichit-Vadakan et Scherer, 2000] [Xu et al., 2009]. Ces
résultats peuvent être retrouvés quantitativement par des modélisations de dynamiques
moléculaires en faisant l’hypothèse qu’une couche immobile de liquide recouvre les parois
de l’ensemble des pores réduisant ainsi le passage du fluide et que la viscosité du reste du
fluide est celle mesurée macroscopiquement [Xu et al., 2009]. D’après ces études, une seule
couche de molécules reste immobile pour les alcools. En revanche, lorsque le liquide de test
est de l’eau, la couche immobile semble mesurer environ 0,6 nm, soit environ 2 couches de
molécules d’eau (le diamètre d’une molécule d’eau étant de 0,343 nm). Cette étude tend
à montrer que pour un pH neutre, l’effet de la présence d’ions dans l’eau (NaCl, CaCl2
et MgS04 à 1 mol.L-1) est négligeable sur la perméabilité mesurée et donc n’affecte pas la
taille de la couche d’eau immobile le long des parois de la porosité.

Des résultats tirés de [Vichit-Vadakan et Scherer, 2000] sont montrés sur la figure 1.26
pour 6 liquides : eau, éthanol, glycérol, butan-1-ol, hexan-1-ol, décan-1-ol. La courbe en
pointillés représente une modélisation de la perméabilité en prenant l’hypothèse qu’il existe
une couche de molécules immobiles sur les parois du système poreux. Comme expliqué
précédemment, cette observation est en partie liée à la taille des molécules des fluides
utilisés lorsque les diamètres des pores sont de faibles dimensions (cf. figure 1.26). Ainsi,
le modèle représenté sur cette figure suit la loi suivante :

k =
(1− ρc)(rpic − δm)2

4κHBρc
(1.21)

où δm =
(

6VM
πNA

)1/3
[m] est l’épaisseur de la couche mono-moléculaire, VM [m3.mol-1] est le

volume molaire, NA [mol-1] est le nombre d’Avogadro, ρc = (ρabs(Vp − Sspeδm)−1 [∅] est
la fraction de solide corrigée, ρabs [kg.m-3] est la masse volumique absolue du squelette
granulaire, Vp = (1/ρapp − 1/ρabs) [m3.kg-1] est le volume de pore spécifique, ρapp [kg.m-3]
est la masse volumique apparente du matériau poreux, Sspe [m2.kg-1] est la surface spéci-
fique, rpic [m] est le rayon obtenu à partir du pic de la courbe de désorption, κHB ∅] est
la constante de Kozeny obtenue à partir de la formule identifiée dans [Happel et Brenner,
1983] et citée dans [Vichit-Vadakan et Scherer, 2000].

D’autres phénomènes peuvent également entrer en jeu. Pour des verres poreux de
type Vycor R© ayant des tailles de pores comprises entre 14 et 20 nm, l’effet du pH de la
solution est analysé [Scherer, 1995]. Les résultats obtenus montrent que les phénomènes
de dissolution précipitation peuvent effectivement affecter la mesure de perméabilité. Les
perméabilités obtenues varient de 2.10−17 m2 pour la perméabilité à l’éthanol ou celle
obtenue avec une solution de pH 2 jusqu’à 4.10−17 m2 pour la perméabilité obtenue avec
une solution de pH 8. Les verres Vycor R© sont des verres amorphes ayant une forte affinité
chimique pour l’eau. Les phénomènes de dissolution reprécipitation surviennent pour des
pH élevés. Même si les réactions chimiques en jeu ne sont pas les mêmes avec un matériau
à matrice cimentaire, il est établi que la solution du pH a un effet sur la perméabilité. A
priori, c’est seulement en utilisant un liquide ayant exactement la même composition que
le liquide interstitiel d’un béton que la caractérisation de la perméabilité intrinsèque serait
possible.

Le liquide interstitiel a un pH supérieur à 12 pour un ciment CEM I et reste basique
même après remplacement d’une partie du ciment par de la fumée de silice. Le pH reste
ainsi supérieur à 12 après 90 jours de cure pour un taux de remplacement de 30 % [Page
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Figure 1.26 – Variation de la perméabilité mesurée en fonction du volume molaire des
liquides utilisés (du plus perméable au moins perméable : eau, éthanol, glycérol, butan-
1-ol, hexan-1-ol, décan-1-ol) Résultats expérimentaux avec leurs écart-types et modèle
(équation 1.21) [Vichit-Vadakan et Scherer, 2000]

et ∅. Vennesland, 1983]. Les hydrates formés durant l’hydratation du ciment sont donc
formés en milieu basique et restent relativement stables pour de tels pH.

À l’opposé, les liquides avec un pH acide ou même neutre comme l’eau pure ont ten-
dance à dissoudre certains hydrates qui peuvent éventuellement se recrystalliser dans le
réseau poreux. Ces phénomènes vont modifier localement la viscosité du fluide et la poro-
sité rendant l’interprétation de la perméabilité obtenue complexe.

1.1.3 Paramètres influant sur la perméabilité mesurée d’un matériau
fissuré

Dès qu’un matériau est fortement endommagé, les fissures vont devenir des chemins
préférentiels pour le transfert du fluide d’étude. L’écoulement au travers du matériau sain
devient négligeable devant celui établi dans les fissures. La caractérisation géométrique
de celles-ci est donc primordiale pour modéliser correctement les transferts de fluide en
milieu fissuré. L’étude des écoulements dans les fissures n’est pas l’apanage des matériaux
à matrice cimentaire et une riche littérature existe. Stokes publie la loi cubique modélisant
l’écoulement d’un fluide visqueux entre deux plans en 1898 [Stokes, 1898] cité dans [Sutera
et Skalak, 1993]. Lorsque l’ouverture est faible, le problème correspond à l’écoulement dans
une cellule de Hele-Shaw qui est étudié depuis le XIXème siècle.

1.1.3.1 Tortuosité

La tortuosité caractérise le rapport entre la longueur développée d’une fissure et la
longueur projetée entre les deux extrémités de cette même fissure (cf. figure 1.27). Plus
une fissure est tortueuse et plus le fluide a de chemin à parcourir pour traverser la fissure.
Si deux pressions différentes sont appliquées à chaque extrémité d’une fissure, le fluide
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s’écoule a un débit inversement proportionnel à la longueur développée de cette dernière.
En d’autres termes, plus la fissure est tortueuse et plus la quantité de fluide s’écoulant en
fonction du temps est faible.

Tortuosité faible Tortuosité forte

Figure 1.27 – Schématisation d’une tortuosité faible et d’une tortuosité forte

1.1.3.2 Rugosité

Le terme général de rugosité est employé pour caractériser l’état de surface des fissures.
La tortuosité représente la surface moyenne des lèvres de la fissure tandis que la rugosité
représente les variations autour de cette surface moyenne (cf. figure 1.28). Pragmatique-
ment, si un matériau rompt en mode I en générant deux surfaces tortueuses parfaitement
identiques, si ces dernières sont séparées d’une ouverture homogène, la distance mesu-
rée perpendiculairement à une des deux faces n’est pas constante sur l’ensemble de la
fissure. Ces variations générent des modifications de l’écoulement le long des faces et po-
tentiellement des turbulences. C’est la raison pour laquelle la rugosité influe sur le régime
d’écoulement dans un milieu fissuré.

Rugosité faible Rugosité forte

Figure 1.28 – Schématisation d’une rugosité faible et d’une rugosité forte
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La rugosité relative Rr est définie comme le rapport entre la hauteur moyenne des
irrégularités de la surface de la fissure notée Ra [m] définie dans l’annexe C et le diamètre
hydraulique noté Dh [m] défini dans l’équation 1.3.

Rr =
Ra
Dh

(1.22)

L’annexe C regroupe huit paramètres pouvant être utilisés pour caractériser la rugosité
d’un profil de rupture d’après la norme [NF-EN-ISO-4287, 1998]. La norme [NF-EN-ISO-
25178, 2012] définit les termes de rugosité pour l’analyse de surfaces et non plus de profils.
Un inconvénient majeur de ces définitions de rugosité appliquées aux profils et aux surfaces
réside dans leur dépendance à l’échelle d’observation. Afin de s’affranchir de ce problème,
d’autres méthodes d’analyse tentent de caractériser de manière plus générale ces irrégu-
larités en analysant la corrélation spatiale des points constituant un profil ou une surface
de rupture en partant du principe que contrairement aux apparences, le désordre observé
n’est pas total. Ainsi, la rugosité d’une surface peut-être caractérisée par des approches
fractales ou encore par une analyse via des champs aléatoires corrélés.

Les premières analyses de surfaces de rupture par la géométrie fractale 3 furent ef-
féctuées sur des matériaux métalliques [Mandelbrot, 1983, Mandelbrot et al., 1984]. B.B.
Mandelbrot observa que les formes géométriques de ces surfaces semblaient être les mêmes
quelle que soit l’échelle d’observation. Cette invariance d’échelle est appelée“auto-similarité”.
Dans un deuxième temps, il remarqua que la direction normale au plan moyen de fis-
sure devait être traitée différemment des deux directions coplanaires à ce plan moyen et
il introduisit le concept d’“auto-affinité” dans [Mandelbrot, 1985]. En effet, si la fenêtre
d’observation est diminuée, l’échelle normale à la fissure semble dilatée. La surface est
intrinsèquement anisotrope.

Sur la figure 1.29, les directions coplanaires au plan moyen de la fissure sont notées
x et y et la direction normale correspondant aux altitudes de la surface est notée z. En
prenant ces conventions, la transformation affine permettant de représenter l’évolution de
la surface lors d’un changement d’échelle peut s’écrire :

x 7→ tx
y 7→ ty
z 7→ tHz

(1.23)

où H est l’exposant de Hurst 4 également appelé exposant de rugosité. Théoriquement H
peut varier entre 0 et 1 et est lié à la dimension fractale DF de l’objet étudié : pour un
profil de rupture DF = 2 − H et pour une surface de fissure DF = 3 − H. Une surface
auto-affine où H = 1 correspond à une surface auto-similaire. Se reporter par exemple à [Li
et al., 2003] pour obtenir les différentes définitions des dimensions fractale, euclidienne,
topologique ou de Hausdorff.

Une autre façon d’écrire la propriété d’auto-affinité consiste à écrire la relation entre
l’écart d’altitudes ∆z(∆r) = 〈(h(x, y)− h(x+ ∆x, y + ∆y))2〉1/2 entre deux points dis-
tants d’une longueur projetée sur le plan horizontal ∆r =

√
(∆x)2 + (∆y)2 :

∆z

lt
=

(
∆r

lt

)H
(1.24)

3. le mot fractal vient du latin fractum signifiant fracture [Mandelbrot, 1983]
4. nommé d’après l’hydrologiste Harold Edwin Hurst (1880-1978)
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Cette écriture permet de faire apparâıtre la longueur lt appelée toposimétrie, correspon-
dant à l’échelle pour laquelle ∆z = ∆r. Pour H = 1 la dimension fractale est 2 et tout
déplacement horizontal d’une distance ∆r entraine un déplacement vertical ∆z propor-
tionnel à ∆r et la surface est alors lisse. À l’opposé, pour H → 0 la dimension fractale
tend vers 3 et la surface est alors fortement accidentée. Cette surface tend alors vers la
définition d’un objet euclidien de dimension 3.

La description auto-affine d’une surface de rupture se révèle adaptée a un grand nombre
de matériaux aux comportements variés (ductiles, quasi-fragiles, fragiles) ainsi qu’à de
nombreux modes de fracturation. Les valeurs de l’exposant de Hurst sont généralement
proche de 0,8 [Bouchaud et al., 1990,Bouchaud, 1997].

La comparaison de surfaces de rupture pour quatre matériaux différents (verre, alliage
d’aluminium, mortier et bois) a permis de mettre en évidence une anisotropie entre la
direction de propagation de la fissure et la direction collinéaire au front de fissure [Ponson
et al., 2006]. Selon cette étude, il est nécessaire de définir trois coefficients pour bien
caractériser une surface de rupture :

— l’exposant de rugosité (ζ ' 0, 75) : correspond à l’exposant de Hurst mesuré le
long du front de propagation de la fissure ;

— l’exposant d’expansion (β ' 0, 6) : correspond à l’exposant de Hurst mesuré
dans la direction de la propagation de la fissure ;

— l’exposant dynamique (z = ζ/β ' 1, 25).

Figure 1.29 – Topographie d’une surface de rupture d’une éprouvette de mortier (4×4×16)
cm3 rompue en flexion trois points (acquisition de surface par triangulation laser)

Plusieurs techniques existent pour obtenir l’exposant de Hurst. La méthode du compas
et la méthode des bôıtes peuvent convenir même si elles sont mieux adaptées pour les
profils auto-similaires et la méthode spectrale basée sur une approche statistique est la
plus adaptée pour les profils auto-affines [Carpinteri et Chiaia, 1995]. Concrètement, une
manière d’obtenir l’exposant de Hurst H consiste à effectuer la transformée de Fourier de
la topographie d’une surface de rupture alignée sur une grille régulière (de préférence de
dimension N ×N avec N = 2n où n ∈ N? afin de pouvoir faire une transformée de Fourier
rapide 5), puis à faire une régression linéaire sur la pente du spectre de puissance centré

5. Transformée de Fourier rapide = Fast Fourier Transform (FFT) en anglais
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de la transformée de Fourier obtenue dans un repère log-log [Hough, 1989]. Le spectre de
puissance décrit le contenu fréquentiel (spatial dans ce cas) d’un ensemble de points, c’est
la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation d’un profil de rupture. Dans le
cas de l’étude d’une surface, la régression linéaire est effectuée sur la moyenne des spectres
obtenus pour tous les profils de la grille analysée. L’équation de cette fonction est :

P(f) =
C

f (5−2DF )
=

C

f (1+2H)
(1.25)

où C est une constante d’échelle, f est la fréquence spatial et DF est la dimension fractale
moyenne des profils d’une surface de rupture [Berry et Lewis, 1980] [Hough, 1989] [Ma-
jumdar et Bhushan, 1990].

En représentant la variation de ce spectre moyen en fonction de la fréquence spatiale
dans un repère log-log, la pente de la régression linéaire faite sur ces points est donc
2DF − 5 ou encore −1 − 2H. La figure 1.30 présente sur le graphique de gauche une
analyse par spectre de puissance sur une surface de béton fracturé (Dimension fractale
obtenue Ds = 1, 21) mise en regard d’une analyse par la méthode des bôıtes (Dimension
fractale obtenue Db = 1, 16) sur le graphique de droite [Carpinteri et Chiaia, 1995]. Cette
comparaison montre que la dimension fractale dépend en partie de la méthode d’analyse.

Figure 1.30 – Analyses fractales d’une surface de fracture de béton - à gauche analyse par
la méthode des spectres de puissance et à droite analyse par la méthode des bôıtes a priori
moins adaptée pour l’analyse de surface réelle auto-affine [Carpinteri et Chiaia, 1995]

Aujourd’hui, la majorité des auteurs s’accorde sur l’existence d’une multifractalité des
surfaces de rupture. La dimension fractale unique entre l’échelle atomistique et l’échelle
de la structure est remplacée par une dimension fractale évoluant avec la dimension ca-
ractéristique de l’échelle d’observation. la figure 1.31 présente ainsi la même analyse par
spectre de puissance que celle illustrée sur la figure 1.30 mais en effectuant une régression
non linéaire sur les points obtenus. cette analyse est mise en regard de la courbe théorique
qu’un expérimentateur obtiendrait si il faisait une analyse sur une plus grande étendue
d’échelles [Carpinteri et Chiaia, 1995].

Néanmoins, l’analyse fractale ne permet pas de traiter tous les types de surfaces. C’est
pour cette raison que certains auteurs proposent d’autres méthodes pour caractériser les
surfaces rugueuses non fractales : distance moyenne entre pics, rayon de courbure moyen,
dépendance spatiale de la hauteur moyenne [Bora et al., 2005].
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Figure 1.31 – multifractalité d’une surface de béton - à gauche schématisation théorique
- à droite régression non linéaire sur une analyse par spectre de puissance [Carpinteri et
Chiaia, 1995]

1.1.3.3 Connectivité

La connectivité d’un milieu poreux caractérise l’état de connexion entre les différents
pores d’un domaine (cf. figure 1.32).

Connectivité faible Connectivité forte

Figure 1.32 – Schématisation d’une connectivité faible et d’une connectivité forte

1.1.3.4 Seuil de percolation

Le seuil de percolation d’un milieu poreux ou d’un ensemble de fissures caractérise
une connectivité pour laquelle au moins un chemin permet de circuler d’une face à une
autre d’un échantillon en passant uniquement par des pores, dont certains peuvent être
des fissures.

Le principe de percolation en milieu infini est bien expliqué dans [Scher et Zallen,
1970]. En imaginant un maillage infini représentant un milieu poreux où chaque élément a
une probabilité p d’être vide (un pore) et une probabilité 1− p d’être plein, si la porosité
connectée est définie comme étant un ensemble d’éléments adjacents vides, il existe une
probabilité critique pc au dessus de laquelle il existe des groupes d’éléments vides connectés
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de taille infinie (i.e. taille moyenne des groupes d’éléments adjacents vides → ∞ si p →
p−c ). Il est possible d’obtenir les valeurs de cette probabilité critique pc en deux et trois
dimensions via des méthodes de Monte Carlo. Dans cet article [Scher et Zallen, 1970],
les auteurs constatent que quel que soit le maillage ou le treillis utilisé, la probabilité
critique de percolation pc correspond à une probabilité critique de porosité de 0,15 en trois
dimensions (0,44 en deux dimensions et bien entendu 1 en une dimension). Concrètement,
pour un ensemble de milieux ayant des pores répartis de manière aléatoire et dont la
porosité (rapport du volume des vides sur le volume total) est de 0,15, la majorité des
échantillons aura au moins un chemin poreux continu le traversant.

Depuis, des approches via des excursions de champ aléatoire ont permis de trouver ana-
lytiquement des liens entre la caractéristique d’Euler 6 et la fractions volumiques critiques
pour des milieux infinis [Okun, 1990] [Tomita et Murakami, 1994] à partir des travaux
de Robert Adler [Adler, 1981]. Toujours en se basant sur ces travaux, il est possible de
travailler sur les milieux finis afin de définir la dimension d’un Volume Élémentaire Re-
présentatif pour la percolation [Roubin, 2013] mais aussi de retrouver analytiquement une
porosité critique telle que définie précédemment autour de 16 %.

1.1.3.5 Longueur d’établissement

Lorsque le régime permanent est atteint (point de vue temporel), la vitesse n’est pas
uniforme le long des lignes de courant. L’écoulement dans une fissure s’établit ainsi sur une
distance appelée longueur d’établissement ou longueur d’entrée notée Le et exprimée en
[m]. Les figures 1.33 et 1.34 schématisent cet établissement pour les régimes laminaire et
turbulent en supposant que la vitesse sur la section d’entrée est uniforme d’après [Padet,
2011].

Figure 1.33 – Établissement du régime laminaire dans une canalisation de section circulaire
ou entre deux plans parallèles [Padet, 2011]

La longueur d’établissement Le [m] pour un régime laminaire est estimée à l’aide de la
formule suivante [Padet, 2011] :

Le
Dh

= 0, 06Re (1.26)

où Dh [m] est le diamètre hydraulique (cf. équation 1.3) et Re est le nombre de Reynolds
(cf. équation 1.29).

6. la caractéristique d’Euler χ est un invariant topologique correspondant pour un objet en 3 dimensions
à la somme du nombre d’éléments connectés et du nombre de trous moins le nombre d’anses des éléments
connectés et des trous (e.g. χsphère = 1+1−0 = 2 ; χtore = 1+1−1−1 = 0 ; χdouble tore = 1+1−2−2 = −2)
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Figure 1.34 – Établissement du régime turbulent dans une canalisation de section circulaire
ou entre deux plans parallèles [Padet, 2011]

La longueur d’établissement Le [m] pour un régime turbulent est estimée à l’aide de la
formule suivante [Padet, 2011] :

Le
Dh

= 0, 63Re1/4 (1.27)

où Dh [m] est le diamètre hydraulique et Re est le nombre de Reynolds.

Le raccord entre les équations 1.26 et 1.27 intervient pour un nombre de Reynolds
d’environ 23.

La figure 1.35 représente l’évolution de la longueur d’établissement Le en fonction
de l’ouverture d’une fissure de un mètre de large entre deux plans pour de l’air dans les
conditions d’APRP (pression absolue d’entrée de 530 kPa, pression absolue de sortie de 101
kPa). La ligne en pointillés représente la longueur de l’écoulement. Lorsque la courbe est
au dessus de cette droite, le régime n’est jamais réellement établi et les équations utilisées
pour modéliser macroscopiquement l’écoulement risquent de présenter des dérives.
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Figure 1.35 – Évolution de la longueur d’établissement en fonction de l’ouverture d’une
fissure de un mètre de large dans des conditions d’APRP - la ligne en pointillés représente
la longueur de l’écoulement à savoir 0,90 m

La figure 1.36 représente l’évolution de la longueur d’établissement Le en fonction de
l’ouverture d’une fissure de 9 cm de large et 9 cm de longueur pour de l’eau. Ces dimensions
correspondent à une fissure idéalisée de l’essai de perméation sur tirant modélisé et décrit
dans la partie 3.1 extrait de l’étude [Desmettre, 2011].
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Figure 1.36 – Évolution de la longueur d’établissement en fonction de l’ouverture d’une
fissure typique de l’expérience modélisée - la ligne en pointillés représente la longueur de
l’écoulement à savoir 9 cm

1.1.3.6 Régimes d’écoulement dans une fissure avec l’hypothèse d’incompres-
sibilité

Comme expliqué dans le paragraphe 1.1.2.3, le nombre de Reynolds est le nombre
adimensionné permettant de caractériser le régime d’écoulement. Il est usuel de considérer
la section d’une fissure à travers laquelle s’écoule le fluide comme un rectangle de largeur
b [m], de hauteur [[u]] [m] et de surface S = [[u]]b [m2]. En faisant l’hypothèse réaliste
[[u]] << b, il est loisible de considérer le diamètre hydraulique Dh [m] comme valant le
double de l’espacement [[u]] [m] entre les deux plans formant la fissure :

Dh =
4S

Pm
=

4[[u]]b

2([[u]] + b)
≈ 4[[u]]b

2b
= 2[[u]] (1.28)

La formule 1.2 définissant le nombre de Reynolds Re devient alors la formule 1.29.

Re =
2Qm[[u]]

Sµ
=

2Qm
bµ

(1.29)

où Qm [kg.m-3] est le débit massique et µ [Pa.s] est la viscosité dynamique.

Ce régime d’écoulement établi dans la fissure dépend du nombre de Reynolds mais
aussi de la rugosité relative des lèvres de la fissure. La figure 1.37 montre les limites entre
les régimes pour un écoulement d’eau dans une fissure.

Les définitions des vitesses moyennes associées à chacun de ces 5 régimes pour des
écoulements d’eau en régime permanent sont notées dans le tableau 1.2.
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Figure 1.37 – Régime d’écoulement d’eau dans une fissure d’après [Louis, 1974] cité dans
[de Marsily, 1986]

N. Régime d’écoulement Vitesse

1 laminaire lisse v = −
(
ρg[[u]]2

12µ

)
grad(H)

2 laminaire rugueux v = −
[

ρg[[u]]2

12µ(1+8,8R1,5
r )

]
grad(H)

3 turbulent lisse v = −
[

g
0,079

(
2ρ[[u]]5

µ

)1/4
grad(H)

]4/7

4 turbulent rugueux v = −
[
4
√

[[u]]g ln
(

3,7
Rr

) ]√
grad(H)

5 turbulent très rugueux v = −
[
4
√

[[u]]g ln
(

1,9
Rr

) ]√
grad(H)

Tableau 1.2 – Différentes expressions du vecteur vitesse de l’eau dans une fissure selon le
régime d’écoulement d’après [Louis, 1974] cité dans [de Marsily, 1986]

où H [m = MCE] est la charge hydraulique (cf. équation 1.32), ρ [kg.m-3] et µ [Pa.s]
sont respectivement la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide, g [m.s-2] est
l’accélération de la pesanteur, [[u]] [m] est l’ouverture de la fissure et Rr [m] est la rugosité
relative (cf. équation 1.22). Dans ces expressions, ln est le logarithme népérien.

1.1.3.7 Régimes d’écoulement dans une fissure avec l’hypothèse de compres-
sibilité

Comme expliqué dans la partie 1.1.2.8, tant que le nombre de Mach d’un écoulement
gazeux est inférieur à 0,2 (M < 0, 2), ce dernier peut être considéré comme incompressible
[Candel, 1995]. Au delà de cette limite, l’hypothèse de compressibilité est nécessaire. Pour
un écoulement gazeux dans une fissure réelle, la séparation entre le régime laminaire et
transitoire s’effectue pour un Reynolds compris entre 5 et 10 (cf. figure 1.38 extraite
de [Gelain et Vendel, 2008]).

La figure 1.38 tirée de [Gelain, 2012] montre les limites entre les régimes d’écoulement
à partir du calcul d’un coefficient de perte de charge calculé à partir de la formule de
Rizkalla (cf. équation 1.74). Sur cette figure obtenue à partir de points expérimentaux, le
régime d’écoulement transitoire pour les milieux fissurés semble s’établir pour des nombre
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Figure 1.38 – Variation du coefficient de perte de charge calculé à partir de la formule de
Rizkalla en fonction du nombre de Reynolds pour un certain nombre de points expérimen-
taux [Gelain et Vendel, 2008]

de Reynolds compris entre 10 et 100 environ [Gelain, 2012].

Des essais de perméation sur des éprouvettes en béton ordinaire fissurées en fendage
semblent également montrer expérimentalement la séparation entre régime à dominante
inertielle (régime turbulent) et régime laminaire. Ainsi, dans [Picandet et al., 2009], la
limite est estimée pour un nombre de Reynolds compris entre 3 et 5 d’après les figures
1.39 (a) avec un dépouillement de type Klinkenberg [Klinkenberg, 1941] et la figure (b)
avec une approche type Forchheimer [Forchheimer, 1901]. Il est cependant loisible de se
poser la question de la pertinence de cette interprétation puisque le régime laminaire est
assimilé à un écoulement de type Klinkenberg or, pour une ouverture de fissure supposée de
98 µm, le diamètre hydraulique de l’écoulement est largement supérieur au libre parcours
moyen du diazote utilisé dans cette étude.

(a) Évolution de la perméabilité au gaz
en fonction de l’inverse de la pression

moyenne appliquée

(b) Évolution de l’inverse de la
perméabilité apparente en fonction du

débit volumique

Figure 1.39 – Résultats obtenus pour un béton ordinaire (OC = Ordinary Concrete) avec
une fissure estimée à 98 µm [Picandet et al., 2009]
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En traçant le débit obtenu en fonction du gradient de pression carré (figure 1.40), la
courbe obtenue est linéaire avec un coefficient de corrélation (R2 = 0, 999). Or l’évolution
linéaire du débit en fonction du gradient de pression carré se base sur l’hypothèse d’un
écoulement laminaire.
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Figure 1.40 – Évolution du débit dans la fissure en fonction du gradient de pression carré
d’après les résultats expérimentaux trouvés dans [Picandet et al., 2009]

La séparation des régimes présentée dans [Picandet et al., 2009] est donc une sur-
interprétation des résultats expérimentaux due à l’estimation d’une perméabilité apparente
moyenne kapp [m2] sur l’éprouvette au lieu d’une approche prenant en compte l’ouverture
de fissure. En effet, l’apparition de turbulences dans un écoulement entraine obligatoire-
ment une non-linéarité dans la relation entre le débit et le gradient de pression au carré
(cf. équation 1.89). Il est également possible de se poser des questions sur la validité de la
mesure d’ouverture de fissure puisqu’en inversant la loi cubique pour un écoulement com-
pressible (cf. équation 1.59), la fissure a une ouverture théorique d’environ 10 µm contre
98 µm mesurés expérimentalement, ce qui supposerait que le débit estimé par cette loi
donne des écarts d’environ 3 ordres de grandeur.

Pour conclure, ces limites sont constatées sur des fissures réelles de faible ouverture
avec de fortes tortuosité et rugosité. La mécanique des fluides ne fournit aucune raison
pour que le Reynolds de transition pour du gaz s’écoulant entre deux plans parallèles soit
différents de celui observé par Osborne Reynolds sur une conduite circulaire avec de l’eau.
Les changements de régime observés sont donc a priori dus aux tortuosités et rugosités des
fissures entrainant une chenalisation dont l’effet est d’autant plus important que la vitesse
du fluide est élevée. Cette discussion est prolongée par l’état de l’art sur la modélisation
de ce type d’écoulement dans la partie 1.2.5.
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Pour conclure sur la limite entre régime d’écoulement laminaire et turbulent pour un fluide
traversant une fissure, il est important de rappeler que le nombre de Reynolds est davantage
un indicateur qualitatif qui donne une tendance pour un ordre de grandeur donné qu’un
indicateur quantitatif précis. Ainsi, il semble que pour les gammes de rugosités rencontrées
sur les surfaces de rupture de matériaux à base cimentaire, la limite entre ces deux régimes
d’écoulement soit du même ordre de grandeur pour les milieux poreux non fissurés et ceux
fissurés avec de faibles ouvertures de fissures : entre 1 et 60 pour les premiers contre 1
et 100 pour les seconds (cf. partie 1.1.2.3). Plus les ouvertures de fissures sont grandes et
plus la rugosité relative devient faible. En conséquence, la limite entre le régime laminaire
et l’apparition des premières turbulences va tendre vers celle identifiée par O. Reynolds, à
savoir 2100.

1.1.3.8 Interaction fluide matrice en milieu fissuré

Lorsqu’un matériau à matrice cimentaire est fissuré, la perméabilité tend à décrôıtre
au cours du temps, ce phénomène est appelé auto-cicatrisation. Des visualisations au
microscope optique ou à balayage permettent de différencier les mécanismes en jeu.

Selon [Wu et al., 2012], quatre principaux phénomènes sont à l’origine de l’auto-
cicatrisation de ces matériaux (cf. figure 1.41) :

a - la formation de calcite par carbonatation en présence d’eau et de dioxyde de
carbone réagissant avec la portlandite et pouvant intervenir quelque soit l’âge du
matériau ;

b - une agglomération de résidus dus à la fissuration dans un rétrecissement de la
fissure ;

c - l’hydratation des grains restés anhydres en présence d’eau ayant principalement
lieu au jeune âge sauf pour les bétons à faible rapport E/C où le phénomène peut se
produire plus tardivement ;

d - le glonflement de la matrice cimentaire hydratée sur les lèvres de la fissure (gon-
flement des C-S-H).

Figure 1.41 – Mécanismes possible de l’auto-cicatrisation des matériaux cimentaires [Wu
et al., 2012]

Il est important de noter que ces phénomènes ne semblent plus permettre la refermeture
des fissures ayant une ouverture supérieure à 150 µm [Yang et al., 2009] et surtout qu’ils ont
besoin de temps pour se mettre en place. Ils peuvent donc être négligés pour la plupart des
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mesures de caractérisation de la perméabilité dans le cas de milieux fissurés, au contraire
de milieux poreux peu perméables.

1.1.4 Dispositifs expérimentaux de mesure de la perméabilité des bétons

La détermination expérimentale de la perméabilité des bétons est complexe. De nom-
breuses manipulations existent pouvant donner des résultats différents pour un même
matériau. Il existe malgré tout des dispositifs fiables et d’autres permettant d’avoir un
moyen de comparaison qualitatif entre différents matériaux.

Un dispositif de mesure de perméabilité parfait devrait avoir les qualités suivantes :

1. permettre de mettre en place l’éprouvette et la retirer rapidement afin de pouvoir
tester des matériaux ayant un degré de saturation bien mâıtrisé ;

2. ne pas appliquer de pression de confinement pour pouvoir tester des éprouvettes très
poreuses voire fissurées ;

3. avoir un protocole simple et une instrumentation fiable et précise afin que deux
expérimentateurs dans deux laboratoires différents obtiennent les mêmes résultats
pour un matériau donné.

1.1.4.1 Caractérisation de la perméabilité au liquide d’un matériau poreux
non fissuré

Le dispositif schématisé sur la figure 1.42 est celui de la norme NF P 18 855 intitulée
“essai de perméabilité aux liquides sur éprouvettes à surface sciée”. Il est recommandé par
l’Association Française de Génie Civil (AFGC) dans [Baroghel-Bouny, 2004] en précisant
toutefois que la précision de la mesure n’est que d’un ordre de grandeur.

Figure 1.42 – Dispositif préconnisé dans la norme NF P 18 855
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Ce montage permet de caractériser la perméabilité d’éprouvettes de 16 cm de diamètre
et 5 cm de hauteur. L’étanchéité latérale est assurée par collage à l’aide d’un système
époxydique.

Comme pour le montage de la norme NF P 18 855, le dispositif présenté dans [Soong-
swang et al., 1989] répond à tous les critères cités dans l’introduction de la partie 1.1.4
excepté le premier, à savoir la mise en place puis le retrait rapide de l’éprouvette. L’étan-
chéité est en effet maintenue grâce à l’enrobage de l’éprouvette par de l’epoxy (du Sikadur
32 Hi-Mod dans [Soongswang et al., 1989]). Il faut donc attendre que la résine ne durcisse
avant de faire l’essai et aucune certitude ne peut être apportée sur d’éventuels pores qui
seraient bouchés en périphérie.

Pour s’affranchir de l’utilisation d’une colle époxydique, il est possible d’appliquer une
pression sur le contour de l’éprouvette (cf. fig. 1.43). Afin de donner un ordre de grandeur,
dans [Jooss et Reihardt, 2002], une pression de 1,5 MPa est appliquée sur la face latérale
de l’éprouvette.

1. cellule en aluminium 2. chemise de maintien de la pression latérale
3. vis de serrage 4. éprouvette en béton
5. chambre à air en caoutchouc 6. valve de dérivation
7. tube de mesure de la pression 8. arrivée d’eau
9. anneau de maintien de l’éprouvette 10. pied de maintien de l’appareil
11. tube pour la mesure de débit

Figure 1.43 – Dispositif de mesure de la perméabilité à l’eau utilisée dans [Jooss et Rei-
hardt, 2002]

Le montage présenté sur la figure 1.44 permet de mesurer la perméabilité via un essai de
flexion 3 points en immergeant l’éprouvette testée dans un liquide [Scherer, 2000,Scherer,
2004]. Lorsque l’éprouvette est mise en flexion, un gradient de pression est généré dans
le liquide au sein même des pores entrainant l’écoulement de ce dernier. L’effort pour
maintenir une flèche constante à la poutre va alors décrôıtre au cours du temps jusqu’à
ce que la pression dans les pores s’équilibre avec la pression atmosphérique. En analysant
la décroissance de l’effort au cours du temps, il est possible d’obtenir la perméabilité du
matériau si le module de Young est connu. Si le module de Young n’est pas connu, il suffit
de faire le test dans deux liquides différents et ainsi il est possible d’obtenir à la fois la



44 CHAPITRE 1. PHÉNOMÉNOLOGIE ET MODÉLISATION DES TRANSFERTS

perméabilité ainsi que le module de Young du matériau composant la poutre. La forme
de l’évolution de l’effort en fonction du temps dépend de la compressibilité du liquide. La
théorie permettant d’analyser la cinétique obtenue repose sur la mécanique des milieux
poreux [Biot, 1941].

a. moteur pas à pas
b. cellule d’effort
c. LVDT
d. barre via laquelle est appliquée l’effort
e. échantillon testé (ici un verre poreux)
f. thermocouple

Figure 1.44 – Montage de flexion pour la mesure de perméabilité [Vichit-Vadakan et Sche-
rer, 2000]

Le principal avantage de ce test est que même pour de faible perméabilités, les résultats
sont obtenus au maximum en quelques heures et il n’est pas nécessaire d’appliquer de
grosses surpressions dans les pores pour obtenir des résultats fiables. Un autre avantage
réside dans la réalisation de l’étanchéité qui n’a pas besoin d’être exercée directement sur
l’éprouvette. Des résultats concluant sur des verres poreux Vycor R© saturés avec divers
liquides sont donnés dans [Scherer, 2000,Scherer, 2004] et des résultats sur pâte de ciment
sont donnés dans [Vichit-Vadakan et Scherer, 2002]. [George W. Scherer, 2007] présente
une comparaison de cette méthode avec des méthodes plus classiques avec pression de
confinement.

1.1.4.2 Caractérisation de la perméabilité in situ

Il est possible de déduire la perméabilité in situ d’un sol à partir de mesures basées
sur les propriétés de Résonnance Magnétique Nucléaire (RMN) et plus précisément sur
le temps de relaxation transversale T2 [Coates et al., 1999]. Une mesure (cf. figure 1.45)
permet de différencier :

— le volume d’eau liée = Clay-Bound Water volume (CBW) ;
— le volume des pores irreductible = Irreducible Bulk Volume (BVI) ;
— l’index de fluide libre = Free Fluid Index (FFI) ;
— les différents types de fluides présents (eau, pétrole, gaz).

Cet type de mesure est principalement utilisée pour les recherches de gisement de
pétrole puisqu’il est possible de différencier les types de fluides présents et déterminer la
perméabilité du sol qui le contient.
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Figure 1.45 – Distribution du temps de relaxation pour une mesure sur un sol - la distinc-
tion entre les fluides mobiles et immobiles est déduite à partir du temps de relaxation T2
qui lui même peut être relié à une taille de pore spécifique [Coates et al., 1999]

Des recherches récentes montrent qu’en faisant une analyse fine des résultats il est
possible d’appliquer cette méthode aux sables denses [Rezazz et al., 2012]. Ces sables
ont des tailles de pores comparables à ceux d’un béton ordinaire puisque leurs dimensions
évoluent entre 50 et 1000 nm environ. Les résultats obtenus par cette méthode surestiment
légèrement les mesures effectuées par un appareillage plus classique de perméabilité au gaz
puisque toute la porosité est mesurée, qu’elle soit interconnectée ou non.

1.1.4.3 Caractérisation de la perméabilité au gaz d’un matériau non fissuré

Le principal avantage de la mesure de perméabilité au gaz sur une mesure faite à l’eau
réside dans l’absence d’interaction entre le gaz et la matrice cimentaire. Son principal
défaut est que le résultat obtenu dépend du degré de saturation de l’éprouvette testée et
qu’en cas de séchage préalable, il est important d’être très vigilant sur la méthode choisie.
Le choix du type de fluide est bien entendu à mettre en relation avec l’application liée
à la caractérisation. Ainsi, l’utilisation de gaz est plus adaptée pour des applications de
carbonatations [Abbas et al., 1999].

La figure 1.46 présente le dispositif de perméabilité au gaz Cembureau [Kollek, 1989].
Cet essai a l’avantage de permettre une mesure rapide puisque l’étanchéité est réalisée
par une pression de confinement et il n’est donc pas nécessaire d’utiliser de résine époxy-
dique. Ce dispositif est recommandé pour déterminer la perméabilité au gaz des bétons par
l’Association Française de Génie Civil (AFGC) dans [Baroghel-Bouny, 2004]. Ce rapport
souligne toutefois que la précision de la mesure n’est que de 30 % sur la moyenne obtenue.
Les résultats sont donc peu fiables d’un point de vue quantitatif mais permettent de clas-
ser qualitativement différents matériaux afin de les départager sur ce critère de durabilité
important qu’est la perméabilité au gaz. Un point important réside dans la pression de
confinement qui doit être suffisamment importante pour ne pas qu’il y ait de fuites sur le
pourtour de l’éprouvette. Cette pression n’a que très peu d’influence sur une éprouvette
saine mais empêche toute mesure sur une éprouvette fissurée.
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Figure 1.46 – Dispositif Cembureau pour la mesure de perméabilité au gaz

La perméabilité apparente obtenue par ce type d’essai varie en fonction de la pression
appliquée (cf. partie 1.1.2.4) et du degré de saturation du matériau (cf. partie 1.1.2.6).

1.1.4.4 Caractérisation de la perméabilité d’un matériau fissuré

De nombreuses études sont réalisées pour avoir durant un même essai à la fois des
résultats mécaniques et de transfert de masse sur une éprouvette fissurée dont l’ouverture
de fissure est contrôlée ou au minimum mesurée. Ces essais diffèrent par la forme de
l’éprouvette testée, le mode de sollicitation utilisé pour fissurer l’éprouvette mais aussi par
le fluide d’essai comme détaillé dans l’annexe B.

Il est important de noter une grande différence entre les essais de perméation cités dans
l’annexe B. Certains dispositifs permettent un contrôle des ouvertures de fissures durant
les mesures de débits (ce sont ceux dont la référence a un exposant 1) tandis que d’autres
études découplent les deux phénomènes en faisant en premier un essai mécanique puis un
essai de mesure de débit au risque de ne plus vraiment mâıtriser les ouvertures de fissures
durant la phase d’écoulement du fluide.

Ces essais ont l’avantage de permettre de calculer la perte de charge apportée par la
rugosité et la tortuosité de la fissure par rapport au modèle d’écoulement entre deux plans
parallèles (cf. équations 1.58 et 1.59). Néanmoins, comme le signalent [Akhavan et al.,
2012], les ouvertures obtenues par exemple pour des essais de fendage ne donnent qu’un
ordre de grandeur sur l’ouverture de la fissure (cf. figure 1.47). Ainsi, pour ce type d’essai
et même avec des analyses a posteriori permettant de déduire une ouverture de fissure
équivalente, la pertinence des résultats cherchant à déterminer un coefficient de perte de
charge liant le débit à une ouverture de fissure est discutable. Les méthodes d’obtention
d’une ouverture équivalente pour alimenter les modèles sont détaillées dans la partie 1.2.5.

La figure 1.48 représente la schématisation d’un essai de perméation sur une éprouvette
sollicitée en cisaillement [Park et al., 2013]. En plus de la mesure de débit traversant
l’éprouvette, cette expérience permet de faire varier l’effort normal et celui de cisaillement
appliqués tout en remontant aux ouvertures de fissures via la corrélation d’images. Grâce
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Figure 1.47 – Distribution des ouvertures de fissures cumulées montrant la variation du
profil d’ouverture le long d’une éprouvette cassée par fendage [Akhavan et al., 2012]

à ce dispositif, il est donc possible de faire à la fois une analyse mécanique et de transfert
de masse sur une même éprouvette tout au long du chargement.

Figure 1.48 – Dispositif permettant une
mesure de débit et une mesure de champ
de déformation sur un essai de cisaille-
ment [Park et al., 2013]

Figure 1.49 – Éprouvette fissurée scellée
dans un anneau en acier à l’aide d’une
résine époxyde [Burlion et al., 2003]

Comme décrit précédemment, les essais de perméation nécessitent généralement une
pression de confinement pour éviter toute fuite sur les parois latérales. Cette pression de
confinement n’influence que très peu la perméabilité d’une éprouvette de matériau sain
mais referme les fissures le cas échéant. Comme le montre la figure 1.49, une méthode
pour utiliser une pression de confinement sans refermer la fissure consiste à introduire
l’éprouvette à tester dans un anneau en acier et de lier les deux avec une résine époxyde
(de la glue araldite R© est proposée dans [Burlion et al., 2003]).

1.1.5 Influence des chargements mécaniques et thermiques sur la per-
méabilité mesurée

De nombreuses études récentes s’attellent à caractériser l’évolution de la perméabilité
sous chargements mécaniques et thermiques [Picandet, 2001] [Choinska, 2006] [Picandet
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et al., 2009] [Hoseini et al., 2009]. Ces études peuvent aider à valider des modèles méca-
niques en caractérisant l’état de fissuration de manière macroscopique.

1.1.5.1 Caractérisation de la perméabilité sous chargement mécanique

L’évolution de la perméabilité d’une éprouvette de béton sollicitée en compression peut
être décomposée en trois phases [Choinska, 2006] [Choinska et al., 2007] :

de 0 à 85% de la valeur au pic le comportement du béton est élastique et la perméa-
bilité est uniquement due à la perméabilité du matériau sain avec une légère dimi-
nution due à la refermeture de la porosité ;

de 85% à 100% de la valeur au pic une microfissuration diffuse se met en place, l’en-
dommagement est faible et l’augmentation de perméabilité est proche d’être isotrope ;

après le pic de chargement une ou plusieurs macro-fissures apparaissent et la perméa-
bilité est contrôlée par l(es) ouverture(s) de celle(s)-ci.

Si l’éprouvette est sollicitée en traction, le comportement local peut être décomposé
en deux phases [Gérard et al., 1996] [Picandet et al., 2009] [Rastiello et al., 2014] :

avant initiation de la fissuration le comportement du béton est élastique et la per-
méabilité est uniquement due à la perméabilité du matériau sain ;

après initiation de la fissuration le transfert se fait majoritairement par la fissure en
suivant une loi cubique par rapport à l’ouverture de fissure et la perméabilité du
matériau sain devient négligeable.

D’un point de vue macroscopique, la séparation est dans les faits mesurable lorsque la
somme des débits traversant les nf fissures est supérieure à celui traversant le matériau
sain. Ainsi, la prépondérance du débit traversant la (les) fissure(s) est supposée atteinte
lorsque :

nf∑
i=1

bi[[u]]3i
12

= kS (1.30)

où k [m2] est la perméabilité du matériau sain au degré de saturation de l’essai, bi [m] est
la largeur de la ième fissure d’ouverture [[u]]i [m] traversant une éprouvette de section S
[m2].

Théoriquement, pour une éprouvette de 15 cm de diamètre constituée d’un matériau
de perméabilité intrinsèque 10−16 m2 et traversée par une fissure parcourant un diamètre
de l’éprouvette, lorsque la fissure aura une ouverture moyenne de 5 µm, le débit traversant
cette dernière sera du même ordre de grandeur que celui traversant le matériau sain. En
pratique, la limite interviendra pour une ouverture plus grande pour les raisons évoquées
dans les parties 1.2.5 (détermination de l’ouverture moyenne, prise en compte des pertes
de charges dans l’écoulement de la fissure, etc.).

Ainsi, lors de mesures de transfert au travers de fissures, la loi d’écoulement entre deux
plans parallèles (cf. partie 1.2.4) surestime le débit traversant l’éprouvette. Il est possible
d’estimer avec une relativement bonne précision un coefficient de réduction en fonction de
l’ouverture de fissure comme le montrent les figures 1.50 et 1.51.
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Figure 1.50 – Évolution de la perméabi-
lité de la fissure kf en fonction de l’ou-
verture moyenne ā, points expérimentaux
et courbe théorique du modèle des plans
parallèles [Rastiello, 2013]

Figure 1.51 – Estimation d’un facteur ré-
ductif α fonction de l’ouverture de fissure
ā [Rastiello, 2013]

1.1.5.2 Caractérisation de la perméabilité sous chargement thermique

Sous chargement thermique, la perméabilité à tendance à augmenter avec l’élévation
de la température comme le montre la figure 1.52. Ce phénomène s’explique par une
altération du milieu poreux par une action combinée d’une déshydratation entrainant
une augmentation de la taille des pores et d’une microfissuration principalement due aux
déformations thermiques et hydriques [Lion, 2004].

Figure 1.52 – Variation de la perméabilité apparente en fonction de l’inverse de la pression
moyenne de gaz - mortier sain et préfissuré thermiquement [Lion, 2004]

1.1.5.3 Caractérisation de la perméabilité sous chargement thermique et mé-
canique

L’action thermique n’a pas une influence significative sur la forme globale de la courbe
représentant l’évolution de la perméabilité en fonction du chargement mécanique. La figure
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1.53 permet de disginguer les trois phases caractéristiques de l’évolution de la perméabilité
sous un chargement en compression à savoir une légère diminution de la perméabilité pour
une contrainte entre 0% et 40% - 60% de la contrainte maximale puis une légère augmenta-
tion pour une contrainte entre 40% - 60% et 80% - 85% de la contrainte maximale et enfin
une augmentation nette de la perméabilité à partir de 80% - 85% de la contrainte maxi-
male [Choinska, 2006]. La figure 1.54 permet de montrer l’augmentation de perméabilité
avec la température.

Figure 1.53 – Évolution totale de la
perméabilité relative en fonction de la
contrainte subie pour trois températures
[Choinska, 2006]

Figure 1.54 – Évolution totale de la per-
méabilité relative en fonction de la dé-
formation appliquée pour trois tempéra-
tures [Choinska, 2006]

1.2 État de l’art sur la modélisation de la perméation

Maintenant que les phénomènes influant sur les écoulements en milieu poreux sont
identifiés, les différentes modélisations tentant de les prendre en compte vont être pré-
sentées. Ainsi, la loi de Darcy et son domaine de validité sont explicités dans la partie
1.2.1 puis quelques modélisations de la perméabilité sont détaillées dans la partie 1.2.2.
Le lecteur peut se référer à un bref rappel des lois générales de mécanique des fluides en
annexe D.

1.2.1 Loi de Darcy et domaine de validité

Pour modéliser les écoulements à travers un milieu poreux, deux approches sont pos-
sibles :

une approche microscopique où le modélisateur calcule la vitesse réelle du fluide dans
chacune des porosités que renferme le matériau, généralement en faisant des hypo-
thèses simplificatrices fortes sur la modélisation du réseau poreux ;

une approche macroscopique où le modélisateur souhaite connâıtre le débit macro-
scopique traversant l’éprouvette et peut en déduire une vitesse moyenne du fluide
s’il connâıt la porosité du matériau utilisé.

Henry Darcy (1803-1858) par son pragmatisme a de facto adopté une approche macro-
scopique. Cet ingénieur formé à l’école polytechnique puis à l’École des Ponts et Chaussées
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énonce en 1856 une relation permettant de modéliser les écoulements de fluides en milieu
poreux : c’est la loi de Darcy [Darcy, 1856]. Son objectif était de connâıtre le débit traver-
sant les filtres à sable permettant de purifier les eaux d’alimentation de la ville de Dijon
et non de connâıtre la vitesse réelle du fluide en tout point ou savoir si l’écoulement était
laminaire ou turbulent (ces régimes d’écoulement ne furent mis en évidence qu’environ 30
ans plus tard par Osborne Reynolds [Reynolds, 1883]).

Un article écrit pour le cent cinquantième anniversaire de la parution de l’ouvrage
qui énonça les principes de la loi de Darcy [Marle, 2006] montre la simplicité mais aussi
l’efficacité de cette formule empirique. Henry Darcy l’a initialement décrite et validée pour
l’écoulement d’eau à travers un cylindre de révolution d’axe vertical rempli de sable, comme
le montre la figure 1.55.

e 
Q 

h2 

h1 

Q 

Figure 1.55 – Appareil destiné à déterminer la loi de l’écoulement de l’eau à travers le
sable (à gauche croquis de l’expérience [Darcy, 1856], à droite schématisation du dispositif
pour un échantillon d’épaisseur e traversé par un débit volumique Q)

À partir de l’expérience décrite sur la figure 1.55, Henry Darcy remarque que le rapport
entre le débit et la différence de pression entre l’entrée et la sortie est constant pour un
échantillon de sable donné. La loi énoncée s’écrit alors :

Q = KS

(
h2 − h1

e

)
≈ KS

(
h+ e

e

)
(1.31)

où Q est le débit volumique exprimé en [m3.s-1] s’écoulant à travers une couche de sable
de section droite constante notée S exprimée en [m2] et d’épaisseur e exprimée en [m].
h est originellement la hauteur d’eau sur la couche de sable exprimée en [m]. K est la
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conductivité hydraulique exprimée en [m.s-1] : c’est la grandeur à caractériser, valable
uniquement pour un écoulement en milieu saturé. H = h2 − h1 ≈ h + e est la différence
de charge hydraulique entre la face supérieure et la face inférieure de la couche de sable,
ce qui correspond à la perte de chage subie par le fluide. Introduite en 1738 par Daniel
Bernoulli (1700-1782), La charge hydraulique HM représente l’énergie du fluide considéré
en un point M quelconque. C’est la somme de l’énergie potentielle, de l’énergie cinétique
et de la pression en ce point exprimée en Mètres de Colonne d’Eau [MCE] :

HM = zM +
v2
M

2g
+
pM
ρg

(1.32)

où zM [m] est l’altitude du point M , vM [m.s-1] et pM [Pa] sont respectivement la vitesse
du fluide et la pression au point M .

La loi de Darcy est toujours très utilisée même si sa forme a légèrement évolué pour
devenir une loi utilisable à l’échelle mésoscopique quelque soit le fluide et le matériau
poreux utilisé. L’objectif de ces approches n’est toujours pas de déterminer la vitesse
locale du fluide, mais bien de déterminer la vitesse moyenne d’un fluide en écoulement
monophasique au travers d’un matériau pouvant être hétérogène et potentiellement fissuré.

La loi de Darcy s’écrit alors :

vd = −k
µ

(
grad(p)− ρg

)
(1.33)

où vd [m.s-1] est le vecteur vitesse de filtration ou vitesse au sens de Darcy (vd = vn ou v est
la vitesse du fluide et n est la porosité), grad(p) [Pa.m−1] le vecteur gradient de la pression
p [Pa], ρ [kg.m-3] la masse volumique du fluide, µ [Pa.s] sa viscosité dynamique, g [m.s-2]
le vecteur accélération de la pesanteur et k [m2] la perméabilité, un coefficient, homogène
à une surface, pouvant avoir un caractère tensoriel en cas d’anisotropie et dépendant
uniquement du milieu poreux (cf. partie 1.1.1).

La conductivité hydraulique K [m.s-1] telle que Henry Darcy l’a définie se différencie de
la perméabilité k [m2] en de nombreux points. La première, exprimée en [m.s-1] dépend du
fluide autant que de la porosité du milieu et elle contient également les éventuelles interac-
tions chimiques pouvant se produire entre le fluide et le solide. La relation liant ces deux
grandeurs définie dans l’équation 1.34 montre qu’au contraire de la conductivité hydrau-
lique (K), la perméabilité (k) tend à ne caractériser que la porosité du matériau concerné
et tente de décorréler les deux principaux acteurs entrant en jeu lors d’un écoulement en
milieu poreux :

— le milieu poreux et sa géométrie caractérisés par le paramètre (k) ;
— le fluide utilisé (µ, ρ).

K =
kρg

µ
(1.34)

Le milieu poreux doit être homogène et isotrope pour pouvoir appliquer la loi de
Darcy telle qu’il l’a écrite en 1856. Depuis, il est courant d’utiliser un tenseur en lieu et
place du scalaire pour la conductivité hydraulique (ou la perméabilité) afin de représenter
le caractère anisotrope d’un milieu d’étude et la méthode des éléments finis permet de
traiter aisément un problème sur un milieu non homogène.
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Les parties suivantes sont consacrées aux hypothèses prises lors de l’application de la
loi de Darcy :

1. les déformations du milieu poreux doivent être négligeables (1.2.1.1) ;

2. les phénomènes d’adsorption du fluide sur le solide doivent être négligeables (1.2.1.2) ;

3. le fluide doit être homogène, isotherme, incompressible et de composition constante
(1.2.1.3) ;

4. le libre parcours moyen des molécules du fluide doit rester suffisamment faible par
rapport à la dimension des pores (1.2.1.4) ;

5. l’écoulement doit être laminaire (1.2.1.5) ;

6. le régime d’écoulement doit être permanent (1.2.1.6).

1.2.1.1 Validité de l’hypothèse de faibles déformations du milieu poreux

Cette hypothèse peut être mise en défaut si la pression exercée par le fluide agit mé-
caniquement sur la matrice constituant le matériau poreux en la déformant de manière
non négligeable. Les modèles associés à ce genre de problématique peuvent se baser sur
la théorie de Biot dont les équations de la poroélasticité sont une extension de la loi de
Darcy aux milieux poreux déformables [Biot, 1941]. L’étude présentée dans ce document
se concentre sur les écoulements dans les matrices à base cimentaire où la pression du
fluide percolant est supposée avoir des effets mécaniques négligeables sur la matrice et la
loi de Darcy telle que décrite précédemment est donc naturellement applicable.

1.2.1.2 Validité de l’hypothèse de phénomènes d’adsorption négligeables

L’adsorption représente la fixation d’une ou plusieurs couches de molécules d’eau sur
des surfaces accessibles. L’épaisseur de ces couches est pilotée par des champs de force de
surfaces notamment par la pression de disjonction [Churaev, 2003] [Richard, 2009].

Il est également possible d’évaluer empiriquement l’épaisseur de la couche d’eau adsor-
bée sur de l’oxyde de silicium en fonction de l’Humidité Relative (HR ) comme le montre
la figure 1.56 [Asay et Kim, 2005].

La loi de Darcy étant à l’origine uniquement utilisée pour les transferts d’eau dans les
sols saturés, il est possible que cette limitation du domaine de validité concernait surtout les
argiles dans lesquels le régime permanent peut être long à s’établir du fait de l’adsorption
d’eau entre les feuillets de silicate d’alumine.

Comme expliqué dans la partie 1.1.2.9 traitant des interactions entre fluide et matrice et
la partie 1.1.2.4 traitant des écoulements de gaz dans des pores de très petites dimensions,
pour les matériaux à base cimentaire, deux phénomènes sont à prendre en compte selon
la durée de l’essai considéré :

à court-terme la réduction de la taille des pores par l’adsorption de couches de molécules
de fluide pouvant augmenter les risques de glissement pour les écoulements de gaz ;

à moyen et long-terme les risques de phénomènes de dissolutions/précipitations.

Sur un essai de caractérisation à court-terme, l’effet du premier phénomène est contenu
dans le coefficient de perméabilité et l’utilisation ultérieure dans une modélisation de ce
coefficient permet naturellement de prendre en compte les réductions de la taille des pores.
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Figure 1.56 – isotherme d’adsorption de l’eau adsorbée sur une surface d’oxyde de silicium
à température ambiante (20, 8 ± 0, 5 C̊ ) - la courbe en pointillés représente l’épaisseur
d’eau liquide, celle en traitillés représente l’épaisseur d’eau assimilable par sa structure à
de la glace et la courbe continue est la somme des deux précédentes [Asay et Kim, 2005]

Il est donc préférable d’ajuster les conditions de la caractérisation de la perméabilité d’un
matériau suivant l’application qui va en être faite (fluide, pression, durée d’essai, humidité
relative, etc.).

1.2.1.3 Validité de l’hypothèse de l’homogénéité du fluide

Le fluide doit être homogène, isotherme, incompressible et de composition constante.
Pour de l’eau, si la vitesse est très faible, des phénomènes de dissolution peuvent changer
la concentration en ions et donc certaines propriétés du fluide lors de son écoulement et
notamment sa viscosité (cf. partie 1.1.2.7).

La formule n’est pas applicable en l’état pour des gaz mais elle peut être modifiée dans
ce but en y intégrant la loi des gaz parfaits et en se basant sur la loi de la conservation de
la masse.

La loi de la conservation de la masse s’écrit :

∂ρ

∂t
+ div(ρvd) = 0 (1.35)

En y intégrant la loi de Darcy et en se plaçant en régime permanent elle devient :

div

(
ρ
k

µ
(grad(p)− ρg)

)
= 0 (1.36)

Il suffit ensuite de négliger le terme de pesanteur - hypothèse couramment utilisée pour
les gaz - puis d’y intégrer la loi des gaz parfaits (équation 1.19) :

div

(
k

µ

(
p
M

RgpT

)
grad(p)

)
= 0 (1.37)

où M [kg.mol-1] est la masse molaire du fluide considéré, Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 est
la constante des gaz parfaits et T [K] est la température absolue.
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L’équation de conservation de la masse valable pour un écoulement compressible avec
un fluide respectant la loi des gaz parfaits devient alors :

div

(
k

2µ

M

RgpT
grad(p2)

)
= 0 (1.38)

L’équation correspondant à la loi de Darcy pour un écoulement compressible avec un
fluide respectant la loi des gaz parfaits peut donc s’écrire sous la forme suivante :

ρvd = − k

2µ

M

RgpT
grad(p2) (1.39)

1.2.1.4 Validité de l’hypothèse sur la dimension des pores : L’effet Klinken-
berg

Pour l’étude d’écoulements compressibles, le libre parcours moyen des molécules du
fluide doit rester suffisamment faible par rapport à la dimension des pores (cf. partie
1.1.2.4). Dans le cas contraire, il est nécessaire de caractériser les coefficients dans l’équa-
tion 1.8 pour estimer la perméabilité en fonction de la pression moyenne d’essai.

1.2.1.5 Validité de l’hypothèse de l’écoulement laminaire

Comme expliqué dans la partie 1.1.2.3, le seuil entre régime laminaire et régime tur-
bulent peut être défini par le nombre de Reynolds noté Re . Ce nombre adimensionnel
est le rapport entre les forces d’inertie et les forces de viscosité. Cette condition est donc
fortement liée à l’hypothèse précédente pour les écoulements compressibles sous de faibles
pressions et/ou dans un milieu poreux où la dimension des pores est faible.

Comme expliqué dans la partie 1.1.2.3, l’écoulement est laminaire dans un milieu po-
reux pour un nombre de Reynolds inférieur à l’unité. Au dessus de cette limite, la loi de
Darcy n’est plus directement applicable [Marle, 2006]. Ainsi, pour un nombre de Reynolds
entre un et cent, le régime devient transitoire et certaines corrections existent comme celle
proposée par Forchheimer qui est sans doute un des premiers à avoir observé expérimen-
talement des dérives sur la loi de Darcy pour des vitesses élevées dans [Forchheimer, 1901]
cité par [Bear, 1988] (cf. équation 1.47).

Il existe donc une limite haute si l’écoulement est trop rapide avec le risque d’apparition
de turbulences qui ralentissent le fluide et pour un nombre de Reynolds au delà de cent,
le régime d’écoulement est turbulent et la loi de Darcy n’est plus applicable.

À l’opposé, pour des vitesses très faibles apparâıt le phénomène de gradient de seuil.
L’écoulement est alors macroscopiquement nul pour un gradient de pression inférieur à
un seuil dépendant du matériau poreux et du fluide concerné. Trois raisons sont avancées
pour expliquer ce phénomène :

le matériau à une tortuosité forte entrainant des phénomènes de flux locaux allant à
l’encontre du gradient de pression ;

le fluide a un comportement non-newtonien de par la présence d’ions dans la solu-
tion interstitielle pouvant modifier son comportement ;

les effets de capillarité deviennent non négligeables et ralentissent l’écoulement.
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Figure 1.57 – Domaine de validité de la loi de Darcy

Ce phénomène est bien connu en mécanique des sols notamment dans les filtrations d’eau
dans les argiles [Bear, 1988].

La figure 1.57 schématise ainsi le domaine de validité de la loi de Darcy ainsi que ces
limites en fonction du nombre de Reynolds.

1.2.1.6 Validité de l’hypothèse de régime d’écoulement permanent

La loi de Darcy n’est pas écrite pour modéliser le régime transitoire pouvant survenir
pour des milieux poreux très peu perméables. Le coefficient de perméabilité utilisé dans
la loi est supposé être identifié en régime permanent et la vitesse de Darcy estimée sur
l’application numérique est en conséquence également estimée en régime permanent. Il est
néanmoins possible d’adapter la loi de Darcy aux calculs en régime transitoire en repartant
de l’équation de conservation de la masse comme présenté dans la partie 2.4.3.

1.2.2 Autres modélisations des transferts de masse en milieu poreux

Même si il est possible d’imaginer dans un futur plus ou moins proche de combiner une
caractérisation précise de la porosité d’un échantillon avec un micro-tomographe (aujour-
d’hui la résolution spatiale est limitée à des voxels d’environ 1 µm de côté pour de petits
échantillons) puis de la coupler avec une résolution des équations de Navier-Stokes pour
un fluide visqueux dans ce réseau poreux avec un modèle de volume fini, le résultat obtenu
n’est que la caractérisation de l’échantillon testé, comme celle qu’il est possible d’obtenir
en réalisant un essai de perméation mais ne donne en aucun cas un résultat fiable trans-
posable facilement à d’autres milieux poreux et d’autres conditions d’essais prenant en
compte tous les phénomènes supposés a priori négligeables ou mal identifiés.
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Des méthodes ont néanmoins été développées pour tenter de caractériser de manière
analytique et prédictive la perméabilité d’un matériau poreux à partir de paramètres qui
lui sont propres comme sa surface spécifique, sa porosité ou encore un diamètre de pore
typique.

La partie 1.1.2.1 donne les définitions liées à la porosité et comment obtenir la dis-
tribution des tailles de pores (en anglais Pore Size Distribution - PSD) d’une pâte de
ciment donné. Il est alors possible d’estimer analytiquement la perméabilité d’un béton
non endommagé. Les paramètres utilisés vont dépendre de la méthode utilisée.

1.2.2.1 Modèles basés sur des tubes capillaires parallèles

Dans le cas d’un écoulement de type Poiseuille dans un pore capillaire de rayon R, le
débit volumique pour un écoulement incompressible est décrit par la loi de Poiseuille aussi
appelée loi de Hagen-Poiseuille (cf. démonstration en annexe E).

Q
v

=
−πR4

8µ
grad(p) (1.40)

La formule 1.41 [Kozeny, 1927] est obtenue en modélisant le milieu poreux par un
ensemble de pores cylindriques à section circulaire tous parallèles au sens de l’écoulement
dans lesquels les équations de Navier-Stokes peuvent être utilisées.

kk = κ0
n3

S2
V olP

(1.41)

où κ0 est généralement appelé la constante de Kozeny, n est la porosité du matériau poreux
et SV olP [m−1] est la surface des pores rapportée au volume total du matériau poreux.
Dans [Kozeny, 1927], l’auteur propose des valeurs théoriques de la constante de Kozeny
suivant le type de section des tubes :

sections circulaires : κ0 = 0, 5 ;

sections carrées : κ0 = 0, 562 ;

sections rectangulaires très élancées : κ0 = 2/3 ;

Ces valeurs ne prennent pas en compte la tortuosité ni les phénomènes pouvant ralentir
l’écoulement.

Ainsi, Carman estime expérimentalement que la constante de Kozeny vaut un cin-
quième (κ0 = 1/5) et l’équation qui est généralement appelée formule de Kozeny-Carman
s’écrit :

kkc =
1

5 S2
V olS

n3

(1− n2)
(1.42)

où SV olS [m−1] est la surface des pores rapportée au volume de solide du matériau poreux.

Le modèle Kozeny-Carman (1956) fonctionne relativement bien pour prédire le débit
s’écoulant à travers un empilement granulaire (poudre ou sol pulvérulent) et fonctionne
également par extension pour les matériaux poreux plus denses (poudres compactées,
verres poreux, matériaux à matrice cimentaire, roches) [Garboczi, 1990, Chapuis et Au-
bertin, 2003].
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Lors d’essais sur un verre poreux Vicor R© ayant des pores de 5,4 nm de diamètre, [Vichit-
Vadakan et Scherer, 2000] retrouve la perméabilité en utilisant l’équation 1.43 déduite du
modèle de Kozeny-Carman.

kks =
nR2

4κ0
(1.43)

où n est la porosité du matériau, R est le rayon des pores et κ0 la constante de Kozeny
est légèrement dépendante de la masse volumique [Scherer, 1994]. Comme expliqué précé-
demment dans la partie 1.1.2.3, le rayon R doit être diminué d’un diamètre de molécule
pour la plupart des alcools et de 0,6 nm pour une perméabilité à l’eau [Xu et al., 2009].

D’autres formules sont utilisées pour estimer la conductivité hydraulique avec un
nombre de paramètres plus ou moins important. La formule 1.44 tirée de [Pradhan et al.,
2005] contient sept paramètres dont quatre demandent une certaine expérience pour les
définir.

K =
npr

2
mρg

12µτ2(1 + 1/α2)
(1.44)

La distribution de la taille des pores comme la conductivité hydraulique K correspondent
à une teneur en eau θ du béton fixe. Les paramètres utilisés dans l’équation 1.44 sont :

— la porosité accessible à l’eau np [∅] ;
— la taille de pore moyenne rm [m] (cf. formule 1.45) ;
— la masse volumique du fluide ρ [kg.m-3] ;
— la valeur de l’accélération de la pesanteur g [m.s-2] ;
— la viscosité dynamique du fluide utilisé µ [Pa.s] ;
— la tortuosité moyenne τ [∅] ;
— le facteur de forme moyen des pores α [∅] (α variant de 1 pour une section circulaire

à de très grands nombres pour des sections fortement aplaties).
La taille de pore moyenne est déduite de la formule suivante :

ln(rm) =

∑n
i=1 Viln(ri)∑n

i=1 Vi
(1.45)

où Vi [m3] est l’incrément de volume de pore cumulé du ieintervalle de taille de pore.
Il est également possible d’estimer la perméabilité de la pâte de ciment dont la micro-

structure est générée par simulation numérique via un modèle de réseau [Ye et al., 2006]. Il
est ainsi possible de montrer l’importance de la distribution des dimensions des particules
du ciment et particulièrement la taille minimale sur la perméabilité obtenue sur des pâtes
ayant le même rapport eau sur ciment.

Afin de donner des ordres de grandeur, la perméabilité à l’eau keau pour une pâte
de ciment est d’environ 1.10−20 m2. En comparant le débit volumique traversant une
éprouvette de section 1 cm2 sous un gradient grad(p) avec le débit traversant N pores de
diamètre 100 nm, il est possible d’obtenir l’équation suivante :

Nπ(1.10−7/2)4/8 = keau.10−4 (1.46)

En partant de ces hypothèses, il faut donc 4,1 millions de pores de 100 nm par centimètre
carré pour retrouver la perméabilité intrinsèque d’une pâte de ciment saine. La porosité
d’une telle pâte de ciment virtuelle est alors de n = 4, 1.106π(1.10−7/2)2/1.10−4 soit
n = 3.10−4. Cette application montre combien la simplification transformant un matériau
poreux en un ensemble de tubes de mêmes rayons doit être manipulée avec précaution.
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1.2.2.2 Homogénéisation analytique

Il est possible d’estimer analytiquement la perméabilité d’un milieu composé de dif-
férentes phases en connaissant la forme des inclusions et leur fraction volumique. Les
théories se basent sur des approches dérivant de celles utilisées en mécanique. Les bornes
supérieures et inférieures de la grandeur d’intérêt homogénéisée sont données par les ap-
proches de Voigt (modèle série) [Voigt, 1889] et Reuss (modèle parallèle) [Reuss, 1929] puis
pour des inclusions ellipsöıdales, différentes théories sont développées à partir de l’approche
d’Eshelby [Eshelby, 1957] comme les bornes d’Hashin et Shtrikman [Hashin et Shtrikman,
1963] et la théorie développée par Mori et Tanaka [Mori et K.Tanaka, 1973]. Ces concepts
sont ensuite appliqués aux problèmes de transfert en milieu poreux fracturé [Barthélémy,
2009] pour de la micro-fissuration répartie ainsi que pour des fissures traversantes mais
aussi dans [Lemarchand et al., 2009] où une comparaison avec des résultats expérimentaux
est effectuée.

Pour les formes d’inclusions plus complexes mais aussi plus réalistes, il est possible
de faire de l’homogénéisation numérique en appliquant des conditions aux limites bien
particulières sur le bord du domaine étudié. Ces conditions sont décrites plus en détail dans
la section 1.3.4.2. Sous certaines conditions, il est alors possible d’identifier un tenseur de
perméabilité homogénéisé macroscopique symétrique et défini positif [Pouya et Courtois,
2002].

1.2.2.3 Équation de Forchheimer - écoulement en régime transitoire (Re > 1)

Comme expliqué précédemment, dans le cas d’un écoulement dont le nombre de Rey-
nolds est supérieur à l’unité, la loi de Darcy n’est plus applicable [Marle, 2006]. L’équation
de Forchheimer [Forchheimer, 1901] utilisée notamment dans [Choinska, 2006] décrit l’op-
posé du gradient de pression comme la somme d’une composante correspondant à la loi
de Darcy (αt.µ.v) et une autre permettant de représenter les dérives mesurées proportion-
nelles à l’énergie cinétique du fluide (βt.ρ.v

2) :

− ∂p

∂x
= αt.µ.v + βt.ρ.v

2 (1.47)

Le coefficient αt [m−2] de cette équation est généralement pris égal à 1
kint

, afin de retrouver

la loi de Darcy lorsque les vitesses deviennent faibles (v2 << v). En prenant l’hypothèse
αt = 1

kint
puis en intégrant la conservation de la masse en régime permanent (div(ρv) = 0)

et la loi des gaz parfaits (pM = ρRgpT ) la perméabilité apparente kapp [m2] peut être
écrite en fonction du débit volumique de sortie Qvs [m3.s-1] dans le cas d’un écoulement
traversant une éprouvette cylindrique de section S [m2] et d’épaisseur h [m] :

1

kapp
=

1

kint
+

(
βt

M

RgpT

ps
Sµ

)
Qvs (1.48)

où ps [Pa] est la pression de sortie. Cette équation peut également se mettre sous la forme :

1

kapp
=

1

kint
+ βFQvs (1.49)

où βF est une constante montrant l’apparition de non linéarité pouvant être synonyme
de dissipation inertielle. La forme théorique de cette équation 1.49 est représentée sur la
figure 1.58.
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Figure 1.58 – Tracé théorique de la représentation de l’équation de Forchheimer appliquée
à un matériau de perméabilité homogène et isotrope

Avec cette formule et les données expérimentales présentées sur la figure 1.17, il est
possible de tracer les graphiques visibles sur les figures 1.59 et 1.60.
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Figure 1.59 – Évolution de l’inverse de la
perméabilité apparente en fonction du dé-
bit de sortie
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Figure 1.60 – Évolution du débit en fonc-
tion du gradient de pression au carré

La figure 1.60 montre la cohérence des résultats avec l’hypothèse d’écoulement com-
pressible puisque le débit est proportionnel au gradient de pression au carré. La figure 1.59
montre que la relation entre l’inverse de la perméabilité apparente et le débit de sortie n’est
pas linéaire. La régression linéaire donne une perméabilité intrinsèque kint de 1, 37.10−16

m2 et un coefficient βt valant 0, 43.1015 Pa. Ces figures permettent de souligner le fait
que des résultats obtenus avec un effet Klinkenberg ne peuvent être identifiés à partir de
la relation de Forchheimer. Les deux phénomènes ne peuvent donc pas être confondus si
les résultats expérimentaux sont correctement dépouillés et les deux limites d’un régime
laminaire sont en conséquence facilement identifiables.

Le dernier terme de l’équation 1.47 montre que Forchheimer suppose dans son étude
que les dérives sont dues à des effets inertiels (ρv2) et donc à l’apparition de turbulences
puisque dans ce cas, le coefficient de perte de charge est proportionnel au carré de la
vitesse. Certains auteurs constatent néanmoins que la transition entre régime laminaire
et turbulent est généralement brutale, ce que ne traduit pas cette équation. Il existe ainsi
d’autres modèles pour décrire les écoulements en milieu poreux pour de grands nombre
de Reynolds. Le chapitre 5.11 de [Bear, 1988] détaille de nombreux autres modèles en les
séparant selon qu’ils contiennent ou non des paramètres caractérisant le fluide et le milieu
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poreux mais aussi selon qu’ils contiennent des constantes à déterminer ou bien fixées par
les auteurs.

1.2.2.4 Perméabilité relative à l’eau

Après avoir vu de manière empirique l’effet du degré de saturation en eau sur l’écou-
lement de gaz au travers un milieu poreux dans la partie 1.1.2.6, cette partie va résumer
succintement comment modéliser l’effet de la teneur en eau sur la perméabilité à l’eau et
au gaz.

Une approche possible pour estimer la perméabilité relative à l’eau consiste à estimer
la conductivité hydraulique relative Kl,r [∅] comme étant une fonction puissance de la
saturation effective de l’eau S?l :

Kl,r(Θ) = (S?l )α =

(
Θl −Θl,r

Θl,sat −Θl,r

)α
(1.50)

où la conductivité hydraulique relative pour le liquide Kl,r [∅] est le rapport entre la
conductivité hydraulique Kl [m.s-1] mesurée pour une teneur en eau volumétrique donnée
Θl = Vl/Vt [∅] et la conductivité hydraulique mesurée pour un sol saturé Kl,sat [m.s-1]
(Kl,r(Θl) = Kl(Θl)/Kl,sat). Θl,r [∅] et Θl,sat [∅] sont deux constantes adimensionnelles
déterminées expérimentalement, la première est la teneur en eau volumétrique résiduelle
(0,2 pour des granulats), la seconde est la teneur en eau volumétrique lorsque le matériau
poreux est saturé. La figure 1.61 schématise le cas général d’un milieu poreux rempli par
deux fluides et les constantes associées.

La teneur en eau volumétrique est égale au produit du degré de saturation en liquide
par la porosité (Θl = Sln) et les équations de cette partie peuvent donc être écrites avec
les deux notations.

En 1976, Mualem développe à partir de travaux antérieurs la possibilité de prédire grâce
à des formules analytiques la conductivité hydraulique d’un sol en fonction de sa teneur
en eau à partir de sa courbe de désorption [Mualem, 1976]. Dans cette approche, le sol
est modélisé par un ensemble de tubes capilaires interconnectés dont les rayons répondent
à une fonction de distribution donnée. En s’appuyant sur ces résultats, Martinus Th. van
Genuchten propose en 1980 de modéliser via la formule 1.53, l’évolution de la conductivité
hydraulique relative Kl,r [∅] en fonction de la teneur en eau volumétrique en eau Θl [∅] d’un
sol partiellement saturé et de trois paramètres dépendant du sol testé, ces trois paramètres
pouvant être identifiés sur une courbe de désorption [van Genuchten, 1980]. Pour résoudre
le problème posé, il choisit d’exprimer la teneur en eau volumétrique en fonction de la
pression statique h [MCE] par la fonction :

Θl(h) =

(
1

1 + (αGh)nG

)mG

(1.51)

où αG [m-1], nG [∅] et mG [∅] sont trois paramètres à déterminer.
Il est possible d’écrire l’équation précédente à partir de la pression capillaire pc exprimée

en pascals [Pa] plutôt que la pression statique h = pc/ρlg exprimée en mètre de colonne
d’eau [MCE] :

pc = pg − pl = α?G

(
Θ

(−1/mG)
l − 1

)(1/nG)
(1.52)
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Figure 1.61 – Représentation schématique du mouvement des différents domaines de deux
fluides non miscibles (un mouillant et un non mouillant) pouvant exister dans un milieu
poreux d’après [Luckner et al., 1989]

où la pression capillaire pc [Pa] est la différence entre la pression de gaz pg [Pa] et la
pression de liquide pl [Pa]. Le paramètre α?G [Pa] est donc lié au paramètre αG [m-1] via
la formule α?G = ρlg/αG.

L’équation proposée dans [van Genuchten, 1980] est :

Kl,r(Θl) = Θ2
l

[
1− (1−Θ

1/mG

l )mG
]

(1.53)

où 0 < mG < 1 un paramètre adimensionnel à identifier sur une courbe de désorption.

Dans [van Genuchten et Nielsen, 1985], l’équation est écrite en fonction de la saturation
effective de l’eau S?l [∅] et l’auteur précise qu’elle est uniquement valable pour des valeurs
de nG [∅] comprises entre 1,25 et 6 :

Kl,r(S
?
l ) =

√
S?l

(
1− (1− (S?l )1/mG)mG

)2
(1.54)

où mG = 1− 1/nG [∅] est un paramètre à identifier sur une courbe de désorption.

Dans [Luckner et al., 1989], des équations sont proposées pour le cas général où le
réseau poreux est rempli par un fluide mouillant (e.g. de l’eau) et un fluide non mouillant
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(e.g. de l’air).


Kl(Θl) = Kl(Θl0)

(
S?
l

S?
l (Θl0)

)lG ( 1−(1−S?1/mG
l )mG

1−(1−S?1/mG
l (Θl0))mG

)2

Kg(Θl) = Kg(Θl0)
(

S?
g

S?
g (Θl0)

)γG ( (1−(1−S?
g)

1/mG )mG

(1−(1−S?
g (Θl0))1/mG)

mG

)2 (1.55)

où l’indice l se réfère au fluide mouillant (e.g. un liquide) et l’indice g se réfère au fluide non
mouillant (e.g. un gaz). Θl0 [∅] est la teneur en eau volumétrique initiale de l’échantillon
testé. Les degrés de saturation effectifs du liquide S?l [∅] et du gaz S?g [∅] sont définis par
les formules suivantes : {

S?l =
θl−Θl,r

n−Θl,r
(0 ≤ S?l ≤ 1)

S?g =
n−θg,r−Θl

n−Θg,r
(0 ≤ S?g ≤ 1)

(1.56)

1.2.3 Modèle reliant l’endommagement à la perméabilité

Lorsque le milieu d’étude est fissuré de manière diffuse, il est endommagé et la per-
méabilité s’en trouve affectée. La figure 1.62 présente des résultats expérimentaux liant
perméabilité et endommagement obtenu sur des éprouvettes testées en compression.

Figure 1.62 – Évolution expérimentale du
rapport entre la perméabilité kv(d) et la
perméabilité initiale kv0 en fonction de
l’endommagement d - endommagement
estimé à partir de la variation relative du
module dynamique Edyn mesurée par ul-
trasons [Picandet et al., 2001]

Figure 1.63 – Comparaison des résul-
tats expérimentaux de [Picandet et al.,
2001] avec l’approche proposée par [Ja-
son, 2004] (équations 1.57)

[Jason, 2004] propose d’adapter la perméabilité dans le cas d’un écoulement polypha-
sique en fonction de l’endommagement tel que défini pour les milieux continus (cf. partie
2.1.5.1). Les équations 1.57 relient ainsi la perméabilité du gaz kg [m2] et celle du liquide
kl [m2] à l’endommagement D [∅] obtenu par un modèle mécanique d’éléments finis. La
forme de l’approche proposée est choisie pour correspondre aux mieux aux résultats expé-
rimentaux présentés dans [Picandet et al., 2001] (cf. figure 1.63). Ce choix de fonction est
fait car il permet de rentrer un seuil à partir duquel l’endommagement a un effet marqué
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sur la perméabilité (ici D=0,035). kl = S4,5
l

(
1−

√
1− S2

l

)2

k0 108,67/D−0,3

kg = (1− Sl)4,5 (1− S2
l

)
k0 108,67/D−0,3

si D ≥ 0, 035

 kl = S4,5
l

(
1−

√
1− S2

l

)2

k0

kg = (1− Sl)4,5 (1− S2
l

)
k0

si D < 0, 035

(1.57)

où k0 [m2] est la perméabilité intrinsèque du matériau sain lors d’un écoulement mono-
phasique sans interaction avec la matrice. Selon son auteur, ce modèle est valide pour des
endommagements faibles correspondant à une micro-fissuration pré-pic mais ne peut en
aucun cas être représentatif dans le domaine post-pic.

1.2.4 Loi cubique d’écoulement entre deux plans parallèles

Le modèle le plus simple pour caractériser le débit traversant une fissure est la loi
cubique (cf. équation 1.58). Cette loi dérive de la loi sur l’écoulement d’un fluide visqueux
dans un tube capillaire déterminée empiriquement de manière indépendante par Hagen
vers 1839 et par Poiseuille en 1840 [Poiseuille, 1840a,Poiseuille, 1840b,Poiseuille, 1841].

Cette loi permet d’évaluer le débit d’un fluide monophasique s’écoulant entre deux
plans parallèles espacés d’une distance [[u]] [m], la section d’écoulement étant de largeur b
[m] avec b >> [[u]]. Le fluide est entrainé par une différence de pression entre l’entrée et la
sortie de la conduite. La géométrie du problème étudié est décrite sur la figure 1.64.

L 

⟦u⟧ 

b 

x 

y 

z 

pe 

ps 
Qm 

Figure 1.64 – Géométrie du problème étudié

La relation entre le débit massique et le gradient de pression pour un écoulement
incompressible est :

Q
m

= −ρb[[u]]3

12µ
grad(p) (1.58)

où Q
m

[kg.s−1] est le débit massique dans la direction de l’écoulement x, ρ [kg.m-3] est
la masse volumique du fluide considéré, µ [Pa.s] est la viscosité dynamique du fluide et p
[Pa] est la pression.
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La relation pour un écoulement compressible devient :

Q
m

=
−M
RgpT

b[[u]]3

24µ
grad(p2) (1.59)

où M [kg.mol-1] est la masse molaire du fluide considéré, Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 est
la constante des gaz parfaits et T [K] est la température absolue.

Les hypothèses et démonstrations relatives à ces deux formules sont détaillées dans
l’annexe F.

Il est également possible d’obtenir une estimation du débit s’écoulant entre deux plans
parallèles pour un écoulement compressible en utilisant les hypothèses d’un écoulement
isotherme (équation 1.60) ou les hypothèses d’un écoulement adiabatique (équation 1.61).

ps
M

RT0
ln

(
pe
ps

)
u2
s +

48µL

a2
h

us +
ps
2

(
1− p2

e

p2
s

)
= 0 (1.60)

γ + 1

2
ln

(
psTe
peTs

)
u2
s −

48µγL

ρsa2
h

us −
γRTr
2M

(
1− p2

eT
2
s

p2
sT

2
e

)
= 0 (1.61)

Les hypothèses et démonstrations relatives à ces deux formules sont détaillées dans
l’annexe F.

Les figures 1.65 et 1.66 permettent de comparer les solutions obtenues avec la loi
cubique issue des équations de Navier-Stokes, les solutions macroscopiques isotherme et
adiabatique pour un écoulement compressible dans le cas d’une ouverture de 100 µm. Ces
figures permettent de montrer que la solution des plaques parallèles reste cohérente pour
des régimes d’écoulement laminaires (Re < 2300) qu’il y ait des échanges thermiques entre
la paroi et le fluide ou non.
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Figure 1.65 – Évolution de la vitesse de sortie en fonction du gradient de pression au carré
pour une ouverture de [[u]] = 100 µm
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Figure 1.66 – Évolution du rapport entre la vitesse de sortie (isotherme ou analytique)
et la vitesse obtenue avec la loi cubique en fonction du nombre de Reynolds pour une
ouverture de [[u]] = 100 µm

1.2.5 Autres modélisations de l’écoulement traversant une macro-fissure

Le modèle le plus simple pour caractériser le débit traversant une fissure est la loi
cubique (cf. équation 1.58). L’écoulement dans une fissure avec sa tortuosité et sa rugosité
(cf. respectivement les parties 1.1.3.1 et 1.1.3.2) ne respecte bien entendu pas exactement
cette loi et des dérives sont constatées. Afin de les corriger, plusieurs approches sont
possibles :

— soit conserver la formule fonctionnant pour des plans parallèles mais en calculant
une ouverture corrigée ;

— soit calculer un coefficient de perte de charges qui permettra de corriger le
débit obtenu ;

— soit effectuer une combinaison des deux approches énoncées ci-dessus.

Les approches vont ensuite évoluer selon que l’écoulement soit incompressible ou com-
pressible mais aussi selon qu’il soit monophasique ou polyphasique.

1.2.5.1 Calcul d’une ouverture corrigée

Le premier problème à résoudre est le choix de la méthode de détermination expérimen-
tale mais aussi numérique des caractéristiques de la distribution des ouvertures. La figure
1.67 représente des méthodes proposées par différents auteurs pour définir l’ouverture en
un point quelconque d’une fissure.

1.2.5.2 Écoulement incompressible en régime laminaire

[Brown, 1987] génère des surfaces fractales afin d’effectuer des calculs numériques de
mécanique des fluides utilisant l’équation de Reynolds [Reynolds, 1886] simplifiée dans le
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Figure 1.67 – Différentes méthodes de détermination de l’ouverture d’une fissure afin d’uti-
liser la loi cubique 1.58 :

l’ouverture verticale en tirets courts oranges ;
l’ouverture locale normale à la ligne moyenne en pointillés verts [Ge, 1997] ;
l’ouverture définie à partir d’une sphère (pointillés noirs) [Mourzenko et al., 1995] ;
l’ouverture moyenne par segments en tirets longs bleux (les segments sont en tirets gras
noirs) avec des zones négligées (flèche rouge sur la droite de la figure) [Oron et
Berkowitz, 1988].

cas d’un écoulement incompressible utilisé en régime permanent :

∂

∂x

(
[[u]]3

12µ

∂p

∂x

)
= 0 (1.62)

où p [Pa] est la pression et µ [Pa.s] est la viscosité dynamique du fluide s’écoulant dans
la direction x entre deux plans parallèles séparés d’une ouverture [[u]] [m]. Il montre que
sous ces conditions, la loi cubique donne des résultats corrects en prenant simplement la
moyenne arithmétique des ouvertures.

Les auteurs de [Zimmerman et Bodvarsson, 1996] remarquent néanmoins que la défi-
nition précédente est trop simpliste et qu’elle ne peut représenter les effets de la rugosité
et des potentiels points de contacts entre les deux lèvres de la fissure. Ils définissent donc
une ouverture hydraulique [[u]]H à partir de résultats trouvés dans la littérature.

[[u]]3H = [[u]]
3

(
1−

1, 5σ2
[[u]]

[[u]]
2

)
(1− 2c) (1.63)

où [[u]] [m] et σ[[u]] [m] sont respectivement la moyenne et l’écart-type des ouvertures et
c représente la fraction de surface obstruée. Ce dernier coefficient repose sur une théorie
développée dans [Kirkpatrick, 1973] permettant de prendre en compte naturellement le
concept de percolation. Ainsi, quand c = 0, 5, le débit sur un ensemble de réalisation de
surfaces de rupture est statistiquement nul pour un milieu composé uniquement de sphères
monodisperses.

En étudiant les écoulements dans des fissures sinusöıdales à partir de solutions analy-
tiques, [Ge, 1997] montre qu’il est important de bien caractériser le champ d’ouvertures
de fissures afin de ne pas faire d’erreur trop importante sur l’estimation des débits.
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Dans [Brush et Thomson, 2003], les auteurs effectuent des modélisations afin de com-
parer la loi cubique (équation 1.58), les écoulements de Stokes et ceux de Navier-Stokes
dans des fissures sinusöıdales (cf. figure 1.68). Des calculs sont également menés entre des

Figure 1.68 – Simulation avec les hypothèses de Stokes et Navier-Stokes dans des fissures
sinusöıdales : (a) profil des ouvertures ; (b) champ de vitesses sous l’hypothèse de Stokes
(les vecteurs sous la ligne de symétrie sont artificiellement augmentés afin de visualiser
les variations proches du bord) ; (c) champ de vitesses sous l’hypothèse de Navier-Stokes
(même remarque pour l’amplification des vecteurs sous la ligne de symétrie) ; (d) Profils de
vitesses (composantes selon x et z) aux points P1, P2 et P3 des schémas (b) et (c), valeurs
normalisées par la vitesse de la loi cubique représentée en pointillés. [Brush et Thomson,
2003]

surfaces dont le champ des ouvertures est généré à partir d’une ouverture moyenne bm
[m], de son écart-type σm [m] et de sa longueur de corrélation λb [m] (cf. figure 1.69). En
analysant l’effet du coefficient de variation de l’ouverture (covm = σb/bm) pouvant être
assimilé à une mesure de la rugosité relative, ces calculs montrent que plus ce coefficient
(covm), l’ouverture moyenne bm et le gradient hydraulique sont importants, plus les forces
inertielles jouent une place importante dans l’écoulement. Cependant, leur influence sur le
débit traversant la fissure reste négligeable lorsque les critères suivants sont respectés :

Re < 1
Re bm
λb

< 1
Re σb
bm

< 1

(1.64)

Numériquement, les auteurs de [Mourzenko et al., 1995] comparent les résultats obtenus
entre des simulations basées sur l’équation de Reynolds (cf. équation 1.62) et d’autres sur
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Figure 1.69 – Simulation avec les hypothèses de Stokes et Navier-Stokes entre des surfaces
séparées par des ouvertures définies aléatoirement : (a) exemple de champ des ouvertures ;
(b) champ de vitesses ; (c) champ de vitesses suivant la coupe B-B défini sur la figure (b) ;
(d) profil de vitesses (composantes selon x et z) aux points P1, P2 et P3 du schéma (c) dans
le cas de la loi cubique (ideal), de l’hypothèse de Stokes et de celle de Navier-Stokes. [Brush
et Thomson, 2003]

l’hypothèse de Stokes. L’étude porte sur des surfaces générées aléatoirement soit à partir de
caractéristiques d’un champ gaussien corrélé, soit à partir de caractéristiques auto-affine
de surface fractale. En prenant les résultats obtenus avec l’hypothèse de Stokes comme
référence, les auteurs trouvent que l’approche par l’équation de Reynolds surestime les
débits avec un facteur supérieur à deux. Néanmoins, l’auteur remarque par des simulations
utilisant l’équation de Reynolds que les résultats sont meilleurs si l’ouverture est calculée
à partir de la plus grande sphère ayant son centre sur un point du plan moyen telle que
définie sur la figure 1.67, qu’en prenant simplement l’ouverture verticale.

Expérimentallement, les auteurs de [Nicholl et al., 1999] montre que l’équation de
Reynolds (cf. équation 1.62) n’est pas appropriée pour évaluer les écoulements circulant
dans une cellule de Hele-Shaw ainsi qu’entre des surfaces rugueuses. D’autre part, leurs
résultats montrent que, pour un nombre de Reynolds inférieur à l’unité, la relation entre le
débit et le gradient de pression reste linéaire. Les effets inertiels peuvent donc être négligés
et les écoulements supposés laminaires pour des Reynolds inférieurs à l’unité. Cette étude
souligne la difficulté de caractériser le champ d’ouverture et l’influence conséquente de
cette erreur sur les résultats obtenus. Les approches utilisant la méthode Lattice-Boltzman
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répondront sans doute dans un avenir proche à de nombreuses questions encore ouvertes
[Nicholl et al., 1999].

[Konzuk et Kueper, 2004] montrent expérimentallement que la réalité des fissures dans
une roche (ondulation sur une grande échelle, changements de section brusques dus à des
débris de roches coincés dans la fissure) augmente fortement le risque de forces inertielles,
entrainant une surestimation du débit par les formules usuelles. Néanmoins, les facteurs
entre la loi cubique, les lois modifiés et les mesures effectuées n’excède pas un facteur égal
à 2.

D’un point de vue modélisation d’écoulement dans une surface fracturée, [Neuville
et al., 2011] montre que les écoulements entre des surfaces fractales auto-affines (cf. partie
1.1.3.2) peuvent être modélisés avec une erreur inférieure à 9 % en ne conservant que les
quatre premiers modes obtenus par un filtre sur les transformées de Fourier des ouvertures
le long d’une fissure. Cette constatation est importante lors du choix de la taille des
éléments servant à modéliser un écoulement monophasique dans une fissure avec un solveur
de type Navier-Stokes par exemple.

Pour une fissure s’ouvrant en mode II (cf. figure 2.2), il est possible d’estimer via des
simulations numériques les perméabilités k‖ [m2] dans la direction du cisaillement et k⊥
[m2] dans la direction normale au cisaillement en fonction de l’ouverture moyenne ¯[[u]] [m]
et des fluctuations d’ouvertures via l’écart-type σ[[u]] [m] [Auradou et al., 2005] :

〈
k⊥
k0

〉
= 0, 995 + 1, 09

(
σ[[u]]

¯[[u]]

)2〈
k‖
k0

〉
= 0, 955− 3, 05

(
σ[[u]]

¯[[u]]

)2 (1.65)

où k0 [m2] est la perméabilité isotrope lorsque le déplacement relatif entre les deux surfaces
est nul.

[Méheust, 2002] remarque que si les deux parois d’une fracture rugueuse sont auto-
affines, de même exposant de rugosité et décorrélées, alors le champ des ouvertures locales
de la fracture est auto-affine, de même exposant de rugosité que les parois. Le champ des
ouvertures d’une fracture dont une des parois est rugueuse et l’autre parfaitement lisse a
donc les mêmes propriétés que le champ des ouvertures défini par deux parois rugueuses.
En partant de cette constatation il étudie les écoulements entre une surface lisse et une
surface de granite rugueuse (cf. figure 1.70). Son étude montre que même pour un nombre
de Reynolds petit devant l’unité, les écarts avec la loi cubique peuvent être de l’ordre de
50 % lorsque la rugosité est trop importante devant l’ouverture moyenne. Pour une même
surface de rupture, suivant le sens dans lequel le gradient de pression est appliqué, la suface
pouvait accéléré le débit ou le réduire. Cette constatation souligne l’effet de chenalisation
dans les écoulements. Ainsi, même si les hétérogénéités géométriques et les ouvertures sont
statistiquement isotropes, chaque surface fissurée peut avoir un comportement fortement
anisotrope, cette anisotropie étant d’autant plus grande que l’ouverture est faible [Méheust
et Schmittbuhl, 2000]. Ces études sont menées sur des fractures possédant au plus un point
de contact. Il est probable que les effets de chenalisation sont encore plus importants pour
des fissures possédant plusieurs points de contact [Méheust, 2002].
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Figure 1.70 – Schéma du dispositif expérimental, la plaque de plexiglass peut être déplacée
verticalement afin de contrôler l’ouverture moyenne dm (de 4, 0 à 10, 3 mm) [Méheust et
Schmittbuhl, 2000]

1.2.5.3 Pertes de charge dans une fissure

Les pertes de charge dans une fissure peuvent être estimées à partir de l’équation de
Darcy-Weisbach (cf. équation 1.67) elle-même dérivée de l’équation de Prony (cf. équation
1.66). Bien qu’à l’origine ces équations furent développées pour des écoulements dans des
canalisations à section circulaire, il est possible d’étendre leur définition en remplaçant le
diamètre de la canalisation par le diamètre hydraulique d’une section d’écoulement :

— Équation de Prony :

∆Hf =
L

D
(av̄ + bv̄2) (1.66)

où ∆Hf [MCE] est la perte de charge due à la friction, (la définition de la charge
hydraulique est donnée dans la partie 1.2.1) v̄ [m.s-1] est la vitesse moyenne du
fluide, L [m] et D [m] sont respectivement la longueur et le diamètre de la conduite,
a [s] et b [m-1.s2] sont des constantes à déterminer empiriquement ;

— Équation de Darcy-Weisbach :

∆p = fD
L

Dh
ρ
v̄2

2
(1.67)

où p [Pa] est la pression absolue, fD est le coefficient adimensionné de perte de
charges de Darcy, L [m] et Dh [m] sont respectivement la longueur et le diamètre
hydraulique de la conduite, ρ [kg.m-3] et v̄ [m.s-1] sont respectivement la masse
volumique du fluide et sa vitesse moyenne.

Le coefficient de perte de charges de Darcy fD tel que défini dans l’équation 1.67 est
proportionnel à la contrainte de cisaillement au bord du domaine :

τ =
fD
4

ρv̄2

2
(1.68)

Cette expression est souvent écrite en fonction du coefficient de perte de charges de Fanning
ou coefficient de frottement fF :

τ = fF
ρv̄2

2
(1.69)
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En effet sous cette écriture, fF est le coefficient de proportionnalité entre la contrainte de
cisaillement au bord et l’énergie cinétique du fluide.

Le coefficient de perte de charges de Darcy fD est très utilisé dans les dimensionne-
ments de canalisation où il est estimé à partir du diagramme de Moody (cf. figure 1.71).
Ce diagramme représente l’évolution du coefficient fD en fonction du nombre de Reynolds
et de la rugosité relative du matériau constituant la canalisation. Pour le régime laminaire
fD = 64

Re et pour le régime turbulent c’est la formule de Colebrook qui est utilisée [Cole-
brook, 1939] :

1√
fD

= −2 log10

(
Ra/D

3, 7
+

2, 51

Re√fD

)
(1.70)

où Ra [m] est la rugosité moyenne, D [m] est le diamètre du tuyau et Re est le nombre de
Reynolds.
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Figure 1.71 – Diagramme de Moody [Moody, 1944]

1.2.5.4 Écoulement compressible

Diverses formules sont utilisées pour estimer le débit d’air s’écoulant au travers de
fissures. Dans [Rizkalla et al., 1984], le modèle se base sur l’équilibre des forces sur un
tronçon d’air s’écoulant entre deux plans parallèles (cf. figure 1.64), sur la consevation de
la masse et en assimilant l’air à un gaz parfait. Les contraintes de cisaillement sont écrites
en fonction du coefficient de perte de charge de Darcy fD (cf. équation 1.68) supposé
constant. Sous ces hypothèses, la formule suivante est obtenue :

p2
e − p2

s =
fDL

2[[u]]

Mp2
s

RgpT

Q2
vs

b2[[u]]2

[
4[[u]]

fDL
ln

(
pe
ps

)
+ 1

]
(1.71)
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où pe [Pa] et ps [Pa] sont respectivement les pressions d’entrée et de sortie, fD est le
coefficient de perte de charge de Darcy, L [m] est la longueur sur laquelle à lieu l’écoulement
au travers d’une section rectangulaire constante de largeur b [m] et d’ouverture [[u]] [m].
M est la masse molaire du gaz utilisé (Mair ≈ 2, 897.10−2 kg.mol-1), Rgp est la constante
des gaz parfaits (8, 314472 J.mol-1.K-1), T [K] est la température absolue (écoulement
isotherme) et Qvs [m3.s-1] est le débit volumique de sortie. L’équation est ensuite simplifiée
en posant l’hypothèse que le premier terme de la partie entre crochets est négligeable
devant l’unité, hypothèse pouvant être vérifiée sur les essais expérimentaux de [Rizkalla
et al., 1984]. Néanmoins, pour le cas d’un écoulement lors d’un APRP au travers d’un
mur d’enceinte de 1, 20 m d’épaisseur et si ce terme doit être inférieur à 5 %, l’ouverture
maximale pour pouvoir respecter l’hypothèse est de :

[[u]]max =
5

100

fDL

4 ln(pe/ps)
≈ 5

100

0, 01× 1, 2

4 ln(1, 5)
≈ 370 µm (1.72)

Sans donner de justification théorique, les auteurs expliquent ensuite qu’il est possible
d’écrire le coefficient de perte de charge de Darcy fD comme étant la puissance χ-ième

du rapport entre un coefficient de rugosité Rk et le nombre de Reynolds (fD =
(
Rk
Re

)χ
),

l’équation 1.71 devient alors :

p2
e − p2

s

L
=

1

2

(
Rkµ

2

)χ(RgpT
M

)χ−1 ∣∣∣∣psQvsb

∣∣∣∣2−χ 1

[[u]]3
(1.73)

où µ [Pa] est la viscosité dynamique, Rk est le facteur de rugosité à déterminer empiri-
quement et χ est un paramètre dépendant du type d’écoulement également à déterminer
empiriquement.

La formule 1.73 est ensuite étendue pour un ensemble de j fissures d’ouverture [[u]]i :

p2
e − p2

s

L
=

1

2

(
Rkµ

2

)χ(RgpT
M

)χ−1 ∣∣∣∣psQvsb

∣∣∣∣2−χ 1∑j
i=1 [[u]]3i

(1.74)

où Qvs [m3.s-1] est le débit total de sortie. En s’appuyant sur leur mesure de débit au travers
de murs en béton armé fissuré en traction, les auteurs identifient expérimentalement les
valeurs de Rk et χ :  Rk = 2, 907.107

(∑j
i=1 [[u]]3i

)0,428

χ = 0,133

(
∑j

i=1 [[u]]3i )
0,081

(1.75)

les coefficients sont valables pour des coefficients et des paramètres exprimés avec les unités
anglo-saxones suivantes : livres (1 N ≈ 0, 225 lb), pieds (1 m ≈ 3, 281 ft), secondes (s) et
degré Rankine (1 K ≈ 103, 132 ◦R).

L’estimation du débit volumique de sortie peut donc être estimé à partir de la formule
suivante :

Qvs =

[(
p2
e − p2

s

L

)
2

(
2

µRk

)χ( M

RgpT

)χ−1

[[u]]3
]1/(2−χ)

b

ps
(1.76)

Cette formule montre que pour un coefficient χ tendant vers 2 la fonction Qvs va passer
par un point non défini. Avec les coefficients définis par [Rizkalla et al., 1984], le point non
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défini correspond à une ouverture de fissure de 1, 32.10−5 pieds soit 4, 36 µm. Pour cette
raison, la courbe représentant la formule 1.76 n’est représentée que pour des ouvertures
supérieures à 10 µm. Les formules de [Rizkalla et al., 1984] sont définies pour des éléments
structuraux multi-fissurés mais s’adaptent également aux mesures sur des éléments ayant
une fissure unique [Dameron et al., 1995].

[Ismail et al., 2006] utilise la formule de [Rizkalla et al., 1984] pour caractériser les
écoulements dans des fissures d’ouverture contrôlée. Il obtient les coefficients suivant :{

Rk = 0, 0523[[u]]1,716

χ = 0, 683[[u]]0,0879 (1.77)

où [[u]] est exprimé en µm. Il est troublant de noter qu’entre les définitions du coefficient χ
pour ces deux travaux, la formule 1.75 pour [Rizkalla et al., 1984] montre que χ diminue
quand [[u]] augmente et pour la formule 1.77 tirée de [Ismail et al., 2006], χ augmente
quand [[u]] augmente.

En remarquant expérimentalement que fDQvs [m3.s-1] varie linéairement en fonction
de Qvs [m3.s-1], les auteurs de [Suzuki et al., 1989] puis [Suzuki et al., 1992], proposent
l’équation suivante :

Q2
vs =

b2[[u]]3
(
p2
e − p2

s

)
2ρ0p0L

(
12bµā([[u]])
ρ0Qvs

+ b̄([[u]])
) (1.78)

où Qvs [m3.s-1] est le débit volumique de sortie, ρ0 [kg.m-3] est la masse volumique du gaz
à la pression standard p0 (p0 = 101 325 Pa).

L’équation à résoudre pour obtenir le débit est donc :

2ρ0p0Lb̄([[u]])Q2
vs + 24µbp0Lā([[u]])Qvs − b2[[u]]3

(
p2
e − p2

s

)
= 0 (1.79)

Les coefficients ā([[u]]) et b̄([[u]]) sont identifiés empiriquement et valent dans [Suzuki
et al., 1989] : {

ā([[u]]) = 6, 5.10−4/[[u]] + 1
b̄([[u]]) = 9, 2.10−5/[[u]]

(1.80)

Dans [Suzuki et al., 1992], les formules proposées sont :{
ā([[u]]) = 4, 33.10−5/[[u]] + 1
b̄([[u]]) = 3, 41.10−4/[[u]]

(1.81)

Les auteurs présentent également une simplification de la formule 1.78 uniquement
valable pour des pressions d’entrées inférieures à 0, 02 MPa et Re < 100 :

Qvs = ᾱ([[u]])
b[[u]]3(pe − ps)

µL
(1.82)

où ᾱ dépend du matériau utilisé. ᾱ([[u]]) = 1/(12ᾱ dans [Suzuki et al., 1989] et ᾱ([[u]]) =
15, 3[[u]] + 7, 56.10−3 dans [Suzuki et al., 1992]. Cette formule n’étant valable que pour des
nombres de Reynolds Re inférieurs à cent, les courbes représentatives sur la figure 1.72 ne
sont tracées que sur cet intervalle.

Les études précédentes ayant des domaines d’application pour des fissures de rela-
tivement faibles ouvertures, Le travail décrit dans [Greiner et Ramm, 1995] étudie des
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écoulements au travers d’éléments en béton non armé sollicités en traction n’ayant qu’une
seule fissure dont l’ouverture varie entre 0, 2 mm et 1, 3 mm et les surpressions appliquées
évoluent entre 0, 10 MPa et 0, 80 MPa. Des essais sont également menés sur des éléments
en béton armé pour des ouvertures de fissures comprises entre 0, 15 mm et 0, 45 mm et
des surpressions variant entre 0, 10 MPa et 0, 40 MPa.

La formule permettant de calculer le débit volumique en sortie Qvs qui découle de ce
travail est la suivante :

Qvs =

√
(p2
e − p2

s) b
2[[u]]2

RgpT

Mp2
s

2[[u]]

fDL
(1.83)

où les notations sont identiques à celles de la formule 1.71.

Ce travail montre que le taux de fuite décroit significativement avec l’augmentation du
diamètre maximum Dmax des granulats utilisés, probablement de par l’augmentation de
la tortuosité des surfaces des fissures. En partant des résultats expérimentaux et de cette
constation, la formule utilisée pour déterminer le coefficient de friction fD est fonction de
la taille du plus gros granulat Dmax :

fD =

(
0, 105D0,409

max

[[u]]

)[1/1,739ln(Dmax/0,414)]

+ 0, 20D0,3043
max − 0, 024 (1.84)

où [[u]] et Dmax doivent être exprimés en mm pour utiliser les coefficients tels que définis
dans cette relation empirique.

Le travail présenté dans [Greiner et Ramm, 1995] a également permis de confirmer
expérimentalement l’hypothèse de température homogène le long de l’écoulement qui est
à la base de toutes les équations analytiques et empiriques présentés dans cette partie.

La figure 1.72 montre les débits d’air obtenus pour les formules données précédemment
en fonction de l’ouverture de fissure ainsi que les nombres de Reynolds correspondant à
ces écoulements dans les conditions d’APRP pour une enceinte de confinement de type
N4 sur une fissure de 1 m de largeur. Les courbes intitulées plan/plan incompressible et
compressible correspondent respectivement aux formules 1.58 et 1.59 démontrées précé-
demment.
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Figure 1.72 – Courbes représentant le débit et le nombre de Reynolds en fonction de
l’ouverture d’une fissure de largeur 1 m et de longueur 1, 20 m soumis à une pression de
0, 53 MPa en entrée et 0, 10 MPa en sortie [Rizkalla et al., 1984,Suzuki et al., 1989,Suzuki
et al., 1992, Greiner et Ramm, 1995, Ismail et al., 2006] - Les nombres de Reynolds sont
calculés à partir de la formule 1.29

La figure 1.73 représente le coefficient de réduction de débit pour des conditions
d’APRP pour une fissure de 1 m de largeur sur une enceinte de confinement de type
N4. Le coefficient de réduction est calculé en faisant le rapport entre l’évaluation du débit
massique par la formule d’un article donné et le débit massique obtenu avec la formule
1.59 décrivant un écoulement compressible entre deux plans parallèles.

1E-‐04	  

1E-‐02	  

1E+00	  

1E+02	  

1E+04	  

1E+06	  

1E-‐04	  

1E-‐02	  

1E+00	  

1E+02	  

1E+04	  

1E+06	  

1E-‐06	   1E-‐05	   1E-‐04	   1E-‐03	   1E-‐02	  

Co
effi

ci
en

t	  s
ur
	  le
	  d
éb

it	  
	  

Ouverture	  de	  fissure	  [m]	  

[Suzuki	  1992]	  

[Suzuki	  1992	  simplifié]	  

[Suzuki	  1989]	  

[Suzuki	  1989	  simplifié]	  

[Greiner	  1995]	  Dmax	  1	  mm	  

[Greiner	  1995]	  Dmax	  20	  mm	  

[Ismail	  2006]	  

[Rizkalla1984]	  

Figure 1.73 – Courbes représentant le coefficient de réduction de débit en fonction de
l’ouverture d’une fissure de largeur 1 m et de longueur 1, 20 m soumis à une pression de
0, 53 MPa en entrée et 0, 10 MPa en sortie [Rizkalla et al., 1984,Suzuki et al., 1989,Suzuki
et al., 1992,Greiner et Ramm, 1995, Ismail et al., 2006]

D’après [Riva et al., 1999], la prédiction du débit via la formule de [Rizkalla et al., 1984]
donne les meilleurs résultats même si pour de grandes pressions la formule de [Greiner et
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Ramm, 1995] semble plus adaptée.
Par le même raisonnement qu’expliqué dans la partie 1.2.2.3, il est possible d’estimer

la dérive due à l’apparition de turbulences dans l’écoulement en se basant sur l’approche
de Forchheimer [Forchheimer, 1901]. L’équation de Forchheimer est :

− ∂p

∂x
= αt.µ.v + βt.ρ.v

2 (1.85)

où p [Pa] et v [m.s-1] sont respectivement la pression est la vitesse du fluide, ρ [kg.m-3]
et µ [Pa.s] sont la masse volumique et la viscosité du fluide. αt [m-2] et βt [m-1] sont
deux constantes à identifier à partir de résultats expérimentaux. La forme de αt [m−2]
peut néanmoins être judicieusement choisie afin de retrouver la loi d’écoulement entre
deux plans parallèles (cf. équation 1.58) lorsque la vitesse d’écoulement devient faible
(v2 << v) :

αt =
12

[[u]]2
(1.86)

pour une fissure d’ouverture [[u]] [m], de largeur b [m] et de section S = b[[u]] [m2].
En utilisant cette forme de αt [m−2] et en intégrant la loi de conservation de la masse

en régime permanent (ρv = ρsvs) à l’équation 1.85, cette dernière peut s’écrire sous la
forme suivante :

−ρ
ρsvs

∂p

∂x
=

12µ

[[u]]2
+ βtρv

2 (1.87)

où ρs [kg.m-3] et vs [m.s-1] sont respectivement la masse volumique et la vitesse en sortie
de fissure. En intégrant la loi des gaz parfaits (pM = ρRgpT ), l’équation 1.87 devient :

−1

2psvs

∂p2

∂x
=

12µ

[[u]]2
+ βt

M

RgpT
pv2 (1.88)

puis après intégration suivant x puis sur la surface perpendiculaire à l’écoulement :

p2
e − p2

s

L
=

24µps

b[[u]]3
Qvs + βt

M

RgpT

2p2
s

b2[[u]]2
Q2
vs (1.89)

où Qvs [m3.s-1] est le débit volumique en sortie d’une fissure d’ouverture [[u]] [m], de lar-
geur b [m] et de longueur L [m]. pe [Pa] et ps [Pa] sont respectivement les pressions en
entrée et en sortie de la fissure. M [kg.mol-1] est la masse molaire du fluide, µ [Pa.s] sa
viscosité dynamique et T [K] sa température. Ainsi, en traçant l’évolution du gradient de
pression au carré en fonction du débit, si le comportement est linéaire, aucune turbulence
n’est apparue, si la courbe est un polynôme d’ordre 2, le régime n’est plus laminaire. Ce
polynôme est de la forme :

p2
e − p2

s

L
= αcompQvs + βcompQ

2
vs (1.90)

où  αcomp = 24µps
b[[u]]3

βcomp = βt
M

RgpT
2p2

s

b2[[u]]2

(1.91)

À partir de résultats expérimentaux, il est ensuite aisé d’identifier l’ouverture de fissure
[[u]] [m] à partir du coefficient αcomp [kg2.m-6.s-1] puis le coefficient βt à partir du coefficient
βcomp [kg2.m-9.s-2] et de l’ouverture [[u]] [m] précédemment identifiée.
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1.2.5.5 Écoulements polyphasiques

Même s’ils ne rentrent pas dans le cadre de cette étude, il est important de noter que
des modèles d’écoulements biphasiques permettent également d’analyser qualitativement
les phénomènes en jeu et l’influence relative de la rugosité, de la vitesse d’écoulement
et du degré de saturation sur les débits traversant la fissure étudiée. Se reporter par
exemple à [Murphy et Thomson, 1993] pour une approche basée sur la loi cubique ou
[Nowamooz et al., 2009] pour une modélisation indépendante du régime d’écoulement.
L’article [Cho et Wang, 2014] porte sur les écoulements biphasiques dans des conduits
de section rectangulaire en faisant varier les conditions de surfaces (rugosité et propriété
de mouillage du matériau). Les résultats expérimentaux sont comparés à de nombreux
modèles issus de la littérature.

1.2.5.6 Conclusions sur les écoulements en milieu fissuré

Quelles que soient les approches utilisées (équation de Reynolds, hypothèse de Stokes
ou formulation de Navier-Stokes, ouverture réelle ou équivalente, coefficient de frottement
linéaire ou non-linéaire), les modélisations dans des milieux fissurés restent qualitatives
puisque certaines réalités des fissures sont difficilement quantifiables (variations de sections
brusques le long de l’écoulement, présence de particules de matière bloquées, etc.).

Il semble néanmoins se dégager que pour des nombres de Reynolds inférieurs à l’unité,
les débits peuvent être estimés raisonnablement à partir de la loi cubique pour les écou-
lements incompressibles ou compressibles pour de faibles ouvertures. Plus les ouvertures
sont importantes et plus l’apparition de non-linéarité due notamment aux turbulences vont
arriver pour des nombres de Reynolds importants jusqu’à tendre vers la limite proposée
par O. Reynolds d’environ 2100.

Les modifications des modèles classiques proposées dans la littérature correspondent à
des fissures souvent trop parfaites et/ou des conditions trop précises. Les erreurs restent
néanmoins relativement faibles pour des écoulements incompressibles puisque le rapport
entre formule modifiée et loi cubique ne dépassent pas 2,4 suivant les auteurs [Konzuk et
Kueper, 2004]. Pour les écoulements compressibles, les formules analytiques (loi cubique,
hypothèse adiabatique et hypothèse isotherme) montrent une certaine concordance pour
les gammes de pressions étudiées (cf. figure 1.65). A contrario, le graphique 1.73 souligne
combien les formules empiriques issues de la littérature [Rizkalla et al., 1984,Suzuki et al.,
1989, Suzuki et al., 1992, Greiner et Ramm, 1995, Ismail et al., 2006] montrent des diver-
gences notables entre elles et les non linéarités observées expérimentalement peuvent avoir
de nombreuses origines (effets des turbulences, confusion sur la détermination de l’ouver-
ture de fissure, longueur d’établissement de l’écoulement, etc.). Extrapoler ces formules
à d’autres conditions (formulation et donc comportement du matériau différent, pression
d’étude différente, etc.) semble donc peu pertinent.
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L’état de l’art présenté sur le phénomène et la modélisation de la perméation a permis
d’appréhender la complexité de l’étude des écoulements en milieux poreux fissurés. L’ap-
proche choisie dans cette étude préfère s’appuyer sur des lois éprouvées et ne pas introduire
de coefficient empirique tentant de masquer des méconnaissances. La loi de Darcy de par
sa simplicité et sa capacité à être adaptée au problème étudié est une loi de comporte-
ment appropriée aux objectifs fixés. Couplée à la loi cubique pour les écoulements dans
les fissures, elle permettra de résoudre efficacement le problème global.

La partie suivante va ainsi commencer par exposer de manière rigoureuse le problème à
solutionner avant de préciser la méthode de résolution adoptée.
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1.3 Résolution numérique du problème

Les lois de comportement de l’écoulement étant désormais choisies (loi de Darcy couplée
à la loi cubique dans les zones fissurées), cette partie va expliciter la méthode de résolution
du problème posé depuis sa formulation forte jusqu’à sa méthode d’implémentation.

1.3.1 Formulation forte du problème à résoudre

Afin de connâıtre numériquement la perméabilité d’un matériau (fissuré ou non), il
faut modéliser un écoulement (compressible ou non) dans l’échantillon sous un différentiel
de pression.

L’équation d’équilibre du problème étudié se résume à appliquer la conservation de la
masse sur le domaine d’étude Ω. C’est la forme conservative de la première équation de
Navier-Stokes qui va être utilisée. Elle traduit le fait que la somme des débits massiques
entrants est égale à la somme des débits massiques sortants :

∂ρ

∂t
+ div(ρvd) = 0 (1.92)

où vd est le vecteur vitesse de filtration ou vitesse au sens de Darcy exprimée en m.s-1

(vd = vn ou v est la vitesse du fluide et n est la porosité) et ρ est la masse volumique du
fluide considéré exprimée en kg.m-3.

Le problème traité est considéré comme étant stationnaire dans le sens où le régime est
supposé établi à chaque pas de temps de calcul. C’est l’hypothèse du régime permanent
(∂(.)
∂t = 0). L’équation 1.92 peut alors être simplifiée :

div(ρvd) = 0 (1.93)

À partir de là, deux cas sont à traiter : le cas des écoulements compressibles où l’équa-
tion 1.93 reste inchangée, et le cas des écoulements incompressibles où la masse volumique
du fluide est supposée constante. La masse volumique est donc homogène, i.e. identique en
tout point du domaine d’étude, ce qui permet de simplifier l’équation 1.93 sur l’ensemble
du domaine Ω :

div(vd) = 0 (1.94)

Le problème peut posséder des conditions aux limites de type Dirichlet (en pression
pour cette étude) où p = p0 sur δΩp et des conditions aux limites de type Neumann (en
vitesse normale au bord du domaine pour cette étude) où −kgrad(p).n = vd0

.n sur δΩv.
La formulation forte du problème pour les écoulements incompressibles peut donc

s’écrire sous la forme suivante :�
�

�
�

Connaissant p0 appliqué sur δΩp et vd0
.n appliqué sur δΩv

Trouver p : Ω 7→ R
vérifiant l’équation div(vd(p)) = 0 sur Ω

Pour que le problème soit bien posé, il faut que δΩp ∪ δΩv = δΩ et δΩp ∩ δΩv = ∅.
Sous ces conditions et si une pression est définie sur au moins un point du domaine (afin
de bloquer l’équivalent des modes rigides en mécanique du solide), l’existence et l’unicité
de la solution de ce problème linéaire est garantie.
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Pour clore cette Équation aux Dérivées Partielles (EPD), il est nécessaire d’introduire
une relation de comportement reliant la vitesse de filtration vd à la pression p en tout
point du domaine Ω. La relation de comportement dans Ω est pour cette étude la loi de
Darcy :

vd = −k
µ
.grad(p) (1.95)

où k définit la perméabilité du matériau en [m2] et µ est la viscosité dynamique en
[Pa.s]=[kg.m-1.s-1]. Comme expliqué précédemment après l’état de l’art sur le phénomène
et la modélisation de la perméation, cette loi semble la plus adaptée à la problématique
posée. Elle est à la fois simple par son écriture et permet de nombreuses adaptations aux
paramètres pouvant intervenir dans un problème d’écoulement en milieu fissuré, notam-
ment en offrant la possibilité de l’étendre aux écoulements compressibles mais aussi de
l’écrire avec une matrice de perméabilité anisotrope.

La solution exacte p qui en découle reste néanmoins complexe à obtenir sur des ap-
plications réelles. Il est possible de trouver une solution approchée p̃ de cette EDP en
s’appuyant par exemple sur la méthode des éléments finis. Afin de rentrer dans ce cadre,
la formulation forte doit être écrite sous sa forme faible appelée ainsi car les solutions trou-
vées vérifient des conditions d’existence plus faibles que celles des solutions du problème
de départ (formulation forte). Le problème est ensuite projeté sur les nœuds du domaine
discrétisé et le champ de pression résultat est interpolé via des fonctions de formes.

1.3.2 Formulation faible

Avant d’effectuer la formulation variationnelle ou formulation faible pour un écoule-
ment incompressible en régime permanent, l’étude commence par introduire les espaces de
travail nécessaires à la résolution du problème.

1.3.2.1 Espaces de travail

S(Ω) est l’espace des champs de pression admissibles, i.e. l’espace contenant notam-
ment la solution du problème à résoudre :

S(Ω) = {p ∈ H1(Ω)|p(δΩ) = p0} (1.96)

Où H1(Ω) = {p|p ∈ L2(Ω);∀i = 1...n, ∂p∂xi ∈ L
2(Ω)} est un espace de Hilbert

et L2(Ω) = {p|
∫

Ω p
2dΩ <∞} est l’espace des fonctions de carré intégrables.

V (Ω) est l’espace vectoriel associé à S(Ω). Il est également dénommé espace des champs
de pression admissibles à zéro puisque les champs qu’il contient sont nuls sur les frontières
δΩp du domaine Ω où la pression est imposée :

V (Ω) = {p ∈ H1(Ω)|p(δΩ) = 0} (1.97)

1.3.2.2 Formulation faible

Le problème doit être traité en pression absolue, ce qui revient à écrire p > 0. La
formulation faible peut dans un premier temps s’écrire ainsi :
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�

�

�

�

Connaissant p0 appliqué sur δΩp et vd0
.n appliqué sur δΩv

Trouver p ∈ S(Ω)|∀p? ∈ V (Ω)
vérifiant l’équation :∫
Ω
p?.div(vd(p)) dΩ = 0 (1.98)

Où vd est fonction de la pression p.

En intégrant par partie, l’équation 1.98 devient :

∀p? ∈ V (Ω),

∫
Ω
div
(
p?.vd

)
dΩ−

∫
Ω
grad(p?).vd dΩ = 0 (1.99)

Le théorème de flux-divergence également appelé le théorème de Green-Ostrogradski
s’énonce comme “le flux d’un vecteur à travers une surface fermée est égal à l’intégrale de
la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface”, soit :∫∫∫

Ω
div(F ) dΩ =

∫∫
δΩ
F dS (1.100)

Où dS est le vecteur normal à la surface, dirigé vers l’extérieur.
Ce théorème permet de transformer l’équation 1.99 en :

∀p? ∈ V (Ω),

∫
δΩ
p?.vd dS −

∫
Ω
grad(p?).vd dΩ = 0 (1.101)

Ou encore :

∀p? ∈ V (Ω),

∫
δΩp

p?.vd(p0) dS +

∫
δΩv

p?.vd0
dS −

∫
Ω
grad(p?).vd dΩ = 0 (1.102)

Or p? ∈ V (Ω), l’espace des champs de pression admissibles à zéro. Donc :∫
δΩp

p?.vd(p0) dS = 0 (1.103)

et l’équation 1.102 devient :

∀p? ∈ V (Ω),

∫
δΩv

p?.vd0
dS −

∫
Ω
grad(p?).vd dΩ = 0 (1.104)

1.3.2.3 Résolution par la méthode des Eléments Finis

La méthode des éléments finis permet d’obtenir une solution approchée p̃ de la solution
exacte de la formulation forte p. Le domaine d’étude Ω est alors découpé en un ensemble
d’éléments géométriques e de type segment, polygone ou polyèdre suivant le nombre de
dimension(s) du problème et les choix de l’utilisateur dont les sommets sont les nœuds du
domaine discrétisé.

La solution approchée p̃ du problème éléments finis peut s’écrire comme le produit
scalaire entre le vecteur des fonctions de formes N et le vecteur p contenant les valeurs
des pressions pour chaque nœud du maillage :

ph(x) =
∑
a

Na(x)pa = N.p (1.105)
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La section 1.3.3.1 décrit la façon d’obtenir ces fonctions de forme Ni pour un élément
tétraèdrique. Ces fonctions permettent d’interpoler les valeurs de pression entre les nœuds
du problème.

Pour chacun des éléments la solution s’écrit :

p̃e(x) =

nnd∑
a=1

N e
a(x)pea = N e.pe (1.106)

où nnd est le nombre de nœuds de l’élément (4 pour des tétraèdres). N e et pe sont des
vecteurs à nnd dimensions.

En utilisant les dérivées des fonctions de forme, il est possible d’écrire le gradient des
pressions pour chaque élément :

∇pe = Be.pe (1.107)

Be est une matrice de dimension 3× nnd.
La formulation faible (équation 1.104) peut désormais s’écrire comme un assemblage

sur l’ensemble des éléments du domaine :

A
e

∫
δΩe

v

N e.pe?.vd
e
0
dS −A

e

∫
Ωe

Be.pe?.vd
e dΩ = 0 (1.108)

L’équation 1.108 doit être valable pour tout pe? ∈ V (Ω) et a fortiori lorsque ses com-
posantes sont constantes. Elle peut donc s’écrire :

A
e

∫
δΩe

v

N e.vd
e
0
dS −A

e

∫
Ωe

Be.vd
e dΩ = 0 (1.109)

Par convention, il est usuel de définir les efforts externes et internes comme suit :

fext = A
e

∫
δΩe

v
N.vd0

dS

f int = A
e

∫
Ωe B

eT .vd dΩ
(1.110)

Pour la résoudre le problème, l’objectif est de minimiser le résidu rt à chaque pas de
temps t

rt := r(p
t
) = f int

t
(p
t
)− fext

t
(1.111)

1.3.2.4 Linéarisation du problème

Afin de pouvoir complexifier le problème ultérieurement et pouvoir partir d’équation
de comportement non linéaire, il est nécessaire d’effectuer une linéarisation cohérente afin
d’obtenir la représentation la plus proche du vrai problème non linéaire. Concrètement,
pour obtenir la solution au pas de temps t+ 1, il faudra réaliser des itérations sur des pas
de temps fictifs k jusqu’à obtenir une convergence.

Le problème linéarisé L
(
r

(k+1)
t+1

)
est obtenu en tronquant la série de Taylor après

les deux premiers termes (id est en linéarisant au premier ordre). Ainsi au pas de temps
virtuel (k) il faudra résoudre le système suivant :

L
(
r

(k+1)
t+1

)
= r

(k)
t+1 +

∂r

∂p
|(k)
t+1.∆p

(k+1)
t+1

= 0 (1.112)
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Où ∆p
(k+1)
t+1 est un incrément de pression.

Le problème linéarisé de manière cohérente à résoudre devient alors :

∂r

∂p
|(k)
t+1.∆p

(k+1)
t+1

= −r(k)
t+1 (1.113)

L’objectif est ensuite d’expliciter le terme frac∂r∂p|(k)
t+1 := K̃

(k)

t+1
en effectuant la déri-

vée de l’équation 1.111 :

∂r

∂p

∣∣∣∣(k)

t+1

=
∂f int

∂p

∣∣∣∣∣
(k)

t+1

= K̃
(k)

t+1
= −A

e

∫
Ωe

BeT ∂vd
e

∂pe
dΩ (1.114)

Il est alors nécessaire d’introduire la relation de comportement du problème global

pour exprimer
∂vd

e

∂pe .

Cette équation relie la vitesse au sens de Darcy vd [m.s-1] et la pression p [Pa]. La
relation de comportement utilisée dans cette étude est la loi de Darcy qui peut s’écrire
sous la forme :

vd = − 1

µ
k grad(p) (1.115)

p est une pression absolue strictement positive (p > 0) et la perméabilité est représentée
par une matrice pouvant être anisotrope k dont les coefficients sont exprimés en m2.

La relation de comportement 1.115 est définie en chaque point du domaine. Écrite pour
un élément e dans le cadre des éléments finis, elle devient :

vd
e = − 1

µ
ke grad(p̃e) (1.116)

La relation de comportement exprimée en 1.116 sert ensuite à exprimer
∂vd

e

∂pe :

∂vd
e

∂pe
=

∂vd
e

∂grad(p̃e)

∂grad(p̃e)

∂pe
= − 1

µ
ke Be (1.117)

Cette relation est alors introduite dans l’équation 1.114 :

∂r
∂p

∣∣∣(k)

n+1
:= K̃

(k)

t+1
= −A

e

∫
Ωe B

eT
(
−1
µ ke Be

)
dΩ

= 1
µ Ae

∫
Ωe B

eT ke Be dΩ
(1.118)

où ke est une matrice 3× 3 et Be est une matrice 3× nnd.
Pour chaque pas de temps fictif (k), un nouvel incrément de pression ∆p

(k+1)
t+1 est obtenu

grâce à la résolution de l’équation 1.113 permettant d’actualiser la valeur de la pression

p|(k+1)
t+1 :

p|(k+1)
t+1 = p(k)

t+1
+ ∆p(k+1)

t+1
(1.119)

Cette pression actualisée pi+1
n+1 permet de calculer une énergie relative qui est comparée à

une tolérance εtol définie par l’utilisateur dans le code de calcul :

r
(k)T
t+1 ∆p|(k+1)

t+1

r
(0)T
t+1 ∆p|(1)

t+1

< εtol (1.120)
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Tant que l’énergie relative définie dans 1.120 est supérieure à la tolérance εtol, de
nouvelles itérations (k) sont effectuées. Chaque itération commence par la définition d’une

nouvelle matrice tangente ∂r
∂p

∣∣∣(k+1)

t+1
et du résidu r

(k+1)
t+1 . puis l’équation 1.113 est résolue

pour ce nouveau pas de temps (k + 1) et ainsi de suite jusqu’à convergence.

1.3.2.5 Bilan des hypothèses de calcul

Cette section regroupe les hypothèses qui ont été faites durant les calculs précédents
ainsi que les équations sur lesquelles la simplification est faite.

Pour les écoulements incompressibles, les hypothèses sont :

— régime permanent (équation 1.93) ;
— masse volumique indépendante de la pression et de la température (équation 1.3.1) ;
— fluide visqueux newtonien (équation 1.95) ;
— régime d’écoulement laminaire (équation 1.95).

1.3.2.6 Extension aux écoulements compressibles

Comme le montrent les relations déroulées précédemment, le problème écrit pour les
écoulements incompressibles est linéaire en pression p, tandis que pour les écoulements
compressibles il est linéaire en p2. La formulation pour les écoulements compressibles
détaillée dans l’annexe G revient peu ou prou à réécrire la formulation pour les écoulements
incompressibles en remplaçant p par p2 [Jourdain et al., 2014].

Le problème à résoudre est maintenant précisément défini. La partie suivante traite de
la méthode d’obtention des matrices de perméabilité élémentaires permettant de résoudre
des problèmes isotropiques ou anisotropiques.

1.3.3 Matrice de perméabilité élémentaire pour un tétraèdre

Les tétraèdres doivent avoir une numérotation des nœuds respectant la règle de la“main
droite” afin que le jacobien ne soit pas négatif mais les mailleurs respectent naturellement
ce principe (cf. figure 1.74). Le maillage peut par exemple être généré via le logiciel Gmsh
[Geuzaine et Remacle, 2009], ce dernier fournissant automatiquement les nœuds dans le
bon ordre.

Dans cette partie (1.3.3), les indices “n” et “m” sont réservés aux nœuds, l’indice “i”
aux barres composant le tétraèdre, et l’indice “e” à l’élément tétraèdre lui-même.

1.3.3.1 Fonctions de forme pour un tétraèdre

L’équation finale à résoudre est du type vm = − ρ
µk.grad(p) où vm [kg.m−2.s−1] est

une vitesse débitante, K [m2] la perméabilité du matériau et p [Pa] la pression au sein du
matériau.

Pour chaque nœud n du tétraèdre quelconque défini sur la figure 1.74 la pression est
unique et notée pn [Pa].

Dans le repère global supposé galiléen (X,Y ,Z), la pression p [Pa] peut s’écrire sous la
forme :

p = a+ b× x+ c× y + d× z (1.121)
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Figure 1.74 – Tétraèdre dont l’arête i est cassée avec un saut de déplacement [[u]]i. Repère
global (X,Y , Z) / Repère local d’une barre (ni, si, ti)

Et pour chacun des quatre nœuds du tétraèdre étudié la pression pn [Pa] vaut :

pn = a+ b× xn + c× yn + d× zn (1.122)

où (xn; yn; zn) sont les coordonnées du nœud n.
Les 4 constantes (a, b, c et d) peuvent être trouvées en choisissant judicieusement les

pressions aux nœuds afin d’obtenir un système de 4 équations à 4 inconnues écrit à l’aide
d’un déterminant :

p =
1

6V
×
[ 4∑
n=1

(αn + βnx+ γny + δnz)pn

]
(1.123)

Où V [m3] représente le volume du tétraèdre et peut se noter :

6V = det

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.124)

Au final ce système permet de trouver les 16 constantes :

α1 = det

∣∣∣∣∣∣
x2 y2 z2

x3 y3 z3

x4 y4 z4

∣∣∣∣∣∣ β1 = −det

∣∣∣∣∣∣
1 y2 z2

1 y3 z3

1 y4 z4

∣∣∣∣∣∣
γ1 = −det

∣∣∣∣∣∣
x2 1 z2

x3 1 z3

x4 1 z4

∣∣∣∣∣∣ δ1 = −det

∣∣∣∣∣∣
x2 y2 1
x3 y3 1
x4 y4 1

∣∣∣∣∣∣
(1.125)

Les autres constantes sont définies de la même manière en effectuant une permutation
circulaire dans l’ordre 1, 2, 3, 4.
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Le vecteur pression pour un élément tétraèdre (e) noté pe [Pa] vaut :

pe =


p1

p2

p3

p4

 (1.126)

La pression p [Pa] dans ce tétraèdre peut être décrite en fonction de pe [Pa] et des
fonctions de formes Nn :

p = [N1, N2, N3, N4].pe = N.pe (1.127)

Où la fonction de forme Nn du nœud n vaut :

Nn(x, y, z) =
αn + βnx+ γny + δnz

6V
(1.128)

Cette fonction de forme est linéaire mais le choix peut se porter sur d’autres fonctions
pour résoudre le problème, notamment si il est possible d’anticiper l’ordre de la solution
finale. Les fonctions de forme sont en effet les fonctions d’interpolation de la solution entre
les nœuds du domaine. Ainsi, si la solution en pression d’un problème où le matériau
homogène est linéaire dans l’espace, il est inutile d’avoir des fonctions de forme d’ordre
supérieur.

1.3.3.2 Gradient de pression

Pour résoudre l’équation vm = − ρ
µk.grad(p), il est nécessaire de définir le gradient de

pression :

∇pe =


∂p
∂x
∂p
∂y
∂p
∂z

 (1.129)

qu’il est possible de noter sous la forme :

∇pe = B.pe =

∂N1
∂x

∂N2
∂x

∂N3
∂x

∂N4
∂x

∂N1
∂y

∂N2
∂y

∂N3
∂y

∂N4
∂y

∂N1
∂z

∂N2
∂z

∂N3
∂z

∂N4
∂z

 .

p1

p2

p3

p4

 (1.130)

D’après l’équation 1.128 il est possible d’exprimer B à partir des constantes décrites
dans l’équation 1.125.

B =
1

6V

β1 β2 β3 β4

γ1 γ2 γ3 γ4

δ1 δ2 δ3 δ4

 = [B1, B2, B3, B4] (1.131)

Où le vecteur Bn pour un nœud (n) du tétraèdre (e) vaut donc :

Bn =
1

6V

βnγn
δn

 (1.132)

Comme les fonctions de forme choisies Nn(x, y, z) sont linéaires, le vecteur Bn est
constant. La vitesse est donc elle aussi constante pour chaque élément.
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1.3.3.3 Matrice de perméabilité élémentaire pour un tétraèdre

A partir de l’expression des vecteurs Bn il est possible d’écrire la matrice de perméa-
bilité Ke pour l’élément tétraèdre “e”.

Ke =


Ke

11 Ke
12 Ke

13 Ke
14

... Ke
22 Ke

23 Ke
24

... Ke
33 Ke

34

sym . . . . . . Ke
44

 (1.133)

La relation générale à résoudre pour tout problème d’éléments finis qe = Keae + fe,
et dont le déroulement est explicité entre autre dans le premier volume intitulé The Basis
de [Zienkiewicz et Taylor, 2005], permet d’obtenir la forme des coefficients de la matrice
Ke. Le coefficient “liant” les nœuds “n” et “m” vaut :

Ke
nm =

∫
Ωe

BT
n .kglob.Bm.dΩ (1.134)

Comme les matrices Bn sont indépendantes des coordonnées, elles peuvent être sorties
de l’intégrale. C’est la même chose pour k

glob
comme la suite du document le montre.

L’équation 1.134 devient donc :

Ke
nm =

∫
Ωe

BT
n .kglob.Bm.dΩ = BT

n .kglob.Bm.V
e (1.135)

Où V e est le volume du l’élément étudié.
La matrice k

glob
est le point délicat de cette étude. Elle est définie dans le repère global

(X,Y ,Z). Les données de départ permettant son calcul sont les sauts en déplacements [[u]]i
obtenus par le calcul mécanique. Une valeur de saut [[u]]i est associée à chacune des barres
i comme le montre la figure 1.74. La valeur de saut [[u]]nm représente le saut pour la barre
reliant les points n et m du tétraèdre étudié. Ces valeurs sont définies dans le repère local
de la barre noté (ni,si,ti), or la matrice k

glob
est définie comme son nom l’indique dans le

repère global (X,Y ,Z). Ces 2 repères sont définis pour un tétraèdre quelconque et une de
ses barres sur la figure 1.74.

Dans le repère local (nnm,snm,tnm) d’une barre reliant les nœuds n et m, la matrice
knm
loc

vaut :

knm
loc

=

0 0 0
0 kII 0
0 0 kIII


(nnm,snm,tnm)

(1.136)

où ks = kt = knm avec knm la perméabilité pour la barre reliant les nœuds n et m. La
perméabilité est en effet uniquement dans les directions perpendiculaires à l’axe de la barre
nnm. Le calcul permettant d’obtenir la valeur de knm est détaillé dans la section 1.3.3.4.

Les matrices associées à chacune des barres dans le repère global knm
glob

sont obtenues à

partir des matrices définies localement knm
loc

explicitées dans l’équation 1.136. Les matrices
globales knm

glob
sont calculées grâce aux matrices de passage (Pnm

G−L et Pnm
L−G) entre le repère

local de la barre [nm] (ni,si,ti) et le repère global (X,Y ,Z).
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knm
glob

= Pnm
G−L.k

nm
loc
.Pnm

L−G (1.137)

Où Pnm
L−G = (Pnm

G−L)−1.

La matrice Pnm
G−L est définie à partir des angles θnm et φnm visibles sur la figure 1.75.
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Figure 1.75 – Orientation des angles θnm et φnm en fonction du repère global (X,Y ,Z) et
du repère local (ni,si,ti)

Pnm
G−L =

cos(θnm)sin(φnm) sin(θnm) cos(θnm)cos(φnm)
sin(θnm)sin(φnm) −cos(θnm) sin(θnm)cos(φnm)

cos(φnm) 0 −sin(φnm)

 (1.138)

Pnm
L−G =

cos(θnm)sin(φnm) sin(θnm)sin(φnm) cos(φnm)
sin(θnm) −cos(θnm) 0

cos(θnm)cos(φnm) sin(θnm)cos(φnm) −sin(φnm)

 (1.139)

Pour un tétraèdre, la matrice k
glob

est obtenue en effectuant la somme des matrices

knm
glob

associées à chacune des barres [nm] :

k
glob

= k12
glob

+ k13
glob

+ k14
glob

+ k23
glob

+ k24
glob

+ k34
glob

(1.140)

1.3.3.4 Perméabilité knm pour une barre quelconque

La vitesse massique surfacique (noté V nm) pour un écoulement compressible passant
à travers une fissure d’ouverture [[u]]nm pour une barre de longueur Lnm vaut :

V nm =
[[u]]3nm

24.µ.r.T.Lnm
.grad(p2) (1.141)

Où r = R
M est la constante spécifique des gaz parfaits avec R la constante des gaz parfaits

(R = 8, 314472 J.mol-1.K-1) et M est la masse molaire du gaz étudié (Mair = 28, 95.10−3
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kg.mol-1). T est la température absolue prise dans ce calcul à 293, 15 K et µ est la viscosité
du fluide étudié (µair = 1, 82.10−5 Pa.s à 20 C̊ ).

La valeur de knm est donc de :

knm =
[[u]]3nm

24.µ.r.T.Lnm
(1.142)

Pour rappel, dans le cas d’un écoulement isotrope non fissuré et compressible, la matrice
de perméabilité d’un élément tétraédrique vaut :

ke =
kiso

2.µ.r.T
1 (1.143)

1.3.4 Approche multi-échelles séquencée

Ce type d’approche permet de déterminer une donnée macroscopique à partir d’un
calcul basé sur une loi de comportement intégrée à l’échelle microscopique. Elle peut être
vue comme de l’homogénéisation numérique.

L’objectif est ici de déterminer de manière qualitative et quantitative la direction, le
sens et la norme des débits entrants ou sortants par les faces d’un volume élémentaire. La
méthode que nous avons choisie consiste à calculer la matrice de perméabilité macrosco-
pique du volume étudié en faisant l’hypothèse d’un écoulement de type Darcy à l’échelle
macroscopique.

Afin d’obtenir une matrice pouvant représenter des écoulements anisotropes, la loi de
comportement à l’échelle microscopique doit être fonction de l’ouverture et de l’orientation
des fissures. La loi que nous utilisons relie la vitesse moyenne d’un écoulement de type
Poiseuille entre deux plans parallèles à l’ouverture entre ces deux plans (cf. équation 1.58
pour les écoulements incompressibles et équation 1.59 pour les écoulements compressibles).

Cette partie traite de la méthode d’obtention de la matrice de perméabilité macrosco-
pique. C’est une étape de post-traitement qui dépend des conditions aux limites imposées.

1.3.4.1 Quelques notions sur l’homogénéisation numérique

Pour commencer, il est important de faire la distinction entre homogénéisation ana-
lytique et homogénéisation numérique. La première peut uniquement être obtenue sur
des volumes élémentaires représentatifs soit homogènes soit ayant des hétérogénéités suf-
fisamment petites devant la taille moyenne du volume et réparties de manière aléatoire.
La seconde permet de caractériser un volume quelles que soient la taille et la forme des
hétérogénéités qui le composent. C’est la seconde qui est utilisée dans cette étude.

Suivant si la formulation du problème est écrite via une approche statique (contraintes
en mécanique, flux en perméation) ou cinématique (déplacement en mécanique, pression
en perméation), le calcul éléments finis donne pour un problème linéaire (l’élasticité en
mécanique, un écoulement incompressible en régime permanent en perméation) des ré-
ponses légèrement différentes. Ainsi, la réponse en déplacement de l’approche cinématique
est exacte tandis que la réponse en effort donne un résultat approché et inversement pour
l’approche duale. Quelle que soit l’approche utilisée, la réponse avec des conditions de type
Dirichlet donne une borne supérieure tandis que la réponse obtenue avec des conditions
de type Neumann donne une borne inférieure de la réponse.
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1.3.4.2 Méthodologie d’homogénéisation numérique par approche séquencée

À l’opposé des méthodes multi-échelles intégrées, les approches séquencées utilisent à
la fois un modèle macroscopique et un modèle fin. L’objectif est de définir un ensemble de
paramètres macroscopiques identifiés grâce à plusieurs calculs résolus à l’échelle fine sous
des conditions aux limites bien définies et une moyenne spatiale. Pour cette application, le
problème de transfert de masse est modélisé d’un point de vue macroscopique au sens des
transferts dans les milieux poreux [Bear, 1988]. La perméabilité macroscopique est définie
par un tenseur symétrique défini positif d’ordre KM dont les coefficients sont exprimés en
mètres carrés :

Vm
M = −ρ

µ
KM ·GM [kg.s−1.m−2] (1.144)

où ρ et µ sont la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide. Vm
M est le vecteur

vitesse massique macroscopique et GM est la gradient de pression macroscopique, tout
deux définis comme des moyennes spatiales des scalaires correspondant à l’échelle fine :{

Vm
M = 1

V

∫
V vm(x) dV

GM = 1
V

∫
V grad(p) dV

(1.145)

Les composantes du tenseur KM sont obtenues via une séquence de calculs effectués
à l’échelle méso-scopique. Ces derniers utilisent des conditions aux limites précises per-
mettant de respecter le critère de Hill-Mandel [Hill, 1963]. Dans le cas des écoulements
en milieu poreux, le problème doit être résolu par deux types de conditions aux limites
définies dans [Du et Ostaja-Starzewski, 2006,Ostoja-Starzewski, 2006] :

une condition aux limites en pression de type Dirichlet ;

une condition aux limites en vitesse de type Neumann.

1.3.4.3 Cas de conditions aux limites de type Dirichlet sur δΩ

Comme l’illustre la figure 1.76, la conditions aux limites en pression respectant le critère
de Hill-Mandel est :

p(x) = GM ·x+ p0 ∀x ∈ ∂Ω (1.146)

où GM est le vecteur gradient de pression. Pour être précis, le problème est résolu en posant
GM = [1 0 0]T et ces deux autres permutations circulaires afin d’obtenir directement les
neuf composantes de la matrice de perméabilité macroscopique KM. Pour le cas d’un
écoulement compressible, le vecteur gradient de pression doit être remplacé par le vecteur
gradient de pression au carré.

1.3.4.4 Cas de conditions aux limites de type Neumann sur δΩ

La condition aux limites en vitesse respectant le critère de Hill-Mandel est :

ρ(x)vd(x) ·n(x) = Vm
M ·n(x) ∀x ∈ ∂Ω (1.147)

où Vm
M est un vecteur constant, n(x) est le vecteur normé et vd [m.s-1] est le vecteur

vitesse au sens de Darcy. La définition des coefficients de la matrice
(
K̃

M
)−1

s’obtient en

effectuant des calculs avec Vm
M = [1 0 0]T et ces deux autres permutations circulaires.
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Gradient de pression
constant dirigé dans le sens

de x

Gradient de pression
constant dirigé dans le sens

de y

Gradient de pression
constant dirigé dans le sens

de z

Figure 1.76 – Conditions aux limites de type Dirichlet sur δΩ

Afin que le problème soit correctement posé, il est nécessaire de fixer la pression en
un point du domaine même si la plupart des codes de calculs aux éléments finis arrivent
à résoudre un problème à une constante près. La matrice de perméabilité macroscopique
obtenue est unique et propre au réseau poreux fissuré modélisé, et est indépendante de
cette pression appliquée en un point du domaine.

Des résultats avec ces conditions aux limites sont détaillés dans le chapitre 2.

1.3.4.5 Approche utilisée pour la résolution du problème global

Afin de modéliser la perméabilité d’un matériau fissuré, il est important de pouvoir à
la fois obtenir numériquement des fissures et cela avec le plus large choix de sollicitations
possibles (mécaniques, thermiques, hydriques), mais également déterminer le flux d’un
écoulement compressible ou non traversant le milieu sollicité.

La théorie des composants est particulièrement adaptée à ce genre de problème puis-
qu’elle permet d’utiliser différents codes et de les faire dialoguer entre eux via un fichier
nommé “client” écrit dans le langage c++ [Niekamp, 2005a,Niekamp, 2005b]. Nous avons
ici un “service” en l’occurence le logiciel coFEAP qui est instantiable autant de fois que
nécessaire au travers d’un réseau. Ce “service” peut aussi bien résoudre des problèmes
mécaniques que de transferts de masse en milieu poreux. Le “client” va contenir les para-
mètres de calculs puis appeler, en parallèle ou en série suivant les besoins, les “services”
qui permettront de résoudre le problème global.

Pour modéliser ce problème global de calcul mécanique couplé au transfert de masse
en milieu poreux fissuré, deux approches sont possibles :

un couplage fort pour lequel les deux problèmes sont intégrés dans un même client qui
alterne un calcul mécanique et un calcul de perméabilité à chaque pas de temps de
calcul (cf. figure 1.77) ;

un couplage faible où le travail est séquencé avec un premier programme (appelé client)
permettant de traiter le problème mécanique puis un autre client gérant le problème
de transfert à partir des résultats obtenus par le premier (cf. figure 1.78).

La première approche peut avantageusement être utilisée afin de résoudre les problèmes
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Client.cpp	  
CLM,T(t+1)	  =	  f	  (	  RM(t)	  ;	  RT(t)	  )	  

Code	  Transfert	  Code	  Mécanique	  

Résultats	  
RM(t)	  &	  RT(t)	  

Condi@ons	  aux	  Limites	  
CLM(t)	  

Maillage(s)	  et	  
Condi@ons	  ini@ales	  à	  t0	  

Condi@ons	  aux	  Limites	  
CLT(t)	  

Sor@es.vtk	  
SM(t)	  &	  ST(t)	  

Figure 1.77 – Approche fortement couplée où le “client” pilote deux “services” : le code
mécanique et le code de transfert

d’interaction fluide-structure [Kassiotis, 2009]. En effet, pour ce type de problème, l’écou-
lement a une influence sur les sollicitations mécaniques et la déformée des structures a
elle-aussi une influence sur le type d’écoulement, le couplage est donc naturellement fort.

La seconde approche est celle utilisée dans cette étude en raison de sa simplicité de
mise en œuvre ainsi que du faible impact de l’écoulement sur la mécanique des problèmes
traités. Le couplage n’a lieu que dans le sens mécanique vers transfert de masse puisque
la fissuration potentielle influence fortement les écoulements mais pas l’inverse.

Client_M.cpp	  

Condi/ons	  aux	  Limites	  
CLM(t)	  

Maillage_M	  et	  
Condi/ons	  ini/ales	  à	  t0	  

Résultats	  
RM(t)	  

Code	  Mécanique	  

Sor/es.vtk	  
SM(t)	  

Maillage_T	  et	  
Condi/ons	  ini/ales	  à	  t0	  

Condi/ons	  aux	  Limites	  
CLT(t)	  

Résultats	  
RT(t)	  

Client_T.cpp	  

Code	  Transfert	  

Lecture	  
Paraview	  

Sor/es.vtk	  
ST(t)	  

Lecture	  
Paraview	  

Figure 1.78 – Approche séquencée pour un couplage faible

Dans cette approche, le calcul de perméation est donc un post-traitement du calcul
mécanique. Les codes et modèles permettant d’effectuer des calculs mécaniques sont nom-
breux et les choix effectués dans cette étude sont décrits et justifiés dans la partie 2.1.
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Ce premier chapitre a permis dans un premier temps de montrer l’étendue des phénomènes
en jeu lors de transferts dans les milieux poreux fissurés. Leur interprétation est complexe
et les modélisations associées donnent des résultats souvent peu extrapolables à des appli-
cations dont certains paramètres changeraient.
Les relations de comportement choisies pour ce travail sont simples et permettent de
garantir une certaine représentativité de la réalité quelle que soit l’application choisie.
L’approche présentée repose sur une formulation rigoureuse qui a été détaillée dans la
dernière partie de ce chapitre. Il en résulte une méthodologie stable convergeant vers une
solution unique si le problème est bien posé.
Le chapitre suivant va succinctement présenter les modèles mécaniques choisis pour ali-
menter l’approche de perméation présentée dans ce document puis des validations simples
vont permettre de comprendre ses avantages et inconvénients.



Chapitre 2

Validation à l’échelle mésoscopique

La loi la plus simple pour modéliser un écoulement à travers une fissure est ob-
tenue en faisant l’hypothèse d’un écoulement de type Poiseuille entre deux plans
parallèles. La relation qui en découle indique que le débit est proportionnel au
cube de l’ouverture de la fissure. La modélisation de la fissuration est donc une
étape clé dans la prédiction des transferts de masse en milieu fissuré.
Ce chapitre commence donc par un bref état de l’art sur la modélisation de la
fissuration pour les matériaux ayant un comportement fragile avec un post-pic
adoucissant. Sont ensuite présentées les méthodes utilisées pour valider l’approche
multi-échelles séquencée à l’échelle du Volume Élémentaire Représentatif (VER).
Le modèle est validé en analysant le tenseur de perméabilité macroscopique obtenu
sur un cube traversé par une fissure plane pour les deux types d’éléments finis
mécaniques choisis (maillage volumique composé de cubes à 8 points de Gauss
pour le calcul FEM+D et treillis de barres pour le calcul E-FEM). Pour tous les
calculs, un gradient de pression homogène est appliqué en imposant les pressions
sur tous les nœuds appartenant au bord du cube (conditions aux limites de type
Dirichlet).
Dans une première partie le calcul est effectué sur une fissure coupant le maillage
en deux parallélépipèdes égaux. Un gradient de pression homogène est appliqué
sur les faces du cube. L’analyse porte sur l’influence de l’ouverture de la fissure
sur le débit traversant le cube afin d’observer la réponse macroscopique suite à
cette sollicitation virtuelle de traction uniaxiale. Pour chaque ouverture de fissure
fixée, le gradient est appliqué successivement dans les trois directions principales
de genération du cube afin de pouvoir reconstruire un tenseur de perméabilité
macroscopique par homogénéisation numérique.
Dans une deuxième partie, l’influence de l’orientation du plan de fissure par rap-
port au gradient de pression est analysée afin de déterminer si la matrice de
perméabilité macroscopique obtenue permet de représenter ces cas anisotropes.
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2.1 État de l’art sur le comportement et la modélisation des
matériaux fragiles

Cette partie commence par identifier les caractéristiques nécessaires à la modélisa-
tion du comportement mécanique d’un matériau fragile à matrice cimentaire. Les essais
permettant de les caractériser sont ensuite analysés, puis quelques modèles numériques
permettant de simuler le comportement de ce type de matériau sont succinctement expo-
sés.

2.1.1 Comportement des matériaux à matrice cimentaire

Comme expliqué précédemment, sous l’hypothèse d’un écoulement de Poiseuille, le
débit d’un fluide traversant une fissure est proportionnel au cube de son ouverture. Dans
le cadre de ce travail, la capacité du modèle mécanique à représenter l’initiation puis la
propagation de la fissuration pour des matériaux à matrice cimentaire est donc cruciale. Le
comportement de ce type de matériau (pâte de ciment, mortier, béton) est bien particulier.
Voici les principales raisons qui donnent tant d’intérêts à l’étude du comportement de ces
matériaux :

Hétérogénéités à l’échelle mésoscopique : L’échelle mésoscopique correspond à l’échelle
du VER pour un volume de béton non endommagé. Le béton étant composé d’une
pâte de ciment entourant des granulats de différentes tailles, ses hétérogénéités sont
visibles à l’œil nu et l’échelle du VER est donc de l’ordre de quelques dizaines de
centimètres pour les bétons ordinaires. Les différences de comportement vis-à-vis
de sollicitations mécanique, hydrique ou thermique entre les différents constituants
entrainent des réponses propres aux matériaux hétérogènes.

Comportement mécanique unilatéral : Selon qu’elle est testée en traction ou en com-
pression, une éprouvette en béton n’a pas la même réponse à l’échelle du VER. Pour
preuve, le rapport entre la résistance en compression et la résistance en traction est
supérieur à dix pour un béton ordinaire. Le comportement est lui aussi différent puis-
qu’en traction l’éprouvette rompt de manière fragile pour une déformation moyenne
de l’ordre de εt ≈ 10−4 contre εc ≈ 10−3 en compression avec des évolutions pré et
post-pic différentes comme le montre la figure 2.1.

Mode de rupture local : En conséquence des deux points précédents, quel que soit le
type de sollicitation sur une éprouvette ou un élément structurel composé d’un maté-
riau à matrice cimentaire, la rupture est due localement à une contrainte de traction
excessive au niveau d’une incompatibilité de déformation où se trouve une hétérogé-
néité (un granulat ou un pore dans la matrice cimentaire).

La figure 2.1 (a), provient d’une étude sur un béton sans adjuvant de rapport E/C
de 0,5 composé avec un ciment CEM I 42,5 dosé à 375 kg.m-3 de résistance moyenne en
compression de 48,5 MPa avec un écart-type de 6,2 % pour une résistance moyenne en
traction de 3,3 MPa avec un écart-type de 6,1 % La géométrie ainsi que les caractéristiques
mécaniques obtenues pour caractériser les effets d’échelle pour cette étude sont donnés dans
la partie 2.1.3.8.

Historiquement, les éléments structuraux fabriqués avec des matériaux à base cimen-
taire étaient uniquement sollicités en compression. Même si les propriétés et les consti-
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Figure 2.1 – Courbes expérimentales du comportement d’un béton ordinaire a) En traction
directe [Vliet, 2000], b) En compression

tuants sont sensiblement différents, le caementum des romains servaient essentiellement
à fabriquer des voûtes ou des arcs sans avoir à déplacer de lourdes pierres. Ce nouveau
matériau avait le même comportement dissymétrique que celui des roches à savoir une
plus forte résistance en compression qu’en traction. L’utilisation moderne de ce matériau
en l’alliant à l’acier n’a pas changé son comportement intrinsèque pour autant. À une
échelle mésoscopique, ce sont bien des fissures liées à des déformations macroscopiques
d’extension engendrant des contraintes locales de traction dues à des hétérogénéités qui
vont s’initier puis se propager. Ainsi, en utilisant un modèle capable de représenter correc-
tement à l’échelle locale le comportement en traction des matériaux à matrice cimentaire,
il est théoriquement possible de prédire la fissuration d’éléments structuraux et ceux sous
des sollicitations bien plus complexes que de la traction uniaxiale.

Macroscopiquement, tout mécanisme de propagation de fissures peut être vue comme
une combinaison d’un des trois modes de fissuration communément utilisés en mécanique
de la rupture et schématisés sur la figure 2.2 :

le mode I (ouverture) : les surfaces de la fissure s’ouvrent selon une direction normale
au plan de fissuration ;

le mode II (translation) : les surfaces de la fissure glissent sur le plan de fissuration
selon la direction perpendiculaire au front de la fissure ;

le mode III (rotation) : les surfaces de la fissure glissent sur le plan de fissuration selon
la direction collinéaire au front de la fissure.

Localement, c’est bien le mode I qui pilote la fissuration d’un matériau à matrice cimen-
taire. L’analyse de la courbe d’essai en traction (mode I) est donc un point fondamental
de la compréhension du comportement mécanique de ce type de matériau.

En observant la courbe d’essai en traction de la figure 2.1, trois paramètres semblent
permettre la caractérisation de ce comportement :

la résistance en traction ft [Pa] est la contrainte maximale que peut reprendre une
éprouvette soumise à un essai de traction uniaxiale ;

le module d’élasticité E [Pa] définit la rigidité du matériau lors de sa phase élastique
– en d’autres termes, c’est la pente de la courbe contrainte/déformation avant l’ap-
parition des premières microfissures – ;

l’énergie de fissuration GF [J.m−2] est l’énergie nécessaire pour propager un mètre
carré de fissure en mode I.
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Figure 2.2 – Les trois modes de propagation de la fissuration (en vert : plan de fissuration,
en rouge : front de la fissure)

La figure 2.3 montre une modélisation simple et efficace du comportement mécanique
du béton sollicité en traction à partir de ces trois paramètres.
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Figure 2.3 – Modélisation du comportement mécanique d’un VER de béton sollicité en
traction uniaxiale - l’aire sous les deux courbes permet de caractériser une même énergie
de fissuration GF sous l’hypothèse forte d’une décharge élastique avec module de Young
constant et indépendant du degré d’endommagement, soit [[u]] = εL− σ

EL

Cette modélisation est une simplification acceptable même si la partie élastique ne l’est
pas à l’échelle du VER puisque dès 0, 30 ft des microfissures apparaissent aux interfaces
granulat-mortier [Terrien, 1980].

2.1.2 Énergie de fissuration GF VS énergie surfacique totale Gst

Dans ce travail, deux termes sont liés à l’énergie dissipée lors de la fissuration :

l’énergie de fissuration GF [J.m−2] ;

l’énergie surfacique totale Gst [J.m−2].

Suivant les auteurs et les méthodes de caractérisation, l’énergie de fissuration GF peut
soit représenter l’énergie permettant de propager un mètre carré de fissure, soit représenter
l’énergie pour initier et propager un mètre carré de fissure. C’est la première définition qui
est retenue dans ce travail. Avec cette définition, l’énergie de fissuration GF ne peut être
obtenue que sur une éprouvette dont la fissure se développe en mode I qui serait préala-
blement entaillée – préférentiellement par sciage pour un essai expérimental [TCS, 1985]
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– afin de pouvoir décorréler l’énergie de propagation de l’énergie nécessaire à l’initiation
de la fissuration. Toujours selon cette définition, c’est la surface développée qui devrait
intervenir dans l’estimation de l’énergie de fissuration. Néanmoins, remonter à cette gran-
deur est relativement complexe aussi bien expérimentalement que numériquement et c’est
l’aire de la section projetée Asp de la fissure qui est utilisée dans la grande majorité des
applications (cf. figure 2.4).

x 

z 

y 

z 

b 

h 

L 

he 

F Asp 

he 

Figure 2.4 – L’aire de la section projetée Asp généralement utilisée dans le calcul de l’énergie
de fissuration GF [TCS, 1985]. Sur ce schéma, Asp = b × (h − he) où b est la profondeur
de la poutre, h sa hauteur et he la hauteur de l’entaille

Lorsqu’un essai de traction uniaxial ou de flexion trois points – qu’il soit expérimental
ou numérique – est mené sur une éprouvette non entaillée, l’énergie dissipée correspond
à la somme des dissipations ayant lieu dans le processus de fissuration diffuse (ou micro-
fissuration) et celles ayant lieu lors de l’initiation et la propagation de la ou des macro-
fissures. L’énergie surfacique totale Gst [J.m−2] peut ainsi être définie comme l’énergie
totale dissipée par une éprouvette sollicitée en mode I, rapportée à l’aire de section projetée
Asp, (i.e. la section perpendiculaire à l’axe de sollicitation dans le cas de la traction directe).

Cette distinction entre GF et Gst est nécessaire lors du post-traitement d’essais (expé-
rimentaux ou numériques) sur des éprouvettes non entaillées où il n’est pas aisé de séparer
l’énergie dissipée par la micro-fissuration de celle dissipée par la ou les macro-fissures.
Ainsi, l’énergie surfacique totale Gst est toujours supérieure à l’énergie de fissuration GF .
Ces deux grandeurs tendent à être identiques dans le cas où l’éprouvette est entaillée avant
l’essai.

2.1.3 Détermination expérimentale des paramètres ft, E et GF

Utiliser un modèle numérique nécessite de connâıtre les méthodes expérimentales per-
mettant d’obtenir les paramètres qu’il utilise et la fiabilité de ces résultats.

L’essai de traction directe est le plus facile à interpréter mais le plus complexe à mettre
en œuvre. Pour remédier à ce problème, il est néanmoins possible d’obtenir une bonne
approximation de ces trois paramètres via des essais standards :

1. Un essai de compression uniaxial permet de déterminer le module d’élasticité E
sachant qu’il peut être considéré comme identique pour les phases élastiques en
traction et en compression.
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2. Un essai de fendage permet d’approximer la résistance en traction ft avec une préci-
sion acceptable en comparaison de la variabilité due aux hétérogénéités du matériau.

3. Un essai de flexion trois points sur éprouvette entaillée permet d’obtenir l’éner-
gie de fissuration GF comme le conseille la RILEM [TCS, 1985] [Shah, 1990].

2.1.3.1 Essai de compression uniaxial

Cet essai est le plus courant pour la détermination de caractéristiques mécaniques du
béton. Il est utilisé comme moyen de contrôle de la fiabilité des bétons et est décrit dans
la norme européenne NF EN 12390-3. Il peut être réalisé sur cubes ou sur cylindres. Les
faciès de ruptures correctes et incorrectes sont décrits dans cette norme. Pour avoir un
comportement acceptable, il faut être rigoureux sur deux points :

— le parallèlisme entre les deux faces de chargement ;
— avoir le frottement le plus faible possible entre les plaques d’appui et les deux faces

de chargement.

Pour le premier point, l’objectif est d’éviter d’avoir des effets de flexions parasites qui
impacteraient la résistance au pic fc.

Pour le deuxième point, l’objectif est de diminuer le frottement aux interfaces qui
engendre de la tricompression sur les zones d’appui (effet de frettage). La conséquence est
une augmentation artificielle de la résistance fc. Plusieurs techniques ont été développées
pour pallier ce problème : le surfaçage mécanique, le surfaçage au souffre et sable mais aussi
la mise au point d’appuis spéciaux comme les appuis à peignes ou des casques contenant
une surface d’élastomère [Klieger et Lamond, 2006].

Le comportement élastique se termine à environ 30 % de la contrainte maximale en
compression fc pour un béton ordinaire [Neville, 2011]. Le module de Young peut donc être
déterminé durant cette phase avec des méthodes de mesures simples. L’instrumentation
pourra par exemple être réalisée avec trois capteurs de déplacements à transformateur
différentiel 1 régulièrement espacés de 2π/3 radians autour de l’éprouvette. L’avantage de
cette instrumentation est double :

— elle permet de contrôler la présence ou non de flexion parasite en quantifiant les
différences entre les trois capteurs ;

— elle permet de piloter l’essai en déformation et donc d’obtenir la partie post-pic
pour mieux caractériser le matériau.

2.1.3.2 Essai de fendage ou essai brésilien

Cet essai de traction indirecte est mise au point en 1943 par l’ingénieur brésilien Fer-
nando Carneiro [Fairbairn et Ulm, 2002]. Dans cet essai la traction n’est pas imposée
directement puisque l’éprouvette cylindrique est testée en imposant un effort linéique de
compression le long de deux génératrices opposées (cf. fig. 2.5).

Cet essai est désormais la référence dans les normes européennes pour la détermination
de la contrainte limite en traction du béton ft. Le protocole est décrit dans la norme NF
EN 12390-6. Comme le montre la figure 2.6, le champ de contraintes est relativement

1. Ces capteurs sont plus connus sous leur sigle anglo-saxon LVDT pour Linear Voltage Displacement
Transducer
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Figure 2.5 – Essai de fendage (a) Modélisation mécanique, (b) Faciès de fissuration

homogène sur une hauteur d’environ un rayon sur le plan de chargement où la fissure va
s’initier.
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Figure 2.6 – Contraintes horizontales dans une éprouvette testée en fendage

Afin de relier l’effort appliqué par le vérin à la contrainte limite en traction, il est
possible de retrouver analytiquement les contraintes le long du diamètre de chargement
en utilisant un modèle en deux dimensions en contraintes planes et en supposant que
l’éprouvette reste dans un comportement élastique linéaire jusqu’à la rupture.

La formule déduite de ce calcul donne la limite en traction à partir de l’effort maximal
F . Ainsi pour une éprouvette cylindrique de rayon R et de longueur L, la résistance en
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traction obtenue par fendage ft,sp vaut :

ft,sp =
F

πLR
(2.1)

Cet essai à plusieurs avantages. Il est défini dans une norme et de ce fait, tous les labo-
ratoires de génie civil savent le pratiquer. Il est rapide à mettre en œuvre et peu onéreux
puisqu’il ne nécessite qu’une presse de capacité 25 tonnes pour un béton C30/35. Il ne
nécessite aucune fixation particulière, ni colle, ni mors de serrage.

Le rapport αsp entre la résistance en traction directe ft et la résistance en traction par
fendage ft,sp défini par ft = αspft,sp varie suivant les codes de calculs. Dans l’eurocode
2, il est recommandé de prendre une valeur de 0,9 (paragraphe 3.1.2(8) de [NF-EN-1992,
2005]). En revanche le Model Code 2010 [FIB, 2012] préconise de prendre un rapport de
1 en précisant que selon les codes internationnaux αsp varie entre 0,67 et 0,95 mais que
certaines études récentes disponibles dans la littérature donnent des valeurs de αsp > 1.
Ces dernières études soulignent l’existance de différences suivant le moyen d’obtention de
l’éprouvette (carottée ou moulée) et les granulats utilisés.

2.1.3.3 Essai de traction uniaxiale directe

Un essai de traction uniaxiale est en théorie le meilleur essai pour caractériser ces trois
paramètres (ft, E et GF ). L’apparition depuis les années 80 de méthodes expérimentales
permettant des pilotages en déplacement et la mise au point de colles époxy de grande
résistance a permis de simplifier ce genre de test mais comme l’explique l’article [van Mier
et van Vliet, 2002], il est encore très difficile d’effectuer proprement ce type d’essai jus-
qu’à la rupture complète de l’éprouvette. Le collage et le centrage de l’éprouvette pose
en effet encore quelques problèmes. Il existe quelques normes de traction directe même
si elles ne sont pas directement reliées au béton employé en construction. En France, il
existe une norme pour les mélanges traités aux liants hydrauliques (NF EN 13286-40)
validée par la Comission Européenne Nationale (CEN) relative aux techniques et essais
relatifs aux chaussées et aux États-Unis d’Amérique, une norme sur la traction uniaxiale
des roches (ASTM D 2936) qui est parfois utilisée pour les bétons [Klieger et Lamond,
2006]. Néanmoins, ces méthodes ne traitent pas de l’énergie de fissuration mais unique-
ment de la contrainte maximale au pic. La complexité de cet essai réside principalement
dans l’importance relative de la rigidité du matériau en comparaison de la faiblesse des
déformations pour lesquelles la fissure s’initie. Pourtant, c’est la seule méthode qui génère
une contrainte homogène de traction dans toute l’éprouvette et permet ainsi d’obtenir la
partie adoucissante avec précision et donc de remonter à l’énergie de fissuration en mode
I de manière directe.

2.1.3.4 Essai de flexion trois points sur éprouvette entaillée

Cet essai a deux principaux avantages en comparaison de l’essai de traction directe, il
est simple à mettre en œuvre et requiert des moyens expérimentaux modestes.

La RILEM avait initialement proposé d’avoir des surfaces de rupture d’un mètre carré
[Hillerborg, 1983], mais devant les difficultés expérimentales que ce critère engendrait, des
tailles d’éprouvettes fonction de la taille du plus gros granulat ont finalement été adoptées
(cf. tableau 2.1). Les premières recommandations de la RILEM sur ce sujet [TCS, 1985]
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Dmax hauteur largeur longueur portée
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

1-16 100± 5 100± 5 840± 10 800± 5

16,1-32 200± 5 100± 5 1190± 10 1130± 5

32,1-48 300± 5 150± 5 1450± 10 1385± 5

48,1-64 400± 5 200± 5 1640± 10 1600± 5

Tableau 2.1 – Taille des éprouvettes pour la mesure de GF en flexion trois points selon les
recommandations de la RILEM [TCS, 1985]

sont le bilan d’une vaste campagne expérimentale sur environ 700 éprouvettes testées par
14 laboratoires répartis dans 9 pays [Hillerborg, 1983,Hillerborg, 1984,Hillerborg, 1985].

Pour l’essai de flexion trois points, les principales incertitudes sont dues aux frotte-
ments entre les appuis et l’éprouvette, et un écrasement au niveau des appuis dû aux
concentrations de contraintes empêchant l’éprouvette de glisser librement. Il est donc im-
portant de soigner les appuis pour pallier ce genre de problème mais aussi de recourir à un
système de mesure de flèche déporté fixé à mi-hauteur de la poutre au niveau des appuis.
L’autre inconvénient majeur de cet essai est la difficulté d’obtenir un essai stabilisé et donc
une courbe représentative jusqu’à la rupture complète. En effet, si l’essai ne permet pas
de compenser la masse de l’éprouvette, la poutre finit par rompre sous son poids propre et
l’énergie de fissuration ne peut être complètement déduite expérimentalement. Les éprou-
vettes ont en effet une masse non négligeable puisque selon les recommandations de la
RILEM (cf. tableau 2.1), si le diamètre maximal des granulats utilisés est de 20 mm par
exemple, l’éprouvette a une section de 20 cm sur 10 cm pour une longueur de 1,19 m soit
57 kg.

La formule donnée dans les recommandations de la RILEM [TCS, 1985] (cf. éq. 2.2) est
une approximation permettant de prendre en compte à la fois le travail du poids propre
pendant l’essai mais aussi l’énergie dissipée par la rupture due au poids propre.

GF =
W0 +mgδ0

Asp
(2.2)

Avec :
— W0 est l’aire limitée par la courbe Force VS flèche [Nm] ;
— m = m1 + 2m2 [kg] ;
— m1 est la masse propre de la poutre entre appuis, calculée comme la masse totale

multipliée par le rapport entre la portée et la longueur totale de la poutre ;
— m2 est la masse de la partie du dispositif de chargement non solidaire de la machine

d’essai, mais suivant la poutre dans sa déformation jusqu’à la rupture ;
— g est la norme de l’accélération de la pesanteur (9,81 m.s-2 à Paris) ;
— δ0 est la flèche lors de la rupture totale de la poutre [m] ;
— Asp est l’aire de la section projetée de la fissure créée durant l’essai [m2] (cf. figure

2.4).
La contribution mgδ0 est tirée d’un projet en partie suivie par Arne Hillerborg [Pe-

tersson, 1981].
Que l’essai permette ou non une compensation en masse de l’éprouvette, il est possible

d’interpoler la fin de la courbe pour obtenir l’énergie de fissuration complète [Elices et al.,
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Dmax GF0

[mm] [N.mm-1]

8 0, 025

16 0, 030

32 0, 058

Tableau 2.2 – Valeurs de base pour l’énergie de fracturation GF0 [N.mm.mm-2] [CEB-FIP,
1993]

1992a,Elices et al., 1992b,Elices et al., 1992c,Elices et al., 1997].
Des comparaisons numériques entre l’énergie de fissuration obtenue par flexion 3 points

sur éprouvette entaillée et par traction directe sont données en annexe I.
Les recommandations de la RILEM ont ensuite évolué pour prendre en compte les

effets d’échelle [Shah, 1990] (cf. partie 2.1.3.7).

2.1.3.5 Formules empiriques pour la détermination de l’énergie de fissuration

Dans [FIB, 2012], les auteurs remarquent après compilation des résultats de diverses
études que les facteurs influant l’énergie de fissuration sont principalement le rapport
eau/ciment, la taille du plus gros granulat, l’âge du béton mais aussi les conditions de cure
et la taille de l’élément structurel étudié. La formule proposée dans ce code modèle est la
suivante :

GF = 73 f0,18
cm (2.3)

où fcm [MPa] est la résistance moyenne en compression.
Néanmoins, il est intéressant de noter l’évolution entre la version [CEB-FIP, 1993] et

celle [FIB, 2012]. Dans la plus ancienne, l’énergie de fissuration est donnée via la formule
suivante :

GF = GF0

(
fcm
fcm0

)0,7

(2.4)

où fcm0 = 10 MPa, fcm [MPa] est la résistance moyenne en compression et GF0 [N.mm-1]
est la valeur de base d’énergie de fissuration fonction de la taille du plus gros granulat
Dmax [mm] (cf. tableau 2.2).

Dans ce document, il est néanmoins précisé que l’énergie de fissuration ainsi définie
dépend également de la taille de l’élément structurel, pouvant entrainer des erreurs jusqu’à
30 %.

Les valeurs d’énergie de fissuration suivant le type de béton à 28 jours sont données
sur la figure 2.7 pour les formules empiriques 2.3 et 2.4, ces dernières étant mises en
regard de différents résultats tirés de la littérature ( [Belhamel et al., 2002, Elices et al.,
1992c,Cifuentes et al., 2013]).

2.1.3.6 Autres essais

D’autres essais existent pour caractériser le comportement des matériaux fragiles en
traction. Les auteurs de [Desayi et Veerappan, 1972] proposent ainsi une éprouvette en
forme de carré avec une diagonale. Il est également possible de quantifier l’énergie de
fissuration GF par un essai de fendage avec coins [Brühwiler et Wittman, 1990]. Dans ce
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Figure 2.7 – Énergies de fissuration GF mesurée sur des essais de flexions sur poutres
entaillées en fonction de la résistance moyenne en compression mesurée sur éprouvettes
cylindriques selon les formules extraites des codes modèles 1990 et 2010 [CEB-FIP, 1993,
FIB, 2012] ainsi que de résultats expérimentaux [Belhamel et al., 2002,Elices et al., 1992c,
Cifuentes et al., 2013,Richard et Chaudat, 2014] - Dmax correspond au diamètre des plus
gros granulats et a/h est le rapport entre la profondeur d’entaille et la hauteur des poutres
pour l’obtention de GF

cas l’éprouvette est sollicitée en flexion comme pour l’essai de flexion trois points [Shah,
1990]. Pour la difficulté de mise en œuvre, cet essai se situe entre l’essai de traction uniaxiale
et l’essai de flexion trois points. Une fois les systèmes d’appui et de chargement fabriqués,
l’essai peut facilement être répété sur une presse servant aux essais de compression. Comme
tout essai sur matériau à base cimentaire, ces essais garantissent un ordre de grandeur et
les comparaisons entre les différentes méthodes ne sont pas toujours significatives.

2.1.3.7 Effets d’échelle statistiques

Les effets d’échelle statistiques reposent sur la constatation expérimentale montrant
que pour une corde ou une chaine testée en traction, plus cette dernière est longue et
plus l’effort à appliquer pour la rompre est faible : c’est l’hypothèse du maillon faible. Les
premières traces écrites de cette constatation semblent remonter à Leonardo da Vinci puis
Galileo Galilei. Une avancée significative est apportée lors d’une campagne d’essais menés
sur des fibres de verre [Griffith, 1921] mais le véritable tournant analytique reposant sur
une théorie statistique est apporté par Waloddi Weibull. Constatant à partir de données
expérimentales que les distributions existantes ne pouvaient représenter correctement la
queue de distribution des valeurs de résistance ayant une très faible probabilité d’occu-
rence, ce dernier introduit la distribution qui porte aujourd’hui son nom afin de décrire au
mieux le phénomène d’effet d’échelle [Weibull, 1939]. En s’appuyant sur cette approche, il
est possible d’écrire une relation entre résistances et dimensions caractéristiques d’échan-
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tillons :

ft(D) = ft(D0)

(
D0

D

) nD
mW

(2.5)

où ft(D) [Pa] est la résistance en traction d’une éprouvette de dimension caractéristique
D [m], nD représente le nombre de dimensions (1, 2 ou 3) variant entre l’éprouvette de
dimension caractéristique D0 et celle de dimension caractéristique D. Enfin, mW est le
module dit de Weibull généralement compris entre 5 et 50 [Burtscher et al., 2004].

La dimension caractéristique D pour cette loi doit être adaptée au type d’éprouvette et
de sollicitation. Ainsi, pour un essai de traction directe, D est la longueur dans la direction
où la traction est appliquée ; pour un essai de flexion trois points, D est la hauteur de la
poutre dans la direction où l’effort central est appliqué et pour un essai de flexion quatre
points, D est la distance entre les deux points centraux d’application des efforts.

Une approche plus récente basée sur la multifractalité des ligaments de rupture donne
une forme de loi appelée loi d’échelle multifractale permettant de couvrir des variations de
dimension d’éprouvette de plusieurs ordres de grandeur. La figure 2.8 représente deux lois
présentées à l’origine dans [Carpinteri et al., 1995, Carpinteri et Chiaia, 1995, Carpinteri
et Chiaia, 1996], la première permettrait d’estimer la contrainte au pic ft [MPa] lors d’un
essai de traction directe ; la seconde, l’énergie de fissuration GF [J.m-2].

Ces lois sont données pour une éprouvette de dimension externe D [m] constituée d’un
matériau de longueur caractéristique lc [m] :

ft(D) = f∞t

(
1 +

lc
D

)1/2

(2.6)

GF (D) = G∞F

(
1 +

lc
D

)−1/2

(2.7)

où f∞t [Pa] et G∞F [J.m-2] sont les valeurs asymptotiques correspondant respectivement à
la plus faible résistance en traction et la plus forte énergie de fissuration. lc [m] est une
longueur caractéristique du matériau qui peut être déduite d’une campagne d’essais sur
des échantillons de différentes tailles. Dans [Carpinteri et al., 1995], les auteurs trouvent
des valeurs variant entre lc = 5Dmax et lc = 101Dmax en analysant cinq ensembles de
résultats extraits de la littérature et ils précisent dans [Carpinteri et Chiaia, 1996] que
lc/Dmax est généralement compris entre 10 et 20. Ces lois correspondent à des ruptures
sur des structures non-entaillées et non sur des structures (entaillées ou non) dont la charge
au pic est obtenue après le développement stable de la fissuration.
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GF est l’énergie de fissuration et σu la
limite en traction pour une structure de
dimension caractéristique b,
ft = lim

b→+∞
σu et G∞F = lim

b→+∞
GF corres-

pondent aux paramètres précédents pour
des tailles de structures b de taille infi-
nie.

Figure 2.8 – Loi d’échelles pour la résis-
tance en traction et l’énergie de fissura-
tion [Carpinteri et Puzzi, 2008]

D est la dimension caractéristique de la
structure,
ft/f

′
t est le rapport entre la résistance en

traction pour une structure de dimension
D et la résistance en traction directe du
matériau,
α est le rapport entre la taille de fissure
et D.

Figure 2.9 – Loi d’échelle universelle avec
prise en compte de l’effet Weibull [Ba-
zant et Yu, 2009]

La figure 2.9 présente une loi décrite comme universelle permettant de prédire les
ruptures sur poutres entaillées mais aussi non entaillées [Bazant et Yu, 2009] :

ft =

√
E0GF

g′0cf + g0D

[(
ls

ls +De−ηα
2
0

)rnd/m

−
rc2
fg
′′
0e
−kα2

0

4(lp +D)(g0D + g′0cf )

]1/r

(2.8)

où D [m] est la dimension externe de l’éprouvette, α0 = a0/D est la longueur relative
de fissure initiale avec a0 [m] la profondeur d’entaille dans le cas où l’éprouvette est en-
taillée. nd correspond au nombre de dimensions suivant lesquelles l’éprouvette varie. E0

[Pa] est le module de Young et GF [J.m-2] est l’énergie de fissuration. g0 est une fonction
sans unité représentant l’énergie libérée en fonction des dimensions de l’éprouvette basée
sur la mécanique de la rupture. cf est la longueur effective de la Fracture Process Zone
FPZ (considérée comme un paramètre matériau). Selon son auteur, cette loi contient sept
paramètres à identifier (m, r, cf , lp, ls, k et η) via une campagne d’essais sur des poutres
entaillées et non entaillées de différentes dimensions (des détails sont fournis dans [Bazant
et Yu, 2009]).

Concrètement, pour le béton, les effets d’échelle tant sur la résistance en traction ft
que sur l’énergie de fissuration GF dépendent surtout des déformations locales [van Mier
et van Vliet, 2002] dues aux effets de parois (peu de gros granulats à proximité des bords
des éprouvettes) ainsi qu’aux effets de la fissuration induite par des incompatibilités de
déformation entre la pâte de ciment et les granulats en cas de séchage au jeune âge.
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Certains essais ont tendance à être plus sensibles aux effets d’échelle que d’autres. La
figure 2.10 nous montrent la plus grande sensibilité aux effets d’échelle et à la taille des
plus gros granulats des essais de fendages avec coins en comparaison d’essais de flexion 3
points entaillés.

Figure 2.10 – Énergies de fissuration GF [J.m-2] obtenues sur des poutres par essais de
flexion 3 points (Beam) et par essais de fendages avec coins (Wedge) pour différents rap-
ports eau sur ciment (w/c), différentes tailles d’éprouvettes (D) et différentes tailles maxi-
mum de granulats (da) selon [Zhao et al., 2008]

L’article [Bazant et Kazemi, 1991] montre qu’un effet d’échelle existe lors des essais de
détermination d’énergie de fissuration par flexion trois points sur éprouvettes entaillées. Il
est possible de calculer une énergie de fissuration indépendante de la taille de l’éprouvette
en suivant les recommandations décrites dans l’article [Shah, 1990]. Ce dernier suggère
de faire des essais sur différentes tailles d’éprouvettes afin de déterminer une énergie de
fissuration intrinsèque au matériau utilisé.

Certains auteurs considèrent qu’il est possible d’estimer une “vraie” énergie de fissu-
ration qui serait indépendante de la taille de l’éprouvette si les essais sont correctement
effectués et analysés [Elices et al., 1992a, Elices et al., 1992b, Elices et al., 1992c, Elices
et al., 1997] [Hu et Wittmann, 2000]. Ces études sont comparées dans [Cifuentes et al.,
2013] et semblent valider l’existence d’un paramètre intrinsèque.

Une autre approche pour s’affranchir des effets d’échelle et de déduire l’énergie dissipée
par des mesures acoustiques [Sagar et Prasad, 2011].

2.1.3.8 Effets du séchage sur les éprouvettes testées

Pour des essais de traction directe sur des éprouvettes en forme d’os dont la géométrie
est donnée sur la figure 2.1.3.8, l’auteur de [Vliet, 2000] montre l’influence du séchage
avant l’essai mécanique sur la résistance en traction ainsi que sur l’énergie de fissuration
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Géométrie Éprouvettes sèches Éprouvettes mouillées

Type D r Nombre ft,max GF Nombre ft,max GF
[mm] [mm] [MPa] [J.m-2] [MPa] [J.m-2]

A 50 36,35 10 2,54(0,41) 97,0(11,8) 5 2,17(0,25) 91,5(18,2)

B 100 72,5 4 2,97(0,19) 125,7(18,0) 5 2,23(0,13) 99,6(10,1)

A 200 145 7 2,75(0,21) 124,2(13,6) 5 2,48(0,16) 88,9(12,1)

Tableau 2.3 – Résultats obtenus dans [Vliet, 2000] - la figure 2.12 représente les courbes
des éprouvettes sèches

comme le montre le tableau 2.3.

Figure 2.11 – Géométrie des éprouvettes
utilisées [Vliet, 2000] Figure 2.12 – Courbes obtenues pour les

éprouvettes séchées [Vliet, 2000]

Les essais sont réalisés sur un béton ordinaire de rapport E/C 0,5 ayant une résistance
moyenne à la compression de 48,5 MPa avec un écart-type d’environ 3 MPa.

Le pic de résistance ainsi que les énergies de fissuration obtenues sur des éprouvettes
préalablement séchées sont plus importantes que sur des éprouvettes n’ayant pas subi de
séchage avant l’essai de traction. L’auteur explique que le séchage génère des microfissures
engendrant une multifissuration lors de l’essai de traction consommant plus d’énergie pour
obtenir la rupture de l’éprouvette. Les fissures obtenues semblent en effet plus tortueuses
dans le cas d’éprouvettes séchées. Ce résultat souligne un problème important dans l’ali-
mentation des modèles béton-armé. La structure réelle allant sécher librement, il semble
plus pertinent de tester les matériaux sur des éprouvettes ayant elles-aussi séché librement
que des éprouvettes conservées dans un environnement avec une humidité supérieure à
95 % comme recommandé dans les normes de caractérisation mécanique [NF-EN-12390-2,
2012].

2.1.4 Séparation des échelles

Comme expliqué pour le comportement d’un fluide et son écoulement dans un milieu
poreux (cf. chapitre 1.1), le comportement mécanique des matériaux peut être modélisé



110 CHAPITRE 2. VALIDATION À L’ÉCHELLE MÉSOSCOPIQUE

à plusieurs échelles. La notion de matériau homogène pour un solide dépend de l’échelle
à laquelle il est étudié. Pour les matériaux localement hétérogènes comme le béton, il est
possible de distinguer quatre échelles en fonction d’une longueur caractéristique lc qui
serait par exemple la longueur d’un côté d’un cube de matériau à étudier :

l’échelle atomistique (lc ∼ 10n avec n ≤ −9) où les hétérogénéités sont les molécules,
le comportement est régit par les interactions entre atomes ;

l’échelle microscopique (lc ∼ 10n avec n ∈] − 9;−3]) où les hétérogénéités sont les
hydrates et pores de la pâte de ciment ainsi que les plus petits granulats ;

l’échelle mésoscopique (lc ∼ 10n avec n ∈] − 3; 0[) où les hétérogénéités sont les gros
granulats du béton ou les barres d’acier pour le béton armé, elle correspond à un
Volume Élémentaire Statistique mais reste généralement inférieur au Volume Élé-
mentaire Représentatif, tous deux décrits ultérieurement dans ce paragraphe ;

l’échelle macroscopique (lc ∼ 10n avec n ≥ 0) correspond à la taille d’un élément
structurel ou d’une structure et son volume est supérieur à un Volume Élémentaire
Représentatif.

L’échelle macroscopique correspond donc aux études portant sur un volume de taille
supérieur au Volume Élémentaire Représentatif (VER) noté RVE en anglais pour Repre-
sentative Volume Element. Le VER est le plus petit volume pour lequel le comportement
est statistiquement identique quel que soit l’échantillon d’un même matériau utilisé et
ceci, quelles que soient les Conditions aux Limites (CL) appliquées. Ces échantillons ne
sont pas spatialement identiques : ni les phases solides, ni les pores ne sont exactement
aux mêmes endroits mais ils contiennent statistiquement la même proportion de toutes les
phases constituant le matériau d’origine. Ainsi, le comportement de ces échantillons est
statistiquement identique et l’hypothèse d’ergodicité est satisfaite. Cette notion de volume
représentatif est introduite en 1963 par R. Hill [Hill, 1963].

En 2006, Martin Ostoja-Starzewski [Ostoja-Starzewski, 2006] introduit les notions
d’échelle mésocopique et de Volume Élémentaire Statistique (VES) ou encore SVE en
anglais pour Statistical Volume Element. Il démontre notamment que la notion de VER
est fortement affectée par le rapport entre les propriétés des différents constituants du
matériau hétérogène et ne peut se résumer au rapport entre la taille des hétérogénéités et
la taille du volume étudié. L’échelle mésoscopique sert ainsi de transition entre l’échelle
microscopique où le comportement est fort différent suivant le volume étudié et l’échelle
macroscopique où l’écart-type entre le comportement étudié de différents volumes est né-
gligeable. La caractérisation de cette évolution se fait via le VES en analysant les résultats
obtenus par des conditions aux limites de type Dirichlet et des Conditions aux Limites
de type Neumann. Ces deux types de problèmes donnent une borne supérieure (CL Diri-
chlet) et une borne inférieure (CL Neumann) à la caractéristique macroscopique analysée.
Lorsque ces deux bornes sont suffisamment proches, le volume étudié est qualifié de VER
pour un rapport entre caractéristiques d’hétérogénéités et taille d’échantillon donné. La
taille du VER n’est pas absolue et peut changer suivant la caractéristique étudiée : module
de Young, résistance en traction, perméabilité, etc.
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2.1.5 Modélisation numérique de la fissuration

Le modèle mécanique utilisé doit nécessairement permettre d’obtenir des ouvertures de
fissures mais aussi leur orientation afin de représenter l’anisotropie du faciès de la plupart
des sollicitations réalistes. Comme expliqué précédemment, le béton étant un matériau
hétérogène au comportement élastique à rupture fragile avec un post-pic adoucissant en
traction, le modèle doit également pouvoir représenter ce type de comportement.

Il est possible de séparer les modèles mécaniques adaptés à l’étude du béton à l’échelle
méso ou macroscopique en deux grandes catégories :

Les modèles discrets :
Ces modèles basés sur des treillis de barres ou de poutres permettent une représenta-
tion explicite de la fissuration et les phénomènes de bifurcation ne posent aucun pro-
blème particulier [Cundall et Strack, 1979,Schlangen et Garboczi, 1997,Bolander-Jr
et Saito, 1998, Delaplace et Desmorat, 2007]. En revanche, l’obtention des orienta-
tions et des ouvertures de fissures nécessitent un post-traitement parfois complexe à
mettre en œuvre.

Les modèles continus :
Au contraire des modèles discrets, la Méthode des Éléments Finis (MEF) est basée
sur une approche continue qui, par nature, semble moins adaptée à représenter des
discontinuités fortes dans un domaine matériel fini. Sa base théorique fondée sur
la thermodynamique lui donne néanmoins un attrait certain expliquant le constant
intérêt qui lui est porté. De nombreux travaux portent donc sur des améliorations
qui lui permettraient de mieux rivaliser avec les modèles discrets, à savoir une repré-
sentation de la fissuration suffisamment précise pour obtenir une ouverture et même
parfois une direction de fissure.

C’est sur ce dernier type de modèles qu’un approfondissement va être fait.

2.1.5.1 Modèle d’endommagement

La manière sans doute la plus simple pour décrire l’endommagement d’un matériau
consiste à décrire sa diminution de rigidité due à son historique de chargement. L’endom-
magement D est défini comme la diminution de surface résistante d’un matériau ayant
dépassé sa limite élastique. En traction uniaxiale, l’endommagement est défini comme la
diminution relative de surface résistante. En notant S(t) la surface résistante à un instant
t et Sini la surface résistante initiale, S(t) = (1 − D(t))Sini. En conséquence, d’un point
de vue mécanique, un matériau ayant un module de Young initial Eini sollicité en traction
uniaxiale, voit son module diminuer au cours du chargement et son module à un instant
t est défini par la formule E(t) = (1 − D(t))Eini. Les modèles d’endommagement n’ont
pas été développés pour représenter la fissuration mais pour décrire un état macroscopique
d’un matériau fissuré de manière diffuse. C’est une représentation implicite de la fissuration
qui peut être déduite par post-traitement. Afin d’obtenir directement une représentation
explicite de la fissuration en conservant le formalisme de la Méthode des Éléments Finis
(MEF), il est possible d’enrichir cinématiquement le domaine avec des fonctions “sauts de
déplacements”, soit sur les nœuds des éléments endommagés (X-FEM), soit sur les points
de Gauss des éléments (E-FEM). Ces modèles vont être décrits plus précisément dans la
suite de ce document.
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2.1.5.2 Modèle d’endommagement local sans régularisation

Les modèles dits locaux permettent d’obtenir une concentration de l’endommagement
dans un seul élément pour peu qu’une faiblesse soit introduite (faiblesse due à la géométrie
du problème, ou à l’introduction d’une variabilité dans les caractéristiques mécaniques).
Le principal inconvénient de cette méthode est sa dépendance au maillage si elle n’est pas
régularisée, ainsi plus le maillage est fin et plus le comportement est fragile. En consé-
quence, pour ce type de modèle et sur un simple essai de traction directe, la méthode ne
garantit plus l’unicité de la solution dans la phase post-pic et une infinité de solutions
existe (cf. figure 2.13). Ce comportement n’a rien de physique et c’est pour cette raison
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Figure 2. (a) Stress-strain diagram with linear softening, (b) fan of possible post-peak
branches of the load-displacement diagram

Now the tricky point is that the length Ls is undetermined, and it can be anything
between zero and L. This means that the problem has infinitely many solutions, and
the corresponding post-peak branches of the load-displacement diagram fill the fan
shown in Figure 2b. This fan is bounded on one side by the solution with uniform
softening (Ls = L, uf = Lεf ) and on the other side by the solution with uniform
unloading (Lu = L, uf = 0). The latter limit correctly represents the case when the
bar is unloaded just before any softening occurs. All the other solutions describe a
possible process in which a part of the bar is damaged and the bar loses its structural
integrity. It is not clear which of these solutions is “correct” in the sense that it reflects
the actual failure process.

The ambiguity is removed if imperfections are taken into account. Real material
properties and sectional dimensions cannot be perfectly uniform. Suppose that the
strength in a small region is slightly lower than in the remaining portion of the bar.
When the applied stress reaches the reduced strength, softening starts and the stress
decreases. Consequently, the material outside the weaker region must unload elasti-
cally, because its strength has not been exhausted. This leads to the conclusion that
the size of the softening region is dictated by the size of the region with minimum
strength. Such a region can be arbitrarily small, and so the corresponding soften-
ing branch is arbitrarily close to the elastic branch of the load-displacement diagram.
Thus the standard strain-softening continuum formulation leads to a solution that has
several pathological features:

1) The softening region is infinitely small.

2) The load-displacement diagram always exhibits snapback, independently of the
size of the structure and of the ductility of the material.

3) The total amount of energy dissipated during the failure process is zero.

From the mathematical point of view, these annoying features are related to the loss
of ellipticity of the governing differential equation. The boundary value problem be-

Figure 2.13 – à gauche, comportement local contrainte/déformation avec adoucissement
linéaire, à droite, éventail de branches post-pic possibles pour le comportement global
effort/déplacement pour une barre en traction composée de plusieurs éléments [Jirásek,
2007]

que des techniques de régularisation ont été mises au point.
D’autres soucis existent comme l’apparition en traction uniaxiale 3D d’un plan de

rupture incliné d’un angle de arccos(
√

1− ν) (soit environ 27˚si le coefficient de Poisson
vaut ν = 0, 2) pour le modèle de Mazars [Mazars, 1984]. En plus de ce problème, [Jirásek,
2007] détaille d’autres incohérences liées à ce modèle non régularisé.

2.1.5.3 Modèle local avec régularisation en énergie de fissuration

Une des méthodes utilisées dans ce travail s’appuie sur l’approche d’Hillerborg [Hil-
lerborg et al., 1976]. Cette technique de régularisation permet de retrouver l’unicité de
la solution pour un problème même une fois le pic atteint en s’appuyant sur l’énergie de
fissuration du matériau utilisé ainsi que d’une forme de courbe post-pic prédéfinie (e.g.
linéaire, bi-linéaire ou exponentielle décroissante). Dans [Hillerborg et al., 1976], l’auteur
introduit le concept d’énergie par élément gf = GF /lc où lc est la longueur caractéristique
de l’élément utilisé. De nombreux modèles sont basés sur cette approche [Dahlblom et
Ottosen, 1990, Feenstra et De Borst, 1996]. Cette longueur dépend entre autres du type
d’élément, de sa dimension ainsi que de sa forme. [Feenstra et De Borst, 1996] propose de
définir cette longueur pour des éléments 2D selon la formule suivante :

lc = αlA
1/2 (2.9)

où A est l’aire de l’élément et αl est un coefficient dépendant des fonctions de forme de
l’élément. αl =

√
2 pour des éléments linéaires et αl = 1 pour des éléments quadratiques. Il
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est également possible de distinguer le coefficient αl suivant que l’élément est triangulaire
ou carré [Rots, 1988].

L’inconvénient majeur de ce type de régularisation réside dans la représentation de
l’espacement des fissures réelles. Concrètement, si la taille des éléments est supérieure à
l’espacement entre deux fissures du système réel modélisé, le calcul perd tout sens physique
puisque chaque élément numérique ne peut dissiper une énergie supérieure à celle d’une
fissure unique.

Si le maillage est suffisamment fin par rapport à la remarque ci-dessus, il est possible
d’estimer les ouvertures des fissures via un post-traitement comme proposé dans [Matallah
et al., 2010]. Cette méthode a deux inconvénients majeurs, elle ne fournit pas l’orientation
des fissures et les résultats ne sont valables que pour des éléments réguliers (= dont les
dimensions dans les trois directions de l’espace sont similaires). Cette dernière remarque
entraine nécessairement des problèmes de représentativité pour les éléments structuraux
ayant une géométrie et des sollicitations complexes.

2.1.5.4 Modèle d’endommagement non local intégral

Une autre méthode pour résoudre le problème de non objectivité vis à vis du maillage
inhérent aux modèles d’endommagement locaux non régularisés consiste à prendre en
compte pour chaque élément l’influence des éléments voisins. La définition du voisinage
est fixée par une longueur caractéristique dépendant de la taille des hétérogénéités. Ainsi,
après une campagne d’essais expérimentaux, [Bazant et Pijaudier-Cabot, 1989] proposent
de relier la longueur caractéristique à la dimension des plus gros granulats Dmax par
la formule lc ≈ 2, 7Dmax. L’approche originelle est basée sur le champ de déformation
[Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987] mais des développements récents proposent de quantifier
l’influence du voisinage à partir du champ de contraintes et non sur celui de déformation
afin de mieux prendre en compte la redistribution des contraintes due à une éventuelle
fissuration [Pijaudier-Cabot et Dufour, 2010,Giry, 2011].

2.1.5.5 Modèle d’endommagement par la méthode des éléments finis étendue
(X-FEM)

Afin de permettre une représentation explicite de la fissuration, certains auteurs pro-
posent d’enrichir via des fonctions sauts les nœuds des éléments ayant atteint leur limite
élastique, c’est la méthode X-FEM (Extended finite Element Method) [Moës et al., 1999].
Cette méthode permet de s’affranchir de l’utilisation d’une longueur caractéristique par-
fois difficile à identifier. Le problème majeur de cette approche réside dans l’augmentation
de la taille de la matrice de rigidité pour chaque nouveau saut de déplacement inséré.
L’inversion de cette matrice étant une étape gourmande en temps de calcul, la résolution
est d’autant plus longue que la fissure se propage. Autre problème identifié, la difficulté
de mise en place d’algorithmes permettant l’apparition de bifurcations dans le trajet de
fissuration même si des solutions existent [Daux et al., 2000].

2.1.5.6 Modèles avec éléments enrichis par modes incompatibles (E-FEM)

Une autre approche permettant de garantir une représentation explicite de la fissu-
ration sans introduire de longueur caractéristique mais en conservant l’unicité de la so-
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lution dans la phase post-pic consiste à effectuer un enrichissement aux points de Gauss
des éléments grâce à la théorie des modes incompatibles. [Wells et Sluys, 2000, Wells,
2001,Benkemoun et al., 2010,Benkemoun, 2010,Roubin, 2013] Ces modèles ont plusieurs
avantages :

— avec l’ajout d’une discontinuité faible (fonction Heaviside dans le champ de dé-
formation de l’élément), ces modèles peuvent représenter le comportement d’un
matériau hétérogène ;

— avec l’ajout d’une discontinuité forte (fonction Dirac dans le champ de déformation
de l’élément), ces modèles peuvent renvoyer une valeur d’ouverture de fissure ;

— le calcul ne nécessite aucun post-traitement ;
— la matrice du système à inverser est de taille identique au problème sans enrichis-

sement.

2.1.6 Les deux modélisations mécaniques choisies

Tous les modèles présentés dans la partie précédente permettent d’obtenir plus ou
moins facilement des ouvertures et des orientations de fissures. Lors des confrontations
internationales, les progrès restant à accomplir pour obtenir des résultats qualitativement
et quantitativement exacts sont importants. Lors de comparatifs de résultats sur des calculs
numériques réalisés en aveugle, de grandes différences apparaissent entre le nombre de
fissures et leur ouverture suivant les modèles utilisés.

Nous avons choisi de comparer deux approches mécaniques dans le cadre de cette
étude :

— une approche FEM+D 2 basée sur un maillage volumique et un modèle continu
d’endommagement régularisé en énergie de fissuration sur lequel un post-traitement
permet d’obtenir les ouvertures et directions des fissures ;

— une approche E-FEM 3 basée sur un treillis de barres au comportement enrichi ci-
nématiquement par la méthode des modes incompatibles afin de pouvoir représenter
au mieux le comportement du béton (hétérogénéité et fragilité).

Ces deux approches sont résolues par deux codes aux éléments finis dans lesquels les
éléments choisis sont implémentés. Le code Cast3M 4 [Charras et al., 2014] développé
par le Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives pour résoudre
l’approche FEM+D et le code FEAP (Finite Element Analysis Program) développé à
Berkeley [Zienkiewicz et Taylor, 2013] piloté via coFEAP [M.Hautefeuille et C.Kassiotis,
2011] est utilisé pour résoudre l’approche E-FEM.

2.2 Protocole de validation et résultats analytiques

Dans cette partie, le protocole de validation du modèle de perméation appliqué aux
deux approches choisies (FEM+D et E-FEM) est expliqué et les résultats analytiques sont
détaillés. Ces validations ne s’effectuent que sur le modèle de perméation et ne cherchent

2. FEM+D = Finite Element Method and Damage
3. E-FEM = Embedded Finite Element Method

4. Castem est à l’origine l’anagramme entre CEA (Commissariat à l’Énergie Atomique) et SEMT
(Service d’Études de Mécanique et de Thermique)
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donc pas à tester les modèles mécaniques. Cette comparaison est naturellement faite en
confrontation à des essais extraits de la littérature dans le dernier chapitre (3).

2.2.1 Hypothèses et caractéristiques des tests numériques

Afin d’éviter toute découverte de problème de convergence ultérieure, les tests sont
menés avec des caractéristiques matériaux réalistes même si celles-ci mènent à des matrices
globales mal conditionnées.

Ainsi, les calculs de validation sont effectués sur des maillages cubiques de (100 mm)3,
l’hypothèse d’un écoulement incompressible est choisie et la perméabilité du matériau sain
vaut ksain = 1.10−17 m2. Le débit sous un delta de pression de 0, 1 MPa lorsque le cube
n’est pas fissuré vaut :

Qsain = A.
ksain
µeau

.
∆p

L
= 0, 112 mm3.s-1 (2.10)

2.2.2 Protocole de validation

Pour les deux modèles, la convergence du maillage est testée afin de constater le niveau
de raffinement nécessaire pour obtenir des résultats numériques corrects.

Un des objectifs de l’approche E-FEM étant de faire de l’homogénéisation numérique,
la matrice de perméabilité macroscopique est calculée sur un maillage cubique pour les cas
d’étude suivants :

— une fissuration répartie afin de voir la séparation VES/VER ;
— une fissure plane parallèle à deux faces du cube avec des conditions aux limites

uniformes de type Dirichlet ;
— une fissure plane parallèle à deux faces du cube avec des conditions aux limites

uniformes de type Neumann ;
— une fissure plane inclinée avec des conditions aux limites uniformes de type Diri-

chlet.

Pour l’approche FEM+D, des tests sont menés avec les conditions aux limites uniformes
de type Dirichlet sur des fissures planes parallèles à deux faces du cube et d’autres inclinées.
L’objectivité vis-à-vis de la densité du maillage est ensuite testée de la partie mécanique
jusqu’au transfert de masse.

2.2.3 Fissure plane avec conditions aux limites uniformes de type Diri-
chlet

Le cube de côté L est décomposé en trois parties (cf. figure 2.14) regroupées en deux
types de comportement :

Partie non fissurée (nf) de volume Vnf = (L− Lf )L2 ;

Zone fissurée (f) de volume Vf = LfL
2.

Les conditions aux limites en pression correspondent à un gradient de pression macro-
scopique constant noté GM appliqué sur tout le bord du domaine. La solution analytique
est calculée en projetant le vecteur débit sur la direction vers laquelle est imposée le gra-
dient de pression. Le débit macroscopique est la somme des débits sur les 2 parties (fissurée
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L 

Figure 2.14 – Représentation du Volume fissuré Vf et du Volume non fissuré Vnf

et non fissurée) :

QM = Qnf + Qf

QM = −kiso
µ L(L− Lf )GM − LLf

(
[[u]]3

12µLf
+ kiso

µ

)
GM

−KM
µ L2GM = −kiso

µ L2GM − L[[u]]3

12µ GM

KM = kiso + [[u]]3

12L

(2.11)

2.2.4 Fissure plane avec conditions aux limites uniformes de type Neu-
mann

Pour cette approche, une vitesse constante VM = kiso
µ

∆p
L est imposée sur tout le bord

du domaine. Le cube se décompose en deux parties :

Partie non fissurée (nf) de volume Vnf = (L− Lf )L2 ;

Zone fissurée (f) de volume Vf = LfL
2.

Dans la partie non fissurée (nf) :

VM = Vnf = KnfGnf
kiso
µ

∆p
L = kisoGnf

Gnf = ∆p
L

(2.12)

Dans la partie fissurée (f) :

VM = Vf = (Knf +Kf )Gnf
kiso
µ

∆p
L =

(
[[u]]3

12µLf
+ kiso

µ

)
GF

GF = ∆p
L

(
kiso

[[u]]3

12Lf
+kiso

) (2.13)
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Le gradient de pression macroscopique va ensuite être calculé en faisant la moyenne des
pressions sur chaque face en pondérant par la surface associée à chaque nœud du bord du
domaine.

GM =
L−Lf

L Gnf +
Lf

L GF

GM =

(
L−Lf

L +
Lfkiso

L[[u]]3

12Lf
+Lkiso

)
∆p
L

(2.14)

D’où :

KM =
kiso
GM

∆p

L
(2.15)

Où encore :

KM =
kiso

L−Lf

L +
Lfkiso

L[[u]]3

12Lf
+Lkiso

(2.16)

2.2.5 Fissure plane inclinée et CL uniforme de type Dirichlet

Il est possible de calculer analytiquement la matrice de perméabilité macroscopique
pour une fissure parfaite plane inclinée d’un angle α (cf. fig. 2.15) dans un cube de côté L
en fonction de son ouverture [[u]] et de la perméabilité du matériau sain ksain.

L 

x 

y 

z 

α 

nF 

 F 

L 

L 

Figure 2.15 – Représentation du plan de fissuration PF incliné d’un angle α

Cette matrice dans le cas d’un écoulement incompressible est donnée par l’équation
2.17.

K([[u]])
M

=


ksain + [[u]]3

12L sin
2(α) [[u]]3

12L sin(α)cos(α) 0
[[u]]3

12L sin(α)cos(α) ksain + [[u]]3

12L cos
2(α) 0

0 0 ksain + [[u]]3

12L
1

cos(α)

 (2.17)



118 CHAPITRE 2. VALIDATION À L’ÉCHELLE MÉSOSCOPIQUE

En faisant une application pour un cube de côté L = 100 mm avec une fissure plane
d’ouverture [[u]] = 1.10−2 mm inclinée d’un angle α = π/9 rad, la matrice de perméabilité
macroscopique s’écrit :

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

10, 8 26, 8 0, 00
26, 8 74, 6 0, 00
0, 00 0, 00 89, 7

 · 10−17 m2 (2.18)

Pour une fissure plane inclinée d’un angle α = π/6 rad

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

21, 8 36, 1 0, 00
36, 1 63, 5 0, 00
0, 00 0, 00 97, 2

 · 10−17 m2 (2.19)

2.3 Modèle E-FEM

Le modèle E-FEM utilisé dans ce travail repose sur un double enrichissement cinéma-
tique introduit au niveau élémentaire [Benkemoun, 2010] :

une discontinuité faible [Ortiz et al., 1987] permet de représenter le comportement de
matériaux hétérogènes (cf. figure 2.16) ;

une discontinuité forte [Simo et al., 1993] permet de représenter explicitement la fis-
suration (cf. figure 2.17).

12 CHAPITRE 1. MODÉLISATION DES MATÉRIAUX HÉTÉROGÈNES

implémentation performante de cet enrichissement a été effectuée pour un élément
fini uni-dimensionnel. Ce dernier permet la représentation de matériaux hétérogènes
tri-dimensionnels par l’intermédiaire d’un treillis spatial. Dans le cas d’un matériau
bi-phasique de type matrice–inclusions, trois types d’éléments sont alors présents :
ceux non coupés par une interface physique et donc entièrement compris dans une
des deux phases, et ceux coupés. Seuls ces derniers possèdent une cinématique faible
enrichie et le processus de maillage ou de re-maillage consiste donc simplement à
déterminer ce dernier ensemble d’éléments. Cette opération peut se faire à faible
coût et est linéaire avec le nombre d’inclusions — dans ces premiers exemples des
sphères — placées dans la matrice. La figure 1.2 illustre schématiquement le principe
d’un treillis avec un maillage non-adapté et les éléments coupés.

El
ém

ents “coupés”

Figure 1.2 – Schématisation de l’ajout d’inclusions dans une matrice : éléments
uni-dimensionnels d’un treillis coupés par une interface physique

Cette méthodologie conjuguant maillages non-adaptés et treillis spatiaux permet
de modéliser des formes tridimensionnelles quelconques. Les figures 1.5 montrent
quelques exemples de maillages couramment utilisés dans les travaux décrits ici. La
taille minimale des inclusions représentables est bien entendu directement reliée à la
finesse du maillage. Pour les applications aux matériaux cimentaires de type « bé-
ton », il est actuellement possible de représenter des granulats d’une taille minimale
de 2 mm à l’échelle d’une éprouvette 11 × 22 ou d’un cube de 10−3 m3. Cette limi-
tation actuelle est bien évidemment amenée à évoluer, notamment dans le cadre des
méthodes multi-niveaux intégrées décrites dans le chapitre 2 de ce document.

1.1.2 Modélisation du comportement des interfaces

Le comportement des interfaces influe fortement sur la réponse macroscopique
ou structurelle d’un composite — le béton armé est, en Génie Civil, un exemple
canonique de cet aspect — ou de tout matériau hétérogène en général. A une échelle
« fine », la modélisation de ce comportement constitue donc un point clé et la princi-
pale difficulté est liée, pour un problème dans Rn, à la dimension n-1 de ces surfaces.
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Projection des différentes phases sur le
treillis de barre

Matériau 1 
Élasticité linéaire 

σt 

ε E1 

Matériau 2 
Élasticité linéaire 

σt 

ε E2 

Exemple d’une barre composée de deux
matériaux de rigidité différente (E1 et E2)

Figure 2.16 – Description de la discontinuité faible
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Comportement 
hors discontinuité : 
Élasticité linéaire 

σt 

ε E 

σt 

⟦u⟧ 
GF 

ft 

Comportement 
sur la discontinuité 

σt =  ft exp ( -        ⟦u⟧ ) 
___ 
GF 

ft 

{
Figure 2.17 – Discontinuité forte - loi de comportement activée sur la discontinuité dans
le cas où la contrainte de traction σt atteint le seuil ft

Pour tout renseignement complémentaire quant à la méthode de résolution ou l’objecti-
vité à l’égard du maillage concernant le modèle mécanique utilisé pour l’approche E-FEM,
se référer à [Benkemoun, 2010].

2.3.1 Maillage utilisé

Le maillage cubique de 100 mm de côté contient 338 436 nœuds (2, 326 millions de
barres et 1, 933 millions de tétraèdres).

Figure 2.18 – Distribution de γt (cf. équation 2.20) dans un maillage contenant environ
600 000 tétraèdres [Geuzaine et Remacle, 2009]

Le maillage est obtenu via le logiciel Gmsh [Geuzaine et Remacle, 2009]. Les points
sont positionnés aléatoirement en respectant la triangulation de Delaunay : aucun point
d’un maillage en trois dimensions n’est à l’intérieur de la sphère circonscrite de chaque
tétraèdre composant le maillage. Le logiciel permet en outre d’optimiser la position des
nœuds du maillage afin d’éviter d’avoir des éléments trop distordus comme le montre la
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figure 2.18. La qualité γt d’un tétraèdre t est calculée par la formule 2.20 afin d’obtenir
γt = 1 pour un tétraèdre régulier.

γt =
6
√

6Vt(
4∑
i=1

S(fi)

)
max
i=1,...,6

l(ai)

(2.20)

Où Vt est le volume du tétraèdre t, S(fi) la surface de la ime face du tétraèdre t et l(ai)
est la longueur de la ime arête du tétraèdre t.

Les statistiques sur les longueurs des barres du maillage utilisé sont données dans le
tableau 2.4.

Caractéristique Valeur

Minimum 0,69 mm
Moyenne (µ) 1,72 mm
Maximum 3,30 mm
Rapport Max/Min 481 %

Écart-type (σ) 0,26 mm
Coef. de variation (σ/µ) 15,3 %
Pourcentage de barres sur les faces 3,88 %

Tableau 2.4 – Statistiques sur les longueurs des barres du maillage

La valeur de la section moyenne de chaque barre est obtenue via un script perl appli-
quant la décomposition de Voronöı [Voronöı, 1908] au maillage créé par Gmsh.

Un autre indicateur de la qualité d’un maillage obtenu par triangulation de Delaunay
peut être défini par l’orientation moyenne des barres qui le composent. Un maillage doit
tendre à avoir des barres réparties de manière homogène dans l’espace, dans ce cas il
peut être qualifié d’isotrope. Afin d’analyser l’isotropie du maillage, le demi-espace est
décomposé en N secteurs possédant le même angle solide (cf. annexe J pour de plus
amples détails sur le découpage de l’espace). Des rosaces sont créées en additionnant les
vecteurs barres ayant une direction contenue dans un de ces secteurs en pondérant par
la section de ces barres ou leur ouverture selon l’illustration souhaitée. Les rosaces ainsi
obtenues du maillage utilisé pour la validation du modèle sont visibles sur la fissure 2.19
avec un découpage du demi-espace en 33× 21 secteurs.

La figure 2.19 permet de constater la bonne isotropie du maillage généré par Gmsh
lorsque l’analyse porte sur tous les éléments du maillage à l’exception de ceux appartenant
aux faces.

2.3.2 Objectivité à l’égard du maillage sans ouverture de fissure

Les conditions aux limites du problème résolu pour tester l’objectivité à l’égard du
maillage sont :

— pression absolue de 0, 1 MPa appliquée en x = 0 ;
— pression absolue de 0, 2 MPa appliquée en x = L ;
— débit nul sur les 4 autres faces du cube.
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Figure 2.19 – Rosaces du maillage étudié - la longueur des rayons correspond au nombre
de barres dans chacune des directions (rosace sur l’ensemble des barres du treillis à gauche,
mais sans les éléments appartenant aux faces à droite)

Même pour le maillage le plus grossier, la valeur de la perméabilité intrinsèque est
obtenue à la précision du code de calcul utilisé. Ce résultat est évident puisqu’il correspond
a un calcul linéaire avec un matériau homogène isotrope et que sous ces conditions nous
travaillons sur un Volume Élémentaire Représentatif.

2.3.3 Fissuration répartie et comparaisons entre CL Neumann et CL
Dirichlet

Afin de regarder la taille du VER dans le cas où des éléments fissurés sont répartis de
manière aléatoire sur un maillage, le choix s’est porté sur la réalisation de maillages avec
1 % d’éléments fissurés ayant des ouvertures respectant une distribution uniforme entre 0
et 1 mm.

Éléments fissurés du maillage pour un ti-
rage donné (23 224 éléments cassés sur
les 2 326 217 éléments du maillage )

Rosace sur les éléments fissurés pour ce
tirage (la longueur de chaque rayon cor-
respond à la somme [Ouverture x Sec-
tion] des barres du secteur concerné)

Figure 2.20 – Maillage avec 1 % d’éléments fissurés pour un tirage donné
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La figure 2.20 permet d’observer les caractéristiques d’un tirage d’éléments fissurés.
La figure 2.21 montre que le volume de (100 mm)3 possédant une fissuration répartie

peut être assimilé à un VER pour des ouvertures dépassant 1 mm puisque la moyenne des
coefficients diagonaux du produit K

Dirichlet
·K−1

Neumann
reste proche de l’unité.
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Figure 2.21 – Variation de la moyenne des coefficients diagonaux du produit
K
Dirichlet

·K−1
Neumann

en fonction de l’ouverture maximale des éléments cassés pour un
cube de (100 mm)3 contenant 1 % d’éléments fissurés

Ce graphique peut également être représenté en fonction du rapport entre la dimension
caractéristique du cube L et l’ouverture de fissure maximale [[u]] des éléments cassés afin
de correspondre à une visualisation plus adaptées aux analyses de méthodes d’homogénéi-
sation (cf. figure 2.22).

Ces résultats confirment qu’il est possible de faire de l’homogénéisation numérique avec
ce type d’approche.

2.3.4 Description des maillages traversés par des fissures “parfaites”

La création d’un plan fictif de fissuration PF s’effectue en sélectionnant chaque barre
du treillis dont les deux extrémités se situent de part et d’autre du plan PF puis d’imposer
l’ouverture en fonction de l’orientation des barres. L’ouverture d’une barre ayant pour
vecteur directionnel unitaire vb traversant le plan PF de vecteur normal unitaire nF est
égale au produit scalaire entre ces deux vecteurs :

[[u]] = vb ·nF (2.21)

De cette manière une barre perpendiculaire à PF a une ouverture unité et une barre
coplanaire à PF a une ouverture nulle.

La figure 2.23 montre les éléments cassés et l’amplitude des ouvertures pour une fissure
plane située en x = L/2 et donc perpendiculaire à l’axe x.

La figure 2.24 représente la rosace des barres cassées du maillage coupé par la fissure
plane (figure 2.23).
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Figure 2.22 – Variation de la moyenne des coefficients diagonaux du produit
K
Dirichlet

·K−1
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en fonction du rapport L/[[u]] pour un cube de (100 mm)3 conte-
nant 1 % d’éléments fissurés

Figure 2.23 – Maillage avec les éléments fissurés colorés selon l’amplitude de leurs ouver-
tures (de gauche à droite : maillage complet, éléments fissurés, éléments fissurés d’ouverture
supérieure à 0, 9 mm)

2.3.5 Objectivité à l’égard d’un maillage traversé par une fissure “par-
faite”

La figure 2.25 montre l’objectivité à l’égard du maillage pour une ouverture de fissure de
L/100 pour un cube de côté L. La convergence s’obtient relativement rapidement même
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Figure 2.24 – Rosace représentant la somme du produit des ouvertures par l’aire des barres
cassées du maillage dans le cas d’une fissure “parfaite” de normale x

si la valeur théorique n’est pas atteinte. Cette différence s’explique principalement par
la méthode d’obtention de la fissure “parfaite” qui contrairement à son nom ne peut être
parfaite de par le type de maillage sur laquelle elle est appliquée. Le maillage étant isotrope
comme illustré précédemment sur la figure 2.19, des barres adjacentes n’auront pas des
orientations identiques et donc pas des matrices de perméabilité semblable. Cette faiblesse
se répercute alors “mécaniquement” jusqu’au comportement macroscopique observable sur
les bords du domaine comme le montre la formule permettant d’interpréter des calculs
d’homogénéisation [Pouya et Courtois, 2002] :

Q
Macro

=
1

V

∫
Ω
q(x) dV =

1

V

∫
δΩ

(
q ·n

)
x dS (2.22)

Cette formule montre en effet le lien direct entre les débits élémentaires avec ceux sur
le bord du domaine ainsi que sur le débit macroscopique.

Les points du maillage étant positionnés de manière aléatoire, il est loisible de penser
qu’en générant un grand nombre de maillages et en faisant la moyenne des matrices macro-
scopiques obtenues sur l’ensemble de ces tirages, il est fortement probable que la solution
numérique moyenne serait alors plus proche de la solution analytique que la solution tirée
d’un unique calcul.

2.3.6 Étude sur l’évolution de l’ouverture de la fissure “parfaite”

2.3.6.1 Conditions aux limites uniformes de type Dirichlet

Le graphique 2.26 compare les résultats numériques obtenus numériquement avec les
résultats théoriques calculés à partir de la formule 1.58 en fonction de l’ouverture de la
fissure.

La figure 2.28 montre clairement le changement de régime lorsque l’augmentation de
perméabilité due à l’ouverture de fissure devient négligeable devant la perméabilité isotrope
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Figure 2.26 – Perméabilité macroscopique en fonction de l’ouverture de la fissure

du matériau considéré. L’approche numérique nous montre que pour un cube de 100 mm
de côté ayant une perméabilité intrinsèque saine de 1.10−17 m2, dès que la fissure atteint
une ouverture de 1 µm elle a une incidence sur la perméabilité macroscopique du cube.

2.3.6.2 Conditions aux limites uniformes de type Neumann et dimension du
VER

La figure 2.27 montre qu’un maillage de (100 mm)3 n’est plus un VER dès qu’il est
traversé par une fissure de plus de 1 µm. En cas de résolution de problèmes de transfert
en milieu fissuré multi-échelles intégrées, il semble donc indispensable de choisir convena-
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blement la variable transférée d’une échelle à l’autre sur les bords des sous-maillages. La
conservation de la masse gouvernant les transferts de fluide pourrait laisser supposer que
la variable à transférer serait préférentiellement le débit, mais à l’échelle macroscopique,
les problèmes physiques sont généralement pilotés par des gradients de pression.
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Figure 2.27 – Évolution des termes diagonaux du produit K
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en fonction
de l’ouverture de fissure

2.3.7 Étude sur l’orientation de la fissure “parfaite”

L’étude sur l’orientation de fissures “parfaites” est effectuée sur les maillages présentés
sur la figure 2.28.

Figure 2.28 – Maillages avec des fissures inclinées de π
9 radian et π

6 radian

La matrice de perméabilité macroscopique obtenue pour un maillage avec une fissure
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plane inclinée de π
9 radian est donnée en 2.23 et celle pour une fissure plane inclinée de π

6
radian est donnée en 2.24 :

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

12, 1 26, 5 −0, 03
26, 1 75, 5 −0, 04
−0, 2 −0, 27 87, 4

 · 10−17 m2 (2.23)

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

24, 6 38, 2 0, 01
37, 6 68, 8 −0, 01
0, 02 0, 02 95, 2

 · 10−17 m2 (2.24)

Ces matrices sont très proches de celles calculées analytiquement (cf. équations 2.18 et
2.19).

La plus petite valeur propre de la matrice 2.23 est 2, 6.10−17 m2. L’orientation du
vecteur propre correspondant à cette valeur propre est inclinée de 19, 7◦ par rapport à
l’axe de calcul x. Cet angle est très proche des 20◦ du plan parfait visible sur la figure 2.28
et est clairement acceptable. Cette valeur correspond à la perméabilité intrinsèque de la
pâte de ciment. Les deux plus grandes valeurs propres correspondent aux vecteurs propres
perpendiculaires au vecteur propre précédent. Elles valent 85, 0.10−17 m2 et 87, 4.10−17

m2. Ces valeurs peuvent être comparées avec la perméabilité théorique traversant une
fissure d’ouverture [[u]] = 1.10−2 mm obtenue en faisant le calcul avec un écoulement de
Poiseuille : 83, 3.10−17 m2.

Le même calcul sur un maillage avec une fissure plane inclinée de 30◦ donne le vecteur
propre associé à la plus petite valeur propre incliné de 29, 7◦ par rapport à la direction de
calcul x. La plus petite valeur propre vaut 2, 83.10−17 m2 et les deux plus grandes valent
90, 6.10−17 m2 et 95, 2.10−17 m2.

Les différences entre les matrices théoriques et numériques s’expliquent principalement
par la méthode d’obtention de la fissure “parfaite” qui contrairement à son nom ne peut
être parfaite de par le type de maillage sur lequel elle est appliquée comme expliqué
précédemment dans la partie 2.3.5.

À la vue des matrices de perméabilité macroscopiques obtenues, il est légitime de se
demander si celles-ci sont effectivement symétriques ou non. Or il est prouvé que cette
matrice doit être symétrique et définie positive grâce aux conditions aux limites imposées
selon les auteurs de [Pouya et Courtois, 2002].

Pour quantifier cette analyse, il suffit de faire le rapport entre la norme de la partie
antisymétrique et la norme de la matrice.

En calculant le rapport rK entre la norme euclidienne (cf. annexe A) de la partie
antisymétrique par la norme euclidienne de la partie symétrique, il est possible de quantifier
la prépondérance d’une partie sur l’autre.

Ainsi, pour la matrice 2.23 :

rK 20◦ =
‖A

K
‖F

‖K
M
‖F
≈ 0, 36

122
≈ 3, 0.10−3 (2.25)

Et pour la matrice 2.24 :

rK 30◦ =
‖A

K
‖F

‖K
M
‖F
≈ 0, 42

131
≈ 3, 2.10−3 (2.26)

Les matrices définies positives obtenues tendent donc bien à être symétriques.
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2.3.8 Discussion sur la représentation de la tortuosité du modèle E-FEM

L’approche E-FEM permet une représentation explicite de la fissuration. Avec des
maillages à l’échelle mésoscopique, la tortuosité des fissures est ainsi visible. Afin de valider
la représentativité des surfaces de rupture obtenue, le tableau 2.5 regroupe les résultats de
différentes analyses fractales menées sur trois surfaces (cf. figure 2.29) :

une surface de rupture expérimentale d’un mortier de référence obtenue par flexion
3 points d’une éprouvette (4×4×16) cm3 et scannée à l’aide d’un LASER permettant
une mesure sans contact ;

une surface E-FEM homogène d’un maillage testée en traction directe à l’aide du
modèle [Benkemoun, 2010] ;

une surface E-FEM hétérogène obtenue sur le même maillage que précédemment sur
lequel des inclusions sphériques ayant une limite en traction infinie sont ajoutées.

L’approche FEM+D n’entre pas dans cette analyse puisque les surfaces fissurées obtenues
sont planes. Deux raisons à cette constatation, les maillages utilisés pour cette approche
sont réguliers (cubes parfaitement alignés) et les éléments sont de dimensions plus im-
portantes que pour l’approche E-FEM, le tout concordant à une propogation de la zone
endommagée dans un plan unique.

Figure 2.29 – Surfaces analysées, de gauche à droite : surface réelle (couleur en fonction de
l’altitude), surface E-FEM homogène (couleur en fonction de la distance entre surface in-
férieure et supérieure du volume fissuré) et surface E-FEM hétérogène (couleur en fonction
de la distance entre surface inf et sup du volume fissuré)

Les exposants de Hurst obtenus grâce aux dimensions de régularisation 2D et 1D
(RegDim 2D et RegDim 1D) ainsi que ceux obtenus par la méthode des bôıtes variables
(VarBox) sont calculés à l’aide de l’outil FracLab développé par des membres de l’INRIA.
Les analyses RegDim 1D et 2D reposent sur une approche permettant d’approcher la
dimension fractale (d’un profil ou d’une surface) en utilisant des fonctions continues dont
l’ordre évolue [Roueff et Véhel, 1998]. GenHurst est un outil développé sur matlab utilisant
la méthode s’appuyant sur la pente des spectres de puissance décrite dans la partie 1.1.3.2.

La figure 2.30 permet de confirmer une évidence, la surface obtenue par E-FEM avec
un matériau homogène est plus proche d’un plan que celle obtenue avec un matériau
hétérogène (Hhomogène > Hhétérogène). Même si le rapport entre la taille d’inclusion la
plus grosse et la largeur de la zone étudiée est moins importante pour l’approche E-FEM
hétérogène que pour la surface réelle, la surface obtenue est plus accidentée. Ceci est
principalement du à la multifissuration observée numériquement sur l’essai de traction
simulé qui n’est pas observée expérimentalement puisque l’analyse s’est portée sur une
éprouvette testée en flexion 3 points (une seule macro-fissure). Néanmoins, l’anisotropie
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Description exposant de Hurst H

Surface Inclusion linc/L RegDim 2D RegDim 1D VarBox GenHurst

Mesure exp. sable 0, 050 0, 69 0, 65± 0, 19 0, 70± 0, 15 0, 58± 0, 11
E-FEM homogène barre 0, 019 0, 84 0, 83± 0, 03 0, 83± 0, 03 0, 56± 0, 10
E-FEM hétérogène sphère 0, 040 0, 50 0, 56± 0, 22 0, 54± 0, 10 0, 45± 0, 15

linc est la dimension de la plus grosse inclusion ou hétérogénéité ;
L est la largeur du carré étudié ;

Tableau 2.5 – Analyse fractale de surfaces de rupture réelle et E-FEM projetées sur des
grilles régulières carrées de 65 points de côté

des barres apporte une tortuosité non négligeable puisque l’exposant de Hurst reste bien
inférieur à 1, même sans hétérogénéité. La variabilité caractérisée ici par l’estimateur sans
biais de l’écart-type des exposants de Hurst obtenus suivant les 130 profils disponibles
par surface, permet de montrer que la surface E-FEM hétérogène et la surface réelle sont
comparables sur ce point.
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suivant les 4 méthodes utilisées

�

�

�

�

En conclusion, le modèle E-FEM engendre intrinsèquement une certaine tortuosité inté-
ressante pour les calculs de transfert et la possibilité d’ajouter des hétérogénéités améliore
encore le réalisme de la surface de rupture. Sa capacité à représenter des transferts à
travers des fissures planes plus ou moins inclinées en fait a priori un bon candidat pour
l’évaluation de débit traversant des éléments fissurés à l’échelle méso ou macroscopique.

2.4 Modèle FEM+D

Le modèle utilisé est basé sur l’approche de Mazars [Mazars, 1984] modifiée par Feens-
tra [Feenstra et De Borst, 1996] et complétée par la méthode présentée dans [Matallah
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et al., 2010] pour l’estimation des ouvertures de fissures. La formule d’évolution de l’en-
dommagement dans ce travail est ainsi définie dans l’équation 2.27 :

D = 1− εt
ε
exp(−B(ε− εt)) (2.27)

C’est un modèle local qui, s’il n’est pas régularisé, entraine une dépendance au maillage.
Plus le maillage est fin et plus le comportement est fragile. Il est donc nécessaire de le
régulariser. Afin de pouvoir comparer le modèle E-FEM et le modèle FEM+D le choix
s’est naturellement porté vers une régularisation en énergie de fissuration GF afin d’avoir
les mêmes paramètres matériaux. Il suffit pour cela de calculer B(GF ) en fonction de la
taille des éléments de manière à obtenir toujours la même énergie dissipée quelle que soit
la finesse du maillage utilisé.

2.4.1 Régularisation en énergie de fissuration

Une approche possible pour régulariser en énergie de fissuration consiste à calculer
l’incrément d’énergie dissipée dΦ et de l’intégrer entre εt et ε∞. La figure 2.31 illustre le
principe de calcul.

ft 

Déformation [Ø] 

Contrainte 
[Pa] 

dΦ 
dD 

ε(D) ε(D+dD) ε∞ εt 

Figure 2.31 – Illustration de l’incrément d’énergie dissipée sur de la traction unidirection-
nelle

Soit Y la variable associée à l’endommagement D. Y est le taux de restitution d’énergie
élastique et vaut 1

2Eε
2.

dΦ = σdε = Y dD (2.28)

Où :

dD =

(
εt
ε2

+
Bεt
ε

)
exp (−B(ε− εt)) dε (2.29)

Lorsque l’endommagement apparâıt, il se localise dans un élément et l’énergie totale
dissipée GF exprimée en [J.m-2] peut être décomposée en GF = (gf ·h) où gf est l’énergie
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dissipée dans un élément de dimension caractéristique h, cette dimension pouvant être
évaluée comme la racine cubique du volume de l’élément pour un problème en trois di-
mensions, un facteur correctif devant être utilisé en fonction du degré d’interpolation des
fonctions de formes (cf. partie 2.1.5.3).

Pour l’élément endommagé, il est possible d’écrire :

gf =

∫ Φ∞

Φ0

dΦ

gf =
1

2
Eεt

∫ ε∞

εt

(1 +Bε)exp (−B(ε− εt)) dε

GF =
Eεth

B
+
Eε2th

2

(2.30)

D’où

B =
Eεth

GF − Eε2th/2
(2.31)

Il est important de noter que l’énergie de fissuration GF est telle que définie dans
les recommandations de la RILEM [TCS, 1985]. C’est l’énergie totale à apporter pour
propager un mètre carré de fissure en mode I.

Une application sur un cube montrant l’objectivité à l’égard du maillage du modèle
mécanique FEM+D est présenté sur la figure 2.34.

2.4.2 Obtention des ouvertures de fissures

L’approche choisie s’inspire librement du travail proposé par les auteurs de [Matallah
et al., 2010] appliqué dans l’opérateur OUVFISS présent dans Cast3M. La procédure
utilisée dans ce travail permet de calculer le champ des ouvertures de fissures ainsi que
leurs orientations pour chaque pas de temps de calcul mécanique.

Dans un premier temps, le champ de déformation dite “anélastique” (le modèle étant
élasto-endommageable) est calculé comme décrit sur la figure 2.32.

Soit ε(t) et σ(t) respectivement les champs de déformation et de contrainte à un pas
de temps de calcul t donné. K est le tenseur de Hooke reliant le champ de contrainte au

champ de déformation lorsque le matériau est dans son domaine élastique.

Le champ de déformation élastique ε
élas

que le système a subi sous le champ de
contrainte σ(t) lorsqu’il était dans le domaine élastique vaut :

ε
élas

= K−1 ·σ(t) (2.32)

Le champ de déformation dite “anélastique” ε
anél

peut alors être calculé en soustrayant
le champ de déformation élastique ε

élas
au champ de déformation au temps t noté ε(t).

ε
anél

= ε(t)− ε
élas

(2.33)

Les équations suivantes montrent que les approches sont identiques. Il est possible de
calculer le champ de contrainte élastique que le système aurait subi si le matériau était
resté dans son domaine élastique.

σ
élas

= K · ε
t

(2.34)
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Déformation

Contrainte

σ(t)

εélas ε(t)

ft

εanél

E

Déformation

Contrainte

σ(t)

ε(t)

σélas

ft εanélσanél
1/E

E

Figure 2.32 – illustration en traction uniaxiale du principe de calcul de εanél pour l’approche
utilisée dans cette étude (à gauche) et celle OUVFISS [Matallah et al., 2010] (à droite)

Le champ de contrainte dit “anélastique” vaut alors :

σ
anél

= σ
élas
− σ(t) (2.35)

Soit :

σ
anél

= K · ε(t)− σ(t) (2.36)

La méthode OUVFISS propose ensuite de calculer les déformations dites“anélastiques”
comme étant :

ε
anél

= K−1 ·σ
anél

(2.37)

Or si l’équation 2.36 est introduite dans l’équation 2.37, la définition des déformations
dites “anélastiques” est naturellement retrouvée (cf. équation 2.33) :

ε
anél

= K−1 ·σ
anél

ε
anél

= ε(t)−K−1 ·σ(t)

ε
anél

= ε(t)− ε
élas

(2.38)

2.4.3 Méthode de calcul de la perméabilité via Cast3M

L’équation à résoudre est l’équation de conservation de la masse de fluide, écrite ici
sur un VER :

∂mf

∂t
+ div (mfv) = 0 (2.39)

où mf [kg] est la masse de fluide et v [m.s-1] sa vitesse. En notant ρf et Sf respectivement
la masse volumique et le degré de saturation du fluide ainsi que n la porosité du matériau
étudié, l’équation de Darcy peut s’écrire sous la forme :

Sfnv =
−kkrf
µ

grad(p) = 0 (2.40)
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où k [m2] est la perméabilité du fluide dans le milieu considéré, krf [∅] est la perméabilité
relative au fluide considéré et (nv) est la vitesse au sens de Darcy.

En intégrant la loi de Darcy sous la forme 2.40, l’équation 2.39 devient :

∂ (ρfSfn)

∂t
+ div

(
ρfSfn

(−kkrf
µSfn

)
grad(p)

)
= 0 (2.41)

Les hypothèses fortes sous-jacentes sont les suivantes :
— écoulement monophasique dans milieu biphasique (liquide et gaz) ;
— Sf est constant dans le temps.
En régime permanent pour un écoulement incompressible, l’équation à résoudre est

donc :

div

(
ρf

(
kkrf
µ

)
grad(p)

)
= 0 (2.42)

En régime transitoire pour un écoulement compressible où le fluide est assimilé à un
gaz parfait, l’équation à résoudre peut s’écrire sous la forme :

Sfn√
p2

∂p2

∂t
= div

(
kkrf
µ

grad(p2)

)
(2.43)

Ces équations sont résolues en se servant du solveur associé à l’équation de la chaleur :

ρC
∂T̃

∂t
= div

(
λgrad(T̃ )

)
(2.44)

Par identification avec les équations 2.42 et 2.43, les variables et constantes sont définies
dans le tableau 2.6. La constante Mf/2RTf est conservée dans λ et C afin de pouvoir
ajouter les perméabilités dues aux ouvertures de fissures plus aisément.

Type d’écoulement Incompressible Compressible

Régime Permanent Transitoire

Variable T̃ pression p carré de la pression p2

ρ 1 1

C ∅ SfnMf

2RTf

√
T̃

λ
ρfk
µ

kkrfMf

2µRTf

Tableau 2.6 – Variable et constantes pour les calculs effectués sous Cast3M via la procédure
de résolution de l’équation de la chaleur

2.4.4 Maillage utilisé

Les validations sont effectuées avec la version 2014 de Cast3M sur des maillages compo-
sés uniquement d’éléments cubiques à fonction de formes linéaires et huit points de Gauss
appelés CUB8 dans le logiciel utilisé.
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Des bandes de faiblesses sont introduites de manière virtuelle pour forcer la localisation
pour les tests de convergence liés au calcul mécanique et lorsqu’une évolution progressive
des ouvertures de fissure ou des orientations particulières sont nécessaire pour les tests sur
le modèle de perméation, le champ de déformation désiré est calculé analytiquement puis
directement projeté sur un maillage existant.

2.4.5 Objectivité à l’égard du maillage

Aucun problème de convergence n’est rencontré pour le modèle de perméation. La
solution analytique est retrouvée aux précisions de la machine et du code utilisé quel que
soit le nombre d’éléments composant le maillage.

2.4.6 Matrice de perméabilité isotrope ou anisotrope

Une comparaison entre un modèle avec des matrices élémentaires anisotropes M ani et
un modèle avec des matrices élémentaires isotropes M iso est effectuée sur un cube de 10
cm de côté avec 93 éléments. Les matrices isotropes sont calculées en prenant comme valeur
propre triple le maximum des valeurs propres des matrices élémentaires anisotropes :

M él
iso

= max{λM él
ani

,i}1 (2.45)

où λM él
ani

,i est la ième valeur propre de M él
ani

. Le maillage est traversé par une fissure plane

dont l’ouverture est augmentée suivant une progression géométrique de raison 10.
La figure 2.33 souligne l’intérêt de l’anisotropie (résultats notés M ani sur cette figure).

Dans le cas d’une fissure “parfaite”, les résultats avec un modèle utilisant des matrices élé-
mentaires isotropes donnent certes des résultats cohérents pour les écoulements coplanaires
à la fissure (M iso // ≈M ani // = Théo //) mais les résultats dans la direction normale
à la fissure (M iso ⊥) divergent fortement de la solution analytique (Théo ⊥).
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Figure 2.33 – Comparaison des débits traversant un cube avec des CL uniformes de type
Dirichlet selon que les matrices de perméabilité élémentaires soient isotropes ou anisotropes
(Cube de 10 cm de côté traversé par une fissure plane avec Kiso = 2.10−10 m.s-1)
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2.4.7 Objectivité à l’égard du maillage sur le couplage faible mécanique-
transfert

De par sa méthode de régularisation, l’approche mécanique FEM+D est très peu sen-
sible au degré de raffinement du maillage. L’objectivité du comportement mécanique est
vérifiée quelle que soit la finesse du maillage comme le montre la courbe représentant
l’évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé (cf. figure 2.34) ainsi que sur
l’évolution de l’ouverture de fissure maximale au cours du chargement (cf. figure 2.35).
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Figure 2.34 – Évolution de l’effort en
fonction du déplacement imposé pour
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Figure 2.35 – Évolution de l’ouverture de
fissure maximale en fonction du déplace-
ment imposé pour différentes densités de
maillage

L’évolution de la perméabilité apparente [m2] est par conséquence correctement évaluée
quel que soit le degré de raffinement du maillage (cf. figure 2.36).
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Figure 2.36 – Évolution de la perméabilité apparente en fonction du déplacement imposé
pour différentes densités de maillage

La figure 2.37 présente les résultats de perméabilité pour le maillage le plus fin (213

éléments) pour trois matrices de perméabilité élémentaires différentes :

K ani est la matrice de perméabilité élémentaire anisotrope utilisée dans ce travail fonc-
tion du cube de l’ouverture de fissure [[u]] ;
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K iso est une matrice de perméabilité élémentaire isotrope ayant comme valeur propre
triple le maximum des valeurs propres de la matrice K ani ;

K Jason est une matrice élémentaire isotrope dont la valeur propre triple est un coeffi-
cient fonction de l’endommagement extrait de [Jason, 2004] (cf. équation 1.57).
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Figure 2.37 – Évolution de la perméabilité apparente en fonction du déplacement imposé
pour des calculs réalisés avec trois matrices de perméabilité élémentaires différentes mises
en regard de l’évolution de l’endommagement maximum dans le cube

Cette figure montre que dans le cas d’une fissure plane, l’anisotropie ne semble pas
indispensable pour déterminer le débit dans la direction colinéaire à l’écoulement comme
constaté sur la figure 2.33.

Comme expliqué dans [Jason, 2004], le coefficient de perméabilité fonction de l’endom-
magement n’est valable que pour une fissuration répartie id est de faibles endommagements
et donc en l’absence de localisation. Ces courbes montrent néanmoins que l’approche choi-
sie dans ce travail tend à sous-estimer la perméabilité pour de faibles endommagements
pour un calcul macroscopique mais souligne combien ces valeurs d’endommagement sont
rapidement dépassées.

2.4.8 Étude sur une fissure inclinée de π/6 radian

Pour le maillage treillis du modèle E-FEM, il est difficile de réaliser une fissure plane
“parfaite”, pour le maillage cubique du modèle FEM+D, c’est la réalisation d’une fissure
inclinée d’angle maitrisé qui pose problème.

Le choix s’est porté sur l’analyse de 2 faciès d’éléments “fissurés” pour lesquels les
matrices du champ de déformation sont projetées sur le maillage. Les visualisations des
éléments sélectionnés pour une fissure à π/6 radian sont présentées sur les figures 2.38 et
2.39 via la représentation des champs de déformation εxx sur le maillage utilisé composé de
93 éléments. L’orientation de la fissure souhaitée est identique à la représentation visible
sur la figure 2.15.

La matrice obtenue pour une fissure inclinée de π/6 radian avec une ouverture de
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PERMEABILITE

EPXX
> 0.00E+00
< 6.75E+01

  2.7
  5.9
  9.1
  12.
  16.
  19.
  22.
  25.
  28.
  32.
  35.
  38.
  41.
  44.
  48.
  51.
  54.
  57.
  61.
  64.
  67.

x 

z 

Figure 2.38 – Faciès A - Champ de
déformation εxx pour une fissure in-
clinée de π/6 radian avec une ouver-
ture de 10−2 mm sur un cube de 100
mm de côtéPERMEABILITE
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Figure 2.39 – Faciès B - Champ de
déformation εxx pour une fissure in-
clinée de π/6 radian avec une ouver-
ture de 10−2 mm sur un cube de 100
mm de côté

1.10−2 mm sur un élément cubique de type CUB8 est conforme à la théorie :

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

21, 8 36, 1 0, 00
36, 1 63, 5 0, 00
0, 00 0, 00 84, 3

 · 10−17 m2 (2.46)

Cette matrice a en effet une valeur propre simple de 1.10−17 m2 et une valeur propre
double de 84, 3.10−17 m2 qui correspond à la perméabilité traversant une fissure plane
d’ouverture 1.10−2 mm. La direction propre correspondant à la valeur propre de 1.10−17

m2 est inclinée de π/6 radian par rapport à l’axe x, un vecteur propre est collinéaire au
vecteur z et le troisième est bien entendu perpendiculaire aux deux premiers et coplanaire
au plan de fissuration.

Pour le faciès A (cf. figure 2.38), la matrice macroscopique obtenue est la suivante :

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

11, 6 18, 3 0, 00
18, 3 32, 7 0, 00
0, 00 0, 00 84, 3

 · 10−17 m2 (2.47)

Pour la faciès B (cf. figure 2.39), la matrice macroscopique vaut :

K([[u]]=1.10−2 mm)
M

=

27, 3 45, 6 0, 00
45, 6 80, 0 0, 00
0, 00 0, 00 139, 9

 · 10−17 m2 (2.48)

Pour les matrices 2.47 et 2.48, la valeur propre 1.10−17 m2 est toujours obtenue avec
un vecteur propre associé incliné de π/6 radian par rapport à l’axe x comme la théorie
le prédit. Les deux autres vecteurs propres sont correctement orientés (un collinéaire au
vecteur z et le troisième coplanaire à la fissure et perpendiculaire aux deux autres). En
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revanche, les champs de déformation imposés ne correspondent pas à un vrai champ de
déformation associé à une fissure inclinée de π/6 radian de par la régularité du maillage
utilisé composé de cubes alignés. Ainsi, pour le faciès A, la première valeur propre vaut
84, 3.10−17 m2 dans la direction z puisque le nombre d’éléments suivant la direction y
correspond à une fissure plane (9 éléments dans ce cas). Pour le faciès B, la première
valeur propre vaut 139, 9.10−17 m2 soit environ 15/9× 84, 3.10−17 m2 puisque 15 éléments
sont sélectionnés dans le plan (y, z). Les troisièmes valeurs propres sont de 43, 2.10−17 m2

pour le faciès A et 106.10−17 m2 pour le faciès B.
L’approche FEM+D permet donc bien de représenter les directions principales d’écou-

lements anisotropes mais la méthode utilisée n’a pas permis de garantir la parfaite repré-
sentation de l’écoulement dans la direction où le trajet de l’écoulement est le plus long.
Cette constatation résulte majoritairement de la difficulté à créer un champ de déforma-
tion représentant une fissure plane d’angle contrôlé. Cette analyse permet également de
soulever le problème de la représentation de la tortuosité de la fissuration pour un maillage
composé d’éléments cubiques.

�

�

�

�

En conclusion, le modèle FEM+D permet d’obtenir des résultats fiables avec très peu
d’éléments pour peu que la sollicitation soit simple. Des doutes persistent sur la capacité
du modèle à représenter des sollicitations engendrant des trajets de fissuration complexes.
Un nombre minimum d’éléments doit être choisi afin de garantir qu’une et une seule
fissure ne traverse chaque élément. Cette approche n’est pas a priori faite pour représenter
correctement la tortuosité des fissures même si un champ aléatoire est appliqué sur les
propriétés matériaux, il faudrait en effet une grande densité de maillage
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2.5 Conclusion sur ce chapitre

En comparaison avec l’approche FEM+D, l’approche mécanique E-FEM permet une
meilleure représentation de la tortuosité pour peu que le maillage utilisé soit suffisam-
ment fin. De par la légèreté du calcul (treillis de barres, calculs d’ouvertures à l’échelle
élémentaire et donc parallélisable), l’approche E-FEM possède donc des avantages certains
même si l’identification des paramètres mécaniques à intégrer à l’échelle élémentaire n’est
pas des plus facile. Cette approche où la seule loi intégrée est une loi de type fragile avec
adoucissement en mode I ne permet pas de représenter tous les types de comportements
tridimensionnels même lorsque les éléments sont plus complexes (poutre avec loi en mode
I et II ou tétraèdres) [Roubin, 2013]. D’un point de vue perméation, le modèle s’adapte
facilement et le temps de résolution en régime permanent reste acceptable en regard du
nombre de nœuds en jeu à savoir environ 2 minutes pour un maillage composé de 338 436
nœuds sur un processeur de type Intel R©Xeon R©X5450 cadencé à 3 GHz.

L’approche mécanique FEM+D donne de très bon résultats pour les cas tests effectués
sur des maillages réguliers mais elle ne peut représenter correctement la tortuosité sauf à
mettre une forte densité d’éléments et à appliquer un champ aléatoire avec un coefficient
de variation important. Le calcul de perméation associé se greffe rapidement quel que
soit le modèle mécanique utilisé mais sans l’introduction d’un coefficient de réduction
permettant de représenter les pertes de charge dues à la tortuosité et à la rugosité sur
une fissure réelle, le calcul risque de surestimer les débits d’environ un ordre de grandeur
si le calcul mécanique représente correctement le comportement macroscopique et que les
éléments ne sont traversés que par une seule macrofissure.
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Chapitre 3

Applications sur des éléments
structuraux

Ce chapitre permet de confronter les développements présentés dans ce document
à des applications réelles :

un écoulement d’eau à travers un tirant en béton armé fissuré d’après les es-
sais décrits dans [Desmettre, 2011] ;

un écoulement d’air traversant un Volume Structurel Représentatif (VSR) de
mur intérieur d’une enceinte de confinement d’une centrale nucléaire de
type REP 1300 P4 (cf. tableau 1).

Ainsi, les modèles sont testés sur un essai à l’échelle d’un VER et un essai à
l’échelle d’un VSR mais également pour un écoulement incompressible (fluide
d’étude : eau) et un écoulement compressible (fluide d’étude : air).
Pour ces applications, les analyses sont menées sur les résultats mécaniques ainsi
que sur les résultats des problèmes transferts.

141
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3.1 Perméabilité à l’eau d’un tirant en béton armé

La première application concerne une expérience décrite dans le travail de thèse de
Clélia Desmettre [Desmettre, 2011]. Le dispositif représenté sur la figure 3.1 permet de
coupler deux expérimentations :

un essai mécanique sur un tirant en béton armé ;

un essai de perméation sur le tirant pour des paliers de chargement stabilisés.

Figure 3.1 – Schéma du dispositif expérimental de traction/perméation [Desmettre, 2011]

3.1.1 Description du dispositif expérimental [Desmettre, 2011]

Le corps d’épreuve de cet essai est une éprouvette parallélépipédique de (90×90×610)
mm3 en béton enrobant une barre d’armature M10 de 11 mm de diamètre (cf. figure 3.2).
Des manchons en acier sont noyés dans le béton à chacune des extrémités du tirant. Ils
sont de forme cylindrique avec une longueur de 63, 5 mm et un diamètre de 38 mm.

Figure 3.2 – Géométrie du tirant étudié [Desmettre, 2011]

L’essai mécanique est piloté en déplacement à une vitesse de 0, 05 mm.min-1 via deux
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LVDT 1 positionnés de part et d’autre du tirant. En plus de l’effort et du déplacement
imposé, pour les essais mécaniques seuls (sans essai de perméation), des ouvertures de
fissures sont mesurées à l’aide de capteurs de type PI 2.

Afin d’éviter toute fissuration due au séchage, la cure des éprouvettes est effectuée dans
l’eau jusqu’aux essais mécaniques et de transfert.

Comme le montre la figure 3.3, les essais de perméation sont réalisés en appliquant
deux réservoirs étanches sur deux grandes faces opposées de l’éprouvette prismatique, le
reste de l’éprouvette étant entourée d’élastomère pour garantir l’étanchéité du dispositif.
La différence de pression appliquée entre les faces amont et avale est de 50 kPa.

Figure 3.3 – Schéma et photographie des bôıtes permettant la mesure de débit au travers
du tirant sous chargement mécanique [Desmettre, 2011]

3.1.1.1 Paramètres matériaux expérimentaux

Le béton utilisé dans l’étude considérée est un béton ordinaire de rapport Eau/Ciment
d’environ 0,6. La composition est donnée dans le tableau 3.1 en sachant qu’un agent
réducteur d’eau a également été utilisé. D’autres types de bétons ont été testés dans le
cadre de l’étude d’où les résultats expérimentaux sont extraits [Desmettre, 2011].

Les caractéristiques mécaniques des matériaux utilisés sont données dans le tableau
3.2. Les armatures ont un plateau plastique important et les expériences sont arrêtées
avant que la phase d’écrouissage ne commence.

Les essais ayant eu lieu après 3 mois de cure, la résistance et le module de Young doivent
donc être actualisés. En utilisant la formule pour prendre en compte la maturation d’un
béton ordinaire selon l’eurocode 2 (cf. équation 3.1 extraite de l’eurocode 2 - Partie 1.1 -
3.1.2), la résistance en traction directe du béton lors des essais est évaluée à 3,04 MPa.

1. Linear Voltage Displacement Transducer = capteurs de déplacements à transformateur différentiel
2. Dans cette expérimentation, les capteurs PI mesurent l’allongement entre leur deux points de fixation

espacés d’environ 5 cm
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Dénomination Quantité

Ciment type GU 325 kg.m-3

Pierre (2,5/10) mm 1002 kg.m-3

Sable (0/5) mm 821 kg.m-3

Eau 193 kg.m-3

Tableau 3.1 – Composition du béton utilisé durant l’essai sur tirant [Desmettre, 2011] La
dénomination nord-américaine GU (General Use) correspond à un ciment de type CEM I
en Europe

Béton

Module de Young du béton à 28 jours Ecm28 32 GPa
Résistance en traction directe du béton à 28 jours fctm28 2,82 MPa
Résistance en compression du béton à 28 jours fcm28 37 MPa
Coefficient de Poisson νc 0,245

Acier

Module de Young de l’acier Es 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy 440 MPa
Limite à rupture de l’acier fs 560 MPa

Tableau 3.2 – Propriétés mécaniques moyennes des matériaux

fctm(t) =

{
exp

[
0, 2

(
1−

√
28

t

)]}2/3

fctm28 (3.1)

Le module de Young à 90 jours est estimé à 35,7 GPa via la formule donnée dans
l’eurocode 2 (cf. équation 3.2 extraite de l’eurocode 2 - partie 1.1 - 3.1.2).

Ecm(t) = exp

[
0, 2

(
1−

√
28

t

)]
Ecm28 (3.2)

La résistance en compression du béton est estimée à 41,3 MPa (cf. équation 3.3 extraite
de l’eurocode 2 - partie 1.1 - 3.1.2).

fcm(t) = exp

[
0, 2

(
1−

√
28

t

)]
fcm28 (3.3)

Les caractéristiques mécaniques estimées au moment des essais sont définies dans le
tableau 3.3.

3.1.1.2 Résultats expérimentaux

Tous les résultats expérimentaux présentés sont obtenus sur des tirants respectant la
géométrie décrite sur la figure 3.2 et fabriqués avec la même formulation de béton et le
même type d’acier.

La figure 3.4 représente l’évolution de l’effort dans le tirant en fonction du déplacement
imposé pour trois tirants.
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Béton

Module de Young du béton Ecm 35,7 GPa
Coefficient de Poisson νc 0,245
Résistance en traction directe du béton fctm 3,04 MPa
Résistance en compression du béton fcm 41,3 MPa

Acier

Module de Young de l’acier Es 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy 440 MPa
Limite à rupture de l’acier fs 560 MPa

Tableau 3.3 – Propriétés mécaniques estimées au moment des essais via les formules de
l’eurocode 2 [NF-EN-1992, 2005]

Figure 3.4 – Évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé pour trois tirants
(mêmes géométries et mêmes matériaux) [Desmettre et Charron, 2011]

Ces résultats mécaniques expérimentaux permettent de distinguer quatre phases selon
les niveaux de chargement dans le tirant :

0 à 15 kN : une phase élastique ;

15 à 28 kN : l’apparition et la propagation de microfissures ;

28 à 45 kN : la coalescence des microfissures en macrofissures ;

45 à 47 kN : plastification de l’armature (acier possédant un grand palier plastique).

La figure 3.5 montre les évolutions de la conductivité hydraulique moyenne obtenue
à partir du différentiel de pression imposé, du débit mesuré et de la loi de Darcy pour
cinq tirants. La contrainte dans la barre est déduite de la déformation moyenne le long du
tirant et du module de Young de l’acier utilisé. C’est donc une contrainte moyenne dont
la signification physique est discutable lorsque la fissuration est apparue.
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Figure 3.5 – Évolution de la conductivité hydraulique en fonction de l’effort dans le tirant
puis de la contrainte dans la barre d’acier [Desmettre et Charron, 2011]

La figure 3.6 permet de bien visualiser les trois séparations pour les critères de durabilité
proposés par l’eurocode 2, à savoir des ouvertures de fissures de 0, 2 mm, 0, 3 mm et 0, 4
mm.

171 

 

Tableau 9.3 : Ouverture de fissure limite en service dans différents codes de construction 

Code/Norme 

Ouverture de fissure limite (mm) 

Fissuration très 

préjudiciable 

Fissuration 

préjudiciable 

Fissuration peu 

préjudiciable 

(Eurocode2, 2005) 0.3 0.3 0.4 

(A-NF, 2007) Annexes nationales française  0.2 0.3 0.4 

(CSA, 2004) 0.33 0.33 0.4 

(CSA, 2006) 0.25 0.25 0.35 

(BS, 1997) 0.3 0.3  

Les coefficients de perméabilité associés à ces 3 niveaux de contrainte correspondent alors aux 

valeurs critiques à ne pas dépasser pour assurer une bonne durabilité de la structure, déterminant 

ainsi 3 valeurs critiques de perméabilité (faible, modérée et élevée) (ÉTAPE 3). 

En se basant sur la courbe moyenne de perméabilité obtenue pour le BO lors de ce projet, ces 

trois niveaux correspondent respectivement à des coefficients de perméabilité 

Kfaible = 5.4E-07 m/s, Kmodéré = 4.7E-06 m/s et Kélevé = 7.3E-07 m/s (Figure 9.14). Les ouvertures 

maximales repérées sur cette figure sont les maximums des ouvertures de fissure associés aux 

niveaux de contrainte correspondants. Ces niveaux de contrainte devraient alors être associés aux 

niveaux de perméabilité maximums correspondants. Afin de demeurer conservateur dans les 

critères de conception, la courbe de perméabilité moyenne a été utilisée. De fait, les valeurs seuils 

de perméabilité considérées sont plus faibles. 
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Figure 9.14 : Détermination des niveaux de perméabilité critiques pour le BO 

Figure 3.6 – Variation de la perméabilité et de l’ouverture maximale en fonction de la
contrainte moyenne dans l’armature [Desmettre, 2011]

3.1.2 Étude numérique

La présentation de l’étude numérique s’articule autour de 6 parties durant lesquelles
les résultats numériques sont confrontés aux résultats expérimentaux :

1. la description du maillage, des paramètres matériaux et des conditions aux limites
appliquées pour l’approche FEM+D ;

2. la description du maillage, des paramètres matériaux et des conditions aux limites
appliquées pour l’approche E-FEM ;

3. la présentation des résultats mécaniques obtenus pour les deux approches avec les
courbes Forces/déplacement, les faciès de fissuration ainsi que les ouvertures maxi-
males de fissures ;

4. la présentation des résultats de transferts permettant de comparer la conductivité
hydraulique moyenne obtenue pour les deux approches ;
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5. une comparaison entre les résultats obtenus avec des maillages avec et sans hétéro-
généités pour l’approche E-FEM ;

6. une analyse sur l’approche E-FEM du résultat obtenu avec seulement 3 fissures.

3.1.2.1 Modèle FEM+D - Maillage, paramètres matériaux et conditions aux
limites

Le maillage utilisé est composé de 30 976 éléments parallélépipédiques à fonctions de
forme linéaire à 8 points de Gauss (appelé CUB8 dans Cast3M). Ces éléments sont tous des
parallélépipèdes rectangles dont la différence relative entre les longueurs de chaque côté
est au maximum de 13%. La section de l’acier étant circulaire pour l’expérimentation,
une section d’acier équivalente est appliquée afin d’avoir le bon comportement mécanique
élastique. Le rapport entre la surface d’adhérence acier/béton pour le maillage composé
de cubes et celle pour la géométrie réelle si la barre d’acier est considérée cylindrique est
de 2/

√
π ≈ 1.13. Le maillage composé de cubes surestime donc la surface d’adhérence

d’environ 13 % par rapport à la géométrie cylindrique. Néanmoins, le choix s’est porté sur
des cubes afin d’avoir une longueur caractéristique d’éléments égale à la racine cubique de
son volume pour tous les éléments représentant le matériau béton.

Figure 3.7 – Maillage utilisé pour l’analyse FEM+D - de gauche à droite : maillage de la
barre et les manchons en acier, maillage du béton, une réalisation du champ aléatoire

Les propriétés matériaux détaillées dans le tableau 3.4 sont celles définies dans le calcul
effectué via l’approche FEM+D avec la version 2012 du logiciel Cast3M [Charras et al.,
2014]. Les éventuelles modifications de ces paramètres sur des calculs sont précisées sur les
figures et graphiques associés. Ce sont les paramètres permettant d’avoir un comportement
correspondant aux caractéristiques données dans le tableau 3.3.

La figure 3.8 représente le comportement d’une poutre entaillée sollicitée en flexion trois
points composée d’un béton modélisé avec les paramètres donnés précédemment. L’énergie
de fissuration GF post-traitée à partir de ces essais numériques est de (133± 4, 9) 3 J.m-2.

3. (x± δx) : δx est une estimation sans biais de l’écart type sur les 100 réalisations.
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Acier - comportement élasto-plastique parfait

Module de Young de l’acier Es 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy 440 MPa
Coefficient de Poisson νs 0, 3

Acier - Perméabilité

Perméabilité à l’eau kiso,a 10−∞ m2

Béton - Mazars régularisé en énergie de fissuration

Module de Young du béton Ecm 35, 7 GPa
Résistance en traction directe du béton fctm 3, 04 MPa

Énergie de fissuration GF 110 J.m-2

Résistance en compression du béton fcm 41, 3 MPa
Coefficient de Poisson νc 0, 245

Béton - Champ aléatoire sur la résistance en traction

Longueur de corrélation (3Dmax) lc 0, 03 m

Coefficient de variation (Écart-type/moyenne) cv,ft 10 %

Béton - Paramètres Cast3M du modèle de Mazars

Paramètre pour gérer l’interface acier/béton βM 1, 06

Béton - Perméabilité

Perméabilité à l’eau kiso,b 2, 05.10−17 m2

Tableau 3.4 – Propriétés des matériaux pour le modèle FEM+D
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Figure 3.8 – Comportement numérique (FEM+D) d’une poutre de section 10 cm x 10 cm
entaillée à mi-longueur sur la moitié de la hauteur sollicitée en flexion 3 points avec une
portée de 80 cm (résultats obtenus sur 100 réalisations)

La figure 3.9 représente le comportement du béton modélisé avec les paramètres décrits
ci-dessus soumis à une sollicitation de traction uniaxiale pour une éprouvette non entaillée.
L’énergie surfacique totale Gst post-traitée à partir de ces essais numériques est de (151±
28) J.m-2. L’énergie dissipée lors de l’essai de flexion sur poutre entaillée est moins élevée
que celle obtenue sur un essai de traction de par la présence de l’entaille. En effet, dans le
premier cas l’entaille entraine une concentration de contrainte forçant le lieu d’amorce du
trajet de fissuration. En conséquence, la majorité voire la totalité des éléments dissipant de
l’énergie sont ceux appartenant à la macrofissure finale. À l’inverse, pour la traction directe,
en fonction du champ aléatoire appliqué, un nombre non négligeable d’éléments dissipent
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de l’énergie en dehors du trajet de la macrofissure menant à la ruine de l’éprouvette. Ainsi,
l’éprouvette de traction dissipe plus d’énergie (cf. la partie 2.1.2 pour une discussion plus
approfondie sur les différences entre l’énergie de fissuration GF et l’énergie surfacique
totale Gst).
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Figure 3.9 – Comportement numérique (FEM+D) du matériau sollicité en traction uni-
axiale (résultats obtenus sur 100 réalisations)

L’annexe I présente des détails supplémentaires sur l’énergie de fissuration obtenue
avec le modèle FEM+D.

L’essai numérique est piloté en déplacement sur la surface supérieure du manchon
supérieure, la surface inférieure du manchon inférieure étant encastrée (cf. fig. 3.7).

3.1.2.2 Modèle E-FEM - Maillage, paramètres matériaux et conditions aux
limites

Le maillage utilisé est composé de 29 185 nœuds soit 180 814 barres. La longueur
moyenne des barres est de 6, 8 mm avec un coefficient de variation d’environ 25 %. Les
éléments composant l’acier ainsi que les granulats sont visibles sur la figure 3.10 à côté de
la rosace d’orientation des éléments.

Les propriétés matériaux détaillées dans le tableau 3.5 sont celles définies dans le cal-
cul effectuées via l’approche E-FEM effectuée via le logiciel coFEAP [M.Hautefeuille et
C.Kassiotis, 2011]. Les éventuelles modifications de ces paramètres sur des calculs sont
précisées sur les figures et graphiques associés. Ces paramètres sont obtenus lors d’un
processus itératif permettant de converger vers un comportement macroscopique corres-
pondant au mieux aux caractéristiques données dans le tableau 3.3.
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Éléments composant l’acier et les
granulats

Rosace sur les éléments n’appartenant
pas aux faces

Figure 3.10 – Maillage E-FEM du tirant

Acier - comportement élastique parfait

Propriété Notation Barre Macro

Module de Young de l’acier Es 501 GPa 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy +∞ +∞
Coefficient de Poisson (inhérent au maillage) νs ∅ 0, 25

Perméabilité à l’eau kiso,a 10−26 m2 *

Béton - comportement quasi-fragile

Propriété Notation Barre Macro

Module de Young du béton Ecm 85, 3 GPa 35, 7 GPa
Résistance en traction directe du béton fctm 6, 50 MPa 3, 04 MPa

Énergie de fissuration (Barre) / surfacique totale (Macro) GF / Gst 0, 016 J.m-2 134 J.m-2

Coefficient de Poisson (inhérent au maillage) νc ∅ 0, 25

Béton - Perméabilité

Perméabilité à l’eau kiso,b 2, 05.10−17 m2

* la perméabilité à l’eau de l’acier est théoriquement nulle mais pour des raisons
numériques elle est fixée comme étant inférieure de 9 ordres de grandeur à la
perméabilité du béton.

Tableau 3.5 – Propriétés mécaniques des matériaux pour le modèle E-FEM

La figure 3.11 représente le comportement du béton modélisé avec les paramètres dé-
crits ci-dessus soumis à une sollicitation de traction uniaxiale.
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Figure 3.11 – Comportement du béton pour le modèle E-FEM

3.1.2.3 Résultats mécaniques

La figure 3.12 présente l’évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé pour
différents calculs numériques (FEM+D vs E-FEM sans granulats) en comparaison des
résultats expérimentaux. L’approche FEM+D donne entre 3 et 4 fissures suivant les réali-
sations du champ aléatoire sur la résistance en traction projetées sur le maillage. La courbe
Force/Déplacement s’insère dans le fuseau des courbes expérimentales données dans [Des-
mettre et Charron, 2011]. Pour l’approche E-FEM, une fois la première macro-fissure créée,
l’effort plafonne à 20 kN. L’interface s’endommage progressivement et aucune reprise de
raideur significative ne se fait ressentir.
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Figure 3.12 – Évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé (résultats expéri-
mentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numériques (FEM+D et E-FEM sans granulats)
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Les faciès de fissuration obtenus pour les deux approches sont représentés sur la figure
3.13.

Résultat FEM+D Résultat E-FEM

Figure 3.13 – Contours des maillages, maillages des aciers (en noir) et faciès de fissuration
pour un déplacement imposé de 1,2 mm

La figure 3.14 permet de comparer l’évolution des ouvertures de fissures en fonction de
l’effort appliqué entre les résultats expérimentaux et numériques. Les tendances semblent
correctes et en accord avec les points expérimentaux. Comme le montre la courbe 3.12,
l’effort macroscopique pour le modèle E-FEM reste inférieur à 20 kN jusqu’à un déplace-
ment imposé de 0,8 mm. L’ouverture maximale de cette approche est donc logiquement
supérieure à celle de l’approche FEM+D pour des efforts inférieurs à 20 kN. L’approche
FEM+D donne ensuite des ouvertures maximales supérieures à l’approche E-FEM puisque
les ouvertures se répartissent suivant 4 fissures pour le premier modèle contre environ 6
pour le second.

Ces évolutions sont à mettre en regard avec l’évolution de la longueur d’établissement
d’un écoulement en fonction de l’ouverture de fissure pour les conditions de cet essai et
présenté sur la figure 1.36. Cette évolution montre que l’ouverture de fissure maximale à
ne pas dépasser pour conserver un rapport entre la longueur d’établissement et la longueur
du trajet d’écoulement inférieur à 5 % est de 134 µm en régime laminaire. La longueur
d’établissement devient supérieure à la longueur de l’écoulement pour une ouverture su-
périeure à 280 µm. Là réside peut-être une des explications physiques sur les coefficients
de correction proposés par la majorité des auteurs pour prendre en compte les déviations
entre les débits mesurés et les débits prédits par la loi cubique.

La figure 3.15 permet d’étudier la répartition des éléments “cassés” pour l’approche
E-FEM tout au long du processus de chargement. Afin de ne pas prendre en compte la
nano-fissuration n’ayant pas d’influence sur l’écoulement dans le modèle E-FEM, il est
préférable de définir un seuil pour l’analyse de la fissuration. Le choix s’est porté sur une
ouverture de fissure entrainant une augmentation de 1 % du débit par rapport au matériau
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Figure 3.14 – Évolution des ouvertures de fissures en fonction du déplacement imposé
(résultats expérimentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

non fissuré :

[[u]]seuil =
3

√
5

100
kisoLtirant12µ ≈ 0, 1 µm (3.4)

Ce seuil de [[u]]seuil = 100 nm correspond à la limite généralement prises entre les tailles
des pores d’hydrates et ceux des pores capillaires [Ollivier et Vichot, 2008]. Ce graphique
souligne combien les éléments responsables de l’écoulement sont peu nombreux, de l’ordre
de 5 % des éléments “cassés” sélectionnés.
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Figure 3.15 – Évolution des ouvertures de fissures en fonction de l’effort imposé pour le
calcul E-FEM - Ouverture minimale, fractile à 5%, médiane, fractile à 95% et maximum
sur l’ensemble des barres dont le saut de déplacement est supérieur à 100 nm (résultats
expérimentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

La figure 3.16 permet de montrer l’influence du coefficient empirique βM permettant de
représenter au mieux le comportement de l’adhérence acier/béton sur l’allure générale de
la courbe force/déplacement pour l’essai de tirant. Ce coefficient introduit dans [Pijaudier-
Cabot et al., 1991] permet de limiter l’évolution rapide de l’endommagement en cisaille-
ment sans modifier le comportement en traction pure (plus de détails sur β pages 99 à
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102 de [Giry, 2011]). Les courbes expérimentales sont mises en regard de deux courbes
moyennes réalisées sur plus de 30 réalisations du champ aléatoire appliqué à la résistance
en traction. Les barres verticales sur les courbes numériques représentent les écarts-types
pour chacun des déplacements imposés. Les résultats avec βM = 1, 0 manquent de reprises
de raideur après la première ouverture de fissure, exactement comme pour le comportement
FEM+D. L’interface s’endommage progressivement le long de la barre durant l’augmen-
tation du déplacement imposé empêchant la reprise de raideur visible sur les résultats
expérimentaux et la courbe avec βM = 1, 06. Ce graphique souligne la nécessité de modé-
liser la contrainte de cisaillement résiduelle agissant après l’endommagement de l’interface
acier/béton. L’approche E-FEM de par le comportement de ses éléments en rupture fra-
gile en mode I ne permet pas de représenter correctement ce frottement. Peut-être qu’avec
l’ajout d’un modèle d’interface acier/béton travaillant en mode I et II le comportement
macroscopique du tirant aurait été plus proche du comportement expérimental.
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Figure 3.16 – Évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé - Courbes numé-
riques moyennes avec les barres d’écarts-types pour l’approche FEM+D avec βM = 1, 06
(45 calculs) versus βM = 1, 00 (33 calculs) - résultats expérimentaux [Desmettre et Char-
ron, 2011] vs numériques

3.1.2.4 Résultats de perméabilité

La figure 3.17 montre une bonne concordance entre les résultats numériques et ex-
périmentaux moyens avec une surestimation d’environ un ordre de grandeur du débit
traversant l’éprouvette sachant qu’aucun coefficient “empirique” de prise en compte de
la rugosité des fissures n’est intégré à la modélisation des transferts. Malgré une taille
d’éléments comparable – l’approche FEM+D possède un maillage composé de cubes d’en-
viron 5, 5 mm de côté et l’approche E-FEM un maillage composé de barres possédant une
longueur moyenne de 6, 8 mm – l’approche E-FEM de par l’orientation aléatoire de ces
barres permet de mieux représenter la tortuosité des fissures. En conséquence, le débit
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traversant le tirant est supérieur pour l’approche FEM+D. Cette constatation n’est pas
liée au nombre de fissures comme il serait possible de le supposer puisque même pour un
faciès ne possédant que 3 fissures (cf. figure 3.26), la conductivité hydraulique moyenne ne
dépasse pas 1.10−4 m.s-1 pour l’approche E-FEM.
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Figure 3.17 – Évolution de la conductivité hydraulique
en fonction du déplacement imposé - comparaison des ré-
sultats FEM+D versus E-FEM (résultats expérimentaux
[Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

Figure 3.18 – Nombre
de Reynolds pour l’ap-
proche FEM+D pour
Uimp = 1,2 mm

La figure 3.18 montre les éléments pour lesquels le nombre de Reynolds est supérieur
à 10. Sur les 436 éléments sélectionnés, seuls 33 ont un Reynolds supérieur à 2000 et un
seul à un Reynolds supérieur à 2600. L’écoulement reste globalement laminaire lisse en
prenant les limites précisées dans [Louis, 1974] si la rugosité relative reste inférieure à
0, 033. Cette limite suppose que la rugosité absolue moyenne est d’environ 17 µm pour les
fissures concernées, ces dernières étant ouvertes de 500 µm et plus.

La figure 3.19 permet de quantifier les différences entre une modélisation avec des ma-
trices de perméabilités élémentaires anisotropes versus isotropes. L’anisotropie permet de
mieux représenter la “longueur” du trajet d’écoulement via la tortuosité de la fissuration.
Les gradients de pression locaux sont en conséquence plus faibles et donc les débits éga-
lement. Notons que cet effet s’amplifie avec la complexité des sollicitations mécaniques et
donc des faciès de fissuration qui en découlent.

3.1.2.5 Modèle E-FEM - maillage homogène (sans granulats) vs hétérogène
(avec granulats)

L’analyse fractale des surfaces de rupture pour des essais sur du béton a montré l’intérêt
d’ajouter des granulats pour mieux représenter la tortuosité des fissures (cf. partie 2.3.8).
La figure 3.20 permet de différencier les courbes force/déplacement pour un maillage où le
béton est modélisé par un matériau homogène et un autre ou des granulats sphériques de
résistance supérieure à la pâte de ciment de plusieurs ordres de grandeurs sont introduits.
La distribution des diamètres des sphères respectent les caractéristiques d’une courbe
granulométrique classique d’un béton en respectant les diamètres maximums utilisés dans
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Figure 3.19 – Évolution de la conductivité hydraulique en fonction du déplacement imposé
- comparaison des résultats obtenus avec une matrice élémentaire isotrope ou anisotrope
pour le modèle FEM+D (résultats expérimentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numé-
riques)

l’expérience (Dmax ≈ 10 mm).
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Figure 3.20 – Évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé - comparaison des
résultats E-FEM sans granulats (homogène) versus avec granulats (hétérogène) (résultats
expérimentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

Les faciès de fissuration obtenus avec ou sans hétérogénéités présentés sur la figure
3.21 confirment la relative similitude de comportement mécanique entre les deux types
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de maillage. Les deux maillages présentent environ 6 fissures traversantes et l’ouverture
maximale est d’environ 400 µm pour les deux approches (390 µm pour la version hétérogène
et 440 µm pour la version homogène).

Figure 3.21 – Faciès de rupture - représentation des aciers (en noir) et des éléments dont
l’ouverture est supérieure à 100 µm - comparaison des résultats E-FEM avec granulats (à
gauche) versus sans granulats (à droite)

La figure 3.22 permet de montrer que c’est logiquement sur le maillage homogène que
le nombre de barres orientées selon la direction de l’axe de traction est le plus grand. En
effet, avec la présence d’hétérogénéités, la fissure est obligée de contourner les inclusions
puisque ces dernières ont une résistance bien supérieure à la pâte de ciment. La rosace de
gauche correspondant au maillage hétérogène est donc plus “sphérique” que celle de droite.

La figure 3.23 permet de montrer que sur le maillage avec des hétérogénéités, les élé-
ments les plus “ouverts” sont principalement orientés selon l’axe de traction. Cette consta-
tation semble là encore cohérente puisque sans hétérogénéités, les fissures se rapprochent de
plans horizontaux et rompent toutes les barres traversées par ce plan. Les barres inclinées
par rapport à l’axe de traction doivent donc davantage s’ouvrir pour cette modélisation
par rapport aux cas où la présence d’inclusions engendre des fissures plus tortueuses et où
les barres inclinées sont plus nombreuses (cf. figure 3.22) mais moins ouvertes (cf. figure
3.23).

La figure 3.24 représente l’évolution de la conductivité hydraulique pour les maillages
avec et sans granulats. La tortuosité apportée par les granulats semblent diminuer légère-
ment le débit traversant l’éprouvette, ce qui tend à confirmer la meilleure représentativité
de ce type de maillage. Néanmoins, un seul tirage sur la position des granulats a été testé
et il faudrait donc effectuer une étude de variabilité sur plusieurs tirages afin de pouvoir
conclure de manière définitive.
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Figure 3.22 – Rosace des éléments fissurés - rayons de la rosace proportionnels au nombre
de barres fissurées dans chaque direction - comparaison des résultats E-FEM avec granulats
(à gauche) versus sans granulats (à droite)

Figure 3.23 – Rosace des éléments fissurés - rayons de la rosace proportionnels au produit
entre l’ouverture et la section des barres fissurées dans chaque direction - comparaison des
résultats E-FEM avec granulats (à gauche) versus sans granulats (à droite)

3.1.2.6 Modèle E-FEM - résultats avec 3 fissures

L’objectif étant également de tester le modèle de perméation indépendamment du mo-
dèle mécanique, le choix s’est porté sur l’adaptation de paramètres matériaux mécanique
pour le modèle E-FEM permettant de tester le modèle de perméation. Ainsi, un maillage
composé de trois fissures (correspondant aux constatations expérimentales) est obtenu en
prenant les propriétés mécaniques macroscopiques du béton suivantes :

module de Young Ecm : 35, 8 GPa ;
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Figure 3.24 – Évolution de la conductivité hydraulique en fonction du déplacement im-
posé - comparaison des résultats E-FEM sans granulats (homogène) versus avec granulats
(hétérogène) (résultats expérimentaux [Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

résistance en traction fctm : 3, 87 MPa ;

énergie surfacique totale pour ce maillage Gst : 414 J.m-2.

La figure 3.25 présente l’évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé. La
première fissure arrive logiquement pour un effort plus grand que pour les essais mais le
comportement global reste cohérent.
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Figure 3.25 – Évolution de l’effort en fonction du déplacement imposé - comparaison des
résultats réalisés en aveugle (6 fissures) versus les résultats obtenus avec des paramètres
matériaux permettant d’avoir 3 fissures (résultats expérimentaux [Desmettre et Charron,
2011] vs numériques)
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La figure 3.26 montre une conductivité hydraulique numérique moyenne supérieure aux
valeurs expérimentales. Si un coefficient de réduction de débit représentant les effets de
la rugosité sur l’écoulement était introduit dans le calcul des perméabilités élémentaires,
une valeur de 0,14 permettrait de retrouver le débit de fuite expérimental moyen pour la
modélisation avec 3 fissures (cf. tableau 3.6).
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Figure 3.26 – Évolution de la conductivité hydraulique en fonction du déplacement imposé
- comparaison des résultats réalisés en aveugle (6 fissures) versus les résultats obtenus
avec des paramètres matériaux permettant d’avoir 3 fissures (résultats expérimentaux
[Desmettre et Charron, 2011] vs numériques)

3.1.3 Conclusions sur l’estimation du débit d’eau traversant un tirant
en béton armé

Même si les réponses mécaniques sont relativement différentes suivant l’approche utili-
sée en terme de courbes force/déplacement, les ouvertures maximales et les débits évalués
sont cohérents avec les résultats expérimentaux. Comme le montraient les résultats présen-
tés dans la partie 2, l’approche E-FEM permet de par une représentation plus réaliste de la
tortuosité de la fissuration de mieux estimer le débit que l’approche FEM+D. Le tableau
3.6 montre en effet une surestimation inférieure à un ordre de grandeur pour l’approche
E-FEM et légèrement supérieure à un ordre de grandeur pour l’approche FEM+D.
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Conductivité Coefficient
hydraulique réducteur

Valeur moyenne expérimentale 1, 0.10−5 m.s-1 ∅
FEM+D 2, 8.10−4 m.s-1 0, 04
E-FEM hétérogène 2, 1.10−5 m.s-1 0, 48
E-FEM homogène (6 fissures) 2, 7.10−5 m.s-1 0, 37
E-FEM homogène (3 fissures) 7, 1.10−5 m.s-1 0, 14

Tableau 3.6 – Conductivité hydraulique pour un déplacement imposé de 1,2 mm et valeur
d’un coefficient réducteur qui permettrait de retrouver le débit expérimental pour chaque
modélisation

Le nombre de Reynolds étant conséquent comme le montre la figure 3.18, des tourbillons
risquent d’apparâıtre dans les fissures réelles réduisant le chenal “laminaire” emprunté
par le fluide percolant. En conséquence, même en représentant correctement la tortuosité
comme le modèle E-FEM le permet, le débit est surestimé d’environ un ordre de grandeur.
Le modèle FEM+D combine les manques de représentativité de la tortuosité et de la
rugosité engendrant une surestimation supérieure du débit.

�

�

�

�

Le débit de fuite pour un écoulement incompressible est correctement déterminé quel
que soit le modèle mécanique choisi. Néanmoins, l’approche E-FEM de par une meilleure
représentation de la tortuosité permet de mieux estimer le débit que l’approche FEM+D.
L’introduction d’une loi prenant en compte l’effet de la rugosité semble être un point clé
pour l’amélioration du modèle de perméation.
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3.2 Perméabilité à l’air d’un Volume Structurel Représen-
tatif d’un morceau de paroi interne d’une enceinte de
confinement

La modélisation présentée dans cette partie correspond à une maquette réalisée dans le
cadre du projet ANR blanc Étude du Confinement des Ouvrages en Béton Armé (ECOBA)
[Nahas et al., 2014]. Ce travail est réalisé en partenariat entre l’institut de recherche en
Génie-civil et Mécanique (GeM) installé sur l’École Centrale de Nantes et l’Université
de Nantes, l’Institut de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire (IRSN), le Laboratoire
de Sciences Appliquées au Génie Civil et Génie Côtier (LaSAGeC2) de l’université de
Pau et des Pays de l’Adour et le Laboratoire Mécanique Technologique (LMT) de l’ENS
de Cachan. L’objectif est de réaliser une expérimentation sur un volume représentatif
des ouvrages de confinement de centrale nucléaire de type REP 1300 P4. Une vue en
perspective de la maquette est visible sur la figure 3.27.

Figure 3.27 – Première maquette du projet ECOBA [Nahas et al., 2014]

La première éprouvette est coulée en une seule fois et l’étude porte sur la fissuration
associée au séchage suivi d’une phase de charge/décharge mécanique en traction appliquée
par des vérins, les champs de déformation étant mesurés par corrélation d’images tout au
long de l’essai. Des mesures de fuites sont également réalisées à différents moments du
chargement. La deuxième maquette est coulée en deux fois afin d’observer les différences
apportées par une reprise de bétonnage sur la fissuration induite par l’historique de charge-
ment précédemment cité. Au moment où est écrit ce chapitre, seule la première maquette
a subi l’ensemble du protocole expérimental. La seconde est réalisée mais n’a pas encore
été sollicitée mécaniquement.

3.2.1 Description du dispositif expérimental [Nahas et al., 2014]

La modélisation présentée dans ce travail porte uniquement sur la partie centrale de la
première maquette dont le schéma de ferraillage complet est représenté sur la figure 3.28.
Cette zone mesure 1,50 m de longueur (direction x) pour une section droite de 1,20 m
(direction y) sur 0,90 m (direction z). Le ferraillage se compose en partie courante de 5
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cadres situés dans des plans parallèles au plan (0,y, z) et 18 barres HA20 parallèles à l’axe
x ainsi que de 12 barres HA32 réparties dans deux gaines de 13 cm de diamètre parallèles
à l’axe x représentant les gaines de précontraintes dans la structure réelle. Deux plaques
en acier de 5 mm d’épaisseur sont placées aux deux extrémités de la zone centrale.

Figure 3.28 – Vue en perspective du ferraillage et des inserts métalliques coulés dans les
maquettes du projet ECOBA

3.2.1.1 Paramètres matériaux expérimentaux

Le béton produit pour réaliser cette maquette est dénommé B11 et correspond au
matériau ayant servi à construire la centrale nucléaire de Civeaux. Il a déjà été étudié
dans quatre thèses [Granger, 1996,Omar, 2004,Reviron, 2009,Briffaut, 2010]. Son rapport
E/C est de 0,56 et le ciment utilisé correspond à un CEM II / A-LL 42,5 R CE PMCP2.
Le diamètre de ses plus gros granulats est 20 mm et son affaissement est d’environ 10 cm.

Les caractéristiques mécaniques des matériaux utilisés pour cette maquette sont don-
nées dans le tableau 3.7. Ces valeurs synthétisent les résultats d’essais faits pour cette
maquette ainsi que des thèses ayant en partie été consacrées à ce béton B11.

Béton B11

Module de Young du béton à 28 jours Ecm28 34 GPa
Coefficient de Poisson νc 0, 2
Résistance en traction directe du béton à 28 jours fctm28 3, 0 MPa

Énergie de fissuration à 28 jours GF 135 J.m-2

Acier

Module de Young de l’acier Es 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy 500 MPa

Tableau 3.7 – Propriétés mécaniques des matériaux utilisés pour les maquettes ECOBA
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Pour prendre en compte les effets d’échelle, un deuxième jeu de paramètres est utillisé.
Le champ aléatoire appliqué sur la résistance en traction permet d’initier les zones en-
dommagées mais ne permet pas de représenter les effets d’échelle puisque la probabilité
d’avoir des éléments avec une résistance faible dépend uniquement du nombre d’éléments
du maillage et non de leur taille physique (en la reliant par exemple à la taille des plus gros
granulats). Les caractéristiques mécaniques ft et GF sont donc corrigées via les formules
2.6 et 2.7 proposées dans [Carpinteri et al., 1995] et [Carpinteri et Chiaia, 1996].

La formule 2.6 appliquée dans un premier temps aux essais de fendage ayant permis
d’estimer la résistance en traction du matériau permet d’estimer la résistance en traction
pour une éprouvette de dimension infinie :

3, 0 = f∞t

(
1 +

15× 20.10−3

0, 16

)1/2

(3.5)

soit :

f∞t ≈ 1, 77 MPa (3.6)

puis cette même formule 2.6 permet d’estimer la résistance en traction à utiliser pour la
modélisation numérique :

ft(D = 1, 05) = 1, 77

(
1 +

15× 20.10−3

1, 05

)1/2

≈ 2, 01 MPa (3.7)

Par le même raisonnement mais en se basant sur l’équation 2.7, il est possible de
calculer l’énergie de fissuration asymptotique G∞F [J.m-2] :

110 = G∞F

(
1 +

15× 20.10−3

0, 1

)−1/2

(3.8)

soit :

G∞F ≈ 220 J.m-2 (3.9)

puis cette même formule 2.7 permet d’estimer l’énergie de fissuration à utiliser pour la
modélisation numérique :

GF (D = 1, 05) = 220

(
1 +

15× 20.10−3

1, 05

)−1/2

≈ 194 MPa (3.10)

Les propriétés mécaniques permettant de prendre en compte des effets d’échelles sont
regroupées dans le tableau 3.8.

3.2.1.2 Protocole expérimental

Seuls les résultats de la première maquette sont disponibles au moment de la rédaction
de ce travail. Ils sont synthétisés dans un rapport effectué par le SIAME 4 de l’université
de Pau et des Pays de l’Adour [Lawrence et al., 2014].

Le protocole expérimental est composé de trois phases :

4. Laboratoire des Sciences de l’Ingénieur Appliquées à la Mécanique et au génie Electrique
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Béton B11

Module de Young Ecm28 34 GPa
Coefficient de Poisson νc 0, 2
Résistance en traction directe fctm28 2, 0 MPa

Énergie de fissuration GF 194 J.m-2

Tableau 3.8 – Propriétés mécaniques du béton B11 pour prendre en compte les effets
d’échelle

phase 1 avec deux cycles charge/décharge pilotés en effort (cf. figure 3.29) :
— charge totale maximale appliquée lors du premier cycle de 1,2 MN,
— charge totale maximale appliquée lors du second cycle de 2,0 MN ;

phase 2 avec deux cycles charge/décharge (cf. figure 3.30) :
— chargement par pilotage en effort avec mesure du débit de fuite (résultats dans le

tableau 3.9) pour 4 paliers de chargement (0,8 ; 1,2 ; 1,6 puis 2 MN) sans mesure
par corrélation d’images ni LVDT de par la présence des bôıtes de mesure de
débit de fuite (bôıte d’injection et bôıte avale occultant les deux faces de la zone
centrale) ;

— installation de 6 LVDT pour mesurer les ouvertures de fissures (la position des
LVDT est visible sur la figure 3.31 et les courbes obtenues sur la figure 3.30),

— déchargement puis chargement par pilotage en déplacement jusqu’à un effort total
de 4,2 MN,

— déchargement ;

phase 3 où les LVDT 1 et 6 sont positionnés afin de mesurer l’allongement de la zone
centrale de la maquette (cf. figure 3.32) lors de deux nouveaux cycles :
— un cycle charge/décharge piloté en déplacement ;
— un cycle charge/décharge piloté en effort jusqu’à un déplacement de 4,2 mm par

vérin.

La figure 3.29 montre la dissymétrie du comportement de la maquette qui semble moins
rigide en partie supérieure qu’inférieure.

3.2.1.3 Résultats expérimentaux

Durant la première phase, 3 fissures sont apparues pour des efforts globaux d’environ
1 MN, 1,7 MN et 2 MN.

Le tableau 3.9 synthétise les résultats des essais de perméation effectués durant la
deuxième phase. Comme aucun LVDT ne pouvait être positionné durant les phases de tests
de perméation de par la présence de la bôıte d’injection et la bôıte avale, les ouvertures
durant ces essais sont estimées à partir du cycle de décharge/charge ayant suivi les essais de
perméation. Je suppose ici que les ouvertures maximales pendant la phase de chargement
de l’éprouvette ayant permis de faire les essais de perméation sont approximativement les
mêmes que lors de la phase de chargement suivante. Les ouvertures maximales estimées
sont donc déduites des mesures effectuées par LVDT durant la phase 2 et recalées par
rapport aux mesures effectuées par corrélation d’image une fois l’éprouvette déchargée
(cf. figure 3.30 réalisée par l’équipe du SIAME de l’université de Pau et des Pays de
l’Adour [Lawrence et al., 2014]).
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Figure 3.29 – Évolution de l’effort total dans les vérins en fonction des déplacements des
vérins durant la phase 1 [Lawrence et al., 2014] - Nota Bene : L’allongement total de la
zone centrale d’étude n’est pas connu

Figure 3.30 – Évolution de l’effort total dans les vérins en fonction des déplacements
dans les LVDT durant la phase 2 - figure extraite de [Lawrence et al., 2014] sur laquelle
sont tracées des lignes permettant d’évaluer les ouvertures maximales lors des essais de
perméation (cf. tableau 3.9)
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Figure 3.31 – Position des LVDT pour la
phase 2

Figure 3.32 – Position des LVDT pour la
phase 3

Palier de chargement [kN] 800 1200 1600 2000

Ouverture max. estimée [µm] 230 270 310 350

Pression d’entrée [kPa] 400 400 300 300
Pression de sortie [kPa] 103 105 105 106

Débit de fuite [L.min-1] 5, 97 12, 6 13, 3 16, 9
Débit de fuite [kg.s-1] 1, 19.10−4 2, 52.10−4 2, 66.10−4 3, 38.10−4

Tableau 3.9 – Résultats des mesures de débits de fuite lors des essais effectués sur la
première maquette ECOBA durant la phase 2

3.2.2 Étude numérique

L’étude numérique porte uniquement sur la zone centrale de la maquette mesurant
1,50 m de longueur dans la direction de la traction, 0,90 m dans le sens de l’écoulement
et 1,20 m dans la troisième direction.

Les résultats sont présentés via 6 parties :

1. la description du maillage, des paramètres matériaux et des conditions aux limites
appliquées pour l’approche FEM+D ;

2. la description du maillage, des paramètres matériaux et des conditions aux limites
appliquées pour l’approche E-FEM ;

3. la présentation des résultats mécaniques obtenus pour les deux approches avec les
courbes Forces/déplacement, les faciès de fissuration ainsi que les ouvertures maxi-
males de fissures ;

4. la présentation des résultats de transfert permettant de comparer le débit de fuite
obtenu pour chacune des deux approches ainsi que les nombres de Reynolds maxi-
maux ;

5. une comparaison entre les résultats obtenus avec des maillages avec et sans hétéro-
généités pour l’approche E-FEM ;

6. une comparaison entre différentes approches pour le calcul de transfert (Kel
ani

, Kel
iso

,

Kel
Jason

, écoulement incompressible) pour l’approche FEM+D.
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3.2.2.1 Modèle FEM+D - Maillage, paramètres matériaux et conditions aux
limites

Les calculs pour l’approche FEM+D sont effectués avec la version 2014 du logiciel
Cast3M [Charras et al., 2014]. Le maillage de la maquette complète réalisé par l’IRSN est
simplifié afin de se focaliser uniquement sur la zone centrale comme le montre la figure
3.33. La modélisation du béton repose sur des éléments à fonctions de forme linéaire à 6 et
8 points de Gauss, respectivement dénommés PRI6 et CUB8 dans Cast3M. Leur longueur
caractéristique moyenne est de 5, 8 cm. Les armatures sont composées d’éléments barres
SEG2 et les plaques d’acier aux extrémités de la zone centrale sont composées de PRI6 et
CUB8. Enfin, les extrémités des gaines de précontraintes sont modélisées par des éléments
QUA4 et TRI3. La maquette numérique est pilotée en déplacement sur les faces externes
des plaques délimitant la zone centrale et visibles sur les deux maillages représentés sur la
figure 3.33.

GIBI FECIT
Figure 3.33 – Maillage de la maquette numérique FEM+D - contour des éléments volu-
miques à gauche - éléments en acier à droite

Les propriétés matériaux appliquées correspondent à celles présentées dans les tableaux
3.7 et 3.8. Dans le cas contraire, elles sont précisées sur les graphiques.

Un bruit blanc gaussien dont la moyenne est précisée suivant les calculs et de coefficient
de variation 10 % est appliqué sur le champ de résistance en traction du béton dont la
densité de probabilité sur une réalisation est présentée sur la figure 3.34.

3.2.2.2 Modèle E-FEM - Maillage, paramètres matériaux et conditions aux
limites

Le maillage utilisé pour l’approche E-FEM est composé de 451 308 nœuds et 3 033 873
barres ayant une longueur moyenne de 18, 3 mm avec un coefficient de variation d’environ
20 %.

Le ferraillage de la maquette numérique E-FEM est visible sur la figure 3.35. On y
disingue les deux bacs en acier à chaque extrémité de la maquette (x = 0 m et x = 1, 50 m).



3.2. PERMÉABILITÉ À L’AIR D’UN VSR D’ENCEINTE DE CONFINEMENT 169

0	  

1	  

2	  

3	  

4	  

1,4	   1,6	   1,8	   2,0	   2,2	  

De
ns
ité

	  d
e	  
pr
ob

ab
ili
té
	  [%

]	  

Contrainte	  limite	  en	  trac6on	  [MPa]	  

Figure 3.34 – Densité de probabilité sur une réalisation du champ de résistance en traction
appliqué au maillage Ecoba

C’est sur les faces externes de ces plaques de 5 mm d’épaisseur que les déplacements
sont imposés. Les conditions aux limites sont donc identiques à l’approche FEM+D mais
différentes de ce qui a été imposé à la première maquette ECOBA puisque cette dernière
a subit lors des premières phases un pilotage en effort engendrant une dissymétrie de
déplacements des vérins due à une probable différence de rigidité entre la partie supérieure
et inférieure de la maquette (cf. figure 3.29).

Figure 3.35 – Maillage du ferraillage de la maquette numérique E-FEM (à gauche éléments
en acier, à droite coupe permettant de montrer les granulats ainsi que les éléments en acier)

Les propriétés matériaux détaillées dans le tableau 3.10 sont celles définies dans le calcul
effectué via l’approche E-FEM à l’aide du logiciel coFEAP [M.Hautefeuille et C.Kassiotis,
2011]. Les éventuelles modifications de ces paramètres sur des calculs sont précisées sur les
figures et graphiques associés. Comme pour le tirant, les paramètres introduit à l’échelle
des éléments barres sont obtenus lors d’un processus itératif permettant de converger vers
un comportement macroscopique correspondant au mieux aux caractéristiques souhaitées.
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Acier - comportement élastique parfait

Propriété Notation Barre Macro

Module de Young de l’acier Es 464 GPa 210 GPa
Limite élastique de l’acier fy +∞ +∞
Coefficient de Poisson (inhérent au maillage) νs ∅ 0, 25

Perméabilité à l’air kiso,a 10−26 m2

Béton - comportement quasi-fragile

Propriété Notation Barre Macro

Module de Young du béton Ecm 78, 2 GPa 35, 7 GPa
Résistance en traction directe du béton fctm 6, 50 MPa 3, 45 MPa

Énergie de fissuration (Barre) / surfacique totale (Macro) GF / Gst 0, 05 J.m-2 388 J.m-2

Coefficient de Poisson (inhérent au maillage) νc ∅ 0, 25

Béton - Perméabilité

Perméabilité à l’air kiso,b 2, 05.10−17 m2

Tableau 3.10 – Propriétés mécaniques des matériaux pour le modèle E-FEM

3.2.2.3 Résultats mécaniques

Les figures 3.36 et 3.37 montrent des comparaisons entre des modélisations avec et
sans prises en compte des effets d’échelles dans le choix des caractéristiques mécaniques
du béton pour l’approche FEM+D ainsi qu’un résultat obtenu avec l’approche E-FEM.
Contrairement aux constatations expérimentales présentées précédemment, aucune fissu-
ration marquée n’apparâıt dans les modélisations numériques avant un effort de 2 MN
comme le montre la figure 3.38. Cette différence provient sans doute de la différence de
comportement macroscopique entre le modèle numérique parfaitement symétrique et celui
de la maquette expérimentale fortement dissymétrique (cf. figure 3.29).
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Figure 3.36 – Évolution de l’effort total en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale

La figure 3.39 montre les faciès de fissuration pour un allongement de la zone centrale
de 2 mm. Expérimentalement, seules 3 macrofissures traversantes sont détectées en face
avant et arrière alors qu’elles sont au nombre de 8 à 10 pour les calculs FEM+D et entre
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Figure 3.37 – Évolution des ouvertures maximales des fissures en fonction du déplacement
imposé sur la zone centrale
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Figure 3.38 – Évolution des ouvertures maximales des fissures en fonction de l’effort total
appliqué sur la zone centrale

4 à 5 pour l’approche E-FEM. Les deux modèles mécanique tendent donc à surestimer le
nombre de fissures traversantes.

3.2.2.4 Résultats de perméabilité

Comme la figure 3.36 pouvait le laisser supposer, les fissures avec le modèle E-FEM
s’ouvrent un peu plus tardivement que pour l’approche FEM+D entrainant logiquement
une augmentation du débit de fuite plus tardif pour l’approche E-FEM. La figure 3.40
montre malgré tout un débit de fuite assez proche pour les deux approches lorsque l’allon-
gement de la zone centrale approche les 2 mm.

La figure 3.41 permet de constater que le nombre de Reynolds ne dépasse pas 1150 pour
un allongement imposé de la zone centrale de 2 mm. L’hypothèse d’écoulement laminaire
est donc satisfaite si l’on prend en compte les limites fixées par O. Reynolds mais devient
discutable pour des rugosités relatives élevées (cf partie 1.1.3). Plus le déplacement imposé
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Figure 3.39 – Faciès de fissuration - seuls les éléments ayant une ouverture supérieure à
100 µm sont représentés à gauche pour l’approche FEM+D avec prise en compte des effets
d’échelle (ouverture maximale de 879 µm), à droite pour l’approche E-FEM (ouverture
maximale de 1, 12 mm)
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Figure 3.40 – Évolution du débit de fuite en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale

est important et plus les fissures sont ouvertes, certains éléments pouvant avoir des ouver-
tures de l’ordre de 1 mm pour un déplacement imposé de 2 mm. La rugosité relative en est
en conséquence d’autant plus faible puisque la rugosité absolue moyenne reste identique
quelle que soit l’ouverture de la fissure. Le nombre de Reynolds caractérisant l’apparition
de turbulences est donc de plus en plus grand.

Le tableau 1.35 montre une surestimation sensible des débits de fuite calculés numé-
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Figure 3.41 – Éléments pour lesquels le nombre de Reynolds est supérieur à 10 pour le
résultat de l’approche FEM+D avec prise en compte des effets d’échelle dans les propriétés
mécaniques

riquement d’environ 1 à 2 ordres de grandeur par rapport aux mesures effectuées sur la
maquette ECOBA. Comme pour le tirant, cette surestimation peut être expliquée par l’ab-
sence de coefficient phénoménologique tentant de rendre compte des effets de la rugosité
ou du régime d’écoulement dans l’estimation du débit. Cette constatation est à relativiser
étant donné la méthode de comparaison utilisée : les résultats expérimentaux se basent sur
des ouvertures de fissures locales (LVDT) et les résultats numériques sur des maximums
globaux. De plus, la méthode d’estimation de l’ouverture de fissure des LVDT associée au
débit de fuite est elle aussi discutable.

Ouverture max. estimée [µm] 230 270 q270/q230

Débit de fuite expérimental [kg.s-1] 1, 19.10−4 2, 52.10−4 2, 1

Débit de fuite FEM+D avec effets d’échelle [kg.s-1] 1, 0.10−2 1, 4.10−2 1, 4
Débit de fuite FEM+D sans effets d’échelle [kg.s-1] 4, 1.10−3 5, 1.10−3 1, 2
Débit de fuite E-FEM maillage homogène [kg.s-1] 3, 1.10−3 4, 6.10−3 1, 5

Tableau 3.11 – Comparaison des résultats expérimentaux et numériques de mesures de
débit de fuite

Comme le montre la figure 1.35, la longueur d’établissement dans des conditions
d’APRP est de l’ordre de la longueur de la fissure pour une ouverture de 360 µm. L’hypo-
thèse de régime établi est donc mise à mal et les débits estimés risquent de subir des dérives
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non négligeables pour des ouvertures de fissures supérieures à 200 µm pour lesquelles la
longueur d’établissement est d’environ 5 % de l’épaisseur du mur à traverser.

3.2.2.5 Modèle E-FEM - maillage homogène (sans granulats) vs hétérogène
(avec granulats)

Les propriétés mécaniques d’entrée du modèle E-FEM sont complexes à identifier alors
que pour l’approche FEM+D, les paramètres d’entrée se retrouvent directement dans le
comportement macroscopique. Afin de comparer les résultats obtenus avec ou sans hété-
rogénéités pour l’approche E-FEM, le choix a donc consisté à effectuer des calculs E-FEM
avec un béton ayant une résistance en traction comparable (de l’ordre de 3,5 MPa) puis
de les mettre en regard de modélisations par approche FEM+D dont les propriétés mé-
caniques du béton sont identiques à celles identifiées par les approches E-FEM avec et
sans granulats. La présence d’hétérogéniétés augmentent très fortement l’énergie de fissu-
ration macroscopique ainsi obtenue et la modélisation FEM+D correspondant aux carac-
téristiques de l’approche E-FEM avec hétérogénéités a en conséquence un comportement
macroscopique plus “ductile”.

Les figures 3.42 et 3.43 permettent ainsi de comparer d’une part des modélisations
avec et sans granulats pour l’approche E-FEM mais aussi de les mettre en regard de mo-
délisations FEM+D ayant les mêmes propriétés mécaniques macroscopiques que le béton
modélisé par l’approche E-FEM. Malgré ces différences, les modélisations E-FEM avec et
sans granulats sont relativement similaires de par leurs comportements mécanique et de
transfert (cf. figure 3.45).
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Figure 3.42 – Évolution de l’effort total en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale

Les faciès de fissuration obtenus avec ou sans hétérogénéités présentés sur la figure
3.44 confirment la relative similitude de comportement mécanique entre les deux types de
maillage. Environ 4 à 6 fissures traversent les deux structures et l’ouverture maximale est
d’environ 1, 1 mm pour les deux approches (1, 06 mm pour la version hétérogène et 1, 12
mm pour la version homogène).
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Figure 3.43 – Évolution des ouvertures maximales des fissures en fonction du déplacement
imposé sur la zone centrale

Figure 3.44 – Faciès de rupture - représentation des aciers (en noir) et des éléments dont
l’ouverture est supérieure à 100 µm - comparaison des résultats E-FEM avec granulats (à
gauche) versus sans granulats (à droite)

Les estimations de débits de fuites (cf. figure 3.45) confortent les évolutions d’ouvertues
de fissures présentées sur la figure 3.43. Le modèle FEM+D pour la comparaison avec
l’approche E-FEM homogène a un comportement plus fragile avec des fissures rapidement
traversantes de par la régularité du maillage. Le débit de fuite est donc logiquement plus
important pour des déplacements imposés plus faible. Les ouvertures maximales pour de
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grands déplacements imposés étant comparables, les débits de fuite sont en conséquence
du même ordre de grandeur.
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Figure 3.45 – Évolution du débit de fuite en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale

3.2.2.6 Modèle FEM+D - comparaison de différentes approches pour le calcul
de transfert

Les calculs de perméabilité présentés ci-dessous sont réalisés sur les résultats méca-
niques obtenus par l’approche FEM+D avec les paramètres matériaux prenant en compte
les effets d’échelle (ft = 2, 01 MPa ; GF = 194 J.m-2) et présentés sur les graphiques 3.36
et 3.37.

La figure 3.46 permet de comparer les résultats obtenus avec 3 types de matrices de
perméabilité élémentaires avec l’hypothèse d’un écoulement compressible et ceux obtenus
avec des matrices de perméabilité anisotropes mais en faisant l’hypothèse d’un écoulement
incompressible :

K ani : matrices anisotropes présentées dans ce travail ;

K iso : matrices isotropes avec comme valeur propre triple le maximum des valeurs
propres de la matrice K ani ;

K Jason : matrices isotropes dont la valeur propre triple est un coefficient fonction de
l’endommagement extrait de [Jason, 2004] (cf. formule 1.57) ;

K incomp : matrices anisotropes avec l’hypothèse d’un écoulement incompressible.

Les matrices isotropes donnent des résultats relativement proches des matrices aniso-
tropes de par la planéité des fissures modélisées (cf. faciès de fissuration de gauche sur la
figure 3.39).

L’approche liant endommagement et perméabilité est selon son auteur adaptée aux
faibles niveaux d’endommagement [Jason, 2004]. Les courbes obtenues semblent donc mon-
trer que l’approche présentée dans ce travail sous-estime le débit de fuite pour de faibles
niveaux d’endommagement. La majeure partie de la modélisation se faisant avec des en-
dommagements importants, les débits de fuite pour de grands déplacements ont peu de
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Figure 3.46 – Évolution du débit de fuite en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale suivant les matrices élémentaires de perméabilité et l’hypothèse de compressibilité
utilisée

chance d’être représentatifs. Ainsi, le débit de fuite reste tout au long de la modélisation
supérieur d’environ 2 ordres de grandeur à l’approche présentée dans ce travail.

Comme expliqué dans les parties 1.1.2.8, pour un nombre de Mach inférieur à 0,2 il
est possible de faire l’hypothèse d’incompressibilité de l’écoulement pour modéliser un
écoulement de gaz. Or, sous l’hypothèse d’assimiler l’air à un gaz parfait, le nombre de
Mach pour cette application reste toujours inférieur à 0,04 comme le montre la figure 3.47.
Une comparaison entre deux résolutions utilisant ces hypothèses (écoulement compressible
vs incompressible) montre des débits de fuites du même ordre de grandeur durant tout le
chargement comme le montre la figure 3.46. Les débits ne sont néanmoins pas égaux et cette
différence souligne l’importance de prendre en compte des lois d’écoulements compressibles
pour les calculs de transfert avec de l’air, même lorsque les vitesses restent inférieure à la
limite de 0,2 fois la célérité du son dans l’air.

3.2.3 Conclusions sur l’estimation du débit d’air traversant un VSR

Comme pour l’application sur le tirant, l’approche E-FEM permet d’estimer avec une
meilleure précision le débit de fuite traversant un VSR en comparaison de l’approche
FEM+D. La raison est toujours liée à une représentation plus réaliste de la tortuosité des
fissures. Même si la correspondance entre les résultats expérimentaux et numériques est
discutable, le tableau 3.12 semble montrer que les différences entre modélisation et expé-
rience sont plus importantes pour des écoulements compressibles que pour des écoulements
incompressibles (tableau 3.6 synthétisant les résultats sur le tirant). L’effet de la rugosité
sur le débit de fuite serait ainsi plus important pour les écoulements compressibles.
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Figure 3.47 – Évolution du nombre de Mach en fonction du déplacement imposé sur la zone
centrale - approche avec matrice de perméabilité anisotrope et hypothèse d’un écoulement
compressible

Débit Coefficient
Massique réducteur

Valeur expérimentale 1, 2.10−4 kg.m-3 ∅
FEM+D (K ani & comp.) 1, 0.10−2 kg.m-3 0, 012
FEM+D (K iso & comp.) 1, 1.10−2 kg.m-3 0, 011
FEM+D (K Jason & comp.) 6, 2 kg.m-3 0, 00002
FEM+D (K ani & incomp.) 2, 2.10−2 kg.m-3 0, 0054
E-FEM homogène 3, 1.10−3 kg.m-3 0, 039
E-FEM hétérogène 2, 7.10−3 kg.m-3 0, 044

Tableau 3.12 – Débit massique [kg.s-1] pour une ouverture maximale estimée de 230 µm et
valeur d’un coefficient réducteur qui permettrait de retrouver le débit expérimental pour
chaque modélisation

Le nombre d’éléments ne permet pas d’utiliser un solveur direct et lorsque la matrice
globale du système est mal conditionnée (rapport entre la plus grande valeur propre et
la plus faible dépassant 7 ordres de grandeur), le temps de convergence pour l’approche
utilisant CoFEAP augmente fortement (de quelques minutes à plus d’une heure pour
451 000 nœuds). Néanmoins, ce problème est dû au type de solveur utilisé et non à la
méthode en elle-même.

�

�

�

�

De la même manière que pour l’application sur le tirant, l’approche E-FEM semble mieux
représenter la tortuosité des fissures et de ce fait converge vers un débit plus proche des dé-
bits expérimentaux mesurés que l’approche FEM+D. Cette étude montre que le modèle de
transfert s’adapte sur les modèles mécaniques sans difficulté et permet d’estimer facilement
un débit de fuite pour un écoulement compressible. L’écart aux résultats expérimentaux
semblent plus importants pour les écoulements compressibles qu’incompressibles même si
d’autres applications sont nécessaires avant toute conclusion définitive.



Conclusions et perspectives

Conclusions

Le premier chapitre de ce travail a permis d’appréhender la complexité des écou-
lements en milieu fissuré. De nombreuses questions restent ouvertes pour quantifier et
comprendre l’effet de différents paramètres sur la prédiction de débits de fuite, ne serait-ce
que pour une fissure unique : rugosité, tortuosité, régime d’écoulement, longueur d’éta-
blissement, etc. Si de nombreux auteurs utilisent des “bôıtes noires” (essentiellement sur
une base phénoménologique) adaptées à des applications aux frontières plus ou moins bien
définies pour compenser des méconnaissances, le parti pris de ce travail est d’avoir une
approche explicative permettant d’estimer des débits de fuite en régime laminaire pour les
écoulements compressibles ou incompressibles. L’hypothèse de laminarité est facilement
vérifiable a posteriori par le calcul du nombre de Reynoldss de l’écoulement.

En étudiant l’évolution de modèles d’écoulement issus de la littérature reliant
le débit de fuite à l’ouverture de fissure dans des conditions d’APRP (cf. figure 1.72), nous
avons pu constater des différences de plusieurs ordres de grandeur entre leurs pré-
dictions. S’il n’est pas possible de savoir quel modèle est le plus pertinent, des hypothèses
peuvent être émises sur les raisons de cette dispersion. L’estimation de la taille du che-
nal au travers duquel s’écoule le fluide sans turbulence fait partie des points cruciaux à
élucider. Connaissant les rugosités présentes sur une surface de béton fissuré, il est admis
que, même pour de faibles nombres de Reynolds, des turbulences apparaissent réduisant
la dimension du chenal d’écoulement. Une manière pour prendre en compte ce phénomène
consiste à réduire l’ouverture de fissure mécanique afin de pouvoir continuer à utiliser la
loi cubique pour l’estimation du débit traversant une fissure. En considérant la rugosité
absolue moyenne comme connue pour un matériau donné, il est nécessaire d’introduire un
modèle reliant l’ouverture de fissure mécanique à la taille du chenal d’écoule-
ment en fonction de la vitesse la traversant. Le modèle de perméation ainsi formulé
devient non linéaire mais la principale difficulté n’est pas d’ordre numérique mais réside
dans l’obtention de cette loi “ouverture mécanique/taille de chenal”.

Le premier chapitre a également été l’occasion de présenter le cadre dans lequel s’in-
sère l’approche développée dans ce travail. Cette dernière repose sur une formulation
rigoureuse du problème de transfert en milieu fissuré aboutissant à une résolution
classique par la méthode des éléments finis. Le modèle de perméation peut ainsi être im-
plémenté aisément dans des codes de calculs où se trouvent des modèles mécaniques avec
lesquels il pourra être couplé.

Le chapitre 2 a permis de confronter le modèle de perméation à un protocole
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de tests numériques. L’aptitude à représenter des écoulements au travers de fissures
inclinées a souligné l’intérêt d’un maillage désordonné (nœuds placés de manière aléa-
toire). Ce deuxième chapitre a, de plus, montré la capacité de l’approche proposée à faire
de l’homogénéisation numérique et donc à identifier des matrices de perméabilité ma-
croscopiques pour des volumes fissurés. Cette aptitude peut être utilisée dans des modéli-
sations multi-échelles afin d’alimenter les matrices élémentaires d’un calcul macroscopique.
Cette capacité peut également permettre de déterminer l’échelle du VER en se basant sur
le principe de Hill [Hill, 1963] dans le cadre de la perméation pour une morphologie d’in-
clusion donnée. Les résultats montrent néanmoins que la détermination de cette taille de
VER n’est pas directe avec l’approche proposée. Une approche statistique où des tirages
seront testés avec une évolution du rapport entre la taille d’amas fissurés et la taille du
maillage permettra d’avoir des résultats plus concluants.

Après avoir validé la méthode développée sur des cas tests dans le chapitre 2, la
confrontation à des mesures expérimentales dans le chapitre 3 a permis de mon-
trer la cohérence des résultats obtenus à l’échelle du VER ou même du VSR pour un
écoulement compressible ou incompressible. Les applications présentées montrent
une surestimation d’environ un ordre de grandeur des débits de fuite mesurés par
rapport aux résultats expérimentaux. La différence apportée par les modèles de fissura-
tion sur l’estimation de la perméation semble ainsi être d’un ordre de grandeur quand les
écarts entre les modèles d’écoulement dans une fissure sont de plusieurs ordres de grandeur
comme expliqué précédemment. Cette étude a donc notamment permis de confronter des
modèles mécaniques de manière objective sans toutefois pouvoir trancher sur la meilleure
méthode à adopter.

Les surestimations des débits constatées dans le chapitre 3 peuvent être de fait at-
tribuées à la non prise en compte de la rugosité des surfaces fissurées sur l’écoulement.
L’ajout d’un coefficient minorateur à la méthodologie proposée est trivial et n’apporte-
rait rien à ce travail. La possibilité de modéliser des granulats dans l’approche mécanique
E-FEM utilisée a permis de montrer que la tortuosité pouvait être naturellement fournie
par le modèle mécanique et avait un impact sur le débit de fuite évalué. La tortuosité
obtenue via l’approche E-FEM semble réduire d’environ un ordre de grandeur
les écoulements en comparaison des résultats obtenus avec l’approche FEM+D
où les fissures étaient planes.

Du point de vue de l’utilisateur, le modèle E-FEM a des inconvénients notables.
L’identification des paramètres matériaux à l’échelle élémentaire est un premier point cru-
cial. Si le module de Young peut être trouvé analytiquement, obtenir une énergie dissipée
cohérente nécessite un processus itératif d’autant plus long que le maillage est fin. De
plus, ce modèle nécessiterait une loi d’interface acier/béton travaillant en mode I
et II afin de mieux représenter ce comportement si particulier. En contrepartie, le temps
de calcul s’en trouverait alourdi et la philosophie même de ce modèle léger se voulant
le moins phénoménologique possible serait atteinte. Le modèle E-FEM a néanmoins des
avantages qui le prédisposent à être couplé à des calculs de transfert. Le principal atout
réside dans sa capacité à représenter la tortuosité qui lui fait gagner environ un ordre de
grandeur sur l’estimation des débits en comparaison de l’approche FEM+D ou de toutes
autres approches pour lesquelles les fissures restent planes. Son deuxième atout majeur est
de modéliser le matériau par un maillage non adapté permettant d’avoir des éléments de
tailles relativement identiques et donc un meilleur conditionnement de la matrice globale.
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Le calcul est en conséquence plus rapide que pour un maillage adapté.

L’approche FEM+D a montré malgré tout de belles aptitudes à représenter des
ouvertures de fissures cohérentes alors que les modèles continus d’endommagement
ne sont intrinsèquement pas destinés à ce genre d’applications. Le champ aléatoire (bruit
blanc ou champ corrélé spatialement) appliqué sur le champ de résistance en traction
ne permet pas de générer un faciès de fissuration et donc une tortuosité réaliste. Il sera
donc nécessaire de tester le modèle FEM+D avec un maillage dont les noeuds sont placés
aléatoirement et composé de tétraèdres.

Les comparaisons entre différentes matrices de perméabilité ont montré qu’une loi
perméabilité/endommagement ne permet pas d’estimer correctement les dé-
bits pour des applications où la coalescence des fissures entraine l’apparition de macro-
fissures. L’estimation d’une ouverture de fissure pour les modèles d’endommagement est
donc nécessaire pour rendre compte du phénomène de transfert de masse en milieu poreux
fissuré.

La comparaison entre écoulements incompressible et compressible pour une ap-
plication avec de l’air a révélé des différences même pour un nombre de Mach inférieur à
0,04 et donc très inférieur à la limite de 0,2 généralement admise (cf. partie 1.1.2.8). Cette
constatation renforce l’idée selon laquelle il est toujours préférable d’utiliser l’hypothèse
d’un écoulement compressible pour les calculs effectués avec de l’air.

Pour des applications où les fissures sont majoritairement de mode I, les différences
entre les résultats obtenus avec des matrices de perméabilité élémentaires isotropes
et anisotropes sont faibles pour peu que les éléments fissurés ne représentent pas une
certaine tortuosité. Ainsi, plus le modèle mécanique est capable de représenter la
tortuosité et plus il est important de prendre en compte l’anisotropie de l’écoulement
dans les matrices élémentaires.

Perspectives

Ce travail apporte donc un outil basé sur une approche explicative et facile à implémen-
ter s’adaptant sur de nombreux modèles mécaniques pour estimer les débits de fuite dans
un milieu fissuré [Asali et al., 2014] [Jourdain et al., 2014]. De nombreuses études pour-
raient y être ajoutées et cette partie va s’attacher à présenter les perspectives numériques
et expérimentales de ce travail.

Perspectives numériques

La comparaison de différents modèles mécaniques peut, grâce à cette approche, être
objectivée sur des problématiques aux enjeux économiques et sociétaux forts. Le projet
VERCORS (VÉrification Réaliste du COnfinement des RéacteurS) dirigé par EDF va
proposer via ses benchmarks un défi intéressant à l’approche proposée. Il est possible
dans un premier temps, et ce sans aucune adaptation, d’effectuer un post-traitement d’un
calcul de séchage pour estimer le débit de fuite de la maquette. Si chacun des éléments n’est
traversé que par une seule fissure, l’approche FEM+D est en effet capable de s’adapter
à des structures de grandes dimensions. Il est également possible d’imaginer un calcul
multi-échelles où le problème macroscopique est résolu via le modèle d’endommagement
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présenté dans ce travail qui alimente ensuite un modèle mésoscopique effectué sur chaque
élément endommagé de l’échelle macroscopique.

Dans un futur proche, le modèle FEM+D sera testé avec un maillage composé de
tétraèdres dont les sommets seront placés aléatoirement. Le maillage sera ainsi irrégu-
lier comme pour l’approche E-FEM et non plus seulement composé d’éléments cubiques.
Cette étude permettra de vérifier la capacité de l’approche FEM+D à valider les cas tests
présentés dans le chapitre 2.4 (fissure parfaite plane inclinée ou non). La différence avec
les tétraèdres de l’approche E-FEM réside dans la méthode d’obtention des ouvertures de
fissures. Il sera alors possible de découpler les effets de la tortuosité et de l’estimation des
ouvertures de fissure sur les débits estimés.

Pour les calculs réalisés avec l’approche E-FEM sur des maillages composés d’hé-
térogénéités, il sera intéressant de réaliser différents tirages sur la position des hé-
térogénéités afin de regarder la variabilité en découlant sur les résultats de perméation.
Des calculs avec des inclusions générées à partir d’excursions de champs aléatoire pour-
ront également être menés [Roubin, 2013] afin de quantifier l’effet de la forme des
inclusions.

Comme expliquée dans la partie 2.4.3, l’approche présentée permet – en plus de modé-
liser les écoulements en régime permanent – d’estimer l’évolution dans le temps d’un
écoulement gazeux dans un milieu poreux partiellement saturé. Des calculs de-
vront être menés pour valider ces écoulements en régime transitoire d’un point de vue
temporel. Le plus complexe réside peut-être dans l’obtention de résultats expérimentaux
avec suffisamment de paramètres mesurés dans le temps (humidité relative, température,
pression au sein du matériau) pour effectuer un comparatif rigoureux de cette approche et
comprendre les pistes d’amélioration. La seconde maquette du projet ECOBA permettra
sans doute de fournir une base de données expérimentale constructive à ce sujet.

Dans un futur plus lointain, il faudra implémenter une loi “ouverture mécanique
versus chenal d’écoulement” qui permettra sans doute de corriger les débits estimés
lors des confrontations avec des résultats expérimentaux. L’évocation de cette loi nécessaire
à l’amélioration de l’approche proposée nous amène aux perspectives expérimentales.

Perspectives expérimentales

Malgré les nombreux essais existant dans la littérature et présentés de manière non
exhaustive dans l’annexe B, il semble nécessaire de faire une étude de transfert de gaz
au travers d’une fissure unique traversant des éprouvettes composées de matériaux
à base cimentaire en faisant varier les régimes d’écoulement et la température du fluide
d’entrée. Il faudrait ensuite analyser l’évolution de la pression et de la température le
long de l’écoulement afin de confirmer ou d’infirmer l’hypothèse d’évolution du champ de
pression en gradient de pression au carré constant très largement utilisée dans le génie
civil et en particulier pour les applications nucléaires civiles. Ces essais permettraient
également de trancher entre l’hypothèse isotherme et celle adiabatique suivant la
température et la pression à l’entrée de l’écoulement. Malgré la complexité de la tâche, les
résultats permettraient d’avancer sur la compréhension des phénomènes en jeu lors de ces
écoulements aux conditions aux limites si particulières qu’apportent un APRP : longueur
d’écoulement très grande devant les ouvertures de fissures, rugosité relative importante,
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évolution spatiale et temporelle de la température, etc.

La figure 3.48 montre les nouvelles possibilités offertes par la tomographie. Ainsi,
après avoir testé une éprouvette fissurée dans un dispositif de mesure de perméabilité
adapté, il est possible de colmater les fissures pour les figer dans leur configuration d’essai
puis de les scanner via un tomographe afin d’analyser la tortuosité ainsi que la rugosité
de la fissure étudiée. Ce type de résultat permettra de mieux appréhender les phénomènes
entrant en jeu par exemple en modélisant les écoulements avec un code aux volumes
finis avec des hypothèses adiabatiques ou isothermes afin de les comparer aux résultats
macroscopiques expérimentaux obtenus.

Figure 3.48 – Échantillon de 1 cm de diamètre carotté dans une éprouvette fissurée dont la
fissure d’environ 300 µm d’ouverture est colmatée grâce à une résine - de gauche à droite :
carotte de 5 cm de hauteur, image 3D obtenue à l’aide d’un micro-tomographe, image
seuillée pour mieux visualiser la fissure

Comme expliqué précédemment, la principale difficulté des lois d’écoulement à iden-
tifier expérimentalement réside dans leur caractère multi-échelles. Ce sont les rugo-
sités présentes à l’échelle micrométrique qui risquent d’engendrer des turbulences et réduire
le chenal d’écoulement sur des fissures dont les ouvertures sont comprises entre 50 et 500
µm environ sur une longueur de plus d’un mètre pour les parois internes d’une enceinte de
confinement. La longueur d’établissement étant un paramètre clé, il faut pouvoir effectuer
l’expérience à l’échelle réelle. Il faut donc être capable de réaliser sur des plaques d’environ
un mètre carré un état de surface garantissant une rugosité à l’échelle micrométrique avec
des tortuosités à l’échelle centimétrique. Le négatif de la première plaque pourra ensuite
être réalisé par moulage puis un déplacement relatif entre les deux plaques sera appliqué.
Pour chaque ouverture (e.g. 50, 100, 250 et 500 µm), une pression de gaz sera appliquée
en entrée et le débit sera mesuré. Le gaz pourrait être de l’air sec puis un mélange air
sec/vapeur d’eau avec différentes températures d’entrée. Cet essai de pensée s’inspirant
fortement des travaux de [Auradou et al., 2005] est sans doute utopique de par le coût
de réalisation de telles plaques à tortuosité et rugosité contrôlées. Il est néanmoins pos-
sible d’imaginer des montages expérimentaux s’approchant de cet essai qui permettront
d’étudier les transferts de gaz en milieu fissuré.

Pour tester le couplage séchage/transfert de masse, il sera intéressant de mener
des essais de perméation sur des éprouvettes possédant des inclusions cylindriques en acier
qui seront mises dans des ambiances à différentes humidités relatives. L’essai permettra
en effet de générer une fissuration par retrait empêché dont la fissuration pourra être
quantifiée via un essai de perméation. Cette campagne d’essais permettra de comparer



184 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Disques de répartition

Compresseur

Contrôle 
Pression

Débitmètre 
thermique

Débitmètre 
CEMBUREAU

Q
t

Écran de 
contrôle

Contrôle 
pression de 
confinement

Éprouvette

Anneau en acier

Membrane étanchéité

Tore de confinement

Figure 3.49 – Montage de perméation qui permettra de tester des éprouvettes dont la
fissuration est obtenue par le retrait empêché du mortier sur des inclusions en acier

l’aptitude des modèles de séchages à représenter un faciès de fissuration cohérent qui
pourra être validé par les calculs de perméation présentés dans ce travail. Le montage de
l’essai de perméation pourra être celui présenté sur la figure 3.49, où l’éprouvette testée
est collée via une colle époxydique à un anneau en acier afin de garantir l’étanchéité du
système sans refermer les fissures de l’éprouvette à tester.



Annexe A

Liste des notations et abréviations

Les pages indiquées sont les pages de la première utilisation de la notation ou de
l’abréviation.

A.1 Notations

A.1.1 Alphabet latin

Symb [Unité] Description . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page
Cp [J/kg/K] Capacité thermique massique isobare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
cs [m/s-1] Célérité du son dans un fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Cv [J/kg/K] Capacité thermique massique isochore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26
Dh [m] Diamètre hydraulique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Dmax [m] Diamètre du plus gros granulats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
E [Pa] Module d’élasticité du matériau à base cimentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
fc [Pa] Contrainte limite élastique en compression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
fD [∅] Coefficient de perte de charges de Darcy fD = 4fF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

fF [∅] Coefficient de perte de charges de Fanning ou coefficient de frottement fF =
fD/4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

ft [Pa] Contrainte limite élastique en traction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
ft,sp [Pa] Contrainte limite élastique en traction obtenue par fendage . . . . . . . . . . . 102
GF [J.m-2] Énergie de fissuration en mode I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

Gst [J.m-2]
Énergie totale dissipée par un élément sollicité en traction rapportée à sa
section droite (section perpendiculaire à l’axe de sollicitation) . . . . . . . . . . 98

g [m.s-2] Accélération de la pesanteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
H [MCE] Charge hydraulique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
H [∅] Exposant de Hurst ou de rugosité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
HR [∅] Humidité Relative HR = pv/pv,sat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

K [m.s-1] Conductivité hydraulique K = kρg
µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Kn [∅] Nombr de Knudsen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Krl [∅] Conductivité hydraulique relative au liquide Krl(Θ) = K(Θ)/Ksat . . . . . . 61
Ksat [m.s-1] Conductivité hydraulique en milieu saturé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .61

k [m2] Perméabilité k = Kµ
ρg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

ksain [m2] Perméabilité du matériau sain i.e. avant tout chargement . . . . . . . . . . . . . .115

185
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kB [J.K-1] Constante de Boltzmann kB = 1, 38 · 10-23 J.K-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
krg [∅] Perméabilité relative au gaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Le [m] Longueur d’établissement (ou longueur d’entrée) du régime d’écoulement 35
ln [fonction] Logarithme naturel ou logarithme népérien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38

M [∅] Nombre de Mach = rapport de la vitesse du fluide sur la vitesse locale des
perturbations acoustiques M = v/cs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

M [kg.mol-1] Masse molaire (Mair ≈ 2, 897.10-2 kg.mol-1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
NA [mol-1] Nombre d’Avogadro NA ≈ 6, 022.1023 mol-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
N [N] Unité de force 1 N = 1 kg.m.s-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

n [%]
Porosité = Volume des vides Vv divisé par le volume total Vt d’un matériau
poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

np [%] Porosité perméable à l’eau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Pa [Pa] Unité de pression 1 Pa = 1 J.m-3 = 1 N.m-2 = 1 kg.m.s-2 . . . . . . . . . . . . . . . 18
pc [Pa] Pression capillaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Pm [m]
Perimètre mouillé = perimètre d’une section en contact avec le fluide la
traversant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

pH [∅] Potentiel hydrogène - pour une solution acqueuse basique à 25 C̊ : pH =
14− log10[HO−] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

pv,sat [Pa] Pression de vapeur saturante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
pv [Pa] Pression partielle de la vapeur d’eau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Q
m

[kg.s-1] Débit massique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Q
v

[m3.s-1] Débit volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

r [J/kg/K] Constante spécifique des gaz parfaits r = Rgp/M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Ra [m]
Rugosité Moyenne Arithmétique (RMA) - pour un profil : Ra =
1
lm

∫ lm
x=0 |y(x)|dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Re [∅] Nombre de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Rgp [J/mol/K] Constante universelle des gaz parfaits Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 . . . . . . 27

Rr [∅] Rugosité relative Rr = Ra/Dh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

S [m2]
Section droite perpendiculaire à la direction de l’écoulement macroscopique
16

S?f [∅] Degré de saturation effective du fluide f (S?f =
Θf−Θf,r

Θf,sat−Θf,r
) . . . . . . . . . . . . . . 61

Sl [∅] Degré de saturation du liquide (Sl + Sg = 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Sg [∅] Degré de saturation du gaz (Sl + Sg = 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20

Sspe [m2.kg-1] Masse spécifique = surface de pores par unité de masse . . . . . . . . . . . . . . . . 28
SV olP [m2.m-3] Surface des pores rapportée au volume total du matériau poreux . . . . . . . 57
SV olS [m2.m-3] Surface des pores rapportée au volume de solide du matériau poreux . . . 57
T [K] Température absolue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
[[u]] [m] Saut de déplacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
v [m.s-1] Norme du vecteur vitesse pour un écoulement unidirectionnel . . . . . . . . . . 25
vd [m.s-1] Vitesse au sens de Darcy vd = vn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
vm [kg.s-1.m-2] Vitesse massique au sens de Darcy vm = ρvd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

v̄ [m.s-1]
Vitesse moyenne du fluide dans une conduite de section constante S v̄ =
Q
v
/S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

v [m.s-1] Vecteur vitesse du fluide v = vxx+ vyy + vzz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25

Va [m3] Volume d’air d’un matériau poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8
Vg [m3] Volume de gaz d’un matériau poreux Vg = Va + Vvap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Vl [m3] Volume de liquide d’un matériau poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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VM [m3.mol-1] Volume Molaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Vs [m3] Volume de solide d’un matériau poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
Vt [m3] Volume total d’un matériau poreux Vt = Vs + Vv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
Vv [m3] Volume de vide d’un matériau poreux Vv = Vl + Vg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Vvap [m3] Volume de vapeur d’eau d’un matériau poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

A.1.2 Alphabet grec

Symb [Unité] Description . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page

β [∅] Exposant de Hurst mesuré dans la direction de la propagation de la fissure
32

εt [∅] Déformation limite élastique en traction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .96
εc [∅] Déformation limite élastique en compression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
ζ [∅] Exposant de Hurst mesuré le long du front de propagation de la fissure .32
κ0 [∅] Constante de Kozeny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Θf [∅] Teneur en eau volumétrique du fluide f Θ = Vf/Vt = Sfn . . . . . . . . . . . . . . .61

λ [Pa.s] Viscosité de volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
λ̄ [m] Libre parcours moyen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
µ [Pa.s] Viscosité dynamique (U.S.I. [kg.m-1.s-1]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
µc [m2.s-1] Viscosité cinématique µc = µ/ρ[f ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

ρ[f ] [kg.m-3] Masse volumique du fluide f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .64

ρabs [kg.m-3] Masse volumique absolue ρabs = m/Vs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
ρapp [kg.m-3] Masse volumique apparente ρapp = m/Vt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

σ [Pa] Tenseur des contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
τ [Pa] Tenseur des contraintes de cisaillement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

A.2 Abréviations françaises et anglo-saxonnes

Abréviation Nom complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page
ADD Aucune Donnée Disponible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
AFGC Association Française de Génie Civil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
ANR Agence Nationale de la Recherche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .162
APRP Accident par Perte de Réfrigérant Primaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1
BO Béton Ordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
BFUP Béton Fibré à Ultra Hautes Performance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
BHP Béton de Hautes Performance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
BTHP Béton de Très Hautes Performances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
BUHP Béton Ultra Hautes Performances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
CL Conditions aux Limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
CEM Abbréviation de cement (= ciment en anglais) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

E/C
Rapport massique de la quantité d’Eau sur celle de Ciment utilisé dans le
matériau considéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

ECOBA Étude du Confinement des Ouvrages en Béton Armé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
EDF Électricité de France - producteur et fournisseur d’électricité . . . . . . . . . . 181
EDP Équation aux Dérivées Partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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ENS École Normale Supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .162
FPZ Fracture Process Zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
GeM institut de recherche en Génie-civil et Mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
HA Haute Adhérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
HR Humidité Relative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
IRSN Institut de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

ISO
International Organization for Standardization (= Organisation internatio-
nale de normalisation en français) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

ITZ Intefacial Transition Zone (= auréole de transition en français) . . . . . . . . . . 8
LaSAGeC2 Laboratoire de Sciences Appliquées au Génie Civil et Génie Côtier . . . . 162
LMT Laboratoire Mécanique Technologique - ENS de Cachan . . . . . . . . . . . . . . .162

LV DT
Linear Voltage Displacement Transducer (= capteurs de déplacements à
transformateur différentiel en français) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

MIP Mercury Intrusion Porosimetry (= Porosité au mercure en français) . . . . 11

MCE
Mètre de Colonne d’Eau = unité obsolète utilisée pour caractériser une pres-
sion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52

RMN
Résonance Magnétique Nucléaire (= Nuclear Magnetic Resonance en an-
glais) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

PSD Pore Size Distribution (= distribution des tailles de pore en français) . . . 11
REP Réacteur à Eau Pressurisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

RILEM
Reunion Internationale des Laboratoires et Experts des Materiaux, Systemes
de Construction et Ouvrages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

RV E Representative Volume Element (= VER en français) . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

SIAME
Laboratoire des Sciences de l’Ingénieur Appliquées à la Mécanique et au
génie Electrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

SV E Statistical Volume Element (= VES en français) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

TAM
Tampon d’Accès Matériel des enceintes de confinement de centrale nucléaire
1

V ER
Volume Élémentaire Représentatif (= Representative Volume Element en
anglais) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

V ERCORS VÉrification Réaliste du COnfinement des RéacteurS . . . . . . . . . . . . . . . . . .181

V ES Volume Élémentaire Statistique (= Statistical Volume Element en anglais)
110

V SMOW
Vienna Standard Mean Ocean Water est une eau distillée pure représentant
la composition isotopique moyenne de l’eau terrestre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

V SR Volume Structurel Représentatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
W/C Water to Cement ratio (= E/C en français) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

A.3 Outils mathématiques utilisés

A.3.1 Calcul matriciel

La norme euclidienne d’une matrice réelle K = {kij} de taille n × n, aussi appelée
norme de Frobenius, s’écrit :

‖K‖F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|kij |2 (A.1)
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La partie symétrique S
K

d’une matrice K s’obtient en calculant :

S
K

=
1

2

(
K +KT

)
(A.2)

Ainsi nous obtenons bien une matrice symétrique définie telle que S
K

= ST
K

.
La partie antisymétrique A

K
d’une martrice K s’obtient en calculant :

A
K

=
1

2

(
K −KT

)
(A.3)

Ainsi nous obtenons bien une matrice antisymétrique définie telle que AT
K

= −A
K

.

A.3.2 Outils statistiques

La moyenne d’une population de n valeurs xi est calculée suivant la formule suivante :

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (A.4)

Les écart-types σ présentés dans ce travail sont calculés via l’estimateur sans biais
d’une population incomplète de n valeurs xi :

σ2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (A.5)

Les coefficients de corrélation R des régressions linéaires présentés dans ce document
et calculés sur un ensembles de n points de coordonnées (xi ;yi) sont définis suivant la
formule suivante :

R =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

(A.6)

où x̄ est la moyenne des n xi et ȳ est la moyenne des n yi.
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Annexe B

Essais de la littérature de
transferts en milieu fissuré

Cette annexe contient quelques caractéristiques d’études portant sur des transferts de
fluides au travers d’éprouvettes constituées d’un matériau à matrice cimentaire fissuré.

Il est important de noter une grande différence entre les essais de perméation cités
dans cette annexe. Certains dispositifs permettent un contrôle des ouvertures de fissures
durant les mesures de débits (ce sont ceux dont la référence a un exposant 1) tandis que
d’autres études découplent les deux phénomènes en faisant en premier un essai mécanique
puis un essai de mesure de débit au risque de ne plus vraiment mâıtriser les ouvertures de
fissures durant la phase d’écoulement du fluide.

B.1 Exposants et notations utilisés dans cette annexe

ADD = Aucune Donnée Disponible
BA = Béton Armé
Dp = Différence de pression entre la face amont et la face avale de l’éprouvette testée
[[u]]max = Ouverture de fissure maximale
1 Contrôle des ouvertures de fissures durant l’essai de perméation.
2 Tests effectués avec de l’hélium, du diazote, du dioxygène et du dioxyde de carbonne.
3 Tests effectués avec le dispositif CEMBUREAU (cf. partie 1.1.4.3) avec une pression de
confinement de 700 kPa.
4 Tests effectués avec de l’air pur mais aussi avec un mélange d’air et de vapeur d’eau.
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B.2 Synthèse des essais

Référence de l’article éprouvette sollicitation fluide [[u]]max Dp [kPa]
mécanique [mm] min/max

[Rastiello, 2013]1 cylindre fendage eau 0,20 10/100

[Park et al., 2012] cylindre fendage eau 0,40 3
non sym.

[Akhavan et al., 2012] cylindre fendage eau 0,20 68,9

[Rastiello et al.,
2014]1

cylindre fendage eau 0,30 10/100

[Li et al., 2011] cylindre fendage eau 0,20 18

[Picandet et al., 2009] cylindre fendage eau 0,35 20/100

[Aldea et al., 1999] cylindre fendage eau 0,20 3

[Wang et al., 1997] cylindre fendage eau 0,35 3

[Gérard et al., 1996] cylindre BIPEDE eau 0,35 100

Tableau B.1 – Études portant sur un écoulement d’eau au travers d’une éprouvette cylin-
drique

Référence de l’article éprouvette sollicitation fluide [[u]]max Dp [kPa]
mécanique [mm] min/max

[Djerbi-Tegguer
et al., 2013]3

cylindre compression N2 < 0,003 50/300

[Picandet et al., 2009] cylindre fendage gaz 0,35 10/100

[Choinska et al., 2007] cylindre compression N2 ADD 100/300
troué

Tableau B.2 – Études portant sur un écoulement gazeux au travers d’une éprouvette
cylindrique

Référence de l’article éprouvette sollicitation fluide [[u]]max Dp [kPa]
mécanique [mm] min/max

[Greiner et Ramm,
1995]1

entaillée traction air 1,30 100/800

[Greiner et Ramm,
1995]1

ent. en BA traction air 0,45 100/400

[Suzuki et al., 1992]1 entaillée traction O2 0,50 250

[Suzuki et al., 1989]1 entaillée traction gaz2 0,50 200

Tableau B.3 – Études portant sur un écoulement gazeux au travers d’une éprouvette
parallélépipédique entaillée sollicitée en traction
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Référence de l’article éprouvette sollicitation fluide [[u]]max Dp [kPa]
mécanique [mm] min/max

[Desmettre et Char-
ron, 2012]

tirant BA traction eau 0,35 25/100

[Gelain et Vendel,
2008]

mur BA cisaillament air 0,05 50

[Riva et al., 1999]4 mur BA traction air 0,30 200/800

[Dameron et al., 1995] mur BA multiple air 4,50 483/1100

[Nagano et al., 1989]1 mur BA cisaillement air 0,50 0,2/2

[Rizkalla et al., 1984] mur BA traction air 0,28 22/207

[Ismail et al., 2006]1 anneau BA traction air 0,18 10/50

Tableau B.4 – Études portant sur un transfert de fluide au travers d’une éprouvette mul-
tifissurée en béton armé

Référence de l’article éprouvette sollicitation fluide [[u]]max Dp [kPa]
mécanique [mm] min/max

[Park et al., 2013]1 parallélé. cisaillement eau 0,60 8

[Qian et al., 2007]1 plans aucune eau 1 à 2,5 5

Tableau B.5 – Autres études portant sur un transfert d’eau en milieu fissuré
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Annexe C

Différentes expressions de la
rugosité d’un profil

Cette annexe décrit quelques paramètres permettant de caractériser la rugosité d’un
profil dont certains sont extraits de la norme [NF-EN-ISO-4287, 1998]. Ces mesures de
rugosité sont valables pour une échelle et une densité de points mesurés données. Ainsi,
si l’objectif est de comparer différents profils de rupture, il est nécessaire de s’assurer que
l’échelle d’obervation est la même avant de pouvoir tirer des conclusions sur d’éventuelles
similarités ou différences. La norme [NF-EN-ISO-25178, 2012] définit les rugosités en terme
de surface et non plus de profil, chacune des définitions ci-dessous à son correspondant
pour une surface. Les diagrammes présentés dans cette annexe sont extraits de [Delaunois,
2002] cité dans [Legrain, 2006].

Paramètre Description Définition Diagramme

Ra
(RMA)
DIN
4768/1

Rugosité
Moyenne
Arithmé-
tique

Ra =
1

lm

∫ lm

x=0
|y(x)|dx

Moyenne arithmétique de toutes les
distances absolues du profil de rugo-
sité R mesurée à partir de la ligne mé-
diane du profil sur la longueur d’éva-
luation lm
Sur une mesure discrète de n points :

Ra =
1

n

n∑
i=1

|yi|

Rq
(RMQ)

Rugosité
Moyenne
Quadra-
tique

Rq =

√
1

lm

∫ lm

x=0
y2(x)dx

Moyenne quadratique de toutes les va-
leurs du profil de rugosité R calculée
sur la longueur d’évaluation lm
Sur une mesure discrète de n points :

Rq =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

y2
i
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Paramètre Description Définition Diagramme

Rv Profondeur
maximale
des vallées

Rv = min
i
yi (ci-contre Rv = Rv4)

Profondeur maximale du profil de
rugosité R en dessous de la ligne
moyenne sur la longueur d’évaluation
lm

Rp Hauteur
maximale
des pics

Rp = max
i
yi (ci-contre, Rp = Rp3)

Hauteur maximale du profil de rugo-
sité R au-dessus de la ligne moyenne
sur la longueur d’évaluation lm

Rt ou
Rmax

Rugosité
maximale

Rt = Rp −Rv
(ci contre Rt = Rp3 −Rv4)

Écart vertical entre le point le plus
haut et le point le plus bas du profil
de rugosité R, sur la longueur totale
d’évaluation lm

Rz
DIN 4768

Rugosité
moyenne
des profon-
deurs

Rz =
1

5

5∑
i=1

Rti =
1

5

5∑
i=1

(Rpi −Rvi)

Moyenne des profondeurs de rugosité
de cinq zones d’évaluation successives
le
Une extension de cette mesure existe
pour Z zones d’évaluations : Rz =

1

Z

Z∑
i=1

Rti =
1

Z

Z∑
i=1

(Rpi −Rvi)

Rpm Capacité
d’aplanisse-
ment

Rpm =
1

5

5∑
i=1

Rpi

Valeur moyenne des valeurs de Rp dé-
terminées sur cinq segments succes-
sifs de longueur le (par rapprochement
avec la DIN 4768)

Rvm Profondeur
moyenne
des vallées

Rvm =
1

5

5∑
i=1

Rvi

Valeur moyenne des valeurs de Rv dé-
terminées sur cinq segments successifs
de longueur le



Annexe D

Lois générales de mécanique des
fluides

Ces lois servent à décrire les écoulements à l’échelle du VER d’un fluide.

D.1 Équation de conservation de la masse

La première loi régissant les fluides explicite la conservation de la masse. La quantité
de matière entrant dans un domaine est égale à celui en sortant à la variation de densité
de ce domaine près. Elle fût mise en équation dans [Euler, 1757] et est appelée équation
de continuité ou équation de conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+
∂ρvx
∂x

+
∂ρvy
∂y

+
∂ρvz
∂z

= 0 (D.1)

elle est désormais notée :
∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0 (D.2)

où :

— ρ [kg.m-3] est la masse volumique du fluide ;
— v = vxx+ vyy + vzz est le vecteur vitesse.

D.2 Équations d’Euler

En appliquant le principe fondamental de la dynamique énoncé par Newton en 1687 à
une particule de fluide, et en s’inspirant des travaux de d’Alembert, Euler écrit la relation
entre la pression et la vitesse d’écoulement pour un fluide parfait (non visqueux) dans un
écoulement incompressible [Euler, 1757] :

fV x = 1
ρ
∂p
∂x

∂ux
∂t + ux

∂ux
∂x + uy

∂ux
∂y + uz

∂ux
∂z

fV y = 1
ρ
∂p
∂y

∂uy
∂t + ux

∂uy
∂x + uy

∂uy
∂y + uz

∂uy
∂z

fV z = 1
ρ
∂p
∂z

∂uz
∂t + ux

∂uz
∂x + uy

∂uz
∂y + uz

∂uz
∂z

(D.3)
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elle est aujourd’hui écrite sous la forme :

ρf
V
− grad(p) = ρ

∂v

∂t
+ ρGrad(v)v (D.4)

où :
— ρ [kg.m-3] est la masse volumique du fluide ;
— v = vxx+ vyy + vzz [m.s-1] est le vecteur vitesse ;

— ρf
V

= ρ
(
fV xx+ fV yy + fV zz

)
[N.m-3] est le vecteur représentant les forces de

volumes.

D.3 Équations de Navier-Stokes

Les équations d’Euler D.3 ont ensuite été enrichies successivement par Navier vers 1820
qui y a introduit un terme lié à la dissipation d’énergie pouvant être assimilé aux pertes
par frottement, puis par Stokes vers 1845 qui énonce la formulation complète des équations
de Navier-Stokes telle qu’elle est utilisée aujourd’hui. Les équations sont décomposées en
deux équations scalaires et une équation vectorielle qui sont données ci-dessous sous leur
forme conservative :

l’équation de conservation de la masse déjà explicitée précédement :

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0 (D.5)

l’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂ρv

∂t
+ div (ρv ⊗ v) = div(σ) + ρf

V
(D.6)

l’équation de conservation de l’énergie :

∂ρht
∂t

+ div (ρvht) =
∂p

∂t
+ div

(
v τ − q

)
+ ρf

V
v (D.7)

où :
— ρ [kg.m-3] est la masse volumique du fluide ;
— v = vxx+ vyy + vzz [m.s-1] est le vecteur vitesse ;
— σ [Pa] est le tenseur des contraintes ;
— ρf

V
[N.m-3] est le vecteur représentant les forces volumiques ;

— ht = e+ p/ρ+ v2/2 [m2.s-2] est l’enthalpie totale ;
— τ [Pa] est le tenseur des contraintes de cisaillement ;

— div
(
v τ − q

)
[kg.m-1.s-3]représente la chaleur apportée à la particule de fluide par

frottement (v τ [J.m-3.s-1=kg.s-3]) et par conduction thermique (q [J.m-3.s-1=kg.s-3]).

D.4 Équation de Reynolds

En cherchant à déterminer le champ de pression entre les plateaux d’un moulin à
huile, Reynolds propose une équation pour décrire le comportement de fluides visqueux
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à très faible vitesse [Reynolds, 1886]. La version simplifiée dans le cas d’un écoulement
incompressible utilisé en régime permanent est :

∂

∂x

(
[[u]]3

12µ

∂p

∂x

)
= 0 (D.8)

où p [Pa] est la pression et µ [Pa.s] est la viscosité dynamique du fluide s’écoulant dans la
direction x entre deux plans parallèles séparés d’une ouverture [[u]] [m].
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Annexe E

Démonstration de la loi
d’écoulement incompressible dans
une conduite cylindrique dite loi
de Hagen-Poiseuille

E.1 Description du problème

La loi de Hagen-Poiseuille permet de relier la vitesse moyenne Vmoy s’écoulant dans
un cylindre de révolution de longueur L et de rayon R en s’appuyant sur l’équation de
conservation de la quantité de mouvement (équation E.1) valable en tout point du domaine
étudié. Elle aurait été démontrée la première fois vers 1844.

ρ
dv

dt
= ρF − grad(p) + div(τ) (E.1)

où v est la vitesse du fluide ρ est la masse volumique du fluide, F sont les forces de
pesanteur appliquées sur ce fluide, p est la pression du fluide, τ est le tenseur des contraintes
visqueuses.

Le problème est représenté sur la figure E.1.

E.2 Hypothèses

régime stationnaire : d.
dt = 0 ;

écoulement unidirectionnel irrotationnel dans le sens des x positifs : v(r, θ, x) =
Vx(r)ex ;

forces de pesanteur négligées : F = 0 ;

fluide visqueux newtonien : τrx = µ
∂vr
∂x et τxr = µ

∂vx
∂r où µ est ma viscosité dynamique

du fluide ;

problème axisymétrique : ∂.
∂r = 0 ;

problème isotherme ;
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L 

R 

ex 

er 

eθ 

pe 

ps 

Qm 

Figure E.1 – Géométrie du problème étudié

écoulement incompressible ;

régime laminaire .

E.3 Condition aux limites

adhérence aux parois : v(r = R, θ, x) = 0 ;

E.4 Démonstration

En utilisant les hypothèses définies ci-dessus à l’équation de conservation de la quantité
de mouvement (équation E.1), cette dernière devient en coordonnées cylindriques : −∂p

∂r

−1
r
∂p
∂θ

− ∂p
∂x

+ µ

 0
0

∂2Vx
∂r2 + 1

r
∂Vx
∂r

 =

 0
0
0

 (E.2)

Il ne reste plus alors qu’à résoudre l’équation sur ex :

∂p

∂x
= µ

(
∂2Vx
∂r2

+
1

r

∂Vx
∂r

)
(E.3)

Or :
∂

∂r

(
r
∂Vx
∂r

)
= ri

∂2Vx
∂r2

+
∂Vx
∂r

(E.4)

D’où :
1

r

∂

∂r

(
r
∂Vx
∂r

)
=
∂2Vx
∂r2

+
1

r

∂Vx
∂r

(E.5)

En se servant de E.5 dans E.3 :

∂p

∂x
=
µ

r

∂

∂r

(
r
∂Vx
∂r

)
(E.6)
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En intégrant deux fois :

Vx =
∂p

∂x

r2

4µ
+Aln|r|+B avec (A; B)

∫
R2 (E.7)

Afin d’avoir une solution finie en r = 0, A = 0. La suppression de cette constante peut
également être trouvée par la symétrie axiale du problème en x = 0 qui impose d’avoir
∂Vx(r=0)

∂r = 0.

La condition d’adhérence aux parois donne :

Vx(r = R) =
∂p

∂x

R2

4µ
+B = 0 (E.8)

Soit :

B =
−R2

4µ

∂p

∂x
(E.9)

Le profile de vitesse selon l’axe ex est donc parabolique :

Vx(r) = (r2 −R2)
1

4µ

∂p

∂x
(E.10)

Le débit volumique Q
v

est obtenu en intégrant sur une section droite la vitesse obtenue
précédemment :

Q
v

=

∫ 2π

0

∫ R

0
Vx∂r∂θ (E.11)

D’où :

Q
v

= −πR2R
2

8µ

∂p

∂x
(E.12)

La vitesse moyenne peut donc s’écrire :

Vmoy = −R
2

8µ

∂p

∂x
(E.13)

En comparaison avec la loi de Darcy, la perméabilité pour un capillaire peut être
assimilée à kHP = R2

8 .

E.5 Variante pour les écoulements compressibles

En faisant l’hypothèse que le écoulement compressible respecte la loi des gaz parfaits
(cf. équation E.14), il est possible d’estimer le débit massique circulant dans une conduite
cylindrique (cf. équation E.15.

ρ = p
M

RgpT
(E.14)

Où ρ est la masse volumique du fluide de masse molaire M . R est la constante des gaz
parfait, T est la température du fluide et p la pression.
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Le débit massique Q
m

s’écrit alors :

Q
m

=
−π
16µ

R4 M

RgpT

∂p2

∂x
(E.15)

Le débit massique pour un écoulement compressible est donc proportionnel au gradient
du carré de la pression contrairement à celui pour un écoulement incompressible qui est
lui proportionnel au gradient de la pression.



Annexe F

Démonstration de lois
d’écoulement entre deux plans
parallèles (loi cubique, loi
isotherme, loi adiabatique)

F.1 Loi cubique plan/plan

Le modèle le plus simple pour caractériser le débit traversant une fissure est la loi
cubique (cf. équation F.16). Cette loi dérive de la loi sur l’écoulement d’un fluide visqueux
dans un tube capillaire déterminée empiriquement de manière indépendante par Hagen
vers 1839 et par Poiseuille en 1840 [Poiseuille, 1840a, Poiseuille, 1840b, Poiseuille, 1841].
C’est en 1898 que Stokes publie la formule démontrée analytiquement explicitant le débit
s’écoulant entre deux plans parallèles [Stokes, 1898] même si elle a sans doute été démontrée
précédemment par d’autres auteurs.

F.1.1 Description du problème

L’objectif est de calculer la vitesse moyenne d’un fluide monophasique s’écoulant entre
deux plans parallèles espacés d’une distance [[u]] dans le cas d’un écoulement de Poiseuille.
Les hypothèses sous-jacentes à ce type d’écoulement permettent de bien modéliser le com-
portement des fluides newtoniens visqueux. La démonstration se base sur l’équation de
conservation de la masse (équation F.1) ainsi que sur l’équation de conservation de la
quantité de mouvement (équation F.2), toutes deux valables en tout point du domaine
étudié.

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 (F.1)

ρ
dv

dt
= ρf

V
− grad(p) + div(τ) (F.2)

où v [m.s-1] est le vecteur vitesse du fluide, ρ [kg.m-3] est la masse volumique du fluide, ρf
V

[N.m-3] représente les forces de pesanteur appliquées sur ce fluide, p [Pa] est la pression du
fluide et τ [Pa] est le tenseur des contraintes visqueuses.
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F.1.2 Hypothèses

Les hypothèses prises pour ce type d’écoulement sont les suivantes :

régime stationnaire : d.
dt = 0 ;

écoulement incompressible : l’équation F.1 devient div(v) = 0 ;

régime d’écoulement laminaire : écoulement unidirectionnel irrotationnel dans le sens
des x positifs v(x, y, z) = vx(x, y, z)x ;

forces de pesanteur négligées : f
V

= 0 ;

fluide visqueux newtonien : τ = λdiv(v)1+2µD où λ [Pa.s] est la viscosité volumique

du fluide , µ [Pa.s] est la viscosité dynamique du fluide etD = 1
2

(
Grad(v) +GradT (v)

)
;

(cf. partie 1.1.2.7)

problème isotherme ;

La géométrie est décrite sur la figure F.1.

L 

⟦u⟧ 

b 

x 

y 

z 

pe 

ps 
Qm 

Figure F.1 – Géométrie du problème étudié

F.1.3 Conditions aux limites

Définitions des conditions aux limites en pression :
— p(x = 0, y, z) = pe
— p(x = L, y, z) = ps
Le problème est résolu en faisant l’hypothèse d’adhérence du fluide aux parois :
— v(x, y = [[u]]/2, z) = 0
— v(x, y = −[[u]]/2, z) = 0

F.1.4 Démonstration - Écoulement incompressible

L’écoulement étant incompressible, l’équation de conservation de la masse s’écrit :

div(v) =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

= 0 (F.3)

Comme l’écoulement est unidirectionnel irrotationnel, cette équation devient :

∂vx
∂x

= 0 (F.4)



F.1. LOI CUBIQUE PLAN/PLAN 207

Or le problème ainsi posé peut être résolu dans le plan (0;x; y), d’où ∂vx
∂z = 0. Le terme

vx est donc uniquement dépendant de la coordonnée y et v(x, y, z) = vx(y)x.

Avec l’hypothèse de fluide visqueux newtonien, de forces de pesanteur négligées et de
régime stationnaire, l’équation F.2 devient :

0 = −grad(p) + div(λdiv(v)1) + div(2µD) (F.5)

Comme l’écoulement est incompressible, l’équation F.1 devient div(v) = 0 et l’équation
F.5 s’écrit alors :

0 = −grad(p) + div
(
2µD

)
(F.6)

ou encore :

grad(p) = div
[
µ
(
Grad(v) +GradT (v)

) ]
(F.7)

Puisque l’écoulement est unidirectionnel (v(x, y, z) = vx(y)x), l’équation F.7 se résume
à sa projection sur l’axe x :

∂p

∂x
= µ

∂2vx
∂y2

(F.8)

ou encore :
1

µ

∂p

∂x
=
∂2vx
∂y2

(F.9)

La forme de l’équation représentant la vitesse du fluide selon l’axe x est obtenue en
intégrant deux fois l’équation F.9 :

vx =
1

2µ

∂p

∂x
y2 +Ay +B avec (A; B) ∈ R2 (F.10)

En utilisant la condition d’adhérence du fluide aux parois et l’équation F.10, les
constantes d’intégrations A et B peuvent être déduites du système suivant :{

1
2µ

∂p
∂x

[[u]]2

4 +A [[u]]
2 +B = 0

1
2µ

∂p
∂x

[[u]]2

4 −A
[[u]]
2 +B = 0

(F.11)

L’équation représentant la vitesse du fluide selon l’axe x est donc :

vx =
1

2µ

∂p

∂x

(
y2 − [[u]]2

4

)
(F.12)

Le débit volumique Q
v

[m3.s−1] dans la direction de l’écoulement s’écrit alors :

Q
v
.x =

∫ b
2

−b
2

∫ [[u]]
2

−[[u]]
2

vxdydz =
−b[[u]]3

12µ

∂p

∂x
(F.13)

La vitesse moyenne vmoy [m.s-1] vaut alors :

vmoy =
−[[u]]2

12µ

∂p

∂x
(F.14)
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Et le débit massique Q
m

[kg.s-1] dans la direction de l’écoulement x :

Q
m
.x = −ρb[[u]]3

12µ

∂p

∂x
(F.15)

Cette loi peut ensuite être généralisée dans le cas où l’écoulement est dans une direction
quelconque :

Q
m

= −ρb[[u]]3

12µ
grad(p) (F.16)

Où ρ [kg.m-3] est la masse volumique du fluide considéré. Pour de l’eau, ρeau = 998, 21
kg.m-3 à 20 C̊ et sous pression normale (101 325 Pa). Cette loi est appelée loi locale
cubique ou “local cubic law” (LCL) en anglais.

F.1.5 Démonstration - Écoulement compressible

Il est possible de trouver une forme de la vitesse d’un écoulement compressible s’écou-
lant entre deux plans parallèles en partant de l’équation F.12 obtenue pour un écoulement
incompressible, en la combinant à la loi des gaz parfaits pV = nRgpT . Sous cette hy-
pothèse, il est possible d’écrire la vitesse massique (ρvx [kg.m-2.s-1]) pour un écoulement
compressible s’écoulant entre deux plans parallèles comme étant :

ρvx =
1

4µ

M

RgpT

∂p2

∂x

(
y2 − [[u]]2

4

)
(F.17)

Il est important de remarquer que la vitesse massique ainsi définie vérifie l’équation D.5

de conservation de la masse pour un écoulement compressible tant que ∂p2

∂x est constant.

Par la même approche que pour la démonstration pour un écoulement incompressible,
le débit massique Q

m
[kg.s−1] s’obtient alors trivialement :

Q
m

=
−M
RgpT

b[[u]]3

24µ
grad(p2) (F.18)

Où M [kg.mol−1] est la masse molaire du fluide considéré, Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 est
la constante des gaz parfaits et T [K] est la température absolue.

Pour de l’air à 20 C̊ et sous pression atmosphérique :

— Mair = 28, 95 g.mol-1 ;
— µair = 1, 82.10−5 Pa.s ;
— ρair = 1, 2 kg.m-3.

F.2 Loi d’écoulement isotherme puis loi d’écoulement adia-
batique (compressible)

Considérons un écoulement stationnaire établi entre deux plans parallèles séparés par
une ouverture [[u]] [m] (figure F.1). Le fluide s’écoule à travers une conduite de section
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droite rectangulaire constante de dimension (b× [[u]]) ayant un Diamètre hydraulique Dh

[m] défini comme :

Dh =
4b[[u]]

2(b+ [[u]])
≈ 2[[u]] si [[u]] << b (F.19)

p [Pa], ρ [kg.m-3] et T [K] sont respectivement la pression absolue, la masse volumique
et la température absolue dans une section droite à une position x donnée. pe, ρe, Te sont
les conditions aux limites en x = xe = 0 et ps, ρs,Ts en x = xs = L.

L’écoulement est supposé compressible et le fluide respecter la loi des gaz parfaits :

p

ρ
=
RT

M
(F.20)

où p [Pa] est la pression absolue, rho [kg.m-3] est la masse volumique, T [K] est la tempéra-
ture absolue, et M [kg.mol-1] est la masse molaire du gaz. R [J.mol-1.K-1] est la constante
des gaz parfaits.

L’équation de conservation de la masse en régime stationnaire peut ainsi s’écrire :

d(ρu) = 0 ou
dρ

ρ
= −du

u
ou ρiui = ρouo (F.21)

u [m.s-1] est la vitesse du fluide, ue est la vitesse d’entrée en x = 0 et us est celle de sortie
en x = L en respectant les indices utilisés sur la figure F.1.

L’équation d’équilibre appliqué à la géométrie précédemment définie s’écrit :

dp

ρ
= −fD

u2

2

dx

Dh
− udu (F.22)

où fD est le coefficient de perte de charges de Darcy. En faisant l’hypothèse d’un écoulement
laminaire entre deux plans parallèles, ce coefficient est définit comme :

fD =
96µ

ρuDh
(F.23)

où µ [Pa.s] est la viscosité dynamique.
En introduisant l’équation F.23 dans l’équation F.22, cette dernière devient :

dp

ρ
= −48µudx

ρa2
h

− udu (F.24)

F.2.1 Solution isotherme

L’objectif est ici d’obtenir une équation permettant d’obtenir la vitesse de sortie us en
fonction de la pression en entrée pe, de la pression de sortie ps ainsi que de la température
T .

L’écoulement étant isotherme, T = T0 [K] est une constante et l’équation F.20 peut
s’écrire :

p

ρ
=
ps
ρs

=
RT0

M
(F.25)

ou encore,
dp

ρ
=
ps
ρs

dρ

ρ
(F.26)
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En introduisant cette égalité dans l’équation F.24, on obtient :

du

u
+

48µdx

ρua2
h

+
ps
ρs

dρ

ρu2
= 0 (F.27)

Or l’équation F.21 nous donne :

dρ

ρ
= −du

u
and ρu = ρsus (F.28)

Donc l’équation F.27 peut s’écrire :

ρsus
du

u
+

48µdx

a2
h

− usps
du

u3
= 0 (F.29)

En intégrant entre x = xe = 0 et x = xs = L cette équation, on obtient :

ρsusln

(
us
ue

)
+

48µL

a2
h

+
usps

2

(
u−2
s − u−2

e

)
= 0 (F.30)

À partir de l’équation des gaz parfaits F.20 et l’équation de conservation de la massse
F.21, il est possible d’écrire que :

us
ue

=
ρe
ρs

=
pe
ps

(F.31)

L’équation F.30 peut donc s’écrire :

ρsusln

(
pe
ps

)
+

48µL

a2
h

+
usps

2

(
1

u2
s

− ρ2
e

ρ2
su

2
s

)
= 0 (F.32)

ou encore :

ρsusln

(
pe
ps

)
+

48µL

a2
h

+
ps

2us

(
1− p2

e

p2
s

)
= 0 (F.33)

En multipliant cette équation par us et en se servant de la loi des gaz parfaits F.20,
l’équation F.33 peut s’écrire sous la forme :

ps
M

RT0
ln

(
pe
ps

)
u2
s +

48µL

a2
h

us +
ps
2

(
1− p2

e

p2
s

)
= 0 (F.34)

F.2.2 Solution adiabatique

L’objectif est toujours de calculer la vitesse de sortie us [m.s-1] en fonction de la pression
en entrée pe [Pa] ainsi que de la pression en sortie ps [Pa].

Pour cette solution, l’écoulement est supposé s’effectuer sans échange de chaleur avec
l’extérieur et donc les parois mais avec des frottements, cet écoulement est donc adiabatique
mais pas isentropique. La température n’est pas uniforme et Te 6= Ts.

Comme les échanges de travail avec l’extérieur sont supposé nuls, le principe de conser-
vation de l’énergie s’exprime par l’équation :

u2

2
+H = C (F.35)
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où H [m2.s-2] est l’enthalpie d’une unité de masse de fluide et C ∈ R [m2.s-2] est une
constante à déterminer.

Cette équation F.35 appliquée pour un gaz parfait de Laplace s’écrit :

u2

2
+

γ

γ − 1

p

ρ
= C (F.36)

où γ est le rapport entre la capacité thermique à pression constante Cp [J.mol-1.K-1] et la
capacité thermique à volume constant Cv [J.mol-1.K-1].

La constante C peut être déterminée à l’aide des conditions aux limites dans le réservoir
amont où la vitesse à la frontière de ce réservoir peut légitiment être supposée nulle, d’où :

C =
γ

γ − 1

pr
ρr

=
γ

γ − 1

RTr
M

(F.37)

La forme différentielle de l’équation F.36 peut s’écrire sous la forme suivante :

udu+
γ

γ − 1

dp

ρ
− γ

γ − 1

p

ρ

dρ

ρ
= 0 (F.38)

Or le rapport p/ρ peut être exprimé à partir de l’équation F.36 et de la détermination
de la constante C déterminé dans l’équation F.37 :

p

ρ
=
RTr
M
− γ − 1

γ

u2

2
(F.39)

Ainsi, en insérant dans l’équation F.38 cette équation F.39 et l’équation F.24, on ob-
tient :

udu+
γ

γ − 1

(
−48µudx

ρa2
h

− udu
)
− γ

γ − 1

(
RTr
M
− γ − 1

γ

u2

2

)
dρ

ρ
= 0 (F.40)

Cette équation F.40 peut également s’écrire :

− du

u
− 48µγdx

ρua2
h

− γRTr
Mu2

dρ

ρ
+
γ − 1

2

dρ

ρ
= 0 (F.41)

En se servant de l’équation F.21 représentant la conservation de la masse, il est possible
d’écrire ρu = ρsus mais aussi dρ

ρ = −du
u , ce qui permet d’écrire l’équation F.41 sous la

forme suivante :

− du

u

(
γ + 1

2

)
− 48µγdx

ρsusa2
h

+
γRTr
M

du

u3
= 0 (F.42)

En intégrant entre x = xe = 0 et x = xs = L cette équation, on obtient :

γ + 1

2
ln

(
ue
us

)
− 48µγL

ρsusa2
h

− γRTr
2M

(
u−2
s − u−2

e

)
= 0 (F.43)

En se servant de l’équation F.21 représentant la conservation de la masse, l’équation
F.43 peut s’écrire sous la forme :

γ + 1

2
ln

(
ρs
ρe

)
− 48µγL

ρsusa2
h

− γRTr
2Mu2

s

(
1− ρ2

e

ρ2
s

)
= 0 (F.44)
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Figure F.2 – Évolution de la différence de température entre l’entrée et la sortie pour une
ouverture de [[u]] = 100 µm

Enfin, en se servant de la loi des gaz parfaits et en multipliant l’équation F.44 par u2
s,

on obtient :

γ + 1

2
ln

(
psTe
peTs

)
u2
s −

48µγL

ρsa2
h

us −
γRTr
2M

(
1− p2

eT
2
s

p2
sT

2
e

)
= 0 (F.45)

Une fois us obtenu, il est possible d’obtenir la masse volumique en sortie à partir de
l’équation F.39 :

ρs =
ps

RTr
M − u2

s
2
γ−1
γ

(F.46)

La température en sortie Ts peut ensuite être obtenue à partir de la loi des gaz parfaits :

Ts =
psM

ρsR
(F.47)

La vitesse en entrée peut être déduite à partir de l’équation de la conservation de la
masse et de l’équation F.39 :

u2
e +

2γ

γ − 1

peue
ρsus

− 2γ

γ − 1

RTr
M

= 0 (F.48)

La masse volumique en entrée est ensuite déduite de l’équation de la conservation de
la masse :

ρe =
ρsus
ue

(F.49)

Enfin, la température en entrée est obtenue à partir de la loi des gaz parfaits :

Te =
peM

ρeR
(F.50)

Il est alors possible de tracer la différence de température entre l’entrée et la sortie
dans l’hypothèse d’un écoulement adiabatique comme représenté sur la figure F.2



Annexe G

Formulation du problème pour un
écoulement compressible

G.1 Formulation forte

L’équation d’équilibre du problème étudié se résume à appliquer la conservation de
la masse sur le domaine d’étude Ω. Comme pour le cas incompressible, c’est la forme
conservative de la première équation de Navier-Stokes qui va être utilisée, toujours en se
plaçant en régime établi :

div(ρvd) = div(vm) = 0 (G.1)

où vm est le vecteur vitesse massique au sens de Darcy exprimé en kg.s-1.m-2 et ρ est la
masse volumique du fluide exprimée en kg.m-3.

La relation de comportement se base sur la loi de Darcy exprimée pour un écoulement
compressible :

vm = −ρk
µ
.grad(p) (G.2)

où k définit la perméabilité intrinsèque du matériau en [m2] et µ est la viscosité dynamique
en [Pa.s]=[kg.m-1.s-1].

Le fluide est supposé respecté la loi des gaz parfait (équation 1.19) dont est déduit la
relation entre masse volumique et pression du gaz :

ρ = p
M

RgpT
(G.3)

où M [kg.mol-1] est la masse molaire du fluide considéré, Rgp = 8, 314472 J.mol-1.K-1 est
la constante des gaz parfait et T [K] est la température absolue. Pour de l’air à 20 C̊ et
sous pression atmosphérique :

— Mair = 28, 95 g.mol-1 ;
— µair = 1, 82.10−5 Pa.s ;
— ρair = 1, 2 kg.m-3.
La relation de comportement sur le domaine Ω s’écrit alors :

vm = − k

2µ

M

RgpT
grad(p2) (G.4)
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La formulation forte du problème pour les écoulements compressibles peut donc s’écrire
sous la forme suivante :�

�
�
�

Trouver p2 : Ω 7→ R
vérifiant l’équation div(vm(p2)) = 0 sur Ω

et les conditions aux limites sur les bords δΩ du domaine Ω

Le problème peut posséder des conditions aux limites de type Dirichlet où p2 = p2
0 sur

δΩp et des conditions aux limites de type Neumann où vm0
.n sur δΩv.

Pour que le problème soit bien posé, il faut que δΩp ∪ δΩv = δΩ et δΩp ∩ δΩv = ∅.

G.2 Formulation faible

Le problème doit être traité en pression absolue ce qui revient à écrire p > 0.
La formulation faible peut s’écrire ainsi :

Trouver p2 ∈ S(Ω)|∀p?2 ∈ V (Ω) tel que :∫
Ω
p?2div(vm(p2)) dΩ = 0 (G.5)

où S(Ω) est l’espace des champs de pression au carré admissible :

S(Ω) = {p2 ∈ H1(Ω)|p2(δΩ) = p2
0} (G.6)

où H1(Ω) = {p2 ∈ L2(Ω);∀i = 1...n, ∂p
2

∂xi
∈ L2(Ω)} est un espace de Hilbert

et L2(Ω) = {p2|
∫

Ω p
4dΩ <∞} est l’espace des fonctions de carré intégrable.

V (Ω) est l’espace des champs de pression admissibles à zéro (id est nulle sur les fron-
tières δΩp2 du domaine Ω où la pression est imposée) :

V (Ω) = {p2 ∈ H1(Ω)|p2(δΩ) = 0} (G.7)

Avec une intégration par parties, l’équation G.5 devient :

∀p?2 ∈ V (Ω),

∫
Ω
div
(
p?2vm

)
dΩ−

∫
Ω
grad(p?2) vm dΩ = 0 (G.8)

À l’aide du théorème de Green-Ostrogradski, on obtient :

∀p?2 ∈ V (Ω),

∫
δΩ
p?2vm n ds−

∫
Ω
grad(p?2) vm dΩ = 0 (G.9)

ou :

∀p?2 ∈ V (Ω),

∫
δΩ2

p

p?2vm(p2
0) n ds+

∫
δΩq

p?2vm0
n ds−

∫
Ω
grad(p?2) vm dΩ = 0 (G.10)

mais p?2 ∈ V (Ω), est l’espace des champs de pression au carré admissible à zéro donc :∫
δΩ2

p

p?2vm(p2
0) nds = 0 (G.11)
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et l’équation G.10 s’écrit alors :

∀p?2 ∈ V (Ω),

∫
δΩv

p?2vm0
nds−

∫
Ω
grad(p?2)vm dΩ = 0 (G.12)

La solution approchée p2
h du problème Éléments Finis peut s’écrire comme le produit

scalaire entre le vecteur des fonctions de formes N et le vecteur p2 contenant les valeurs
des pressions au carré pour chaque nœud du maillage :

p2
h(x) =

∑
a

Na(x)p2
a = N.p2 (G.13)

Pour chacun des éléments la solution s’écrit :

p2
eh(x) =

nnd∑
a=1

Ne,a(x)p2
e,a = N e.p

2
e

(G.14)

où nnd est le nombre de nœuds de l’élément (4 pour des tétraèdres). N e et p2
e

sont des
vecteurs à nnd dimensions.

En utilisant les dérivées des fonctions de forme, il est possible d’écrire le gradient des
pressions au carré pour chaque élément :

∇p2
e = B

e
.p2

e
(G.15)

B
e

est une matrice de dimension 3× nnd.
Une fois ces définitions posées, la formulation faible sur Ω s’écrit :

A
e

∫
δΩv e

N e.p
? 2
e .vm0 e

dS −A
e

∫
Ωe

B
e
.p? 2
e .vme dΩ = 0 (G.16)

L’équation G.16 est vraie pour tout p2e? et peut donc s’écrire :

A
e

∫
δΩv e

N e.vm0 e
dS −A

e

∫
Ωe

BT
e
.vme dΩ = 0 (G.17)

Par convention, il est usuel de définir les efforts internes comme étant :

f int = −A
e

∫
Ωe

BT
e
.vme dΩ (G.18)

Pour résoudre le problème, l’objectif est de minimiser le résidu rt à chaque pas de temps
t :

rt := r(p2
t
) = f int

t
(p2

t
)− fext

t
(G.19)

À chaque pas de temps t, il est nécessaire de faire k itérations jusqu’à obtenir la

convergence. Le problème linéarisé L
(
r

(k+1)
t+1

)
est le terme du premier ordre du résidu de

la décomposition de Taylor. À chaque itération (k), le système à résoudre est donc :

L
(
r

(k+1)
t+1

)
= r

(k)
t+1 +

∂r

∂p2

∣∣∣∣(k)

t+1

.∆p2(k+1)

t+1
= 0 (G.20)
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où ∆p2(k+1)

t+1
=
(

∆p
(k+1)
t+1

)2
est l’incrément de pression au carré.

Le problème linéarisé s’écrit alors :

∂r

∂p2

∣∣∣∣(k)

t+1

.∆p2(k+1)

t+1
= −r(k)

t+1 (G.21)

L’objectif est ensuite d’expliciter le terme ∂r
∂p2

∣∣∣(k)

t+1
:= K̃

(k)

t+1
en effectuant la dérivée de

l’équation G.19 :

∂r

∂p2

∣∣∣∣(k)

t+1

=
∂f int

∂p2

∣∣∣∣∣
(k)

t+1

= K̃
(k)

t+1
= −A

e

∫
Ωe

BT
e

∂vme
∂p2

e

dΩ (G.22)

Il est alors nécessaire d’introduire la relation de comportement du problème global

pour exprimer
∂vme
∂p2

e

.

Cette équation relie la vitesse massique vm [kg.s-1.m-2] et la pression au carré p2 [Pa2].
La relation de comportement utilisée dans cette étude est la loi de Darcy qui s’écrit sous
sa forme moderne :

vm = ρvd = − 1

µ
ρk grad(p) = − 1

µ
ρk grad(

√
p2) (G.23)

comme p est une pression absolue, elle reste strictement positive (p > 0) et par conséquence√
p2 = p. L’unité des coefficient de la matrice k est m2.
L’hypothèse suivante concerne les écoulements compressibles utilisés dans cette étude.

Le comportement du fluide est assimilé à celui d’un gaz parfait respectant donc la loi :

pV = nRgpT (G.24)

où n est la quantité de matière de gaz (en moles), Rgp est la constante des gaz parfait
(8, 314 J.K-1.mol-1) et T est la température absolue (exprimée en K).

Cette loi des gaz parfaits peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

ρ = p
M

RgpT
=
√
p2

M

RgpT
(G.25)

où M est la masse molaire (exprimée en kg.mol-1).
L’équation G.23 appliquées aux écoulements compressibles s’écrit alors :

vm = − 1

µ

√
p2

M

RgpT
k grad(

√
p2) (G.26)

Mais :
grad(

√
p2) = 1

2
√
p2
grad(p2)√

p2 grad(
√
p2) = 1

2 grad(p2)
(G.27)

En conséquence :

vm = − 1

µ

M

RgpT
k

1

2
grad(p2) (G.28)



G.3. HYPOTHÈSES DE CALCUL 217

La loi de comportement G.28 est définie en chaque point du domaine. Écrite pour un
élément e pour l’approximation des éléments finis, elle devient :

vme = − 1

µ

M

RgpT
k
e

1

2
grad(p2

eh) (G.29)

La relation de comportement G.29 sert ensuite à exprimer
∂vme
∂p2

e
:

∂vme
∂p2

e

=
∂vme

∂grad(p2
eh)

∂grad(p2
eh)

∂p2
e

= − 1

2µ

M

RgpT
k
e
B
e

(G.30)

Cette relation est alors introduite dans l’équation G.22 :

∂r
∂p2

∣∣∣(k)

n+1
:= K̃

(k)

t+1
= −A

e

∫
Ωe
BT
e

(
−1
2µ

M
RgpT

k
e
B
e

)
dΩ

= 1
2µ

M
RgpT

A
e

∫
Ωe
BT
e
k
e
B
e
dΩ

(G.31)

où k
e

est une matrice 3× 3 et B
e

est une matrice 3× nnd.
Pour chaque itération (k), un nouvel incrément de pression ∆p2

∣∣(k+1)

t+1
est obtenu grâce

à la résolution de l’équation G.21 permettant d’actualiser la valeur de la pression p2
∣∣(k+1)

t+1
:

p2
∣∣(k+1)

t+1
= p2

∣∣(k)

t+1
+ ∆p2

∣∣(k+1)

t+1
(G.32)

Cet nouvel incrément de pression ∆p2
∣∣(k+1)

t+1
permet de calculer une énergie relative qui

est ensuite comparé à une tolérance εtol définie par l’utilisateur de coFEAP [M.Hautefeuille
et C.Kassiotis, 2011] :

r
(k)T
t+1 ∆p2

∣∣(k+1)

t+1

r
(0)T
t+1 ∆p2

∣∣(1)

t+1

< εtol (G.33)

Tant que l’énergie relative définie dans G.33 est supérieure à la tolérance εtol, de nou-
velles itérations (k) sont effectuées. Chaque itération commence par la définition d’une

nouvelle matrice tangente ∂r
∂p2

∣∣∣(k+1)

t+1
et du résidu r

(k+1)
t+1 . L’équation G.21 est ensuite ré-

solue pour une nouvelle itération (k + 1) et la procédure se répète jusqu’à obtenir la
convergence.

G.3 Hypothèses de calcul

Cette section regroupe les hypothèses qui ont été faites durant les calculs précédents
ainsi que les équations sur lesquelles la simplification est faite.

Dans le cas des écoulements compressibles, les hypothèses sont :
— régime permanent (équation G.1) ;
— fluide respectant la loi des gaz parfaits (équation G.4) ;
— fluide visqueux newtonien (équation G.2) ;
— régime d’écoulement laminaire (équation G.2).
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Annexe H

Brève chronologie des travaux de
transferts de masse en milieux
fissurés

Sources utilisées pour réaliser cette annexe : [Snow, 1965], [Gallagher, 2010], [Bear,
1988], [Sénéchal, 2013].

1600

1660 R. Boyle (1627-1691) : montre qu’à température constante le produit de
la pression et du volume d’un gaz reste constant (pV = cst à température
constante), la loi qu’il publie porte aujourd’hui son nom

1679 E. Mariotte (1620-1684) : redécouvre la loi de Boyle
1687 I. Newton (1642-1727) : pose les bases de la mécanique classique

1700

1738 D. Bernoulli (1700-1782) : fait une analyse des fluides non visqueux,
notion de conservation de l’énergie et introduction du concept de charge
hydraulique il émet ultérieurement l’hypothèse selon laquelle la pression
d’un gaz correspond aux collisions de ses molécules avec les parois de
son contenant

1749 J. d’Alembert (1717-1783) : introduit dans l’étude de la dynamique des
fluides les notions de dérivées partielles, champ de vitesses et pression
interne d’un fluide

1757 L. Euler (1707-1783) : introduit le concept de gradient de pression et les
équations aux dérivées partielles décrivant les fluides parfaits pour les
écoulements incompressibles (= mécanique des fluides sans frottement)
[Euler, 1757] 1
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1800

1804 J-B Biot (1774-1862) : établit mathématiquement la loi de la chaleur
1820 C.L.M. Navier (1785-1836) : introduit dans les équations d’Euler un

terme lié à la dissipation d’énergie qui peut représenter les pertes par
frottement

1822 J.B.J. Fourier (1768-1830) : montre expérimentalement la loi de la cha-
leur

1840 J.L.M. Poiseuille (1797-1869) : étudie les écoulements dans des tubes
capillaires (effet de la pression, la longueur du tube, le diamètre et la
température) [Poiseuille, 1840a,Poiseuille, 1840b,Poiseuille, 1841]

1845 G.G. Stokes (1819-1903) : travaille sur les écoulements visqueux et
énonce la formulation complète de l’équation de Navier-Stokes, puis la
simplifie pour les écoulements à faible vitesse qualifié depuis d’écoule-
ment de Stokes (cf. équation eq :FluideNewt)

1856 H. Darcy (1803-1858) : introduit la loi de Darcy = écoulement en milieu
granulaire (cf. équation 1.31 [Darcy, 1856])

1859 R. Clausius (1822-1888) : introduit le concept de libre parcours moyen
d’un gaz suite à une question de Ruys Ballot sur ces travaux de 1858 :
“si la vitesse d’un gaz est de l’ordre de quelques centaines de mètre
par seconde, pourquoi une odeur met-elle des dizaines de secondes à se
répandre dans une pièce ?”

1883 O. Reynolds (1842-1912) : met en évidence de manière empirique les
régimes d’écoulement laminaire et turbulent dans une conduite cylin-
drique [Reynolds, 1883]

1886 O. Reynolds (1842-1912) : établit l’équation de Reynolds afin de com-
prendre les écoulements lors de phénomènes de lubrification sur un mou-
lin à huile en prenant en compte les effets de la température sur la
viscosité, il étudie donc les écoulements entre deux plaques quasiment
parallèles séparées par un fluide visqueux [Reynolds, 1886]

1890 M.M.A. Couette (1858-1943) : met au point un appareil pour l’étude
du frottement des fluides et donc la mesure du coefficient de viscosité.
Il montre également que l’hypothèse d’adhérence est valable pour les
fluides et parois pour les matériaux utilisés dans son étude

1898 G.G. Stokes (1819-1903) : publie la loi cubique d’écoulement entre deux
plaques parallèles [Stokes, 1898] (cf. équation 1.58)
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1900

1909 M.H.C. Knudsen (1871-1949) : montre que l’écoulement visqueux de-
vient nul lorsque le rayon des pores est petit devant le libre parcours
moyen [Knudsen, 1909]

1915 J. Versluys (1845-1920) : introduit la notion de perméabilité anisotrope
et montre qu’un milieu poreux assimilé à un ensemble de tubes capillaires
orientés de manière quelconque dans l’espace peut être remplacé par trois
tubes orthogonaux

1934 M.H.C. Knudsen (1871-1949) : introduit un nombre adimensionnel qui
sera nommé plus tard nombre de Knudsen

1936 M. Muskat et M.W. Meres étendent la loi de Darcy aux fluides hété-
rogènes [Muskat et Meres, 1936]

1941 L.J. Klinkenberg : introduit dans [Klinkenberg, 1941] le concept de
perméabilité intrinsèque suite aux travaux de Knudsen [Knudsen, 1909]

1948 J. Ferrandon : remplace les trois scalaires (un pour chacune des trois
directions orthogonales) définissant la perméabilité au sens de Versluys
par un tenseur symétrique dans la loi de Darcy

1965 D.T. Snow : applique le modèle des plaques parallèles à la modélisation
d’un écoulement incompressible en milieu fracturé [Snow, 1965]

1966 S. Whitaker : montre mathématiquement la cohérence de la loi de
Darcy pour un écoulement monophasique d’un fluide visqueux dans un
milieu poreux isotrope par des moyennes volumiques locales en explici-
tant les limites du modèle [Whitaker, 1966]

1967 J.C. Slattery : même travail que [Whitaker, 1966] mais en introduisant
la viscosité du fluide de manière différente et en étendant sa démonstra-
tion aux milieux poreux anisotrope [Slattery, 1967]

1970 J.C. Slattery : étend les théorèmes de Slattery-Whitaker pour les écou-
lements polyphasiques [Slattery, 1970]

1980 M.Th van Genuchten : propose une loi permettant de modéliser la
conductivité hydraulique relative Kr en fonction de la teneur en eau
volumétrique Θ pour un sol partiellement saturé [van Genuchten, 1980]
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Annexe I

FEM+D - caractérisation de
l’énergie de fissuration

Cette annexe donne quelques résultats permettant de caractériser la variabilité obtenue
lors d’essais de flexion 3 points sur éprouvettes entaillées.

I.1 Flexion 3 points

I.1.1 Problème modélisé

L’objectif est ici de modéliser l’essai de caractérisation de l’énergie de fissuration GF
tel que décrit dans les recommandations de la RILEM [TCS, 1985, Shah, 1990] dont une
schématisation du problème est illustrée sur la figure I.1. Le ratio entre la hauteur de la
poutre d et la longueur de l’entaille a0 doit être compris entre 0,15 et 0,5 [Shah, 1990] et
est fixé dans cette étude à 0,5.

Afin d’avoir un bon compromis entre variabilité post-traitée et rapidité de calcul, le
choix s’est porté sur la modélisation d’une demi-éprouvette dans le sens de la longueur.
La figure I.2 présente le maillage de la demi-poutre modélisée sous cast3M [Charras et al.,
2014]. La face arrière sur la longueur de la poutre possède des conditions aux limites de
symétrie, le déplacement est imposé sur un élément métallique également présent lors des
essais et un mouvement de corps rigide est imposé sur les 2 appuis inférieurs situés à
chaque extrémité de la poutre pour correspondre à des conditions d’essais réalistes dans le
cas où des plaques métalliques sont mises sur les rotules afin d’éviter tout poinçonnement
aux appuis.

Les paramètres matériaux d’entrée pour ces tests sont les suivants :

module de Young : E = 35, 7 GPa ;

résistance en traction : ft = 3, 04 MPa ;

énergie de fissuration : GF = 110 J.m-2.

Le tableau I.1 présente les résultats obtenus par post-traitement sur 100 réalisations du
champ aléatoire appliquées sur la résistance en traction. Le champ aléatoire est appliqué via
l’opérateur “ALEA” du code de calcul Cast3M [Charras et al., 2014]. C’est donc un champ
scalaire aléatoire gaussien stationnaire dont la moyenne µca = ft est donnée précédemment
et le coefficient de variation covca = σca/µca est donné dans le tableau I.1. Ce champ est
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Figure I.1 – Géométrie des poutres testées
pour respecter les recommandations de la
RILEM [Shah, 1990]

Figure I.2 – Maillage de la demi-poutre
utilisé pour la caractérisation numérique
de l’énergie de fissuration

généré par la méthode des bandes tournantes et obéit à une loi de covariance exponentielle
dont la matrice de covariance a pour expression :

covcaij = σcaexp

−
√√√√( 3∑

k=1

dk
lcac

)2
 (I.1)

où les dk sont les coordonnées du vecteur liant deux points du maillages Pi et Pj dans les
directions xk du problème considéré et lcac est la longueur de corrélation donnée dans le
tableau I.1.

Champ aléatoire sur ft Résultats macroscopiques post-traités

Longueur de Coefficient caractérisation de l’énergie de fissuraiton

corrélation de variation Moyenne Écart type Coefficient de
lcac [cm] covca [%] [J.m-2] [J.m-2] variation [%]

1 10 134 4,8 3,6
2 10 128 4,4 3,4
3 10 134 4,9 3,7
1 15 130 5,7 4,4
2 15 129 5,1 4,0
3 15 129 4,9 3,8
1 20 131 6,2 4,7
2 20 129 5,2 4,0
3 20 134 5,2 3,9

L’écart-type post-traité est un estimateur sans biais

Tableau I.1 – Caractérisation de l’énergie de fissuration macroscopique obtenue en fonction
des paramètres du champ aléatoire utilisé en entrée (lcac et covca).

La figure I.3 montre combien les variations avec un champ aléatoire sont importantes
quelles que soient les paramètres d’entrée de ce champ.

La figure I.4 représente le comportement d’une poutre entaillée sollicitée en flexion
trois points dont le champ aléatoire sur la résistance en traction ft est caractérisé par un
coefficient de variation de 10 % et une longueur de corrélation de lc = 3 cm.
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Figure I.3 – Évolution de l’énergie de fissuration macroscopique (100 réalisations pour
chaque point) en fonction de la longueur de corrélation et du coefficient de variation du
champ aléatoire sur la résistance en traction
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Figure I.4 – Comportement numérique (FEM+D) d’une poutre de section 10 cm x 10 cm
entaillée à mi-longueur sur la moitié de la hauteur sollicitée en flexion 3 points avec une
portée de 80 cm (résultats obtenus sur 100 réalisations)

I.2 Traction directe

Les paramètres matériaux d’entrée pour ces tests sont les suivants :

module de Young : E = 35, 7 GPa ;

résistance en traction : ft = 3, 04 MPa ;

énergie de fissuration : GF = 110 J.m-2.
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Les figures I.5 et I.6 représentent respectivement l’évolution de la contrainte en fonction
du déplacement imposé et de l’ouverture de fissure sur un cube calculée selon la formule
[[u]] = Uimp − σ/EL.
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Figure I.5 – Évolution de la contrainte en
fonction du déplacement imposé sur un
cube
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Figure I.6 – Évolution de la contrainte en
fonction de l’ouverture de fissure

I.3 Bilan sur les énergies dissipées

Ainsi, avec les mêmes paramètres d’entrée pour le béton (E = 35, 7 GPa ; ft = 3, 04
MPa ; GF = 110 J.m-2) et pour le champ aléatoire corrélé (lc = 3 cm ; cv = 10 %), les
énergies macroscopiques dissipées sont :

en flexion 3 points : GF = 134± 5 J.m-2 ;

en traction directe : Gst = 150± 27 J.m-2.

L’énergie pour la flexion 3 points correspond à une énergie de fissuration GF puisque
l’éprouvette est entaillée alors que l’énergie obtenue par traction directe correspond à une
énergie sufacique totale Gst comme expliqué dans la partie 2.1.2. La différence entre ces
deux énergies est cohérente.



Annexe J

Obtention des rosaces
d’orientation des barres du
maillage treillis

Afin d’obtenir les rosaces d’orientation de toutes les barres ou des barres cassées des
maillages E-FEM utilisés, il est nécessaire de découper l’espace en secteurs qui doivent
avoir des angles solides égaux.

Les barres sont décrites selon leur coordonnées sphériques (L, θ, φ) où θ ∈ [0;π] et
φ ∈ [0;π] puisqu’un demi-espace suffit à représenter toutes les directions des barres leurs
sens n’ayant pas d’importance.

L’angle solide d’un secteur peut se calculer ainsi :

dS =

∫ φ+dφ/2

φ−dφ/2

∫ θ+dθ/2

θ−dθ/2
sin(φ)dtdf (J.1)

Ce qui permet d’écrire :

dS = [−cos(f)]
φ+dφ/2
φ−dφ/2 [t]

θ+dθ/2
θ−dθ/2 (J.2)

ou encore :

dS = [cos(φ+ dφ/2)− cos(φ− dφ/2)] dθ (J.3)

Il est ensuite nécessaire de fixer un paramètre. Le choix effectué consiste à diviser l’espace
décrit par θ en nsect secteurs égaux. Ainsi dθ est constant et vaut dθ = π/nsect.

Le deuxième choix force le secteur proche de φ = π/2 à avoir des côtés égaux, soit
dθ = dφ pour φ = π/2. En introduisant cette condition dans l’équation J.3 reformulée, la
valeur de l’angle solide est maintenant connue :

dS = [2sin(pi/2)sin(dθ/2)] dθ = 2 (sin(dθ/2)) dθ (J.4)

Pour connâıtre les différents φi une fois ces paramètres fixés, il suffit de reprendre
l’équation J.3 sachant que dS est désormais connu et en partant du secteur centrale où dφ
est également fixé, les φi+1 et φi−1 sont obtenues via les formules suivantes :

φi+1 = arccos (cos(φi)− 2sin(dθ/2)) (J.5)
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et
φi−1 = arccos (2sin(dθ/2)− cos(φi)) (J.6)

La seule difficulté réside dans les secteurs proches de φ = 0 et φ = π puisque le nombre
de secteurs selon φ ne sera jamais un nombre entier et ces secteurs auront un angle solide
différent de tous les autres.

En faisant varier nsect entre 10 et 100 via un script perl, l’optimum est rapidement
obtenu pour nsect = 33 où la différence relative entre les plus grands angles solides et les
petits vaut 0, 82% (les optimums suivants sont obtenus pour nsect = 55 où la différence
vaut 0, 94% et nsect = 11 où la différence vaut 1, 33%).
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bung und wärmeleitung verdünnter gase. Annalen der Physik, 231:337–365.
doi=10.1002/andp.18752310702. 17

[Kundt et Warburg, 1875b] Kundt, A. et Warburg, E. (1875b). Ueber rei-
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Bureau de Recherches Géologiques et Minières, III(4):283–356. ISSN :0300-936X. 38,
155

[Luckner et al., 1989] Luckner, L., van Genuchten, M. T. et Nielsen, D. R. (1989). A
consistent set of parametric models for the two-phase flow of immiscible fluids in the sub-
surface. Water Resources Research, 25(10):2187–2193. doi=10.1029/WR025i010p02187.
62

[Majumdar et Bhushan, 1990] Majumdar, A. et Bhushan, B. (1990). Role of fractal
geometry in roughness characterization and contact mechanics of surfaces. Journal of
Tribology, 112(2):205–216. doi=10.1115/1.2920243. 33

[Mandelbrot, 1983] Mandelbrot, B. B. (1983). The Fractal Geometry of Nature - revised
and enlarged edition. W.H. Freeman and Co., New York, New York, États-Unis. ISBN-
13 : 978-0-716-71186-5. 31

[Mandelbrot, 1985] Mandelbrot, B. B. (1985). Self-affine fractals and fractal dimension.
Physica Scripta, 32(4):257–260. doi=10.1088/0031-8949/32/4/001. 31

[Mandelbrot et al., 1984] Mandelbrot, B. B., Passoja, D. E. et Paullay, A. J.
(1984). Fractal character of fracture surfaces of metals. Nature, 308:721–722.
doi=10.1038/308721a0. 31

[Marchand, 2001] Marchand, J. (2001). Modelling the behavior of unsaturated cement
systems exposed to aggressive chemical environments. Materials and Structures, 34(4):
195–200. doi=10.1007/BF02480588. 27

[Marle, 2006] Marle, C. (2006). Henry darcy et les écoulements de fluides en milieu
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Résumé

La durabilité des structures en béton est désormais intégrée dans la démarche de
conception des ouvrages de Génie Civil. En effet, quel que soit le type de sollicitation
(mécanique, thermique, hydrique) une fissuration est susceptible de se produire risquant
d’impacter la durée de vie de l’ouvrage par la pénétration d’agents agressifs. L’aptitude au
service peut elle-même être affectée pour les structures où une étanchéité est requise (en-
ceinte de confinement de centrales nucléaires, réservoirs de gaz naturel liquéfié, barrages,
stockages des déchets radioactifs ou de CO2, etc.). Dans ce contexte industriel, la prédic-
tion du débit de fuite traversant des éléments composés de matériaux à base cimentaire
est donc un enjeu scientifique et industriel majeur.

Pour parvenir à cet objectif de simulation numérique, il est nécessaire de mettre en place
un couplage hydro-mécanique. L’anisotropie de la fissuration induite par les sollicitations
mécaniques complexes conduit à un tenseur de perméabilité macroscopique anisotrope. La
détermination de ce tenseur est un enjeu important dans l’objectif de mener des calculs
à l’échelle macroscopique avec des modèles phénoménologiques. De plus, les calculs de
perméabilité sont un moyen de comparer les volumes fissurés obtenus par les différents
modèles mécaniques. La modélisation de la fissuration pour les matériaux quasi-fragiles
hétérogènes à l’échelle mésoscopique tels que le béton est complexe et suivant les approches
utilisées, les résultats peuvent fortement varier. C’est pourquoi l’étude numérique proposée
dans la thèse comporte une comparaison entre deux approches mécaniques :

— une première basée sur une modélisation mécanique de type E-FEM (Embedded
Finite Element Method) [Benkemoun et al., 2010] ;

— une seconde basée sur une modélisation mécanique d’endommagement [Mazars,
1984] régularisée en énergie de fissuration [Hillerborg et al., 1976].

Le travail numérique associé à cette thèse consiste donc à développer un modèle cou-
plant de manière faible un modèle mécanique à un modèle de transfert en 3D à l’échelle
mesoscopique. En se basant sur le concept de « double porosité », la perméabilité du milieu
fissuré est vue comme la combinaison d’une perméabilité diffuse et isotrope (liée au réseau
poreux initial du béton et à son degré de saturation) et d’une perméabilité « discrète » et
orientée au sein des fissures (le calcul de cette dernière étant basé sur les ouvertures de
fissures données par le modèle mécanique et sur les équations de la mécanique des fluides,
Navier-Stokes en régime permanent).

La comparaison des résultats obtenus sur différents résultats expérimentaux issus de
la littérature (un tirant traversé par de l’eau [Desmettre et Charron, 2011] et un élément
structurel traversé par de l’air sec [Nahas et al., 2014]) permet de comparer la pertinence
des deux modèles mécaniques utilisés ainsi que l’approche utilisée pour estimer le débit
traversant des éléments en béton fissurés.

Mots clés : Perméabilité, couplage fissuration-transfert, matériau hétérogène, discon-
tinuité forte, endommagement, modélisation numérique, béton fissuré, méthodes multi-
échelles séquencées .
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Abstract

The durability of concrete structures is nowadays fully integrated in the civil engineering
constructions design process. Whatever the loading is (mechanical, thermic, hydric), cracks
may appear and impact the structure lifespan by the infiltration of aggressive agents. The
serviceability can be directly impacted for the structures playing an air/water tightness
role (containment building of nuclear power plants, liquefied natural gas storage tanks,
dams, radioactive waste disposal, etc.). The prediction of the flow going through elements
composed of a cementitious material is therefore a major scientific and industrial issue.

To achieve this goal, a hydro-mechanical coupling must be implemented. The anisotro-
pic cracking induced by complex mechanical loadings leads to an anisotropic macroscopic
permeability tensor. This tensor computation is an important issue dealing with phe-
nomenological models for macroscopic problems. The cracking modelling of quasi-brittle
materials, heterogeneous at the mesoscopic scale like concrete, is complex and different
mechanical approaches can lead to various results. Therefore, permeability calculations
are an elegant way to examine cracking patterns obtained with several mechanical models.
Consequently, this study compares two mechanical approaches :

— the first one is based on an Embedded Finite Element Method (E-FEM) mechanical
model [Benkemoun et al., 2010] ;

— the second one is based on a damage mechanical model [Mazars, 1984] regularised
by the fracture energy of the material [Hillerborg et al., 1976].

This thesis presents a hydro-mechanical approach weakly coupling a mechanical model
with a permeation model in 3D at the mesoscopic scale. This work is based on the “double
porosity” concept splitting the permeability into two parts : the first one is isotropic and
corresponds to flows within the porosity of the material ; the second one, based upon a
set of cracks with different orientations and openings, is anisotropic. For the latter, each
crack is a path for mass flow according to the fluid laws considering two infinite planes.

In order to check this approach relevance, numerical results are compared to expe-
rimental results extracted from the literature (an experiment where water goes through
a specimen made of a steel reinforcing bar covered with concrete under load [Desmettre
et Charron, 2011] and a device where dry air goes through a structural element made
of reinforced concrete [Nahas et al., 2014]). The computation of the flow going to those
cracked concrete elements helps to understand the presented approach efficiency and the
differences between the two used mechanical models.

Key words : Permeability, hydro-mechanical coupling, heterogeneous material, strong
discontinuity, damage, numerical model, cracked concrete, multi-scale framework
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