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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a 1’étude formelle des systémes multi-agents a fonc-
tionnalité émergente. Ces systémes ont la particularité d’étre formés d’un grand nombre
d’entités, appelées agents, dotés d’objectifs individuels et disposant généralement de ca-
pacités de perception, de raisonnement et d’action limitées. Le fonctionnement global du
systeme émerge de leurs interactions.

Dans de nombreuses applications ces systémes ont montré des propriétés globales inté-
ressantes, comme la convergence rapide vers un régime intéressant ou la stabilité autour de
ce régime. L'objectif de cette these est d'utiliser des méthodes mathématiques pour démon-
trer et explorer ces propriétés de maniere formelle.

Une étape importante dans cette démarche est la recherche des méthodes mathématiques
les plus adéquates pour étudier les systemes multi-agents. Les qualités et limites de divers
modeles pertinents sont analysées, et aboutissent a I’étude approfondie des processus déci-
sionnels Markoviens et leurs variantes multi-agents, d"une part, et des méthodes a champ
moyen d’autre part.

Ensuite, nous nous intéressons a des systémes localisés et dérivons rigoureusement un
modele continu. A l'aide d’outils d’analyse mathématique nous établissons des proprié-
tés dynamiques, a savoir la convergence vers un équilibre intéressant et la stabilité de cet
équilibre. Ce raisonnement est ensuite prolongé a un systeme localisé bien connu dans le
domaine des systemes multi-agents, la collecte de ressources, et permet d’illustrer un phé-
nomene intéressant a I'aide de simulations numériques.
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Avant-Propos

L'objectif de cette these est de mobiliser des méthodes mathématiques pour démontrer
des propriétés formelles d’objets informatiques, et vise donc deux publics provenant de
disciplines différentes.

Dans ce manuscrit, nous essayons d’adopter un langage accessible aux deux publics.
Les résultats mathématiques sont donc accompagnés d’interprétations concretes, afin de
permettre au lecteur sans formation mathématique approfondie de les comprendre facile-
ment. La lecture de ce manuscrit peut s’effectuer a différentes vitesses selon la familiarité du
lecteur avec les notions mathématiques présentées.
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Introduction

Les logiciels a fonctionnalité émergente

Le développement de l'outil informatique au cours de ces dernieres décennies a ap-
porté de nouvelles problématiques au domaine de l'informatique. Les applications actuelles
exigent des systéemes informatiques de plus en plus sophistiqués, difficiles a concevoir et a
maintenir.

Les progres technologiques ont permis de repousser les limites des processeurs, en mi-
niaturisant les composants de maniére importante. Cette évolution a permis d’augmenter
les capacités calculatoires des systemes informatiques, mais apporte de nouvelles difficultés
au cours du processus de production.

Parallelement, les appareils informatiques sont de plus en plus interconnectés avec 1'évo-
lution de l'internet et des réseaux mobiles. De ce fait, les logiciels qu’ils contiennent sont
confrontés a un environnement virtuel dans lequel ils doivent trouver leur place. L'ouver-
ture et 'adaptation a un environnement dynamique sont donc des exigences nouvelles et
importantes pour un logiciel.

Ces constats ont contribué a une rupture conceptuelle de I'informatique. La vision mo-
nolithique des logiciels a progressivement été abandonnée au profit de systemes virtuels
formés de composants autonomes, qui opérent en interaction les uns avec les autres. Ce
point de vue permet de rapprocher le domaine du logiciel de I'intelligence artificielle distri-
buée, en considérant un logiciel comme un ensemble d’entités autonomes en interaction. Ce
paradigme a trouvé sa place en informatique depuis la fin des années 80 avec les systemes
multi-agents.

Dans cette these, nous nous intéressons plus précisément aux systémes informatiques
complexes. Ces systémes sont formés d'un grand nombre d’entités en interaction, dont le com-
portement collectif émerge des interactions. La fonctionnalité du systéme n’est pas prédéfinie
par le concepteur ; il s’agit d"un systeme a fonctionnalité émergente. Cette approche offre un
intérét particulier pour la conception de logiciels de complexité importante.

La conception de tels systémes est donc un enjeu important en informatique. Pour ce
faire, la démarche scientifique classique, qui s’efforce de représenter le systeme dans sa to-
talité, n’est pas pertinente. Le nombre important d’entités et la haute non-linéarité de leurs
interactions conduisent a des difficultés importantes pour prévoir ou expliquer le compor-
tement du systéme.



Introduction

Une démarche intéressante pour concevoir ces systémes consiste a s’inspirer de certains
systemes biologiques, comme les insectes sociaux. Un exemple typique de cette inspiration
est ’algorithme d’optimisation de type colonie de fourmis, qui sera expliqué plus en détail
dans la section 1.3.3.

Une autre démarche consiste a faire appel a des méta-heuristiques. Il s’agit d"'une méthode
qui est capable de produire des solutions heuristiques a un ensemble de problémes, et non
un probléme spécifique. Il faut souligner le caractere heuristique de ces solutions : elles ne
sont pas fondées sur un modele formel, et ne sont pas nécessairement optimales.

Ces deux démarches sont guidées par un ensemble de principes assez génériques. Elles
ont généralement le défaut d’étre relativement peu formalisées, et leur validité n’est pas
toujours garantie par des arguments formels.

Par conséquent, 1'adéquation d'un systeme informatique complexe a fonctionnalité
émergente au probleme pour lequel il a été congu est généralement vérifiée de maniére ex-
périmentale. Une telle validation est clairement limitée en termes de garantie des résultats,
et ne fournit que des réponses d’ordre statistique. De plus, cette méthode de validation s’ef-
fectue toujours dans un cadre expérimental completement spécifié. Par conséquent, elle ne
peut pas prendre en compte d’éventuelles perturbations imprévisibles de 1'environnement,
et garantir la robustesse du systeme en toutes circonstances.

Objectif de la thése

Dans l'optique de dépasser le limites de la validation expérimentale, nous nous intéres-
sons dans cette these aux outils mathématiques qui pourraient aider a étudier les systemes
informatiques complexes a fonctionnalité émergente. La validation formelle de I'adéquation
de ces systemes a leur tache est I'objectif de cette these.

Pour ce faire, nous nous sommes limités a une classe de systemes bien définie, et nous
nous sommes intéressés a des propriétés dynamiques telles que la convergence, la stabilité
de I’équilibre, mais aussi a ’optimisation d’une certaine fonction de satisfaction qui mesure
la réussite du systeme.

Une étape importante de ce travail a consisté a explorer différentes modélisations pos-
sibles, et a évaluer leur pertinence pour décrire la classe de systémes étudiés. Ensuite nous
avons utilisé les modéles les plus pertinents pour étudier des systemes spécifiques, et dé-
montré les propriétés intéressantes de ces systémes de maniere formelle.

Organisation du manuscrit et contributions

Cette these est composée de six chapitres et d"une annexe :

Chapitre 1 Le premier chapitre présente le contexte de cette these, les systemes multi-
agents complexes a fonctionnalité émergente. Aprés avoir présenté ces systemes, nous exposons
quelques domaines d’application variés. Nous terminons par la définition du cadre de cette
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these, qui précise la classe de systemes étudiés.

Chapitre 2 Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a la modélisation des sys-
temes étudiés. Apres quelques considérations générales sur la modélisation, nous présen-
tons rapidement un ensemble de modeles que nous avons étudiés. Ces modeles sont divisés
en deux parties : ceux qui sont purement descriptifs, et ceux qui integrent la finalité du sys-
teme dans la description. Nous évaluons la pertinence des modeles présentés vis-a-vis de la
classe des systemes étudiés.

Chapitre 3 Les Processus Décisionnels de Markov sont une classe de modéles pertinents de
plusieurs points de vue. Pour cette raison, nous étudions leur utilité pour 1’étude des sys-
témes multi-agents a fonctionnalité émergente de maniere approfondie dans le chapitre 3.
Nous illustrons leur applicabilité, mais aussi leurs limites sur divers exemples au fur et a
mesure du chapitre.

Chapitre 4 Le quatrieme chapitre est consacré a 'utilisation de méthodes a champ moyen
pour l'étude formelle des systemes multi-agents. Ces méthodes sont utilisées en physique
statistique pour simplifier la description de grands systémes de particules en interaction. A
travers des exemples, et en faisant appel a des résultats récents, nous illustrons les apports
et les limites de cette approche, dans le contexte des systemes étudiés.

Chapitre 5 Le cinquiéme chapitre est consacré a un probléme spécifique, qui est d’orien-
ter un systeme d’agents localisés vers une distribution ciblée. A ’aide d’une approximation
continue, qui fait appel a des résultats du chapitre 4, nous aboutissons a une équation aux
dérivées partielles appelée équation de Fokker-Planck. Cette équation réalise un lien intéres-
sant avec plusieurs domaines tels que la thermodynamique ou la mécanique statistique.

En étudiant I’équation de Fokker-Planck a l'aide d’outils d’analyse continue, nous dé-
terminons deux stratégies basées sur des perceptions locales qui permettent aux agents
d’atteindre collectivement la distribution souhaitée. Les résultats théoriques énoncés sont
confirmés par des simulations numériques.

Chapitre 6 Le sixieme chapitre est également tourné vers 1’application. En prolongeant le
raisonnement du chapitre 5, nous étudions un systeme d’agents localisés dont 1’objectif est
de collecter une ressource.

A l'aide d"une approximation continue similaire a celle du chapitre 5, nous aboutissons
a un systeme d’équations a réaction-diffusion-advection. Ces équations suscitent un intérét
mathématique croissant depuis quelques années, mais leur étude formelle reste délicate.
Par conséquent, nous proposons des simulations numériques afin d’étudier la dynamique
des solutions. Les résultats mettent en avant un phénomene émergent bien connu dans le
contexte du probléme étudié.

Suite au chapitre 6, la conclusion dresse le bilan des principaux résultats de cette these,
et propose des perspectives scientifiques a plus ou moins long terme.
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Annexe : Certification de circuits intégrés Le chapitre annexe a cette theése contient le
résultat du groupe de travail SEME 2012 auquel nous avons participé.

En raison de la miniaturisation des circuits électriques, il est difficile de réaliser une
vérification physique de ’adéquation des circuits a I'issue de la production. En nous basant
sur un exemple concret, nous proposons des méthodes basées sur les propriétés d'un graphe
de connexion sous-jacent, qui permettent de guider le processus de vérification physique.

Davantage d’explications sur la connexion de ce travail avec les systemes multi-agents
seront données dans cette annexe.
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Les systemes multi-agents a
fonctionnalité émergente

L’approche par systeme multi-agent est un paradigme qui place 'individu au centre du
probléme, et non le collectif. L'idée de cette approche est que des agents simples avec des
regles d’interaction bien choisies vont évoluer de maniére autonome vers une solution.

Un avantage important de cette approche est que le systeme multi-agent peut avoir des
capacités qui dépassent de loin la simple somme des capacités des individus. Cela impose
une rupture avec la science réductionniste classique, qui tend a expliquer tout phénomene a
partir de sa décomposition en constituants élémentaires. Cette approche classique est insuf-
fisante pour certains systemes dont le fonctionnement ne s’explique pas par la connaissance
des constituants, et qui présentent des résultats inattendus.

Le but de I'approche multi-agent a fonctionnalité émergente est de mettre ces résultats
a profit pour résoudre des problemes. Le gain en termes de complexité est potentiellement
énorme : des agents tres simples peuvent résoudre des problemes difficiles. Utiliser la com-
plexité pour résoudre des problémes a cependant un sérieux cofit : le systeme concu a une
performance imprévisible, et il est difficile de le controler.

Afin de fixer le sujet d’étude de cette thése, ce premier chapitre contient une présentation
des systemes multi-agents a fonctionnalité émergente. La présentation commence par une
définition informelle des systémes multi-agents (section 1.1). La partie suivante (section 1.2)
présente la notion remarquable de complexité et de propriétés émergentes pour les systemes
multi-agents. Ensuite, nous donnons diverses applications (section 1.3) avant de conclure
(section 1.4). Au cours de cette conclusion, nous fixons le cadre de cette these en précisant
les caractéristiques des systemes multi-agents étudiés.

1.1 Caractérisation d’un systéme multi-agent

Les systemes multi-agents sont caractérisés par trois ingrédients : les agents, I'environ-
nement et les interactions.

Malgré une littérature extensive sur les systémes multi-agents, aucune définition de ces
trois ingrédients ne fait 'unanimité. Dans ce paragraphe, nous donnons une liste de carac-
téristiques récurrentes, afin de donner une idée générale de ces notions.
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1.1.1 Les agents

La premiere notion a définir est celle d’agent, qui est au centre de ’'approche multi-agent.
Les différentes définitions rencontrées dans la littérature [58, 155, 151, 130] montrent qu’a ce
jour il n’y a pas de consensus sur ce qu’est exactement un agent.

Il y a toutefois des points communs a ces définitions. Un agent est généralement caracté-

risé par

— son autonomie : les décisions d’un agent ne sont soumises a aucun contrdle extérieur.
11 choisit lui-méme son action a partir des informations dont il dispose et de sa capacité
de raisonnement.

— son immersion dans un environnement : l’agent évolue dans un certain environ-
nement, qui peut étre l'espace physique dans lequel les agents sont positionnés, un
graphe social qui représente des interconnexions entre agents, ou encore un objet ex-
térieur sur lequel le systeme agit,

— sa connaissance locale et incomplete : ’agent possede des informations limitées sur
lui-méme, sur les autres agents et sur I'environnement dans lequel il évolue.

— sa nature sociale : chaque agent a la possibilité d’interagir avec d’autres agents. Cette
capacité d’interaction peut étre limitée a un voisinage d’agents défini par un certain
graphe (statique ou dynamique),

— son objectif local : le comportement de chaque agent est motivé par un certain ob-
jectif individuel. Cet objectif peut étre statique, ou dynamique et étre ajusté en cours
d’exécution en fonction de 1’expérience de I’agent.

Ces caractéristiques donnent une idée globale de la notion d’agent, et ne sont pas limitées
aux systemes informatiques. Par exemple, tout individu d"une population animale qui vit
en société peut étre qualifié d’agent. Toutes les caractéristiques énoncées ci-dessus sont pré-
sentes : autonomie des individus, I'environnement naturel, les connaissances et perceptions
limitées sur I'état du monde, la communication et 1’objectif local qui est la survie.

1.1.2 L’environnement

La définition du terme agent fait intervenir 1'environnement des agents. Cet environne-
ment est souvent compris comme 'espace dans lequel évoluent les agents [152].

L’environnement peut étre un espace métrique (comme l'espace euclidien R?) dans le-
quel des agents se déplacent. Dans ce cas le systéme multi-agent est qualifié de situé. Cette
situation est typiquement rencontrée en robotique [79] avec des robots en mouvement dans
une certaine zone.

Un autre exemple d’environnement est un graphe, dont les noeuds sont les agents et
dont les arétes définissent les voisinages. Un exemple simple est celui des smart-grid, ré-
seaux électriques intelligents : les noeuds du graphe (les agents) sont les fournisseurs, utili-
sateurs et points de stockage d’énergie électrique, tandis que les arétes sont les connexions
électriques entre ces entités.

L’environnement peut aussi étre un objet extérieur sur lequel le systeme agit. Par
exemple, 'environnement peut étre un moteur a combustion [17]. Les agents du systéme
sont les différents effecteurs et capteurs, et ont pour objectif de calibrer le moteur en mini-
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misant la pollution, tout en optimisant le couple moteur.

De maniere générale I'environnement peut étre dynamique, sujet a des modifications dues
aux agents, mais aussi a des perturbations extérieures. Dans le cas ou l’environnement est
dynamique, son évolution peut étre déterministe ou aléatoire. Une classification plus com-
pléte sur les différentes caractéristiques de I’environnement est donnée dans [151].

1.1.3 Les interactions des agents

Les interactions désignent, de maniére générale, les influences réciproques qui existent
entre les agents. Ces interactions peuvent prendre diverses formes, comme la simple per-
ception d'un autre agent, le communication explicite sous forme de messages ou la com-
munication implicite qui consiste a modifier un environnement commun pour partager des
informations. Ce dernier type d’interaction implicite est appelé stigmergie, et fera son appa-
rition a plusieurs reprises au cours de cette these.

Les effets de ces interactions sur la réalisation des objectifs des agents sont classifiés en
plusieurs types. Si les interactions des agents nuisent a I’accomplissement de leurs objectifs
personnels, on dit que les agents sont non-coopératifs. Si, au contraire, les agents interagissent
de maniere collaborative de sorte que chaque agent puisse parvenir a son objectif individuel,
on dit qu'ils sont en coopération [58].

La notion de coopération s’oppose a celle de compétition. Dans le domaine des systémes
multi-agents, la compétition désigne le fait que les objectifs des agents sont antinomiques,
c’est-a-dire qu’ils ne peuvent pas étre réalisés simultanément [58].

1.2 La complexité dans les systémes multi-agents

Les multiples interactions entre les agents ont pour conséquence de produire des effets
non linéaires : le comportement collectif n’est pas une simple somme de comportements
individuels.

Si ces non-linéarités sont fortes et si elles sont présentes en grand nombre, il peut étre
délicat voire impossible de prévoir la dynamique du systéme par un raisonnement réduc-
tionniste, c’est-a-dire a partir de la connaissance compléte de chaque agent. Dans ce cas le
systeme est dit complexe.

Les systémes complexes constituent un domaine scientifique vaste et multidisciplinaire.
Trés modestement, nous présentons dans ce paragraphe quelques aspects des systemes com-
plexes. On pourra trouver dans [77, 148] une réflexion plus approfondie sur le sujet.

1.2.1 Les systémes complexes

Les systémes complexes partagent une premiere particularité avec les systemes multi-
agents : ils n’ont pas de définition formelle qui fasse 1'unanimité dans la communauté scien-
tifique. Dans les propositions de définition et exemples cités dans [109, 148] nous retien-
drons :
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— qu’un systeme complexe est formé d’un grand nombre d’entités en interaction, ap-
pelés agents, avec des comportements simples,
— que les individus sont autonomes, dépourvus de hiérarchie ou de contréle centralisé,
— que le comportement collectif est une conséquence non triviale du comportement
des agents.
Les systemes complexes se distinguent principalement des systémes multi-agents par deux
caractéristiques :
— un systéme multi-agent n’a pas nécessairement un grand nombre d’entités,
— les agents d'un systéme complexe n’ont pas nécessairement des objectifs individuels.
Le lien non trivial entre les individus et le collectif, aussi appelé lien micro-macro, joue un role
important dans les systemes complexes. Il entraine que, malgré une connaissance parfaite
des comportements des agents, 1’évolution du systéme peut étre imprévisible par le calcul.
L'impossibilité de prévoir I'évolution du systéme n’est pas liée a des limites mathéma-
tiques, et peut avoir plusieurs raisons :
— les calculs prédictifs ont un grand cofit calculatoire, et ne sont pas réalisables en temps
raisonnable,
— le systeme posséde un comportement chaotique, c’est-a-dire une forte sensibilité aux
conditions initiales.
Dans le cas ot le systeme est chaotique, la moindre incertitude sur la donnée initiale entraine
une grande incertitude sur les états futurs du systeme. Par conséquent, il n’est pas possible
de prédire I’évolution du systéme avec précision.

Le probleme des n corps  Afin d’illustrer I'imprévisibilité d"un systéme, nous exposons le
probleme historique des n corps [129].

Un ensemble de n points matériels (de masses {m;}) placés dans 1’espace sont en inter-
action gravitationnelle selon la loi de Newton. Le point i exerce une force d’attraction sur le
point j donnée par :

N

ou

— G est la constante de gravitation universelle,

— d(i,) est la distance séparant les points i et j,

— ¢;; est le vecteur unitaire orientée de i vers j.

La question est de savoir si 'on peut prévoir les trajectoires des points, en appliquant les
principes de la mécanique classique.

Newton a démontré que le cas n = 2 peut étre résolu de maniere analytique, mais le
cas n = 3 s’est avéré beaucoup plus difficile. La contribution historique de H. Poincaré! a
montré que le probléeme des trois corps n’admet généralement? pas de solution analytique
[6], et par extension il en est de méme pour n > 4.

Des approches numériques ont permis d’étudier certaines solutions d’un systeme a trois
corps. Il s’est avéré que ce systéme est chaotique, c’est-a-dire que de minuscules variations

1. Qui est une des origines de sa reconnaissance scientifique.
2. On exclut la solution approchée dans le cas ot1 I'un des trois corps a une masse négligeable [99].
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dans les conditions initiales peuvent donner lieu a des trajectoires completement différentes.
De ce fait, il est impossible de réaliser des prédictions de maniere précise.

On trouve toutefois une solution formelle au probleme des trois corps dans [76]. Cette
solution se présente comme une série entiere qui converge tres lentement, et qui est inutili-
sable en pratique.

Cet exemple montre que méme pour un tres petit systeme, formé de trois entités seule-
ment, on peut avoir une évolution imprévisible. De plus, I'impossibilité de prédire 1'état
futur du systéme est essentiellement due a deux raisons : le systéme est chaotique, et le
calcul explicite des états futurs n’est pas réalisable en temps raisonnable.

1.2.2 Propriétés émergentes

Un systeme complexe peut avoir des propriétés qui ne peuvent étre déduites de la
connaissance des agents. Ces propriétés, dites émergentes [134], peuvent toutefois étre ob-
servées sur un systeme en cours d’évolution.

Dans cette partie, nous présentons deux propriétés émergentes en détail : 1'auto-
organisation et la robustesse.

Auto-organisation Une propriété émergente importante (et souvent souhaitée) d'un sys-
teme multi-agent complexe est 'auto-organisation 3 [49]. Cette notion désigne 1'apparition de
structures organisées (des motifs) dans le systéme qui ne sont pas programmées dans les
agents.

Un exemple simple rencontré régulierement dans la nature est celui des oiseaux migra-
teurs. Au cours de leurs trajets, ces oiseaux ont pour habitude de s’organiser « en V », qui
est une formation efficace pour se déplacer dans les airs. Il est cependant fort probable que
les oiseaux migrateurs n’aient pas de notion d’aérodynamisme.

Par conséquent, les oiseaux migrateurs n’ont pas pour objectif spécifique de créer une
formation en V. Cette formation est le résultat d'un processus d’auto-organisation, dont nous

ignorons les mécanismes et les motivations *.

De maniere générale, I’auto-organisation est comprise comme une tendance naturelle a
faire croitre 'ordre du systéme. Cet notion d’ordre peut étre mesurée a 1'aide une quantité
appelée entropie retrouvée en thermodynamique ou en théorie de I'information [80], qui sera
expliquée et mise en oeuvre dans un cas particulier traité dans le chapitre 5.

Robustesse ou sensibilité aux perturbations Dans le cadre des systémes multi-agents, la
robustesse est définie comme la capacité du systéme a maintenir une activité satisfaisante
en présence de perturbations [132, 34].

Pour un systeme complexe, une perturbation peut avoir un effet important et comple-
tement imprévisible sur son évolution. Méme une modification locale peut rapidement se

3. Elle est parfois exigée pour qualifier un systeme de complexe.
4. Tl est fort possible qu’il s’agit simplement d"une tendance vers le moindre effort.
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propager dans le systéme, en vertu des interactions locales, et avoir un impact radical sur le
fonctionnement du systéme.

Prenons I’'exemple d"un organisme affecté par un virus. Deux cas de figure sont envisa-
geables :

— l'organisme succombe au virus, qui a complétement perturbé son évolution par une

modification locale,

— l'organisme survit, grace a son systeme immunitaire.
Dans le second cas, le systéme immunitaire assure la robustesse de 1’organisme. La robus-
tesse n’est cependant pas une exigence de tous les systemes, puisqu’elle réduit le degré de
controdle local qu'un intervenant extérieur peut exercer sur le systeme.

Pour revenir a 'exemple du virus, sil’on souhaite agir de maniére locale sur I’organisme
par une intervention médicale, cette défense peut causer un choc opératoire et ainsi entraver
l'intervention. La robustesse du systeme a donc pour effet d’en réduire la controlabilité.

1.2.3 Les systémes multi-agents a fonctionnalité émergente

Un systeme multi-agent a fonctionnalité émergente est un systeme multi-agent complexe
dont la fonctionnalité n’est pas prédéfinie par le concepteur, mais qui émerge dynamique-
ment des interactions des agents. Cette émergence est en général accompagnée de propriétés
émergentes comme 1’auto-adaptation et la robustesse.

1.3 Quelques applications

Dans cette partie nous présentons quelques domaines d’application des systeme multi-
agents complexes.

1.3.1 Le génie logiciel

Depuis la fin des années 80, la vision monolithique des logiciels informatiques a été
progressivement abandonnée au profit de logiciels formés de composants autonomes. Ces
briques élémentaires de programme produisent le résultat souhaité a travers des interac-
tions virtuelles.

Selon [58], 'approche multi-agent permet a un concepteur de logiciels de se concen-
trer sur des composantes humainement appréhendables. Ainsi le choix des bonnes régles
d’interactions entre les composants s’apparente au choix d"un contrat social, et permet de
transposer la réflexion dans le domaine social, qui est parfois plus simple a appréhender
pour l'esprit humain.

Des méthodologies comme ADELFE [14] ou TROPOS [25] permettent de guider le pro-
cessus de conception d’un systéme multi-agent a partir d’une spécification de besoins. Il
existe également de nombreuses plateformes techniques, comme CORMAS [22] ou JADE

[8], qui permettent de développer des logiciels multi-agents ; une liste plus complete figure
dans [114].
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1.3.2 Lasimulation a base d’agents

La simulation multi-agent permet de reproduire des systémes complexes sur des sup-
ports virtuels afin de mieux les comprendre et d’en prédire 1’évolution. Elle permet de si-
muler ces systemes alors que leur mise en oeuvre réelle serait difficile, pour des raisons
techinques ou financiéres.

Les applications de la simulation a base d’agents sont diverses et multidisciplinaires :

— en robotique, elle permet de réaliser des expérimentations virtuelles peu cotiteuses
par rapport au cotit d"une simulation réelle qui demande des moyens techniques im-
portants,

— en sociologie, elle permet de comprendre et de prévoir 1'organisation d"une commu-
nauté,

— en dynamique des populations, elle permet d’anticiper et prévenir la formation d’em-
bouteillages,

— en épidémiologie, on peut l'utiliser pour prévoir la propagation d'un virus.

Des plateformes adaptées comme GAMA [140], REPAST [81] ou NetLogo [141] permettent
de réaliser des simulations multi-agents.

1.3.3 La résolution collective de problémes

Lorsqu’un systeme multi-agents produit un comportement approprié a 1’échelle macro-
scopique, alors que les agents ont des comportements simples, on parle d’intelligence distri-
buée®. Cette intelligence collective peut alors étre mise a profit pour résoudre des probléemes
conséquents, qui font intervenir de nombreuses variables et contraintes.

La résolution collective par systemes multi-agents a été utilisée pour des problemes in-
dustriels, comme la gestion d’"un stock de ressources [12] ou le controle d’un moteur a com-
bustion [17], mais aussi pour des problemes plus académiques comme des problemes de
satisfaction de contraintes [104, 120], ou 'optimisation sous contraintes d"une fonction ma-
thématique [96, 82].

Un avantage important de 'approche par systemes multi-agents est qu’elle donne un
aspect social au systéme. Par conséquent il est possible de s’inspirer de systemes complexes
sociaux rencontrés dans la nature pour créer un systéme complexe virtuel.

Les algorithmes de type «colonie de fourmis» sont un exemple de cette inspiration. En
observant une colonie de fourmis a la recherche de nourriture, des biologistes ont observé
que les fourmis finissent par établir un itinéraire commun, qui est le chemin le plus court de
la base a la nourriture.

L’explication qui a été donnée est que les fourmis chargées (qui retournent au nid)
laissent derriere elles une trace de phéromones qui attire les fourmis a la recherche de nour-
riture. Comme ces phéromones s’évaporent, leur intensité diminue sur les pistes les plus
longues, contrairement aux pistes les plus courtes ot1 I'intensité des phéromones est renfor-
cée grace aux multiples passages.

Cette stratégie peut étre utilisée pour établir le chemin le plus court entre deux noeuds

5. Intelligence artificielle distribuée si le systeme multi-agent est virtuel.
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d'un graphe. Des fourmis virtuelles sont déposées sur un des noeuds, et parcourent le
graphe de fagon aléatoire jusqu’a arriver a I’autre noeud, en déposant des phéromones vir-
tuelles. A cause de I’évaporation des phéromones virtuelles, un chemin finit par s’établir : il
s’agit du chemin le plus court entre les noeuds.

L’exemple montre qu’'un systeme d’agents tres simples peut parvenir a résoudre un
probléme relativement difficile . Les fourmis virtuelles n’ont pas de mémoire, ne commu-
niquent que de maniere indirecte (par stigmergie) et ont des perceptions locales tres limitées
(la quantité de phéromones sur les arétes voisines).

I est important de noter la différence de I’approche multi-agent avec la méthode carté-
sienne. Cette derniere consiste a diviser un probléme donné en sous-problémes indépen-
dants, de maniére répétée, jusqu’a ce que chacun des sous-problémes soit suffisamment
simple pour étre résolu. La résolution de tous les sous-problemes apporte alors une solu-
tion au probleme initial.

Dans une approche multi-agent on n’altére absolument pas le probléme considéré, mais
on essaye de construire un mécanisme de résolution adapté. Par ailleurs, le mécanisme de
résolution est obtenu comme 1’action collective d’agents en interaction et peut donc étre
complexe. De ce fait il est possible qu'un probleme difficile puisse étre résolu a I’aide d'un
systeme formé d’agents tres simples.

Les méthodes de résolution collective par systemes multi-agents restent relativement
heuristiques a ce jour. La théorie AMAS [31, 64] donne des guides pour concevoir de tels
systemes, en basant les interactions des agents sur la notion de coopération. Cette notion
de coopération, tout comme la méthode de conception qui en découle, n"a cependant pas de
formulation mathématique précise et n’admet - pour I'instant - aucune justification formelle.

1.4 Conclusion et positionnement de la these

A défaut de donner une définition précise des systémes multi-agents, qui fait toujours
débat, ce chapitre expose un certain nombre de caractéristiques propres a ces systemes. La
présence d’'individus en interaction nous rapproche du domaine des systemes complexes,
qui est une science relativement jeune dont la frontiére n’est pas clairement tracée. Un aspect
important de ces systemes est que le comportement du collectif ne se déduit pas simplement
du comportement des agents. Les systemes multi-agents a fonctionnalité émergente sont des
systémes multi-agents complexes dont la fonctionnalité n’est pas prédéfinie par le concep-
teur, mais qui émerge des interactions des agents.

Un défaut inhérent a ces méthodes est la perte de prévisibilité et de controle du systeme.
Il peut étre impossible de savoir si un systeme multi-agent a un fonctionnement satisfaisant
sans l’exécuter. De la méme maniere, sil s’avere que la performance du systeme est insuf-
tisante, il est difficile de savoir comment les agents doivent étre ajustés pour réaliser une
meilleure performance.

La validation et le calibrage des systéemes multi-agents a fonctionnalité émergente passe

6. Le probléme du chemin le plus court peut étre résolu en temps polynomial a ’aide de I'algorithme de
Dijkstra [50].
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donc principalement par 'expérimentation. Or cette démarche ne fournit que des réponses
partielles, d’ordre statistique. De tels résultats limitent l'utilisation aux systémes non-
critiques, qui ne font pas intervenir de vies humaines, ni de matériel technologique cotiteux.
Pour cette raison, I'étude formelle des systemes multi-agents a fonctionnalité émergente est
un enjeu majeur.

L’objectif de cette these est précisément d’explorer les méthodes mathématiques perti-
nentes pour I'étude formelle des systemes multi-agents a fonctionnalité émergente. Cepen-
dant, les systémes multi-agents étant d'une grande diversité, a la fois en termes de types
d’agents, de types d’environnement, et en termes de modes d’interaction, nous avons limité
notre travail a une classe de systémes spécifiques.

Les systemes multi-agents auxquels cette these s’intéresse plus particuliéerement ont les
caractéristiques suivantes :

— ils sont formés d'un grand nombre d’agents simples, qui agissent selon un cycle de

la forme perception-décision-action”’,

— l’évolution des agents est synchrone, déterminée par une horloge centrale,

— l'environnement est assimilable & un ensemble d’agents passifs,

— les interactions des agents sont locales et simples,

— les agents sont coopératifs, et partagent un objectif commun.
Ces caractéristiques déterminent une classe de systéme multi-agents précise, qui va condi-

tionner le choix du modele mathématique.

Afin de procéder a I'étude formelle des systemes multi-agents ciblés, il faut leur don-
ner une représentation mathématique convenable. Le prochain chapitre est consacré a une
discussion sur cette étape de modélisation, ainsi qu’a une présentation de modeles envisa-
geables.

7. Dans la littérature on parle d’agents réactifs [58, 151].
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Modélisation mathématique des
systemes multi-agents

L'utilisation de systémes multi-agents a fonctionnalité émergente s’est montrée fruc-
tueuse dans divers domaines, et prouve qu’il est possible de construire des mécanismes
efficaces pour des problemes difficiles a partir d"un ensemble d’entités simples en interac-
tion.

Utiliser les systemes multi-agents a fonctionnalité émergente afin de résoudre des pro-
blemes est une démarche relativement nouvelle, et permet de voir les probléemes sous un
angle nouveau. Cette démarche suit une progression bottom-up : dans une premier temps,
le systeme est construit. Ensuite, il est exécuté afin de vérifier son adéquation au probleme.
Cette progression s’oppose a 1’approche top-down, ot le concepteur part du probléme afin
de construire la solution! et doit anticiper I'effet de ses décisions sur le résultat.

Au cours de la conception d’un systeme multi-agents a fonctionnalité émergente, la pro-
gression bottom-up est intrinséque. En conséquence, 'adéquation du systeme au probleme
pour lequel il a été concu ne peut étre vérifiée qu’a I'issu du processus conception.

L’adéquation d’un systéme a sa tache est donc généralement validée de fagon expéri-
mentale et pose des limites évidentes en termes de garantie des résultats et de cotit en temps.
L'objectif de cette thése est d’explorer des approches formelles pour permettre la vérification
des propriétés de ces systémes, telles que la convergence, 1'existence et la stabilité de certains
régimes stationnaires...

Pour ce faire, il faut donner au systéme une représentation formelle convenable. Par cela
nous entendons que le modele est fidele au systeme qu’il représente, mais aussi qu’il doit
permettre de démontrer les propriétés souhaitées du systeme.

La modélisation d'un systéme complexe est une tache délicate, car la simple donnée
des regles des agents ne permet, par définition, pas de prévoir son évolution. Nous avons
constaté qu’il n'existe que tres peu de travaux mathématiques consacrées aux systémes
multi-agents, et il est donc difficile de dresser un état de I'art précis. Une partie importante
de ce travail de these a donc été d’explorer les modeles mathématiques envisageables et
d’évaluer leur pertinence pour la représentation des systemes multi-agents.

L’apport des modeles mathématiques pour le domaine des systemes multi-agents ne
s’arréte pas a 1’'étude des propriétés formelles d'un systeme donné. En effet, pour étudier

1. C’est notamment le cas dans une démarche cartésienne.
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le modele mathématique d’un systéme multi-agent il n’est pas nécessaire que ce systéme
soit effectivement construit. En modélisant un systeme qu’on cherche a construire, 1'étude
mathématique peut donc apporter des réponses afin de guider le processus de conception.

Pour ce faire, I'on peut modéliser un systeme multi-agent en cours de conception comme
une famille de modeles, paramétrée par des inconnues qui représentent les parties non dé-
terminées du systeme. Ces inconnues peuvent étre des parameétres internes des agents, ou
méme leur regle de comportement complete. Le choix de leurs valeurs optimales, vis-a-vis
de l’objectif global du systéme, revient alors a un probleme d’optimisation. Il est possible
qu'une approche mathématique permette d’apporter des réponses (éventuellement par-
tielles) sur ce probleme d’optimisation, et ainsi, de contribuer au processus de conception
du systeme multi-agent.

La premiere partie du chapitre est dédiée a une discussion générale sur la modélisa-
tion des systemes multi-agents a fonctionnalité émergente. La seconde partie contient une
présentation d’un certain nombre de modeles mathématiques envisagés. Nous évaluons la
pertinence de chacun de ces modeles dans le cadre des systemes multi-agents étudiés dans
cette thése.

2.1 Quelques réflexions sur la modélisation

L’étude d’un systeme complexe, en vue d’établir des propriétés formelles, passe par une
étape non-triviale de modélisation.

Il faut alors comprendre un modele comme un objet mathématique qui représente un
systéme existant ou un systéme qu’on veut construire. Par « représenter » nous entendons
qu’il partage un certain nombre de propriétés avec le systeme considéré. En particulier, un
modele peut ignorer une partie des caractéristiques du systeme qu’il représente afin de se
concentrer sur des caractéristiques jugées importantes par le modélisateur.

La qualité d’un modele n’est pas uniquement mesurée par la similarité avec I'objet qu’il
représente, mais aussi par ce qu’il nous apprend sur cet objet. Cette expressivité est évidem-
ment conditionnée par le nombre de caractéristiques qui sont intégrés dans le modele, mais
aussi (et surtout) par la maitrise mathématique que nous avons du modele. Si celle-ci est
insuffisante, il est impossible d’exploiter le modéle de maniere satisfaisante.

2.1.1 Deux points de vue d'une modélisation : la description Lagrangienne et la
description Eulérienne

La description Lagrangienne [7] est une méthode de représentation qui consiste a décrire le
systeme a 1’aide de grandeurs qui dépendent des positions des particules. Une grandeur X
dépendant d’une particule située a la position P(t) dans I'espace a l'instant ¢ est représentée
al’aide d"une formule de la forme

A 'opposé, dans une description Eulérienne [7] le systéme est décrit avec des grandeurs
qui dépendent d'un point géométrique considéré. Soient X une grandeur et P un certain
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point de I'espace. Dans une description Eulérienne la grandeur X s’exprime a 1’aide d’une
formule de la forme

X(t) = f(P,t).
Notons que contrairement au cas Lagrangien le point P est fixe, ce qui permet en particulier
d’avoir un référentiel fixe dans la description.

Nous illustrons cette opposition avec un exemple (issu de [39]) qui se préte a chacune
de ces descriptions, connu dans la littérature comme la fourmi de Langton. Considérons le ré-
seau infini Z? représenté sous la forme d’un quadrillage, ot chaque cellule a un état parmi
{noir, blanc}. Une fourmi est positionnée sur une de ces cases et évolue selon la régle sui-
vante :

— Si la fourmi est sur une case noire, elle tourne de 90° vers la droite, change la couleur

de la case en blanc et avance d"une case.

— Si la fourmi est sur une case blanche, elle tourne de 90° vers la gauche, change la

couleur de la case en noir et avance d’une case.
La figure 2.1 montre quelques itérations de cet algorithme.

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=6

e 1

e

Figure 2.1 — Evolution d’une fourmi de Langton.

Une description Lagrangienne de cette situation est centrée sur le comportement de la
fourmi, et a les caractéristiques suivantes :
— Etats : La position de la fourmi.
— Environnement : Coloriage du réseau.
— Transitions : Selon la couleur de la case occupée, rotation et déplacement vers la
gauche ou la droite, et inversion de la couleur de la cellule (voir fig. 2.2).

X x-1

Yol \
v |5 v |k

X x+1

Figure 2.2 — Transitions de la fourmi de Langton.

La figure 2.2 ne représente que le cas ot la fourmi est orientée vers le haut. Les regles de
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transition compleétes sont obtenues en effectuant des rotations de 90, 180 et 270.

Une description Eulérienne équivalente a celle que nous venons de donner est centrée sur
les différentes cellules, et a pour caractéristiques :
— Etats : Noire (ou blanche) inoccupée, ou noire (ou blanche) avec une fourmi qui peut
étre orientée dans les directions principales.

g SR S &/ N 2
FJEFEYE B

— Environnement : Etats des quatre cellules adjacentes.

— Transitions : Si parmi la cellule et ses voisines, aucune ne contient la fourmi, ne rien
faire. Sinon évoluer selon les régles représentées sur la figure 2.3.

Figure 2.3 — Transitions de la cellule centrale (entourée de rouge).

Remarque 1. En ce qui concerne la figure 2.3 :
— L'état des cellules quadrillées n’a pas d'impact sur la transition (et peut donc indifféremment
étre noir ou blanc, avec ou sans fourmi).
— Les regles de transition completes sont en réalité quatre fois plus nombreuses. 1l faut ajouter
a ces quatre transitions, celles obtenues en effectuant des rotations (du voisinage complet) de
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90°, 180° et 270°.

La fourmi de Langton peut donc étre décrite de maniére équivalente de fagon Eulérienne
ou Lagrangienne.

Voyons ce qui advient de ces descriptions en présence de plusieurs fourmis de Langton.
Si 'on n’exclut pas le fait d’avoir plusieurs fourmis sur une méme cellule, la description
Lagrangienne correspond simplement a I’évolution simultanée de plusieurs fourmis iden-
tiques.

En revanche, la description Eulérienne devient plus délicate. Chaque cellule doit intégrer
dans son état le nombre de fourmis qui s’y trouvent, ainsi que leurs orientations. Le nombre
d’états potentiel d"une cellule est donc polynomial vis-a-vis nombre total de fourmis.

Dans une situation avec beaucoup de fourmis, la description Eulérienne s’avere donc
moins avantageuse qu'une description Lagrangienne. Elle possede toutefois une qualité im-
portante en mécanique statistique : le fait de considérer une position fixe permet d’avoir
un référentiel immobile. Pour la fourmi de Langton, cela signifie que I'on peut utiliser un
systeme de coordonnées absolues qui est invariant au cours du temps.

A l'opposé, une description centrée en un point mobile (comme la description Lagran-
gienne) impose l'introduction d'un référentiel mobile. En conséquence les variations des
grandeurs caractéristiques du systeme ne peuvent étre décrites qu’en tenant compte de
I’évolution du point, et nécessitent par exemple d’introduire la notion de dérivée particulaire.

Pour conclure sur ces considérations, nous indiquons que le passage de la description
Lagrangienne vers la description Eulérienne est utilisé de maniere intensive a partir du cha-
pitre 4. La raison est que les agents considérés sont échangeables, et que le systeme est
essentiellement décrit par le nombre d’agents en chaque état. L'évolution du systéeme est
ainsi décrite par 1’évolution du nombre d’individus en chaque état, et fera intervenir au-
tant d’équations que d’états. Dans un contexte ou il y a beaucoup d’agents par rapport au
nombre d’états, une telle description sera plus compacte qu'une description centrée en 1'in-
dividu et donc plus avantageuse pour une étude formelle.

Par exemple, dans le chapitre 5 les déplacements d'un groupe d’individus seront repré-
sentés par des équations bilan qui décrivent le taux d’entrée et de sortie dans chaque élément
de volume. Cette représentation est donc attachée a chaque lieu de 1'espace et non aux indi-
vidus.

2.1.2 L’aléatoire dans la modélisation des systémes multi-agents

Quelles que soient les décisions prises sur la représentation du systéme, tout modele
mathématique comprendra une variable d’état qui représente 1'état du systéme. Notons X (f)
la valeur de la variable d’état a I'instant t. Cette variable va évoluer au cours du temps, selon
une certaine régle qui varie en fonction de la représentation du temps choisie.

Il est possible que pour un méme état initial du systeme, représenté par la valeur X(0),
on obtienne des états différents a un moment ultérieur? (i.e. différentes valeurs de X(t)

2. Dans ce cas on dit que I'évolution du systeme est non déterministe.
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pour un certain ¢ty > 0). Les modeles probabilistes permettent de représenter ces phénomenes,
en attribuant différentes probabilités> & ces états possibles.

Pour les systémes multi-agents, le choix d'un modele probabiliste peut se justifier par le
fait que I'environnement est incertain, et exerce des influences imprévisibles sur le systeme.
Dans ce cas, le non-déterminisme est attribué a une perturbation extérieure.

Ce raisonnement peut méme étre appliqué de maniere locale, en considérant que chaque
particule du systéme est isolée, et subit les influences du systeme comme des perturbations
extérieures. Un exemple historique, utilisé en mécanique statistique, est 1'équation de Lan-
gevin. Cette équation décrit le mouvement d’une grosse particule qui est plongée dans un
liquide visqueux, en collision permanente avec un grand nombre de petites particules, par :

mo(t) = —ko(t) + T(t)

— m est la masse de la particule,

v est la vitesse de la particule,

k est la constante de viscosité du milieu,

I" une force fluctuante (aléatoire).

Il s’agit du principe fondamental de la dynamique * avec une composante aléatoire. La force
aléatoire I' (parfois appelée force de Langevin) représente 'effet des nombreuses collisions
avec les petites particules, difficile, voire impossible, 8 mettre en équation.

Une autre motivation pour considérer des modéles probabilistes est que dans certains
systemes les agents ont eux-mémes un comportement aléatoire. Dans certains problemes, les
comportements déterministes ne permettent pas d’aboutir & un comportement satisfaisant
pour le systeme. Dans ces problémes, il nécessaire de considérer des comportements aléa-
toires (qui englobent les comportements déterministes®) pour arriver a des performances
satisfaisantes.

Considérons un exemple tres simple ot les comportements déterministes sont large-
ment sous-optimaux. Cet exemple sera largement étudié dans les chapitres 3 et 4. Un
grand groupe de personnes identiques se trouve dans une piece, et souhaite la quitter, mais
l'unique porte qui permet de sortir ne peut laisser passer qu’une personne a la fois. A chaque
instant, toutes les personnes doivent simultanément indiquer si elles souhaitent quitter la
piéce ou non. Si une et une seule personne souhaite quitter la piece, elle peut le faire. Sinon,
personne ne quitte la piece.

Si toutes les personnes raisonnent de maniere identique, et ont une information parfaite
(et identique) de la situation, alors une regle de décision déterministe ne peut mener qu’a
deux issues : toutes voudront sortir ou personne ne voudra le faire. Par conséquent personne
ne peut quitter la piéce.

Comme les personnes raisonnent de maniére identique, avec une regle déterministe ba-
sée sur les mémes informations, elles sont condamnées a rester dans la piece. Pour éviter ce

3. C’est-a-dire des mesures de la chance qu'un événement ou un autre se produise.

4. « Somme des forces = masse x accélération ».

5. Pour comprendre cela, il suffit de constater que les comportements aléatoires qui affectent la probabilité 1
a une certaine action parcourent complétement les comportements déterministes.
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probléme, on peut envisager des stratégies aléatoires simples, qui permettent de débloquer
la situation ®.

Pour l'instant, la discussion a principalement porté sur le role et la pertinence de 1'aléa-
toire au niveau microscopique (c’est-a-dire au niveau des agents). L'aléatoire peut également
exister au niveau macroscopique dans un systéme, mais ces situations sont souvent plus dif-
ficiles a cerner. Par exemple, un systeme asynchrone oti les actions des agents sont exécutées
dans un ordre choisi aléatoirement peut donner des résultats completement différents d"une
exécution a une autre.

Dans le cadre de cette these, nous privilégions les systemes multi-agents dont le com-
portement global est déterministe, et écartons donc la possibilité de perturbations aléatoires
au niveau global.

2.1.3 Distinction entre les actions des agents et le résultat global : le modele
influence-réaction

L’évolution du systeme est modélisée comme une transformation qui décrit les chan-
gements de 'état du systeme au cours du temps. Cette transformation résulte des actions
exercées par les agents, qui peuvent - notamment dans le cas d'un systeme complexe - avoir
des effets inattendus. Il convient donc de distinguer 'action des agents et le résultat global
de ces actions. Cette nuance est généralement négligée dans les modeles dynamiques, qui
réduisent 1’évolution du systéme a une succession de transitions d’état.

Le modele influence-réaction, initialement proposé dans [58], permet de distinguer l’action
des agents et le résultat de ces actions. Selon ce modele les transitions du systeme s’effec-
tuent en deux temps :

— Influence : Les agents exercent des influences, en exprimant des intentions d’action.

Ces actions inabouties peuvent se présenter comme des projets, ou des souhaits”.
— Réaction : La phase de réaction calcule le résultat des influences exercées par les agents.
Cette réaction peut étre vue comme la réponse de I'environnement, ou encore comme
le résultat des actions en appliquant « les lois de I'univers » ([58] p. 176).
Le diagramme suivant illustre cette factorisation de la loi d’évolution du systeme :

Etat du systeme au temps t > Ensemble d'influences Etat du systeme au temps t+1
Y P Influence f Y P

Réaction
Figure 2.4 — Le modéle influence/réaction

Le principe d’influences et réactions a été utilisé dans [39] pour une famille de fourmis de
Langton, en déplacement simultanée un quadrillage avec la contrainte que chaque cellule ne

6. Ce constat a également été fait sur le probleme similaire du Bar d’El Farol [4].
7. Par exemple : «Je souhaite me déplacer dans cette direction.»
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peut contenir (au plus) qu'une seule fourmi. Avant de se déplacer, chaque fourmi exerce une
influence, en indiquant la cellule ot elle souhaite se déplacer. La réaction a ces influences
revient simplement & autoriser le déplacement, si la cellule sollicitée est inoccupée, et si elle
n’est sollicitée que par une seule fourmi. De cette maniére aucune cellule n’est occupée par
plus d’une fourmi.

Un autre exemple est celui de la mécanique classique, pour un systéme de corps en mou-
vement. Lorsque deux corps se rencontrent chacun exerce une influence sur 1’autre, sous la
forme d"une force de collision. La réaction de ces influences est obtenue en appliquant les
lois de la mécanique a ces forces, et a pour effet de modifier les trajectoires des corps.

Le modele influence-réaction permet donc de distinguer les actions des agents et le ré-
sultat de ces actions. Cette distinction est nécessaire parce que les types agents auxquels
cette these s’intéresse ont des connaissances limitées, et sont généralement incapables de
déterminer le résultat de leurs actions.

2.2 Tour d’horizon de modéles envisageables

Suite a ces considérations sur la modélisation, nous exposons plus en détail un ensemble
de modeéles qui prennent en compte certaines caractéristiques des systemes multi-agent ci-
blés dans cette these. Nous analysons en particulier les forces et faiblesses de ces modéles
mathématiques.

Les modeles seront partagés en deux familles. Dans un premier temps nous présentons
des modeles purement descriptifs, qui considérent un systéme donné et en étudient les pro-
priétés formelles. Ensuite, nous présentons quelques modéles prescriptifs, qui sont munis
d’une certaine fonction de satisfaction et la tache implicite de la maximiser.

2.2.1 Les modéles descriptifs

Les modeles descriptifs permettent d’étudier les propriétés formelles d'un systeme
multi-agents donné, afin d’en prévoir ou expliquer le déroulement. Dans cette section, nous
présentons rapidement quelques modeles descriptifs possibles.

2.21.1 Les systemes dynamiques

Les systemes dynamiques permettent, comme leur nom l'indique, de décrire 1’aspect dyna-
mique d’un systeme multi-agent. Cette famille de modéles est essentiellement caractérisée
par

— la causalité : I'état futur du systeme ne dépend que de son état présent et ses états

passés.

— le déterminisme : un état présent du systéme ne donne lieu qu’a un et un seul état

«futur».
Les systemes dynamiques se présentent sous deux formes :
— Les systemes dynamiques a temps discret : Dans ce cas, I'évolution est donnée par
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une régle de récurrence de la forme
X(t+1)=F(t X(t))

qui décrit comment la variable d’état du systéme a l'instant t 4 1 est obtenue a partir
de sa valeur a l'instant précédent.

— Les systémes dynamiques a temps continu : Dans ce cas, 1’évolution est donnée par
une équation différentielle de la forme

X'(t) = F(t, X(t))

qui décrit les variations de la variable d’état du systeme a chaque instant.
Comme la variable X(f) peut prendre des valeurs vectorielles, un systeme dynamique peut
se présenter comme un systeme d’équations.

Ce formalisme est encore trés général, et n’exclut par exemple pas la présence de mé-
moire. En effet, la variable d’état X(¢) n’a aucune sémantique et peut par exemple com-
prendre l'état actuel du systéme, ainsi qu'un historique d’états passés.

Dans le domaine des systémes dynamiques, un objectif omniprésent est ’étude qualita-

tive du comportement a long terme. Quelques aspects de cette étude sont :

— Larecherche des points fixes. Il s’agit des états dans lesquels le systeme n’évolue plus.

— La détermination de la nature des points fixes. Un point fixe peut étre
e attractif : lorsque le systéme s’en approche suffisamment, il converge vers ce point

fixe®.
e répulsif : si le systeme est initialement positionné en ce point alors il y reste.
Par contre, sil’état du systeme varie, méme légerement, il va s’éloigner de ce point.

— Larecherche de points périodiques. Il est possible que I'évolution de la variable d’état
du systeme se répete au bout d"un certain temps (la période). Ces trajectoires pério-
diques peuvent également étre attractifs ou répulsifs.

— L’étude des dynamiques chaotiques. Certains systemes dynamiques (comme le sys-
téme des n corps présenté a la section 1.2.1) ont une dynamique particuliére, et sont
trés sensibles aux conditions initiales. Ces systémes chaotiques possedent des trajec-
toires qui ne sont ni périodiques, ni convergentes.

Pour déterminer la nature des points fixes, par exemple, il existe des outils spécifiques
comme l'étude des valeurs propres de la matrice jacobienne de la fonction F. Cette méthode
est cependant limitée par la taille de la variable d’état. En effet, la matrice jacobienne de F a
la méme taille que la variable d’état. Or 1’étude des valeurs propres d"une matrice devient
difficile si cette matrice est grande.

Pour cette raison les systémes dynamiques utilisés en pratique sont généralement petits
(a moins de 10 équations), bien qu’ils exigent des simplifications a la limite du raisonnable.
Un exemple classique de telles simplifications est le systeme de Lotka-Volterra, décrivant
I’évolution d"une population de proies et prédateurs en interaction :

x'(t) = ax(t) — bx(t)y(t)
{ y'(t) = —cy(t) +dx(t)y(t) (2.1)

8. Lorsque la variable d’état X () prend ses valeurs dans un espace métrique, il est possible de donner un
sens précis mathématique a la notion de convergence.
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x(t) et y(t) représentent les effectifs de proies et prédateurs respectivement,

a représente le taux de croissance naturel des proies,

b représente le taux de mortalité des proies dii a la prédation,

c représente le taux de mortalité naturel des prédateurs,

— d représente le rendement de la prédation.

La réalité est simplifiée de diverses manieres : les populations sont supposées parfaitement
homogenes, la «prédation» est supposée proportionnelle au produit des effectifs des popu-
lation, la croissance des proies en 1’absence de prédateurs est supposée exponentielle, ... Le
modele de Lotka-Volterra permet toutefois d’expliquer des phénomene périodiques consta-
tés sur des données réelles [111], ou méme des simulations de proies et prédateurs a base
d’agents”.

Dans la littérature, les travaux [98, 79] sont consacrés a la modélisation des systemes
multi-agents par les systemes dynamiques. Malgré les comparaisons expérimentales effec-
tuées dans ces travaux, spécifiques aux problemes étudiés, il n’existe pas de méthode géné-
rale pour mesurer l’erreur commise au cours de la modélisation a I'aide de systémes dyna-
miques.

Etant donné une famille paramétrée de systémes dynamiques ', il est possible de calcu-
ler les parametres pour modéliser au mieux un systeme donné, en se basant sur un échan-
tillon de simulations. Des méthodes statistiques précises, comme l'inférence bayesienne [30],
permettent de réaliser cet ajustement en commettant une erreur minimale.

Il est cependant difficile de savoir comment les parameétres du modéle (comme les coef-
ticient a, b, ¢, d de I'équation (2.1)) sont liés a la description des agents. Par conséquent, il est
difficile d’utiliser les systémes dynamiques pour calibrer les agents.

2.2.1.2 Les systemes de particules en interaction

Les systemes de particules en interaction [102] sont une famille de modéles aléatoires définis
par:
— Un espace de sites S, qui est généralement le réseau Z? ou un graphe non orienté.
L’ensemble S est toujours supposé dénombrable.
— Un ensemble d’états locaux E, qui est généralement I'ensemble {0, 1}, et toujours un
ensemble compact.
L’état global (ou la configuration globale) est la donnée d’un état local en chaque site, c’est-a-
dire un élément de ES.

La dynamique d"un systéme de particules en interaction est donnée par une loi d’évolu-
tion
— atemps continu : le temps est représenté par ’ensemble continu R™.
— locale : le changement d’état de chaque cellule ne dépend que d"un certain nombre de
cellules voisines.
— aléatoire : plusieurs transitions peuvent avoir lieu, selon des probabilités spécifiques.

9. Un modele de ce type figure dans la librairie de Netlogo.
10. Comme I'équation de Lotka-Volterra (2.1) qui est paramétrée par a,b,c, d.
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— a intervalles de temps aléatoires : les instants ¢y, ¢, ... auxquels les transitions des
sites ont lieu sont aléatoires, généralement représentés par des processus de Poisson
locaux.

De maniere intuitive, chaque site possede un réveil a durée aléatoire. Lorsque ce réveil
«sonne» le site effectue une transition aléatoire.

Le fait de temporiser les actions des cellules par des processus de Poisson a pour consé-
quence que le systéme est presque stirement asynchrone : la probabilité que deux sites évo-
luent simultanément est nulle.

Lorsque l’espace des positions est le réseau Z?, il est généralement supposé que les lois
d’évolution des cellules sont invariantes par translation. Par conséquent tous les processus
de Poisson ont la méme intensité : la perception du temps est - en moyenne - identique
pour toutes les cellules. On peut toutefois obtenir des fortes disparités au cours d'une si-
mulation : avec une probabilité strictement positive, une cellule peut agir 100 fois pendant
qu’une cellule voisine est inactive.

Comme nous nous intéressons aux systemes multi-agents synchrones, nous réduisons
I'étude aux systemes de particules synchrones. Ces systémes de particules particuliers sont
aussi connus sous le nom d’automates cellulaires. Nous les présentons dans le paragraphe
suivant.

2.2.1.3 Les automates cellulaires

Les automates cellulaires [154] sont, comme les systémes de particules en interaction, dé-
finies par :
— un espace de sites (ou cellules) S (généralement Z?),
— un espace d’états locaux E (souvent {0,1}),
— un ensemble de voisinages V (s), ¢’est-a-dire une fonction V qui a chaque site s donne
un ensemble de sites voisins V (s).
— une régle de transition locale, qui décrit le changement d’état de chaque site s € S en
fonction des états des sites voisins V(s) :
Lorsque l'espace des sites est Z2, on suppose généralement que les voisinages, ainsi que la
loi d’évolution sont invariants par translation.

Contrairement aux systémes de particules généraux, les automates cellulaires ont un
fonctionnement synchrone a temps discret. Cela signifie qu’on peut noter les instants aux-
quels le systeme(la totalité des cellules) évolue 0,1,2,.... A chaque instant, tous les sites
évoluent en appliquant simultanément leur régle d’évolution. Si cette regle de transition est
aléatoire (resp. déterministe) on dit que 1'automate cellulaire est aléatoire (resp. déterministe).

La description Eulérienne de la fourmi de Langton (section. 2.1.1) correspond exacte-
ment a un automate cellulaire déterministe. De maniere générale, les automates cellulaires
permettent de décrire des systemes d’agents situés avec des regles d’interaction locales.
Cette approche est étudiée plus en détail dans [137], qui integre le principe d’influence-
réaction dans les regles de transition locales.

Les automates cellulaires constituent par ailleurs un excellent exemple de systemes com-
plexes «minimaux». Le recueil historique de Wolfram [154] montre que les automates cellu-
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laires les plus simples ! exhibent déja des comportements inattendus. Il va sans dire que les
automates cellulaires plus sophistiqués (a cellules dans Z? et a plus de deux états locaux)
vont pouvoir montrer des phénomenes complexes encore plus surprenants.

La limite des automates cellulaires dans le cadre de la description des systemes multi-
agents se situe au niveau de 1'étude formelle. Il est parfaitement possible d’exécuter un auto-
mate cellulaire de nombreuses fois et de constater des phénoménes émergents. En revanche,
il est généralement difficile, voire impossible, de démontrer ces propriétés.

Pour I’exemple particulier de la fourmi de Langton, il a été démontré que la trajectoire
de la fourmi est non bornée [138], mais la preuve est ad-hoc et difficilement généralisable.

Une question courante sur la dynamique d’un systéeme aléatoire est de savoir s’il existe
une unique distribution invariante !? attractive. Or, pour un automate cellulaire (détermi-
niste ou probabiliste) sur Z cette question est indécidable [105] : il n’existe aucun algorithme
général qui permet de répondre a cette question, en un nombre fini d’étapes!

Par ailleurs, on trouve dans [70] une collection de problemes NP-complets 13 sur des
automates cellulaires spécifiques. Ces constats compromettent notre objectif, qui est d’établir
des propriétés de grands systémes multi-agents par des arguments formels.

2.2.1.4 Les méthodes de champ moyen

Les méthodes de champ moyen [118] ne sont pas réellement un famille de modéles, mais
plutdt une simplification statistique pour décrire un grand systeme d’entités en interaction.
On retrouve ces méthodes en magnétisme et en physique statistique mais aussi dans des ap-
plications récentes comme les réseaux de communication ou la théorie des jeux. Un chapitre
entier est consacré a cette approche (chapitre 4), et pour cette raison nous ne présentons ici
que les principes généraux.

Modéliser un systeme a 'aide d"une approche de type champ moyen revient essentiel-
lement a remplacer les interactions des agents par une interaction moyenne. Du point de
vue d’un agent, les interactions avec les autres agents sont modélisées par l'interaction avec
une entité macroscopique, appelée champ moyen. Ce champ moyen résume les interactions
locales par une seule interaction « moyenne ».

En plus de simplifier la représentation des interactions, ’approche champ moyen per-
met de réaliser une autre simplification importante : si les agents évoluent de maniére aléa-
toire, et si leur « interaction moyenne » converge vers une quantité déterministe 14 lorsque le
nombre d’agents tend vers 1'infini, alors le champ moyen est déterministe. Les agents évo-
luent donc de maniere aléatoire, tout en interagissant avec une grandeur déterministe sur
laquelle ils ont un effet négligeable.

11. Les « automates élémentaires » qu’il étudie sont formés de cellules positionnées en ligne droite (S = Z), en
interaction avec leurs deux cellules adjacentes (V(s) = (s — 1,5 + 1)), et & états dans {0,1}.

12. C’est-a-dire une unique distribution de probabilités sur les états du systeme qui est invariante au cours
du temps.

13. Auxquels on ne peut répondre en temps polynomial a ’aide d"un algorithme séquentiel déterministe.

14. A I'image de loi forte des grands nombres, qui montre la moyenne d’une famille de variables aléatoires
identiques et indépendantes converge vers une quantité déterministe (I’espérance).
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Nous aurons une discussion plus approfondie sur la pertinence de ce modele au cha-
pitre 4.

2.2.1.5 Equations a réaction-diffusion

Les équations a réaction-diffusion sont une famille d’équations aux dérivées partielles qui
modélisent 1’évolution de plusieurs substances chimiques sous l'effet de deux phénomenes :
— la diffusion : la dispersion spatiale des substances.
— la réaction : les transformations des différentes substances en contact.
Les équations a réaction-diffusion ont la forme suivante
Ju

i dAu + F(u)

N

ou

— u désigne la concentration locale des substances en jeu, sous forme vectorielle.

- % représente les variations de concentration par unité de temps.

— Le terme dAu modélise la diffusion spatiale des substances !°, dont I'intensité est quan-

tifiée par le coefficient de diffusion d.

— La fonction F représente les réactions, en quantifiant les changements de concentration

des différentes substances dus aux réactions.

Ce formalisme est naturellement adapté a la description des réactions chimiques, mais il
peut étre utilisé pour décrire des systémes d’agents en interaction. En effet, il intégre des ca-
ractéristiques importantes comme la localité des interactions. De plus, il permet de prendre
les positions des agents en considération, ce qui augmente fortement la taille de I'espace
d’états et a posé probléme pour beaucoup d’autres modeles. De plus, 1’étude formelle de ces
équations aux dérivées partielles est réalisée a 'aide de méthodes d’analyse mathématique.
Ces méthodes ne sont absolument pas influencées par la taille du systeme, contrairement
aux systémes dynamiques ou les automates cellulaires.

Le chapitre 6 est entiérement consacré a ces équations dans un cadre plus général, avec
des déplacements plus riches que la diffusion. Pour cette raison, nous remettons une discus-
sion plus approfondie au chapitre 6.

2.2.2 Les modéles prescriptifs

A ce stade, nous avons présenté un certain nombre de modeles qui permettent de repré-
senter et étudier un systeme donné. Ces modeles peuvent aider a comprendre et prévoir la
dynamique d'un systéme donné.

Dans cette partie, nous exposons des modéles qui permettent de guider la conception des
systemes multi-agents en représentant ce processus comme un probléme d’optimisation.
Tous ces modeles prescriptifs different des modeles descriptifs présentés ci-dessus par les
faits suivants :

— ils sont munis d"une ou plusieurs fonctions de satisfaction, qui représente la réussite

du systéme dans sa tache.

15. Le symbole A représente I'opérateur Laplacien.
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— ils sont définis de maniére partielle, i.e. un certain nombre de leurs parametres ne
sont pas fixés.

— ils ont pour probleme implicite d"ajuster ces parametres en vue d’optimiser la (ou les)
fonction(s) de satisfaction.

2.2.21 Lacommande optimale

On considére un systeme dynamique classique (Cf. section 2.2.1.1) dont 1’évolution est
paramétrée par une commande. Cela signifie que sa loi d’évolution est de la forme

X(t4+1) = F(t, X(t),u(t)) (2.2)
si le systeme est discret, et de la forme
X'(t) = F(t, X(t),u(t)) (2.3)

si le systéme dynamique est continu. Concrétement, I’évolution du systeme est paramétrée
par un certain parameétre u appelée commande. Dans le cas d'un systeme multi-agent, la com-
mande peut représenter n‘importe quel paramétre microscopique (dans la regle d’évolution
des agents) ou macroscopique indéterminé.

Le systeme dynamique décrit ci-dessus est muni d"un certaine fonction de satisfaction (ou
critere de performance) de la forme

T

G(u) = g¢(T,x(T)) + tzog(t,x(t),u(t))dt (2.4)

N

ol
— G(u) représente la satisfaction associée a la commande u,
— T représente l'instant final de la durée sur laquelle on souhaite exécuter le systeme,
- 8¢(T, x(T)) représente le gain final (a I'instant T) associé a la commande ,
— g(t,x(t),u(t)) représente la satisfaction instantanée a l'instant ¢ associée a la com-
mande u.
Dans le cas d"un systeme discret, I'intégrale dans (2.4) est a remplacer par la somme discréte
Y.[_o. Dans tous les cas, le critere de performance G représente la satisfaction cumulée sur la
période [0, T]. Une commande est dite optimale si elle maximise la fonction G.

Le systeme présenté ci-dessus est donc muni du probléme d’optimisation implicite :
Maximiser G(u), sous la contrainte donnée par I'équation d’évolution (2.2) (ou (2.3)).

La recherche d’'une commande optimale peut étre difficile, et les méthodes utilisées exigent
des hypotheses de régularité relativement fortes sur les fonctions F, g et ¢. Parmi les tech-
niques de résolution les plus utilisées, on peut citer I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellmann
et le principe de Pontryagin [85]. Les équations qui interviennent dans ces deux méthodes
sont techniques, et n’admettent généralement pas de solutions régulieres. De plus, leur ap-
plication semble tres délicate en dimensions élevées [78].

Les systémes multi-agents étudiés dans cette these sont formés d'un grand nombre
d’agents et leur description formelle passe typiquement par un espace d’états de dimension
élevée. De ce fait, les méthodes de contrdle optimal exposés ici ne semblent pas adéquates

30 Simon Stuker



2.2. Tour d’horizon de modéles envisageables

pour leur étude formelle en toute généralité. Il n’est toutefois pas exclu que, lorsqu’un sys-
téme multi-agent admet une représentation compacte ¢, ces méthodes fournissent des ré-
ponses qualitatives.

2.2.2.2 La théorie des jeux

La théorie des jeux [112] n’est pas un modele, ni une famille de modeéles spécifiques, mais
plutdt un ensemble d’outils pour étudier des situations dans laquelle plusieurs acteurs (des
joueurs) ont des intéréts qui dépendent des décisions des autres acteurs et de leur décision
personnelle. Elle possede divers domaines d’application tels que I’économie, la politique et
la psychologie.

L'objectif principal de cette théorie est de trouver des stratégies qui ménent aux situa-
tions les plus satisfaisantes pour I'ensemble des joueurs. Ces situations, appelées équilibres
de Nash, sont telles qu’aucun joueur ne puisse étre plus satisfait en changeant seul de straté-
gie.

Formellement, un jeu est défini par

— un ensemble de joueurs, noté {1,...,N}.

— un ensemble de stratégies individuelles pour chacun de ces joueurs (la stratégie du
joueur n sera notée 71,),

— un ensemble de fonctions d’utilité individuelles qui évaluent la satisfaction obtenue
par chacun des joueurs lorsque tous les joueurs ont choisi leur stratégie. On notera
gn(71,..., 7N ) le gain obtenu par le joueur n lorsque les joueurs choisissent collecti-
vement d’appliquer la stratégie (719, ..., 7Tn).

Un équilibre de Nash est alors une stratégie collective (773, ..., 7y) telle que pour joueur 7 et
toute stratégie individuelle 77, de ce joueur

(7], Ty, i) < (7T, T, TIN)

ou il faut comprendre que dans le membre de gauche, la n-iéme stratégie a été remplacée
par 7. Ainsi, dans un équilibre de Nash aucun joueur n’a intérét a dévier unilatéralement
de sa stratégie.

Un défi omniprésent dans la théorie des jeux est de trouver et caractériser les équilibres
de Nash. Il est montré qu'un grand nombre de jeux possedent des équilibres de Nash [115].
Par contre, déterminer les équilibres de Nash d’un jeu est généralement un tache difficile,
NP-complete pour de nombreux jeux [115].

Au cours de la conception d'un systeme multi-agent, la théorie des jeux peut apporter
des éléments de réflexion utiles. Tout d’abord, elle apporte une vision formelle et sans am-
biguité sur les mécanismes de raisonnement des agents. Cela permet de définir de maniere
précise les stratégies et attitudes des agents, en fonction de leurs capacités d’anticipation et
de réflexion, mais aussi en fonction de la connaissance qu’ils ont sur les autres agents.

Quelques attitudes simples pour un jeu a deux joueurs sont :
— un joueur qui joue contre un autre joueur débutant, complétement imprévisible, peut
opter pour une attitude appelée raison insuffisante : il va jouer une stratégie qui per-

16. Par exemple sous forme d’un systéme dynamique de petite dimension.
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met d’obtenir un gain moyen maximal, en considérant que son adversaire choisit sa
stratégie de maniere aléatoire et uniforme.

— un joueur rationnel 7 ne joue que des stratégies contenues dans un équilibre de Nash,
i.e. il élimine toutes les stratégies pour lesquelles son adversaire aurait intérét a choisir
une stratégie sous-optimale (au sens de Nash).

— un joueur super-rationnel considére que son adversaire raisonne de maniére identique
a lui-méme, et tient compte de ce fait dans le choix de sa stratégie.

Une utilisation intéressante de la théorie des jeux pour la conception d'un systéme multi-
agent est de transformer le probleme auquel le concepteur est confronté en un jeu pour
lequel des joueurs rationnels vont naturellement choisir une solution.

Plus précisément, le concepteur possede une fonction de récompense globale G qui éva-
lue la réussite du systéme qu’il cherche a construire. L'idée est de donner un comportement
rationnel simple a tous les agents, et de choisir les fonctions de gain g, individuelles de sorte
que les équilibres de Nash du jeu correspondant soient optimales d"un point de vue global,
i.e. pour la fonction G. Cette démarche est aussi appelée mécanisme d’incitation (ou reverse
game theory) et a fait I’objet du prix Nobel d’économie en 2007 '8.

La décomposition de la récompense globale en récompenses individuelles

G— (gll---/gN) (25)

est une étape qui peut étre réalisée de plusieurs maniéres. La plus simple est sans doute de
donner la récompense globale a chacun des joueurs, c’est-a-dire g1 = ¢ = ... = gy = G.
Le défaut de cette méthode est qu’elle ne localise pas réellement le gain. Chaque joueur
doit avoir connaissance de l’objectif global, et coordonner sa stratégie avec celles de tous les
autres joueurs.

Une méthode plus intéressante pour réaliser la décomposition (2.5) est de fixer une stra-
tégie « nulle » 770 pour chaque joueur, et de poser

en(my, ..., iN) = G(my, ..., Ty, ..., TIN) ~G(my,...,m,...,N).

Ce gain individuel g, peut étre vu comme la contribution du joueur n au gain global, et en
pratique ce gain ne dépend (généralement) que d'un petit nombre de stratégies. La propriété
remarquable de cette décomposition est que toute stratégie réalisant le maximum de la fonc-
tion G est un équilibre de Nash pour le jeu obtenu '%, ce qui garantit en partie I'adéquation
du jeu avec 'objectif global. Une étudie plus détaillée de cette approche, dans le cadre d'un
certaine classe de jeux, peut étre trouvée dans [106, 100].

Dans certains systemes multi-agents, les agents peuvent avoir des objectifs partiellement
spécifiés, qui sont ajustés en cours d’exécution en fonction de I'expérience des agents. La vi-
sion fixe et complétement spécifiée des gains de la théorie des jeux n’est pas compatible avec
cet aspect. De plus, I'ensemble des stratégies possibles est également susceptible d’évoluer
en cours d’exécution, ce qui n’est pas le cas dans le cadre des jeux classiques.

17. Au sens économique.

18. http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economic-sciences/laureates/2007/
press.html.

19. La réciproque n’est cependant pas vraie.
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D’autre part, ’aspect social (la communication) et local des agents n’est pas pris en
compte, et il n’est pas certain que ces points soient facilement intégrés dans un jeu clas-
sique. En effet, les interactions des agents dans un systéme multi-agent peuvent avoir une
topologie variable, avec des voisinages dynamiques.

Pour finir cette discussion, nous mentionnons que la définition proposée correspond aux
jeux statiques, qui se terminent directement lorsque chacun des joueurs a choisi de sa stra-
tégie. Cette définition n’intégre pas 1’aspect dynamique des systemes multi-agents étudiés
dans cette these. Un formalisme qui permet d’intégrer cet aspect est celui des Processus Dé-
cisionnels Markoviens. Ce modéle est positionné & mi-chemin entre la théorie des jeux et le
contrdle optimal. Le chapitre 3 est consacré a ce modéle, et contient une discussion plus
approfondie.

2.3 Conclusion

Modéliser un systeme multi-agent complexe est une tache difficile qui exige un certain
nombre de simplifications. Le modeéle choisi doit partager suffisamment de caractéristiques
du systeme étudié. Cette similarité n’est cependant pas le seul critere, si1’on souhaite que le
modele apporte des réponses. Il est également important que 1'étude mathématique puisse
étre menée a terme, et que les résultats qu’elle permet d’établir soient suffisamment précis
pour apporter des réponses.

L’exemple des automates cellulaires est peut-étre le plus parlant, dans le cas o1 I'on
souhaite modéliser un systeme d’agents en déplacement sur un quadrillage (comme un en-
semble de fourmis de Langton). En procédant comme dans la section 2.1.1, il est possible
de traduire les regles d’évolution des agents en termes de régles d’évolution des cellules.
L’automate cellulaire obtenu décrit précisément le systeme étudié, et est capable de mettre
des phénomenes complexes en évidence sur des simulations. En revanche, démontrer ces
phénomenes complexes est potentiellement tres difficile.

Completement a I'opposé, les systemes dynamiques utilisés en écologie décrivent les
systemes étudiés parfois avec tres peu de précision. Reprenons le systeme d’équations de
Lotka-Volterra : les populations de proies et de prédateurs ne sont représentées que par
leurs effectifs, et leur évolution n’est paramétrée que par 4 grandeurs. 1l est clair que de
fortes simplifications, difficilement justifiables, ont eu lieu. Ce modele fournit toutefois des
réponses satisfaisantes par une analyse mathématique relativement élémentaire, et permet
par exemple d’expliquer l'apparition d’oscillations périodiques dans I’évolution des deux
populations.

Dans la partie suivante et les deux chapitres qu’elle contient, nous nous concentrons sur
deux modeles particuliers : les Processus Décisionnels Markoviens et les modéles de type
Champ Moyen.
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Deuxieme partie

Etude approfondie de formalismes
possibles pour représenter les systémes
multi-agents
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Les Processus Décisionnels
Markoviens

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une famille de modéles mathématiques appelés Proces-
sus Décisionnels Markoviens (en anglais : Markov Decision Processes ou MDP) et leur utilité
pour la représentation des systemes multi-agents. Grossiérement, un MDP est un processus
stochastique soumis a un controle, c’est-a-dire un ensemble de parametres qui gouvernent
son évolution. Ce processus est également muni d’une fonction de satisfaction évaluant nu-
mériquement les états et valeurs prises au cours du temps. Traditionnellement [123], les pa-
rametres d’un MDP sont appelés actions, et la fonction de satisfaction récompense. A chaque
MDP est associé un probleme qui consiste a choisir les actions qui maximisent les récom-
penses acquises au cours du temps. Cela fixe le contexte : ce formalisme représente de ma-
niére formelle un systeme qui doit prendre une succession de décisions, récompensées ou
pénalisées par une certaine fonction.

L’objet de ce chapitre est d’étudier la pertinence de ce formalisme pour 1'étude des sys-
temes multi-agents. La partie 3.2 présenté les MDP classiques. Ensuite, dans la partie 3.3
un exemple concret est modélisé a 1'aide d’'un MDP classique. La partie 3.4 qui suit pré-
sente rapidement quelques techniques de résolution de MDP classiques. Dans la partie 3.5
sont discutées les principales adaptations des MDP aux SMA. Ces adaptations sont mises en
oeuvre a l’aide d"un exemple concret dans la partie 3.6. La partie 3.7 discute ensuite quelques
techniques de résolution de ces MDP multi-agents.

3.2 Les Processus Décisionnels Markoviens

Dans cette partie sont définis les MDP classiques [123]. A ce stade on n’essaie pas encore
de décrire des systemes et on ne parle donc que de variable d’état, sans préciser s’il s’agit
d’un systeme ou d"un agent.

3.2.1 Formalisme

Dans ce premier paragraphe, nous dressons la liste des ingrédients qui définissent un
MDP.
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Les Processus Décisionnels Markoviens

Instants Les instants auxquels un changement d’état peut avoir lieu sont supposés dis-
crets, et fixés a I’avance. On les notera 0,1, ... dans I’ordre chronologique et on désignera
par t un instant générique.

Etats Iespace d’états est noté S. On le suppose fini et invariant au cours du temps. On
notera S := Card(S) son cardinal, et s; 1’état & l'instant ¢.

Actions A chaque instant, un certain nombre d’actions est disponible. On notera A cet
ensemble d’actions, qui est supposé fini et invariant au cours du temps. On notera A :=
Card(.A) son cardinal, et a; I'action a I'instant .

Loi d’évolution A chaque instant, la variable d’état passe dans un nouvel état selon une
loi de probabilités qui dépend de 1’état actuel, ainsi que de I’action choisie. La probabilité de
passer de l'état s a 1’état s’ en choisissant 1’action a est notée p; ¢ (). La matrice de transition
P(a) = (pss(a)), est une matrice stochastique paramétrée par 'action a.

Récompense A chaque instant, 1'état actuel et I'action choisie sont récompensés a 1’aide
d’une fonction r : S x A — R. Le réel r(s,a) représente le gain enregistré pour le choix de
’action a dans I’état s.

Un MDP est défini par ’ensemble de ces ingrédients, soit un quadruplet (S, A, P,r) ot
P désigne la fonction a — P(a). Le schéma suivant montre son 1’évolution.

t=0 t=1
Etat Action Etat Action v
P Sp51 (aO)
So ) S1 aq
1
Récompense Récompense
7(sg,a0) 7(sy,a7)

Figure 3.1 — Evolution d’un MDP avec une suite d’actions (ag,aq,...) fixée

A t = 0 la variable est dans un état initial s( et "choisit" ’action ay. L'état sy et ’action ag
génerent une récompense r(So, 4o ). Ensuite, la variable passe a 1’état s; selon une distribution
de probabilités ps, 5, (a0) dépendant de 'action ay. Le processus se répete ensuite : on choisit
une action - 1’état et I’action génerent une récompense - on obtient un nouvel état avec une
distribution de probabilités dépendant de l’action.

Pour l'instant, les actions sont supposées fixées a I’avance. Ainsi, pour une succession
d’actions (ag, ay, . ..) donnée, le processus (s;); évolue comme une chaine de Markov a va-
leurs dans S. Dans le paragraphe suivant, on prolonge cette définition aux situations ou
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3.2. Les Processus Décisionnels Markoviens

I’action choisie dépend de I'état courant. On y définit également le probléme d’optimisation
associé a un MDP.

3.2.2 Regle de décision, stratégie et gain

Un Processus Décisionnel Markovien avec une suite d’actions fixée est une chaine de
Markov munie d'une suite de récompenses (7 (s, a;) ). Supposer la suite d’actions (a;); fixée
revient a planifier la dynamique du systeme, et les récompenses obtenues, a I’avance. Lors-
qu’on considere un systeme adaptatif, muni d’une certaine autonomie, il est nécessaire de
considérer que ces actions résultent d'un choix. Ainsi les actions ne sont plus des données
fixes, mais le fruit d’une décision prise en vue d’obtenir un certain résultat. Prendre une
décision revient a définir une fonction

Ht§S—>A

qui indique l'action qui est prise dans chaque état a 1'instant t. La fonction I1; est appelée
régle de décision a l'instant t. Une suite de regles de décision & chaque instant IT = (I1;); est
appelée stratégie (ou politique). L'évolution de la variable d’état sous une politique IT = (I1;);
donnée est représentée sur la figure 3.2.

t=0 t=1
Etat Action o)) Etat Action ...
5
So I1y(sp) Paysr 00 51 ITy(s)
Y Y
Récompense Récompense
V(Sofno(so)) 7’(51,1_[1(51))

Figure 3.2 — Evolution d’un MDP avec une politique IT = (ITy, Iy, ...) fixée

Parfois une politique est composée de régles de décision toutes identiques. Dans ce cas,
on dira qu’elle est stationnaire, et on la notera IT = (I1,TI,...). Cette situation se présente
lorsque les décisions sont basées uniquement sur 1’observation de l'état courant, et ignorent
I'instant auquel on se trouve.

Lorsqu’une politique IT = (II;); est donnée, le couple état-action (s, IT;(s¢)), évolue
comme une chaine de Markov, et les récompenses successives sont données par la suite

aléatoire (r (s, Ht(st))> )

t
On peut alors définir plusieurs types de gains :
— Le gain cumulé sur une période finie [0, T] :

Gn=E (XT: r (st Ht(st))>
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Les Processus Décisionnels Markoviens

ou [E désigne 'espérance mathématique sur I’ensemble des états possibles {sy, ..., sr}.
Ce gain représente simplement la somme des récompenses espérées jusqu’a I'instant
T.

— Le gain moyen sur une période infinie :

T—o0 t=0

) 1 T-1
Gr = limsup E (T ) r(st,Ht(st))> )

Celui-ci exprime le gain moyen par instant, sur une longue durée.
— Le gain dévalué sur une longue période :

T
G = lim E Str(sy, T1; (s
1= g (Lot )
ott le facteur ¢ € ]0,1[ est un taux de dévaluation : une récompense ultérieure a moins
de valeur, et est réduite par un facteur § pour chaque instant de latence.

Remarque 2. Le gain cumulé sur une période infinie

T
G = lim E r(sg, I (s
n= m (E) (se, TTe( t)))
ne figure pas dans cette liste de gains. La raison est qu’il se peut que cette somme ne converge pas.
On peut toutefois trouver des résultats sur ce gain dans [123].

3.2.3 L'objectif : recherche d’une stratégie optimale

Une fois que nous avons choisi le gain qui exprime au mieux la réussite dans le probleme
étudié, nous pouvons simplement exprimer la recherche d"une stratégie optimale comme le
probleme d’optimisation suivant : chercher les stratégies I1 rendant maximal le gain Gr;. On
notera :

G* =sup Gy (3.1)
Il

le gain optimal, ou I1 parcourt 1’ensemble des stratégies. Dans de nombreux cas qui nous
intéressent, 'ensemble des stratégies optimales est non vide. Un abus courant consiste a
noter IT* I'une de ces stratégies, sans préciser laquelle.

L’équation (3.1) est un probleme d’optimisation, dont la fonction objectif est le gain Gy
et la variable est la stratégie I1. Il n’est cependant pas facile de le traiter en tant que tel, car :
— l'espace de recherche est I'ensemble des stratégies, qui peut étre immense.
— étant donnée une stratégie I, le gain associé Gy peut étre difficile a évaluer.
Ces difficultés sont essentiellement calculatoires.

3.3 Un exemple simple résolu «a la main»

Pour illustrer I'expressivité du modele MDP introduit, nous présentons un exemple
simple qui est décliné au fur et a mesure de ce chapitre. On considere deux pieces reliées
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3.3. Un exemple simple résolu «a la main»

par un couloir. La premieére piece contient un groupe de personnes qui souhaite se rendre
dans la deuxieme piéce, mais le couloir a une certaine capacité qui ne permet pas a tous de
passer simultanément.

Dans cette section, nous inscrivons ce probleme dans le cadre des MDP classiques afin
de déterminer, par le calcul, I’attitude optimale des personnes. Les résultats des calculs sont
confirmés par des simulations numériques.

Etats Sous ’hypotheése ot les personnes sont parfaitement identiques, et oti le nombre
total de personnes N est connu, on peut completement décrire le systéme par le nombre de
personnes dans la premiére piece. Ce nombre définit donc 'état du systeme s; € {0, ..., N}.

Actions A chaque instant les personnes de la premiére piéce peuvent essayer de traverser,
ou ne rien faire. Les personnes qui sont parvenues a traverser le couloir n’ont plus aucune
activité. Les actions possibles pour chaque individu sont donc : essayer de traverser le cou-
loir et ne rien faire. Comme les personnes sont identiques, I’action du systeme a; correspond
au nombre de personnes qui essayent de traverser le couloir.

Loi d’évolution La capacité du couloir est un entier naturel ¢ > 0. Lorsque le nombre
de personnes qui essayent de traverser le couloir est inférieur a cette capacité, toutes par-
viennent a traverser. Dans le cas contraire, aucune personne ne traverse et toutes restent
dans la premiere piéce.

La loi d’évolution du systeme découle de cette régle. D'un instant a un autre, le nombre
de personnes dans la premiere piéce diminue de k si k personnes ont demandé a traverser,
etsik < c. Dans le cas contraire le nombre de personnes restantes est inchangé.

Récompense et gain L'objectif étant de traverser le couloir, nous définissons la récompense
r comme le nombre de personnes qui y parviennent a chaque instant :

. (s ar) a; sia; <c
tat) = .

’ 0 sinon

Avec cette récompense, le gain cumulé sur une période finie [0, T] est le nombre total de

personnes dans la seconde piece :

Stratégies Il est nécessaire de prendre une précaution afin de définir ’espace des straté-
gies. En effet, les personnes sont identiques et observent toutes 1’état complet du systéme s;.
Si elles décident de traverser ou non le couloir a I'aide d"une regle commune déterministe,
alors il n’y a que deux cas de figure : toutes essayent de traverser ou personne ne le fait.

Pour cette raison, nous nous intéressons aux stratégies individuelles aléatoires : chaque
individu observe le nombre de personnes restantes s;, et demande a traverser le couloir avec
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une probabilité dépendant de cette information. Ainsi, chaque individu choisit de traverser
selon une loi de type Bernoulli avec un parametre 71(s;) dépendant du nombre de personnes
restantes. Les personnes prennent cette décision de maniere identique et indépendante, ce
qui entraine que l’action collective est une loi binomiale de parameétres (s;, 7t(s;)).

Lorsque toutes les personnes utilisent une stratégie aléatoire et stationnaire! 7 : s; —
7t(st), 1a loi d’évolution s’écrit
0 sis <s'ous' <s—c
]P(B(s,n(s)):s—s’> sis—c<s' <s
pss (7(s)) = (3.2)

C
1-)P (B(S, m(s)) = z) sis=s¢
z=1
out B(s, 7t(s)) désigne une variable aléatoire qui suit une loi binomiale avec les parametres
indiqués.

Dans cette formule :

s désigne le nombre de personnes restantes avant la transition,

s’ un nombre de personnes possible apres transition,

— ps,s(71(s)) estla probabilité de passer de s personnes restantes a s’ personnes restantes,
sous la stratégie 7,

c désigne la capacité du couloir.

La sollicitation totale du couloir est aléatoire, comme chaque personne restante demande

a traverser avec probabilité 77(s), et le nombre de personnes restantes évolue donc selon
une certaine loi de probabilités. La formule (3.2) évalue précisément les probabilités des
transitions possibles.

La matrice de transition du systéeme est P = (psrsl (n(s)))

s,s

Le probleme d’optimisation Pour une stratégie stationnaire 7t donnée, le gain cumulé sur
une période finie [0, T] s’écrit :

T N
G;T =E (ZR(st,at)> =N-E (ST) =N-— Zk']P(ST = k)
t=0 k=1
ou G, désigne le gain total associé a la stratégie 7. Or, d’apres la propriété de Markov, la
distribution de probabilités de I'état du systeme st a 'instant T est donnée par

(lP(ST =0),...,P(sy = N)) =(0,...,0,1) - P,

ol nous avons utilisé le fait qu’initialement tous les individus se trouvent dans la premiére
piece. Le gain associé a la stratégie 7t s’écrit donc

Gr.=N-(0,...,0,1)- PT. (3.3)

1. Indépendante de I'instant ot1 le systéme se trouve.
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3.3. Un exemple simple résolu «a la main»

On observe que cette derniere expression est une fonction polynomiale de
(72(0), 7t(1),...,m(N)). La recherche du gain optimal revient a maximiser cette fonc-
tion, sous les contraintes 0 < 77(s) < 1,1 <s < N.

Résolution de quelques cas particuliers Dans ce paragraphe, nous proposons de calculer
le gain optimal et la stratégie optimale dans deux cas particuliers, a savoir le cas ot la ca-
pacité du couloir est limitée & une personne (¢ = 1) et le cas ou cette capacité est de deux
personnes (c = 2).

Dans le cas ou1 la capacité du couloir est limitée a une seule personne, c’est-a-dire c = 1,
la matrice de transition P s’écrit

(1) 1— (1) 0
2t(2) (1—m(2)) 1—27(2) (1 —m(2))

o O

et la récompense moyenne instantanée, c’est-a-dire le nombre moyen de personnes qui tra-
verse pour la stratégie 77, est donnée par

r1(s,7(s)) = sm(s)(1—7(s))*t, s > 1. (3:4)
La stratégie optimale est obtenue en maximisant toutes ces récompenses instantanées.

Remarque 3. Nous souhaitons que la chaine de Markov (s;) converge le plus rapidement vers la
mesure stationnaire (1,0, .. .). Pour ce faire on peut essayer de minimiser le gap spectral de la matrice
de transition, c’est-a-dire I'écart qui sépare les deux plus grandes valeurs propres. En lisant les valeurs
propres sur la diagonale, on constate que ce gap spectral vaut :

max (7‘[(1), 271(2) (1 - 7(2)), ..., Na(N)(1 - n(N))N’1> .

Pour cet exemple, maximiser la plus grande récompense est donc équivalent a maximiser le gap spec-
tral.

On note 77*(s) I'argument p qui maximise la fonction (s, p) — 71(s, p) et on vérifie que
7" (s) = 1/s. Pour ¢ = 1 la stratégie optimale consiste donc a solliciter le couloir avec pro-
babilité 1/s, ol1 s est le nombre de personnes restantes, ce qui est conforme a l'intuition. La
figure 3.3 montre I’évolution du nombre de personnes restantes avec cette stratégie, partant
d’un effectif initial de s = N = 100.
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1004

Nombre de personnes restantes

50 100 150 200 250 300

temps

Figure 3.3 — Nombre de personnes restantes en fonction du temps (sous la stratégie opti-
male)

On constate que le nombre de personnes décroit de maniere quasi-linéaire vers 0. L'évo-
lution des probabilités 77*(s;) est représentée sur la figure suivante :

0.8

0.6

Probabilité de sollicitation

50 100 150 200 250 300

temps

Figure 3.4 — Evolution de la probabilité avec laquelle les personnes essayent de traverser
(sous la stratégie optimale)

A mesure que la piéce se vide la probabilité avec laquelle les personnes restantes s’en-
gagent augmente. Cette évolution est conforme a l'intuition : lorsqu’il reste moins de per-
sonnes, elles doivent se montrer plus audacieuses, car les conflits (sollicitations multiples)
sont plus rares.

Dans le cas ot la capacité du couloir est limitée a deux personnes (c = 2), la récompense
moyenne instantanée vaut

r2(s, (s)) = sm(s)(1—m(s))*7 L, s > 1.

Cette récompense correspond au nombre moyen de personnes qui parvient a traverser lors-
qu'il reste s personnes dans la piece initiale, et que ces personnes choisissent de s’engager
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3.3. Un exemple simple résolu «a la main»

avec probabilité 77(s). La stratégie optimale est obtenue en maximisant cette récompense
instantanée vis-a-vis de 7.

Nous maximisons cette fonction en utilisant un argument standard d’analyse, qui
consiste a étudier les dérivées partielles. Un calcul montre que ces dérivées partielles valent :

or

5ﬁ@m>=swl—PV*K—¥+2®ﬁ+%s—mp+ﬂ,sz&

En étudiant le signe de cette expression, on trouve l’'argument qui maximise la fonction
partielle p — (s, p). On vérifie que cet argument est donné par :

1 sis € {0,1,2}
s 2 2 .
—(s—3)—4/(5—3)?+4(s—1)2—4 .
2(—s2+42s) simnon

La fonction 7% définit donc la stratégie optimale, c’est-a-dire la probabilité optimale avec
laquelle il faut solliciter le couloir lorsqu’il reste s personnes, et lorsque la capacité du couloir
est de 2 personnes.

La figure 3.5 montre I'évolution du nombre de personnes restantes et de la probabilité
77" (st), partant d’un effectif initial de s) = N = 100.

0.8

50 0.6

0.4

Probabilité de sollicitation

Nombre de personnes restantes

50 100 150 200 2% 300 30 1% 1o0i 2000 2500 1300

temps temps

Figure 3.5 — Nombre de personnes restantes en fonction du temps (a gauche) et de la
probabilité avec laquelle elles s’engagent (a droite)

Ces courbes sont similaires aux précédentes : le nombre de personnes décroit plus ou
moins linéairement vers 0, tandis que la probabilité avec laquelle elles s’engagent croit a
mesure que la piece se vide.

De maniere générale, pour ¢ quelconque, la récompense moyenne instantanée est donnée
par:

rels,m(s) = Yk ( . ) m((1 - n(s))*
k=1

On note 77*(s) I'argument p qui minimise la fonction (s, p) — 7.(s, p). La stratégie optimale
consiste a choisir la probabilité 77*(s) lorsqu’il reste s personnes dans la piece.
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Conclusion Cet exemple montre comment une situation simple s’étudie a I'aide d'un
MDP. Le résultat final exprime le gain associé a une politique comme une fonction poly-
nomiale, qu’il convient de maximiser pour résoudre le MDP.

L’approche utilisée a cependant ses limites. Tout d’abord, nous avons completement éva-
lué la dynamique du systéme dans (3.3). Les algorithmes présentés dans la partie suivante
permettent de se passer de cette évaluation complete.

Ensuite, la difficulté de résolution de notre exemple dépend du degré du gain (qui est
une fonction polynomiale), et semble donc augmenter avec la durée T de probléme. Or, dans
la partie 3.4.1 qui suit, nous verrons que la durée d"un MDP sur une période finie n’a pas
réellement d’importance pour sa résolution.

D’autre part, la description du systeme considéré a pu étre grandement simplifiée grace
a l’échangeabilité des agents, et le fait qu’ils n’occupent que deux états. Dans la partie 3.5.2
nous verrons que sans ces deux hypothéses, la difficulté de résolution d'un MDP multi-
agents croit de maniére exponentielle avec sa taille.

Finalement, la maximisation de (3.3) fait intervenir de maniere explicite la capacité c
du couloir. Dans un contexte multi-agent, il est possible que les agents n’aient pas cette
information.

La résolution du MDP proposé pour I’'exemple est un peu lourde, en raison des obser-
vations faites ci-dessus. Il existe des méthodes de résolution génériques plus performantes
pour les MDP dont quelques-unes, classiques, sont présentées dans la partie suivante.

3.4 Meéthodes de résolution classiques d’un MDP

Avec les notations introduites dans la section 3.2.1, on s’intéresse au probléme de trouver

G* =sup Gy (3.5)
I

ou Gy est le gain associé a la politique II. Comme nous 1’avons vu, il est possible de choi-
sir différents types de gains, et les méthodes de résolution correspondantes sont naturelle-
ment différentes. Cette partie est consacrée a la présentation des techniques de résolution
classiques suivantes : Backward Induction, Value Iteration, Policy Iteration et la programmation
linéaire (pour les MDP).

3.4.1 Backward Induction

Nous commengons par la méthode la plus simple. Elle s’applique au gain cumulé sur
une période finie [0, T
T
G]‘[ =E (Z T’(St,Ht<St))> .
t=0
L’idée de cette méthode est élémentaire, et donnera un algorithme clé en main pour I’appli-
quer. Dans un premier temps, le maximum (3.5) est exprimé en termes d’actions

G*= max E (ZT: r(st,at)> ) (3.6)

ap,a,...41 =0
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3.4. Méthodes de résolution classiques d'un MDP

ol s; évolue selon la dynamique représentée sur la figure 3.1. L'équation (3.6) est ensuite
réécrite sous la forme

G* = maxE |r(sg,a9) + maxE |r(s;,a1) + ...+ maxE [r(sT,aT)]H (3.7)
ap ay ar

moyennant une légére imprécision sur le sens de ces espérances. La t-ieme espérance de
cette expression porte sur les états {s¢,s¢11, ..., st }. Cette réécriture vient du fait que I’action
ay, prise a l'instant t, n’a d'impact que sur les états ultérieurs s; 1, 5142, . . . et les récompenses
ultérieures r(s;, a;), r(St41, Ar41), - - -

L'idée de cette méthode est donc d’effectuer ces calculs de maximum dans l’ordre in-
verse, en commengant par max [E [r(st, ar)], qui se calcule de maniére isolée. En effet, ’état
a

st ne dépend pas de 'action ar, et on peut donc définir la fonction :

Vr(s) = maxE [r(st,ar) | sT = s] = maxr(s,ar).
ar ar

qui correspond au meilleur gain qu’on peut obtenir a I'instant final.

Cette fonction permet ensuite de calculer :

Vro1(s) = r;}zng r(st_1,ar-1)+ IT;E;XIE [r(s,ar)] |sT-1 = s]

= max [r(s,aT_l) + Z pss (ar—1) Vr(s')

ar—
=1 s'eS

qui ne dépend que de ar_1. La fonction Vr_;(s) correspond au meilleur gain moyen qu’on
peut obtenir en partant de I’état s a l'instant T — 1.

On réitere ensuite cette opération jusqu’a obtenir I'expression complete (3.7). Au cours
de ces itérations, il faut définir les fonctions V; par

Vi(s) = max <r(s,a) + ) ps,s'(ﬂ)Vm(S')) ,0<t<T. (3.8)

ac s'eS

La valeur Vi(s) est appelée Valeur (en anglais Value) et représente le meilleur gain moyen
que l'on peut obtenir en partant de 1’état s a I'instant ¢.

L’algorithme suivant correspond a l’exécution de ces différents calculs

47



Les Processus Décisionnels Markoviens

Algorithme 3.1 — Backward Induction

1 pours € S faire
2 | VT+1(S) ~—0

3 fin
4 pourt =T at =0 faire
5 pour s € S faire

Vi(s) <+ max <r(s,a) + Y p515'<a)‘/t+1(5/)>

6 s'eS
a; (s) < argmax <r(s,a) + ) psrsl(a)‘/tﬂ(s’))
7 ac A s'eS
8 fin
9 fin

10 retournera;(s) s € S,0<t<T

L'opérateur argmax,. 4, désigne un argument a réalisant le maximum de I’expression
considérée. Lorsque plusieurs actions réalisent ce maximum, I’opérateur argmax, . 4 est mal
défini. Une maniere de remédier a ce probléme est de supposer les actions ordonnées, et de
définir 'opérateur argmax,. , comme la premiere action qui réalise le maximum recherché.

Remarque 4. Malheureusement, pour un systeme multi-agent il n’est pas toujours possible d’établir
un ordre sur les actions qui soit le méme par tous les agents. En effet, cela exige que les agents soient
capables de parvenir a un consensus sur l'ordre choisi. Plus généralement, lorsque plusieurs actions
sont optimales dans un état donné, la sélection collective de I'une de ces actions par les agents peut
étre problématique. Nous reviendrons sur cette remarque dans la section 3.5.2 consacrée aux MDP
multi-agents.

L’algorithme 3.1 retourne une suite d’actions optimales (a; (s)), ,- Il suffit alors de définir
les regles de décision
I, 0 s+ aj(s). (3.9)

La stratégie IT = (I1;)p<;<T est optimale au sens de (3.5). De plus, le gain maximal est donné
par la valeur Vj(sp) ol s est 1’état initial. Ce gain est calculé au cours de 1’algorithme et peut
étre extrait en cours d’exécution pour étre donné en sortie.

Avant d’appliquer la Backward Induction a ’exemple nous donnons sa complexité algo-
rithmique, qui montre les limites d’applicabilité de la méthode.

Proposition 1 (Complexité de la Backward Induction). L'algorithme 3.1 s’exécute en temps
O(T A S?).
Démonstration

Les deux calculs de la ligne 6 peuvent étre résumés a un seul, en conservant simplement I’argument qui réa-

lise le maximum. Le calcul Vi(s) < max r(s,a) + Y pss(a)Vis1(s') | nécessite le parcours de 1'ensemble
e s'eS

des états (pour la somme) et des actions (pour I'opérateur max), soit AS opérations. Ce calcul est répété

(T +1)S fois, d’oit la complexité énoncée. O
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Application a I'exemple L’exemple du couloir (partie 3.3) se place dans un contexte un
peu différent puisque la stratégie est aléatoire. On peut toutefois utiliser une méthode de
type Backward Induction pour retrouver les résultats précédents. On se place dans le cas
c = 1. Le gain qu’on souhaite optimiser est :

T
Gn=E Z r(se, ar) (3.10)
t=0
ol 4; suit une loi binomiale B (s¢, 7:(s¢) ). Pour l'instant, nous cherchons une stratégie non
stationnaire IT = (ITy,...,IIr). Les calculs qui suivent montrent qu’en réalité la stratégie

I1;(s) = 1/s trouvée précédemment est optimale et indépendante du temps.

En procédant comme dans (3.7) on trouve I'équation d’optimalité :

G* = maxE |r(so,a0) + maxE {r(sl,al) + ...+ maxE [r(sT,aT)]H
Iy I IIr

ot les différentes espérances sont prises sur les états et les actions ultérieurs?. La derniere

espérance peut toujours se calculer indépendamment des autres. Notons :

Vr(s) = maxE [r(st,ar) | s = s] = max [s Ir(s) (1— HT<S)>S_1} .
HT HT
Nous avons déja vu que Vr(s) = (1 — )51 et que la regle de décision optimale est IT;(s) =
1/s. Ensuite, on définit :

Vr_1(s) = maxE |r(s7—1,ar—1) + max E [r(st,ar)] | sT—1 = s]
M4 Iy

=maxE
Il

r(s,ar—1) + Y pss(ar—1) Vr(s')

s'eS

ot I'espérance est prise sur toutes les actions {ar_1} possibles. Comme il n'y a que deux
transitions possibles s — sets — s —1, on voit quesis > 1:

VT_l(S) = maxX [S HT_l(S) (1 — HT_l(S))S_l +s HT_l(S) (1 — HT_l(S))S_l VT(S — 1)

Ir 4
+ (1 —sTIr_q1(s) (1 — HT_l(s))s_l) VT(S)}
soit

Vr_1(s) = max [s r_1(s) (1— HT_1(5>)5—1} (14 Vr(s — 1) — Vi(s)) + Vi (s).

1

Comme 0 < Vp(s) < 1, le facteur 1 + V(s — 1) — V(s) est positif, et la regle de décision
optimalea T —1est IT;_,(s) = 1 =II;(s). De plus

VT_1(S) = VT(S) <1 + VT(S — 1) — VT(S)) + VT(S) < 2

car s — Vr(s) est décroissante. On peut donc poursuivre le raisonnement, et montrer que
toutes les regles de décision optimales sont identiques

IT;(s) =Ia(s) = ... =IIr(s) = %

2. On rappelle que ces actions dépendent de maniére aléatoire des états.
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Ce résultat coincide par ailleurs avec celui trouvé a la partie 3.3 qui indique que, lorsque
la capacité du couloir est limitée a une personne, la stratégie optimale consiste a s’engager
avec probabilité 1 o1 s est le nombre de personnes restantes.

A présent, nous passons a d’autres techniques classiques de résolution de MDP.

3.4.2 Value Iteration

Nous prolongeons en partie les principes de la Backward Induction au cas du gain déva-
lué, mais en se limitant aux stratégies stationnaires (indépendantes du temps) :

Gri = lim E (i 5t7’<5t/H<St>)>

— 00 =0

ot & €]0,1[ est le facteur de dévaluation des récompenses. Le probleme de la recherche
d’une stratégie optimale est formulé par (Cf. (3.5))

G" = max Gpg
e AS

ou IT parcourt I'ensemble des regles de décision. Cette équation se réécrit

T
G* — max Th_r}r;oIE (;} St T’(St/ﬂt)> = n‘};’;lxIE (2 5 r(sy, at)> .
De maniere heuristique, sans étre trop précis sur le sens des différentes espérances, on peut
écrire

G* = IIE?X]E [r(so,ao) +6 rr}l?xlE [r(sl,al) + érr;?xlE [7(s2,a2) + ... ]H :
Comme nous cherchons une stratégie stationnaire, les différents maximums de cette ex-

pression sont calculés de maniére similaire. En s’inspirant de la Backward Induction, on
introduit les équations

V(s) = max [r(s,a) +8) pss(@)V(s)|,s€S8 (3.11)

s'eS

appelées équations d’optimalité ou équations de Bellman. Elles définissent implicitement une
fonction s — V/(s), dont la valeur V (s) représente le meilleur gain que I'on peut obtenir en
partant de I’état s. De la méme maniere, les actions a(s) réalisant ces maximums définissent
la regle de décision optimale.

Il n’est pas évident que I’équation (3.11) admette une solution, mais le théoréeme suivant
répond positivement a cette question :

Théoreme 1. I existe une unique fonction V : S — R solution de I'équation (3.11).

Démonstration
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3.4. Méthodes de résolution classiques d'un MDP

On considere I'opérateur de Bellman

par
BV): § —- R
s+ max|r(s,a)+8 ) pss(a)V(s')].
ac A sesS g

L’existence et 1'unicité d"une solution au probleme (3.11) équivalent a I'existence d"un unique point fixe pour
I'opérateur B. La démonstration consiste a prouver que B est une contraction, et d’appliquer le théoreme du
point fixe de Banach [26]. Soient V et V deux fonctions de S dans R, et s € S. Supposons que B(V)(s) <
B(V)(s), et notons

a*(s) = argmax (r(s,a) +45Y ps,s/(a)V(s’)>.

acA s'eS
Alors, par hypothese

0 < B(V)(s) = B(V)(s) = r(s,a*(s)) + /Zggps,s/(ﬂ*(S))V(S') — max <Y(S/ﬂ) +9 /ngps,s/(ﬂ)V(S’))

On en déduit que

puis, comme Z pss(a*(s)) =1,
s'eS

0.< BV)(s) = BV)(5) < & max|V(s) — V(5]

Lorsque B(V)(s) > B(V)(s) on raisonne de maniére similaire, en échangeant les roles de V et V, pour obtenir

0.< BV)(s) ~ BV)(s) < 8 max|V(s)) ~ V(s').

On conclut que

max [B(V)(s) = B(V)(s)| < & max |V(s') = V(s')],

ce qui montre que 1'opérateur B est une contraction (de facteur J) dans I'espace de Banach (IRS - ||oo) La

démonstration est achevée en appliquant le théoreme du point fixe de Banach. O

La méthode Value Iteration s’inspire directement de cette démonstration et du théoréeme
du point fixe auquel il fait appel. Elle consiste a appliquer de maniere répétée I'opérateur
B, jusqu’a obtenir un point fixe V*. Cette fonction permet ensuite de déterminer l’action
optimale a*(s) a partir de

a*(s) = argmax |r(s,a) +0 Y_ pss(a) V*(s')|, s € S.
acA s'eS

La regle de décision optimale est alors donnée par la fonction
IT:s+ a*(s).

L’algorithme 3.2 décrit I'exécution de k itérations de cette méthode. Le choix de la fonc-
tion initiale Vj est arbitraire, et n’a pas d’incidence sur la limite de la suite (Vj)y.
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Algorithme 3.2 — Value Iteration

1 Choisir Vj € R
2 pour t =1 a k faire

3 pour s € S faire
Vi(s) < max <r(s,a) +8 Y psla) Vt_l(s’)>
4 aeA s'eS
5 fin
6 fin

7 pours € S faire

a*(s) < argmax (r(s, a)+08Y ges Pss(a) Vk(s’)>
acA

9 fin

10 retourner a*(s), s € S

La convergence de cet algorithme est garantie par le théoréeme du point fixe. Pour limiter
le nombre d’itérations, on peut munir cet algorithme d’un critere d’arrét comme :

Vils) — Via(s)| <& s € S
ol ¢ est un seuil fixé a ’avance.

Remarque 5. — Le nom Value Iteration s’explique par le fait que cet algorithme agit itérative-
ment sur la fonction de valeur V;.
— Comme pour la Backward Induction, l'unicité des actions optimales a* en sortie n'est pas
garantie> (Cf. remarque 4).

Pour finir, nous donnons la complexité algorithmique de cette méthode.

Proposition 2 (Complexité de la Value Iteration). L'algorithme 3.2 s’exécute en temps O (k A S?).

Démonstration

A la ligne 4 de lalgorithme on trouve V;(s) ¢+ max r(s,a)+6 Y psy(a) Vi_1(s') |. Lopérateur max et la
ac seS

somme nécessitent le parcours complet de I'ensemble des états et actions, soit AS opérations. Ce calcul est

répété kS fois, d’ot1 la proposition énoncée. O

3.4.3 Policy Iteration

Cette méthode classique de résolution d'un MDP est fortement inspirée par la précé-
dente. Nous restons dans le cas dévalué :

GH - %EIJO]E (i (5tr(st,H(st))> .

t=0

3. A cause de I'opérateur argmax
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Pour les mémes raisons que celles invoquées dans la partie 3.4.2, on s’intéresse aux équations
d’optimalité :

V(s) = )46 Y pa(a)V(s)|,s€S.
(s) max r(sa)+5§gp,(a) ()], se

La Policy Iteration consiste a proposer une politique et a 'améliorer au cours des itérations.
L’algorithme 3.3 décrit k itérations de cette méthode.

Algorithme 3.3 — Policy Iteration

1
2
3

Choisir ao € AS

pour t =1 a k faire

Résoudre, en {V (s) }scs,

V(s) =r(s,a;-1(s)) + 9 Z pss(ai—1(s))V(s'), s €S
s'eS
pour s € S faire
a;(s) < argmax (r(s, ai-1(s)) +0 Y pss(ai-1(s)) V(s’))
acA s'eS

fin
fin
retourner ax(s), s € S

Cet algorithme retourne une fonction s — ax(s) qui tend vers une stratégie optimale lorsque
k — oo.

Remarque 6. — La principale différence avec la Value Iteration réside dans le fait que cette mé-

thode améliore progressivement la stratégie* (Policy), et non la valeur.

— Comme dans la partie précédente, on peut ajouter un critére d’arrét de la forme

Vi(s) = Viea(s)| S, s €S

pour limiter le nombre d’exécutions de I'algorithme. Comme les valeurs sont croissantes au
cours de I'exécution [123] on peut montrer qu’elles convergent.

— La stratégie (Policy) ne converge pas nécessairement, du fait qu’elle n'est pas unique® (Cf.

remarque 4).

— Il est montré [156] que le nombre d’itérations est borné par un terme d’ordre O(S x A).

On termine cette présentation par la complexité de I'algorithme 3.3.

Proposition 3 (Complexité de la Policy Iteration). L’algorithme 3.3 s’exécute en temps
O (k(S® + A S%)).

Démonstration

4. Les lignes 4 — 6 sont interprétées comme l'affinage de la stratégie.
5. A cause de I'opérateur argmax
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La résolution du systeme linéaire  la ligne 3 s’effectue en O(S%) opérations . Le calcul de la ligne 5 nécessite
la parcours de I'ensemble des actions (pour I'opérateur max) et des états (pour la somme), et est répété S fois.
On en déduit la complexité énoncée a la proposition. O

3.4.4 Programmation linéaire

Cette derniere méthode differe des autres par le fait qu’elle n’est pas réservée aux MDP.
Le terme programmation linéaire fait référence a une méthode tres générale d’optimisation
sous contraintes. Nous restons a nouveau dans le cas dévalué et les stratégies stationnaires

Gpp = lim E (i 5tr(st,H(st))> .

T—o0 =0

Pour les mémes raisons que celles invoquées ci-dessus, on s’intéresse a I’équation d’optima-
lité (Cf. (3.11))

V(s) = max [r(s,a) +6) pse(@)V(s')|,s€S. (3.12)

= s'eS

L’idée est de formuler ce probleme comme le probleme d’optimisation

Minimiser ) V(s) (3.13)
seS
sous les contraintes
V(s) >r(s,a)+3 ) pse(a) V(s'), Vs € §,Va e A (3.14)
s'eS

Intuitivement, cette méthode consiste a trouver la plus petite fonction surestimant 1’équation
d’optimalité (3.12)°. On peut montrer que ce probléeme admet une solution unique ([16],
Volume 2, paragraphe 1.3.4), et qu’elle résout le MDP :

Théoreme 2. L'unique solution du probleme d’optimisation (3.13), (3.14) est la solution de I'équa-
tion d’optimalité (3.12).

Démonstration

Soit V la solution du probléme linéaire (3.13), (3.14) et V* la solution de (3.12). Notons a nouveau B I'opéra-
teur de Bellmann”. Sous forme fonctionnelle, (3.13) et (3.14) s’écrivent

Minimiser ) _ V(s)
seS

sous la contrainte
V > B(V).

Comme l'opérateur B est croissant, ona V > B(V) > B>(V) > B3(V) > ... > V* (on rappelle que V* est le
point fixe de l'opérateur B). Par conséquent Y ;s V(s) > Y scs V*(s), et V* vérifie trivialement la contrainte
(3.14). On conclut par unicité de la solution du probleme linéaire que V* = V. O

6. Comme nous avons montré au théoréeme 1 qu’il existe une solution a cette équation, I'ensemble de fonc-
tions considéré est non vide.
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Résolution d'un probléme d’optimisation linéaire Il existe plusieurs méthodes de réso-
lution d"un probléme d’optimisation linéaire. Une des plus populaires, et sans doute la plus
connue, est celle du simplexe. Elle repose sur 1’observation suivante : la contrainte linéaire
(3.14) définit un polytope convexe (non vide). La fonction objectif }_ s V(s) est une fonction
convexe, et atteint donc son minimum en un des sommets de ce polytope.

L’algorithme classique développé par Dantzig [44] consiste a choisir un sommet initial,
puis a parcourir a chaque itération une aréte (issue de ce sommet) le long de laquelle la fonc-
tion objectif diminue. Le choix de cette aréte est appelée pivotage, et peut simplement étre
l'aréte de la plus forte diminution. L’algorithme se termine lorsqu’on ne peut plus améliorer
la fonction objectif.

Bien que la méthode du simplexe ait fourni des résultats satisfaisants, elle a des limites
en termes de temps de calcul. Le probléme réside dans le choix de la régle de pivotage. Klee
et Minsky ont montré [86] qu’avec un mauvais choix, le nombre d’itérations de 1’algorithme
peut étre exponentiel.

Lorsque toutes les valeurs p,¢(a) et r(s,a), s,s" € S,a € A, sont rationnelles, on peut
utiliser 1’algorithme décrit dans [84]. Cet algorithme résout le probleme d’optimisation li-
néaire (3.13), (3.14) en temps polynomial, mais peut étre tres lent en pratique [103].

3.4.5 Bilan

Dans cette partie, nous avons présenté les méthodes de résolution classiques d"un MDP.
Les trois premieres exploitent fortement le caractere markovien de ’évolution du processus,
tandis que la quatriéme englobe le probleme dans le domaine de I'optimisation linéaire sous
contraintes.

Nous mentionnons que ces méthodes fournissent une stratégie optimale sans mémoire,
c’est-a-dire un ensemble de des régles de décisions qui ne dépendent que de 1’état courant.
On pourrait considérer les stratégies dont les regles de décision dépendent des actions et
états passés 8. En vérité, dans [123] il est démontré que parmi toutes ces stratégies, celles qui
sont sans mémoire sont optimales, ce qui permet de restreindre la recherche d"une stratégie
optimale a cette derniere classe.

Les méthodes présentées fournissent une stratégie optimale en un temps (au mieux) po-
lynomial vis-a-vis du nombre d’états et actions. Ces complexités algorithmiques les rendent
inadaptées aux grands MDDP, et en particulier aux MDP Multi-Agents que nous présentons
dans la partie suivante.

3.5 Les Processus Décisionnels Markoviens Multi-Agents

A ce stade nous avons donné la définition formelle d'un MDP classique et passé en
revue quelques méthodes de résolution. Cette partie est consacrée a 1'utilisation des MDP
pour formaliser les systemes multi-agents.

8. C’est-a-dire un historique du passé du systeme.
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3.51 Les MMDP

Nous présentons ici la maniére la plus naturelle pour représenter un SMA a l’aide d'une
MDP [23]. Il s’agit d"une description vectorielle de ’ensemble des états et actions des agents.
Pour simplifier, on suppose que les agents partagent le méme espace d’états fini S, et le
méme espace d’actions fini .4,. Il sera également supposé que ces agents évoluent de ma-
niére synchrone a des instants discrets 1,2, . . ..

Etats L'état du systeme a l'instant ¢ est décrit par le vecteur s; = (s},s?,...,sN), ot la

composante s} représente I'état de ’agent n a I'instant ¢. La variable d’état s; prend donc ses
valeurs dans I'espace S = SN.

Actions De la méme maniére, 'action du systeme a l'instant t est le vecteur a; =
(a},a?,...,aN) qui prend ses valeurs dans l'espace A = AY. La n-iéme coordonnée a/, de ce
vecteur représente 1’action de 1’agent n a I'instant ¢.

Loi d’évolution A priori, la loi d’évolution du systéme est globale. Cela revient a dire qu’il

existe un ensemble de probabilités de transition <Ps,s/ (a)) qui décrit les changements
s,s'eS
d’état de I'ensemble des agents, lorsqu’une action collective a est sélectionnée. On notera

P(a) = < Ps.s (a)) la matrice de transition correspondante.
s,8'eS

Récompense Dans ce contexte la récompense du systéme est une fonction globale? r :
(s,a) —r(s,a).
Le MDP (S, A, P, r) formé par ces données, est appelé Multi-Agent MDP (MMDP [23]).

Il évolue selon le schéma ci-dessous.

t=0 t=1
Etat Action Etat Action

1 1
n 1 S ay
o] 9 (a,) 2 a?
% ap 5 — ay =
| o= : psg/sl 0 $1 : 1 ; o o o
K z oV N
N N L L5}

ay

A

Récompense Récompense

7(s0,40) r(s4,4;)

Figure 3.6 — Evolution d’un MMDP avec une suite d’action (ag,a1,...)

Pour le MDP ainsi défini, une regle de décision I1 : s > a est une fonction globale, dans
le sens ot elle détermine l'action collective en fonction de 1’ensemble des états des agents.

9. Par globale, nous entendons qu’elle fait intervenir 1'état complet du systeme
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La n-ieme composante 71, de la fonction IT est la régle de décision individuelle de I’agent n,
et dépend a priori de I'état global :

7in(s)

Pour simplifier, on s’intéresse aux stratégies stationnaires (I, IT,...), identiques a chaque
instant.

Etant donné un gain Gy choisi parmi les propositions de la partie 3.2.2, le probleme
d’optimisation

max Gy (3.15)
IleAS

correspond a la recherche d’une stratégie collective maximisant la réussite globale. Cette
formulation présente toutefois quelques difficultés que nous discutons dans la partie 3.5.2.

3.5.2 Discussion

Les techniques de résolution proposées dans la partie 3.4 permettent en théorie de dé-
terminer une stratégie optimale vis-a-vis de I'objectif du systeme. Dans le cas des systemes
multi-agents, cette approche a cependant quelques limitations, que nous discutons ici.

3.5.2.1 A propos de la récompense globale

Le fait de définir une récompense au niveau global limite I’approche aux systemes dont
les agents poursuivent un but commun, c’est-a-dire les systémes multi-agents coopératifs.
De plus I’ensemble des regles de décision considérées dans le probléme (3.15) sont globales,
ce qui borne 'application aux systémes a controle centralisé. Ce dernier point est antino-
mique avec la nature des systemes multi-agents auxquels s’intéresse cette these.

3.5.2.2 A propos de la stratégie optimale

La résolution d’'un MDP passe par une équation d’optimalité qui peut avoir plusieurs
solutions, qui correspondent a plusieurs comportements optimaux pour les agents. Méme
lorsque les agents ont connaissance de toutes ces solutions, ils n’ont pas nécessairement les
capacités pour tous choisir collectivement la méme stratégie optimale. Cette difficulté peut
étre surmontée en conférant des capacités de communication (dépassant la simple rationa-
lité) aux agents, ou bien en hiérarchisant les différentes stratégies.

3.5.2.3 A propos de la connaissance du systéme

Par définition, les MDP résolvent des probléemes qui sont fermés, et completement défi-
nis. Certains problemes rencontrés peuvent avoir des populations d’agents variables et un
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ensemble d’états qui peut varier au cours du temps. Il se peut également que les agents aient
une connaissance incompléte de 'état du systéme.

Ces spécifications excluent les méthodes présentées a la section 3.4 qui utilisent de ma-
niére cruciale la loi d’évolution du systéme, ainsi que la récompense du systeme. Pour ap-
pliquer les algorithmes présentés, il faut connaitre la fonction de récompense r et les proba-
bilités de transition p; ¢ (a). Un explication possible est que les stratégies recherchées sont
sans mémoire (Cf. section 3.4.5), ce qui induit que la connaissance instantanée de 1’état du
systeme doit permettre de choisir une action optimale.

Si la fonction de récompense, les probabilités de transition et I’état du systeme ne sont
que partiellement connus par les agents il est possible que les agents ne soient pas en me-
sure de déterminer leur action optimale. Afin de pouvoir prendre une décision judicieuse et
suffisamment informée dans ce contexte, on peut considérer des stratégies qui utilisent des
expériences passées.

Il existe des méthodes d’apprentissage dans lesquelles la récompense et les proba-
bilités de transition sont ignorées par les agents, et apprises a travers leurs valeurs
{r(st,ar)}, {Psi,s:.1 (a) } prises au cours du temps. On peut consulter [28] et [65] pour ce type
de méthodes dans le cadre des MDP.

3.5.2.4 Limites mathématiques

Jusqu’a présent, toutes les objections soulevées concernent la capacité des MDP a re-
présenter correctement les SMA. Méme dans le cas ott un MMDP représente parfaitement
un SMA (connaissance compléte, ...) il demeure des difficultés mathématiques, d’ordre cal-
culatoire. La raison essentielle est que les équations d’optimalité deviennent rapidement
insolubles.

L'espace d’états du systtme S = SN et I'espace des actions du systeme A = AY ont
une taille exponentielle par rapport au nombre d’agents N. La complexité de calcul de la
value V et des stratégies optimales croit donc de maniére explosive. Reprenons 1'équation
d’optimalité (3.11) :

V = ’ 5 s s/ V ! 7 7
(s) max r(s,a) + Sgp,(a) (s)],ses

il s’agit en réalité d'un systeme non linéaire formé d’autant d’équations que d’états du sys-
téme, soit |S,|V. Par ailleurs le maximum est réalisé sur ’ensemble des actions, au nombre
de | A,|". Les algorithmes de résolution présentés en section 3.4 sont inutilisables a cause de
cette croissance exponentielle. Comme leurs complexités sont toutes polynomiales vis-a-vis
du nombre d’états et actions du systeme, elles croissent de maniere exponentielle avec le
nombre d’agents.

Une derniere objection vient lorsque, en dépit les difficultés invoquées, une stratégie op-
timale est trouvée. En fixant la stratégie I, 1’état du systeme (s;); évolue comme une chaine
de Markov. Lorsque l'espace d’états S = SN est grand, il peut étre difficile de I'étudier
formellement.
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Ces remarques laissent un peu pessimiste quant a la possibilité de trouver une straté-
gie optimale pour les agents. Pour l'instant, nous allons les ignorer et présenter quelques
variations des MMDP qui permettent d’avoir une représentation plus réaliste des SMA.

3.5.3 MMDP et jeux de Markov

Le formalisme des MMDP est proche de la théorie des jeux, et notamment des jeux de
Markov [135]. Un jeu de Markov a N joueurs est défini par un quadruplet (S, A, P, (,)x)
ou
— S est I'espace d’états du jeu. Il peut étre factorisé : S = xN_| S, ou S, est 'espace
d’états du joueur n.

— A= xN_ A, est'espace des actions collectives. L'ensemble A, est 'espace d’actions
de l'agent n.

— P définit les probabilités de transition : pour une action collective a € A, P(a) est la
matrice de transition du systéme sur l'espace S.

- La fonction r,, : A — R représente la récompense individuelle du joueur 7.

Un jeu de Markov évolue comme un MMDP (figure 3.6), mais la satisfaction d’un état s et
une action collective a est représentée par une suite de récompenses individuelles (7, (s, a)),
attribuées aux différents joueurs. A tout jeu de Markov, on associe un ensemble de pro-
blémes d’optimisation, qui consiste 8 maximiser les gains individuels (dévalués)

E (i 8 ry(st ap) | so = s) .

t=0

Sil’on exprime ce probleme en termes de stratégies, on cherche a maximiser

Vil(s) =E (i 81 (s, T1(s1)) | s0 = s) :
=0

ou Il parcourt 'ensemble des stratégies collectives. Lorsque tous les agents partagent la
méme récompense 7, ce dernier probleme équivaut a un MMDP.

Dans le cas général, soit IT = (71y,...,7Ty) une stratégie collective. On note IT™" =
(7Tm) 1, 4n la stratégie réduite, obtenue en enlevant la stratégie de I’agent 7. Une stratégie
locale 7t;; est la meilleure réponse de I'agent n s’il ne peut pas obtenir un meilleur gain en
changeant individuellement de stratégie.

V™) > yodl™) ym e A8,

On appelle équilibre de Nash une stratégie IT* = (77, ..., y,) formée de meilleures réponses.

La définition d'un MMDP en termes de jeu de Markov permet de remplacer la recherche
d’une politique collective optimale par la recherche d’un équilibre de Nash. Cette traduc-
tion exprime plus précisément des situations ot les agents ne sont pas capables de choisir
collectivement leur stratégie, et ot1 ils peuvent seulement spéculer sur les stratégies de leurs
congéneéres et répondre de la meilleure maniere possible. Le formalisme des jeux de Markov
permet donc d’intégrer le probleme de la coordination des stratégies.
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3.5.4 Les variantes partiellement observées : DEC-POMDP et DEC-MDP

En général, les agents d’'un SMA ont une vision partielle et incompléte du systéeme [58].
Les MMDP tels que nous les avons définis a la section 3.5.1 ne permettent pas de prendre en
compte cet aspect. Pour cette raison [15] a introduit le modele DEC-POMDP (Decentralized
Partially Observable Markov Decision Process) qui permet de distinguer 1’état du systéme et ce
que les agents en percoivent (les observations).

3.5.4.1 Définition formelle

L’essentiel des composants d'un MMDP est conservé :
— On considére toujours une collection de N agents partageant le méme espace d’états
S, et d’actions A,, qui évoluent de maniére synchrone a des instants discrets notés
1,2,...
— Comme dans le cadre des MMDP, 'espace d’états du systeme est le produit cartésien
S = SN, et 'espace d’actions est A = AV,
— La regle de transition ne différe pas de celle d'un MMDP, et est définie comme un

ensemble de probabilités de transition {ps¢(a)} formant une matrice

s,8'eS

P(o) = (oot

s,s'eS

— La récompense est une fonction globale r(a, s).
A ces ingrédients, on ajoute une variable d’observation, qui est un vecteur

1 2 N
0y = <Ot’ot""’0t >.

La n-ieme composante o} représente I’'observation de 1’agent 7 a I’instant ¢.

On peut supposer, pour simplifier, que toutes les observations des agents vivent dans un
méme espace fini O,, et noter O = ON I’espace des observations du systéme.

La variable d’observation O dépend de maniére probabiliste de I'état et de 1’action du
systéme, c’est-a-dire qu’il existe une probabilité IP; ,(0) d’observer o lorsque 1’action a est
réalisée dans I'état s. On note IP(0) = (Ps,4(0)), , la matrice des probabilités d’observation.

Le vecteur (S, A, O, P, r,IP) définit alors un DEC-POMDP. Le schéma 3.7 montre 1’évo-
lution d'un DEC-POMDP avec une suite d’actions fixée.
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Figure 3.7 — Evolution d'un DEC-POMDP avec une suite d’actions fixée

A la différence d’un MMDP, les agents choisissent leur action en fonction de leurs obser-
vations, et non en fonction de I'état du systéme. Une regle de décision est donc une fonction

I1: 00— A.
Nous verrons dans le paragraphe 3.5.4.1 que cette fonction induit une complexité algorith-

mique élevée.

Et la recherche d"une stratégie optimale stationnaire est formulée par :

max Grp (3.16)
ITeA©

ou Gy est un gain choisi parmi les propositions de la partie 3.2.2. Ce probleme d’optimisa-
tion revient a chercher la meilleure décision collective qui optimise le gain du systéme pour
un ensemble d’observations donné.

Cas particulier des DEC-MDP Lorsque I’ensemble des observations permet de retrouver
I'état complet du systeme, alors le systéme est dit collectivement observable. Cette définition
équivaut a l’existence d"une fonction :

J:O— S

de sorte que Ps,(0) > 0 = J(0) = s. En d’autres termes, un ensemble d’observations
détermine de maniere unique 1’état du systeme. Un DEC-POMDP collectivement observable
est appelé DEC-MDP.

3.5.4.2 Complexités algorithmiques

Dans [15] la difficulté pour résoudre un DEC-POMDP ou un DEC-MDP est exprimée en
termes de complexité algorithmique. Précisons clairement le contexte de ces résultats :

«Ftant donné une durée T et un entier K, on cherche une politique IT telle que Gy > K »
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ol Gy désigne le gain sur une période finie de durée T. Ce probleme est désigné par P.
Théoréme 3. Pour N > 2, le probleme P pour un DEC-POMDP est NEXP-complet.

Théoreme 4. Pour N > 3, le probléme P pour un DEC-MDP est NEXP-complet.

Ces théoremes sont démontrés dans [15].

La classe de complexité NEXP est formée par les problemes auxquels une machine de
Turing non déterministe peut répondre en temps exponentiel.

En termes simples, un algorithme séquentiel, capable de choisir le cheminement de ses
calculs lorsqu’un choix se présente, a besoin d'un temps au moins exponentiel pour ré-
pondre au probleme P. Un probléme est dit NEXP-complet sil est dans la classe NEXP, et au
moins aussi difficile 1° que tous les autres problemes qui sont NEXP. Ces résultats montrent
donc qu’au-dela de quelques agents, il est calculatoirement impossible de résoudre un DEC-
POMDP ou un DEC-MDP en temps raisonnable.

En conclusion, les extensions DEC-POMDP et DEC-MDP présentées dans cette partie
permettent de prendre en compte l'observabilité partielle et incomplete du systéeme des
agents. Il n’est pas surprenant de voir la difficulté de résolution croitre au-dela de celle des
MMDP.

3.5.4.3 Discussion

Les théorémes 3 et 4 ne font aucune hypothese sur la forme du modele considéré. En
particulier ils n’écartent pas certains cas pathologiques, qui expliquent des temps de calcul
élevés, comme :

— des observations extrémement réduites. Par exemple, lorsque les agents ne percoivent

que leur propre état.

— une loi d’évolution hautement couplée. Par exemple, lorsque la transition d’un agent

dépend des états et actions de tous les autres agents.
Ces situations ne sont pas pertinentes pour les systemes multi-agents étudiés dans cette
thése, ol les agents ont généralement une perception dépassant leur état personnel, et ne
sont affectés que par un nombre d’agents limité.

Ainsi, lorsqu'un DEC-POMDP possede une structure particuliére il peut étre possible
de le résoudre en temps raisonnable. Il existe en effet des méthodes performantes pour cer-
taines classes de DEC-POMDP, dont quelques-unes sont présentées dans la partie 3.7. Avant
cela, nous présentons d’autres extensions des MMDP.

3.5.5 Autres variantes

Il existe de nombreuses variantes des MMDP, prenant en compte différents aspects des
SMA. Nous en présentons rapidement quelques-unes dans cette partie.

10. Une définition précise de cette notion est donnée dans [119] p.159.
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3.5.51 GMDP

La localité des interactions entre agents est une caractéristique importante des systémes
multi-agents étudiés, et n’a pas encore été prise en compte a ce stade. Les GMDP (Graph
Markov Decision Processes) [40] permettent d’'intégrer cet aspect, en joignant au MMDP un
graphe G qui représente les dépendances entre agents.

Le graphe de dépendance contient autant de noeuds que d’agents, et représente les in-
teractions locales de la maniere suivante :

L’agent i dépend de 1’agent j si et seulement si le graphe G contient l’aréte (i, j).

De la méme fagon le voisinage V; d'un agent i est défini comme 1’ensemble des noeuds reliés
au noeud i. Ces voisinages sont généralement supposés statiques, c’est-a-dire qu’'un agent
interagit toujours avec les mémes agents au cours du temps.

Ces voisinages permettent de définir la notion de localité pour les différents éléments du
MMDP.

La loi d’évolution est locale et factorisée si elle s’écrit :

N
pss(a) = H Pgn,s;, (v, an),
n=1

c’est-a-dire : les transitions des agents sont indépendantes, et la probabilité de transition
d’un agent n ne dépend que des états de ses voisins sy, et de son action personnelle.

La récompense d"un GMDP est locale si elle s’écrit :

N
r(s,a) =Y _ rul(sy, an),
n=1

ce qui revient a dire qu’elle est la somme de récompenses individuelles, et que la récompense
individuelle de I’agent n ne dépend que de I'état de ses voisins et de son action personnelle.

Une stratégie IT = (71,...,7ty) d’'un GMDP est locale si chacune de ses composantes
dépend localement des états des agents. Plus précisément, la regle de décision de I'agent n
ne dépend que des états des voisins de n :

Tty Sy, — ay

Cependant, méme dans le cas spécifique ot la loi d’évolution et la récompense sont
locales et factorisées, il n’existe pas de méthode efficace a ce jour pour résoudre les grands
GMDP. Des méthodes approximatives ont été essayées, basées sur des techniques de champ
moyen [131] ou de méthodes variationnelles [125]. La méthode de programmation linéaire
présentée dans la section 3.7.1 permet toutefois de résoudre certains GMDP de maniere
approchée.

3.5.5.2 GO-DEC-MDP

C. Goldman et S. Zilberstein définissent les GO-DEC-MDP (Goal Oriented Decentralized
Markov Decision Processes) [66]. Ce modele identifie un certain ensemble d’états comme des
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objectifs a atteindre. Ces états génerent une récompense, tandis que tous les autres états
donnent lieu a des pénalités.

Le probleme de savoir s’il existe une stratégie permettant d’obtenir un gain supérieur a
un certain entier donné (voir partie 3.5.4.2) est NEXP-complet [66].

Le formalisme des GO-DEC-MDP est donc adapté aux situations ot il n’y a pas réel-
lement de gain permanent, associé a chaque état et action, et o1 I'on souhaite emmener le
systeme dans certains états. La résolution d"un tel MDP permet de planifier les actions que
prendra le systéme pour y parvenir. Cependant, la difficulté calculatoire de cette résolution
(NEXP) met les GO-DEC-MDP hors de portée pour les grands systemes.

3.5.,5.3 COM-TMDP

D. V. Pynadath et M. També proposent les COM-TMDP [124]. Cette extension des MMDP
introduit deux notions supplémentaires :
— Les agents ont la possibilité d’échanger des messages au moment de choisir leur ac-
tion. Ces messages peuvent éventuellement engendrer un cofit.
— Les agents ont la possibilité de formuler un état de croyance du systéme, en se basant
sur leurs observations personnelles et les messages recus.
Les auteurs proposent également deux algorithmes permettant de les résoudre, appelées
JESP (Joint Equilibrium based Search for Policies) et DP-JESP (Dynamic Programming Joint Equi-
librium Based Search for Policies). Ces algorithmes utilisent la méme idée : tous les agents -sauf
un- fixent leur stratégie et le dernier résout un MDP «local» dont il est le seul acteur. Cette
démarche sera utilisée, et expliquée plus en détail dans la partie 3.7.2.

Bien que JESP et DP-JESP convergent théoriquement vers un équilibre de Nash, leur cotit
calculatoire est immense. Dans [124], les auteurs les mettent en oeuvre sur un probléme
partiellement observables, avec 2 états, 3 actions, et 2 observations possibles par agent. Il
s’avere que JESP ne fonctionne en temps raisonnable que pour un MDP sur une durée finie
de T < 2, tandis que DP-JESP fonctionne en temps raisonnable pour T < 7.

Les COM-TMDP permettent donc de prendre en compte la communication entre agents,
ce qui leur confére une bonne expressivité pour décrire les systémes multi-agents étudiés
dans cette thése. Ils sont cependant difficiles a résoudre, méme dans des cas tres simples.

Pour conclure sur ces extensions, disons qu’il est possible d'introduire des spécifications
supplémentaires sans trop s’écarter du modéle DEC-POMDP. Le fait d’augmenter 1'expres-
sivité du modeles a cependant un cofit en termes de difficulté de résolution, et de fagon
générale les modeéles plus riches sont manifestement plus difficiles a résoudre.

Précisons pour finir qu’il existe une vaste littérature sur les MDP Multi-Agents, et une
importante variété de modéles prenant en compte différents aspects. Une liste de variantes
supplémentaires est trouvée dans [116, 136, 135].
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3.6 Retour al’exemple des couloirs: extension au cas partiellement
observé

Reprenons 1'exemple de la partie 3.3. Un groupe de N personnes se trouve dans une
piéce, et souhaite traverser un couloir pour se rendre dans une piece voisine. Le couloir a
une certaine capacité c qui limite le nombre de passages simultanés a chaque moment.

3.6.1 Définition du DEC-POMDP

Dans la partie 3.3, nous avons traité ce probleme sous 1’hypothése d"une observabilité to-
tale de I'état du systeme et ’échangeabilité des individus. Dans cette partie, nous supposons
que les individus n’observent 1’état du systéeme que partiellement, et plagons 1’exemple dans
le cadre des DEC-POMDP. Chaque personne dans la piece initiale pergoit un sous-ensemble
des personnes présentes dans cette piece. Elle observe chaque personne avec probabilité «
et s’observe toujours elle-méme, soit 1 + (s; — 1)a personnes en moyenne.

On définit alors la variable d’observation o,(t) de la personne 7 a 'instant f comme le
triplet

0, (t) = (ng,n1, Coll)

N

ol
— np est le nombre de personnes observées.
— 11 est le nombre de personnes observées qui ont essayé de traverser le couloir entre
les instants t — 1 et ¢.
— Coll est un booléen qui indique si ces 117 personnes sont parvenues a traverser le cou-
loir ou si une collision a eu lieu. La variable Coll n’est définie que si 1y > 0.
01(t)
Onnotera O(t) = : la variable d’observation du systeme. Elle dépend de maniére

on (t)
aléatoire de I'état et de I'action précédente. L'espace des observations de chaque agent est

Oa = {(no,nl,COll) , 1<ny<N,0<n; <ny, Coll € {0/1}}

et a un cardinal de 'ordre de N?. L'espace d’observation du systéme est O = OV et a un
cardinal de l'ordre de N?N. Avec cette variable d’observation, nous avons placé le probléme
dans le cadre des DEC-POMDP.

3.6.2 Stratégies et probléme d’optimisation

On souhaite que les personnes décident de traverser le couloir en fonction de cette obser-
vation (et ignorent en particulier la capacité du couloir). Comme les personnes se trouvent
initialement dans la méme piece, il n’est pas exclu qu’elles aient des observations identiques
et prennent la méme décision a I'unanimité : toutes traversent ou personne ne traverse (si la
régle de décision est déterministe). Pour éviter ce genre de situations, nous considérons les

65



Les Processus Décisionnels Markoviens

stratégies aléatoires, c’est-a-dire les fonctions
Tty : Op — Pn

qui prescrivent a chaque observation la probabilité de s’engager. Comme nous avons sup-
posé les individus identiques et échangeables, les regles de décision individuelles sont iden-
tiques:m =M = ... =7y = TT.

Une stratégie collective stationnaire est 'agrégation d’un ensemble de stratégies indivi-
duelles
01 7t(01)
IT: : =
ON 7'[(0 N)

Pour une stratégie collective donnée, le gain moyen sur une période finie [0, T| correspond
au nombre de personnes dans la deuxieéme piece (voir 3.3) et s’écrit

GH:N—IE<ST)

ot 'espérance est prise sur tous les états possibles {s1,...,s7}, toutes les observations pos-
sibles {01(0),...,0n(0),...,01(T),...,on(T)} et toutes les actions possibles {a,...,ar}.

3.6.3 Calcul d’une stratégie optimale
On cherche une stratégie stationnaire I1* maximisant
Gt = N — E(s7).

En s’inspirant des remarques faites a la partie 3.4.1, et en notant

— rla fonction de récompense,

— pss(a) la probabilité de transition,

- IP;,(O’) la probabilité d’observer O’ lorsque 1’action a est exécutée dans l'état s,
on peut évaluer une stratégie IT donnée a 1’aide de la relation de récurrence

Vii(s,0) =71 (s, TIO)) + Y Y pse(I1(0)) Py y0) (O') VH(s', O) (3.17)
s'eS0'eO

pour t = T at = 1. La valeur V!!(s,0) représente le gain obtenu a partir de I'instant ¢,
lorsque le systeme est dans 1’état s et observe O.

Pour un systéme dans un état initial sy avec une observation initiale Oy, la stratégie
IT* = (7%, ..., ) réalisant le maximum

G" = max <V(}_[(50,O())>

constitue la stratégie optimale.

Il n’est pas clair que ce calcul puisse étre réalisé de maniére efficace. Lorsque 1’ensemble
d’actions est fini et la stratégie est déterministe, on peut montrer [117] que le nombre de cal-
culs nécessaire pour évaluer une seule stratégie est doublement exponentiel en T. Dans notre
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cas, les stratégies aléatoires considérées sont paramétrées par des probabilités {7(0) },co,
dans I’ensemble infini [0, 1], et le calcul de leurs valeurs optimales est difficile.

Par ailleurs, il est probable que la stratégie optimale IT* fasse explicitement intervenir
la capacité ¢ du couloir, ainsi que la probabilité d’observation a. Il est intéressant d’étudier
a quel point 1’absence de ces informations limite la performance du systeme. Dans le para-
graphe suivant, nous allons précisément nous intéresser a cette question, dans le cadre du
probléme de traversée du couloir.

3.6.4 Quelques stratégies empiriques basées sur des connaissances partielles

Le probléme de traverser le couloir de maniére efficace, avec des agents qui observent
de maniere aléatoire I'état du systeme a été formulé comme un DEC-POMDP. En vertu des
remarques faites ci-dessus, nous allons nous intéresser a certaines stratégies heuristiques
qui sont basées sur des informations partielles.

Tout au long de cette section, les agents ignorent 1’état du systéme, c’est-a-dire le nombre
de personnes restantes. Le fait d’ignorer cette information globale nous rapproche des sys-
témes multi-agents ciblés dans cette these.

Dans les deux premieres stratégies heuristiques proposées, les agents disposent de la
connaissance de la probabilité d’observation «, et de la capacité du couloir. En gardant
en téte la résolution globale effectuée a la partie 3.3, les agents vont essayer de deviner le
nombre de personnes restantes pour déterminer la probabilité avec laquelle ils décident de
s’engager.

Rappelons cette solution. S’il reste s personnes dans la piece initiale et qu’elles s’engagent
toutes avec une probabilité p, la récompense moyenne vaut

re(s,p) = ik ( ,S( ) pr(1—py
k=1

L'argument p*(s) qui maximise p — r.(s, p) correspond a la stratégie aléatoire optimale.

Dans la troisieme et derniere stratégie heuristique, les agents ignorent a la fois la capacité
du couloir c et la probabilité d’observation «. En se basant sur leurs observations, les agents
vont progressivement ajuster la probabilité avec laquelle ils sollicitent le couloir.

3.6.4.1 Estimation moyenne du nombre de personnes restantes

Nous commencons par une stratégie simple ot les agents ont connaissance de la proba-
bilité d’observation et de la capacité du couloir, mais ou ils ignorent le nombre de personnes
restantes.

La stratégie proposée consiste a raisonner de la maniere suivante : chaque individu
restant (hormis soi-méme) est observé avec probabilité . Chaque agent observe donc
1+ (s — 1)a personnes en moyenne. Ainsi, pour 1y personnes observées, le nombre de per-
sonnes restantes dans la premiere piéce vaut environ

1’10—1
44

s = + 1.
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En supposant que ce nombre correspond exactement a 1’état du systéme s, I’agent peut uti-
liser la stratégie optimale calculée a la section 3.3. La probabilité optimale associée a cette
estimation § est

p* = argmax (rc(é, p)),
p

n@p%=iﬁ<i>pﬂl—m“k
k=1

est la récompense moyenne associée a la capacité c.

Nous avons fixé les parametres a N = 100, « = 0,05 et c = 2. Il y a donc une population
de 100 agents, qui s’observent avec une probabilité de « = 0, 05 et le couloir ne permet qu’a
deux personnes (au maximum) de traverser simultanément. A la section 3.3, nous avons
montré que si le nombre de personnes restantes est connu et vaut s, la stratégie optimale
consiste a essayer de traverser le couloir avec probabilité

1 sis € {0,1,2}
—(s=3)—+/(s—3)2+4(s—1)2—4 . .
2(—s%+2s) simon

Les agents vont utiliser cette formule en utilisant I’estimation § a la place de la valeur de s,
qui est inconnue. Les résultats des simulation sont représentés sur la figure 3.8.
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Figure 3.8 — Evolution du nombre de personnes restantes

La figure 3.8 montre que le nombre de personnes restantes décroit au cours du temps
jusqu’a atteindre 0. La décroissance est extrémement lente, il faut attendre t = 1800 pour
que la piece se vide. Ce résultat est a comparer au résultat trouvé a la section 3.3, ot les
personnes avaient une connaissance compléte de 1'état du systeme. Nous la rappelons ci-
dessous :
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100

Nombre de personnes restantes

50 100 150 200 250 300

temps

Figure 3.9 — Evolution du nombre de personnes restantes lorsque 1'état complet du sys-
teme est connu

La stratégie proposée a clairement une performance largement inférieure a celle de la
stratégie optimale.

La figure 3.10 montre la probabilité moyenne avec laquelle les personnes restantes s’en-
gagent. Cette probabilité évolue de maniére tres irréguliere, mais semble augmenter de ma-
niére chaotique au cours du temps.

Probabilité de sollicitation

T T T T 1
500 1000 1500 2000 2500

temps

Figure 3.10 — Evolution de la probabilité moyenne de sollicitation

Il s’agit d’'un comportement qui était attendu : quand il ne reste que peu de personnes,
il y a peu de chances que des collisions aient lieu. Les personnes restantes peuvent donc se
montrer plus audacieuses et demander a traverser avec une probabilité plus élevée.

3.6.4.2 Estimation de I’état global par maximum de vraisemblance

Un raisonnement plus fin consiste a faire une estimation statistique (et non moyenne)
du nombre de personnes restantes par une maximisation de la vraisemblance. S'il reste s
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personnes dans la premiére piece, la probabilité d’observer 1y personnes est

s
P(s,np,a) = a1 — g)sTtL
ng — 1
La deuxieme stratégie consiste a estimer le nombre de personnes restantes par 1’argument
$ qui maximise la vraisemblance s — ¢(s,np,a) 1. La probabilité optimale associée a cette
estimation est
p* = argmax (rc(é, p)) .

P

La figure 3.11 montre 1’évolution du systeme lorsque N = 100, x = 0,05 et c = 2.
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Figure 3.11 — Evolution du nombre de personnes restantes (a gauche) et de la probabilité
moyenne (a droite)

Ces courbes ont une allure similaire a celles de la figure 3.8 : le nombre de personnes
restantes décroit jusqu’a 0, et la probabilité moyenne de s’engager augmente a mesure que
la piece initiale se vide.

La performance de cette stratégie est meilleure que la précédente. La piece initiale se
vide plus rapidement qu’a la figure 3.8, et presque aussi rapidement que sous information
complete (figure 3.9). D’autre part, la probabilité moyenne avec laquelle les personnes res-
tantes s’engagent augmente plus rapidement, et de maniére plus stable que dans la figure
3.10.

3.6.4.3 Une stratégie empirique adaptative

La troisieme stratégie que nous proposons n’utilise ni la capacité du couloir c, ni la pro-
babilité d’observation «, mais nécessite le réglage au préalable d"un seuil K. Elle consiste a
ajuster progressivement la probabilité avec laquelle les agents s’engagent en fonction leurs
observations.

11. De maniére équivalente, on peut considérer l’argument s qui maximise la log-vraisemblance

s . A .
In [ < o — 1 ) a™~1(1 — a)s~™F1| et qui se préte généralement mieux au calcul.
0—
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A partir d’une observation (19, 11, Coll), chaque agent évalue empiriquement la propor-
tion d’agents qui ont essayé de s’engager a 'instant précédent avec le ratio 11 /ng. L'idée est
que si une collision a eu lieu, alors il faut s’engager avec un probabilité p inférieure a 11 /no.

La plus petite probabilité empirique observée est donc 1/, soit 1/as en moyenne.
D’autre part, les calculs effectués dans la partie 3.3 (avec observation totale) suggerent que
la probabilité optimale est inférieure (et proche de) c/s. Pour que les observations soient
significatives, il faut donc que 1/1 soit inférieur a c/s. Nous supposons donc que a > 1.

Cette stratégie consiste a fixer un nombre K a I’avance, faisant office de seuil, et a tenir le
raisonnement suivant :
- Si1 < ny < K, jobserve trop peu de personnes pour raisonner globalement, et j'essaye

de traverser avec probabilité 1/K.

— Sing > K, alors je définis la probabilité empirique par p = ny/no.

e Si une collision a eu lieu (Coll = 1), la probabilité empirique p est trop importante
par rapport a la capacité relative c/s. Je vais donc choisir de m’engager avec un
probabilité inférieure a ce ratio, en choisissant p = f(p).

e Sijen’aipas observé de collision ou si 77 = 0, la probabilité p est trop faible par rap-
port a la capacité relative c/s. Je vais donc choisir de m’engager avec un probabilité
inférieure a ce ratio, en choisissant p = g(f).

Les fonctions f et ¢ permettent respectivement d’augmenter ou diminuer la probabilité em-
pirique. On les choisit de sorte que f(1) < 1, f/(1) > 1 et g(0) = 0, ¢'(0) < 1. Ces condi-
tions assurent que la probabilité soit suffisamment diminuée (respectivement augmentée)
lorsqu’on observe des collisions avec une haute probabilité empirique (respectivement pas
de collisions avec une basse probabilité empirique). La figure 3.12 représente les fonctions f
et ¢ qui ont été choisies pour les simulations.

=) =3 =3
- S » -

Probabilité de sollicitation proposée

Probabilité de sollicitation proposée

=Y

T T T T 1
02 04 0.6 08 1

Probabilité empirique observée Probabilité empirigue observée

0 02 04 056 08 1

o

Figure 3.12 — Fonctions d’ajustement f (diminution, & gauche) et g (augmentation, a
droite)

La figure 3.13 montre 1’évolution du systeme avec « = 0,05, ¢ = 2 et K = 20. Les
probabilités de s’engager sont initialisées a 1 pour tous les agents, signifiant qu’il sont tres
agressifs en début de simulation.
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Figure 3.13 — Evolution du nombre de personnes restantes (a gauche) et de la probabilité
moyenne de sollicitation (a droite)

La courbe représentant 1’évolution du nombre de personnes restantes montre que dans
un premier temps (court) personne ne parvient a traverser le couloir. Pendant cette méme
période, la probabilité moyenne avec laquelle chaque personne sollicite le couloir décroit ra-
pidement sur la courbe de droite. Ensuite, les personnes commencent lentement a traverser
le couloir et la probabilité de sollicitation moyenne commence a croitre. Au-dela de t = 600,
la situation se débloque, et le nombre de personnes restantes diminue tres rapidement.

Cette stratégie est beaucoup moins performante que la stratégie optimale (calculée a
la partie 3.3). Elle possede cependant un avantage majeur : aucune connaissance sur les
parametres a et c du systeme n’est requise. De plus, elle possede un caractére adaptatif : la
probabilité avec laquelle les personnes s’engagent est ajustée en fonction des observations.
Il est possible que cette méthode permette de vider la piece méme si les coefficients a et ¢
varient au cours du temps.

Pour justifier la décroissance du nombre de personnes avec cette derniére stratégie, on
peut penser a étudier la chaine de Markov (s;, O(t));. Cette chaine de Markov posséde ce-
pendant un grand espace d’états, et par conséquent il est difficile d’étudier sa dynamique,
en raison de la taille de sa matrice de transition. On peut expliquer la décroissance par le fait
que le nombre de personnes restantes dans la premiére piéce décroit a chaque instant avec
une probabilité non nulle des lors que toutes les probabilités sont différentes de 1. Il est plus
délicat de quantifier cette décroissance de maniere précise.

3.6.5 Conclusion

Cet exemple montre que la représentation d'un systéme multi-agent par un DEC-
POMDP ne permet pas de le résoudre rapidement. Les équations d’optimalité sont diffi-
ciles a traiter, et leur complexité calculatoire est rapidement hors de portée si le nombre
d’agents est grand. Ce fait n’exclut pas d’essayer certaines stratégies heuristiques. Ces stra-
tégies peuvent étre basées sur une connaissance plus ou moins compléte de I'état du systéme
ou de sa loi d’évolution.
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Dans la partie qui suit, nous présentons deux méthodes de résolution de MMDP trou-
vées dans la littérature. Elles partagent la méme idée : exploiter la forme particuliere du
MMDP pour réaliser des simplifications.

3.7 Résolution d'un MDP Multi-Agents

Dans cette partie, nous présentons quelques méthodes de résolution de MDP Multi-
Agents trouvées dans la littérature. Au cours de la partie précédente, nous avons mis en
évidence une complexité algorithmique exponentielle pour résoudre ce genre de problemes.
Les méthodes que nous présentons ici permettent de réduire cette complexité en exploitant
la structure du MDP.

3.7.1 Une méthode de programmation linéaire dans le cas factorisé

Guestrin et al. proposent [74] d’exploiter le caractere local des interactions, en décompo-
sant la fonction de valeur. Leur méthode s’applique en particulier au cas des GMDP factori-
sés.

3.7.1.1 Hypotheses

Considérons un GMDP (S, A, p,7,G), tel que :
— Les transitions des agents sont statistiquement indépendantes, et dépendent de ma-
niére locale des états des autres agents. La probabilité de transition du systeme s’écrit

N
Ps,s! (a) = H pgn,s; (SVn/”)
n=1

ot p! (s, ax) est la probabilité que I'agent n passe de I'état s, a s;, lorsque son
voisinage est dans I'état sy, et si l’action collective est a.
— La récompense est additive, et dépend de maniere locale des agents :

N

}’(S, 61) = Z rn(SVn/aﬂ)

n=1

ou r, représente le gain obtenu par l’agent n.
Notons que ces hypotheses ne correspondent pas exactement a la localité au sens des GMDP
(Cf. section 3.5.5.1), car la probabilité de transition individuelle d'un agent p! , (sy,,a) dé-
pend a priori de I’action collective. ’

3.7.1.2 Présentation de la méthode

La proposition de [74] consiste a approcher la fonction Value sous la forme

V(s) ~ % &y Vi (sy,) (3.18)

n=1
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pour un ensemble de fonctions {V, }, choici a ’'avance. Nous commentons le choix de ces
fonctions en conclusion de cette section.

Chaque fonction V), représente la Value de’agent n et ne dépend que des états des voisins
de n. Trouver les meilleurs coefficients {«,}, revient a projeter la fonction V sur l'espace
vectoriel engendré par les fonctions {V}, } ;.

Avec des méthodes trouvées dans [74, 87] on montre, en utilisant I’approximation (3.18)
et la structure locale du MMDP, que 1'équation d’optimalité associée au gain dévalué

— / ! . .
V(s) = max r(s,a) + (5S§S pss(@)V(s')|,seS (3.19)

est approchée par un probléeme d’optimisation linéaire. Contrairement a (3.19), la difficulté
de ce probleme linaire ne croit pas exponentiellement avec le nombre d’agents et peut étre
résolu en temps raisonnable avec la méthode du simplexe.

La solution V du probleme (3.19) est distribuée sur les agents par une méthode élimina-
tion des variables. Elle consiste a reformuler I"équation (3.19)

V(s) = max lmax... [rr;gx [r(s,a) +8 Y psy(a) V(s)

f1 # s'eS

],SES.

et a effectuer les maxima a tour de role. L’agent N calcule

on(s,a1,...,aNy-1) = max [r(s,a) +6 Y pss(a)V(s)

s'eS

et transmet cette fonction a I’agent N — 1. Cet agent calcule
On-1(s,a1,...,an-2) = max On(s,a1,...,an-1)
et ainsi de suite, jusqu’a I'agent 1 qui calcule
Qi(s) = max Qo (s,a1).

Toute action a; (s) réalisant ce dernier maximum est optimale pour 1’agent 1.

Remarque 7. La dépendance vis-a-vis des actions ay, ..., a, a été progressivement éliminée, et ce
dernier calcul de maximum ne fait intervenir que l'action de I'agent 1.

Ensuite, les autres agents trouvent leurs actions optimales en procédant dans 1'ordre
inverse n = 2,... N. L’agent 1 transmet son action optimale 4] (s) a I’agent 2 qui calcule

n}zezlx Qs(s,ai(s),az).

Toute action a3 (s) réalisant ce maximum est optimale pour 1’agent 2. En poursuivant ce
raisonnement de maniere itérative, pour n = 3,..., N on obtient les actions optimales de
tous les agents.
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3.7.1.3 Discussion

La méthode de résolution de MMDP présentée ci-dessus se passe en deux temps. La
premieére étape consiste a calculer la valeur globale par une méthode de programmation
linéaire. La seconde est le calcul des action optimales de chaque agent. La résolution effective
du probleme est donc réalisée au niveau global, et en ce sens la méthode est en opposition
avec les approches multi-agents.

Le calcul des actions optimales est effectué, de maniere individuelle, par chacun des
agents. On ne peut cependant pas le qualifier de "local” puisqu’il fait intervenir un ordre
d’exécution (N,...,1 dans notre cas) établi de maniere centralisé. De plus, pour calcu-
ler leurs actions optimales les agents communiquent des fonctions de value partielles Q.
Transmettre de telles fonctions peut s’avérer extrémement cotiteux. Prenons 1'exemple de
la fonction Qy qui dépend de (s, a1, ...,ay-1). L'agent N transmet donc un message conte-
nant S, x AN~! valeurs. Quelle que soit la maniere d’encoder ces valeurs, un tel message
nécessite une place mémoire trop importante pour que cette méthode puisse étre utilisée en
pratique.

Par ailleurs, la méthode s’appuie de maniére importante sur ’approximation linéaire
V = ZnN:1 a,Vy, dont la qualité dépend du choix des fonctions {Vj, },,. Il n’existe pas de mé-
thode générale pour effectuer ce choix, qui nécessite pour I'instant une bonne connaissance
du probleme étudié [133, 43]. On peut toutefois trouver quelques guides justifiées sur un
plan théorique dans [45].

Pour conclure, cette méthode permet de résoudre, sous certaines hypotheses et de ma-
niere approchée, un MMDP présentant un caractere local. La résolution est cependant effec-
tuée au niveau global, et le calcul des actions optimales suit une planification centralisée. Ces
observations rendent cette méthode incompatible avec les systemes multi-agents étudiés.

Contrairement a cette méthode qui distribue la solution du probleme une fois qu’elle a
été calculée, la méthode présentée dans la section suivante permet de distribuer la résolution
du probléme.

3.7.2 Une méthode de distribution des équations d’optimalité

Dans cette partie nous montrons qu'un MMDP factorisé possédant la propriété d’étre
unichaine peut étre résolu de maniere distribuée.

3.7.2.1 Hypotheses

On considére un MMDP (S, A, P, r) particulier possédant les propriétés suivantes :
— Laloi d’évolution globale s’écrit sous la forme

N
PS,S’<‘1) = H Pgn,s;, (an)
n=1

outp!  (an) estla probabilité que I'agent n passe de l'état s, a s}, en choisissant I'action

75



Les Processus Décisionnels Markoviens

a, 2. On note p"(a,) = <p?ﬂ/sz (an)> o la matrice de transition individuelle de 1’agent
n. o
— Chaque MDP local (S,, Ag, p", 1n), ol 1y est une fonction de (s, a,,), est unichaine. Cela

signifie que pour toute stratégie locale
Ty - Sg — ./41,1
la chaine de Markov (sf,); correspondante posséde une seule classe récurrente [123].

Intuitivement, le fait d’étre unichaine garantit que le comportement initial (et transitoire) du
systeme n’a pas d’incidence sur sa dynamique a long terme. Une conséquence importante
est

Proposition 4. Soit (S, A, p,r) un MDP unichaine sur une espace d’états fini S. Alors pour toute
stratégie 71, il existe une unique mesure stationnaire, ¢’est-a-dire une unique fonction p : S — R*
telle que

Y. (") pss (72(s)) = p(s),s€S et ) p(s) =1 (3.20)

s'eS se€S
Une deuxieme conséquence, importante pour les MDD, est :

Proposition 5. Soit (S, A, P,r) un MDP unichaine, alors le gain moyen partant d’un état initial s
donné

111
Gri(s) = limsup E (T Y r(se,TI(st)) | s0 = s) .

T—o00 =0

est indépendant de s (et simplement noté Gry).

Ces résultats sont démontrés dans [123].

Remarque 8.

— La propriété d’étre unichaine pour un MDP ne dépend que de sa loi d’évolution, et est indé-
pendante de sa fonction de récompense.

— Comme tous les MDP locaux (S,, Aa, p", 11) sont unichaines, le MDP global (S, A, p,r) est
unichaine.

— Vérifier si un MDP donné est unichaine est un probleme NP-complet [143] dans le cas gé-
néral. 1l existe cependant des cas particuliers oil cette vérification peut étre réalisée en temps
polynomial [57].

— Une condition suffisante simple pour qu’un MDP soit unichaine est :

« Si, en chaque état il existe une suite d’actions qui permet d’arriver a n’importe quel état (avec
probabilité > 0), alors le MIDP est unichaine. »

— De méme, s'il existe un état accessible (avec probabilité > 0) depuis tous les autres états pour
une action bien choisie, le MDP est automatiquement unichaine. 1l est donc possible de rendre
un MDP unichaine en introduisant artificiellement un tel état.

12. Notez que cette condition est bien plus forte que la factorisation de la loi d’évolution.
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3.7.2.2 Deux exemples d’application

Pour illustrer le type de problémes qui entrent dans le cadre des hypotheses données
dans la section 3.7.2.1, nous donnons deux exemples d’application.

Considérons un ensemble d’agents positionnés sur une grille rectangulaire finie R,
contenue dans Z x Z, ol plusieurs agents peuvent étre situés sur une méme cellule. A
chaque instant, ces agents peuvent se déplacer sur une des cellules adjacentes, selon les
quatre directions principales, ou rester sur place. L'objectif du systeme est que les agents
essayent de s’éloigner le plus possible les uns des autres.

Ce probléme entre dans le formalisme de la section 3.7.2.1. L'espace d’états de chaque
agent est la grille des positions S; = R, et I'espace d’actions de chaque agent 'ensemble
des déplacements qu'il peut faire S, = {+, T, —, |, @}.

En vertu du quatriéme point de la remarque 8, le MDP obtenu est unichaine.

La récompense associée au probleme est simplement la somme des distances eucli-
diennes entre les positions des agents :

Z \/(xn — Xm)? + (yn - ym)z

out (xy,y,) désigne la position de I'agent n.

L’algorithme de calcul d'une stratégie optimale présenté a la section 3.7.2.3 permet de
calculer une stratégie de déplacement qui permet aux agents de maximiser ces distances
mutuelles, en moyenne sur une longue période.

Un autre exemple d’application intéressant est donné par le méme systéme d’agents
localisés, avec les mémes regles de transition, mais un objectif différent. On fixe une densité
f sur ’ensemble des positions, c’est-a-dire une fonction telle que

flxy) >0, V(x,y)eR et Y flxy) =1
(xy)eER

L’objectif du systéeme est que les agents se répartissent selon cette densité.

On définit la récompense associée a cet objectif comme une somme de récompenses
locales

Y olxy).

(xy)ER

La récompense locale p évalue la réussite des agents situés au point (x, ), et est définie par

_ulxy)
o(x,y) ={ w(x,y)e T si f(x,y) >0

0 sinon

ot u(x,y) désigne la proportion d’agents situés en (x,y). La fonction p est représentée sur
la figure 3.14, et vérifie les propriétés suivantes :
— elle récompense de maniére croissante la présence d’agents, tant qu'ils sont en nombre
inférieur a la proportion ciblée,
— elle pénalise le surencombrement, en décroissant au-dela de cette proportion.
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Syt

Récompense locale

f( X, y)

Provortion d'agent situés en (x.u)

Figure 3.14 — Fonction de satisfaction locale des agents

L’algorithme présenté ci-dessous permet de déterminer les déplacements des agents qui
maximisent la récompense (moyenne) a long terme. Par contre, en raison de sa complexité
qui augmente fortement avec le nombre d’agents, cet algorithme n’est pas applicable pour
de grands systemes.

Dans le chapitre 5 nous reviendrons sur ce probleme, et proposons une approximation
continue qui permet calculer les stratégies de déplacement optimales pour de trés grands
systemes.

3.7.2.3 Présentation de la méthode

La méthode de résolution présentée dans [36, 37] consiste a transformer le MDP global
(S, A, p,r) en NMDP locaux (S,, A,, p", r4), avec des récompenses r,, bien choisies, de sorte
que la résolution collective et indépendante des MDP locaux aboutisse a un optimum global.

Considérons un agent 1, et supposons toutes les stratégies locales des autres agents
{70 m+n fixées. Sous I’hypothese d’une perception complete du systeme, ’agent n déter-

mine sa stratégie optimale en calculant le maximum suivant '®

) 1 T-1
G, = max limsup E <— Z r(se, (m1(st), -, Tu(st), ..., TN (St)) ) ] so = s) ) (3.21)
mEA] T oo T =0

Si tous les agents parviennent a réaliser ce maximum, l’ensemble de leurs stratégies consti-
tue un équilibre de Nash (Cf. paragraphe 3.5.3). L'équation d’optimalité correspondant a ce
probleme est (Cf. théoreme (8.4.3) dans [123]) :

G,+V(s) =
max (r (s, (mi(s1), o an, o, men(sn)) + ) P4 g (@n) TT Py, (7T (sh) V<s/>> . (322
An&Aa s'eS m#n

13. On rappelle que, par hypotheése, ce gain est indépendant de I'état initial s.
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Soit, pour chaque m # n, p,;, la mesure invariante 14 de I'agent m. L'idée de H. S. Chang [36,
37] consiste essentiellement a multiplier cette équation de par et d’autre par [T, Om(5m)
et a sommer sur tous les états possibles s,,, m # n. En utilisant 'invariance des mesures
{om }m (Cf. (3.20)) on montre que cette opération aboutit a 1’équation

G, Vnn: n\on,Un n’nVn/ ’ 3.23
i+ Vi52) = max ( )+ T 1l a0 <sn>> 623)
ol
Pu(swoan) = Y [T om(sm)r (s, (ma(s1),.. . an,...,n(sN))) (3.24)
SmES, m#n
m#n
et

Viu(sn) = Z HPM(SM)V(S)'

SmESy m#n
m#n

En d’autres termes, nous sommes amenés a résoudre le MDP local de l'agent n

(Sa, A, 10, P")-

Remarque 9. Sans entrer dans le détail des calculs, le fait de multiplier par les différentes mesures
invariantes permet de s’affranchir des probabilités de transition des autres agents m # n, et d’isoler
I'équation d’optimalité du point de vue de I'agent n.

On imagine sans difficultés un algorithme ot les agents améliorent leur stratégies a tour

de role, dans un ordre arbitraire choisi a ’avance. Cette démarche pose deux problémes :

— Les agents doivent connaitre I'ordre dans lequel ils agissent, pour attendre leur tour.
Une telle convention n’existe pas nécessairement, et il n’est pas évident de 1'établir de
maniere locale.

— L'exécution peut étre tres longue s’il y a un grand nombre d’agents.

Une autre possibilité est de permettre a tous les agents d’améliorer simultanément leurs
stratégies. Cette implémentation a des chances de converger plus rapidement, mais risque
de faire apparaitre des phénomenes périodiques dans son déroulement.

3.7.2.4 Discussion

Nous avons présenté une méthode permettant de décentraliser la résolution d"'un MDP
multi-agent. Cette méthode présuppose deux hypotheses relativement restrictives :
— Les agents évoluent sans aucune interaction, hormis leur influence commune sur la
récompense du systeme.
— Les MDP locaux sont unichaines. Le comportement transitoire initial est sans impor-
tance sur le long terme.
Elles réduisent 1'expressivité du MMDDP, mais restent cependant acceptables pour certains
types de problemes comme ceux cités a la section 3.7.2.2.

En comparant la méthode de résolution a la précédente (section 3.7.1), on retrouve une
qualité recherchée : cette méthode distribue la recherche des solutions optimales et non les

14. Par hypothese, cette mesure est unique.
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solutions. Le MDP global est décomposé en MDP locaux qui sont a priori plus faciles a
résoudre.

La localisation du MDP a cependant un sérieux cotit. Les agents doivent étre capables,
lorsque leur politique individuelle est fixée, de calculer leur distribution invariante. Cela
exige la connaissance parfaite de la loi d’évolution des agents (puisque les probabilités de
transition sont nécessaires pour le calcul des mesures invariantes), mais aussi la capacité de
résoudre des problemes linéaires.

De plus, le calcul de la récompense locale 7, est extrémement cotiteux, du point de vue
calculatoire, si les agents sont nombreux (Cf. (3.24)). Une solution envisageable pour réduire
son coflit est de le baser sur un petit échantillon représentatif des agents, plutot que leur
totalité.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le formalisme des MDP et étudié sa pertinence
pour représenter les SMA. Essentiellement les MDP permettent d’exprimer des problemes
ol un systéme est confronté a des choix d’action, rémunérées ou pénalisées par une fonction
de satisfaction. De ce fait, ils expriment de maniere satisfaisante des problemes de concep-
tion de systémes multi-agents ot1 on cherche a définir les comportements des agents en vue
de réaliser une fonction adéquate au niveau du systeme.

Le formalisme des MDP souffre cependant de quelques limitations. D"une part, il exige
que les agents aient des connaissances importantes sur 'état du systeme, mais aussi sur
le modele (loi d’évolution et récompense). Dans le contexte des systemes multi-agents qui
nous intéresse, ces informations ne sont généralement pas a la portée des agents :

— les agents peuvent ignorer une grand partie de 1’état du systeme.

— le systeme peut étre soumis a un bruit externe ou un environnement dynamique, in-

connu des agents, ce qui rend sa loi d’évolution exacte inconnue.

— la loi d’évolution du systeme peut étre hautement non linéaire vis-a-vis des actions

des agents, et difficile a prévoir.

D’autre part, méme lorsque les agents ont une connaissance complete de l'état du sys-
teme et du modele, il n’est pas clair qu'une stratégie optimale puisse étre déterminée en
temps raisonnable. De maniere générale croit fortement avec la taille du systeme, et il
n’existe a ce jour aucune théorie générale qui permet d’exploiter la structure spécifique du
systéme de maniére efficace. Des propositions ont été faites pour quelques cas trés particu-
liers, mais leur applicabilité reste limitée.

A défaut de fournir des méthodes utilisables pour calculer des comportements opti-
maux, les MDP permettent d’inscrire les systemes multi-agents dans une famille de pro-
blemes d’optimisation bien définis. Cette classification explique sans doute l'intérét crois-
sant pour les MDP décentralisés au cours des dernieres décennies, mais n’apporte pas de
réponses utilisables en pratique pour construire des systemes multi-agents.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons étudié la pertinence des MDP pour I'étude des systemes
multi-agents. Une des conclusions importantes est que ces méthodes ne sont pas utilisables
pour des grands systemes, en raison de la forte croissance de la taille du systeme vis-a-vis
du nombre d’agents.

Une méthode envisageable pour contourner cette difficulté croissante est de réaliser des
approximations statistiques du systéme lorsque le nombre d’agents tends vers I'infini. Sous
certaines hypotheses, qui seront précisées plus loin dans ce chapitre, le systeme converge
vers une certaine limite appelée champ moyen.

Un avantage important de cette approche est que le champ moyen est indépendant du
nombre d’agents (celui-ci étant supposé infini), et ce dernier n’influence donc pas la diffi-
culté de son étude formelle. Ce point est un avantage énorme vis-a-vis des MDP.

Ce chapitre décrit précisément l'approche champ moyen qui a commencé au travail sé-
minal de Kurtz [89] et qui a été repris par [93, 63] entre autres. L’approche générale consiste
en deux phases : I'une est la description du systeme par un modele stochastique avec des
interactions a travers la densité, I’autre est I’approximation de ce modéle stochastique par
un champ déterministe appelé champ moyen.

4.1.1 Présentation de I’approche

Les méthodes de champ moyen sont issues de la physique, et n’ont pour 'instant aucune
formalisation mathématique globale. Les origines sont diverses : magnétisme, mécanique
statistique, physique moléculaire, biologie, et au jour d’aujourd’hui elles ne cessent de trou-
ver des applications surprenantes dans des domaines tels que I'optimisation des réseaux
TCP [5], les phénomenes de propagation d"une rumeur [35], ou encore la théorie des jeux
[92].

4.1.2 Systémes de particules en interaction moyenne

La théorie des champs moyens repose sur 'idée statistique suivante : lorsqu'une parti-
cule subit l'interaction d’un grand nombre d’autres particules, alors nous pouvons appro-
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cher l'effet de 'ensemble de ces interactions par la moyenne. Ainsi, chaque particule du
systeme est soumise a un champ d’interaction moyen, résultant de 1’ensemble des interac-
tions du groupe. En définitive, un systéme de N particules avec des interactions mutuelles
(éventuellement N?) est identifié & un systéme de N particules interagissant avec une seule
et méme entité macroscopique. Cela sous-entend que le poids accordé a chaque interaction
binaire est inversement proportionnel au nombre de particules constituant le systeme. Ce
modele est donc limité aux systemes avec des interactions bi-particules relativement faibles.

Remarque 10. Le terme particule dans cette description fait allusion aux constituants élémentaires
du systeme. Pour les systemes multi-agents il s’agira des agents.

A titre d’exemple, considérons un ensemble de particules identiques distribuées dans
I'espace en interaction gravitationnelle. Selon la loi de Newton, chaque paire de particules
exerce une force mutuelle inversement proportionnelle a la distance qui les sépare au carré

F A
=
mmn . mmn
dist(m, n)?
oll &, est le vecteur unitaire orientée de la particule m vers la particule n. La force totale
exercée sur une particule n donnée vaut

Ptot,n == Z Fm,n
m#n

et ne dépend que de la distribution des particules dans I'espace.

Pour un exemple ot les particules sont des individus, considérons une formation d’oi-
seaux migrateurs en vol. Selon le modele de Cucker-Smale [42], chacun de ces oiseaux ajuste
sa vitesse en y additionnant une moyenne pondérée de la vitesse relative de tous les autres
oiseaux

Ou(t+1) =v,() + Y aum - (0a(t) — om(t)).
m#n
ol les coefficients de pondération «,,, dépendant de la distance séparant les individus » et
m. L'influence totale sur un individu donné ne dépend donc que de

— la distribution des individus dans 1’espace, et de

— la distribution des vitesses des individus dans 1’espace.

Dans ces deux exemples les interactions des individus s’expriment a travers la densité, ce
qui les rend adaptés a une approche de type champ moyen.

4.1.3 Approximation par un champ déterministe

Une fois décrit le systeme a 1’aide d"un modele stochastique avec interactions a travers
la densité, il s’agira de faire tendre progressivement le nombre d’agents vers l'infini. Sous
certaines hypothéses !, on obtient un systéme limite déterministe appelé champ moyen. La loi
d’évolution de ce systeme limite a 'avantage d’étre régi par un (petit) nombre d’équations
indépendant du nombre d’agents.

1. portant sur la loi d’évolution des agents, mais aussi sur leurs conditions initiales
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Le résultat de I’'approximation est analogue a la loi forte des grands nombres, & une
différence pres : les agents ne sont pas supposés indépendants a chaque instant. Lorsque les
conditions initiales des agents sont indépendantes, on peut cependant prouver qu’a chaque
instant, tout ensemble fini d’agents est asymptotiquement indépendant. Ce phénomeéne est
connu sous le nom propagation du chaos [139].

Un point délicat est que le fait de faire augmenter le nombre d’agents du systéme peut
demander un ajustement des parametres internes. Faire varier les parametres endogenes
d’un systeme avec le nombre d’agents est une tache relativement arbitraire, appelé scaling.

Un scaling est généralement réalisé pour des raisons de cohérence, comme par exemple
augmenter la taille d"une zone pour pouvoir augmenter nombre d’agents qui s’y trouvent.
Une autre motivation pour réaliser un scaling est de préserver l'intérét du probleme : "Com-
ment doit-on lier les parametres du systeme au nombre d’agents pour que la situation limite
soit intéressante ?".

Un exemple historique de ce principe est celui de Boltzmann-Grad [91] : un gaz est assi-
milé a un ensemble de N spheres identiques de diametre d, rebondissant de fagon rigide les
unes sur les autres. La limite de Bolzmann-Grad consiste a étudier le modele limite N — oo
en supposant que Nd?> — Cste. D’autres exemples de scaling sont donnés dans les exemples
de la section 4.3.

4.2 Modele stochastique avec interactions a travers la densité

Dans cette partie, nous allons introduire le modele markovien qui sera utilisé pour dé-
crire les systemes multi-agents étudiés. La description est faite aussi bien au niveau des
agents qu’au niveau global. Les ingrédients essentiels sont

— les instants,

— les états,

— la ressource commune,

— laloi d’évolution.
qui peuvent étre définies au niveau global (macroscopique) et au niveau des agents (micro-
scopique).

Quelques discussions sur la nature de ces ingrédients seront menées. Nous terminons
cette section par une vue d’ensemble succincte qui résume l'essentiel du formalisme intro-
duit.

4.2.1 Formalisme

Dans ce premier paragraphe, nous définissions les différents éléments du modeéle sto-
chastique avec interactions a travers la densité. Ces définitions sont accompagnées de
quelques commentaires sur leur nature et sur les choix qui ont été faits.
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Instants Les différents instants auxquels le systeme et ses constituants (les agents) sont
susceptibles d’évoluer sont supposés discrets?, et fixés. On les notera 0,1,2, ... dans l'ordre
chronologique, et on désignera par la lettre ¢ un instant générique.

Il est également supposé que les agents évoluent de maniere synchrone. Il faut donc que
tous les agents aient la méme notion du temps, et qu’ils partagent une horloge centralisée.
Les instants sont définis de fagon universelle, et percus de fagon identique a chaque niveau
du systéeme.

Agents et états Soit N le nombre d’agents constituant le systeme. Ce nombre est supposé
constant au cours du temps, et il sera supposé que les agents du systeme sont toujours les
mémes (le systeme est fermé).

De plus, tout au long de cette partie les agents sont identiques : ils ont le méme espace
d’états, et les méme regles de transition, et le systéme est obtenu comme N copies d'un
méme type d’agent. Ces agents sont numérotés par les entiers {1,..., N}, et on note s,(f)
'état de I'agent n a 'instant ¢.

L'espace d’états commun aux agents, qui est invariant au cours du temps, est noté S.
Dans cette partie, son cardinal est supposé fini et noté S := Card(S). Ainsi, a tout instant
t>0:

— Chaque agentn € {1,..., N} aunétats,(t) € S.

— Le systéme a un état SN (t) = (s1(t),...,sn(t)) dans SN. L'indice N est conservé dans
la notation de l'état global, en vue de 'asymptotique N — co. Pour des raisons de
lourdeur nous omettrons volontairement de signaler cet indice sur les états des agents,
et notons s, (t) I'état de 'agent n plutot que sh (¢).

Une premiere difficulté provient du fait que I'espace d’états du systeme SN croit exponen-
tiellement avec le nombre d’agents, ce qui présage une difficulté croissante pour le décrire.
L’échangeabilité des agents permet de réduire cette taille, et d’étudier plutdt la densité d’oc-
cupation des agents en chaque état (ou, de fagon équivalente, la mesure empirique du sys-
teme). Le paragraphe suivant a pour but de définir ces notions.

Densité d’occupation Les agents du systeme sont identiques, et ne peuvent donc étre dis-
tingués qu’a travers leurs états. Intervertir les agents ne change donc pas l'état global du
systeme, ce qui permet de définir la relation d’équivalence :

(s1,--.,5N) = (s1,...,8y) <= Jo €6y, Vne{l,...,N}, 5501 = 5.

Deux états sont équivalents si I'un est obtenu a partir de I’autre par permutation des agents.

L’espace d’états naturel du systéme est alors SV / ~ , ’est-a-dire 'ensemble des états de
tous les agents a permutation pres. Le lemme de factorisation permet de faire I'identification
de ces états :

SN/ ~= Py(S)

2. Ce choix nous éloigne déja de la plupart des situations rencontrées en physique pour lesquelles le temps
est continu.
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Pn(S) := {(vi)f_l e N° | ivi = N}

i=1
désigne 1’ensemble des partitions de I’entier N en somme de S entiers.

Cette identification revient a dire que 'état du systéme est complétement déterminé par
le nombre d’agents en chaque état. A I'instant ¢, le nombre d’agents dans 1’état i est noté :

N
Ni(t) ==Y 1, (5)=i
i=1
et on pose :
N 1
M (t) = N ;ﬂsn(t):i

La quantité MN (t) représente la proportion (ou la densité) d’agents dans I'état i a l'instant ¢.
L’état du systeme est completement décrit par le vecteur de densités d’occupation

MY (t) = (M (1)),

Ce vecteur est sans unité, invariant par permutation des agents, et stochastique : ses coeffi-
cients sont positifs et ont pour somme 1. Il prend ses valeurs dans I’ensemble Py (S). Pour
chaque valeur de N, cet ensemble est inclus dans

P(s) = {<vi>f_1 € RS/ Y0 = 1},
i=1

I'ensemble des vecteurs stochastiques a S composantes.

L'ensemble Py (S) a pour cardinal ( Z;] + )
+o00. En revanche, nous pouvons dire que %PN(S ) — P(S) (au sens de la convergence des
ensembles de Hausdorff [110]). Cette convergence est un point important : 'ensemble des

états du systeme devient infiniment grand, mais tend vers 1’ensemble compact P(S).

), qui tend toujours vers +oo lorsque N —

Ressource du systeme Les agents ont connaissance du systéme via les densités d’occupa-
tion de chaque état (le vecteur MN(t)) et une ressource commune notée RN (t) a I'instant ¢.
Il s’agit d’une grandeur macroscopique, qui prend ses valeurs dans un espace vectoriel R
d’une certaine dimension d fixe au cours du temps.

La variable ressource influence 1’évolution des individus et, réciproquement, évolue en
fonction de I’état du systeme. Dans les exemples qui suivent (Cf. partie 4.6.1.4) nous mon-
trons qu’elle permet de conférer une certaine mémoire au systéme, en conservant une trace
numérique des événements. La ressource peut également faire office de variable d’environ-
nement (Cf. partie 6.5.2), dans le sens ot1 elle incarne une entité macroscopique passive, avec
laquelle le systéme interagit.

La ressource se renouvelle a chaque instant en fonction de son état précédent et de 1’état
courant du systéme, c’est-a-dire : il existe une fonction g : R? x Pn(S) — R telle que :

RN(t+1) =g (RN(t),MN(t+ 1))
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La fonction g sera supposée continue.

Remarque 11. Lorsque le systeme évolue de fagon aléatoire la ressource est aléatoire. Elle dépend
cependant de maniére déterministe de I'état du systeme.

Loi d’évolution du systeme, et lois d’évolution marginales Les différents agents du sys-
teme évoluent en prenant en compte 'état du systéme, et une ressource commune. L'état
du systéme, décrit par le vecteur SN(t) = (s1(t),...,sn(t)) (ou encore la densité MN (t))
ne peut donc étre un processus stochastique markovien a proprement parler, car ses transi-
tions dépendent de la ressource RN(t), qui peut avoir des dépendances vis-a-vis des états
antérieurs du systéme. En revanche, nous supposons que le vecteur (SN(t), RN(t)) suit un
processus aléatoire Markovien 3, d’espace d’états SN x RY.

Nous admettons que la loi d’évolution du systeme se factorise comme un produit de lois
d’évolution individuelles sous la forme :

]P(SN(t+1) =5 |SN(t) =5, RN (1) :r)

N
_ Hl]P (sn(H—l) =5 | 5u(t) = 8, MN(t) = m, RN () = r)

3
Il

ou m est le vecteur de densités d’occupation associé a I'état s.

Ecrire une telle factorisation revient a supposer que :
— laloi d’évolution est homogene en temps, et ne distingue pas les agents,
— les agents évoluent en n’observant que les densités des agents en chaque état et la
ressource commune,
— les transitions des agents sont statistiquement indépendantes.
La matrice de transition de I'agent 1, sachant que MN(t) = m et RN(t) = r est notée
PN(m,r). Elle est formée des S x S coefficients

P, 1) = P (sa(t+1) = [ 5a(6) = 1, MY () = m, RN (1) = 1)

Dans la suite, on notera

R
p(m,7)

PN.<P(S>><1Rd ~ MSOR))
)

3
14

et

— PN(m,r)

les fonctions sous-jacentes.

Dans le cas particulier ot les transitions des agents ne dépendent que de 1’état courant
du systéme la matrice de transition est simplement notée PN (). On dit alors que le systeme
est sans mémoire.

3. Ce qui entraine que le processus (MN (t), RN (t)); est Markovien
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4.2.2 Bilan

Résumons les notations introduites. Pour un systeme de N agents, le modéle stochas-
tique qui a été défini évolue comme un processus markovien (SN(¢), RN(t)); a valeurs dans
SN x R tel que :

— les agents évoluent de maniere synchrone a des instants discrets,

— le vecteur MM () contient les densités d’occupations des agents sur les états,

— chaque composante du vecteur SN (t) (chaque agent) évolue selon la méme régle, qui

dépend de la densité d’occupation MN(¢) et le vecteur RN (),

— la nouvelle ressource RN (t + 1) est calculée a partir de sa valeur précédente RN (t) et

la densité d’occupation courante MN (t + 1).
L’évolution de ce modele est illustrée par le schéma suivant :

t=0 t=1

Agent 1 s1(0) | P(MN(0), RN(0)) s1(1)

Agent 2 s,(0) | P(MMN(0), RN(0)) $5(1)

Agent N sn(0) | P(MM(0), RN(0)) sn(1)
W_J %K_J

Densité MN(0) MN(1)

Ressource RM0) RN(1)=¢(MN(1), RN(0) )

Figure 4.1 — Evolution du modeéle stochastique avec interactions moyennes

4.3 Mise en oeuvre sur des exemples

Avant de donner le théoreme de convergence de champ moyen, nous présentons deux
situations concrétes qui sont modélisées a 1’aide du formalisme introduit ci-dessus, afin de
montrer 1’applicabilité du modéle.

Pour chaque exemple, nous donnons la limite (le champ moyen) correspondant a la si-
tuation théorique ot le nombre d’individus est infini. Cette limite est rigoureusement décrite
dans la partie 4.4 qui suit.
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4.3.1 Probléme de trafic dans un ensemble de couloirs

Considérons la situation suivante : deux piéces sont reliées par un certain nombre de
couloirs. Un groupe de personnes se trouve dans 1'une des deux pieces et désire se rendre
dans l’autre mais les couloirs ont une certaine capacité et ne permettent pas a toutes de
passer simultanément.

Modélisation Cette situation peut étre décrite a 1’aide du modéle introduit a la partie 4.2.1.
Les agents sont les N personnes se trouvant dans la piece initiale. L'entier C désigne le
nombre de couloirs.

Afin de prendre en compte la contrainte imposée par les capacités des couloirs, nous
distinguons les états suivants :
- (1) : La personne se trouve dans la piece initiale et ne demande a traverser aucun
couloir. Initialement, tous les agents sont dans cet état.
- (D¢), c €{1,...,C} : La personne demande a traverser le couloir c.
- (T.), c € {1,...,C} : La personne est parvenue a traverser le couloir ¢, et se dirige vers
la seconde piece.
- (2) : La personne se trouve dans la seconde piéce.
Ces états permettent de différencier les différentes phases d’'une migration de la piece
1 vers la piéce 2, en séparant l'intention et I’action effective de traverser (qui est soumise a
la capacité des couloirs). Cette distinction s’appuie sur le principe d’influence-réaction [39],
discuté a la section 2.1.3. Les agents formulent une intention (influence), en sollicitant un
couloir, la réaction de I'environnement est le passage ou non selon la sollicitation totale.

Les états intermédiaires (T ) permettent de mesurer le nombre de passages réussis. Cette
information est utilisée ultérieurement (section 4.6.1) afin de représenter la réussite du sys-
teme.

A un instant t donné on note, de maniére transparente, M (t), Mp_(t), Mr,(t) et MY (¢)

les proportions d’agents dans chacun des états. Les différentes transitions sont :

— (1) — (D) : Une personne dans la piéce initiale demande a traverser le couloir c.
Cette transition s’effectue avec une certaine probabilité a. supposée fixe pour l'ins-
tant?.

— Une personne qui demande a traverser un couloir c a deux transitions possibles :

e (D.) — (T.) elle parvient a traverser avec une probabilité pN (Mgc (t)), qui dépend
de la sollicitation totale du couloir ¢,
e (D.) — (1) en cas d’échec elle revient a 1’état inactif (1).
— (T:) — (2) une personne qui est parvenue a traverser se rend dans la seconde piece.
Le graphe des transitions, sachant que M (t) = m, est représenté sur la figure 4.2.

4. Nous 'ajusterons ultérieurement (section 4.6.1) afin de maximiser le nombre de passages.
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pi\l (le) TI
1
pY (mp,) TZ \
2
ac 1
& (mpe)
D e T.

Figure 4.2 — Diagramme des transitions

L’évolution du systeme est sans mémoire. Si les états sont ordonnés selon
(1,D4,...,D¢, Ty, ..., Tc,2), la matrice de transition d'un agent, sachant que MN(t) = m,
est

1—26!6 :LZ1 Elc: 0 :0
_____ c_:l____'________'___________________'__
1 _P%I(mDJ : 0 0 :_P{\](le) 0 -Ir

| | |
1—=py(mp,) 10 0 py(mpy) |
PR (m) = | | | |
A-pelmes) 0 ..o L 0 _pelme) 0
0 I I 0 1
| | |
| | |
| | |
0 ! ! 0 i1

Remarque 12. Un agent a la possibilité de rester dans I'état (1) d'un instant a 'autre (avec pro-
babilité 1 — Y5, a.). Une telle attitude peut étre intéressante pour éviter I'encombrement dans les
couloirs.

Limite Champ Moyen En appliquant le théoreme de convergence 5 (section 4.4.3) on
montre que si la matrice de transition PN(m) converge vers une matrice P(m) lorsque
N — oo, le vecteur de densité peut étre approché par le champ moyen y défini itérative-
ment par

u(0) = (1,0,...,0)

Ce champ moyen possede plusieurs avantages sur le systéme discret. D’une part, son évo-

{ u(t+1) = pu(t) - P(u(t))

lution est régie par seulement 2C + 2 équations, contre N lois d’évolution aléatoires pour le
systeme aléatoire discret. Lorsque N est grand, le champ moyen offre donc une simplifica-
tion intéressante pour 'étude formelle.
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D’autre part, le champ moyen est déterministe, ce qui simplifie grandement la prédiction
du systeme. En effet, & un instant futur, le champ moyen ne posséde qu'un et un seul état.
Pour le systeme aléatoire, plusieurs états futurs sont possibles, et pour les prédire il est
nécessaire d’évaluer les probabilités de tous ces états.

4.3.2 Situation issue de la robotique

Cet exemple est issu de [79]. Un ensemble de robots identiques sont disposés dans une
zone circulaire délimitée par une paroi infranchissable. La tdche des robots consiste a ex-
traire un certain nombre de batons cylindriques partiellement enfoncés dans la surface de
la zone (voir figure 4.3). Comme les robots ont les bras trop courts pour extraire les batons
seuls, ils doivent coopérer avec un autre robot pour y parvenir. Une fois extrait le baton, il
est remis dans le trou et les robots poursuivent leur activité.

'

Figure 4.3 — Robots extracteurs de baton (image issue de [79])

Modélisation Comme dans [93] nous représentons cette situation a ’aide du modele in-
troduit a la partie 4.2.1. Les N agents sont les robots, et ont deux états possibles :

— C : Chercher un baton a tirer ou un autre robot a assister. Dans cet état, les robots se
déplacent aléatoirement?® dans la zone, en évitant les autres robots. Initialement, tous
les robots sont dans cet état.

— A : Tenir un baton et attendre de 1’aide. Dans cette phase les robots sont inactifs.

De maniére transparente, nous notons Mc(t) et M4 (t) la proportion de robots dans chacun
de ces états.

Les transitions possibles sont :
— C — A :Un robot a la recherche d’un baton libre en trouve un et I’attrape.
La probabilité de cette transition est :

pea(MN(t)) = (B—N-MJ(t))- P

out B désigne le nombre de batons, B — N - My(t) le nombre de batons libres et P
la probabilité de rencontrer un baton donné. Cette probabilité est représentée par la
proportion d’aire occupée par un baton relativement a ’aire de la zone.

- A — C: Un robot qui tient un baton peut revenir a I'état C de deux fagons :

5. Plus de détails sont donnés dans [79].
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e il est aidé par un autre robot avec probabilité
N-MN(t)-P-v

ot le facteur v représente le fait que le robot assistant doit se présenter sous un angle
convenable pour une extraction a deux.

e il abandonne son baton et revient a I'état C. Cette transition s’effectue avec une
certaine probabilité a. Dans [93, 79] cette probabilité est notée 1/T, et interprétée
comme l'inverse d'un temps d’attente T.

Par conséquent, les probabilités de transition valent :

Phc(MN(t) =N-MY(t)-P-v+a

Scaling Le taux d’occupation de l'état A est majoré par le nombre de batons par robot :
M (t) < %. Faire grandir le nombre de robots en laissant constant le nombre de batons
réduit donc fatalement 1’état A a étre inoccupé.

Nous allons donc supposer que le ratio £ converge vers une certaine constante b > 0.
En d’autres termes, le nombre de batons est asymptotiquement proportionnel au nombre de

robots.

De la méme facon, augmenter le nombre de robots (qui sont de taille constante) sans
augmenter la taille de la zone n’est pas raisonnable pour des contraintes évidentes de vo-
lume. Nous supposons donc I'aire de la zone asymptotiquement proportionnelle au nombre
de robots, ce qui entraine que :

_ Taille(Robot) P
~ Taille(Zone) ~ N

pour une certaine constante p.

Limite Champ Moyen En tenant compte des hypotheses de scaling ci-dessus, les probabi-
lités de transition de chaque agent tendent vers :

pca=(b—ma(t))-p et pac=mc(t)jvp+a

lorsque le nombre d’agents tend vers I'infini, et le diagramme des transitions asymptotique
est le suivant :

mcvp

(b-mu) p

@
\ 4
AN

a

Figure 4.4 — Diagramme des transitions asymptotique
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Comme 0 < m4(0) < b, lavaleur initiale de pc 4 définit bien une probabilité. Pour éviter
que cette probabilité de la transition ne dépasse 1 par la suite, nous ajoutons la condition

a<l-—uvp,

qui garantit que pac = mc(t)vp+a € [0,1].
L’évolution du systeme est sans mémoire, et la matrice de transition marginale d'un
agent tend vers
P(m) = ( L= (b—ma)-p (b—ma)-p )
mcvp +a 1—mcvp—a

En appliquant le théoréme 5 (section 4.4.3), on montre que le vecteur de densité d’occupation
MM (t) converge, lorsque N tend vers l'infini, vers le champ moyen u défini itérativement

par:

#(0) = (1,0)

Comme pour I'exemple précédent, ce champ moyen possede des avantages considérables

{ u(t+1) = pu(t) - P(u(t))

par rapport au systéme aléatoire. D'une part, son évolution est décrite par deux équations
seulement, contre N probabilités de transition pour le systeme aléatoire. D’autre part, le
champ moyen est déterministe, ce qui offre un grand avantage pour la prévision de 1'état
futur du systeme.

4.4 Lalimite champ moyen

Dans cette partie, nous présentons le théoreme de convergence vers le champ moyen
ainsi que quelques résultats annexes.

44.1 Le théoréeme de convergence vers le champ moyen

Avec les notations introduites précédemment, on peut énoncer le résultat clé de conver-
gence :

Théoreéme 5. On considére le modéle Markovien décrit a la partie 4.2.1. On suppose que, lorsque
N — oo:
(i) Les conditions MN(0) et RN(0) convergent presque siirement vers des vecteurs 11(0) et p(0).
(ii) La suite de fonctions (PN )y converge uniformément vers une fonction continue
P:P(S) x R = Mg(R).
PS

Alors pour tout t > 0, MN(t) RN u(t) et RN(t) — p(t), ot les suites p et y sont définies
récursivement par

{ u(t+1) = p(t) - P(u(t), p(t)) 1)
+1
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Définition 1. Les équations du systéme (4.1) sont appelées équations champ moyen, et la suite
(u(t)), est appelée champ moyen.

Démonstration

| Le théoreme 5 est démontré dans [93]. O

Le théoréme 5 montre donc que, si

— les états initiaux des agents convergent,

— leurs probabilités de transition convergent,
lorsque le nombre d’agents tend vers 'infini, alors la densité des agents tend vers une quan-
tité déterministe appelée champ moyen.

Les avantages de ce champ moyen ont été constatés sur les exemples. D'une part, le
nombre d’équations qui régissent ce champ moyen est égal au nombre d’états, et donc in-
variant devant le nombre d’agents. Ce fait permet de contourner I'explosion combinatoire
lorsque le nombre d’agents tend vers l'infini.

D’autre part, le caractere déterministe du champ moyen offre un avantage pour la pré-
vision. A un état initial donné correspond un et un seul état futur. Le systéeme stochastique
ne posséde pas cet avantage, et ses états futurs ne peuvent étre prédits qu’a des fluctuations
aléatoires pres.

Remarque 13.

— L'hypothese (i) est en particulier vraie si pour tout N, MN(0) = u(0) et RN(0) = p(0),
c’est-a-dire lorsque les densités initiales et la ressource initiale sont indépendantes du nombre
d’agents.

— L’hypothese (ii) équivaut a la convergence uniforme de chaque probabilité de transition :

Pour tout (i,]) € S?, la suite (p}});; converge uniformément vers une fonction continue

pi,j : P(S) X ]Rd — R,
et la matrice de transition limite est définie par

P(m/ 1’) = (pi,j(m/ 1’))1.,].

Une question pertinente est de savoir a quelle vitesse le systeme converge vers ce champ
moyen. La réponse a cette question permettrait de connaitre la qualité de I'approximation
champ moyen pour un nombre d’agents donné, ou encore d’évaluer le nombre d’agents
nécessaire pour avoir une approximation a un seuil de précision donné. Dans [62] on trouve
une réponse partielle a cette question :

Théoreme 6. Si, en plus des hypotheses du théoreme 5, on suppose les fonctions g et P lipschit-
ziennes, alors pour tout t > 0, il existe des constantes w; et By telles que

E (|6, RY (1) = (e p0) ) = T+ B0 ([| 41700, RY(©) = (1(0),p00))
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Par conséquent la vitesse de convergence vers le champ moyen a un instant ¢ fixé est de
'ordre de \/LN’ soit inversement proportionnelle a la racine carrée du nombre d’agents®. Le
théoreme 6 donne cependant peu de guides sur le nombre d’agents nécessaire pour valider
I’approximation par le champ moyen, puisque les coefficients a;,8; dépendent a priori de
I'instant auquel le systeme se trouve.

4.4.2 FEvolution d’un individu isolé

Le théoreme d’approximation 5 donne un résultat sur I'évolution macroscopique de la
densité du systeme. Nous donnons ici deux conséquences de ce résultat sur 1’évolution des
individus, sans trop de formalisme.

Le premier résultat est issu de [93] : dans le systeme décrit dans la partie 4.2.1, prenons
une particule n. On suppose que son état initial s, (0) ne dépend pas du nombre d’agents N.
Considérons les deux lois d’évolution suivantes :

— a chaque instant, la particule prend un nouvel état s, selon p;, o (MM (t), RN(t)).

— achaque instant, la particule prend un nouvel état s;, selon ps, o (1(t), o(t)).

Il s’avere que lorsque N est grand, ces deux lois d’évolution menent a la méme loi, a condi-
tion que les graines utilisées pour les tirages aléatoires soient identiques.

Un autre résultat intéressant, rencontré dans [62, 93, 11] est la propagation du chaos [139] :

Si les particules ont des états initiaux s1(0), ..., sy (0) indépendants, alors tout ensemble
fini d’entre elles {iy, iy, ...,i} est asymptotiquement indépendant :

AIIEIIOI)(Sil(t) = le~~~/5ik(t) =zi) = Vzl(t) """uzk(t)

En d’autres termes, les lois de probabilité des individus tendent vers des lois indépendantes
et identiques. Cette loi commune est donnée par le champ moyen.

Ces deux résultats permettent d’interpréter le champ moyen au niveau des agents. D’une
part, I’évolution d"un agent en interaction avec le champ moyen correspond bien a celle d"un
agent en interaction "moyenne" avec le systéme.

D’autre part, le champ moyen n’approche pas seulement la distribution des agents, mais
aussi a la loi de probabilités de chaque agent isolé.

4.4.3 Convergence du champ moyen

La démonstration du théoréme 5 proposée dans [93] est réalisée par récurrence sur ¢. Elle
met en évidence une limitation du résultat : il ne sera valable que sur des durées finies. Pour
pouvoir rapprocher les comportements du systéme stochastique et celui du champ moyen
a tres long terme, il faut que les limites (dans la mesure ot elles ont du sens)
lim lim MY (t)
t—00 N—oo

et
lim lim MM (t)

N—oo t—00

6. Cette vitesse est relativement faible, des résultats plus forts (moyennant plus d’hypotheéses) peuvent étre
trouvés dans [62].
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soient égales.

Un contre-exemple Considérons un systéeme de N agents répartis sur deux états {1,2},
selon des densités respectives MY () et MY (t), tel que la matrice de transition de chaque
agent sachant que MN(t) = m soit

.
Figure 4.5 — Diagramme des transitions

En moyenne, a chaque instant une proportion de MY (¢) - MY () d’individus effectue la
transition 1 — 2, et un proportion identique effectue la transition 2 — 1. En moyenne les
proportions d’individus en chaque état restent donc constants.

Remarque 14. Pour une une preuve formelle, il suffit d’écrire I'équation champ moyen :

u(E+1) = p(t) ( pa(t) () ) — u(t)

qui montre que le champ moyen est constant.

Or, pour le systeme stochastique, il est possible (avec probabilité non nulle) qu'un des
deux états se vide completement a un instant donné. Ces états (MY (t) = 0 ou MY (¢) = 0)
sont des attracteurs stables : une fois qu’ils sont atteints, le systeme n’évolue plus.

Remarque 15. Pour un argument plus formel, on peut montrer que la suite (MY (t)); (2 N fixé) est
une martingale bornée, et converge donc vers une variable aléatoire LN sur {0,1} [113].

Dire que les limites N — co et t — co permutent revient a dire que la limite du systéme
stochastique, qui est une loi de probabilités sur {(0,1), (1,0)} est égale au champ moyen qui
est une constante y(0). Cette égalité est exclue pour peu que u(0) ¢ {(0,1),(1,0)}.

Des résultats positifs Malgré le contre-exemple que nous venons de présenter, il existe un
résultat assez général permettant de relier les mesures invariantes du systeme stochastique
et le régime stationnaire du champ moyen [10]. Nous I'expliquons de maniere heuristique :
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Soit (LN) une suite de distribution invariantes pour les chaines de Markov (MM (t));. Si
(LN) converge, alors la limite est nécessairement une position d’équilibre du champ moyen.

En renforcant les hypotheses, on obtient un résultat plus précis [62, 10] :

Si le champ moyen possede une unique position d’équilibre y. vers laquelle toutes les
trajectoires convergent, alors la suite Ly converge nécessairement vers i..

En d’autres termes : si le champ moyen posséde une unique position d’équilibre qui
est un attracteur global, alors cet état est une approximation de 1’équilibre (statistique) du
systeme stochastique.

Remarque 16. L'exemple n’est pas en conflit avec ces résultats, puisque tous les points du segment
{A(0,1) 4+ (1 —A)(1,0), A € [0,1]} sont des positions d’équilibre pour le champ moyen.

4.5 Méthodes de champ moyen pour la résolution d’'un MDP

Une application intéressante des méthodes de champ moyen est la résolution de certains
MDP. Nous avons constaté que le formalisme des MDP permet de représenter des systemes
d’individus avec un objectif, ce qui est important pour la représentation des SMA, mais
la difficulté de résolution croit de maniere exponentielle avec le nombre d’individus. Cette
difficulté a été appelé la malédiction de la dimension” par Bellmann [9].

A Topposé des méthodes proposées dans les parties 3.7.1, 3.7.2 qui essayent d’exploi-
ter le caractere local des interactions, [63] et [19] proposent de résoudre les MDP a l'aide
d’une approximation de type champ moyen. Pour cela il faut étendre le modele formel de
la partie 4.2.1 pour prendre en compte les actions, c’est-a-dire les parametres de contrdle du
systeéme, ainsi qu'une récompense qui évalue I'accomplissement du systeme dans sa tache.
Le théoréme 5 montre que ce modele converge vers un champ moyen contrdlé. De plus, si on
associe un MDP a ce modeéle stochastique, [63] montre que I'équation d’optimalité associée
converge vers une équation d’optimalité déterministe associée au champ moyen.

4.5.1 Modele stochastique controlé

Reprenons le modele formel de la partie 4.2.1 pour y ajouter des actions. On consideére
un systéme de N agents identiques évoluant en temps discret t =0, 1,. . ..

Etats Chaque agent posséde un état dans un espace fini S, de cardinal S = Card(S). On
note s, (t) I'état de 'agent n a l'instant ¢, et SN () = (s1(¢),...,sn(t)).

Densité d’occupation En raison de I’échangeabilité des agents, I’état du systéme peut étre
décrit par le nombre d’individus en chaque état. On note

7. En Anglais : curse of dimensionality
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le nombre d’individus en 1’état i a I'instant ¢ et

i Ni:1 Sy () =i

la proportion d’individus dans ’état i.

Actions A chaque instant ¢, une action collective A(t) est choisie 8. Cette action appartient
a un espace d’actions .4 supposé compact.

Ressource Les agents évoluent en présence dune ressource notée RN (t) a I'instant ¢. Cette
ressource prend ses valeurs dans un espace vectoriel réel R et se renouvelle avec le vecteur
de densités d’occupation

RN(t+1) =g (RN(t),MN(t + 1))
al’aide d"une fonction g. Cette fonction sera supposée continue.
Loi d’évolution Comme dans la partie 4.2.1 on suppose les transitions des agents aléa-

toires, indépendantes et de méme loi. Cette loi dépend de la densité d’occupation, de la
ressource et de I'action collective. Chaque agent évolue selon

pN(m,r,a) =P (sn(H—l) = ilsu(t) =i, MN(t) = m, RN (t) = 1, A(t) = a)

qui est la probabilité de passer de 1’état i a 1’état j lorsque la densité d’occupation vaut m, la
ressource vaut r, et I’action collective est a. Le systeme évolue selon

P (SN(H—1) =5 |SN(t) =5, RN(t) =1, A(t) = a) = )ﬁ[lpfj(m,r,a).

Par la suite, on notera PN (m, r,a) = < pf\;(m, 7, a)) ~la matrice de transition d’un agent, et
, i

N [ P(S)xRT — R
Pij: (m,r,a) +— plzj-(m,r,a)

et
PN P(S) xR* —  Ms(R)
' (m,r,a) — PN(m,r,a)

les fonctions sous-jacentes.

Récompense La réussite du systéme est évaluée par une fonction r(MN(t), RN(t)) de ré-
compense. Cette fonction est supposée continue et bornée. Notons que, contrairement aux
MDP, la récompense est indépendante de I’action du systeme.

8. Cette notion d’action est dépourvue de sémantique. Il s’agit simplement d’un parametre de contrdle.
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4.5.2 Limite champ moyen

Nous venons de présenter un modeéle stochastique similaire a celui introduit a la partie
4.2.1, en ajoutant deux ingrédients nouveaux :

— Un ensemble d’actions, permettant de controler I’évolution du systeme.

— Une fonction de récompense, permettant d’exprimer la réussite du systéme vis-a-vis

d’un objectif.

Le fait d’ajouter des actions n’invalide pas 'approximation par le champ moyen. En effet,
le théoreme 5 est démontré pour chaque ¢ fixé, et reste donc valable pour des processus qui
ne sont pas homogenes en temps.

Théoreme 7. On consideére le modéle Markovien décrit a la partie 4.5.1, et on suppose que

(i) Les conditions initiales MN(0), RN (0) convergent presque siirement vers des vecteurs p(0) et
#(0).

(ii) La suite de fonctions (PN) converge uniformément vers une fonction continue

P:P(S) xRY x A = Ms(R).

Alors pour tout t > 0, MN(t) EEN u(t) et RN(t) EEN p(t), oil les suites p et y sont définies

récursivement par

A T'aide de ce théoreme, on peut approcher le systéeme stochastique par le champ moyen
(déterministe). Si le systeme stochastique correspond & un MDP, ce résultat permet de le
rapprocher d"un MDP déterministe, dont la résolution en généralement plus aisée. Les théo-
rémes des sections suivantes, issus de [63, 62], énoncent précisément ces faits.

4.5.3 Application aux MDP sur un horizon fini

Une conséquence immédiate du théoreme 7 est que, pour une suite d’actions
A(0),...,A(T) donnée, le gain moyen sur une période finie [0, T

T
Glo),..am) =E (tzor(MN(f)/RNU)))

converge vers le gain du champ moyen

En effet d’apres le théoréme 7 chaque terme du gain G, ), a(r) converge vers le terme

correspondant dans I'4g),. a()-
Une autre conséquence, moins immédiate, est que le gain optimal du systeme stochas-
tique

G*N =  max

G
A(0),...,A(T) A(0),...,A(T)
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converge presque stirement vers le gain optimal du champ moyen

["= max T 42

A iy TA©A) (4.2)

Avec la propriété intéressante suivante : soit A*(0),..., A*(T) une suite d’actions optimales

pour le champ moyen (c’est-a-dire une suite réalisant le maximum (4.2)). Alors cette suite
est asymptotiquement optimale pour le systeme stochastique.

Théoréme 8. Sous les hypotheses du théoreme 7, et avec les notations introduites ci-dessus, les
limites suivantes coincident

lim G gm Gyq),..,a%(1)

Le théoreme 8 et les observations qui le précedent permettent d’exploiter le MDP associé au
champ moyen :

— D’une part, ce MDP a un espace d’états compact et se résout a I'aide de méthodes
d’analyse continue. Ces méthodes permettent en partie de contourner la difficulté ex-
ponentielle associée aux MDP discrets (la malédiction de la dimension). De plus, le MDP
associé au champ moyen est déterministe. L'équation d’optimalité ne fera donc pas
intervenir d’espérance sur l’état suivant (Cf. par exemple (3.11)), qui pouvait donner
lieu a une grande complexité algorithmique.

— D’autre part, la résolution du MDP associé au champ moyen fournit deux réponses
sur la solution du MDP stochastique. Premiérement, il donne le gain optimal du sys-
téme stochastique, lorsque le nombre d’agents tend vers l'infini. Ensuite les actions
optimales du champ moyen sont asymptotiquement optimales pour le systeme sto-
chastique, et peuvent donc constituer une stratégie intéressante lorsque le systeme
stochastique est grand.

4.5.4 Application au cas dévalué

La deuxiéme application aux MDP concerne le cas dévalué. On se limite aux stratégies
stationnaires, c’est-a-dire les stratégies de la forme (ILI],...). A chaque instant ¢, l'action
choisie est A(t) = IT(MN(t)). Le gain dévalué associé a la politique IT s’écrit :

GN=E (i 5tr(MN(t),RN(t))>

t=0

N

ottd € ]0,1] est le facteur de dévaluation. Le gain optimal du systéme stochastique est noté :

GN= sup GN.
[TeAP(S)
Comme la politique IT n’est pas nécessairement continue, rien ne garantit que le proces-
sus (MN(t), RN (t)); associé a la politique IT vérifie les hypotheses du théoréme 5 et qu'il
converge vers un champ moyen.
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On peut cependant écrire :

Yo r(MN(t»RN(t)))

— 00 =0

GN = lim E (

T
et approcher le cas dévalué infini en appliquant successivement le théoréme 8 pour les MDP
dévalués finis. Dans [63, 62], cet argument est utilisé pour montrer que la value du MDP
dévalué peut étre approché tend vers la solution I'* de I’équation d’optimalité stochastique

T*(4,p) = r(,0) + 6 supT* ( F(u,p,a)). (4.3)
acA

et ot1 la fonction F correspond a l'itération déterministe :

F(u,p,a) = <V-P<M,p,a),g(#-P(M,p,a)fp))'

Ce résultat permet d’exploiter 'approximation champ moyen pour résoudre un MDP dé-
valué. D’une part, il donne une valeur approchée du gain optimal du systéme stochastique,
et des actions asymptotiquement optimales. D’autre part, I'équation d’optimalité (4.3) est
déterministe, et se résout a 1'aide de méthodes d’analyse continue. L’approche permet donc
de contourner en partie la malédiction de la dimension.

4.5.5 Commentaire

Les auteurs de [63] précisent un fait important dans leurs article. Pour tout MDP il existe
une stratégie optimale qui est sans mémoire. Cette affirmation est illustrée par le fait que les
méthodes de résolution proposées dans les sections 4.5.3 et 4.5.4 fournissent des stratégies
optimales sans mémoire.

Comme nous 1’avons mentionné dans la section 3.4.5, ces stratégies optimales font géné-
ralement intervenir la loi d’évolution du systéme, ainsi que la fonction de récompense. De
ce fait, elles ne sont pas pertinentes pour les systemes multi-agents étudiés dans cette these,
dont les agents ignorent généralement la loi d’évolution macroscopique du systéme ainsi
que la fonction de récompense globale.

Il est toutefois possible de mettre les stratégies optimales & profit, sans avoir la totalité des
informations qu’elles utilisent a disposition. Les informations manquantes nécessaires pour
utiliser la stratégie optimale peuvent par exemple étre obtenues en devinant 1'état du sys-
teme (Cf. section 4.6.1.3). Une autre méthode envisageable pour combler le manque d’infor-
mations est d’introduire des mécanismes d’apprentissage ou d’adaptation dans les agents.
Ce fait est illustré dans I'exemple présenté dans la section 4.6.1.

4.6 Retour sur les exemples

Dans cette partie nous étendons les exemples de la partie 4.3 a des MDP, afin d’illustrer
la mise en oeuvre les résultats théoriques de la section 4.5.
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4.6.1 Trafic unilatéral dans deux couloirs

Reprenons I'exemple de la partie 4.3.1 dans le cas particulier ot il y a deux couloirs. Un
groupe de N personnes se trouve dans une piece, et souhaite se rendre dans une seconde
piece. Pour ce faire, elles peuvent emprunter deux couloirs dont les capacités de passage
sont différentes.

4.6.1.1 Notations et scaling

Rappelons rapidement les notations : les individus ont quatre états possibles

- (1) et (2) : présence dans la premiere ou la seconde piece.

— (Dy) et (D) : I'individu sollicite un des couloirs 1 ou 2.

- (Th) et (T») : I'individu est parvenu a traverser un des couloirs 1 ou 2, et se rend dans

la piece 2.
Les proportions d’individus dans chacun de ces états sont notées de maniere transparente
MY (), My (£), M, (), Mp, (£), My (t) et M, (¢).

A chaque instant, les personnes dans la piece initiale peuvent essayer de s’engager dans
un des deux couloirs avec des probabilités respectives a; et a,. Ces probabilités feront office
de parametres de controle du systéme. Elles parametrent les stratégies aléatoires indivi-
duelles sur les actions {Solliciter le couloir 1, Solliciter le couloir 2}.

Les capacités des couloirs sont supposées exponentiellement décroissantes : si k per-
sonnes demandent a traverser le couloir, alors chacune y parvient avec une probabilité de
e~ Ak, Cette probabilité décroit exponentiellement avec le coefficient A, qui représente donc
la résistance du couloir. Les probabilités de traverser, sachant que MY (t) = m, sont donc :

pgerl (m) = eiAleDl et pngTz <ﬂ’l) = e_AszDz

ol a; et ap désignent les résistances respectives des couloirs.

Il est clair que si A; et A, sont constantes devant le nombre d’individus, ces probabilités
tendent vers 0 lorsque N — oo. Pour cette raison, nous faisons ’hypothese de scaling sui-
vante : asymptotiquement, les résistances A; et A, sont inversement proportionnelles a N,
c’est-a-dire :

151 [1%)

A~ — Ar ~ =
1=y Ty

Sous cette hypothese, les probabilités asymptotiques de passage d’une piece a l'autre,
lorsque N — oo, sont :

PDy,1 (m) = e “1"D1 et pDz,Tz(m) = ¢ YDy,

Le diagramme des transitions asymptotique est le suivant :
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Figure 4.6 — Diagramme des transitions asymptotique

En ordonnant les états selon (1, D, D,, T1, T»,2), la matrice de transition asymptotique
s’écrit :

1—a1—a2;a1 a0 0 10
1m0 0 ,e ™ 0 0

1—e @ '0 0! 0 e—2ms ! ()

P(m, (ay,a2)) = |- -~ -~~~ - e
0 '0 0! O 0 1

.0 o0 0 0 |1

0 0 0! 0 0 11

Les parametres a1 (t), ax(t) sont nos parametres de contrdle. Dans la suite, nous les ajustons
afin de maximiser un certaine récompense définie dans la partie suivante.
4.6.1.2 Récompense et gain

Comme 1’objectif est que les personnes traversent les couloirs, nous définissons la ré-
compense instantanée comme la proportion de personnes qui y parvient a chaque instant

r(m) = mr, + mr,.

Considérons une durée T, et le gain cumulé sur la période [0, T]. Pour le systeme discret, il
s’écrit
- N
Gay(0),02(0),.. = E | Y (MY (1))

t=0

et pour le champ moyen il vaut

Remarque 17. Le gain du systéme stochastique correspond a la proportion de personnes dans les
états Ty, Tr et 2 a linstant T

Gay(0)42(0),.. = E (M (T) + MY(T) + MY (T))
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et de manieére similaire, pour le champ moyen

L0 0),a2(0),... = #1y (T) + pmy (T) + 2 (T).

En effet, les récompenses cumulées correspondent au nombre total de personnes qui ont traversé le
couloir.

4.6.1.3 Optimisation du champ moyen

Nous proposons de calculer le gain optimal du champ moyen, ainsi qu'une suite d’ac-
tions optimales pour le champ moyen, a I'aide d'une méthode rétrogradée (Cf. parties 3.4.1
et 4.5.3). On définit la value a l'instant final T par Vr(u) = 0. Cette value correspond au
meilleur gain que I'on peut obtenir a partir de l'instant T et est nul car il n’y a plus d’instant
ultérieur. La value a l'instant T — 1 est définie par Vr_1(y) = pr, + ur, etlavalueen T —2
vaut :

Vroa() = ey i, + max Vo (e P, (ay2) )
ai,az

= U, + Y, + :uDle_ale + ‘uDze_MHDZ'

Rappelons le sens de la value Vr_;(u) il s’agit du meilleur gain que 1’'on peut obtenir en
partant de I’état 4 a I'instant T — 2.

Pour I'instant les parametres de controle ne sont pas intervenus, étant donné la latence de
deux transitions entre I'action (un choix de a4 (t), a2(t)) et la récompense résultante. Ensuite,

Vros(u) = pr, + pr, + (max) Vr_s (l«i -P(u, (“1&2)))

a1,a2

= ur, +,UT2 + max (VDle—mVDl _|_‘uDze—DélﬂD2 _|_‘ulale—zx1a1}41 + V1a2e—zxza2ﬂ1)
ai,az

= ur, + pr, + pp,e 1 4+ up,e “1FP2 4+ max (ylale_“l‘””l + ylaze_“2”2”1> . (4.4

(ﬂl,ﬂz)

L'expression a maximiser dans (4.4) est dérivable et on peut procéder par un calcul de déri-
vées partielles. On montre que le couple (a1, ay) réalisant le maximum, sous les contraintes
0<m1 <1,0<p<leta;+ay <1,est

1 1 i >1, 1
<0¢1ﬂ1’042141> St = Dé1+0<2

19} 451

i Wi, sinon
et que
1 1) -1 1 1
<—+—)e Sipg 2 -+ -
— — o 44 — o
VT—3<V> = Un + U1, + UDye fEP 4 HD,€ by 4 ' "‘1"‘% ' ’

pie aralt sinon

Il est possible d’interpréter ce résultat simplement. Si la proportion de personnes restantes
est supérieure a all + alz, alors il faut s’engager dans chacun des couloirs avec les probabilités

suivantes 1

1
ﬂl(#) = M/ ﬂz(#) = Km
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[\

afin d’avoir le taux de passage optimal e

1% T .
27 4 'instant suivant.
. . . L. <1 1 , N . e
Si la proportion de personnes restantes est inférieure a ;- + ;-, ’est-a-dire s'il ne reste
que peu de personnes, alors il faut s’engager avec probabilité 1. Cette probabilité est répartie

f2_ _fl_ et assure un taux de passage

sur les deux couloirs selon les résistances relatives ,
a1+np” wptan

- alaz . .
de pie” 772" 3 I'instant suivant.
Ces constats permettent de réaliser les calculs de value suivants Vr_y4, Vr_s, ... rapide-
ment. Le premier de ces calculs est :

Vi—a() = pir, + pr, + sup Vs (- P, (a1,2)) ).

((ll,llz)

La fonction a maximiser est dérivable par morceaux, et on peut procéder a un calcul de
dérivées partielles comme cela a été fait pour Vr_3. On montre que :

1 1 i >1 ., 1
(041}41’ 062#1) Stp = aq + a
4%] X1

Tm T sinon

réalise le maximum, et on retrouve la stratégie optimale a T — 3. En poursuivant ces calculs
al’aide d"un raisonnement par récurrence, on montre qu’elle est optimale a chaque instant.

Il existe donc une stratégie optimale qui est stationnaire, et qui ne dépend que du nombre
de personnes restantes dans la premiere piéce. Lorsqu’il reste une proportion p; de per-
sonnes dans la piece initiale, la stratégie optimale consiste a solliciter les couloirs 1 et 2 avec
des probabilités (a1, a;) égales a :

11 O R |
(041}41’ 062#1) SLp1 = 4 + @
X2 131
a1+’ wy+an

sinon

Avec cette stratégie on assure que la proportion de personnes qui traverse a l'instant suivant
est maximale, égal a
1o 1) ,-1 141
(—+—>e Sipy 2 o+ 45
ARy AR (4.5)

pie sl sinon

Notons que la stratégie optimale dépend essentiellement de la proportion (et donc du

nombre) de personnes restantes, et fait apparaitre un seuil : tant que la proportion de per-
1
oy
proportionnelle au nombre de personnes restantes.

sonnes restantes dépasse aiz, elles doivent s’engager avec un probabilité inversement

En revanche, lorsque le nombre de personnes arrive en dessous de ce seuil, elles s’en-

gagent avec probabilité 1 a chaque instant. Cette probabilité est divisée sur les deux couloirs

[L%) 151
a1+ap et aptap”

par les résistances relatives

Remarque 18. De maniere naturelle, la moyenne harmonique des résistances xq et wy s’est introduit

dans les calculs. En effet, la seconde ligne de (4.5) correspond a la probabilité de passage dans un seul

couloir dont la résistance est % = 0 Jlr + soit la moyenne harmonique des résistances des deux
a1 4

2
couloirs. On retrouve la formule classique des résistances électriques montées en parallele.
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Avec la stratégie optimale trouvée ci-dessus, le gain croit de maniére linéaire tant que

. ‘s o o <1 1 .

la proportion de personnes dans la premiére piece est supérieure a owt Ensuite cette
_ M% .

croissance se fait avec un taux de pje "1t = par unité de temps.

Dans la section suivante, nous effectuons des simulation numériques pour évaluer cette
performance et confirmer les résultats théoriques présentés a la section 4.5.3. De plus, nous
proposons de comparer la stratégie optimale a deux stratégies heuristiques dont le choix
sera justifié.

4.6.1.4 Analyse numérique et comparaison de la performance

Dans cette partie nous évaluons la performance de la stratégie optimale a 'aide de si-
mulations numériques. Cette stratégie fait intervenir de maniere explicite les capacités a; et
«y des couloirs. Conformément a la discussion en section 4.5.5, ces informations ne sont pas
nécessairement connues par les agents.

Nous allons donc proposer deux stratégies heuristiques, notées (MC) et (BO), qui ne
font pas appel aux valeurs de a; et ap. L'idée de ces stratégies est d’introduire une variable
mémoire qui permet de décider de l'attitude que les agents doivent adopter. Les deux stra-
tégies heuristiques sont exposées dans les deux paragraphes suivants, et leur performance
est ensuite comparée a celle de la stratégie optimale.

Il est important de noter que ces stratégies heuristiques sont particulieres, car elles s'ins-
crivent dans la cadre formel de ce chapitre, défini a la section 4.2.1, et parce qu’elles vérifient
toutes les deux les conditions d’application du théoreme 5. De ce fait, nous pouvons les
comparer de maniére équitable a la stratégie optimale établie a la section 4.6.1.3.

Une question intéressante, mais tres délicate, est de savoir comment ces stratégies
peuvent étre comparées a des stratégies heuristiques qui ne vérifient pas les conditions du
théoreme 5 (c’est-a-dire des comportements d’agents qui ne passent pas a la limite champ
moyen). La réflexion autour de cette question n’a pas été approfondie dans cette thése, mais
elle figure parmi les perspectives de ce travail.

(MC) : Mémorisation des collisions La premiére stratégie heuristique consiste a mémori-
ser le nombre de collisions qui ont eu lieu dans chaque couloir, et & déterminer la probabilité
de chaque couloir en fonction de cette information.

Afin d’inscrire cette stratégie dans le modele proposé, il faut introduire de la mémoire
dans le systéme a l'aide de la variable ressource. Les deux premieres composantes de la
ressource Ri(t), Ro(t) représentent le nombre de collisions (moyen par agent) cumulé au
cours du temps dans chacun des couloirs. Pour le premier couloir, ce nombre est calculé par

Ri(t) = Ri(t = 1) + Mp, (t = 1) — Mr, (¢).

En termes simples, on ajoute un terme (sollicitation) - (passage) au nombre de collisions
cumulées. Afin de conserver la valeur Mp, (f — 1) de 'instant précédent, nous l'inscrivons
dans la troisieme composante de la ressource R3(f) = Mp, (t). La ressource compléte est
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donc un vecteur R(t) = (Ry(t), R2(t), Ra(t), R4(t)) mise & jour par la regle :
Ri(f) = Ry(t — 1)+ Ra(t — 1) — M, (1
Ry(t) = Ro(t — 1) + Ry(t — 1) — M, (1)
Rs(t) = Mp, (t)
Ry(t) = Mp,(t)

et initialisée & R(0) = (1,1,0,0). Cette initialisation permet de commencer avec une proba-
bilité identique pour les trois choix {Solliciter Couloir 1, Solliciter Couloir 2, Ne rien faire }.

A chaque instant les personnes choisissent les couloirs, en privilégiant celui oti le nombre
de collisions est le plus faible, avec les probabilités suivantes :

Ry (t
{auwzaﬁﬁﬁm

Ry (t
a(t) = W)(Jr)l?z(t)

Avec cette regle, la probabilité totale de s’engager vaut a1 (t) + a2 (t) = % et tend
vers 1 lorsque le nombre de collisions est grand. Pour cette stratégie, les agents deviennent

donc de plus ne plus agressifs au cours de leurs échecs successifs.

(BO) : Back-off La deuxieme stratégie proposée consiste a fixer des probabilités a; et a,
initiales, et a les ajuster au cours du temps en fonction du nombre de collisions observées
dans chacun des couloirs.

Pour les mémes raisons que dans la stratégie précédente, nous utilisons la variable res-
source afin de mesurer la nombre de collisions qui ont lieu dans chaque couloir. Pour ap-
pliquer cette stratégie, nous utilisons seulement le nombre de collisions instantané (et non
cumulé). Les quatre premieres composantes de la ressource sont donc mises a jour selon

Ri(t) = Rs(t — 1) — M, (t)
Ry(t) = Ry(t —1) — Mr,(t)
R3(t) = Mp, (#)
Ry(t) = Mp,(t)
et initialisées a (1,1,0,0). Les composantes R (t) et Ry(t) représentent respectivement le

nombre de collisions instantané entre f — 1 et ¢ dans le couloir 1 et 2.

De plus, il est nécessaire de conserver les valeurs courantes des probabilités 4 , a2. Nous

les inscrivons dans les composantes 5 et 6 de la ressource, c’est-a-dire a;(f) = Rs(t) et
ay(t) = Re(t). Initialisées a R5(0) = Re(0) = 1, ces probabilités se mettent a jour selon

ﬂZ(t) = ElQ(f — 1) (1 — RQ(t — 1)) Ré(t) = R6(t — 1) (1 —Rz(t — 1))

L’idée est que si un couloir est obstrué, les agents vont préférer I'autre couloir. Cette préfé-

{aﬂﬂsz—UU—RMF4D wﬁ{Raw:Rqﬂ4>a—mu—n>

rence se précise de maniéere exponentielle lorsque 1’obstruction perdure.

Nous insistons sur le fait qu’aucune des stratégies proposées dans cette section ne fait ap-
pel aux résistances a1 et &y des couloirs. Ce manque d’information a priori est compensé par
la mémoire (collective), a travers la ressource R. La mémoire permet aux stratégies d’amé-
liorer leurs performances au cours du temps, la premiere par un processus d’apprentissage
et la seconde par un processus d’ajustement.
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Simulations, comparaison des stratégies Les deux méthodes heuristiques proposées
entrent dans le modeéle stochastique (avec ressource) décrit a la partie 4.2.1. Nous avons si-
mulé le modéle stochastique, ainsi que le champ moyen correspondant aux stratégies (BO),
(MC) et la stratégie optimale calculée a la partie 4.6.1.3.

Pour les simulations, nous avons fixé :

— le nombre d’agents a N = 100,

— les résistances des couloirs a &1 = 10 et ap = 50,

— la durée des simulations a t = 100.
La figure 4.7 montre I'évolution de la proportion de personnes restantes (états 1, D; et D)
pour les trois stratégies °.

Nombre de personnes restantes
Nombre de personnes restantes
Nombre de personnes restantes

temps ® tersr;ps h b temps

nes restantes

person

Nombre de personnes restantes

Nombre de

Nombre de personnes restantes

10 0 50 0 20 S0 10 % 0 50

30 30
temps temps

Stratégie Optimale Meémoire des collisions Back-off

30
temps

Figure 4.7 — Evolution du systéme avec les trois stratégies. Le champ moyen est repré-
senté au-dessus, et le systeme stochastique en dessous

Les trois stratégies permettent de vider la piéce initiale. La stratégie optimale est un
peu plus rapide que les deux autres, mais elle dépend des capacités des couloirs, et ne sera
applicable que pour des valeurs de &5 et a; fixes et connues.

La stratégie (MO) consiste a mémoriser les collisions pour en déduire son attitude. Ces
collisions mémorisées ont une interprétation intéressante, qui sera réutilisée dans le chapitre
6 : il s’agit de «phéromones négatives» avec un effet répulsif sur les agents. De maniére
générale, on peut les voir comme des marqueurs environnementaux permettant aux agents
de communiquer leur expérience.

Finalement, la stratégie Back-off (BO) a également une performance intéressante, et ne
demande aucune connaissance sur les coefficients a; et a;. Elle exige cependant de stocker
les probabilités courantes a; et a;, qui peut étre problématique si ces nombres n’ont pas de
représentation compacte. Dans un contexte général ce fait n’est pas garanti.

9. Ce nombre est simplement le complément a 1 du gain.
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Le systeme étudié dans cette partie possede un fort caractére monotone : le nombre de
personnes dans la seconde piece ne fait qu'augmenter (au sens large) au cours du temps. Le
systeme tend inexorablement vers la position d’équilibre ot1 toutes les personnes se trouvent
dans la seconde piéce, et présente donc un l'intérét limité. Nous étudions donc un exemple
un peu plus varié ci-dessous, dont la position d’équilibre n’est pas triviale.

4.6.2 Attitude optimale pour les robots extracteurs de batons

Reprenons 'exemple issu de la robotique (partie 4.3.2). Un collectif de N robots se dé-
placent dans une zone circulaire, en présence d'un certain nombre de batons qu’ils sou-
haitent extraire du sol. L'extraction se fait par un processus de coopération et nécessite la
rencontre et la coordination de deux robots.

4.6.2.1 Notations, récompense et gain

Les robots se déplacent selon des marches aléatoires, et leurs positions sont supposées
uniformes sur la zone. En simplifiant les transitions (détaillées dans la partie 4.3.2) :
— Un robot rencontre un baton libre (resp. occupé) avec une probabilité proportionnelle
au nombre de batons libres (resp. occupés).
— Une extraction a lieu lorsqu’un robot rencontre un baton occupé.
— Un robot qui tient un baton peut le relacher a chaque instant avec une probabilité a.
Le diagramme des transitions est

mcvp

(b-my) p

a

Figure 4.8 — Diagramme des transitions

avec

— les états C et A désignent respectivement 1’état ot le robot explore et 1’état ot il tient
un baton,

— le nombre p désigne la probabilité de rencontrer un baton libre,

— le nombre v désigne 1’angle sous lequel les robots doivent se rencontrer pour pouvoir
coopérer et extraire un baton,

— les nombres m et m 4 désignent les densités de robots en chaque état,

— le nombre a représente la probabilité avec laquelle un robot dans 1'état A abandonne
son baton.
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La matrice de transition est

P(m,a) = ( 1= b=ma)p (b=ma)-p )

mcvp +a 1—mcvp —a

Contrairement a la partie 4.3.2, le parametre a n’est plus supposé fixe. Dans cette section il
fait office de parametre de controle. Afin d’assurer que toutes les probabilités de transition
soient comprises entre 0 et 1 nous imposons la contrainte :

a<1-—mcvp

qui garantit que mcvp +a < 1, et que la probabilité de transition de A vers C ne dépasse
pas 1.

Nous proposons de déterminer la probabilité d’abandon optimale a, qui maximise le
nombre de batons extraits sur une période finie [0, T]. La récompense instantanée est définie
par le nombre moyen d’extractions par unité de temps

r(ma, me) = mamevp.

Le gain du systeme stochastique est donné par le nombre moyen d’extractions effectuées
sur la période [0, T|

Ga(0)a(1),.. = E (Z V<MN(t)))

t=0

et pour le champ moyen, ce gain est donné par

L'objectif de la partie suivante est de déterminer les valeurs de a(0),a(1), ...,a(T) qui maxi-
misent ces gains.

4.6.2.2 Optimisation du champ moyen

Comme dans la section 4.6.1.3, nous allons utiliser une méthode rétrogradée pour dé-
terminer la stratégie optimale du champ moyen. On définit donc les values!® suivantes

Vr(p) =0, Vr_1(p) = pcpavp, puis
Vra(u) = pcpavp +sup Vr_1 (- P(p,a))

avec :

Vri(p-P(p,a)) = (uc(1 — (b — pa)p) + palpcvp +a))
x (1= (uc(1— (b —pa)p) + ualpcvp +a))) vp.

10. Nous rappelons que la value V; () représente le meilleur gain que 1’on peut obtenir en partant de I'état u
a l'instant £.
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Nous calculons le maximum dans l'expression de Vr_(u) grace a une simplification de
I'expression de Vr_;. A l'aide de l'égalité X - (1 — X) = 1 — (X — )% on montre que :

1 1\°
Vroi(p - P(u,a)) = qvp —vp (P‘C(l = (b= pa)p) +palpcvp +a) - 5)
et cette expression est maximale lorsque X = %, soit :

1
pe(L= (b —pa)p) +pa(pcvp +a) = 5.

La valeur optimale de 4, respectant l'encadrement a € [0,1 — ucvp], est donc

0 si %—P‘C(l—(b—;l:)P)—VCHAVP <0
1_ —(h— _
ar o(p) = 1—pcvp o 2-Hc(1-(b ;t:)p) HCHAVP o q Hevp (4.6)
spc(=(b=pa)p)=pcpave oo o
Ha

et la value a l'instant T — 2 vaut

Vr—a(u) = pcpavp + Vr—1 (u- P (n,ar—2(p)))

Remarque 19.

— Lecas py = 0, problématique en apparence, ne pose en réalité pas de probleme : lorsque I'état
2 est vide il n’est pas nécessaire de définir la probabilité a, puisqu’aucun robot ne peut effectuer
la transition A — C.

— La distinction de cas dans (4.6) s’explique simplement. La troncature vis-a-vis des valeurs
extrémales 0 et 1 — pcvp correspond aux deux cas de figure :
o ['état 2 est trop peu occupé, et les agents doivent s’efforcer d’y rester.
o ['état 2 est trop occupé, et les agents doivent s’efforcer de le quitter.

Le calcul de Vr_3 fait intervenir une discussion sur 1'effet de a sur I'état du systéme a
T — 2. Cet état détermine la valeur de ar_; selon les cas de figure dans (4.6). Bien que cette
discussion soit intéressante, elle est délicate et risque d’obscurcir le but de cet exemple qui
est d’illustrer la méthode d’optimisation.

Nous réduisons donc le degré de généralité de cet exemple en supposant que :

1

bp < 5 (4.7)

qui assure que
3= #c(l—(b—pa)p) — Hcpavp _
Ha B

La condition (4.7) contraint le produit bp a rester inférieur a 3, ce qui entraine en particu-

1—pucvp.

lier que lorsque tous les robots sont en phase d’exploration, au plus la moitié d’entre eux
rencontrent des batons.

Par conséquent la deuxieme option de (4.6) est exclue, et

1

1—(b— _
ar_»(p) = max (2 pc( ( VVA)P) UcHAVp , 0) '
A
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(1=(b—pa)p)—pcpavp

1
En étudiant le signe de 2—¢ , on montre qu’il existe un seuil yu* tel que

Ha

) 0 sip* <uc<1
ar—2(|H) = 1 uc(1—(b— — v . "
3 —pc(1=( :j)p) Horavp o ue <

D’autre part, ce seuil permet d’interpréter précisément la stratégie optimalea T — 2 :
— Si le taux d’occupation de 1’état C est plus grand que u*, alors il faut poser a = 0.
Dans ce cas, le taux d’occupation pic diminue en passant a

pc(1 = (b—pa)p) + pcpavp

alinstant T — 1.
— Sinon, il faut poser a =

3=ic(1=(b=pa)p) —pcpavp
Ha '
Dans ce cas, les taux d’occupation passent a jic = 4 = 5 a l'instant T — 1.

Ces observations permettent de réaliser rapidement tous les calculs de value suivants. Mon-
trons comment le premier est fait :

Vr3(u) = pcpavp +sup Vr o (p- P(p, a))

. . . PN 3 —pc(1—=(b— - AT
Si le taux d’occupation de I'état C est inférieur a u*, alors a* = 2 e~ 5 j)p JZHClAVE galise

le maximum.

Dans le cas contraire, la valeur optimale est a* = 0, et

— si le taux d’occupation chute en dessous du seuil y*, le systéme passe a jic = pia = 3
dans tous les états suivants.

— sinon, on choisit a nouveau a = 0 a l'instant T — 2.

En répétant ce raisonnement pour les valuesa T — 4, T —5, . . ., on montre que la stratégie

consistant a choisir

0 sip* <puc<1
a(p) = %—Hc(l—(h—;:)P)—HCﬂAVP sipe < p

11 consiste en deux

est optimale a chaque instant. La dynamique optimale du systeme
phases :
— Tant que le taux d’occupation ¢ est supérieur au seul yu*, choisir a = 0.
Ce choix a pour effet de diminuer le taux d’occupation de 1’état C.

3 —1c(1=(b—pa)p) —pcpavp
Ha )
Avec ce choix, I'état du systéme passe & jic = p4 = 3 pour tous les instant suivants.

— Des que puc < p*, choisir a =

La dynamique optimale de ce systéeme possede un caractére monotone et un phénomene
de seuil. Contrairement a la partie précédente, le systéme n’est monotone que sous la stra-
tégie optimale. De plus, contrairement a 1’exemple précédent, le seuil dans cet exemple a
l'effet inverse : une fois que le systeme passe en dessous du seuil y*, le systeme arrive a des
gains instantanés maximaux et une performance optimale.

Dans la partie suivante nous confirmons les affirmations ci-dessus al’aide de simulations
numériques.

11. i.e. la dynamique sous la stratégie optimale
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4.6.2.3 Analyse et comparaison de la performance

Pour évaluer la performance de la stratégie optimale trouvée dans la partie précédente,
nous faisons des simulations. Une étude isolée de la dynamique optimale du systéme, et
de sa récompense optimale n’a que peu de sens. Pour cette raison nous proposons de la
comparer a la performance d’une autre stratégie établie tres simplement. Cette stratégie est
présentée dans le paragraphe suivant.

Stratégie constante et optimisation a I'équilibre Une méthode simple pour obtenir une
valeur intéressante de la probabilité de lacher un baton a est de la supposer constante, et la
rendre optimale a 1’équilibre du systéme 2.

Pour une valeur constante de 4, le champ moyen évolue comme :
1—(b—pa(t)) - b—pa(t)) -
y(t+1):y(t)~ ( ]"2( )) p (_ VZ( ))_]7 )
mtvp+a  1—m(tvp—a
Etudions ses positions d’équilibre. Elles sont données par 1’équation
— 1= —pp)-p (b—p)-p \
pivp +a 1—pmvp—a

En particulier, la densité d’agents en I'état C a I'équilibre est donnée par
i =1 = (b= p2)p) + p2(pivp +a), (4.8)

L'approche que nous proposons est de rendre la récompense instantanée r(pt) = p1pavp
maximale & I'équilibre. Lorsque b > 1, cette récompense est maximale pour 1 = pip = 3.

Admettons que cette répartition soit atteinte a I'équilibre. L'équation (4.8) devient
1 1 1 1/1
5=5 (1— (b—z)p) t3 (Evp—ka) :

a= <b — %) p— %vp. (4.9)

et a pour solution

D’une part, nous vérifions que

o bh> % entraine que a > 0,

e La condition bp < 1 dans I'hypothese (4.7) entraine que a < 1,
et par conséquent a définit correctement une probabilité.

D’autre part, il faut montrer qu’avec ce choix de 4 le champ moyen p converge effective-
ment vers la répartition optimale (3, 3). Pour cela, nous réécrivons la régle d’évolution de

la premiére composante de y :

pm(t+1) = pr(H)(1 = (b — pa(t))p) + p2(t) (ua(t)vp + a)
=3~ (m0-3) (b4 vm) +p2s—v=1)-1)

12. Cette approche sera a nouveau utilisée a la partie 5.
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en utilisant le fait que p2(t) = 1 — py(t). Par conséquent :

2

1
#1(t+1)——‘ =

p(t) — %‘ : ‘P(l +v)m(t) +p2b—v—1) -1

Or
p(L+v)pua(t) +p2b—v—1)=1=2bp— (1+v)(1 —(t))p—1.

Grace a la contrainte bp < 1 et le fait que 1 — i1 () < b, on obtient que
0<2bp—(1+v)(1—pui(t))p <1

dés que v < 1 ou p < 1. Par conséquent,
‘p(l +)um () +p2b—v—-1)—-1| <k
pour une certaine constante k < 1, et

p(t) —

N[ —

1

Cette derniére inégalité montre que le champ moyen converge exponentiellement vite vers

(%, %), et ce quelle que soit sa valeur initiale.

Le champ moyen admet donc une unique position d’équilibre vers laquelle toutes les
trajectoires convergent. Selon le résultat énoncé a la section 4.4.3 le systéeme stochastique
a donc également tendance a se stabiliser selon cet équilibre, si le nombre d’agents N est
suffisamment grand.

En résumé, la valeur de 2 donnée par 1'équation (4.9) mene le systeme stochastique vers

la répartition optimale (3, 1) a 'équilibre, si le nombre d’agents est suffisamment grand.

Dans le paragraphe suivant, nous confirmons ces affirmations a 1’aide de simulations
numériques. De plus, nous y simulons la dynamique optimale calculée a la section 4.6.2.2.

Simulations, comparaison des stratégies Comme pour l'exemple précédent (section
4.6.1.4), nous proposons d’évaluer la performance de la stratégie optimale par des simula-
tions numériques. Elle sera comparée avec la stratégie constante déterminée au paragraphe
ci-dessus.

Pour les simulations, nous avons fixé
— le nombre de robots a N = 100,
— les parametres p = 0,05, b = 0,8 etv = 0,1. Il y a donc
e peu de robots par rapport a la taille de la zone,
e beaucoup de batons (relativement au nombre de robots),
e 10% de chances qu’une rencontre de robots meéne a une extraction de batons,
— la durée des simulations a ¢ = 80 itérations.
Ces parametres ont été choisis arbitrairement, et vérifient la contrainte (4.7). Ils permettent
d’utiliser la probabilité constante optimale

1 1
a= (b - E) p—svp= 0,0125.
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La figure 4.9 montre 1’évolution du taux de robots chercheurs pour les différentes stratégies
proposées.
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Figure 4.9 — Evolution du systéme avec les deux stratégies. Le champ moyen est repré-
senté au-dessus, et le systeme stochastique en dessous.

On observe la dynamique escomptée : les deux systémes convergent vers la répartition
optimale jic = p4 = 1. La figure 4.10 montre 1'évolution de la probabilité 2 au cours du
temps.
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Figure 4.10 — Evolution du la probabilité d’abandon a pour le champ moyen (a gauche)
et pour le systéme stochastique (a droite)

La courbe du champ moyen illustre ce qui a été avancé. Pour ¢ < 301la probabilité d’aban-
don a reste constante, égale a 0. Durant cette période le taux d’occupation de I’état C diminue
jusqu’a atteindre 3. Ensuite la probabilité d’abandon monte brutalement, afin de préserver
les proportions optimales jic = pa = 3, et se stabilise instantanément a a = 0,0125. Ce
dernier point confirme au passage la valeur optimale constante de a.

La courbe du systéme stochastique est vaguement similaire, mais le résultat d’approxi-
mation parait beaucoup plus contrasté. Une explication possible est que la stratégie opti-
male a est continue, mais qu’elle n’est pas plus réguliere que cela avec un point de non-
dérivabilité au niveau du seuil ™.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode d’approximation de type champ
moyen. Cette méthode permet, sous certaines conditions, d’approcher le systeme par
un champ déterministe. En particulier, elle exige que les agents aient une interaction
«moyenne» avec les autres agents, qui converge vers une limite continue lorsque le nombre
d’individus tend vers l'infini.

Approcher un systéme multi-agent par un champ moyen exige un nombre d’agents
N important devant les autres grandeurs caractéristiques du systeme, comme le nombre
d’états ou la taille de la mémoire. Dans [11] les auteurs proposent une extension qui permet
d’échelonner le temps avec le nombre d’agents, et d’aboutir a des équations différentielles.
Cette approche a deux avantages : d'une part, elle permet de modéliser les systemes asyn-
chrones. D’autre part, I'étude formelle d'une équation différentielle se fait a 1’aide d’outils
d’analyse mathématique (continue). Ces outils ne sont pas affectés par la taille du systeme,
et peuvent s’avérer plus simples a utiliser et plus performants que des méthodes discretes
pour de grands systemes. Nous présenterons une autre extension de ce type dans le chapitre
5, en utilisant les méthodes de champ moyen dans un contexte ot les agents sont disposés
dans un espace géométrique.
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Le modele stochastique utilisé pour représenter le systéme multi-agent est pertinent
pour les systemes multi-agents étudiés dans cette these. Le fait de considérer des agents
identiques peut étre contourné en introduisant artificiellement des états. Par ailleurs, le fait
de ne considérer que les espaces d’états fini n’est pas obligatoire. Dans [20] des résultats
similaires dans le cas d'un espace d’états infini sont exposés. Pour finir, le fait que la loi
d’évolution dépende de la densité d’occupation des agents n’entraine absolument pas que
ces agents aient une connaissance complete de 1’état du systeme. En effet, il est possible que
les transitions des agents ne dépendent que de la densité en quelques états «voisins», ce qui
est bien conforme a la localité des interactions des systémes auquel nous nous intéressons.

La représentation d’un systeme multi-agent par le modele stochastique introduit a la
section 4.2.1 peut étre compactifiée en omettant certaines caractéristiques du systeme. Dans
ce cas, les parametres qui demeurent dans le modéle réduit sont difficiles a interpréter.

Prenons 'exemple des robots tireurs de batons (section 4.3.2), ou1 les positions exactes des
robots ne sont pas prises en compte. Le modele réduit est obtenu a I'aide de considérations
géométriques, et présuppose une répartition uniforme des robots. Les parametres p et v ont
des interprétations simples, mais il est difficile de savoir comment ces parametres sont liés
aux parametres internes des robots.

Pour cette raison une perspective intéressante est d'inférer un modele stochastique avec
interactions a travers la moyenne (section 4.2.1) a partir de mesures statistiques sur un sys-
teme donné. Pour ce faire on peut utiliser des méthodes d’inférence statistique comme celles
proposées dans [51], qui permettent de trouver le modele stochastique le plus proche d'une
série de simulations.

Une fois obtenu un modeéle Markovien avec interactions a travers la moyenne, il est
possible de procéder a une approximation champ moyen du modele Markovien. Ainsi, par
le biais d"une modélisation statistique suivie d"une approximation champ moyen, on peut
étudier le systéme multi-agent considéré.
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Troisieme partie

Etude de systémes multi-agents situés
réactifs a I'aide d’équations a
réaction-diffusion-advection
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Utilisation de I'équation de
Fokker-Planck pour la
paramétrisation d’un systéme
multi-agent situé réactif

Dans cette section nous étudions un systéme simple, formé d’agents avec une percep-
tion locale et partielle de ’environnement. L’idée est de passer d"une loi d’évolution micro-
scopique comprenant déplacements et interactions locales a une loi d’évolution macrosco-
pique. Cela conduit a une étude asymptotique lorsque certaines grandeurs caractéristiques
du systeme tendent vers des valeurs limites. Le modele obtenu permet non seulement de
caractériser la dynamique du systeme de maniére précise, mais il permet aussi d’ajuster les
comportements des agents afin de maximiser une certaine fonction de satisfaction.

Dans un premier temps (section 5.1) nous présentons le probleme ainsi que le modele
formel utilisé pour 1'étudier. Ensuite, dans la deuxiéeme partie (section 5.2) nous dérivons
une limite continue de ce modéle appelée équation de Fokker-Planck. La troisieme partie
(section 5.3) est consacrée a 1’étude de cette équation dans un cas particulier pertinent dans le
cadre du probleme étudié. Grace a cette étude, nous déterminons deux stratégies optimales
dans la quatrieme partie (section 5.4). Les approximations et I'optimalité des stratégies sont
justifiées par des résultats théoriques, et nous proposons une validation numérique dans
la section 5.5. Ensuite, nous proposons une rapide extension au cas bidimensionnel dans la
section 5.6. Ce chapitre se termine par un bilan général, et une ouverture vers d’éventuelles
perspectives a la section 5.7.

5.1 Position du probléme et modele utilisé

Nous étudions un systeme d’agents identiques qui se déplacent sur un réseau discret.
L'objectif que nous fixons pour les agents est qu’ils se répartissent selon une certaine fonc-
tion de répartition f choisie a I'avance. Les déplacements individuels des agents sont aléa-
toires, mais orientés par la perception de leur environnement et par les interactions locales.

I s’agit d"un probléme général, rencontré, par exemple, en entomologie, lorsqu’une co-
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lonie d’insectes essaye de récolter de la nourriture disposée dans I'espace !, ou encore en
robotique, lors du déploiement d'un collectif de robots secouristes dans une situation cri-
tique ot des victimes humaines sont réparties dans 1’espace.

Le but de notre approche est donc de définir et paramétrer les comportements des agents
afin qu’ils se répartissent selon une distribution souhaitée (la nourriture pour les fourmis,
ou les victimes pour les robots de secours).

5.1.1 Mouvement collectif des agents

Le modele formel utilisé pour décrire la situation est discret. Le temps, ainsi que 'en-
semble des positions des agents sont des ensembles discrets. Initialement les agents sont
disposés aléatoirement et de maniére indépendante selon des lois de probabilités identiques.
Les déplacements des agents sont modélisés par des marches aléatoires discréetes, sans mé-
moire.

Le caractere aléatoire des déplacements a plusieurs motivations que nous avons déja dis-
cutées. Nous travaillons sous ’hypothése d'un systeme d’agents identiques. Si ces agents
disposent des mémes (par exemple, si tous disposent de la connaissance complete de 1’état
du systeme), et suivent une regle de décision déterministe pour décider de leurs déplace-
ments, alors les comportements collectifs obtenus sont grégaires : tous les agents situés au
méme endroit se déplacent de maniére identique.

De tels comportements collectifs sont clairement sous-optimaux pour 1’objectif du sys-
teme. De plus l'exploration de 'espace par les agents correspond naturellement & un pro-
cessus de diffusion. De tels processus sont essentiellement modélisés par des marches aléa-
toires.

Pour commencer simplement, nous supposons que ces agents sont en mouvement sur le
cercle C = R/27Z. Cet espace est divisé de maniere réguliere en 1, positions

Cs = {Zk_” /kc {0,---,71p—1}} = {ké /ke{0,...,n, —1}}

Np

en notant 6 = 2Z le pas spatial. Nous le ferons tendre vers 0 ultérieurement, de sorte que
Cs — C (au sens de la convergence des ensembles de Hausdorff [110]).

1. Sans se préoccuper du rapatriement
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Figure 5.1 — Espace des positions des agents

La topologie périodique et compacte du domaine considéré offre quelques avantages
théoriques pour la démonstration des théorémes de ce chapitre. Néanmoins, I’approche gé-
nérale présentée est aisément prolongeable aux domaines non-périodiques ou non bornés,
ou encore des domaines multidimensionnels.

Comme les agents sont supposés identiques, 1’état global du systeme est completement
décrit par le nombre d’agents en chaque position x de l'espace des positions C;. Notons
(Xn(t))N_, les positions des agents a 'instant ¢, et u(x, t) la proportion d’agents située au
point x a l'instant ¢ :

0 sinon

{ 1 siXy(t) =x

1 ¥ \
UN(X/ t) = N Z ]an(t):x ou ]]'Xn(t):x -
n=1

Le vecteur de densité d’occupation est donné par

uN(t) = <uN(x,t)>

x€Cs

Durant un intervalle de temps T, chaque agent pourra se déplacer de —é ou +¢ a partir
de sa position courante ou rester en place. Ce déplacement (ou non-déplacement) est effec-
tué de maniere aléatoire, selon une loi de probabilités qui dépend de la positon courante de
’agent, ainsi que les positions de tous les autres agents.

Comme les agents sont incapables de se distinguer, ils ne peuvent observer que les den-
sités d’occupation en chaque position. On notera pj’ (x, u) (resp. g3’ (x,u) ) la probabilité
qu’un agent donné se déplace de —4 (resp. +6) a J, T et N fixés, lorsque I'ensemble des
agents est réparti selon le vecteur de densité d’occupation u (voir figure 5.2).
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pé,TN(x/ u) %,TN(X, M)

/NN

x-0 X x+0

Figure 5.2 — Probabilités des déplacements de chaque agent

A ce stade nous avons défini un modéle formel générique qui décrit les déplacements
des agents. Notons que ce modéle n'impose pas la dépendance globale des agents. Il est
possible par exemple que la probabilité p; . (x, u) ne dépende en réalité que de la densité au
point x.

Les probabilités des déplacements p}_et gY_n’ont pas encore été choisies. Elles font of-
fice de parametres de controle du systeme et devront étre choisies conformément a I’objectif
que nous définissons dans la partie suivante.

5.1.2 Fonction de satisfaction

Pour intégrer la finalité du systéme dans le modele, nous lui associons une fonction de
satisfaction qui refléte la réussite du systeme dans 1’objectif que nous lui avons fixé (organi-
sation des agents selon la fonction f). Nous imposons deux contraintes sur sa forme :

— elle doit croitre avec la densité d’agents tant que celle-ci reste inférieure a la valeur de

f

— elle doit pénaliser la surexploitation, en décroissant au-dela de cette valeur.

Soit f une fonction 27r-périodique représentant la répartition ciblée. Cette fonction est
supposée positive, normalisée de sorte que [, f(x)dx = 1, et sans point d’annulation. La
fonction

ro(x,u) — u(x) el_%
est une fonction de satisfaction qui respecte les contraintes énoncées ci-dessus : pour une
position x fixée elle croit tant que u(x) < f(x) et décroit exponentiellement pour u(x) >
f(x) (voir figure 5.3).

fx)+

Satisfaction locale

‘ ) ‘

Densité locale

Figure 5.3 — Fonction de satisfaction des agents
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La fonction r représente localement la réussite du systeme, dans chaque unité de lon-
gueur [x, x + J[. La récompense globale du systéme a un instant ¢ est définie par

Rs(t) = Y r(x,u(x,t))é.

x€Cs

L’objectif est que les agents se répartissent selon la distribution f. Il s’agit donc de déter-
miner un comportement d’agent (donc des fonctions pY_(x, u) et g)_(x, 1)) qui maximise la
récompense R.

Nous nous limitons au gain instantané a long terme, c’est-a-dire R(T), avec T grand

R(T) = max E (Rs(T)). (5.1)

Ps, 98t

Nous aurions également pu considérer la maximisation des récompenses cumulées au cours
du temps E (2?:1 R5(t)> auquel cas le probléme s’inscrit dans les processus décisionnels
markoviens (Cf. chapitre 3).

Il est facile de simuler ce modele pour un couple (p;+,qs,-) donné, et d’en évaluer la
performance. L’étude formelle est cependant plus délicate. En effet, si le systéeme a un grand
nombre d’agents et de positions possibles, la chaine de Markov ((X,(t))_;) ; (ou encore
(uN(t))s) décrivant I'évolution du systéme devient trés difficile a étudier. Cette difficulté est
due a la forte croissance de sa matrice de transition, lorsque le nombre d’agents augmente.

Pour palier cette difficulté, nous réalisons une approximation continue. Cette approxi-
mation est réalisée en deux temps, et sera exposée dans la partie suivante.

5.2 Approximation du modéle discret

Dans cette partie, nous approchons le modele discret aléatoire présenté ci-dessus par un
modele continu et déterministe. Avant de procéder a la dérivation de ce modele continu,
nous précisons les notations introduites.

Le modeéle aléatoire proposé possede trois grandeurs caractéristiques :
— le nombre d’agents N,

— le pas d’espace 9,

— le pas de temps T,

et la variable d’état du systéme sera notée 1’

5-(t) par la suite.

La dérivation du modele continu est réalisée en deux temps. Tout d’abord, nous effec-
tuons une limite de type champ moyen (N — o), en procédant comme dans le chapitre 4.
Ensuite, nous effectuons une limite spatiotemporelle, en faisant tendre 7,6 — 0 d"une ma-
niére bien choisie. Ces deux opérations aboutissent a une équation aux dérivées partielles

appelée équation de Fokker-Planck.
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5.2.1 Limite champ moyen

Pour des valeurs de ¢ et T fixées, le systéme aléatoire discret entre parfaitement dans le
formalisme de la partie 4. La loi d’évolution de chaque individu peut s’écrire

P(X(t+71)=x—-8|X(t)=x,uN(t) =u) = p(ls\,’T(x,u)
P(X(t+7) = x| X(6) = x, uN(5) = 10) = 1 — pN. (x,) — g (x,)
P(X(t+17) =x+8|X(t) = x, uN(t) = u) = g5 (x,u)

ou encore

Cette deuxiéme forme peut s’interpréter comme un bilan au point x a l'instant ¢t + 7. Un
agent situé en x peut étre

— arrivé par la gauche, avec probabilité g}’ (x — 4, u),

— resté sur place, avec probabilité 1 — p\. (x, u) — g5’ (x, u),

— étre arrivé par la droite, avec probabilité pj' (x +J,u).
Ces transitions aléatoires ne dépendent que de la densité d’individus en chaque position, et
nous pouvons donc appliquer le théoreme 5.

Proposition 6. On suppose que pour chaque position x,
(i) Les densités initiales ufs\fT(x, 0) convergent presque siirement vers des quantités ung(x).
(ii) Les probabilités des déplacements pY_(x,u) et q_(x, u) convergent uniformément (en u) vers
des fonctions continues u — ps-(x,u) et u — g5 (x, u)
lorsque N — oo.

Alors pour chaque instant t, et pour chaque position x, la densité ufs\,’T(x, t) converge presque
silrement vers us - (x, t) défini récursivement par

g (%,0) = uj o (x)

et

”5,T(x/ t+ 1) = ”5,T(x/ t)(1— p5,T(X, “5,T(t)) - %,T(xr ”J,T(t)))
+usr(x —06,8)q5(x — 8, us(t))
+us(x+6,t)ps(x+6,us-(t)). (5.2)

Ce résultat peut étre compris de maniére intuitive. L'hypothese (i) signifie que la dis-
tribution initiale (aléatoire) des agents converge vers une certaine distribution lorsque le
nombre d’agents tend vers l'infini. L'hypothese (ii) signifie que les probabilités de dépla-
cement des agents convergent lorsque le nombre d’agents tends vers l'infini. En termes
simples, il est exigé que 1’état initial des agents et leurs probabilités de déplacement
convergent lorsque le nombre d’agents tend vers l'infini.

Sous ces hypotheses, les densités d’occupations qui décrivent Iétat du systeme converge
vers une quantité déterministe lorsque le nombre d’agents tend vers l'infini. Cette quantité
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u; - est appelée champ moyen et représente la densité du systeme dans le contexte théorique
ot le nombre d’agents est infini. Il évolue de maniére déterministe et est régi par les 1, rela-
tions de récurrence définies en (5.2). Chacune de ces équations peut étre interprétée comme
un bilan, qui décrit le nombre d’agents restés sur place, arrivés par la gauche et arrivés par
la droite (par les 3 lignes respectives de I'équation (5.2)).

Si le nombre de positions 1, est grand, il peut étre difficile d’étudier le champ moyen.
Pour cette raison nous en faisons une approximation continue dans la section 5.2.2.

5.2.2 Limite spatiotemporelle

Un modeéle continu est obtenu en faisant tendre les intervalles de temps 7 et d’espace ¢
vers 0. Pour cela considérons une solution réguliere u de (5.2), au moins dérivable vis-a-vis
de la variable t et deux fois dérivable vis-a-vis de la variable x.

Un développement limité a I'ordre 2 en § des membres de droite de (5.2) donne :

u(x —6,t)qs(x —6,u) = u(x,t)qs,(x,u)
0

_ 5£ (u(x,t)qs-(x, 1))

5% 9?
+_

2 @ (M<x, t)q&,”[(x, M)) + 0((52)

u(x +9,t)ps-(x+6,u) = u(x,t)ps(x,u)

0
62 (u(x,)pie (x,1))
52 92
202

En développant le membre de gauche de (5.2) al’ordre 1 en 7, et en réduisant ’ensemble on

+ (u(x, t)ps,e(x,u)) +0(8?)

obtient

T2, 8) + 0(T) = 0 (pse (5, 0) = e (3, (i 1)

52 92
+ 2 9x2 ((po,c(x,u) + 5,0 (x,u))u(x, t)) + 0(52)

Ensuite, on divise chaque membre par T et on fait tendre §,7 — 0, de sorte que g reste
borné?, en supposant que les limites suivantes existent, uniformément en u :
¢(x,u) = lim (%'T<x’ 4) = por(x,) 5) (5.3)
6,7 T
d(x,u) = lim (p o) + s (3, ”)(52> (5.4)
o,T 2T
On obtient alors 1'équation de Fokker-Planck
ou d 02
a(x,t) =3 (c(x,u)u(x, t)) + 32 (d(x,u) u(x,t)) (5.5)

2. Plus précisément a < % <b
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qui décrit I'évolution de la densité d’individus en chaque position.

Le coefficient ¢ est appelé coefficient de convection et peut étre interprété comme la vitesse
moyenne des agents situés en x. Le coefficient d est appelé coefficient de diffusion et indique
la tendance locale des agents a quitter un lieu donné. De par notre approche microscopique
d>0.

La dynamique du modeéle continu que nous avons obtenu est entierement décrite par les
deux coefficients c et d, et le retour aux probabilités des déplacements peut s’effectuer par
les relations

psr(x,u) >~ 2—22 (2d(x,u) — dc(x,u)) (5.6)
gs,c(x,u) ~ 2—;2 (2d(x,u) 4+ dc(x,u)) . (5.7)

Les relations (5.3) et (5.4) peuvent étre interprétées comme un ensemble de contraintes
asymptotiques sur les grandeurs caractéristiques du systeme (N, ¢ et T) et ses parametres
endogenes (ps r et g5 ), nécessaires a la validité du modéle continu (5.5). Ces relations consti-
tuent les conditions de scaling (ou conditions de passage a I’échelle) dans ce contexte.

Plusieurs parametres ps. et g5 peuvent donner lieu aux mémes coefficients ¢ et d.
Les systemes discrets aléatoires correspondants sont représentés par la méme équation de
Fokker-Planck. Un de ces systémes discrets est obtenu a I’aide des équations de retour (5.6),
5.7).

Il est intéressant de mentionner que si les déplacements des agents ne sont pas limités a
+0, alors I’équation maitresse (5.2) prend la forme générale suivante :

u(x, t+1) = / u(y, Y W(y, x) —u(x,y) /W(x,z)dz
v z

ot W(y, z) est la probabilité de transition de y vers z. La dérivation de I'équation de Fokker-
Planck, présentée dans cette section, s’applique également a cette équation [127, 150].

5.2.3 Commentaires

Au moyen d'une approximation en deux étapes (section 5.2), nous avons dérivé une
équation d’évolution de type Fokker-Planck a partir du modéle aléatoire initial. Ici, nous
faisons une bréve digression sur cette équation, en trois remarques. La premiere concerne
la forme de cette équation, qui permet de la rapprocher la thermodynamique, mécanique
statistique et la dynamique des populations. La deuxieme concerne le choix du domaine
circulaire, qui est important pour la bonne définition de 1’équation. La troisieme concerne la
méthode de dérivation en deux étapes qui a été utilisée.

5.2.3.1 Le flux macroscopique

L’équation de Fokker-Planck (5.5) peut s’écrire

g—’:<x,t) _ —% (c(x,u(t))u(x,t) + % (d(x,u(t))u(x,t))) _ %]u(x,t) (5.8)
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en notant

Ju(x, t) = c(x, u(t))u(x, t) + % (d(x, u(t))u(x,t))

le flux macroscopique.

Ce flux J,, admet une interprétation physique intéressante. Pour tout sous-intervalle [a, b]
du domaine considéré, on observe que

b
%/a u(x, t)dx = ]u(brt) - ]u(a/ t)

Ainsi les variations d’effectif dans un intervalle sont données par les échanges au bords, et
quantifiées par la valeur du flux J,.

Une forme particuliére de I'équation de Fokker-Planck est 1’équation de la chaleur

ou *u

proposée en 1822 par Fourier [60] pour modéliser la diffusion de la chaleur dans un matériau
homogene. Il est intéressant de noter qu’en 1855 Fick [59] a proposé la méme équation pour
modéliser un flux de particules a travers un milieu homogene. Essentiellement, sa démarche
peut étre comprise en partant de (5.8) et en y intégrant le principe suivant :

« Le flux de diffusion est proportionnel au gradient de concentration. »

qui porte le nom Loi de Fick. Dans notre contexte elle se traduit par J,(x,t) = d 3(x,t)
et aboutit immédiatement a 1'équation de la chaleur (5.9). L'utilisation de cette équation
est donc pertinente en thermodynamique, mécanique statistique et dynamique des popula-
tions.

5.2.3.2 Les conditions au bord

Dans cet exemple, le domaine sur lequel les agents se déplacent est le cercle C = R/27tZ.
Il est important de noter que 1'équation d’évolution (5.5) n’est valable qu’a l'intérieur de ce
domaine. Pour décrire la situation de maniere complete il faut joindre des conditions au bord
al’équation (5.5), qui précisent explicitement le caractére périodique du domaine.

Les fonctions ¢ et d sont supposées périodiques en x. La périodicité du domaine peut
étre intégrée a I’équation (5.5) en imposant la condition de périodicité sur le flux

Ju(x +2m,t) = Ju(x, 1), Vx, t

qui est trivialement vérifiée lorsque la fonction u est 27r-périodique en x.

Comme nous l'avons indiqué, le choix du domaine périodique offre des avantages théo-
riques pour les démonstrations formelles qui suivent, et impose des conditions au bord
périodiques. On peut envisager d’autres situations, comme la condition de Neumann : les
agents se déplacent sur l'intervalle [0,27], et ne peuvent quitter cet espace. Dans ce cas, il
faut joindre la condition de Neumann

J.(0,£) = 0et J,(2m,t) =0, Vt >0
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qui indique que le flux sortant est nul au bord du domaine. L’équation d’évolution (5.5) est
préservée a l'intérieur du domaine.

Les conditions au bord correspondent donc au comportement du systéme aux limites de
I’espace dans lequel les agents se déplacent. Elles ont une forte influence sur I'évolution du
systeme, et sont nécessaires pour une description complete.

En résumé, pour rendre 1'équation de Fokker-Planck consistante, il faut y joindre la
condition au bord périodique, et une condition initiale. Le modéle continu complet est donc

donné par
ou d 02

a(x,t) =3 (c(x,u)u(x,t)) + 32 (d(x,u) u(x,t))
muni de la condition initiale
u(x,0) = up(x)

et la condition au bord
]u(x + 271—, t) = ]u(x, t).

5.2.3.3 A propos des raisonnements asymptotiques

L’équation de Fokker-Planck a été obtenue via deux limites successives : N — oo puis
6,7 — 0. Dans un premier temps, nous avons supposé que le nombre d’agent est grand, en-
suite nous avons supposé les pas de temps et espace petits, avec des contraintes spécifiques
sur leurs tailles respectives.

Effectuer des limites a tour de role présente toujours des risques de non-commutativité,
a savoir : qu’en est-il si ’on effectue les trois limites sur N, §, T dans un ordre différent? Il
est possible d’obtenir un résultat différent, ou méme un résultat completement incohérent,
en permutant ces limites.

La figure 5.4 illustre ces propos. Etant donné un systéme de tailles caractéristiques
(N, 9, 1), il s’agit d’étudier sa position par rapport au point limite (oo, 0,0).

0

Point limite
N

Figure 5.4 — Représentation géométrique des limites effectuées
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L’approche que nous utilisons est de projeter le point P sur le plan N = oo, puis a tendre
52
T
est matérialisé par le chemin en traits pleins sur la figure 5.4.

vers le point limite (c0,0,0) de sorte que < reste & peu preés « constant ». Ce raisonnement

Pour un systéme discret, avec des valeurs de N, é et T données, nous n’avons pas un
réel critere qui permet d’évaluer la pertinence de l’approximation caricaturale N = oo,
6 = 7 = 0. Une étude possible de cette question, que nous n’avons pas abordée, est de
réaliser un grand nombre de simulations avec différentes valeurs de N, J, T, et de comparer
systématiquement le systéme discret, le champ moyen et le systéme continu.

On peut donner une réponse satisfaisante sur la possibilité de permuter les limites
N — ocoetd, T — 0. En effet, dans [126] Chap. 5, il est montré qu’une famille de marches
aléatoires couplées converge vers un mouvement Brownien si 6,7 — 0 avec 5 =~ cste. Ce
résultat correspond a 1'équivalent continu (en espace et en temps) d’une famille de marches
aléatoires discretes.

En supposant que ces mouvements aléatoires continus sont couplés a travers la densité
(continue), on peut effectuer une limite champ moyen [18] et montrer que, lorsque N — o, la
loi d’évolution tend vers une équation de Fokker-Planck. Plus de détails sur cette démarche
peuvent étre trouvés dans [67].

5.2.4 Formulation continue du probléeme étudié

A Taide des équations (5.3) et (5.4) nous mettons en relation les comportements micro-
scopiques (représentés par les fonctions P(Is\,lr et qg,lf) et les parametres macroscopiques c et d,
dans une contexte théorique o N = coetd = 7 = 0.

Grace a cette correspondance, le choix optimal des déplacements des agents (5.1) est
remplacé par un probléeme continu portant sur cetd :

mix/cr(x,u(x, T))dx (5.10)

sous la contrainte donnée par 1’équation (5.5), munie d'une condition initiale uy et de la
condition au bord indiquée ci-dessus.

Une couple de solutions (c,d) a ce probléme ne fournit pas une unique solution au pro-
bleme initial. En effet, plusieurs probabilités de déplacement p;,q; - peuvent vérifier les
conditions de passage a la limite (5.3), (5.4) avec cette solution (c,d). Les (5.6), (5.7) donnent
une de ces solutions.

Il n’est pas évident que la formulation continue (5.10) ait réellement simplifié le probleme
discret exposé a la section 5.1.2. L'équation de Fokker-Planck (5.5) peut étre difficile a étudier
selon la forme des coefficients c et d. Il se peut également que les solutions de cette équation
soient irrégulieres (méme si les coefficients c et d sont réguliers). Ces solutions faibles sont des
objets purement mathématiques sans interprétation concrete 3.

3. Elles suscitent toutefois un intérét mathématique. Dans le cadre de 1’équation de Fokker-Planck, on peut
consulter l'article [94] et 'ouvrage [101] pour de nombreux théorémes d’existence et de caractérisation des so-
lutions faibles.
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Il existe cependant des cas particuliers ot1’'on dispose de suffisamment de connaissances
sur cette équation pour résoudre le probléme. La partie suivante est consacrée a un de ces
cas particuliers.

5.3 Propriétés de I’équation de Fokker-Planck linéaire

Dans cette partie nous présentons le cas particulier, bien maitrisé, de I'équation de
Fokker-Planck ot les coefficients c et d ne dépendent que de x (et pas de la densité u). Ce
cas de figure est rencontré si les agents ne tiennent compte que de leur position courante au
cours de leurs déplacements, et ignorent leurs congéneres.

L’équation de Fokker-Planck correspondante s’écrit

2—’:(x,t) _ —% <c(x) u(x, ) + % (d(x) u(x,t))> (5.11)

et est toujours accompagnée d'une condition initiale u(x,0) = uo(x) et la condition au bord
périodique J,(x + 27, t) = Ju(x, t).
L’équation de Fokker-Planck (5.11) est linéaire au sens mathématique, et dans cette par-

tie nous montrons que ce cas particulier est suffisamment bien maitrisé pour résoudre le
probleme (5.10).

Dans un premier temps nous vérifions que cette équation possede une solution triviale,
qui est accessoirement la solution stationnaire (c’est-a-dire invariante au cours du temps).
Ensuite, nous vérifions que I"équation (5.5) constitue un «bon» modele, dans le sens ot elle
ne contredit pas immédiatement le sens physique qu’on lui donne. Pour cela, nous montrons
qu’elle admet des solutions régulieres, et que ces solutions correspondent bien a des den-
sités. Ensuite, nous verrons que sous certaines hypotheses sur les coefficients ¢ et d toutes
ces solutions convergent vers la solution stationnaire, et que le systéme a donc tendance a
se stabiliser.

5.3.1 Régime stationnaire de 1’équation d’évolution

Une des premiere questions sur 1’équation (5.11) que nous étudions est 'existence de so-
lutions stationnaires. Il s’agit des solutions qui ne dépendent pas du temps, et correspondent
aux configurations dans lesquelles le systeme n’évolue pas. Dans cette section, nous mon-
trons qu'une telle position d’équilibre existe, et qu’on peut la calculer de maniere explicite.

L’étude de ces états d’équilibre est importante pour les systemes multi-agents. En effet, il
est souhaité que le systéme ne termine son évolution que lorsqu’il atteint un état satisfaisant
pour le concepteur.

L’état stationnaire du systéme est donné par 1'équation de Fokker-Planck stationnaire (d’in-
connue Uy) :

d a2
- (c(x)ue(x)) + 2 (d(x)ues(x)) =0 (5.12)

Proposition 7. On suppose que les fonctions c et d sont continues, et que d est strictement positive.
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(i) Les solutions de I'équation stationnaire (5.12) sont de la forme

_ i e, [ e WiBg, 4 c 513
MOO(X)_W 1/:03 y+ QG (5.13)

ott Cq et Cy sont des constantes réelles.
(ii) L'unique solution de I'équation stationnaire (5.12) vérifiant [, e (x)dx = 1 et la condition de
périodicité ue(0) = ueo(277) est strictement positive.

En termes simples, dans le contexte de notre probleme, il existe une unique distribution
d’agents qui est invariante par la reégle d’évolution du systeme. Cela ne signifie pas que
tous les agents sont immobiles. En effet, les agents peuvent continuer leurs déplacements en
conservant la méme distribution globale.

Démonstration

Pour 'assertion (i), nous intégrons (5.12) par rapport a la variable d’espace x

()it () + - (d(x)ues(x)) = €.

Cette égalité traduit que le flux J,, est constant a I’équilibre, égal a la constante d’intégration C;. En remar-
quant que le terme de gauche peut s’écrire

Iy @z 4 (— [ Sz
el & —— e 0 dO (X ) Ueo (X
- ()t ()
(puisque d(x) > 0), il vient
d _oxocz) X c(z)
el (e Jo d(z)dzd(x)uoo( )) Cie JodG @9z
dx
en intégrant cette égalité on obtient la forme voulue

~x ¢

)
e.lo a4z

e
e c/ o I Tz c),c cR.
i) (1 =0 y+Q )

oo (0) — Ueo (271) =
Jo oo (x)dx =1

a ) (o
(8)-()

Ueo(x) =

Pour l'assertion (ii), nous écrivons les conditions { sous forme matricielle

oll A est la matrice 2 x 2 définie par

M % on J§ 48 dz BB e
_ —Jo 3w — 1 0
Ay == JyLee 0 dy A12 = 307 ~ Taem
2 I %d: f 2 I %dz
_ 4Tt e z X 7T ¢’ z
Aor = I g Sy T Ry Anp = 5T

La matrice A a pour déterminant det(A) = A1 1422 — A 1417, que l'on peut réécrire

Jozn ;Z 27T z e o fi(é))d 1 27T eﬁ)x %dz "X 'y o(z) 4
det(A / / e o ez dd——/ 7/ 0 16 gyd
et(4) = =0 Jy— i VTG0 e Tdw heo® yazx.

Sous cette forme il est clair que det(A) < 0. Par conséquent, il existe un unique couple (Cq, C;) solution du
Uoo(0) — U (271) =0
Jo ttoo(x)dx =1

G\ _,a1(0) 1 —A1p
( Cy ) =4 ( 1 ) " det(A) ( A1 > (615
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et la solution stationnaire correspondante est donnée par

Iy ez x o rday, Jde gz X frdag,
¢ Jy—oe 0Ty ) _ e T Jy—oe T dy
uoo(x) = d(x) (C1 Cz) ( Y 1 ) = d(x) det(A) ( A1,2 Al,l) Y 1 .

Par conséquent

¥ clz) ¥ c(z) 27 <(2)
efo Fekad 27 pJo w7 e <) g, X v g, elo e on e @) g,
Uoo (x) — _ / / e Jo d@) dydx / e Jod@ d]/ _ / e Jod@ d]/
d(x) det(A) Jo d(x) . y=0 Jy=0 d2m) . y=0
et cette expression est strictement positive en vertu des facteurs exponentiels. O

On obtient également une propriété du flux a I'équilibre :

Corollaire 1. Le flux a I'équilibre est nul si et seulement si

27T C(Z) B

Démonstration

Dans la démonstration de la proposition 7 le flux a I’équilibre est noté C;. Ce dernier est nul si et seulement

si le coefficient Aj 5 est nul (Cf. équation (5.15)). Par définition A; , = 0 équivaut a f02 T %dz =0. O

Il est possible d’interpréter le fait que le flux a 1’équilibre soit non nul. Concretement cela
signifie que les agents se déplacent sans que la densité de répartition globale ne change, et
que la vitesse moyenne macroscopique est non nulle. Dans le cas du cercle, le signe du flux
constant indique un sens de circulation des agents a I’équilibre qui préserve I'état global du
systéme (la densité). Une telle situation ne correspond clairement pas a notre objectif si les
déplacements ont un cofit.

Dans le cadre de notre probleme, I'équation Fokker-Planck admet une unique solution
stationnaire, c’est-a-dire une unique distribution invariante au cours du temps. Si le systéme
est initialement dans cet état, alors il y reste.

5.3.2 L’équation de Fokker-Planck linéaire est bien posée

Dans cette section nous vérifions que 1’équation de Fokker-Planck (5.11) admet des so-
lutions régulieres, et que ces solutions correspondent a des densités (positives, d'intégrale
1).

Théoréme 9. On suppose que
— la condition initiale ug et les coefficients c et d sont indéfiniment dérivables.
— le coefficient de diffusion d est borné inférieurement

d(x) >e>0,VxeC

Alors I'équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) admet une unique solution périodique u in-
définiment dérivable.

Démonstration
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La démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans [53] (Section 7.1.3), [61] (Chap. 9, section 6) ou dans
les nombreuses références citées dans [26] (Commentaires du chapitre X). O

Ce résultat montre que I'équation de Fokker-Planck linéaire admet des solutions régu-
liere si les coefficients sont réguliers . En particulier, les solutions n’ont pas de discontinuité
et sont bornées.

La condition d(x) > € > 0, parfois appelée condition de parabolicité, possede une inter-
prétation simple. Elle signifie que la solution est réguliere si la diffusion est suffisamment
forte, i.e. si les agents sont suffisamment mobiles. Si tel est le cas on peut exclure des phéno-
menes de concentration, otl la totalité des agents se trouve en une seule position. La densité
correspondante (une fonction de Dirac) n’est clairement pas réguliere. De maniére générale,
proposer 1’'équation de Fokker-Planck comme modele est pertinent si le systéme est suffi-
samment « agité ».

Nous allons voir que les solutions de 1’équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) corres-
pondent a des densités : elles sont positives et leur intégrale sur le cercle complet C vaut 1.
Avant d’énoncer ce résultat, nous introduisons un lemme tres utile qui sera utilisé a de mul-
tiples reprises.

Lemme 1. Soit u une solution réguliére de I'équation de Fokker-Planck linéaire (5.11), uoo la solution
stationnaire de la proposition 7, et h une fonction de classe C.

H(t) = /Cuooh <i>
- Lo 3 ()

Alors la fonction H définie par

vérifie

Démonstration

En dérivant la fonction H sous le signe intégral, il vient
o fOu, u\ 0 0 , (U
H(t) _.cgh (E) _,/ca { cu—I—a(du)]h (E)

Nous vérifions que

0 u 0 o0 ([ u
—cu + a(du) = (—cuoo + a(duoo)) +duoo$ (—) .

© Ueco

En remplacant cette expression dans H, on obtient
. " d [ u 0 o0 ([ u , (U
B0 = [ o {@ (*C”w + a(d”w)) duco 5 (a)] h (@)
o0 [ u 0 (U
d 0 u [ u
o ["’”wa (z)} " (z) '

4. En réalité les solutions sont au moins aussi réguliéres que les coefficients [53], et on a un résultat similaire
si les coefficients sont seulement de classe CX, k > 1.
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Nous montrons que la premiére intégrale
_ Jd [ u 0 AR

conséquent

i [[3 ()02 -0 3 B()] -

comme toutes les fonction en jeu sont périodiques. Il reste donc

o= (3 e ()] (2) - Lo 2 () (2)

en intégrant par parties, avec les termes au bord nuls en raison de la périodicité des fonctions en jeu.

est nulle. Comme 1 est une solution stationnaire C; = —culeo + % (due) est constant (Cf. proposition 7). Par

O

Nous pouvons a présent énoncer le résultat qui assure qu’en partant initialement d’une

fonction de densité (positive, d'intégrale 1), la solution de 1’équation (5.11) reste une fonction

de densité :

Proposition 8. En plus des hypothéses du théoreme 9, on suppose que la condition initiale ug est

positive et vérifie [, uo(x)dx = 1. Alors toute solution de I'équation de Fokker-Planck vérifie
u(x,t) >0, Vx,t

et
vt > O,/ u(x,t) =1
C

Démonstration

On introduit la fonction

Holt) = [Lueton (220

PR -3 six <0
' 0 six>0

En appliquant le lemme 1, on obtient

= o 3 ()] () o

puisque "’ > 0.

que u(x, t) est de méme signe que uy(x), ’est-a-dire positive.

Le théoreme de dérivation des intégrales a parametre donne

d ou ) )

grace a la condition au bord périodique. Par conséquent [, u(x,t)dx = [, up(x)dx =1,¥t > 0.

ol U est la solution stationnaire de la proposition 7, et  la fonction convexe de classe C? définie par :

La fonction Hy est donc positive décroissante. Or Hy(0) = 0 car ug est positive, donc la fonction Hy est

nulle. Comme la fonction 1« ne s’annule pas, cela entraine que h (ul) = 0 pour tout x et tout t. On conclut

O
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Remarque 20. Par un raisonnement analogue, on peut montrer que si la condition initiale ug est
strictement positive, alors la solution de I'équation de Fokker-Planck est strictement positive.

Pour résumer les résultats de cette section, I’équation de Fokker-Planck linéaire est « bien
posée » : elle admet des solutions régulieres qui correspondent a des densités.

5.3.3 Convergence vers le régime stationnaire

Dans ce paragraphe nous étudions la dynamique des solutions non-stationnaires de
I’équation de Fokker-Planck. Nous montrons que ces solutions convergent vers la solution
stationnaire a vitesse exponentielle.

Cette convergence est importante pour les systemes multi-agents de deux points de vue.
D’une part elle permet de conclure que le systéme a tendance a se stabiliser selon la distri-
bution stationnaire, ce qui peut étre lié a I’auto-organisation du systeme.

D’autre part, les bornes de convergence dans les théoremes 10 et 11 quantifient la vitesse
de convergence. Cette quantification fournit des réponses sur la robustesse du systéme vis-
a-vis des perturbations. En effet, si 'on perturbe un systeme qui a atteint sa distribution
stationnaire, et nous pouvons quantifier le temps qu’il faut pour que le systeme y revienne.

La tendance a la stabilisation peut étre démontrée a ’aide de plusieurs arguments que
nous détaillons dans cette partie. Comme les résultats annoncés sont calculatoires, nous
commengons par proposer une légere simplification de I’équation de Fokker-Planck linéaire
(5.11).

Proposition 9. Par le changement de variable y = ¢(x) = ,bx \/ZZ(_Z) , I"équation de Fokker-Planck
est équivalente a
ot oy 92
]
o(y, 1) = /(@ () u(9~ (). 1)
et
er(y) =~ (el 1))~ 540 ')
49~ () 2
Notons que la fonction (y, t) — v(y, t) est périodique en y, de période fom \/‘;Z(—Z).

Démonstration

On note &(y) = c(¢p~(y)) et d(y) = d(¢~'(y)). Des calculs montrent (moyennant une notation abusive
confondant les fonction de x et de y) que

puis
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et

0? 10 /(19 Z 10 (d v

@)= (o (V%)) = Ty (Gva+ )
Il reste seulement a vérifier que 1'équation 2% S = —a%(cu) + a—z( u) devient % = —a%(clv) + 3272 avec les
notations introduites dans la proposition. O

Nous supposons donc que d = 1 dans la suite de ce chapitre, ce qui n’enléve rien a la
généralité des résultats énoncés.

5.3.3.1 Un argument d’analyse linéaire

Avec la simplification motivée par la proposition précédente, I'équation de Fokker-Planck
linéaire étudiée est
ou ) 0%u

Ez—a(cu)%—a > = Lu

ot L désigne I'opérateur différentiel de Fokker-Planck. La convergence vers le régime sta-
tionnaire peut alors se démontrer a ’aide d"une étude spectrale de cet opérateur différentiel.

Proposition 10. On suppose que |, c(x)dx = 0. Alors I'opérateur de Fokker-Planck L
— est auto-adjoint négatif dans l'espace L (), oit y est une mesure bien choisie.
— a un unique vecteur propre positif associé a la valeur propre 0 (i.e : une unique mesure station-
naire).
De plus, toute solution de I'équation de Fokker-Planck converge exponentiellement vite vers la solu-
tion stationnaire dans I'espace L* ().

Cette proposition fournit une réponse satisfaisante sur la convergence du systéeme. En
effet, I’écart entre la distribution des agents a I'instant ¢ et la distribution stationnaire tend
vers 0 a vitesse exponentielle.

Démonstration

c(n)dn

On définit la fonction (périodique) p(x) =e Jy= et le produit scalaire

27T
<u,v> = dx.
U0 >12(,) /0 u(x) v(x)pu(x)dx
On constate que
L= % (ef;;ocwﬂ % (e Jiocln)dy ))
Par conséquent
209 ([ eclpn D ( — [X ey
< Lu,v >Lz(ﬂ):./0 a(en 0 Py (e 1=0 u)) vpdx
Une intégration par parties, avec un terme au bord nul grace a la périodicité des fonctions en jeu, laisse
8 parp g p )

27T X X X
< Lu, v >p2= 7/0 % (ef- =0 (1) u) % (ei Jy=o )y v) oo € g

Cette expression est clairement symétrique en (1, v). De plus, elle montre que

27 2 _ fx C( 2
- 2 (¢ Jy=oclmdn Jy=o c(m)dn
< Lu,u >12(0)= '/0 {ax (e 1=0 u)] e’n=0 dx. (5.17)
Ainsi, 'opérateur £ est auto-adjoint négatif dans l'espace L2(u). L'existence d"une unique mesure station-
naire et d'un gap spectral est établie par le théoréeme de Krein-Rutman [32]. Un argument d’analyse fonction-
nelle [107], basé sur la théorie des semi-groupes, montre alors que toute solution converge vers la solution
stationnaire en norme L?(y). O
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L’équation (5.17) montre au passage que la solution stationnaire est un multiple de
er=OC(W)dW, ce qui confirme le résultat énoncé dans la proposition 7 dans le cas ot d = 1
et [,c(x)dx =0.

L’approche spectrale présentée ici est limitée aux équations de Fokker-Planck linéaires.
Nous avons I'intention de sortir de ce cadre par la suite. De plus, méme lorsque 1'équation
est linéaire, la localisation du spectre peut étre une question délicate. Pour ces raisons, nous
présentons un argument différent basé sur la notion d’entropie.

5.3.3.2 L’entropie quadratique

Soit u une fonction continue, et u la solution stationnaire de 1’équation de Fokker-
Planck (5.5). On suppose que la fonction

Hy(f) = / . (ZE:?;; - 1>2uoo(x)dx

est bien définie et suffisamment réguliére pour permettre les calculs qui vont suivre.

Proposition 11. Si u est une fonction continue et positive telle que f c u(x, t)dx =1, Yt > 0, alors
la fonction Hy a les propriétés suivantes :

(i) Hi(t) =0 < u(-,t) = o
(ii) la quantité Hy(t) controle I'écart de u a la solution stationnaire en norme L? et en norme L' :
= t]|Z2 < [ftteo]| L Ha (8), £ > 0
et
= ueo|lZs < 27| uo||LHa(2), t > 0.

Démonstration

L’assertion (i) est évidente car la solution stationnaire 1 est non-nulle presque partout (Cf. 7). Pour l’asser-
tion (ii), il suffit de réécrire

Hu(t) = [ )

Uoo

Par hypothese, la fonction i, est bornée, donc

Hy(t) >

2
— || U — U .
Z Tmllm 1~ el

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne I'inclusion classique L! C L2

— U= [ 1 —lUeo| < /1d\//—oo2d
It — thoo || 12 /c X |u u|_\/.C x .C(u Uoo )2dx

[t — tteo |11 < V27t||u — thoo | 2

soit

O

La proposition 11 montre que la fonction H; mesure 'écart du systeme vis-a-vis de sa
position d’équilibre. En effet, la fonction H; est nulle si et seulement si # = 1o, et domine
’écart entre u et 1o en norme L! et en norme L2.

Le résultat important qui motive l'introduction de la fonction H; est le suivant :
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Théoreme 10. Si u est une solution réguliére de I'équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) telle que
Vt >0, [, u(x,t)dx =1, alors la fonction Hy décroit exponentiellement vite vers 0 :

2
Hi(t) < Hi(0)e &', t >0
— 1
avec C1 = 27t| ;||

Pour démontrer ce résultat, nous introduisons un lemme qui sera démontré a 1'issue de
la démonstration du théoreme 10.

Lemme 2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit p est une mesure de probabilités sur le cercle C
telle que % est bornée. Alors pour toute fonction f dérivable

fir- Lrmoio=ci [ (£

avec C, = 27t||%||Loo
Démonstration

Nous appliquons directement le lemme 1 avec h(z) = (z — 1)%:

Hi(t) = —2 /C heo {% (J;)r (5.18)

puisque h"(z) = 2. A présent, nous utilisons l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (lemme 2), en substituant

f=i-etp=tu:
2 2
u d u
[ (1) we=en g ()] e

On identifie clairement H; (t) dans le membre de gauche et, grace a (5.18), une expression proportionnelle a
Hj dans le membre de droite. Ces identifications ménent a I'inégalité
C
Hy(1) < — LB (1)
soit )
Hi(t) < —=H
(1)<~ (o).
Le lemme de Gronwall permet de conclure que

2

Hy(t) < Hy(0)e &,

ce qui prouve le résultat souhaité. O

Démonstration
(Inégalité de Poincaré-Wirtinger) On part du constat
=X ,
() = Fet) = [ f'@aze(y)

qu’on intégre entre y = 0 et y = 277, en utilisant [, p = 1:

“ ([ ree) pway

Jz=y

27
F0 = [ ey = |

Jy=
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Ainsi
27

s [ swpeas] = [ ([ riasiz) o]

Le théoreme de Cauchy-Schwartz, relativement a la mesure d’intégration p, appliqué au membre de droite
laisse

27 2 27 X 2

s [ rwewar] < [T ([0 1) s

y=0 y=0 z=y
En appliquant a nouveau le théoreme de Cauchy-Schwartz a 'intégrale portant sur la variable z, le membre
de droite est majoré par

X
. ‘ / dz
Jz=y

/Ziy f(z)%dz
(ﬂﬂ—éﬁf@ﬂ@ﬂ@zSéiéiﬁ@ﬁﬂw—xmw@.

27T
/ ly — xlp(y)dy
B y:O Jz=
Le facteur |y — x| est borné par la circonférence du cercle, d’ott

p@ﬂy:LZ

/Ziyf/(z)2dz

On en déduit que

27T 2 27 , 5
(F = [ swptn) <2 [ e,
. y:O Jz=0
puis en introduisant artificiellement la mesure de probabilités p dans I'intégrale de droite
27T 2 1 27T , 5
(7= [ rwetin) <2ml3les [ 7ePotee
y=0 4 z=0

On note que le membre de droite ne dépend pas de x. En multipliant de part et d’autre par p(x) et en intégrant
pour x € C, on obtient immédiatement le résultat souhaité

27 27 2 2n
L (s [ rptid ) d < 2ele [ f ol

O

En combinant la proposition 11 et le théoreme 10, nous montrons que les solutions de
I’équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) vérifient les majorations

U — too|| ;2 < Ae™B et |lu — too|| 1 < V2r AP

avec A = \/2||uc]|1~H1(0) et B = C% On conclut que ces solutions convergent exponentiel-
lement vite vers la solution stationnaire en norme L! et en norme L2. I’argument clé est une
fonction H; qui caractérise la convergence des solutions, et qui tend exponentiellement vite
vers 0.

5.3.3.3 L’entropie relative de Kullback

Un autre candidat intéressant est la fonction

Hy(t) = /Z.ecu(z,t) In (u(z,t)) dz

Uoo(2)

appelée entropie relative de Kullback [3] de u par rapport a 1. Cette fonction n’est définie

que pour les solutions strictement positives .

5. Nous rappelons que pour une condition initiale strictement positive, la solution est strictement positive.
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Proposition 12. Soit u une fonction continue et positive telle que [, u(x)dx = 1. Alors la fonction
H, a les propriétés suivantes :

(i) La quantité Hy est positive, et Hy(t) = 0 < u(-, 1) = Uco.

(ii) Inégalité de Csiszar-Kullback : H, controle I'écart i la solution stationnaire en norme L'
[ = ol < \/2Ha(t)

Démonstration

Pour montrer (i), on constate que

Hy(t) = '/Culn (i) — U+ U = /Cuoo (iln (i) — %4—1)
grace a la normalisation des fonctions u et 1. On utilise ensuite 1'inégalité réelle
xIn(x) —x+1>0,x>0
qui ne réalise 1'égalité que lorsque x = 1. Par conséquent
Hy(t) > 0et Hy(t) =0 < u(-,t) = tieo

La démonstration rapide de l'assertion (ii), due a Pinsker ©® [122], consiste a réécrire

u—u =
= sl = [,

3(h—1)2 < (44 2h)(hIn(h) —h+1), k>0

u(x,t)

Uoo ()

— 1‘ oo (x)dx (5.19)

et a utiliser I'inégalité

qui donne
h—1] < i\/4+2h,/h1n(h) —ht1 k>0
En substituant i = (x; dans (5.19) et en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz relativement a la me-

sure d'intégration uoo(x)

1 — thoo]| 1 = /(;|h—1|uoo dx<—\// 41 20)tteo (x dx\// (In(h) — It + 1)tteo (x)dx.
D’une part
/C(4+2h)uoo(x)dx: /C4uoo(x)dx+/c2u(x)dx:6
et d’autre part
/Ch(ln(h) — I+ 1)tteo (x)dx = Ha(t).

Ces égalités permettent de conclure que

= tells < 5 VBy/Ha(t) < \/2Ha(0)

O

La proposition 12 montre que la fonction H, mesure 1’écart du systeme par rapport a
sa position d’équilibre, tout comme la fonction H;. Contrairement a Hj, la fonction Hy ne
domine la distance de u & 1c qu’en norme L.

La fonction Hj possede également la propriété importante de tendre vers 0, ce qui prouve
la convergence du systéme vers sa position d’équilibre :
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Théoreme 11. Si u est une solution réguliére de I'équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) telle que
fc x, t)dx =1, Yt > 0, alors la fonction Hy décroit exponentiellement vite vers O :
4
Hy(t) < Hp(0)e @'
pour une certaine constante Cp

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 3 (Inégalité de Sobolev logarithmique). Soit p une mesure de probabilité sur le cercle C,
alors pour toute fonction f réguliere

- P »
Jo (fcﬂ(z)p(z)dz) PG [

ot Cy est une constante positive.

Ce lemme sera admis. Pour sa démonstration, nous renvoyons le lecteur vers [107, 3, 52,
72, 95] ou encore [47].

Démonstration

Nous constatons que

Hy(t) = /Culn<ui)—u+uoo: /Cuoo (%111(#)—%4-1)

grace a la normalisation des fonctions u et 1. Par conséquent

Hy(t) = /C oo h (i)

avec h(z) = zIn(z) — z + 1. Nous appliquons directement le lemme 1 :

u

o (u 2
o [l

puisque 1 (z) = 1. Cette égalité se réécrit :

Fa(t) = —4 [ e (% (\/ZDZ (5.20)

Nous utilisons a présent I'inégalité de Sobolev logarithmique (lemme 3), en substituant f2 = i etp = lco.

Tout d’abord :
/fz z)dz = /u(z)dz: 1.

Ensuite, I'inégalité de Sobolev logarithmique donne

[on() =) (3 (i)

On identifie clairement la fonction H, dans le membre de gauche et, grace a I'égalité (5.20), une expression
proportionnelle a H,(t) dans le membre de droite
G

Fa(t) < — 2 Fn (1)

Ainsi s
Hy(t) < == Ha(t)
2
et le lemme de Gronwall permet de conclure que

Hy(t) < Hp(0)e &,

4t

ce qui montre le résultat souhaité. O
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En combinant la proposition 12 et le théoréme 11, nous montrons que les solutions de
I’équation de Fokker-Planck linéaire (5.11) vérifient la majoration

Ju— ol < Ae™™

pour les deux constantes positives A = /2H»(0) et B = c% On conclut que ces solutions
convergent vers la solution stationnaire a vitesse exponentielle.

Le fait d’introduire la fonction H, peut sembler superflu, car la fonction H; permet déja
de démontrer la convergence exponentielle des solutions. L'intérét de la fonction H, appa-
rait lorsqu’on veut généraliser le raisonnement. Si I'espace d’états considéré n’est plus de
mesure finie, l'inclusion L! C L% n’est plus valable, et H; offre seulement un contrdle sur la
norme L?. Or I'hypothese de conservation d’effectif [ u = 1, inhérente aux systéme fermés,
se traduit naturellement au niveau de la norme L.

De plus, nous verrons que dans un exemple non-linéaire traité plus loin (section 5.4.2) la
fonction H, fournit des résultats de convergence qui semblent moins évidents a démontrer
avec la fonction Hj. D’autres arguments plus techniques en faveur de H, sont donnés dans
[107].

Nous avons mis en évidence deux fonctions macroscopiques (entropies) H; et H, qui
controlent I’écart d"une solution a la solution stationnaire, décroissante au cours du temps.
Dans la littérature, ce phénomene est connu sous le nom dissipation d’entropie [107, 3] ou
théoreme H. Il entraine en particulier que la dynamique de 1’équation de Fokker-Planck est
irréversible : partant d'une distribution donnée, il est impossible d’évoluer et d’y revenir
ultérieurement.

Remarque 21. La notion d’entropie définie en thermodynamique correspond en réalité a I'opposé de
I'entropie utilisée en physique statistique [71]. Pour cette raison certains travaux parlent plutot de
création d’entropie et non de dissipation d’entropie”.

Pour conclure sur I'équation de Fokker-Planck linéaire : nous avons montré que cette
équation est bien posée, dans le sens qu’elle admet des solutions physiquement acceptables.
De plus, la dynamique de ces solutions est simple :

— ou bien le systeme est initialisé selon la distribution stationnaire, et reste dans cette

distribution.

— ou bien le systeme est initialisé selon une autre distribution, et dans ce cas il converge

vers la distribution stationnaire a vitesse exponentielle.
Dans la section suivante, nous montrons comment cette information peut étre utilisée pour
résoudre le probleme de l'orientation des agents vers une distribution ciblée.

5.4 Stratégies optimales

Dans cette partie, nous déterminons deux stratégies optimales au sens de la satisfaction
globale définie a la partie 5.1.2. L'optimisation que nous effectuons consiste a choisir judi-

7. On rencontre méme les deux terminologies dans les travaux de C. Villani, qui explique
ce changement de vocabulaire sur son site http://cedricvillani.org/for-mathematicians/
presentation-of-my-research/
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5.4. Stratégies optimales

cieusement les coefficients c et d de sorte a maximiser la récompense globale R(T) pour un
instant T lointain.

5.4.1 Une stratégie dépendant localement de la répartition ciblée

Nous nous placons dans le cas linéaire, ot les coefficients c et d ne dépendent que de
x. Une maniere simple pour maximiser la satisfaction globale a long terme est d’identifier
le régime stationnaire u, a la répartition optimale f. Cette démarche revient a fixer 1’état
d’équilibre du systeme. Si I'on parvient a trouver des coefficient c et d qui ne dépendent
que de x, et qui sont compatibles avec cet équilibre, alors les résultats de la section 5.3.3
garantissent la convergence a vitesse exponentielle vers la répartition optimale.

En remplagant u, par f dans 1’équation stationnaire (5.12) dans le cas ot le flux a I'équi-
libre est nul, on obtient

d
—e(x) f(x) + £ (d(x)f(x) = 0
qui est une condition nécessaire pour I'optimalité des coefficients c et d.

Une solution évidente a ce probleme est

c(x) = ;((;)) - d%ln f(x) d(x)=1. (5.21)

Nous faisons plusieurs observations sur ces expressions. La solution stationnaire pour
ces coefficients (Cf. (5.13)) correspond a

f(x)

Uoo(X) = 24—

fc f(z)dz

c’est-a-dire la distribution objectif f avec une intégrale normalisée a 1.

Ensuite, si la fonction f possede un ou plusieurs points d’annulation, alors 1’expression
proposée pour ¢ n’est plus valable. Le sens a donner a cette limitation est que la vitesse
moyenne des particules en ces points est infinie. Il est bien stir possible de définir la fonction
¢ presque partout, et de considérer 1'équation de Fokker-Planck au sens faible 8.

Nous constatons que le coefficient de convection optimal? ¢ est proportionnel a la dé-
rivée logarithmique de la densité des ressources % In f. Ainsi, pour récolter de maniere
optimale, les agents doivent observer 'ordre de grandeur des quantités de ressource en-
vironnantes, et la sensibilité varie comme le logarithme de 1’excitation. Ce phénomene est
connu sous le nom de loi de Weber-Fechner [56, 108] en psychophysique. Une conséquence
de cette loi est que le fait de multiplier la répartition f par un nombre strictement positif n’a
aucune influence sur la valeur de c (et donc sur le comportement des agents).

Au-dela de ces remarques portant sur la forme des coefficients (5.21), cette stratégie
montre un fait important : il est possible de piloter les agents vers la ressource avec un

8. Par exemple, pour le cas f(x) = |sin(x/2)] le coefficient c admet deux singularités pouvant étre interpré-
tées comme des barrieres de hauteur infinie. La résolution de ce cas a I'aide d'une méthode spectrale peut étre
trouvée dans [127].

9. A diffusion constante, égaleal.
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controle local. En effet, les coefficients c et d ne dépendent que de la fonction f et sa dérivée
au point x.

Un autre fait intéressant est que sous cette stratégie, les agents n’ont aucune interaction.
L’objectif global peut donc étre réalisé par des agents indépendants.

Par contre, le coefficient de convection c est calculé a partir de la répartition visée f. Nous
avons donc implicitement admis que les agents percoivent cette fonction et ses dérivées
(localement). Dans un contexte plus général o1 I'on souhaite répartir des agents selon une
certaine distribution, ils ne sont pas nécessairement capables de la percevoir.

En vertu de ces remarques, la stratégie définie par les coefficients (5.21) correspond a
une influence locale exercée sur les agents par la fonction f. Cette influence correspond
plutdt a l'action d"un controleur global qu’au résultat d’un raisonnement et d’une décision
individuels. On ne peut donc pas réellement parler d’autonomie pour cette stratégie.

Pour ces raisons, nous proposons une autre stratégie dans la partie suivante. Cette stra-
tégie fait intervenir des interactions entre les agents, et se base sur la connaissance locale des
récompenses.

5.4.2 Une stratégie basée sur la satisfaction locale

Une stratégie intéressante, inspirée par celle de la section 5.4.1, est donnée par les para-
metres c et d suivants

_u@)
c(u,x) = %ln (u(x)e1 f<X>> d(u,x) =1. (5.22)

u(x

. 1- . .
our(x,u) =u(x)e F® estlafonction de récompense locale.

Le coefficient de diffusion d est choisi constant égal a 1. Le coefficient de convection c
est choisi comme la dérivée logarithmique de la récompense locale. De maniére intuitive,
ce choix des parametres correspond a une tendance de déplacement vers les lieux ot la ré-
compense est la plus élevée. Comme le suggere la loi de Weber-Fechner (Cf. paragraphe
précédent) l'intensité des déplacements varie comme la dérivée logarithmique de l'excita-
tion, soit ici la récompense locale.

Les parametres définis par (5.22) menent a I’équation non linéaire

a_u ]
of  ox

9 1 ueh) %u
- e e .
s In [u(x, t)e ” + 332 (5.23)
munie de la condition initiale

u(x,0) = up(x)
(o1 up est une densité sur le cercle C), et la condition au bord périodique
u(x, t) = u(x +2m,t).

La nonlinéarité de cette équation est due au coefficient ¢ qui dépend de la densité u, ainsi

que de sa dérivée spatiale %, a travers la fonction de récompense locale r(u, x). Les résultats

établis a la section 5.3 sont limités au cas linéaire, et donc inutilisables ici.
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5.4. Stratégies optimales

5.4.2.1 Premieres propriétés de 1’équation d’évolution
Nous commengons par une simplification de I'équation :

Proposition 13. L'équation (5.23) est équivalente a

ou 0 0 (u

Démonstration

11 suffit de constater que

) ey %3 u
= fFl=29x _ ~ (=
¢ axln[”e ] u  ox \f)"

En substituant cette expression dans (5.23) on obtient

w s [E-a () - 2 b ()

O

A présent nous vérifions que I'équation (5.24) constitue un «bon» modéle, en montrant
qu’elle admet des solutions et que ces solutions correspondent a des densités.

Théoréme 12. Si la condition initiale u et la fonction f sont de classe C* et strictement positives,
alors I'équation (5.24) admet une solution de classe C* strictement positive.

Démonstration

Nous effectuons la transformation suivante v(x, t) = ”f((xxg) . L’équation (5.24) devient alors :

80_18[ Bv] 8{82}} f' v

at = Fox [fx) T ax |%ax) T e ()

avec la condition initiale vy(x) = o) L'équation (x) est une équation parabolique nonlinéaire, de la forme

générale
v 5} v v
3% " ox {a (x,t,v,g)]—i—b(x,t,v,a). @)
Dans notre cas
a(x, t,v a—v) = v%
T ox’ T T ox
“ 2\ _ ) 2
v X %
b (x05) = 70

La théorie générale des équation de cette forme [61, 101, 90] montre que si a et b sont infiniment dérivables
en leurs arguments, et si

da(x,t,v,
A, < 2etop) oy
Ip
pour deux constantes 0 < A; < Ay, alors () posséde une unique solution de classe C* (Cf. [145] sect. 3.1).
Malheureusement, dans notre cas, cette condition n’est pas vérifiée, puisque %tp'v’p) = v peut s’annuler

(nous avons affaire a une équation parabolique dégénérée.).

Ce probleme est réglé en montrons que, puisque la solution initiale est strictement positive, la solution v
est strictement positive pour tout t > 0. Il s’avere donc que notre équation est nondégénérée.
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Puisque ug et f sont supposées réguliéres et strictement positives, la condition initiale

uo (%)
"00( ) = f( x)
vérifie .
e <op(x) < e
pour une certaine constante ¢ > 0. A présent nous introduisons une fonction ¢ vérifiant

0| =

p(z) =zsie<z<

qui est prolongée en une fonction réguliére sur R de sorte que A; < ¢@(z) < Ay pour deux constantes
0 < A; < Aj. Ce prolongement peut étre réalisé par des fonctions constantes au voisinage de z = O et z = oo,
et raccordant ces constantes de maniére réguliereen z = cetenz = % (voir figure 5.5).

—

w(2)

|

N

1
e
Figure 5.5 — Fonction ¢

L’équation () est remplacée par :

dv 0 dgv| f oo
Cette équation a la forme (1), i.e. parabolique, avec les coefficients
v, v dvo, fl(x) v
a(x, t,v,a) = (p(v)a, b(x, t,v,g) =T v
Par contre, comme
da(x,t,v,p)
Ty ¢(0)
et 2a( )
a(x,t,v, p
< ———) <
Ay < ap ) < Ay,

il s’avere que (tt) est nondégénérée. Par conséquent, cette équation a une solution v de classe C*°. De plus,
nous avons le théoréme de comparaison suivant [145] :

Si v et @ sont deux solutions régulieres de (1), et si leurs conditions initiales vérifient
vo(x) < do(x)
alors v(x,t) = 0(x,t), Vx,t oubien v(x,t) < 9(x,t), Vx,t.
Puisque les deux constantes ¢ et % sont solutions de (1), et parce que ¢ < vy < % on peut dire que

1

e<uo(xt) < -

pour tout (x, t). Par conséquent ¢(v(x,t)) = v(x,t) pour tout (x, ), et v est donc une solution réguliere de
(*). Le théoréme 12 est obtenu en constatant que

u(x,t) = v(x,t)f(x)

est une solution réguliére strictement positive de (5.23). O
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Proposition 14. Si, en plus des hypotheses du théoréme 12, on suppose que la condition initiale ug
vérifie [, uo(x)dx = 1. Alors toute solution de (5.24) vérifie

/ u(x, t)ydx =1, vt > 0.
c

Démonstration
Une dérivation sous le signe intégral donne
0 / / ou / d 0 [u
lu=] =] = |lu=(=)]=0
ot Je Jeot Jeox | dx \f
grace a la périodicité des fonctions en jeu. Par conséquent, I'intégrale de u est constante au cours du temps,
égale a sa valeur initiale [, 1y = 1. O
5.4.2.2 Régime stationnaire et convergence des solutions

Nous avons démontré que 1’'équation (5.24) admet des solutions qui correspondent a des
densités. A présent, nous démontrons que toutes ces solutions convergent vers I'équilibre
optimal f.

Proposition 15. (i) L'équation stationnaire
0 Jd (u
7 e (7)) -0

admet une unique solution périodique vérifiant [, u = 1, et cette solution est la fonction f.

(ii) Toute solution de (5.24) converge vers f en norme L & vitesse exponentielle

1
e — fllr < Ke 55"
oit K est une constante positive et C; = 27| jl[ || L.

Démonstration

Pour l'assertion (i), 'équation stationnaire

est directement intégrée en

puis

Ainsi, par périodicité de u et f,
. 2 .
oz/li (E) :c/l
c 20x f cf
donc C = 0 et par conséquent % est constant. Comme [, u = [, f cela signifie que les fonction u et f sont
identiques.
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Pour 'assertion (i), on utilise la fonction d’entropie

Hy(t) = /C.uln (%)

Nous savons déja que Hp(t) > Oet ||u — f||1 < /2H(t) (Cf. 'inégalité de Csiszar-Kullback : assertion (ii)
de la proposition 12). En dérivant sous le signe intégral, il vient

. u u Ju Jdu u
Hz(f)—lcgh‘l(7>+E—1C§h‘1<7).

Comme u est solution de (5.24),
= [ o (7)) (7).

Une intégration par parties (avec un terme au bord nul) donne

0= 3 (7)) = L e ()]

On utilise a présent 1'inégalité de Wirtinger (lemme 2) avec f = % et p = f. Elle donne

te
Hy(t) < — ( >

XIn(X) - X+1<(X-1)%X>0

avec C; = 27| % |- L'inégalité réelle

fournit, en substituant X = J%,

puis

Par conséquent

0= g () -Fe)r=a fom(F) s

etcomme [, u = [, f,il reste

Le lemme de Gronwall permet alors de dire que
Hy(t) < Hy(0)e T

En conclusion

_a
= fllzs < \/2Ha(t) < y/2Hx(0)e 55",
ce qui correspond a l'assertion (ii) en posant K = 1/2H,(0). 0

En résumé, nous avons prouvé que le choix des parameétres

u(x,t)
c(u,x) = aix In <u(x,t)el_ &) ) , du,x) =1 (5.25)

constitue une stratégie intéressante pour orienter la distribution des agents vers la distribu-
tion optimale.
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5.5. Validation numérique

Nous avons démontré que 'équation non linéaire qui en résulte est bien posée : elle
admet des solutions qui correspondent a des densités. La dynamique de ces solutions est
celle escomptée : toutes convergent a vitesse exponentielle vers la répartition optimale f.

La vitesse de convergence est quantifiée par le coefficient 2%1, ou C; est la constante
de l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (lemme 2). Cette valeur est & comparer a la vitesse de
convergence dans le cas linéaire (section 5.3.3.3) qui vaut C%, ou C; est la constante de 1'in-
égalité de Sobolev logarithmique.

Les constantes C; et C; dépendent a priori de la topologie du domaine considéré (ici, le
cercle) et de la solution stationnaire u. On sait que C; > 2C; [47] mais cette inégalité ne
permet pas de comparer 2—(1:1 et c% Les coefficients C; et C; sont généralement difficiles a
évaluer, et nous n’avons pas trouvé de résultat simple permettant de quantifier C,.

Par ailleurs, il n’est pas certain que la valeur C; = 27| i ||z~ donnée dans ce manuscrit
soit optimale (vis-a-vis de 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger). Par conséquent, la comparai-
son des taux de convergence est difficile et il n’est pas stir qu’elle offre un résultat valable
pour tous les domaines et toutes les positions d’équilibre 1« possibles.

Les simulation numériques montrent que dans le cas unidimensionnel du cercle (section
5.5), la seconde stratégie est plus performante, mais que dans le cas bidimensionnel du tore
(section 5.6) aucune des deux stratégies ne domine 1’autre.

Il est intéressant de noter que les parametres définis par (5.25) dépendent seulement de
la récompense locale (et sa dérivée spatiale), et n’exigent pas que les agents connaissent la
distribution optimale f. La convergence vers cette répartition est donc émergente, puisque
les agents n’ont pas connaissance de cet objectif. Le fait d’ignorer cet objectif, et de baser
ses actions sur des informations locales issues d’autres agents (la satisfaction locale) est une
forme d’autonomie.

5.5 Validation numérique

A présent, nous allons valider et illustrer les résultats théoriques de ce chapitre par des
simulations numériques. Les deux aspects mis en avant sont la validité du modéle proposé
et 'optimalité des parametres macroscopiques déterminés a la section 5.4. Pour cela, nous
nous limitons a la stratégie centralisée établie a la section 5.4.1.

5.5.1 Validation du modéle

La dérivation de 1’équation de Fokker-Planck est réalisée par l'intermédiaire d’un mo-
dele a champ moyen. Nous allons donc comparer trois systémes différents :
— Un systeéme stochastique formé d’un grand nombre d’agents se qui se déplacent de
manieére aléatoire sur I’ensemble discret Cj.
— Le champ moyen correspondant a la limite N — oo du systeme précédent.
— Le systéme continu en temps et espace, régi par I’équation de Fokker-Planck. Ce sys-
teme correspond a la limite §, T — 0 du champ moyen.
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Pour toutes les simulations, la ressource est répartie selon la fonction

f&)uﬁn(gy0+Q01

d’intégrale unitaire sur le cercle. Sa courbe est représentée sur la figure 5.6, et sera indiquée
en pointillés bleus sur les figures suivantes.

05

0.3

0.24

Figure 5.6 — Répartition de la ressource.

Dants les trois sections suivantes, nous présentons les résultats des simulations sans com-

mentaires. Une analyse générale est faite dans la section 5.5.1.4.

5.5.1.1 Le systeme discret

Le systéme discret, représenté sur la figure 5.7, est composé de N = 500 agents en
déplacement aléatoire. Le cercle C est divisé de facon réguliere en 20 positions. Ainsi, le
pas spatial est § = 2% ~ 0,3. L'intervalle de temps est fixé a T = 0, 1. Les probabilités des
déplacements sont

20 —

T

P(5,T<x, u) ~ — (2[15,1—(3() -+ 5C5/T<x))

252

ol les fonctions c; ; et ds r sont définies par

csr(x,u) =

et

_ fx+6) —f(x—9)

%/T(x,u) ~

25f(x)

ds(x,u)=1

(2ds+(x) — dcs(x))

Ces agents sont initialement répartis aléatoirement, de maniere uniforme, sur 'espace des

positions Cs.

Figure 5.7 — Systéme discret aux instants t = 0,¢ = 0,05,t =0,5ett = 2,5
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08 |

06

044

Récompense globale

024

; y ’ 1‘0 temps

Figure 5.8 — Evolution de la récompense du systéme discret au cours du temps

5.5.1.2 Le champ moyen

Le champ moyen, représenté sur la figure 5.9, est initialisé selon la distribution uniforme

discréte 1ug = (55, .- -, 55) et évolue selon la récurrence donnée dans la proposition 6.

Récompense globale

T T T T ¥ t
2 4 6 8 10 P8

Figure 5.10 — Evolution de la récompense du champ moyen au cours du temps

5.5.1.3 Le systéme continu

Le systeme continu, en figure 5.11, évolue selon I"équation de Fokker-Planck (5.11) avec

c(x,u) =

dx In(f(x)) et

dx,u) =1
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et est initialisé selon la distribution uniforme continue sur C;. Comme I'équation de Fokker-
Planck n’admet pas de solution analytique sous forme fermée, nous présentons une solution
numérique approchée obtenue a I'aide de la méthode de Crank-Nicholson [54].

Récompense globale

¢ ¥ # t 1 temps
0 2 4 6 8 10

Figure 5.12 — Evolution de la récompense du champ moyen au cours du temps

5.5.1.4 Analyse des résultats

Les figures 5.7, 5.9 et 5.11 montrent que les trois modéles ont des dynamiques similaires.
La densité du systeme stochastique, sujette a des fluctuations aléatoires est similaire a celle
du champ moyen ainsi qu’a la dynamique du systéme continu. De plus, les fonctions de
satisfaction des trois systemes évoluent de maniere similaire, la consistance des différentes
approximations avec la fonction de récompense.

5.5.2 Validation des stratégies optimales

Afin illustrer I'optimalité des parametres c et d trouvés dans la section 5.4, nous étudions
seulement la dynamique du systéme continu. Les résultats présentés sont des approxima-
tions numériques, toujours obtenues grace a la méthode de Crank-Nicholson [54].

Dans ces simulations, les agents et la ressource sont répartis sur le cercle C. La ressource
est répartie selon la densité

f(x) e cos <¥>10 +0.01
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et les agents sont initialement distribués selon la densité

0 2

ot les coefficients de proportionnalité sont choisis de sorte que [, f(x)dx = [, up(x)dx = 1.
Les fonction f et g sont représentées sur les figures 5.13, 5.15 en pointillés verts et bleus
respectivement. Notons que initialement, les agents sont situés de fagon diamétralement

opposée a la ressource.

Stratégie dépendant localement de la répartition ciblée La premiére stratégie, établie au
paragraphe 5.4.1, consiste a paramétrer le déplacement de sorte que

o) = Tin(f(x), d(x)=1

La dynamique du systéeme et de la récompense globale est représentée sur les figures 5.13 et
5.14.

0,84

06+ /

0,44

Récompense globale

024 /

temps

Figure 5.14 — Récompense globale du systéeme au cours du temps

Stratégie dépendant de la satisfaction locale La seconde stratégie, établie au paragraphe
5.4.2, correspond au choix des parametres

u(x,t)

c(u,x) = iln (u(x, t)e' 70 ) , d(u,x)=1.

Jx
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La dynamique du systéme et de la récompense globale sont représentées sur les figure 5.15

et 5.16.

o
o
|

06 |

Récompense globale

=]
=
1

02|

0 T T
0 1 2 3
temps

Figure 5.16 — Récompense globale du systéme au cours du temps

Analyse des résultats En ce qui concerne le mouvement collectif des agents, on observe

le comportement souhaité pour les deux stratégies : la densité des agents tend vers la ré-
partition f. On observe également que la fonction de satisfaction R croit en tendant vers sa

valeur maximale 1.

De plus, au cours de ces simulations la seconde stratégie s’est avérée plus performante
en termes de vitesse de convergence. Malheureusement, les bornes de convergence établies
théoriquement ne permettent pas de démontrer ce fait. De plus, les simulations dans le cas
bidimensionnel qui suivent (section 5.6) montrent que cette seconde stratégie est moins per-

formante pour un domaine différent.
La figure 5.15 montre toutefois un phénomene intéressant, comparant l'allure de son
évolution avec celle de la figure 5.13. La seconde stratégie favorise largement la convection,
notamment en début de simulation, ce qui est illustré par la progression «en vague» des

agents.
On observe également que sous cette stratégie, les agents ne rejoignent pas directement
le centre de la distribution ciblée. Ce phénomene pourrait s’expliquer par le fait que les
agents ont une satisfaction élevée aux alentours du centre de la distribution ciblée, et qu'ils

ne sont pas encouragés a se déplacer.
Simon Stuker
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5.6. Etude numérique dans le cas bidimensionnel

5.6 FEtude numérique dans le cas bidimensionnel

Avant de conclure ce chapitre, nous proposons une extension rapide du probléme consi-
déré au cas bidimensionnel. Dans cette extension, les N agents se déplacent sur le tore
T = R/2nZ x R/2nZ, c’est-a-dire une espace bidimensionnel périodique en x et en y.
Cet espace est divisé de maniere réguliere en une grille n, x n, positions (voir fig. 5.17), et
noté

T, = {(%%) Jklc {o,...,n,,—1}} — [(k0,16) /K1 € {O,...,mp— 1}

_ 2 :
en notant § = n—;T le pas spatial.

np abscisses

Figure 5.17 — Espace des positions des agents

La proportion d’agents au point (x,y) est notée ”fs\,[r(x/ y,t), et le vecteur de densité d’oc-
cupation est donné par

Nt = (uf t :
ué,r( ) <u§,1'<xl Y )) (xy)€Ts
Durant une unité de temps 7, chaque agent a la possibilité de se déplacer de
(—4,0), (6,0), (0,—6), (0,9)

ou de rester sur place avec des probabilités qui dépendent de sa position courante et de la
position des autres agents. Les probabilités des déplacements sont respectivement notées

pie(c,y,u), gy (x,y,u), ri(xy,u), s (x,y,u)

pour un agent situé au point (x,y) lorsque les agents sont distribués selon une densité u
(voir figure 5.18).

(x,y+0)

30y, 0)

(2w, (g, w)
(x-0,y) i ) (xy) i (x+0,y)

i (x,y.u)

(x,y-0)

Figure 5.18 — Probabilités des déplacements des agents
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5.6.1 Approximation continue

Avec un raisonnement similaire a celui de la section 5.2, nous montrons que ce modele
peut étre approché par une équation de type Fokker-Planck. Nous présentons ici donc seule-
ment les grandes étapes de la dérivation du modele continu.

La limite champ moyen Dans une premier temps, nous supposons que :
— la répartition initiale des agents uf}fr(O) converge presque slirement vers une grandeur
u&,T <O)/
— les probabilités png(x, y,u), qfs\fT (x,y,u), r(ls\/’T(x, y,u), sgfr(x, y,u) convergent unifor-
mément en u vers des fonctions continues

u— ps(x,y,u), u—gs-(x,y,u), u—rs(x,y,u), ur—ss(x,y,u)

lorsque N — oo. En d’autres termes, les distributions initiales des agents, ainsi que leurs
probabilités de déplacement convergent lorsque le nombre d’agents tend vers I'infini.

Alors on peut dire que le vecteur de densité d’occupation u_(t) converge presque stire-
ment vers i+ (t) = (U5 (x,y, 1)), y)et, défini récursivement par :

us(x,y,t+17) =
s (X, Y, ) (L= psc(x,y, us2(t) — 4o, (X, Y, us2 (1) — 1s2(x, ¥, us2(t) — ss2(x, Y, us2()))
+ s (x =6,y )45 (x — 6, Y, U5 (1))
+us (X +6,y,t)ps(x+8,y,us.(t))
+us(x,y —6,)rs(x,y — 6, us ()
+us(x,y+06,t)s5:(x,y+6,us5.(t)). (5.26)

’

Ce résultat est 1’'équivalent de la proposition 6 dans le cas bidimensionnel. La quantité
us-(x,y,t) est le champ moyen, et correspond a la densité d’agents a la position (x,y) au
temps t lorsque le nombre d’agents tend vers l'infini.

Tout comme dans le cas unidimensionnel (équation (5.2)) 'équation (5.26) peut étre inter-
prétée comme un bilan au point (x, ) au temps ¢ + 7. Si le vecteur des densités d’occupation
vaut u a l'instant ¢, alors un agent situé en (x, y) a l'instant ¢ + 7 peut

— étre resté sur place, avec probabilité

1—psc(x,y,u) —qgsc(x,y,u) —rs(x,y,u) —Ss,(x,y,u)

— étre arrivé par (x + 6,y) avec probabilité p;s +(x,y, u)
— @tre arrivé par (x — ¢, y) avec probabilité g5 - (x,y, u)
— étre arrivé par (x,y + &) avec probabilité rs - (x,y, 1)
— @tre arrivé par (x,y — §) avec probabilité s; - (x,y, 1)

La limite spatiotemporelle Comme dans la section 5.2.2, nous considérons une solution
réguliere u de (5.26), et nous effectuons des développements limités a I'ordre 1 en 7 et a

I'ordre 2 en 6. En faisant tendre les pas de temps J et le pas d’espace T vers 0 de sorte que 5_;
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reste borné, et en supposant que les limites suivantes existent, uniformément en u,

(qa,r(x,y,u) — pa,f(x,y,u)5>
T

c1(x,y,u) = lim
o,T

7

d1(x,y,u) = lim <%T<xf% ) + T,y

e,
%)

(S(S,T(x/y/ ) 7’51- x y/ 5

c2(x,y,u) = lim
J,T

dy(x,y,u) = lim (s(;,f(x,y, u) +rs(2,y,u 52)
o,T 2T

on aboutit a I'équation de Fokker-Planck bidimensionnelle

u 2
B ) =~ (eal ) ul ) + oy (s (5,0 ux,,)

0 92
— @ (c2(x,y,u) u(x,y,t)) + 8_y2 (da(x,y,u) u(x,y,t)). (5.27)

Il s’agit simplement de la superposition d"une équation de Fokker-Planck horizontale (en x)
et une équation de Fokker-Planck verticale (en y).

Les coefficients de convection c; et ¢y correspondent respectivement aux tendances de dé-
placement selon les axes x et y, tandis que les coefficients de diffusion d; et d, quantifient la
dispersion dans les directions des axes.

5.6.2 Etude numérique

Dans cette section, nous proposons quelques simulations numériques afin de confirmer
les résultats obtenus dans le cas unidimensionnel. Plus précisément, nous prolongeons les
stratégies optimales de la section 5.4 au cas bidimensionnel, et montrons que ces stratégies
sont toujours optimales.
5.6.2.1 Parametres des simulations

Dans les simulations qui suivent, la distribution initiale des agents 1 est proportionnelle

(s (3-3) = (5-7))

et normalisée de sorte que [ uo(x,y)dxdy = 1. La distribution ciblée est donnée par la

Q/

fonction f proportionnelle a

x b x 57\ \%
<COS (E—T>-cos <§_T>> + 0,01

et normalisée de sorte que [ f(x,y)dxdy = 1. Les fonctions f et ¢ sont représentées sur la
figure 5.19.
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Figure 5.19 — Fonctions ug (Base, a gauche) et f (Ressource, a droite)

Toutes les simulations numériques sont effectuées a 1'aide de la méthode de Crank-
Nicholson [54].

5.6.2.2 Stratégie dépendant localement de la répartition ciblée

L’équivalent bidimensionnel de la stratégie établie a la section 5.4.1 est

i(x,y) = - In f(x,y), di(xy) =1

et

o(xy) = a%lnﬂx,y), dr(x,y) =

En d’autres termes, la diffusion est constante, égale a 1, tandis que la convection est choisie
comme la dérivée logarithmique de la quantité de ressources, selon chacune des directions.

Les résultats des simulations sont représentés sur la figure 5.20.
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t=20,57

t=20 t=20,17

Figure 5.20 — Evolution du systéme

Ces simulations montrent que le choix des parametres cy, 2, d; et dp de cette section
donne lieu a une dynamique satisfaisante : la distribution des agents tends vers la distribu-
tion souhaitée f.

5.6.2.3 Stratégie dépendant de satisfaction locale

L’équivalent bidimensionnel de la stratégie autonome établie a la section 5.4.2 est

d
c1(x,y,u) = alnr(x,y,u), di(x,y,u) =1

et

co(x,y,u) = %lnr(x,y,u), dy(x,y,u) =1.

ou r désigne la fonction de récompense définie ici par

_u(ny
1=

r(x,y,u) =u(x,y)e

En d’autres termes, la diffusion est constante, égale a 1, tandis que la convection est choisie
comme la dérivée logarithmique de la récompense locale, selon chacune des directions.

Les résultats des simulations sont représentés sur la figure 5.21.
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Figure 5.21 — Evolution du systéme

Ces simulations montrent que le choix des parametres cy, ¢, d1,d> de cette section est
satisfaisant : la distribution des agents tends vers la distribution souhaitée f.

De plus la figure 5.21 montre que, comme dans le cas unidimensionnel (section 5.5.1.4)
sous cette stratégie, les agents montrent une certaine hésitation pour joindre le centre des
ressources. Ce fait se manifeste par une concentration «en couronne» autour de ce point.

5.6.2.4 Analyse de la performance

Nous comparons les performance des stratégies des sections 5.6.2.2 et 5.6.2.3 en termes
de récompense globale. Cette récompense est donnée par la fonction

R(t) = /Tr(x,y,u(x,y,t)) dxdy

c’est-a-dire la somme des satisfactions locales. Pour simplifier les annotations et explications
qui suivent, la stratégie de la section 5.6.2.2 sera appelée stratégie centralisée et la stratégie de
la section 5.6.2.3 sera appelée stratégie autonome.

Au cours des simulations des sections 5.6.2.2 et 5.6.2.3, nous avons mesuré 1’évolution
de la récompense globale. Ces évolutions sont représentées sur la figure 5.22.
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Récompense globale

14

Stratégie centralisée

Stratégie autonome

temps

Figure 5.22 — Evolution de la récompense globale du systéme sous chacune des stratégies

La figure 5.22 confirme que les deux stratégies sont optimales a long terme. Pour chacune
des stratégies, la récompense globale converge vers sa valeur maximale 1.

De plus, on note une légere différence vis-a-vis des résultats du cas unidimensionnel
dans 1'évolution de la récompense globale associée a la stratégie autonome. Contrairement
au cas unidimensionnel, cette récompense n’est pas strictement croissante. Elle décroit dans
un premier temps, puis croit en tendant vers 1. En raison de cette décroissance initiale, elle
s’avere moins performante que la stratégie centralisée en début de simulation.

Il est difficile d'interpréter ce phénoméne en termes de comportement d’agents. Une
explication possible est que les agents mécontents se contentent de se disperser dans un
premier temps, sans s’orienter précisément vers la distribution ciblée. De ce fait, leur perfor-
mance peut étre sous-optimale en début de simulation.

5.7 Conclusion

Dans cette partie nous avons étudié un processus d’advection-diffusion dérivé d’une
marche aléatoire discrete. Dans un premier temps, nous faisons tendre le nombre d’indivi-
dus vers l'infini et obtenons un champ moyen discret déterministe. Ensuite, les pas d’espace
et de temps tendent également vers 0 et nous obtenons un modéle continu en espace et en
temps. L'objectif collectif est représenté par une fonction de satisfaction locale. Cette fonc-
tion est compatible avec les limites effectuées, et a une expression analogue pour chacun des
trois modeles. Des résultats théoriques et des simulations numériques montrent la consis-
tance de l'approche. Les systémes discrets, champ moyen et continu ont des dynamiques
similaires et il en est de méme pour leurs satisfactions globales.

De plus, nous avons déterminé deux stratégies qui aboutissent a une répartition opti-
male (au sens de la fonction de satisfaction) a long terme. L'une ne dépend que de la distri-
bution ciblée, et exige un contrdleur global, et ’autre est autonome, et dépend de la satis-
faction locale des individus. Conformément a la loi psychophysique de Weber-Fechner, les
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individus pergoivent ces stimuli de maniere logarithmique. Des résultats théoriques et nu-
mériques montrent que ces deux stratégies tendent vers des répartitions optimales a vitesse
exponentielle.

Ces résultats permettent de modéliser un comportement multi-agent spatial par un pro-
cessus d’advection-diffusion. L’approximation n’est exacte que sous des hypothéses théo-
riques (N — oo et 6,7 — 0) mais permet de réaliser une étude formelle précise. Dans
I'exemple étudié nous avons pu l'exploiter pour

— déterminer la configuration a 1’équilibre du systéme.

— démontrer la convergence exponentielle du systeme vers cette configuration.

— mesurer la performance du systéme en termes de satisfaction vis-a-vis d’un objectif

fixé.
Ces trois faits constituent des réponses satisfaisantes vis-a-vis des objectifs que nous avons
fixés dans cette these.

Le probleme général de paramétrer les déplacements des agents de fagon a atteindre une
répartition optimale vis-a-vis d’une ressource immobile a pu étre résolu grace au modele
continu. Les méthodes utilisées s’inscrivent donc également dans une démarche prescrip-
tive, ot1 'on souhaite programmer les agents afin de réaliser un objectif collectif.

Diverses variations de ce probléeme sont envisageables. Premiérement, le domaine consi-
déré dans ce chapitre est périodique. Remplacer cette condition par une condition de type

Neumann '° n’exige que quelques légéres modifications dans notre approche.

Une deuxieme extension intéressante est de considérer une distribution cible f dyna-
mique. Si la dynamique de la ressource est indépendante du systéme !! notre approche per-
met de répondre en partie a la question suivante

— Peut-on paramétrer les déplacements des agents de sorte qu’ils se répartissent a

chaque instant selon la distribution f(t) qui dépend du temps ?
En effet, les stratégies déterminées aux sections 5.4 convergent a vitesse exponentielle vers
la distribution ciblée. Elles sont donc susceptibles d’avoir un comportement satisfaisant si
la ressource évolue suffisamment lentement '2.

Une troisieme extension intéressante est de considérer des ressources dynamiques, ot la
dynamique dépend de celle du systeme. Dans ce cas, il faut joindre une équation d’évolution
de la ressource a celle du systéme d’agents. Etudier une telle extension exige naturellement
un travail mathématique plus important que celui proposé dans ce chapitre.

Pour finir sur les extensions possibles, il serait intéressant d’étudier un probleme simi-
laire avec deux populations d’agents (situés sur un méme domaine) qu’on souhaite orienter
vers deux distributions distinctes. Une approche similaire a celle utilisée dans ce chapitre
mene a un systeme d’équations de la forme

2
W = —%(cl(x,u,v) u) + %(dl(x,u,v) U)
B =_2 <cz(x,u,v) v) + ;-;(dz(x,u,v) U)

10. Le. le flux sortant est nul aux frontieres du domaine.
11. C’est-a-dire si elle est représentée par une fonction de distribution f(#) dépendant du temps.
12. Le. a vitesse sous-exponentielle.
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Ce systeme d’équation est muni d’une paire de fonctions de récompense locales (r1, 1), une
pour chaque population, qui mesure la réussite de chaque population d’agents dans son
activité. Ces fonctions locales dépendent de la position x, et de la densité de chaque popula-
tion d’agents en cette position. Il est possible (et intéressant) d’introduire un effet d’aversion
dans ces récompenses qui pénalise la présence des agents concurrents. Le probleme est de
trouver de trouver des coefficients cy, ¢y, d1, d2, qui permettent aux deux populations de se
répartir selon les distributions qu’elles visent, en évitant au maximum les contacts avec le
concurrent.
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Utilisation d’équations a
réaction - diffusion - advection
pour |I'étude d’une situation de
collecte de ressources

6.1 Introduction et position du probléeme

Le probleme étudié prolonge naturellement celui du chapitre 5 : un groupe d’individus
se déplace en présence d'une certaine quantité de ressources répartie dans 1’'espace. Une
zone de l'espace ol ces agents se déplacent est désignée comme la base. L'objectif que nous
fixons est que les individus se déplacent vers la ressource et la rapportent a la base.

Cette situation correspond typiquement a 1’activité d’une colonie de fourmis fourra-
geuses. Le comportement collectif de telles fourmis observé dans la nature a fait I'objet de
diverses études [149, 46, 33, 68, 75], car il présente des aspects intéressants parmi lesquels :

— l'auto-organisation : A l'issue d’une période transitoire, les fourmis établissent un
itinéraire commun pour aller chercher la nourritre. Cet itinéraire est généralement
proche du chemin le plus court.

— l’auto-adaptation : Le fait d’introduire un obstacle sur le chemin des fourmis va pro-
visoirement arréter 1’acheminement de la nourriture, mais les fourmis finissent par
établir collectivement un nouvel itinéraire pour rapporter la nourriture, en contour-
nant l’obstacle.

L’observation de ces phénoménes a motivé la création de systemes multi-agents capables de
reproduire les mémes comportements émergents [29, 24, 55, 142].

Nous avons utilisé les équations a réaction-diffusion-advection pour 1'étude de ce pro-

bleme, en décomposant le processus de récolte en trois phases :

— larecherche de la ressource : Cette phase d’exploration est représentée par un proces-
sus d’advection-diffusion.

— la récupération de la ressource rencontrée : Les agents qui rencontrent la ressource la
ramassent, changent d’état ! et se déplacent vers la base. Cette transition est représen-
tée par une réaction.

— le rapatriement de la ressource : Ce déplacement vers la base est représenté par un

1. Ici, I'état désigne l'activité courante de 1’agent.
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processus d’advection-diffusion.
Initialement, les agents ignorent la position exacte de la ressource et explorent le milieu
dans lequel ils se trouvent. Ce processus correspond a une diffusion isotrope, dans le sens
ol aucune direction n’est privilégiée. Selon les capacités perceptuelles et le degré d’interac-
tion des agents, il est possible que cette diffusion devienne anisotrope, et qu'un champ de
déplacements macroscopique (une advection) s’établisse.

Il en est de méme pour le rapatriement de la ressource. L’advection permet de représen-
ter la tendance de déplacement vers la base, tandis que la diffusion représente la dispersion
des individus. Cette dispersion est liée au caractére aléatoire de leurs déplacements.

A la différence du chapitre 5, nous introduisons une variable de mémoire dans ce mo-
dele. Les agents ont la possibilité de stocker des informations communes, et de communi-
quer, de maniere indirecte, en déposant des marqueurs pour guider leurs congénéres vers la
ressource. Ce mode de communication a travers 'environnement est appelé stigmergie [69],
et s’apparente fortement a 1'utilisation des phéromones chez certaines especes animales et
végétales. Aussi, tout au long de ce chapitre, nous utilisons le terme phéromones pour parler
de ces marqueurs.

En introduisant des effets d’évaporation et de diffusion, a I'image des phéromones ren-
contrées en écologie, deux phénomenes importants sont pris en considération :

- la diffusion permet de représenter la propagation de l'information.

Si une zone est marquée par un agents, les zones proches présentent également un
certain intérét. La diffusion permet de disperser les phéromones localement afin de
marquer les zones voisines.

— I’évaporation permet de représenter la perte d’informations.

Si une zone n’est plus considérée intéressante par des agents, les phéromones qui
s’y trouvent disparaissent. A I’opposé, les pistes de phéromones qui ménent vers des
zones riches en ressources doivent continuellement étre signalées par les agents pour
persister.

Nous introduisons le cadre formel pour étudier cette situation dans la section 6.2. En-
suite, dans la section 6.3 nous dérivons une approximation continue de ce modele qui fait
partie des équations a réaction-diffusion-advection. Dans la section 6.4 qui suit, nous présentons
briévement la littérature existante sur ce type d’équations. Les outils théoriques disponibles
sont relativement limités en raison de la difficulté de ces équations. Par conséquent, nous
procédons a des simulations numériques dans la section 6.5. Dans la section 6.6, nous pro-
posons, pour diverses raisons, d’étudier une extension au cas bidimensionnel. La section 6.7
termine ce chapitre avec une conclusion qui ouvre sur quelques perspectives envisageables.

6.2 Modéle formel

Le modele formel utilisé pour représenter le systeme multi-agents est tres similaire a
celui du chapitre 5. Nous en présentons les constituants dans cette section.

Etats Les agents effectuent des marches aléatoires discréetes sur le cercle C = R/27Z,
divisé de maniere réguliere en n, positions (voir fig. 6.1). L'ensemble des positions obtenu
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est noté

2k
p

_ 2 :
en notant § = n—’; le pas spatial.

Figure 6.1 — Espace des positions des agents

La nature compacte et périodique de 'espace d’états offre quelques avantages théo-
riques. Notre approche peut cependant étre étendue aux domaines non-périodiques et au
cas bidimensionnel sans difficultés.

Les agents du systeme sont décrits par leur position et leur activité courante qui est
I'exploration de la zone ou le rapatriement de la ressource.

e Le vecteur (X, (t))N_, décrit les positions des N agents a I'instant ¢,

e Le vecteur (s,(t))N_, décrit les états internes des agents, oit

su(t) € {Exploration, Rapatriement}.
e La quantité

N
N
u (.X', t) = Z ]1Xn(t):x,sn(t):Explomtion
n=1

1 siX,(t) = xets,(t) = Exploration
]1Xn(t):x,sn(t):Explomtion = 0 sinon

désigne la proportion d’agents explorateurs? au point x a l'instant ¢,
e La quantité

N
N —
v (x/ t) - Z len(t):x,sn(t):Rapatriement
n=1

désigne la proportion d’agents en cours de rapatriement ? au point x a l'instant ¢,
e Les vecteurs ul(t) = (ul(x, t))er et oN(t) = (vN(x,t)), . sont les vecteurs de
densité d’occupation des agents dans chaque état.

2. parmi la totalité des agents.
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La ressource est représentée a I’aide d"une fonction réguliere positive g, normalisée de sorte

que
dx =1.
/ L (x)dx

En un point x, la valeur ¢(x) représente la quantité de ressources. De maniere analogue, la
base est représentée a ’aide d’une fonction réguliére positive f normalisée de sorte que

/xecf(x)dx =1.

La position de la base ne sera pas réduite a un seul point, mais plutdét a une zone dans
laquelle la ressource peut étre déposée avec des intensités variables. La fonction f permet
de quantifier I'intensité avec laquelle les agents rapatrieurs peuvent déposer la ressource.

La base et la ressource sont représentées comme des fonctions de densité. Avec ce choix,
la base et la ressource peuvent étre interprétées comme des populations d’agents immobiles,
de méme effectif que les agents mobiles.

Le fait de traiter la base et les ressources comme des populations d’agents immobiles est
intéressant si I’on souhaite étendre le modele au cas ot ces deux éléments sont dynamiques.
En effet, pour réaliser une telle extension, il suffit d’adopter un raisonnement identique a
celui qui est utilisé pour les agents mobiles.

D’autre part, cette représentation de la ressource et de la base permet de les définir
comme distribution cible, selon 1’activité de I’agent. De ce fait, nous pouvons réutiliser les
résultats du chapitre 5 pour paramétrer les déplacements des agents.

Phéromones Une certaine quantité de phéromones est dispersée sur 1’espace des positions
des agents. La quantité de phéromones au point x a I'instant ¢ est notée wgllf(x, t), et le vec-
teur

wle(t) = (wh (x,1))

représente la répartition des phéromones sur 1’espace des positions.

x€eCy

Transitions Durant chaque unité de temps 7, les agents peuvent effectuer les transitions
suivantes :
— un déplacement de —6 ou +4. Les agents explorateurs effectuent ces déplacements
avec des probabilités respectives

Py (x,u,0,w) et gy (x,u,0,w) (6.1)
qui dépendent de la position courante, des densités d’agents et des quantités de phé-

romones. Pour les agents en cours de rapatriement, ces probabilités sont notées

rg\,ll'(x’ u’ U’ w) et SZS\,IT(xr u/ Z)/ w)~ (6.2)

— un agent explorateur qui rencontre la ressource peut en ramasser une certaine quan-
tité et changer d’état pour la rapatrier. Cette transition s’effectue avec une probabilité
proportionnelle a la densité de ressources

beg(x).
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Il est supposé que le coefficient de proportionnalité b ne dépend que du pas de temps
T.

— un agent en cours de rapatriement arrive a la base, dépose la ressource et se remet a
explorer la zone avec une probabilité

a-f(x)

proportionnelle a la fonction f qui représente la base. Il est supposé que le coefficient
de proportionnalité a, ne dépend que du pas de temps 7.
Ces transitions sont résumées par le diagramme suivant :

B P (@, u, 0, w) af (z,u,v,w)
=
g x-6 [ x > x+d
=
8 A
arf(x) brg()
IS
2 Y
s
R
= x-0 < X > X+0
s
& i (2,00, w) sé-\:,(m, u, v, w)

Figure 6.2 — Diagramme des transitions des agents

Evolution des phéromones Durant chaque intervalle de temps T, les phéromones sont
sujettes a trois effets :
— le dépot : la quantité de phéromones au point x a I'instant t est augmentée de

dT(-x/ u/ ’U, w)/

c’est-a-dire une certaine quantité dépendant des différentes densités d’agents et de la
quantité de phéromones courante.

— la dispersion : une proportion % des phéromones situées en x se déplace vers —4,
et une proportion identique se déplace vers +d. Le coefficient ¢, est le coefficient de
diffusion des phéromones et ne dépend, par hypothese, pas du nombre d’individus.

— I’évaporation : une proportion 7y des phéromones situées en x disparait. Le coefficient
Y est le coefficient d’évaporation des phéromones, et ne dépend par hypothese que du pas
de temps 7.

Dans la partie suivante, nous dérivons une loi d’évolution macroscopique déterministe et

continue de ce modele discret et aléatoire.

6.3 Dérivation de 1’équation a réaction-diffusion-advection

Le modele discret aléatoire que nous avons décrit tend, sous certaines hypotheses, vers
un modele continu et déterministe. La démarche adoptée est trés similaire a celle du chapitre
5 : dans un premier temps, nous effectuons la limite statistique (champ moyen) N — oo et
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obtenons une approximation discrete déterministe. Ensuite, nous effectuons la limite spa-
tiotemporelle 5, 7 — 0 d"une maniére bien choisie, et obtenons une équation aux dérivées
partielles de type réaction-diffusion-advection.

6.3.1 Limite champ moyen

Le modele introduit a la section 6.2 correspond exactement au formalisme du chapitre
4, section 4.2.1. En effet, nous avons affaire a un systeme d’agents en interactions a travers
les densités, ainsi qu’a une mémoire commune, sous formes de phéromones, qui évolue en
interaction avec la densité.

Notons que, la mémoire commune (qui représente les phéromones) est appelée variable
ressource dans le chapitre 4, et ne doit pas étre confondue avec la ressource que les agents
essayent de récolter.

En appliquant directement le théoreme 5, on obtient le résultat suivant :

Proposition 16. Pour chaque position x, on suppose que
— La fonction de dépot (u,v,w) — d.(x,u, v, w) est continue.
— Les fonctions de probabilités définies en (6.1) et (6.2) convergent uniformément en (1, v, w)
vers des fonctions
Psxr 46,tr T5,tr Sé,7
continues en (u,v,w), lorsque N tend vers l'infini.
— Les conditions initiales uj' (x,0),v} (x,0) et w}' (x,0) convergent presque siirement vers
des quantités respectives uj (x), v} (x) et wy (x) lorsque N tend vers l'infini.
Alors les quantités ”(Is\,lr , vf;/’T et wfs\fr convergent presque stirement vers (U -, Vs -, Ws ) définies par
us(x,0) = ug (x), v(x,0) = v (x) et w(x,0) = w] (x), et par les relations de récurrence
s (X, t+T) = us o (2, 8) (1 = poc (X, Usz, Vo0, Wor) — o2 (X, Usz, Vs, W r))
+ s (X = 6,1)q5(x — 0, Us2, Vs, Ws7) + ths (X +6,8) s (X + 0,15, V50, Ws7)

— e (x, )b (x) + 05,0 (x, Hac f(x), (63)

05,T<X, t+ T) = U5t (X, t) (1 —Tsx (.X', Us 1,051, w&,T) - Sé,r(x/ Us 1, 05,ts wJ,T))
+ U&,T(x -9, t)SzS,T(x -9, Us /087, w&,r) + U&,T(x +4, t)”&,'r(x +4, Us 7,951, w&,—r)
+ 05, (%, 1)beg(x) —vs (%, t)acf(x) (6.4)

et

w&,r(xr t+ T) = w&,r(xr t)(l — YT — ¢5,T)

lP&,T
+ 2

(ws(x —6,) +ws o (x +5,1))
+ df(x/ Ust,061, w&,r) (6.5)

Les relations (6.3), (6.4) et (6.5) s’interpretent simplement comme des bilans. Commentons
la premiere :
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6.3. Dérivation de I'équation a réaction-diffusion-advection

— La premiére ligne de (6.3) représente la diminution des agents explorateurs au point x
due aux déplacements.
— La deuxieme ligne de (6.3) représente I'augmentation des agents explorateurs au point
x due aux déplacements des positions voisines.
— La troisieme ligne de (6.3) représente deux effets :
¢ la disparition des agents explorateurs qui rencontrent la ressource et qui changent
d’état,
e 'apparition de nouveaux agents explorateurs, lorsque des agents en cours de rapa-
triement arrivent a la base.
Les suites déterministes u;(t) = (us7(X, 1)) e, Vsr(t) = (vs(x,t)),cc, représentent
les densités d’agents dans le contexte théorique ot ils sont en nombre infini, tandis que
Ws,o(t) = (Ws2(x, 1)), représente la distribution de phéromones dans ce méme contexte.

L'étude numérique de ces suites est sans difficulté, mais I'étude formelle peut étre déli-
cate si le nombre de positions 1, est grand. Pour cette raison, nous effectuons une seconde
approximation dans la section 6.3.2.

6.3.2 Loi d’évolution macroscopique continue

Un modele continu est obtenu en faisant tendre les intervalle de temps T et espace ¢ vers
0. Considérons des solutions u, v et w suffisamment régulieres des (6.3), (6.4) et (6.5), au
moins deux fois dérivables en x et une fois en t. Un développement limité a 'ordre 1 en 7 et
'ordre 2 en 6 donne, apres simplifications

T%u(x,t) +o(T) = (5% ((ps(x,u,0,x) — qs5(x,u,0,x))u(x,t))

52 aZ
+ 2 9x2 ((pé,r<x, u,v, x) + %,r(x/ u,v, x))u('x’ t))

—u(x, 1)beg(x) +o(x, t)acf(x) +o0(5?)

T%U(X,t) +o(1) = (5% ((rs«(x,u,v,x) —s5(x,u,0,x))v(x,t))
+ 52—288—; ((rs«(x,u,v,x) +55(x,u,0,x))v(x,t))
+u(x, t)brg(x) — v(x, t)acf(x) + 0(6)

0 52 %w ’
Tgw(x,t) +o(1) = %JEW@CJ) — yrw(x, t) +d.(x,u,v,w) 4+ 0(6)
A présent, nous faisons tendre , T — 0 de sorte que 5_T2 reste borné, et on suppose que les
limites suivantes existent, uniformément en (u, v, w),

5,0 (x,14,0,Ww) Par(xuvw) 5)

c1(x,u,v,w) = limy ¢ <
(

dl(X,M,ZJ, — hmér s, (x,u,0,0 +p(5T(xuvw) 52) (6.6)
CQ(X u,v, w —hrn(;T <su X,14,0,W) VgT(quiw) 5)

ss.r(x,1,0,w —HQ;T(xuvw) 2 ’ (67)
do(x, 1,0, w) —hm“( 5)
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puis
. oa
{a:h.me? / 6.8)
B = lim; =t
et
Y= hm&,r (%1705,”[>
v = lim, It . (6.9)
d(x,u,v,x) = lim; M
Les relations (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) constituent les conditions de scaling dans ce contexte. Dans
le cas ot elles sont vérifiées, nous obtenons les équations limites (sous forme abrégée)
aa—”t‘ = —%(clu) + aa—zz(dlu) — Bgu +afv
5 = — ¢ (c20) + 52 (d0) + Bgu — afo . (6.10)
W — lp%%’ —yw+d
Les coefficients ¢1, c3,d1, d2, &, B, ¢, v, d ont des interprétations physiques simples :

— ¢ est le coefficient d’advection (ou coefficients de convection) des agents explorateurs, et
représente la vitesse moyenne de ces agents au point x (idem pour ¢, et les agents
rapatrieurs).

— dy est coefficients de diffusion des agents explorateurs, et indique la tendance des agents
au point x a se disperser (idem pour d5, et les agents rapatrieurs).

Par construction ces coefficients sont positifs. De méme le taux de diffusion des phéro-
mones P est supposé positif.

— w et B désignent les taux de collecte et de dépot de phéromones.

— 7 est le taux d’évaporation des phéromones par unité de temps.

— d désigne l'intensité de dépot de phéromones par unité de temps.

Le systeme d’équations (6.10) peut s’écrire sous la forme

3 u 3 cqg 0 0 u
3 v :_5 0 ¢ O v
w 0 0 O
82 dl 0 O u
+ 0 dz 0 (%
ox2
0 0 v w
—Bg af O u 0
+ Bg —af O v |+ 0
0 0 —v w d(x,u,v,w)

Le premier terme correspond a un effet d’advection, c’est-a-dire une tendance ou un déplace-
ment macroscopique. Le deuxiéme est un terme de diffusion, et représente la dispersion des
agents. La troisiéme ligne (somme du troisieme terme et du quatriéme terme) est le terme
de réaction, et modélise les changements d’état des agents et le dépdt de phéromones.

6.3.3 Conditions au bord et condition initiale

Le systeme d’équations (6.10) fournit seulement une loi d’évolution approchée du sys-
téme d’agents a l'intérieur du domaine considéré. Pour assurer une définition correcte de
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6.4. A propos des équations a réaction-diffusion-advection

probleme, il faut y joindre des conditions initiales

et préciser les conditions au bord du domaine. Comme les agents agents se déplacent sur le
cercle, nous avons des conditions au bord périodiques : les agents se déplacent sur le cercle
C = R/27mZ. Les coefficients c1, c3, d1, d2, d sont tous supposés 27t-périodiques en x, et nous
cherchons des solutions u, v, w périodiques en x.

6.4 A propos des équations a réaction-diffusion-advection

En partant d’un modele discret, aléatoire, nous avons obtenu le systeme d’équations a
réaction-diffusion-advection suivant
2

% = —%(clu) + %(dlu) — Bgu+afv

X = —%<C2M) + 25 (da0) + Bgu — afv

%i;’ = lp%TZ’ —yw+d
La forme générale de ce systéme, sous forme vectorielle, est

ou 9 92

=p = 32 (CxU)-U)+ 5 (D(x,U) - U) + R(x,U) (6.11)

ol C et D sont des matrices dépendant de la position courante, et des différentes coordon-
nées de U, et ol R est une fonction a valeurs vectorielles. Notre objectif est d’étudier ces
équations a 1’aide d’outils d’analyse mathématique.

Bien que la littérature sur les équations a réaction-diffusion-advection soit importante,
les résultats théoriques rencontrés sont généralement limités a des cadres spécifiques.

Par exemple, une étude quantitative du comportement a long terme est proposé dans
[38] dans le cas particulier ot les termes de réaction et diffusion sont linéaires et identiques,
et ol le terme de réaction est de type Lotka-Volterra. Dans ce contexte, les déplacements de
tous les agents sont supposés identiques.

Dans les travaux [128, 21, 97] des résultats sur 1'existence de solutions intégrables et
positives sont exposés, dans le cas particulier ou le terme d’advection est nul, le terme de
diffusion est non linéaire, et ot1 le terme de réaction est quadratique.

De fagon générale, les solutions de 1’équation (6.11) peuvent avoir des comportements
irréguliers. Par exemple, la simple existence de solutions régulieres (ou méme bornées) de
cette équation n’est généralement pas garantie.

L’équation générale (6.11) possede par ailleurs une grande richesse. Elle posséde trois
termes distincts (réaction-diffusion-advection) dont chaque paire posséde déja de l'intérét.
Le cas R = 0 correspond a ['équation de Fokker-Planck que nous avons déja rencontrée.

Le cas D = 0 correspond aux équations d’advection-réaction. Ces équations peuvent étre
utilisées pour étudier la propagation d’une rumeur [35], I'écoulement d'un liquide dans un
réservoir [1] ou encore les diverses situations rencontrées en biochimie citées dans [147].
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Dans le cas particulier o C = 0 on obtient les équations a réaction-diffusion, qui sont
sans doute le cas particulier le plus étudié dans la littérature. Cet intérét peut étre expliqué
par l'article historique [144] dans lequel Turing utilise des équations & réaction-diffusion
pour décrire le processus de développement chez 1'embryon (morphogénese). Depuis ces
travaux, il y a eu de nombreuses études sur les équations a réaction-diffusion. Un pano-
rama tres large d’applications et de méthodes théoriques dans le cadre de la dynamique des
populations se trouve dans [83]. Pour d’autres travaux récents on peut consulter [27, 13].

Si I’'on souhaite utiliser les arguments du chapitre 5, et démontrer la convergence des
solutions de I'équation (6.11) vers une éventuelle solution stationnaire avec des méthodes
d’entropie, le travail le plus approfondi a ce jour est [48]. Les résultats énoncés dans ces
travaux sont cependant limités aux équations linéaires, et exigent des conditions de symétrie
entre la matrice de diffusion et la matrice de réaction. L'impossibilité de définir une entropie
dissipative peut s’expliquer par la potentielle réversibilité des équations.

Cependant, un résultat qui peut étre obtenu sans difficulté est le suivant :

Proposition 17. Toute solution (u,v, w) dérivable du systeme (6.10) vérifie la condition de conser-
vation d'effectif

/C(u(x,t) +o(x, t))dx = /C(uo(x) +vo(x))dx, ¥t >0

Démonstration

Le théoreme de dérivation des intégrales a parametres donne

d 0 d ]
7 /CM+ZJ: /CE(M-FU) = /cﬁ (clu+czv+£(d1u+d20))
or cette derniere intégrale est nulle grace a la périodicité des fonctions en jeu. O

N

Pour conclure, la littérature montre que l'étude formelle des équations a réaction-
diffusion-advection est délicate, et que les résultats existants sont limités a des cadres spéci-
fiques. Pour cette raison, nous bornons notre approche a une étude numérique (approchée)
et qualitative du systéme (6.10). Cette étude est effectuée dans la section suivante.

6.5 FEtude numérique

Le systeme multi-agent étudié est représenté a 1’aide du systéme d’équations a réaction-
diffusion-advection (6.10). Dans cette section, nous fixons les parametres de cette équation
et réalisons une étude numérique ensuite.

6.5.1 Parametres des simulations

Tout d’abord, nous fixons le cadre des simulations en affectant des valeurs aux différents
parametres du systeme d’équations (6.10).

Les conditions initiales La base est représentée par la fonction f proportionnelle a

x 7T\ 10
s (3-7)
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6.5. Etude numérique

ot le coefficient de proportionnalité est choisi de sorte que [, f(x)dx = 1, et la ressource est
représentée par la fonction g proportionnelle a

cos = — S !
2 8
avec un coefficient de proportionnalité choisi de sorte que [, g(x)dx = 1. Les fonctions f et

g sont représentées sur la figure 6.3 et figurent sur toutes les simulations en pointillés verts
et rouges respectivement.

‘ . . ‘ : >
Figure 6.3 — Fonctions f (base, en rouge) et g (ressource, en vert)

La base et la ressource sont centrées en 7 et 57” respectivement. Leurs centres sont éloi-

gnés de 3 et le chemin le plus court reliant ces centres est le segment [Z, 27].

Les agents sont initialement distribués selon la fonction f qui définit la base, et tous sont
dans 1’état Exploration, c’est-a-dire

tandis que la quantité initiale de phéromones est nulle : vo(x) = 0.

Parametres du systéme Les déplacements des agents explorateurs sont décrits par un

terme de convection égal a la dérivée logarithmique de la quantité de phéromones, et un
terme de diffusion constant égal a 1.

Ainsi, les agents explorateurs sont attirés par les fortes concentrations de phéromones.
Conformément a la loi de Weber-Fechner, I'intensité de cette attraction varie comme le loga-
rithme du stimulus, c’est-a-dire la quantité de phéromones.

Les coefficients d’intensité de collecte et d’intensité de dépot de ressource « et B sont
fixés a 2.
L’équation continue décrivant I’évolution des agents explorateurs est :

2

Jdu d d J-u
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Nous avons légerement augmenté la quantité de phéromones (telle qu’elle est pergue par
les agents) dans le terme de convection des agents explorateurs, afin de garantir la bonne
définition du logarithme.

En ce qui concerne les déplacements des agents en cours de rapatriement, nous suppo-
sons que ces agents ont connaissance de la position de la base, et s’y dirigent par un déplace-
ment qui est proche du chemin le plus court. Le coefficient de convection de ce déplacement
est choisi comme ¢;(x) = — sin(x — ) et le coefficient de diffusion est d»(x) = 0, 1. Concre-
tement, les agents se déplacent vers la base avec une convection qui varie en fonction de
leur distance a la base, et avec de faibles fluctuations aléatoires.

La convection est représentée sur la figure 6.4.

Déplacement dans le sens horaire

0

3 Centre de la base

(convection)

Vitesse moyenne des déplacements

5% 3 x
T g ay w T B

Déplacement dans le sens anti-horaire Distance i la base

Figure 6.4 — Convection des agents rapatrieurs

L’allure de cette courbe montre que la vitesse de déplacement des agents croit & mesure
qu’on s’éloigne de la base, puis décroit pour étre nulle lorsque les agents sont a une distance
maximale (77). Cette allure est satisfaisante : lorsque les agents sont proches de la base ils
doivent diminuer leur vitesse afin d’éviter de se retrouver tous concentrés au centre de la
base. Si une telle concentration devait se produire, la densité correspondante ne serait clai-
rement pas réguliere. Or, un minimum de régularité est nécessaire pour réaliser un étude
numérique.

Par ailleurs, la faible vitesse de déplacement des agents a distance maximale de la base
correspond au fait qu’en ces positions, les deux sens de circulation donnent des trajets aussi
courts vers la base. Il est donc légitime que les agents soient «hésitants» et se déplacent
lentement en ces positions.

Le faible terme de diffusion (avec un coefficient de 0, 1) dans ce déplacement a plusieurs
motivations. D'une part, nous savons que la diffusion a un effet «régularisant» sur les so-
lutions, ce qui favorise 'étude numérique que nous souhaitons effectuer. D’autre part, ce
terme de diffusion permet d’introduire des petites fluctuations aléatoires dans les déplace-
ments des agents. Ces fluctuations permettent d’éviter que les agents situés aux point x out
la convection s’annule restent immobiles, et d’éviter des phénomenes de concentration.

L’équation continue décrivant I’évolution des agents rapatrieurs est donc :

av_
ot  ox

T 0%v

(vsm(x — E)> +O'18_x2 +2ug — 2vf.
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6.5. Etude numérique

Parameétres des phéromones La diffusion des phéromones est supposée «lente» devant
celle des agents explorateurs. Nous fixons i = 0, 1.

Le coefficient d’évaporation des phéromones est fixé a y = 0, 2, ce qui signifie que durant
chaque unité de temps la quantité de phéromones en chaque lieu est réduite de 20% par
évaporation.

Nous avons choisi de fixer le coefficient de dépo6t des phéromones d a :

d(x,u,v,w) = 2ug.

Concretement, les phéromones augmentent avec un taux égal au double du nombre de
rencontres entre agents explorateurs et ressource. Pour le systeme discret, cela signifie que
chaque agent qui rencontre une ressource dépose deux unités de phéromones.

L’équation continue qui décrit ’évolution des phéromones est :

ow *w
E_Ola > —01lw+2ug.

En déposant des phéromones au niveau de la ressource, les agents comptent sur la dif-
fusion des phéromones pour informer leurs congéneres lointains de la présence de la res-
source. Ce comportement n’est pas exactement celui des algorithmes de type fourmi, ot les
agents créent des traces de phéromones en déposant ces marqueurs tout au long du rapa-
triement. Il est possible de considérer d’autres stratégies de dépdt de phéromones, en modi-
fiant convenablement le coefficient d. D’éventuelles extensions de ce type seront discutées
en conclusion.

6.5.2 Simulations numériques dans le cas unidimensionnel

Nous avons fixé les parametres du systéme étudié dans la section 6.5.1. Le systeme cor-
respondant s’écrit :

w_ 2 (ulin (w+0 01)) +34 —2ug+2of
W 2 (vsin(x — 7)) +0,1 52 +2ug —2of - (6.12)
%: O]_a —0,1w+2ug

Nous avons réalisé des simulation numériques a l'aide de la méthode de Crank-
Nicholson. Les résultats de ces simulations sont représentées sur la figure 6.5.
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Figure 6.5 — Evolution du systéme

A l'instant initial # = 0 les agents sont tous en phase d’exploration et distribués selon le
fonction f qui définit la base, et il n’y a aucune ressource. Ensuite, les agents se diffusent et
rencontrent la ressource vers t = 0,5. A partir de ce moment-la, des agents chargés et des
phéromones commencent a apparaitre (t = 1). Le systéme tend ensuite progressivement
(t =4 ,t = 10) vers un état stable ou

— les agents explorateurs sont omniprésents, mais de maniere plus marquée sur le che-

min le plus court [F, %’T],

— les agents rapatrieurs sont essentiellement positionnés sur le chemin le plus court,

— la quantité de phéromones est maximale en un point pres du centre des ressources, et

diminue en s’éloignant de ce point.
L'utilisation des phéromones a donc permis de rendre 1’exploration plus précise. En effet, la
tigure 6.5 (ligne «Exploration» a t = 10) montre que la densité des agents explorateurs est
plus importante sur le chemin le plus court entre la base et la ressource.

Pour mettre cette observation en évidence, nous utilisons la fonction p définie par

f;%u(x,t)dx
plt) = Jou(x, t)dx’

qui mesure le ratio d’agents explorateurs sur le cadran de cercle [Z, 27| parmi la totalité des

7T
27
agents explorateurs. Son évolution est représentée sur la figure 6.6.
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08|
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Figure 6.6 — Evolution de la fonction p

Dans un premier temps le ratio p décroit jusqu’a une valeur minimale d’environ 0,4,

ensuite il croit jusqu’a une valeur maximale d’environ 0, 6. Les agents explorateurs favo-
risent donc légerement le cadran de cercle [%, %”], c’est-a-dire le chemin le plus court vers la
ressource, en I’'occupant avec 60% de leur effectif.

Nous finissons I’analyse numérique en évaluant la performance en termes de récolte. La
vitesse de récolte instantanée est mesurée par l'intégrale

/(32 v(x, t)f(x)dx

qui représente le nombre de ressources déposées a la base par unité de temps. Son évolution
est représentée sur la figure 6.7.

030
025

020

Vitesse de récolte instantanée

temps

Figure 6.7 — Evolution de la vitesse de récolte instantanée au cours du temps

La vitesse de récolte instantanée croit dans un premier temps, jusqu’a atteindre une va-
leur maximale d’environ 0, 23. Ensuite, elle décroit légerement en convergeant vers une va-
leur d’environ 0, 2.

Cette valeur peut étre interprétée comme le taux d’agents chargés qui déposent une res-
source a la base par unité de temps. Au bout d"une longue période ce taux converge vers
0,2. Etant donné la distance qui sépare le centre de la base du centre des ressources, qui est
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pratiquement la plus grande distance possible sur le cercle, nous estimons que ce résultat
est satisfaisant.

6.6 Simulations numériques dans le cas bidimensionnel

Les simulateurs multi-agents [142, 153, 29, 24, 55] cités a la section 6.1 fonctionnent tous
dans le cas bidimensionnel. Les résultats numériques proposés dans la section 6.5 ne pro-
posent donc pas d’éléments de comparaison.

De plus, le domaine périodique étudié dans le cas unidimensionnel n’offre que deux
alternatives aux agents pour joindre leur destination. Prenons les agents explorateurs : leur
exploration ne peut s’effectuer que dans deux sens de circulation (horaire ou antihoraire), et
le mouvement collectif observé est réduit a un sens de circulation. Le cas unidimensionnel
est donc un peu trop simple pour mettre des mouvements collectifs complexes intéressants
en évidence.

Pour finir, dans le cas unidimensionnel périodique, il était parfaitement envisageable
pour les agents de réaliser I’exploration par un processus de convection unilatéral, en choi-
sissant un sens de circulation commun 3. De telles stratégies peuvent s’avérer trés perfor-
mantes, sans étre le résultat d’un réel processus de raisonnement. De ce fait, le domaine du
cercle risque de dévaloriser des stratégies intéressantes.

Pour toutes ces raisons, nous proposons dans cette section une étude numérique du
systeme multi-agent considéré en prolongeant la situation au cas bidimensionnel.

6.6.1 Le systéme d’équations a réaction-diffusion-advection

N

Dans cette section, nous établissons le systeme d’équations a réaction-diffusion-
advection dans le cas bidimensionnel. Nous reprenons la configuration de la section 5.6,
ol les agents sont positionnés sur le tore T. La démarche adoptée est tres similaire a celle de
la section 5.6. Nous expliquons donc seulement les équations résultantes, avec un paramé-
trage similaire au cas unidimensionnel (section 6.5.1).

La base est représentée par la fonction f proportionnelle a

(cos(5-F) s (3-9))

et normalisée de sorte que [ f(x,y)dxdy = 1. La ressource est répartie selon la fonction g

proportionnelle a
2 8 2 8

normalisée de sorte que [ g(x,y)dxdy = 1. Les fonctions f et ¢ sont représentées sur la
figure 6.8.

3. Sous réserve que les agents soient capables de parvenir a un tel consensus avant la simulation.
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Figure 6.8 — Fonctions f (base, a gauche) et g (ressource, a droite)

Les agents explorateurs se déplacent selon un processus d’advection-diffusion, dont le
coefficient de convection est donné par la dérivée logarithmique des quantités de phéro-
mones environnantes. Dans le cas bidimensionnel, cette convection s’exprime par des dé-
rivées partielles relativement aux directions des deux axes. Le coefficient de diffusion est
constant égal a 1, tandis que les coefficients de collecte et le dépdt des ressources sont fixés
a2

L’équation continue correspondant a cette description est

2 2
? u+a—u—2ug+20f.

ou 0 ) ) )
—— (u— In(w + 0,01)) - = (u— In(w +0,01)> to3 o

ot ox \ ox oy \ 9y

Nous avons légerement augmenté la quantité de phéromones telle qu’elle est pergue par les
agents, afin de garantir la bonne définition des dérivées logarithmiques dans les coefficients
de convection.

Les agents rapatrieurs se dirigent vers la base selon un processus d’advection-diffusion,
avec un champ de convection donné par

—sin(x — & —sin(y — Z
Ca(x,y) = . ( ‘ 2) ,—— (y. 7)
/sin(x =32 Fsin(y — §2 +1\fsin(x — §)2 +sin(y — § +1

Le champ de convection C; est représenté sur la figure 6.9.
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Figure 6.9 — Champ de convection des agents rapatrieurs

Les vecteurs sur la figure 6.9 représentent la vitesse moyenne macroscopique des agents
rapatrieurs. Ce champ de vecteurs oriente les mouvements vers le point de coordonnées
(5, 5), qui est précisément le centre de la base. De plus, la direction indiquée correspond
approximativement au chemin le plus court vers ce centre.

Pour des raisons de régularité des solutions, et pour éviter la formation de phénomenes
de concentration (Cf. section 6.5.1) le mouvement de rapatriement est doté d'un petit terme
de diffusion, avec un coefficient de 0, 1.

L’équation continue correspondant a cette description est

v _ 9 sin(x — 7) ” +i sin(y — %) .
of  Ox \/sin(x—§)2+sin(y—%)2+1 9y \/sin(x—§)2+sin(y—%)2+1
02 0%v
—}-0,1ax2 +0,1a—y2+2ug—2vf

La ressource se diffuse de maniére isotrope, avec un petit coefficient de 0, 1. Son coeffi-
cient d’évaporation est fixé a 0, 1, et 'intensité de dépot de phéromones est fixé a 2.

L’équation continue correspondant a cette description est

Jw *w o*w
g = 0,1@ +O,1a—y2 —O,1w+2ug
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6.6. Simulations numériques dans le cas bidimensionnel

En résumé, 1’évolution du systeme multi-agent complet est décrit par le systeme d’équations

%_? = —% (u% In(w + 0,01)) — % (u% In(w + 0,01))
—1—% +327Z‘ —2ug +2vf
§= % Sin(x_7) ) sin(y—§) )
oF T ox (\/sin(x—721)2+sin(y—721)2+1v> + ay (\/Sin(X—g)2+sin(y—g)2+1v> . (6 3)
+0,12% +0,12% + 2ug — 20f
W= 0,12%+0,12% - 0,1w+2ug

Nous ajoutons la condition au bord périodique a ce systeme d’équations, ainsi que les
conditions initiales suivantes :

u(x,y,0) = f(x,y)
v(x,y,0) =0
w(x,y,0) =0

Ces conditions signifient qu’a I'instant initial, tous les agents sont en phase d’exploration,
et distribués selon la fonction f qui définit la base. De plus, il n'y a pas de phéromones a
l'instant initial.

6.6.2 Les simulations numériques

Dans cette section, nous proposons d’étudier le systeme (6.13) par des simulations nu-
mériques, obtenues a ’aide de la méthode de Crank-Nicholson. Les figures 6.10, 6.11 et 6.12
contiennent les résultats des simulations.
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Figure 6.11 — Evolution des agents rapatrieurs
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6.6. Simulations numériques dans le cas bidimensionnel

t=20 t=20,37 t=2,94

t=23,93 t=9,84 t=19,7

Figure 6.12 — Evolution des phéromones

Nous constatons des faits similaires au cas unidimensionnel. Dans un premier temps, les
agents explorateurs se dispersent dans toutes les directions jusqu’a rencontrer la ressource a
t = 0,37. A ce moment-a, les agents chargés et les phéromones font leur apparition. Ensuite,
le systeme tend progressivement (t = 2,94, t = 3,93, t =9,84) vers un état d’équilibre
(t=19,7)ou:

— les agents explorateurs et les agents chargés sont essentiellement situées sur une zone

qui relie le centre de la base au centre des ressources,

— les phéromones ont un effectif maximal proche du centre des ressources, et diminuent

en s’éloignant de ce point.
La zone qui contient 1'essentiel des agents semble proche du chemin le plus court entre la
base et les ressources. Pour illustrer cette observation, nous introduisons une fonction p qui
mesure la proportion de fourmis exploratrices proches du chemin le plus court.

Nous définissons la région R comme l'ensemble des positions qui sont a une distance
d’au plus 7 du chemin le plus court (voir figure 6.13). L'aire occupée par cette région repré-
sente environ 46% du domaine complet.
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Figure 6.13 — Région R qui englobe le chemin leplus court

La fonction p, qui mesure le ratio d’agents explorateurs positionnés a proximité du che-

min le plus court, est définie par :

(1) = Jr u(x,y, t)dxdy
P\ = Jrulx,y, t)dxdy

Son évolution est représentée sur la figure 6.14.

Ratio p
Il
\
\

6 8 10

temps

Figure 6.14 — Evolution du ratio p

Le ratio p diminue dans un premier temps, pour atteindre une valeur minimale d’envi-
ron 0, 5. Ensuite, il croit légerement en tendant vers une valeur maximale d’environ 0, 6. Ce
résultat est similaire au cas unidimensionnel (section 6.5.2), et nous tirons la méme conclu-

sion.
Les agents explorateurs expriment donc (légérement) leur préférence pour le chemin le
plus court : 60% de ces agents s’y trouvent a proximité lorsque le systeme est stabilisé.
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6.7. Conclusion

La performance du systéme est mesurée par la vitesse de récolte instantanée

A2v(x, y,t) f(x,y) dxdy,

c’est-a-dire la quantité de ressources déposées a la base par unité de temps. L'évolution de
cette valeur est représentée sur la figure 6.15.

0,1
0,09

0,08

0,06 b
0,05

0,04

Récompense instantanée

0,02

0,01

temps
Figure 6.15 — Evolution de la récompense instantanée

Dans un premier temps, la récompense instantanée croit jusqu’a une valeur maximale
d’environ 0, 065. Ensuite, elle décroit légerementen tendant vers une valeur d’environ 0, 06.

On peut comprendre ce résultat simplement : lorsque le systeme a convergé, le taux
d’agents chargés qui déposent une ressource a la base a chaque pas de temps est d’environ
0,06. Ce résultat est moins satisfaisant que dans le cas unidimensionnel ou1 ce taux de dépot
était de 0, 2.

Cette chute de performance peut s’expliquer par plusieurs raisons. D'une part, la dis-
tance entre le centre de la base et celui des ressources est plus importante dans les simula-
tions bidimensionnelles. D’autre part, il existe une multitude de trajectoires possibles entre
la base et la ressource, la ot il n’y en avait que deux dans le cas unidimensionnel (horaire
ou anti-horaire). De ce fait, il est possible que de nombreux agents explorateurs parcourent
un long trajet, et fassent un grand détour par rapport au chemin le plus court, avant de
rencontrer la ressource.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un modele continu afin d’étudier un probléme de
collecte de ressources.

Dans un premier temps, nous avons représenté le probleme a 'aide d’une famille de
marches aléatoires corrélées, en interaction a travers les densités en chaque position ainsi
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que des de marqueurs spatiaux et environnementaux qui permettent aux agents de commu-
niquer de maniére indirecte.

Ensuite nous avons dérivé une approximation continue de ce modele en faisant tendre
le nombre d’agents vers l'infini, puis en faisant tendre les pas de temps et espace vers 0.
L’équation limite obtenue est de type réaction-diffusion-advection.

En parcourant la littérature sur les équations a réaction-diffusion-advection, il s’est avéré
que la résolution de ces équations est délicate, et que peu de résultats mathématiques sont
a disposition pour une étude en toute généralité. Méme certaines questions trés simples,
comme la simple existence de solutions physiques (positives, réguliéres) sont délicates a
traiter. Pour cette raison, nous avons eu recours a des simulations numériques.

Ces simulations numériques, paramétrées de maniere convenable, montrent un phéno-
mene intéressant. Le dépot de phéromones permet aux agents d’établir un itinéraire vers la
ressource, qui est proche du chemin le plus court.

Les équations utilisées dans ce chapitre exhibent donc un phénomene émergent inté-
ressant. Démontrer ces phénomenes de maniere formelle semble étre une tache délicate. Il
est sans doute possible, dans des situations particuliéres, d’y parvenir a I'aide de méthodes
spécifiques comme des changements de variable. L'étude approfondie d'un de ces cas par-
ticuliers peut constituer une perspective intéressante a court terme.

Un probleme qui n’a pas été abordé dans ce chapitre est la recherche de la meilleure
stratégie de collecte, en formulant le probléme étudié comme un MDP. Pour ce faire il faut
— définir les parametres de controle, qui sont les probabilités des déplacements des
agents, et/ou le coefficient de dépot de phéromones d,
— munir le modele discret aléatoire de la fonction de récompense instantanée

/ 2u(x,y,t)g(x,y)dxdy.
T

Nous avons déja vu des conditions sous lesquelles le MDP obtenu est compatible avec
la limite champ moyen (section 4.5.3). Nous conjecturons que, sous certaines hypotheses,
la limite spatiotemporelle aboutisse a un probleme de type jeu a champ moyen [92]. Ce pro-
bléme limite est la simple réunion du systeme a réaction diffusion (6.10), et d'une équation
d’optimalité * qui exprime I'optimalité des paramétres de controle.

Nous n’avons pas approfondi cette derniére idée. Des difficultés dans sa mise en oeuvre
sont a anticiper. Les jeux a champ moyen sont des problemes techniques, généralement dif-
ficiles a résoudre, analytiquement comme numériquement .

4. De type Hamilton-Jacobi-Bellman.
5. Des méthodes de résolution numérique spécifiques ont été développées dans [2].
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Bilan

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a 1'étude mathématique des systémes
multi-agents a fonctionnalité émergente. Dans cette section, nous résumons les idées et ré-
sultats qui ont été présentés dans ce manuscrit.

La modélisation des systemes complexes Le choix d’une représentation mathématique
convenable des systémes complexes a fonctionnalité émergente est une tache délicate. Nous
avons étudié la pertinence d'un ensemble de modéles envisageables vis-a-vis d"une classe
de systemes spécifiques. Deux critéres importants ont été identifiés :
— l'expressivité du modéle, c’est-a-dire I'ensemble des traits que le modele prend en
compte,
— la maitrise mathématique du modele, c’est-a-dire la facilité avec laquelle le modéele
peut étre étudié, et la portée des résultats que I'on peut démontrer.
La modélisation consiste a établir un compromis entre ces deux criteres. Malheureusement
ils sont difficilement quantifiables, et le compromis est donc difficile a mesurer pour chaque
modele.

L'étude des systémes multi-agents a 1’aide des processus de Markov décisionnels Les
processus décisionnels markoviens permettent d’intégrer la finalité du systeme dans sa dy-
namique, et d’exprimer sans ambiguité le probleme de la recherche d"une stratégie optimale.
En revanche, ce formalisme aboutit a une impasse pour de grands systémes, en raison d"une
complexité algorithmique explosive.

De plus, les techniques de calcul d’une stratégie optimale d'un MDP font appel a des
informations importantes sur le systeme. Ce fait les rend inutilisables en pratique, et ne
correspond clairement pas au caractere local et incomplet des perceptions des agents dans
un contexte multi-agent. Les adaptations des MDP aux systémes multi-agents proposées ne
sont efficaces que dans des contextes spécifiques, tres éloignés d"une situation réaliste.

Modélisation des systémes multi-agents par des méthodes de champ moyen Les mé-
thodes de champ moyen permettent, moyennant une approximation qui peut étre discutée,
de simplifier la représentation du systéme et de négliger les fluctuations statistiques dans
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son évolution.

A travers quelques exemples nous avons illustré 1'utilisation de ces méthodes pour re-
présenter, et pour controler de maniére optimale, un grand systéme d’agents en interaction.
Les résultats montrent que le calcul de la stratégie optimale peut étre mise en oeuvre sim-
plement. Méme si cette stratégie optimale exige des connaissances globales qui ne sont pas a
la portée des agents, il est possible de l"utiliser dans les stratégies heuristiques afin d’obtenir
des performances intéressantes.

Par ailleurs, nous avons pu étudier certaines stratégies heuristiques grace a 1’approxi-
mation champ moyen, et comparé leur performance a celle de la stratégie optimale. Ces
stratégies heuristiques avaient toutefois la particularité d’étre compatibles avec la limite du
champ moyen, ce qui n’est pas toujours le cas.

Utilisation d’équations a réaction-diffusion-advection pour la représentation de systemes
multi-agents situés réactifs Les chapitres 5 et 6 montrent que la modélisation continue
d’un systeme multi-agent situé réactif a ’aide d’équations aux dérivées partielles peut four-
nir des résultats intéressants. Les outils mathématiques utilisés pour étudier ces équations
ne sont pas influencés par la taille du systéme, et peuvent donc étre plus avantageux que
des méthodes discretes lorsqu’il s’agit de démontrer des propriétés formelles.

Dans la situation du chapitre 5, nous avons déterminé deux stratégies locales qui per-
mettent de réaliser un objectif global dans le contexte spécifique d'un systéme multi-agent
situé réactif. Des résultats théoriques montrent que sous ces stratégies le systeme converge
vers une distribution optimale, et permettent de quantifier la vitesse de convergence. Ces
résultats donnent également une mesure de la robustesse du systéme vis-a-vis des pertur-
bations, et laissent entrevoir une capacité d’adaptation lorsque le systeme évolue en envi-
ronnement dynamique.

En revanche, pour la situation du chapitre 6, les méthodes mathématiques existantes ne
permettent pas encore de réaliser une étude formelle en toute généralité. Des simulations
numériques permettent cependant de constater un phénomene émergent intéressant.

Une disparité dans les méthodes formelles Les problémes étudiés dans les chapitres 5
et 6 montrent que, moyennant une approximation continue, on peut étudier les propriétés
dynamiques d’un grand systeme multi-agent a 1’aide de méthodes d’analyse mathématique.
Ces méthodes permettent de contourner les difficultés liées a la complexité algorithmique
des systémes étudiés.

I existe donc une disparité dans les méthodes formelles : I'étude mathématique d'un
trés petit systeme, formé de quelques agents et d'un trés petit espace d’états est réalisable
par des méthodes classiques. A ’autre extréme, un trés grand systéme avec un grand espace
d’états peut étre approché par une modele continu dont on peut démontrer des propriétés
formelles. Entre ces deux extrémes 1’étude formelle peut étre tres délicate, et malheureuse-
ment une grande partie des systemes utilisés de nos jours se trouvent dans cet intervalle.
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Perspectives

Les résultats de cette theése ouvrent sur quelques perspectives envisageables.

Exploration des limites des méthodes discrétes Dans le deuxieme chapitre, certains mo-
déles discrets comme les systemes de particules ou les jeux sont écartés pour des raisons de
complexité algorithmique. Le troisieme chapitre consacré aux MDP reprend cet argument et
quantifie les limites d’applicabilité des MDP en termes de complexité algorithmique.

Ces type d’argument montre essentiellement que dans le pire cas de figure, les modeles
exigent des calculs trop importants pour étre exploitables. En revanche, rien n’exclut la pos-
sibilité de mener ces calculs a terme dans des cas particuliers.

Par exemple, les automates cellulaires peuvent exhiber des comportements surprenants,
qui sont difficiles voire impossibles a démontrer de maniere formelle. Cela ne signifie pas
qu’il n’existe aucun résultat formel sur les automates cellulaires. Dans certains cas particu-
liers, comme par exemple les fourmis de Langton, on peut démontrer des propriétés for-
melles avec des méthodes ad-hoc.

De la méme maniere, la théorie des jeux a été écartée en raison de la NP-complétude
d'un ensemble important de jeux. Il est clair que tous les jeux ne sont pas concernés par
cette complexité algorithmique, et il est possible que de nombreux exemples intéressants
puissent étre résolus en pratique.

De maniere générale, les modeles que nous avons écartés peuvent s’avérer utiles pour
I’étude de systemes particuliers. L'étude de tels cas particuliers pourrait, a terme, faire ap-
paraitre les limites concrétes de ces modéles de maniere plus précise.

Utilisation de la théorie des jeux pour guider le processus de conception Comme nous
I’avons mentionné dans le chapitre 2, la théorie des jeux peut étre utilisée au cours du pro-
cessus de conception d"un systeme multi-agent. L’objectif global du systéme est représenté
par une fonction de satisfaction (ou gain) g. L'idée est de créer un jeu pour lequel les joueurs
vont naturellement avoir tendance a choisir les actions qui maximisent le gain g. Dans la
littérature, une telle démarche est appelée mécanisme d’incitation ou reverse game theory.

La création d"un jeu en adéquation avec I’objectif global passe par une étape de décom-
position du gain global en gains individuels :

g+ (g1,---,8N), (6.14)

ou g, est le gain individuel du joueur n. En effectuant cette décomposition de maniére
convenable, il est possible que :

— chaque gain individuel g, ne dépende que d"un petit nombre de joueurs, et par consé-
quent chaque joueur n’a besoin de coordonner sa stratégie qu’avec un petit nombre
d’autres joueurs,

— des stratégies individuelles égoistes aboutissent a une stratégie collective optimale .

6. Au sens du gain global g.

191



Conclusion

Pour des systemes multi-agents simples, comme celui utilisé dans [121] pour la résolution
du probleme des N reines, il est possible d’écrire la décomposition (6.14) de maniere expli-
cite.

Il serait intéressant d’étudier la forme générale que prend cette décomposition pour des
méthodologies multi-agents comme la théorie AMAS [31, 64]. Cela pourrait étre fait en gé-
néralisant le raisonnement utilisé dans [121], qui est relativement générique.

Dans un second temps, il pourrait étre intéressant d’étudier les qualités des jeux obtenus
par ces décompositions. L'existence d’équilibres de Nash est une question qui vient natu-
rellement a I’esprit. On peut également s’interroger sur 1'existence de stratégies simples qui
permettent d’aboutir a ces équilibres de Nash.

Etalissement d’un critére de sélection des modeles Dans le deuxiéme chapitre nous avons
vu que plusieurs modeles peuvent étre des candidats intéressants pour représenter un sys-
teme donné, et tenté de donner des arguments pour discriminer ces modeles. Parallelement,
dans les chapitres 4, 5 et 6 nous avons proposé différents modeles pour un méme systeme
en nous basant sur les grandeurs caractéristiques du systeme.

Dans I'exemple du chapitre 5 nous avons caractérisé le systeme par sa «taille». Pour N
agents en marche aléatoire sur une grille discrete qui effectuent des déplacements d’un pas
élémentaire § pendant chaque unité de temps 7, la taille est mesurée par le triplet (N, 6, 7).
Lorsque ce triplet est proche du point limite (c0,0,0), le modele le plus intéressant est une
équation de Fokker-Planck. En revanche, si N est grand devant les deux autres grandeurs ¢
et 7, le modele du champ moyen est le plus pertinent.

Il serait intéressant d’établir une méthode de sélection systématique qui indique le mo-
dele le plus pertinent selon la valeur du triplet (N, 6, 7). Cette démarche revient a déterminer
des zones dans 1’espace des valeurs de (N, d, T), dont chacune correspond a un modele. Il
serait par ailleurs intéressant d’étudier les frontiéres de ces zones, pour lesquelles plusieurs
modeles ont la méme pertinence. Ces questions de sélection des modeles peuvent étre géné-
ralisées a tout systéeme complexe.

Poursuite de I’étude des modeles continus Dans le chapitre 5, nous avons déterminé deux
stratégies optimales en étudiant une représentation continue d"un systeme multi-agent spé-
cifique. 11 est fort possible que d’autres stratégies, également basées sur des informations
locales, soient optimales a long terme. Nous n’avons pas l'intention d’explorer la totalité de
ces stratégies, mais il serait intéressant d’en chercher d’autres et de les interpréter en termes
de comportements d’agents.

Une perspective trés intéressante est de prolonger le probleme considéré dans le cha-
pitre 5 (orienter un systeme d’agents vers une distribution ciblée) en introduisant plusieurs
populations d’agents. Ces populations peuvent avoir des distributions ciblées identiques ou
différentes, et interagir de maniére positive ou négative au cours de leurs rencontres.

Pour une extension a deux populations, nous nous attendons a un systéme d’équations
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de la forme :
2
aa_lt‘ = —% (c1(x,u,v)u) + 63_352 (di(x,u,v)u)
% = — 9 (cp(x,u,0)0) 887 (da(x,u,0)v) ’
ou

— u et v sont les densités des deux populations d’agents
— c1 et cp sont leurs coefficients de convection respectifs, et dépendent de la position
courante, ainsi que des densités de chaque population d’agents,
— d et d; sont les coefficients de diffusion des population, et dépendent également de la
position courante, ainsi que des densités de chaque population d’agents.
Une premiére approche possible est d’ajouter un couple de récompenses locales (71, 12) a ces
équations qui
— récompensent les agents de chaque population de maniere croissante a mesure que
leur densité s’approche de la densité ciblée,
— pénalisent le surencombrement du a la présence des deux populations.
Nous pouvons intégrer un effet d’aversion entre les deux populations d’agents dans ces
fonctions de récompense, en les faisant baisser de maniére importante avec la densité de la
population concurrente.

Un point de départ simple est de fixer un jeu de parametres (i.e. une stratégie)
c1,¢,d1,dz, et de simuler 1'évolution des systémes ainsi que 1’évolution de leurs récom-
penses. Comme nous sommes en présence de deux populations d’agents, avec des objectifs
potentiellement divergents, les stratégies doivent comporter un compromis entre :

— égoisme : simple optimisation de sa propre fonction de satisfaction,

— altruisme : faire augmenter la satisfaction de 1’autre population d’agents a son détri-

ment.
Dans ce contexte, la coopération est un compromis entre ces deux attitudes extrémes.

Revenons sur systeme d’équations a réaction-diffusion-advection utilisé dans le chapitre
6 pour modéliser un systeme d’agents en cours de collecte d"une ressource. Les travaux pré-
sentés au cours de 'atelier «New trends in modeling, control and inverse problems» a1’'Université
Paul Sabatier en juin 2014”7 montrent qu’il existe une forte activité mathématique récente sur
les équations a réaction-diffusion-advection. Il est possible que des résultats généraux sur
I'existence de solution réguliéres, et sur la convergence de ces solutions, soient publiés dans
un avenir proche.

Utilisation de la théorie des jeux a champ moyen Une piste trés intéressante, est d'utili-
ser les jeux a champ moyen [92] pour représenter les systemes multi-agents. Cette théorie
mathématique récente étudie le systeme comme la limite d’un jeu noncoopératif dont le
nombre de joueurs tend vers l'infini. De plus, dans un jeu a champ moyen les joueurs dé-
terminent leur stratégie optimale en interagissant avec la totalité de joueurs® plutdt qu’avec
chacun d’eux.

Pour un jeu a champ moyen, 'optimalité® d’une stratégie est exprimée par un sys-

7. http://www.math.univ-toulouse.fr/~ervedoza/WebpageCIMI-Enrique/
8. Donc le champ moyen, a la limite.
9. Au sens de Nash.
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téme d’équations formé d’une équation de Fokker-Planck et d"une équation d’optimalité.
Cette derniére est appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellmann, et correspond a l’équivalent
continu des équations d’optimalité discretes que nous avons rencontrées dans le cadre des
MDP (chapitre 3).

La recherche d'une stratégie optimale, c’est-a-dire la résolution du systéme d’équations
associé au jeu a champ moyen, est généralement difficile. Il est cependant possible d’obtenir
de résultats précis dans divers cas particuliers [73].

En exploitant la piste des jeux a champ moyen il pourrait étre intéressant, dans un pre-
mier temps, d’étudier un certain nombre de systéemes multi-agents spécifiques. Un objectif a
plus long terme est d’inscrire des théories multi-agents générales, comme la théorie AMAS
[31, 64], dans le cadre des jeux a champ moyen. Ce travail permettrait de justifier ces dé-
marches d’un point de vue théorique et de proposer, dans un second temps, des garanties
formelles de leur adéquation.
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Recherche de structure dans
les graphes pour la
certification d’un circuit
électrique avec le plan
spécifié.

Cette annexe contient les résultats obtenus a la semaine SEME 20121, en collaboration

2z ”

avec D. Slutskiy et D. Stépanova. Le sujet intitulé “"Comparaison d'un circuit électrique avec le

plan spécifié” a été proposé par S. Valette et ].-C. Courrege, et s’est déroulé sous la responsa-
bilité académique de J.-M. Couveignes.

A.1 Présentation du probleme

Les appareils électriques sont omniprésents dans le monde actuel, et leur complexité
croit de maniere importante. La loi de Moore illustre ce propos, en conjecturant une crois-
sance exponentielle du nombre de transistors par appareil au cours du temps.

Le méme constat vaut pour les circuits intégrés. Ces circuits forment les briques élémen-
taires de tous les appareils électriques, et contiennent un nombre croissant de transistors et
de connecteurs. Le circuit imprimé classique (mono-couche) n’est plus une solution envisa-
geable pour des contraintes de volume, et a été remplacé depuis plusieurs décennies par les
circuits multi-couches.

Les circuits multi-couches sont une superposition de plusieurs circuits simples, reliés
entre eux par des connecteurs appelés vias. Le fabrication de ces circuits est réalisée en plu-
sieurs étapes :

— une base ultrafine de transistors est déposée,

— des couches successives d’isolant et conducteurs sont déposés sur cette base,

— la gravure des pistes électriques est réalisée par vernissage a haute précision et rayon-

nement ultraviolet.
Ce processus est extréemement délicat, et est soumis a des normes de sécurité et d’hygiene

1. http://www.math.univ-toulouse.fr/SEME/
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trés élevées?. D’autre part, I'extréme précision nécessaire aux différentes étapes du proces-
sus fait qu'une grande partie des productions initiales est détruite (les pertes peuvent aller
jusqu’a 80%).

Le résultat de ce processus est néanmoins trés impressionnant. Actuellement

— un circuit multi-couches peut contenir plusieurs dizaines de couches,

— la taille des couches peut atteindre un ordre de grandeur de 10nm,

— un seul appareil électrique peut contenir des millions de transistors>.

En raison des difficultés liées a la production et du faible rendement initial, les usines
de fabrication des circuits multi-couches (appelés fab) se raréfient. La loi empirique de Rock
énonce que le prix d’une fab est multipliée par deux tous les 4 ans. A I'heure actuelle, la
construction d"une fab atteint un prix de plusieurs milliards de dollars *. En conséquence, la
conception du plan d"un circuit et sa réalisation physique sont généralement réalisées dans
des lieux différents.

En définitive le concepteur transmet le plan de spécification d’un circuit a la fonderie et
recoit, a I'issue de la conception, un ensemble de circuits physiques. Ces circuits sont soumis
a un ensemble de vérifications pour valider leur fonctionnement, mais ces vérifications ne
permettent pas certifier la conformité complete du circuit physique au plan de spécification.
Si le concepteur effectue des vérifications dans les limites de l'utilisation standard du cir-
cuit, il ne pourra détecter des fonctionnalités supplémentaires. Un fabricant malveillant a
donc la possibilité d’introduire des fonctionnalités supplémentaires qui peuvent perturber
le fonctionnement du circuit, et qui ne sont pas discernées par les tests du concepteur.

En plus des tests de fonctionnement, il est possible d’effectuer des certifications phy-
siques. Une certification physique consiste a analyser, par imagerie haute précision, diffé-
rentes régions du circuit et a les comparer au plan de spécification. Afin d’exposer les par-
ties intérieures du circuit il faut procéder a une découpe laser, toujours avec une précision
extréme. La démarche de certification physique est donc une tache longue et onéreuse.

La problématique étudiée dans cette annexe est la suivante : peut-on accélérer ce proces-
sus de vérification physique en identifiant les zones les plus sensibles ? En partant d"un fi-
chier de spécification, nous allons étudier certaines régions d’un circuit en termes physiques
(densité de cuivre) mais aussi en termes de connexité. Cette approche permet d’identifier les
zones les plus en proie a une modification malveillante.

Contrairement aux apparences, le theme et la problématique de ce travail sont liés aux
systemes multi-agents. Il y a un certain nombre de points communs aux circuits électriques
et aux systéemes multi-agents :

— un grand nombre d’entités en interaction, qui peuvent étre les transistors, les connec-

teurs extérieurs, ou encore les pistes de cuivre,

— des interactions locales entre ces entités,

— une fonctionnalité globale qui dépend de I'organisation de ces différents éléments, et

qui n’est pas simplement déductible d’informations locales.

2. Bien plus élevées que pour l'industrie alimentaire.

3. Certaines cartes graphiques en contiennent plus de 6 millions http://en.wikipedia.org/wiki/
Transistor_count

4. http://en.wikipedia.org/wiki/Semiconductor_fabrication_plant
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Le probleme étudié est également lié & des problématiques multi-agents. En effet, les
systémes multi-agents peuvent étre modifiés de maniere locale, au niveau des agents,
afin de produire une comportement global différent. Ces modifications peuvent étre béné-
fiques, mais aussi néfastes pour le systeme. Il est par exemple envisageable qu’'un systeme
contienne des agents "saboteurs” qui visent a faire échouer la fonctionnalité globale. Pour
ce faire, ils ont besoin d’accéder aux parties les plus importantes et vulnérables du systeme,
ce qui nous ramene a la problématique des circuits intégrés.

En outre, les algorithmes proposés dans cette annexe permettent d’obtenir une connais-
sance locale de I'importance d'un agent dans le systeme. Cette information peut avoir de
nombreuses applications. Elle donne par exemple la possibilité de hiérarchiser les agents
par ordre d’influence dans le systéme, ce qui permet de quantifier les risques de défaillance
d’un agent, et I'effet d’une telle défaillance sur le systeme. Dans le paradigme multi-agent
AMAS [64] ces situations de défaillance jouent un rdle important dans le comportement des
agents.

La suite de cette annexe est organisée en quatre parties. Dans un premier temps (sec-
tion A.2), nous présentons l'architecture typique d"un fichier de spécification. Ensuite nous
donnons quelques algorithmes pour lire ces fichiers (section A.3). La partie suivante (sec-
tion A.4) présente des algorithmes qui permettent d’analyser la structure du circuit spécifié.
Nous concluons a la section A.5 en proposant quelques perspectives envisageables.

A.2 Architecture d'un fichier de spécification

Un fichier de spécification contient ’ensemble des informations nécessaires a la concep-
tion d"un circuit. Ces informations sont essentiellement d’ordre géométrique, indiquant la
position souhaitée de chaque piste de métal.

Il est important de noter que le concepteur n’a pas un contrdle complet sur ce fichier. En
effet, le fichier de spécification est obtenu a I'aide d’un compilateur qui dresse le plan phy-
sique d"un circuit a partir d’un plan électrique (logique). Aussi, il existe différents formats
de fichier de spécification. Nous nous concentrons sur le format cif (Common Intermediate
Format ). Un fichier de spécification de ce format se présente sous la forme :

L CWP;
B 448 424 400 628 ;
B 642 288 400 188 ;
L CMS;

C43R10T20340;

On identifie
— un ensemble de paragraphes commencant par L (Layer) indiquant les différentes
couches,
— des lignes commencant par B (Box) dans chaque paragraphe. Ces lignes spécifient la
position et la forme des pistes de cuivre,
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— (éventuellement) un ensemble de lignes en fin de fichier contenant des opérations géo-
métriques. Le but de ces lignes est de recopier certaines parties du circuit qui se ré-
pétent, en effectuant des translations (Lettre T), rotations (Lettre R) ou éventuellement
des symétries.

Les pistes de cuivre du fichier étudié sont rectangulaires, et leur position est indiquée par
4 coordonnées. Les deux premieéres indiquent la position du centre, et les deux derniéres
indiquent la largeur et longueur du rectangle (voir fig. A.2).

2,

2

Figure A.1 — Spécification de la position d'un rectangle (Q1, Q2, Q3, Qy).

Le fichier de spécification que nous avions a disposition pour effectuer des essais
contient 500 000 lignes. Les différentes couches sont organisées selon

CMS: 319
CVA : 162988 CMS Couche 2
CMF : 3668 CVA Vi
CCA : 188852 o
CMF Couche 1
CPG: 5782 ou i
CCA + CPG Vias
CSP : 494 i
CSN + CSP Transistors
CSN : 568 CWN + CWP  Transistor
CWP : 220 e
CWN : 256

La représentation de droite tient compte de la disposition géométrique de ces couches. En
effet, les paires de couches CCA + CPG, CSN + CSP et CWN + CWP sont situées sur un
méme niveau, mais sont formés d’un métal différent.

Contrairement aux apparences (a gauche) ce circuit ne contient que deux couches : CMF
et CMS. Les autres font office de d’interconnecteurs entre niveaux (vias), ou de transistors.
Notons également que les transistors sont formés de deux types de métaux N ou P. La
superposition de ces métaux forme des transistors N — P — N ou P — N — P ce qui explique
les couches CNS + CSP et CWN + CWP.
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A.3. Lecture d'un fichier de spécification

A.3 Lecture d'un fichier de spécification

Nous avons choisi d’utiliser le logiciel Maple 17 pour le traitement numérique du fi-
chier de spécification. Dans ce logiciel, les rectangle sont représentés par un quadruplet
(R1, Rz, R3,Ry) ot (Ry, Ry) sont les coordonnées du coin supérieur gauche du rectangle, et
(R3, Ry4) les coordonnées du coin inférieur droit. Il a donc fallu transformer les informations
issues du fichier de spécification afin de les mettre au format de Maple (voir fig. A.3)

R(R,R )RR,

B 448 424 400 628 — [448, 424,400, 628, niveau]

Figure A.2 — Rectangle au format cif (a gauche) et au format Maple (a droite).

Une cinquiéme composante est jointe au vecteur obtenu afin de préciser le niveau auquel
se trouve le rectangle.

Cette opération permet de visualiser les couches les moins denses du circuit.

OO0 OO0 0 00 0 09
| HA=
HE Hl 5
o o] Al B
ol = =il (E
O [Ho =il E
Ol s Hif IE
O I= . . . dll O
_ﬁ Iju 5000 10 000 15 000 & DD
Bl 5. HlLH
HiE B ENENNNN NN

Figure A.3 — La couche CMS (a gauche) et CMF (a droite)
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Figure A.4 — La couche CSN+CSP (a gauche) et CWN+CWP (a droite)

Sur la figure A.4 on trouve les deux couches qui constituent les transistors par superpo-
sition. Les cristaux P sont représentés en rouge et les cristaux N en bleu.

La forme spécifique de ce circuit, creuse au centre, est vraisemblablement liée & son fonc-
tionnement que nous ignorons. L'analyse que nous faisons dans les parties suivantes n’uti-
lise d’ailleurs pas cette information.

Les 40 petits rectangles extérieurs servent a connecter le circuit.

A.4 Analyse du fichier de spécification

Nous partageons les caractéristiques du plan de spécification en deux catégories :

— les propriétés géométriques, portant sur la position des pistes de cuivre,

— les propriétés topologiques, caractérisant la connexité des parties du circuit.

Une opération indispensable pour cette analyse est de vérifier l'intersection entre deux
rectangles donnés. Nous utilisons de maniere intensive 1'observation suivante (voir fig.
Ab5):

Deux rectangles (représentés sous format Maple) R = (Rq,Ra,R3,R4) et S = (S1,52,53,S4)
s'intersectent si et seulement si [Ry, R3] intersecte [Sy, S3] et [Ry, Ry] intersecte [S4, So].

Si tel est le cas, leur intersection est le rectangle

[Rl,Rg] N [51, 53] X [R4, Rz] N [54, Sz]

Figure A.5 — Intersection de deux rectangles R et S au format Maple.
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A.4. Analyse du fichier de spécification

L’algorithme en langage naturel correspondant a cette vérification est :

Algorithme A.1 — Intersection de deux rectangles

Entrées : Deux rectangles R et S

Sorties : Rectangle M (éventuellement réduit a un segment, un point, ou I'ensemble
vide)
L« [Rl,Rg] N [51, 53]
H « [Ry, Ro] N [S4, S
siL # @et H# @ alors
| retourner [L1, Hy, L, Hy|

=W N =

sinon

[ N ]

| retourner @
7 fin

Grace a cet algorithme, nous pouvons effectuer une premiére analyse du fichier de spé-
cification. La zone complete du circuit est partagé en 20 x 20 = 400 zones carrées. Dans
chacun de ces carrés, 1'algorithme A.1 permet de calculer la densité de cuivre, ainsi que le
nombre de carrés qui sont en contact avec la zone. Les résultats sont représentés sur la fi-
gure A.6. Les zones les plus sombres sont plus denses ou ont un nombre de rectangles plus
important selon la figure.

5000 10000 15000 5000 10000 15000

Figure A.6 — Densité de cuivre (4 gauche) et nombre de rectangles (a droite)

Ces figures mettent en évidence des régions intéressantes. On identifie clairement des
régions peu denses en cuivre et peu denses en rectangles. Ces régions sont plus accessibles
pour l'implantation de fonctionnalités supplémentaires.

L’algorithme A.1 permet également de vérifier le contact entre deux rectangles donnés.
L’algorithme A.2 réalise cette opération.
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Algorithme A.2 — Test de contact entre deux rectangles

Entrées : Deux rectangles R et S, munis d"un numéro de niveau en cinquéme
coordonnée

Sorties : Valeur Booléenne : vrai ou faux

1 si IntersectionRectangles(R,S) # @ et |[Rs — Ss| < 1 alors
2 | retourner vrai

3 sinon
4 | retourner faux

5 fin

I est important de noter que cet algorithme ne permet pas d’établir de maniére triviale

la liste d’adjacence®

complete de tous les rectangles. En effet, tester les contacts de toutes
les paires de rectangles demande de O(N?) opérations ce qui est irréalisable pour des gros

fichiers.

Il est cependant possible de dresser la liste de tous les voisins d'un rectangle donné en
temps O(N). En exploitant la structure géométrique du fichier nous pouvons méme réduire
ce temps. Cette astuce utilise la remarque suivante (voir fig. A.7 pour une illustration) :

Si tous les rectangles sont petits, alors il n’est nécessaire de tester le contact entre deux rectangles
que si leurs coordonnées ne sont pas trop écartées.

De plus, si les listes de rectangles sont triées par coordonnées en amont, on peut rapidement
éliminer les rectangles trop éloignés.

Figure A.7 — Test de contact rapide.

5. i.e. la liste de tous les voisins de chaque rectangle
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De maniere plus précise, on fixe un rectangle Z dont on veut trouver les voisins (les

rectangles en contact) :

— Si tous les rectangles ont une largeur < L, alors il n’est pas nécessaire de tester de
contact avec les rectangles R pour lesquels Ry < Z; — L. Ces rectangles sont situés
"trop a gauche”.

— De la méme maniére, les rectangles R pour lesquels R; > Z3 sont situés "trop a droite”
et ne peuvent donc étre en contact avec Z.

Si les rectangles sont triés par leurs premieres coordonnées, il est possible de trouver

rapidement les rectangles R pour lesquels Z; — L < Ry < Z3 en procédant par dichotomie.
L’algorithme A.3 met ces différentes remarques en oeuvre.

Algorithme A.3 — Voisins rapide

o o 3

10
11
12
13
14
15
16
17

19
20

N Ul R WN =

Entrées : Une liste | de rectangles de largeur < L, triés par premiére coordonnée et un

rectangle R.
Sorties : Ensemble de rectangles M
M « {R}
Sin f <— Ry —L
Ssup <R3
g1
ig < ||

tant que i; <i; — 1 faire
i — E(25)
si L[im]1 < Sinf alors
lg < im
sinon
| g+ im
fin

fin

i< g

tant que L[i]; < Sy faire
si Contact(R,1[i]) alors

| M+ MU{1]i]}

fin
i+—i+1

fin

retourner M

Remarque 22. [I est évidemment possible d’appliquer ce méme raisonnement aux hauteurs des tri-

angles, et d’établir un algorithme similaire pour les hauteurs.

L’algorithme A.3 travaille sur des listes de rectangles triées, de taille inférieure a L. Le

tri des listes, réalisé en amont, peut étre réalisé en temps O(Nlog(N)). Une fois effectué
ce tri, on peut identifier les rectangles de taille > L en temps logarithmique en procédant
par dichotomie. De plus ce tri n’a besoin d’étre effectué qu'une seule fois par fichier de
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spécification.

Durant la SEME, nous avons pris la décision d’éliminer les 10% des rectangles les plus
larges. L'algorithme accéléré Voisins qui donne les voisins d"un rectangle donné procede de
la maniére suivante :

— tester le contact avec les 10% des rectangles les plus larges,

— utiliser I'algorithme rapide A.3 pour déterminer les petits rectangles voisins,

— renvoyer la liste de voisins obtenus.

L’algorithme correspondant a ces opérations découle immédiatement de cette description.

Notons que 1'algorithme Voisins s’effectue en temps linéaire vis-a-vis du nombre de rec-
tangles, en raison de la vérification des 10% des rectangles les plus larges. Le nombre de
tests de contact vaut environ 0,1 - N + log(N). Le facteur 0, 1 explique pourquoi en pratique
cet algorithme est beaucoup plus efficace que la vérification de contact exhaustive avec tous
les rectang]les.

A ce stade nous pouvons donner, de maniére relativement rapide, tous les voisins d'un
rectangle donné. Cette information nous renseigne localement sur la connexité du circuit. Il
est possible, pour une zone de taille raisonnablement petite, de donner le degré moyen qui
nous renseigne sur 'importance de cette zone dans le circuit.

En utilisant 1’algorithme Voisins de maniére répétée, on construit un algorithme simple
pour donner les voisins d’ordre n d"un rectangle donné :

Algorithme A.4 — Voisins d’ordre n

Entrées : Une liste de rectangles L, un rectangle R de cette liste, et un entier n.
Sorties : Un ensemble de rectangles O

1 O« {R}

2 F <+ {R}

3 G+ {R}

4 pouri = 2..n faire

6]

G+« GU (Ufep Voisins( f))
F+ G\O
0« 0UG

fin

® N o

retourner O

o

L’algorithme A.4 nous renseigne également sur l'importance d’un rectangle du point
de vue connectique, mais de maniere plus précise, en prolongeant les contact aux voisins
d’ordre n.

Avec ces différents algorithmes, nous pouvons construire un indicateur intéressant pour
un rectangle donné. Cet indicateur, appelé Profil, indique pour des valeurs croissantes de n

— le nombre de voisins a ’ordre n,

— la distance maximale (rayon) aux voisins d’ordre < n.
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Algorithme A.5 — Profil

Entrées : Une liste de rectangles L, un rectangle R de cette liste, et un entier n.

Sorties : Une liste d’entiers v; et une liste de distances r;

101+ 1

211+ 0

3 O+ {R}

4 F+ {R}

5 G < {R}

6 pour i = 2..n faire

7 G+ GU [Ufep Voisins(f)}

s | F—G\O

9 O+~ 0UG

10 v; + |O]

11 | r; < max(r;_1, max(distance(R, f), f € F))
12 fin

13 retourner O

Le profil nous renseigne de maniere assez précise sur I'importance d'un rectangle dans
le circuit. Il indique a la fois le nombre de connexions d'un rectangle donné a des ordres
croissants, mais aussi la portée géographique de ces connexions. Avec ces informations, il
est possible de détecter si un rectangle a beaucoup de contacts et si ces contacts sont éloignés,

ce qui lui confere une certaine importance dans le circuit.
Afin d’illustrer ces propos, nous dressons le profil d"un connecteur extérieur (fig. A.8) et

d’un transistor (fig. A.9).

200 000

40000

30000

20000

Rayon (distance maximale)

10000

Nombre de voisins

0 T T
5 10 15
Ordre du voisinage

150 000

100 000

50000

0 T T T
0 5 10 15 20
Ordre du voisinage

Figure A.8 — Profil d'un connecteur : Rayon (a gauche) et voisins (a droite)
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40000

30000

200 000

150000

20000 f 100000

Rayon (distance maximale)
Nombre de voisins

10000 / 50000

0 i T T 1 0 T T T 1

Ordre du voisinage Ordre du voisinage

Figure A.9 — Profil d'un transistor : Rayon (a gauche) et voisins (a droite)

Ces figures sont clairement opposées : les voisinage progressif du connecteur se propage
lentement , sur une petite distance avec peu de voisins, dans un premier temps, puis croit
rapidement sur une petite période.

ATopposé, les voisinages progressifs du transistor se déplacent rapidement en distance,
mais pas en nombre de voisins. Ensuite, le rayon stagne tandis que le nombre de voisins
augmente presque linéairement. De maniere globale, ce transistor est connecté rapidement
sur de longues distances, tandis que le connecteur reste dans un espace relativement confiné.

Pour finir, un objectif que nous n’avions pas envisagé est d’établir le graphe de
connexions complet du circuit. Il s’est avéré que ce circuit était suffisamment simple pour
parvenir a cette fin ®.

D’une part, nous avons constaté que les deux couches supérieures étaient formées de 40
composantes connexes, ce qui coincide avec les 40 connecteurs extérieurs. Ces composantes
connexes sont représentées en figure A.10.

T
15000

T
10 000

T
= 000

Figure A.10 — Composantes connexes des couches supérieures.

6. Avec un fichier de spécification de 10 Mo contre plus de 100 Go pour des circuits récents.
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A.4. Analyse du fichier de spécification

Ces composantes connexes ont plusieurs aspects. La plupart ont une des formes suivantes

Tian T Tio | C1000-500 -s00 700 -600 500

Figure A.11 — Forme courante des composantes connexes.

Deux connecteurs échappent a cette regle, et sont de la forme suivante

g
b
E
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1 I
[T ] i o

Les connecteurs associés a ces composantes connexes jouent un role important pour le
circuit, car ils sont omniprésents. Il est fort possible qu’il s’agisse de connecteurs d’alimen-
tation ou de masse.

Le schéma logique du circuit est représenté de maniere schématique sur la figure A.12.

12 3 4586 7 8 910
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7 N\
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e R F EE =1
vm 3 3 EE =
e A J E E =1/
R - | EE =uu=
vm 3 3 EE -
e : ; '.\: : - )

>

e .«
o b

nAaAAanRRaRannn oo
) «—

L I B B B ) LI I
30 29 28 27 26 25 24 23 22 2

Figure A.12 — Schéma logique du circuit.
I s’avere donc que pour ce fichier, les méthodes présentées permettent de retrouver le

schéma logique. Cette retro-engineering ne figure cependant pas parmi les objectifs de ce
travail.

209



Recherche de structure dans les graphes pour la certification d’un circuit électrique avec le plan spécifié.

A.5 Conclusion

En résumé, nous avons proposé quelques algorithmes simples qui, a partir d"un fichier
de spécification, permettent d’étudier de maniére locale la structure d’un circuit intégré.
Les indicateurs proposés mettent en contraste deux aspects du circuit : sa géométrie et sa
connexité. A défaut d’avoir pu essayer ces algorithmes sur des fichiers de taille raisonnable,
ils ont donné des résultats satisfaisants sur un circuit simple.

Une piste envisageable, qui n’a pas été explorée faute de temps, est d'utiliser des mé-
thodes de détection de communauté dans les graphes. Ces méthodes permettraient d’'identi-
fier les différentes parties en forte interaction. Les interconnexions entre ces "clusters” jouent
un role important dans le circuit et forment donc une zone vulnérable aux modifications.

Une forte limitation de cette méthode d’exploration locale du circuit est la faible garantie
donnée aux vérifications. Comme il est impossible d’explorer le circuit dans son intégralité,
on ne peut donner une garantie de certification totale.

Nous n’avons pas eu le temps d’explorer la connexion de ce travail avec les systémes
multi-agent. Les différents indicateurs proposés peuvent s’avérer pertinents pour les sys-
temes multi-agents, a condition que la topologie du systeme reste inchangée au cours du
temps. Ils donnent un idée locale de I'effet d"un individu sur le systéme, en termes géomé-
triques et en termes de contacts.

Une perspective intéressante a court terme est d’appliquer les algorithmes a un systeme
multi-agent donné (avec un graphe de communication statique), afin d’établir une hiérar-
chie entre les agents selon leur importance. Dans un second temps, il serait intéressant de
comprendre quel est I’apport de cette hiérarchie sur I'efficacité du systeme.

De plus, comme nous l'avons mentionné a l'introduction, ces méthodes permettent
d’identifier les zones vulnérables aux attaques. Il est possible qu'un systéeme multi-agent
soit perturbé localement, par des agent saboteurs ou une interaction bruitée, afin d’en in-
fluencer le fonctionnement. Une perspective possible est d’étudier a quel point les méthodes
proposées parviennent a détecter une telle attaque sur un systeme donné.
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