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Introduction générale

Cette étude a été dirigée par Marc Bonnet de I’Unité Mixte de Recherche "Propa-
gation des Ondes : Etude Mathématique et Simulation” (POems) dont les trois tutelles
sont le CNRS, 'ENSTA et PINRIA. Elle a été réalisée sous l'encadrement d’Edouard
Demaldent au sein du Laboratoire de Simulation et Modélisation Electromagnétique
(LSME) du Département Imagerie et Simulation pour le Controle (DISC).

Contexte

Le DISC est le département du CEA LIST qui développe le logiciel CIVA, une plate-
forme d’expertise pour le controle non destructif (CND). Le controle non destructif est
I’ensemble des techniques et procédés permettant d’évaluer la santé d’une piece ou d’une
structure sans altérer son utilisation ultérieure [26]. L’évaluation de la santé d’un pro-
duit consiste en la détection et la caractérisation de ses éventuels défauts. La détection
du défaut s’effectue de maniere indirecte par son excitation suivie de la réception de sa
réponse. Le controle non destructif est un élément majeur au bon fonctionnement des
industries qui fabriquent, mettent en ceuvre ou utilisent des matériaux, des produits ou
des structures de toute nature, critiques en termes de streté ou de performance. Le logi-
ciel CIVA est composé de modules de simulation, d’imagerie et d’analyse, qui permettent
de concevoir et d’optimiser les méthodes d’inspection et de prédire leurs performances
dans des configurations de contrdle réalistes. Actuellement les controles par ultrasons,
radiographie/gammagraphie/tomographie X, courants de Foucault et ondes guidées sont
concernés.

Le LSME est le laboratoire développant le module dédié au controle par méthodes
électromagnétiques et plus particulierement par courants de Foucault (CF). Le CND par
CF consiste a exciter une bobine d’injection constante, le plus souvent en régime sinusoi-
dal, pour induire un champ électromagnétique. Lorsqu'une piece conductrice est placée
dans ce champ des courants, appelés courants de Foucault, sont induits dans la piece.
Ces derniers vont exciter le défaut qui va a son tour induire un nouveau champ élec-
tromagnétique, dit diffracté. Un capteur récepteur permet alors de mesurer le nouveau
champ électromagnétique a travers la variation d’impédance. La modélisation complete
d’un procédé de controle par CF est décomposée en trois étapes dans CIVA [44] [§]. Dans
un premier temps, le champ électromagnétique induit par un capteur émetteur est cal-
culé dans une piece saine. Puis ce champ, dit champ primaire, est considéré comme une
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source pour le calcul de la réponse d’un défaut. Enfin, la réponse du capteur récepteur
est calculée par le théoreme de réciprocité [43] [, 22]. Aujourd’hui les modeles intégrés
dans CIVA sont restreints a des pieces de géométrie canonique (calcul modal) ou axi-
symétriques [41], 62]. La demande de configurations plus diverses et complexes nécessite
I'introduction de nouveaux outils numériques de modélisation [56]. C’est dans ce cadre
que s’inscrit cette étude dont ’objet est le calcul des champs primaires. Les piéces consi-
dérées ont une conductivité de l'ordre du kS/m au MS/m et une perméabilité relative
de T'ordre de 1 a 100. Dans le contexte du CND par CF ’épaisseur de peau doit-étre de
Iordre du mm, ainsi les fréquences de travail sont de 'ordre du Hz au MHz, on parle
alors de basse fréquence.

Motivations

En pratique les capteurs peuvent étre constitués d’éléments aux propriétés physiques
et aux formes variées. L’exemple typique est celui d’une bobine (source imposée) avec un
noyau de ferrite (milieu ferromagnétique) et un blindage (milieu conducteur). Quant aux
pieces a controler, elles sont conductrices et peuvent contenir des éléments diélectriques
(comme une couche d’époxy par exemple) et magnétiques (acier par exemple). Du fait des
différents matériaux présents dans une méme configuration, différents régimes de modé-
lisation (statique, quasi-statique, voire dynamique) peuvent cohabiter. Sous 1’hypothese
de travail en régime linéaire dans des milieux isotropes et homogenes par morceaux,
l’approche par équations intégrales surfaciques (SIE) permet de ramener le probleme vo-
lumique & un probleme surfacique équivalent. Cependant, les formulations usuelles pour
le probleme général de Maxwell souffrent d’un probleme de robustesse numérique pour
les cas asymptotiques, en particulier & basse fréquence. Les formulations employées sont
donc généralement spécifiques aux types de régime et de milieu rencontrés. L’originalité
de mes travaux de these est de rechercher une formulation générique pour le probleme de
Maxwell harmonique, adaptable & chacun des milieux d’une configuration CND. Pour
cela je me suis inspirée des travaux existant pour les milieux diélectriques a basse et
haute fréquences.

Résumé des travaux effectués

Probléeme basse fréquence

La formulation intégrale PMCHWT [38], 33], B9] est généralement utilisée pour ré-
soudre le probleme de transmission de Maxwell, ¢’est-a-dire un champ électromagnétique
incident dans l'air diffracté par une piece diélectrique ou conductrice. Mes travaux ont
donc débutés par ’étude de cette formulation pour des applications CND. Le systeme
sous-jacent est un systeme a deux inconnues, les densités de courant surfaciques élec-
trique et magnétique, J = n x H et M = E x n respectivement, qui font intervenir les
potentiels simple et double couche de Maxwell de 'air et de la piece. Il est bien connu
que le potentiel simple couche associé a l'air (intervenant sur la diagonale de la matrice
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d’impédance) souffre d’un bruit numérique a basse fréquence. En CND, les fréquences
d’inspection sont relativement basses afin de maintenir une épaisseur de peau de quelques
millimetres et il est donc nécessaire de contourner la difficulté liée aux basses fréquences.

Décomposition de Helmholtz-Hodge

Pour les milieux diélectriques, il existe des travaux permettant d’éviter cette diffi-
culté. Le premier objectif a donc été d’adapter ces travaux aux milieux conducteurs.
Le potentiel simple couche de Maxwell est la somme de deux potentiels se comportant
comme O(f) et O(f~1) avec f la fréquence, pour les milieux dont le nombre d’onde est
réel (I'air ou les milieux diélectriques). Le terme en O(f) passe dans le bruit numérique
du terme en O(f~!) en dessous d’une certaine fréquence. Appliquer une décomposition
de Helmholtz-Hodge (via les fonctions de base Loop, & divergence surfacique nulle, et
Tree [16]) au systeme intégral permet alors de dissocier les termes du potentiel simple
couche. Pour les milieux conducteurs, le potentiel simple couche associé a ’air souffre
du méme bruit que 'on évite par la méme décomposition de Helmholtz-Hodge, on note
LT cette formulation dans la suite. En revanche, les termes de la matrice d’impédance
sont eux aussi d’ordres de grandeur différents lorsque la fréquence diminue ce qui pro-
voque son mauvais conditionnement. Pour les milieux diélectriques le systeme peut étre
normalisé via un développement asymptotique du noyau de Green selon la fréquence,
valide uniquement pour un nombre d’onde réel, afin d’équilibrer le systeme et d’amélio-
rer son conditionnement. Pour les conducteurs la méme normalisation ne peut pas étre
appliquée. D’une part, parce que le nombre d’onde de la piece est complexe, on ne peut
plus appliquer le développement du noyau de Green selon la fréquence. D’autre part, la
matrice d’impédance est la somme de deux matrices, de potentiels associés a l’air pour
I'une et a la piece pour l'autre, dont les ordres de grandeur different pour une piece
conductrice. Quand bien méme on obtiendrait une normalisation adaptée aux termes
liés a la piece, elle serait alors différente de la normalisation adaptée aux termes liés a
I’air. En conclusion, le fait de séparer les termes du potentiel simple couche permet d’ob-
tenir des résultats précis avec un solveur direct, pour des cas tests impliquant une piece
conductrice, mais le probleme reste mal conditionné. Le mauvais conditionnement pour-
rait impacter la précision dans certains cas et interdit 'utilisation de solveurs itératifs.
C’est pourquoi il est nécessaire de stabiliser le conditionnement.

Pondération des équations relatives a ’air et a la piece

La matrice d’'impédance associée a I’air étant d’un ordre de grandeur différent de celui
de la matrice liée a la piece, il nous semblait alors nécessaire de les remettre a niveau égal
comme cela est fait dans la formulation de Miiller [42] et ses variantes [55] [71], [72] [75] 37],
qui consistent a pondérer les équations associées a l'air et a un milieu diélectrique. Afin
d’éviter, dans un premier temps, I’étude du comportement des termes liés a la piece
(dépendant de la faible fréquence et de la conductivité élevée), la pondération est choisie
de telle sorte que chaque ligne de la matrice d’impédance est liée uniquement a l’air ou
a la piece. Comme précédemment, nous obtenons des résultats précis pour nos cas tests
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Introduction

mais la matrice d’impédance reste mal conditionnée.

Schéma itératif par blocs

Nous disposons donc toujours d’une formulation relativement précise mais mal condi-
tionnée, ce qui peut étre un obstacle (& l'utilisation de solveurs itératifs par exemple). A
ce stade il apparait que le mauvais conditionnement est lié au probleme d’échelle entre
les termes de la matrice d’'impédance. Nous avons alors mis en ccuvre deux schémas
de résolution itérative par blocs via la méthode de surrelaxation successive (SOR). Le
premier schéma testé consiste a considérer deux sous problemes liés aux deux inconnues
J et M pour la formulation pondérée. Seule la matrice liée a I'air est mal conditionnée.
Comme cette matrice correspond a la matrice de 'EFIE pour les milieux parfaitement
conducteurs, on peut utiliser le préconditionneur multiplicatif de Calderon (CMP) basé
sur les fonctions duales de Buffa-Christiansen (fonctions BC) [9, 3, [, 58|, [70]. Ces fonc-
tions sont Hdiv-conformes mais de forme semblable aux fonctions Hcurl-conformes et
permettent d’avoir une matrice de Gram bien conditionnée dans le CMP. La méthode
converge en quelques itérations pour certaines configurations mais diverge aux fréquences
testées les plus basses. En effet, nous avons constaté que la matrice préconditionnée par
le CMP possede un conditionnement stable selon la fréquence jusqu’a une certaine fré-
quence seulement. Finalement, nous avons remarqué que le conditionnement des quatre
sous blocs diagonaux de la formulation LT, liés aux inconnues J et M décomposées selon
les fonctions Loop et Tree, conserve un conditionnement stable selon la fréquence pour
les configurations de CND testées. C’est pourquoi nous proposons un schéma a quatre
sous blocs résolu via la méthode SOR. Les résultats obtenus sont satisfaisant puisqu’ils
sont précis en quelques itérations et que le conditionnement des matrices associées aux
sous problemes reste stable. Nous disposons donc maintenant d’un modele robuste et
bien conditionné pour le calcul des champs primaires dans une gamme de parameétres
physiques typique du CND.

Formulations quasi-statiques

En parallele plusieurs formulations quasi-statiques de la littérature dédiées au modele
des courants de Foucault ont été étudiées. L’approximation quasi-statique est ’approxi-
mation du modele de Maxwell en régime basse fréquence pour les pieces de forte conduc-
tivité. Sous cette approximation, la permittivité diélectrique est considérée nulle dans la
piece et dans Dair. Il existe des formulations du modele courants de Foucault [52] sou-
vent rencontrées dans la littérature appliquée et pour lesquelles une ou deux inconnues
supplémentaires (la composante normale des champs électrique et/ou magnétique) sont
introduites. L’ajout de ces inconnues est lié au fait que, lorsque la permittivité diélec-
trique est nulle, il n’est plus permis d’effectuer certaines simplifications des formules de
représentation intégrale. Ces formulations donnent des résultats précis pour un nombre
plus restreint de configurations testées que la formulation LT. Une autre formulation
pour le modele courants de Foucault, proposée par Hiptmair [35] [34], revient & suppri-
mer certains termes du systeme LT. Cette suppression traduit ’hypothése de divergence

4



surfacique nulle de la densité de courant électrique J. Nous obtenons des résultats simi-
laires, en terme de précision et de conditionnement, aux résultats que nous avions pour
la formulation LT dans des configurations CF.

Développement asymptotique

Les derniers temps de la these ont été consacrés a débuter une étude asymptotique du
probleme intégral de Maxwell [0, [25] 14]. Les premiers résultats de cette étude permettent
d’établir que la formulation courants de Foucault proposée par Hitpmair correspond au
premier ordre du développement asymptotique de la formulation LT. Ces résultats m’ont
permis de définir une normalisation adaptée de la matrice de la formulation Hiptmair
et 'on dispose cette fois d’'une formulation basée sur le probleme courants de Foucault
bien conditionnée.

Plan du manuscrit

Le manuscrit contient trois parties et sept chapitres.

La premiere partie du manuscrit se décompose en trois chapitres dédiés a la pré-
sentation des équations intégrales de 1’électromagnétisme. Le premier chapitre présente
le probleme de transmission de Maxwell et les différents modeles qui le décrivent. Le
deuxieme chapitre présente les éléments théoriques nécessaires pour poser les problemes
intégraux surfaciques associés aux modeles du premier chapitre. Ces problémes, ainsi
que le probleme courants de Foucault, sont présentés dans le troisieme chapitre.

La deuxieme partie se décompose en trois chapitres, présentant la recherche d’un sys-
teme intégral adapté aux applications du CND par CF. Le premier chapitre présente la
discrétisation des différents problemes intégraux surfaciques présentés dans la premiere
partie. Le deuxieme chapitre présente le probleme lié aux basses fréquences, la décompo-
sition de Helmholtz-Hodge qui permet de I’éviter ainsi que la formulation de Hiptmair
qui peut se déduire de la décomposition présentée. Puis, il présente la pondération des
interactions liées a l’air et a la piece ainsi que les formulations classiquement dédiées
au modele courants de Foucault qui découplent ces interactions. Le troisieme chapitre
présente les schémas itératifs par blocs basés sur une décomposition liée a la physique
du probleme. Cette partie est étayée par des résultats numériques commentés.

La derniere partie contient un chapitre présentant les premiers résultats de I'analyse
asymptotique des problemes intégraux présentés. L’ensemble des travaux présentés dans
le manuscrit a été implémenté dans une maquette Matlab, a ’exception des fonctions
BC qui étaient déja disponible dans le code SIE du LSME.
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Chapitre 1

Le systeme de Maxwell pour un
probleme de transmission
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Ce chapitre présente le probleme de diffraction électromagnétique. L’étude est res-
treinte aux milieux isotropes en régime linéaire et harmonique. Apres un rappel des
lois fondamentales de 1’électromagnétisme que les équations de Maxwell synthétisent, le
probleme de diffraction d’un champ électromagnétique par une piece homogene dont les
parametres physiques sont constants est présenté. Puis les modeles a traiter sont donnés.
Ces modeles correspondent a des configurations rencontrées en CND par CF et sont de
deux types. Le premier correspond au probléme de Maxwell complet pour la diffraction
par un milieu diélectrique ou conducteur, qui peut-étre magnétique. Le second corres-
pond a l'approximation quasi-statique valide sous certaines hypotheses pour les milieux
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

conducteurs controlés a basse fréquence. L’approximation quasi-statique est valable pour
la plupart des applications visées tandis que le probleme de Maxwell complet est plus
général.
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1.1 Systeme de Maxwell dans un milieu linéaire isotrope

1.1 Systeme de Maxwell dans un milieu linéaire isotrope

1.1.1 Equations de Maxwell

Soient x = (z1,22,23)T € R? la variable d’espace et ¢t € R la variable de temps. On
se place dans un ouvert, borné ou non,  C R3. Les équations de Maxwell pour tout
(x,t) € Q x R4 sont données par

(x,t) = —0:B(x,t),

(x,t) = oD(x,t)+ J(x,t),
V-D(xt) = pe(x,t),

(x,t) = 0,

(1.1.1)

avec E le champ électrique, H le champ magnétique, D le champ d’induction électrique,
B le champ d’induction magnétique, J la densité de courant électrique et p. la densité
volumique de charges électriques. Ces équations traduisent le fait qu’en présence d’une
densité de courant ou de charge électrique des champs électrique et magnétique sont
induits.

1.1.2 Relations de comportement

Les champs D et E, les champs B et H ainsi que la densité de courant J et le champ
E sont liés par une relation de comportement. Dans un milieu linéaire et isotrope ! ces
relations sont, pour tout (x,t) € Q x Ry,

D(xt) = &4x)E(xzt),
Bxt) = pu(x) Hx.p),
J(x,t) = o(x) E(xt)+ Jinc(x,t),

avec Jipe la densité de courant électrique source imposée (par une bobine en général), gd
la permittivité diélectrique, p la perméabilité magnétique et o la conductivité électrique.
Les parameétres physiques vérifient

0< elx) < oo,
0< px) < oo,
0< o(x) <oc.

La densité de courant source imposée Ji, est imposée a support compact dans Q. C €2
et telle que, pour tout (x,t) € Q x Ry,

V - Jine(x,t) = 0.

1. Dans un milieu linéaire anisotrope, D = €E, B = pH et J = gE + Jinc olt € est le tenseur
permittivité diélectrique, p est le tenseur perméabilité magnétique et a est le tenseur conductivité
électrique. Un tenseur T' d’ordre 2 est défini par T = ;T (a; ® a;). La multiplication d’'un tenseur T
par un champ vectoriel u est donnée par Tu = Ej(ijijUj)ai pour u = ,uja’ avec a; - a’ = §;;. ({a:}
est la base des vecteurs covariants et {a’ ia base des vecteurs contravariants.)
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

On suppose de plus (cette condition n’est pas nécessaire en toute généralité) que, pour
tout (x,t) € 0Qinc X Ry,
Jinc(x7t) ' naQinc (X) = O

ol nyg, . est la normale unitaire extérieure a Qine sur OQipe.

1.1.3 Systeme de Maxwell harmonique

On impose que Jiye soit harmonique, de pulsation w = 2x f fixée pour une fréquence
f strictement positive. Sous la convention s := =41, les champs s’écrivent U(x,t) =
R (U(x) - exp(siwt)). La composante spatiale U(x) de U(x,t) sera généralement notée
U par la suite. Le systéme de Maxwell s’écrit alors sous forme harmonique, pour
tout x € (,

V x E(x) 4 siwp(x)H(x) 0,
v x H(x) — siw (5d(x) SiZ)E(x) = Jine(x), 112)
V- D(X) = pe(x)a
V-Bx) = 0

On se donne, de plus, ’équation de conservation de la charge

siwpe(x) + V- J(x) = 0. (1.1.3)

1.1.4 Notation des parametres physiques

Dans le vide, la perméabilité et la permittivité sont respectivement données par

po = 4m-1077,
1 1 10-9
g = ~—. ,
0 ,uoc% 367

ou
co = 299792458

est la célérité du vide. A partir de ces parametres on définit deux nouvelles grandeurs
qui sont le nombre d’onde du vide

RQ = Wy/H0E0

Ko
No =4/ —-
€0

Dans un milieu quelconque, la perméabilité et la permittivité diélectrique sont res-
pectivement définies par

et I'impédance d’onde du vide

p(x) = popr(x), pr(x) =1,
el(x) = eoed(x), ed(x)>1,
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1.1 Systeme de Maxwell dans un milieu linéaire isotrope

avec u, la perméabilité relative et Eﬁl la permittivité diélectrique relative. On définit de
plus la permittivité complexe par

avec g, la permittivité complexe relative. Finalement, le nombre et I'impédance d’onde
sont respectivement définis par

H(X) =W M(X)e’f(X) = Koy Hr (X)gr (X)7
_ ) _ pr (X)
U(X) - c (X) = 1o c, (X)

Remarque 1.1.1. Dans la littérature le terme permittivité peut désigner la permittivité
diélectrique ou la permittivité complexe. On trouvera par exemple la notation € pour la
permittivité diélectrique.

On distingue différents types de matériaux en fonction de la valeur de la conductivité
et de la permittivité :

1. Lorsque o(x) = 0 et £%(x) > o, on dit que le milieu est diélectrique et la permit-
tivité complexe est réelle et égale a la permittivité diélectrique.

2. Lorsque p(x) > po, on dit que le milieu est ferromagnétique.

3. Lorsque o(x) > 0, on dit que le milieu est conducteur.

Pour les milieux conducteurs, on définit alors I’épaisseur de peau

qui détermine la distance a l'interface ou se concentre le courant dans le conducteur. Plus
la conductivité est élevée plus ’épaisseur de peau est faible et donc plus 'amplitude du
champ électrique décroit rapidement dans le conducteur & partir de sa surface. On dit
alors qu’il y a atténuation, par opposition aux milieux diélectriques ou le courant n’est
pas concentré dans une zone.
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

1.1.5 Unités des grandeurs du systeme de Maxwell

Nom Notation | Unité Expression en unité SI
Champ électrique E V-m™! kg -m-A-l.s73
Champ magnétique H A-m™! A-m!

Champ d’induction électrique D C-m? A-s-m2

Champ d’induction magnétique B T kg-A—1.s7?2
Densité de courant électrique J A-m~2 A -m™?

Densité volumique de charges électriques | pe C-m™ A-s-m™3
Permittivité (diélectrique ou complexe) | e F-m! A%.st kg7t m™3
Perméabilité magnétique I H-m™! kg -m-A"2.57?
Conductivité électrique o S-m~! A?.s3 kg7l.m™3
Pulsation w rad-s~! | mY.s7!

Fréquence f Hz s—1

Nombre d’onde K rad-m~ | m’ - m~!
Impédance d’onde n Q kg -m?-A"2.573
Epaisseur de peau 1) m m

Célérité c m-s m-s!

1.1.6 Condition de rayonnement a l’infini

Lorsque 2 est un milieu non borné, les champs E et H satisfont la condition de
rayonnement a l'infini [23] def. 6.5], dite de Silver-Miiller, définie de maniére équivalente

par

lim (|x|E(x) —H(x) xx) =0

|x|—+o0

ou

lim (]x|H(x)+ E(x) x x) = 0.

|x| =400

(1.1.4)

(1.1.5)

Les champs électromagnétiques respectant cette condition sont dits rayonnants, c’est-a-
dire qu’ils sont & énergie finie. D’apres [23], thm. 6.6], cela implique que les champs E et
H satisfont respectivement les conditions de décroissance

E(x) = O (‘i

et

H(x) = O <‘i

),\xH+oo

),\x| — +00.

(1.1.6)

(1.1.7)

Remarque 1.1.2. On introduira dans la suite des champs artificiels, les ondes planes,
qui ne sont plus physiques dans le sens ot ils ne sont pas rayonnants.
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1.1 Systeme de Maxwell dans un milieu linéaire isotrope

1.1.7 Loi de Biot-Savart

Dans €, si u et €2 sont constants et si o est nul alors les champs E et H se calculent
selon la loi de Biot-Savart a partir de la densité de courant Ji,. [18]. Sous les hypotheses
V - Jine = 0 et Jine - npg,,. = 0, les champs E et H sont donnés par
exp(—sik|x — x'|)
'

dx’, (1.1.8)

E(x) = —siwu/ Jine(x')
Qinc

4drlx — x

exp(—sik|x — x'|)

H(x) = VX/Q. Jine(x') dx’. (1.1.9)

4m|x — x'|

Par abus d’écriture, on notera E = BS(Jinc), H = BS(Jinc) ou encore (E;H) = BS(Jinc).
Les champs E et H ainsi définis vérifient le systéeme harmonique homogene de Max-

well (1.1.2)) et sont rayonnants.

1.1.8 Onde plane

Dans €, si y et e sont constants et si o et Jipe sont nuls, une solution particuliere
non rayonnante de ([1.1.2)) est I'onde plane caractérisée par :

— le nombre d’onde x du milieu €2 ;

— la direction de l'onde #(¢,0) donnée par

R(¢,0) = —(Zcospsinf + ysinpsinf + Z cosh),

ol ¢ € [0,2n[ et 0 € [0,7];
— la polarisation de I'onde E(E?,E%) donnée par

Ee cos ¢ cos 6 —sin¢
Ev | =E° | singcos | +E®| coso |,
E* —sinf 0

ot (E?)? + (E%)? =1et -1 < E®, EY <1, [67]. Si EY¢ = 1 alors on parle de
polarisation 6/¢.
Sous ces notations, ’onde plane s’exprime

E(x) = Eexp(—siki-x), (1.1.10)
H(x) = n'&xE(x). (1.1.11)
Par abus d’écriture, on notera E = OP(E,i), H = OP(FE,i) ou encore (EH) =

OP(E ,k). Les champs E et H ainsi définis vérifient le systeme de Maxwell harmonique
(1.1.2)) avec Jinc = 0 mais ne sont pas rayonnants.
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

1.2 Probléme de diffraction

Considérons maintenant les configurations de CND par CF devant étre modélisées
dans cette étude, une bobine simple contrélant une piece conductrice pouvant étre ma-
gnétique. Il s’agit d’un probleme de diffraction électromagnétique, la bobine excitée agit
comme une source qui induit des champs électromagnétiques dans I'air qui sont diffractés
par un milieu conducteur (la piece). Dans cette partie nous donnons les équations de
Maxwell associées a ce probleme.

1.2.1 Hypotheses

Dans toute la section on se place sous les hypotheses :

(HO) On considere 2; C R3 un polyedre lipschitzien ouvert et borné ainsi que son
complémentaire Qo := R3\ ;. On suppose que la surface I' := 9€); est compacte
et équipée de la normale unitaire extérieure n € L*(I"). La configuration est re-
présentée sur la Figure[l.1

(H1) On suppose que la permittivité diélectrique, la perméabilité magnétique et la
conductivité électrique sont constantes, positives et non infinies dans Q (e? = 5611,
@ =1 et o = op) et on assimile Qy au vide (u = po, € = g et o = 0).

FIGURE 1.1 — Domaines g, 21 et Qjc.

1.2.2 Champs incidents, diffractés et totaux

Dans cette partie, on définit dans un premier temps les champs incidents, diffractés
et totaux lorsque la source est physique, typiquement une bobine excitée. Ensuite, on
se place dans le cas des ondes planes incidentes qui permettent le calcul de la section
efficace radar qui est un outil classique de validation.
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1.2 Probleme de diffraction

Source physique

On se place sous I’hypothese :

(H2a) On impose une densité de courant électrique source a support compact dans
Qine C Qg vérifiant V-Jie = 0 et Jipe-ngg. . = 0 avec Qe # D et 0QinNIN = .

inc

Les champs incidents sont les champs induits par Jine lorsque tout R? est assimilé au
vide. Ces champs sont définis par

(EiHCaHinc) = BSO(JinC) dans R3,

ou l'exposant 0 signifie que les parametres physiques p et  utilisés dans ((1.1.8)) et (1.1.9)
sont les parametres associés au vide, et vérifient le systéme non homogene

dans R3, (1.2.1)

V X Ejpe + siwpoHipe = 0
VX Hippe — siweoBie = Jine

ainsi que la condition de Silver-Miiller ((1.1.4]) ou ((1.1.5)). On note respectivement Ei et
H,: les champs totaux, électrique et magnétique, dans R3 qui vérifient

dans R?, (1.2.2)

VX Ew + siwuHye = 0
VX Hipy — siweEwr = Jine

ainsi que la condition de Silver-Miiller ((1.1.4]) ou ([1.1.5]). Ce systeme est homogene dans
Oy (car Jipe est a support dans Qipe C Q) mais non homogene dans €y. Notons que
d’apres I’hypothese les parametres physiques p et € ne sont pas constants dans
tout R? mais le sont dans € et dans €. On appelle champs diffractés les champs Eq et
H, définis par

Ed = Etot - Einc 3
dans R”. 1.2.3
{ Hy = Hiot — Hinc ( )
Ces champs vérifient
VxEy + siwpugHg =
{ VxHy - siweoEy — dans Qg (1.2.4)

et

{ VxEq + sivmHa = siw(po—p)Hine o (1.2.5)

VxHy — siweiEq = —siw(eg—e1)Hine

ainsi que la condition de Silver-Miiller ([1.1.4) ou (L.1.5)).

Lorsque 'on souhaite travailler avec des systemes homogenes, on choisit comme in-
connues les champs E4 et Hy dans Qg et les champs Eqot et Hioy dans €.
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

Onde plane incidente

On se place sous ’hypotheése :

(H2b) Les champs incidents sont des ondes planes, c’est-a-dire que les champs in-
cidents sont obtenus via (Eipc,Hinc) = OPO(E,E) ol 'exposant 0 signifie que les
parametres physiques 1 et x utilisés dans ((1.1.10f) et (1.1.11)) sont les parametres
associés au vide. Dans ce cas on impose Ji,. = 0.

Ces champs incidents artificiels ne vérifient pas la condition de Silver-Miiller ((1.1.4)

ou (1.1.5) mais vérifient le probleme ((1.2.1) qui est homogene puisque Jin. = 0. Les
champs totaux ne vérifient pas non plus la condition de radiation & ’'infini mais vérifient

le probleme homogene (1.2.2). En revanche, les champs diffractés définis par
vérifient la condition de radiation a l'infini ainsi que les problémes et (1.2.5)).
Lorsque les champs incidents sont des ondes planes il est nécessaire de choisir pour
inconnues les champs Eq et Hy dans Qg puisque la condition de Silver-Miiller est néces-
saire pour poser le probleme des équations intégrales surfaciques. Pour avoir un probleme
homogene on choisit généralement comme inconnues dans 2y les champs Eit et Hiot.

1.2.3 Conditions de transmission

Les hypotheses [(H1)|, [(H2a)] et [(H2b)] impliquent qu’il n’y a pas de charge ou de
courant électrique et magnétique a la surface I'. Par conséquent [59, chap. I], les champs

totaux Eiot et Hyoy vérifient les conditions de transmission, a la surface I,

(E), —EL)xn = 0, (1.2.6)
(HY, —H!,)xn = 0, (1.2.7)
(e0EY, —1EL)-n = 0, (1.2.8)
(noHpp, — pH{) - m = 0. (1.2.9)

L’exposant 0 (respectivement 1) signifie que 1'on considére le champ pris a la surface I’
du coté Qg (respectivement €21). De méme, les champs incidents Ej,. et Hj,e vérifient
les conditions de transmission, a la surface I,

(Eionc - Eilnc) X n 0, (1210)

(H?nc - Hilnc) xn = 0, (1211)

(coEp,. — €0Ef,) -n = 0, (1.2.12)

(noHp,. — poHj,) - m = 0, (1.2.13)

ou plus simplement, E?nc = EilnC et H?nc = HilnC sur I'. En effet les champs incidents cor-

respondent aux champs solutions dans ’espace libre et sont donc continus a la surface I'.

Remarque 1.2.1. La condition (1.2.7)) n’est plus vérifiée si la conductivité o est consi-
dérée comme infinie (voir annezxe . Tandis que la condition (1.2.8)) est vraie puisque
I’équation de conservation de la charge (1.1.3]) implique que pe(x) =0 (car V-Jine(x) =0

selon ZHQa) et ZHQb)).
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1.3 Les modeles traités

1.3 Les modéles traités

A partir des systémes d’équations de Maxwell, des conditions de transmission ainsi
que de la condition de rayonnement a l'infini, il est possible de poser le modele de la
diffraction des ondes électromagnétiques par un milieu homogene, linéaire et isotrope.
Ce modele constitue le probleme que 'on doit résoudre. Deux cas sont distingués. Le
premier sera simplement appelé probleme de Mazwell ; il s’agit du modele classique pour
les hypotheses [(HO)} [(H1)| et [(HH2a)| ou [(HH2b)] Le second correspond & I’approximation
dite courants de Foucault qui constitue une simplification du probleme de Maxwell sous
certaines hypotheses que I'on précisera.

1.3.1 Le probleme de Maxwell

Le probleme de Maxwell peut se poser en terme de champ électrique ou en terme
de champ magnétique, sous la forme d’un probléeme homogeéne ou non. On obtient ainsi
quatre problemes équivalents.

Le probléme non homogeéne

Placons-nous sous les hypotheses[(HO)|, [(H1)|et [[H2a)] les champs totaux, électrique

Etot et magnétique Hyoy, vérifient (1.2.2]). Multiplions la premiere ligne de (1.2.2]) par u~!,
puis appliquons I'opérateur rotationnel et enfin substituons la deuxieme ligne de ([1.2.2)).

On obtient I’équation des ondes du second ordre en champ électrique

V X p 'V x Egop — w?eEo; = —siwJine dans R3
et comme gy est constant dans €, £ € {0,1}, on peut écrire
V XV X E¢ot — H%Etot = —siwppdine  dans Q. (1.3.1)

De méme, multiplions la deuxieme ligne de (1.2.2)) par e~!, appliquons 'opérateur rota-
tionnel et substituons la premiere ligne de (1.2.2). On obtient I’équation des ondes du
second ordre en champ magnétique

V x eV x Hygp — w?pHioy = V X (67 1Jipe)  dans R?
et comme &y est constant dans €y, ¢ € {0,1}, on peut écrire
V X V x Hiot — KiHio = V x Jine  dans Q. (1.3.2)

Les champs Eo et Hyo vérifient respectivement les conditions de transmission (|1.2.6))
et (1.2.7). Ces conditions peuvent s’écrire en terme de champ magnétique et électrique,

respectivement, a partir de (1.2.2)) :

(H?ot - Hgot) xn= Oswrl<« (/«‘61V X Egot - N;lv X Etlot) xn= O0surl,
(1.3.3)

(B, —BEloy) xn= 0surI'& (sglv x HY, — EIIV X H%ot) xn= O0surl.
(1.3.4)
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

Les équations des ondes du second ordre, les conditions de transmission ainsi que
les conditions de radiations a Uinfini (1.1.6)) et (1.1.7]) vérifiées par les champs totaux
électriques et magnétiques nous permettent d’écrire le probleme harmonique de Maxwell
en champ électrique,

V XV X Eiot — £2Eior = —siwpdine dans Qg U €y,
(g 'V x By — 7'V x Eiy) xn=0 sur T,
(E2, —EL)xn=0 sur T, (1.3.5)
1
Etot = O <> s |X‘ — +OO,
|

ou en champ magnétique,

( V X V x Hyot — k2Hiot = V X Jine  dans Qo U Qy,
(eg'V x Hyy — 7'V x Hig ) xn =0 sur T,
HY, —H.L )xn=0 sur T, (1.3.6)
1
Htot =0 () s ’X’ — +00.
]|

Apres la résolution du probleme de Maxwell en champ électrique, respectivement
magnétique, on peut obtenir le champ magnétique, respectivement électrique, via les
relations ((1.2.2)). Ces deux problemes ne sont plus vérifiés sous les hypotheses
[(H1)] et [(H2b)] c’est-a-dire lorsque la source est une onde plane, puisque les champs
Eiot et Hyot ne vérifient plus les conditions de radiation a I'infini. On doit alors résoudre
le probleme de Maxwell homogene.

Le probleme homogéne

On se place maintenant sous les hypotheses [(HO)| [(H1)| et [[(H2a)| ou [(H2b)| Dans

1, on choisit les champs totaux comme inconnues et on obtient les mémes résultats
que pour le probléeme non homogene. Dans €2y en revanche, on choisit les champs dif-
fractés Eq et Hy comme inconnues. Les champs diffractés sont définis par et
vérifient . Par le méme raisonnement que pour les champs totaux du probleme
non homogene on obtient ’équation des ondes du second ordre en champ électrique et
en champ magnétique :

VxVde—ﬁng = 0 dans Q,
VxVxEd—n%Ed = 0 dans Q.
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1.3 Les modeles traités

Par définition des champs diffractés, les conditions de transmission (1.3.3]) et (1.3.4)
s’écrivent respectivement,

(H} -H! ) xn=-H)_ xnsurT

ﬁ(MEIVXEg_ﬂIIVXE%@) xn=—(uy'VxE))xnsurT,

mc
(E-El,)xn=-E) xnsurT

<:>(5(TIVXH?1_5171VXH%M)Xn:—(saIVXHQ ) x nsur I'.

mc

Finalement, les champs diffractés Egq et Hy vérifient respectivement les conditions de
radiation a I'infini (1.1.6)) et (1.1.7)) et on peut poser le probleme homogene harmonique
de Maxwell en champ électrique,

( V XV xEq—kiEq =0 dans €,
V x V X Ego — £5Eo; = 0 dans Q4
(,uglv x BY — 'V x Etlot) xn=—(uy'VxE ) xn sur I, (1.3.7)
(B} —El,) xn=-E)_ xn sur T,
1
Eq=0 <> ) ‘X| — +00,
\ |
ainsi que le probleme homogene harmonique de Maxwell en champ magnétique,
VxVde—l-@%Hd:() dans €,
V xV x Htot — K%Htot =0 dans Ql,
(eg'VxHY —e'VxH{) xn=—(5,'VxH),)xn surl, (1.3.8)
(H} -H!,)xn=-H) xn sur T,
1
Hy=0 (> ) |x| = +oo.
|

Comme pour le probléme non homogene, aprés la résolution du probleme de Maxwell
en champ électrique, respectivement magnétique, on peut obtenir le champ magnétique,

respectivement électrique, via (1.2.2)) et (1.2.4)).

1.3.2 L’approximation courants de Foucault

A basse fréquence, lorsque la conductivité du milieu est élevée, ce qui est le cas des
conducteurs en général, et que la taille caractéristique de §21, notée L, est petite devant
la longueur de 'onde dans le vide Ay = 670, on peut négliger le courant de déplacement
dans les équations de Maxwell et ainsi se ramener a ’approximation quasi-statique. On
se place sous les hypotheses [((HO)| [((H1)| et [(H2a)| auxquelles on ajoute I’hypothese :
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

(H3) Les parametres adimensionnels v; et o vérifient

S ] (1.3.9)
01

Yo := Ly/o1pow = O(1). (1.3.10)

Sous ces hypotheses, on peut avoir recours au modele quasi-statique dit par courants de
Foucault pour lequel on assimile e? & 0, ce qui revient & négliger le champ d’induction
électrique D. On a alors

et

o = 0 :>/~€0=0,

& = —— = K1 = (—siw,ulal)l/Q;éO.

Remarque 1.3.1. L’approrimation quasi-statique présentée ici peut ne plus étre valable
pour certaines géométries, par exemple en présence de fente ou de trou [7, Ch.8].

Sous I'approximation courants de Foucault, les champs Eiot et Hyor vérifient le sys-

teme ([1.2.2)), les conditions de transmission ([1.2.6]) et (1.2.7) ainsi que les conditions de
radiation a l'infini (1.1.6]) et (1.1.7). Le probleme courants de Foucault harmonique pour

les champs Eiqt et Hiot s’exprime donc

V X Eiot + siwuHio, = 0 dans Q¢ U Qq,
V X Hiot = Jinc dans €,
V X Hiot = 01Eiot dans 1,
(E), —EL,)xn=0 sur I', (1.3.11)
(Hgy, — Hig) xn =0 sur I,
\x|li>nioo(|X|Et0t — Hior x x) = 0.

Le champ E est défini & un gradient pres, du fait de I'hypothese |(H3)| et n’a donc
plus de sens physique. Pour obtenir I'unicité de la solution Ety, on impose une jauge, en
particulier :

{ V'Etot =0 dansQo, (1312)

fF(EtOt . n)dS = 0

Les champs incidents sont définis par (Eipc,Hine) = BSO(JinC) dans R? avec ko = 0, il
s’expriment donc comme suit,

Jine (X/)

E - s _inclX) g

) = st |
Jinc(X,)

Hinc(x) = Vx /Qinc mdxl
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De plus, ils vérifient (1.2.1)) qui s’écrit alors

V X Eine + siwpoHine =0 dans Qg U Qq,
V X Hine = Jine dans Qg U ;.

Comme précédemment on peut poser le probléme uniquement en terme de champ élec-
trique :

V XV x E = —siwpgdinc dans g,
VxVXE-kE=0 dans Qq,
(1g'V x B0 — 7'V x Eiy) xn =0 sur T, (13.13)
(E(t)Ot —El,) xn=0 sur T,
1
E:O<>,\xl—>+oo,
x|
avec la jauge (|1.3.12)). Le champ magnétique peut ensuite se calculer via
Hot = —(siwp) 'V x Egoy  dans Qy U Q.
On peut ici aussi poser le probléme en terme de champ magnétique :
VxVxH=V xJic dans €,
VxVxH-kH=0 dans €y,
(oHioy — puHiy) -0 =0 sur I, (1.3.14)
HY, —H. )xn=0 sur T,
1
H:(9<>,|x|—>+oo.
]|

Mais on ne dispose plus d’une relation permettant d’obtenir Eiy dans . Par consé-
quent, I’équivalence ([1.3.4) n’est plus valable et la relation de saut (1.2.9) doit étre
introduite.

Remarque 1.3.2. Pour lapproximation courants de Foucault, on ne présente que le
probléeme non homogéne puisqu’on n'utilisera pas ce modéle avec pour source une onde
plane. Cependant, le probléme homogéne peut facilement étre posé par le méme raison-
nement que pour le probléeme de Mazxwell.
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CHAPITRE 1. Le systeme de Maxwell pour un probleme de transmission

1.4 Synthese

Dans ce chapitre les différents problemes de Maxwell que I’on souhaite poser sous la
forme d’un systeme d’équations intégrales de surface ont été énoncés. Les problemes (|1.3.5))
et (1.3.6) peuvent se synthétiser sous la forme :

V x V x Ugot — 68Ut = V dans Q,
V x V x Utot — K%Utot =0 dans Ql,
(C(le x Ud, — (1 x Utlot) xn=0 sur T, (1.4.1)
(UgOt — Utlot) xn=20 sur I,
1
Uit = O (> , |X| — +00.
\ x|

On donne dans le tableau ci-dessous le lien entre le probleme en U et les problemes qu’il
synthétise :

Probleme | U | V Co

@35 |E | —siwlinc | (1.4.2)
@36) |H|VxJIn e

De méme, les problemes ((1.3.7)) et (1.3.8)) peuvent se synthétiser sous la forme :

( V xVxUg—riUg=0 dans €,
V x V x Ut — k37Ut =0 dans Qo,
(VXU =V x UL xn=—('VxUL)xn surl, (1.4.3)
(U -Ul) xn=-U) xn sur T,
1
Ug=0 <> ) |x| = +oo.
x|
Avec les correspondances suivantes :
Probleme | U | V Co
" E | —siwdinc | f (144)
(1.3.8]) H |V X Jine | &

On a dans ces deux cas la relation,
Uipe := / V(x') g (x — x)dx" si V #0.
Qinc
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1.4 Synthese

Et Uiy vérifie, d’apres (1.2.1), (1.2.10) et (1.2.11)),

VXV xUpe—rU=V
(VU —VxU)xn=0
(U?nc - Uilnc) xn=0

1

Uinc =0 <

x|

>,X|—>+oo si'V #0.

dans Q¢ Uy,

(1.4.5)

Le probleme de Maxwell est synthétisé afin de présenter la méthode permettant
de poser les problemes surfaciques intégral et variationnel. C’est-a-dire la méthode des

équations intégrales de surface.
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Chapitre 2

Formulation intégrale des
problemes
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Ce chapitre présente les outils mathématiques nécessaires pour poser le probleme
intégral surfacique des équations de Maxwell ainsi que sa version variationnelle. Dans
la premiere section le cadre fonctionnel du probléme intégral surfacique en électroma-
gnétisme est posé. Dans la deuxieme section, les formules de représentation intégrale
sont présentées ainsi que leurs traces permettant d’obtenir des équations intégrales de
surface. Dans la troisieme section, le probleme intégral surfacique est posé, a partir des

équations intégrales de surface, sous forme forte et sous forme faible.
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CHAPITRE 2. Formulation intégrale des problemes

2.1 Espaces fonctionnels et traces

Dans cette section, on se place sous I’hypothese @ et on pose = Qp, Q; ou R3.
Sauf indication contraire et contrairement & 1’hypothese on définit (uniquement
dans cette section) n comme la normale unitaire extérieure a 2. Les résultats présentés
sont issus des articles [10] et [I1] qui traitent le cas du polyedre lipschitzien. L’article
[12] présente ces mémes résultats pour le cas plus général d’'un domaine lipschitzien.
En particulier ces articles traitent la décomposition de Helmholtz-Hodge. Le cours [20]
permet une premiere approche des espaces fonctionnels pour le systeme de Maxwell.
Enfin, les articles [35] et [34] présentent les résultats pour les espaces de Beppo-Levi
introduits en section 2.1.4]

2.1.1 Espaces fonctionnels et traces pour le systeme de Maxwell
Definition 2.1.1. On définit les espaces de Sobolev standards sur 2, Vs € R, par
HE () = {U € L} .(Q); Vo tel que o < 5,D°U € L ()}

ot l’espace LIQOC(Q) est lespace des fonctions de L? localement intégrables sur Q et DU
une dérivée partielle de U au sens des distributions. On définit de plus les espaces de
Sobolev standards sur ', Vt € [—1,1], par

HY(T) = {U\p; Ue Ht“/Q(Q)} .

loc

A partir de ces espaces standards, on définit les espaces
H;, () := (Hjo(2))°, H'(T):=(H'(I))’, H°(T)=L*I)=(L*I))"
Soit d un opérateur différentiel du premier ordre. On définit, pour tout s > 0,
Hy,.(d,Q) = {Ue€ H, (Q); dU € H}.(Q)},
H; .(d0,?) := {U e H;.(92); dU = 0},
avec dU défini au sens des distributions. On simplifie la notation HY par H et le suffixe

loc est systématiquement supprimé pour les cas ou {2 est nécessairement borné. On
introduit également les espaces

Hy,.(rot?, Q) := {U € Hyy(rot, Q); V x V x U € Hjo.(Q)}

et
Hloc(AaQ) = {U € HIOC(Q); AU ¢ HIOC(Q)} .

Propriété 2.1.1. Sous les hypothéses|(H1)| et ((H2a) ou|(H2b)), les champs définis
dans la section précédente vérifient

Eit € Hjyc(rot, R3) N Hyp(ediv, R3),
Hit € Hy(rot, R?) N Hyyo(pdiv, R?),
Eine € Hi(rot, R?) N Hyo(div, R?),
Hi,e € Hy(rot, R®) N Hyp(div, R%).
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2.1 Espaces fonctionnels et traces

De plus, comme py et €y sont constants et non nuls dans Qy, ¢ € {0,1}, on a

EtOt‘Qg € H]OC(I'OtZ, Qﬁ) N Hloc(div) Qf)a
Ht0t|Qg € Hloc(rOtQa Qﬁ) N Hloc(diV> Qf)a

et donc par définition des champs diffractés

Ed|Q0 € Hloc(r0t27 QO) N Hloc(diva 90)7
Hylo, € Hic(rot?, Qo) N Hioe(div, Q).

Preuve
Le champ électrique, le champ magnétique et la densité de courant électrique source
imposée sont localement de carré intégrable. Les appartenances résultent des systemes

([C21) et (1:2:2) et des équations (L3.1) et (L3.2). O

Soient U, V € C*®(Q) = (C*>(Q))3 et U € C*(9), le théoréme de flux-divergence donne
les formules d’intégration par parties suivantes :

/(VxV)-U—V-(VxU)dx _ /(an)-de
Q I
= /(an)-nx(Vxn)dx, (2.1.1)
I
/(V-U)U+U-(VU)dx - /U(U~n)dx. (2.1.2)
Q T

Remarque 2.1.1. Soit u, := U x n, alors u, = (n X u,) X n.

Ces formules suggerent la définition des applications YU := U, yU := U, 7, U =
U, xn,vU:=nx (U xn)et ,U:=U -n

Théoreme 2.1.1. On note YU = U, la restriction sur I' des fonctions U régulieres
définies dans Q. Cette application, appelée trace standard, peut-étre prolongée de facon

unique en une application linéaire, continue et surjective de H} (Q) dans H%(F)

Corollaire 2.1.1. On note YU = U, la restriction sur I des champs de vecteurs U

réguliers définis dans Q. Cette application, appelée trace standard vectorielle, peut étre
prolongée de facon unique en une application linéaire, continue et surjective de H}OC(Q)

dans H? (I').
Corollaire 2.1.2. L’application, dite trace normale,

Yo ¢ Hio(div, Q) — H2(I)
U — ~U-.n,

-

est linéaire, continue et surjective avec H_%(I‘) Uespace dual associé a Hz(T') par le
produit de dualité dérivé du produit scalaire de L*(T).
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T ng,

n;
411,,,
Face F; ij
| n;
[Face F

FIGURE 2.1 — Normales au bord des faces.

Pour la suite, on définit les espaces

1
H? (L) = vy (Hipe(),
1
H (1) 1= oy, (Hb, ().
Remarque 2.1.2. On rappelle que la surface I' est un polyédre lipschitzien. Les champs
i
u € H}(T') sont les champs de vecteurs surfaciques tangentiels de H%(I‘) vérifiant

(u- nal)‘F = (u- na])|F sur toutes les arétes a;; de I', avec ng,; et N, les normales

a laréte a;j przses Tespectwement dans les faces F; et F;, voir figure [2.]] - De méme,

les champs u € HH (T') sont les champs de vecteurs surfaciques tangentiels de H2( )

vérifiant (u x nai)|F, = (ux naj)|F, sur toutes les arétes a;j de I, voir figure .

Théoréme 2.1.2. Les traces, dites tangentielles, '7X et v¢ sont des applzcatzons li-

néaires, continues et surjectives de H} () dans H2( ) et de H. (Q) dans H||2( ),
respectivement.

FIGURE 2.2 — Voisinage tubulaire.

Definition 2.1.2. Soit u une fonction réquliére sur I', on note u la fonction définie
dans le voisinage tubulaire I'c de T' par prolongement constant suivant la normale, voir
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2.1 Espaces fonctionnels et traces

figure[2.4 Soit u un champ tangent défini sur T, on note u son prolongement dans T..
On définit alors les opérateurs surfaciques [16],

gradr(u) = (Vu),
din(u) = (V : ﬁ)h“’
rotp(u) = ((Vxu)- n)|F,
rotr(u) = (V x (un)),
Ar(u) := divpgradpu = —rotrrotpu.
On définit maintenant les espaces
_1 _1
H °(rotp,I') := {ueHLQ(F);rotp(u) EH‘%(F)},
_1 _1
H *(divr,T) = {u € H *(); divr(u) € H—%(r)},

_1 _1 1
ou H *(T) et H, *(T") sont les espaces duaux associés a H? (I")

et (T"), respective-
ment, par le produit de dualité dérivé du produit scalaire de L2(T").

_1
Remarque 2.1.3. L’espace H | *(rotr, I') contient les champs de vecteurs surfaciques
tangentiels w qui satisfont (WX ng, )|, = (U X ng;)|, sur toutes les arétes a;; de I', voir
i J
1
figure . L’espace HH 2(divp, I') contient les champs de vecteurs surfaciques tangentiels
u qui satisfont (u - nai)|Fi = (u- naj)le sur toutes les arétes a;; de I', voir figure .

Théoréme 2.1.3. Les traces tangentielles v, et ¢ se prolongent dans Hy,.(rot, )
par les applications linéaires, continues et surjectives

1

Yy Hpc(rot, Q) — H||_§(din,F)

U > ~U X n,
1
v¢ : Hie(rot, Q) — H *(rotp,I)
U — n x v, U.

Soient U, V € C®(Q), U € C®(Q) et V € C*°(Q), le théoreme de flux-divergence

donne les formules d’intégration par parties suivantes :

/(VxV)-(VxU)—V-(VxVxU)dX = /((VxU)xn)-de,
Q T

/ (AV)U + (VV) - (VU) dx = / U((VV) - n) dx.

Q I

Ces formules suggerent la définition des applications OnU := 7 0 VU et yyU := v, o
VvV x U.
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CHAPITRE 2. Formulation intégrale des problemes

Théoreme 2.1.4. Les applications

N

YN ¢ Hie(rot?, Q) H”_ (divp, I)
U = vx o (VxU),
On Hloc(Avg) = H_%(F)
U — o (VU).

sont lin€aires, continues et surjectives.

Propriété 2.1.2. On peut montrer les relations entre les traces suivantes,

n © rot = rotp oy, = divp o vy, dans Hj,.(rot, ),
gradp oy = ~, o grad dans H.(Q).

Soit 4, une trace quelconque, on notera ~% la trace relative au domaine € ot n est la
normale extérieure a §2;. De plus, on notera respectivement,

Yoo = Ye—7es
{70}F = %(79*”)&)7

le saut et la moyenne de -, a travers la surface I'.

2.1.2 Formules d’intégration par parties et relations de dualité

La formule d’intégration par parties (2.1.1)) s’étend a Hj,.(rot, ) :
V(U,V) € Hy,(rot, Q) x Hy(rot, Q),

/VxV-U—V-VdeX: YU -V dx. (2.1.3)
Q r

La formule d’intégration par parties (2.1.2)) s’étend a Hjy.(div, Q) :
V(U,U) € Hye(div, Q) x Hy} (),

/(V-U)U—i—U-(VU) dx:/’yU-'ynU dx. (2.1.4)
Q T

On déduit de ces formules d’intégration par parties que

Uc Hloc(rOta RS) = [’YXU]F - O, (215)
Ue Hloc(diva RB) = [’YnU]F =0. (216)

Preuve
Soient U € Hj,.(rot, R3) et V € C*°(R?) & support compact dans R? et non nulle au
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2.1 Espaces fonctionnels et traces

voisinage de I' alors, d’apres (2.1.3)),

0 = VxV-U-V. -V xUdx
R3

= VxV.U-V.-VxUdx+ VxV-U-V.VxUdx
Qo 951

= —/73U~72de+/7iU~W%VdX
r r

et donc [y, Ulr = 0.
Soient U € Hy,.(div, R3) et U € C°°(R3) a support compact dans R? et non nulle au

voisinage de I' alors, d’apres (2.1.4)),

0 = /(V-U)U+U-(VU)dx
R3

= /(V-U)U+U'(VU)dX+/ (V- U)U+U-(VU)dx
Qo Q

= —/’yOU"ygde—k/’le-’ylllde
r r

et donc [y Ulr = 0. O

Remarque 2.1.4. A partir de la propriété|2.1.1| et des relations (2.1.5)) et (2.1.6) on
retrouve les conditions de transmission (1.2.6[)-(1.2.9) et (1.2.10)-(1.2.13).

_1 _1
Soient u € H| *(divp, I') et v € H| *(rotp, I'), il existe U € Hj,(rot, ) et
V € Hj,(rot, Q) tels que u = v, U et v = V. On définit alors I'application duale
sesquilinéaire

(u,v>::/u~vdx:/VXV'U—V-VXUdX (2.1.7)
r Q

_1 _1
pour laquelle H| *(divp, I') et H | *(rotr, I') sont des espaces duaux. De méme, on

définit I'application duale antisymétrique
(u,v), =—(u, Rv) (2.1.8)
_1
pour laquelle H I ?(divp, I') est son propre dual. L’opérateur de rotation R est défini
par
1

_1 _1 _1
Ru:=uxn:H, *(divp, 'Y UH | *(rotp, I') = H | *(votp, ') UH

[

||‘§(divF, r) (2.1.9)
_1 _1
et forme une isométrie entre les espaces H ! *(divp, I') et H | *(rotr, I'). Soient u €

H%(F) et v € Hfé(F), il existe U € H! (Q) et V € Hp(div, Q) tels que u = U et
v =y V. On définit alors 'application duale sesquilinéaire

() v) ::/Fuvdx:/Q(V-V)U—FV-(VU)dx

1
2
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CHAPITRE 2. Formulation intégrale des problemes

pour laquelle H %(F) et H _%(F) sont des espaces duaux.
Propriété 2.1.3. Les opérateurs surfaciques divr et grady sont L?(T')-adjoints. Soient

_1
ueH, * (divp, T') et u € H'/?(T) on a alors

(u, gradru) = — (divru, u>%

2.1.3 Décomposition de Helmholtz-Hodge

La décomposition de Helmholtz-Hodge permet de décomposer les champs selon leur
composante a divergence surfacique nulle et son complémentaire. Soit 1’espace

H(T) = {u € H'(T)/R; Ar(u) € H—1/2(r)} .

Théoréme 2.1.5. Les décompositions suivantes sont vérifiées :

|—=

H, *(divp,T) = rotr(HY2()/R) + H*(D),
H{ (rotr,I) = gradp(H2(I)/R) + H/*(D).

De plus, les décompositions suivantes sont directes :

H‘T%(diVF,F) = rotr(HY2(I)/R) @ gradp(H(D)),

1

H *(rotr,T) = gradp(HY?(T)/R) @ rotp(H(T)).

Propriété 2.1.4.

1

gradF(H%(F)) = H, *(rotr0,T),
_1

rotr(H2()) = H, *(divr0, T),

avec
_1 _1
H *(rotr0,T') := quec H, *(I);rotr(u) :O},

_1 _1

2.1.4 Espaces de Beppo-Levi

On a vu précédemment que les champs, électrique et magnétique, dits physiques
sont a énergie finie. Cependant, sous les hypotheses de I’approximation quasi-statique,
I’énergie associée au champ électrique est seulement mesurée par son rotationnel et la
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2.1 Espaces fonctionnels et traces

norme L? du champ n’est plus nécessairement bornée. Dans ce cas les espaces & poids
de type Beppo-Levi sont un choix approprié pour le champ électrique. On définit alors

U
Wie(rot, 2) = {—2%) ¢ 7 ()Y x U € Hipe(9) b,
V1t [x[?
Wise(rot?, Q) = {U € Wiy (rot, Q),V x V x U € Hj,.(Q)}.

Les définitions des traces ainsi que les formules d’intégration par parties (2.1.3) et
([2.1.4)) énoncées pour Hioc(rot, Q) et Hi.(rot?, Q) restent vraies pour Wie.(rot, Q) et
Wiee(rot?, Q).
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2.2 Représentation intégrale

Maintenant que 'on a défini les espaces fonctionnels, les traces et les formules d’in-
tégration par parties, les formules de représentation intégrale peuvent étre présentées.
On retrouvera ces formules dans [18],[35] et [34]. Dans cette partie, on se place sous
I'hypothese [(HO)| avec Qg et Q1 homogenes et I'indice £ € {0,1} est associé au milieu .

2.2.1 Formules de représentation intégrale

Les formules de représentation intégrale permettent de calculer les champs, électrique
et magnétique, dans des milieux homogenes a partir de leurs composantes tangentielles
et normale sur I'. Ces formules font intervenir le noyau de Green, solution élémentaire de
lopérateur différentiel (—A — x7) en dimension trois, défini (pour la convention s = 1)
par
gy (x — %) = exp(—sikg|x — x'|)

—x' #0. 2.2.1
4r|x — X/|  xox 7 ( )

Les potentiels de simple couche scalaire \I'f9 et vectoriel \Ilf/ sont définis a partir de ce

noyau :
Tl (u)(x) == /F w(x') g, (x — x')dx/, Vx € R3\ T,
Ul (u)(x) = /F u(x) gy, (x — x")dx/, Vx € R3\T.

On définit de plus le potentiel double couche de Maxwell ‘I’l;:)(} par
o (u)(x) ==V x ¥4 (u)(x), VxeR*\T

et, sous ’hypothese kg # 0, le potentiel simple couche de Maxwell \Ilgo par

Tho(u)(x) = ¥ (u)(x) + %V\I/g(dinu)(x), Vx € R3\T.

Ky
Les applications suivantes sont continues :
vy o HO2(D) = Hy(RY),
v Hﬁ(divr,F) = HE (R%) N Hipe(rot?,Qp U ),
i H”_f(divF,F) —  Hijoe(rot? Qo U Qy),
N H||‘5(divF,r) —  Hijoe(rot?,Qo U Q).

Les potentiels vérifient les relations suivantes, dans R3\ T,

(A —k2H) T, = 0, (—A - W, = 0,
(VxVx—k2)The = 0, (VxVx—k}) T = 0.
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2.2 Représentation intégrale

_1
De plus, si u € HH 2(divp, I') alors on a l'identité

V- ¥ (u) = U4 (divru). (2.2.2)
Preuve

Par définition, on a
(A = K7) gy (x = X') = d(x = X)

avec ¢ la distribution de Dirac. Par conséquent, dans R3 \ T,
(A —K2) WL = 0,
(—A—r2) W, = 0.

A partir de la définition de l'opérateur laplacien vectoriel (—A =V x V x —=VV:), on
obtient pour le potentiel double couche de Maxwell, dans R3 \ T,

VXVxWh,=Vx(VxVx®)=Vx(—A®)) =205,
Finalement, d’apres , dans R3\ T,
VXxVxWe =VxVxW®,=VV.-0, 70 = 205,
O

A partir de ces définitions on peut énoncer le théoreme de représentation de Stratton-
Chu :

Théoreme 2.2.1. [60, [5, (15, (23, (61, (18, (35, [3])]. Sous Uhypothése|(HO), soit k € C tel
que (k) > 0 et soit U € Hioe(rot,Qo U Q) satisfaisant V- U = 0 dans Qo U .

a) Soit V tel que supp(V) C Qo et V = 0 au voisinage de I'. Si U satisfait V x V X
U—k2U =V dans Q et vérifie la condition de décroissance U(x) = O <| |> lorsque

|x| = 400 alors U posséde la représentation

U dans o,

0 dans €, (2.2.3)

Une — W42 U) — \va(v?vU)—wf;(vﬁU)—{

/
avec Ujpe = fQO x) G (x — x')dx’.

b) Si U satisfait V. x V x U — /@%U =0 dans Q alors U posséde la représentation

0 dans Q,

U dans 5. (2.24)

Tho (L U) + T (74 U) + VS (U) = {
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Remarque 2.2.1. L’indice ¢ de ky n’est pas associé a l'indice du domaine auquel ap-
partient le champ U puisqu’il est possible de considérer V.x V x U — /<;(2)U =0 dans Q.
Cela arrive en particulier pour les champs incidents.

D’apres la propriété 2.1.2
divp (74, U) = m(V x U), VU € Hj(rot, Q).

Par conséquent, si V x V x U — li%U = 0 au voisinage de I' avec xy # 0 dans 2y, alors
¢ L v Lo e
MU = ?%(v xVxU)= ?dwp('yNU). (2.2.5)
14 ¢

A partir de cette relation on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1. [18],[35],[34l]. On reprend les hypothéses du théoréme|2.2.1]

a) Si kg # 0 dans Qg alors la formule de représentation se simplifie comme suit

U dans o,
Uine — ‘I’%C(VQU) - ‘I’gc('Y(I)VU) = { 0 dans ,

avec Uine = [, V(x)gry (x — x')dx".

b) Sike# 0 dans Qy alors la formule de représentation se simplifie comme suit

0 dans
¢ 1 14 1 - 0
Upo(rxU) + ¥so(ynU) = { U dans 9.

Afin de rendre plus compacte ’écriture de ces formules on introduit les notations

~ 1
SC (uy,uz,u3) == Uho(uy) + T (up) + VI (u3),
564(111,112) = ‘I’%C(ul) + ‘IlgC(UQ)'

Remarque 2.2.2. On a les relations :

VxW¥he = VxVxW®, = g0 +VV. 0, = 20,
Vx WP = VxW = UhH,

done, en utilisant (2.2.2)) on a

V X :S'\Efg(ul,ug,u;e,) = S:E?E(UQ,I{%uhdiV[‘ul),
V x 8C(uy,uy) SC'(ug,k3uy).
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2.2 Représentation intégrale

2.2.2 Traces et opérateurs intégraux surfaciques

Afin de poser le probleme variationnel des équations intégrales de surface il est né-
cessaire d’appliquer les traces tangentielles et normale aux formules de Stratton-Chu et
donc aux différents potentiels qu’elles font intervenir.

Théoreme 2.2.2. Les opérateurs intégraux de surface

AL = (T H *(dive,T) = H; *(divr, D),
BL = [y, Wh.)r . H, 5(dwp, I) > H*(dive,T),
CL = {y,0VUilp H- %1() — H_%(divF,F),
Ci = {yxoVV- ¥ylr HHi(din, ) = HH_i(din,F),
sont bien définis et continus [35]],[37).
Théoreme 2.2.3. Les opérateurs intégraux de surface
AL = {1 ®h)r : H_%(divF,F) — H2(T),
Bl = {1a¥®helr H, *(divp,T) — H72(D),
5,{ = {’ynoV\I/ tr : H_%(F) > H_%(F),
C = {oVV-W)r : Hj *(divy,I) — HH(D),

sont bien définis et continus [3).

Les potentiels satisfont les relations de saut
[’Yxlllmr =0, ['Yx‘I’%C]r = —Id, ['Yx ° V\Ilg]r =0, [7X oVV: lI’6']1“ =0,
(¥ ], =0, [Wm¥he]p =0, (o VE] . =—1d, [wmoVV- ®¥{] = —divr.
Avec les notations,
SCeii=75(SC) et SCL,=~A(SCh,

—~
les traces des potentiels SC et SC* s’expriment, pour k € {0,1},

oAt (=D ¢ ¢ 5
SCy p(uug,uz) = #Id + B | (ur) + A5 (u2) + C5 (u3), (2.2.6)

—1)(k+1)

0
SCp(uruz,uz) = (m?AEX —|—Cf<> (uy) + <(

;—Td+ Bi) (u2), (2.2.7)

oAt ¢ ¢ (1) 5
Ska(ul,ug,ug) = Bn(u1)+An(u2)+ fldﬁ-cn (U3) (2.2.8)
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Et, sous la condition k; # 0,

¢ [ (=D)*FD ¢ ¢, 1
SCp(uiue) = | —o——TId+ By | (w) + (Al + 50 ) (u2), (2:29)
y4

(_1)(k+1)

SChyx(urug) = (K?A§+Ci)(u1)+< 5 Id+15";> (ug), (2.2.10)

(71)(19—&—1)

2&% diV]_"(UQ). (2.2.11)

1
SCpturne) = Bitw) + (A + e ) (w4
¢

Preuve
Le potentiel double couche de Maxwell peut s’écrire

Phe(w)(x) = VX Wh(x) = Vx [ ul)gn - x)dx
N

= —/ Vg, (x — x') x u(x')dx’.
r

Donc sa trace tangentielle peut s’écrire

kW () (x) = (n(x) % [ Vg (x - x) x u(x’)dx’)
T

- / (%) - () Vg, (x — )X’ — / (0(x) - Vg (x — ') ()’
T N
_o- /F ((%) - Vgey (x — X')Ju(x')dx.

Sur I' du coté Q, k € {0,1}, la deuxiéme intégrale que 'on note

ku X) = nx)- ! X—XI 'I.].X/ X/
T*(u)(x) /F<<>ng< Du(x)d

ne converge pas. En revanche, sa valeur principale et son résidu existent et I'on a
d’apres [17, Ch.8], sur I" du coté Qx, k € {0,1},

T*(u)(x) = / (n(x) - Vg, (x — %)) u(x)dx
r
= Res(k) + P.V. /(n(x) Vg, (x — x"))u(x)dx’

r

avec le résidu

¢
Res(k) = (—1)kﬂu(x).

L’angle ¢ est 'angle solide sous-tendu par I'. Ici, les bords sont lisses presque partout
donc ¢ = 2. On retrouve donc la relation de saut du potentiel double couche

[’YX ‘I’EDC}F =00 — L e = —1d.
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2.2 Représentation intégrale

De méme la trace v, du gradient du potentiel scalaire peut s’écrire
o VHE)() = 0V [ ulx ), (x = %)’ = =T w)(x)
et la trace v, du gradient de la divergence du potentiel vectoriel peut s’écrire
oV - W (u)(x) = AF o VI (divru) (x) = —ZF(divru) (x).
On retrouve donc les relations de saut

moves] =-1d, o vV @] = —divr.

Les traces des autres potentiels impliquent des intégrales convergentes sur I' donc leur

saut est nul.

Pour un potentiel quelconque W et une trace quelconque ~,, k € {0,1}, on a les

identités suivantes :

Si [y ¥ =0 alors  ~8W = {~, @}y
K (=)D
Si [V ¥ = —1d alors W = fld + {7, ¥}r.
k (=)D
Si [ve¥]p = —divr alors ;W = #divlﬂ + {7, ¥}r.

Le tableau ci-dessous associe les traces et les potentiels a ces relations :
Ty || (2.2.12)) | (2.2.13) | (2.2.12 2.2.12
Ta || (2.2.12)) | (2.2.12)) | (2.2.13 2.2.14

Les traces v des potentiels se retrouvent a partir des traces v :
YN =% 0 V x By = 45 Wi,
YXOhe =75 0 VX V x O, = k{75 ¥, + 45 0 VV - By,
YR o VUL =~k 0V x VIS =0
YR o VV - W, =4k 0V x VV - WY, = 0.

On en déduit les relations ([2.2.6[)-(2.2.11)).

_1
Propriété 2.2.1. Siuec H, ?

! (divr0, T') alors

Clu=0 et Clu=o0.

Preuve )
D’apres (2.2.2)), soit u € H||_§(din0, r),
Cou:= {7, 0 VV - ¥{ }r(u) = {7, 0 V¥}r(divru) =0,

avec ® € {x,n}.
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_1 _1
Propriété 2.2.2. Soient u € H *(divr, ) et u € H2(T), sit e H *(divr0, I)
alors

X

<ﬁ,C£u>X:O et <ﬁ,5§u> =0.

Preuve
Ce résultat se retrouve par la définition (2.1.8)) de (-, ), et par la propriété O
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2.3 Le probleme intégral surfacique

2.3 Le probleme intégral surfacique

Cette section présente les éléments nécessaires pour poser le probléme intégral sous
ses formes forte et faible, a partir des problemes synthétisés dans la conclusion Le
champ électromagnétique est exprimé en fonction de ses traces, d’aprés les formules de
représentation intégrale. Pour obtenir un systeme d’équations intégrales surfaciques, les
conditions de transmission sont appliquées aux traces de ces formules qui sont ensuite
combinées linéairement.

2.3.1 Forme forte

A partir du probléeme non homogeéne

Sous les hypotheses [(HO)], [(H1)| et [(HT2a)], soit Ui la solution du probleme (1.4.1]),

Uit € Hipe(rot?,Qo U Q1) et vérifie les hypotheses du corollaire on a donc les
formules de représentation intégrale

Uiy dans Qg,

Uinc - SCO(’Y& Utotﬂ’?\[Utot) - { 0 dans Ql (231)
et
1l 1 ] 0 dans  Qo,
SC (v Utot, Y N Utot) —{ U dans Q. (2.3.2)

L’inconnue Uy ne dépend que de ses traces 7‘; Usot, 'leUtot, 'y(])VUtot et 'y}VUtot. Pour
obtenir des équations intégrales surfaciques, on applique maintenant la trace extérieure

~Y & ([2-3.1)) et la trace intérieure v% a (2.3.2) :

'7(3< Uine = '7(3< Utot + SC(; y[)(")’(>)< Utot 77(])\7Utot)

1 1
= (3B MUt (A4 5 ) U, (233)
0
0 = —7% Ut + SClx,l(’leUtoty’Y}vUtot)
1 1
= (5B ) Uk (Al el ) a U (23
1

De méme, on applique la trace extérieure v, & (2.3.1]) et la trace intérieure v & ([2.3.2)) :

Y Uime = Y3 Uget + SC?V,O(’Yg Usot, YN Utot)
= ()Nt (B ) U (239)
0 = —YxUsot + SC(JJV,1(’leUtot,’Y}VUtot)
= (k1AL +CL) YL Ugor + (—;Id + Bi) 5 Ut (2.3.6)
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On ne travaille maintenant plus qu’avec les inconnues surfaciques ’ygUtot, 'yIXUtot,
'y?VUtot et ¥l Utot. Les conditions de transmissions du probleme (1.4.1)) impliquent que

Y% Utot = v% Utot, C6179vUtot = Cfl’)’JI\rUtot-

On introduit alors deux nouvelles inconnues représentant les densités de courant surfa-
ciques et définies par

Xy = ’YOXUtot = ’leUtot,
AN = C()_l’)’?VUtot = C1_1’Y]1VUtot-

D’apres les théoremes et comme Uy € Hjpe(rot, R3) alors Xy et Xy
_1
appartiennent a H I ?(divp, T'). On exprime maintenant 79<Ut0t, 'leUtot, 'y?VUtot et

'7]1VUt0t en fonction de Xy et Xy :

'7(>)<Utot = Xy, ’leUtot = Xy,
YUt = CGoXn,  YNUtot = GAN.

On remplace ces inconnues dans ([2.3.3)-(2.3.6|) puis on divise respectivement ([2.3.5) et

(12.3.6)) par (p et (1. Apres ces opérations on obtient les quatre équations suivantes

O Upe = (;Id + BQ) Xy + Co (A(i + ;%Ci’> X, (2.3.7)

0 — <—;Id 4 Bi) X G <A1X + %ci) A, (2.3.8)

GV Ume = ¢t (kBA +CY) Xy + (;Id + BQ) Xy, (2.3.9)
0 = G (kIAL +CL) X + (—;Id + le) Xy. (2.3.10)

On somme alors les équations (2.3.7) et (2.3.8]) puis (2.3.9) et (2.3.10) afin de poser le
probleme intégral & deux inconnues :

ZX =Y (2.3.11)
avec

Co (AOX + %cg) +G (AlX + ,%;Ci) BY + Bl
BY + Bl Gt (KEAY +CO) + G (kEAL +CL)

X N 70 Uine }
X = P = _ X .
{ XX } y { CO 1'79\[Uinc
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2.3 Le probleme intégral surfacique

Remarque 2.3.1. On a choisi d’appliquer les traces extérieures v% et 4% a (2.3.1)
mais il est équivalent d’appliquer les traces intérieures v et ’y}v. En effet dans ce cas
on a

'7; Uine = SC(>)< 1 (79< Utot a79VUtot)
1 1
= (5104 B2 ) 72U+ (A2 + 52 ) U,
Ko
7}VUinc = SC(J)V,1(7(>)< Utota’Y?\/Utot)

1
(ro A% +C%) Y% Utor + <21d + BQ) YA Utor.

D’aprés (1.4.5)), 'y(ijUinC = 'y}VUinC et Y% Uine = ’yleinC donc on retrouve (2.3.3]) et
[2:3.5). De méme, appliquer les traces intérieures v% et vy @ ([2.3.2) est équivalent a
appliquer les traces extérieures %, et ’y(])\]. En effet dans ce cas on a

0 = SClx,O(’YlXUtota’Y}VUtot)
1 1
_ <—2Id + B;> A U + (A; + Mc;) A Vs,
1
0 = SC}V,O(’YlXUtoth}VUtot)

1
(AL + 1) 74 Uua + (314 BL ) vk Ui

On retrouve bien (2.3.4) et (2.3.6)).

A partir du probléme homogéne

Sous les hypotheses [(HO)|, [(H1)| et [(H2a)| ou [(H2b)] soit Uq la solution du pro-
bleme (1.4.3), Uq € Hyoo(rot?,Qp U Q) et vérifie les hypotheses du corollaire on

a donc

Uy dans €,
— SC° (7% Uq /3 Ua) :{ 0 d dans 9(1) (2.3.12)

et
0 dans (g,

Uit dans Q. (2.3.13)

SCL(vL Urop Ay Usor) = {

Comme la formule de représentation intégrale pour l'extérieur ([2.3.13)) est exactement ([2.3.2]),
en appliquant les traces intérieures v et 'yjlv a (2.3.13)) on retrouve exactement (2.3.4))

et (2.3.6). On applique maintenant les traces extérieures v et 4% a (2.3.12) :
1 0\ 0 0 L 50\ .0
0 = iId + By ) vxUa + | A + ?Cx Yy Ud, (2.3.14)
0
1
0 = (kgA% +C2)~¥%Uq + <21d + BQ) AUy (2.3.15)
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CHAPITRE 2. Formulation intégrale des problemes

Ces deux équations sont respectivement équivalentes a ([2.3.3]) et (2.3.5)). On peut donc
en conclure que l'on obtient le méme probléme intégral pour le probleme de Maxwell
homogene ou non homogene.

Preuve

Montrons que le probleme (2.3.14))-(2.3.15)) est équivalent au probleme (2.3.3))-(2.3.5)).
Par définition du champ diffracté (Ugq = Uyt — Uine), les équations (2.3.14)) et (2.3.15

s’écrivent respectivement,

0 = (5B ) (3% Ui =920 + (AL + 58 ) (R Ui = 75 Ui
0 = (gAY +C%) (Y% Usot — 7% Uine) + (;Id + 62) (V¥ Utor = Y3 Uinc)-
Les équations et impliquent alors les égalités suivantes
V% Uine = (;Id + B‘;) V% Uine + (A(i + %c0> Y\ Uine:
WU = (A% +€2) 72 Ui + (104 B2 ) 7 Ui

Nous allons maintenant prouver ces égalités. Le raisonnement est le méme que les champs
incidents soient des champs rayonnants (hypothese [(H2a)|) ou des ondes planes (hypo-
these|(H2b))). Le champ Uy, vérifie (1.4.5)) et donc les hypotheses du corollaire b}
d’ou
0 dans
0l T, ~LTT. ) — 0
SC ('7><U1ncv'7NU1nc) { Uinc dans Ql-

On applique alors les traces v et v} a (2.3.16) :

(2.3.16)

1 1
’71<Uinc = <2Id + Bg) 71<Uinc + <A(>)< + /€26?<> 'Y}VUinca
0
1
’YJIVUinC - (ﬁgAg + Cg) 71<Uinc + <2Id + Bg) 7]1VUin07

et en remplagant, d’apres (1.4.5)), v Uine par 4% Uiy et ’y}VUinC par ’y?VUinC on retrouve
nos égalités. O

Sous 'hypothese de I'approximation quasi-statique [((H3), on ne peut appliquer le
corollaire [2.2.1] puisque k¢ est nul. Cependant, les hypothéses du théoreme sont
vérifiées. Ce cas particulier est traité dans le chapitre suivant.

2.3.2 Forme faible
_1
Les équations du probleme (2.3.11) sont dans H I 2(divp, T') ce qui nous permet,

1
par la relation de dualité (-, -),, de les tester dans H | (divp, T'). On obtient ainsi le
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2.3 Le probleme intégral surfacique

probléme variationnel :

1

U, ZX), = U, ), VU = (uv)T € H ?(dive, T) x H, ?(dive, T).  (23.17)
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Chapitre 3

Tour d’horizon des formulations
intégrales existantes
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Ce chapitre présente différents systemes intégraux surfaciques pour résoudre le pro-
bleme de transmission de Maxwell ainsi que son approximation quasi-statique. La pre-
miere partie est consacrée aux formulations de Maxwell [I3]. Dans un premier temps,
les différentes étapes de la mise en place de la formulation la plus classique, communé-
ment appelée PMCHWT (Poggio-Miller-Chang-Harrington-Wu-Tsai [38, 33, 39]), sont
développées. Puis deux formulations dérivées de cette formulation sont présentées. La
premiere consiste a pondérer les contributions des milieux extérieur et intérieur avant de
poser le probleme intégral sous forme forte. La seconde consiste a appliquer une décom-
position de Helmholtz-Hodge aux espaces d’approximation du probleme intégral sous
forme faible. La deuxieme partie est consacrée a la présentation de trois formulations
pour le probleme quasi-statique courants de Foucault. La premiere peut étre vu comme
une simplification de la formulation PMCHWT. Les deux autres sont des formulations
qui découplent les contributions des différents milieux mais impliquent la présence d’in-
connues scalaires supplémentaires par rapport aux formulations précédentes.
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CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

3.1 Les formulations pour le probleme de Maxwell

3.1.1 Une premiere approche : la formulation PMCHWT

La formulation PMCHWT tient son nom des auteurs Poggio, Miller, Chang, Har-
rington, Wu et Tsai [38] 33, [39]. Il s’agit de la formulation généralement employée pour
les milieux diélectriques ou conducteurs & haute fréquence.

A partir du probleme de Maxwell en champ électrique non homogéne. Sous
les hypotheses [(HO)L [(H1)| et |[(H2a)], le champ électrique Eyo; € Hioe(rot?, Qo U Q) et
vérifie le probleme de Maxwell non homogene . Ce probleme peut s’écrire sous la
forme du probleme , en respectant les correspondances du tableau . Le cha-
pitre précédent présente la procédure permettant d’écrire ce probleme sous la forme du
probleme intégral puis du probleme variationnel . Cette formulation cor-
respond a la formulation PMCHWT. Le probleme PMCHWT est généralement exprimé
en fonction des densités de courant surfaciques électrique et magnétique, respectivement
définies par

_1
2

J = 4H = —4lH ¢ H *(divp, I),
_1
M = ~%E = ~vLE € H|| 2(divp, I).
Reprenons le probleme (2.3.11]), les inconnues sont définies par
v = N Utot = G YN Ut
Xy = ’72Utot=’71xUtot,

or ici, Uy = Egor €t (¢ = pp (d’apres le tableau ((1.4.2))), on a donc pour ¢ € {0,1},

v = g Y Eior = —siwyl Hior = siwd,
Xy = ALE =M.

On remplace ces inconnues dans (2.3.11)) puis on divise la deuxiéme ligne par —siw.
Comme Hiye = (—siwp) "1 (V x Eine), on obtient le probléme intégral

ZX =), (3.1.1)
avec
si (w,ugAé +-Lct ) B¢
Z=Zy+2, Z-= L T e o
—B5 si (wsg.AX + W—WCX>

J ’YO Einc }
X = L Y= x _
R R
De méme, en remplacant dans (2.3.17) on obtient le probleme variationnel :

1 1

U,z2x), =U.,y), VU= (uv)" € H *(divr,T)x H *(divp, ). (3.12)
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3.1 Les formulations pour le probleme de Maxwell

Pour conclure, les champs Eiot et Hiot se calculent via les formules de représentation

intégrale
Et0t|Qo = Einc|Qo - SCO(Ma SZWMOJ) S HIOC(r0t27QO)7
Et0t|Q1 = Scl(M) Siwﬂ’l']) € H(I’OtQ,Ql), (3 1 3)
Hitlo, = Hinclo, — SC°(=J, siwegM) € Hjo(rot?,Qy), o
Hiotlo, = SCH—J,siwe;M) € H(rot? ).

Ainsi on obtient que résoudre le probléeme de Maxwell non homogéne en champ élec-

trique (|1.3.5)) revient & résoudre le probleme variationnel ((3.1.2)).

A partir du probleme de Maxwell en champ électrique homogeéne. Sous
les hypotheses [(HO)| [(H1)| et ((H2a)| ou [(H2b))), le champ électrique égal & Eioy €
H(rot?,Q;) dans Q1 et & Eq € Hy,.(rot?,Qg) dans p, vérifie le probleme de Maxwell
homogene (|1.3.7)). Ce probleme peut s’écrire sous la forme du probleme , en respec-
tant les correspondances du tableau . D’apres le chapitre précédent, ce probleme
s’écrit lui aussi sous la forme du probleme intégral puis du probléeme variation-
nel . On obtient donc les mémes problémes intégral et, variationnel

que pour le probleme de Maxwell en champ électrique non homogene.

A partir du probleme de Maxwell en champ magnétique homogéne ou non.
Comme pour le probléme en champ électrique, on obtient le probléme variationnel associé

a (1.3.6) et (1.3.8) en remplacant dans (2.3.17)) les correspondances des tableaux (|1.4.2))
et (1.4.4). On retrouve ainsi le méme probléme variationnel (3.1.2)) que précédemment.

Résumé

On cherche & calculer les champs, électrique Eior € Hioe(rot?,QUQ) et magnétique
Hiot € Hioo(rot? Qo U Q). On pose

Ew = E S H]OC(I‘Ot2,QO U Ql),
Hiot = —(siwp) 'V XxE € Hype(rot?QouU Q).

L’inconnue est alors le champ E et on pose le probleme de Maxwell :

(VxVXE—krE= —siwpdine dans Q¢ U 1,
[’YXE]F =0 sur I,
[;fl'yNE]F =0 sur I,

1
E=0—], x| = +oo.
|x

A partir du probléme de Maxwell on obtient, via les formules de représentation intégrale,

E‘Qo = Einc|QQ*SCO(’7(>)<Ea’Y9V )a
Elo, = SC'(v\E~yE).
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CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

En appliquant les traces v, et v & la représentation intégrale du champ E et en posant

1

J = (siwp) IYYE = (siwp)IyVE EH‘F(din,I‘),

_1
M = ~%E = ~LE € H *(divr, ),

les inconnues sont les densités de courants surfaciques J et IML. On pose alors le probleme
intégral (forme forte) :

si (wqu‘;ermAlXJriCQJr 1c;)J+(Bg+B;)M = A%Ein,

WEeQ weq
— (BY +BL)J +si (wsoA‘; +wer AL + 2% + %Ci) M = ~%Hj,..

Wi Wit

Afin de résoudre numériquement le probléeme intégral, on le pose sous la forme d’un
probléeme variationnel (forme faible) :

(i (oo +wm Al + €0+ 5CL) T) + (u, (BY +BY) M),
= <u77(>)<Einc>><;
—(v, (B, +BL)J) + <v , si (wsoAg +wer AL + 2% + Ci) M>

WO Wit «

= <V ) 7(>)<Hinc>>< )

1
2

1
2

Yu, € H, I

(din, Fh), Vv € H (din, Fh).

3.1.2 Les formulations pondérées

Ces formulations consistent a pondérer, par des coefficients, les traces tangentielles
v« et vy des formules de représentation intégrale de l'extérieur () et de l'intérieur
(©1). La pondération intervient donc sur la formulation forte du probléeme intégral.

La formulation PMCHWT s’obtient en sommant ([2.3.7)) et (2.3.8) d’une part, (2.3.9))

et (2.3.10) d’autre part. En pondérant cette somme on obtient une variante plus générale
de la formulation PMCHWT. Pour cela, on va multiplier (2.3.7)) par ayp, (2.3.8)) par o,

(2.3.9) par By et (2.3.10) par B1, avec ag, o, Po et B1 des coefficients scalaires constants.

On obtient le probleme intégral :

Z(a,a1,60,61)X = Y(aw,50) (3.1.4)

0 M
E0 o ’

Y(,B0) = { 060 ﬂoo } V.

L’inconnue X est la méme que pour la formulation PMCHWT. Le probléme variationnel
est donné par

avec

1
Z(ag,a1,50,81) =Y [ %ﬁ gé ] (Zg +

=0

(U y Z(ao,al,ﬂo,ﬁl)/\f>x = <L{ s y(ao,ﬂo»x y (3.1.5)
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3.1 Les formulations pour le probleme de Maxwell

_1 _1
2 2

H I
Comme pour la formulation PMCHWT, on peut calculer les champs Eqo et Hiot via (3.1.3)) :

YU = (u,v)" € H, 2(divp, T') x H, 2(divr, T).

Eiotloy, = Einclo, — SCO(M, siwued) € Hioe(rot?,Qy),
Eiotlo, = SCHM, siwuyJ) € H(rot?,Q),
Hiotlo, = Hinelo, — SCO(—J, siwegM) € Hjoc(rot? Qp),
Hioilo, = SCH-J,siwe M) € H(rot?,Q).

On note I'apparition des termes de masse “5*11d et B 15’8 91d. Si les coefficients vérifient
ag=a1 =Py =p1 =

ces termes sont nuls et le probleme intégral (3.1.4)) est équivalent au probléme intégral de

la formulation PMCHWT (3.1.1)), c’est-a-dire que l'on a Z(1,1,1,1) = Z et Y(1,1) = V.

Par conséquent, le probleme variationnel (3.1.5)) est équivalent au probléeme variationnel
de la formulation PMCHWT (3.1.2).

3.1.3 Décomposition de Helmholtz-Hodge

_1
D’apres le théoreme [2.1.5) un champ u € H, ! 2 (divp, I') peut se décomposer selon

u=ul+ul, (3.1.6)

1 1
avec ul € H, * (divr0, T') et u”’ € V¢(T). L’ensemble V¢(T) C H * (divp, T') est le com-

_1 _1 _1
plémentaire de H| ?(divr0, I') dans H, % (divy, I') tel que VC(F)ﬂH” ?(divr0, I') = {0}.
L’application de la décomposition de Helmholtz-Hodge au probleme variationnel (3.1.2))

de la formulation PMCHWT, ou plus généralement au probléeme variationnel de
la formulation pondérée, permet de découpler les opérateurs .AeX et Ci. Ce choix est
nécessaire pour la résolution numérique du systeme discrétisé a basse fréquence. On dé-
taillera cette affirmation dans la deuxieme partie du manuscrit portant sur la mise en
ceuvre numérique.

D’apres(3.1.6]), on peut décomposer 'espace test ainsi que I'espace des inconnues du
probleme variationnel (3.1.5)) selon

U ul +u” p JL 4+ 37T
= et =
vl 4 vT ML+ M7

_1
ou uf vl JL et ME appartiennent & H|| 2(divp0, T') et u? vT JT et M”T appartiennent
a V¢(T'). On utilise ici les exposants L et T en référence aux fonctions Loop et Tree
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généralement utilisées pour les milieux diélectriques [16]. Le probleme ({3.1.2]) décomposé
s’écrit alors :

(Ut s ZrrXir) = ULt » ViT) i 5 (3.1.7)

_1
YUy = (ul ul vE v e (H, * (divr0, T) x V()%

La matrice Zy7 est donnée par Zrr = Zo 17 + 21,17 avec

siwpp AL sicwpg AL B, B,
2, = siwpg Al siwpp Al + :—;Ci B, B¢, te o1},
’ -B¢ —~B¢ siweg Al siwep AL, ‘
B, -B¢ siweg AL siwep Al + wSTigci

L’inconnue Xy et le second membre Yy sont donnés par

JL '7[>)< Einc
T 0
’7 X EinC
X == et y g
LT ML Lr 79< Hinc
M7 v Hine

De méme, le probleme ([3.1.5) décomposé s’écrit :

(ULt , Zrr(00,00,80,61)X07) . = Ut , Yir(ao,B0)) « (3.1.8)

1
YUILT = (uL,uT,vL,vT)T € (HH 2(divp0, T') x VC(F))Z,

avec
N
0 a 0 0
ZLT(OZ(),O[l,BD,/Bl) = Z 0 Oe ﬁf 0
=0 0 0 O BE
. 0 D' D'y
0 0o Mg E
Zo T+ i 2 ’
LT (_1%£+1 Id (_1;”1 Id 0 0
_{)e+1 —1)¢+1
( % d ¢ ; Id 0 0
a 0 0 0
0 a 0 0
Yrr(ao,fo) = 0 00 Bo 0 i
0 0 0 B



3.1 Les formulations pour le probleme de Maxwell

Les champs Eo et Hyo se calculent via (3.1.3)) :

Etot ’Qo
Etot ’Ql
Htot ’Qo

Htot ’Ql

Lorsque

on a ZLT(l,l,l,l

Einclo, — SCO(ML + M7, siwp(IJF + JT))
SCH(ME + M7, siwpy (JF +IT))

Hinclo, — SCO(—=JL — 37 siweog(ME + MT))
SCH(—=JL — 7 siwe (ME +MT))

ag=a1=Fy=p =1

nel (3.1.8]) est équivalent au probleme variationnel (3.1.7)).

Preuve

€ Hyy(rot? ),
S H(I‘OtZ,Ql),
€ Hiye(rot? ),

€ H(rot? Q).
(3.1.9)

) = Zrr et Yor(1,1) = Yrr. Par conséquent, le probleme variation-

Montrons les simplifications du probleme (3.1.7)). D’apres les propriétés et ,

comme u?, vF, JL et M appartiennent & Hnii(dinO, I'z), on a, pour £ € {0,1},

¢l (%) = ¢t (M) = (u", ct (3M/7))

X

55

= (v, ¢t (MHT)) —o.

X



CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

3.2 Les formulations pour le probleme courants de Fou-
cault

Sous ’approximation courants de Foucault, les densités de courant surfaciques J et
M sont nécessaires mais ne sont plus suffisantes pour le calcul des champs électrique et
magnétique. En effet, le calcul du champ électrique, respectivement magnétique, néces-
site de connaitre la trace normale du champ électrique, respectivement magnétique.

Nous présentons dans cette partie trois formulations de la littérature. La premiere est
proposée par Hiptmair et al. dans [35] [34] et repose sur le découplage du probléme varia-
tionnel en deux sous problemes. Le premier, dont les inconnues sont J et M, est proche
du probleme variationnel de la formulation obtenue via la décomposition de Helmholtz-
Hodge dans la partie 2.1.3] Le second permet le calcul de la trace normale du champ
électrique. Le champ magnétique est ensuite calculé a partir du champ électrique. Les
deux autres formulations sont proposées par Rucker et al. dans [52] et I'une des deux
est reprise par Ming dans sa these [40]. Elles consistent a poser un probleme intégral
dont chaque ligne fait intervenir soit des contributions extérieures, soit des contributions
intérieures. C’est a ce titre que I'on parle ici de formulations découplées. Cependant les
différentes lignes du systéme restent couplées par les inconnues surfaciques. Dans le pre-
mier cas, on obtient un probleme de trois équations a trois inconnues a partir desquelles
on peut résoudre une derniere équation pour obtenir la quatrieme inconnue. Dans le
second cas on pose et on résout un systéme a quatre équations et quatre inconnues.

3.2.1 Formules de représentation intégrale

On se place sous les hypotheses [(HO)|, [(H1)], [(H2a)] ainsi que ’hypotheése courants
de Foucault |(H3), On rappelle que sous ces hypotheses les nombres d’onde associés a
I’air et a la piece prennent les valeurs suivantes :

Ry = 0,
k1 = (=siwpror)/? #£0.

Sous les hypotheses [((HO)| [(H1)| et [(H2a)| les champs (Eiot,Hiot) € Hioc(rot, R?) x
Hy,.(rot, R?) vérifient (1.3.5). Lorsque I'on impose de plus I’hypothese I’énergie
associée au champ électrique est seulement mesurée par son rotationnel, ce qui impose

Eiot € Wiee(rot, R3) (cf. partie [2.1.4)). Le champ Eyo appartient donc & Wiy (rot, R?)

et on a vu qu’il vérifie (1.3.13]) avec la jauge (1.3.12)). La solution Eiy du probleme
(1.3.13]) vérifie les hypotheéses du théoréeme on a donc

A0 E dans ),
Eine — SC (V) Etot, Y Etot nErot) = { 0 ot dans 9(1) (3.2.1)
et
At 0 dans €,
SC (Y% Etot YN Etot TnEtot) = { E.: dans Q(l]- (3.2.2)
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3.2 Les formulations pour le probléme courants de Foucault

De méme, la solution Hiot du probléeme ([1.3.14)) vérifie les hypotheses du théoreme
donc

—~0 H dans €,
Hine — SC (75 Hiot ¥ Heot, Y Heot ) :{ g 9(1) (3.2.3)
et
oAl 0 dans g,
SC (WthotaW}VHtotaVthot) - { Htot dans Q(l) (324)

Remarque 3.2.1. Comme k1 # 0, Eyor, et Hyo vérifient Ihypothése du corollaire[2.2.1|[H
on peut aussi utiliser les expressions simplifiées de (3.2.2)) et (3.2.4]) permettant d’expri-
mer la trace scalaire vn @ partir de la trace vectorielle ~yp. Cependant, cette version
ne nous permet pas de poser toutes les formulations présentées ici. En revanche, on ne

peut utiliser les versions simplifiées de (3.2.1)) et (3.2.3) car ko = 0 sous l'approximation

quasi-statique.

Comme pour le probleme de Maxwell, on applique différentes traces aux formules de
représentation intégrale. A partir des conditions de transmission, les traces tangentielles
des champs sont remplacées par les densités de courant surfaciques J et M. De méme,
la trace normale des champs électrique et magnétique est remplacée par les densités de
charge surfaciques, électrique et magnétique, respectivement définies par

1
E()n = ’VgEtota € Hi(r)’
1
Hy, = 7OHi, € Hz(I).
On rappelle que
_1
J = —%H = —vLHio, € HH *(divr, I),
1
M = Y)Ewt = 7 Eot, € H) *(divr, T),

ce qui implique, d’apres ((1.3.11)),
’Y?\/‘Etot = siwqu, 7}VEtot = siwulJ.

Comme, Ji,c est a support dans 'ouvert borné Qi et 0Que NI = @ alors, Jine =0 au
voisinage de I' et donc (|1.3.11]) implique que

'Y?VHtot =0, ’Y}thot =o1M.
D’apres (1.3.14), poy2H = pu1y:H donc

’lelH = @HOn-
H1

Et enfin, comme Ji,. = 0 au voisinage de I', (1.3.13]) implique que V x V X E¢ot]q, =0
au voisinage de I', on en déduit, d’apres la propriété m que divp (fy?VEtot) = 0 et donc

_1
que W%Etot € H i 2(divr0, I'). L’expression de J en fonction de v?VEtot et ’y}VEmt,
e ~1.0 s —1.1
J = (siwpo) " YnEior = (siwpr) ™ vy Eiot,
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CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

1

implique que ’y}VE et J appartiennent a H I 2 (divr0, T"), sous 'approximation quasi-
_1

statique. On notera J = JL ¢ H|| 2(divp0, I') ou le L reprend les notations de la

décomposition en fonctions Loop et Tree. Finalement, comme x; # 0, la propriété (2.2.5))

1
implique que 7.E = ?divr('ﬁvE) = 0. On applique maintenant les traces extérieures

1
7%, A% et 70 & BZT) et (B23), les traces intérienres v, vY et 7. & B22) et G2).

Ensuite on remplace les traces des champs Ei; et Hiot par leur expression en fonction
de J¥, M, E,, et Hy,,. On rappelle que d’apres la propriété CtIl =0et CLIF =0
pour ¢ € {0,1}.

— Les traces extérieures v, ’y(]]\, et 79 respectivement appliquées & donnent

1 ) ~
Y Epe = (21d + BQ) M + siwpioAY (JF) +CY (Eon) (3.2.5)
1
YA Eine = CY% (M) + siwug (21d + BQ) JL, (3.2.6)
. 1 ~

VoEine = BY (M) + siwpgAS (I) + (21d +cg> Eon. (3.2.7)

— Les traces intérieures v, 'yjlv et 7. respectivement appliquées & (3.2.2]) donnent

1
0 = (_2101 + Bi) M + siwpr AL (IF), (3.2.8)
1

0 = (—siwpior AL +CL) M + siwpy (—QId + Bi) JL, (3.2.9)
0 = B} (M) +siwu AL (J5). (3.2.10)

— Les traces extérieures v, 'y(]]\, et 70 respectivement appliquées & (3.2.3]) donnent

1 ~
YV Hp = <—21d — BQ) JE+CY (Hop), (3.2.11)
Y3 Hine = 0, (3.2.12)
1 ~

WOHpe = —BY(IF) + <2Id +62) Hy,. (3.2.13)

— Les traces intérieures v, ’y]lv et 7. respectivement appliquées & (3.2.4)) donnent

1 ~
0 = <2Id — Bi) JE 4o AL (M) + %c; (Hop) , (3.2.14)
1
0 = siwpor Al (J5) + o1 <—21d + Bi) M, (3.2.15)
1 ~

Il est possible d’obtenir différentes formulations quasi-statiques en combinant ces équa-
tions intégrales de surface.
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3.2 Les formulations pour le probléme courants de Foucault

3.2.2 La formulation Hiptmair

La formulation proposée par Hiptmair et al. dans [35], 34] permet de résoudre un
probléme variationnel dont les inconnues sont J* et M, puis de résoudre un deuxieme
probléme permettant de calculer Eg, & partir de J* et M. Ces trois inconnues sont ici
nécessaires et suffisantes pour calculer les champs E et H dans 2y et ;. Le raisonne-
ment pour poser le probleme intégral est similaire a celui de la formulation PMCHWT.
En effet, on applique les traces v, et vy aux formules de représentation intégrale (3.2.1))
et . La différence par rapport a la formulation PMCHWT réside dans le fait que
la formule ne peut étre simplifiée puisque kg = 0. Ainsi, on voit apparaitre ’in-
connue supplémentaire Eg, et c’est pourquoi on applique la trace v, a .

Le probleme intégral est posé a partir de la somme des équations (3.2.5)) et (3.2.8),
de la somme des équations ([3.2.6) et (3.2.9)), respectivement multipliées par (siwpg)
et (siwpy)™!, et de ’équation (]S_ZJ) En rappelant que v Hi,e = —(sz’w,uo)_l'y?VEinc,
on obtient le probleme intégral suivant :

ZpXy = Vo, (3.2.17)
avec . §
_ ZVV  ZVS _ X _ Yy
ZH = Z"’gv Z"’I;S ; XH - ~Z ) yH - Z
2y 2y Xy Vir
et plus précisément
v | sw (koAY + piAL) BY + B}, ~vs | CY
2y = 0 1 1 5 q0  sipl |0 CH = ’
_BX — BX 0'1./4>< + T}LOCX + o.TLlCX 0

~ ~ 1 ~
ZY = [siondl BY). 2= [j1a+C),

Vo JE S — (Bon}, V= 7Y Eine V5 = {1 0Eme )
H — M 9 H — onf H — 7(>J<Hinc 9 H — 711 nc | -

Les équations vectorielles (ggvz\? I‘{/ —{—ZVES X EI = )Nig) du probleme intégral ((3.2.17)) étant

_1 1 _1
dans H| 2(divr0, I') et H, ?(divp, I'), on peut choisir les espaces H, 2(divr0, I') et
H H_i(divr, I') comme espace test par la relation de dualité (-, -),, ce qui nous donne le

probléme variationnel suivant
{25V 2+ Z55%5) = (U %) (3.2.18)
X X

1

(divr0, T) x H, *(divp, T).

_1
2

YUy = (u"v)" € H,

_1
2

Comme u” € H|| (divr0, T'), la propriété 2.2.2| implique que

<uL ,C° (E0n)>X ~0.
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CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

L’inconnue Eg,, est donc supprimée et le probleme variationnel (3.2.18]) devient
(i 25" %) = (W D),

~ -1 -1
YUy = (u"v)" € Hy* (divr0, T) < H * (divr, I).

L’inconnue Eg,, est obtenue en un deuxieme temps par la résolution de ’équation scalaire
du probleme (3.2.17) que 'on écrit sous forme variationnelle via le produit de dualité

<','>13

2

<1/71§ 25V + ZESQ?E> - <ﬁ,§ : 37§> Vue H3(T) (3.2.19)

SIS
[SIES

ou plus précisément

<u : (;Id +52) Eon>1 = (u, = B (M) = siwpo A} (3) +90Binc) 1, Vu € H(D).
3
Finalement on peut calculer les champs Eiqt et Hio via
Bty = Bincla, — SC (M, sitwjid”, Eoy) € Wige(rot? ),
Eiotlo, = S\él(M, siwp J©,0) € W(rot2,Qy),
Hilo, = Hinclo, +SC (3%, 0, (siwpio)~'diveM) € Higo(rot? ),

Hiotlo, = 561(—']]:7UlM,(—Siwul)_ldiVFM) € H(rot> ).

3.2.3 Les formulations découplées

Les formulations que nous appelons découplées consistent a poser un probleme in-
tégral dont les inconnues sont J©, M, Eg,, et Hy, qui est composé d’équations choisies
parmi les traces des formules de représentation intégrale —. Contrairement
aux formulations précédentes, on ne somme pas ces équations ce qui permet de travailler
avec un systeme dont chaque ligne fait intervenir soit des contributions extérieures (),
soit des contributions intérieures (£21). On présente ici deux versions de ces formulations
proposées par Rucker et al. [52]. La premiere consiste & poser un premier systeme dont
les inconnues sont J*, M et Hy,, ainsi qu'une équation d’inconnue Eg, qui dépend des
inconnues du premier systeme. La résolution s’effectue donc en deux temps, la résolution
du systeme puis la résolution de I’équation. La seconde consiste a poser et résoudre le
systeme dont les inconnues sont J L M, Eq, et Hy,.

Une formulation a trois inconnues

Un premier systeme est posé a partir des équations (3.2.11)), (3.2.8)) et (3.2.16) qui
font intervenir les inconnues J*, M et Hy,. Apres la résolution de ce systéme on peut
obtenir Eq,, a partir de ’équation (3.2.7)). On pose alors le probleme intégral suivant :

ZonXa = Va1, (3.2.20)
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3.2 Les formulations pour le probléme courants de Foucault

avec v ~
- ZVV.  ZVS ~ X ~ Yy
Za = nglv 2%15 , Ao = j;l ; Vi = f;l
dl dl dl ydl
et plus précisément
Zvv —3ld - BY 0 Vs C3
T siwm AL —3ld+BL [0 ! 0|’
- ~ 1 -
ZY =18 o), 25| (cuea)],
1

~ JL ~ ~ 0H. ~
B={y ) -y, W ={ L 55
Ainsi que I’équation intégrale

(;m + 52) Eo;, = Y0 Einc — siwpo A (I) — B (M). (3.2.21)
Les équations vectorielles (2{/ Vé?lv —|—Z~¥ S 2’?15 = J7¥ ) du probléme intégral étant
dans H H_%(din, I'), on peut choisir 'espace H H_%(din, I') comme espace test par la
relation de dualité (-, -),. L’équation scalaire (Z3VXY + 255x5 = YP) étant dans
H 7%(1“) on peut choisir l'espace H %(F) comme espace test par la relation de dualité
(-, 1. Ainsi on obtient le probleme variationnel

(uy  Zyvay + 2U5xF) =
X
(up , Z5v xy + Z55x5) | =

1
2

oy, ")
ug , vy

. (3.2.22)

1,
2

_1 _1
vul = (uv)T € H *(divy, T) x H, *(dive, T)  VUF =u e H2(T).

Puis (3.2.21)) étant dans H_%(F) on la teste dans H%(F) :

<U ) <;Id + 52) E0n> = <U ) VgEinc - siwqug (JL) - Bg (1\/I)>l Vv € H%(F)’
) 2

2

Finalement on peut calculer les champs Eio et Hio via

Buotloy, = Bincloy — SC (M. siwpiod", Eon) € Wine(rot? Q).
Eiot|o, SVCI(M, siwp1J,0) € W(rot2,Qy),
Hiotlog Hinelo, — S'VCO(—J, 0, Hon) € Hy,(rot?Q),
Hiot|, S‘vcl(—']y UlM,%Hon) € H(rot? ).
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CHAPITRE 3. Tour d’horizon des formulations intégrales existantes

Une formulation a quatre inconnues

A partir des équations (3.2.5), (3.2.14), (3.2.13) et (3.2.7), qui font intervenir les
inconnues J¥, M, Eo,, et Hy,,, on pose le probléme intégral suivant :

2% = Vs, (3.2.23)
avec N B _ -
s_lavoas] S [ 5 _[¥
2 = ESV 255 ) 2 = =9 3 y2 - S5
2 2 29 Vs
et plus précisément
Ho A1
svv_ [ 3ld=B, oA ZVS _ mCx 0
2 S’iw,LLQA?( %Id + Bg ’ 2 0 C~(>)< ’
~sv B 0 S | A1d+C0 0
22" = | siw A2 BY | 2y = 1 50 |
uo A, by, 0 2Id +C,

~ JL
vV _
w-{ N}

H() = ~ ,-YOH.
x5 = n ’ vV _ , S _ { n—++inc } .
{ Eon } y2 { 79< Einc } yz VgEinc

Les équations vectorielles (ZYV XY + ZY X5 = YY) du probleme intégral (3.2.23) étant
1 1

dans H” 2 (divp, T'), on peut choisir 'espace HH 2(divp, T') comme espace test par la

relation de dualité (-, -) .. Les équations scalaires (ZSVXY + Z55X5 = P$) étant dans

H 7%(F) on peut choisir 'espace H %(F) comme espace test par la relation de dualité
(-, +y1. Ainsi on obtient le probléme variationnel
2

_1
vUuy = (uv)' € H, 2

(uy , Zyvxy + Zy5x5)
(U, 25V 2y + Z555)

X

1
2

1
(diVF, F) x H, ? (diVF, F)

<u2V ’ y§/>>< ’

<Z/l§ 7 y25> (3.2.24)

1,
2

YUS = (up)T € H2(D) x H2(D).

Finalement on peut calculer les champs Eiqt et Hio via

Etot ‘QO
EtOt ‘Ql
Htot ‘QO

Htot ‘91

—0 )
Einc|Qo - 8C (M, SZWNOJL) EOn) S moc(I'OtQaQO),

SEI(M, siwp1J,0)
HinC‘Qo - :é\éo(_']) O) HOn)
5C' (-3, 1M, H,)
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Deuxieme partie

Recherche d’une formulation

intégrale adaptée aux applications
de CND
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Chapitre 4

Discrétisation
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La résolution numérique des probléemes variationnels présentés au chapitre précédent
nécessite leur discrétisation. C’est 'objet de ce chapitre. La premiere section présente la
discrétisation de la surface I', c’est a dire son maillage, ainsi que les espaces d’approxi-
mation définis sur ce maillage et construits a partir de fonctions de bases. La deuxieme
section présente les problemes discrets associés aux problemes variationnels présentés au

chapitre précédent.
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CHAPITRE 4. Discrétisation

4.1 Espaces d’approximation discrets

4.1.1 Maillage paramétré

Un maillage est une approximation I', de la surface I'. Pour notre étude nous tra-
vaillons avec des maillages conformes de surfaces fermées constitués d’éléments trian-
gulaires ou quadrilatéraux (mais non nécessairement des parallélogrammes, c’est-a-dire
non nécessairement affines) aux arétes droites [29]. Sous 'hypothese la surface I
est un polyedre lipschitzien donc on peut imposer I', = I'. Un maillage fermé est dit
conforme g’il vérifie les deux propriétés suivantes :

— Les intérieurs de deux éléments distincts du maillage sont disjoints.

— Toute aréte d’élément est une aréte d’un unique autre élément distinct.

Dans cette partie nous détaillons le cas d’un maillage d’ordre quelconque de quadrilateres,
ce choix étant généralement adapté a la discrétisation des configurations de CND. Le
cas d’un maillage de triangles est cependant traité dans I'annexe [Bl Pour définir notre
maillage on se donne une partition de la surface I'y,, composée de N, éléments notés Ky,
et telle que

Ne
T, = U K.
(=1
L’ensemble des éléments du maillage est appelé triangulation et noté

Th = {KE}E:L.‘.,NE :

On note K I'élément unité dans R? défini par le carré unitaire [0,1]% et Fy le difféomor-
phisme de K dans R3, tel que

vx € Ky, 3% € K tel que Fy(%) = x.

Le maillage I'y, est donc généré a partir de 1’élément unité K , appelé élément de ré-
férence, et des N, transformations Fy. En particulier, nos transformations F, sont des
interpolations de Lagrange de points fixés sur chaque élément du maillage appelés neuds
du maillage. Afin de les exprimer explicitement, on introduit la définition d’un espace
polynomial et des polynomes de Lagrange :

Definition 4.1.1. On définit Q comme étant l’espace des polyndomes définis sur [0,1] @
valeurs dans R, de degré inférieur ou égal a k,

k
Qp = Z o; b
=0

La dimension de ’espace Qy, est (k+1).

Definition 4.1.2. Soient 55,...,5,‘?, k 4+ 1 points définis sur [0,1], distincts 2 a 2. Les
polynomes de Lagrange associés a4 ces points sont les polynomes définis par

Toe—g
HOE| ﬁ,()gjgk:.

k —_— .
i=0,i#j 5j (
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4.1 Espaces d’approximation discrets

Propriété 4.1.1. Les polynomes de Lagrange vérifient les propriétés suivantes :
1. lé“ est de degré k pour tout j =0,....k;
2. 1K(eF) = 6; 5 pour tout i,j = 0,... )k ;

3. lensemble {lé-“}?zo forme une base de Qy.

Notons ij, 0 <i,j <k,les (k+1)? nceuds d’un élément quadrilatéral K, on impose
a la transformation F; qui lui est associée,

Fo(&f &) =N, 0<ij<k

On note X := (1,72) les coordonnées sur K dans la base canonique {€),65} de R2.
La transformation F, d’ordre k, qui a tout point X sur K fait correspondre le point
x = Fy(X) sur Ky, s’exprime alors

k

Fo(X) = > 1F (@)l (@2)N;.
i,j=0

Pour la suite, nous devons définir certaines propriétés du difféomorphisme F,. On définit
la base des vecteurs tangents a la surface décrite par K, par

{@‘Fz _ aFé(X)} ‘
1=1,2

0%;
On définit de plus la matrice jacobienne
DF, := [0,F,0,F],
le jacobien, c’est-a-dire I’élément d’intégration surfacique sur Ky,
o = ||01Fy x BoF ||
et la normale unitaire sur K,

. /8\1Fg X é\QFg

ny:

Les sommets du carré unité sont donnés par
Si = (00), S = (1,0),
Sy = (1,1), Sq4 = (0,1).

On note a; aréte sur laquelle Zo = 0, a l'aréte sur laquelle ; = 1, a3 laréte sur
laquelle o = 1 et finalement, a4 I'aréte sur laquelle 1 = 0 et on oriente les arétes dans
le sens direct, on a donc
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ou l'ordre d’apparition des sommets donne le sens de l’aréte voir figure [£.I] Sur un

élément Ky, les arétes correspondantes sont notées af avec a =Fy(a;),i=1<1i<4.

Les normales unitaires aux arétes a , dirigées vers lexterleur de 1’élément, notées ﬁi

s’expriment de la maniére suivante :

) - ny X 51Fg Y, N 52]?5 X 1y
na1 = = na2 = =
|01 F | |02F |
¢ Iy X é\ng ) i 52]_:‘@ X 1y
as — T A na4 = — =
|01 Fy| |0oF |

L’élément d’intégration linéique est |01 F,| sur af et af, |02F| sur af et af.

~ as ~
Sy S3
o ¢ »
@y Y [/(\' N\ Qo

AN

&l ¢ 4 .?

S N Sy
ai

FIGURE 4.1 — Sommets et arétes sur ’élément de référence K.

La conformité du maillage est assurée par la propriété suivante :

Propriété 4.1.2. Soient deux éléments K, et Ky d’aréte commune agp et de transfor-
mations respectives ¥y et Fp. Si on choisit 5(’)“ = 0, fllj =1 et si les k+ 1 neuds de
Uarréte agp sont identiques sur Ky et Ky alors, en tout point x de agp, de coordonnées
paramétriques Xy sur K; et Xp sur Ky, on a

Fy(X¢) = Fo(Xe) = x.

Autrement dit, on a coincidence de 'aréte entre deux éléments adjacents. Cela est di
au fait que la restriction de chaque transformation F & une aréte est un polynome de
Q. entierement déterminé par les k + 1 nceuds placés sur l'aréte. Par conséquent, si I'on
note ath et ath, les vecteurs tangents (non normalisés) & 'aréte agy sur Ky et K,
respectivement, alors on a de plus ’égalité

OiF(X¢) = £0,F ¢ (Xp),

ou le signe varie selon 'orientation locale de Ky, et K.
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4.1 Espaces d’approximation discrets

Pour notre étude nous nous restreignons aux transformations d’ordre £ = 1 pour
lesquelles les noeuds sont les sommets des éléments du maillage. Cependant, les résultats
présentés peuvent directement étre étendus & une transformation dordre k£ > 1. On
note Sf =Fy(S;), i =1 < i < 4, les sommets de 1’élément K, numérotés dans le sens
de parcours direct et de telle sorte que (S;S2 x S1S4) soit dirigé vers l'extérieur de la
surface fermée. La transformation d’ordre k& = 1 est obtenue en choisissant

On a alors
Ngo = Sl{’ N?O = ng Ngl = Sév Nf)l = Si

et
Fo(X) = (1 —71)(1 — 2)ST 4+ Z1(1 — Z2)S5 + 717285 + Zo(1 — 71)S4.

Sy
Se , Ss ( :
4 S 3\
K1 § [\)2
A\ 4 (zj ﬂP
a% ai
1 2

%

Sl Sd

FIGURE 4.2 — L’aréte globale a; = (55,55) correspond aux arétes locales alal = F1(a2)
et atal = —Fo(ay).

Quelques notions de connectique. Sur le maillage ['j, on assigne a chaque sommet
un numéro global et on donne la relation

7:9 = S(Y’l 76)

qui a tout sommet global S;, € I'y, 1 <1y < Ng avec Ng le nombre de sommets de I'p,,

associe le sommet local Sfl = Fg(gil), 1 < i; < 4, sur 'élément K. Les numéros des
arétes globales de I'j, sont donnés par la relation

jg - A(]hg)

qui a toute aréte globale aj, € I'p, 1 < j, < Ny avec N, le nombre d’arétes de I'p,
associe 'arréte locale a?l = Fy(aj), 1 < j; <4, sur 'élément K. Soit I'aréte locale af
sur I’élément Ky, associée a 'aréte globale a4 et orientée du sommet local Sfl vers le
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CHAPITRE 4. Discrétisation

sommet local Sé, respectivement associés aux sommets globaux S, et Sy,. On introduit

le coefficient
¢ | 1 sigo> g,
U= { —1 sinon, (4.1.1)

traduisant la correction de l’orientation locale de 'aréte af sur ’élément K, qui ne
coincide pas nécessairement avec l'orientation de l'arréte globale a4, voir figure

4.1.2 Fonctions de base et espaces d’approximation

Pour discrétiser un probléme variationnel, I’espace des inconnues ainsi que ’espace
test doivent étre approchés par un espace discret que 'on appelle espace d’approzima-
tion. Cet espace est un sous espace vectoriel de dimension finie engendré par une famille
de fonctions que ’on appelle fonctions de base. Nous donnons ci-apres les espaces d’ap-
proximations nécessaires pour résoudre les différents problémes variationnels présentés
au chapitre précédent. Comme précédemment, les fonctions de base présentées sont don-
nées pour un maillage de quadrilateéres et les fonctions pour un maillage de triangles se
trouvent en annexe

L’espace d’approximation de H 7%(1“) est I’espace défini par
uk:{weH%am;MKeﬁywzen} (4.1.2)
avec ]76‘ = Qo x Qp. Soit x = F(X) € K C I'y,, on définit les fonctions de base de ng par

~ [ px) sixe Ky,
proFo(X) = { 0 ailleurs,

ou la fonction de base ¢ € 1761 est définie sur ’élément de référence par
PX) =1, X€K.

Le support d’une fonction ¢, associée a un élément Ky est I’élément K, lui-méme. On
appellera ces fonctions, fonctions scalaires, dans la littérature on rencontre parfois le
terme de pulse functions [40]. La famille {¢;};=1,.. n., o N est le nombre d’élément K,
du maillage I'y,, est alors une base de V(’}.

_1
L’espace d’approximation de H I ?(divp, I')  est l’espace défini par

1

Vi, = {u € H| *(divr, I'); JDF lu|g e V!, VK € 771}

avec

Vi = (@1 x Qo) &1 @ (Qo x Q1) €.
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-
* e o é
075 - s = E0,75
-éo.s . t%o,s
Eozs . Eo,zs
0 A 0
>
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FIGURE 4.3 — Fonctions Rooftop sur le carré de référence, assocides aux arétes a, & ay
de gauche a droite puis de haut en bas.
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FIGURE 4.4 — Fonction Rooftop globale associée a une aréte.

Les fonctions de base i € V" sont définies sur I’élément de référence par

41(X) = (32 — 1)és,

uy(X) = z1ey,

u3(X) = 7262,

Au sens des moments, les degrés de liberté associés & ces fonctions de base sont définis
uniquement sur les arétes par Nédélec dans [45]. Par abus de langage, on associe la
fonction u; a l'aréte a;, voir figure 4.3l De la méme maniere, les fonctions de base de
u; € Vc}fiv associées aux arétes globales a; de I', sont données par la combinaison

w)= Y o <u§oFﬁ(§<)) (4.1.3)

{(G.0; i=A0GL0)}
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CHAPITRE 4. Discrétisation

avec j le numéro local sur I’élément K, de ’aréte globale a; d’orientation locale a? (4.1.1))
et DF, (%)
X ~ /A
Y ——Z2ou;(X sur Ky
woF®={ gm I |
0 ailleurs.
Le support d’une fonction globale u; associée a 'aréte a; est la paire d’éléments par-
tageant cette aréte, voir figure M Les fonctions locales u§ sur K, sont donc données

explicitement par

0 Fy(R) = s (72— 1) 2P R),
uh o Fy(R) = ﬁ@a O1F (%),
uh o Fy(X) = ﬁfﬁg BF (%),
! o Fy(R) = ﬁ(@ —1)HF(R).

Les fonctions u; ainsi définies imposent la continuité normale a travers les arétes du
maillage ([u; - ng,]a, = 0) et sont dites Hdiv-conformes, voir figure La famille
{wi}i=1,. n,, ou N, est le nombre d’arétes du maillage I'y,, est alors une base de foiv. Ces
fonctions appartiennent a la premiere famille de Nédélec de classe Hdiv [45] et sont appe-
lées fonctions Rooftop [31] ou fonctions de Raviart-Thomas [50]. L’article de Graglia [32]
détaille la construction lagrangienne de ces fonctions.

I P
075 ~025
fos fos
0.25 075
; i
0 |

FIGURE 4.5 — Composantes selon x; (& gauche) et x2 (a droite) d’une fonction Rooftop
globale associée a une aréte.

_1
L’espace d’approximation de H  *(rotr,I') est I'espace défini par
Vior = R(Vii)

ou R est 'opérateur de rotation défini par ([2.1.9). Les fonctions de base de V!, associées
aux arétes globales a; de I'y, sont données par la transformation

i = > o (v§ oFg(ﬁ)) (4.1.4)

{(,0; i=A30)}
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4.1 Espaces d’approximation discrets

vf oFy(X) =n’ x (u§ o Fy)(X).
Les fonctions v; ainsi définies imposent la continuité tangentielle a travers les arétes du

maillage ([v; X ng;Jq; = 0) et sont dites Hrot-conformes. La famille {v;}i=1 . n,, ot Na
est le nombre d’arétes du maillage T', est alors une base de VI,

4.1.3 La décomposition de Helmholtz-Hodge

La décomposition de Helmholtz-Hodge passe par I'introduction des fonctions dites
Loop a divergence surfacique nulle et de leurs fonctions complémentaires dites Tree. Au
niveau discret, cela se traduit par des combinaisons linéaires des fonctions de V" sur
I’6lément de référence K et des fonctions de Vé‘iv sur I'y.

Les fonctions de base uX € V" sont définies sur I’élément de référence par

4
Zf,ﬁA

avec
1 0 0 -1
~ 1 1 0 0
Li=| o 21 1 o
0 0 -1 1

et la fonction de base GT € V" est définie sur 1'élément de référence par
4
AT /A~ NN
u'(%) =) Tu;(%)
=1

avec .
T,=[1 11 1].

Par abus de langage, on associe les fonctions ﬁZL aux sommets S; et la fonction u’ a

'élément K , voir figures et Les fonctions de base Loop de Vc’{iv associées aux
sommets globaux S; de ', sont données par la transformation

4
ub(x)= > Y LjujoFy(X) (4.1.5)

{(j,0); s=8(j,0)} k=1

avec j le numéro local sur I’élément K, du sommet global S;. Le support d’une fonction
Loop uk associée & un sommet s est donc 1’ensemble des éléments dont s est un sommet,
voir figure Les fonctions Loop ainsi définies sont a divergence surfacique nulle. Les
fonctions de base Tree de Vgiv associées aux éléments Ky de I'y, sont données par la
transformation A

=2 T

k=1
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CHAPITRE 4. Discrétisation

Le support d’une fonction Tree ueT associée a un élément K, est donc I'élément K, ainsi
que I'ensemble des éléments qui lui sont adjacents (éléments qui partagent une aréte avec
Ky), voir figure

_1
Soit ’espace d’approximation de H I % (divr0, I') défini par

_1
2

V(]iliv() = {u € HII

(divp0, T'y); jDF_1u|K € 9’1, VK € 771} .

La famille {ulL }i=1....N., avec Ny le nombre de sommets du maillage I'y,, est génératrice
de V!fivo mais non libre. Si la surface approchée I'j, est simplement connexe, en suppri-
mant une fonction u” (généralement la fonction associée au sommet S Ng), la famille
{uiL}i:L,__,NS_l est une base de V!fivo. De méme, la famille {uiL}i:L_,_,NS U {u?}j:17_,_7Ne,

avec Ne le nombre d’élément du maillage I'y,, est génératrice de V:ﬁv mais non libre. On
rappelle que pour une surface simplement connexe, la formule d’Euler nous donne que

N+ Ng = N, + 2.
En supprimant une fonction u’ (généralement la fonction associée au sommet Syy) et
une fonction uZT, telle que le sommet Sy, ¢ Kp, la famille obtenue est une base de V!fiv.

On notera V!

; (g . s
comp | €space généré par les fonctions Tree c’est-a-dire

T T _ yh
span(uy , ..., Uy, 1) = Veomp-

On peut ainsi définir les matrices L et T qui permettent d’exprimer les fonctions de base
Loop et Tree comme des combinaisons linéaires des fonctions de base Rooftop :

Ng

ul(x)=> Liaus, s=1,...,N, - 1, (4.1.7)
a=1
Ng

uf (x) =Y Tyeug £=1,....No— L. (4.1.8)
a=1

Remarque 4.1.1. L’espace Vgivo peut étre construit d partir des fonctions de base de
Vespace VI, défini par

V= { € HY(Th); ¢l € {Qi1 x Q1}, VK € Ty},

selon la relation
Vh o =n x gradpVl.
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FIGURE 4.6 — Fonctions Loop sur le carré de référence, associées aux sommets S a Sy
de gauche a droite puis de haut en bas.
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FIGURE 4.7 — Fonction Tree sur le carré de référence, associée a ’élément lui-méme.
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FIGURE 4.8 — Fonction Loop globale associée & un sommet (a gauche) et fonction Tree
globale associée a un élément (a droite).
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CHAPITRE 4. Discrétisation

4.2 Probleme discret : description et implémentation

4.2.1 Discrétisation d’un probleme variationnel

Nous pouvons maintenant écrire la version discrétisée des formulations variationnelles
présentées au chapitre [3| L’idée est de chercher & obtenir une approximation de I’incon-
nue, définie sur la surface I, sur le maillage I'j,. Prenons le probleme variationnel ([2.3.17)),
I’inconnue

_1 _1
X = { );N } € H *(divr, I) x H *(divy, I)
X

h XJ(L] h h
X" = Xh € Vdiv X Vdiv'
X

peut-étre approchée par

Les inconnues X ]}\L, et X peuvent donc étre exprimées comme des combinaisons linéaires

des fonctions de base {up}p=1,. .~ (4.1.3) :

N

Xh(x) = > (Xn),w(x), VxeTy,
b=1

M) =

xhx) = (Xx)pup(x), Vxely,.

S8
Il

1

_1 _1
L’espace test du probléme variationnel (2.3.17)) est H|| ?(divp, I') x H|| 2(divp, I') donc

on peut choisir les fonctions de base {u;}¢=1,. n (4.1.3) comme fonctions tests du pro-
bleme discrétisé. Ici, les fonctions bases et tests sont donc les mémes. Soient

T = (uy,...,uy,ug,... ,uN)T, B =(uy,...,uy,uy,... ,uN)T,

le probléeme variationnel ([2.3.17]) discrétisé s’écrit

ZX =Y (4.2.1)
avec
XN
Z=(T,ZB),, X= , Y=(T,Y).,.
X ){>< X
Ainsi on a

2N
Zzitibxib =Y;, u=1,...,2N.

ip=1

Remarque 4.2.1. D’apreés la définition de la relation de dualité (-, ), , le résidu
res, =) — zxh
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4.2 Probleme discret : description et implémentation

est orthogonal a ’espace Vé‘iv engendré par les fonctions tests {u;}4=1 . n, c’est-a-dire
(T, resp), =0.

Ainsi le systéme discrétisé (4.2.1) correspond au systéme de la méthode des moments [39]
et l’espace d’approximation étant le méme pour les fonctions tests et les fonctions bases,
on parle de variante de Galerkin.

4.2.2 Problemes discrets et opérateurs matriciels associés
Le calcul des opérateurs matriciels et des seconds membres définis dans cette section
est détaillé dans I’annexe

Formulation PMCHWT
Le probleme discret de la formulation PMCHWT (3.1.2)) s’écrit sous forme matri-

cielle :

ZX =Y. (4.2.2)

La matrice Z est décomposée selon

z]  zM z{! z{M
Z= ZMJ ZMM + ZMJ  ZMM

avec, pour £ € {0,1},

. St
2} = sionehl, + S z/" ~ B,

) st
Z) = —BY, ZYM = siwe Al + ——CL.
Wity

Soient {us}1—1,. n C Vi Densemble des fonctions tests et {up}p—1, n C V% l'ensemble
des fonctions bases. Les opérateurs matriciels A, B, et C, sont définis, pour ¢ € {0,1},
par

(), = (o Aot
(5), = (5w,
(€4), = {uctw),

et sont explicités en annexe |C| Le second membre Y est décomposé selon
YJ
Y
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CHAPITRE 4. Discrétisation

avec
(YJ)t = <ut ’ 7gEinC>>< ’
(YY), = (u,7%Hic),
qui sont explicités en annexe [C] L’inconnue X est décomposée selon
XJ
X

et les densités de courant surfaciques approchées J* et M” sont calculées via

N

Jhx) = Z(X‘])bub(x), Vx € I'y,
b=1

=
®

I
WE

(XM)bub(x), Vx € I',.

S8
Il

1

Formulations pondérées
Le probleme discret des formulations pondérées (3.1.5]) s’écrit sous forme matricielle :
Z(c,01,50,81)X =Y (a0, 50)- (4.2.3)

La matrice Z(«g,a1,50,81) est donnée par

Z(ag,a1,60,01) = Po(ao,B0) (Zo + Zg) + Pi(a1,81) (Zy + Z7)
ou
Pf(afaﬁf) = diag{aé:[de BZIdN}> le {071}7

(N étant le nombre d’arétes du maillage de I',) est la matrice de pondération et

. 0 CUTR]

—1)¢
2)R 0 J

la matrice faisant apparaitre les termes de masse. On définit la matrice diagonale par
blocs diag{D1, D2} par

D; 0
0 Dyl

diag{D1, D2} := [
Le second membre Y (ag,0y) est donné par

Y (ap,50) = Po(0,580) Y.

Les coefficients de Z, X et Y ont été détaillés pour le probleme PMCHWT et 'opérateur
matriciel R est défini par

(R)y = (ur , R(wp))
et est explicité en annexe [C| On remarque que si ap = a3 = fp = B1 = 1, clest-a-
dire si les matrices de pondération sont les matrices identités, on retrouve le probleme
matriciel (4.2.2). On a donc Z(1,1,1,1) =Z et Y(1,1) =Y.
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4.2 Probleme discret : description et implémentation

Formulations avec décomposition Loop-Tree

Le probleme discret de la formulation décomposée (3.1.7)) s’écrit sous forme matri-
cielle :
ZirXpr=Yrr. (4.2.4)
La matrice Zr est donnée par
Zir = (diag{Prr,Prr}) Z (diag{Prr, Prr})" = Zr10 + Zr71
oll
L
Prr= [ T } (4.2.5)

est la matrice de passage de Vgiv a Vgiv[)uvélomp et les matrices L et T sont respectivement

définies par (4.1.7)) et (4.1.8)). On obtient alors, pour ¢ € {0,1},

[ siw,ugAi’LL siw,ugAéLT Bi’LL BZX’LT 1
z siwpe ALY siwpe ASTT + ;—;IZCZX’TT B'* B,
LT = . .
—BQLL —BZX’LT szwsgAZX’LL sszgAéX’LT
0TL 61T . OrL . ¢rT i T
| —B3 -B3 siweg A siwegALT 4+ 2-CL
et
Y/r
. Y7
YLT = (dl&g{PLT,PLT}) Y = YML
YMr

ou les opérateurs matriciels ainsi que les seconds membres décomposés sont détaillés en
annexe [C] L’inconnue X7 obtenue est donnée par

XL
XJr
XMe
XMr

Xir = (diag{PLT, PLT})fTX =

Le probleme variationnel (3.1.8) de la formulation pondérée et décomposée s’écrit
sous forme matricielle :

Z1r(a0,01,80,61) X1 = Y p7(00,50) (4.2.6)
avec
Zir(ao,a1,60,61) = (diag{Pr7, Prr}) Z(ag,01,50,01 ) (diag{Prr,Prr})T
= Po(a0,50) (Zrro + Ziro) +Pi(ar,f1) (Zora + Zir,)
et

Y r7r(ao,po0) = (diag{Pr7,Prr}) Y(w,50) = Po(ao,b0)Y L7
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CHAPITRE 4. Discrétisation

Les coefficients de Z 1,0, Zr 1,1, X7 et Y 17 ont été détaillés pour le probleme précédent.
La matrice Zj . ,, £ € {0,1}, est décomposée selon

_1)¢+1
0 ) psRP],

#PLTRPIT 0

* J—
LT L=

et le terme P LTRPET est explicité en annexe

La formulation quasi-statique de Hiptmair

Le probleme discret de la formulation de Hiptmair (3.2.18)) s’écrit sous forme matri-
cielle : o B
ZyXg=Yy. (4.2.7)

La matrice Z H est donnée par
Zy = (diag{L,Pr7}) Z (diag{L,Pr}) "

avec Z définie par

5 _ | 5w (A% + mAL) B! + Bl
i ! “BY-B  miAl+3LCL+ ShCl
Finalement,
Siw (MOA(i,LL 4 MA1X,LL> B(>J<,LL 4 B1X,LL Bg’LT n le’LT
Zy=|  BUEoBYE Al AL
_BOX,TL _ le’TL U1A1X’TL UlAlx’TT I ic(i,TT 4 osi 1X,TT

wo w1

ou les opérateurs matriciels décomposés sont détaillés en annexe [C] Le second membre
Y et I'inconnue X sont donnés par

Y = (diag{L,Prr})Y, Xy = (diag{L,P;r}) "X

(0] 2 (E)

L’équation discrete de (3.2.19) s’écrit sous forme matricielle :

avec

1 ~
(2101 + cg) XEBorn — _BOXM _ sjwpgA2X L 4 YEor,
On rappelle que l'on est ici sous 'approximation quasi-statique donc les opérateurs
matriciels ainsi que les seconds membres prennent en compte les simplifications, eg = 0

et ail = 0, contrairement au problémes discrets pour les formulations de Maxwell.
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Les formulations quasi-statiques avec inconnues scalaires

Le probléme discret de la premiere formulation quasi-statique découplée ([3.2.22))
s’écrit sous forme matricielle :

ZanXar = Y. (4.2.8)

La matrice Z4; est décomposée selon

IR - B 0 CY
Zg = | siwmAl IR+ Bl 0
_BL oAl (—%I + 6}1)

Les opérateurs matriciels (~3X, A, B, et (~3n sont définis, pour ¢ € {0,1}, par

)., = (o on

).
oo i),

X

(Af‘>t5bs - < .

(Bf;)tsbs = <<Pts (@b, >§’

(éfl)tsbs - <‘pts Calen, >;’
Dip, = (Pres Pp)1

et sont explicités en annexe |Cl Le second membre Y4 est décomposé selon

YM

avec

M - 0
(Ydl)tv = <Vtv 7'7><Hinc>><
qui est explicité en annexe [C| et 'inconnue X4 est décomposée selon

XJ
Xy =| XM
XHOn
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Les densités de courant surfaciques approchées J", M" et Hgn sont calculées via

Ny

) = Y (X)), w,(x), VxeTy,
by=1
Ny

M'(x) = Z(XM)qubv(x), vx €Iy,
by=1
N.s

H,(x) = Y (XMn), g (x), YxeT
bs=1

Le probleme discret de la deuxiéme formulation quasi-statique découplée (|3.2.24)
s’écrit sous forme matricielle : o N
ZpXgo = Yo (4.2.9)

La matrice Zgo est décomposée selon

[ -IR-BL Al e 0
7 siwppAY  —3R + B 0 ) CY
-BY 0 31+ CY 0

siwpoAd BY 0 I+ Cc? ]

Le second membre Yz est décomposé selon

0

~ Y/

Yo = v Hon

YEOn

avec
(YJ)tU = <Vt1, y 79<Einc N
(YHon)ts = <<Pts anHinc>% )
(YEon)ts = <<Pts v'YgEinc 1

2

qui sont explicités en annexe [C] L’inconnue X 4o est décomposée selon

XJ
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et les densités de courant surfaciques approchées J", M", Hgn et Egn sont calculées via

J(x) = i(X‘])bvubv(x), vx €Ty,

M"(x) = Z (XM)bv w, (x), VxeTly,
by=1

Hp,(x) = ) (X7), o (x), Vx €T,

Ef,(x) = Y (XP), ¢, (x), Vx €Ty
bs=1

On rappelle que l'on est ici sous 'approximation quasi-statique donc les opérateurs
matriciels ainsi que les seconds membres font intervenir g9 = 0 et € = 0 contrairement
au problemes discret pour les formulations de Maxwell.

4.2.3 Calcul de la matrice d’impédance
Quadrature

Les intégrales que nous devons évaluer (voir annexe |C)) sont de la forme
Ity Z/ H (x¢,xp)dxpdx;
K JK,
avec K; et Kj les éléments test et base, respectivement. On a donc
In= [ | HERFR) DR TR
KJK

Ainsi on se rameéne a une intégrale double sur I'élément de référence que l'on peut
approcher par une formule de quadrature [57]. Soit

Nq
[ 1@~y 1€,
K iq=1

avec Eiq et W;, les points et poids de quadrature, respectivement. Ainsi on obtient I’ap-
proximation de Iy,

Ny N
Ly~ 3 HR(E,)FWE,) B(E,) TE,)a!,3,
ig=1jq=1

<t ~b . . ., oy
ot (§ ,@¢) et (£ ,@") sont les couples de points et poids de quadrature associés aux élé-
ments test et base, respectivement.
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La fonction H fait généralement intervenir le noyau de Green défini par (2.2.1)) :

exp(—sirg|x¢ — Xp|)

X; — Xp) 1=
e (Xt = X) A7|xp — Xp|
Quand les éléments K; et Kj ne sont pas disjoints, 'intégrale du noyau de Green ne
peut étre évaluée précisément par une formule de quadrature classique, du fait de sa
singularité en ||x; — xp|| 7! lorsque x; tend vers x,. Cette difficulté peut étre surmontée
en distinguant trois types d’interactions, définies par :

K;N K, =10, interaction disjointe,
K; = K, interaction confondue,
Sinon interaction adjacente (par sommet ou aréte),

avec K; et K les éléments test et base, respectivement. Le type de quadrature sur les
éléments test et base est défini en fonction du type d’interaction.

Interactions disjointes

Par définition des interactions lointaines, 'intégrale I}, est considérée suffisamment
réguliere pour étre estimée a l'aide d’une formule de quadrature classique. On opte ici
pour un produit cartésien de quadratures de Gauss-Legendre a p points, dont les points
et les poids de quadrature permettent d’intégrer exactement un polynome de degré au
plus (2p — 1) par rapport a chacune de ses deux variables. Lorsque les éléments test et
base sont disjoints, le noyau de Green varie peu et on utilise une formule de quadrature
a (2 x 2) points pour lintégration sur I’élément test et I’élément base. Ce choix est
raisonnable puisqu’il permet de prendre en compte correctement le degré des fonctions
de base.

Interactions adjacentes

Pour les interactions adjacentes par sommet ou par aréte, on utilise une formule
produit de quadratures de Gauss-Legendre a (2x2) points pour 'intégration sur ’élément
test. En revanche, pour l'intégration sur 1’élément base, on considere une formule de
quadrature a (4 x 4) points.

Interactions confondues

Les interactions confondues nécessitent d’utiliser une technique particuliere pour in-
tégrer la singularité en ||x; —xp||~!. Notre choix s’est porté sur une formule de quadrature
a (4 x 4) points sur les éléments tests associée a une quadrature polaire [54] & 4 points
selon 0 et p sur les éléments bases. Cette technique consiste a associer a chacun des
points de quadrature x; sur I’élément test une formule de quadrature en coordonnées
polaires sur 1’élément base.
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Quadrature polaire

Prenons x? = F(z1,22), l'un des points de quadrature sur I’élément test K;. L’élé-

~

ment de référence K est découpé en quatre triangles 7; de sommet commun S? de
coordonnées (z1,z), avec i = 1,... 4, voir figure

Placons nous maintenant sur le triangle de référence 7' de sommets Sy = (0,0),
Sa = (1,0) et S5 = (0,1). Soient (ff,wf)izl,m,pe et ( f,w})) i=1,..,p, 1es points et poids de

quadrature de Gauss-Legendre sur [0,1] selon 6 et p, respectivement. Les coordonnées
polaires (6;,p;) avec i =1,...,pg et j =1,...,p, des (pg X p,) points de quadrature Q;;
sur le triangle de référence T' sont définis par

(o - 5
pj = plerEy

ou la distance

o = \J(€)? + (1 - €02

est définie de telle sorte que les points de coordonnées (6;,p}
[S2,53]. Les points de quadrature @;; sont ensuite reportés sur les quatre triangles T},

) appartiennent au segment

de I'élément de référence K dont les sommets sont numérotés dans le sens direct en
commencant par leur sommet commun S?. Soient (z¥ ,mé“) les coordonnées cartésiennes
des points de quadrature ij d’un triangle T}, de sommets S¥ = S9, S¥ et S§ sont
données par
(xf,x;") = fr(p; cosb;,p;jsin ;)
avec
fe(u,v) = (1 —u—v)S¥ + uSy + vS%,

voir figure m Finalement, les poids wfj associés aux points ij sont définis par

k _ T max 0 p

Wij = 5/%’ Pjwi ;-
Remarque 4.2.2. La méthode employée pour passer outre les probléemes de singularité
est raisonnable pour les géométries présentées dans ce manuscrit. En revanche, pour des
géométries plus complexes il serait nécessaire de distinguer les types d’interactions en

fonction de la distance réelle entre les éléments.
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CHAPITRE 4. Discrétisation

FIGURE 4.9 — Découpe en triangle du carré de référence.

pgl(ll’
(1) freemeeesd .
Goeny  pee e N .
02 : 0 E
b, ! Q1,1( 1,,01) :
& 3

FiGURE 4.10 — Points de quadrature polaire sur le triangle de référence T pour p, =1
et pg = 2.
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Chapitre 5

Décomposition de
Helmholtz-Hodge et pondération
des équations relatives a ’air et a
la piece
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Pour la majeure partie des configurations de CND par CF, la piece est contro-
lée a basse fréquence or, la formulation PMCHWT souffre d’un bruit numérique pour
cette gamme de fréquences. Dans une premiere partie, ce phénomene est expliqué puis
contourné par la décomposition Loop-Tree. Cette décomposition est traditionnellement
employée pour les milieux diélectriques et nous étudions ici comment elle se comporte
pour les milieux conducteurs. Puis nous présentons le lien entre le systeme discret de
la formulation Loop-Tree pour les conducteurs et celui de la formulation de Hiptmair.
Dans une deuxieme partie, les formulations de la littérature qui ponderent les équations
relatives a lair et a la piece pour les milieux diélectriques sont présentées. Nous étudions
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CHAPITRE 5. Décomposition de Helmholtz-Hodge et pondération des équations
relatives a l'air et a la piece

ensuite de maniere empirique des formulations pondérées pour les milieux conducteurs.
Enfin, une troisieme partie présente les résultats obtenus pour les différentes formulations
présentées dans ce chapitre sur un cas typique du CND par CF.
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5.1 Décomposition de Helmholtz-Hodge et basses fréquences

5.1 Décomposition de Helmholtz-Hodge et basses fréquences

5.1.1 Le bruit numérique a basse fréquence

La formulation PMCHWT est réputée pour étre mise en échec lorsque la fréquence
est trop basse, en anglais on parle de low-frequency breakdown. Ce phénomene est 1ié a la
présence d’un bruit numérique dans I’équation intégrale en champ électrique (EFIE pour
Electric Field Intégral Equation en anglais) qui apparait lorsque la fréquence diminue [65]
74, 24, 27, 69, 47, 48]. L’EFIE est une formulation dédiée aux milieux parfaitement
conducteurs (voir annexe qui intervient dans les termes diagonaux Z77 et ZMM de
la matrice d’impédance Z du probleme PMCHWT discrétisé (4.2.2)). En effet,

z' = 7y + 7],
MM _  eomgJJ e1mgJJ
zZ o Mozo + M1 Zy
avec )
JJ . 0 ST ~0
ZO = ZEFIE = SZL«JM():A>< + 7C><'

weo

Comportement de ’EFIE a basse fréquence

D’apres l’annexe@, les opérateurs matriciels A, et C, sont donnés par les intégrales

(A1), = [ w0 [ w)gnx - X)dxax,

tb Iy Ty,

(Ci) ——/ divrut(x)/ divruy(x) gx, (x — x")dx'dx
r, r,

o

avec u; et uy les fonctions tests et bases définies par (4.1.3)) et £ € {0,1}. Ces intégrales
font intervenir le noyau de Green dont on rappelle la définition,

exp(—siky| R|)

14 1 =x—-x.
Rl , Lte{0,1}, R=x-—x

) (R) =

On parle de basse fréquence lorsque les parametres adimensionnels -1 et 79, respective-
ment définis par (L1.3.9)) et (L.3.10]), vérifient

M2 = Lko = Lwy/eopo < 1

ou L est la taille caractéristique de €21. Ainsi on peut écrire le développement limité de
gk, au voisinage de 0 :

1

(—sz'mo]R\)2 (—smo]R\)?’
Iro(R) = m

2 3!

(1 — siko|R| + ) + o((—sikg|R|)?). (5.1.1)

On en déduit que g.,(R) = O(1) ce qui implique que

siwppAY = O(w) et icg = Ow™).
wep
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— —300 [ 1 —
S & —100 -
g =
an) an)
3, i =,
[} 7400* g: | (oD}
Z g 150 .
2 sooll Mie (60) | £ o Mie (69)
s — EFIE (09) | 8 — EFIE (66)
% ------ Mie (¢¢) ?g —200| © Mie (¢9) .
—600 [ ——EFIE (¢9) | * . ——EFIE(¢9) | ©
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 0 [o} Angle 6 [o]

FIGURE 5.1 — SER bistatique pour une sphere PEC (cas test #1.1 avec Ngjep, = 864) a
une fréquence f =1 Hz (& gauche) et f = 100 kHz (& droite).

Il est alors clair qu’a basse fréquence le terme en Ag de Zgrg est dans le bruit numé-
rique du terme en C,, il n’est donc de fait pas pris en compte.

Pour le vérifier prenons une sphere parfaitement conductrice éclairée par une onde
plane, qui correspond au cas test #1.1 de I'annexe [E] discrétisée en 864 quadrilateres.
La section efficace radar (SER), définie et explicitée en annexe @I, est calculée par 'EFIE
pour deux fréquences, l'une considérée comme basse (1 Hz) et l'autre plus élevée (100
kHz), et comparée au résultat analytique obtenu avec les séries de Mie !. La figure
présente les résultats obtenus. On observe qu’a basse fréquence le résultat ne correspond
pas au résultat analytique, tandis qu’a 100 kHz on a un trés bon accord. Ce premier ré-
sultat permet de mettre en avant le phénomene de low-frequency breakdown pour 'EFIE.
D’autre part, la figure m présente le conditionnement de la matrice Zgr;g en fonction
du parametre h/\g, out h correspond a la taille moyenne des arétes du maillage de I'j, et

est défini par
b Aire(Ty)
B Nelem

ot Nejem est le nombre d’éléments du maillage de I'y,. On rappelle que \g = ¢o/ f donc le
parametre h/\g est proportionnel & la fréquence et a la taille des arétes du maillage. La
figure présente les résultats sur le conditionnement pour une fréquence f variant de
1 Hz & 100 MHz (pour faciliter la lecture I’axe des fréquences a été représenté en haut de
la figure). On observe que le conditionnement de la matrice Zgp;g se dégrade lorsque
la fréquence diminue ce qui peut aussi étre un frein a la bonne précision du résultat.

1. Le code utilisé est un code Matlab disponible en ligne [30] et obtenu & partir de [51, Ch.3].
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Fréquence [HZ]
10 10' 10% 10® 10* 10° 10% 107 108

2% B 0 1 11 11
10 —— EFIE
1017 | .
=
5]
g
[«5)
=]
S 1012 | .
%
g
3
107 | g
102 - L L -
10712 1079 1076 1073

h/Xo

FIGURE 5.2 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere PEC (cas
test #1.1 avec Nejer, = 864).

Comportement de PMCHWT a basse fréquence

Milieux diélectriques. Prenons dans un premier temps le cas des milieux diélec-
triques, c’est a dire les milieux pour lesquels o7 = 0. Dans ce cas on rappelle que 'on a
e1 = €. Ainsi, les blocs diagonaux de la matrice Z sont donnés par

Z’7 = Zppip+siop AL + ﬁclx,

1
MM _ & dAL sl
Z = MOZEF[E—I-SZ(,UElAX—i-wMCX.

De plus, le nombre d’onde associé au milieu diélectrique €2y vérifie

K1 = KO\/gil,UJr,l

et est réel. A basse fréquence, Lk, = ’yl’yg,/sfflur,l < 1 et on peut écrire, comme

précédemment, le développement limité de g, au voisinage de O :

(=siw1|R[)* | (=siri|R])®
2! 3!

s (R) 1= —

= (1-s
R < sik1|R| +

> + o((—sir1|R|)?). (5.1.2)

On en déduit que g, (R) = O(1) ce qui implique que

siw AL~ siwefAL = O(w),
st 1 st 1 _ -1
SCl o~ 2hck = W),
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A basse fréquence, le comportement des termes diagonaux Z77 et ZMM de la matrice Z
est donc similaire a celui de la matrice d’'impédance de 'EFIE.

Pour le vérifier prenons une sphere diélectrique discrétisée en N, = 864 quadrila-
teres, avec 57‘«{1 = 3,0, éclairée par une onde plane, qui correspond au cas test #1.2 de
I’annexe La SER est calculée par la formulation PMCHWT pour deux fréquences,
f=1Hzet f =1 MHz et comparée au résultat analytique obtenu avec les séries de
Mie. La figure présente les résultats obtenus. Comme pour la sphere PEC, on observe
qu’a basse fréquence le résultat ne correspond pas au résultat analytique, tandis qu’a 1
MHz on a un tres bon accord. Quant a la figure elle montre que le conditionnement
de la matrice d’'impédance pour la sphere diélectrique se dégrade de maniére similaire a
celui de la sphere PEC quand la fréquence diminue.

_60 ]
300 e |
oy g A 80 |
an) z an)
= 400 | =
g g 100 |
g : g
Z = £ —120) |
2 =500 ... Mie (66) 2 o Mie (66)
& — PMCHWT (60) || & 140l — PMCHWT (66)
w2 . 0] .
""" Mie (¢¢) o Mie (¢¢)
—600 |- — PMCHWT (¢¢) ol — PMCHWT (6¢)
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 0 m Angle 0 [o]

FIGURE 5.3 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec 5% =3,0
et Nejemn = 864) a une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f = 1 MHz (a droite).

Milieux conducteurs. Sil’on se place sous I’hypotheése que €)1 est conducteur, c¢’est-
a-dire que o1 > 0 alors
sio 1
€1 = af - —
w
et n’est plus réel. Ainsi, le nombre d’onde k1 associé au milieu conducteur est complexe
et vérifie
w

. 1/2
S101
K1 = W/ U1 <E(1i— > .

On ne peut donc plus affirmer qu’il tend vers zéro quand la fréquence diminue et on
ne peut plus établir le méme développement limité du noyau de Green g, que pour les
milieux diélectriques. Nous verrons au chapitre 7| comment obtenir un développement
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—— EFIE —— PMCHWT (o; = 0) —— PMCHWT (o = 10 MS/m)

Fréquence [Hz]
10° 10' 102 10® 10* 10° 10% 107 108

1022 - .

1017 - ]

1012 = ]

Conditionnement

107 |- 2

102 | | | N
10-12 107° 106 1073
h/Xo

FIGURE 5.4 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere PEC (cas
test #1.1 avec Nejep, = 864), diélectrique (cas test #1.2 avec 5;‘{1 = 3,0) et conductrice
(cas test #1.3 avec 5;{1 = 3,0, 01 = 10 MS/m et Neje,, = 864).

adapté pour les milieux conducteurs.

Les résultats obtenus pour les milieux conducteurs prouvent toutefois que le low-
frequency breakdown est toujours présent. Prenons la sphere conductrice avec 57‘1{1 =3,0
et 01 = 10 MS/m éclairée par une onde plane, qui correspond au cas test #1.3 de
I'annexe [E] discrétisée en 864 quadrilatéres. La figure montre en effet que la SER
calculée par le probleme PMCHWT & f = 1 Hz n’est pas précise contrairement a la
SER obtenue a f = 10 kHz. De plus, la figure montre que le conditionnement de
la matrice d’impédance pour cette sphere conductrice se dégrade de maniere similaire a

celui de la sphere PEC quand la fréquence diminue.

Remarque 5.1.1. Le manuscrit suit le déroulement chronologique de la thése. A ce
stade de la thése nous ne connaissions pas encore le comportement de la matrice Z pour
les milieux conducteurs qui, a notre connaissance, n’est pas décrit dans la littérature.
Cependant ce comportement a été obtenu plus tard via le développement asymptotique
du systétme PMCHWT et est décrit dans le chapitre[7
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CHAPITRE 5. Décomposition de Helmholtz-Hodge et pondération des équations
relatives a l'air et a la piece

—290 | .
_ : _—140 i
E o g |
¢ _310l 1 g i
5 310 £ 180
E - E
320 1 Zz —200 )
a3 ... Mie (66) 2 o Mie (09)
= 43| — PMCHWT (66) 920 | — PMCHWT (69) |
n — . — 0 .

------ Mie (¢¢) o Mie (¢¢)

— PMCHWT (¢¢) —240 || — PMCHWT (¢¢) :
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FIGURE 5.5 — SER bistatique pour une sphere conductrice (cas test #1.3 avec 5;‘4{1 = 3,0,
o1 = 10 MS/m et Ngjep, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f = 10 kHz (a
droite).

5.1.2 Décomposition Loop-Tree

Considérons le probleme PMCHWT avec décomposition Loop-Tree (4.2.4)) que 'on
notera LT, on rappelle que la matrice d’impédance Zr est donnée par

[ siwugAi’LL siw,ugAgLT Bt;’LL BKX’LT i
7 ! siwugAKX’TL siw,ugAQTT + %CKX’TT BKX’TL BZX’TT
M ; o -BYM siwegALEE siweg ASHT
I : -BYTT siwer ALY siwe AT 4 20T

Les termes associés aux opérateurs matriciels A, et C, sont découplés ce qui permet
d’éviter le bruit numérique observé lorsque la fréquence est trop basse. Pour le vérifier
reprenons les cas tests #1.2 et #1.3 traités précédemment.

Milieux diélectriques.

La SER de la sphere diélectrique est calculée par le probleme LT pour deux fré-
quences, f = 1 Hz et f = 1 MHz et comparée au résultat analytique obtenu avec les
séries de Mie. La figure [5.6) montre que l'on a un bon accord des résultats méme a la
faible fréquence f = 1 Hz. En revanche la matrice Zpr reste mal conditionnée pour les
milieux diélectriques comme le montre la figure Cette figure montre de plus que,
pour les milieux diélectriques, le conditionnement peut-étre amélioré en normalisant le
systéeme LT [I6], on note cette formulation normalisée LTN. Le systéme associé a cette
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—300 ] —60 ]
Z 320 1 & -s0 :
=, =,
5] )
& e
2 —340 1 2 —100 .
g g
2 o Mie (89) [ 2 o Mie (66)
= 360 — v | 8§ -120) — LT (69)
2 o Mie (¢¢) || o Mie (¢¢)
— LT (¢9) — LT (¢¢)
—380 ‘ ‘ —140 ‘ ‘
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FIGURE 5.6 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec 5?}1 =30
et Nejem = 864) a une fréquence f = 1 Hz (a gauche) et f = 1 MHz (a droite).

formulation est donné par
Zirn - Xprn = YLrN (5.1.3)

avec
Zirn =Ni-Zrr-Noy Xpry =No'-Xpr, Yirw =Ni-Yir.

Les matrices N1 et Ny sont les matrices de normalisation définies par

N; = diag{ry ' Idy, ,Idn,,nokg Td, ;nold g, (5.1.4)
et

N2 = diag{IdNL ,i/fOIdNT,UOIdNL,iUOHOIdNT} (5.1.5)

ou Ny, et Nr sont respectivement le nombre de fonctions Loop et Tree (4.1.6).
Pour comprendre comment cette normalisation permet de stabiliser et d’améliorer le
conditionnement de la matrice d’'impédance Zjp pour les milieux diélectriques, il est
nécessaire d’étudier le comportement de cette derniere. D’apres la remarque de

I'annexe [C| on obtient que

BL = 0@w? et BLT BIEBIT =0(1).

Le comportement des autres termes se déduit de leur développement en annexe [C] ainsi
que du développement du noyau de Green dans Qg (5.1.1) et dans ©; (5.1.2). Ainsi on
obtient, & basse fréquence (Lky < 1) :

OW) Ow) Ow?) 0@
z OWw) Ow™) 01 0@
Lr Ow?) 0O1) Ow) OW)
o@1) 01) Ow) 0w
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relatives a l'air et a la piece

——  PMCHWT (6 =0) -8 LT (6=0) —©-LTN (6=0)
—— PMCHWT (o = 10 MS/m) -8 LT (0 = 10 MS/m)

Fréquence [Hz]
10° 10t 102 10% 10* 10° 10% 107 108

1025 = .

1021 - ]

1017 = .

1013 - .

Conditionnement

107 .
¢ e ) e ')
105 | | | L]
10~12 10—9 106 103

h/ Ao

F1GURE 5.7 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere diélectrique
(cas test #1.2 avec 5;‘,{1 = 3,0 et Nejer, = 864) et conductrice (cas test #1.3 avec 57‘?71 =
3,0, 01 = 10 MS/m et Nyjep = 864).

De méme on obtient le comportement du second membre, lorsque la source est une onde
plane :

O(w)
Yir= é)’)(l))
o(1)



5.1 Décomposition de Helmholtz-Hodge et basses fréquences

Apres normalisation, le systeme (5.1.3]) a le comportement suivant :

0(1) Ow) Ow) 017 ( oW o)
ow) o) o) ow) | ] o | _| o 5.1
Ow) 0(1) o1) o) || o o) |- -
o) ow) o o ] | o) o)

Les blocs diagonaux de la matrice d’impédance est alors en O(1) et les autres blocs
sont en O(1) ou O(w), ce qui permet d’améliorer son conditionnement. Le mauvais
conditionnement est en effet lié aux problemes d’échelles selon w entre les blocs de la
matrice d’impédance. Le systeme normalisé a un conditionnement amélioré qui ne dépend
plus de la fréquence, voir figure La figure montre de plus que le résultat reste
précis apres la normalisation.

—300 ] —60 ]
5 320 Z 80 .
=, =
] ]
= =
2 —340 2 —100 -
3 3
8 o Mie (69) || = o Mie (66)
=360 —LIN(09) || § —120 — LTN (66)
@ o Mie (¢¢) [| o Mie (¢¢)

—LTN (¢9¢) — LTN (¢¢)

—380 ‘ ‘ —140 - :

0 50 100 150 0 50 100 150 200
Angle 6 [°] Angle 6 [°]

FIGURE 5.8 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec 512{1 =3,0
et Nejer, = 864) a une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f =1 MHz (a droite).

Milieux conducteurs

La SER de la sphere conductrice est calculée par le probleme LT pour deux fré-
quences, f = 1 Hz et f = 10 kHz et comparée au résultat analytique obtenu avec les
séries de Mie. La figure montre que 'on a un bon accord des résultats méme a la
faible fréquence f = 1 Hz. En revanche la matrice Zpr reste mal conditionnée pour les
milieux diélectriques et conducteurs comme le montre la figure

5.1.3 Lien entre formulation Loop-Tree et formulation de Hiptmair

Le systeme discret associé a la formulation proposée par Hiptmair peut se retrouver a
partir du probléme discret de la formulation PMCHWT avec décomposition Loop-Tree.
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FIGURE 5.9 — SER bistatique pour une sphere conductrice (cas test #1.3 avec 5;‘4{1 = 3,0,
o1 = 10 MS/m et Ngjep, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f = 10 kHz (a
droite).

Reprenons le systeme discret (4.2.4]) de la formulation LT donné par
Zip X =Yrr.

Pour un milieu conducteur, si on suppose que J7 est nul comme sous ’approximation
quasi-statique, on obtient

. ¢,LL ¢,LL ¢,LT
|| StwreA By B X7r Yo
> | -BYY siwe DM siweg AGHT XM | = | YMe
=0 0,TL . L,TL . LTT i ~0TT M M-
-B3 siwe A siwe AL + 5-CY XHr YT

Finalement si on suppose de plus que g = 0 et 5‘11 = 0 alors on obtient exactement le
systeme discret (4.2.7) de la formulation Hiptmair.

5.1.4 Bilan

Dans cette section nous avons vu que la formulation généralement utilisée pour traiter
le probleme de transmission d’un milieu conducteur par équations intégrales de surface
souffre d’un bruit numérique a basse fréquence. Ici, les applications visées sont des ap-
plications de controle non destructif par courants de Foucault, c’est-a-dire des milieux
conducteurs éventuellement magnétiques testés a basse fréquence. C’est pourquoi on
s’intéresse a la décomposition Loop-Tree qui est utilisée dans la littérature pour éviter le
bruit numérique a basse fréquence avec un milieu diélectrique. La matrice d’impédance
obtenue dans ce cas est alors mal conditionnée du fait d’'un probléeme d’échelle entre
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les blocs matriciels. Une normalisation basée sur la dépendance selon la fréquence de
ces blocs est mise en ceuvre. Nous avons ici appliqué la décomposition Loop-Tree a la
formulation PMCHWT lorsque le milieu 21 est conducteur et nous avons pu supprimer
le bruit numérique a basse fréquence. Comme pour les milieux diélectriques nous avons
obtenu une matrice d’impédance mal conditionnée du fait de l'ordre de grandeur treés
différent entre les blocs matriciels. En revanche, il n’est pas possible de normaliser cette
matrice sur le méme principe que pour les milieux diélectriques. En effet, on ne dispose
pas du comportement de la matrice d’impédance pour les milieux conducteurs. De plus,
quand bien méme ce comportement serait connu, il est vraisemblablement différent pour
la matrice Zg associée a ’air et pour la matrice Z; associée au conducteur. Ainsi il semble
nécessaire de pouvoir mettre a niveau ces deux matrices afin de normaliser leur somme.
Ce choix est appuyé par 'article de Chu [19], qui est la seule référence dont nous avons
connaissance traitant la décomposition LT pour un milieu conducteur, et qui propose
une pondération des contributions Zo 1 et Zy 7.
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5.2 Pondération des équations relatives a ’air et a la piece

Nous avons vu dans la section précédente que les matrices correspondant aux équa-
tions relatives a lair et a la piece ont un comportement différent. Dans cette partie nous
étudions les formulations de la littérature qui pondérent ces matrices pour les milieux
diélectriques. Puis nous étudions expérimentalement des formulations pondérées pour les

milieux conducteurs.

5.2.1 Formulations existantes pour les milieux diélectriques

Formulation de Miiller

| | | _60 ]
—280 >7< | .
B 30| | =
% ..... T o g —80 ]
) )
) 1 g
2 340 £ —100 |
c i Mie (66) || = o Mie (69)
= - H — Miler (60) || 5 — Miller (66)
[o/p J— = o . wn .
| Mie (¢¢) ~120 | o Mie (¢¢)
:| — Miiller (¢¢) — Miiller (¢¢)
—380 : : |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 0 m Angle 0 [O]

FIGURE 5.10 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec st =3,0
et Nejer, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f =1 MHz (a droite).

Pour les milieux diélectriques, la formulation dite de Miiller permet de mettre a
niveau les blocs diagonaux de la matrice d’impédance [42]. Cette formulation revient
a prendre les matrices de pondération Pg(eq,ug) et Pl(a‘f,ul) dans le probleme pon-
déré (4.2.3)). Ainsi, la matrice d’impédance associée est donnée par

. _1)\¢+1
! Siwég,ugAé + %Cé 8@B€< + (Gl i 12) &R

Z(Eancllnu’Ovul) = Z ' (_1)5 . , o
=0 | —peBS 4+ R siwpe A5 + 2 C5

Ce choix de coefficients de pondération permet d’avoir des blocs diagonaux de la matrice
d’impédance égaux. Tout comme la formulation PMCHWT, cette formulation souffre du
low-frequency breakdown. FEn effet, les blocs diagonaux sont la somme de

. Si _
SiweQ o (A?< +5g,1M1A1x) =0(w) et " (Cg + Clx) =0Ow) L.
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Fréquence [HZ]
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FI1GURE 5.11 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere diélectrique
(cas test #1.2 avec Ef’l = 3,0 et Nejern, = 864).

Soit le cas test #1.2 de ’annexe la sphere diélectrique avec 5;{1 = 3,0 éclairée
par une onde plane et discrétisée en 864 quadrilatéres. La figure [5.10] montre que la
formulation de Miiller permet d’obtenir la bonne SER a 1 MHz mais souffre du bruit
numérique a 1 Hz, tout comme la formulation PMCHWT (voir figure . La figure
nous montre de plus que le conditionnement de la matrice de la formulation de Miiller
n’est que tres peu amélioré par la pondération, si on le compare au conditionnement
de la matrice de la formulation PMCHWT. Le conditionnement des deux formulations
dépend fortement de la fréquence.

Remarque 5.2.1. On rencontre parfois dans la littérature les matrices de pondérations
Po(1,1) et Pl(efﬂ{l,ur’l) qui donnent un probléme équivalent au probléme présenté puis-
qu’il revient o diviser la premiere ligne du systéme par €g et la deuziéme ligne par pg.

Variantes

Il existe dans la littérature de nombreuses variantes a la formulation de Miiller [55]
71, [72, [75], B7] pour les milieux diélectriques. Ces variantes consistent & choisir d’autres
coefficients de pondération ou a choisir I'espace Vﬁ)t comime espace test, c’est a dire que
I’on fait une rotation selon 'opérateur R sur l’espace test classique Vgiv. En particulier,

101



CHAPITRE 5. Décomposition de Helmholtz-Hodge et pondération des équations
relatives a l'air et a la piece

oMie (60) — NxMiiller(-) (#0)oMie (¢¢p) — NxMiiller(-) (¢¢)
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FIGURE 5.12 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec 51[%,1 =30
et Nejer, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f =1 MHz (a droite).

la formulation de Yl4-Oijala et Taskinen [72] que I'on appellera NxMiiller(-) consiste a
choisir les matrices de pondération Pg(eq,ug) et Pl(—ecll, — p1) ainsi que 'espace test
Vh . Cette formulation dédiée aux milieux diélectriques a un conditionnement stable en

rot*
fonction de la fréquence et ne souffre pas du bruit numérique a basse fréquence.

La figure montre que la formulation de NxMiiller(-) permet d’obtenir une SER
précise a 1 MHz comme a 1 Hz pour la sphere diélectrique. Il n’y a donc plus de bruit
numérique a basse fréquence. La figure [5.13]| met en avant que le conditionnement de
la matrice de la formulation NxMiiller(-) est bien plus faible et stable en fonction de
la fréquence. On retrouve donc pour cette formulation les résultats obtenus avec la for-
mulation LTN (décomposition LT et normalisation) pour les milieux diélectriques, voir
figures et Ces résultats sont liés, d’une part, au choix des coefficients et, d’autre
part, au choix de ’espace test. Le choix qui est fait pour les coefficients de pondération
permet de contourner le bruit numérique a basse fréquence mais aussi d’équilibrer la
matrice d’impédance. Le choix de I'espace test V2, va, quant & lui, permettre de bien
conditionner les termes extra-diagonaux de la matrice d’'impédance. En effet, la pondéra-
tion entraine ’apparition de I'opérateur de rotation R dans les termes extra-diagonaux
qui sont alors mal conditionnés lorsqu’il sont testés dans V(’}iv.

Le role des coefficients. Pour observer l'effet du choix des coefficients indépendam-
ment de l'effet du choix de l'espace test, nous introduisons une formulation pondérée
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Fréquence [Hz]
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F1GURE 5.13 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere diélectrique
(cas test #1.2 avec Ef’l = 3,0 et Nejern, = 864).

que 'on note Miiller(-). Cette formulation a pour matrices de pondération les matrices
de la formulation NxMiiller(-), Po(eo,p0) et P1(—ef, — u1), et pour espace test I'espace
VI . La différence entre la formulation Miiller(-) et la formulation Miiller réside donc
uniquement dans le signe des coefficients a; et 81. Nous allons voir que ce signe permet
d’éviter le bruit numérique a basse fréquence. Pour cela, reprenons la sphere diélectrique.
La figure montre que la formulation Miiller(-) permet d’obtenir une SER précise des
100 Hz, contrairement a la formulation Miiller. On note toutefois que pour une fréquence
de 1 Hz on observe un écart significatif entre la formulation Miiller(-) et le résultat ana-
lytique pour la polarisation ¢¢, ce qui nous indique que le choix de ’espace test Vé’iv
n’est pas optimal. Cela est confirmé par la figure qui montre, bien qu’il soit meilleur
que celui de la formulation Miiller, que le conditionnement de la formulation Miiller(-)
est instable selon la fréquence.

Nous allons montrer pourquoi le choix des coefficients de pondération permet d’éviter
le bruit numérique. Pour cela nous étudions le comportement selon la fréquence des blocs
diagonaux Z77 (gg,p0, — %, — 1) et ZMM (gq,p10, — ¢, — 1) des formulations NxMiiller(-)

103



CHAPITRE 5. Décomposition de Helmholtz-Hodge et pondération des équations
relatives a l'air et a la piece

et Miiller(-). Ces blocs sont donnés par

ZJJ(EO,MO’ - 6%, — 1) €050, — 5‘113 — 1)

. st
— siweopo (Ag - 5§,1M1A1X> +2(Ch - cl).

Comme 2] est un milieu diélectrique, kg et k1 sont réels et le développement limité des

noyaux de Green g, et g., est donné par (5.1.1) et (5.1.2)). Ainsi, le comportement des
opérateurs AY et Al est donné par

A =01) et AL =0().
Regardons maintenant le comportement du terme C% — CL. D’apres I'annexe ,

(€2~ (€)= [

w(x) - / diviuy(x') (Vg (x — X') — Vg, (x — X)) dx'dx
T, ),

avec u, € VI et,u; € Vi pour la formulation Miiller(-) ou u; € V2, pour la formulation
NxMiiller(-). D’apres le développement limité du gradient de gy, et gx, donné par (C.3.1)),

1 R [(-siko|R|)* (—siro|R|)> . 3
1 R (—sik1|R|)2  (—sik1|R|)?
47 |RJ3 2! 3!
Comme Ky = w/Egpig, ¢ € {0,1}, alors

C% - Cl = 0@?).

(Vo (R) = Vs, (R))

+ 0((—sim1]R|)3)> .

Finalement, on obtient
. st
SIWEQ Lo (A(i - EfilulAlX) =0(w) et " (CY% - CL) = Ow).

Les blocs diagonaux de la matrice d’impédance ne souffrent donc pas du bruit numé-
rique a basse fréquence. Etudions maintenant le comportement des blocs extra-diagonaux
Z7M (20,110, — ¥, — p1) et ZM7 (gq,p0, — €9, — p1) donnés par

€1+¢
ZJM(‘SOaMOa - glliv - Ml) = €0B(>)< + 51B1< + %R,
11 + o
ZMJ(507M07 - 8?7 - Ml) = —,IL(]]3?< — M1B1< — TR

D’apres le développement des opérateurs B, et R donné en annexe @ ainsi que le
développement limité du gradient de g, et g., donné par (C.3.1)),

2 (co,u0, — e, — 1) = O(1) et ZM(eq,p0, — €1, — ) = O(1).
Ainsi la matrice globale vérifie

2o~ -m = | 00 o0 |

et sa diagonale est donc bien équilibrée selon la fréquence.
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o Mie (66) — Miiller(-) (60) + Miiller (66)
oMie (¢¢) — Miiller(-) (¢g) + Miiller (¢¢)
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FIGURE 5.14 — SER bistatique pour une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec Ef,l =30
et Nejem, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (a gauche) et f = 100 Hz (a droite).

Le role de I’espace test. Le choix de ’espace test Vﬁgt plutot que V(I}iv permet d’amé-
liorer le conditionnement des termes extra-diagonaux. On peut remarquer que ces termes
correspondent a la MFIE, c’est-a-dire a 1’équation intégrale en champ magnétique ou
Magnetic Field Integral Equation en anglais. La MFIE est une formulation dédiée aux
milieux parfaitement conducteurs (voir annexe [A)) qui souffre d’un mauvais conditionne-
ment lorsqu’elle est testée dans Vélliv‘ La matrice d’impédance Zy;rrg est donnée par

1
ZAFIE = 5R— BY.

D’apres le calcul de R donné en annexe [C] si les fonctions tests et les fonctions bases

sont les fonctions Rooftop (1.3 de Vi alors

(R), = (w , R(w;)) = /F wi(x) - (wi(x) x n)dx = 0.

(2

C’est-a-dire que la diagonale de l'opérateur R est nulle. Si on choisit maintenant les
fonctions de V!, (4.1.4) comme fonctions tests, c’est-a-dire les fonctions n x u;, on
obtient que

(R);; == (nxu;, R(w)) = /F (n x u;(x)) - (u;(x) x n)dx

- —/Fh () - 0 (x)dx # 0
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—+— Miiller =« Miiller(-) -©— NxMiiller(-)
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FIGURE 5.15 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphére PEC (cas
test #1.1 avec Ngjer, = 864) et une sphere diélectrique (cas test #1.2 avec 5?{1 =30et
Nejem = 864).

et donc que la diagonale de R n’est plus nulle. Cette formulation que ’on note NxMFIE
est introduite par Ergul et Gurel dans [28]. Pour le vérifier prenons une sphére par-
faitement conductrice éclairée par une onde plane, qui correspond au cas test #1.1 de
I'annexe [E] et discrétisée en 864 quadrilateres. La figure [5.16] montre que la NxMFIE est
précise, méme a basse fréquence, alors que la MFIE ne parvient pas a calculer la SER,
méme & 10 kHz. La figure [5.15] confirme que la NxMFIE est bien mieux conditionnée
que la MFIE.

Bilan. Finalement, on peut conclure que la formulation NxMiiller(-), dédiée aux mi-
lieux diélectriques, permet d’éviter le bruit numérique a basse fréquence et d’équilibrer
la matrice par un bon choix de coefficients de pondération. Cette pondération implique
I'apparition des termes de masse représentés par I'opérateur R qui induit un mauvais
conditionnement des blocs extra-diagonaux mais aussi de la matrice globale pour ’espace
test Vgiv. Le choix de 'espace test V!, permet de stabiliser ce conditionnement.

O
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o Mie (9) —— MFIE (69) — NxMFIE (66)
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FIGURE 5.16 — SER bistatique pour une sphere PEC (cas test #1.1 avec Nejen, = 864)
a une fréquence f =1 Hz (& gauche) et f = 10 kHz (a droite).

5.2.2 Formulations pour les milieux conducteurs

Une premiere formulation

A ce stade de la thése nous ne maitrisions pas le comportement du gradient du noyau
de Green associé a un milieu conducteur (nous l’avons obtenu par la suite et il sera donné
au chapitre . D’apres le chapitre m le premier terme du développement du gradient
du noyau de Green associé a un milieu conducteur n’est pas égal au premier terme du
développement du gradient du noyau de Green associé a I’air. Cela ne nous permet donc
pas d’obtenir une formulation équivalente a la formulation NxMiiller(-) pour les milieux
conducteurs. Dans la littérature, le seul article proposant une formulation pour le pro-
bleme de Maxwell permettant de traiter le cas des conducteurs a basse fréquence est
larticle de Chu et Chew [19]. La formulation proposée par Chu correspond au probléme
pondéré et décomposé pour lequel on choisit des coefficients de pondération diffé-
rents pour les équations selon qu’elles sont testées par des fonctions Loop ou Tree. Ainsi,
la matrice de pondération P des équations associées a la piece du probleme est
définie par

1 1
IdNL ,IdNT ,\/?IdNL 7IdNT }

P, =diag {
€rl r,1

tandis que la matrice de pondération Py des équations associées a 'air est 1’identité.
Reprenons la sphere conductrice (afnl’l = 3,0 et 07 = 10 MS/m) éclairée par une

107



CHAPITRE 5. Décomposition de Helmholtz-Hodge et pondération des équations
relatives a l'air et a la piece

onde plane et discrétisée en 864 quadrilateres. La SER de cette sphere, calculée par les
séries de Mie et la formulation Chu pour deux fréquences, f = 1 Hz et f = 10 kHz, est
représentée sur la figure Les résultats obtenus sont aussi précis que les résultats
pour la formulation LT sans pondération, voir figure Quant au conditionnement de
la matrice d’impédance, présenté sur la figure il dépend fortement de la fréquence
pour les formulations LT et Chu. On peut donc conclure que cette formulation nous
donne des résultats similaires aux résultats obtenus avec la formulation LT.

. 295 1 — _10 |
g g
2 -300 1 8
s :
g 305 1 g —160 :
T T
Z 7
2 S|

—310 :
ot o |
5 o —180
n n

—315 :

I I I I
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 6 H Angle 0 [O]

FIGURE 5.17 — SER bistatique pour une sphere conductrice (cas test #1.3 avec 6%1 = 3,0,
o1 = 10 MS/m et Ngjem, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (a gauche) et f = 10 kHz (a
droite).

Les formulations découplées pour le probleme de Maxwell

Nous proposons d’étudier de maniere empirique le comportement de quatre formula-
tions. Les coefficients de pondération de ces formulations sont choisis de telle sorte que
les termes de la matrice d’impédance soient uniquement associés a I’air ou a la piéce. En
ce sens nous les qualifions de formulations découplées (bien que les deux milieux restent
couplés dans le systeme global). Les deux premieres formulations, que ’on note respecti-
vement P(1,0,0,1) et P(0,1,1,0), correspondent au probleme discret pondéré dont
les matrices d’impédances associées sont respectivement données par

r ZJJ ZJM - lR ]
Z(1,0,0,1) = 0 0 2
( ) I Z{V[J _ %R Z{\/[M

et i
z{7 zZ{M+ IR

Z(OalaLO) = I Z(])MJ—I— %R ZJO\/[M
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FI1GURE 5.18 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere conductrice
(cas test #1.3 avec Ef’l = 3,0, 01 = 10 MS/m et Ngjep, = 864).

avec, pour ¢ € {0,1},

St

777 = siwopg Al + " c’, z/M = BY,

&

st
2! = Bl 2N = siweehl + Gl
les termes du probleme discret de la formulation PMCHWT (4.2.2)). Les deux autres
formulations, que I'on note respectivement LT(1,0,0,1) et LT(0,1,1,0), correspondent au
probleme discret décomposé et pondéré (4.2.6)) dont les matrices d’impédance associées

sont respectivement données par
Z17(1,0,0,1) = diag{P 17, P17} Z(1,0,0,1)diag{P 17, P11} "

et
ZLT(O,l,l,O) = (diag{PLT, PLT}) Z(O,l,l,O) (diag{PLT, PLT}T)

avec P la matrice de passage définie par (4.2.5)).

Comparons la précision de ces formulations sur la sphere conductrice. Les figures|5.19
et [5.20| montrent que seule la formulation P(1,0,0,1), & 1 Hz est mise en difficulté, elle
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semble souffrir du low-frequency breakdown. En revanche, la figure[5.21) montre que toutes
les formulations ont un conditionnement similaire au conditionnement de la formulation

LT.

— Mie (66) 0 P(1,0,0,1) (66) + P(0,1,1,0) (66)
— Mie (¢¢)0P(1,0,0,1) (¢¢)+P(0,1,1,0) (¢¢)

—9295} |
fea P a _].40 |
= =
£ 300 1 &
<) 5]

g o | & w0 f
ks 3
2 =310 1 2
e B 180 -
5 315 1 2
o
—320 & ! ; ! | | | |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 0 m Angle 0 [o]

FIGURE 5.19 — SER bistatique pour une sphere conductrice (cas test #1.3 avec 5;{71 = 3,0,
o1 = 10 MS/m et Ngjep, = 864) & une fréquence f = 1 Hz (& gauche) et f = 10 kHz (a
droite).

Les formulations découplées pour le probleme courants de Foucault

Nous avons vu aux chapitres précédents qu’il existe dans la littérature des formu-
lations découplées pour le probleme courants de Foucault [52, [40]. Ces formulations
correspondent aux problemes discrets (4.2.8) et (4.2.9) et on les note respectivement
CF1 et CF2. La formulation CF1, respectivement CF2, pour le probleme courants de
Foucault est une analogie de la formulation P(1,0,0,1), respectivement P(0,1,1,0), pour
le probleme de Maxwell. En revanche les formulations CF1 et CF2 font respectivement
intervenir une et deux inconnues scalaires supplémentaires. Ces formulations sont testées
dans Vrh . pour garantir le bon conditionnement des blocs de type MFIE qui interviennent

(0]
ici sur la diagonale. Ainsi on ne peut pas leur appliquer de décomposition Loop-Tree.
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— Mie (09) o LT(1,0,0,1) (66) + LT(0,1,1,0) (66)
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FIGURE 5.20 — SER bistatique pour une sphere conductrice (cas test #1.3 avec 6;‘,{1 = 3,0,
o1 =10 MS/m et Nejep, = 864) & une fréquence f =1 Hz (a gauche) et f = 10 kHz (a
droite).
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F1GURE 5.21 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une sphere conductrice
(cas test #1.3 avec 6;{1 = 3,0, 01 = 10 MS/m et Nejer, = 864).
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5.3 Résultats sur un cas CND

Soit une piece conductrice pouvant étre magnétique ou non et controlée par une
bobine excitée a injection constante en régime sinusoidal. Il s’agit d’une configuration
de type CND pour laquelle il est possible de calculer la variation d’impédance, no-
tée AZ, définie et explicitée en annexe [D] La variation d’impédance se calcule par le
théoreme de réciprocité, voir annexe Pour les configurations axisymétriques, nous
pouvons calculer la variation d’impédance avec la méthode des intégrations finies (FIT
pour Finite Integration Technique en anglais) dont le code (FIT2,5D) est disponible au
laboratoire [68], 21} [53]. Ainsi, on peut comparer la variation d’impédance obtenue par
une formulation SIE et notée AZgrg a la variation d’impédance obtenue par le code FIT
et notée AZprp en calculant I'erreur relative que ’on définit par

€e(AZ) :=e(AR) +ie(AX) (5.3.1)
avec AR ARpir]
sie — ARprr
e(AR) :=
(AR) |ARp7|
et
(AX) = |AXsrE — AXFrr|

|AXFrr|

Dans cette partie, nous comparons les résultats obtenus pour les formulations dédiées
au probleme de Maxwell et au probleme courants de Foucault présentées précédemment.
Ces formulations sont résumées dans le tableau La configuration est choisie axisy-
métrique pour permettre une comparaison avec le code FIT2,5D et correspond au cas
test #2 de ’annexe Il s’agit de la plaque cylindrique conductrice (cas test #2.1)
ou conductrice et magnétique (cas test #2.2), controlée par une bobine et discrétisée
en 3738 quadrilateres. Les résultats présentés dans cette section ont fait 'objet de la
publication de I'article [66].

5.3.1 La plaque conductrice

Soit la plaque cylindrique conductrice (non magnétique). La figure présente
Perreur €(AZ) obtenue a différentes fréquences pour une épaisseur de peau 4 fixée a 1,59

mm dont on rappelle la définition,
2
0= .
V wiio

Ainsi pour une fréquence f = 100 Hz, la conductivité o1 est égale & 1 GS/m et pour une
fréquence f = 100 MHz, la conductivité o1 est égale a 1 kS/m. Ce choix d’épaisseur de
peau est réaliste puisque les épaisseurs de peau rencontrées en pratique sont de ’ordre
du millimetre. On observe que seules les formulation PMCHWT et P(0,1,1,0) souffrent
du bruit numérique a basse fréquence. On note de plus que, en dehors de ce bruit,
I’erreur obtenue pour une formulation a une épaisseur de peau fixée ne dépend pas de la
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TABLE 5.1 — Résumé des formulations.

Formulation | Systeme discret Espace test Espace base Maxwell | CF
PMCHWT Viw)? Viiw)? X
P(1,0,0,1) Vi) (Vi) X
P(0,1,1,0) Vi) Vi)’ X

LT [E24) (Viivo X Voomp)® | (Viivo X Veomp)” | %

LT(1,0,0,1) #.2.6) Vo X Veomp)? | Vlivo X Viomp)? X
LT(0,1,1,0) (Vdivo X Veomp)? | (Vdivo X Veomp)* | X
Hiptmair Vi % Vlomp)? | Viivo X Vlomp)? X

CF1 (#.2.8) (Vo) < (V02 | (Vle)? x (Vh)? x
CF2 (2.9) (VEO2 > (V2 | (VR x (V)? x

fréquence. On obtient le méme phénomene, non présenté ici, pour les autres valeurs de

I’épaisseur de peau de la figure Les formulations CF1 et CF2 sont quant a elles les
moins précises. La figure présente 'erreur €(AZ) obtenue a différentes fréquences
lorsque la conductivité o; est fixée a 1 MS/m. Ainsi pour la fréquence f = 100 kHz,
I’épaisseur de peau § est égale & 1,59 mm et pour la fréquence f = 100 MHz, I’épaisseur
de peau 9§ est égale a 50,3 pym. Enfin, la figure montre que seules les formulations
CF'1 et Hiptmair présentent un conditionnement stable par rapport a la fréquence.

Remarque 5.3.1. Les résultats pour les formulations P(1,0,0,1) et LT(0,1

pas représentés ici car ils sont beaucoup trop imprécis.
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5.3 Résultats sur un cas CND
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FIGURE 5.22 — Erreur relative de la variation d’impédance pour une plaque cylindrique
conductrice (cas test #2.1 avec 6 = 1,59 mm et Neje, = 3738).
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FIGURE 5.23 — Erreur relative de la variation d’impédance pour une plaque cylindrique
conductrice (cas test #2.1 avec o7 = 1 MS/m et Nejen, = 3738).
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F1GURE 5.24 — Conditionnement de la matrice d’impédance pour une plaque cylindrique
conductrice (cas test #2.1 avec o1 = 1 MS/m et Nejep, = 3738).
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5.3.2 La plaque conductrice et magnétique

Soit la plaque cylindrique conductrice et magnétique. La figure [5.25| présente ’erreur
€(AZ) obtenue a différentes fréquences pour une épaisseur de peau ¢ fixée comme pré-
cédemment a 1,59 mm. Ainsi pour une fréquence f = 1 Hz, la conductivité o; est égale
a 1 GS/m et pour une fréquence f = 1 MHz, la conductivité oy est égale a 1 kS/m.
La figure présente quant a elle Uerreur €(AZ) obtenue a différentes fréquences pour
une conductivité op fixée a 1 MS/m. Ainsi pour la fréquence f = 10 Hz, 1’épaisseur
de peau § = 15.9 mm et pour la fréquence f = 100 kHz, I’épaisseur de peau § = 159
pm. La formulation P(0,1,1,0) n’est pas présentée du fait de ses résultats trop imprécis
pour la plaque conductrice et magnétique. En dehors du low-frequency breakdown de
PMCHWT, l’erreur est stable pour une formulation et une épaisseur de peau fixées. On
obtient le méme phénomene, non présenté ici, pour les valeurs de I’épaisseur de peau de
la figure qui met en avant que seule la formulation LT(1,0,0,1) est précise lorsque
I’épaisseur de peau augmente. Enfin, la figure montre que seules les formulations
CF1 et Hiptmair présente un conditionnement stable par rapport & la fréquence.

Remarque 5.3.2. Dans l’article [60], les résultats présentés pour les formulations Hipt-
mair, CF1 et CF2 sont différents des résultats présentés ici. Ceci est du au fait qu’il y
avait une erreur dans le code pour les formulations courants de Foucault qui faussait
les résultats. Cette erreur a été corrigée pour les résultats présentés dans ce manuscrit.
Par ailleurs, a ce stade de la thése la formulation LT(1,0,0,1) apparaissait comme la
seule formulation précise pour toute la gamme de paramétres souhaitée. Nous avons pu
constater par la suite que les mauvais résultats des formulations Hiptmair et LT observés
sur la figure sont liés a une discrétisation insuffisante du champ incident magné-
tique Hine @ la surface de la plaque T'j,. Ce champ intervient dans Y™, voir anneze @
donc il n’est pas présent dans la formulation LT(1,0,0,1) qui ne souffre ainsi pas de sa
mauvaise discrétisation.
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—— PMCHWT —e— LT —e—1T(1,0,0,1)
—— Hiptmair -+- CFl1-+-  CF2

Fréquence [Hz]

10! 102 103 104 10°
1024 [T ey
1021 | |
E
E 1018 | |
¢}
=]
g R
= 108 | .
=]
@]
O
1012 | |
9 " THm---- ~+
107 |- s
| | | | |

FIGURE 5.27 — Conditionnement de la matrice d’impédance en fonction de la fréquence
pour une plaque cylindrique conductrice et magnétique (cas test #2.2 avec o1 = 1 MS/m,
pra = 100 et Neer, = 3738).
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des formulations permettant de traiter le pro-
bleme de diffraction par un milieu diélectrique a basse fréquence et nous avons étudié
leur capacité a traiter le cas d’un milieu conducteur.

Nous avons alors vu que la décomposition Loop-Tree permet d’éviter le bruit numé-
rique a basse fréquence mais meéne a l'inversion d’une matrice mal conditionnée. Pour
les milieux diélectriques, une normalisation permet d’améliorer ce conditionnement. En
revanche, il n’est pas possible de normaliser le probleme avec décomposition Loop-Tree
pour un milieu conducteur. D’une part, parce que la matrice d’impédance de ce probleme
est la somme de deux matrices de comportements asymptotiques différents, I’'une asso-
ciée a lair et I'autre au conducteur. Il faudrait donc pouvoir les mettre a 1’échelle pour
normaliser leur somme. D’autre part, parce qu’il est nécessaire de connaitre le compor-
tement de la matrice associée au conducteur pour envisager d’obtenir une normalisation
adaptée. Nous verrons au chapitre [7] qu’il n’y a pas de normalisation adaptée & ce cas.
Cependant, les deux chapitres suivants proposent des formulations bien conditionnées via
une approche par blocs au chapitre [f] et un développement asymptotique au chapitre

Pour les milieux diélectriques, nous avons vu que la formulation pondérée NxMiiller(-)
permet aussi de travailler a basse fréquence mais qu’elle non plus ne peut pas étre adaptée
aux milieux conducteurs. En effet, elle se base sur le développement du noyau de Green
associé a la piece qui n’est pas le méme pour une piece diélectrique ou conductrice comme
montré au chapitre [7}

Les résultats présentés dans ce chapitre nous montrent finalement que la formulation
LT(1,0,0,1) est la seule formulation valide pour la gamme de parametres physiques testée
sur un cas CND, une plaque cylindrique. Cette gamme de parameétres a volontairement
été choisie plus large que celle rencontrée pour des configurations réalistes de CND par
CF. La remarque nous précise cependant que des résultats acceptables n’ont pas
pu étre obtenus au moyen des formulations LT et Hiptmair appliquées a une plaque
conductrice et magnétique, en raison d’une discrétisation insuffisante (constatée a pos-
tériori) du champ magnétique incident. Les conditionnements des matrices d’impédance
étant mauvais et fortement dépendants de la fréquence, il est nécessaire de chercher a
travailler avec des matrices bien conditionnées.
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Schémas itératifs par blocs
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Dans ce chapitre deux schémas itératifs de résolution de systémes linéaires par blocs
basés sur la méthode de surrelaxation successive sont présentés. Ces schémas permettent
de travailler avec des sous-problemes bien conditionnés tandis que le probleme global
est mal conditionné. Apres une présentation de la méthode de surrelaxation successive
par blocs, 'algorithme d’un premier schéma itératif a deux blocs basé sur la formu-
lation LT(1,0,0,1) est donné. La matrice de I'un des deux sous-problémes obtenus est
préconditionnée par un préconditionneur multiplicatif de Calderon construit a partir des
fonctions duales de Buffa-Christiansen. Des résultats sur une configuration de CND par
CF sont présentés. L’algorithme d'un deuxieme schéma itératif a quatre blocs basé sur
la formulation LT est ensuite donné. Ce schéma est validé sur des configurations de
CND par CF pour lesquelles on obtient des résultats satisfaisants. Nous pouvons alors
considérer ce dernier comme adapté pour les applications visées.
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

6.1 Meéthode de surrelaxation successive

La méthode de surrelaxation successive (SOR pour successive over-relazation en
anglais) est une méthode itérative de résolution des systemes linéaires de dimension
finie [64] [73]. Considérons un systéme intégral discret de la forme

ZX =Y, (6.1.1)

toute matrice d’impédance Z peut étre décomposée en une matrice diagonale D, une
matrice triangulaire strictement inférieure T; et une matrice triangulaire strictement
supérieure T telles que

Z=D+T;+ T, (6.1.2)

La décomposition peut s’effectuer selon les coefficients de la matrice ou selon ses blocs
matriciels, on parle alors de méthode SOR. par blocs. Le systéeme peut ainsi étre
résolu par la méthode SOR, basée sur la décomposition de la matrice Z, et
I'inconnue X est obtenue a l'itération (k + 1) par la résolution de ’équation

(D + 7T;) X+ = 5 (Y - Tsx<k>) — (n—1)DX® (6.1.3)

ol 7 est le parametre de relaxation. Si la matrice Z est définie positive alors on peut
montrer qu'il existe  €]0,2[ tel que la méthode SOR converge. D’autre part, et ce quelque
soit la matrice Z, la méthode SOR diverge pour tout n ¢ [0,2]. Finalement, lorsque
n = 1 la méthode SOR se réduit a la méthode de Gauss-Seidel. Ici, nous allons utiliser
la méthode SOR pour des matrices non définies positives, le choix du parameétre de
relaxation se faisant de maniere empirique. Notons maintenant Z;;, avec (i,j = 1,...,N),
les N2 coefficients ou blocs matriciels de la matrice Z ainsi que X et Y; les N coefficients
ou blocs des vecteurs X et Y, respectivement. On a alors

Ziyy 0 .- 0
0 Zoo - 0
0 0 - Znn
et
0 0 0 0 Zip --- Zn
7o 0 0 .
T, = . R 0 O
: ’ ’ ) : : Z(N—I)N
Zny - Zywv- O 0o 0 - 0

La matrice D + n'T; apparaissant dans (6.1.3]) est triangulaire inférieure. Cela permet

de résoudre ([6.1.3)) séquentiellement (calcul de ngﬂ), . ,Xg\lfrl)) au moyen de ’algo-
rithme [1]

122



6.1 Méthode de surrelaxation successive

Algorithme 1 Schéma itératif avec méthode SOR.
k<0
X9 x® o
Tant que € > tol ou k < Ny, faire
pour ¢ < 1,N faire
VZ' +~—0
pour j < 1,4 — 1 faire
V, =V, + Zz‘jxgk—H)
Fin pour
pour j < i+ 1,N faire
V=V, + Zin§k)
Fin pour
Fin pour
Z;: X5 — (v - V)

)

X§k+1) (7 X(k+1) + (1 . n)XEk)

1

X (k+1) _ x (k)
_ [loo
N X3 o

k—k+1
Fin Tant que
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6.2 Résolution par blocs de la formulation LT(1,0,0,1)

Nous avons vu au chapitre précédent que la formulation LT(1,0,0,1) permet d’obtenir
des valeurs précises de la variation d’impédance, pour une plaque cylindrique (cas test
#1), mais fait intervenir une matrice mal conditionnée. La résolution du systeme discret
associé a la formulation LT(1,0,0,1) par la méthode SOR & deux blocs permet de se
passer du bon conditionnement de la matrice d’impédance globale. Dans ce cas ce sont
les deux blocs diagonaux qui doivent étre bien conditionnés. Le premier bloc diagonal
(Z37 ;) correspond & la matrice d’impédance de I'EFIE qui peut étre préconditionnée
parvun préconditionneur multiplicatif de Calderon basé sur les fonctions duales de Buffa-
Christiansen [9]. Le deuxieme bloc diagonal (Z{W%) est a priori bien conditionné puisqu’il
se décompose en quatre sous-blocs, selon les composantes Loop et Tree de X%/[T et Y%F,
de comportement semblable.

6.2.1 Fonctions duales de Buffa-Christiansen

On appelle fonctions BC les fonctions Hdiv-conformes introduites par Buffa et Chris-
tiansen dans [9]. Ces fonctions sont décrites sur un maillage triangulaire et nous les
adaptons ici directement aux quadrilateres. On distingue deux types de fonctions BC.
D’une part, les fonctions primales Hdiv-conformes (et donc Hrot-conformes a une rota-
tion pres) qui sont exactement les fonctions Rooftop. D’autre part, les fonctions duales
qui sont elles aussi Hdiv-conformes mais dont le comportement est similaire & celui des
fonctions Hrot-conformes, on parlera alors de fonctions quasi-Hrot-conformes. Le carac-
tere quasi-Hrot-conformes des fonctions duales de BC permet, au méme titre que les
fonctions Hrot-conformes, d’améliorer le conditionnement de la MFIE lorsqu’elles sont
utilisées en tant que fonctions tests [63 2]. Cependant les fonctions duales de BC per-
mettent de préserver la dualité du produit scalaire (- , ). Ces fonctions sont également
utilisées dans la construction de préconditionneurs multiplicatifs de Calderon dédiés a
IEFIE [11, 3, 58, [70]. Dans ce contexte, elles permettent, comme pour la MFIE, d’assurer
le bon conditionnement de 'opérateur matriciel R.

Passage des fonctions Rooftop aux fonctions de Buffa-Christiansen

Soit un maillage de départ que I’on nomme maillage primal. On définit alors un second
maillage par raffinement barycentrique, selon les médianes des éléments du maillage pri-
mal, voir figure Les fonctions primales et duales sont des combinaisons linéaires des
fonctions Rooftop définies sur le maillage barycentrique. Les fonctions primales corres-
pondent exactement aux fonctions Rooftop définies sur le maillage primal. Les fonctions
duales se comportent comme les fonctions de Vﬁ)t définies sur le maillage primal,
c’est-a-dire qu’elles sont orientées comme les fonctions nx Rooftop, voir figure Soit
le vecteur

VY= (ay,... ,aNg)T

des fonctions Rooftop (4.1.3)) définies sur un maillage barycentrique avec N,ll’ le nombre
d’arétes du maillage. Les vecteurs de fonctions primales et duales sont respectivement
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6.2 Résolution par blocs de la formulation LT(1,0,0,1)

définis par
VP =DPV? = (a,... 7af\,g)T, vi=DIW’ = (ad,... ,ajivg)T

ot N¥ est le nombre d’arétes du maillage primal. Les matrices D? et D% sont respec-
tivement les matrices de passage des fonctions Rooftop {a;};—y ~¢ du maillage bary-
centrique aux fonctions primales {al'},_; y» (donc les fonctions Rooftop du maillage
primal) et duales {af},_; y» de BC.

FIGURE 6.1 — Maillages primal (& gauche) et barycentrique (a droite).

Remarque 6.2.1. Contrairement auz autres éléments présentés dans ce manuscrit, la
construction des matrices DP et D n’est pas détaillée puisque ces matrices étaient déja
disponible dans le code du laboratoire. Leur construction n’a donc pas été effectuée dans
le cadre du travail de thése.

Décomposition Loop-Tree

Les fonctions de BC appartiennent a Vgiv, on peut donc les décomposer en fonctions

Loop de Vi et Tree de Vfomp. Les fonctions Loop et Tree primales sont obtenues via
vPL — Lv? = LDPV?, VPl — TVP = TDPY? (6.2.1)

avec les matrices L et T respectivement définies par et sur le maillage
primal. Les fonctions Loop et Tree primales correspondent donc aux fonctions Loop et
Tree définies sur le maillage primal, voir figure Les fonctions Loop et Tree duales
sont obtenues a partir des matrices T et L, respectivement (et non plus L et T) via

Vd,L — Tvd — Tdeb, Vd,T — Lvd — LDdVb, (622)

voir figure [6.3]

6.2.2 Préconditionneur multiplicatif de Calderon pour I’EFIE

La formulation EFIE dédiée aux milieux parfaitement conducteurs, voir annexe [A]
peut étre préconditionnée par un préconditionneur multiplicatif de Calderon (CMP pour
Calderon multiplicative preconditioner en anglais). D’apres I'identité de Calderon [36],
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FIGURE 6.2 — Fonctions primale (& gauche) et duale (a droite) globales associées & une
aréte du maillage primal.

I'EFIE est préconditionnée en appliquant la matrice du probleme intégral (A.2.6) au
probleme (A.2.6) lui-méme, on obtient alors
(Zerie © ZeriE)XEFIE = ZEFIE © YEFIE-

Le probleme discret associé est alors donné par

(Zerie G ' Zerie)Xerie = Zerre G Yere (6.2.3)

ou la matrice G est la matrice de Gram associée a ’espace Vgiv. La matrice de Gram
correspond & l'opérateur matriciel R, explicité dans I'annexe [C| et défini par

(R)tb = (ut y Rub)

avec u; et up les fonctions Rooftop tests et bases de Vc}fiv, respectivement. Nous avons
déja vu que cet opérateur est mal conditionné lorsqu’il est testé dans VZ{iV. C’est pourquoi
Andriulli et al. proposent dans [3] un CMP pour lequel la matrice de Gram est donnée
par

R = DPRY(DY)T avec (RP?)y, = <af : Rag>

ot les matrices DP et D¢ sont respectivement les matrices de passage des fonctions
Rooftop aux fonctions de BC primales et duales. L’opérateur R? correspond & I’opérateur
R défini sur un maillage barycentrique. Les fonctions duales de BC se comportant comme
des fonctions Hrot-conformes, opérateur RP? est bien conditionné. Finalement, soit le
probleme défini sur un maillage barycentrique, le probleme discret avec le CMP
d’Andriulli et al. est donné par

PTZIJJEPFIEX%FIE - PTY%FIE (6.2.4)
avec P, la matrice de préconditionnement définie par
P, := Z¥p 5 (RP) ™
et
ZdEdFIE =D ZI}E,’FIE (Dd)Ta 2% g = D" Z%FIE (Dp)Ta R = DP Rb(Dd)T’

D _ P\—T ywb P N Y2 V)
XEFIE = (D ) XEFIE YEFIE =D"Ygprp-
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i.825742 E.1034559
16
1.2 0.75
0.8 0.5
0.4 0.25
0 0
E E.omam
075 8-2
05 0.4
0.25 0.2
0 0
(c) (d)

FIGURE 6.3 — Fonctions globales Loop et Tree primales, respectivement (a) et (c), et
duales, respectivement (b) et (d), associées & un sommet et un élément du maillage
primal.
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Pour éviter le bruit numérique de 'EFIE & basse fréquence, il est possible d’appliquer
une décomposition Loop-Tree au probleme discret (6.2.4]), on obtient alors le systeme

P NP P
PT,LTZLTXLT = PnLTYLT

ou l'indice EFIFE a été supprimé pour simplifier I’écriture. La matrice de précondition-
nement P, est définie par

P, 17 = Z%% (RP%)™ (6.2.5)
et d’apres (6.2.1) et (6.2.2),

d
ZdeT = DdLT Z%FJE (DdLT)Ta Z’ipT = DZET ZEJ)EFIE (DiT)T’ RIiT = DIET Rb(DdLT)T7

P _ P \—T ~b P _ 1P b
XLT - (DLT) XEFIE? YLT - DLT YEFIE

avec
L d T d
DiT:[T:|Dp7 DLT:|:L:|D7

les matrices de passage des fonctions primales et duales aux fonctions Loop et Tree
primales et duales, respectivement. On note ce probleme CMP-LT.

Résultats pour une sphéere PEC

Prenons une sphere parfaitement conductrice éclairée par une onde plane, qui cor-
respond au cas test #1.1 de I'annexe [E]| et discrétisée en 864 quadrilateres. Le probleme
CMP-LT ne souffre pas du bruit numérique a basse fréquence du fait de la décomposi-
tion Loop-Tree. En effet, la SER calculée via le probleme CMP-LT est précise pour une
fréquence de 1 Hz, voir figure La figure montre que le conditionnement de la ma-
trice d’impédance du probléeme CMP-LT est bien meilleur que celui de 'EFIE classique.
On note de plus que le conditionnement de la matrice CMP-LT ne dépend plus de la
fréquence lorsque celle-ci est au dessus de 100 Hz. Ce résultat est comparé au condition-
nement de 'EFIE avec décomposition Loop-Tree et normalisation, notée EFTE(LTN).
La normalisation employée correspond a la normalisation de la formulation PMCHWT
pour les milieux diélectriques, donnée par les matrices et , restreinte a
I'EFIE. La figure montre alors que la matrice d’impédance obtenue est moins bien
conditionnée que la matrice du probleme CMP-LT tant que la fréquence est supérieure
a 10 Hz.
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6.2 Résolution par blocs de la formulation LT(1,0,0,1)

SER bistatique [dBmz]

—300|

-320

—340

—360

—380

—400

oMie (#0) — CMP-LT (66) o Mie (¢¢) — CMP-LT (¢¢)

1 — —60 s
=
182

[l 780 -
]
- 1 3
g

. 1 2 —100 |
2]
2
- | &

B2 —120 .

| | | —140 | | |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Angle 0 ["] Angle 0 [O]
FIGURE 6.4 — SER bistatique pour une sphere PEC (cas test #1.1 avec Ngjep, = 864) &

une fréquence f =1 Hz (& gauche) et f =1 MHz (& droite).

FIGURE 6.5 — Conditionnement de la matrice d’'impédance pour
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10 10' 102 103 10* 10° 10% 107 108
1()22 [T T oI Tty
—— EFIE
—— CMP-LT
g 1017 | --*--EFIE(LTN) i
]
5
<!
S 1012 - i,
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)
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test #1.1 avec Nejer, = 864).

une sphere PEC (cas
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

6.2.3 Schéma itératif par blocs

Considérons la formulation pondérée avec décomposition Loop-Tree LT(1,0,0,1) dont
on rappelle que le probleme discret (4.2.6)) est donné par

ZLT(LOvO?l)XLT = YLT(170)

110 R
2R 0

1
_ ZgiT ZgAL/[T §RLT
- 1
MJ MM
Z1,LT - §RLT Z1 LT

avec en particulier,

Z:7(1,0,0,1) = Prr 0 Z’ Z"

Py 01"
0 Prr

La matrice d’impédance peut-étre décomposée, selon les blocs matriciels induits par les
inconnues (X7, X% et les seconds membres (Y7, Y2, en une matrice diagonale par
blocs et deux matrices triangulaires par blocs, respectivement strictement inférieure et
supérieure :

ZLT(l,0,0,l) =D+ T, +T,.

La matrice diagonale est donnée par

Zl 0
D_[ 0,LT ]
0 ZlLT

et les matrices triangulaires sont données par

1
- 0 - Zg Y — sRur]
ZM 1Ry 0 0 0

On peut alors résoudre le probleme discret LT(1,0,0,1) au moyen de 1’algorithme [1| cor-
respondant au schéma, itératif avec méthode SOR. Ainsi, il n’est plus nécessaire d’avoir
un bon conditionnement de la matrice d’impédance globale Zy(1,0,0,1), ce sont unique-
ment les deux blocs de la diagonale de D qui doivent étre bien conditionnés. Lorsque 1'on
controle un milieu conducteur a basse fréquence, le parameétre adimensionnel ~y; défini

par (1.3.9) vérifie
Eow
M=y < 1
01

et on a alors

ZM siwel A LLL siwe1 A LLT _ O('yl_l) (’)(’yl_l)
1 LT Stwe AX Siwey A1 L ws;ilcl IT O(’}’l_l) O(’Yfl) 7
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6.2 Résolution par blocs de la formulation LT(1,0,0,1)

ce comportement est détaillé au chapitre [7] Les sous-blocs issus de la décomposition

Loop-Tree appliqués au bloc Z{WLA{# ont le méme comportement asymptotique pour -y

proche de zéro, tandis que le bloc Z(‘)’iT vérifie

7] _ siwpg ALY siwpg AL _ [Ow) Ow
O.LT = siw,ugAg’TL siwugAg’TT—i—ws—gng’TT T OW) Ow™H|”

d’apres . Il s’agit exactement de la matrice d’impédance de 'EFIE avec décom-
position Loop-Tree, elle peut donc étre préconditionnée par le CMP-LT. Pour cela, on
multiplie la premiere ligne du probleme discret LT(1,0,0,1) par la matrice de précondi-
tionnement P, ;p définie par (6.2.5)). Ainsi, le probleme LT(1,0,0,1) avec le précondi-
tionneur CMP-LT peut-étre résolu par ’algorithme

Algorithme 2 Schéma itératif avec méthode SOR a deux blocs pour la formulation
LT(1,0,0,1).

k<0

(X7 7) O (XP) @ 0

Tant que € > tol ou k < Ny, faire

[ProrZd | (XL = nPy i (Y — 23 (XY ®)

ZYY X)) = (Y — 2 (X))

(k1) [ (X)) (X77)®
X~ |: (Xé/[;)(k"'l) +(1—n) (Xé/[;)(k)

” X(k+1) _ X(k) Hoo
X) —
X =R

k< k+1
Fin Tant que

6.2.4 Résultats pour un cas CND

Dans cette section, nous étudions les résultats obtenus pour le schéma itératif a deux
blocs pour la formulation LT(1,0,0,1) résolue par la méthode SOR. La configuration de
test est choisie axisymétrique pour permettre une comparaison avec le code FIT2,5D et
correspond au cas test #3 de 'annexe [E| Il s’agit de la barre conductrice (cas test #3.1)
ou conductrice et magnétique (cas test #3.2), controlée par une bobine et discrétisée
en 1200 quadrilateres (nombre d’éléments du maillage primal, le maillage barycentrique
comporte 4 x 1200 éléments). Pour ces cas, le parametre v varie de I'ordre de 1076 &
1078, On fait le choix de la barre et non plus de la plaque cylindrique pour éviter les
problemes rencontrés au chapitre précédent pour la discrétisation du second membre. Ce
choix nous permet de nous concentrer sur les résultats liés a la formulation et non pas
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

aux données du probleme.

La figure présente, pour le cas test #3.1, une comparaison entre la variation
d’impédance AZ obtenue par le code FIT 2,5D, par le probleme LT(1,0,0,1) résolu di-
rectement (LT(1,0,0,1)-direct) puis, par le schéma itératif de ’algorithme [2 (L'T(1,0,0,1)-
SOR). On fixe la conductivité de la barre & 10 MS/m et on fait varier la fréquence de
1 kHz a 100 kHz pour avoir une épaisseur de peau qui varie de 5 mm a 50,3 ym. On
obtient ainsi une gamme de fréquence plus large que les fréquences utilisées en pratique
pour la piece étudiée. Les résultats obtenus entre les différentes méthodes sont similaires.
En effet, 'erreur e(AZ) définie par ([5.3.1]) entre la résolution directe ou la résolution ité-
rative du probleme LT(1,0,0,1) et le code FIT2,5D est de I'ordre de 10~2. Notons de
plus que I’écart entre la variation d’impédance obtenue apres la résolution directe et
la résolution itérative du probleme LT(1,0,0,1) est de I'ordre de 107°. Pour le cas test
#3.2, la conductivité de la barre est toujours fixée & 10 MS/m, la perméabilité est fixée
a 1 = 100 et la fréquence varie de 1 kHz a 100 kHz pour conserver une épaisseur de
peau qui varie de 5 mm a 50,3 um. Nous n’avons pas obtenu de coefficient de relaxation 7
compris entre 0 et 2 et tel que I'algorithme [2| converge, c¢’est pourquoi nous ne présentons
pas les courbes de variation d’impédance pour la barre magnétique. Notons cependant
que la résolution directe de la formulation LT(1,0,0,1) donne une erreur e(AZ) avec le
code FIT2,5D de l'ordre de 1072.

La figure [6.7] présente le conditionnement des sous-blocs diagonaux de la matrice
d’impédance Zj7(1,0,0,1). Le bloc Z{W% est comme attendu bien conditionné pour la
barre conductrice, qu’elle soit magnétique ou non. Le bloc ZgiT souffre d’une forte
dépendance du rapport h/\g et donc de la fréquence, il est mal conditionné. Finalement
apres le préconditionnement, le bloc P;. LTZ({iT est mieux conditionné. Cependant, on
observe que lorsque que le rapport h/)g est inférieur & 1078, le conditionnement dépend
a nouveau de la fréquence, tout comme pour le probleme CMP-LT pour la sphere PEC.
Comme la fréquence est choisie plus faible pour la barre magnétique par rapport a
la barre simplement conductrice, le rapport h/Ag est lui aussi plus faible (puisque le
maillage est fixé). On peut supposer que c’est le mauvais conditionnement, malgré le
préconditionnement, du sous-bloc P,,yLTZinT qui ne permet pas a l'algorithme [2[ de
converger dans ce cas.

Le choix du parametre de relaxation 7 est effectué de maniére empirique, on présente
sur la figure le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur

” X(k—i—l) _ X(k) ||oo
X) —
X =,

<1076

pour 77 compris entre 0 et 2. On remarque que ’algorithme [2| converge de plus en plus
rapidement lorsque 7 varie de 0 a 0.8 puis qu’il commence a diverger pour des valeurs de
1 se rapprochant de 1. On note de plus que les résultats obtenus sont semblables pour
les différentes fréquences.
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6.2 Résolution par blocs de la formulation LT(1,0,0,1)

S-e- FIT
-+- LT(1,0,0,1)-direct
4|--%+ LT(1,0,0,1)-SOR d

] - FIT
-+- LT(1,0,0,1)-direct
] —40 |l.-x-- LT(1,0,0,1)-SOR

I I [ L L TR ) [
10% 10* 10° 103 104 10°
Fréquence [HZ] Fréquence [Hz}

FIGURE 6.6 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) de la variation d’impédance
pour une barre conductrice (cas test #3.1 avec o1 = 10 MS/m et Nejen, = 1200).

| +—Dy; —— P, Dy Do, |

Fréquence [Hz} Fréquence [HZ]
103 10* 10° 101 102 103
1021 L LB | e
1024 = ]
£ 1015 [ 1 E
é} g 1017 = |
= =
g &
:'g 109 |- 1 'g 1010 |- N
3 3
© l :‘b“‘*kj:ttt:,:t -y © *‘++++++-|—|._|_,__,__,_
(05N e —— T —— 108 b ———————— ——
10-8 10~7 1010 10~9
h/Xo h/Xo

FIGURE 6.7 — Conditionnement des blocs matriciels pour une barre conductrice (cas test
#3.1 avec 01 = 10MS/m et et N, = 1200, & gauche) et pour une barre conductrice et
magnétique (cas test #3.2 avec 01 = 10 MS/m, g, 1 = 100 et Nejep, = 1200, & droite).
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—— 1kHz —— 2,15 Hz ——4,64 kHz 10 kHz
—— 21,5 kHz —— 46,4 kHz 100 kHz

102

Nombre d’itérations

lolf | | | | [—

FIGURE 6.8 — Nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur €(X) inférieure a
107 pour une barre conductrice (cas test #3.1 avec o1 = 10 MS/m et Ny, = 1200)
pour différentes valeurs du parametre de relaxation 7.
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6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

6.3 Résolution par blocs de la formulation LT
L’approche considérée dans cette partie est I'approche que 'on considére comme

étant adaptée aux applications de CND par CF visées.

6.3.1 Schéma itératif par blocs

Considérons la formulation avec décomposition Loop-Tree (LT) dont on rappelle que
le probleme discret (4.2.4)) est donné par

Zi7 X =Y.

La matrice d’impédance peut-étre décomposée, selon les blocs matriciels induits par les
partitions (XJ/z,XJ/7 XML XM7) des inconnues et (Y7L, Y/7 YMr YMT) des seconds
membres, en une matrice diagonale par blocs et deux matrices triangulaires par blocs,
respectivement strictement inférieure et supérieure :

Zir=D+T;+Ts.

La matrice diagonale est donnée par

z/{ o .. 0
D |0 ZJ :
Z¥M- o

0o ... 0 zMM

et les matrices triangulaires sont données par

0 ... ... 0 0 Zi4 zZM z
JM . . JM JM
Zyp  Zry o : Zir
¥z M o 0 ... ... 0

On peut alors résoudre le probleme discret LT au moyen de ’algorithme |3| correspondant
au schéma itératif avec méthode SOR & quatre blocs. Ainsi, il n’est plus nécessaire d’avoir
un bon conditionnement de la matrice d’impédance globale Zr, ce sont uniquement les
quatre blocs de la diagonale de D qui doivent étre bien conditionnés.
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Algorithme 3 Schéma itératif avec méthode SOR & quatre blocs pour la formulation
LT.

k<0

(X7L)(0) (X I7)(0) (X ML)(0) (XM1)(0)

Tant que € > tol ou k < Ny, faire

WA (X)) — (Y = ZI (X)) -z (XM ) -z (X))

N (X)) — (YT =z (X)) — Z (M) (B Zg3 (X))
nZ%LM(XML)(kH) _ (YML _ Z%/[LJ(XJL)(kJrl) _ Z%J(XJT)(HU _ Z%M(XMT)(k))
WA (X)) (M gz (X D) ] (X)) M (M (1))

(X8 U+ (X))
X (h+1) ((}3((]\‘2);(’?:1)) ) ((;(AZ ))((12)
(X Mr) (k+1) (X M) (k)
X+ X ®) |
k+—k+1

Fin Tant que

6.3.2 Résultats pour des cas CND

Dans cette section, nous étudions les résultats obtenus pour le schéma itératif avec
méthode SOR a quatre blocs pour la formulation LT. Dans un premier temps, les confi-
gurations sont choisies axisymétriques pour permettre une comparaison avec le code
FIT2,5D et correspondent aux cas tests #3 et #4 de 'annexe Il s’agit de la barre
conductrice (cas test #3.1) ou conductrice et magnétique (cas test #3.2), contrdlée par
une bobine et discrétisée en 2610 quadrilateres et du tube conducteur (cas test #4.1) ou
conducteur et magnétique (cas test #4.2), controlé par une bobine et discrétisé en 2640
quadrilateres. Dans un second temps les résultats sont obtenus pour une configuration
tridimensionnelle, le tube conducteur a section elliptique correspondant au cas test #5,
controlé par une bobine et discrétisé en 2640 quadrilateres. Pour ces cas, le parametre
~1 varie de I'ordre de 107% & 1073.

Remarque 6.3.1. Le tube ayant une surface non simplement connexe, il faut ajouter

deuz fonctions Loop, voir figure[6.9, auz fonctions définies par ([A.1.5).

136



6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

FIGURE 6.9 — Support des fonctions Loop supplémentaires pour le tube.

Configurations axisymétriques

Les figures et présentent, pour la barre (cas tests #3.1 et #3.2, respective-
ment), une comparaison entre la variation d’impédance AZ obtenue par le code FIT2,5D,
par le probléme LT résolu directement (LT-direct) puis, par le schéma itératif de 1’al-
gorithme (3| (LT-SOR). Comme pour I'algorithme précédent, on fait varier I’épaisseur de
peau de 5 mm a 50,3 um et la conductivité de la barre est fixée & 10 MS/m. Pour le cas
test #3.1 on fait donc varier la fréquence de 1 kHz a 100 kHz et pour le cas test #3.2,
dont on fixe la perméabilité p, 1 = 100, on fait varier la fréquence de 10 Hz a 1 kHz. Les
résultats obtenus entre les différentes méthodes sont similaires. En effet, 'erreur ¢(AZ)
définie par entre la résolution directe ou la résolution itérative du probléeme LT et
le code FIT2,5D est de 'ordre de 1072. L’écart entre la variation d’impédance obtenue
apres la résolution directe et la résolution itérative du probleme LT est de l'ordre de
107%. De méme, les figures et présentent les résultats obtenus pour le tube (cas
tests #4.1 et #4.2, respectivement). On observe que 1’algorithme SOR ne converge qu’a
partir d’environ 1.4 kHz pour le tube simplement conducteur et qu’a partir d’environ
30 Hz pour le tube conducteur et magnétique. Pour les autres fréquences on a un bon
accord des résultats : erreur €(AZ) entre LT-direct ou LT-SOR et FIT2,5D de 'ordre de
1072 et entre LT-direct et LT-SOR de I’ordre de 1075,

Les figures[6.14] et [6.15] présentent le conditionnement de la matrice d’impédance com-
plete Z; 1 ainsi que le conditionnement des quatre blocs de la diagonale pour la barre
et le tube, respectivement. On constate que les blocs de la diagonale possedent effecti-
vement un bon conditionnement et ne dépendent pas du rapport h/\g, contrairement a
la matrice d’impédance globale.

Le choix du parametre de relaxation n est effectué de maniere empirique. On présente
sur les figures et pour la barre (cas tests #3.1 et #3.2, respectivement) le
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nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur
| X0 — X o
I X®) o

pour 7 compris entre 0 et 2. On remarque que l’algorithme [3] converge de plus en plus
rapidement lorsque 7 varie de 0 a 1 puis qu’il commence a diverger pour des valeurs
de 1 se rapprochant de 1. On note de plus que les résultats obtenus sont semblables
pour les différentes fréquences. Pour le tube (cas tests #4.1 et #4.2), plus la fréquence
est faible, plus la valeur de n a partir de laquelle I’algorithme [3] commence & diverger
est faible, voir figures et L’erreur a volontairement été choisie tres faible afin
de mettre a I'épreuve ’algorithme. Nous pouvons noter par exemple que le nombre
d’itérations nécessaire pour atteindre une erreur ¢(X) < 10~2 pour le tube conducteur
et magnétique & une fréquence de 46,4 Hz est de 50 contre 163 pour ¢(X) < 1076.

L’écart entre les résultats obtenus pour la barre et le tube peut s’expliquer par la
topologie des géométries. D’une part, on peut supposer que les fonctions Loop ajoutées
pour le tube dont la surface n’est pas simplement connexe peuvent dégrader les résultats.
D’autre part, le tube ayant une épaisseur plus faible que la barre il est probable qu’il
souffre plus de 'augmentation de ’épaisseur de peau. En effet ’algorithme diverge pour
le tube de 1,27 mm d’épaisseur lorsque 1’épaisseur de peau est supérieure a 3 mm c’est-a-
dire deux fois I’épaisseur de la piece. Notons que les cas pour lesquels I'algorithme diverge
ne sont donc pas des cas réalistes de controle par CF. Enfin, nous pouvons penser que la
discrétisation des champs primaires n’est pas optimale, comme pour le cas de la plaque
cylindrique. A ce titre il serait intéressant de mener une étude sur le comportement de
Palgorithme en fonction du maillage de la piece.

Nous comparons maintenant les champs électrique et magnétique calculés a partir
des formules de représentation intégrale . Les figures et présentent les
champs magnétique et électrique pour le tube conducteur (cas test #4.1) avec o1 = 10
MS/m a la fréquence f = 100 kHz et les figures et pour le tube conducteur et
magnétique (cas test #4.2) avec o1 = 10 MS/m et p,1 = 100 a la fréquence f = 10 Hz.
Pour les figures et les composantes Biot p, Biot,» et Egot, ¢ des champs totaux
magnétique et électrique sont calculées dans le tube selon 'axe ¢ = 0°, p = 10,5 mm, voir
figure Pour les figures et les composantes Bq , By » et Eq 4 des champs
diffractés magnétique et électrique sont calculées dans I’air selon 'axe ¢ = 0°, p = 9 mm,
voir figure On observe un bon accord entre les champs calculés via les formules de
représentation intégrale et les champs calculés par le code FIT2,5D. On note toutefois
un écart pour la composante By . dans le tube conducteur et magnétique, pour lequel
nous n’avons pas d’explication (mais nous soupgonnons un probleme de réglage des
parametres numériques de I'un des solveurs). Les résultats pour le calcul des champs
sont similaires aux résultats présentés pour la barre conductrice avec o1 = 10 MS/m
et une fréquence variant de 1 kHz a 100 kHz, la barre conductrice et magnétique avec
o1 = 10MS/m, p, 1 = 100 et une fréquence variant de 10 Hz a 1 kHz, le tube conducteur
avec o1 = 10MS/m et une fréquence variant de 1,46 kHz & 100 kHz et le tube conducteur
et magnétique avec o1 = 10 MS/m, 1,1 = 100 et une fréquence variant de 31,6 Hz & 1
kHz.

e(X) = <1076
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S-e- FIT 0® ]
-+- LT-direct
4|f--%¢- LT-SOR e
s —10 s
| =
) |
e 0
1 <
—30 | |
N -©- FIT
-+- LT-direct
a —40 |..%-- LT-SOR
| (R Ll (R
103 104 10° 10° 104 10°
Fréquence [HZ] Fréquence [Hz}

FIGURE 6.10 — Parties réelle (& gauche) et imaginaire (& droite) de la variation d’impé-
dance pour une barre conductrice (cas test #3.1 avec o7 = 10 MS/m et N, = 2610).

o FIT | 0¥ Fr |
-+- LT-direct -+- LT-direct
015
S, i
~
<
0.1
0.0H—R——8—X @& ]
(| R | (R
10! 10? 10? 10! 10? 10?
Fréquence [HZ] Fréquence [HZ]

FIGURE 6.11 — Parties réelle (& gauche) et imaginaire (& droite) de la variation d’im-
pédance pour une barre conductrice et magnétique (cas test #3.2 avec o3 = 10 MS/m,
Hr1 = 100 et Nelem = 2610).
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-~ FIT
- +- LT-direct
- LT-SOR

103 104

Fréquence [Hz]

- FIT
- +- LT-direct
—30|[-x- LT-SOR

103 104

Fréquence [Hz]

10°

FIGURE 6.12 — Parties réelle (& gauche) et imaginaire (a droite) de la variation d’impé-
dance pour un tube conducteur (cas test #4.1 avec o1 = 10 MS/m et Ngjep, = 2640).

1072 1072

3l-e- FIT - FIT
-+- LT-direct 8 | - +- LT-direct
..x-- LT-SOR -x- LT-SOR

10! 102

Fréquence [HZ]

103

10! 102

Fréquence [Hz]

FIGURE 6.13 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) de la variation d’im-
pédance pour un tube conducteur et magnétique (cas test #4.2 avec o1 = 10 MS/m,
pra =100 et Nejen, = 2640).
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=7 7Lt - 77T 7L o-7T1,

Fréquence [Hz} Fréquence [HZ]
103 10* 10° 10 102 103
1021 LA UL S A 1024 e
g M é M
% 1015 B | % 1017 = .
= =
= =
g 2
;g 109 - - '-g 1010 B N
3 S
O O a AW W r War Wa s Wa
O-O-O-0- BB DD BB S BE O-O-0-0-0-O-O-B-HHDDD
103 L R RS - 103 b | i PR
1078 1077 10711 10710 1079
h/Ao h/Xo

FIGURE 6.14 — Conditionnement des blocs matriciels pour une barre conductrice (cas
test #3.1 avec o1 = 10 MS/m et Ngjep, = 2610, & gauche) et pour une barre conductrice
et magnétique (cas test #3.2 avec o1 = 10 MS/m, p,1 = 100 et Ngjep, = 2610, a droite).

=7 —+— 7Lt - 77T —+— 7L} - 711,

Fréquence [Hz} Fréquence [Hz]
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=1 h=
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103 L | M _| 10* L | o [
1078 10" 1010 107?
h/ Ao h/Xo

FIGURE 6.15 — Conditionnement des blocs matriciels pour un tube conducteur (cas test
#4.1 avec o1 = 10 MS/m et N, = 2640, & gauche) et pour un tube conducteur et
magnétique (cas test #4.2 avec 01 = 10 MS/m, g, 1 = 100 et Nejep, = 2640, & droite).
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

—— 1kHz —— 2,15 Hz —— 4,64 kHz 10 kHz
—— 21,5 kHz —— 46,4 kHz 100 kHz

103

102

10!

Nombre d’itérations

| | | | |
02 04 06 08 1 12 14

o[

n

FIGURE 6.16 — Nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur €(X) inférieure a
10~ pour une barre conductrice (cas test #3.1 avec o1 = 10 MS/m et N, = 2610)
pour différentes valeurs du parametre de relaxation 7.

—— 10 Hz —— 21,5 Hz —— 46,4 Hz 100 Hz
—— 215 Hz —— 464 Hz 1 kHz

—
)
o

101

Nombre d’itérations

FIGURE 6.17 — Nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur ¢(X) inférieure
4 1079 pour une barre conductrice et magnétique (cas test #3.2 avec o1 = 10 MS/m,
fr = 100 et Nejen, = 2610) pour différentes valeurs du parametre de relaxation 7.
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6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

—— 1,46 kHz —— 2,15 kHz —— 4,64 kHz 10 kHz
—— 21,5 kHz —— 46,4 kHz 100 kHz

" 103 B T T 7
R z
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<
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=102 F E
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£ i i
2 | |
=
2 10t p E
- l l l l l l l ]
0 02 04 06 0.8 1 1.2 14

n

FIGURE 6.18 — Nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur ¢(X) inférieure
4 1075 pour un tube conducteur (cas test #4.1 avec o1 = 10 MS/m et N, = 2640)
pour différentes valeurs du parametre de relaxation 7.

—— 31,6 Hz —— 46,4 Hz —— 100 Hz 215 Hz
—— 464 Hz —— 1 kHz

103 |

N

101 - | ! ! | |
0 .

Nombre d’itérations

FIGURE 6.19 — Nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une erreur ¢(X) inférieure
4 107% pour un tube conducteur et magnétique (cas test #4.2 avec o1 = 10 MS/m,
frq =100 et Nejen, = 2640) pour différentes valeurs du parametre de relaxation 7.

143



CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

p =9 mm

e

section
de bobinle

section
le tube

FIGURE 6.20 — Représentation de la configuration du cas test #4 dans le demi-plan
¢ =0° p>0mm.

144



6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

xFIT — LT-SOR

1074

R(Eq,¢) [V/m]
S(Ea,¢) [V/m]

FIGURE 6.21 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) des composantes des
champs électromagnétiques en (¢ = 0°,p = 9 mm) pour un tube conducteur (cas test
#4.1 avec 01 = 10 MS/m et Nejen, = 2640) & une fréquence f = 100 kHz.
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

xFIT — LT-SOR

.10~ -10~4

3%G—)’tot,z) [T}

%(Etot,¢) [V/m]
S(Etot,¢) [V/m]

FIGURE 6.22 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) des composantes des
champs électromagnétiques en (¢ = 0°, p = 10,5 mm) pour un tube conducteur (cas test
#4.1 avec 01 = 10 MS/m et Nejen, = 2640) a une fréquence f = 100 kHz.
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6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

x FIT — LT-SOR
1075

FIGURE 6.23 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) des composantes des
champs électromagnétiques en (¢ = 0°,p = 9 mm) pour un tube conducteur (cas test
#4.2 avec 01 = 10 MS/m, g, 1 = 100 et Nejep, = 2640) & une fréquence f = 100 Hz).
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x FIT — LT-SOR
1073

3%<]3tot,z) [T}

?R(Etot)qg) [V/m]

-4 -2 0 2 4
z [mm]

(f)

FIGURE 6.24 — Parties réelle (a gauche) et imaginaire (a droite) des composantes des
champs électromagnétiques en (¢ = 0°, p = 10.5 mm) pour un tube conducteur (cas test
#4.2 avec 01 = 10 MS/m, g, 1 = 100 et Nejep, = 2640) & une fréquence f = 100 Hz).
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6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

Configuration tridimensionnelle

Nous étudions maintenant le comportement de la variation d’impédance et des champs
électromagnétiques lorsque le tube est aplati, c’est-a-dire lorsque sa section est une ellipse
dont I'un des rayons augmente. Il s’agit du cas test #5 de 'annexe[E|dont la conductivité
est fixée & 01 =1 MS/m et qui est discrétisé en 2640 quadrilateres. Soit R, = 9.84 mm
le petit rayon de la section du tube, on définit le grand rayon par

«
Ro = Ry (1+ 355)
ou « est un coefficient variable en fonction de ’aplatissement du tube.

La figure présente la variation d’impédance AZ obtenue par le théoreme de
réciprocité apres la mise en ceuvre du schéma itératif de 'algorithme [3| (LT-
SOR) pour trois fréquences, f = 100 kHz, f = 250 kHz et f = 500 kHz en fonction du
coefficient a. Pour a@ = 0 on obtient un tube a section circulaire et les résultats coincident
avec les résultats obtenus par le code FIT2,5D. On observe que plus la fréquence est
élevée, plus la variation d’impédance varie avec le coefficient «. Cependant on ne peut
savoir si cette variation est due a 1’éloignement de la piece par rapport a la bobine ou a la
déformation du tube. La figure[6.27] présente les champs électrique et magnétique calculés
a partir des formules de représentation intégrale pour une fréquence f = 100 kHz.
Les composantes Byt p, Biot,» €t Eot,¢ des champs totaux magnétique et électrique sont
calculées dans le tube dans le plan ¢ = 0° selon l'axe p = R, + 0.3 mm et dans le plan
¢ = 90° selon l'axe p = Ry, + 0,3 mm, voir figure Les champs calculés dans le
plan ¢ = 0°, en bleu sur la figure mettent en avant Ueffet de 1’éloignement de la
bobine tandis que les champs calculés dans le plan ¢ = 90°, en rouge sur la figure [6.27]
mettent en avant l'effet de la déformation de la piece. On observe alors que toutes les
composantes des champs présentées varient fortement avec 1’éloignement de la bobine.
En revanche, la déformation du tube ne se ressent presque pas sur la composante Byot,,
du champ d’induction magnétique.
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-6~ 100 kHz - 250 kHz —&- 500 kHz@ FIT |
| | | |
2 8___6__9_/_9———0
_50 |
— 15 —
S, S,
/g >
< T 100
10
5 \ \ \ \ —150 | | | |
0 10 20 30 0 10 20 30
« [%]

o [%]

FIGURE 6.25 — Parties réelle (& gauche) et imaginaire (a droite) de la variation d’impé-
dance pour un tube conducteur & section elliptique (cas test #5 avec o3 = 1 MS/m et
Nejem = 2640).

¢ = 90°
I
™N
T
\ N\
\\ \\
\\
\\
\
8 \
- p=0°
z

FIGURE 6.26 — Représentation de la configuration du cas test #5 dans le quart de plan
z=0mm, 0° < ¢ < 90°.
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6.3 Résolution par blocs de la formulation LT

oa=0%----a=>5%--- a=10% = a=20% a=30% (¢ =0°)
xa=0%----a=5%--- a=10% = a=20% a=30% (¢ = 90°)

R(Brot,p) [T]

S(:Btot,z) [T}

R(Etot,) [V/m]
(\\Y(Etot,¢>) [V/m]

FIGURE 6.27 — Parties réelle (& gauche) et imaginaire (a droite) des composantes des
champs électromagnétiques en (¢ = 0°,p = R, + 0,3 mm) et en (¢ = 90°,p = R, + 0,3
mm) pour un tube a section elliptique (cas test #5 avec o1 = 1 MS/m et Ngjep, = 2640)
a une fréquence f = 100 kHz).
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CHAPITRE 6. Schémas itératifs par blocs

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons construit deux schémas itératifs par blocs qui peuvent
étre résolus par la méthode de surrelaxation successive. Ces schémas permettent de ré-
soudre de maniere itérative un probleme global composé de sous problemes bien condi-
tionnés. Le premier est dédié a la formulation LT(1,0,0,1) et basé sur un préconditionneur
multiplicatif de Calderon construit avec les fonctions duales de Buffa-Christiansen. Le
second est dédié a la formulation LT.

Ce dernier schéma nous permet de disposer d’une formulation pour le probleme de
Maxwell, précise pour des pieces conductrices et éventuellement magnétiques, a des fré-
quences typiques du controle non destructif par courants de Foucault. Cette formulation
est basée sur la décomposition Loop-Tree de la formulation PMCHWT et peut-étre ré-
solue par la méthode de surrelaxation successive appliquée a un algorithme itératif a
quatre blocs. Les blocs sont déterminés par la physique des traces des champs incidents
qui constituent la donnée du probléme ainsi que par la physique des densités de courants
surfaciques qui constituent 'inconnue du probléeme.
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Troisieme partie

Premiers éléments d’analyse
asymptotique
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Chapitre 7

Des équations intégrales du
probleme de Maxwell au
probleme courants de Foucault
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Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de la formulation
LT sous I’hypothese Cette hypothese est vérifiée pour les conducteurs testés a
basse fréquence, en général, et correspond a I’hypothese de I'approximation courants de
Foucault. Dans une premiere partie nous réécrivons le probleme discret de la formulation
LT en fonction des parametres adimensionnels v et 75 de I'hypothese Ainsi,
nous pouvons donner dans une deuxieme partie le comportement puis le développement
asymptotique du probleme LT lorsque le parametre ~; est proche de zéro. Dans une
troisieme partie, nous établissons que la formulation courants de Foucault proposée par
Hitpmair correspond au premier ordre du développement asymptotique de la formulation
LT. Ce résultat nous permet de définir un probleme équivalent au probleme Hiptmair

dont la matrice d’impédance est bien conditionnée.
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CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

7.1 Reéécriture du probleme de Maxwell avec décomposi-
tion Loop-Tree
Dans cette partie nous allons réécrire le probleme discret de la formulation LT pour

un milieu conducteur €2 en fonction des parametres adimensionnels v; et o définis
par (1.3.9) et (1.3.10) soit :

Eow

7= -
a1

Y2 = Ly/oipow
ou L est la taille caractéristique de €.

Remarque 7.1.1. Le méme travail peut-étre effectué de maniére équivalente avec le
probléeme continu.

Le probleme discret de la formulation LT (4.2.4]) s’exprime comme

(Zo,or +Z1,17)Xer = Y1 (7.1.1)
avec, pour £ € {0,1},
- ¢,LL , 4,LT ¢,LL ¢,LT .
stwpe A stwpe A B} B
, ¢TL . ¢TT i ~OTT ¢TL ¢TT
Zorr siwpe AT siwpeAy " + 2G5 B B
’ -BYH -BYH siwe  ALE siweg AT
| -BY” -BYTT siwe A" siwe, ASTT + 2O
X7t Y-
XJr Y I
Xir = |xm, |» YT = |yMm
XMr Y Mr
Les coeflicients apparaissant devant les opérateurs matriciels dans la matrice d’impédance
vérifient
e = 102 ey — 172 (gd Si)
0= > 1= 5 1~ 5
Lo’ Lo \"™" A1)’
Wi = 17270 Wiy = Y1270y, 1
0 L 1 I

et on rappelle que ng = «/57?- Il nous faut maintenant écrire les opérateurs matriciels
A, B, et C, en fonction de 7, et 2. Pour cela, on commence par réécrire les nombres
d’onde kg et k1, respectivement associés aux propriétés physiques de Qg et 21,

Y172
Ko = W (EONO):T’Yy

2.d  _ <;\1/2
Yo/Hr1 (Ve 1 si)
K1 = KoyErikrl = . LT .
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7.1 Réécriture du probleme de Maxwell avec décomposition Loop-Tree

On peut définir une version adimensionnée de ces nombres d’onde, que 1’on note respec-
tivement kg et K1,

ko = 7172,
K1 = 72\/Mr,1(’7%5g,1—5i)1/2~

La notation barrée sera utilisée dans la suite pour exprimer le caractere adimensionnel des
grandeurs. La version adimensionnelle g,,, du noyau de Green g, associé aux propriétés

physiques de Qy, ¢ € {0,1} donné par (2.2.1), est ainsi définie par

exp(—sif¢|R|) =

a R = Ok RL: — 5 R O,
() = g ()L = 2L ;

avec g
— X—X

R = = —.

L L

Les noyaux de Green g, et g, s’expriment donc, en fonction de 71 et y2, comme

— exp(—siko|R|) _ exp(—siv172| R|)

7 (B) — & n |
a8 Ar|R| 47| R

_ (E) _ exp(_SiEﬂE‘) _ eXp(—si'yQ\/m(,yfeil _ Si)1/2|R’)
gm 47T’§‘ 47("§‘ .

Par conséquent, le gradient et le gradient double des noyaux de Green s’écrivent

Vou(r) = o f(Cam - Y3, B,
Vo (B) = el
- =W (~om- \;O 9uu(F)
+R§;R (3’51276 + \;’IQ —n?) s, (R)

avec R = R/|R|. Les composantes des opérateurs matriciels A, B, et C, sont ainsi
données par

eig\ g (xbi B o e
(Ax )tb —L(AX )tb —L/ w, (X) /Fh U (X')g,, (R)dX'dX,

I'p
E,i' _ 7&2] _ —1 (= — 55) — ] f— —) 1—
(B%), = (BY), _/Fh ut(x)-/rh Vg, (R) x w)(x)dx'dx,
Z,TT _ l i@,TT _l —T /— —T /—1 — = —) 71—
(CX )tb =7 <CX >tb =7 /Fh u; (X) - u, (X') - VVg,, (R)dx'dx,



CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

avec (1 <t,b < N)ou N est le nombre de fonctions tests ou bases, (i,5) = (L,T),

— T
i:%, rh:fh et W(X) = Lu(x).

Et finalement, les blocs de la matrice d’impédance s’écrivent en termes de sous-blocs

adimensionnels comme

—0,LL —0,LT
Y172 A Y1Y2A Y

Z3 T =MoLy = sino
, : —0TL —0,TT 10,
Y12 A Y172 AY + (y2) TICY

TT ’

—1,LL —1,LT
Y1Y2lr 1 A Y12 pr, 1 AL

Z{7r = sino -1
) —1,TL —1,7T ; —1,7T |
Yivebra AT ekt AT+ (7172 (55{1 - %)) Cy

. d si \ A LLL d si \ A LLT
ZMM si | V172 (57«,1 - ,7%) A Y172 (Er1 — 32 A
LLT = -~ \ =1,TL N\ ——1,7T 17T | >
d si ) d si ) -1 >
0 v (@«,1 - ?> Ay Y172 <€T,1 - 7%) AL+ (myepe) Cy
[ =0,LL ==0,LT ]
ZJM — _ZMJ — BX BX
0,.LT 0,.LT goTL gOIT |’
. >< X -
[ =1,LL —=1,LT
ZJM — _ZMJ — BX BX
LLT LLT gLt gLIT
L >< >< -

Les composantes du second membre s’écrivent quant a elles

. <Ji . iy = e Byt e
("), =mLd (¥7), ==siwemld | w67 [ Tuele)g, (RO

In

(YM), = LJ (?Mi)t —LJ | w(x) -7V x / Tine(®)7,, (R)dX'dx

Fh Qinc

avec 1 >t > N,i= (L,T) et

jinc (i) = JmCJ(X)

ou J est la grandeur caractéristique de Js. Les fonctions de Green g, dépendant de vy
et 79, il en est donc de méme pour les divers blocs adimensionnels apparaissant dans les

expressions ci-dessus.

Remarque 7.1.2. Les comportements obtenus pour les matrices Zo 7 et Zn v montrent
qu’il n’existe pas de pondération permettant de mettre a niveau ces deux matrices.
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7.2 Développement asymptotique du probleme de Maxwell avec décomposition
Loop-Tree

7.2 Développement asymptotique du probleme de Max-
well avec décomposition Loop-Tree

7.2.1 Comportement asymptotique

On se place sous 'hypothese c’est a dire que 'on a 93 < 1 et v9 = O(1),
et 'on donne le comportement asymptotique selon le petit parametre v; du probleme
discret . Pour cela, il est nécessaire de donner le développement asymptotique des
noyaux de Green associés a lair et a la piece, de leur gradient et de leur gradient double.

Pour le noyau de Green associé a l’air, on obtient les développements suivants, dont
les expressions détaillées des différents termes sont données en annexe [F] :

To = 99 + W1 + P2 + 73 + gD + o(1]),

Vs = VI + VGIT + VIDP + Vgt + (1)),
V'V, = YV + VVG2] + VVGE] + Vgt + o(vl).
On en déduit le comportement asymptotique au voisinage de y; = 0 des opérateurs
matriciels associés a air :
AY =0(1), B)=0(1), C)=0(1),

puis le comportement de la matrice d’impédance associée a I’air

O(m) O(m) 0O@1) 0Q)
7 . _ |0 oG o) ow
Mo o) Om) O(n)
o1  o@1) O0m) O0(h)

On peut aussi déduire du développement du noyau de Green g, , le comportement
asymptotique du second membre :

O(n)

Yir = %(&1))
o(1)

Pour le noyau de Green associé a la piece, on trouve les développements suivants,
dont les expressions détaillées des différents termes sont données en annexe [b] :

0 2 4
k1= 1Y + 692 + £t 1oy

G, = 99 + D72 + g 4+ o))
V5., = V3 + Vg3 + Vgiat + o)
VVG,, = VVGQ + vVt + Vgt + o(11).

K1
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CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

Le comportement asymptotique des opérateurs matriciels associés a la piece est ainsi
1 1

Pour obtenir le comportement de la matrice d’'impédance associée a la piece il nous faut
de plus donner le développement suivant

. -1
st siv1 L s
<7W2 (5?!,1 - 72)) = (Swm% + 1) = (71 —sief 77 — (&7 )Q'Vf) +o(77).

1 Y2 Y2

Finalement on obtient

Zr= o) o) 0k 06
o) 0(1) O O
et donc
O(m) O(m) 0O(1) 0@
z.._ |O0n) o) o) o)
=loa o1 onrh o(rh
o) 01 Oy Ok

7.2.2 Développement asymptotique

Soit le postulat que I'inconnue est décomposée selon

XJL — (XJL) + 71<XJL)(1) + ,Y%(XJL)@) +...,
X7 = (X77) 0 4 (X)W 4 (X)) 4L
XMe = (XMe)O) gy (XMe) D) (XM @)
XM — (XM O) 4y (X)) 4 (X M) ()

La matrice Zpr = Zo, 17 + Z1,,7 se décompose selon

L0 0 0 m 0 0 0 ¥ 0 0 0
Zir=1g o 4t oo [Zr T o 01 0%t o 0 4 ofZirt
0 0 0 ! 0 001 0 0 0 m

et le second membre Y ;1 selon
Y = (YO 4y (Y1) 2 (Y1)
vIr — ,71*1(YJT)(0) + (Y)W 4y (YT
Y2 = A (Y MO (YME) W oy (WMD)
YMr _ ,-Yl—l(YMT)(O) + (YMrYD) oy (Y M)
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7.2 Développement asymptotique du probleme de Maxwell avec décomposition

Loop-Tree
avec
00 (Z{HO (ZiH©
70 _ |0 (Zf)© 0 0
LT =~ | 0 (Z%M)(O) (ZMTM)(O) )
o 0 (z"HO (ZPHY
[(Z1])D (Zfp)™ 0 0
20| 0o e @]
L Wz hw (2w 0 0
L(Zy D (Zp)" 0 0
[(Z1])®) (Z{1)® (Z{)H)®  (Z]})®
7 _ |(Z)® (Z47)® 0 0
O o Ol
L O 0 (ZPM® (ZyH
et
0 (Y/z)(®) (Y/r)@)
0 _ |0 m_| 0 @ _ | (Y
YLT* 0l° YLT* (YML>(1) ) YLT* (YML)(Q)
0 (S(A%T)(l) (3;A4T)(2)

dont les termes sont explicités en annexe [}
La contribution de l'ordre le plus bas au systéme ([7.1.1)) s’écrit
(0) 5 (0) _ ~/(0)
Zip X =Ypr

et on en déduit que

(XJL)(O)
(0) 0
XLT = 0
0

ou (XJL)(O) est pour l'instant indéterminé. La contribution de 'ordre suivant au sys-
teme (7.1.1) s’écrit
(0) x (1) (D) (0) _ ~(1)
ZppXpp +ZppXpr = Yo

On peut en déduire que

(XJL)(l)

xM _ 0
LT — (XML)(l)
(X Mr)(1)
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CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

et que (X72)© (XM)(1) et (XMr)(1) g'obtiennent par la résolution du systeme
(0)

(ZJJ)(I) (ZJM) (ZJM)(O) (XJL)(O) (YJL)(l)
(ZLMLJ)(l) (ZMM)O (ZyTM)(O) (XML)(l) — (YML)(l) ) (7.2.1)
@)Y (@® ()] Lem®] [

Tandis que (XJL)(l) reste a ce stade indéterminé. La contribution de 'ordre suivant au

systeme (|7 s’écrit
zZOx?) + 2 x 0 + 22 x0) = v,

On peut en déduire que

(XJL)(Q)
x@ _ | (X1)®
LT — (XML)(2)
(XMT)(Q)
et que (X72)D) (X)) (XML)(2) ot (XMT)(2) g'obtiennent par la résolution du systeme
i) o @) @) ] )Y
o @ oo een® |
(Z%j] (1) 0 (Z%;M)(O) (Z%/[TM)(O) XML)(Q) -

(
@) o @) @) )

(zt})” (x) "

Jr)(2)

Do |- @) ) @) o) 4z (e
(YMe 0
(YMT)(Q) 0

est

7.2.3 Lien avec la formulation Hiptmair

Soit le systeme (7.2.1]), que I'on écrit

ZX =Y
pour simplifier. Soient les matrices
v 0 0 1 0 0
Ny:=[{0 1 0|, Ng:=1{0 ' 0|,
0 01 0 0 !




7.2 Développement asymptotique du probleme de Maxwell avec décomposition
Loop-Tree

alors le systeme
(N1ZN3)(N2) 'X =N, Y

est exactement le probléeme discret de la formulation Hiptmair (4.2.7)) :
ZuXy =Yy

Ainsi nous avons retrouvé le probleme quasi-statique de Hiptmair par le développe-
ment asymptotique du probleme de Maxwell LT. Nous avons vu au chapitre [3|que dans la
littérature [35], 34] ce probléme est obtenu en posant le probleme intégral & partir de I’ap-
proximation quasi-statique courants de Foucault . Les termes du systeme
se comportent comme O(1) par construction. A ce titre, le systeme constitue une
version normalisée du systeme Hiptmair .

Afin de confirmer ce résultat, prenons les cas tests #3 et #4 de 'annexe [E] 1l s’agit
de la barre conductrice (cas test #3.1) ou conductrice et magnétique (cas test #3.2),
contrdlée par une bobine et discrétisée en 2610 quadrilateéres et du tube conducteur (cas
test #4.1) ou conducteur et magnétique (cas test #4.2), controlé par une bobine et
discrétisé en 2640 quadrilateres. Pour ces cas, le parametre y; varie de I'ordre de 1076 &
1078, Les figures et montrent que le conditionnement de la matrice d’impédance
Z est stable selon la fréquence contrairement au conditionnement de la matrice Z - Les
figures et présentent la variation d’impédance obtenue par le systeme que
I’on note Hiptmair-N et par le code FIT2,5D. On observe un bon accord des résultats.

Fréquence [Hz} Fréquence [HZ]
103 10* 10° 10! 102 103
L L R L L R LI L
15 —+Zy©-1Z i —+—Zy -7
= 10% [ - 10
= =
) (]
% GE-) 1?’
= 103 | : = 1001 s
g g
s 3 13 | i
g 1011 - - g 10
o ®
0666606666669 | 0-0-6-66-6660606600 |
10° b e e (—— 10" T R L
1078 1077 1010 1079
h/Xo h/Xo

FIGURE 7.1 — Conditionnement de la matrice pour une barre conductrice (cas test #3.1
avec 01 = 10 MS/m et Ngen,n = 2610, & gauche) et pour une barre conductrice et
magnétique (cas test #3.2 avec o1 = 10 MS/m, p,1 = 100 et Nejep, = 2610, & droite).
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CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

Fréquence [HZ] Fréquence [Hz]
103 10* 10° 10! 102 103
B — f“\‘ LALERLLEN B —
1015§ —|—ZH—e—Z 1017§ —|—ZH—e—Z
R | £ | f
SIRIUS S 1 g0 |
= | . :
L i S 105 =
= 13 | i = E E
g 1071 | g g ]
S) 5 ] S 10ME E
< 1012 = E O O ; E
E (W-e-e-e'o E i i
AN R ] 1013? o \ o E
10—8 10-7 1010 1079
h/Xo h/Xo

FIGURE 7.2 — Conditionnement de la matrice d’'impédance normalisée ou non pour un
tube conducteur (cas test #4.1 avec 01 = 10 MS/m et Nejer, = 2640, & gauche) et pour
un tube conducteur et magnétique (cas test #4.2 avec o1 = 10 MS/m, p,; = 100 et
Nejem = 2640, & droite).
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7.2 Développement asymptotique du probleme de Maxwell avec décomposition

Loop-Tree

S|l-e- FIT )
-+- Hiptmair-N
| =
b
1 <
] ]
103 104 10°
Fréquence [Hz]
(a)
- FIT )

-+- Hiptmair-N

101 102

Fréquence [HZ]

()

103

165

—10

-20

-30

0.8

0¢

- FIT
—40 || - +- Hiptmair-N P
103 10* 10°
Fréquence [HZ]
(b)
-~ FIT S
- +- Hiptmair-N
e _
10! 10? 103
Fréquence [HZ]
(d)

FIGURE 7.3 — Parties réelle et imaginaire de la variation d’impédance pour une barre
conductrice (cas test #3.1 avec 01 = 10 MS/m et Nejer, = 2610, respectivement (a) et
(b)) et pour une barre conductrice et magnétique (cas test #3.2 avec o1 = 10 MS/m,
fr1 = 100 et Nejep, = 2610, respectivement (c) et (d)).



CHAPITRE 7. Des équations intégrales du probleme de Maxwell au probleme courants
de Foucault

- FIT )
-+- Hiptmair-N

- FIT
- =30 [[- + Hiptmair-N
| L AN
103 104 10° 103 10* 10°
Fréquence [HZ] Fréquence [Hz]
(a) (b)
1072 1072
3l-.e-  FIT ® - FIT S
-+- Hiptmair-N 8 || - +- Hiptmair-N

10! 102 103 10! 10? 103
Fréquence [HZ] Fréquence [HZ]
(c) (d)

FIGURE 7.4 — Parties réelle et imaginaire de la variation d’impédance pour un tube
conducteur (cas test #4.1 avec o1 = 10 MS/m et Neje,, = 2640, respectivement (a) et
(b)) et pour un tube conducteur et magnétique (cas test #4.2 avec o3 = 10 MS/m,
fr1 = 100 et Nejen, = 2640, respectivement (c) et (d)).
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7.3 Conclusion

7.3 Conclusion

Nous avons obtenu le comportement et le développement asymptotique du probleme
LT lorsque le parametre «y; est proche de zéro. Ce développement nous a permis d’établir
I’équivalence entre la formulation intégrale du probleme courants de Foucault proposée
par Hiptmair et le premier ordre du développement asymptotique de la formulation LT.
En pratique, cela permet de définir une version bien conditionnée du probléme courants
de Foucault. Le développement asymptotique a été réalisé au-dela du premier ordre et
I’ensemble des termes présentés offre la possibilité de résoudre le probleme de Maxwell
de maniere itérative, ordre par ordre (du développement asymptotique), chaque étape
nécessitant 'inversion d’une matrice bien conditionnée.
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Conclusion

L’objet de cette étude était de développer une formulation intégrale permettant
de résoudre le probleme de Maxwell harmonique dans des configurations typiques du
controle non destructif par courants de Foucault et plus particulierement pour le calcul
des champs primaires dans des milieux conducteurs, potentiellement magnétiques, en
régime basse fréquence. Un axe de recherche privilégié dans cette étude était de s’ins-
pirer des travaux réalisés pour des diélectriques (hautes comme basses fréquences) pour
adapter la formulation intégrale usuelle du probleme de Maxwell aux configurations de
CND par CF.

L’introduction des modeles physiques (chapitre , de leur représentation intégrale
(chapitre [2)) et des différents systemes d’équations considérés (chapitre [3) ont été pré-
sentés dans la premiere partie de 1’étude.

La discrétisation de ces systemes (chapitre 4) ouvre la deuxieme partie de I’étude,
consacrée a la recherche d’une formulation de Maxwell adaptée aux applications de CND.

Il a notamment été montré (chapitre [5)) que la technique de décomposition de Helm-
holtz, couramment utilisée pour les diélectriques, permet de bien contourner le bruit
numérique a basse fréquence et donc d’obtenir un niveau de précision satisfaisant dans
un contexte de CND. Pour autant, le probleme reste mal conditionné car les techniques
de normalisation utilisées pour les diélectriques (avec la décomposition de Helmholtz ou
la pondération de type Miiller) ne sont pas applicables au CND par CF. Ce phénomeéne
a été développé et mis en évidence. Il est principalement lié au fait que ces techniques
reposent sur un développement limité du noyau de Green selon la fréquence qui n’a plus
de sens dans un milieu conducteur.

Le probleme de conditionnement a pu étre contourné par une résolution itérative par
blocs du systéme linéaire (chapitre [6]). Les blocs sont associés & une composante spéci-
fique des densités de courant recherchées. Deux versions ont été proposées et la seconde,
qui repose sur une décomposition selon les composantes Loop et Tree des densités J et
M, répond a nos besoins en terme de précision et de conditionnement (indépendant de
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la fréquence pour la gamme des parametres physiques typiques du CND).

Dans la troisieme partie (chapire , le développement asymptotique de la formula-
tion intégrale de Maxwell (notée LT dans ce manuscrit) selon le parametre adimensionnel
a mis en lumiere 1’équivalence entre le terme dominant de ce développement et la for-
mulation intégrale du probleme courants de Foucault proposée par Hiptmair introduite
au chapitre [5| En outre le systéme obtenu possede, lui, un conditionnement stable par
construction.

Nous disposons donc au terme de notre étude de deux formulations originales et qui
répondent a nos attentes : précises et de conditionnement stable dans la gamme de para-
metres physiques typiques du CND. Ces formulations sont, d’une part, une formulation
du probleme résolue par blocs de maniere itérative et, d’autre part, une formulation du
probleme courants de Foucault, donc moins générale, mais résolue d’un seul bloc.

I1 a été nécessaire de développer les outils numériques adaptés (discrétisation, assem-
blage, résolution et post-traitement), réalisés dans une maquette Matlab. Ces dévelop-
pements ont permis d’accompagner 1’étude et d’illustrer les performances des diverses
approches dans les parties [T] et [[TI}

Perspectives

Dans le cadre de ’analyse du probleme de Maxwell, et plus particulierement de son
développement limité au premier ordre (équivalent a 'approximation courants de Fou-
cault, comme montré au chapitre , il serait maintenant intéressant de procéder a une
estimation fine de I'erreur commise par cette approximation. D’autre part, au-dela du
contexte applicatif du CND par CF, il serait intéressant d’augmenter de quelques ordres
le développement asymptotique. Le choix de ’ordre d’arrét pouvant étre fait & posteriori,
une fois la précision désirée atteinte, ou encore a priori, en fonction du régime de travail.
L’intérét de ce type d’approche reste a démontrer face a ’approche de Maxwell résolue
par blocs mais peut étre fondé sur le besoin de résoudre autrement que par blocs un
systeme linéaire bien conditionné.

En ce qui concerne le calcul du champ primaire, qui constitue une étape majeure de la
modélisation des processus de CND traités au CEA LIST, la formulation LT résolue par
I'approche itérative par blocs introduite au chapitre [6]de ma these est en cours d’intégra-
tion dans le code du laboratoire. En particulier, elle sera prochainement utilisée dans le
cadre d’une étude pour I'TRSN (Institut de Radioprotection et de Sureté Nucléaire) afin
de simuler le signal de géométrie obtenu dans la partie cintrée des tubes d’un générateur
de vapeur, élément clé du processus de refroidissement du circuit primaire dans les cen-
trales nucléaires a eau pressurisée. A cette occasion une discrétisation d’ordre élevé de
la géométrie (présentée au chapitre 4) comme des fonctions de base sera employée afin
de gagner en précision tout en réduisant le nombre d’inconnues.
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Pour autant le nombre d’inconnues restera un facteur limitant de 'approche qui ne
sera performante que si ’ensemble des blocs matriciels reste accessible en mémoire (au-
trement on fera face & un surcout des étapes de lecture-écriture des blocs sur le disque
a chaque itération du solveur). A ce titre il faudrait se pencher vers une approche de
compression qui autorise 'inversion directe de chaque bloc, a priori de type matrice hié-
rarchique et algorithme ACA (Adaptive Cross Approzimation). La mise en ceuvre du
pilotage de cette approche dans le cadre du CND et ’emploi de méthodes d’ordre élevé
devra étre étudiée.

Enfin, le calcul du signal d’un défaut n’est pas traité dans cette thése mais rendu
accessible. En effet, la stabilisation du conditionnement en fonction de la fréquence, et
donc du pas de maillage a fréquence fixe, rend possible la résolution du systeme malgré
la présence d’'un défaut dans la géométrie (qui implique généralement un pas de maille
trés petit au niveau du défaut). Par ailleurs, toujours dans une approche par blocs,
mais modifiée, on pourrait maintenant introduire une décomposition de domaine entre
la piece (champ primaire) et le défaut en plus de la décomposition selon les composantes
physiques. Dans ce cas, on trouverait éventuellement des configurations pour lesquelles un
élargissement du travail d’analyse serait crucial. Par exemple, si la taille caractéristique
d’un défaut de type entaille est liée a son ouverture, celle-ci serait de 'ordre de quelques
dizaines de pm contre quelques dizaines de mm pour la piece, et justifierait donc de
considérer un nouveau parametre adimensionnel pour le développement asymptotique.
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Annexe A

Les milieux parfaitement
conducteurs

Un conducteur parfait, Perfect Electric Conductor (PEC) en anglais, ou milieu par-
faitement conducteur est un milieu pour lequel on suppose que la conductivité est infinie.
Il s’agit d’une idéalisation mathématique des milieux tres fortement conducteurs qui per-
met d’effectuer un certain nombre d’approximations sur les équations de Maxwell.

A.1 Le modele du conducteur parfait

On se place sous les hypotheses [((HO)|, [(H1)| et ((H2a)| ou [((H2b)| & une exception
pres, la conductivité oy est supposée infinie pour que {27 soit un milieu parfaitement
conducteur. Sous ces hypotheses, les champs électrique Eio et magnétiques Hyoy véri-

fient ((1.2.2)) dans Q,

V X Etot + siwpHier = 0
V X Hiyot — siweEwr = Jinc

dans

et s’annulent dans le conducteur parfait 21,
Etot = Htot =0 dans Ql.

Ainsi, on peut dire que les champs incidents sont completement réfléchis par la surface
' ce qui se traduit par la condition (1.2.6) qui devient

Eljxn=-E) xnswrI' < E) xn=0surl.
Les champs incidents vérifient bien (1.2.1]) et les champs diffractés sont définis par (1.2.3)),

{ Ed = Etot - Einc dans QO

Hd = Htot_Hinc
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ANNEXE A. Les milieux parfaitement conducteurs

et vérifient (1.2.4). Le probleme de Maxwell s’exprime donc ici uniquement dans g,

VXxVxEq—kE;=0 dans Qo,

Eq xn=-Ej.Xxn sur I',

| (A.1.1)
Eq=0 <> ) |x| = +oo.
|

Le champ magnétique Hy s’obtient, d’apres ([1.2.4)), via
H,; = (Siw,uo)ilv x Egq.

En revanche, on ne peut pas poser le probleme en terme de champ magnétique puisque
la condition de transmission (1.2.7) du champ magnétique (HY,, x n = H}; x n) n’est
plus valable pour les milieux parfaitement conducteurs.

A.2 Formulations intégrales pour les milieux parfaitement
conducteurs

Pour les milieux parfaitement conducteurs, il existe trois formulations classiques dans
la littérature, I’équation intégrale en champ électrique appelée EFIE de 'anglais Electric
Field Integral Equation, I’équation intégrale en champ magnétique, ou Magnetic Field
Integral Equation (MFIE) et enfin I’équation intégrale en champs combinés, ou Combined
Field Integral Equation (CFIE). On ne présente que 'EFIE et la MFIE ici puisqu’il s’agit
des formulations que I'on utilise dans le manuscrit pour valider nos opérateurs et analyser
certains phénomenes. De plus la CFIE est simplement une combinaison de 'EFIE et la
MFIE.

A.2.1 L’équation intégrale en champ électrique (EFIE)

Le champ Eq appartient & Hi,(rot?,Q) et vérifie (A.1.1)). Ce champ vérifie donc
les hypotheses du corollaire la) et on peut écrire sa représentation intégrale

— SC'(YLEAXYEq) =Eq  dans Q. (A.2.1)

On applique maintenant la trace extérieure v, & cette représentation (A.2.1]) ce qui nous
donne I’équation intégrale surfacique :

YYEqa = -8C o(v%EaANVEa)
= <;Id — BQ) v Eq — (Ag + /%cg) YN Ea. (A.2.2)
On rappelle que
J = 7Y Hiot = —(siwpo) vV Etor = —(siwpo) X (Ea + Eine) (A.2.3)
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A.2 Formulations intégrales pour les milieux parfaitement conducteurs

donc
0 _ 0 0 ) . 0 )
FYNEd - FYNEtOt - ﬂYNEll’lC == S'L(A)/.LOJ — ’YNEIHC'
De plus, la condition de transmission du probleme (A.1.1)) s’écrit

YV Eq = -7 Ejpe. (A.2.4)

En remplagant dans (A.2.2)), on obtient finalement
1 1 1
SId+ B2 ) Y Eie + [ A% + €% ) Y Eine = si [ wpo A% + —C% ) J.
2 Ko weo

Comme le champ Ej,. vérifie (1.4.5)) avec Ujpe = Eiyc, il vérifie les hypotheses du corol-
laire [bl d’otr
SCO(’Y%( Eincy’Y}VEinc) =0 dans Q0- (A25)

On applique alors la trace 'yg et on remplace, 'yleinC par 'yg Ei,. et, ’Y]linnc par W?VEinC,
on obtient :

1 1
0= (_QId + Bg) ’YgEinc + (A?( -+ HZCg) ’Y?VEinc-
0
Ainsi on obtient la forme intégrale de 'EFIE :

Zpr1EXEriE = YEFIE (A.2.6)

avec

. 1
ZEFIE = St <WM0«4(; + WSOCS> . Xerie =3, Yerie = 7% Eic.
La résolution de cette équation permet de calculer les champs Eio et Hiot via

Ewtlo, = Einclo, — SCY(0, siwued) € Hye(rot?,Qy),
Htot|QQ = Hinc|ﬂo - SCO(—J’O) S Hloc(rOtQ,QO)-

_1
L’équation intégrale étant dans H I 2 (divp, I'), on peut la tester dans ce méme espace

par la relation de dualité (-, -), et on obtient le probleme variationnel :

X
1
2

(w, Zpriederie) = (0, Verie), , Yu e H *(divp, ).

Le probleme discret est donné par

ZeriEXeriE = YEFIE

avec

) 1
ZepiE = st (wqui + w&_OC(L> , Xprip=X', Yprip=Y".
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Soient {uz}i=1,.. N C VC’{iV 'ensemble des fonctions tests et {up}p—1,. n C VC’{iV I’ensemble
des fonctions bases. Les opérateurs matriciels A% et C% définis par

(AY)y = (w, Al(w)),
(Ch)y = (w,Ch(w)),

ainsi que le second membre Y donné par
J 0
(Y7 1= (e, ViBine),,

sont explicités en annexe . L’inconnue X7 permet le calcul de la densité de courant
surfacique électrique J" via

N
Jh(x) = Z (Xj)bub(x), vx € I'y,.

Remarque A.2.1. L’EFIFE se retrouve en posant M = 0 d’apreés la condition de trans-
mission v Byt = 0, dans la premiére ligne de la formulation PMCHWT.

A.2.2 L’équation intégrale en champ magnétique (MFIE)
On applique la trace extérieure 4% a (A.2.1)) :

YNEde = —=SCRo(Y%Ea,vNEq)

1
= — (kgAY +C0)YIEq + <21d — BQ) X Eq.

Les relations (A.2.3)) et (A.2.4), impliquent

1 1
(F%AQ + c‘;) ) Eine + (21d + Bg) A Eine = siwpio <21d + Bg) J.

On applique la trace v & (A.2.5) et on remplace, ¥L Eine par v%Eine et, Y\ Einc par
'7(])VEinC7 on obtient :

1
YBine = (BAL +€2) 72 e+ ( 510+ B2 ) 7B
Ainsi on obtient la forme intégrale de la MFIE :

ZMFIEXMFIE = YMFIE

avec

1
ZMFIE = —§Id ~ B, Xurie=1J3, Yurie =% Hiec.
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La résolution de cette équation permet de calculer les champs Eio; et Hyo via

Eiotloy = Einclo, — SC°(0, siwpod) € Hioe(rot?,Qp),
Htot|Qo — Hinc|Qo - SCO(—J’O) c Hloc(r0t27QO)-

_1
L’équation intégrale étant dans H I ?(divp, I'), on peut la tester dans ce méme espace

par la relation de dualité (-, -),, et on obtient le probléme variationnel :

X

1
(u, ZurrEXMFIE) = (W, YMFIE)y , VU E H, * (divp, T).

Le probleme discret est donné par

ZyriEXymrIE = YMFIE

avec 1
ZyFIE = §R -BY, Xgrrr=X’, Ygrir=YM

Soient {u}4=1,.. N C Vc}{iv I'ensemble des fonctions tests et {up}p=1,. N C V('fiv I’ensemble
des fonctions bases. Les opérateurs matriciels AY et C% définis par

(R, 3= (e, Rhw),
(BY)y = (. Blw)),

ainsi que le second membre Y donné par
(YH), 1= (ue, Y3 Hine)

sont explicités en annexe L’inconnue X’ permet le calcul de la densité de courant
surfacique électrique J” via

N
Jh(X) = Z (XJ)b ub(x), Vx € ['y,.
b=1

179



ANNEXE A. Les milieux parfaitement conducteurs

180



Annexe B

Discrétisation pour le maillage
triangulaire

Cette annexe présente les éléments de discrétisation qui sont différents lorsque le
maillage est triangulaire et non plus quadrilatéral comme présenté dans la section

B.1 Maillage paramétré de triangles
Soit un maillage I'j, composé de N, triangles et de triangulation
Th = {Kf}ezl ..... N, -
L’élément unité & dans R? est défini par le triangle unitaire de sommets
S1=1(0,0), Sy=(1,0), Sz=(0,1).

On note X := (Z1,22) les coordonnées sur K dans la base canonique {€1,8;} de RZ. On
note Sf =Fy(S;), i =1 <i <3, les sommets de I’élément K, numérotés dans le sens de

parcours direct et de telle sorte que (S; §2 x S1S3) soit dirigé vers l'extérieur de la surface
fermée. Soit F le difféomorphisme de K dans R? défini par la propriété suivante :

Vx € K, 31X € K tel que Fy(X) = x.
Cette transformation est donnée a 'ordre 1 par
Fy(X) = (1—21)S{+ 785 + @Sé.
Les arétes du triangle de référence K sont orientée dans le sens direct et définies par

2), a2 = (S2.S3),



ANNEXE B. Discrétisation pour le maillage triangulaire

ou l'ordre d’apparition des sommets donne le sens de ’aréte, voir figure Sur un
élément Ky, les arétes correspondantes sont notées af avec af = Fy(a;), i =1 < i < 3.
Les normales unitaires aux arétes af, dirigées vers l'extérieur de 1’élément, notées n

a;
s’expriment de la maniére suivante :

¢ i 7ng X gng ) Iy X é\ng 52]:7( X 1y
na1 - N ) n(lg - N N )
|01F | |01F | |0oF |
" |02F |

L’élément d’intégration linéique est |01F| sur a1, |0oF — 01 F| sur ag, et |02F| sur as.

Q)
o

FIGURE B.1 — Sommets et arétes sur I'élément de référence K.
_1
B.2 Fonctions de base de I’espace d’approximation de H | (divp, I')
L’espace V!f-w est défini par

_1
2

Vi = {u € H| * (divr, T); JDF 'ulg € V!, VK € Th} (B.2.1)

avec 9}1 = {ﬁi}i:1,2,3 et

)
—_

u(X) = B (z1€1 + (72 — 1)ey),
P | B

uy(X) = 5 (7181 + T282),
PN 1 . e
U3(X) = § ( 1— 1)61 + 1'282) .

182



B.3 La décomposition de Helmholtz-Hodge

Les fonctions locales uf sur Ky sont données explicitement par

~ | PO
u{ o Fg(x) = m (wlang(X) + (.752 — 1)82F4(X)> s
_ 1 foa A
wh o Fy(R) = X (xlang(x) + xzaQFg(x)) :
~ 1 A A
b o Fy(%) = ] (:cl C1D)AF(R) + anng(x)) .

Les fonctions u; ainsi définies imposent la continuité normale a travers les arétes du
maillage ([w; - ng,]e, = 0) et sont dites Hdiv-conformes. La famille {u;};—1,n,, ol

Na est le nombre d’arétes du maillage I'y,, est alors une base de Vé{iv. Ces fonctions sont
communément appelées fonctions RIWG du nom des auteurs Rao, Wilton et Glisson [49].

B.3 La décomposition de Helmholtz-Hodge

Les fonctions de base Loop U’ € V" sont définies sur le triangle de référence par

7=1
avec
R -1 0 1
Ly=| 1 -1 0
0 1 -1

avec
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Annexe C

Calcul des termes matriciels

On rappelle que les applications duales (-, -) (2.1.7) et (-, ), (2.1.8) sont définies

par

(u,v) ::/u~vdF,
r

(u,v), ==(u,nxv)=(u,v),

i)y = [ evar

Ru:=u X n.

et que R est défini par

Les opérateurs intégraux de surface A, , B, C, et 5X sont définis par le théoreme [2.2.2
et les opérateurs A, , B,,, C, et C, par le théoréme [2.2.3]

C.1 Notation des fonctions tests et bases

Les notations définies dans cette section sont les notations utilisées pour différencier
les différents types de fonctions de base dans toute cette annexe.

C.1.1 Fonctions Hdiv-conformes

Soit {ug}ta=1,. .y C V2 lensemble des fonctions de base (4.1.3) Hdiv-conformes de
Vé‘iv avec N le nombre d’arétes du maillage sur I'y,. On note

h
{w =1~ C Vi
I’ensemble des fonctions tests et on note
h
{wpto=1,..N C Vg

I’ensemble des fonctions bases. Soit a; 'aréte de I'j, associée a la fonction test uy, le
support de cette fonction est 'ensemble des deux éléments tests K} et K7 se partageant
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ANNEXE C. Calcul des termes matriciels

cette aréte. De méme, le support de la fonction base u; associée a 'aréte a; de I'y, est
I’ensemble des deux éléments bases K l} et K g se partageant l'aréte a;. Les coordonnées
sur les éléments bases ainsi que les dérivées selon ces coordonnées seront annotées par le
signe /.

C.1.2 Fonctions Loop et Tree
On note
{utL}tZL-wNS*l - VélliVO’ {ug—‘}tZL--wNe*l - Vchomp
I’ensemble des fonctions tests Loop (4.1.5) et Tree (4.1.6)) et
{ulg}tilprs—l - Vc}iLiV07 {ug}t:17-~~,Ne—1 C V(Izlomp

I’ensemble des fonctions bases Loop et Tree avec Ng et N, le nombre
de sommets et d’éléments du maillage I'y,, respectivement. Soit S;, respectivement S,
le sommet de I'j, associé a la fonction test utL , respectivement ulf , le support de cette
fonction est I’ensemble noté KtL, respectivement Ké:, des éléments se partageant ce
sommet. Soit K;, respectivement K3, 1’élément de T'j, associé & la fonction test u;
respectivement ug, le support de cette fonction est I’ensemble noté KtT , respectivement
K g , des éléments adjacents par au moins une aréte a cet élément.

C.1.3 Fonctions Hrot-conformes

Soit {vg}a=1,..N C VI Tensemble des fonctions de base ([@.1.4) Hrot-conformes de

rot
Vi avec N le nombre d’arétes du maillage sur T';. On note

{viti=1,.n C V(]fiv
I’ensemble des fonctions tests et on note
{(Vi}o=1,..v C Vi

I’ensemble des fonctions bases. Comme pour les fonctions Hdiv-conformes, soit a;, res-
pectivement ayp, 'aréte de I'y, associée a la fonction test vy, respectivement vy, le support
de cette fonction est Pensemble des deux éléments K/ et K7, respectivement K| et K2,
se partageant cette aréte.

C.1.4 Fonctions scalaires

Soit {@e}e=1,..N. C VI Pensemble des fonctions de base (£.1.2) de VI avec N, le
nombre d’éléments du maillage sur I'y,. On note

{@t}t:l,...,Ne C V(I}

I’ensemble des fonctions tests et on note

{oo}o=1...n. C VO

I’ensemble des fonctions bases. Le support d’une fonction ¢y, respectivement ¢y, est
I’élément test K, respectivement 1’élément base Kjp.
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C.2 L’opérateur matriciel A

C.2 L’opérateur matriciel A,

Fonctions tests Hdiv-conformes. Par définition de (-, -), et de 'opérateur intégral

Ay,

(L), = (w Alw)) == [ ) R0 AL (wn)ax

=— [ RoRow(x)- / up(x') s, (x — x')dx'dx,
Th IV

:/ u(x) - / u,(x') g, (x — x')dx"dx.
KUK} K}UK?

Fonctions tests Hrot-conformes. Il suffit de remplacer u; par vy dans I'expression
précédente.

Décomposition Loop-Tree.

PrASPl, = [

TACLT TALTT

LALLT LALTT ] | AR AT
= 0 TL oTT
A>< A‘X

avec

(A%7), = (ui. Al )

X

et (i,5) = (L,1).

C.3 L’opérateur matriciel B,

Fonctions tests Hdiv-conformes. Par définition de (-, -)

B

. et de 'opérateur intégral

X

(Béx)tb = <ut , B (ub)>X = —/F w(x) - R o B (up)dx,

:/ u(x) -V x / up(x') i, (x — x')dx’ | dx
KUK} K}lUK?

= —/ uy(x) / V' g, (x — x') x up(x")dxdx.
K}UK? KlUK?

Fonctions tests Hrot-conformes. 1l suffit de remplacer u; par v; dans ’expression
précédente.
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Décomposition Loop-Tree.

{,LL (LT
B>< B X

LT LT
PLTBZXP{T:[LBXL LB!T ]::

TB{LT TB{T'T

¢TL 0,TT
BX BX

avec
i\ :
(B1),, = ui  Betus))
et (i,j) = (L,T). Pour i =L et j =L, on a

X

(B27),, = = [, w00 [ Flon e wf)axax
th KL KL

Remarque C.3.1. Si w < 1 et si le nombre d’onde Ky est réel alors ky < 1 on peut
écrire le développement limité de

) 1 R
Vg, (R) = (—smg — ]R|> mgw(R)

au voisinage de 0 :

- 2 R 3
1500 )= =l B (SR (st

ERTERRYCTER ST S +o<<—sz‘w\Ry>3)> (©31)

avec R = (x —x'). Or, d’aprés [106],
1
/ ul(x) - V— xuf(x)dx'dx =0
T, r, R

donc
iy o [ wre. [ (sEIRY | CsimdRYY
<BX )tb_/KtL Uy’ (%) /KbL Ar|RJ? ( o + 3l X uy' (x)dx'dx.

C.4 L’opérateur matriciel C,

Fonctions tests Hdiv-conformes. Par définition de (-, -), et de 'opérateur intégral
Cys

(Ci)tb = <ut , C‘;(ub)>X =— /F w(x) - R o C (up)dx,

h

:/ u(x) - VV.- / up(x')gr, (x — x')dx" | dx
KtIUKtQ Kbl UKb2

:/ u(x) -V / u,(x') - Vg, (x — x')dx" | dx
KtIUKtQ KbIUKbQ
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C.4 L’opérateur matriciel C,

avec uy = —RoRou; € V(]fiv. Or, d’apres la formule de Stokes et la relation
Vi, (x —x') = -V'g,,(x — %),

on a

T, (x,x') = /K u,(x') - Vg, (x — x")dx' = /K divpuy(x')gx, (x — x')dx’
b

b;

7

[ ok, wn)) g x — )
0Ky,
pour 7 = 1,2 et

Tip, (xX') = / w(x) - V(Zp, (x,x"))dx = — divpug(x)Zp, (x,x")dx
K

) K.
J tj

+ / (npg, - (x))Zp, (x — x")dx
0K 7

pour j = 1,2. On a donc
(Ci)tb - Itlbl (Xaxl) + It1b2 (Xaxl) + It2b1 (Xaxl) + Itzbz (X7X,)'

La normale NYK,, » respectivement nor; est la normale unitaire & 0K}, , respectivement
OK;,, orientée vers extérieur de Ky, , respectivement Ky,. Autrement dit, Nyk,, et noK,
sont les ensembles de normales unitaires aux arétes des éléments Kjp, et K, respecti-
vement. Comme les fonctions tests et bases sont les fonctions Hdiv-conformes
de V!ﬁv, la composante normale, selon la normale aux arétes, de ces fonctions sur les
bords des éléments qui les supportent est non nulle uniquement sur 'aréte qui leur est
associée. De plus cette composante est continue sur I'aréte commune. C’est-a-dire, soit
n,, la normale extérieure a l’aréte locale a; de Kj, associée a 'aréte globale a; alors

(nal 'ub(xl))|a1 = (na2 'ub(x/))‘aa (0'4'1>

et soit ng; la normale a l'aréte locale a; de Ky, associée a ’aréte globale a; alors
(g - W (X'))|ay = (May - W (X)) as- (C.4.2)

Finalement les termes de bord s’annulent et on obtient que

<C£X> = —/ divrut(x)/ diviug(x') gx, (x — x')dx'dx.
tb Kt UKy, K}UK?
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ANNEXE C. Calcul des termes matriciels

Fonctions tests Hrot-conformes. Lorsque les fonctions tests ne sont plus Hdiv-
conformes la relation ((C.4.2)) n’est plus vérifiée (la relation ((C.4.1)) reste vérifiée puisque
les fonctions bases sont Hdiv-conformes) et on a alors

(CZX) = —/ dinvt(x)/ diviup(x) gr, (x — x")dx'dx
tb K1, UKty Ky, UKy,
+/ (nok,, -vt(x))/ diviup(x) gx, (x — x")dx'dx
8Kt1 Kb1 UKbQ

+ / (nok,, - vt(x))/ diviup(x) gx, (x — x")dx'dx
8Kt2 Kbl UKbQ

avec v; =€ V1. (et donc I'écriture explicite de divpv n’est pas triviale).

rot

Décomposition Loop-Tree.

P rC PIT = [ LC[XLT LCZXTT ] = [ ! ) }
X -

0,TT
TC.LLT TCLTT 0 Cj

avec
(C477),, = (of Ao,

puisque les fonctions Loop sont a divergence surfacique nulle.

C.5 L’opérateur matriciel R

Fonctions tests Hdiv-conformes. Par définition de (-, -),, et de 'opérateur de ro-

tation R,

X

(R)yp = (u, R(wp)) = — (wg , wp), = /K Ik u(x) - (up(x) x n)dx.

Fonctions tests Hrot-conformes. Il suffit de remplacer u; par v¢ dans 'expression
précédente.

Décomposition Loop-Tree.

LRLT LRTT RELL RLT
wunel; | B0 1] - (30 B |

TRLT TRT' RTL RIT
avec '

(RY),, = (ui . R(w)))
et (i,j) = (L,T).
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C.6 L’opérateur matriciel (NJX

C.6 L’opérateur matriciel éx

Fonctions tests Hdiv-conformes. Par définition de (-, -), et de 'opérateur intégral

C><7
(64),, = (w Gt =- w0 RoCl )i

:/ u(x) -V (/ b (X' ) g, (x — x’)dx’) dx
KtIUKtQ KbIUKbQ

=— / u(x) - / op(x )V gy, (x — x')dx'dx
Ky UKy, Ky, UKy,

avec uy = —RoRou; € Vgiv.

Fonctions tests Hrot-conformes. 1l suffit de remplacer u; par v et u; par vy =
—RoRovy € Vﬁ)t dans l'expression précédente.

C.7 L’opérateur matriciel A

Par définition de (-, -)1 et de 'opérateur intégral A,

(a0), = (o i), = [0 (m [ o e =xax ) e

- /K @il) <n- /K o ub(xl)gw(x_xl)dx,) dx.

C.8 L’opérateur matriciel B

Par définition de (-, -)1 et de 'opérateur intégral B,,,

(BL) = (o Bian), = /F ) (n-v x /F h ub<x’>gw<x—x'>dx') dx

2
= —/ ¢i(x) | n / V gy (x — X') x up(x)dx’ | dx.
Ky Kp, UK, ]
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ANNEXE C. Calcul des termes matriciels

C.9 L’opérateur matriciel (Nln

Par définition de (- ,-)1 et de Popérateur intégral C,,

1
2

(éﬂ)tb = <s0t ,CNfL(%)> :/Fh i (x) (n -V . op(X') g, (x — x’)dx’) dx

= /K t pr(x) <n : /K b eb(X )V g, (x — X’)dX'> dx.

C.10 L’opérateur matriciel I

1
2

Par définition de (-, -)1,
2

(I)tb = (o, pp)1 = / o1 (x) pp(x)dx.

1
2 Ky

C.11 Seconds membres

Il
—

(YJ)t = <at >7(>)<Einc>>< = —/ a(x)-Ro 'ygEincdx
T'n KtIUKt2

(Y™M), == (a¢ , ¥4 Hinc) :—/F a;(x) - R o v Hiedx
h

t; UK,

(YEon)t = <§0t ) fygEinc % QDt(X) ’YgEincdx (pt(x)’ygEinch>

Pt (X)'YgHinch-

Il

(YHon)t = <90t ) VgHinc> (,Ot(X) ’}/gHinch

1 Il
S5

1
2 t

avec a; = Uy OU &y = V.

Décomposition Loop-Tree.
LY’ Y/e
avec A
(Y7), = (ai 75 Bine),
et i = (L,T). De méme,
LyM YMe
PrrYM = [ TYM ] = [ v Mr ]
avec ‘
(Y1), = (ai 72 Hinc),
et i = (L,T).
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Annexe D

Sorties

Dans nos résultats nous distinguons les configurations dites académiques des configu-
rations dites de CND. Ces configurations se distinguent principalement par leurs données
d’entrée et de sortie. Pour les configurations académiques, nous considérons en entrée
une onde plane et en sortie nous évaluons la section efficace radar. Pour les configura-
tions de type CND, nous considérons en entrée la ou les excitation(s) d’une bobine, et
en sortie la variation d’impédance.

D.1 Onde plane et section efficace radar (SER)

La section efficace radar (SER), ou Radar Cross Section (RCS) en anglais, est une
donnée de sortie fréquemment utilisée pour les problemes de diffraction d’une onde plane.
Elle se calcule en fonctions des champs dits lointains, c’est-a-dire les champs diffractés a
I'infini, et s’exprime en m? ou en dBm? en lui appliquant un 10log;,. Cette quantité est
souvent utilisée dans les applications militaires puisqu’elle dénote la capacité d’un objet
a étre détecté par un radar. Ici nous I'utilisons dans un cadre académique, a savoir la
validation de nos formulations sur une sphere éclairée par un onde plane.

La RCS est définie par

R o | Ea(¢air fait) | o [Ha(dair bair )|
orcs (@aif,fair) = xgrfoo 4x B ? = XETOO 47x H P

avec (Bine,Hipe) = OPY (Einc,ﬁinc). Soit « la polarisation de 'onde diffractée (Eq,Hg) et
B la polarisation de I’onde incidente (Eine,Hine), la SER est dite de polarisation . On
s’intéresse ici a la SER de polarisation ¢ @inc €t O4iifine, on parlera souvent simplement
de polarisation ¢¢ et 06. Les champs diffractés (Eq,Hq) sont donnés par

Eq = —no®$L(T) + 5L (M),
Hy = —no®HE(I) — TG (M)
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avec
W )60 = 0PI s [ explino - Fan)4S ),
™ X r
1Ko exp(—1ikpX) » N . N
\Ilgf(u)(x) = _471(-)p( - 0 )k:dhcf X kaife X /u(x') exp(ikox’ - kqig)dS(x).
r

Les SER présentées dans ce document seront les SER bistatiques pour les polarisation
o et 06.

D.2 Champs induits par une bobine et variation d’impé-
dance

Soit une bobine parcourue par un courant sinusoidal d’intensité I = Iy exp(wt) avec
Ip l'intensité du courant d’excitation. L'impédance Zpypine de la bobine est définie par le
rapport de la tension entre les bornes de la bobine Upypine €t I'intensité I c’est-a-dire

U Lodl

Zbobine = 7 = Ta = Z"*‘)LO

avec Lo l'inductance de la bobine. Soit maintenant Zp;c.. 'impédance de la bobine en
présence d’'une piece, on définit la variation d’impédance comme étant la différence

AZ = AZpiece - AZbobine-

La variation d’impédance étant une grandeur mesurable, elle est tres généralement uti-
lisée comme grandeur de validation dans la simulation de procédés de controle non
destructif.

La variation d’impédance peut étre évaluée a partir des densités de courant surfa-
ciques J et M et des champs incidents (Einc,Hinc) via le théoreme de réciprocité :

1

AZ = ——
I3

/FJ(X) - Eine(x) — M(x) - Hine(x)dS(x) (D.2.1)

avec (EincyHinc) = BSO(JiHC>'
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Annexe E

Cas tests

E.1 La sphere

On considere une sphere de rayon R = 1 m. On distingue trois cas selon les parametres
physiques de la sphere :

— Cas test #1.1 : La sphere parfaitement conductrice.
— Cas test #1.2 : La sphere diélectrique.
— Cas test #1.3 : La sphere conductrice.

Les tableaux et présentent respectivement les parametres physiques de la spheére
diélectrique et de la sphére conductrice. La figure présente une discrétisation de la
surface de cette sphere en 864 quadrilateres.

permittivité diélectrique relative 55{1 >1

perméabilité magnétique relative 1 1

conductivité o1 0

TABLE E.1 — Parameétres physiques du cas test #1.2.

permittivité diélectrique relative e, >1

perméabilité magnétique relative 1 1

conductivité op >0

TABLE E.2 — Parametres physiques du cas test #1.3.

195



ANNEXE E. Cas tests

FicURE E.1 — Maillage quadrilatéral de la sphere.

E.2 La plaque cylindrique

On considere une plaque cylindrique de rayon R = 5 mm et de hauteur H = 1 mm
controlée par une bobine simple de rayon interne r;,; = 1 mm, de rayon externe re¢;; = 2
mm, de hauteur H = 1 mm, comprenant 1 spire et de courant d’injection I = 1 A centrée
et placée a 0.1 mm au dessus de la plaque. On distingue deux cas selon les parametres
physiques de la plaque :

— Cas test #2.1 : La plaque conductrice non magnétique.

— Cas test #2.2 : La plaque conductrice magnétique.

Les tableaux [E.3| et [E.4] présentent respectivement les parametres physiques de la plaque
conductrice non magnétique et de la plaque conductrice magnétique. La figure pré-
sente une discrétisation de la surface de cette plaque en 3738 quadrilateres.

permittivité diélectrique relative ef,l 1

perméabilité magnétique relative p, 1 1

conductivité o >0

TABLE E.3 — Parametres physiques du cas test #2.1.

permittivité diélectrique relative eil 1

perméabilité magnétique relative p, 1 > 1

conductivité op >0

TABLE E.4 — Parametres physiques du cas test #2.2.
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E.3 La barre

Fi1GURE E.2 — Maillage quadrilatéral de la plaque, vue de I’épaisseur a gauche et du haut
a droite.

E.3 La barre

On consideére une barre de rayon R = 8 mm et de hauteur H = 10 mm controlée
par une bobine simple de rayon interne r;;; = 9 mm, de rayon externe re;; = 10 mm,
de hauteur H = 2 mm, comprenant 70 spires et de courant d’injection I = 1 A et
placée a mi hauteur & l'extérieur de la barre. On distingue deux cas selon les parametres
physiques de la barre :

— Cas test #3.1 : La barre conductrice non magnétique.

— Cas test #3.2 : La barre conductrice magnétique.

Les tableaux et présentent respectivement les parametres physiques de la barre
conductrice non magnétique et de la barre conductrice magnétique. La figure[E.3]| présente
une discrétisation de la surface de cette barre en 2610 quadrilateres.

permittivité diélectrique relative 57‘?71 1

perméabilité magnétique relative  p, 1 1

conductivité o >0

TABLE E.5 — Parametres physiques du cas test #3.1.

permittivité diélectrique relative 55{1 1

perméabilité magnétique relative p, 1  >1

conductivité op >0

TABLE E.6 — Parametres physiques du cas test #3.2.
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FiGURE E.3 — Maillage quadrilatéral de la barre, vue de la hauteur a gauche et du haut
a droite.

E.4 Le tube

On consideére un tube de rayon R = 9.84 mm, d’épaisseur e = 1.27 mm et de hauteur
H = 10 mm controlée par une bobine simple de rayon interne r;,; = 7.83 mm, de rayon
externe 1oy = 8.5 mm, de hauteur H = 2 mm, comprenant 70 spires et de courant
d’injection I = 1 A et placée a mi hauteur & l'intérieur du tube. On distingue deux cas
selon les parametres physiques du tube :

— Cas test #4.1 : Le tube conducteur non magnétique.

— Cas test #4.2 : Le tube conducteur magnétique.
Les tableaux [E.7] et présentent respectivement les parametres physiques du tube
conducteur non magnétique et du tube conducteur magnétique. La figure [E.3] présente
une discrétisation de la surface de ce tube en 2640 quadrilateres.

permittivité diélectrique relative 5;%,1 1

perméabilité magnétique relative p, 1 1

conductivité o >0

TABLE E.7 — Parametres physiques du cas test #4.1.

permittivité diélectrique relative 5?‘?71 1

perméabilité magnétique relative g1 >1

conductivité op >0

TABLE E.8 — Parametres physiques du cas test #4.2.
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E.5 Le tube a section elliptique

F1GURE E.4 — Maillage quadrilatéral du tube, vue de la hauteur a gauche et du haut a
droite.

E.5 Le tube a section elliptique

On considere le tube précédent dont la section est non plus un cercle mais une
ellipse de petit rayon R, = 9.84 mm et de grand rayon R, = R, (1 + %) ou « est le
pourcentage d’aplatissement du tube, voir figure L’épaisseur 1.27 mm et la hauteur
H = 10 mm du tube sont fixées et ce dernier est controlée par une bobine simple de
rayon interne 7;,; = 7.83 mm, de rayon externe r.,; = 8.5 mm, de hauteur H = 2
mm, comprenant 70 spires et de courant d’injection I = 1 A et placée a mi hauteur et
centrée & l'intérieur du tube. On note ce cas, cas test #5, et le tableau [E.9] présente les
parametres physiques de ce tube.

permittivité diélectrique relative 5;‘}71 1

perméabilité magnétique relative 1 1

conductivité op >0

TABLE E.9 — Parametres physiques du cas test #b5.
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ANNEXE E. Cas tests

FIGURE E.5 — Section elliptique du tube.
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Annexe F

Termes du développement
asymptotique

F.1 Développement asymptotique des noyaux de Green

Les développements limités au voisinage de ; du noyau de Green associé a €1y, de
son gradient et de son gradient double sont donnés par

Go = 99 + G + D2 + 73 + g0 + o),

V., = V3 + Vg&? + VgPd + Vgiat + o(11),

VYV, = VVGY + VVG e + VVgPai + vVt +o(r})

KO Ko

avec
70 = 1 g = _sine g2 — _722@\
" 4x|R| o 4’ "o 8r
3) _ Sivs|R[ G = 7| RI®
o 247’ " 96w |R|’
_ R _ V2R
v — - vg?) 2
gﬂo 47T|R’27 gﬂo 87T b
i~3| R 4172
_3) _ SRR _(4) _ N2|R[°R
vg/io 12 ) v.gno 39 ’
1 . . 72 . N
vvgl® = — (—-Id+3R® R), vvg® = 2 (_1d+ReR),
glﬁo 47T‘R’3 ( > gﬁo SW’R‘ ( )
. 3 41D
—(3) _ sipld _(4) _ "alR I P
VVIi = o VVIr = gor ( d+ R R)
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ANNEXE F. Termes du développement asymptotique

Les développements limités au voisinage de v; du nombre d’onde associé a {21, du noyau
de Green associé a {11, de son gradient et de son gradient double sont donnés par

r1 ="+ a7 4 R+ o),

Gy = 90+ 3PE + 70 +o(11),
V3, = Vi + Vg2yi + Vaiat 4+ o(41),
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Les termes du développement asymptotique au voisinage de v, de Zpr sont donnés
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F.2 Développement asymptotique de la formulation LT

ainsi que

(X - [ VIW(R) x u)(x)dx dx,

—0.17\ (F) . T

(e, = [ wleo [ wl)- vl maxax
h

pour 0 < k <2, (4,j) = (L,T) et 0 < ¢ < 1. Les termes du développement asymptotique
au voisinage de y; de Y7 sont donnés par
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Annexe G

Communications

G.1 Communications

— A. Vigneron, E. Demaldent, M. Bonnet, Surface integral equations for electroma-
gnetic testing: the low-frequency and high-contrast case. 19th International Confe-
rence on the Computation of Electromagnetic Fields (COMPUMAG), Budapest,
2013.

— A. Vigneron, E. Demaldent, M. Bonnet, Etude des équations intégrales surfaciques
de l’électromagnétisme appliquées au controle non destructif. Assemblée Générale :
Interférences d’ondes (AG-GDR Ondes), Dijon, 2013.

— A. Vigneron, E. Demaldent, M. Bonnet, E’quations intégrales surfaciques de [’élec-
tromagnétisme appliquées au contréle non destructif : le calcul des champs pri-
maires pour des configurations 3D. Séminaire d’analyse appliquée A% du Labora-
toire Amiénois de Mathématique Fondamentale et Appliquée (LAMFA), Amiens,
2014.

— A. Vigneron, E. Demaldent, M. Bonnet, Modélisation de sondes complexes 3D
pour la simulation de contrioles non destructifs par méthodes électromagnétiques.
Les journées COFREND, Bordeaux, 2014.

— A. Vigneron, E. Demaldent, M. Bonnet, Block Iterative Scheme for BEM For-
mulation Applied to FElectromagnetic Testing. 16th Biennial IEEE Conference on
Electromagnetic Field Computation (CEFC), Annecy, 2014.

G.2 Publications

— A. Vigneron, E. Demaldent and M. Bonnet, Surface integral equations for elec-
tromagnetic testing: the low-frequency and high-contrast case. Magnetics, IEEE
Transactions on, vol.50, pp.117-120.

— A. Vigneron, E. Demaldent and M. Bonnet, Block iterative scheme for BEM for-
mulation applied to electromagnetic testing. Magnetics, IEEE Transactions on (&
soumettre).
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Titre : Formulations par équations intégrales de surface pour la simulation numérique du controle non destructif
par courants de Foucault.

Résumé : Cette these s’inscrit dans le contexte de la simulation numérique pour le contrdle non destructif
(CND) par courants de Foucault et concerne le calcul des champs électromagnétiques induits par un capteur
émetteur dans une piece saine. Ce calcul constitue la premiere étape de la modélisation complete d’un procédé
de controle dans la plateforme logicielle CIVA développée au CEA LIST. Aujourd’hui les modeles intégrés dans
CIVA sont restreints & des pieces de géométrie canonique (calcul modal) ou axisymétriques. La demande de
configurations plus diverses et complexes nécessite I'introduction de nouveaux outils numériques de modélisation.
En pratique les capteurs peuvent étre constitués d’éléments aux propriétés physiques et aux formes variées. Quant
aux pieces a controler, elles sont conductrices et peuvent contenir des éléments diélectriques ou magnétiques.
Du fait des différents matériaux présents dans une méme configuration, différents régimes de modélisation
(statique, quasi-statique, voire dynamique) peuvent cohabiter. Sous 'hypothese de travail de milieux & propriétés
linéaires, isotropes et homogenes par morceaux, 'approche par équations intégrales de surface (SIE) permet de
ramener le probleme volumique & un probleme surfacique équivalent. Cependant les formulations SIE usuelles
pour le probléeme de Maxwell souffrent en général d’un probleme de robustesse numérique pour certains cas
asymptotiques, en particulier a basse fréquence. L’objectif de cette étude est de déterminer une version stable
pour une gamme de parametres physique typique du CND. C’est dans ce cadre qu'un schéma itératif par blocs
basé sur une décomposition liée a la physique du probleme est proposé. Ce schéma est précis et bien conditionné
pour le calcul des champs primaires. Une étude asymptotique du probléeme intégral de Maxwell est de plus
effectuée. Celle-ci permet de formuler le probléeme intégral de ’approximation courants de Foucault comme une
forme asymptotique de celui de Maxwell.

Mots-clés : Controle non destructif, courants de Foucault, équations intégrales de surface, modélisation

Title: Formulations by surface integral equations for numerical simulation of non-destructive testing by eddy
currents.

Abstract: The thesis addresses the numerical simulation of non-destructive testing (NDT) using eddy currents,
and more precisely the computation of induced electromagnetic fields by a transmitter sensor in a healthy part.
This calculation is the first step of the modeling of a complete control process in the CIVA software platform
developed at CEA LIST. Currently, models integrated in CIVA are restricted to canonical (modal computation)
or axially-symmetric geometries. The need for more diverse and complex configurations requires the introduction
of new numerical modeling tools. In practice the sensor may be composed of elements with different shapes and
physical properties. The inspected parts are conductive and may contain dielectric or magnetic elements. Due
to the cohabitation of different materials in one configuration, different regimes (static, quasi-static or dynamic)
may coexist. Under the assumption of linear, isotropic and piecewise homogeneous material properties, the
surface integral equation (SIE) approach allows to reduce a volume-based problem to an equivalent surface-
based problem. However, the usual SIE formulations for the Maxwell’s problem generally suffer from numerical
noise in asymptotic situations, and especially at low frequencies. The objective of this study is to determine
a version that is stable for a range of physical parameters typical of eddy-current NDT applications. In this
context, a block-iterative scheme based on a physical decomposition is proposed for the computation of primary
fields. This scheme is accurate and well-conditioned. An asymptotic study of the integral Maxwell’s problem at
low frequencies is also performed, allowing to establish the eddy-current integral problem as an asymptotic case
of the corresponding Maxwell problem.

Keywords: Non destructive testing, eddy currents, surface integral equations, modeling
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