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Annonce

Beaucoup d’enseignants de mathématiques constatent chez leurs éleves ou étudiants des
difficultés a s’exprimer et a raisonner. La logique est volontiers invoquée pour le raisonne-
ment, beaucoup moins pour le langage. Langage et raisonnement sont pourtant les deux
piliers de la logique, et un fil conducteur de ma these est de redonner au langage la place

qui lui revient.

Nous savons déja qu’enseigner la logique mathématique, qui traite le langage et le rai-
sonnement, comme des objets, n’est pas suffisant pour pallier ces difficultés. Les « mathé-
matiques modernes » étaient allées dans cette direction (1970-1980) mais le résultat avait
été décevant, certains disent catastrophique. L’approche formelle des notions de logique
(proposition, connecteur, quantificateur, types de raisonnement) proposée alors, peu mise
en lien avec 'activité mathématiques des éleves, s’est révélée stérile. Mais le bannissement
de la logique des programmes qui ont suivi (1981-2000) n’a pas eu plus de succes! Aujour-
d’hui, alors que des objectifs concernant la logique figurent a nouveau explicitement dans
les programmes de lycée (depuis 2009), il me parait important de définir une approche
de la logique utile aux enseignants et aux éleves, vaste sujet qui est en filigrane de ma
these.

Les obstacles sont nombreux : la logique est inexistante dans la formation des enseignants ;
les ressources disponibles sont tres rares; il n’y a pas de corpus de connaissances qui fasse
référence ; une bonne partie des enseignants considere, a tort, que la capacité qu’ils ont a
mettre spontanément en ceuvre des éléments de logique quand ils font des mathématiques
suffit amplement. Je propose dans ma these une référence pour I’enseignement de notions
de logique, un savoir de référence intermédiaire entre savoir savant et savoir a enseigner.

Je l'ai constitué a partir de I’étude naive du langage des mathématiciens.

J’utilise cette référence pour analyser les programmes et les manuels actuels. Je reprends
I’approche de la logique adoptée dans un stage de formation continue proposé par 'IREM
de Paris, dont je propose également une analyse. La formation me tient a coeur, et mon
ambition est que mon travail puisse étre, en plus d'une contribution a la recherche en

didactique, une ressource utile pour les enseignants.
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Introduction

A Torigine de cette recherche il y a une question tres large : a quoi sert la logique en

mathématiques ?

Cette formulation (bien siir reconstituée) de la question montre un point de vue de départ
tres naif, qui ne situe le questionnement dans aucun champ ni philosophique, ni épisté-
mologique, ni didactique. Par contre, dans cette formulation, un aspect important de la
réflexion est déja présent : il ne s’agit pas de s’intéresser a la logique elle-méme, mais
aux liens entre logique et mathématiques et plus particulierement a la logique vue comme

étant au service de 'activité mathématique.

Mais de quelle logique parle-t-on ici 7 Pas uniquement de la logique mathématique en tout
cas, puisque le logicien, pour définir les objets qu’il étudie et s’interroger sur les relations
qui existent entre eux, a besoin, comme tout mathématicien, d’user d’une logique préalable
a la théorie qu’il est en train de constituer. Ma question porte plutot sur une logique qui
présente une intersection non vide avec les mathématiques, sans qu’il y ait inclusion d’un
de ces deux domaines dans 'autre. Cette configuration correspond a l'accord qui se fait

généralement sur l'idée qu’il faut « étre logique » pour faire des mathématiques.

Pour continuer dans la réflexion sur les liens entre logique et mathématiques, tournons
nous vers le dictionnaire, afin d’y trouver des définitions communes, qui, a défaut d’avoir
la rigueur de définitions scientifiques, pourront au moins jouer le réle d’une référence par
rapport a laquelle se situer. Le Trésor de la Langue Francaise Informatisé nous donne les
définitions suivantes :
— a « logique » en tant que substantif féminin, nous trouvons :
Science relative auz processus de la pensée rationnelle (induction, déduction, hypothése
p. ex.) et a la formulation discursive des vérités.
— a « mathématiques » en tant que substantif féminin, nous trouvons :
Ensemble des disciplines qui procédent selon la méthode déductive et qui étudient les
propriétés des étres abstraits comme les nombres, les figures géométriques ainsi que les
relations qui existent entre euz.
La logique définie ici n’est pas seulement vue comme une science du raisonnement, mais
aussi comme une science du langage. En croisant ces deux définitions, la logique servirait

donc en mathématiques a étudier la « méthode déductive » dont procede cette discipline et
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la « formulation discursive des vérités » qui concernent « des étres abstraits [...] ainsi que
les relations qui existent entre eux. » C’est 1a un but important et on voit effectivement
mal comment les mathématiques pourraient se passer de logique tant il y a une logique a

l'ceuvre dans activité mathématique.

Quelle logique est alors la plus & méme d’étre un outil efficace pour les mathématiques ?
Nombre de logiciens se sont posé cette question (d’abord dans un contexte plus large que
celui des mathématiques). Cette logique d 'ecuvre dans l'activité mathématique reste un
objet a préciser. Elle est I'objet d’étude de la logique mathématique qui est une branche
récente des mathématiques. Une étude épistémologique semble a ce stade nécessaire pour

en comprendre la genese.

Les réflexions précédentes montrent qu’il est difficile de savoir ce que recouvre le mot
« logique » quand les instructions du 19 juillet 1960 complémentaires au programme de
mathématiques pour la classe de Seconde suggerent une « initiation plus compléte aux
modes élémentaires de la pensée logique », ou que le programme de Mathématiques pour
la classe de Seconde de Juillet 2009 suggere un « entrainement a la logique ». Les au-
teurs de ces instructions considerent en tout cas qu’il y a un savoir logique nécessaire a
Iactivité mathématique et que le professeur de mathématiques doit mettre en place un

enseignement qui permette que ses éléves acquierent ce savoir.

Ce savoir logique se manifeste dans ’action des mathématiciens. Mais pour étre enseignées,
les connaissances a l’'ceuvre ne sont plus seulement un moyen d’action mais deviennent un
objet de I'action du professeur : il doit les identifier, les formuler, voire les décontextualiser
pour qu’elles puissent étre réutilisables. A quoi va-t-il se référer pour cela? L’absence de
logique mathématique dans la formation initiale des enseignants (et d’ailleurs dans la
plupart des cursus universitaires de mathématiques) montre qu’elle n’est en tout cas pas
une référence qui fasse consensus. La constitution d’une référence est alors un premier pas

indispensable pour mener une réflexion sur ’enseignement de ce savoir logique.

Une telle réflexion doit bien stir prendre en compte la demande institutionnelle et differe
selon que la logique est explicitement ou non objet d’enseignement dans les programmes.
Les programmes actuellement en vigueur au lycée en France fixent des objectifs concernant
des notions de logique (connecteur, quantificateur, types de raisonnement). Leur étude
permet de voir les choix de I'institution, quel(s) but(s) elle assigne a I’enseignement de la
logique, comment elle appréte les notions afin de les rendre enseignables et comment elle
se réfere ou non pour cela a la logique mathématique, comment elle gere les difficultés

épistémologiques et didactiques liées aux notions de logique.

Cette rapide introduction suffit pour supposer une certaine complexité des liens entre
logique et mathématiques et a fortiori de I'’enseignement d’une logique pertinente pour
I’apprentissage des mathématiques. Un objectif de cette these est de proposer différents

points de vue pour mieux appréhender cette complexité. Par ailleurs, quel que soit le
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contexte institutionnel, la question de la formation des enseignants se pose : quel contenu
proposer pour qu’ils aient a la fois les idées claires sur les notions de logique et des res-
sources didactiques pour I’enseignement ? Je souhaite apporter également une contribution

utile a cette question.

Problématique et questions de recherche

Logique des mathématiques et logique mathématique

Dans cette recherche, je considere la logique et les mathématiques comme deux domaines
dont I'intersection non vide délimite un champ que j’appellerai la logique des mathéma-

tiques et que je propose de définir ainsi :

Ensemble des moyens, des procédés selon lesquels sont organisés le discours
et le raisonnement en mathématiques, vus sous un double aspect de correc-
tion syntaxique d’une part (vérifier que les régles d’usage de la langue sont
respectées) et de validité sémantique d’autre part (pouvoir s’assurer que les

raisonnements aboutissent a des vérités).

La logique des mathématiques est ce que j’ai déja appelé dans 'introduction la logique a
l'ceuvre dans l'activité mathématique. La maniere de rendre compte de cette logique des
mathématiques, en lui fournissant notamment un vocabulaire et des notations, a beaucoup
évolué. La logique mathématique peut alors étre vue comme une approche récente et, en
utilisant une terminologie moderne, on pourra dire que la logique mathématique est une
modélisation de la logique des mathématiques, au sens de la construction d’un modele
mathématique qui rend compte d’une réalité existante. C’est ce qu’expliquent R. Cori et

D. Lascar dans l'introduction de leur manuel Logique mathématique :

[Le mathématicien cherche] a donner une représentation mathématique
d’une situation (plus ou moins) « concréte », & répondre a un besoin exprimé
a l'extérieur du monde mathématique, en fournissant un outil mathématique
efficace (les espaces vectoriels, représentant, au départ, I’espace physique dans
lequel nous vivons, sont l'illustration la plus banale de ce propos). La logique,
elle, suit le méme processus ; sa particularité est qu’elle tente de décrire, non
une réalité extérieure au monde mathématique, mais cette réalité que sont les
mathématiques.

Cela ne doit pas étre génant, a condition que 'on sache précisément de
quoi il va s’agir. Aucun étudiant ne fait de confusion entre son environnement
physique et un espace vectoriel orienté de dimension 3, mais la connaissance
de cet environnement aide a avoir une bonne intuition lorsqu’il faut démontrer
une propriété de la structure mathématique en question. En logique, c’est la

méme chose : nous allons en quelque sorte faire une copie, une maquette, osons
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dire un modele réduit, de 'univers mathématique qui nous est (relativement)
familier. (Cori & Lascar, 1993, pp. 4-5)

Un enseignement de logique au service de 'activité mathématique aurait ainsi pour but
d’enseigner cette logique des mathématiques, c¢’est-a-dire cet ensemble de connaissances

sur la facon de s’exprimer et de raisonner en mathématiques.

Etudier la transposition didactique de notions de logique

au lycée

Une question de recherche en didactique relative a cet enseignement aurait alors pu étre :
« est-ce que les professeurs de lycée enseignent la logique des mathématiques? Si oui

comment ? Si non pourquoi ? »

Un changement dans les programmes de mathématiques pour le lycée est venu modifier
le contexte institutionnel d'un tel enseignement et a influencé mon approche didactique.
En effet, dans le nouveau programme pour la classe de Seconde publié en juillet 2009 (et
dans ceux qui ont suivi en 2010 pour la classe de Premiere et en 2011 pour la classe de
Terminale), des notions de logique sont explicitement citées (les connecteurs ET et OU,
les quantificateurs universels et existentiels, les propositions conditionnelles, la négation,
les types de raisonnement 1), ce qui n’était pas le cas dans les programmes qui précédaient,
et des objectifs y sont associés. Les professeurs de lycée ont ainsi actuellement a enseigner
des notions de logique. Il y a une demande institutionnelle et ma recherche porte sur la

mise en ccuvre de cette demande.

Les mathématiciens partagent certains savoirs sur des notions de logique, nécessaires
pour leur activité. Je suivrai dans cette these la démarche de la Théorie Anthropologique
du Didactique en étudiant les nécessaires transformations de ces savoirs en vue de les
enseigner, c’est-a-dire le processus de transposition didactique de ces notions au lycée, tel

que défini par Y. Chevallard dans La transposition didactique :

Un contenu de savoir ayant été désigné comme savoir a enseigner subit
des lors un ensemble de transformations adaptatives qui vont le rendre apte a
prendre place parmi les objets d’enseignement. Le « travail » qui, d’'un objet
de savoir a enseigner, fait un objet d’enseignement est appelé la transposition
didactique. (Chevallard, 1991, p. 39)

Ce processus de transposition didactique se fait en deux étapes :

— la transposition didactique externe, du savoir savant au savoir a enseigner

— la transposition didactique interne, du savoir a enseigner au savoir enseigne.

Dans cette these, je m’intéresse principalement a la premiere étape de la transposition
didactique. Je cherche en effet a montrer, et a expliquer, la complexité du savoir a ensei-

gner.

1. Je les liste par ordre d’apparition dans le programme.
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Savoir savant, savoir de référence, premiere question de recherche

Dans La transposition didactique en mathématiques, G. Arsac distingue des objets d’en-
seignement « qui sont introduits explicitement par une définition, suivie de la liste de
leurs propriétés » et des objectifs d’enseignement « du type : savoir raisonner, savoir ar-
gumenter (ce qui concerne d’autres disciplines que les mathématiques), savoir résoudre
les problemes » (Arsac, 1989, p. 17). La logique des mathématiques serait plutot du coté
des objectifs d’enseignement, mais en listant des notions de logique et en y associant des
savoirs (méme si ce sont plutét des savoir-faire), les nouveaux programmes pour le lycée
amorcent un déplacement de ces notions de logique vers des objets d’enseignement. Ils
réservent cependant & ces notions un traitement différent d’autres notions au programme.
Par exemple, la notion d’échantillon® est un « contenu » 3 du programme, associé a des
« capacités attendues » — comme « exploiter et faire une analyse critique d’un résul-
tat d’échantillonnage » — et accompagné du « commentaire » suivant : « un échantillon
de taille n est constitué des résultats de n répétitions indépendantes de la méme expé-
rience. » Les notions de logique par contre ne sont pas présentées comme des contenus et
ne sont pas accompagnées d'un commentaire qui en donnerait ce qui pourrait étre une
définition au niveau du lycée. La notion d’échantillon est clairement repérée dans un sa-
voir savant (la statistique), dont les concepteurs de programmes se saisissent et font un
objet d’enseignement. Pour les notions de logique, ce statut ambivalent entre objectifs et
objets d’enseignement m’ameéne a envisager différemment le processus de transposition

didactique.

Nous avons vu que ce qui était visé était 'acquisition de la logique des mathématiques
et non de connaissances en logique mathématique, que ce qui était partagé par la com-
munauté mathématique était plutot de 'ordre des « savoirs en acte » que d’un savoir
décontextualisé, dépersonnalisé, formalisé. La logique des mathématique est visible dans
les pratiques des mathématiciens plutot que dans des traités. J’emprunte alors a J. Ro-
galski et R. Samurcay la notion de savoir de référence, qu’elles utilisent dans Modélisation
d’un « savoir de référence » et transposition didactique dans la formation de professionnels

de haut niveau :

Dans le domaine étudié, on assiste au déroulement d’'un processus de
construction d’un corps de savoir de référence a partir d’un ensemble de « sa-
voirs en acte » manifestés dans des pratiques. Ce processus consiste a identifier
des catégories d’objets et de traitement communes a des pratiques efficaces, qui
sont quant a elles spécifiques de situations, contextualisées et personnalisées.
(J. Rogalski & Samurgay, 1994, p. 43)

2. La notion d’échantillon est un nouvel objet d’enseignement dans le programme de Seconde de 2009,
méme si cette notion était déja présente comme théme d’étude possible dans le programme précédent.

3. Les termes « contenu », « capacités attendues » et « commentaires » font référence a la présentation
classique des programmes en trois colonnes.
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Elles précisent ensuite qu’il est nécessaire que ce savoir de référence puisse « s’expri-

mer avec ses concepts, ses méthodes, ses systemes de représentations et son langage »

(ibid, p. 46).

Mais pour ce qui est des notions de logique, un tel savoir de référence n’existe pas au
sens d’un corpus qui présente les caractéristiques listées ci-dessus et nous sommes dans
une situation que décrit V. Durand-Guerrier dans l'introduction de son habilitation a
diriger des recherches Recherches sur [’articulation entre la logique et le raisonnement

mathématique dans une perspective didactique? :

Pratiquement absente aujourd’hui des curricula francais, la logique a I’ceuvre
dans l'activité mathématique est également le plus souvent absente du dis-
cours du professeur. Pour autant, les objets dont s’occupe la logique, tels que
les connecteurs, la quantité, les regles d’inférences, la vérité et la validité sont
autant d’outils de 'activité mathématique, utilisés le plus souvent de fagon
naturalisée, non problématisée et sans théorie de référence. (Durand-Guerrier,
2005, p. 5),

Cette absence m’améne a m’écarter un peu du chemin classique de 1’étude du processus
de transposition didactique, en introduisant un intermédiaire entre le savoir savant (la
logique mathématique, mais qui n’est pas un savoir partagé par tous les mathématiciens)
et le savoir a enseigner (tel que dessiné par les programmes actuels). Ma premiére question
de recherche porte sur des caractéristiques épistémologiques (puisqu’il s’agit de construire
un savoir) et didactiques (puisque ce savoir est intégré dans un processus de transposition

didactique) d’'un tel intermédiaire :

Quel savoir de référence serait épistémologiquement et didactiquement perti-

nent pour ’enseignement de notions de logique au lycée ?

La constitution d'un savoir de référence est un processus collectif et long. A la suite d’une
étude épistémologique et de travaux didactiques présentés dans une premiere partie de
cette these, j’y apporterai ma contribution en proposant dans une deuxieme partie une
étude de différentes notions de logique. Je construis ainsi une référence qui m’est de toute

facon nécessaire pour continuer ’étude du savoir a enseigner.

4. Titre intégral : Recherches sur I'articulation entre la logique et le raisonnement mathématique
dans une perspective didactique. Un cas exemplaire de l'interaction entre analyses épistémologique et
didactique. Apports de la théorie élémentaire des modeles pour une analyse didactique du raisonnement
mathématique.
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Savoir a enseigner, deuxieme question de recherche

Méme sans référence clairement définie, il y a aujourd’hui un savoir a enseigner, qui se
trouve notamment dans les textes des programmes. Je poursuivrai ma recherche par une
étude de ce texte du savoir, pour la rédaction duquel des choix ont été faits, que précise
Y. Chevallard :

La production d’un systéme didactique a partir d'un projet social d’ensei-
gnement préalable suppose la production d’un tezte du savoir et cette mise en
textes du savoir engendre les effets énoncés précédemment (désyncrétisation
dépersonnalisation) tout en autorisant un rapport spécifique au temps didac-

tique (programmabilité de 1'acquisition du savoir). (Chevallard, 1985, p. 65)

Ma deuxieme question de recherche concerne ce savoir a enseigner :

Quel est ’ensemble de conditions et de contraintes qui pésent sur la transpo-

sition didactique des notions de logique au lycée ?

La aussi il y a une spécificité des notions de logique : j’ai déja souligné que leur mention
explicite était une nouveauté des programmes actuels et nous verrons que cela vient
apres une vingtaine d’années pendant lesquelles elles avaient été bannies des programmes,
période qui faisait elle-méme suite a celle des mathématiques modernes pendant laquelle
elles étaient étudiées dans un chapitre spécifique (en lien avec la théorie des ensembles).
Ces allers-retours ont empéché que des habitudes se prennent, qu’un discours se fixe et il
n’y a pas plus de savoir de référence pour la logique a l'intérieur du systéme scolaire qu’a
I'extérieur. L’étude du savoir a enseigner, avec une perspective historique, est I'objet de

la troisieme partie de cette these.

La formation des enseignants, troisieme question de recherche

Dans ce contexte particulier d’absence pour certains enseignants de connaissances en
logique mathématique, d’absence de savoir de référence institué par la communauté, de
manque de stabilité sur le long terme du savoir a enseigner, nous pouvons légitimement
nous interroger sur ’enseignement des notions de logique que les enseignants vont pouvoir

mettre en place.

La formation des enseignants est un élément essentiel de la partie interne du processus
de transposition didactique : le passage du savoir a enseigner au savoir enseigné. J'ai
orienté la suite de ma recherche vers ces questions de formation. Les études des premieres

parties de la thése me permettent d’identifier des besoins de formation et je proposerai

5. Possibilité de délimiter des savoirs partiels pouvant s’exprimer dans un discours autonome.
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ensuite 'analyse d’une formation particuliere : un stage d’initiation a la logique proposé
par I'Institut de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques (IREM) de Paris de-
puis 2009, animé initialement par R. Cori. Ma troisieme question de recherche porte sur
cette formation mais reste dans la continuité de 1’étude du processus de transposition

didactique :

La formation permet-elle la constitution d’un savoir de référence utile aux en-

seignants pour appréhender la complexité des notions de logique et les intégrer

efficacement dans leur enseignement ?

L’analyse du stage proposé en 2013 est 'objet de la quatrieme partie de la these. Cette
formation n’est pas une ingénierie que j’ai concue : elle existait préalablement a ce travail.
Cependant, son contenu se rapproche fortement de ce que j’aurais pu proposer comme
scénario en m’appuyant sur les trois premieres parties. Il est donc important de clarifier
ma position pour l'analyse : d'une part je participe activement au stage en tant que
formatrice, mais je prends une position distanciée pour ’analyser, d’autre part je regarde
des choix de contenus qui ne sont pas les miens, mais auxquels j’adhere et que je cherche

a argumenter par mes études épistémologique et didactique.

Choix méthodologiques

Je vais maintenant décrire l'itinéraire de ma recherche, qui suit les trois questions posées
dans la problématique, en exposant la méthodologie adoptée pour y répondre. J'utilise le
cadre d’analyse de la Théorie Anthropologique du Didactique pour décrire un processus
de transposition didactique, mais je I'adapte aux spécificités de mon objet d’étude. Un tel
processus s’inscrit dans le temps et son étude demande une prise en compte de la dimension
historique, particulierement importante ici puisque nous sommes dans un contexte de « ré-

introduction » de notions de logique dans les programmes de lycée.

Nous avons vu dans la définition donnée en introduction que la logique, souvent présentée
comme la science du raisonnement, participait aussi des sciences du langage. Je parle-
rai alors de deux piliers de la logique : le langage et le raisonnement. Le pilier langage
est cependant moins spontanément associé a la logique que le pilier raisonnement. C’est
également un fil conducteur de ma theése que de vouloir le réhabiliter. J'insisterai donc
sur les questions de langage, au risque que ce soit au détriment du raisonnement. Dans
cette optique, je considere que les notions de variable et de proposition sont essentielles.
Malheureusement, le programme de 2009 n’en fait pas état. Ce que j'appelle par la suite
notions de logique comprend aussi bien celle de variable ou de proposition que celles de

connecteur, de quantificateur. ..
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Premiere partie : approches épistémologique et didactique

Je rassemble dans une premiere partie une étude épistémologique et une étude de tra-
vaux didactiques car elles sont complémentaires dans la constitution d’une référence pour

I’enseignement de notions de logique.

L’étude de systéemes logiques élaborés par différents philosophes ou mathématiciens, a dif-
férentes époques, depuis la logique de I’Antiquité Grecque jusqu’a la constitution récente
de la logique mathématique, permet d’envisager différentes conceptions® de la logique.
Comme le souligne J-L. Dorier dans son habilitation a diriger des recherches Recherches
en histoire et en didactique des mathématiques sur [’algeébre linéaire, perspective théorique

sur leurs interactions :

Le sens des concepts, les problémes qui s’y rattachent, la position relative
d’un élément de savoir dans un savoir plus large qui I’englobe, mais aussi la
variabilité de ces données en fonction des périodes et des institutions, etc. sont
autant de questions qui aident a mieux comprendre le fonctionnement d’un

systeme didactique. (Dorier, 1997, p. 9)

En étudiant ces systémes avec une perspective historique, nous verrons ainsi 1’évolution
des notions de logique, en s’attachant dans les changements a en expliquer les raisons, les
mangques qui ont conduit a des modifications, ou au contraire ce qui est opérant et reste en
place. Je retiens pour cette recherche trois périodes avec a chaque fois deux protagonistes
qui refletent deux prises de position presque contemporaines :

— I"Antiquité grecque avec Aristote et les Stoiciens (1ve, 111° siecles avant JC),

— I’époque moderne avec Descartes et Leibniz (XVII®, XVIII® siecles),

— la naissance de la logique mathématique au XIx°¢ siecle avec Boole et Frege.

Je choisis de privilégier deux axes pour cette étude, articulés avec mes questions de re-
cherche :

— Le travail sur le langage.

— Le niveau de formalisation du langage et des raisonnements.

Plusieurs travaux de didactique des mathématiques ont déja montré la pertinence de
la logique des prédicats comme référence pour questionner ’enseignement de la logique
des mathématiques. Je citerai notamment dans cette partie les travaux de V. Durand-
Guerrier, dans lesquels une explicitation des démarches des éleves dans la résolution de
certaines taches, basée sur la logique mathématique, réduit la distance entre ce qui est
appelée « logique de sens commun » et logique mathématique (c’est un axe fort de ses

travaux que j’illustrerai a travers ’exemple de la tdche du labyrinthe).

J’étudierai ensuite une deuxieéme série de travaux didactiques, en relation avec la place

du langage dans l'activité mathématique. Selon S. Epp, il faut une attention particu-

6. Le mot « conception » est a prendre ici au sens courant du terme et ne référe pas a une théorie
didactique particuliere.
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liere pour que les étudiants acquierent la maitrise du langage suffisante pour l'activité

mathématique :

The ability to rephrase statements in alternate, equivalent ways, to reco-
gnize that other attractive-looking reformulations are not equivalent, and to
have a feeling for truth and falsity of universal and existential statements are
crucial mathematical problem-solving tools. Yet numerous studies show that

students do not acquire these abilities spontaneously.” (Epp, 1999)

Je présenterai notamment la these de C. Laborde, Langue naturelle et écriture symbolique,
deux codes en interaction dans [’enseignement mathématique, qui montre une spécificité
du langage des mathématiciens. Mais ceux-ci ne se contentent pas d’utiliser deux codes, ils
ont aussi pour une méme proposition plusieurs formulations possibles, qu’ils utilisent selon
les besoins de la situation. Je préciserai ensuite la notion de reformulation que je mettrai
en lien avec la notion de registre de représentation sémiotique de R. Duval. Nous verrons
enfin, a travers l'article Unpacking the logic of mathematical statements de A. Selden et
J. Selden, I'importance de savoir mettre au jour la structure logique d’un énoncé pour

organiser une démonstration ou controler sa validité.

Deuxieme partie : proposition d’une référence pour l’enseigne-

ment de notions de logique

Les études épistémologique et didactique nourrissent alors la réflexion sur la constitu-
tion d'un savoir de référence concernant les notions de logique qui m’est nécessaire pour

poursuivre 1’étude.

Dans cette deuxieme partie, je ferai une présentation de différentes notions de logique
adaptée a 1’étude didactique qui est la mienne. Notamment, puisque je ne m’intéresse
pas a ’enseignement de la logique mathématique, mais a I’enseignement de la logique des
mathématiques, je m’appuierai sur l'activité mathématique, et plus particulierement sur

le discours mathématique, pour aborder ces notions.

Pendant plusieurs années, D. Lacombe a proposé dans le DEA de didactique des disciplines
de I'université Paris 7 un Cours de logique élémentaire, dont le premier chapitre s’intitule
Généralités sur le langage mathématique. Je m’en inspirerai largement pour introduire
les notions d’expression mathématique, de variable muette et de signe mutificateur, de
variable parlante, d’expressions synonymes. Les connecteurs et les quantificateurs seront
ensuite présentés sous deux angles : une approche a partir la logique mathématique (on

trouvera en annexe page 445 une présentation formelle des notions de base de la logique

7. « La capacité a donner d’une proposition une formulation différente mais équivalente, a reconnaitre
que d’autres formulations ne sont pas équivalentes méme si elles en ont ’air, et & avoir une intuition
de la vérité ou de la fausseté de propositions universelles et existentielles, sont des outils essentiels dans
la résolution de problemes mathématiques. Pourtant, de nombreuses études montrent que les étudiants
n’acquierent pas ces capacités spontanément. »
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mathématique, comme cela peut-étre fait dans un cours a l'université) et 1’étude de leur ex-
pression dans le discours mathématique. A travers ces deux approches, je cherche a éclairer

8 existantes, en les analysant & travers une grille de lecture fournie

les pratiques langagieres
par la logique mathématique. Je les compléterai en donnant quelques résultats d’études
didactiques. De la méme maniere, je m’appuierai sur la déduction naturelle pour étudier

les différents types de raisonnement et expressions utilisées dans leur rédaction.

Troisieme partie : étude du savoir a enseigner

Les deux premiéeres parties de cette these disent finalement d’ou je regarde I’enseignement

de la logique des mathématiques. Je vais maintenant préciser ou je le regarde.

D’une certaine fagon, une « heureuse circonstance » a orienté mon choix. En effet, il y
a eu récemment une modification dans les programmes de mathématiques pour le lycée
concernant les notions de logique, visible a travers deux nouveautés : un tableau fixant des
objectifs d’enseignement les concernant, des pages et des exercices qui leur sont consacrés
dans les manuels. Il y a aujourd’hui une demande institutionnelle explicite, donnant une
nouvelle dimension a I’étude de la transposition didactique. Il est ainsi possible de proposer
I’étude d'un savoir a enseigner prenant en compte le programme et les manuels, qui sont
une premiere mise en texte du savoir délimitant un espace de conditions et de contraintes

pour l'enseignement.

L’analyse des programmes et des textes d’accompagnement avec une perspective histo-
rique permet de voir différentes approches possibles des notions de logique. Pour cela, je
m’appuierai sur les outils de 'analyse écologique, au sens de M. Artaud (Artaud, 1997)
dans son cours & la 1x° Ecole d’6té de didactique des mathématiques, pour voir ol vivent

les notions de logique et quelle fonction leur est attribuée. Je distinguerai 4 périodes :

1. de 1960 a 1969 : en 1960, la logique fait son entrée dans les programmes. Et dans
les années qui suivent, des expériences sont faites sur le terrain en méme temps que
sont débattues certaines pratiques d’enseignement, notamment en ce qui concerne

I’emploi des symboles logiques.

2. de 1969 a 1981 : c’est la période des mathématiques modernes. La logique est alors
objet explicite d’enseignement. Mais cette réforme est rapidement I'objet de vives

critiques.

3. de 1981 a 1999 : c’est la période de la « contre-réforme ». La logique, que certains
ont associée au formalisme excessif reproché aux mathématiques modernes, en est

exclue.

8. L’expression « pratiques langagiéres » est prise au sens de M. Rebiére : un ensemble de personnes qui
sont réunies par une activité commune constituent une communauté, qui développe ses propres pratiques,
notamment langagiéres (Rebiére, 2013).

21



4. depuis 1999 : la logique réapparait dans les programmes, d’abord timidement en

Seconde en 1999, puis de fagon un peu plus marquée en Premiere littéraire en 2004.

Mais c’est surtout en 2009 que se situe le tournant : le programme pour la classe de
Seconde de 2009 comporte le tableau d’objectifs concernant « notations et raison-

nement mathématiques » ci-apres.

Les manuels, quant a eux, donnent a voir des choix d’organisation d’enseignement de
notions de logique, c’est-a-dire une interprétation possible des programmes a l'intérieur
d’un systeme de contraintes qui leur est propre. Mais ils sont aussi une ressource pour
les professeurs et participent, par leur maniere de présenter les notions et par le choix et
I'organisation des taches qu’ils proposent, aux choix didactiques du professeur. Je présen-
terai d’abord une analyse des pages des manuels actuels dans lesquelles sont présentées
les notions de logique, en comparant la encore avec des manuels de 1’époque des mathé-
matiques modernes, en situant les choix faits par rapport a la référence proposée dans la
deuxieme partie de la these. J'analyserai ensuite les exercices proposés pour travailler sur

les notions de logique, en listant des types de tache pour chaque notion.

Notations et raisonnement mathématiques (objectifs pour le lycée)

Cette rubrique, consacrée a I'apprentissage des notations mathématiques et a la logique, ne doit pas faire I’objet de séances
de cours spécifiques mais doit étre répartie sur toute I'année scolaire.

Notations mathématiques

Les éleves doivent connaitre les notions d’élément d'un ensemble, de sous-ensemble, d’apparte-
nance et d'inclusion, de réunion, d’intersection et de complémentaire et savoir utiliser les sym-
boles de base correspondant : £, C, U, N ainsi que la notation des ensembles de nombres et des
intervalles.

Pour le complémentaire d'un ensemble A, on utilise la notation des probabilités A.

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les éléves sont entrainés, sur des exemples :

¢ a utiliser correctement les connecteurs logiques «et », « ou» et & distinguer leur sens des sens
courants de « et », « ou » dans le langage usuel ;

e 2 utiliser a bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles ¥, 3 ne sont pas
exigibles) et a repérer les quantifications implicites dans certaines propositions et, particuliere-
ment, dans les propositions conditionnelles ;

e 4 distinguer, dans le cas d'une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque,
sa contraposée et sa négation ;

& & utiliser a bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ;
e & formuler la négation d"une proposition ;
¢ a utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ;

e areconnaitre et a utiliser des types de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction
des cas, recours a la contraposée, raisonnement par I'absurde.

FIGURE 1 — Tableau des objectifs figurant dans le programme de Seconde de 2009
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Quatrieme partie : étude d’une formation d’initiation a la lo-

gique

Les premieres parties de la these me permettent de dégager des besoins supposés de for-
mation. J’ai d’abord voulu confronter ces besoins supposés a des besoins ressentis par
les enseignants. Ces derniers peuvent notamment avoir le sentiment que la logique qu’ils
savent mettre en ceuvre dans leur propre activité mathématique est suffisante pour ensei-
gner les notions de logique, surtout dans la mesure ou le programme insiste sur l'aspect
outil que doivent conserver ces notions au lycée. J’ai choisi d’élaborer un questionnaire,
auquel 50 professeurs de Seconde ont bien voulu répondre. J’en présente les résultats en
préalable a ’analyse de la formation, pour comparer le contenu de celle-ci et les besoins

identifiés.

L’IREM de Paris propose chaque année depuis 2009 dans le cadre de la formation conti-
nue un stage Initiation a la logique. Depuis le début, le point de vue défendu dans ce
stage est celui d'une approche de la logique mathématique a partir de ’étude du langage
mathématique. Nous retrouvons ainsi le point de vue adopté dans la deuxieme partie de
cette these, ce qui n’est pas un hasard puisque R. Cori, co-directeur de ce travail et qui a

élaboré le contenu de cette formation, a beaucoup travaillé avec D. Lacombe.

Je présenterai 'analyse de deux séquences d’étude du langage mathématique proposées
par R. Cori. J’utilise la notion de situation didactique pour analyser ces séquences, comme
modele destiné a interpréter les actions du formateur et des stagiaires en rapport avec
une connaissance visée. Je m’intéresse particulierement a I’existence ou non d’un processus
d’institutionnalisation des connaissances sur les notions de logique et a la fagon dont cette
éventuelle institutionnalisation est ancrée dans la pratique mathématique, permettant

ainsi que se constitue un savoir de référence a 1’échelle de la formation.

Je cherche également a évaluer la pertinence d’une formation a la logique prenant comme
porte d’entrée I’analyse du langage mathématique. J’identifierai pour cela les leviers utili-
sés par les formateurs pour amener les stagiaires a prendre conscience des implicites et des
ambiguités des pratiques langagieres des mathématiciens et j’étudierai dans les réactions

des stagiaires les points de résistance.

J’utiliserai ensuite deux recueils de données pour évaluer l'effet de la formation. Tout
d’abord la présentation par certains stagiaires d’activités qu’ils ont proposées dans leurs
classes entre les deux premiers jours du stage et le troisieme. Ensuite, les réponses a un

questionnaire bilan qui a été proposé aux stagiaires a la fin du stage.
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Premiere partie

Approches épistémologique et

didactique
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L’enseignement de notions de logique auquel je m’intéresse dans cette these a pour but
« 'acquisition d’un certain savoir-faire logique [plutot que d’un] savoir logique en soi »
(El Faqih, 1991, p. 165). Dans les termes de la TAD, je dirai qu’il ne s’agit pas de s’inté-
resser a la transposition didactique de la logique mathématique, savoir savant aujourd’hui
bien identifié¢, mais a la transposition de la logique des mathématiques. C’est pourquoi je
suggere d’introduire dans le schéma du processus de transposition didactique un savoir de
référence entre le savoir savant et le savoir a enseigner. Ce savoir de référence s’élabore
a partir de pratiques qui ont fait leurs preuves dans différentes situations. Un tel savoir
de référence n’existe pas pour la logique des mathématiques, d’ott ma premiere question
de recherche : « Quel savoir de référence serait épistémologiquement et didactiquement

pertinent pour I’enseignement de notions de logique au lycée 7 »

Un tel savoir de référence doit donner a voir, plus explicitement que ne le fait la logique
mathématique, un ancrage dans 'activité mathématique. Cependant, le but de la logique
mathématique étant d’une certaine facon de rendre compte de la logique des mathéma-
tiques, elle est tout de méme une candidate naturelle a étre un des piliers de ce savoir.
Finalement, c’est tout autant a partir de ’épistémologie de la logique mathématique que
de ses concepts et méthodes en tant que théorie mathématique aboutie que ce savoir
de référence pourra étre constitué. D’out le premier chapitre de cette partie, dans lequel
j’étudie différents systemes logiques de I’Antiquité grecque a la logique mathématique du
début du xx°¢ siecle.

Puisque ce savoir de référence est introduit a des fins d’enseignement, il doit comporter une
dimension didactique qui n’est évidemment pas présente dans la logique mathématique.
Cela signifie qu’il doit étre un outil pour les enseignants pour penser l’enseignement de
notions de logique dans leurs classes. Je complete alors 1’étude épistémologique par une
étude didactique dans le deuxieme chapitre de cette partie. Jy présente une premicre
sélection de travaux didactiques montrant comment la logique mathématique peut contri-
buer a I'analyse des raisonnements des éleves. Conformément a l'intention annoncée de
réhabiliter le pilier langage de la logique, je choisis ensuite de me concentrer sur des tra-
vaux qui contribuent a la réflexion sur la nécessité et la possibilité d’un travail sur le

langage dans la classe de mathématiques.
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Chapitre 1

Etude de différents systémes

logiques
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1.0

Dans cette partie je propose I’étude de différents systémes ! logiques a travers 1'histoire,
afin de mettre en évidence différentes conceptions de la logique en en faisant ressortir des
invariants et des différences. Je cherche alors a déterminer quelles sont les finalités attri-
buées a la logique dans chacun de ces systemes. Je fais notamment ressortir I'important
travail sur le langage qui est a la base de chacun d’entre eux. Par ailleurs, puisque cette
étude épistémologique est un préalable a la constitution d’une référence sur les notions de
logique, je souligne dans ces systemes les choix de mise en forme des éléments du systeme,

ce que j'appelle le niveau de formalisation du langage et des raisonnements.

L’approche historique permet de se « déprendre de l'illusion de transparence des objets
qu’elle [la didactique] manipule au niveau des savoirs » (Artigue, 1990, p. 245) et c’est peut
étre particulierement important pour les notions de logique dont nous avons vu qu’elles
sont pour la plupart des professeurs de mathématiques des connaissances en acte bien plus
qu’un savoir décontextualisé. Je releve alors également dans ces systemes différents aspects
des notions de variable, proposition, connecteur ET et OU, implication, quantificateur,

type de raisonnement.

Je porte dans cette étude une attention particuliere a la dialectique entre 1'aspect syn-
taxique et l'aspect sémantique de ces systeémes logiques. La syntaxe concerne la forme
des expressions, la sémantique s’occupe de la signification des signes qui y interviennent.
On parle notamment de regles syntaxiques pour des regles de manipulation des expres-
sions qui peuvent étre utilisées indépendamment de la signification des signes, quand bien
méme elles ont été justifiées par des considérations sémantiques (c’est le cas par exemple
des reégles de transformation des expressions algébriques : on démontre dans le cas des
entiers la regle de distributivité k x (a + b) = k x a + k x b, on 'utilise ensuite sans se
reporter a la signification numérique des lettres de variable). La syntaxe a ainsi un carac-
tere formel qui peut étre particulierement opératoire, mais qui, seul, est vide de sens. La
sémantique fait intervenir le domaine auquel appartiennent les objets sur lesquels portent

les raisonnements que ces systemes étudient.

Il n’est bien siir pas question de couvrir I’ensemble de 'histoire de la logique et de ses

acteurs. J’ai choisi pour cette étude des périodes cruciales, en présentant a chaque fois

deux systemes différents presque contemporains :

— Tout d’abord I’Antiquité grecque, avec d'un coté la logique d’Aristote, d’autre part
celle des Stoiciens. Nous verrons que, vieilles de plus de deux mille ans, elles n’en
portaient pas moins déja beaucoup d’éléments jugés essentiels aujourd’hui. La logique

d’Aristote a été étudiée notamment a travers la lecture des Premiers Analytiques. 11

1. « Systéme » est entendu ici comme un ensemble de propositions, de principes et de conclusions
établis autour d’un sujet précis, ici le raisonnement. En logique mathématique, un systéme formel est
constitué d’un vocabulaire, d’'un ensemble d’axiomes et d’un ensemble de regles de déductions. Nous
retrouvons tout ou partie de ces éléments dans les systémes évoqués, mais ce ne sont pas des « systemes
formels » au sens logico-mathématique actuel.
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1.1

ne reste malheureusement plus beaucoup de sources originales des ceuvres logiques des
Stoiciens.

— Ensuite, le XvII® siecle, époque de grandes avancées dans le symbolisme mathématique.
Dans cette période, Descartes et Leibniz illustrent deux manieres de penser la logique.
La position de Descartes sera étudiée a travers le traité connu sous le nom de logique de
Port-Royal qui permet d’appréhender a la fois certains développements de la logique
d’Aristote et des Stoiciens, mais aussi la mise en avant de la méthode pronée par
Descartes. En ce qui concerne Leibniz, je me contenterai de présenter ses aspirations
plutét que ce qu’il a réellement mis en place, qui est tres complexe et pas toujours
abouti.

— Enfin, la constitution récente de la logique mathématique sera étudiée a travers deux
ceuvres importantes : Les lois de la pensée de G. Boole et de 1’Idéographie de G. Frege.
Le premier a « mathématisé » la logique, le deuxieme a voulu « logiciser » les mathé-
matiques.

D’autres lectures sur 'histoire de la logique ont servi pour un regard d’ensemble sur

ces différentes périodes, notamment La logique et son histoire d’Aristote a Russell de R.

Blanché.

Je propose une étude relativement détaillée de chaque systéme. Pour chaque période, les
études des deux systémes choisis seront suivies d’une synthese intermédiaire qui rappelle
les éléments importants des deux systemes étudiés en les mettant en parallele I'un avec

I’autre. Une synthese globale est proposée a la fin du chapitre.

1.1 L’Antiquité grecque : Aristote et les Stoiciens

L’Antiquité grecque peut étre considérée la date de naissance de la logique en tant que
science. Une étude des logiques d’Aristote et des Stoiciens nous montre quelles idées

étaient déja présentes des ce tout jeune age et sous quelles formes.

1.1.1 La logique d’Aristote

Des extraits des ouvrages mentionnés se trouvent en annexe B, page 455.

Aristote, philosophe grec du 1ve siecle avant JC (—384, —322), n’est bien siir pas le premier
a avoir réfléchi sur la logique. Mais ses ceuvres logiques, qui nous sont parvenues sous la
forme d’un recueil de traités, réunis sous le titre d’Organon, sont souvent citées comme

les premieres ocuvres logiques aussi completes.

Organon signifie « instrument » en grec. La logique que constitue Aristote est un outil
au service de la science, une théorie de la déduction permettant notamment a la science

la découverte de vérités. Il expose sa théorie du syllogisme, raisonnement déductif formé
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de trois propositions : deux prémisses et une conclusion. Dans Premiers Analytiques, il
considére d’abord le syllogisme seulement du point de vue de sa validité formelle (voir en
annexe page 457). Puis dans Seconds Analytiques, il traite des syllogismes démonstratifs
(dont les prémisses sont nécessaires, la vérité de la conclusion étant alors établie par la
validité du syllogisme appliqué a des prémisses vraies). Enfin, dans Topiques, il traite
des syllogismes dialectiques (dont les prémisses sont simplement probables, la conclusion
du syllogisme n’étant alors pas nécessairement vraie, méme si celui-ci est valide). Cette
distinction montre que co-existent chez Aristote deux conceptions de la logique, I'une
comme théorie formelle de la validité des raisonnements, l'autre comme outil, méthode
pour la recherche de vérités scientifiques, méme si la premiere phrase des Premiers Ana-
lytiques semble donner plus d’importance a la deuxiéme conception : « Il faut d’abord
établir quel est le sujet de notre enquéte et de quelle discipline elle releve : son sujet, c’est

la démonstration, et c’est la science démonstrative dont elle dépend » (Aristote, 2007,
p. 15)

Le travail sur le langage

(a) Sur les propositions Les Analytiques sont précédés dans 1I’Organon de traités
dans lesquels il est question des propositions. Dans le traité des Catégories, Aristote
distingue dix fagons de signifier et de désigner ce qui est (voir en annexe page 455), puis
dans le traité De [’Interprétation (Hermeneia) il précise les besoins de formalisation du
langage : « il faut d’abord établir la nature du nom et celle du verbe : ensuite celle de
la négation et de l'affirmation, de la proposition et du discours. » (Aristote, 2008, p. 89).
Nom, verbe, discours sont ainsi définis, pour aboutir a la proposition qui sera finalement
I'objet d’étude : « tout discours n’est pas une proposition, mais seulement le discours dans
lequel réside le vrai ou le faux » (Aristote, 2008, p. 95). Les propositions considérées dans la
logique d’Aristote, de la forme sujet-copule-prédicat, sont d’abord distinguées en qualité,
affirmative ou négative, puis en quantité, universelle ou particuliere?. Ces distinctions
donnent alors quatre types de propositions d’attribution pure? :

— Les affirmatives universelles : tout homme est blanc

— Les négatives universelles : aucun homme n’est blanc

— Les affirmatives particulieres : quelque homme est blanc

— Les négatives particulieres : quelque homme n’est pas blanc.

2. Aristote considere aussi des propositions indéfinies du type I’homme est blanc mais il met au jour
les difficultés d’interprétation de tels énoncés, dont on ne sait pas s’il faut les comprendre comme des
universelles ou des particulieres.

3. Aristote considére également des propositions modales exprimant le nécessaire, le contingent, mais
ce type de proposition est en dehors de ce qu’on appelle la logique classique a laquelle je m’intéresse dans
cette recherche.
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Aristote ne cherche pas a formaliser 'expression de ces propositions en utilisant tou-

4 ce qui sera fait ultérieurement au Moyen-Age. Ces propositions

jours les mémes signes
peuvent également étre exprimées dans le langage des prédicats, ou dans le langage en-

sembliste. Les tableaux suivants donnent différentes expressions de ces quatre types de

propositions® :
Affirmatives universelles Négatives universelles
Aristote A est affirmé de tout B, A | A n’est affirmé de nul B, A
appartient a tout B n’appartient a nul B
Moyen-Age Tout B est A Nul B n’est A
Langage des prédicats Vo (Bz] = Alz]) Vz (B[z] = NON Alz])
Langage ensembliste BcCA B C A

F1GURE 1.1 — Différentes expressions des propositions universelles

Affirmatives particulieres

Négatives particulieres

Aristote A appartient a quelque B A n’appartient pas a
quelque B
Moyen-Age Quelque B est A Quelque B n’est pas A

Langage des prédicats

Jdz (Blz] ET Alz])

Jdz (B[z] ET NON A[z])

Langage ensembliste

BNA#0D

BN A £

FI1GURE 1.2 — Différentes expressions des propositions particulieres

Par ailleurs, Aristote élabore deux théories sur ces propositions : une théorie de 'op-
position et une théorie de la conversion. Ces théories établissent des relations entre des
propositions, relations entre leurs formes et entre leurs valeurs de vérité. Elles sont donc

a larticulation syntaxe/sémantique.

La théorie de 'opposition est décrite dans De [’Interprétation (voir en annexe page 456).

Aristote remarque qu’il existe deux relations d’opposition :

— d’une part la relation de contradiction entre des propositions qui s’opposent par la
quantité et par la qualité, c’est-a-dire entre l'affirmative universelle (Tout B est A)
et la négative particuliere (Quelque B n’est pas A), ou entre la négative universelle
(Nul B n’est A) et I'affirmative particuliere (Quelque B est A), relation qui correspond
a la notion de négation,

— d’autre part la relation de contrariété entre des propositions universelles qui s’opposent
par la qualité, c’est-a-dire entre laffirmative universelle (Tout B est A) et la négative
universelle (Nul B n'est A).

4. Par signes, j’entends ici mots ou symboles.
5. Nous verrons quand nous aborderons la conversion des propositions page 35 que dans le cas des
affirmatives universelles, les expressions proposées ne sont pas rigoureusement équivalentes.
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Nous reviendrons sur ces relations qui seront complétées par les développements de la

logique d’Aristote au Moyen-Age pour donner le carré des oppositions (voir page 48).

La théorie de la conversion est décrite dans Premiers Analytiques (voir en annexe page 457).

Aristote reléve les conversions suivantes :

(1) Les négatives universelles sont convertibles : si nul A n’est B, alors nul B n’est A.
Dans le langage des prédicats, il s’agit des deux propositions Vo (A[zx] = NON Blz])
et Vo (B[z] = NON Az]), dont nous savons qu’elles sont équivalentes, I'une étant la
contraposée de 'autre. En termes ensemblistes, 'universelle négative se traduit par
AN B = (), expression dans laquelle on voit bien la symétrie des roles joués par A et
B.

(2) Les affirmatives universelles se convertissent en affirmatives particulieres : si tout A
est B, alors quelque B est A. Pour comprendre la validité de cette conversion, il
faut savoir que chez Aristote, I’attribution universelle contient une clause d’existence
pour le sujet, c’est-a-dire qu’affirmer Tout A est B pré-suppose 'existence d’un A.
Dans le langage des prédicats, les deux propositions dont il est ici question sont :
Vz (Alzx] = Blz]) et 3z (Alz] ET B[z]). Or, en prenant un prédicat A qui est faux
pour toute valeur que peut prendre la variable x, on obtiendra une premiere pro-
position vraie (par exemple, « Yn € N (n? = 3 = n = 0) » est vraie puisque la
prémisse est toujours fausse®), et une seconde proposition fausse (dans I'exemple,
«3dn €N (n? =3 ET n=0)» est fausse). Pour exprimer cette régle de conversion
dans le langage des prédicats, il faut rajouter cette clause d’existence :

Si les propositions Vz (Alzx] = B[z]) et dx A[z] sont vraies,
alors la proposition 3z (A[z] ET Blx]) est vraie.
En termes ensemblistes, il est facile de voir qu’on ne peut déduire ANB # ) de A C B

qu’a condition d’avoir I’hypotheése supplémentaire A # ().

(3) Les affirmatives particulieres sont convertibles : si quelque A est B, alors quelque B
est A. Dans le langage des prédicats, cette regle repose uniquement sur la propriété de
commutativité du connecteur ET puisque les deux propositions sont 3z (Blz| ET A|x])
et 3z (Alx] ET Bl[z]) qui sont équivalentes. En termes ensemblistes, les deux propo-
sitions se traduisent par AN B # 0.

Aristote souligne aussi que les négatives particulieres ne sont pas convertibles. En faisant
cela, il donne un caractere d’exhaustivité a son étude. Notons également qu’Aristote ne
distingue pas les cas de conversions ou il y a équivalence (régle 1 et 3) de celui ou il n'y

a pas équivalence (regle 2).

Ainsi, Aristote propose une logique qui est souvent qualifiée de premiere logique formelle,
notamment dans la mesure ou, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, il
utilise des variables pour faire ressortir la forme des propositions qui seule importe pour

la validité des syllogismes. Mais comme le souligne R. Blanché, la formalisation n’est pas

6. Se reporter a la table de vérité de 'implication en annexe page 127.
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recherchée pour elle-méme :

Il n’est pas sans intérét de noter que cette variabilité de formulation [des
propositions, voir le tableau page 34], non seulement dans le passage de 1’ex-
pression concrete a l’expression symbolique, mais a l'intérieur méme de cette
derniere, révele assez clairement que la logique d’Aristote ne pousse pas le
souci formel jusqu’au formalisme. L’essence du formalisme c’est de calculer

sur des signes, indépendamment de leur sens. (Blanché, 1970, p. 48)

(b) Sur les variables Aristote utilise des variables littérales pour marquer la place
des termes dans les propositions. R. Blanché l'illustre avec un passage des Seconds Ana-

lytiques -

Admettons que perdre ses feuilles soit représenté par A, avoir de larges
feuilles par B, et vigne par C. Si A appartient a B (car toute plante a feuilles
larges perd ses feuilles) et si B appartient a C' (car toute vigne est une plante
a feuilles larges), alors A appartient a C, autrement dit toute vigne perd ses
feuilles.

La premiere différence qui saute aux yeux, c’est la substitution de variables
littérales A, B, C', aux constantes vigne, perdant ses feuilles, ayant des feuilles
larges. Loin d’étre un détail négligeable, ce procédé a une portée considérable.
Au point que certains logiciens seraient aujourd’hui portés a dire que c’est 1a,
pour la logique, la découverte la plus importante d’Aristote. C’est bien en effet
avec elle et par elle que commence une logique qui soit proprement formelle,
c’est-a-dire dans les énoncés de laquelle toute allusion au contenu des termes
a disparu. (Blanché, 1970, p. 47)

Les variables utilisées ici ne sont pas des noms d’objets mathématiques?, mais seulement
des marque-places permettant de ne considérer que la forme de la proposition pour la

validité du syllogisme.

L’un des successeurs d’Aristote, Théophraste, introduit un sujet indéterminé prédiqué de
deux attributs, mais ne franchit pas le pas de donner un nom de variable a cet indéter-
miné :
L’idée , il est vrai, n’était pas absolument nouvelle, puisqu’on la trouve
déja chez Aristote, en un passage sans doute tardif des Premiers Analytiques,
mais celui-ci ne I'avait pas exploitée. La proposition A est prédiqué univer-
sellement de B peut en effet s’exprimer de facon plus explicite de la fagon
suivante : ce de quoi B est prédiqué universellement, de cela A est aussi prédi-
qué universellement. . . Le sujet, c’est un troisieme terme, qu’il faut « prendre

en surplus », et qui est ce quelque chose, qui demeure indéterminé, de quoi A

7. D’une part parce que les variables n’ont pas encore ce statut de nom d’objet, mais aussi parce que
les propositions elles-mémes ne sont pas encore des objets mathématiques.
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et B sont prédiqués. Seulement, ce terme indéterminé, Théophraste n’a pas eu
I’idée de I'exprimer par une variable ; ce qui invite a penser que non seulement
chez Aristote, mais aussi bien chez ceux qui raffinent sur son enseignement,
le role des variables n’était pas encore pleinement percu, et que la substi-
tution de lettre aux termes concrets ne devait guere remplacer une fonction

d’abréviation. (Blanché, 1970, p. 84)

(c) Sur les connecteurs logiques Aristote n’utilise pas & proprement parler de connec-
teur logique, dans le sens d'un opérateur sur ’ensemble des propositions®. Sa logique n’est
pas une logique propositionnelle, nous avons vu que pour la décrire en termes modernes
nous avions besoin du langage des prédicats (et nous retrouvons la forme tres courante en
mathématiques Va (A[z] = B[z])). Les connecteurs ET et OU ne sont donc pas étudiés
par Aristote. La négation apparait dans la théorie de 'opposition décrite a la section pré-
cédente, mais en tant que relation entre deux propositions, pas en tant que connecteur.
L’implication est indirectement présente a travers la forme « Tout A est B », mais la non

plus pas en tant que connecteur.

La syllogistique

Le mot « syllogisme » apparait, comme terme technique, dans les Topiques. Le syllogisme
y est présenté comme 1'une des deux manieres possibles de raisonner, ’autre étant 'induc-
tion. Les syllogismes sont tous organisés de la méme maniére : une conclusion est déduite
de deux prémisses. Ils sont présentés sous forme de lois logiques : « si Pj[A, B] et P5[B,T]
alors C[A,T] », ou P, P, C sont des propositions faisant intervenir les termes A, B et
I'. Les syllogismes sont organisés en trois figures selon la place du terme qui intervient
dans les deux prémisses (moyen terme). Ces lois logiques ne disent rien de la vérité des
propositions qui les composent, mais donnent une relation entre ces valeurs de vérité et
garantissent ainsi la validité de certaines inférences?. Par exemple, dans la premiére figure
on peut trouver le syllogisme suivant : « Si A est affirmé de tout B, et B de tout I', né-
cessairement A est affirmé de tout I'. » (Aristote, 2007, p. 28), qui permet de garantir que
I'inférence suivante est valide : « tous les carrés sont des rectangles et tous les rectangles
sont des parallélogrammes, donc tous les carrés sont des parallélogrammes. » Aristote a
conscience de la différence entre (voir Durand-Guerrier, 2005, p. 13) :

— la vérité d’une proposition,

— la validité d’une loi logique (c’est-a-dire qu’elle est vraie quelle que soit I'interprétation

des lettres qui y interviennent),
— la validité d'un raisonnement que l’'on controle en s’assurant que la loi logique est valide

et que les prémisses sont vraies.

8. Faire opérer un connecteur binaire o sur deux propositions P et () donne la proposition PaQ@.
9. Une inférence est une opération qui consiste a admettre une proposition en raison de son lien avec
une proposition préalable tenue pour vraie.
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Dans la premiere figure le moyen terme est sujet dans la premiere prémisse et prédicat dans
la deuxieme (I'intégralité de la description des syllogismes de la premiere figure se trouve
en annexe page 457). La validité de ces syllogismes n’est pas démontrée, elle est admise.
Pour les syllogismes non concluants de cette figure, Aristote donne des contre-exemples,
c’est-a-dire des « instanciations » de variables (des choix des sujets et prédicats) avec les
deux mémes types de prémisses et des conclusions différentes vraies a chaque fois (ainsi,
les deux exemples Quelque cheval est blanc, nul cygne n’est cheval, tout cygne est blanc
et Quelque cheval est blanc, nul corbeau n’est cheval, nul corbeau n’est blanc montrent
qu’aucune conclusion nécessaire ne peut venir a la suite des prémisses Quelque B est A
et nul I" n’est B).

Les syllogismes concluants de la deuxieme figure (moyen terme prédicat dans les deux
prémisses, par exemple « Nul A n’est B, Tout I" est B, Nul I' n’est A ») et de la troisieme
figure (moyen terme sujet dans les deux prémisses, par exemple « Tout B est A, Tout B est
I, Quelque I" est A ») sont démontrés en utilisant les deux traitements des propositions :
soit la conversion d’une des prémisses pour se ramener a un syllogisme concluant de la
premiére figure (voir un exemple en annexe page 460), soit la négation de la conclusion
pour utiliser une réduction & l'absurde!® (voir en annexe page 461). Si la possibilité
de tels traitements pour les propositions a été établie en s’appuyant sur des arguments
sémantiques, leur utilisation ensuite dans les démonstrations de la validité des syllogismes

releve plutoét d'une démarche syntaxique.

Le modus ponens (raisonnement direct, « (si A alors B) et A, donc B ») et le modus tollens
(raisonnement par contraposition, « (si A alors B) et NON B, donc NON A ») sont connus

d’Aristote, il les décrit ainsi dans Topiques :

Quand on veut établir une these, il faut rechercher de quelle chose donnée
la chose en question suivra (car si on a prouvé l'existence de la premiére, on
aura par la méme prouvé l'existence du sujet en question); par contre quand
on veut réfuter une these, il faut rechercher quelle chose est si le sujet proposé
est donné, car quand nous aurons montré que le conséquent du sujet proposé
n’existe pas, nous aurons par la méme ruiné la chose en question. (Aristote,

2012, pp. 77-78)

10. Aristote pratique le raisonnement par ’absurde sous la forme suivante :
— d’abord nier la conclusion d’un syllogisme dont on suppose les prémisses vraies,
— prendre alors la négation de la conclusion et la substituer a 'une des prémisses,
— obtenir alors une nouvelle conclusion contradictoire a cette méme prémisse.
Par exemple, supposons que nous voulions montrer la validité du syllogisme suivant :
Tout B est A, Tout B est I, Quelque T" est A
Considérons alors la négation de la conclusion : Nul I" n’est A. Formons alors le syllogisme :
Nul I n’est A, Tout B est I', Nul B n’est A
Sa conclusion est en contradiction avec la prémisse Tout B est A.
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1.1.2 La logique des Stoiciens

L’expression « logique des Stoiciens » désigne une logique développée aux 1v® et I11° siecles
avant JC. Nous avons beaucoup moins de sources pour connaitre cette logique que pour
celle d’Aristote. Elle a été jusqu’a une époque récente a la fois mal comprise et peu appré-
ciée. Ce sont les développements de la logique au XX® siecle qui ont peut-étre permis que
celle-ci soit réhabilitée, notamment grace a un article de Lukasiewicz en 1934 qui a défi-
nitivement fait admettre que la logique des Stoiciens était la forme ancienne du moderne
calcul des propositions. En cela elle differe profondément de la logique d’Aristote puisque
la formulation de celle-ci en termes modernes fait intervenir des prédicats monadiques (a
une seule variable). Selon R. Blanché, les Stoiciens sont aussi plus formalistes dans le sens
ou ils s’attachent a utiliser dans leur description des raisonnements des mots toujours

identiques :

IIs [les Stoiciens| font choix, pour leurs schémas de raisonnement, de formes
canoniques, auxquels ils se tiennent scrupuleusement. Et ils étaient parvenus,
autant que nous pouvons en juger, a ramener leurs raisonnements a un calcul
sur des signes verbaux, sans rien sous-entendre comme allant de soi, veillant
au contraire a expliciter toutes les présuppositions nécessaires aux opérations
logiques. (Blanché, 1970, p. 96)

Le principal auteur de cette logique stoicienne est Chrysippe, qui vécut au III° siecle
avant JC. Ce que nous connaissons de ses ceuvres se trouve essentiellement dans ce qu’en
ont rapporté Sextus Empiricus et Diogene Laérce au 111¢ siecle apres JC. Ce dernier
rapporte par exemple les fins attribuées a la logique par les Stoiciens : « Ils disent que
I’étude des syllogismes est tres utile, en effet le syllogisme a un pouvoir démonstratif, il
contribue beaucoup a la droite compréhension des propositions, il met de l'ordre dans la

compréhension des sciences et soutient notre mémoire. » (Brun, 1957, p. 28)

Les propositions et les connecteurs logiques.

La dialectique ' des Stoiciens est scindée en deux parties, I'une concernant les signifiants
et traitant de tout ce qui touche a la langue, 'autre se concentrant sur le signifié. Dans
leur volonté de formaliser de maniere univoque les structures du langage, les Stoiciens
sont soucieux de « maintenir les structures logiques en accord aussi complet que possible

avec les structures grammaticales. » (Blanché, 1970, p. 107)
Il est a peu pres impossible de traduire le terme grec employé par les Stoiciens pour
désigner le signifié, R. Blanché se contente d’une transcription et le nomme le lecton :

Le lecton n’est une pensée qu’au sens d’'une pensée pensée, non en celui

d’une pensée pensante. [...] Le lecton, c’est donc proprement cette chose in-

11. La logique stoicienne se divisait en deux parties : la rhétorique qui s’occupe du bien parler et la
dialectique.
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corporelle et extra-mondaine qu’est le sens d’'une expression. (Blanché, 1970,
p. 107)

C’est a certains de ces lecta que peuvent s’appliquer les qualificatifs de vrai ou de faux,
ceux qui sont des propositions. Les propositions se divisent en simples et non-simples ou
composées. Par exemple, I'affirmation il est jour est une proposition simple. La forme
négative il n’est pas jour est aussi considérée comme une forme simple. Les Stoiciens
insistent sur 1'obligation de placer la particule négative en téte de phrase et non dans le
corps, ce qui est possible en grec 2. Sextus Empiricus et Diogéne Laérce donnent chacun
une liste différente de types de propositions simples, aucune ne recouvrant la catégorisation
d’Aristote, et il est difficile de savoir ce qu’il en était exactement dans la logique des

Stoiciens.

Ces propositions simples sont ensuite utilisées pour former différents types de propositions
composées : la proposition hypothétique ou conditionnelle (sl est jour il fait clair), la
proposition consécutive ou inférentielle (puisqu’il est jour il fait clair), la proposition
conjonctive (il est jour et il fait clair), la proposition disjonctive (ou il est jour ou il fait
clair), la proposition causale (parce qu’il est jour il fait clair), la proposition comparative
(il est plus/moins jour que nuit). Dans cette liste, nous pouvons distinguer des types de
propositions dont la vérité dépend de la vérité des propositions simples qui les composent
(c’est le cas des propositions hypothétiques, conjonctives et disjonctives) et d’autres pour
lesquelles ga n’est pas le cas (pour les propositions consécutives, causales et comparatives),
qui étaient laissées de coté dans les travaux proprement logiques des Stoiciens. Dans
cette catégorisation, nous retrouvons « un exemple manifeste d’'une contamination entre
le point de vue de la logique formelle et celui de I'analyse du langage. » (Blanché, 1970,
p. 109)

Il y a ainsi des connecteurs qui ont un réle syntaxique dans cette logique : ils permettent,
a partir de deux (ou une pour la négation) propositions d’en construire une nouvelle. Le
choix pour la forme négative de la particule placée en téte de phrase donne a voir cet
aspect pour la négation, la particule agissant comme un connecteur NON. Sont présents
également le connecteur ET et le connecteur OU EXCLUSIF '3, Les propositions hypo-
thétiques font bien stir penser au connecteur IMPLIQUE, mais la sémantique associée

n’est pas exactement celle du connecteur moderne.

Ces propositions hypothétiques sont I’objet d'un désaccord entre les mégariques !4 Diodore
de Cronos et son éleve Philon. Ce dernier avait une conception de I'implication en tant
que connecteur et une conception de la proposition hypothétique comme ayant une valeur

de vérité déterminée par la table de vérité que nous connaissons, c’est-a-dire qu’elle « est

12. La langue grecque dispose de deux particules pour exprimer la négation, I'une se plagant en téte de
phrase, 'autre dans le corps de la phrase.

13. Tl semble que les Stoiciens connaissent aussi la disjonction inclusive qui pose seulement que 'une
des composantes est vraie.

14. T’école mégarique est une école de philosophie grecque fondée entre les ve et 1ve siecles avant JC,
dont s’inspirent les Stoiciens.
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vraie lorsqu’elle ne commence pas avec le vrai pour finir avec le faux; de sorte qu’il
y a pour cette proposition hypothétique trois fagcons d’étre vraie, et une d’étre fausse. »
(Blanché, 1970, p. 99) Diodore s’oppose a la thése philonienne, en en montrant des aspects
paradoxaux sur des propositions telles que sl est jour je discute. De telles propositions se
retrouvent effectivement alors vraies a certains moments (par exemple lorsqu’il fait jour et
que je discute, ou lorsqu’il fait nuit), fausses a d’autres (par exemple lorsqu’il fait jour et
que je me tais). Diodore propose alors de dire qu’une proposition hypothétique est vraie
lorsqu’elle n’a pas pu ou ne peut pas commencer par le vrai pour finir par le faux. En fait,
dans ’exemple donné par Diodore, il y a une variable « temps » qui entre en jeu. Elle se
modéliserait dans notre logique moderne par la proposition « a tout instant, s’il est jour
je discute », c¢’est-a-dire par une implication universellement quantifiée, qui est bien soit

vraie soit fausse.

Chrysippe a une troisiéme conception des propositions conditionnelles '°, rapportée par

Diogene Laérce :

En outre, les propositions peuvent s’opposer les unes aux autres selon la
vérité ou 'erreur si I'une contredit 'autre, par exemple : « Il fait jour et il ne
fait pas jour ». Donc la proposition conditionnelle est vraie quand le contraire
de la proposition finale s’oppose a la proposition initiale par exemple, « S’il
fait jour il fait clair ». [...] La proposition conditionnelle est fausse quand le
contraire de la proposition finale ne s’oppose pas a la proposition initiale, par

exemple « s’il fait jour Dion se promene ». (Brun, 1957, p. 35)

Le dernier exemple de cette citation est encore une implication entre propositions dépen-

dantes d’une variable « temps ».

Les raisonnements et les variables

Une fois établie la théorie des propositions, la logique des Stoiciens s’occupe de la validité

des raisonnements, qui sont ainsi définis :

Certaines combinaisons de propositions forment des raisonnements. Un rai-
sonnement est un systéme de propositions dont les unes, appelées prémisses,
ont pour fonction d’en prouver une autre , qui est la conclusion .[...]| Les
Stoiciens faisaient, en la marquant par le langage, une distinction qui était de-
meurée implicite chez Aristote et qui est essentielle pour une logique formelle :
celle du raisonnement en termes concrets et du schéma formel qu’on obtient

en remplagant ces termes concrets par des variables. (Blanché, 1970, p. 113)

15. Pour plus de détails sur ces distinctions, on pourra se reporter a la theése de V. Durand-Guerrier,
(Durand-Guerrier, 1996).

41



1.1

Dans la logique de Chrysippe, il y a 5 schémas de raisonnement (modes ou tropes) non
démontrés :

— Trope 1 : Si le premier alors le second ; or le premier ; donc le second.

— Trope 2 : Si le premier alors le second ; or pas le second ; donc pas le premier.

— Trope 3 : Pas a la fois le premier et le second ; or le second ; donc pas le premier.

— Trope 4 : Ou le premier ou le second ; or le premier ; donc pas le second.

— Trope 5 : Ou le premier ou le second ; or pas le second ; donc le premier.

Dans ces tropes, les variables, symbolisées par des nombres ordinaux, représentent des
propositions. Le fait que Chrysippe n’ait pas cédé a la tentation de dédoubler les tropes 16

3, 4 et 5 montre, selon R. Blanché, que :

1%) il savait distinguer entre le cas des connecteurs symétriques et celui du
connecteur asymétrique. 2°) il savait pratiquer la substitution des variables, et

donc traiter celles-ci autrement que comme de simples abréviations de langage.
(Blanché, 1970, p. 116)

Ces schémas de raisonnement ne sont pas exprimés sous forme de lois logiques comme
chez Aristote, mais sous forme de schémas d’inférences. Ici, La vérité des prémisses n’est
pas hypothétique mais posée. Une loi logique sous-jacente par exemple au premier trope
s’exprimerait avec deux implications : « Si (si le premier alors le second et le premier),

alors le second. »

Les cinqg tropes donnés ci-dessus sont des indémontrés. De ceux-la sont déduits d’autres

schémas :

De cinq indémontrés on tirait, nous dit Cicéron, des conclusions innom-
brables, c’est-a-dire qu’on démontrait par eux un grand nombre de raisonne-
ments, en réduisant ceux-ci a l'aide d’un petit nombre de régles, appelées des
themes. Nous savons que les Stoiciens ramenaient ces regles a quatre, dont
nous ne connaissons que deux, la premiere et la troisieme. La premiere est
une regle de réduction a l'impossible. L’autre revient a dire que lorsque de
deux propositions en résulte une troisieme, et que I'une des deux premieres
peut elle-méme étre conclue d’une autre paire de prémisses, on a le droit de
conclure la troisieme proposition de cette seconde paire de prémisses et de la

prémisse qui reste de la premiére paire. (Blanché, 1970, p. 117)

Seul un tout petit nombre des ces innombrables conclusions a été conservé, mais celles
que nous connaissons nous renseignent sur la conception de la logique qu’avait Chrysippe.

17 - or le premier; donc le

Par exemple, une de ces conclusions est Si le premier le premier
premier. Il peut étre étonnant de considérer cela comme un théoreme logique et non comme
une évidence. Cela nous montre que Chrysippe pensait que la formalisation permettait

de ne rien sous-entendre, ce qui était la garantie d’un systeme logique rigoureux, ou en

16. Par exemple de doubler le trope 3 par « Pas a la fois le premier et le second ; or le premier; donc
pas le second ».
17. Principe d’identité, postulat fondamental dans la logique stoicienne.
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d’autres termes « qu’il donne pour objet a la démonstration non pas d’établir des choses
non-évidentes, mais d’organiser un ensemble de propositions jusque la isolées, de les unifier
en un systeme déductif. » (Blanché, 1970, p. 118)

Comme chez Aristote, nous pouvons trouver dans la logique stoicienne les principes du
raisonnement direct (trope 1) et du raisonnement par contraposée (trope 2), ainsi que

celui du raisonnement par 1’absurde.

1.1.3 Syntheése pour la période de I’Antiquité grecque

Nous avons eu un apercu de deux systemes logiques de I’Antiquité grecque : celui d’Aris-
tote et celui de Stoiciens. J’en rappelle les principaux éléments en relation avec mon

étude :

1. ils contiennent tous deux un travail important sur le langage, travail qui consiste a
préciser de quel type de discours s’occupe la logique, puis a décrire les formes de ce
discours, pour pouvoir élaborer un systéme logique formel.

— La proposition, qui affirme des faits et porte le vrai ou le faux, est un élément de
base de ces systemes logiques. Dans la logique d’Aristote, la proposition est dé-
composée en sujet, copule, prédicat. La copule peut-étre affirmative ou négative, le
sujet peut étre prédiqué universellement ou particulierement, ce qui donne 4 types
de propositions. Cette logique est qualifiée de « logique des termes'® » et néces-
site pour la modéliser dans la logique mathématique actuelle d’'utiliser le langage
des prédicats. Dans la logique des Stoiciens, les propositions simples permettent
de fabriquer des propositions composées et 'on retrouve certains connecteurs
de notre calcul propositionnel moderne : la négation, la conjonction, la disjonc-
tion exclusive. L’implication était sujet de débat : Philon de Mégare en avait
une conception conforme au connecteur propositionnel moderne, mais s’opposait
ainsi & la conception de son maitre Diodore de Cronos. Et Chrysippe en avait
encore une autre conception (les discussions s’expliquent notamment par le fait
qu’ils ne distinguaient pas entre 'implication entre propositions et 'implication
universellement quantifiée).

— Des variables sont utilisées pour remplacer, dans les schémas de raisonnement, les
termes chez Aristote ou les propositions chez les Stoiciens. Elles ne sont que des
simples marque-place chez Aristote, ces lettres de variables n’ont vocation qu’a
étre instanciées par des termes. Chez les Stoiciens, les variables utilisées sont des
ordinaux, celles-ci étant également vouées a étre remplacées par des propositions.
Mais les Stoiciens pratiquaient également la substitution de variable, ¢’est-a-dire le

remplacement d’une variable non plus par une valeur, mais par une autre variable.

18. Les termes sont ce qui peut étre sujet ou prédicat.
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2. Ces logiques s’occupent de la validité des raisonnements, garantie par la forme et non
le contenu des propositions qui y interviennent. En cela, ces deux logiques peuvent
étre qualifiées de formelles. Notons cependant deux différences :

— les Stoiciens montraient une attention particuliere au langage utilisé a 'intérieur
méme de la proposition, c’est-a-dire qu’ils rigidifiaient 'utilisation de certains
mots de la langue courante, donnant alors a ces mots un réle de constante lo-
gique. Ce souci était moins présent chez Aristote. Nous pouvons ainsi dire que les
Stoiciens étaient plus formalistes qu’Aristote.

— Aristote exprimait les schémas de raisonnement sous forme de lois logiques (si
Py et Py alors C). La validité de ces lois logiques, qui garantissait la vérité de la
conclusion sous réserve de la vérité des prémisses, était distinguée de la validité
d’un raisonnement, qui était établie lorsque 1’'on appliquait une loi logique valide
a des prémisses vraies. Les Stoiciens exprimaient leurs schémas de raisonnement
sous forme de régles d’inférence (P; et P, donc ('), dans lesquelles les prémisses

sont posées comme vraies et donc aussi la conclusion.

Dans ces deux systémes cohabitent les aspects syntaxique (les schémas formels de raison-
nement) et sémantique (les raisonnements, instanciations de ces schémas). De plus, les
regles de conversion des propositions chez Aristote ou les thémes chez les Stoiciens (regles
permettant de ramener des schémas de raisonnement aux cing tropes indémontrés) sont
posés en se référant aux valeurs de vérité, c’est-a-dire avec des considérations sémantiques,
mais sont ensuite utilisées de fagon syntaxique dans le sens d’une manipulation de signes

indépendamment de leur sens.

Il est important de souligner que ces deux systemes logiques n’ont pas particulierement
vocation a étre utilisés en mathématiques. Ils sont des théories du raisonnement dans
un cadre général. Les démonstrations d’Euclide, par exemple, ne sont pas du tout rédi-
gées sous forme de syllogismes. Ces deux systemes sont en effet bien insuffisants pour
rendre compte des raisonnements mathématiques, ce que nous voyons bien quand nous
les « traduisons » dans les termes de la logique mathématique moderne : la logique des
Stoiciens reste une logique propositionnelle et dans la logique d’Aristote n’interviennent
que des prédicats monadiques, une proposition telle que « Vzdy x < y » n’y est pas

exprimable.

La logique d’Aristote a continué d’étre développée, notamment par des philosophes du
Moyen-Age en Europe. C’est de cette époque par exemple que date le classement des syllo-
gismes a l’aide de noms mnémotechniques (Barbara, Baroco . .. ). Cette logique est parfois
qualifiée de scolastique, car elle était enseignée dans les écoles a l'aide de volumineux trai-
tés. Nous allons maintenant voir les positions de deux philosophes et mathématiciens du

XVII® siecle par rapport a cette logique : celle de Descartes et celle de Leibniz.
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1.2 L’époque moderne : Descartes et Leibniz

L’esprit humaniste de la Renaissance, que I’on retrouve dans les propos de Descartes (phi-
losophe et mathématicien frangais, 1596-1650), rejette 'aspect trop formel de cette logique
scolastique. Descartes n’a pas écrit de logique, mais on retrouve ses idées dans La logique
ou l'art de penser, traité écrit en 1662, connu sous le nom de logique de Port-Royal car
on la doit & Antoine Arnauld et Pierre Nicole, membres de cette abbaye. Leibniz (philo-
sophe et mathématicien allemand, 1646-1716) s’oppose presque a cette position. Pour lui
I’aspect formel de la logique est la garantie de la validité des raisonnements, 1’assimilation

d’une démonstration a un calcul 'assurance de la nécessité des conclusions.

Le contexte mathématique dans lequel ces deux positions co-existent presque est tres
important : depuis Viete, les mathématiques sont en train de vivre une époque de sym-
bolisation féconde, a laquelle Descartes et Leibniz ont grandement contribué. Pour 1'un
comme pour 'autre la démonstration mathématique est un modele de pensée pour qui
recherche des vérités, mais ils n’ont pas la méme conception de la démonstration mathé-

matique, comme le suggere J. Bouveresse :

Pour Descartes :

La correction du raisonnement ne peut étre garantie, justement, que par
une attention suffisante et constante au contenu lui-méme, et certainement
pas par la séparation rigoureuse de la forme d’avec le contenu et le respect de

regles formelles de quelque nature que ce soit. (Bouveresse, 2006, p. 18)
Au contraire :

Leibniz soutient que la démonstration est valide en vertu de sa forme et non
de son contenu. Elle est constituée d’une suite de propositions qui commence
par des identités explicites totales ou partielles, c’est-a-dire des propositions
de la forme « A est A », « AB est A », etc., et dont chaque proposition est
tirée d’une des précédentes par une application du principe de substituabilité

des termes identiques salva veritate. (Bouveresse, 2006, p. 20)

1.2.1 Descartes, la logique de Port-Royal
La méthode cartésienne

Descartes est I'un des meilleurs représentants de 'attitude critique vis-a-vis de la logique
scolastique. Il lui reproche d’étre trop formelle et de peu d’utilité dans la recherche de la
vérité :
On sait que des sources de connaissance certaines qu’il admet, I'intuition et
la déduction, il fait reposer la seconde sur la premiere. [.. .| Dans ces conditions

il ne saurait y avoir de raisonnement purement formel qui tienne : ou bien
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le départ de la déduction consiste en idées claires et distinctes, et alors la
déduction n’est pas seulement valable formellement, elle est matériellement
vraie ; ou bien les idées initiales sont obscures et confuses, et alors nous n’avons
plus de certitude, méme logique, quant aux conséquences que Nous essayons
d’en tirer. On ne saurait raisonner a vide. Ce que Descartes recherche pour
la science, ce n’est pas essentiellement la cohérence, c’est la vérité. Ce qu’il
demande a la méthode, ce n’est pas d’endormir ’esprit sous la fausse sécurité
des regles, c’est au contraire de le rendre vigilant, d’« accroitre la lumiere
naturelle de la raison ». (Blanché, 1970, p. 178)

Le syllogisme n’est plus le modele pour raisonner, il lui préfere une méthode inspirée des
raisonnements par analyse et synthese des mathématiques. Descartes la résume dans les
quatre regles données dans le Discours de la méthode, Pour bien conduire sa raison, et

chercher la vérité dans les sciences :

[...] ainsi, au lieu de ce grand nombre de préceptes dont la logique est
composée, je crus que j'aurais assez des quatre suivants, pourvu que je prisse
une ferme et constante résolution de ne manquer pas une seule fois a les
observer.

Le premier était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie que je
ne la connusse évidemment étre telle : c’est-a-dire, d’éviter soigneusement
la précipitation et la prévention; et de ne comprendre rien de plus en mes
jugements, que ce qui se présenterait si clairement et si distinctement a mon
esprit, que je n’eusse aucune occasion de le mettre en doute.

Le second, de diviser chacune des difficultés que j'examinerais en autant
de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre.

Le troisieme, de conduire par ordre mes pensées, en commencant par les
objets les plus simples et les plus aisés a connaitre, pour monter peu a peu
comme par degrés jusques a la connaissance des plus composés ; et supposant
méme de l'ordre entre ceux qui ne se précedent point naturellement les uns les
autres.

Et le dernier, de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues
si générales, que je fusse assuré de ne rien omettre.

Ces longues chaines de raison toutes simples et faciles, dont les géometres
ont coutume de se servir, pour parvenir a leurs plus difficiles démonstrations,
m’avaient donné occasion de m’imaginer que toutes les choses, qui peuvent
tomber sous la connaissance des hommes, s’entre-suivent de la méme facon, et
que pourvu seulement qu’on s’abstienne d’en recevoir aucune pour vraie qui
ne le soit, et qu’on garde toujours 'ordre qu’il faut pour les déduire les unes
des autres, il n’y en peut avoir de si éloignées auxquelles enfin on ne parvienne,

ni de si cachées qu’on en découvre. (Descartes, 1991, pp. 90-91)
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Nous retrouvons ici une description de la méthode déductive dans laquelle est affirmé
un attachement a la connaissance des objets, c¢’est-a-dire une préoccupation constante du

contenu et le refus d’un raisonnement se détachant du sens.

La logique de Port-Royal

Des extraits de la logique de Port-Royal se trouvent en annexe C, page 463.

Ces positions de Descartes sont reprises dans La logique ou l’art de penser, rédigée par
Antoine Arnauld et Pierre Nicole. Cet ouvrage a eu un grand succes et a servi pendant
pres de deux siecles a l'initiation a la logique de beaucoup de jeunes gens. Sa rédaction
marque une rupture avec les gros traités de I’époque scolastique, la volonté des auteurs
étant explicitement de proposer quelque chose de court, aisé a retenir et utile (voir extraits
du premier discours en annexe page 463). Cette importance accordée a 'aspect pratique
de la logique se voit dans l'utilisation de nombreux exemples plutot que de schémas

syllogistiques utilisant des variables.

Par ailleurs, la logique est concue comme étant un outil d’analyse du langage et du rai-
sonnement plutdt qu'un outil pour s’exprimer et raisonner (voir intégralité du préambule

intitulé « Logique » en annexe page 465) :

La logique est I'art de bien conduire sa raison dans la connaissance des
choses, tant pour s’instruire soi-méme que pour en instruire les autres.

Cet art consiste dans les réflexions que les hommes ont faites sur les quatre
principales opérations de leur esprit, concevoir, juger, raisonner et ordonner.

Tout cela se fait naturellement, et quelquefois mieux par ceux qui n’ont
appris aucune regle de la logique que par ceux qui les ont apprises.

Ainsi, cet art ne consiste pas a trouver le moyen de faire ces opérations,
puisque la nature seule nous les fournit en nous donnant la raison ; mais a faire
des réflexions sur ce que la nature nous fait faire. (Arnauld & Nicole, 1992,

p. 30)

La logique de Port-Royal est divisée en quatre parties, les trois premieres reprennent les
développements de la logique d’Aristote, la quatrieme traite de la méthode cartésienne.
C’est 'association de ces deux approches qui est une véritable nouveauté, méme si elles

sont plus juxtaposées qu’articulées.
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(a) Sur les propositions On retrouve la classification des propositions selon la quantité
et la qualité et les quatre types de propositions assorties des lettres qu’on leur associe dé-
sormais (voir en annexe page 468). Les relations entre les valeurs de vérité de chaque type
de proposition sont maintenant établies de maniere exhaustive (voir en annexe page 468)

et représentées selon le schéma suivant appelé carré des oppositions™® :

coniraires

8

o]

Iy

L
=

el

=

175}

B . O

I subcontraires

A : Universelle affirmative
E : Universelle négative
I : Particuligre affirmative
O : Particuliére négative

F1GURE 1.3 — Carré des oppositions

Sont ensuite présentés différents types de propositions composées. Il est précisé que pour
trouver les contradictoires de ces propositions composées, on le fait en latin en mettant une
négation en téte ou en francais en utilisant il n’est pas vrai que. Ce syntagme fonctionne
ainsi comme le connecteur logique propositionnel NON. Il y a six sortes de propositions

composées (voir en annexe page 471) :

— les copulatives, qui s’expriment avec un et (propositions de la forme P ET @), ou un
ni (propositions de la forme NON P ET NON Q).

— les disjonctives, qui s’expriment avec un ou qui est exclusif.

Pour ces deux types de propositions, il est précisé que la valeur de vérité de la propo-
sition composée dépend des valeurs de vérité des deux parties.

— les conditionnelles, qui s’expriment avec un si. Deux types de conséquence sont dis-
tinguées : les conséquences médiates, quand il n’y a aucun terme commun entre les deux
parties de la conditionnelle, et les conséquences immédiates quand il y a un terme com-
mun. Ainsi, en considérant des propositions telles que « si la terre est immobile, le soleil
tourne », les auteurs semblent s’orienter vers une conception des conditionnelles comme
implication entre propositions. Cependant, quand il s’agit d’établir a quelles conditions
les conditionnelles sont vraies, ils ne considerent qu'un exemple, « Si la volonté de la
créature est capable d’empécher que la volonté absolue de Dieu ne s’accomplisse, Dieu

n’est pas tout puissant », qui est une conditionnelle immédiate, et qui est vraie car

19. Le diagramme présenté ici est dit & Boéce, philosophe latin (470-524). Il a été largement utilisé par
les logiciens médiévaux.
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« quoique 1'une et l'autre partie fussent fausses, néanmoins la conséquence de I'une a
l'autre est bonne » (Arnauld & Nicole, 1992, p. 126). Cette définition de la vérité des
conditionnelles ne correspond pas a celle donnée par la table de vérité de I'implication,
mais plutét a la notion de conséquence logique (voir en annexe page 453 pour une
définition de cette notion).

— les causales.

— les relatives qui renferment une comparaison.

— les discrétives ou I'on marque une différence de jugement par mais ou néanmoins.

Des propositions avec « mais » sont souvent utilisées en mathématiques, par exemple
quand on donne un contre-exemple. Ainsi, pour infirmer « Vo € R 22 > 1 = 2 >
1 », on pourra arguer que « (—2)? > 1 mais —2 < 1 », l'utilisation du terme « mais »
venant renforcer la différence entre la satisfaction de la prémisse et la non-satisfaction
de la conclusion. Si nous cherchions & modéliser les propositions discrétives a l'aide des
connecteurs du calcul propositionnel, le plus proche serait de dire que « A mais B » est
équivalent a « A ET B. » Mais dans cette modélisation, cette « différence de jugement »
serait perdue. Nous pouvons voir dans cette distinction entre copulatives et discrétives

I’attention des auteurs de la logique de Port-Royal a ’analyse du langage ordinaire.

Pour ces discrétives, il est proposé plusieurs contradictoires possibles :

Il peut y avoir plusieurs contradictoires d’une proposition de cette sorte,
comme si on disait :

Ce n’est pas des richesses, mais de la science que dépend le bonheur.

On peut contredire cette proposition en toutes ces manieres :

Le bonheur dépend des richesses, et non de la science.

Le bonheur ne dépend ni des richesses, ni de la science.

Le bonheur dépend des richesses et de la science.

(Arnauld & Nicole, 1992, p. 128)

Ainsi, pour contredire « A mais B », il faut affirmer « NON A ET B » ou bien affir-
mer « NON A ET NON B » ou bien affirmer « A ET NON B ». Au lieu de donner une
seule contradictoire qui serait une proposition disjonctive?’, les auteurs proposent trois
contradictoires correspondant chacune a une des composante de la disjonction. Ceci ap-
puie le caractere pratique de la logique de Port-Royal : la contradictoire n’est pas obtenue
formellement, elle a un aspect pratique : est contradictoire ce qui permet ’acte de contre-

dire.

20. En réunissant les trois possibilités dans une seule affirmation, on obtient la proposition « (NON A
ET B) OU BIEN (NONA ET NON B) OU BIEN (A ET NON B) », qui est I’expression sous forme
d’une disjonction exclusive de la négation de « A ET B », négation que l'on présente généralement sous
la forme d’une disjonction inclusive « NON A OU NON B ».

49



1.2

Puis sont présentées des propositions composées au niveau du sens, c¢’est-a-dire des pro-

positions qui renferment deux jugements (voir en annexe page 473) :

les exclusives, « qui marquent quun attribut convient a un sujet, et qu’il ne convient

qu’a ce seul sujet. »

— les exceptives, « ou 'on affirme une chose de tout un sujet, a ’exception de quelqu’un
des inférieurs a ce sujet. »

— les comparatives.

— les inceptives ou désitives, « lorsqu’on dit qu’une chose a commencé ou cesse d’étre
telle. » (Arnauld & Nicole, 1992, pp. 129 a 135)

Pour ces propositions composées au niveau du sens, il est également proposé plusieurs

manieres de les contredire puisqu’elles correspondent chacune a des propositions qui s’écri-

raient comme des conjonctions. Nous retrouvons de telles propositions dans le discours

mathématique, comme par exemple quand nous affirmons :

— « la solution de I"équation f(x) =1 est -3 » (exclusive),

— « tous les nombres premiers excepté 2 sont impairs » (exceptive),

— « la suite u est croissante a partir du rang 6 » (inceptive).

Meéme si nous n’utilisons pas des conjonctions pour exprimer ces propositions, nous savons

bien que pour les démontrer il y a a chaque fois deux choses a faire :

— montrer que -3 est solution et que c’est la seule,

— montrer que 2 est un nombre premier non impair et que tous les autres nombres premiers
sont impairs,

— montrer que la suite u est croissante a partir du rang 6 et pas avant. 2!

La logique de Port-Royal propose ainsi une analyse tres fine du langage dont le but est

de découvrir les structures fondamentales qui sont dissimulées sous la variété des formes

de l'expression. Nous voyons qu'une telle analyse, bien qu’insuffisante pour décrire le

langage mathématique, permet un premier niveau de lecture des propositions mathéma-

tiques, quand elles sont exprimées dans des formulations proches du langage courant.

Dans les exemples donnés ci-dessus, souligner le fait que ces propositions « composées au

niveau du sens » sont des conjonctions permet de voir qu’il y aura deux étapes dans leur

démonstration.

(b) Sur les raisonnements La troisieme partie de la logique de Port-Royal traite des

raisonnements. Les auteurs avertissent le lecteur :

Cette partie que nous avons maintenant a traiter, qui comprend les regles
du raisonnement, est estimée la plus importante de la logique, et c’est presque
I'unique qu’on y traite avec quelque soin; mais il y a sujet de douter si elle
est aussi utile qu’on se I'imagine. La plupart des erreurs des hommes, comme

nous avons déja dit ailleurs, viennent bien plus de ce qu’ils raisonnent sur de

21. Méme si dans ce cas on accepte généralement un sens plus large qui est « croissante au moins a
partir du rang 6 », qui n’est pas une conjonction.
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faux principes, que non pas de ce qu’ils raisonnent mal suivant leurs principes.
(Arnauld & Nicole, 1992, p. 167)

Les syllogismes y sont présentés selon le traitement développé au Moyen-Age, dans la

lignée d’Aristote. Les syllogismes, qui comportent deux prémisses et une conclusion, sont

classés en quatre figures selon la place (sujet ou attribut) du moyen terme ?2. Puisqu’il

y a quatre types de propositions, il y a dans chaque figure soixante-quatre (4%) modes

correspondant chacun a un choix pour chacune des trois propositions. Le but est de savoir

dans chaque figure quels sont les modes qui correspondent a des syllogismes concluants.

Des regles générales sont données pour les quatre figures qui permettent de réduire a dix le

nombre de modes possiblement concluants dans chaque figure (voir en annexe page 476).

Ensuite, le méme schéma est suivi pour chaque figure (voir en annexe page 477) :

— donner d’autres regles spécifiques a la figure en question,

— en déduire les syllogismes concluants : ceux qui ne sont pas éliminés par les regles,

— donner les noms de ces modes, associés chacun a un exemple,

— donner finalement des principes de cette figure, sortes de maximes résumant les syllo-
gismes concluants.

Notons alors deux caractéristiques de cette présentation : il y a une justification de chacune

des régles, mais il n’est pas démontré que les syllogismes restants sont bien concluants. Il

n’y a aucun schéma syllogistique donné avec des variables, mais seulement des exemples

pour présenter chaque mode concluant, chaque exemple étant présenté sous la forme d’une

inférence Prémisse 1, Prémisse 2, donc Conclusion.

A c6té de ces modes concluants des quatre figures sont présentées d’autres formes de
syllogismes, dont notamment :
— les syllogismes conjonctifs dont la majeure est composée et qui sont de trois genres,

dans lesquels nous retrouvons les cinq tropes des Stoiciens (voir en annexe page 479) :

(1) les syllogismes conditionnels qui correspondent au modus ponens et au modus tol-
lens, caractérisés chacun par une regle : en posant [’antécédent, on pose le consé-
quent, et otant le conséquent, on ote ['antécédent. Les auteurs précisent explicite-
ment qu’il n’est pas valide d’inférer 'antécédent du conséquent, ou la négation du

conséquent de la négation de I'antécédent.

(2) Les syllogismes disjonctifs sont ceux contenant une prémisse qui est une proposi-
tion disjonctive. Puisqu’il s’agit d’un ou exclusif, il y a la aussi deux sortes de tels
syllogismes concluants : quand on nie I'une des deux parties de la disjonction, on
peut alors en déduire I'autre, ou quand on affirme une des deux parties, on peut

alors en déduire la négation de 'autre.

22. Le petit terme est le sujet de la conclusion, le grand terme l'attribut de la conclusion, le moyen
terme est le troisiéme terme, relié a chacun des deux autres dans chacune des prémisses, qui va permettre
de les mettre en relation. Par exemple, dans le syllogisme « Tout B est A, Tout C est B, Tout C est
A », le petit terme est C, le grand terme est A, le moyen terme B est sujet dans la premiére prémisse (la
majeure) et attribut dans la deuxiéme (la mineure), c’est un syllogisme de la premiére figure.
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(3) Les syllogismes copulatifs sont des syllogismes contenant une proposition copula-
tive niante dans I'une des prémisses ( NON(A ET B)), quand on affirme ensuite

I'une des parties, on peut en déduire la négation de 'autre.

— Les syllogismes dont la conclusion est conditionnelle (voir en annexe page 480). En fait,
les auteurs remarquent qu'un syllogisme tel que :
Tout corps qui réfléchit la lumiere de toutes parts est raboteux :
Or, la lune réfiéchit la lumiére de toutes parts :
Donc la lune est un corps raboteux.
peut étre exprimé avec seulement deux propositions :
Tout corps qui réfiéchit la lumiére de toutes parts est raboteuz :
Donc si la lune réfiéchit la lumiére de toutes parts, c¢’est un corps raboteu.
Et méme avec une seule :
Si tout corps qui réfléchit la lumiére de toutes parts est raboteuz, et que la lune réfléchisse
la lumieére de toutes parts, il faut avouer que ce n’est point un corps poli, mais raboteux.
Cependant, méme si ces diverses formulations sont associées, les auteurs les distinguent

bien par rapport a ce qu’elles posent pour vrai ou non :

Toute la différence qu’il y a entre les syllogismes absolus et ceux dont
la conclusion est enfermée avec 'une des prémisses dans une proposition
conditionnelle, est que les premiers ne peuvent étre accordés tout entiers, que
nous ne demeurions d’accord de ce qu’on aurait voulu nous persuader; au
lieu que dans les derniers, on peut accorder tout, sans que celui qui les fait
ait encore rien gagné, parce qu’il lui reste a prouver que la condition d’ou
dépend la conséquence qu’on lui a accordée est véritable. (Arnauld & Nicole,
1992, p. 208)

Ainsi, quand bien méme si ...alors et donc sont associés, ils sont clairement différen-

ciés.

(c) Sur la méthode A coté de la présentation des syllogismes, la méthode vient donner
les principes de la démonstration (voir les régles inspirées de la méthode des géometres

en annexe page 481) :

Il nous reste a expliquer la derniere partie de la logique, qui regarde la
méthode, laquelle est sans doute I'une des plus utiles et des plus importantes.
Nous avons cru devoir y joindre ce qui regarde la démonstration, parce qu’elle
ne consiste pas d’ordinaire en un seul argument, mais dans une suite de plu-
sieurs raisonnements, par lesquels on prouve invinciblement quelque vérité; et
que méme il sert de peu pour bien démontrer, de savoir les regles des syllo-
gismes, ce a quoi I’on manque tres-peu souvent ; mais que le tout est de bien
arranger ses pensées, en se servant de celles qui sont claires et évidentes, pour

pénétrer dans ce qui paraissait plus caché. (Arnauld & Nicole, 1992, p. 273)
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Les auteurs affirment ici clairement que les schémas de raisonnement ne peuvent pas seuls
amener a démontrer des vérités. Cette intégration de la méthode a la logique en fait un
art de diriger la pensée et s’écarte de la conception de la logique comme science formelle.
Nous retrouvons la toute la problématique des relations entre la logique mathématique
(méme si a ’époque rien de tel n’est encore constitué) et la logique des mathématiques, a
I'ceuvre dans l'activité mathématique (bien qu’ici il ne s’agisse pas seulement de la logique
des mathématiques, mais de la logique de la science, ou méme plus largement de la logique

dont nous devons user dans nos réflexions quotidiennes).

1.2.2 Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz est considéré comme un grand pionnier dans 'histoire de la
logique, a l'origine de la lignée des logiciens modernes. Signalons tout de suite que si 'on
peut effectivement trouver dans les idées de Leibniz des éléments qui seront développés
a la fin du X1xe® siecle, ces développements auront lieu indépendamment des travaux de
Leibniz qui seront plutot redécouverts et réinterprétés a la lueur des nouveautés de la

logique mathématique.

Pour ce qui est de la logique classique, Leibniz se situe dans la continuité des auteurs qui
I'ont précédé. Il apporte quelques développements a la syllogistique aristotélicienne et es-

saie d’imaginer des représentations diagrammatiques pour les figures du syllogisme.

Mais ses réflexions portent aussi sur les inférences qui échappent aux schémas syllogis-
tiques, telles que celles que Jungius (1587-1657) avait listées dans son Logica hamburgern-
sis, par exemple I'inversion des relations (de Pierre est le pére de Paul, je peux déduire
que Paul est le fils de Pierre), les conséquences a compositis ad divisa (de Platon est un
philosophe éloquent, je peux déduire que Platon est éloquent). .. A la maniére de Jun-
gius, Leibniz tente d’exprimer de telles inférences de maniere a les réduire a des formes

classiques.

Leibniz est attaché au développement d’un systéme logique en tant que systeme cohérent
permettant la description de tous les raisonnements, attachement qui contraste avec la
position des auteurs de la logique de Port-Royal qui ne s’occupent pas de développer un
systeme, mais seulement de donner des indications pour guider les raisonnements. Notons
aussi qu’avec ces réflexions, Leibniz s’engage dans la voie d'une logique des relations,
mais un attachement exclusif a la forme attributive de la proposition (Sujet est Prédicat)

I’empéche d’aller plus avant dans cette élaboration.

Pour Leibniz, le but de la logique est d’assurer I'infaillibilité du raisonnement en le rédui-
sant & sa forme et c¢’est surtout en cela qu’il est novateur. Pour parvenir a un tel but, il
lui faut élaborer une caractéristique universelle (Lingua characteristica universalis) per-

mettant que les raisonnements soient réduits a un calcul (Calculus ratiocinator), ce qu’il
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décrit dans Fondements du calcul rationnel :

Quant aux langues ordinaires, méme si elles servent beaucoup le raisonne-
ment, elles sont cependant sujettes a d’'innombrables équivoques et ne peuvent
faire 1'office d’un calcul, & savoir nous permettre de déceler des erreurs de rai-
sonnement a partir de la seule formation et construction des mots, a la facon
de solécismes ?® et de barbarismes ?*. Tel est en revanche I’avantage admirable
de I'arithmétique et de l'algebre, ou tout raisonnement consiste dans 1'usage
de caracteres et ou l'erreur de 'esprit coincide avec celle du calcul.

Lorsque j’ai creusé plus profondément ce sujet, m’est apparu aussitot de fa-
¢con manifeste que toutes les pensées humaines peuvent tout a fait se résoudre
en un petit nombre d’entre elles considérées comme primitives, et qu’en assi-
gnant des caracteres a celles-ci, il est alors possible de former les caracteres
des notions dérivées, desquels on peut toujours extraire la totalité de leurs
réquisits, les notions primitives qui y interviennent, en un mot leur définition,
c’est-a-dire leur valeur, et donc aussi les affections que l'on peut démontrer
a partir des définitions. Une fois pourvu de cette seule réalisation, quiconque
se servirait de caracteres de ce genre en écrivant et en raisonnant ne faillirait
jamais, ou alors pourrait lui-méme, non moins que d’autres, surprendre ses
propres fautes par les plus faciles examens. De plus, il trouverait les vérités,
dans la mesure ou les données dont il dispose le permettent, et lorsque les
données ne suffisent pas pour trouver ce qui est demandé, il verrait aussitot de
quelles expériences et de quelles connaissances on peut bien encore avoir besoin
pour accéder a la vérité, dans la mesure ou c’est possible a partir des données,
que ce soit par 'approximation ou par la détermination du plus grand degré
de probabilité. Quant aux sophismes et aux paralogismes, ils ne seraient pas
différents ici des erreurs de calcul qu’on fait en arithmétique et des solécismes

et barbarismes dans les langues. (Leibniz, 1998, pp. 167-168)

Cette longue citation montre la conviction de Leibniz qu’un tel but est atteignable et
qu’il serait d’'un grand secours pour le raisonnement. L’ceuvre logique de Leibniz est
extrémement riche et complexe. Je me contenterai ici de donner un extrait de Suppléments
a [’échantillon de calcul universel, écrit entre 1679 et 1686, qui illustre bien selon moi le
but et la méthode de Leibniz. Ici, les lettres minuscules représentent des termes, c’est-a-
dire non pas des noms mais ce qui est signifié par les noms, a savoir les concepts. Elles
jouent le méme role que les lettres dans le calcul algébrique symbolique qui se développe

depuis un siecle : elles ont vocation a étre remplacées par des termes concrets.

POSTULAT : qu'il soit permis de supposer qu’'une lettre est équivalente a
une seule lettre ou a plusieurs lettres conjointes; ainsi d est équivalent a a et

elles peuvent étre substituées I'une a ’autre, ou bien c est équivalent au terme

23. Erreur de langage qui enfreint les régles de la syntaxe.
24. Erreur de langage qui enfreint les régles de la morphologie.
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ab (par exemple homme est identique & animal rationnel). Ce postulat s’entend

sous réserve qu’aucune supposition contraire n’ait été faite antérieurement.

PROPOSITIONS VRAIES PAR SOI :
1
2

a est a . L’animal est animal.
ab est a. L’animal rationnel est animal.

3) a n’est pas non-a. L’animal n’est pas non-animal.
J . J .
) mon-a n'est pas a. Le non-animal n’est pas animal.

(
(
(
(4
(5
(

Celui qui n’est pas a est non-a. Celui qui n’est pas animal est non-animal.
6) Celui qui n’est pas non-a est a. Celui qui n’est pas non-animal est animal.

Ces propositions permettent d’en déduire plusieurs autres.

INFERENCES VRAIES PAR SOI :
a est b et b est ¢ donc a est c. Dieu est sage, le sage est juste donc Dieu
est juste. On peut continuer cette chaine davantage, par ex. : Dieu est sage,

le sage est juste, le juste est sévere, donc Dieu est sévere.

PRINCIPES DU CALCUL :

(1) Tout ce qui a été conclu au moyen de lettres quelconques indéfinies doit
pouvoir étre conclu au moyen de n’importe quelles autres lettres respec-

tant les méme conditions.|. . ]
(2) La transposition des lettres dans un méme terme ne change rien |[. . ]
(3) La répétition de la méme lettre dans un méme terme est inutile |[. . ]

(4) A partir d’un nombre quelconque de propositions on peut en former une
seule en additionnant tous les sujets en un seul sujet et tous les prédicats

en un seul prédicat; a est b, ¢ est d et e est f donne ace est bdf .. ]

(5) A partir de n’importe quelle proposition dont le prédicat est composé de
plusieurs termes on peut former plusieurs propositions qui ont toutes le
méme sujet que la proposition de départ mais qui ne conservent qu’une

partie du prédicat ; a est bed donc a est b, a est c et a est d |.. ]

Sia estbet b esta,alors aet bsont dits identiques |. . ]

On démontre facilement a partir de cette proposition que deux identiques
peuvent partout se substituer l'un & l'autre salva wveritate (Leibniz, 1998,
pp. 96-97)

1.2.3 Synthese pour le XVII® siecle

Nous avons étudié deux systeémes logiques du XVII® siecle, tous deux dans la continuité

des développements au Moyen-Age de la logique aristotélicienne. Nous y retrouvons deux
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positions courantes par rapport au formalisme : pour Descartes et les auteurs de la lo-
gique de Port-Royal, il ne sert a rien dans la découverte des vérités et en attachant trop
d’importance a la forme, on se coupe du sens; pour Leibniz il permet d’atteindre des
vérités en permettant a ’esprit de se reposer sur la sécurité du calcul et d’étre en prise
directe avec les pensées sans l'intermédiaire des mots parfois ambigus. Ces deux positions
se retrouvent en tension 1'une par rapport a l'autre dans l’enseignement, par exemple
dans 'enseignement de 1’algebre. D’une part la compétence algébrique ne se limite pas a
savoir manipuler formellement les expressions, mais suppose également de savoir mettre
en ceuvre ces manipulations dans la résolution d’un probleme. Mais d’autre part, une
aisance dans la manipulation formelle des expressions nous amene a percevoir son intérét

lors d’une telle résolution.

Je rappelle les principaux traits de ces systémes a retenir pour mon étude :

1. en ce qui concerne le travail sur le langage, en plus de ce qui était déja présent dans
les systemes de I’Antiquité grecque :

— la logique de Port-Royal propose une analyse tres fine de diverses formulations
du langage courant. On y retrouve les quatre types de propositions d’Aristote,
mais aussi la notion de propositions composées des Stoiciens, et la notion de
propositions « composées au niveau du sens », qui disent en fait deux choses (par
exemple, « excepté le sage, tous les hommes sont vraiment fous » dit d’une part
que le sage n’est pas fou, d’autre part que tous les hommes qui ne sont pas le sage
sont fous). La logique est alors un outil pour dégager les structures fondamentales
des diverses formes du discours.

— Pour Leibniz, les ambiguités du langage ordinaire empéchent d’étre sir de la
validité des raisonnements exprimés dans ce langage. Suivant ’exemple du sym-
bolisme algébrique qui permet de raisonner sur les nombres a l'aide de calculs sur
des signes, il voudrait établir un systeme de signes directement reliés aux pensées
sans passer par les mots, et des regles de manipulation de ces signes permettant
de réduire le raisonnement a un calcul. Il ébauche alors un processus d’« algébri-
sation » des propositions. Il désigne les concepts par des lettres minuscules, qui
peuvent éventuellement étre concaténées pour signifier I'attribution d’un qualifi-
catif & un concept (si a désigne homme, b désigne rationnel, ab désigne homme
rationnel). Cependant, un attachement a la forme attributive de la proposition
(Sujet est Prédicat) 'empéche de mener a bout cette mathématisation, ce que
fera G. Boole quelques siecles plus tard. Les lettres qu’il utilise ont vocation a
étre remplacées par des concepts ou par une autre lettre. Il donne par ailleurs des
régles syntaxiques de manipulations de ces lettres (par exemple, la répétition de

la méme lettre dans un méme terme est inutile).

2. Sur le niveau de formalisation du langage et des raisonnements :
— les auteurs de la logique de Port-Royal n’utilisent des lettres que pour désigner

les quatre types de propositions. Aucun schéma de raisonnement n’est donné,
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tous les syllogismes sont illustrés par des exemples dans lesquels interviennent
des propositions concretes. Ils affirment ainsi leur position anti-formaliste.

— Pour Leibniz au contraire la formalisation est la seule possibilité pour pouvoir
garantir l'infaillibilité du raisonnement. Son ceuvre est importante plus par la
possibilité qu’il a entrevue d’une telle formalisation que par sa réalisation qui

n’est pas vraiment aboutie.

Les idées et les tentatives de Leibniz ne sont pas vraiment reprises ni développées dans
les années qui suivent. Quant a la logique aristotélicienne, la logique de Port-Royal en
représente presque un aboutissement. Deux directions vont ensuite étre prises : continuer
a chercher une maniere de présenter la logique classique qui permette un traitement de
plus en plus mathématique, ¢’est notamment la voie que va suivre G. Boole, et continuer
a chercher un systeme de signes permettant ’expression des propositions et des raisonne-
ments, avec un nombre de regles de traitement de ces signes limité permettant d’assurer

le controle de la validité, ce que va faire G. Frege.

1.3 La naissance de la logique mathématique : Boole

et Frege

Dans la lignée des idées des algébristes anglais de son époque (réunis autour de C. Babbage
et G. Peacock), George Boole (philosophe et mathématicien britannique, 1815-1864) veut
mettre en place une algebre nouvelle dans le cadre de la logique, c’est-a-dire exprimer la
logique classique avec le symbolisme algébrique. Ses travaux se situent en cela dans la

continuité des essais de Leibniz.

Gottlob Frege (philosophe et mathématicien allemand, 1848-1925) est traditionnellement
considéré comme le pere de la logique mathématique actuelle avec son ceuvre Begriff-
sschrift (Idéographie). D’autres logiciens (B. Russell, G. Peano, K. Gédel, E. Zermelo,
A. Fraenkel, A. Turing...) joueront bien slir un réle important dans le développement
de cette nouvelle discipline qui traite le langage et les raisonnements comme des objets

mathématiques.

Le but de I'ceuvre logique de Frege est différent de ce que nous avons déja pu rencontrer. En
effet, ce sont essentiellement les besoins des mathématiques qui ’amenent a développer son
systeme, qu’il n’érige pas en théorie générale du raisonnement. Il veut, en mathématiques,
assurer la sécurité du raisonnement et estime que les ambiguités du langage ordinaire le
rendent inadéquat pour ce but, car il ne peut empécher que quoi que ce soit d’intuitif
ne s’insere de maniere inapercue. Il faut alors constituer un systéme de signes pour le
raisonnement mathématique dont « le premier objectif est donc de nous fournir le critére
le plus str de la validité d’une chaine d’inférences et de nous permettre de remonter

jusqu’a la source de tout ce qui y restait implicite » (G. Frege, cité dans Blanché, 1970,
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p. 311). Ici le formalisme garantit la rigueur et la rigueur en mathématiques doit étre
absolue. Il n’est plus seulement question dans son systeme logique de décrire le langage

mais bien de fournir un langage.

Boole et de Frege ne visent pas le méme but lorsqu’ils élaborent leurs systémes respectifs.

Frege s’en explique dans Sur le but de l’idéographie :

Mais le reproche qui m’est adressé ignore que mon but fut autre que celui
de Boole. Je n’ai pas voulu donner en formules une logique abstraite, mais
donner 'expression d’un contenu au moyen de signes écrits, et d’'une maniere
plus précise et plus claire au regard que cela n’est possible au moyen des mots.

(Frege, 1971, pp. 70-71)

1.3.1 Les lois de la pensée de George Boole

Des extraits de Les lois de la pensée se trouvent en annexe D, page 487.

G. Boole expose pour la premiere fois en 1847 son approche algébrique de la logique dans
un petit essai intitulé Analyse mathématique de la logique. Mais cet ouvrage suit encore
I'ordre traditionnel d’exposition de la logique classique, aristotélicienne. Puis dans Les
lois de la pensée, publié en 1854, il inverse 'ordre de présentation en établissant « d’em-
blée une “théorie générale du raisonnement déductif” sur des principes fondamentaux,
mathématiques dans leur forme, et dont Boole estime qu’ils constituent les lois mémes du
langage et de ’entendement humains. » (Souleymane Bachir Diane, dans I'introduction a
Boole, 1992, p. 14), et en montrant ensuite la puissance de ce systéme en procédant & un

examen de la logique classique a la lumiere de celui-ci.

De méme que Leibniz développe son systeme au moment ou ’apparition des symboles
fait faire de grands progres a 'algebre, Boole développe le sien en méme temps que ses
contemporains algébristes anglais fondent 1’« algebre symbolique », ou I'on se contente de
calculer sur les signes, sans tenir compte de leur signification qui peut varier dans diverses
interprétations. Leur démarche s’appuie sur une relation forte entre travail heuristique et
explicitation formelle en algebre, qu’illustre par exemple le « principe des formes équiva-

lentes » de Peacock :

(A) : N'importe quelle forme qui est algébriquement équivalente & une autre
lorsqu’elle est exprimée en symboles généraux continue a étre équivalente quel
que soit ce que ces symboles désignent.

(B) : Proposition réciproque : Toute forme équivalente qui est mise en
évidence dans l’algebre arithmétique considérée comme science de suggestion,
lorsque les symboles sont généraux dans leur forme, bien que spécifiques dans
leur valeur, doit continuer a étre une forme équivalente lorsque les symboles

sont généraux dans leur nature ainsi que dans leur forme. (Peacock, A report
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on a recent progress and actual state of certain branches of analysis, 1833,
p. 194, cité dans Le Mignot, 2011, pp. 3-4)

Le propos de Peacock montre que I'articulation entre la syntaxe et la sémantique reste au
coeur du travail mathématique. Mais le but de Boole dépasse le cadre des mathématiques,
ainsi qu’il 'expose des le début de Les lois de la pensée (d’autres extraits du premier

chapitre Nature et but de 'ouvrage se trouvent en annexe page 489) :

Le but de ce traité est d’étudier les lois fondamentales de 'esprit par les-
quelles s’effectue le raisonnement ; de les exprimer dans le langage symbolique
d’un calcul, puis, sur un tel fondement, d’établir la science de la logique et
de constituer sa méthode; de faire de cette méthode elle-méme la base d’une
méthode générale que 'on puisse appliquer a la théorie mathématique des
Probabilités ; et enfin, de dégager des différents éléments de vérité qui seront
apparus au cours de ces enquétes, des conjectures probables concernant la

nature et la constitution de I'esprit humain. (Boole, 1992, p. 21)

Ainsi, G. Boole constitue une logique qui s’applique a un domaine plus large que les
mathématiques. En cela il est dans la continuité de la logique aristotélicienne, et reven-
dique fortement le caractere mathématique de son approche. Il propose une entreprise
nouvelle que nous pourrions qualifier de « mathématisation de la logique », qu’il base sur

la proposition suivante :

Proposition I
Toutes les opérations du langage en tant qu’instrument du raisonnement se

peuvent conduire dans un systéme de signes composé des éléments suivants :

(1) Des symboles littéraux tels que x, y, etc. représentant les choses en tant

qu’objets de nos conceptions.

(2) Des signes d’opération tels que +,—, X, qui traduisent les opérations
de l'esprit par lesquelles les conceptions des choses sont combinées ou
séparées de maniere a former de nouvelles conceptions comprenant les

mémes éléments.
(3) Le signe d’identité =.
et ces symboles logiques voient leur usage soumis a des lois déterminées, qui

en partie s’accordent et en partie ne s’accordent pas avec les lois des symboles

correspondants dans la science de Ialgebre. (Boole, 1992, p. 45)

(a) Sur les propositions Dans le systeme de Boole, le remplacement de la copule
« est » par le signe d’égalité est une nouveauté qui induit une symétrie entre sujet et

prédicat 2°. Ainsi, plutot que d’opérer sur les concepts comme le faisait Leibniz, Boole

25. Quelques années avant Boole, certains logiciens avaient introduit la quantification du prédicat,
classant alors les propositions en huit catégories et non plus quatre, ce qui avait eu pour effet d’introduire
plus de symétrie entre sujet et prédicat et de ramener la proposition a une équation. Cela simplifie les
regles de conversion, mais complique la syllogistique.
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opére sur les classes qui sont les extensions de ces concepts : la proposition « tous les
hommes sont mortels » n’est plus vue comme l'attribution du concept mortel au concept
homme pris universellement, mais comme l'inclusion de la classe homme dans la classe

mortel, ou plutot 1’égalité entre la classe homme et une partie de la classe mortel.

Dans le langage courant, les choses évoquées dans la proposition I (voir ci-dessus), les

opérations mentales sur ces choses, les relations entre ces choses sont exprimées par des

mots. Boole propose d’y substituer des signes algébriques répondant a certaines lois cor-
respondant a des caractéristiques évidentes de ce que représentent ces mots. Ainsi (voir
également en annexe page 490) :

— les lettres de I'alphabet représentent des classes d’individus. Par exemple x représente
la classe des moutons, y représente la classe des choses blanches;

— la concaténation, ou le symbole de multiplication, représente le fait d’appliquer plusieurs
caractérisations, par exemple zy représente la classe des moutons blancs et on a bien stir
ry = yx. Une autre loi fondamentale est 2 = z (on retrouve une régle leibnitzienne :
la répétition d’'une méme lettre est inutile. En comparant les deux formulations de ce
méme principe, on voit le pas franchi par Boole : introduire de véritables opérations
sur les lettres).

— l'addition est interprétée par la réunion d’éléments disjoints, la soustraction comme la
différence ensembliste et on a, entre autres, les lois x +y =y + =, 2(x + y) = 2z + zy.

Boole associe les deux conjonctions « et », « ou » du langage courant au signe +, ayant

noté qu’elles sont employées I'une et 'autre pour signifier la réunion : le « et » est employé

quand il s’agit de réunir les éléments d’une classe, le « ou » est employé quand il s’agit
de réunir les caractérisations (dualité que nous voyons quand nous disons d’une part que

dans AU B il y a les éléments de A et les éléments de B, d’autre part qu’appartenir a

AU B est équivalent a appartenir & A ou a B). Il fait pour ce signe + le choix du « ou »

exclusif, ou plutét de ne donner du sens a ’expression x + y que quand les classes x et y

sont disjointes. Il donne cependant plus loin I’expression du « ou » inclusif :

A mon avis, prises dans leur sens le plus rigoureux, les conjonctions « et »
et « ou » ont réellement le pouvoir de séparation ou d’exclusion en question ;
I'expression « Tous les x’s sont ou y’s ou z’s », rigoureusement interprétée,
signifie « Tous les x’s sont soit y’s mais pas z’s, soit z’s mais pas y’s ». Mais
on doit, en méme temps, admettre que le jus et norma loguendi semble plutot
pencher en faveur de l'interprétation contraire. L’expression « y’s ou z’s » est
généralement comprise comme incluant les choses qui sont y’s et z’s en méme
temps, ainsi que celles qui ont 1'une des propriétés mais pas l'autre. Si l'on
se souvient cependant que le symbole + possede véritablement le pouvoir de
séparation dont nous avons discuté, on devra diviser tout énoncé disjonctif qui
pourrait se représenter en des parties réellement séparées dans 'esprit, puis

réunir leurs expressions respectives par le symbole +.
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Ainsi, conformément a la signification supposée, l'expression « les choses
qui sont ou des z’s ou des y’s » aura deux équivalents symboliques. Si nous
voulons dire « les choses qui sont des x’s mais pas des y’s, ou des y’s mais pas

des x’s », nous aurons l’expression

(1 —y)+y(l—2);

le symbole x représentant les x’s et y les y’s. Si, en revanche, nous voulons
dire « les choses qui sont, soit des x’s, soit, sinon, des y’s », nous aurons

I’expression
r+y(l—x).

Cette expression suppose que puisse étre admise I'existence de choses qui
sont des z’s et des y’s en méme temps. On pourrait la traduire plus comple-

tement sous la forme
vy +x(l—y)+y(l—2z);
mais cette expression, une fois additionnés ses deux premiers termes, ne
fait que reproduire la précédente. (Boole, 1992, pp. 70-71)

Une autre innovation importante de Boole est 'introduction de la classe vide et de la

2 =z sont 0 et

classe universelle. Les seuls symboles numériques qui satisfont 1’équation x
1. Boole cherche alors la signification logique de ces symboles et pour que soient respectées
les lois formelles Oy = 0 et 1y = v, il les interprete respectivement par la classe « Rien »

et « I'Univers ». S’en suit la proposition suivante :

Proposition III
Si x représente une classe quelconque de choses, alors 1 — x représente la
classe contraire ou complémentaire, c’est-a-dire la classe qui contient toutes

les choses qui ne sont pas contenues dans la classe x. (Boole, 1992, p. 64)

Une fois établi ce nouveau systeme de signes, avec lesquels on a pu exprimer les pro-
positions « élémentaires » de la logique classique, Boole montre comment utiliser son
systeme pour exprimer les propositions complexes et pour en dégager une « méthode gé-
nérale d’analyse déductive ». Il divise pour cela les propositions en deux catégories : les
« Propositions Primaires » ou « Concretes », qui expriment une relation entre des choses,
et les « Propositions Secondaires » ou « Abstraites », qui expriment une relation entre

Propositions.
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Il donne la regle suivante pour 'expression des propositions primaires :

Dans une perspective didactique, il y a une différence essentielle entre les deux exemples
de « traduction » donnés par Boole. En effet, dans le premier cas, la formulation du lan-
gage courant est une formulation complexe, dont la structure logique n’est pas congruente
avec la formulation symbolique, le travail de formalisation ne peut ainsi pas se faire en ap-
pliquant des procédures mécaniques. Dans le deuxieme cas, il y a congruence. Par ailleurs,
Boole suggere que la vérification de 1’équivalence entre ces deux formulations se fera fa-
cilement par un calcul sur les expressions symboliques, la symbolisation apportant alors
un éclaircissement de ce qui se passe dans le langage courant. Mais 'on peut supposer

que celui qui est capable de produire ’expression symbolique correspondant au premier

REGLE GENERALE POUR L’EXPRESSION SYMBOLIQUE DES
PROPOSITIONS PRIMAIRES

1°) Si la proposition est affirmative, former ['expression du sujet et du
prédicat. St l'un d’eux est particulier, lui préfizer le symbole indéfini v, et
égaler les expressions ainsi obtenues.

2°) St la proposition est négative, exprimer d’abord sa signification véritable
en préfizant la particule de négation au prédicat, puis procéder comme dans le
cas précédent.

Un ou deux exemples supplémentaires constitueront une illustration suffi-
sante.

EX : « Aucun homme n’est dans une situation élevée sans étre 'objet de
regards envieux ».

Soit y qui représente « hommes »,  « étre dans une situation élevée »,
z « ne pas étre I'objet de regards envieux ». L’expression de la classe définie
comme « étre dans une situation élevée » et « ne pas étre l'objet de regards
envieux » est z 2. Donc la classe contraire, c¢’est-a-dire celle qui ne correspond
pas & cette description, sera représentée par 1 — zz 27, et c’est a cette classe

que tous les hommes sont rapportés. Nous avons donc 2

y=v(l—x2)

Si la proposition ainsi traduite avait été mise sous la forme équivalente
« les hommes dans une situation élevée sont 1’objet de regards envieux », son

expression efit été la suivante :
yr =v(l — 2)

L’on verra plus tard que cette expression est réellement équivalente a la
précédente, avec I’hypothese particuliere que v est un symbole de classe indé-
finie. (Boole, 1992, pp. 77-78)

26.
27.

28

xz représente alors « étre dans une situation élevée sans étre ’objet de regards envieux ».

Boole applique ici la deuxieéme regle, puisque nous sommes dans le cas d’une proposition négative.
Boole applique ensuite la premiére regle, ici le prédicat est particulier, « aucun x n’est y » étant

entendu comme « tous les x sont quelques nony ».
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énoncé, qui est particulierement complexe, est également capable de voir qu’il est équi-
valent au deuxiéme énoncé, sans passer par la symbolisation. C’est la délicate question de

la participation de la formalisation a la compréhension qui est posée ici.

(b) Sur les raisonnements Boole continue ensuite en exposant les manipulations
symboliques possibles a l'intérieur de son systéme formel. Ce sont ces manipulations qui
tiennent lieu de raisonnement et Boole rappelle a quelles conditions ces manipulations

peuvent correspondre a un raisonnement valide :

Les conditions d’un raisonnement valide, mené au moyen de symboles, sont

les suivantes :

1") Qu'une interprétation fixée soit assignée aux symboles employés pour
exprimer les données; et que les lois de combinaison de ces symboles

soient correctement déterminées a partir de cette interprétation.

2°) Que les procédures formelles de résolution ou de démonstration soient
constamment menées en conformité avec les lois ainsi déterminées, sans
tenir compte de la question de l'interprétabilité des résultats partiels

obtenus.

3°) Que le résultat final soit formellement interprétable et qu’il soit effective-
ment interprété conformément au systeme d’interprétation employé dans

I'expression des données. (Boole, 1992, p. 82)

Dans une conférence au College de France, Ainsi naissent et meurent les langages formels,

A. Moktefi représente ’application du systeme de Boole par le schéma suivant :

formalisation

Prémisses Prémisses
concrétes : formelles

calcul
Conclusion Conclusion
concréte = << formelle

interprétation

FIGURE 1.4 — Fonctionnement du systeme logique de G. Boole

Nous retrouvons ici I'importance de la dialectique entre syntaxe et sémantique, entre le
travail dans le systeme formel et 'interprétation des signes. Le formalisme sert a garantir
la validité, a « alléger » le raisonnement en le réduisant a un calcul, mais les regles sont
bien fondées sur le sens de certaines procédures mentales effectives de raisonnement. Ainsi

il n’y a pas de supériorité de I'intuition sur le formalisme, comme pouvaient le défendre
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Descartes ou les auteurs de la logique de Port-Royal, ni du formalisme sur 'intuition,

mais un formalisme fécond élaboré & partir de l'intuition.

Ce parti pris sur le formalisme sera aussi celui de G. Frege, mais celui-ci se distingue nette-
ment de Boole en dégageant la logique de ses préoccupations métaphysiques. Boole voulait
montrer que les lois de la pensée pouvaient étre exprimées dans un langage utilisant des
symboles algébriques, rendant possible un traitement mathématique des raisonnements,

Frege veut fournir un langage symbolique aux mathématiques.

1.3.2 Gottlob Frege et la logistique

Des extraits de l’Idéographie se trouvent en annexe E, page 501.

Dans I’algébrisation de la logique, telle que la présente notamment Boole, la mathématique
est Pauxiliaire de la logique. A P'inverse, dans la logistique qui nait & la fin du xIx¢, la
logique est l'auxiliaire indispensable au probleme de fondement des mathématiques. Il
faut pour cela une logique plus adaptée aux mathématiques que la logique des classes,
aussi élaborée que soit celle de Boole. Il faut une logique des relations, qui commence
a étre développée dans les travaux de C. Peirce, ainsi que l'explique L. Couturat dans
la conclusion de son ouvrage L’Algébre de la Logique dans lequel il présente la logique

booléenne :

La Logique doit étudier bien d’autres especes de concepts que les concepts
génériques (concepts de classes) et bien d’autres relations que la relation d’in-
clusion (de subsomption) entre de tels concepts. Elle doit, en un mot, se dé-
velopper en une logique des relations, que Leibniz a prévue, que Peirce et
Schroder ont fondée, et que MM. Peano et Russell paraissent avoir établie sur
des bases définitives. Or, tandis que la Logique classique et 1’Algebre de la Lo-
gique ne sont presque d’aucune utilité aux Mathématiques, celles-ci trouvent
au contraire dans la logique des relations leurs concepts et leurs principes fon-
damentaux [...] On peut donc dire que I’Algebre de la Logique est une Logique
mathématique, par sa forme et par sa méthode ; mais il ne faut pas la prendre

pour la Logique des Mathématiques. (Couturat, 1905, p. 95)

Ce commentaire est tres intéressant a lire d’un point de vue didactique : les sytemes lo-
giques d’Aristote, des Stoiciens, de Port-Royal, de Leibniz et de Boole peuvent étre étudiés
dans le cours de mathématiques en tant que systemes, pour pratiquer le raisonnement et
s’astreindre a le formuler dans un certain langage (pour le systéme d’Aristote par exemple,
on peut utiliser les formulations en langage courant « Tous les A sont B », ou le langage
ensembliste, « A C B », ou le langage des prédicats unaires, « Vo  A[z] = B[z] »), mais
ils ne nous sont que de peu d’utilité pour comprendre ce qui se passe dans l'activité

mathématique telle qu’elle se pratique, et notamment s’exprime, aujourd’hui.
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G. Frege va proposer une nouvelle logique dans le but d’assurer une parfaite rigueur
en mathématiques. Il expose ainsi ses motivations dans l'introduction de 1’Idéographie

(Begriffsschrift), publiée en 1879, ouvrage capital dans I'histoire de la logique :

Ainsi, nous divisons toutes les vérités ayant besoin d’une justification en
deux sortes selon que la preuve, pour les unes, peut avancer par la logique
pure ou, pour les autres, doit s’appuyer sur des faits d’expérience. [...] Alors
que je me demandais a laquelle de ces deux sortes de vérités les jugements
arithmétiques appartenaient, je devais d’abord chercher jusqu’ou I’on pourrait
aller dans 'arithmétique grace aux déductions seules, appuyé uniquement sur
les lois de la pensée, qui sont au-dessus de toutes les particularités. A partir de
la, ma démarche était de chercher d’abord a réduire le concept de succession
dans une suite a la conséquence logique, puis a progresser vers le concept de
nombre. Pour que, ce faisant, quelque chose d’intuitif ne puisse pas s’intro-
duire de fagon inapercgue, tout devait dépendre de ’absence de lacunes dans
la chaine de déductions. Tandis que je visais a satisfaire cette exigence le plus
rigoureusement, je trouvais un obstacle dans I'inadéquation de la langue ; mal-
gré toutes les lourdeurs provenant de I'expression, plus les relations devinrent
complexes, moins elle laissa attendre 1’exactitude que mon but exigeait. De ce
besoin résultat 1'idée de I'idéographie dont il est question ici. Elle doit ainsi
d’abord servir a examiner de la manieére la plus sire la force concluante d’une
chaine de déductions et a dénoncer chaque hypothese qui veut s’insinuer de
facon inapercue, afin que finalement sa provenance puisse en étre recherchée.

(Frege, 1999, p. 6)

Frege n’est pas cité dans le commentaire de Couturat car ses travaux n’ont pas eu, a
I’époque de leur publication, l'accueil qu’il espérait. Pour J. Largeault, « a la fin du
X1x¢ siecle l'indifférence des mathématiciens a 1’égard de l'invention d’une idéographie
s’explique donc par le fait qu’on ne ressentait pas d’urgence a remplacer partout I'intui-
tion par le calcul », et « plus tard, lorsque la formalisation c’est-a-dire 1'utilisation d’une
idéographie sera reconnue comme la base de toute discussion ou comme une condition
nécessaire dans tout travail sur les fondements, on disposera d’un traité plus commode et

plus complet que les Grundgesetze, grace & Whitehead et & Russel . » (Largeault, 1970,
p. 4)

Frege est tout de méme aujourd’hui reconnu comme précurseur de la logique mathéma-
tique contemporaine et nous allons voir maintenant quels ont été ses apports majeurs
dans ce domaine. Il a notamment fourni les éléments de base du langage des prédicats

moderne.
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(a) Sur les propositions

Contenu et jugement Frege distingue entre le contenu conceptuel d'une proposition
et le jugement de ce contenu (Frege, 1971, pp. 74-75) :

Devant l'expression d’un contenu de jugement, tel 2+ 3 =5,
je place un trait horizontal, le signe de contenu, qui se distingue du
signe moins par sa plus grande longueur :

Ce trait indique que je congois le contenu qui lui fait suite comme
une unité, en sorte qu’on puisse l’associer & d’autres signes. En

écrivant

Mol s
on ne porte aucun jugement; aussi peut-on, sans atteinte a la vérité,
écrire

L glians g

Si je veux affirmer la justesse d’un contenu, je place a I'extrémité
gauche du trait de contenu le trait de jugement :

2t a8 —io:

FIGURE 1.5 — Signes du contenu et du jugement dans 1’'Idéographie

De la méme maniere, il distingue entre la négation d'une proposition et le jugement de la

fausseté de cette proposition, qui consiste a affirmer sa négation.

Pour exprimer la négation d’un contenu, j’ajoute au trait de contenu |
le trait de négation. Par exemple :

—— 4+2=1

Ce n’est pas encore affirmer que cette équation est fausse. On a
simplement représenté un nouveau contenu de jugement qui, aprés
I’adjonction du trait de jugement

devient le jugement « 4 4 2 n’est pas égal 4 7 ».

FIGURE 1.6 — Signe de la négation dans ’'ldéographie
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L’implication au coeur de la logique propositionnelle Frege introduit ensuite

un signe de relation fondamentale entre deux propositions et définit ainsi la proposition
B = A (Frege, 1999, p. 19) :

La conditionnalité.

§ 5. Si A et Bsignifient des contenus jugeables!, il y a alors les
quatre possibilités suivantes:
1. A est affirmé et B est affirmé;
2. A est affirmé et B est nié;
3. A est nié et Best affirmé;
4. A est nié et B est nié.

T

signifie ainsi le jugement selon lequel /a troisiéme de ces possibilités
n'a pas lieu, mais I'une des trois autres a lieu. Si

T3

B

est nié, cela veut dire, par conséquent, que la troisiéme possibilité a
lieu, donc que A est nié et B affirmé.

FIGURE 1.7 — Signe pour I'implication dans I'ldéographie

11 justifie le choix de ce signe comme signe central : ainsi, dans le cas ou A est la proposition

22 = 4 et B la proposition x +2 = 4 :

on peut le traduire : si # + 2 = 4 alors 22 = 4. Cette traduction fait
voir 'importance de la relation contenue dans notre signe. Car le jugement
hypothétique est la forme commune a toutes les lois de la nature, la forme de

tous les rapports de causalité. (Frege, 1971, p. 75)

Mais il précise bien que ce signe ne correspond pas toujours a la relation traduite par
I’expression « si ...alors ... » : ainsi, dans le cas oul A est la proposition 22 = 4 et B la

proposition 2 +2 =4 :

a vrai dire, la langue commune ne permet pas qu’on traduise ce signe dans
tous les cas par « si ». Elle 'admet dans le seul cas ot une partie du contenu,
ici z, est indéterminée et donne a l’ensemble un caractere de généralité. Si on
substitue 2 & x, [ce jugement] ne peut étre traduit de maniére satisfaisante par
« si 24+2=4 alors 22 = 4. » (Frege, 1971, p. 76)

Frege refuse ici d’utiliser « si ...alors ... » pour exprimer le connecteur IMPLIQUE entre
deux propositions qui ne comportent pas de variables. Il distingue ainsi, sans utiliser
cette terminologie, entre I'implication entre des propositions closes, qui est soit vraie, soit
fausse, selon les valeurs de vérités de la prémisse et de la conclusion et I'implication entre
des propositions qui contiennent des variables libres, dont on peut se demander si elle

est vraie pour toutes les valeurs d’un certain domaine (c’est-a-dire qu’on peut se poser la
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question de la vérité d’une implication universellement quantifiée). Je reviendrai sur cette

distinction dans la deuxieme partie de la these (voir page 126).

En associant le trait d’implication et le trait de négation, Frege exprime les connecteurs ET
et OU. Ainsi, les contenus exprimés par Frege sont effectivement 1’analogue des formules 2

du calcul propositionnel moderne, par exemple :

o0 oD

s’écrit dans le langage propositionnel actuel
(B=C)= (B=A)

Et les premiers jugements que liste Frege correspondent & des tautologies ®°, par exemple :

I a
— b
a

signifie que la formule A = (B = A) est une tautologie.

Frege lit ce graphisme de la maniére suivante :
le cas ou a est nié, b est affirmé et a est affirmé est exclu.

qu’il justifie ainsi : « cela est évident, puisque a ne peut étre a la fois nié et affirmé. »
(Frege, 1999, p. 41)

Une nouveauté essentielle : fonction et argument Frege introduit également un
signe d’identité de contenu, qu’il justifie ainsi :
La nécessité d’un signe d’identité de contenu repose donc sur ceci : le méme
contenu peut étre complétement déterminé de manieres différentes ; mais le fait
que, dans un cas particulier, la méme chose soit effectivement donnée par deux
maniéres de détermination est le contenu d'un jugement. [(Frege, 1999), p. 29|
— (A=B)
signifie ainsi: /e signe A et le signe B ont le méme contenu

conceptuel, de sorte que l'on peut partout remplacer A par B et
inversement.

FI1GURE 1.8 — Marque de l'identité dans 1’Idéographie

Puis Frege rentre a I'intérieur de la proposition et substitue a la décomposition classique en
sujet et prédicat une nouvelle décomposition en fonction et argument. Cet élargissement

de la notion de fonction est une nouveauté importante tant du point de vue de I’analyse

29. On pourra trouver une définition du terme « formule » en annexe page 446
30. Propositions toujours vraies, quelles que soient les valeurs de vérité des variables propositionnelles
qui y sont présentes.
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logique de la proposition que du point de vue du sens mathématique de la notion de

fonction.

Les fonctions de Frege correspondent aux prédicats du langage des prédicats moderne et
il les définit ainsi :
Si, dans une expression dont le contenu n’a pas besoin d’étre jugeable,
un signe simple, ou composé, apparait a une ou plusieurs places, et si nous
pensons que ce signe est remplacable a toutes ou a quelques-unes de ces places
par autre chose, mais partout par la méme chose, alors nous appelons la partie
de 'expression se présentant invariablement, fonction et la partie remplacable,

son argument. (Frege, 1999, pp. 30-31)

Le signe de jugement marque alors l'affirmation qu'un argument possede une certaine

propriété, ou que plusieurs arguments sont en relation :

On peut lire F— @)
comme: «A a la propriété @».
—¥(@A B

peut étre traduit par « B se trouve dans la relation ¥a A» ou « Best le
résultat de 1’application de la procédure ¥ a I’objet A».

FIGURE 1.9 — Marques pour fonction et argument dans 1'ldéographie

Le quantificateur universel Cette expression du contenu en termes de fonction et
d’argument permet 'introduction d’un autre élément essentiel du langage mathématique :

les quantificateurs. En fait, Frege n’en utilise qu’un, le quantificateur universel :

—i— @ (a)

FI1GURE 1.10 — Marque du quantificateur universel dans 1’'ldéographie
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Mais a l'aide du signe de négation, il exprime le quantificateur existentiel et donne
ainsi, dans son idéographie, le carré des oppositions issu de la logique d’Aristote (voir

page 48)3! :

Il en résulte le tableau des oppositions logiques suivant:

—~T1 P@ contraire — — P
— X@ X@

s o . ﬁb 5

u 0 . u

b ? & b © b

, . ©

a & b\ a

l |

t t

e ® ‘7,'0 e

r Q‘h & r

n o ° Fa ~ n

€ © o e

a a

L P(a -7 P(a
(@ contraire[N] @

—X() — X(a)

F1GURE 1.11 — Carré des oppositions dans I'ldéographie

Les variables Frege s’abstient d’employer le mot « variable », en raison de l'idée de
variation qui lui est fortement associée. Aristote déja avait bien employé des variables
en logique, c¢’est-a-dire des lettres permettant de montrer que ce qu’on dit est vrai indé-
pendamment des objets particuliers que I'on peut leur substituer. Frege poursuit cette
utilisation, mais se refuse a en donner une définition comme tentera de le faire Russell.

J. Largeault résume ainsi cette critique de Frege sur la notion de variable :

(1°) D’abord une conclusion négative : qu’en mathématiques comme en lo-
gique une variable n’a pas pour role d’étre ou de désigner une quantité
qui varie.

(2°) Du point de vue de la syntaxe les variables sont simplement des lettres a
I’emploi desquelles président certaines regles.

Il en résulte qu’on ne devrait pas dire « la lettre x désigne une variable »,

mais « la lettre x est une variable ». Une variable est une lettre et non

pas une entité hors d’atteinte qui se cacherait derriere cette lettre. Le

31. Je propose page 141 une version de ce carré ou les formules sont exprimées dans le langage des
prédicats actuel.
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fait que lorsqu’on transforme une formule en opérant selon les regles,
ces transformations portent sur les signes et sur les lettres elles-mémes,

suffirait déja a le montrer.

(3°) C’est du point de vue sémantique qu’on peut dire quune variable « prend
des valeurs ». Ces valeurs seront des entités extraites du domaine du mo-
dele qui correspond a la catégorie de cette variable, selon qu’elle est une
variable d’individu, de prédicat I-aire, de relation, etc. Alors la variable,
selon qu’elle est libre ou liée, est remplacée par un nom (une constante)
qui dénote une entité particuliere d’'un domaine, ou bien parcourt des
valeurs prises dans un domaine. Il semblerait absurde de prétendre que
Frege a établi le sens mathématique et logique de la notion de variable
puisqu’il s’est toujours refusé a se servir de ce mot. Procédant en quelque
sorte a contrario en montrant ce qu'une variable n’est pas, il a pourtant
dégagé clairement le sens qu’il faut donner a ce terme pour que son em-
ploi soit admissible en logique et en mathématiques. (Largeault, 1970,
pp. 109-110)

Ainsi, s’il ne définit pas la notion de variable, Frege en use comme nous le faisons actuel-
lement en logique et en mathématiques. Il utilise des lettres majuscules pour les contenus
jugeables (les propositions), des lettres majuscules ou minuscules pour les arguments des

fonctions, et des lettres gothiques quand les variables sont quantifiées.

(b) Sur les raisonnements Nous avons vu qu’il y avait déja dans I'idéographie de
Frege tous les éléments pour l'expression des formules du calcul des prédicats. Voyons
maintenant comment il exprime les déductions. En fait, Frege présente ses démonstra-
tions comme des successions de jugements déduits les uns des autres en appliquant la
substitution et la régle du modus ponens (B se déduit de A et de A = B). Pour pouvoir
présenter ses démonstrations comme un enchainement vertical de propositions, il utilise
deux symboles pour noter une inférence associée a cette regle, selon que 'on part de la

prémisse ou de l'implication (figure ci-apres).
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apparait pour la premiére fois. Supposons que, par exemple, le

jugement
l—E
B

ou un jugement qui contient
|—|: A
B
comme cas particulier, est désigné par X. J'écris ensuite la déduction
comme suit:

——28
(X) :
—aA.

Si, par exemple, XX signifie le jugement }——— B, alors j’écris
aussi cette méme inférence comme suit:

N

A

(XX) : :

FIGURE 1.12 — Marques pour les déductions dans 1'ldéographie

Frege s’applique ensuite a présenter sous forme d'un systeme déductif 133 lois logiques
qui entrent en jeu dans la déduction mathématique. Neuf d’entre elles forment un noyau
a partir duquel toutes les autres peuvent étre dérivées (elles sont données en annexe
page 507). Ce travail fastidieux a pour but essentiel selon Frege d’expliciter les relations
d’inférence entre ces différentes lois et de dégager un noyau de lois primitives dont toutes

les autres peuvent étre dérivées :

Dans cette partie, quelques jugements de la pensée pure, ceux pour lesquels
cela est possible, vont étre représentés en signes. Il est aisé de dériver les
plus composés de ces jugements a partir des plus simples, non pas pour les
rendre plus certains, ce qui serait pour la plupart inutile, mais pour mettre en
évidence les relations des jugements entre eux. Ce n’est manifestement pas la
méme chose que de connaitre simplement les lois ou de savoir aussi comment
les unes sont données par les autres. De cette maniere, on parvient a un petit
nombre de lois dans lesquelles, si I'on ajoute celles qui sont contenues dans
les regles, le contenu de toutes, bien que latent, est inclus. Et c’est aussi un
avantage du mode de représentations par dérivation qu’il enseigne a connaitre

ce noyau-la. (Frege, 1999, p. 40)
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1.3.3 Synthese pour la période de la naissance de la logique

mathématique

Le x1x°¢ siecle voit se renforcer les liens entre logique et mathématiques. D’abord avec le
développement de I’ Algebre de la Logique de G. Boole, qui est une approche mathématique
de la logique, puis avec le développement, initié par G. Frege, de la logique en vue de

répondre aux problemes de fondements des mathématiques.

Pour ce qui est de mon étude, je rappelle les éléments suivants de ces deux systemes

étudiés, qui concernent essentiellement le langage :

— Boole propose une algébrisation de la logique. Il n’introduit pas un nouveau langage,
mais traduit les propositions en utilisant des symboles algébriques existant (lettres
minuscules, signes d’addition et de multiplication, 0 et 1, signe d’égalité) et s’appuie
sur le raisonnement usuel pour établir des lois concernant ces symboles. Il franchit un
pas important en substituant a la description de la proposition en termes de sujet et
prédicat une description en termes d’égalité de classes.

— Frege au contraire propose un nouveau systeme de signes, une Idéographie spéciale-
ment conc¢ue pour exprimer les propositions et les raisonnements mathématiques. Il
introduit ainsi les éléments de la logique mathématique actuelle. Sa description de la
proposition en termes de fonction et argument est un pas essentiel qui permet enfin que
soient formalisées des propositions faisant intervenir des prédicats a plus d’une place.
La quantification est alors un procédé qui opere sur les arguments, mais qui n’est pas
nécessaire a la construction d’'un contenu de jugement, ce qui permet que le systeme
modélise aussi bien la proposition x < y dans laquelle les variables x et y ne sont
pas quantifiées, que la proposition Vy x < y et la proposition dxVy =z < y, et donc
que soit possible la distinction fondamentale entre proposition « ouverte » (les deux
premieres) et proposition « close » (la troisieme, dans laquelle toutes les variables sont
quantifiées) sur laquelle nous reviendrons.

A la suite de Frege, Bertrand Russell (philosophe et mathématicien britannique, 1872-

1970) a beaucoup contribué a accréditer cette nouvelle logique en publiant entre 1910 et

1913, avec son collegue Alfred Whitehead, les Principia Mathematica. De nombreuses no-

tions de cet ouvrage sont communes avec l'ceuvre de Frege, dont Russell avait eu connais-

sance et dans laquelle il avait découvert une contradiction, et c’est plutét les notations
de Russell, inspirées du Formulaire de mathématiques de G. Peano 32, qui seront ensuite

utilisées.

David Hilbert (mathématicien allemand, 1862-1943) expose au congres international des

mathématiciens de 1900 une nouvelle discipline mathématique, la théorie de la démons-

32. Le Formulaire de mathématiques est une ceuvre dirigée par G. Peano qui vise a exprimer de fagon
organisée les principales théories mathématiques dans la langue symbolique introduite par Peano (le pre-
mier chapitre est intitulé « Logique Mathématique »). La publication du formulaire connut cing éditions
différentes de 1895 a 1908.
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tration, avec comme but de démontrer la cohérence des mathématiques. La présentation
axiomatique des mathématiques se développe et les théories mathématiques deviennent
elles-mémes objet d’étude. En 1931, avec le théoreme d’incomplétude, Kurt Godel (ma-
thématicien autrichien, naturalisé américain, 1906-1978) montre qu’un systéme suffisant
pour exprimer l'arithmétique ne peut pas montrer sa propre consistance, c¢’est-a-dire qu’il
n’est pas contradictoire (on trouvera une version plus rigoureuse du théoréme d’incomplé-
tude en annexe page 453). Ceci porte un coup dur a 'idée de fonder les mathématiques
sur la logique, mais n’empéche pas la logique mathématique de continuer a se développer

indépendamment de prétentions fondatrices.

1.4 Synthese de I’étude épistémologique

Nous avons pu voir dans ce chapitre I’évolution qui a mené a la constitution récente de
la logique mathématique. Nous y avons rencontré différentes conceptions de ce qu’est
la logique, de ses buts, de ses moyens. La logique d’Aristote, et parallelement celle des
Stoiciens, est une théorie de l’inférence valide (Quine, cité dans Durand-Guerrier, 2005,
p. 12). A partir de certains raisonnements de base considérés comme évidents, ces auteurs
donnent des méthodes permettant de justifier la validité d’autres raisonnements. Du point
de vue du langage, la logique d’Aristote est traditionnellement décrite comme une logique
des termes : la proposition est décomposée en sujet-copule-prédicat 3 et il distingue quatre
formes de propositions, selon un critere de qualité (positive ou négative) et un critére de
quantité (universelle ou particuliere). De leur coté, les Stoiciens développent une logique
des propositions, c¢’est-a-dire qu’ils décrivent les mécanismes de construction de proposi-

tions composées a partir de propositions simples a 1’aide de connecteurs logiques.

Ces deux systemes logiques continuent d’étre développés dans la tradition scolastique du
Moyen-age et leur exposition est I'objet de volumineux traités. Puis la Renaissance est
une période de mise en sommeil pour la logique, celle-ci étant délaissée au profit de la
recherche d’une méthode. Au xvII® siecle, Descartes critique ce traitement formel des
raisonnements qui n’en assure que la cohérence et pas la vérité. C’est également dans
cette période qu’est rédigée la logique de Port-Royal (1662) dans laquelle I'utilisation de
nombreux exemples servant a exercer la perception est préférée a 1'utilisation de schémas
formels pour décrire les raisonnements. Le formalisme de la tradition scolastique est vu

comme une entrave au fonctionnement de ’intuition.

A la méme époque, de facon isolée, Leibniz propose un systéme logique dans lequel plu-
sieurs logiciens d’aujourd’hui s’accordent a retrouver les enjeux de la logique moderne.
Contrairement a Descartes, Leibniz voit dans la formalisation de la logique un moyen
d’atteindre des vérités de maniere indiscutablement valide. Dans le sillage de Viete et de

Descartes, il apporte sa contribution aux progres en algebre, notamment en matiere de

33. Les termes sont ce qui peut étre sujet ou prédicat.
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symbolisation, et a 'ambition de constituer une algebre de la pensée. Ceci signifie une
mathématisation de la logique, par la constitution d'un langage universel, Lingua cha-
racteristica universalis, permettant un Calculus ratiocinator, ¢’est-a-dire le remplacement

des raisonnements par un calcul.

Un siecle plus tard, G. Boole propose une construction formelle qui a pour but de per-
mettre un traitement algébrique de la pensée. En cela, il peut étre vu comme l'initiateur
du développement de la logique comme discipline mathématique, mais ici ce sont les ma-
thématiques, et plus particulierement 1’algebre, qui viennent préter leurs méthodes a la
logique. Ainsi, si la logique booléenne est bien une logique mathématique, elle n’est pas

adaptée a la pratique des mathématiques, ce qui n’était d’ailleurs pas son but.

C’est par contre celui de G. Frege, qui est aujourd’hui considéré comme le pere de la
logique mathématique contemporaine. A travers un important travail de formalisation et
de symbolisation, il propose un langage pour les mathématiques, une Idéographie, dont
le but est de garantir l'infaillibilité des raisonnements. Les éléments constitutifs de la
proposition élémentaire ne sont plus sujet-copule-prédicat mais fonction et argument.
La notion de fonction correspond aux prédicats dans 'expression Logique des prédicats :
c’est une propriété des objets de I'univers du discours. Ces prédicats peuvent comporter
plusieurs arguments et c’est 13 une différence avec la logique d’Aristote 3! et une avancée
essentielle. Frege utilise ensuite deux connecteurs : la négation et l'implication. Autre
grande avancée de la logique de Frege, les arguments d’une fonction peuvent étre des
variables et ces variables peuvent étre quantifiées. La quantification se fait a ’aide d’'un
quantificateur (Frege n’utilise que le quantificateur universel), qui devient, au coté des
connecteurs, un autre élément permettant la construction des propositions. Muni d’un
tel langage dont il montre la pertinence pour faire des mathématiques, Frege envisage de
fonder les mathématiques sur la logique. Il voit dans ce travail non pas une fin mais un
moyen, nécessaire pour atteindre son but d’une parfaite rigueur. Ce but est également
celui poursuivi par le courant logiciste dont fait partie B. Russell, mais la découverte
de paradoxes rend la tache difficile au point de provoquer ce qu’on a appelé la « crise
des fondements ». Ce début du XX siecle est aussi ’époque du courant axiomatique et
du réve de D. Hilbert d'un systéme axiomatique formel « universel » permettant pour
tout énoncé de le démontrer ou de démontrer sa négation. Cet espoir est ruiné par le
théoreme d’incomplétude de K. Godel, ce qui n’empéche pas la logique mathématique de
continuer ses recherches, dégagée de cette question des fondements, comme une branche

des mathématiques parmi d’autres.

Ce développement de la logique mathématique a grandement contribué a la réflexion sur
le langage et le raisonnement mathématique et a la clarification de leurs principes. Cepen-

dant, les mathématiques aujourd’hui ne se pratiquent pas dans un langage symbolique, pas

34. En effet, modélisée dans la logique des prédicats moderne, la logique aristotélicienne ne fait in-
tervenir que des prédicats a une place, ce qui est largement insuffisant pour décrire les propositions
mathématiques.
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plus celles des logiciens, qui ne confondent pas leur objet d’étude et la maniere de I’étudier,
que celles des autres mathématiciens d’ailleurs. Par contre, la logique développée depuis
la fin du X1X° siecle se propose d’étudier la logique des mathématiques, c’est-a-dire qu’elle
propose une approche mathématique, une modélisation, du métamathématique, c’est-a-
dire de ce que nous faisons quand nous faisons des mathématiques. En cela, elle est une
référence pour la logique dont use le mathématicien. Nous allons voir dans le chapitre
suivant comment elle est également une référence pour des questions sur I’enseignement

et I'apprentissage des mathématiques.
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Je cherche dans cette premiere partie de these a dégager des caractéristiques d’une réfé-
rence pour l'enseignement de notions de logique. Dans le premier chapitre, j’ai cherché des
caractéristiques épistémologiques. Mais puisque cette référence est a destination de I’ensei-
gnement, je présente dans ce deuxieme chapitre une approche didactique complémentaire

de 'approche épistémologique.

Les premiers travaux didactiques mentionnés défendent la these selon laquelle la logique
de référence pour I'analyse didactique est la logique des prédicats et pas seulement la
logique propositionnelle. Cette position est soutenue par 1’étude épistémologique, puisque
nous avons vu qu’il a fallu attendre la logique de Frege, qui est a 'origine de la logique
des prédicats actuelle, pour avoir un systeme logique adéquat pour décrire le langage et le
raisonnement mathématiques. Du coté didactique, cette position est défendue depuis long-
temps, comme en témoigne le titre d'un article de J. Adda ! publié en 1975 dans la revue
Nico du Centre Belge de Pédagogie de la Mathématique : L importance des quantifications
dans la compréhension des mathématiques (Adda, 1975). Elle est plus récemment reprise
notamment par V. Durand-Guerrier depuis sa these Logique et raisonnement mathéma-
tique. Défense et illustration de la pertinence du calcul des prédicats pour une approche
didactique des difficultés liées a implication. Je présenterai la tache du labyrinthe issue
de ses travaux, qui illustre la grande importance des questions de quantification dans

I’analyse des raisonnements des éleves.

J’ai ensuite choisi de sélectionner des travaux qui s’intéressent au langage dans la classe
de mathématiques. L’étude épistémologique a montré que 1’élaboration d’un systeme lo-
gique commencait par une étude du langage, voire la constitution d'un langage. Il me
parait alors important de regarder comment la logique mathématique peut contribuer a
I’étude du langage dans la classe de mathématiques. C. Laborde décrit une dualité du
discours mathématique dans sa these Langue naturelle et écriture symbolique : deuz codes
en interaction dans l’enseignement mathématique. Ces deux codes interviennent a des
degrés divers dans différentes formulations équivalentes d’'une proposition. Le mathéma-
ticien passe ainsi beaucoup de temps a reformuler ses propos, en choisissant un degré
de formalisation adapté au contexte dans lequel il parle. Pour décrire cette activité de
reformulation, je me suis servie des registres de représentation sémiotique de R. Duval.
Pour lui, la capacité a coordonner différents registres de représentation sémiotique est
nécessaire pour une bonne pratique des mathématiques. Le parallele entre différentes for-
mulations et différents registres de représentation sémiotique me permet d’élargir cette
idée a la capacité a reformuler une proposition. J’évoquerai enfin un article de A. Selden
et J. Selden, Unpacking the logic of mathematical statements, qui met en lien la capacité a
reformuler une proposition en mettant au jour sa structure logique et la capacité a vérifier

la validité d’une preuve.

1. Josette Adda, alors maitre assistante a I’Université Paris 7, est notamment 'auteure d’une these
Travauzx sur les difficultés inhérentes aux mathématiques et sur les phénomenes d’incompréhension, causes
et manifestations, dirigée par D. Lacombe.
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2.1 Pertinence de la logique des prédicats pour I’étude

didactique

Dans les theses de V. Durand-Guerrier sur 'implication, de F. Chellougui sur les quanti-
ficateurs? et d’I. Ben Kilani sur la négation®, une enquéte épistémologique sur la notion
logique étudiée met au jour la complexité de cette notion. Ces enquétes, centrées sur
une notion, completent ’étude épistémologique présentée dans le chapitre précédent dans
laquelle j’ai choisi un point de vue plus global. Elles montrent pour chaque notion la
diversité des points de vue a travers I'histoire, les difficultés auxquelles se sont heurtées
les différentes approches. Les choix récents de la logique mathématique, que les auteurs
exposent finalement, prennent ainsi du relief. Ils utilisent ensuite la logique des prédicats

comme théorie de référence pour I'analyse de certains phénomenes didactiques.

Par exemple, I. Ben Kilani met en relation une erreur fréquente des éleves, donner comme
négation d’une phrase commencant pas « tous » une phrase commencant par « aucun »,
avec la distinction entre contraire et négation. Il rappelle que la logique d’Aristote dis-
tinguait déja deux types de relations d’opposition entre les propositions : la relation de
contradiction (qui correspond a la notion de négation) et la relation de contrariété (qui
correspond & l'idée de contraire) (voir page 34). I. Ben Kilani souligne que le langage
développé par Frege « est un systeme ostensif qui, bien que compliqué, permet de dis-
tinguer sans équivoque, entre autres, entre la négation logique et la négation radicale
(opposition par contrariété chez Aristote), en donnant littéralement d voir cette distinc-
tion, alors qu’elle n’est pas manifeste dans certaines langues naturelles » (Ben Kilani,
2005, p. 77). Effectivement, dans le langage des prédicats actuel, qui reprend la structure

de celui proposé par Frege, on a la formalisation suivante :
1. Tous les x sont P correspond a la proposition Vo Plx];
2. Aucun x n’est P correspond a la proposition Yo NON P[z];
3. Quelques x ne sont pas P correspond a la proposition 3 NON P[z];

Cette formalisation donne bien a voir ce qui caractérise la relation de contrariété (entre
1 et 2) : le remplacement du prédicat P[x] par sa négation, le prédicat NON Plz|, alors
que dans la relation de contradiction (entre 1 et 3), il y a de plus le remplacement du

quantificateur universel par le quantificateur existentiel.

De son coté, F. Chellougui cite notamment une étude de E. Dubinsky et O. Yipa-
raki, On student understanding of AE and EA quantification (Dubinsky & Yiparaki,

2000), dans laquelle ils ont demandé a des étudiants d’université scientifique de se pro-

2. L’utilisation des quantificateurs universels et existentiels en premiére année universitaire entre [’ex-
plicite et Uimplicite.

3. Les effets didactiques des différences de fonctionnement de la négation dans la langue arabe, la
langue francaise et le langage mathématique.
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noncer sur la vérité ou non de onze énoncés, en justifiant briévement leurs réponses?.
Ces énoncés sont catégorisés par les auteurs en énoncés EA (pour les énoncés de la
forme « il existe. .. pour tout... ») ou AE (pour les énoncés de la forme « pour tout. .. il
existe. .. »). Ils constatent qu'un nombre important d’étudiants favorisent une interpré-
tation AE. Notons que dans ’étude d’I. Ben Kilani, la formalisation des propositions a
la maniére d’Aristote® suffisait & montrer la différence entre négation et contraire. Dans
I’étude de E. Dubinsky et O. Yiparaki au contraire, seule la formalisation dans le langage
des prédicats permet de montrer ce phénomene d’inversion des quantificateurs entre les

deux interprétations.

L’implication est sans doute le connecteur le plus visiblement au coeur de 'activité ma-
thématique. Il est présent dans la formulation en si.. ., alors... de nombreux théorémes
et associé a un pas tres courant dans le raisonnement déductif « si A alors B, or A,
donc B ». C’est de ce fait la notion de logique la plus étudiée en didactique. Je signale
ici quelques études francaises : les théses de L. Radford®, de V. Durand-Guerrier, de
V. Deloustal-Jorrand 7, un article de J. Rogalski et M. Rogalski®. J’exposerai ultérieure-
ment les résultats de ces travaux, et me contente ici de signaler que pour tous ces auteurs la
distinction entre I'implication A = B entre propositions et 'implication universellement
quantifiée « Vo (A[z] = B[z]) » est importante. La encore, c¢’est la formalisation dans le
moderne langage des prédicats qui permet de faire cette distinction (nous avons vu que
les Stoiciens, qui n’avaient pas les outils pour la faire, n’arrivaient pas a se mettre d’ac-
cord sur une définition des propositions conditionnelles, voir page 40). Cette distinction
permet d’éclairer certains raisonnements d’éleves comme nous allons le voir maintenant

avec 'analyse de la tache du labyrinthe.

La tache ci-dessous apparait dans une évaluation proposée par I’Association des Profes-
seurs de Mathématiques de I’Enseignement Public a des enseignants volontaires en fin
de Seconde. Elle est analysée par V. Durand-Guerrier dans sa these, ainsi que dans l'ar-
ticle L’éléve, le professeur et le labyrinthe publié dans la revue Petit’z (Durand-Guerrier,
1999).

4. 9 de ces 11 énoncés sont des énoncés « de la vie courante » (par exemple (1) : everyone hates
somebody, (4) : there is a mother for all children), et les deux derniers sont mathématiques ((10) : for
every positive number a there exists a positive number b such that b < a, (11) : There exists a positive
number b such that for every positive number a, b < a).

5. En quatre catégories : universelles affirmatives, universelles négatives, existentielles affirmatives,
existentielles négatives,

6. Interprétations d’énoncés implicatifs et traitements logiques, contributions a la faisabilité d’un en-
seignement de la logique au lycée.

7. L’implication mathématique : étude épistémologique et didactique.

8. Contribution a I’étude des modes de traitement de la validité de 'implication par de futurs ensei-
gnants de mathématiques.
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Exercice 1 [Smi,

Voici un labyrinthe T RS |

Lire attentivement les lignes ci-dessous B, " B8 5
avant de répondre aux questions. | [ 1

Une personne que nous appellerons X, a | ® L MM J ¢
traversé ce labyrinthe, de I'entrée la A ) IR
sortie, sans jamais étre passée deux fois ) 4 : H |G | L
par la méme porte. | I ]

Les piéces sont nommées A, B, C... € _D_Lf il

comme il est indique sur la figure. |Entrée

Il est possible d’énoncer des phrases qui aient un sens par rapport a la situation proposée
et sur la vénté desquelles on puisse se prononcer (VRAI ou FAUX), ou qui peuvent étre
telles que les informations que 1'on posséde ne suffisent pas pour décider si elles sont
vraies ou fausses (ON NE PEUT PAS SAVOIR).

Par exemple, la phrase « X est passée par C » est une phrase VRAIE.

En effet, on affirme que X a traversé le labyrinthe, et C est la seule piéce d’entrée.
Pour chacune des six phrases suivantes, dire si elle est VRAIE, si elle est
FAUSSE ou si ON NE PEUT PAS SAVOIR, et, dans chaque cas,
expliquez votre réponse.

Phrase n°l : « X est passé par P »

Phrase n°2 : « X est passé par N »

Phrase n°3 : « X est passé par M »

Phrase n°4 ; « Si X est passé par O, alors X est passé par F »

Phrase n°5 : « Si X est passé par K, alors X est passé par L »

Phrase n°6 : « Si X est passé par L, alors X est passé par K »

FIGURE 2.1 — Activité Le labyrinthe

Les réponses considérées comme exactes par les auteurs sont :

Phrase n” 1 : FAUSSE, Phrase n” 2 : VRAIE, Phrase n” 3 : ON NE PEUT PAS SAVOIR,
Phrase n° 4 : VRAIE, Phrase n° 5 : VRAIE, Phrase n” 6 : FAUSSE.

Ceux-ci s’étonnent que la réponse majoritaire chez les éleves pour la question n° 6 soit
ON NE PEUT PAS SAVOIR. V. Durand-Guerrier propose une formalisation logique de
la situation dans laquelle cette réponse est cohérente. Celle que je propose ci-dessous (de

fagon simplifiée) en est largement inspirée.

V. Durand-Guerrier utilise une variable de type « trajet ». Considérons les trois trajets
CBGFONQR (71), CDILMNQR (T3), CDIJKLMNQR. (73) qui permettent de traverser
le labyrinthe sans passer deux fois par la méme piece, une variable ¢ qui prend ses valeurs
dans 'ensemble {T3,T5, T3}, et vingt prédicats A[t], B[t],..., T'[t] signifiant par exemple

« la piece A est sur le trajet ¢ » °.

9. Dans son habilitation a diriger des recherches, V. Durand-Guerrier propose une formalisation dans
laquelle elle ne se limite pas a ces seuls trois trajets, car « 'expérience montre que faire la liste des trajets
possibles n’est pas le seul mode de raisonnement utilisé, de nombreuses personnes se plagant dans un
cadre plus général » (Durand-Guerrier, 2005, p. 87).
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Dans 'exercice, on suppose qu'une personne X a traversé le labyrinthe en empruntant un
trajet t, et I'on s’interroge sur la valeur de vérité des phrases portant sur ce trajet. Les
phrases sont alors des propositions ouvertes dans lesquelles la variable ¢ est libre!® : ce
sont des phrases qui parlent d'un trajet ¢ sur lequel la seule chose que nous savons est
que c’est un élément de ’ensemble {77, T, T3}. Nous pouvons dire que les phrases n” 2,
n° 4 et n° 5 sont vraies car elles sont de toute fagon vraies pour T, pour 75 et pour T3,
c’est-a-dire que les propositions closes Vt N[t], Vt (O[t] = F[t]) et Vt (K[t] = L[t]) sont
vraies. De la méme facon, nous pouvons dire que la phrase n° 1 est fausse puisqu’elle 'est
a la fois pour T3, pour T, et pour T3. Par contre, la phrase n” 3 est fausse pour 77 et
vraie pour Tj et pour T3, la phrase n° 6 est vraie pour 7} (car L[T}], qui est la prémisse
de I'implication, est fausse), fausse pour 15 (car L[T5] est vraie et K[T5] est fausse) et
vraie pour T3 (car L[T3] et K[T3] sont vraies). Sans plus d'informations sur la variable ¢, il
n’est pas possible de conclure sur la vérité de ces deux phrases. Cette modélisation, pour
laquelle nous avons eu recours au langage des prédicats, montre un raisonnement cohérent
du point de vue de la logique mathématique qui amene a répondre ON NE PEUT PAS
SAVOIR pour les phrases n° 3 et n° 6.

Dans les réponses attendues par les auteurs, ils basculent de cette interprétation pour la
phrase n° 3 (lue comme une proposition ouverte) & une deuxiéme interprétation pour la
phrase n° 6 qu’ils lisent — conformément a la pratique des mathématiciens pour les propo-
sitions en si. . ., alors. .. — comme étant universellement quantifiée. Cette expérimentation
montre que cette pratique n’est pas forcément partagée par les éleves (et peut-étre d’au-
tant moins que le contexte de la situation n’est pas mathématique), ce qui peut amener

de tels malentendus.

Je vais maintenant présenter d’autres travaux didactiques qui posent la question des
éventuelles spécificités du langage des mathématiciens, et de son impact sur l'activité ma-
thématique des éleves. J'oriente ainsi mon choix dans les nombreux travaux de didactiques
sur le langage dans la classe de mathématiques (c’est un champ de recherche dynamique,
tant au niveau national — ¢’était I'un des deux themes de la 16° école d’été de didactique

des mathématiques, qui a eu lieu en 2011 — qu’international).

2.2 Le langage dans la classe de mathématiques

2.2.1 Logique et langage

Dans Logique et linguistique, O. Ducrot explique que la logique intervient vis-a-vis du

langage la ou on peut identifier des d’énoncés dont la seule forme ouvre la possibilité

10. Les notions de proposition ouverte, proposition close, variable libre, variable liée sont présentées
dans la partie suivante, voir page 114 et page 113.
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d’une inférence :

Il existe, entre certains énoncés du langage ordinaire, des relations d’infé-
rence telles que, si 'on admet les uns, on est forcé d’admettre les autres. Ainsi
on ne peut tenir pour vrai « Quelques hommes sont méchants », sans admettre
aussi « Quelques étres méchants sont hommes », ou encore affirmer « Le baro-
metre a baissé », sans accepter la conclusion « Il y a de bonnes chances qu’il
pleuve ». Parmi ces relations, d’autre part, il en est un bon nombre - celles
qui intéressent le logicien - qui sont parfaitement indépendantes du monde
extérieur. Ainsi la premiere que nous avons citée s’impose, que les concepts
d’« homme » et de « méchanceté » correspondent ou non a des données effec-
tives, qu’il y ait en fait des hommes méchants ou non : aucun bouleversement
de la réalité empirique ne saurait donc lui retirer sa validité. Nous parlerons,
dans ce cas, de relations d’inférence logique, ou, par abréviation, de relations
d’inférence. (Ducrot, 1966, p. 3)

Il fait cependant remarquer qu’'un grand nombre d’inférences ne sont pas en corrélation
avec des phénomenes linguistiques repérables indépendamment d’elles 1. D’otl la nécessité

de « restreindre » le langage dont s’occupe la logique.

Dans I'étude épistémologique, nous avons vu comment une formalisation du langage était
a la base de la constitution de différents systemes logiques. Dans la logique de Port-
Royal, dans la lignée de la logique d’Aristote, les éléments de la langue naturelle sont
catégorisés, puis la logique du systéme est décrite a partir de ces catégories (comment
sont formées des propositions composées a partir de propositions simples, comment sont
niées les propositions de telle catégorie, quels raisonnements formés a partir de telles
catégories de propositions sont valides. ..). Savoir si les constructions grammaticales des
langues naturelles peuvent étre totalement décrites est une question débattue au sein de

la linguistique, qui est hors de mon propos ici.

La position de Frege est qu’en tout cas, la langue naturelle a trop d’imperfections pour
les mathématiques, celles-ci nécessitant un langage qui permet d’assurer U'infaillibilité du
raisonnement (voir citation page 65). Avec ses travaux, et les développements de la logique
mathématique au début du XX°© siecle, les mathématiciens disposent désormais d’outils
qui leur donnent la possibilité de formaliser completement 'expression des propositions
et des démonstrations. Cette possibilité n’est pratiquement jamais utilisée : dire ainsi les
mathématiques serait beaucoup trop long et difficilement compréhensible. Il est impossible

en pratique de se passer de la langue naturelle et du langage courant ' pour s’exprimer

11. Il donne I'exemple des énoncés « Pierre est frére de Paul », dont on peut conclure que « Paul est
frére de Pierre », inférence que 'on peut également faire & partir de I’énoncé « Pierre est différent de
Paul », mais pas a partir de I’énoncé « Pierre est inconnu de Paul ».

12. La langue est un systéme de signes, le langage est le produit d’une activité, je reviendrai sur cette
distinction page 109.
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3

en mathématiques ', mais on y utilise également diverses formulations plus ou moins

formalisées.

En effet, les mathématiciens s’expriment, selon les moments de leur activité, et selon leurs
éventuels auditeurs, avec différents degrés de formalisation. Ainsi, les énoncés suivants

pourront étre utilisés a différents moments par une méme personne

lim u, =0
n—-+o0o

(présent par exemple dans ’énoncé d’un exercice)
u, peut étre aussi proche de 0 qu’on veut pourvu que ’on prenne n assez grand
(dit par exemple oralement pour reformuler ce que l’on veut montrer)
Ve >0, dNg € N, Vn > Ny, |u,| < e
(écrit par exemple au début de la résolution de [’exercice en rappel de définition)

Le dernier énoncé est exprimé dans un formalisme directement inspiré de la logique ma-
thématique, tant pour sa « mise en forme » (quantifications explicites en téte d’énoncé)
que par les symboles logiques utilisés. La possibilité de recourir a ce formalisme est un
atout essentiel pour le mathématicien, et est souvent utilisée pour préciser, controler,

vérifier un raisonnement.

2.2.2 Le langage des mathématiciens dans la classe de mathé-

matiques

Dans une perspective didactique, on est amené a se demander dans quelle mesure 'usage
de ces différentes expressions participe a la conceptualisation '* des notions mathéma-
tiques. Le langage en général est essentiel dans 'activité mathématique dans la mesure
ou il est en relation avec la pensée dans un processus dynamique qui en fait un élément
de la conceptualisation. Selon Vygotski, langage (naturel) et pensée ne peuvent étre mis

en concordance :

La structure du langage n’est pas le simple reflet, comme dans un miroir,
de celle de la pensée. Aussi le langage ne peut-il revétir la pensée comme

une robe de confection. Il ne sert pas d’expression a une pensée toute préte.

13. Mais la possibilité de pouvoir le faire est importante. Par exemple, la possibilité de pouvoir faire
vérifier une démonstration par un ordinateur, comme cela a été récemment fait pour le théoreme de
Feit-Thomson, est considérée comme une grande avancée pour les mathématiques.

14. « Conceptualisation » est employé ici au sens de G. Vergnaud, comme processus d’élaboration d’un
concept, celui-ci étant déterminé par un triplet : « I’ensemble des situations qui donnent du sens au concept
(la référence), I'ensemble des invariants sur lesquels repose 'opérationnalité des schémes [organisations
invariantes de la conduite] (le signifié), ’ensemble des formes langagiéres et non langagiéres qui permettent
de représenter symboliquement le concept, ses propriétés, les situations et les procédures de traitement
(le signifiant) », (Vergnaud, 1990), p. 145
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En se transformant en langage, la pensée se réorganise et se modifie. Elle ne

s’exprime pas mais se réalise dans le mot. (Vygotski, 1997, p. 431)
G. Vergnaud précise comment s’effectue cette réorganisation :

Le langage a cette vertu exceptionnelle, par rapport a la perception et a
I’action, de permettre de faire référence a des objets absents ou imaginaires, de
faciliter ’analyse des situations et des configurations en termes de prédicats
et d’objets, de permettre la distinction entre énoncés universels et énoncés

particuliers. (Vergnaud, 2001, p. 12),

Ces citations me semblent appuyer 'hypothese que fait C. Hache, dans Langage mathé-
matique a la transition primaire/collége, d'une dialectique fructueuse entre formalisme
mathématique et langue naturelle dans le langage des mathématiciens, qui en serait une

caractéristique importante :

On peut penser que le mathématicien parle, pense en langue naturelle.
Qu’il a intuition qu’il saurait parfaitement formaliser tout ce qu'il dit (quitte
a devoir y passer du temps, a y travailler), son langage donne d’ailleurs des
gages de cette capacité : il est en partie formalisé (plus la notion exprimée
est « sensible », au coeur de son propos, plus il formalise). Pour pouvoir étre
compris, pour pouvoir penser, il ne peut cependant formaliser tout ce qu’il dit.

On aurait une dialectique entre intuition, pensées et capacité de formali-
ser I'intuition. La dialectique serait fructueuse, productive, féconde (I'intuition
nourrissant le contenu formel, et la formalisation permettant de controler I'in-

tuition et d’asseoir la réflexion a venir). (Hache, 2013, p. 459)

C. Hache souligne ici une dualité du langage des mathématiciens, entre formalisme et
langue naturelle, que je vais maintenant préciser en m’appuyant sur la these de C. La-

borde.

2.2.3 Dualité du langage des mathématiciens : deux codes en

interaction

Dans sa these Langue naturelle et écriture symbolique : deux codes en interaction dans
I’enseignement mathématique., C. Laborde s’intéresse « aux problémes langagiers dans
I’enseignement mathématique non pour eux-mémes mais pour l'incidence qu’ils ont dans
I’acquisition des connaissances mathématiques dans le cadre d’un apprentissage scolaire »
(Laborde, 1982, p. 406). Elle étudie l'activité de formulation en mathématique & l'inté-
rieur d'un cadre théorique issu du domaine de la psycho-linguistique, auquel elle « ra-
joute une hypothese concernant le modele langagier en vigueur : les énoncés produits en
mathématiques ne sont pas la simple juxtaposition de formulations en langue naturelle

et d’expressions symboliques mais le résultat d’une véritable interaction entre ces deux
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codes'®. » (ibid, p. 407) Elle distingue alors quatre catégories d’énoncés dans les textes

mathématiques selon le ou les codes utilisé(s) :

des expressions symboliques ;

— des formulations relevant de la langue courante ;

— des formulations relevant d’une langue (notée LM pour Langue Mathématique) dis-
tincte de la langue courante par la présence dans ses énoncés d’éléments d’écriture
symbolique, de termes lexicaux ayant un sens spécifique en mathématiques ou de tour-
nures syntaxiques privilégiées 1. Un énoncé releve de LM s’il posséde au moins I'une
des trois propriétés citées.|. . ]

— des transcriptions écrites du prononcé oral des écritures symboliques isolées, c¢’est-a-dire
non insérées dans une phrase de LM. (Laborde, 1982, pp. 19-20)

C. Laborde cherche a préciser en quoi consiste cette interaction dans le discours mathé-

matique. Elle met en évidence « des modifications au niveau de la syntaxe ou des systemes

de renvoi, produites par la mise en contact des deux codes » (ibid, p. 407). Cette grille
d’analyse me semble particulierement intéressante pour étudier les pratiques langagieres
qui concernent 1'utilisation des variables. La proposition « n est pair », dans laquelle la
variable n prend ses valeurs dans N, releve, ainsi formulée, de ILM. Elle mélange un élé-
ment symbolique, n, le verbe « étre » pris dans son sens de la langue naturelle, et I’adjectif
« pair » pris dans un sens spécifique aux mathématiques. Sa structure grammaticale est
congruente a une structure du langage courant, mais la lettre n y est utilisée comme
syntagme nominal (c’est le nom d’un objet dont la seule chose que nous savons est qu’il
appartient a N), ce qui n’arrive que trés rarement dans le langage courant. Insérons main-
tenant cette proposition dans une proposition plus complexe : « quel que soit n € N, sin
est divisible par 4 alors n est pair ». Notons que « n € N », qui suit la locution préposi-

tionnelle « quel que soit », ne doit pas étre lu ici comme la proposition « n appartient a

N, mais doit étre lu avec le participe présent « n appartenant a N. Il y a donc une défor-

mation d'un élément de I’écriture symbolique due a son insertion dans un ensemble plus

complexe. Par ailleurs, le renvoi a 1’élément n dans la deuxieme partie de la phrase (apres

« quel que soit n € N ») se fait par la reprise de 1’élément lui-méme, et nous pouvons

parler d'une tournure syntazique privilégiée sur laquelle nous reviendrons (nous ne dirions

pas « quel que soit ton choix, je respecterai ton choix »).

15. « Code » est entendu en tant que « systeéme structuré de signes permettant a un émetteur de
transmettre un message a un récepteur. Un code est caractérisé par un répertoire de signes et par des
regles d’agencement entre signes ».

16. Elle donne comme exemple de tournures syntaxiques privilégiées la construction une et une seule,
utilisée dans « La relation est telle que de chaque point représentant un élément de E part une fleche
et une seule [...] », qui est « non utilisée couramment [et] qui peut étre considéré d’un point de vue
transformationnel comme le résultat de transformation de coordination et d’effacement a partir des deux
phrases “une fleche part” et “une seule fleche part” » (ibid, p. 20). L’appellation tournure syntazique
privilégiée, renvoie ainsi & un critére de fréquence d’utilisation dans le langage courant, et non a un critére
de correction grammaticale (la phrase « a l'issue des élections il y aura une et une seule présidente » est
tout a fait correcte).
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C. Laborde conduit une étude de manuels qui montre que « la possibilité de jouer sur
les deux codes est utilisée de fait a des fins d’enseignement pour introduire de nouveaux
termes mathématiques (en langue naturelle). L’écriture symbolique sert de relais, comme
le dessin le fait dans des procédés de monstration. » (ibid, p. 407). Et en proposant une
activité de formulation a des éleves au début du college, elle montre que ceux-ci n’utilisent
pas spontanément le code symbolique, et qu’il est nécessaire de réfléchir a des situations
permettant I’évolution des formulations des éleves et 'usage de I’écriture symbolique. Elle
insiste sur deux criteres que doivent respecter de telles situations : s’inscrire dans la durée,
et contenir des interactions entre éleves, pour éviter le biais de I’enseignant qui comprend

au dela de ce qui est effectivement dit par 1’éleve.

Les résultats de la these de C. Laborde illustrent la nécessité d’un travail sur I'expression
dans l'enseignement des mathématiques. Formulé ainsi, cela pourrait passer pour une
lapalissade : bien siir les enseignants de mathématiques sont attentifs a la facon dont
s’expriment leurs éleves, et passent un temps non négligeable a reprendre certaines de
leurs formulations! Mais C. Laborde montre trés bien qu’il y a un usage particulier de
la langue en mathématiques, dii a I'interaction des deux codes de I'écriture symbolique
et de la langue naturelle, et je fais 'hypothese que les enseignants n’ont pas forcément
conscience de cette particularité (le fait que les concepteurs de la tache du labyrinthe ne
sachent pas expliquer les réponses « je ne sais pas » pour la phrase n° 6 — voir page 82 —
montre par exemple qu’ils n’ont pas conscience de la pratique de quantification universelle

implicite des implications).

Nous nous sommes pour I'instant intéressés a 'interaction de deux codes a I'intérieur d’un
seul énoncé mathématique. L’utilisation conjointe de ces deux codes est une dimension
importante des pratiques langagieres des mathématiciens. Une autre dimension impor-
tante est l'interaction entre plusieurs formulations dans la compréhension des concepts
mathématiques. Le mathématicien passe facilement de 'une a 'autre des trois proposi-

tions suivantes déja données en exemple page 85 :

lim w, =0
n——+o00

u, peut étre aussi proche de 0 qu’on veut pourvu que 'on prenne n assez grand
Ve >0, dNg € N, Vn > Ny, |u,| <e

Il sait, en présence de I'une d’entre elles, la reformuler si une autre est plus adaptée.
On peut considérer que pour passer de la premiere proposition a la troisieme il suffit de
connaitre la définition donnée dans le cours. Mais pour comprendre le lien entre ces deux
propositions, pour rendre opératoire la définition, n’y a t-il pas besoin aussi de savoir les
reformuler dans les termes de la deuxieme proposition ? Reformuler en mathématiques
ne consiste pas seulement a donner une définition, et je vais maintenant préciser cette
notion de reformulation en m’appuyant sur les registres de représentations sémiotiques de
R. Duval.
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2.2.4 Coordination de registres de représentation sémiotique et

reformulation
Les registres de représentation sémiotique de R. Duval

« Des représentations sémiotiques sont des productions constituées de signes appartenant
a un systeme de représentation qui a ses propres contraintes de signifiance et de fonc-
tionnement » (Duval, 1993, p. 39). Un méme objet mathématique peut avoir plusieurs
représentations sémiotiques, par exemple l'objet « droite » peut étre représenté graphi-
quement par un trait, ou algébriquement par une équation. Certains de ces systeémes de
signes sont appelés par R. Duval des registres de représentation sémiotique. Pour qu'un
systeme sémiotique puisse étre un registre de représentation sémiotique, il doit permettre
trois activités cognitives liées & la production des représentations sémiotiques (voir Duval,
1993, pp. 41-42) :

— la formation d'une représentation identifiable comme appartenant au registre,

— le traitement d’une représentation, c¢’est-a-dire la transformation de cette représentation
dans le registre méme ou elle a été formée,

— la conversion d’une représentation, c’est-a-dire la transformation de cette représenta-
tion en une représentation d’un autre registre, en conservant la totalité ou une partie
seulement du contenu de la représentation initiale.

Duval plaide pour une plus importante prise en compte de la coordination de différents

registres sémiotiques dans ’apprentissage des mathématiques :

Si la conceptualisation implique une coordination de registres de repré-
sentation, le principal enjeu des apprentissages de base en mathématique ne
peut pas seulement étre 'automatisation de certains traitements ou la com-
préhension de notions mais il doit étre la coordination des différents registres
de représentation nécessairement mobilisés pour ces traitements ou pour cette
compréhension. ... ]

En fait, 'enseignement des mathématiques est généralement organisé comme
si la coordination des différents registres de représentation introduits ou utilisés
s’effectuait rapidement et spontanément, comme si les problemes et les cotits
liés a la non-congruence n’existaient pas. Car ce qui, en définitive, semble im-
portant ce n’est pas le changement de registre a effectuer, mais les traitements
qui pourront étre effectués sur la représentation obtenue apres changement de
registre! La coordination des registres de représentation ne semble donc pas
devoir s’'imposer comme 1'un des objectifs principaux de I’enseignement, de 6°
jusqu’en Seconde. Il suffit de regarder comment sont introduits de nouveaux
registres : représentations graphiques, figures géométriques, écriture symbo-
lique du calcul des prédicats (quantificateurs) pour constater I’absence d’un

tel objectif. On s’en tient a quelques correspondances locales, le plus souvent
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pour des cas de congruence, et a des régles d’emploi ou de conformité. (Duval,
1993, p. 54)

Ainsi, la capacité a représenter un objet dans divers registres, et a convertir une représen-
tation d’'un registre en la représentation correspondante dans un autre registre sont pour

R. Duval des conditions nécessaires a la compréhension.

Registres de représentation sémiotique pour les propositions

Peut-on distinguer différents registres de représentation sémiotique pour les propositions
mathématiques 7 Dans 'article déja cité, Duval évoque a plusieurs reprises le registre de
la langue naturelle, et une fois le registre de l’écriture symbolique du calcul des prédi-
cats. Duval fait ici la méme distinction que C. Laborde entre langue naturelle et écriture

symbolique.

Ce point de vue tend a assimiler formalisation et symbolisation. La formalisation est
simplement une mise en forme codifiée. La symbolisation oblige bien siir a la formalisation,
puisqu’il faut respecter les regles d’utilisation des signes, mais on peut formaliser sans
symboliser. Par exemple, on peut s’astreindre a expliciter les quantificateurs et a les
placer en téte de la proposition, comme dans la proposition « quel que soit ’entier naturel
n, si n est divisible par 4 alors n est pair », qui est déja une formalisation de la proposition
« tout entier naturel divisible par 4 est pair ». Une distinction fondamentale entre ces deux
propositions est 1'utilisation d’'une variable dans la premiere, qui est une symbolisation,
mais pour ne pas avoir a discuter du niveau de symbolisation nécessaire pour qu’'une
proposition appartienne au registre de l’écriture symbolique du calcul des prédicats, je
préfere introduire le registre de l’écriture formalisée du langage des prédicats, caractérisé
surtout par des reégles régissant 1'utilisation d’éléments spécifiques (connecteurs logiques
du calcul propositionnel et quantificateurs « pour tout », « il existe »), et non par le fait
que ces éléments soient notés sous forme symbolique ou non. Deux contraintes de mise en
forme permettent de dire si une proposition appartient ou non a ce registre :

— l'expression des quantifications a ’aide des quantificateurs « pour tout », « il existe »
(ou une autre expression équivalente, voir les précisions sur le terme « quantificateur »
page 140), c’est-a-dire qu’elles ne sont pas présentes de maniere implicite, ou exprimées
par d’autres termes que ces quantificateurs.

Nous allons voir a travers quelques exemples que les mathématiciens ne s’expriment pas

soit dans le registre de la langue naturelle, soit dans le registre de I’écriture formalisée du

langage des prédicats, que je nommerai dans la suite plus simplement registre formalisé,
soit dans celui de I’écriture symbolique du calcul des prédicats, que je nommerai dans la

suite plus simplement registre symbolique, mais se trouvent souvent dans un registre que
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je me contenterai d’appeler registre intermédiaire. Par exemple :

— Les entiers divisibles par 4 sont pairs : registre de la langue naturelle

— Tout entier multiple de 4 est pair : registre de la langue naturelle

— Si 4 divise n, alors n est pair : registre intermédiaire, la quantification universelle sur
n est implicite

— Quel que soit I'entier naturel n, si 4 divise n, alors n est pair : registre formalisé'”

— Quel que soit 'entier naturel n, si n est un multiple de 4, alors n = 2k avec k € N :
registre intermédiaire, la quantification existentielle sur k est exprimée par « avec »

— Quel que soit 'entier naturel n, si n est un multiple de 4, alors il existe k € N tel que
n = 2k : registre formalisé

- VneN ((Hk‘ eENn=4k)= (I e Nn = 2/{:’)) . registre symbolique

Envisager ainsi en termes de conversion entre des registres cette pratique de reformulation

dont les mathématiciens usent largement permet de s’appuyer sur les résultats de R. Duval

pour défendre les deux idées suivantes :

— T'utilisation de différentes formulations est nécessaire a la compréhension des proposi-
tions mathématiques,

— ces reformulations peuvent créer des difficultés pour les éléves, dues notamment a des
problemes de non-congruence. Par exemple, la proposition « la suite u est croissante a
partir d’un certain rang » peut se reformuler « il existe un entier naturel N tel que pour
tout entier naturel n > N, u,,1 = u,. La quantification « il existe un entier naturel
N » qui correspond a « a partir d'un certain rang » est a placer en téte de proposition,

et non a la fin.

2.2.5 Formalisation des propositions et démonstrations

Nous retrouvons cette nécessité de disposer de différentes formulations dans l'article Un-
packing the logic of mathematical statements de A. Selden et J. Selden, ou les auteurs
suggerent que les différentes formulations d’un théoreme participent de la compréhension

que peut en avoir un étudiant et définissent la notion de statement image :

Most mathematics, whatever its origins, is eventually recorded and commu-
nicated using statements, including definitions, theorems, and conjectures.|. . . |
Theorems, in particular, are often remembered because they state how mathe-
matical concepts are related. To statements of lasting significance, a person
may attach rich mental structures, which we call statement images. These are
meant to include all of the alternative statements, examples, nonexamples, vi-
sualizations, properties, concepts, consequences, etc., that are associated with
a statement. Such associations can arise from noticing relationships, such as

seeing an example which illustrate a theorem ; from repetition, such as using

17. Les propositions « n est pair » et « il existe un entier k tel que n = 2k » relévent toutes deux du
registre formalisé. Ce qui les distingue est juste un choix différent dans les mots et signes utilisés.
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a theorem many times on one type of problem; or from affect, such as dis-
covering a proof technique after many attempts.!® (Selden & Selden, 1995,
p. 133)

Parmi les différentes formulations d’une proposition, ils distinguent les énoncés formels et
les énoncés informels, les énoncés formels étant ceux construits a partir d’une utilisation,
en mots ou en symboles, des connecteurs et des quantificateurs du langage des prédicats.
Par exemple, une proposition telle que « une fonction dérivable est continue » est un énoncé
informel équivalent a la proposition « pour toute fonction f, si f est dérivable, alors f est
continue ». L'utilisation des registres de représentation sémiotique est un moyen plus précis
pour distinguer différentes formulations plutét que la seule opposition informel/formel que
A. Selden et J. Selden ne définissent pas vraiment. Ils apportent cependant un élément
supplémentaire pour 'analyse des propositions avec ce qu'ils appellent unpacking (the
logical structure of) an informal statement, que 1'on pourrait traduire par mettre au jour
la structure logique d’un énoncé informel. Par exemple, les propositions « n est pair » et « il
existe un entier k tel que n = 2k » sont toutes les deux exprimées dans le registre formalisé,
mais la structure logique n’est mise au jour que dans la deuxieme. Cette structure logique
est importante pour l'insertion d’une proposition dans une démonstration, qu’il s’agisse

de 'utiliser ou de la démontrer.

A. Selden et J. Selden suggerent que les énoncés informels sont plus opératoires pour
la compréhension intuitive des relations entre les concepts, alors que les énoncés formels
contiennent la précision nécessaire pour la validation des démonstrations. L’hypothese qui
est au centre de 'article est que les étudiants qui ont des difficultés a mettre au jour la
structure logique d’un énoncé ont également des difficultés a valider une démonstration de
cet énoncé. Nous retrouvons la ce qui motive le travail de formalisation du langage dans les
différents systemes logiques que j’ai évoqués : assurer la validité des raisonnements de par
leur forme, et produire des schémas de raisonnements valides dans lesquels seule la forme
logique des propositions intervient. Pour A. Selden et J. Selden, les étudiants avancés
dans leurs études de mathématiques doivent étre capables d’associer a un théoreme la

structure de sa démonstration ou sa structure logique :

Since proof validation includes the production or recognition of proof fra-

meworks, it is reasonable to expect statement images of theorems for more

18. Une grande partie des mathématiques, d’olt qu’elles viennent, est finalement mémorisée transmise
sous forme d’énoncés qui peuvent étre des définitions, des théorémes, des conjectures. [.. .| En particulier,
on se souvient souvent des théorémes parce qu’ils indiquent comment des concepts mathématiques sont
reliés. A des énoncés qui ont une signification prégnante, une personne va associer des structures men-
tales riches, que nous appelons statement images. Elles incluent toutes les variantes de formulation, les
exemples, les contre-exemples, les représentations mentales, les propriétés, les concepts, les conséquences,
etc., qui sont associés a un énoncé. De telles associations peuvent provenir du constat de certaines rela-
tions, comme quand nous voyons un exemple qui illustre un théoreme; de la répétition, comme quand
nous utilisons plusieurs fois un théoréme dans un type de probléme; ou de I'affect, comme quand nous
découvrons une technique de démonstration apres de nombreuses tentatives.
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advanced students to contain proof frameworks or the associated formal sta-
tements. 1 (Selden & Selden, 1995, p. 134)

Les auteurs notent également que la « réciproque » de leur hypothese n’est généralement
pas vraie, c’est-a-dire que les étudiants qui arrivent a mettre au jour la structure logique

d’un énoncé ne sont pas toujours capables de valider sa démonstration.

2.3 Synthese de ’étude didactique

V. Durand-Guerrier conclut son cours a la XvI® école d’été de didactique des mathéma-
tiques, intitulé Quelques apports de l’analyse logique du langage pour les recherches en

didactique des mathématiques en ces termes :

L’analyse logique du langage, parce qu’elle permet de débusquer des ambi-
guités et des implicites, contribue a questionner l'illusion de transparence du
langage mathématique, et met en valeur 'importance des catégories logiques
dans le processus de conceptualisation.

Un autre versant des apports de 'analyse logique du langage est celui
du recours aux modélisations logiques disponibles pour analyser les preuves
et étudier les situations de validation qui sont au cceur de l'activité et des

apprentissages mathématiques. (Durand-Guerrier, 2013, p. 262)

L’analyse de la tache du labyrinthe (issue de Durand-Guerrier, 1996) illustre ces deux
utilisations : d'une part elle montre comment la pratique de quantification universelle
implicite des implications, transparente pour les enseignants, ameéne un malentendu avec
certains éleves, d’autre part elle propose une modélisation logique du raisonnement de ces
éleves qui en montre la cohérence, méme s’il les ameéne a une réponse qui n’est pas celle
attendue par les auteurs de la tache. Pour une telle analyse, la logique des prédicats est une
référence qui permet notamment de prendre en compte les phénomenes de quantification.

Elle est ainsi la logique pertinente pour I'étude didactique.

Le langage des prédicats dont nous nous sommes servi est un langage formel. Le langage
utilisé par les mathématiciens s’en rapproche plus ou moins. C. Laborde montre que 1'on a
recours en mathématiques a deux codes, celui de I’écriture symbolique et celui de la langue
naturelle, qui sont en interaction. L’utilisation conjointe de ces deux codes nécessite des
adaptations de I'un ou de 'autre, spécifiques de cette interaction. Ainsi, I'apprentissage
par les éleves de l'utilisation du code de I'écriture symbolique ne peut pas se réduire
a la connaissance de la signification et de la manipulation des symboles. Il faut aussi
apprendre a utiliser ces écritures symboliques a l'intérieur de formulations ou elles sont

en interaction avec la langue naturelle. Les adaptations nécessaires a cette insertion font

19. Puisque la validation d’une démonstration inclut la production ou la reconnaissance de sa structure,
il est raisonnable d’attendre que les statement images des théorémes contiennent, pour des étudiants
avanceés, les schémas de preuve ou les énoncés formels qui leur sont associés.
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2.3

partie des pratiques familieres au mathématicien et au professeur de mathématiques, mais

peuvent poser des problemes aux éleves.

Une autre pratique familiere aux mathématiciens est la reformulation d’une proposition
dans une expression adaptée a ses besoins mathématiques. J’ai proposé de faire un pa-
rallele entre cette notion de reformulation et la coordination de différents registres de
représentation sémiotique, au sens de R. Duval : le registre de la langue naturelle, le
registre intermédiaire, le registre de 1’écriture formalisée du langage des prédicats, le re-
gistre de I’écriture symbolique du langage des prédicats. Ce paralléle permet d’insister sur
la nécessité de ces différentes formulations pour la compréhension des propositions (au
sens ou différentes représentations sémiotiques participent a la compréhension), et sur les
possibles difficultés pour passer de I'une a l'autre liées notamment a des phénomenes de
non-congruence (difficulté bien identifiée de la coordination de différents registres, puis-
qu’il n’y a généralement pas de procédure « automatique » pour convertir une proposition

d’un registre a un autre).

Certaines reformulations se font a I'intérieur d’'un méme registre, elles consistent a mettre
plus ou moins au jour la structure logique d'une proposition. La reformulation est ainsi une
sorte d’écriture a contraintes : il s’agit de ré-écrire une proposition dans un langage donné.
Selon A. Selden et J. Selden, des formulations mettant au jour la structure logique d’une
proposition sont importantes dans 1’élaboration et la validation des preuves, puisqu’elles

permettent un lien entre structure de la proposition et structure de la preuve.

94



Conclusion des études

épistémologique et didactique

A partir d’une étude épistémologique d’une part, et en m’appuyant sur des travaux di-
dactiques d’autre part, mon but dans cette partie était de déterminer des caractéristiques
pertinentes d’un savoir de référence pour I’enseignement de notions de logique. Du point
de vue épistémologique, j’ai proposé une étude de différents systemes logiques, depuis
I’Antiquité grecque jusqu’a la constitution récente de la logique mathématique. Je vais
rappeler les invariants et les différences entre les systemes étudiés, en les organisant selon
quatre axes : le travail sur le langage, la validité des raisonnements, la nécessaire forma-
lisation et la dialectique entre syntaxe et sémantique. Du point de vue didactique, j’ai
sélectionné des travaux mettant en évidence I'apport de I'analyse logique pour des ques-
tions didactiques sur le raisonnement et le langage. Je compléterai par une perspective

didactique les résultats de I'étude épistémologique dans chacun des axes dégagés.

Le travail sur le langage

Tous ces systémes sont construits a partir d’un travail sur le langage. Raisonner nous per-
met d’accéder a des vérités a partir de vérités déja la, et nous amene a énoncer un jugement
en utilisant d’autres jugements. Nous raisonnons en utilisant des propositions, au sens naif
donné des Aristote de « discours dans lequel réside le vrai ou le faux » (Aristote, 2008,
p. 95). Pendant longtemps, a la suite d’Aristote, la proposition élémentaire est analysée
en sujet-copule-prédicat, le sujet pouvant étre prédiqué universellement ou particuliere-
ment, et la copule pouvant étre affirmative ou négative, ce qui donne quatre types de
propositions. Chez les Stoiciens, des propositions simples sont liées par des connecteurs,
et nous trouvons dans la logique de Port-Royal une étude tres fine des propositions ainsi
composées. L’analyse de la proposition en sujet-copule-prédicat est cependant insuffisante
pour décrire les propositions mathématiques, et il a fallu attendre Frege pour qu’a la fin
du x1X° siecle, elle soit remplacée par une analyse en termes de fonction et argument qui
permet deux choses essentielles pour le langage mathématique : d'une part de considérer

des prédicats (propriétés) a plusieurs places, d’autre part de sortir 'opération de quanti-
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fication de la proposition en la faisant porter par des quantificateurs qui agissent sur des

variables.

Le langage actuel des mathématiciens s’inspire du formalisme de Frege, mais n’est en
aucun cas une utilisation stricte d’'un langage formel. Nous avons vu avec la these de
C. Laborde (Laborde, 1982) qu’il est le lieu de l'interaction des deux codes de I’écriture
symbolique et de la langue naturelle. Les enseignants ont une pratique familiere des parti-
cularités de ce langage, mais elles peuvent poser des difficultés aux éleves, qui « découvrent

en méme temps les objets mathématiques et la fagon d’en parler » (Hache, 2014).

Nous pouvons distinguer deux niveaux dans ’analyse du langage, présents des la logique
antique. D une part, la logique des propositions les étudie d’un point de vue syntaxique en
en donnant les regles de construction des propositions, et d’un point de vue sémantique en
décrivant l'effet de la composition de propositions (a 1’aide de connecteurs) sur les valeurs
de vérité. D’autre part la logique des prédicats « rentre a I'intérieur » de la proposition, en
détaillant ses constituants. La seule logique propositionnelle est insuffisante pour décrire
les propositions et le raisonnement mathématiques, et plusieurs travaux ont montré la
pertinence de la logique des prédicats comme référence pour ’analyse didactique, notam-
ment parce qu’elle permet de prendre en compte les phénomenes de quantification qui
sont essentiels en mathématiques. La mise au jour de la structure logique des propositions
aide & déceler la complexité de certaines formulations (voir I'exemple des propositions

« composées au niveau du sens » données en page 50).

L’analyse de la tache du labyrinthe (issue de Durand-Guerrier, 1996) montre comment
la pratique de quantification universelle implicite des implications, transparente pour les
enseignants, amene un malentendu avec certains éleves. L’interprétation des énoncés pro-
duits dans la classe de mathématiques demande donc de prendre en compte une dimension
pragmatique : 'interprétation de certains signes utilisés dans ces énoncés n’est pas réduc-
tible a leur relation a un signifié, mais nécessite la prise en compte d’un contexte de
production de cet énoncé. Dans son habilitation a diriger des recherches, V. Durand-
Guerrier reprend une définition présentée par U. Eco de la dimension pragmatique : « le
signe est ici percu en fonction de ses origines, et des effets qu’il a sur les destinataires, les
usages que ceux-ci en font, etc... » (Durand-Guerrier, 2005, p. 114), et défend la these

suivante :

Dans l'analyse des raisonnements, la prise en compte de la dimension sé-
mantique dans I'analyse des énoncés fait émerger des interprétations possibles
qui doivent étre examinées sous l’angle pragmatique, en référence au contexte,
a la situation d’énonciation et aux connaissances du sujet.

Dans une perspective didactique, ceci permet d'une part d’enrichir ’ana-
lyse a priori des situations proposées, d’autre part d’interpréter de maniere
plus fine les productions langagieres des éleves et de prendre en compte de

maniére rigoureuse leurs connaissances. (Durand-Guerrier, 2005, pp. 115-116)
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La validité des raisonnements

Tous les systemes logiques étudiés sont établis comme des contributions a la science du

raisonnement. Mais les positions different entre ceux qui voient la logique comme un art

et ceux qui voient la logique comme une science, entre ceux qui utilisent la logique pour
décrire le raisonnement et ceux qui veulent en faire 1’outil méme du raisonnement.

— Chez Aristote et chez les Stoiciens, la logique est présentée comme une théorie formelle
du raisonnement, cette théorie établie pouvant ensuite étre utilisée comme outil par
les autres sciences. J’entends par la que la validité des raisonnements est assurée par
leur forme et le fait qu’ils sont, ou qu’ils se rameénent a ’aide de quelques regles a, des
raisonnements primitifs acceptés comme valides.

— Pour les auteurs de la logique de Port-Royal, « la logique est ’art de bien conduire sa
raison dans la connaissance des choses » (Arnauld & Nicole, 1992, p. 30). Ils exposent
les regles du raisonnement (la syllogistique aristotélicienne), tout en précisant que les
erreurs des hommes « viennent bien plus de ce qu’ils raisonnent sur de faux principes,
que non pas de ce qu’ils raisonnent mal suivant leurs principes » (Arnauld & Nicole,
1992, p. 167). Ici, garantir la validité des raisonnements n’est pas ressenti comme une
mission importante de la logique.

— Dans Les lois de la pensée, G. Boole se donne comme but « d’étudier les lois fondamen-
tales de 'esprit par lesquelles s’effectue le raisonnement ; de les exprimer dans le langage
symbolique d’un calcul, puis sur un tel fondement, d’établir la science de la logique et
de constituer sa méthode » (Boole, 1992, p. 21). Ici, la logique est posée comme étant
une science, elle est la théorie mathématique du raisonnement.

— Chez Leibniz et chez Frege, la logique doit fournir un systeme de signes dans lequel
pourront s’exprimer les raisonnements, cette expression formelle étant la garantie de
leur infaillibilité.

Nous retrouvons dans l’enseignement cet attachement a la forme comme garantie de la

validité du raisonnement. Ainsi, au college, au moment de l'initiation au raisonnement

déductif, il n’est pas rare de voir proposés des canevas de démonstrations, des démonstra-
tions pré-organisées a remplir avec les « bonnes » propositions, ou des mots ou groupe de
mots devant étre mis a une place bien précise dans les inférences (méme si ces mots sont
issus du langage courant, le fait de leur conférer une place bien précise en fait presque des

mots-signes qui perdent leur sens au profit d'un réle syntaxique).
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M. Gandit, dans son article Preuve ou démonstration, un théme pour la formation des
enseignants de mathématiques : premiére partie, dénonce la place trop importante que
prend 'aspect formel d’'une preuve au début de I'apprentissage de la démonstration au

college :

Les épisodes de vie de classe que nous avons choisi de décrire nous ont
permis d’expliciter des régles d’un contrat didactique coutumier par rapport a
la démonstration, en vigueur au college, voire au lycée, ou la forme du discours
I’emporte sur le sens de la preuve. Ce contrat repose sur les représentations
qu’ont les enseignants de la preuve, mais aussi de la facon dont on peut I'ensei-
gner. Il induit chez nos éleves des attitudes qui s’opposent a celles qui prévalent
dans la communauté mathématique. Ce n’est pas acceptable si I'on a le souci
d’assurer une véritable formation mathématique a nos éleves. (Gandit, 2004,

p. 49)

En lien avec ce commentaire, soulignons une différence importante entre la logique de Port-
Royal, qui revendique son non-formalisme, et les autres systemes étudiés. Elle est écrite
dans un but pédagogique, c’est un traité scolaire, qui s’adresse a des personnes voulant
s’exercer au raisonnement. Les autres ceuvres étudiées sont des ouvrages scientifiques, qui
théorisent le raisonnement, qui cherchent a en décrire le fonctionnement. De fait, ne pas
abuser de la formalisation au moment de la découverte du raisonnement déductif ne veut
pas dire que cette formalisation ne puisse pas apporter ultérieurement un éclairage a qui
commence a en avoir une bonne pratique. Ainsi, au niveau de I’enseignement supérieur,
A. Selden et J. Selden (Selden & Selden, 1995) suggerent de présenter les théorémes et
les définitions dans une formulation informelle, qui permet la compréhension intuitive, et
dans une formulation formelle, qui permet de faire le lien avec la structure d’une preuve

et le controle de sa validité.

La nécessaire formalisation

Dans le travail sur le langage, il y a une différence importante entre Aristote, les Stoiciens,
la logique de Port-Royal d'un coté, et Leibniz, Boole, Frege de 'autre : les premiers se
contentent du langage courant pour exprimer les raisonnements, les seconds proposent un
autre langage, celui de I'algebre pour Leibniz et Boole, et un systeme de signes nouveaux

pour Frege.

Pour autant, ces systemes peuvent tous étre qualifiés de formels, dans le sens ou ils

proposent une mise en forme des propositions et des raisonnements selon un code plus ou

moins contraignant :

— les auteurs de la logique de Port-Royal revendiquent cependant de ne pas étre trop
formels. De fait, la classification des propositions et des syllogismes selon leurs formes

est une présentation dont ils héritent, et pour montrer qu’il n’y a rien d’'intéressant a
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s’attacher a la forme, ils n’utilisent pas de variables pour donner des schémas, mais des
exemples prototypiques.

— Aristote utilise des variables aux places que prennent les termes dans les syllogismes.
Il dégage ainsi des lois logiques qui sont une formalisation de certains raisonnements.
Par contre, il ne s’attache pas a formaliser le contenu de la proposition, et dispose de
plusieurs fagons de dire chacun des quatre types de propositions.

— Les Stoiciens utilisent également des variables, mais aux places des propositions. Et ils
semblent plus attachés a I'idée d’utiliser toujours les mémes mots pour les connecteurs,
introduisant en cela des constantes logiques dans le langage.

— Avec Leibniz, puis Boole et Frege, 'approche formelle de la logique est totalement
assumée. Elle en permet un traitement rigoureux, a l'image de ce qui se fait en mathé-
matiques.

Pour ce qui est de la formalisation du langage, j’ai distingué trois registres de représen-

tation sémiotique, au sens de R. Duval : le registre de la langue naturelle, le registre

intermédiaire, et le registre formalisé. Cela me permet d’éviter, pour une proposition ma-
thématique, une utilisation des qualificatifs « formelle » ou « informelle » qui ne serait
pas fondée sur des criteres distinctifs tres clairs. Dans 'activité mathématique, I'interac-
tion entre écriture symbolique et langue naturelle s’accompagne d'une dialectique féconde
entre différentes formulations d’'une proposition ou la part de chacun des deux codes
varie. Ces différentes formulations relevent chacune de 'un des trois registres mention-
nés ci-dessus. Le mathématicien sait choisir la formulation la plus adaptée a son travail
mathématique. En reliant cette notion de reformulation aux registres de représentation
sémiotique de R. Duval, nous pouvons alors, a I'instar de ce qu’il dit d'une facon générale
sur les registres de représentation sémiotique, arguer d'une part que ces différentes formu-
lations sont nécessaires a la compréhension, d’autre part que les reformulations mettant en
jeu des changement de registre peuvent s’accompagner de problémes de non-congruence

particulierement complexes pour les éléves.

Dans une perspective didactique, une autre formalisation est a questionner : celle des
connaissances sur les notions de logique. R. Douady, dans son article Jeuz de cadres et
dialectique outil-objet, dit qu'un concept mathématique est outil « lorsque nous focalisons
notre intérét sur 1'usage qui en est fait pour résoudre un probleme », et entend par objet
« I'objet culturel ayant sa place dans un édifice plus large qui est le savoir savant a un
moment donné, reconnu socialement » (Douady, 1986, p. 9). Les notions de logique sont
forcément présentes dans la classe dans leur dimension outil de 'activité mathématique.
Mais expliciter des connaissances a leur sujet signifie les considérer également dans leur
dimension objet. Comment décontextualiser et formuler ces connaissances sur les notions
de logique, de fagon a ce qu’elles prennent place dans un corpus de connaissances mathé-
matiques plus large, et puissent étre réinvesties? Il n’existe pas actuellement de corpus

se présentant comme la logique des mathématiques, pour la constitution duquel il aurait
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effectivement fallu se poser la question de la formalisation nécessaire de ses énoncés, puis

la question des adaptations de cette formalisation dans un contexte d’enseignement.

La dialectique entre syntaxe et sémantique

La syntaxe s’occupe de la construction des expressions. Une approche syntaxique permet
de déterminer si une expression est bien construite ou non sans avoir besoin d’avoir acces
au sens des signes avec lesquels elle est construite. La sémantique s’occupe du sens, c’est-
a-dire de l'interprétation des signes. En mathématiques, un regard syntaxique sur une
proposition permet de dire si elle est bien formée (ce qui n’est pas le cas par exemple
de « Vxdy > x », x et y étant des variables astreintes a R, qui serait pourtant peut-étre
tolérée comme expression signifiant « pour tout réel, il en existe un qui lui est strictement
supérieur »), d’en dégager la structure logique. Par exemple, « si p est premier et divise
ab, alors p divise a ou p divise b », dans lequel les variables a, b, p sont astreintes a Z, a

une structure globale de la forme
¥pVa b ((Alp] ET B[p,a,b]) = (C[p,a) OU C[p,b]))

Un regard sémantique s’intéresse a la vérité des propositions. Il y a une dialectique entre
les deux aspects : repérer la structure d’'une proposition aide a en comprendre le sens,
comprendre le sens aide a dégager la structure, méme si en théorie cela n’est pas nécessaire
(en fait, la structure logique n’est pas toujours aussi clairement mise en évidence que dans
I’exemple ci-dessus, par exemple, pour cette méme proposition, on pourra dire également
« si p premier divise ab, alors p divise a ou p divise b », masquant ainsi la conjonction
dans la prémisse). Par ailleurs, a l'instar des régles de transformation des expressions
algébriques, des regles de transformation des propositions qui préservent 1’équivalence ont
un fondement sémantique (1’équivalence est une notion sémantique), comme par exemple
la regle qui dit que la négation de la proposition « Pour tout x, P[x] » est la proposition
« il existe au moins un z tel que NON P[z] ». Mais une fois établies ces regles, elles peuvent
étre utilisées comme des regles de manipulations des signes indépendamment de leur sens,

et étre ainsi considérées comme des manipulations syntaxiques.

Dans les systemes étudiés il n'y a pas de séparation nette entre les plans syntaxique et

sémantique, mais cette dialectique est trés présente dans :

— la syntaxe des langages proposés par Leibniz, Boole et Frege,

— les regles de transformations comme les régles de conversion des propositions chez Aris-
tote,

— les schémas de déductions, comme les syllogismes chez Aristote ou la régle du modus
ponens chez Frege.

Ces auteurs expliquent, justifient leurs choix par des considérations sémantiques, et montrent

la possibilité d’un travail syntaxique une fois ces choix faits. J. Largeault explique par
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exemple ainsi 'utilisation de la sémantique chez Frege (explication qui rappelle le schéma

de T'utilisation du systéme de Boole donné en page 63) :

Enfin, d’apres la facon dont Frege organise sa matiere et qui continuera
d’étre la sienne dans ses ouvrages postérieurs, il apparait que l'interprétation
sémantique apparait a deux moments, comme but et aboutissement de la
formalisation (établir un « calcul qui soit en méme temps une langue »), et
comme étape intuitive préparatoire a la construction du formalisme. Sous ce
dernier aspect, la sémantique est une infrastructure, un échafaudage étranger
a I’édifice lui-méme, ou si l'on préfere, elle a un peu le role de ces figures que le
mathématicien trace pour lui-méme au brouillon mais qui n’auront pas place
dans la véritable démonstration. (Largeault, 1970, pp. 104-105)

Dans sa theése Enseignement et apprentissage des équations, inéquations et fonctions au
secondaire : entre syntaxe et sémantique, R. Kouki étudie plus particulierement 'articula-
tion des dimensions syntaxique et sémantique dans 'apprentissage des notions d’équation,
inéquation et fonction. Cet aspect, présent dans un certain nombre de travaux de didac-
tique de I'algebre présentés par 'auteur, était cependant relativement peu développé. R.
Kouki montre a travers une étude épistémologique que le point de vue logique « offre
un cadre unificateur pour aborder et clarifier les concepts d’équations, inéquations et
fonctions sous le double aspect syntaxique et sémantique » (Kouki, 2008, p. 29). En s’ap-
puyant sur 1’étude des programmes et des manuels, pour laquelle il croise 1’étude en termes
de praxéologies ?° avec la catégorisation logique en termes de sémantique et syntaxe, il
montre ensuite « la prédominance des techniques syntaxiques dans le traitement de ces
objets mathématiques » (ibid, p. 343). A travers deux expérimentations (un questionnaire
et une mini-ingénierie), il montre également que peu d’éleves sont en mesure de mobiliser
une articulation entre les points de vue sémantique et syntaxique pour la résolution d’une

tache.

En ce qui concerne la logique, I’écriture d’une proposition dans un langage formalisé est
souvent jugée inutilement compliquée (méme s’il ne s’agit que de rendre les quantifications
explicites), et des formulations plus imagées lui sont souvent préférées. Par exemple, pour
exprimer que f(x) tend vers L quand x tend vers 400, on dira en Terminale « tout
intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs f(z) pour x assez grand ». La
structure logique de cette proposition n’est pas explicite, notamment 1’expression « pour
x assez grand » masque des quantifications. Si on gagne en facilité de compréhension pour
les éleves avec cette définition, on perd la possibilité de faire le lien entre structure de
la proposition et structure de sa démonstration et des transformations possibles de la

proposition (par exemple passer a la négation) sont bien plus difficiles.

20. Pour la Théorie Anthropologique du Didactique, toute activité met en ceuvre une organisation,
qu’on nomme praxéologie.
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Justification des choix faits pour la constitution d’une référence

Ces études épistémologique et didactique m’amenent a proposer dans la prochaine partie
de cette theése une référence dans laquelle la présentation des notions de logique combine
trois approches :

— a partir de la logique mathématique. L’étude historique a montré que la logique mathé-
matique est une branche récente des mathématiques qui peut étre considérée comme un
aboutissement de ce qu’ont cherché a faire différents concepteurs de systemes logiques
depuis I’Antiquité grecque. Nous avons également vu que le langage des prédicats était
particulierement adapté a la description des énoncés mathématiques puisqu’il permet
d’avoir des prédicats portant sur plusieurs variables, sur lesquelles il est facile de faire
opérer des quantificateurs. La logique mathématique est donc particulierement adaptée
comme référence formelle pour rendre compte de la logique des mathématiques.

— A partir de Pétude des pratiques langagieres des mathématiciens. J'ancre ainsi la présen-
tation de ces notions de logique dans I’activité mathématique en prenant en compte la
facon dont elles sont exprimées dans le discours mathématique. J'integre ainsi la dimen-
sion pragmatique des énoncés produits dans la classe de mathématiques, et la logique
des prédicats me sert de cadre d’interprétation de certaines formulations complexes et
parfois ambigués qui font pourtant partie des pratiques langagieres des mathématiciens,
largement importées dans la classe de mathématiques.

— A partir de travaux didactiques. J’ancre ainsi la présentation de ces notions de logique
dans la classe de mathématiques, en prenant en compte des résultats d’études didac-
tiques qui montrent les difficultés que la complexité de ces notions peut amener chez

les éleves.
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Deuxieme partie

Proposition d’une référence pour

I’enseignement de notions de logique
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J’introduis dans la transposition didactique de notions de logique au lycée un savoir de
référence entre le savoir savant et le savoir a enseigner, intermédiaire nécessaire du fait
que ce qu’il y a a enseigner reléve plus de connaissances pratiques du mathématicien
que de connaissances théoriques. Mais un tel savoir de référence n’existe pas. Il m’est
alors nécessaire de constituer une référence par rapport a laquelle je vais situer I'analyse
didactique, qui n’est pas un savoir de référence puisqu’elle n’est pas partagée et reconnue
par la communauté mathématique. Elle pourrait cependant contribuer a la construction

d’un tel savoir.

Les études épistémologique et didactique m’ont conduite a proposer une présentation des
notions de logique qui combine trois approches : une approche a partir de la logique ma-
thématique (nous avons vu, tant du point de vue épistémologique que du point de vue
didactique, que la logique des prédicats est pertinente pour 'analyse du langage et du
raisonnement mathématiques), une approche a partir des pratiques langagiéres des ma-
thématiciens (nous avons vu que les mathématiciens ne s’expriment pas dans un langage
completement formalisé et que la reformulation est féconde pour 'activité mathématique ;
le langage des prédicats est une référence, mais ne saurait alors étre le seul pris en compte),
une approche a partir de travaux didactiques (nous avons déja vu rapidement certaines

difficultés des éleves qui y ont été analysées).

Dans un premier chapitre, je propose une présentation des notions de logique qui sont
des éléments constitutifs du langage mathématique : proposition, variable, connecteur,
quantificateur. Je m’inspire largement des réflexions du logicien francgais Daniel Lacombe,
et de son polycopié cours de logique élémentaire (Lacombe, s. d.), dans l'introduction

duquel il décrit ainsi sa démarche :

Rappelons qu’il ne s’agit nullement ici de constituer quelque « systéme
formel » que ce soit. Nous nous proposons simplement d’étudier le langage
mathématique usuel (logico-ensembliste) muni de sa signification « intuitive »
ordinaire (supposée unique et bien déterminée). Nous n’essaierons pas de dis-
cuter cette signification (sinon pour préciser quelques points douteux), ni de
déterminer exactement le domaine sur lequel elle porte. Nous nous bornerons
a analyser les différents procédés linguistiques qui permettent de former des
propositions plus ou moins complexes relatives a ce domaine. (Lacombe, s. d.,

p. 1)
Je m’appuie également sur le polycopié du cours Langage mathématique®! rédigé par René

Cori (Cori, s. d.).

Dans un second chapitre, je m’intéresse aux raisonnements. Les modélisations des démons-
trations que propose la logique mathématique sont beaucoup moins connues que le langage

des prédicats. Les mathématiciens utilisent fréquemment des formulations relevant du re-

21. Ce cours s’adresse aux étudiants des parcours math, info et math-info en premiere année d’univer-
sité.
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gistre formalisé 22, ou qui en sont du moins assez proches. Par contre, la rédaction des dé-
monstrations reste éloignée du formalisme qu’en propose la logique mathématique, d'une
part parce que ces démonstrations sont ponctuées de commentaires épimathématiques qui
servent a donner des indications au lecteur sur les variables utilisées, les inférences faites,
d’autre part parce que nous choisissons dans ces démonstrations de détailler certains
passages en explicitant rigoureusement toutes les inférences, ou au contraire de passer
rapidement d’une hypothése a une conclusion sans relater tout le chemin déductif entre
les deux. Ici encore, je regarde les raisonnements en relation avec la modélisation proposée
par la logique mathématique, en prenant notamment comme référence la déduction na-
turelle, et j’ancre cette approche théorique dans I'activité mathématique en commentant
certaines pratiques dans la rédaction des démonstrations. Je détaillerai moins la présen-
tation des différents types de raisonnement que celle des éléments constitutifs du langage
mathématique, suivant en cela le choix que j’ai fait dans cette these de privilégier le pilier
langage de la logique, éventuellement au détriment du pilier raisonnement. En particulier,
je ne présente pas de difficultés des éleves par rapport aux raisonnements, pourtant mises

en évidence dans de nombreux travaux didactiques.

22. Pour la caractérisation de ce registre, voir page 90.
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3.1

Je présente dans ce chapitre les notions de logique qui sont des éléments constitutifs du

langage mathématique : proposition, variable, connecteur, quantificateur.

Je précise d’abord ce que j'appelle langage mathématique, qui se rapporte a ce qui concerne
les objets mathématiques, et eux uniquement. Je le distingue notamment du discours
mathématique dont il est une partie seulement, et qui concerne plus largement les objets

mathématiques mais aussi des personnes qui les manipulent.

A Dinstar de ce qui est fait dans les systémes logiques que nous avons étudiés au pre-
mier chapitre, je précise ensuite en premier lieu ce que recouvre l'expression proposition
mathématique, non pas en donnant une définition mathématique, mais en me basant sur
une conception intuitive de cette notion, tout en attirant ’attention sur certaines idées
erronées. Je fais ensuite de méme pour la notion de variable, en insistant particuliere-
ment sur la distinction entre variable libre et variable liée qui me parait essentielle pour
la compréhension des énoncés mathématiques (connaitre le statut des variables qui inter-
viennent dans un énoncé permet de savoir de qui parle cet énoncé). L’approche de ces deux
notions se limite ainsi a une présentation naive, mais en adéquation avec la fagon dont
peut les définir la logique mathématique. Je rappelle que ces deux notions sont absentes
des programmes, et, a ma connaissance, elles n’ont pas été 'objet de travaux didactiques
spécifiques (du point de vue de la logique, puisque la notion de variable est certes pré-
sente dans les travaux de didactique de I'algebre, mais essentiellement d’un point de vue

cognitif).

La présentation de ces notions est un préalable a celle des connecteurs et des quantifica-
teurs. Pour les connecteurs ET et OU, la négation, I'implication, et pour les quantifica-
teurs, j'adopte de fagon systématique les trois approches déja mentionnées :

— a partir de la logique mathématique, qui ancre les notions dans une référence épisté-
mologiquement adéquate;

— a partir de I’étude des pratiques langagieres des mathématiciens a travers ’expression
de ces notions dans le discours mathématique (je releve notamment des implicites et
des ambiguités qui sont potentiellement sources de difficulté pour les éleves),

— a partir de travaux didactiques, qui ont mis en évidence et analysé des difficultés des

éleves (& ma connaissance, ces travaux n’ont jamais spécifiquement porté sur les connec-
teurs ET et OU).

3.1 Langage mathématique, discours mathématique,

expressions mathématiques

Les linguistes distinguent la langue, qui est un systeme de signes qui permet la commu-
nication, du langage, qui est la mise en activité de la langue, par un sujet, a des fins

de communication (voir par exemple Rebiere, 2013, p. 221). En logique mathématique,
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3.1

un langage est un ensemble de signes, avec lesquels sont construites les formules (voir la
définition d’une formule en annexe page 446). C’est dans le sens des linguistes qu’il faut
entendre langage dans 'expression langage des mathématiciens, mais c’est dans le sens
des logiciens qu’il faut entendre langage dans 'expression langage mathématique, que je

vais maintenant décrire.

Le langage mathématique est une partie de ce que j'appellerai discours mathématique, qui
est 'ensemble des phrases, et de certains éléments de ces phrases (ceux a qui 'on peut
donner un sens méme si on les isole du reste de la phrase), prononcés, écrits, pensés dans un
contexte ou une ou des personnes font des mathématiques. Parmi elles, certaines sont des
phrases qui disent des faits sur les objets mathématiques. Ce sont ces phrases, et certains
de leurs éléments, qui constituent le langage mathématique. Elles sont des propositions
au sens déja donné par Aristote de phrases dans lesquelles réside le vrai ou le faux. Par
exemple, la phrase « Tous les nombres réels ont un carré positif » fait partie du langage
mathématique, c’est une proposition. Dans la proposition équivalente « pour tout réel x,
22 > 0 », la formalisation dans le langage des prédicats permet d’isoler les éléments & partir
desquels la proposition est construite : le quantificateur universel portant sur la variable
x, et la proposition 22 > 0, a l'intérieur de laquelle nous pouvons isoler des éléments qui
désignent des objets mathématiques : 2% et 0. Finalement, le langage mathématique est
constitué d’expressions mathématiques qui peuvent étre vues comme :

des assemblages de signes qui obéissent a certaines regles et a certaines conven-

tions, lesquelles peuvent étre soit trés générales (voire universellement ad-

mises) soit particuliéres a un contexte donné (un ouvrage, un chapitre, un

paragraphe. .. ) (Cori, s. d., p. 3)

Voici quelques exemples d’expressions mathématiques :

(a) 2o +y = —3. (¢) {z | f(x) =a}.
(b) L’ensemble des multiples de 7. (d) z+— /1 tdt.
(e) a est solution de I’équation z* — zy = 0 d’inconnue réelle z.
1
(f) La suite (uy,)nen définie, pour tout entier naturel n, par u, = ——]
n

(g) Le cercle de diametre [AB] est I'ensemble des points M du plan vérifiant
AM.BM = 0.

On peut classer les expressions mathématiques en deux grandes catégories :

— les expressions qui servent a désigner des objets mathématiques, que nous appellerons
des NOMS (qui correspondent aux termes du langage des prédicats : voir en annexe
page 449) ;

— les expressions qui disent des faits concernant les objets mathématiques ; nous les appel-
lerons des PROPOSITIONS (qui correspondent aux formules du langage des prédicats,
voir en annexe page 449). Une proposition est susceptible d’étre vraie ou fausse, c¢’est-

a-dire que cela a un sens de se demander si elle est vraie ou fausse, méme si nous
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ne sommes pas forcément en mesure de répondre a cette question. Nous reviendrons
la-dessus dans la section suivante, qui concerne les variables.

Nous dirons que deux expressions mathématiques sont SYNONYMES si :

— ou bien ce sont deux noms et ces deux noms désignent le méme objet quelles que soient
les circonstances ;

— ou bien ce sont deux propositions et ces deux propositions sont en méme temps vraies et
en méme temps fausses, quelles que soient les circonstances. Dans le cas des propositions,
on dit souvent EQUIVALENTES au lieu de synonymes.

Je préciserai plus loin ce que signifie « quelles que soient les circonstances » (voir page 113).

Certains assemblages de signes ne sont pas des expressions mathématiques. Il en va ainsi
des assemblages qui sont « mal formés », au sens ou ils ne respectent pas la syntaxe des

signes utilisés, par exemple : « cos = 22 », « {x € R ».

D’autres assemblages sont bien formés, mais ne sont pas des expressions mathématiques.
Par exemple, « nous avons donc montré que le carré d’'un nombre réel est toujours positif »
n’est pas une phrase du langage mathématique car elle ne dit pas un fait sur des objets
mathématiques, mais un fait sur 'activité d’étres humains. C’est une phrase du discours
mathématique, que nous pourrions rencontrer dans un texte de démonstration. Les phrases
exprimant une inférence, par exemple (*) : « n est pair donc n? est pair », ne font pas
non plus partie du langage mathématique. La logique mathématique formalise de telles
phrases, mais ce ne sont pas des propositions. Cela n’a effectivement pas de sens de se
demander si elles sont vraies ou fausses. On pourrait étre tenté de dire que la phrase (%)
est vraie, mais on serait géné de dire que la phrase « 3 est pair donc 3? est pair » est
vraie, pourtant elle n’est qu'une instanciation de la phrase (x). La phrase () exprime
un raisonnement, la question qui se pose par rapport a ce raisonnement n’est pas celle
de sa vérité mais celle de sa validité (voir distinction déja faite par Aristote, page 37).
Reprenant elle aussi dans sa thése! un cours de D. Lacombe, F. Rakotovoavy situe de
telles phrases, et d’autres qui plus généralement permettent de suivre le raisonnement, au

niveau épimathématique :

Nous dirons que, dans un endroit donné d’un texte mathématique donné,
un certain syntagme se situe au niveau épimathématique, lorsque ce syntagme
ne désigne aucun objet mathématique, mais fournit au lecteur une indication
sur la maniere dont il convient de compléter, de rectifier et de relier entre
elles les portions strictement mathématiques du texte environnant ce syn-
tagme, de fagon a obtenir soit une proposition mathématique correcte et com-
pléte, soit une démonstration mathématique convenablement mise en forme.
(Rakotovoavy, 1983, p. 14)

Autre exemple d’expression se situant au niveau épimathématique : « soit x un nombre

réel dont le carré est inférieur a 4 ». Cette phrase sert a introduire la variable z dans

1. Intitulée « Difficultés linguistiques et pédagogiques soulevées par ’emploi, dans les textes mathé-
matiques, de certains adjectifs marqueurs de variance. »
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le discours. Il ne s’agit pas seulement de préciser dans quel ensemble la variable x peut
prendre ses valeurs, cette phrase atteste d’'un acte d’un locuteur qui donne un nom a
un objet mathématique, et qui va ensuite dire des choses sur cet objet. Le caractere
« quelconque » de cet objet permet de savoir que ce qui va étre affirmé de x pourra
I’étre de tout nombre réel dont le carré est inférieur a 4. Par contre, une phrase telle
que : « la démonstration suivante se fait facilement par récurrence » ne se situe pas au
niveau épimathématique, ¢’est un commentaire sur 'activité mathématique, elle n’est pas

nécessaire, méme si elle peut étre utile, pour suivre le raisonnement.

Revenons maintenant aux expressions mathématiques. On les utilise comme des briques
qui permettent, comme dans un jeu de construction, de fabriquer d’autres expressions
mathématiques. Par exemple, a partir des noms z et 1, on peut former le nom x + 1.

Puis :
la proposition : z + 1 =0,
le nom : I'équation x + 1 = 0,
la proposition : I’équation z + 1 = 0 n’a pas de solution positive.

Mettre au jour une telle construction releve d’une analyse syntaxique des expressions ma-
thématiques. D'une certaine facon, c’est faire de la grammaire du langage mathématique.
L’analyse grammaticale occupe une place importante dans 1’enseignement des langues,
mais elle est peu présente dans I’enseignement mathématique (bien siir les textes officiels
soulignent I'importance du travail sur 'expression en mathématiques, mais pas au sens

d’un travail syntaxique).

Dans l'activité mathématique, la vocation des propositions est d’étre énoncées, et cette
énonciation constitue 'acte d’affirmation de leur vérité. Dans la pratique, on ne dit pas
« la proposition “tous les réels ont un carré positif” est vraie » mais simplement « tous les
réels ont un carré positif ». L’énonciation d’'une proposition constitue un acte de langage
(Austin, 1970) : Pacte d’assertion. Nous avons vu que, dans son Idéographie, Frege utilisait
un symbole pour le jugement (voir page 66) qu’il distinguait de la « simple combinaison
d’idées, a propos de laquelle celui qui I’écrit n’exprime pas s’il lui attribue la vérité ou
non » (Frege, 1999, p. 15).

Le logicien fait alors un pas de c6té pour s’intéresser aux propositions en tant qu’objets (ce
que faisaient déja Aristote et les Stoiciens, la grande nouveauté de la logique mathématique
ayant été d’en faire des objets mathématiques), notamment d’un point de vue syntaxique
en en analysant les constituants. C’est ce que nous allons faire maintenant, en commencant

par un élément caractéristique du langage mathématique : les variables.
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3.2 Variable

En mathématiques aujourd’hui, nous utilisons des lettres, majuscules ou minuscules, de
différents alphabets, pour représenter les variables. Les signes « x », « f », ou x et f sont
des variables, constituent a eux seuls des expressions mathématiques, ce sont des noms,
au méme titre que les expressions « 2 », « la fonction sinus ». L’utilisation d’une variable
en mathématiques s’accompagne de la précision du type d’objet que la variable désigne,
c’est-a-dire de la mention d’un certain ensemble auquel la variable est astreinte. Toutes
les expressions mathématiques qui peuvent étre formées avec le nom « 2 » sont encore des
expressions mathématiques de méme nature (nom ou proposition) quand on y remplace
2 par une variable x, astreinte par exemple & ’ensemble des nombres réels (sous réserve
que I'expression ait un sens pour tous les nombres réels). Ainsi, « 2 est positif » est une
proposition, au méme titre que « 22 est positif », la premiére dit un fait sur un objet qui

s’appelle z, la deuxieme sur 2.

L’inverse n’est cependant pas vrai : si on remplace la variable x par 2 dans I'expression
« pour tout réel x, x? est positif », on obtient « pour tout réel 2, 22 est positif », qui n’est
pas une expression mathématique. Il y a en effet une différence fondamentale entre les

2 est positif », c’est la possibilité de former & partir

propositions « 22 est positif » et « x
de la deuxieme proposition des expressions dans laquelle la variable x est muette, telles
que « pour tout réel x, x? est positif ». Cette proposition ne parle pas de z, elle donne
une information sur ’ensemble des nombres réels. Un cas bien connu de variable muette

(on dit aussi variable liée) est la variable d’intégration dans une intégrale?, par exemple
1

t dans / t2dt. Cette expression est le nom d’un nombre réel, qui ne « dépend » pas d’un
0
objet qui s’appellerait ¢t. D’ailleurs le nombre réel désigné par cette expression a aussi pour

nom 3’ ou la variable t ne figure pas. En revanche, la variable x n’est pas muette dans

x
I’expression / t2dt, qui est syntaxiquement proche de la précédente. Ici, 'objet désigné
0

par ce nom « dépend » de x. Un autre nom du méme objet est il))x?’, et il est impossible
de lui trouver un nom dans lequel la variable x ne figure pas. La variable z dans cette
expression est parlante (on dit aussi variable libre). On peut maintenant préciser dans
quels cas on obtient encore une expression mathématique en substituant une valeur a une
variable : une telle substitution est possible quand la variable est libre. Les variables libres
ont ainsi un réle de marque-place dans les expressions. Cette substitution qui conserve

le statut d’expression n’est pas possible dans le cas de variables muettes : I'expression
1

/ 3%d3 n’a pas de sens.
0

Revenons alors a la précision « quelles que soient les circonstances » utilisée dans la défi-
nition d’expressions synonymes (voir page 111). Les noms z et y ne sont pas synonymes,

et les propositions 2z + 6 = 0 et 2y + 6 = 0 ne sont pas équivalentes. En effet, dans

2. Les manuels de Terminale utilisent cette terminologie, en disant par exemple que la variable est
muette car « elle n’intervient pas dans le résultat ».
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ces expressions les variables x et y sont libres, ces expressions prennent différentes « va-
leurs » selon les valeurs attribuées aux variables z et y, qui n’ont aucune raison d’étre
les mémes. Ceci est souvent une difficulté, notamment pour les éleves qui ont en téte que
« peu importe la lettre choisie pour la variable », ce qui est vrai pour les variables muettes,
puisque les expressions dans lesquelles elles sont utilisées ne dépendent pas d’elles. C’est
généralement a propos de variables muettes que le professeur peut étre amené a tenir ce
discours, par exemple a propos de la variable d’intégration. Mais quand les variables sont
libres, deux variables différentes n’ont aucune raison de désigner le méme objet « quelles
que soient les circonstances ». Peut-étre peut-on s’en convaincre en tenant le raisonnement

suivant :

Supposons que les propositions (1) 2z +6 = 0 et (2) 2y + 6 = 0 soient
équivalentes, ainsi que les expressions (1’) x = —3 et (2") y = —3, alors toutes
expressions dans lesquelles (1) et (2), ou (17) et (27), seraient a la méme place,
seraient équivalentes. Par exemple, « Si 22 + 6 = 0 alors x = —3 » et « Si
2x + 6 = 0 alors y = —3 » seraient équivalentes. On voit assez facilement que

¢a n’est pas le cas.

Le statut (libre ou liée) d’une variable dans une expression est indépendant de la signifi-
cation de cette expression. Il s’agit d’une notion purement syntaxique : une variable est
liée quand elle est dans le champ d’un mutificateur (« signe qui rend muet »). Nous avons

déja vu que le signe d’intégrale / ...d... est un mutificateur, il en est de méme, par

exemple?, du signe de somme indexée Z ..., de la fleche d’application ... — ..., du

syntagme « équation d’inconnue. .. », et bien stir des quantificateurs.

Une proposition qui ne comporte pas de variables libres est une proposition close, par
exemple la proposition « il existe un réel x tel que x + 3 = 0 », dans laquelle la variable
x est astreinte a R. Une proposition qui contient des variables libres est une proposition
ouverte, par exemple la proposition « x +3 = 0 », dans laquelle la variable x est astreinte
a R. On pourrait alors étre tenté de donner un critere sémantique pour distinguer le
statut de la variable x dans ces deux propositions : des connaissances mathématiques me
permettent de savoir que la premiere proposition est vraie, alors qu’il n’est pas possible
d’attribuer une valeur de vérité a la deuxieme proposition, par manque d’information sur
I'individu z. V. Durand-Guerrier dit quun énoncé est contingent pour un sujet donné a un
instant donné « si ce sujet n’a pas les moyens de se prononcer sur la vérité de cet énoncé,
soit que la valeur de vérité de ’énoncé ne soit pas contrainte par la situation, soit que le
sujet ne dispose pas des informations nécessaires pour se prononcer » (Durand-Guerrier,
2005, p. 41). Il s’agit d’'une caractéristique sémantique et pragmatique. La proposition
« x4+ 3 =0 » est contingente dans le premier sens donné par V. Durand-Guerrier. Mais
les notions de proposition ouverte et de proposition contingente ne sont pas identiques :

une proposition telle que « 22 +3 > 0 » dans laquelle la variable x est astreinte & R,

3. La liste est loin d’étre exhaustive.

114



3.2

est une proposition ouverte, pourtant elle n’est pas contingente, en tout cas pas pour un
sujet qui sait que le carré d’un réel est positif, et donc que cette proposition est vraie

indépendamment de la variable x.

Dans certaines activités proposées aux éleves, méme si cela n’est évidemment pas demandé
explicitement, et méme si ¢a n’est pas ainsi que l'envisagent les enseignants, la tache
consiste a donner une expression sans variable muette synonyme d’une expression qui
en comporte une. C’est le cas pag exemple quand il leur est demandé de calculer la
valeur d'une intégrale telle que / r?dz, de déterminer 'ensemble des solutions d’une
équation (ici il s’agit de trouver %ne expression en extension d’un ensemble donné en
compréhension; par exemple de {z € R | z + 3 = 0}). C’est aussi le cas de la premiére

question de l'exercice suivant, extrait du manuel Transmath 1S :

On donne le trindme flx) = mx? + 4x + 2(m - 1).

1. Pour quelles valeurs de m |'équation fix) = 0 a-t-elle
une seule solution 7 Calculez alors cette solution.

2. 2) Quel est I'ensemble des nombres m pour lesquels
I'équation fix) = 0 a deux solutions distinctes?

Quel est 'ensemble des nombres m pour lesquels
flx) < 0 pour tout nombre x?

FIGURE 3.1 — Exercice extrait du manuel Transmath 1S

Dans cette question il s’agit en fait de donner une proposition équivalente a « I’équation
mx?® + 4z + 2(m — 1) = 0 a une seule solution », en 'occurrence « m = —1 OU m = 2 »
(le fait de parler de trinome astreint de maniere implicite la variable m a R*, sans cette
restriction, la proposition équivalente serait « m = —1 OU m =2 OU m = 0 »). Il est
possible de faire vivre ces notions de synonymie, et de statut des variables, dans la classe de
mathématiques, en soulignant cette équivalence, et le fait que les deux propositions parlent
de m, lors de la correction d’'un tel exercice. Elles peuvent étre également pertinentes pour
marquer la distinction entre la définition de « la suite (u,),en est majorée », et « la suite
(Up)nen est majorée par M ». La premiere proposition est équivalente a « il existe un
réel M tel que la suite (u,),en est majorée par M », la variable M est mutifiée par le

quantificateur existentiel, alors que dans la deuxiéme proposition elle est libre.

Le statut des variables dont nous parlons ici est différent de ce qui est appelé « les diffé-
rents statuts de la lettre » dans certains travaux de didactique de ’algebre, qui étudient
un statut cognitif de la lettre, c’est-a-dire des conceptions que 'on peut distinguer en
analysant 1'utilisation des lettres par une personne lors d'une activité mathématique (voir

par exemple Grugeon, 1997).

4. Un ensemble est défini en extension quand on donne la liste de ses éléments, en compréhension
quand on donne une propriété caractéristique de ses éléments.
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Du point de vue de I'analyse du langage mathématique, ces lettres sont toutes des va-
riables, qui sont des noms d’objets. Ce point de vue sur les variables n’a pour 'instant
pas été explicitement 1’objet de recherches didactiques. Je fais 'hypothése que plusieurs
pratiques font obstacle a ce qu’il vive dans la classe de mathématiques au lycée. Tout
d’abord, dans I’enseignement secondaire, les éléves entendent parler de variable essentiel-
lement & propos de variables astreintes & des ensembles de nombres® (dans le contexte de
I’algebre, ou dans le contexte des fonctions). Les éléeves rencontrent des lettres majuscules
qui sont des noms de points du plan, ou des variables qui sont des noms de fonctions,
ou de vecteurs, mais le mot « variable » n’est quasiment jamais utilisé a leur propos. Par
ailleurs, comprendre qu'une variable est un nom d’objet nécessite de distinguer ce nom
d’objet de l'objet lui-méme, c’est-a-dire distinguer le signifiant (la variable) du signifié
(un objet mathématique). Or, certaines expressions couramment utilisées masquent cette
distinction, par exemple quand on dit « a et b sont des nombres réels », avant de donner
les identités remarquables. Un tel énoncé est utilisé pour introduire des variables, il s’agit
d’un acte d'un locuteur en train de faire des mathématiques. Il s’agit méme de deux actes
confondus en une seule expression : considérer deux nombres réels et les nommer a et b.

A ce titre, cet énoncé se situe au niveau épimathématique.

3.3 Connecteurs ET et OU

3.3.1 Approche a partir de la logique mathématique

D’un point de vue syntaxique, les CONNECTEURS LOGIQUES servent a construire
de nouvelles propositions a partir d’une ou plusieurs propositions. D'un point de vue
sémantique, chaque connecteur logique est défini par son comportement par rapport aux
valeurs de vérité des propositions utilisées dans cette construction : un connecteur logique a
n places est alors défini comme une application de {V, F'}" dans {V, F'}, ou V représente la
valeur de vérité Vrai, et F' la valeur de vérité Faux. Les connecteurs le plus souvent utilisés
en mathématiques sont : NON (connecteur unaire), ET, OU, IMPLIQUE, EQUIVAUT

A (connecteurs binaires). Je reviendrai plus en détail sur chacun d’eux.

Les connecteurs binaires ET et OU permettent a partir de deux propositions P et () de
former :
— leur conjonction, qui est la proposition (P ET Q)

— leur disjonction, qui est la proposition (P OU Q)

5. Notons cependant une nouveauté dans les programmes actuels du lycée : la présence de variables
aléatoires, qui sont des fonctions, et la présence de variables en algorithmique, celles-ci présentant des
différences importantes avec les variables en mathématiques. Par exemple cela n’a pas de sens en mathé-
matiques de dire « j’affecte a la variable n la valeur n + 1 ».
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Les tables de vérité suivantes indiquent le comportement des connecteurs ET et OU par

rapport aux valeurs de vérité :

P Q P ET Q
Vrai | Vrai Vrai

Vrai | Faux Faux

Faux | Vrai Faux

Faux | Faux Faux

FIGURE 3.2 — Table de vérité du connecteur ET

P Q P OU @
Vrai | Vrai Vrai

Vrai | Faux Vrai

Faux | Vrai Vrai

Faux | Faux Faux

FIGURE 3.3 — Table de vérité du connecteur OU

Un connecteur binaire est défini en associant une des valeur Vrai, Faux a chacun des
quatre couples de valeurs de vérité. Il y a 16 fagons de faire cela et donc 16 connecteurs
binaires différents. Les tables de vérité des connecteurs ET et OU refletent le sens des
mots « et », « ou » dans la langue courante. Le fait que le connecteur OU corresponde
au « ou » inclusif est un choix arbitraire. Voici quelques propriétés des connecteurs ET et
ou :

— tout d’abord, on peut remarquer que (P ET Q) est vraie dans le seul cas ou P est vraie
et Q) est vraie, et fausse dans les trois autres, et que (P OU Q) est fausse dans le seul
cas ou P est fausse et () est fausse, et vraie dans les trois autres.

— les connecteurs ET et OU sont distributifs I'un par rapport a I'autre, c’est-a-dire que

[P ET (Q OU Q’)] est équivalente a [(P ET @) OU (P ET Q)]
[P OU (Q ET Q)] est équivalente a [(P OU Q) ET (P OU Q)]
— les propriétés suivantes sont appelées lois d’absorption :
[P ET (P OU Q)] est équivalente a P
[P OU (P ET Q)] est équivalente & P
Il y a également des regles sur le comportement de ET et OU vis-a-vis de la négation sur

lesquelles nous reviendrons dans la section 3.4.

Il est naturel d’exprimer les connecteurs ET et OU dans le discours mathématique en
utilisant les mots « et » et « ou ». Cependant, nous allons voir que tous les « et » utilisés
dans le discours mathématique ne correspondent pas a des connecteurs ET, et que, plus
souvent qu’on ne le croit, I'usage des mots « et » et « ou » en mathématiques est différent

de celui qu’on en fait dans la langue courant.
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3.3.2 Expression dans le discours mathématique
Différents « et » en mathématiques

La fonction syntaxique des connecteurs logiques ET et OU est de coordonner deux propo-
sitions. Mais dans la phrase « Pierre et Paul sont cousins » le mot « et » ne coordonne pas
les deux propositions « Pierre est cousin » et « Paul est cousin » ; il sert a lier les éléments
auxquels s’applique la propriété « étre cousins » (on pourra alors parler de et-couple, ici
la conjonction « et » n’est pas un connecteur binaire). La situation est analogue dans la
proposition « les nombres m et n sont premiers entre eux ». Par contre, il y a bien coor-
dination entre deux propositions dans la phrase « Pierre et Paul sont cousins de Jean »,
ou dans la proposition « les nombres m et n sont premiers » (on pourra alors parler de
et-propositionnel). Notons par ailleurs que, dans ce deuxiéme cas, il n’y a pas eu seulement
une opération de coordination entre les deux propositions « Pierre est cousin de Jean » et
« Paul est cousin de Jean », mais aussi une sorte de mise en facteur d'une partie qui se
répétait dans chacune des propositions, nécessitant éventuellement quelques ré-écritures
(on pourra dire que le « et » de cette derniére phrase est un et-propositionnel factorisé).
En effet, faire opérer le connecteur ET sur les propositions « Pierre est cousin de Jean »
et « Paul est cousin de Jean » donne la phrase « Pierre est cousin de Jean ET Paul est
cousin de Jean ». Ensuite, par « mise en facteur » de « est cousin de Jean », on obtient
« Pierre et Paul est cousin de Jean », qu’il faut ré-écrire pour que les regles d’accord soient
respectées, ce qui donne finalement « Pierre et Paul sont cousins de Jean ». La remarque
s’applique également dans le cas de la proposition « les nombres m et n sont premiers ».
La situation y est méme encore plus compliquée par la présence de « les nombres » qui
nécessite un rétablissement du singulier quand on veut retrouver les deux propositions
sur lesquelles opere la conjonction. Nous soulignons rarement cette opération de mise en
facteur. Pourtant, elle peut ne pas étre si évidente pour des éleves qui ne maitrisent pas
bien la langue francaise. D’autre part, il peut y avoir des ambiguités quand il s’agit de re-
trouver les propositions élémentaires qui composent la phrase. Ainsi, que signifie « Pierre
et Paul sont les fréeres d’Antoine et Julien » 7 Que les quatre sont freres ou que Pierre
est le frere d’Antoine et Paul celui de Julien? Parfois d’autres éléments permettent de
trancher. Par exemple, dans la proposition « n et m sont les successeurs de p et ¢ », on
peut considérer qu’il n’y a pas d’ambiguité en raison de I'unicité du successeur, mais ce

n’est pas le cas pour la proposition « n et m sont des majorants de p et ¢ ».

Comme nous le voyons, en mathématiques, puisque nous nous exprimons en utilisant la
langue naturelle, tous les « et » ne sont pas des connecteurs logiques. Pour clarifier les
choses, il serait pertinent de marquer la distinction. La logique mathématique propose
les symboles A pour le connecteur ET et V pour le connecteur OU, mais a la différence
des fleches pour les connecteurs IMPLIQUE et EQUIVAUT A, ces symboles ne sont pas

utilisés par les mathématiciens. Une alternative est de noter en majuscule les « et », « ou »
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qui sont des connecteurs entre propositions. Ceci ne sera pas toujours possible, comme
nous allons le voir dans I'exemple emblématique suivant : considérons la proposition « les
ensembles A et B sont non-vides et disjoints ». Elle est la conjonction, signalée par le
deuxieme « et », des propositions « les ensembles A et B sont non-vides » et « les ensembles
A et B sont disjoints », aprés mise en facteur de « les ensembles A et B sont ». Mais le
« et » placé entre A et B est et-propositionnel dans la premiere de ces deux propositions,
et-couple dans la deuxieme. Il n’est donc pas possible d’appliquer ce critere distinctif a
cette formulation condensée, il faut pour cela recourir a une formulation plus longue :
« les ensembles A ET B sont non-vides ET les ensembles A et B sont disjoints », que
I'on peut encore reformuler en : « I'ensemble A est non-vide ET I’ensemble B est non-
vide ET les ensembles A et B sont disjoints ». Ici le « et » en minuscules qui subsiste est

incontournable : c¢’est un et-couple et le connecteur ET ne saurait le remplacer.

Il y a également un troisieme usage du mot « et » qu’il est important de souligner. Prenons
comme exemple la phrase « Pierre et Paul sont les freres de Jean ». Le mot « les » joue ici
un role essentiel : cette phrase n’est pas la conjonction des deux phrases « Pierre est le frere
de Jean » et « Paul est le frere de Jean ». Le « et » utilisé, associé a ’expression « sont les »,
sert a énumérer les éléments d’un ensemble, nous parlerons alors de et d’énumération. Nous
retrouvons un tel « et » dans « 1 et 3 sont les solutions de I'équation (z—1)(x—3) =0». 11
ne s’agit pas d’un connecteur ET qui coordonne les deux propositions « 1 est la solution de
I'équation (z—1)(z—3) = 0 » et « 3 est la solution de I'équation (z—1)(z—3) = 0 ». Cette
proposition est en fait équivalente a « (1 est une solution de I’équation (z —1)(z —3) = 0)
ET (3 est une solution de l'’équation (z — 1)(z — 3) = 0) ET (pour tout réel =z,
si z est solution de I'équation (z — 1)(x —3) = 0, alors (x = 1 OU x = 3)) », qui est
la conjonction de trois propositions. Nous pourrions aussi donner une proposition équi-
valente plus simple : « pour tout réel a, (a est solution de ’équation (z — 1)(x — 3) =0
si et seulement si (e = 1 OU a = 3)) », dans laquelle il n’y a pas de conjonction mais une
disjonction. Ce passage d’'un « ou » a un « et » entre « (x —1)(z —3) = 0 si et seulement si
(x =1oux =3)» et «les solutions de ’équation (z — 1)(z —3) = 0 sont 1 et 3 » peut
laisser les éléves perplexes. Les distinctions précédentes éclairent ce changement : il ne
s’agit pas ici de la transformation d’'un connecteur OU en un connecteur ET, mais d'un

connecteur OU dans un cas, et d'un et d’énumération dans ’autre.

Une situation analogue se produit a propos de la réunion de deux ensembles. La propriété
« x appartient & AU B » est équivalente a « (x appartient a A) OU (x appartient a B) »,
mais on dira tout aussi bien « les éléments de AUB ce sont les éléments de A et les éléments
de B », en utilisant un et d’énumération. Ainsi, dans une situation ou on s’intéresse au
tirage d’une carte dans un jeu, pour déterminer la probabilité de I’événement « étre rouge

ou étre un roi », il faut compter les cartes rouges et les rois.
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Intervention du Principe du maximum d’information

Nous avons essayé de clarifier différents usages du « et » dans le langage courant qui se
retrouvent en mathématiques. Nous allons maintenant voir comment certains usages du
langage courant peuvent étre en contradiction avec la sémantique logique des connecteurs
ET et OU. En effet, comment expliquer que tant d’éleves refusent de considérer que la
proposition « 2 < 3 » est vraie? Du point de vue de la logique mathématique, cette
proposition, qui est la disjonction des propositions « 2<3 » et « 2=3 », est vraie puisque
« 2<3 » est vraie. C’est finalement exactement cet argument qui amene les éleves a dire
que « 2 < 3 » est fausse, en vertu du fait qu’ils connaissent une proposition vraie, « 2<3 »,
qui donne plus d’informations que « 2 < 3 ». Ils appliquent ainsi ce que D. Lacombe a
appelé le principe du maximum d’information, inspiré de la loi d’exhaustivité d’O. Ducrot.
Ce principe, spontanément appliqué dans la vie courante, amene une personne, lorsqu’elle
donne une information, a donner tous les renseignements dont elle dispose. Voyons un
autre exemple de mise en ceuvre de ce principe dans la classe de mathématiques, avec

I'exercice suivant proposé dans le manuel Indice de Seconde :

Compléter les phrases suivanies, soit avec « et », soit avec « ou » :
a. 1,5, 8,9, 11, 15 sont des entiers impairs ... inférieurs a 10.
b. 2, 3, 6, 18 sont des entiers multiples de 3 ... inférieurs 4 10.
. 6, 12, 18 sont des entiers divisibles par 3 ... par 2.

d. 10, 20, 60 sont des multiples de 2 ... de 5.

FIGURE 3.4 — Exercice sur les connecteurs ET et OU dans le manuel Indice

Savoir que (P ET Q) est vraie me donne des informations sur P et sur @), a savoir qu’elles
sont vraies, et je peux alors en déduire que (P OU Q) est vraie. A l'inverse, savoir que
(P OU Q) est vraie ne me donne pas d’informations sur P et sur @, et donc je ne peux
rien en déduire sur (P ET @). Nous pouvons alors dire qu’affirmer (P ET () donne plus
d’information que d’affirmer (P OU Q)5. Dans un tel exercice, il est possible et correct
de compléter toutes les propositions avec « ou », mais ¢a n’est sans doute pas ce qui est
attendu! Les éleves completeront vraisemblablement avec « et » la ou c’est possible et,
conformément au principe du maximum d’information, pourront méme avoir tendance
a considérer comme fausse la réponse « ou » dans un tel cas. Le corrigé du manuel du
professeur donne une seule possibilité pour chaque proposition (ET quand c’est possible),
allant ainsi dans le sens des éleves qui pensent qu’il n’y a qu'une « bonne réponse ».

Pourtant, cet exercice offre 'occasion de susciter un débat autour de cette question. En

6. De la méme maniére, dire que P est vraie donne plus d’information que de dire que (P OU Q)
est vraie, et la proposition « pour tout nombre réel z, si(x — 1)(xz — 3) = 0, alors (z =1 OU 2 = 3 OU
x = 2) » serait trés probablement considérée fausse par beaucoup d’éleves.
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effet, on peut s’appuyer sur le comportement des connecteurs ET et OU par rapport aux
valeurs de vérité pour préciser que parfois les deux connecteurs sont acceptables, et de

dire qu’en mathématiques il n’y a pas des propositions plus vraies que d’autres.

Comme nous l'avons vu, l'utilisation des connecteurs ET et OU en mathématiques est
moins simple qu’il n’y parait, et la difficulté ne se résume pas a la distinction entre ou
exclusif et ou inclusif. Les usages du discours quotidien sont plus souvent qu’on ne le croit

en conflit avec I'utilisation des connecteurs ET et OU en mathématiques

3.4 Négation

3.4.1 Approche a partir de la logique mathématique

Le connecteur unaire NON permet a partir d'une proposition P de former sa négation
NON P. La proposition NON P est vraie lorsque P est fausse, et fausse lorsque P est

vraie.
On a alors la propriété suivante : NON(NON P) est équivalente a P.

Les propriétés suivantes concernant la négation et les connecteurs ET et OU sont appelées

Lois de Morgan :
NON(P ET Q) est équivalente a (NON P OU NON Q)
NON(P OU @) est équivalente & (NON P ET NON Q)

Nous avons déja vu les propriétés suivantes concernant la négation et les quantificateurs

avec le carré des oppositions de Frege (voir page 70)
NON(Vz P[z]) est équivalente & 3z NON P[z]
NON(Jz P[z]) est équivalente a Vo NON P[z]

Ces équivalences servent a effectuer des manipulations syntaxiques sur les propositions,

de la méme maniere qu’on manipule les expressions algébriques. Ainsi, pour une proposi-

tion donnée, il est possible d’obtenir plusieurs propositions équivalentes a sa négation en

appliquant ces regles. Prenons par exemple la proposition (x) « Il existe un entier n tel

que n est pair ET n est un multiple de 3 ». On obtient successivement :

— sa négation : (1) « NON(II existe un entier n tel que n est pair ET n est un multiple
de 3) »

— une premiére proposition équivalente : (2) « pour tout entier n, NON(n est pair ET
n est un multiple de 3) »

— une deuxieéme proposition équivalente : (3) « pour tout entier n, (NON(n est pair) OU
NON(n est un multiple de 3)) »
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Il y a dans le vocabulaire mathématique des appellations attitrées pour la négation de
certains prédicats. Par exemple, la négation de « n est pair » est équivalente a « n est
impair ». La négation de la proposition « n est un multiple de 3 » est équivalente a la
forme négative « n n’est pas un multiple de 3 ». On obtient alors une quatrieme proposition
équivalente a la négation de la proposition (%) : (4) « Pour tout entier n, (n est impair

OU n n’est pas un multiple de 3) ».

N’importe laquelle de ces propositions sera acceptée comme étant la négation de la pro-
position (x) (et hormis les logiciens, rares sont les mathématiciens qui proposeront la pro-
position (1)). Finalement, plusieurs applications successives des régles données ci-dessus
nous ont permis de « rentrer » le plus possible la négation a l'intérieur de la proposition.
Ce que nous avons fait ici sur un exemple est toujours possible : pour toute proposition,
on peut trouver une proposition équivalente dans laquelle les négations ne portent que sur
des propositions élémentaires, c¢’est-a-dire des propositions qui ne comportent ni connec-
teur ni quantificateur. On privilégie souvent une telle formulation pour la négation d’une

proposition donnée.

3.4.2 Expression dans le discours mathématique

Alors que les mots « et » et « ou » peuvent, dans certains cas, étre dans la langue usuelle
des opérateurs sur les propositions qui correspondent aux connecteurs ET et OU, il n’y
a pas dans la langue francaise d’opérateur sur les propositions qui serait 1’analogue du
connecteur NON 7. Ainsi, 14 ott la conjonction des propositions « n est pair » et « n est
un multiple de 3 » est « directement » la proposition « n est pair ET n est un multiple
de 3 », la négation de la proposition « n est pair », qui est a strictement parler la pro-
position « NON(n est pair) », ne sera pratiquement jamais formulée ainsi; on dira plutdt

8

éventuellement « n est non pair » ©, ou plus souvent « n n’est pas pair » et méme encore

plus souvent « n est impair ».

L’exemple de la proposition (%) : « Il existe un entier n tel que n est pair ET n est un
multiple de 3 » de la page 121 montre que les choses sont encore plus complexes quand
on a affaire a une proposition comportant un connecteur ou un quantificateur. Dans le
cas d’une proposition élémentaire, la négation est donnée par ce qu’on appelle la forme
négative, généralement construite en encadrant le verbe des deux mots « ne » et « pas ».
Les éleves pratiquent régulierement a ’école primaire 1’exercice qui consiste a passer d’une

forme affirmative a une forme négative. Mais dans le cas d'une proposition quantifiée, la

7. Nous avons vu page 40 qu’'un tel opérateur existe dans la langue grecque, c’est aussi le cas dans la
langue arabe, voir les travaux de I. BEN KILANI, notamment l’article (Durand-Guerrier & Ben Kilani,
2004)

8. Le mot « non » est parfois, mais rarement, utilisé dans le langage courant associé a un adjectif (nul
et non avenu, non voyant. ..). En mathématiques, cet usage est plus fréquent : une fonction non continue,
un triangle non rectangle. .. mais il est tres rare qu’on utilise le mot « non » apposé a une proposition
comme c’est le cas pour le connecteur logique.
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forme négative ne correspond pas toujours a la négation mathématique, puisque 'on
accepte comme forme négative de la phrase « je mange toujours des fruits » tout aussi
bien la phrase « je ne mange jamais de fruits », qui ne correspond pas a la négation,
que la phrase « je ne mange pas toujours des fruits », qui correspond a la négation. Par
ailleurs, toute proposition a une négation, méme une proposition telle que« n n’est pas
premier », mais cela n’a pas de sens de demander sa forme négative puisqu’elle est déja sous
forme négative. Les éleves doivent comprendre que I'exercice « donner la négation de » en

mathématiques n’est pas le méme que « donner la forme négative de » en francgais.

Considérer la négation d’une proposition (ce qui nous arrive assez souvent en mathéma-
tiques, dans les raisonnements par ’absurde ou par contraposée, ou pour se représenter
un objet ne répondant pas a une certaine définition) va souvent nécessiter des opérations
de conversion entre le registre de la langue naturelle et le registre de ’écriture formalisée
du langage des prédicats et de traitement (voir page 89) dans chacun de ces registres. Les
propriétés vues page 121 se traduisent par des regles formelles qui permettent un traite-
ment relativement simple de la négation dans le registre formalisé, regles dont ne nous
disposons pas dans le registre de la langue naturelle. Ainsi, la négation de la proposition
« Il existe un entier qui est pair et multiple de 3 » admet au moins les trois formulations
équivalentes suivantes dans la langue naturelle :

— Il n’existe pas d’entier qui soit pair et multiple de 3

— Aucun entier n’est pair et multiple de 3

— Tous les entiers sont impairs ou non multiples de 3

Mais il n’y a pas vraiment de procédure syntaxique qui permettrait de passer d’une de
ces formulations a une autre. Ainsi, le registre formalisé parait plus str pour formuler la
négation d’une proposition que celui de la langue naturelle. Mais j’ai déja insisté sur le fait
que langue naturelle et langage formalisé étaient imbriqués dans le discours mathématique,
et une des difficultés associées a la négation est justement la nécessité de cette double
expertise, d'une part des manipulations liées a la négation dans le langage formalisé,

d’autre part des différentes expressions dans la langue naturelle.

3.4.3 Difficultés pour les éleves avec la négation
Opposition trompeuse

Une premiere difficulté des éleves, bien connue des professeurs, concerne des couples de
prédicats comme étre positif/étre négatif, étre croissante/étre décroissante, qui ne sont

pas la négation I'un de l'autre.
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Le manuel Hyperbole de Seconde propose I'exercice suivant pour alerter les éléves sur cette

confusion :

EYS Fonctions non croissantes, non décroissantes
1.fest une fonction croissante sur un intervalle I signi-
fie: « pour tous réels v et vde 1, si u = valors f(u) = f(v)».
a) Ecrire la définition d’'une fonction non croissante sur L.
b) Une fonction non croissante sur [ est-elle une fonc-
tion décroissante sur 17 lllustrer son propos avec un
graphique.

2. fest |a fonction définie sur [0; 3] par f(x)=x? - 2x + 4.
Pierre a écrit: «f(0)=4 et f(1)=1-2+4=3.

0 = 1etf(0) = f(1) donc fest décroissante sur [l'.'l;3]+»
a) Expliquer pourquoi ce raisonnement est faux.

b) Faire une conclusion correcte a partir des calculs de
Pierre, commencant par «0 =< 1 et f(0) = f(1) donc...».

FI1GURE 3.5 — Un exercice sur la négation dans le manuel Hyperbole

Cet exercice est proposé dans une rubrique « s’initier a la logique ». Comment est-ce
qu'un éléve peut écrire la définition d'une fonction non croissante sur 1°? Est-ce qu’on
s'attend a ce qu’il sache écrire la négation de la définition d’une fonction croissante sur
I donnée dans le cours? Est-ce qu’on s’attend a ce qu’il la retrouve de facon empirique
(pour montrer qu’elle n’est pas croissante sur I, il faut trouver deux éléments = et y de
I qui ne sont pas dans le méme ordre que leurs images, c’est-a-dire vérifiant x < y et
f(z) > f(y))? De la méme fagon, comment répond-il a la question 1.b)? En comparant
deux définitions ? Formulé ainsi, cet exercice ne permet pas vraiment de travailler sur ce
qu’est la négation, il permet seulement éventuellement d’appliquer les régles qui y sont
associées si elles ont été données. Il me parait plus intéressant de faire remarquer que
« f n’est pas une fonction croissante sur I » est la négation de « f est une fonction crois-
sante sur [ », puis de se demander si c’est équivalent a « f est une fonction décroissante
sur I » (on peut aussi demander quelle est la négation de « f est une fonction croissante
sur I », il y a toutes les chances que les deux réponses soient proposées). Nul besoin
d’écrire des définitions pour répondre qu’elles ne sont pas équivalentes : il est possible
de trouver une fonction f (et un intervalle I) telle que les deux propositions « f est une
fonction croissante sur I » et « f est une fonction décroissante sur I » soient fausses, ce qui
contredit la définition de la négation. Ensuite seulement, I’exercice qui consiste a écrire la
négation de « f est une fonction croissante sur I » en mettant au jour sa structure logique

permet de travailler sur les régles de formulation d’une négation.

9. Il ne s’agit d’ailleurs pas d’une définition, mais plutdt d’une propriété qui se déduit de la définition
d’une fonction croissante.
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Ambiguités de certaines formes négatives, quantifications implicites

Je mentionne rapidement un exemple bien connu d’ambiguité : celui des formulations en
« tous. .. ne pas ». L'interprétation correcte est d’entendre la phrase « toutes les boules ne
sont pas rouges » comme équivalente a « il existe une boule non-rouge », mais certaines
personnes l'entendent comme « toutes les boules sont non-rouges » (voir par exemple
Durand-Guerrier, 2005, p. 77). Je renvoie a larticle Au collége comme au lycée : une
activité sur les connecteurs ET et OU du groupe Logique de 'IREM de Paris pour des
exemples de formulations ambigués de propositions contenant négation et connecteur ET
ou OU (Groupe Logique de 'IREM de Paris, 2014).

J’insisterai un peu plus sur la difficulté a donner la négation de propositions qui relévent
du registre que j’ai appelé intermédiaire, dans lequel les quantifications ne sont pas toutes
exprimées a l'aide des quantificateurs, comme par exemple « tout intervalle ouvert conte-
nant ¢ contient toutes les valeurs u, a partir d’un certain rang », qui est la définition
proposée par le programme de Terminale S de 2011 pour exprimer que u, tend vers ¢
quand n tend vers +o0o. Dans cette définition, la quantification existentielle portant sur
N dans la définition formelle « Ve > 0,IN e NNVn € N, (n > N = |u, — {] < &) » est
cachée dans 'expression « a partir d’un certain rang », dans laquelle on peut considérer
qu’elle est devinable grace a « un certain rang ». Bien siir, on pourra toujours se servir de la
définition du programme pour exprimer le fait que w,, ne tend pas vers ¢ quand n tend vers
400, et dire que cela signifie « il existe un intervalle ouvert contenant ¢ et qui ne contient
pas toutes les valeurs wu,, a partir d'un certain rang ». Mais rien dans I'expression « I ne
contient pas toutes les valeurs u,, a partir d’'un certain rang » ne laisse deviner la structure
logique de la proposition équivalente « VN € N;dn € N, (n > N ET u, ¢ I) ». Nous
retrouvons l'idée que pour utiliser des procédures syntaxiques efficaces pour formuler et
comprendre la négation d’une proposition « il est nécessaire que la syntaxe utilisée pour
formaliser les énoncés soit en adéquation avec les regles de formation du calcul des prédi-
cats, en particulier en ce qui concerne les quantificateurs, ce qui est loin d’étre toujours

le cas dans la pratique mathématique ordinaire » (Durand-Guerrier, 2005, p. 75).

Négation et contraire

Un deuxieme obstacle, bien identifié par I. Ben Kilani dans sa thése (Ben Kilani, 2005), &
I’acquisition de la notion de négation par les éleves est son assimilation fréquente a 'idée
de « contraire ». Le contraire est défini comme étant « ce qui s’oppose par le plus grand
écart possible a une chose située sur le méme plan » (définition du Centre National de
Ressources Textuelles et Lexicales) ; on voit qu’il y a 1a une différence avec la notion de
négation qui ne contient pas cette idée de plus grand écart possible. Ainsi, le contraire de
« tous les éleves de la classe ont un téléphone portable » est bien « aucun éleve de la classe

n’a de téléphone portable ». C’est parfois ce contraire que les éléves ont a formuler dans
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les exercices de francais ou ils doivent donner la forme négative d’une phrase, toujours
est associé a jamais (il vient toujours/il ne vient jamais), tous a aucun (tous les membres
sont la/aucun membre n’est 1a). .. Nous avons vu (dans I’étude épistémologique, page 34)
qu’Aristote distinguait une relation de contradiction entre une proposition et sa négation
(qui ne peuvent ni étre vraies toutes les deux en méme temps, ni étre fausses toutes les
deux en méme temps), et une relation de contrariété entre une proposition universelle
et sa contraire (relation entre une universelle affirmative et une universelle négative, qui
peuvent étre fausses toutes les deux en méme temps mais pas vraies toutes les deux en
méme temps), auxquelles viendra s’ajouter au Moyen-Age une relation entre une propo-
sition existentielle et sa subcontraire (relation entre une particuliere affirmative et une
particuliere négative, qui peuvent étre vraies toutes les deux en méme temps mais pas
fausses toutes les deux en méme temps) (voir le carré des oppositions complet page 48).
La logique mathématique, et les mathématiques d’une fagon générale, n’ont gardé qu’une
de ces relations, la relation de contradiction, qui est la seule définissable pour toutes les

propositions en s’appuyant sur ’échange des valeurs de vérité.

Quand la négation n’est pas tout a fait ce qu’on croit

Traditionnellement, la proposition « 1_131 u, = £ » est équivalente & la proposition () :
n (o9}

« la suite (uy,)neny converge et sa limite est £ », car écrire 11111 u, pose 'existence de la
n—-+0oo
limite (finie ou infinie). De méme, la proposition « lim w, # ¢ » est équivalente a la

n—-+00
proposition (k%) : « la suite (u,)nen converge et sa limite est différente de £ ». Ainsi, bien

que la proposition (%) ait toutes les apparences de la négation de la proposition (x), il
n’en est rien puisque ces deux propositions sont fausses pour une suite qui ne converge

pas.

La proposition « lirf u, = £ » est une proposition composée au niveau du sens, au sens
n—-+00

des auteurs de la logique de Port-Royal (voir page 50), ce que nous voyons trés bien dans

la proposition (x). Formuler la négation de telles propositions est complexe, justement

parce qu’il faut exhiber les conjonctions qui y sont contenues.

3.5 Implication

Nous avons déja relevé dans les études épistémologique et didactique les nombreuses dif-
ficultés liées a la notion d’implication. Sous ce titre, je ne parlerai pas seulement du
connecteur IMPLIQUE, mais aussi de I'implication universellement quantifiée, et de la
possible confusion entre les deux, surtout dans le cas des formulations en si.. ., alors. . ..
Nous verrons également de nombreuses expressions du discours mathématique reliées a
I'implication, qu’il est important de recenser méme si cela aboutit a une liste qui peut pa-

raitre longue. Pour ce qui est des travaux didactiques, ils sont également particulierement
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nombreux sur cette notion. La longueur de la section qui va suivre est une conséquence
de ces divers points, qui montrent que l'implication est un élément majeur de l'acti-
vité mathématique, au coeur du langage, du raisonnement, et de 'articulation entre les

deux.

3.5.1 Approche a partir de la logique mathématique
Le connecteur IMPLIQUE

Le connecteur binaire IMPLIQUE permet, a partir de deux propositions P et @), de
former la proposition P = (). La proposition () est presque systématiquement appelée la
conclusion, plusieurs noms sont utilisés pour la proposition P :

— P est parfois appelée [’hypothése. Ce terme est également utilisé dans une démonstra-
tion : I'hypothese (généralement les hypotheses), c’est ce qui est posé comme vrai. Or,
nous y reviendrons ultérieurement, affirmer que la proposition P = () est vraie ne pose
absolument pas la vérité de P, et penser cela est méme une difficulté identifiée par
rapport a la compréhension de la notion d’implication.

— P est parfois appelée la condition. Mais ce terme de condition est également utilisé dans
I’expression « condition nécessaire », or, quand P = () est vraie, c’est () qui est une
condition nécessaire pour P. Par ailleurs, « condition » n’est quasiment jamais utilisé
dans le langage courant pour signifier une condition suffisante, il signale le plus souvent
une condition nécessaire et suffisante (comme dans « j’irai me promener dimanche,
a condition qu’il ne pleuve pas »), parfois seulement nécessaire (comme dans « il est
possible que j’aille me promener dimanche, a condition qu’il ne pleuve pas »).

— P est parfois appelée la prémisse, terme que j'utilise dans cette these car, a I'inverse
des deux autres, il ne présente pas d’ambiguité.

La table de vérité du connecteur IMPLIQUE est la suivante :

P Q | P=0Q
Vrai | Vrai Vrai

Vrai | Faux | Faux

Faux | Vrai Vrai

Faux | Faux Vrai

FIGURE 3.6 — Table de vérité du connecteur IMPLIQUE

Les deux dernieres lignes de cette table posent souvent probleme. Je propose trois argu-

ments pour les justifier.
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Premier argument : il n’y a qu'un nombre fini de possibilités. Examinons les autres choix

possibles :

— en choisissant la valeur Faux pour les deux cas ou P est Faux, on a la table de vérité
du connecteur ET. On veut évidemment définir un connecteur IMPLIQUE distinct du
connecteur ET.

— En choisissant la valeur Vrai pour P Faux et () Vrai, et la valeur Faux pour P Faux
et () Faux, on obtient alors les mémes valeurs de vérité pour P = (@ et pour @, et
on aurait alors P = () équivalent a @), la aussi, on attend autre chose du connecteur
IMPLIQUE que le fait d’étre équivalent a la conclusion.

— En choisissant la valeur Faux pour P Faux et () Vrai, et la valeur Vrai pour P Faux et
@ Faux, on obtient alors la table de vérité du connecteur EQUIVAUT A.

Ce premier argument montre que le choix qui est fait est le seul « raisonnable ». Cela

étant dit, argument n’est pas tres constructif, puisqu’il est basé sur I’élimination des

autres possibilités.

Je donne alors un deuxiéme argument pour essayer de convaincre que ce choix est rai-
sonnable. Demandons-nous comment persuader quelqu’un que I'implication P = () est
fausse. [’argument souvent avancé comme étant le plus convaincant est de dire que P est
vraie et () est fausse. Ceci correspond bien au seul cas de la table de vérité ou P = (@) est

fausse.

Finalement, je donne un troisiéme argument pour essayer de convaincre que cette table
de vérité correspond bien a l'usage de I'implication en mathématiques. Il est lié aux
implications universellement quantifiées : prenons par exemple la proposition « pour tout
entier naturel n, [(n est premier et n est différent de 2) = n est impair] ». Elle est vraie,
ce qui veut dire que chaque implication obtenue en attribuant une valeur a la variable n
dans la proposition « (n est premier et n est différent de 2) = n est impair » est vraie. Il

en est notamment ainsi des implications :
(2 est premier et 2 est différent de 2) = 2 est impair,
nous sommes alors dans le cas « prémisse fausse conclusion fausse »,
(9 est premier et 9 est différent de 2) = 9 est impair,
nous sommes alors dans le cas « prémisse fausse conclusion vraie ».

Ainsi, décider que 'implication P = (@) est vraie lorsque la prémisse P est fausse est la
seule maniere de pouvoir écrire des propositions de la forme « pour tout z, Plz| = Q] »,
sans se préoccuper des valeurs qui rendent la prémisse fausse pour conclure a sa vérité.

En particulier, une telle proposition est vraie lorsqu’aucun élément ne vérifie P.

Cette table de vérité nous permet de voir facilement que la négation de P = () est
équivalente & (P ET NON Q) *°.

10. Plusieurs étudiants savent « utiliser » ce résultat, notamment quand ils produisent un contre-
exemple pour infirmer une implication, car ils donnent alors un élément qui vérifie la prémisse et pas
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Implication universellement quantifiée

Le symbole =, ou une des expressions qui le traduit, est presque toujours utilisé en mathé-
matiques entre deux propositions comportant au moins une méme variable libre, comme
par exemple dans la proposition « n est pair = n est divisible par 4 ». Les mathéma-
ticiens diront (presque) tous que cette proposition est fausse. Pourtant, il s’agit d’une
proposition contenant une variable libre, nous ne pouvons pas savoir si elle est vraie ou
fausse. En se reportant a la table de vérité de 'implication, cette proposition est vraie
lorsque la variable n prend, par exemple, la valeur 4 (on a alors la proposition « 4 est
pair = 4 est divisible par 4 »), ou la valeur 3 (car la prémisse est alors fausse), et fausse
lorsque variable n prend, par exemple, la valeur 2. Mais les mathématiciens lisent cette
proposition comme une proposition close car ils associent systématiquement une quan-
tification universelle au symbole =, ou a une des expressions qui le traduit. La plupart
du temps, ils n’éprouvent alors pas le besoin d’écrire explicitement cette quantification
universelle, ce qui améne parfois des malentendus avec les éleves (voir 'exemple de la

tache du labyrinthe page 82).

3.5.2 Expression dans le discours mathématique

Quels mots associer a ce symbole = 7 Comment « lire » la proposition P = () 7 Plusieurs
expressions sont couramment utilisées : « si P, @ » (ou « @ si P ») , « P implique @ »,
« P entraine Q) », « si P alors @ »... Il y a également des expressions en lien avec les notions

de condition nécessaire et de condition suffisante sur lesquelles nous reviendrons.

Utilisation de « si »

Le mot « si » dans le langage courant Le mot « si » est une conjonction de su-
bordination, utilisé pour introduire une proposition subordonnée reliée a une proposition
principale. La subordonnée P et la principale ) sont dans le méme ordre que dans P = ()
dans I'expression « si P, Q », ou dans 'ordre inverse dans ’expression « ) si P ». Dans
Dire et ne pas dire, O. Ducrot propose une description des énoncés si p, ¢ non pas a partir
de T'existence d'un type de relation entre p et ¢, mais a partir de 'acte de supposition

accompli quand on les emploie :

[...] la these principale défendue ici est quune proposition de type si p, ¢
n’a pas pour signification premiere « p est cause de ¢ », ni « p est condition de

q » (bien qu’elle puisse servir a indiquer ces relations). Sa valeur fondamen-

la conclusion. Mais quand on leur demande d’écrire formellement la négation de P = @, ils proposent
souvent P = NON @, ou NON P = @, ou Q = NON P, bref, une implication combinant P, @ ou leur
négation !
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tale est de permettre la réalisation successive de deux actes illocutoires 't : 1°
demander a 'auditeur d’imaginer « p », 2" une fois le dialogue introduit dans
cette situation imaginaire, y affirmer « ¢ ». (Ce qui explique immédiatement
une déontologie du si : il y a des situations dont il est indécent de demander

a l'auditeur de les envisager). (Ducrot, 1991, p. 168)

Il explique a la lumiere de cette description pourquoi ’emploi du mot « si » donne a

entendre qu’il y a une relation de dépendance entre les propositions qu’il réunit :

Dans la mesure, en effet, ou on demande a 'auditeur de se placer dans
I’hypothése « p » avant de lui annoncer « g », on donne a penser qu’il y a
une certaine dépendance entre « p » et « ¢ » : sinon, on comprendrait mal
que le locuteur ait cru bon de faire précéder I'acte d’affirmation d’un acte de
supposition. La dépendance entre les deux propositions apparait ainsi comme

un contrecoup de la dépendance entre les deux actes accomplis.

Selon O. Ducrot, cette idée de dépendance associée au mot « si » empéche méme les ma-

thématiciens de 'utiliser pour marquer dans tous les cas le connecteur IMPLIQUE :

Un mathématicien n’aurait pas de répugnance particuliere a dire « si 2+2=4,
alors 2+3=>5 », car on peut envisager que la deuxieme proposition se démontre
a partir de la premiere '2. Mais il hésiterait & dire « si 24+-2=4, alors 2 n’a pas de
racine carrée rationnelle », car la démonstration de la deuxieme proposition,

dans ce cas, n’utilise pas, habituellement, la premiere.

Il explique ensuite comment la loi d’exhaustivité, qui correspond au principe du maximum
d’information décrit page 120, ameéne alors a entendre cette relation de dépendance comme

a la fois suffisante et nécessaire :

En allant un peu plus loin dans la méme voie, on peut expliquer un phéno-
mene linguistico-psychologique bien connu, qui désespére les enseignants pré-
occupés de former leurs éléves a un minimum de pensée logique. Alors qu’on
voudrait réserver 'expression si p, ¢ pour indiquer que « p » est une condi-
tion suffisante de « q », les éleves, et pas mal d’autres, tendent a comprendre
la méme expression comme désignant une condition non seulement suffisante
mais nécessaire — ou, du moins, tres favorable. La loi générale d’exhaustivité
permet de prévoir cette interprétation. Si le locuteur a restreint son affirma-

tion de « ¢ » a la supposition préalable que « p » est vrai, il est naturel de

11. Catégorie de la théorie des actes de langage d’Austin : il distingue trois aspects de acte de langage
consistant & faire quelque chose par la parole : il y a acte de locution (la production de sons appartenant
a un vocabulaire et a une grammaire, et auxquels sont rattachés un « sens » et une « référence », c’est-
a~dire une « signification », au sens classique du terme) ; l'acte d’illocution (produit en disant quelque
chose, et consistant a rendre manifeste comment les paroles doivent étre comprises en ce moment - les
mémes paroles pouvant étre comprises soit comme un conseil, soit comme un commandement, etc.) ; et
Pacte de perlocution (produit par le fait de dire quelque chose, c’est-a-dire que l'acte donne lieu & des
effets - ou conséquences - chez les autres ou chez soi) (Austin, 1970).

12. Je dirais plutot car il s’agit d’une instanciation de 'implication r+y=2=z+y+1 =241 qui
est vraie quels que soient z, y et z.
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croire, puisqu’il est censé dire le maximum de ce qu’il sait, qu’il ne pouvait pas
affirmer « ¢ » d’une fagon catégorique. Si, de plus, on refuse d’attribuer cette
incapacité a une limitation de son savoir, on doit interpréter cette restriction
de l'affirmation comme I'affirmation d’une restriction. On introduit donc I'idée

que « g » est vrai seulement si « p » est vrai. (Ducrot, 1991, pp. 169-170)

Ducrot cite ensuite d’autres utilisations du mot « si », notamment le si présuppositionnel
qui « introduit une proposition qui constituerait la présupposée de la principale si celle-ci
était employée isolément » (Ducrot, 1991, p. 176), comme dans I’exemple qu’il donne : « si
tu as soif, il y a de la biere au frigidaire ». Notons que le si présuppositionnel ne vérifie
pas la regle de contraposition (on s’en convaincra facilement en essayant avec l'exemple

donné!)

St présuppositionnel en mathématiques On retrouve également en mathématiques
un usage du mot « si » qui se rapproche de ce si présuppositionnel, quand on donne
une propriété des éléments d’un ensemble, mais qu’il faut exclure certains éléments pour

lesquels la propriété n’a pas de sens. Par exemple dans :
si x et y sont des réels strictement positifs, In(zy) =Inz + Iny

Ici, le « si » introduit une condition P : « x et y sont des réels strictement positifs » pour que
la proposition @ : « In(xy) = Inz+Iny » ait un sens. On est alors effectivement bien géné
en énoncant la contraposée de cette proposition. Ainsi, méme si une proposition comme
celle énoncée ci-dessus peut correspondre a une implication universellement quantifiée

sur des variables astreintes a R* , cette formalisation n’est pas porteuse de sens dans la

4+
mesure ou il s’agit d’une implication dont la prémisse n’impose aucune restriction. On lui

préferera une formulation simplement sous forme d’énoncé universel :

Pour tous réels x et y strictement positifs, In(zy) =Inz +Iny

Le « si » dans les définitions On utilise également le mot « si » en mathématiques
dans certaines définitions. Commencons par dire qu'une définition n’est pas une proposi-
tion. Elle pose une convention, et cela n’a pas de sens de se demander si elle est vraie ou
fausse. Elle introduit un nouveau prédicat P'[z] (par exemple « la fonction f est croissante
sur R ») comme raccourci d'une proposition P[z] (ici « pour tous réels x, y, si © < y alors
f(z) < f(y)). Elle pose une équivalence entre ces deux propositions, mais on ne peut pas
utiliser dans la définition I'expression « si et seulement si » puisque d’une certaine fagon
le prédicat P’[x] n’est pas encore introduit dans le langage. Une fois posée la définition :
« soit x € E, par définition, on dira que P'[x] si P[z] », on pourra utiliser la propriété :
« pour tout x € E, P'[x] si et seulement si P[z] ». Au vu des commentaires précédents,
cette utilisation du « si » ne correspond bien siir pas a une implication. Pour bien mar-
quer cette différence, et éviter une confusion malheureuse, plusieurs auteurs de manuels

utilisent des termes qui signalent I'aspect épimathématique d'une définition (c’est-a-dire
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qui indiquent que ¢a n’est pas une proposition : voir page 111) : « par définition », « on

dira que »...

Utilisation de « implique », « entraine »

L’utilisation des mots « implique »ou « entraine » entre deux propositions, comme c’est
le cas en mathématiques, ne se retrouve pas dans le langage courant ou il est attendu
qu’ils soient placés entre deux syntagmes nominaux, 1'un constituant le sujet, 'autre
le complément du verbe. Or, une proposition n’est pas un syntagme nominal. « n est
divisible par 4 implique n est pair » n’est donc pas une phrase correcte du point de vue de
la grammaire francaise. L’utilisation du mot « implique » en mathématiques améne ainsi

A prendre des libertés avec la syntaxe de la langue naturelle '3,

Citant W. Quine (philosophe et logicien américain du xX° siecle), V. Durand-Guerrier
signale une utilisation du mot « implique » qui « combine non des énoncés pour former
des énoncés, mais des noms d’énoncés pour former des énoncés sur des énoncés. » (Quine,
cité dans Durand-Guerrier, 2005, p. 48). Par exemple, nous pourrions dire « P et @
implique P ». Dans ce cas, nous ne nous contentons pas de considérer la proposition
« (P ET @) = P », nous affirmons aussi qu’elle est vraie quelles que soient les valeurs de

vérité des propositions P et Q).

Nous utilisons aussi le mot « implique » (ou « entraine ») dans une phrase telle que « la
convergence uniforme implique la convergence simple » (dans le cas des suites de fonc-
tions a valeurs réelles). Dans ce cas, « implique » traduit une implication universellement
quantifiée : « pour toute suite (fy)nen de fonctions a valeurs dans R, et toute fonction
f a valeurs dans R, si (f,)nen converge uniformément vers f, alors (f,)nen converge

simplement vers f ».

Le mot « implique » est présent dans la maxime « le faux implique n’importe quoi », qui
est parfois utilisée pour dire qu’une implication est vraie quand sa prémisse est fausse. Je
reviendrai sur cette maxime, pour le moment je me contente de dire qu’en 'occurrence, il
serait plus juste de dire « “le faux implique le faux” est vrai, et “le faux implique le vrai”

est vral ».

Utilisation de « si..., alors... »

Dans le langage courant comme dans le langage mathématique, « si.. ., alors. . .... » s'uti-
lise avec deux propositions. Une petite particularité a signaler toutefois : dans le langage
courant, il y a des phénomenes d’anaphore (procédé consistant a rappeler un mot ou

groupe de mots précédemment énoncé par un terme grammatical). C’est ce qui se produit

13. Une telle formulation peut étre vue comme un condensé de la phrase « le fait que n est divisible
par 4 implique le fait que n est pair ».
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dans I'exemple « si un quadrilatere a ses diagonales qui se coupent en leur milieu, alors
c’est un parallélogramme » : derriére le alors il y a un énoncé dans lequel un mot (c’)
est utilisé pour rappeler un terme de la prémisse, et cet énoncé n’est pas, pris isolément,
une proposition. Quand il y a un tel phénomene, 1’écriture de la réciproque ou de la
contraposée demande quelques réaménagements. Ainsi, quand on dit, par exemple, que la
réciproque de la proposition « si P alors (Q » est la proposition « si () alors P », cela s’ap-
plique uniquement quand les deux énoncés reliés par si. .., alors. .. sont des propositions
ayant du sens méme prises isolément, ce qui est bien stir le cas quand ils sont exprimés
dans le registre formalisé, mais ce qui est loin d’étre toujours le cas dans les exemples

proposés aux éleves, ce qui leur laisse alors la charge de ces réaménagements.

Signalons ici une difficulté dans des formulations du type « s'il existe z tel que P|x] alors

Q[z] ». Considérons par exemple :
(%) s’il existe un réel = tel que f(x) =3 alors x > 1

Comment formuler cette proposition dans le registre formalisé 7 On pourrait étre tenté de

proposer :
(Jz eR, f(z)=3)=z>1

Mais alors la variable x est muette dans la prémisse et parlante dans la conclusion, ce qui
pose probleme car la proposition ainsi obtenue contient alors une variable parlante, ce qui
n’est pas le cas de la proposition (x). On peut tres bien écrire de maniére équivalente la

proposition :
(FyeR, fly)=3)=z>1
dont on voit clairement qu’elle n’est pas équivalente a (x).

On peut alors essayer de conserver une quantification existentielle sans avoir x parlante
dans la conclusion en écrivant la proposition suivante, dont on se rendra rapidement

compte qu’elle ne convient pas :
dr eR, (f(x)=3=a2>1)

En effet, toute fonction vérifie cette derniere proposition (il suffit de prendre x = 2) alors

qu’il y a des fonctions qui ne vérifient pas la proposition ().

En fait, malgré la présence de « s'il existe » dans cette proposition (x), il s’agit d’une

proposition purement universelle. Cette proposition (x) est équivalente a :
VeeR (f(x)=3=2>1)

En fait, n’importe quelle implication universellement quantifiée « pour tout =z,
Plz] = Q[x] » peut se lire « sl existe un z tel que P[z] alors il vérifie Q[z] », formulation

utilisée notamment dans des phases de recherche d’une condition nécessaire.
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Expressions en lien avec les notions de condition nécessaire, condition suffi-

sante

Je signale ici quelques expressions utilisées en mathématiques pour dire « P = @ » :

— P est une condition suffisante pour (que) @, P suffit a @, pour (que) P il faut (que) @
— (@ est une condition nécessaire pour (que) P, pour (que) @ il suffit (que) P, il faut (que)

Q pour (que) P

Ces expressions sont particulierement complexes a utiliser du fait du double jeu entre
suffisant et nécessaire (dans P = @), qu’est-ce qui est nécessaire a quoi, qu’est-ce qui est
suffisant & quoi ? ), et entre les places dans la phrase (parfois P est en premier, comme dans
P = @, parfois P est en second). Parfois, ces formulations seront plus compréhensibles
en passant par la contraposée (par exemple, « il faut @) pour P » est peut-étre plus facile
a entendre comme « si NON @, alors NON P »).

Pour terminer, je mentionnerai une difficulté liée a l'expression « si et seulement si ».
Quand nous disons « P si et seulement si () », on dit « P si () », qui correspond a () = P,
et « P seulement si ) », qui correspond a P = (). Ainsi, quand nous commencons la
démonstration d'une équivalence « P si et seulement si ) » en montrant P = (), nous
commencons par montrer le « seulement si », et non le « si » qui vient en premier dans

I’expression.

3.5.3 Difficultés pour les éleves avec 'implication
Quantification universelle implicite

Nous avons déja vu (par exemple avec la tdche du labyrinthe, page 82) que certains éleves
interpretent la proposition « si Plz| alors Q[z] » comme une proposition ouverte pour
laquelle ils ne peuvent pas conclure si elle est vraie ou fausse, et qu’ils n’ont pas tort du

point de vue de la logique mathématique.

On pourrait alors suggérer qu’il suffit d’apprendre aux éleves que, méme s’il n'y a pas
écrit « pour tout », il faut faire comme si ¢’était le cas. Je donnerai trois arguments contre

une telle suggestion.

Le premier est lié a la négation. En effet, pour donner la négation de la proposition « si P|x]
alors Q[z] », comme elle est généralement entendue, c’est-a-dire comme une implication
universellement quantifiée, il ne suffit pas de savoir que la négation de la proposition
P = @ est la proposition (P ET NON Q) (ce qui est déja bien!), et de proposer (P[x] ET
NON Qlz]). Ici, il faut expliciter la quantification existentielle, la négation est « il existe x
tel que (P[z] ET NON Q|x]) ». Expliciter la quantification universelle aiderait les éleves

a penser a cette quantification existentielle !
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Le deuxiéme concerne le domaine de quantification. En ’absence de quantification univer-
selle explicite, le domaine de quantification (c’est-a-dire le domaine auquel la variable est
astreinte) n’est évidemment pas mentionné. Or, bien siir, la connaissance de ce domaine
est nécessaire pour se prononcer sur la vérité de I'implication. Ainsi, dans une classe ou on
demande aux éléves de se prononcer sur la proposition « si 22 > 1 alors & > 1 », certains
désaccords entre éleves peuvent étre dus au fait que certains rétablissent la quantification
universelle et pas d’autres, mais certains hésiteront aussi car c’est vrai quand les variables

sont astreintes a R, faux quand les variables sont astreintes a R.

Le troisieme argument a trait a la place et a la portée du quantificateur omis. Deux
exemples sont donnés dans Elaboration d’une formation d la logique pour les professeurs
de mathématiques (Hache & Mesnil, 2012, pp. 215-216). Je reprends ici le deuxieme.
Considérons la proposition suivante (dans laquelle la variable k est astreinte a R, et la

variable f a I’ensemble des fonctions de R dans R) :
(x) Si f est croissante alors |k| X f est croissante

Replacons maintenant les quantifications universelles, il y a deux possibilités :

— (1) : VfVEk (si f est croissante alors |k| X f est croissante)

— (2) : Vf [si f est croissante alors (Vk |k| X f est croissante)]

Ces deux propositions sont équivalentes, on peut donc a priori utiliser indifféremment
I'une ou l'autre de ces formulations. Or, examinons maintenant les réciproques :

— réciproque de la proposition (1) : Vf Vk (si |k| x f est croissante alors f est croissante)
— réciproque de la proposition (2) : Vf [si (Vk |k| X f est croissante) alors f est croissante]
Les deux réciproques obtenues ne sont pas équivalentes (la premiere est fausse, la deuxieme
est vraie). Ainsi, on ne peut pas rétablir les quantifications universelles implicites dans la
proposition () indifféremment comme dans la proposition (1) ou comme dans la propo-
sition (2).

Vérité de 'implication et vérité de la prémisse

Dans les réponses a un questionnaire proposé a des étudiants entamant leurs études a
I'université, V. Durand-Guerrier repere une conception « selon laquelle affirmer un énoncé
conditionnel, c’est affirmer son antécédent », et relie cette conception a 'utilisation d’une

implication dans les démonstrations :

Cette conception commune semble donc assez résistante, au sens ou elle
résiste a la pratique et aux savoirs acquis en mathématiques [...] On peut
naturellement mettre en relation le fait de ne pas considérer les cas qui rendent
faux 'antécédent avec la pratique scolaire usuelle ou I'implication est utilisée

t14

essentiellement pour appliquer la regle du détachement **, apres avoir controlé

que les hypotheses du théoréme sont satisfaites. (Durand-Guerrier, 2005, p. 56)

14. Ou modus ponens : de A et de si A alors B, on déduit B.
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Une telle conception amene des difficultés dans des questions faisant intervenir la contra-
posée, comme le montre V. Durand-Guerrier avec certaines réponses d’étudiants a la

question suivante :

Si un domaine plan D; est inclus dans un domaine plan D,, alors son aire
Ay est inférieure a l'aire Ay du domaine Ds.

Que peut-on dire de D; et de D, sachant que A; > Ay?

Un étudiant répond : « C’est impossible puisque D; est supposé inclus dans Dsy. Dy et Dy
sont a redéfinir. » (Durand-Guerrier, 2005, p. 55). Cette difficulté a aussi été repérée par
L. Radford dans (Radford, 1985).

Confusion entre implication et équivalence

Dans sa these L. Radford remet en question l'interprétation de certaines erreurs d’éleves
comme étant une confusion entre implication et équivalence (Radford, 1985). Il propose un
test a des éléves de Premiere (16-17 ans) dans lequel il y a trois types de question :

— Sachant que « si A alors B » est vraie, et que A est fausse, que conclure sur B 7

— Sachant que « si A alors B » est vraie, et que B est vraie, que conclure sur A7

— Sachant que « si A alors B » est vraie, et que B est fausse, que conclure sur A?

Il détecte alors quatre traitements différents de I'implication, dont le premier pourrait
étre interprété comme une confusion entre implication et équivalence, mais pour lequel

Radford parle plutot de co-occurrence :

Le premier [traitement de 'implication] est globalisant : il consiste & voir
dans les deux événements A et B de I’énoncé « si A alors B », deux événements
inséparables : I'un ne saurait se produire sans I’autre. Vu ainsi, ce traitement
semblerait relever de I’équivalence logique. Mais il n’en est rien : c¢’est une
affirmation de co-occurence qui n’a aucune signification logique. (Radford,
1985, p. 194)

Dans un tel traitement, le role de la prémisse et le role de la conclusion ne sont pas
distingués. Pour de tels éleves, dire « si A alors B » revient a dire « soit A et B, soit ni
A ni B ». Bien sir, ce traitement ne pourra pas étre mis a mal dans des situations ou il

y a effectivement équivalence entre A et B!

Le cas de la prémisse fausse

J. Rogalski et M. Rogalski, dans une perspective globale d’étude des erreurs de raisonne-
ment liées a un maniement erroné de la logique, se sont intéressés aux divers modes de
traitement de la validité de I'implication par des étudiants (J. Rogalski & Rogalski, 2004).

Ils ont conduit une étude empirique faite sur deux groupes d’étudiants entrant dans la
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préparation au CAPES de mathématiques !> de 1'université de Lille, en 1999 et en 2001.
Ils ont notamment étudié le traitement des implications a prémisse fausse, intérét qu’ils
justifient par le fait que « la situation de 'implication a hypothese fausse est a peu pres
la seule qui met fortement en évidence le saut qualitatif entre d’une part une certaine
logique usuelle, naturelle [...] et d’autre part une logique formelle ' dont la nécessité in-
tervient de fagon plus cachée en mathématiques, au point que les étudiants ne se rendent
pas compte qu’elle y est plus qu’on ne le pense a I'ccuvre » (J. Rogalski & Rogalski, 2004,
p. 177).

Des réponses a 3 items concernant des implications de type factuel (ou les propositions

en jeu sont des données immédiatement saisissables par le sujet, pratiquement sensibles,

comme la tache du labyrinthe, ou qui peuvent éventuellement étre a contenu mathéma-

tique « routinier » pour les sujets, comme la proposition « si un triangle non aplati du

plan a ses médiatrices non concourantes, alors il est équilatéral »), a prémisse fausse, leur

permettent de dégager différents profils :

— Logique (réponse du type ['implication est vraie, en général avec 'argument parce que
Uhypothése est fausse)

— Pertinent (réponse du type limplication est stupide, l'implication n’a pas de sens)

— Non conditionnel (réponse du type l'assertion est fausse car ’hypothése est fausse)

— Sans dominante (autre type de réponse ou de distribution de réponse) (J. Rogalski
& Rogalski, 2004, p. 180)

Voici la répartition dans chaque groupe :

Profil Premier groupe (107 étudiants) | Deuxieme groupe (71 étudiants)
Logique 17,7 % 21,1%
Pertinent 21,5% 23.9%
Non conditionnel 42% 39,4%
Sans dominante 18,7% 15,5%

Seules les réponses des étudiants du profil logique sont en adéquation avec la table de vérité
de l'implication, mais nous ne savons pas si c¢’est effectivement la connaissance de cette
table qui permet aux étudiants de conclure. Dans sa these V.Deloustal-Jorrand relate une
pré-expérimentation avec des étudiants en maitrise de mathématiques (quatriéme année
a l'université) (Deloustal-Jorrand, 2004). Elle a notamment demandé aux étudiants ce
qu’ils pensaient des implications suivantes (ils pouvaient cocher I'une des quatre cases
Vrai, Faux, On ne peut pas savoir, Je ne sais pas répondre) :

— 3 pair = 4 pair

— 3 pair = 4 impair

— 3 impair = 4 pair

— 3 impair = 4 impair

15. Concours qui permet de devenir professeur de mathématiques dans le secondaire.
16. Je rappelle qu’en France, les étudiants en mathématiques, et en particulier ceux qui vont préparer
le CAPES, n’ont le plus souvent aucune formation en logique mathématique.
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Ces étudiants ont suivi plusieurs séances de travail sur I'implication, et ont notamment
vu sa table de vérité. Sur 17 étudiants, 16 répondent correctement a ces questions, et

l'auteur relie cela a la connaissance de la table de vérité.

Il semble alors naturel de se demander si le fait de ne pas savoir qu’une implication est
vraie quand sa prémisse est fausse est handicapant dans 'activité mathématique. En effet,
on se retrouve assez peu souvent (je serais presque tentée de dire jamais) en situation
de devoir valider une implication en justifiant sa vérité par le fait que sa prémisse est
fausse. Par contre, on « croise » plus souvent qu’on ne croit des implications a prémisse
fausse, notamment parce qu’a chaque fois que nous affirmons la vérité d'une implication
universellement quantifiée « pour tout =, (P[x] = Q[z]) », nous affirmons en particulier la
vérité d'un certain nombres d’implications a prémisse fausse (voir le troisieme argument
en faveur du choix fait pour la table de vérité de 'implication page 128). Dans certaines
récurrences, il peut nous arriver de montrer que ’hérédité est vraie a partir d’un certain
rang ng, mais sans pouvoir initialiser la propriété au rang ng parce qu’elle n’est vraie
qu’a partir d’'un rang ny > ny (nous aurons alors montré la vérité d’implications dont la
prémisse est fausse : les implications P[n] = P[n+1] pour ng < n < ny). J. Rogalski et M.
Rogalski donnent aussi ’exemple d'une récurrence descendante, de certains raisonnements
par I'absurde (J. Rogalski & Rogalski, 2004, p. 178).

J. Rogalski et M. Rogalski étudient ensuite les réponses aux autres items du question-
naire, qui mettent en jeu des validations d’implications a contenu mathématique, des
implications « arbitraires », correspondant a la définition d’une régle (par exemple dans
un exercice inspirée d'un test célebre appelé « la tache de Wason », dans lequel il est
question de la reégle « si une carte a une voyelle sur une face, alors elle a un nombre pair
sur son autre face »), des implications de « contrat social » (par exemple dans un exercice
une maitresse dit « demain, si quelqu’un a su résoudre l'exercice, je vous donnerai des
bonbons ») (voir J. Rogalski & Rogalski, 2004, p. 179), et regardent si le regroupement
des réponses selon les profils définis ci-dessus est pertinent. Ils regardent aussi la réussite
au CAPES pour chaque profil. Globalement, il y a une meilleure réussite, au question-
naire comme au CAPES, pour les étudiants qui ont le profil logique, et une moins bonne
réussite pour les étudiants qui ont le profil non conditionnel. Les auteurs ne cherchent
pas un lien de cause a effet dans les corrélations qu’ils ont mises en évidence, c¢’est-a-dire
qu’ils ne se lancent pas dans des explications du type « les étudiants qui manifestent une
meilleure compétence mathématique ont le profil logique parce que... », ou a l'inverse
« les étudiant qui ont le profil logigue manifestent une meilleure compétence mathéma-
tique parce que... ». Ils se demandent par contre comment agir face a ce constat que
des étudiants sont regus au CAPES, et vont devenir professeurs de mathématiques, alors
que leur « aptitude a évaluer des implications pose de sérieux problemes » (J. Rogalski &
Rogalski, 2004, p. 193). Ils doutent qu’'un enseignement de logique formelle soit efficace,
mais suggerent un enseignement de logique en interaction avec l'activité mathématique,

éventuellement avec une dimension historique. Or, si des expérimentations locales et ponc-
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tuelles ont eu lieu, et ont été assez concluantes (les auteurs évoquent le débat scientifique
de M. Legrand, des cours proposés en DEUG !7 par V. Durand-Guerrier ou R. Pellissier),
les questions de logique continuent d’étre globalement absentes de la formation initiale
des enseignants de mathématiques, et 'on peut supposer que les résultats de cette étude

si elle était menée aujourd’hui ne seraient pas tres différents.

Dans la conduite des situations de débat scientifique (pratique initiée par M. Legrand,
reprise par exemple dans la brochure de M. Gandit et M-C. Demangeot, Le vrai et le faux
au collége et au lycée), dans lesquels les éleves ont & se prononcer sur la vérité ou non
d’une implication « pour tout z, si P[x] alors Q[z] », M. Legrand distingue trois catégories
de valeurs possibles pour la variable x :

— les exemples, qui vérifient la prémisse et la conclusion,

— les contre-exemples, qui vérifient la prémisse et pas la conclusion,

— les hors-sujet, qui ne vérifient pas la prémisse. (Gandit & Masse-Demongeot, 2001)
Du point de vue de la logique mathématique, la distinction entre exemples et hors-sujet
n’a pas vraiment de raison d’étre : certes, nous pouvons les associer chacun a des lignes
différentes de la table de vérité du connecteur IMPLIQUE, mais dans le deux cas, I'impli-
cation « si P[z]| alors Q[z] » est vraie. Ils interviennent par contre différemment dans les
réponses des éleves a ce type de tache : il est courant que des éleves proposent un hors-
sujet pour infirmer une implication, ou un exemple pour la démontrer. La catégorisation
proposée ci-dessus peut s’avérer utile pour identifier ces types d’erreurs (on ne prouve pas
une implication universellement quantifiée avec un exemple! on ne I'infirme pas avec un

hors-sujet, mais avec un contre-exemple!).

3.6 Quantificateurs

3.6.1 Approche a partir de la logique mathématique

Nous avons vu dans ’étude épistémologique que dans la logique Aristotélicienne, les pro-
positions sont différenciées selon un critere de quantité. La quantification est ainsi déja
présente dans cette formalisation des propositions, mais elle n’est pas séparable du reste
de la proposition (c’est-a-dire que la quantification n’est pas une opération supplémen-
taire que 'on peut faire a partir d’une proposition). C. S. Peirce (sémiologue, philosophe
et logicien américain, 1839-1914) est le premier'® & dégager toute la portée du fait de
« sortir » la quantification de la proposition en utilisant des quantificateurs qui « portent
sur un ou plusieurs individus indéterminés z, y, z, arguments d’une fonction, la distinc-

tion étant nettement faite entre le ou les quantificateurs et la formule qu’ils quantifient »

17. Diplome d’Etudes Universitaires Générales, correspondant jusqu’en 2003 aux deux premiéres années
a 'université.
18. Il reconnailt a son éleve Mitchell la paternité des symboles qu’il utilise.

139



3.6

(Blanché, 1970, p. 299). Je dirai alors qu’il y a dans une proposition :

— une quantification quand des éléments y expriment 1'idée d'une quantité,

— un quantificateur quand cette quantification est marquée par une expression possédant
la propriété de pouvoir étre séparée du reste de la proposition, qui est alors encore une
proposition.

La logique des prédicats utilise deux quantificateurs : le quantificateur universel, qui appli-

qué a une variable x astreinte a un domaine F permet d’obtenir, a partir d’une proposition

P, la proposition Vz P, et le quantificateur existentiel, qui appliqué a une variable x per-

met d’obtenir, & partir d’'une proposition P, la proposition 3z P. La proposition Vz P[z]

est vraie lorsque pour chaque élément a de I’ensemble E la proposition Pla] est vraie. La

proposition Jx Plz| est vraie lorsqu’il existe au moins un élément a de l’ensemble E tel

que Pla] soit vraie?.

Dans la pratique, on indique souvent dans la proposition le domaine auquel les variables
sont astreintes, ce qui rend parfois la succession de quantifications assez chargée, comme

dans la proposition suivante :
VeeRLIne R Ve e IVyel (Jv—y|l<n=|f(z)— fly) <e)
(uniforme continuité de la fonction f sur I'intervalle I).

Il arrive que l'on sépare les quantifications par des virgules et que l'on rassemble les
variables astreintes a un méme domaine et soumises consécutivement a un méme quanti-

ficateur, ce qui donne dans le cas présent :

Constatons tout de suite que le gain de place est minime! Conscients qu’il y a la une
écriture qui n’est pas tout a fait correcte, certains mathématiciens utilisent le produit
cartésien et écrivent : V(z,y) € I?. Il vaut beaucoup mieux s’astreindre a ne faire suivre un
quantificateur que par une simple variable. Cela permet de disposer de regles syntaxiques
simples et siires pour manipuler les propositions. De plus, dans I’exemple de la continuité
uniforme, I’écriture Vo € I Vy € I permet de mettre en évidence l'inversion de 1'ordre des
quantifications qui différencie la continuité uniforme sur I et la continuité sur I, qui, elle,

s’exprime par :

Veel,VeeRy, IneR, Vyel, (lz—yl<n=|f(z)—- f(y) <e)

19. Dans la pratique nous rencontrons essentiellement des propositions ou la quantification porte sur
une variable x qui est libre dans P, d’ou la notation P[x]. Je n’ai pas utilisé cette notation dans l’aspect
syntaxique des quantificateurs, car j’ai voulu souligner que de ce point de vue syntaxique, une proposition
telle que Va,y = 4 est correcte (et il est en fait possible de lui donner une interprétation sémantique, voir
dans 'annexe A page 451).

20. L’utilisation d’une lettre a différente de x souligne la différence entre les aspects syntaxique et
sémantique.
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Je rappelle le carré des oppositions pour les propositions contenant un prédicat unaire :
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FI1GURE 3.7 — Carré des oppositions pour les prédicats unaires avec couleurs

Pour un prédicat binaire P[z,y], selon la nature de la quantification sur z et de la quan-
tification sur y, et 'ordre de ces quantifications, nous obtenons 8 propositions closes
différentes. Mais quand les deux quantificateurs sont identiques, « 'ordre n’a pas d’impor-
tance » (c’est-a-dire que les propositions Va Vy Plz,y| et Yy Vz Plz,y| sont équivalentes,
ainsi que les propositions 3z 3y Plx,y] et Jy Iz P[x,y]). Nous avons alors, a équivalence

pres, 6 propositions :

- VaVYy Plz,y]
- Vxdy Plz,y]
— JaxVy Plz,y]
— Jx3y  Plz,y]
- Yydz Plz,y]
— JyVz Plz,y]

Sur le modele du carré des oppositions, nous pouvons alors construire un dodécagone pour
les prédicats a deux variables. Dans la figure ci-dessous (pour laquelle j’ai utilisé la méme
légende que pour la précédente), toutes les fleches rouges existantes sont dessinées. Par

contre, pour ne pas alourdir le schéma, j’ai choisi pour les fleches bleues, vertes et noires
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de ne noter que celles partant ou arrivant a la proposition 3z Vy P[z,y] ou a sa négation
VzJy NONP[z,y] :

\J'];Vﬁ Phx, aj

V\a H?H]P(y}%} +

Vx. 3 % !? [‘1! 'ﬁ]

NocVly TPy )4

=,

RN JVERR e
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9:33\?&&]

F1GURE 3.8 — Dodécagone des oppositions pour les prédicats binaires avec couleurs

Donnons également quelques propriétés des quantificateurs vis-a-vis des connecteurs ET et
OU. Dans le cas d'un ensemble fini E a n éléments {xy, o, ..., x,}, la proposition « pour
tout x € E, P[x] » est équivalente & la conjonction « P[z;] ET Plxs] ET ... ET P[z,] »,
et la proposition « il existe z € E tel que P[x] » est équivalente a la disjonction « P|x]
OU Plxs] OU ... OU P[z,] ».

Par extension, dans le cas d'un ensemble E dénombrable, E = {x1,29,...,2,,...},
nous pourrions voir la proposition « pour tout z € E, P[z] » comme « Plz;] ET P|xs]
ET ... ET Plz,] ET ... », et la proposition « il existe x € E tel que P[x] » comme « P|x]
OU Plzs) OU ... OU Plz,] OU ... ». D’'une facon générale, une quantification universelle
peut-étre vue comme une conjonction infinie, et une quantification existentielle comme

une disjonction infinie.
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Cela peut servir pour se souvenir des propriétés suivantes :

Quels que soient les prédicats P et @),

(1) on a équivalence entre :
— Va (Plz] ET Q[z]) et (Vx Plz] ET Vz Qlz])
— Jx (P[z] OU Qlz]) et (3= P[z] OU 3z Q[x])
(2) les propositions suivantes sont vraies :
— (Vz Plz] OU Vx Q[z]) = Vz (P[z] OU Q[z])
— Jo (Plz] ET Q[z]) = 3z (P[z] ET 3z Q[x])
Les réciproques de ces implications ne sont pas toujours vraies. En effet, considérons les
prédicats P[n] : « n est pair » et Q[n] : « n est impair » (pour une variable n astreinte a
N). Alors :
— la proposition « ¥n (P[n] OU Q[n]) » est vraie,
mais la proposition « (Vn P[n] OU Vn Q[n]) » est fausse,
— la proposition (In P[n] ET In Q[n]) est vraie,
mais la proposition In (P[n] ET @Q[n]) est fausse.

3.6.2 Expression dans le discours mathématique
Quantifications implicites, quantificateurs

Les quantifications sont souvent implicites, et c’est une difficulté importante, et sous-
estimée, pour les éleves (nous avons déja vu l'exemple de la quantification universelle
implicite associée a 'implication). Par ailleurs, elles sont également souvent marquées par
d’autres expressions que des quantificateurs (voir page 140 pour la distinction quantifica-
tion/quantificateur).

Examinons les 12 propositions suivantes®' (la variable x est astreinte a R) :

1) Un nombre réel a un carré positif

Un nombre réel a toujours un carré positif

Tous les réels ont un carré positif

Chaque nombre réel a un carré positif

Le carré d’un nombre réel est positif

)
)
)

5) N’importe quel nombre réel a un carré positif
)
) Le carré d’un nombre réel est toujours positif
)

Tout réel = est tel que son carré est positif

21. Certaines paraitront moins bien formulées que d’autres, mais elles sont toutes grammaticalement
correctes, et I'on peut tres bien toutes les imaginer prononcées ou écrites dans le cadre d’un cours de
mathématiques.
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(9) Si x est un réel, alors z? est positif
(10) Pour tout réel x, 2% est un réel positif
(11) Tout réel z est tel que z? est positif
(12) Ve e R 22>0

Ce sont plusieurs formulations d’une méme propriété, mais la quantification universelle y

est exprimée de maniere tres différente.

Dans la proposition (1), la quantification est implicite, sous-entendue par la premiere
occurrence du mot « un ». Nous utilisons fréquemment « un » pour marquer une quan-
tification universelle, dans le langage courant comme en mathématiques. Mais « un » est
également utilisé pour marquer une quantification existentielle, ce qui est évidemment
source de confusion! Parfois les deux utilisations cohabitent dans une méme proposition,
comme par exemple dans « un réel positif possede une racine carrée », ou dans « un triangle
rectangle est inscriptible dans un demi-cercle ». Dans la proposition (1), la deuxieme oc-

currence de « un » n’est pas directement interprétable comme une quantification 22.

Dans la proposition (2) I'implicite de la quantification universelle est levé par 1'utilisation
du mot « toujours ». La permanence indiquée ici par « toujours » n’est pas une permanence

dans le temps, mais une permanence dans un ensemble de valeurs.

Dans les propositions (3), (4), (5), la quantification est explicite, marquée par les mots
« tous », « chaque », « n'importe quel ». Dans sa théorie du denoting, B. Russell fait
une distinction entre ces expressions (pour plus de précisions, on pourra se reporter a La
philosophie mathématique de Russell , de D. Vernant, 1993, pp. 64-65). Il est probable
qu’elles induisent différentes « représentations » chez les éleves, qui seraient différemment
opérantes selon les situations. Je n’ai pas connaissance d’études ayant testé cette hypo-

these.

Les propositions (6) et (7) se différencient des propositions (1) a (5) car le carré y est
sujet et non plus complément. Notons que le déterminant utilisé devant « carré » est « le »,
qui donne une information qui n’était pas contenue dans les formulations précédentes :
I'unicité du carré. Une telle information est également contenue dans (1°) : « un nombre

réel a son carré positif ».

Les propositions (8) a (12) se démarquent profondément des précédentes par 1'utilisation
d’une variable. Dans la proposition (8) cependant, la variable est tout a fait superflue,
on pourrait dire (8’) : « Tout réel est tel que son carré est positif ». La proposition (8)

mélange 'utilisation d’une variable et un phénomeéne d’anaphore (voir page 132) avec le

22. 11 est tout de méme possible de formaliser cette proposition en utilisant une deuxieme variable,
et d’interpréter ce deuxiéme « un » comme une quantification. Nous aurions alors les deux possibilités
suivantes : Vo € RIy e R (y = 22 ET y > 0) ou Vo € RVy € R (y = 22 = y > 0), c’est-a-dire une
formulation avec une quantification universelle, et une formulation avec une quantification existentielle.
Ceci est di a 'unicité du carré d’un réel. En effet, plus généralement, quand il y a existence et unicité
d'un élément y d'un ensemble E vérifiant la propriété Ply] (ici y = x2), quel que soit le prédicat Qly] (ici
y > 0), les propositions Jy(Ply] ET Q[y]) et Yy(P[y] = Q[y]) sont équivalentes.
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mot « son », qui fait que la quantification n’est pas séparable du reste de la proposition,

comme cela est possible dans la proposition (11).

Quand j'ai décrit le registre formalisé (voir page 90), 'expression des quantifications &
I'aide des quantificateurs était une contrainte de mise en forme de ce registre. Dans la
liste des propositions précédentes, seules les propositions (10), (11) et (12) appartiennent
a ce registre. Dans les propositions (1) a (9), la quantification n’est pas exprimée a 'aide

d’un quantificateur, et est plus ou moins explicite.

D’autres expressions cachent des quantifications. C’est le cas par exemple du terme
« avec », dans une proposition telle que « n = 2k, avec k € N » qui est souvent donnée
comme synonyme de « n est pair ». Ici, le terme « avec » cache une quantification exis-
tentielle. Autre exemple, I'expression « pour n assez grand », par exemple dans « np > A
pour n assez grand ». Dans une proposition « P[n| pour n assez grand », il y a deux quan-
tifications cachées : une existentielle portant sur une variable A qu’il faut réintroduire, et
une universelle sur n : cette proposition est équivalente a « 3AVn(n > A = Pn]) ».
Autre exemple dans un cadre géométrique : la proposition « Va € R,V € R,Vvy € R,
si a+ B +v =0, alors le vecteur aMA+B3MB + vMC\' est indépendant de M ». La pro-

position « N[x] est indépendant de z », dans laquelle N[z] n’est pas une proposition mais

le nom d’un objet, est équivalente & « Vo Va' N[x] = N[2/] ». Je ne me prononcerai pas
sur le fait que de telles formulations sont ou non plus facilement compréhensibles par les
éleves. Par contre, je peux affirmer qu’elles empéchent un travail sur les quantificateurs,
puisqu’ils n’y sont pas présents. Par ailleurs, nous avons vu dans la partie de ce chapitre
concernant la négation que des telles formulations sont peu opératoires pour formuler la

négation (voir page 125).

Les expressions les plus utilisées pour le quantificateur universel sont « pour tout x »,
« quel que soit x ». Pour le quantificateur existentiel, les expressions les plus utilisées sont
« il existe x tel que », « il existe au moins un x tel que », la deuxieme étant surtout utilisée
quand on veut souligner le fait qu’on ne demande pas I'unicité. La présence d’un verbe
dans cette expression oblige a faire la liaison avec la proposition en utilisant « tel que »,
ce qui n’est bien silir pas nécessaire quand on utilise le symbole . On pourrait marquer le
quantificateur universel avec I'expression « tout réel z est tel que », dans laquelle on aurait
cette méme liaison. Et on pourrait marquer le quantificateur existentiel avec I’expression

« pour au moins un x », qui permettrait de I’éviter.

Je terminerai avec I'utilisation, fréquente en mathématiques, du mot « soit », par exemple
dans I'énoncé « soit x un réel ». Notons tout d’abord que dans le discours mathématique
un tel énoncé peut constituer une phrase a lui tout seul?® (rappelons que « soit x un

réel » n’est pas une proposition, voir page 111). Dans sa these, F. Rakotovoavy dit qu’une

23. On ne trouve pas de telle utilisation du mot « soit » dans la langue courante.

145



3.6

telle expression 24

sert a faire une présentation-quantification universelle différée (PUD,
voir Rakotovoavy, 1983, p. 50). Quand une PUD est utilisée dans un théoréeme, elle n’est
généralement suivie que d’une (ou en tout cas d'un petit nombre de) proposition(s). Elle
marque alors la quantification universelle qui porte dessus (le théoreme est de la forme
Vz, Plz]). Quand une PUD est utilisée au début d'une démonstration, tout ce qui est
démontré concernant x est vrai pour tout élément du domaine auquel x est astreinte
(c’est-a-dire que chaque proposition P[z| de la démonstration dont on a prouvé la vérité
peut étre complétée en une proposition close vraie : Vx, Px]). Cela est vrai en particulier
de la conclusion. Malheureusement, la démonstration s’arréte souvent la (par exemple
elle se termine par « donc P[z] »), et il est assez rare que la quantification universelle
soit rappelée, par exemple en ajoutant « nous avons montré que pour tout x, Plx] » (V.
Durand-Guerrier signale que cette absence « tend a occulter les questions de générali-
sation, ou de réciproque, qui pourraient se poser, ce qui va a l’encontre de ce que 'on

souhaite développer chez les éleves », (Durand-Guerrier, 2005, p. 94).

Quantification relativisée

En mathématiques, nous avons tres souvent recours a la quantification relativisée, par
exemple dans la proposition (%) : « tout entier pair supérieur a 3 peut s’écrire comme la
somme de deux nombres premiers » ?°. Pour une variable astreinte & N, notons P[n] le
prédicat « n est un entier pair supérieur a 3 », et P’[n] le prédicat « n est un nombre
premier ». La proposition (x) est équivalente & la proposition (#x) (les variables sont

astreintes a N) :
¥n, (Pln] = (3p,3¢, (P'[p] ET P'lg) ET n=p+q)))

Nous utilisons une quantification universelle relativisée quand nous voulons affirmer une
propriété @[x] non pas de tous les éléments d’un ensemble, mais de ceux possédant une
certaine autre propriété P[z]. Nous pourrons alors noter Vz | Pz, Q[z] (lire « pour tout
x tel que Plz], Q[z] »), qui est en fait un « raccourci » pour la proposition « Vz, (P[x] =
Q[z]) ». De la méme maniere, nous utilisons une quantification existentielle relativisée
quand nous voulons affirmer I'existence d'un élément possédant une propriété Q[z], non
pas n’importe ol mais parmi les éléments qui possedent aussi une certaine propriété Plz].
Nous pourrons alors noter 3z | Plx], Qx] (lire « il existe x tel que P[z] tel que Q[z] » %6),

qui est en fait un « raccourci » pour la proposition « 3z, (P[z] ET Q[z]) ».

24. Elle donne d’autres exemples d’expressions ayant le méme effet : « on considere un réel x », « on
se donne un réel x ».

25. Cette proposition, a ce jour ni démontrée ni infirmée, est appelée conjecture de Goldbach.

26. L’utilisation de I'expression « pour au moins un x » éviterait cette répétition de « tel que », nous
dirions alors « pour au moins un z tel que P[], Q[z] »
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Avec ces notations, la proposition (*) devient alors :
Vn | Pln],3p | P'pl,3¢ | P'la), n=p+q

Nous voyons dans cette derniére formulation, comme dans la formulation initiale, 1’alle-
gement de 'écriture par rapport a la formulation (#x). Outre cet allegement, un autre
avantage de la quantification relativisée est que la relativisation reste inchangée quand on

passe & la négation d’une proposition. Ainsi, la négation de la proposition (x) est :
dn | P[n},Vp | P'[p,vq | P'lg, n#p+q

et d'une fagon générale, la négation de la proposition « pour tout x | Plz], Q[x] » est
la proposition « il existe x | P[x] tel que NON Q|z] », et la négation de la proposition
« il existe = | P[x] tel que Q[x] » est « pour tout x | Plz|, NON Q[z] ». Cet avantage
est malheureusement méconnu de certains éleves qui, quand on leur demande la négation
d’une proposition commencant par Ve > 0, écrivent une proposition qui commence par
Je < 0.

Au college, les propriétés permettant de reconnaitre la nature d’'un quadrilatere sont
données souvent sous la forme si..., alors ..., mais aussi parfois sous la forme d’une
quantification relativisée. Par exemple, on trouvera souvent « si un quadrilatere a ses c¢6-
tés opposés deux a deux de méme longueur, alors c¢’est un parallélogramme », également
parfois « un quadrilatere qui a ses cotés opposés deux a deux de méme longueur est un
parallélogramme », malheureusement rarement « tout quadrilatére qui a ses cotés opposés
deux a deux de méme longueur est un parallélogramme », formulation dans laquelle la
quantification est explicite. Un avantage de la premiere formulation est de pouvoir énon-
cer facilement la réciproque, mais d’une part nous avons vu que cela nécessitait parfois
quelques aménagements (voir page 133), d’autre part, nous pourrions définir une notion

de réciproque des énoncés de la forme « pour tout z | P[x], Q[z] », qui serait « pour tout
v | Qlal, Ple] ».

Pour terminer cette section, je reviens sur 'utilisation du si présuppositionnel en mathé-
matiques (voir page 131), par exemple dans la proposition « si x > 0, In(2?) = 2Inz ».
Contrairement aux apparences, il ne s’agit pas d’une quantification relativisée, puisque
In(z?) = 2Inx n’a pas de sens sur un domaine plus large que les réels strictement posi-
tifs.

3.6.3 Difficultés pour les éleves avec les quantificateurs

Les études qui portent sur la manipulation des quantificateurs dans ’apprentissage des
mathématiques se situent dans le contexte de ’enseignement supérieur. Deux raisons a
cela : a ce niveau-la, ils sont utilisés de fagon plus systématique dans des définitions et

des propriétés, souvent sous forme symbolique, et ils interviennent dans des propositions
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ou il y a alternance des deux quantificateurs, ce qui est, nous allons le voir maintenant,

source de difficulté pour les étudiants.

Non prise en compte de ’ordre des quantificateurs

J’ai déja évoqué la recherche de E. Dubinsky et O. Yiparaki montrant une forte tendance
chez des étudiants a favoriser, pour des énoncés comportant une quantification universelle
et une quantification existentielle, une interprétation « pour tout. .. il existe » par rapport
a une interprétation « il existe... pour tout » (voir page 80). Dans sa these déja citée,
F. Chellougui retrouve ce phénomene dans des productions d’étudiants qui ont a démon-
trer des énoncés contenant simultanément les quantificateurs universels et existentiels (qui
sont explicitement présents ou qui sont « cachés » dans la définition de certains termes,
par exemple de « A est majorée »). F. Chellougui utilise la déduction naturelle de Copi "
dans 'analyse a priori des taches proposées aux étudiants, afin de « repérer ce qui releve
de la gestion des quantificateurs, ce qui est clairement un appel a des connaissances ma-
thématiques, et de repérer également comment ces deux poles sont articulés » (Chellougui,
2004, p. 124). Elle meéne 6 entretiens semi-directifs avec des bindémes d’étudiants de pre-
miere année d’université de la section Math-Informatique ayant préalablement résolu ces
exercices. Au début de chaque entretien, elle demande ce qu’est un majorant, et la plupart

des réponses sont formulées ainsi :

Quel que soit z appartenant a A, il existe un réel M tel que z est inférieur ou égal a M.

On dit que M est un majorant de A.
Ces réponses sont accompagnées d’une formulation notée sur une feuille :
Vre A,dM € R tel que x < M

F. Chellougui releve d’abord qu’une telle définition donne une propriété d'un ensemble
A, et non la caractérisation d’une relation entre un élément M et un ensemble A, ce qui
peut étre repéré en identifiant le statut des variables. En s’appuyant sur la représentation
graphique d’un intervalle de R, et en cherchant a voir avec les étudiants s’il vérifie ou non
la définition proposée, F. Chellougui tente ensuite de les amener a remettre en cause cette
définition. Elle remarque alors dans la discussion qui suit que 'ordre des quantificateurs
n’est souvent pas pris en compte par les étudiants. Par ailleurs, elle signale que « cette
intervention provoque soit un aménagement de la définition, soit un questionnement sur les
objets eux mémes, mais ne permet pas en général d’aboutir a une définition satisfaisante »

(ibid, p. 249).

27. Logicien américain, qui reprend le principe de la déduction naturelle de Gentzen et propose son
propre systéme en 1954.
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Utilisation des propositions existentielles

F. Chellougui met en évidence une autre difficulté. Elle propose a des étudiants de premiere

année d’université de la section Math-Informatique ’exercice suivant :
On munit 'ensemble N* de la relation % définie par :
V(p,q) € N* x N* pZq< In e N* p" =q.
Montrer que Z est une relation d’ordre.

Pour montrer la transitivité, Vp € N*Vq € N* Vr € N*, ((p%q ET q%r) = p%r), il
faut utiliser deux fois I’énoncé existentiel qui définit la relation %, c¢’est-a-dire que suite a
laffirmation de l'existence d’un élément vérifiant une certaine propriété, on va en choisir
un et lui donner un nom. Bien siir, il ne faut pas utiliser la méme lettre de variable dans
les deux cas. Or, dans la rédaction d’'une démonstration, les mathématiciens passent, la
plupart du temps, directement de la proposition « il existe n vérifiant P[n| », & un énoncé
ou apparait un élément n vérifiant P[n| (par exemple, « N est pair, donc il existe n
tel que N = 2n donc N? = 4n? »; nous y reviendrons dans la partie suivante sur les
démonstrations). Dans 1’expérimentation proposée par F. Chellougui, seuls 19 étudiants
sur 96 changent de lettre entre les deux utilisations. De nombreux autres justifient la
transitivité par le raisonnement erroné?® « pZq donc il existe n € N* tel que p" = q, ¢Zr

donc il existe n € N* tel que ¢" = r, donc p”2 =r et donc pZr)

Les propositions V, 3 et la « régle de dépendance »

Quand nous utilisons un énoncé de la forme « Ve dn Ple,n| », pour un £ donné, nous
pouvons considérer un n vérifiant P[e, n]. Mais ce n dépend de €. Nous trouvons une erreur
due a un non-respect de cette dépendance dans la démonstration ci-apres, proposée par un
étudiant, et issue de larticle Méthodes de raisonnement et leurs modélisations logiques.
Spécificité de analyse. Quelles implications didactiques ? de G. Arsac et V. Durand-
Guerrier (Durand-Guerrier & Arsac, 2003).

28. Les rédactions des étudiants données en exemples utilisent plutdt des mises en forme de démons-
trations avec le symbole d’équivalence, des accolades.
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Question ; (E,d) est un espace métrique, A et B sont deux parties de E. |
On définit d(A,B) = inf{d(x,y), xeA, yeB}. Montrer que si A est
compact et B est fermé et AmB=(7, alors d(A,B)=0.

Démaonstration ;

1 Ve>0, dxeA, dy eB, 0<d(x,y) < %

2 Comme x €A, et A fermé => xe A = 3 (Xn) CA, Xp—>x

3 Ol’, d(Kn,y)i:d(Xn,X:]‘J‘d(x,y)

4 Et, comme xp —> X, 3 g, D20, d{xp,x)< %

5 don, pour nzn;, d(xp,y)<€, ainsi xn—>y et comme (x,) cA,
alors :

| 6y e A=A, ory eB == y e AnB = AnBz#J.

Tableau 3. — Le texte de la démonstration de 1’étudiant

FI1GURE 3.9 — Démonstration proposée par un étudiant

Les auteurs soumettent cette preuve a 21 enseignants. Tous, sauf un, écrivent que « x et y
dépendent de € », dépendance explicitée dans des termes tres variés selon les enseignants
(voir p. 324 de l'article). Pour les auteurs, cette régle de dépendance est emblématique
du fait que « le professeur communique des régles de raisonnement contextualisées qui
remplacent I'appel explicite a la logique », bien qu’elle présente un caractere exception-
nel, « d'une part par I'unanimité de son emploi par les enseignants, d’autre part par la
fréquence de son explicitation dans les manuels » (p. 331). Les enseignants interrogés se
servent de leur expertise mathématique pour dire que dans un tel cas, il aurait fallu expli-
citer la dépendance. Dans son HdR déja citée, V. Durand-Guerrier parle d'un paradoxe
didactique : « 'appropriation des regles de raisonnement suppose apparemment 1’exper-
tise mathématique, qui précisément fait défaut a celui qui étudie un nouveau domaine

mathématique. » (Durand-Guerrier, 2005, p. 146).

3.7 Synthese de I’étude du langage mathématique

Dans ce chapitre nous avons étudié des éléments constitutifs des expressions mathéma-

tiques, en prenant comme référence la logique des prédicats. Nous avons alors identi-

fié plusieurs difficultés possibles pour les éleves dans l'utilisation du langage mathéma-
tique :

— le mélange, pour certains termes, d'un usage conforme a la logique mathématique, et
d’'un usage différent dans le langage courant. C’est le cas par exemple du mot « et »
dont nous avons vu qu’il ne traduit pas toujours un connecteur propositionnel ET, ou
encore du principe du maximum d’information qui agit sur les phrases avec « ou », mais

qui ne vaut pas pour le langage mathématique.
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— L’usage d’'un méme mot dans différentes expressions dans lesquelles il ne prend pas
toujours le sens que lui donne la logique mathématique. C’est le cas par exemple du
mot « si », qui n’est pas toujours employé pour traduire le connecteur IMPLIQUE, mais
qui sert aussi a marquer une restriction pour qu’une proposition ait un sens, ou qui est
utilisé dans les définitions.

— L’emploi de variables et de mutificateurs agissant sur ces variables est une spécificité du
langage mathématique. Apprendre a formuler et a comprendre des propositions com-
portant des variables, différencier les statuts (libre ou liée) d’une variable, sont des
compétences importantes pour la maitrise du langage mathématique, rarement explici-
tement enseignées. C’est particulierement vrai pour les différents statuts des variables,
dont peu d’enseignants sont familiers.

— De nombreux implicites sont présents dans les pratiques langagieres de la communauté
mathématique, implicites qui ne sont pas toujours partagés par les éleves, ce qui peut
amener des malentendus. Des formulations qui semblent parfois plus proches d’une
compréhension intuitive masquent souvent une structure logique complexe et rendent
difficile la manipulation des propositions ainsi formulées.

La mise en évidence de ces implicites et de ces ambiguités n’a pas pour but de les faire

disparaitre des pratiques langagieres des mathématiciens. Mais il parait essentiel que les

professeurs en prennent conscience, pour qu’ils puissent en informer leurs éleves.

Les constituants des expressions mathématiques utilisés pour leur formulation dans le
registre formalisé (connecteurs, quantificateurs) sont familiers aux mathématiciens. La
logique mathématique a aussi pour objet la formalisation des démonstrations, mais les
formalisations proposées sont beaucoup moins connues que le langage des prédicats. Je
vais dans le chapitre suivant proposer une étude des divers types de raisonnement, comme
je viens de le faire pour les expressions mathématiques, en m’appuyant notamment sur la

formalisation proposée par la déduction naturelle.
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4.0

Dans le chapitre précédent, j’ai proposé une présentation des notions de logique qui sont
des éléments constitutifs du langage : proposition, variable, connecteur, quantificateur.
Afin de constituer une référence pour la réflexion sur I’enseignement de ces notions au ly-
cée, j’ai combiné trois points de vue : celui de la logique mathématique, celui des pratiques

langagieres des mathématiciens, celui de la didactique des mathématiques.

Bien stir, une référence pour I'enseignement de notions de logique au lycée ne peut pas
s’arréter la. Si j’ai affirmé ma volonté de réhabiliter dans cette these le pilier langage de la
logique, et si j’ai suivi, en commencant par présenter les notions de logique en lien avec le
langage, la méme démarche que les auteurs des systeémes logiques étudiés dans le premier
chapitre, il n’en reste pas moins que le but de la logique est d’assurer la validité des
raisonnements, et qu’il n’est pas question de faire I'impasse sur ces derniers. Ce chapitre
est ainsi consacré aux raisonnements. Il est cependant beaucoup moins détaillé que le
précédent. En particulier, je ne présente pas de résultats de travaux didactiques sur le
raisonnement (qui sont trés nombreux, je renvoie aux actes de la 19°™¢ étude ICMI, Proof
and Proving in mathematics education (Hanna & De Villiers, 2011) qui constituent une

syntheése récente et riche des recherches sur le sujet).

Je présente d’abord deux approches de la formalisation des démonstrations : le systeme
axiomatique de Hilbert et Ackermann et la déduction naturelle de Gentzen, dont j’explique

le fonctionnement pour les démonstrations dans le calcul des propositions.

De la méme fagon que dans le chapitre précédent, I'implication est I'objet d’un paragraphe
spécifique : j’y reviens sur la distinction entre implication et déduction, entre vérité et
validité (voir page 37 dans le premier chapitre), sur les deux régles du modus ponens et
du modus tollens, inégalement institutionnalisées dans la classe de mathématiques, sur la
différence entre le démonstrateur d’une implication (souvent le professeur, en tout cas au

lycée) et l'utilisateur d’une implication (souvent 1’éleve).

J’aborde ensuite les quantificateurs en faisant le lien entre les régles d’introduction et
d’élimination de la déduction naturelle et les pratiques langagieres relatives aux variables

dans les démonstrations courantes.

Je termine par un rapide examen des types de raisonnement présents dans les pro-
grammes : raisonnement par contre-exemple, raisonnement par contraposée, raisonne-
ment par 'absurde, raisonnement par disjonction des cas, raisonnement par récurrence.
La logique mathématique fournit une justification de leur validité, et permet d’expliquer

quelques difficultés qui leur sont liées.
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4.1 Formalisation des démonstrations

Formaliser les démonstrations revient a définir mathématiquement la notion de « étre
démontrable », avec des criteres purement syntaxiques. Nous retrouvons I'idée de ramener
le raisonnement & un calcul sur des signes qui était déja le but de Leibniz (voir section
1.2.2 dans la premiére partie). Bien siir, on veut que cette idée de démontrabilité préserve
la vérité, c’est-a-dire que si la proposition B est démontrable a partir d’'une proposition
A, alors lorsque A est vraie, B est vraie!. La premiére formalisation achevée est celle de
Frege (voir la section 1.3.2 dans la premiere partie). Elle repose sur le principe suivant : on
se donne un ensemble d’axiomes logiques et des regles permettant d’en déduire d’autres
« lois logiques ». Dans un tel systeme axiomatique, une démonstration formelle est une
suite finie de propositions (écrites dans une langue formelle) telle que chaque proposition
est soit un axiome, soit obtenue par 'application d’une regle de déduction a partir de
propositions qui se trouvent précédemment dans la suite. La derniere proposition est la
proposition a démontrer. Cette approche est ensuite développée par Whitehead et Russell,

puis par Hilbert.

G. Gentzen n’est pas satisfait par de tels systemes axiomatiques, et il veut « édifier un
formalisme qui reflete le plus exactement possible les raisonnements logiques qui sont réel-
lement utilisés dans les démonstrations mathématiques » (Gentzen, 1955, p. 17). Il propose
alors un systeme qu’il appelle la déduction naturelle et dans lequel il n’y a pas d’axiomes :
« la déduction naturelle ne part pas, en général, de propositions logiques fondamentales,
mais d’hypotheses, auxquelles viennent se rattacher des déductions logiques. Grace a une
déduction ultérieure, le résultat est alors rendu indépendant des hypotheéses? » (Gentzen,
1955, p. 19). Dans le systeme qu’il propose, les reégles régissent le comportement des
connecteurs et des quantificateurs. Elles sont de deux types : les regles d’introduction et

les regles d’élimination.

Dans la suite, je vais présenter le systeme de Hilbert et Ackermann (exposé dans Grundzige
der theoretischen Logik, 1928) pour le calcul des propositions et la déduction naturelle de
Gentzen (exposée dans Recherches sur la déduction logique, 1934) pour le calcul des pro-

positions et des prédicats.

On peut trouver une présentation relativement simple (parfois d’ailleurs un peu trop sim-
plifiée) de ces deux systemes dans le livre Logique et raisonnement de M. Freund (Freund,
2011), et une présentation plus approfondie dans Logique. Méthodes pour l'informatique
fondamentale de P. Gochet et P. Gribomont (Gochet & Gribomont, 1990).

1. J’utilise ici un vocabulaire, et notamment une notion de vérité, tres informels. Ceci peut étre précisé
avec les notions de conséquence sémantique et conséquence syntaxique (voir annexe A page 453), et le
théoréme de complétude (voir annexe A page 453).

2. Nous verrons une illustration de ce principe avec la regle d’introduction de 'implication page 158.
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Comme dans le chapitre précédent, le but ici n’est pas de faire une présentation théorique,
mais de mettre ces systemes formels en relation avec les pratiques, notamment langagieres,

utilisées en mathématiques pour la rédaction des démonstrations.

J'utiliserai dans ce qui suit les symboles A, V et — respectivement pour les connecteurs
ET, OU et NON.

4.2 Preuves dans le calcul des propositions

Je rappelle que le calcul des propositions est I’étude des propositions formées a partir de

variables propositionnelles et des connecteurs.

Dans un systeme axiomatique, on isole dans ces propositions un sous-ensemble d’aziomes,
qui sont des tautologies®. A partir de ces axiomes et de régles d’inférence, on démontre

des théorémes.

La déduction naturelle cherche a étre plus proche du raisonnement naturel. Elle ne fonc-
tionne qu’avec des régles, mais qui sont de nature plus générale que celles que 1'on utilise
dans les systeémes a la Hilbert, qui n’agissent que sur des propositions : les regles de la

déduction naturelle agissent sur les démonstrations.

Une démonstration est un objet que l'on peut voir comme un texte composé de proposi-
tions et de regles, mais il n’est pas nécessaire de définir explicitement cet objet. Le tout est
de savoir qu'une démonstration possede des hypotheéses : une suite finie de propositions,
et une conclusion : une seule proposition. Une reégle de déduction permet de construire
une nouvelle démonstration a partir d’autres démonstrations. Une regle prend ainsi en
argument des démonstrations, que I'on peut voir comme des textes déja écrits, en ne te-
nant compte que de la conclusion et des hypothéses de ces démonstrations. C’est a partir
de ces démonstrations que la regle permet de poursuivre en produisant une nouvelle dé-
monstration, avec toujours une nouvelle conclusion, et éventuellement une modification

de la liste des hypotheses.

On indique dans ce qui suit comment représenter graphiquement une démonstration :
cette représentation donne a voir les regles qui ont permis, a partir des démonstrations

élémentaires, d’arriver a la démonstration.

La démonstration la plus simple possible est celle qui est constituée d’une seule proposi-
tion A : celle-ci est a la fois hypothese et conclusion. C’est la démonstration de A sous
hypothese A, la démonstration la plus élémentaire que ’on puisse imaginer. De telles dé-

monstrations sont trop élémentaires pour étre explicites dans les démonstrations « réelles »

3. Propositions toujours vraies, quelles que soient les valeurs de vérité des variables propositionnelles
qui y sont présentes.
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des mathématiques. Toutes les démonstrations sont constituées de ces démonstrations élé-

mentaires combinées a ’aide de regles.

Les regles les plus simples n’agissent que sur les conclusions des démonstrations. On les
représente habituellement de la fagon suivante : une suite finie de propositions, qui sont
les conclusions des démonstrations en argument, séparées par un trait horizontal d’une
autre proposition, qui est la conclusion de la nouvelle démonstration :

Hy, Hy

- C
On pourra lire cette regle de plusieurs fagons :
— pour prouver C' il suffit de prouver H; et de prouver Hs;
— si j’ai prouvé Hy et Hy alors j’ai prouvé C';

Et on pourra dire quand on utilise cette regle : « on a Hy, on a Hy, on a donc C' ».

Dans ce cas particulier les hypotheses de la nouvelle démonstration sont inchangées, au
sens ou ce sont les mémes s’il n’y a qu’un argument, la mise bout a bout des deux suites

d’hypotheses s’il y en a deux, etc.

Pour chaque connecteur ou quantificateur on donne une regle dite d’introduction, qui
donne la facon « standard » de prouver une formule construite avec ce connecteur ou
quantificateur, et une regle dite d’élimination qui donne la facon « standard » d’utiliser
une telle formule. Voyons 'exemple simple des regles de la conjonction :

— regle d’introduction de la conjonction :
P Q

PAQ
Elle affirme que pour prouver P A () il suffit de prouver P et de prouver Q).

— regles d’élimination de la conjonction :

a droite a gauche
PAQ PAQ
Q P

Elles affirment que si I'on a prouvé P A (), on a prouvé P et on a prouvé Q).
La regle d’élimination de 'implication est encore de la méme nature, et est tout a fait
analogue a la regle du modus ponens des systemes a la Hilbert :
P,P=Q
Q
Par contre la regle d’introduction de I'implication est de nature plus générale, car elle agit
également sur les hypotheéses de la démonstration en argument 4. C’est la représentation
de la regle de démonstration usuelle « pour montrer P = @), il suffit de montrer () sous

hypothese P ».

4. Cette régle correspond a un lemme que ’on a besoin de démontrer quand on manipule les systémes
a la Hilbert, appelé « lemme de déduction ».
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La regle d’introduction de I'implication prend donc comme argument une démonstration
de @ qui peut utiliser P parmi ses hypotheses®, et renvoie une démonstration de P = Q
dans laquelle 'hypothese P a été « déchargée », c’est-a-dire quelle ne fait plus partie de

celles-ci dans la nouvelle démonstration ©.
On la représente de la facon suivante :

[P]

@
P=qQ

Les occurrences de ’hypothése déchargée sont mises entre crochets. Par exemple :

[P] [P A Q) [Pl [P]
P=Pr P PANP
(PANQ)=P P= (PAP)

Les tableaux ci-apres donnent les schémas d’axiomes ou les regles régissant les connecteurs.

Le symbole 1 représente une proposition particuliere appelée a étre sémantiquement

toujours fausse. Les lettres majuscules désignent des propositions 7.

5. Cette hypothese peut étre utilisée plusieurs fois, mais peut aussi ne pas étre réellement utilisée.

6. Il est tout a fait licite de ne décharger que certaines des occurrences de ’hypothése P, ou de
décharger une hypothése qui n’est pas utilisée.

7. Je m’écarte légerement du systeme originel de Hilbert et Ackermann dans lequel les axiomes étaient
donnés avec des variables propositionnelles et dans lequel la régle de substitution (si X est un théoréme,
toute proposition obtenue en substituant des propositions Y7, Ys, ...Y,, a des variables propositionnelles
D1, P2, -..pn de X est également un théoréme) permettait de remplacer dans les axiomes ou dans les
théoremes les variables propositionnelles par des propositions arbitraires, ce qui est prévu d’emblée dans
la présentation que je propose.
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Axiomes du systeme de Hilbert et Acker-

Regle de déduction du systeme de Gentzen

mann
(PANQ)= P élimination a gauche de A : PrQ
(PAQ)=Q élimination a droite de A : Pé\?@
(P=Q)=(P=R)=(P=(QAR)))

introduction de A : 1;’/\ g
P= (PVQ) introduction a gauche de V : P

& "PVQ
Q= (PVQ) introduction & droite de V : @
PvQ
(P=Q)=(Q@=R)= ((PVQ)=R))
Pl Q)
1. PvQ, M, M
élimination de V :
M
P=(Q=P)
(P=(P=Q)=(P=Q)
(P=Q)=((@=R)= (P=R))
[P]
introduction de = : ?Q
élimination de = : g:> ¢
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Axiomes du systeme de Hilbert et Acker-

manit

Regle de déduction du systeme de Gentzen

(P&Q)= (P=Q)
(PeQ)=(Q=P)

(P=Q)=(Q=P)=(PeQ)

(P=Q)= (—Q=~P)

P = =P
-—P =P

introduction de — :

élimination de — :

L

1L

élimination de ’absurde : 2
P

réduction & 'absurde : ;

Gentzen reformule en ces termes la regle d’élimination de I'absurde

. « si la proposition

fausse est valable, toute proposition, quelle qu’elle soit, est valable » (Gentzen, 1955,

p. 25). La maxime « le faux implique n’importe quoi », déja évoquée page 132, peut

aussi étre un raccourci imprudent associé a cette regle de déduction. Il est alors essentiel

de ne pas penser qu’elle dit que du fait qu'une proposition soit fausse je peux déduire

que n’importe quelle proposition est vraie (la possibilité d'une telle déduction serait treés

génante puisqu’il existe évidemment des propositions fausses).
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Les axiomes du systeme de Hilbert et Ackermann sont accompagnés de la regle de déduc-

tion suivante :
Regle de détachement : De P et de P = () on dérive Q).

Cette régle de détachement (ou modus ponens) est le pendant de la regle d’élimination
de =.

Je me propose d’illustrer le fonctionnement de ces deux systemes en donnant les dé-
monstrations de la commutativité du connecteur ET (il s’agit donc de prouver que la
proposition (P ET @) = (Q ET P) est un théoréme, c’est-a-dire démontrable sans hy-
pothese) :

— Dans le systeme de Hilbert-Ackermann, la démonstration se présente sous forme d’une
suite de propositions :
1) (PAQ) = Q) = (PAQ) = P) = (PAQ) = (QAP))
Substitution de (P AN Q) a P, et de P a4 R dans le troisiéme aziome

(2) (PAQ) =@ Deuziéme aziome
3) (PAQ)= P)= (PAQ)= (QAP)) Détachement a partir de (1) et (2)
(4) (PAQ)=P Premier aziome
(5) (PAQ) = (QAP) Détachement d partir de (3) et (4)

Il ne figure dans la suite que des axiomes et des propositions obtenues par application
des regles a ces axiomes ou a d’autres propositions de la suite. Le résultat obtenu est
donc un théoreme.
— En déduction naturelle, la démonstration se présente sous forme d’un arbre :
[AN B] [AN B]

Ae Ae
B A A

BAA
(ANB)= (BNA)

L’hypothese AA B est déchargée par 'application de la régle d’introduction de = (= i),

= i

la conclusion est donc démontrée sans aucune hypothese, c¢’est un théoreme.
La démonstration peut se lire :

de A A B on déduit B (Ae),

de A A B on déduit A (Ae).

De B et de A on déduit B A A (Ad).

Comme de AA B on a déduit BA A, ona (AAB)= (BAA)(=i).
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4.3 Implication et déduction

Il est essentiel en mathématiques de ne pas confondre implication et déduction, c’est-
a-dire de ne pas confondre A = B et (A donc B). A = B est une proposition. Elle
peut étre vraie ou fausse, ce renseignement ne nous est pas donné par la proposition
elle-méme mais par son assertion ou son infirmation. De plus, savoir qu’elle est vraie ne
nous donne aucun renseignement sur la valeur de vérité de A ni sur celle de B puisque
plusieurs distributions de valeurs de vérité rendent A = B vraie. (A donc B) n’est pas
une proposition, on ne peut pas lui accorder de valeur de vérité®. Cette phrase se situe
au niveau épimathématique. Affirmer (A donc B), c’est affirmer trois choses :

— que A est vraie

— que B est vraie

— qu’on peut déduire le deuxiéme renseignement du premier (souvent parce que ’on sait

que A = B est vraie).

On voit ici que la troisieme affirmation n’est pas l'affirmation de la vérité d’'une proposi-
tion, mais l'affirmation de la validité d’un raisonnement (voir distinction page 37). Bien
stir, une grande partie des « donc » écrits ou prononcés en mathématiques sont reliés a

I'implication car ils marquent une utilisation de la regle du modus ponens.

Savoir que A = B est vraie nous permet de faire une déduction dans un autre cas que
celui ou l'on sait que A est vraie : celui ou 1'on sait que B est faux. On peut alors déduire
que A est faux. Cette inférence correspond au modus tollens : de P = () et de =@ je peux
déduire —P. Dans les systemes de déduction de Hilbert et Ackermann et de Gentzen, il
n’y a pas de regles de déduction correspondant au modus tollens parce que c’est inutile :
on peut facilement dériver une telle regle des axiomes et de la reégle de détachement
dans le premier cas, des autres regles dans le second cas. Les éléments premiers de ces
systémes sont choisis de fagon a étre en nombre minimal (de ce point de vue, le systeme de
Hilbert et Ackermann peut étre amélioré en choisissant d’autres axiomes qui permettent
d’en prendre moins). Il aurait ainsi été redondant de prendre une régle correspondant au

modus ponens et une regle correspondant au modus tollens.

Ces deux regles de déduction sont couramment mises en ceuvre dans l'activité mathéma-
tique, et I'on peut se demander, d’'un point de vue didactique, s’il est pertinent ou non
de les faire vivre toutes les deux dans la classe. V. Durand-Guerrier cite certains travaux

de psychologie cognitive qui montrent que les enfants sont capables d’utiliser la regle du

8. On n’est pas forcément géné de dire que A donc B est vrai dans un cas ou c’est pertinent de dire
A donc B, par exemple « 12 est un multiple de 4 donc 12 est pair ». Mais que dire alors de « 14 est
un multiple de 4 donc 14 est pair », ou la déduction “est un multiple de 4 donc est pair” est correcte,
mais appliquée a une proposition fausse, la conclusion étant pourtant vraie ? De « 13 est un multiple de 4
donc 13 est pair », qui se différencie du cas précédent car la conclusion est également fausse ? De « 12 est
pair donc 12 est un multiple de 4 », ot hypothese et conclusion sont vraies, mais la déduction “est pair
donc est un multiple de 4” est incorrecte ? On voit bien que chacune de ces phrases pose des problémes
différents (vérité de I'hypothése, vérité de la conclusion, validité de 'inférence), et que les qualificatifs
vrai/faux n’y sont pas adaptés.

163



4.4

modus tollens des I’dge de huit ans et soutient qu’elle est « constitutive, au méme titre
que le modus ponens, de 'articulation entre les définitions syntaxiques et sémantiques de
I'implication » (Durand-Guerrier, 2005, p. 58). Les éléves sont cependant beaucoup plus
souvent en situation d’application du modus ponens, et souvent le raisonnement déductif
est réduit a la regle « si A alors B, or A, donc B ». Je fais I'hypothese que cette idée
qu'une implication vraie permet de faire des déductions dans deux cas (et qu’une équi-
valence vraie permet de faire des déductions dans quatre cas!) n’est pas présente dans la
classe de mathématiques, et je suis en accord avec V. Durand-Guerrier sur le fait que cela

est dommageable a la compréhension de la notion d’implication.

Regardons maintenant ce que doit faire la personne (dans ’enseignement secondaire,
c’est presque toujours le professeur) qui démontre A = B. Elle doit d’abord se placer
dans certaines conditions, a savoir se placer sous hypothese A, et sous cette hypothese
démontrer B. Que doit faire la personne (le plus souvent c’est la tache principale de 1’éleve
du secondaire) qui utilise la proposition A = B ? Vérifier qu’elle se trouve bien dans le
cas ou I'hypotheése A est satisfaite (parfois cela n’est pas directement visible, elle doit
reconnaitre qu’elle est dans un cas ou une certaine hypotheése A’ est vérifiée, ce qui lui
permet de déduire que I’hypotheése A est vérifiée), puis déduire B, en vertu du modus
ponens, parce qu’elle a a sa disposition le théoreme « si A alors B ». Le jeu a jouer est
presque toujours le méme, qui fait dire aux éleves, connaissant le théoreme « si A alors B »,
que « pour démontrer B il faut A ». Un seul petit pas sépare cette formulation de « pour
B il faut A », qui est une autre maniere de dire B = A alors que c’est de A = B qu’il
s’agit. Contrairement a la personne qui 'utilise, la personne qui doit démontrer A = B
a ainsi a sa charge de « planter le décor », ce qui est une difficulté non négligeable pour
les éleves. Cette dissymétrie se voit dans les regles de la déduction naturelle, puisqu’il y

a dans la regle d’introduction de = une hypothese déchargée.

Je reviens encore une fois sur 'expression « le faux implique n’importe quoi » (déja com-
mentée page 132 et page 161). Pour prouver la proposition « P implique @ », nous devons
faire une démonstration dans laquelle nous prenons P comme hypotheése et nous arrivons
a la conclusion (). Aussi, nous disons parfois « P implique ) » pour signifier que nous
connaissons une telle démonstration, ou en tout cas que nous savons qu’elle existe. La
maxime « le faux implique n’importe quoi » peut alors étre entendue comme « a par-
tir d’une proposition fausse A, je peux trouver une démonstration de n’importe quelle
proposition B ». C’est bien stir toujours possible en réduisant la démonstration a une
application de la regle d’élimination de ’absurde, mais ¢a n’est généralement pas a une

telle démonstration que 1’on pense!
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4.4 Introduction et élimination des quantificateurs

Apres avoir donné des modélisations des démonstrations dans le calcul des propositions,
nous allons nous placer dans le calcul des prédicats, car les mathématiques ne se réduisent
pas au calcul propositionnel, et regarder les regles qui régissent le fonctionnement des
quantificateurs. Je me contenterai de donner les regles d’introduction et d’élimination en
déduction naturelle, c’est ce qui me semble le plus proche de la pratique mathématique,

et cela m’est suffisant pour la commenter.
Le quantificateur universel

La régle de déduction correspondant & l'introduction de V est la suivante? :
Pla/z]

YV P|x]
la variable a devant satisfaire a la condition suivante : elle ne doit pas apparaitre comme
variable libre dans P[z] ni dans aucune des hypotheéses dont P dépend (c’est-a-dire d’éven-
tuelles propositions précédant P dans la démonstration, et intervenant dans la démons-

tration de P). Ce qu’on traduit parfois par « a doit étre tout a fait quelconque ».

Cette régle affirme que pour prouver Yz P[z], il suffit de prouver P[a], ce qui peut paraitre
surprenant, et donner I'impression que I’on prouve une proposition universelle en prenant
un exemple particulier. Elle correspond pourtant effectivement a ce que 'on fait dans la
pratique : pour montrer Yz P[z], on montre Pla] pour un élément a du domaine auquel
la variable z est astreinte et sur lequel on ne fait aucune hypothése particuliére (on parle
parfois d’élément générique, remarquons que ¢a n’est pas tant I’élément qui est générique
que 'usage qui en est fait). Le fait de n’avoir fait aucune hypothése particuliére sur
I’élément a est bien siir essentiel pour pouvoir « généraliser » ce qui a été prouvé pour cet
élément. La plupart du temps, on utilise méme le méme nom pour la variable quantifiée
universellement et pour ’élément qu’on se donne pour faire la démonstration c¢’est-a-dire

que pour montrer Yz P[z] on considére un élément que I’'on nomme x.

Dans la pratique, il n’est pas si fréquent qu’'une tache soit proposée sous la forme « mon-
trer que pour tout réel z, P[x] » 1. On utilise plus souvent une formulation telle que « soit
x un réel, montrer P[x] », ou « considérons un réel x. Montrer P[z] ». L’utilisation de
« soit », ou « considérons » sert & introduire la variable a de la regle d’introduction, et
a signaler une quantification universelle (il s’agit de ce que F. Rakotovoavy appelle une
PUD, voir page 146). Mais depuis 'abandon des mathématiques modernes, une volonté
de simplifier le discours mathématique est perceptible dans les manuels, et de telles ex-
pressions sont moins présentes. La tendance actuelle est plutot de proposer ces taches

sous la forme suivante : « = est un réel. Montrer P[z] ». Ici, plus aucun terme ne marque

9. Pla/x] désigne le résultat de la substitution, dans la proposition P, de la variable a & toutes les
occurrences libres de la variable z.
10. Exception faite des démonstrations par récurrence qui sont la plupart du temps présentées sous la
forme « montrer que pour tout entier n, P[n| ».
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le role de présentation et de quantification universelle de variable de la phrase « x est un
réel ». Il n’est alors pas facile pour les éleves de comprendre qu’ils ont en fait montré une
proposition universelle, d’autant plus qu’il est rare que nos démonstrations se concluent
par « nous avons montré que pour tout x, Plz| », c’est-a-dire que I'application de la regle
d’introduction du quantificateur universel reste généralement implicite. Par ailleurs, il ar-
rive également que la proposition universelle a démontrer ne comporte aucune variable
(par exemple « Le carré d'un entier pair est pair »). Dans ce cas, l'introduction d’une
variable est a la charge du démonstrateur, étape qui peut également étre une difficulté

pour les éléves.

La regle de déduction correspondant a 1’élimination de V est la suivante :
Va Plz]

Pla/z]
Elle affirme que si on a prouvé Va P|z], alors on a prouvé P|a] pour n’importe quel élément
a de 'ensemble auquel la variable x est astreinte (a peut étre une expression plus complexe
qui désigne un objet mathématique, mais alors cette expression ne doit pas comporter de

variable libre qui deviendrait liée dans la proposition P[a]).

I nous arrive tres fréquemment en mathématiques (c’est d’ailleurs la déduction emblé-
matique dans 'enseignement secondaire) d’utiliser conjointement 1’élimination de = et
I’élimination de V, c’est-a-dire qu’on fait la déduction suivante :
Va (Plz] = Qlz]) Pla]
Qla]

Le quantificateur existentiel

La regle de déduction correspondant a I’ introduction de 3 est la suivante :
Pla]

Jz P[z]
Elle affirme que pour prouver Jx P[], il suffit de prouver Pla] pour un élément a de
I’ensemble auquel la variable = est astreinte. De méme que dans la régle d’élimination de

V, a peut étre un nom d’objet particulier ou une variable.

On peut repérer la tendance suivante chez les éleves ou étudiants qui ont a démontrer
qu’une proposition « il existe x dans E tel que P[x] » est vraie : quand tous les éléments
d’un sous-ensemble E’ de F vérifient P, plutot que d’exhiber une valeur particuliere pour
prouver que « il existe x dans E tel que P[x] » est vraie, ils disent que c’est vrai pour
tous les éléments de E’. Par exemple, s’ils ont a démontrer qu’il existe un réel x tel que
x? < x, ils pourraient dire que tous les réels de I'intervalle |0, 1] conviennent, plutot que de
dire seulement que c’est vrai pour une certaine valeur de cet intervalle. On pourrait dire
que plutét que de donner un exemple, ils donnent toute une classe d’exemples. Cela est
cohérent avec la démarche de recherche pour prouver un énoncé de la forme 3z P[x] : si il
n’y a pas une valeur immédiate vérifiant P, il faut essayer de trouver des caractéristiques

d’un élément qui convienne, ce qui amene souvent non pas a un seul exemple mais a
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plusieurs. Et s’il y a alors plusieurs valeurs qui conviennent, pourquoi en privilégier une ?
Finalement, dans la démarche de recherche, on va parfois au-dela de la seule question de
la vérité ou non, on cherche les éléments qui vérifient la propriété, soit en les listant, soit

en les caractérisant.

La regle de déduction correspondant a ’élimination de 3 est la suivante :
[Pla]]
dx P[z] Q
Q
La aussi il y a une condition sur la variable a : elle ne doit apparaitre comme variable

libre ni dans P, ni dans Q).

Cette reégle affirme que si on a prouvé 3z P|x], et qu'on a prouvé @ sous 'hypothese Plal,

alors on a prouvé Q.

Par exemple, dans la démonstration de « tout entier pair a un carré pair », on considere
un entier n pair, c’est-a-dire pour lequel il existe un entier k tel que n = 2k, on montre
ensuite que de n = 2k on peut déduire n? est pair, et alors, de n est pair, on peut déduire
n? est pair. Notons que, dans la maniére de rédiger les démonstrations, on ne sépare pas
les deux parties que sont affirmer 3z P[z] d’une part et montrer que de Pla] on peut
déduire () d’autre part. En fait, quand on affirme il existe un entier k tel que n = 2k,
on continue généralement la démonstration en faisant comme si effectivement 'hypothese
n = 2k était vérifiée, c’est-a-dire qu’en plus d’avoir affirmé il existe un entier k tel que
n = 2k, on a nommé k un élément vérifiant n = 2k, et dans la suite on travaille sous cette
hypothese. La plupart du temps, cela ne pose pas de probleme, mais il faut que la variable
utilisée ne soit pas déja introduite dans la démonstration, ce qui est parfois le cas quand
on utilise deux fois successives une méme proposition existentielle (voir le paragraphe sur

l'utilisation des propositions existentielles dans la section 3.6.3 page 149).

4.5 Divers types de raisonnement

4.5.1 Le raisonnement par contre-exemple

Le raisonnement par contre-exemple est utilisé pour montrer qu’une proposition univer-
selle est fausse. Il a acquis dans la culture mathématique scolaire une place particuliere : on
parle volontiers de la « technique du contre-exemple », et moins souvent de la « technique

de 'exemple » pour montrer qu'une proposition existentielle est vraie.

Pourtant, ces deux technique ne sont en fait qu’une seule : un contre-exemple est un
élément a d'un ensemble E qui permet d’infirmer une proposition de la forme « pour tout
xr € E, Plz] » parce Pla] est faux. C’est donc en fait un élément pour lequel —Pla] est

vraie, ce qui prouve que la proposition « il existe © € E tel que —P[x] » est vraie. a est en
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fait un exemple pour la négation de la proposition a infirmer. Les deux techniques sont
unies par le jeu de la négation. Nous verrons que dans les manuels actuels, ce lien n’est
pas fait. Ce serait pourtant une bonne occasion de montrer I'aspect généralisateur de la

logique.

4.5.2 Raisonnement par I’absurde et raisonnement par contra-

posée

Le « raisonnement par ’absurde » consiste a adopter la démarche suivante : pour prouver
P, on suppose —P, et on arrive a une contradiction. On a alors prouvé que —P est

impossible, ce qui prouve P.

Le « raisonnement par contraposée » differe déja du raisonnement par ’absurde par le fait
qu’il ne peut s’appliquer que quand la proposition & montrer est une implication P = Q).
On va en fait montrer la proposition équivalente =) = —P. On fait alors 'hypothese =@,

et on montre —P.

Pour montrer une implication P = @Q par I’absurde, il faut faire I'hypothése (P = Q) !,
c’est-a-dire PA—(Q), et arriver a une contradiction. Cette contradiction est parfois que 'on
montre - P, qui est en contradiction avec I'hypothese P. Mais parfois, seule 'hypothese
—() a été utilisée pour arriver a la conclusion —P. Dans ce cas, ce raisonnement par

I’absurde peut se ramener plus simplement a un raisonnement par contraposée.

On appelle aussi parfois raisonnement par contraposée ce qui est en fait une application
du modus tollens : si A alors B, or NON B donc NON A.

4.5.3 Raisonnement par disjonction des cas

Pour montrer P = () en utilisant un raisonnement par disjonction des cas, nous com-
mengons par trouver des propositions Pj, P,,..., P, telles que P soit équivalente a la
disjonction P, V P, V --- V B, 2. Nous montrons alors chaque implication P; = @, c’est-
a~dire que nous montrons (P, = Q ET P, = @ ET ... ET P, = Q). Nous pouvons
alors conclure P = (). Le raisonnement par disjonction des cas correspond a la regle
d’élimination de V présentée page 160, mais nous voyons mieux cette double intervention

d’une disjonction et d’une conjonction en ’associant a la tautologie suivante :

(P=QA(P'=Q)((PVPF)=Q)

11. En fait, on commence souvent par se placer sous I’hypothése P puisque 1'on doit démontrer une
implication, puis on suppose —@.

12. 1l n’est pas nécessaire que les différents cas soient « disjoints » (pour prouver une propriété des
nombres réels, on peut regarder le cas des réels positifs, et le cas des réels négatifs, peu importe que 0
soit examiné deux fois)
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4.5.4 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence se distingue des autres types de raisonnement présentés
jusqu’alors dans la mesure ou il ne s’applique qu’a des propositions relatives aux en-
tiers naturels. On trouve généralement le principe du raisonnement par récurrence énoncé

comme suit : Soit P[n] une propriété portant sur des entiers.
Sic:
1. Initialisation : la propriété P est vraie pour un certain entier ny
2. Hérédité : la propriété P est héréditaire a partir du rang ng, c’est-a-dire que
pour tout k = ng, (P[k] = Pk + 1])

Alors la propriété P est vraie pour tout entier supérieur ou égal a ng, c¢’est-a-dire que

pour tout n = ng, Pln]

Autrement dit, la proposition suivante est vraie quelle que soit la proposition P et I'entier

nog

(P[no] ET pour tout k > ng, (P[k] = Pk + 1])) = pour tout n > ng, P[n]

/////

pour un entier n quelconque ». Cette formulation est tout a fait ambigué et peut étre
interprétée comme « pour tout n, P[n| ». On ne voit alors plus trés bien ce quil y a &
montrer ! Il est ainsi essentiel pour maitriser le raisonnement par récurrence de distinguer
I'étape d’hérédité dans laquelle on montre « pour tout k > ng, (P[k] = P[k+ 1] »), de
la conclusion finale « pour tout n > ng, P[n| ». Ne pas utiliser la méme variable, comme

c’est fait ici, peut aider a faire cette distinction.

/////

« supposons que pour tout n P[n|, montrons P[n + 1] ». La premiére remarque sur cette
formulation est d’ordre syntaxique : dans la proposition « pour tout n P[n] », la variable
n est muette, I’hypothese faite ne porte pas sur un objet qui s’appelle n. Or, dans la
proposition P[n + 1], la variable n est parlante, mais on ne sait pas qui est n, aucune
hypothese n’a été faite sur cet élément. Cependant, il n’est pas nécessaire de savoir qui
est n pour pouvoir conclure a la vérité de Pln + 1] a partir de '’hypothése « pour tout n
Pln] »... Le probleme syntaxique se retrouve dans une formulation telle que « supposons

qu'il existe n tel que P[n], montrons P[n + 1] ».

4.6 Synthese de I’étude des raisonnements

La facon dont les mathématiciens rédigent leurs démonstrations est relativement éloignée
de la modélisation qu’en propose la logique mathématique, que ce soit par des systemes

axiomatiques ou les démonstrations formelles sont des suites de propositions, ou par la
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déduction naturelle ou les démonstrations formelles ont une structure arborescente. Une
difficulté pour les éleves et les étudiants est alors de distinguer dans un texte de démons-
tration les propositions mathématiques qui concernent les objets mathématiques, et les
parties du texte qui permettent de suivre le cheminement du raisonnement, par exemple
les introductions de variables, ou la justification d'une inférence permettant de déduire
une nouvelle proposition a partir des propositions posées en hypotheses ou déja démon-
trées. La confusion entre implication et déduction releve de ce type de difficulté. « si A
alors B » est une proposition mathématique, et I'affirmation de sa vérité ne dit rien de
la vérité des propositions A et B. Au contraire, « A donc B » n’est pas une proposition
mathématique, et cette phrase ne s’utilise que dans un contexte ou les propositions A et
B sont vraies (la vérité de A fait partie des hypotheses ou a été préalablement démontrée,
la vérité de B se déduit de celle de A).

La référence a la logique mathématique permet d’éclairer certains points complexes liés
aux différents types de raisonnement : différence entre raisonnement par I’absurde et rai-
sonnement par contraposée, lien entre exemple et contre-exemple, intervention d’un « et »
et d'un « ou » dans le raisonnement par disjonction des cas, gestion de la quantification

universelle dans 1’étape d’hérédité dans un raisonnement par récurrence.
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Conclusion sur la référence pour
I’enseignement de notions de

logique

L’objet de cette deuxieme partie de la these était de constituer une référence pour la
réflexion sur ’enseignement de notions de logique. J’ai adopté pour la constitution de cette
référence une approche a partir de trois points de vue (celui de la logique mathématique,
celui des pratiques langagieres, celui de la didactique des mathématiques), qui la rend

opérationnelle pour la suite de mon étude didactique.

J’ai montré qu’il était pertinent de s’appuyer sur la logique mathématique pour cette
référence, tout en l'associant a I’analyse du discours mathématique (comme a pu le pro-
poser D. Lacombe), et a l'analyse didactique (comme le font déja plusieurs chercheurs
déja cités). La logique mathématique est a la fois :

— une théorie de référence qui propose des définitions des notions de logique et en donne
des propriétés. En proposant une approche des notions a partir de la logique mathéma-
tique, la référence constituée permet de vérifier que ce qui en est dit est en adéquation
avec elle, que ces notions soient définies ou non dans la classe de mathématiques. Par
ailleurs, la logique mathématique permet de bien distinguer les aspects syntaxique et
sémantique des notions de logique. L’aspect syntaxique permet un travail plus formel
d’analyse et de manipulation des propositions, 'aspect sémantique permet l'interpré-
tation des propositions dans un domaine mathématique, et 1’établissement de vérités
sur les éléments de ce domaine. La encore, la logique mathématique souligne un aspect
important des notions de logique.

— Un modele pour 'analyse du discours mathématique et I'interprétation des pratiques
langagieres. J’ai souligné dans la référence constituée certains implicites dans des expres-
sions couramment utilisées en mathématique, notamment dans I’expression de la quan-
tification. La distinction quantification/quantificateur permet de bien rendre compte
de ces implicites : & une proposition dans laquelle la quantification est implicite, ou
marquée par des termes de la langue courante indiquant la quantité, correspond une
proposition dans laquelle la quantification est exprimée par des quantificateurs. J’ai

également souligné certaines ambiguités de mots de la langue courante fréquemment
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utilisés en mathématiques : par exemple, tous les « et » ne correspondent pas a un
connecteur ET, tous les « si » ne correspondent pas a une implication. La référence
constituée a ainsi permis de mettre au jour un certains nombres de points sensibles re-
liés a I’expression des notions de logique dans le discours mathématique, et a 'utilisation
de la langue courante.

— Une référence pour 1’étude didactique et I'interprétation des difficultés des éleves. J'ai
par exemple souligné dans la référence constituée les malentendus dus a la pratique
de quantification universelle implicite des implications, la confusion entre négation et
contraire, les erreurs dues a l'intervention du principe du maximum d’information.

Les études épistémologique et didactique de la premiere partie de la these ont montreé la

complexité des notions de logique, tant du point de vue de ce qu’elles sont en tant qu’objet,

que du point de vue de leur utilisation comme outil dans 'activité mathématique. Nous
pouvions alors faire 'hypothese de difficultés concernant I’enseignement de ces notions. La

référence constituée permet de regarder plus précisément certains points sensibles.

Dans la partie suivante, je reprends le fil conducteur proposé par la Théorie Anthropo-
logique du Didactique pour ’étude de la transposition. La référence constituée, a défaut
d’étre un savoir de référence partagé par la communauté, est une référence pour I’étude du
savoir a enseigner que je vais maintenant proposer, a travers ’analyse des programmes et
des manuels. En plus des questions classiques sur ce savoir a enseigner (quels sont les choix
faits par les rédacteurs des programmes, des manuels? ou vivent les notions de logique
et pour quoi?), je serai attentive a la fagon dont sont pris en compte les points sensibles
mis au jour (par exemple différence entre et-propositionnel et et-couple, complexité de la

notion d’implication et confusion entre si A alors B et A donc B...).
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Troisieme partie

Etude du savoir a enseigner
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J’ai proposé dans la partie précédente une étude des notions de logique (proposition,
variable, connecteur, quantificateur, types de raisonnement), basée sur la fagon dont la
logique mathématique les définit, la facon dont elles sont exprimées dans le discours
mathématique, sur de possibles difficultés d’éleves ou d’étudiants a leur propos. Un tel

corpus m’était nécessaire pour avoir une référence pour 1’étude didactique.

Je vais poursuivre cette étude didactique en me situant dans une institution précise, le
lycée en France. Deux raisons m’ont poussée a ce choix : tout d’abord, il y a moins
d’études didactiques concernant la logique a ce niveau. Et surtout, il y a une nouveauté
dans les programmes de mathématiques actuellement en vigueur pour le lycée : des ob-
jectifs concernant des notions de logique sont explicitement mentionnés. Le contexte ins-
titutionnel actuel est donc particulierement intéressant, et présente un caractere inédit
puisque depuis I’époque des mathématiques modernes, sur laquelle nous reviendrons, au-
cun programme d’enseignement, ni pour le lycée, ni pour le supérieur, ne proposait de
tels objectifs. Il y a ainsi un savoir a enseigner concernant les notions de logique, que je
vais maintenant étudier a travers ces programmes, les textes qui les accompagnent, et les
manuels. Cette étude permet de répondre a ma deuxiéme question de recherche : « Quel
est I’ensemble de conditions et de contraintes qui pesent sur la transposition didactique

des notions de logique au lycée 7 »

Y. Chevallard appelle travail externe de la transposition didactique la « sélection des élé-
ments du savoir savant qui, désignés par la comme “savoir a enseigner”, seront alors soumis
au travail de transposition » (Chevallard, 1991, p. 30). Il s’agit d’un travail externe car
il se fait en dehors des institutions ou est mis en ceuvre ’enseignement. Des textes sont
ainsi produits (programmes, documents d’accompagnement) qui constituent la délimita-
tion « officielle » du savoir a enseigner. Des points sensibles concernant ’enseignement
de la logique ayant été repérés dans les premieres parties de cette these, ’étude de ces
textes nous renseigne sur les choix faits par rapport a des difficultés prévisibles, et sur la
facon dont elles sont prises en compte. Cependant, comme le souligne G. Arsac, le savoir
a enseigner ne se réduit pas aux textes officiels (d’ailleurs les professeurs se contentent

rarement de cette seule lecture pour préparer leurs cours) :

[le savoir & enseigner| ne se réduit pas au programme, nous avons remarqué
en effet qu'un texte de programme appelle une interprétation. Le savoir a
enseigner est ce que ’enseignant pense qu’il a a enseigner quand les manuels
publiés, les annales, les habitudes prises, ont fixé a peu prés définitivement

I'interprétation du programme. (Arsac, 1989, pp. 12-13)

Parmi les ressources publiées a coté des textes officiels, les manuels ont une place im-
portante. Ils sont un élément charniere de la transposition. Tout d’abord, ils donnent a
voir des choix d’organisation d’enseignement de notions de logique, c’est-a-dire une inter-
prétation possible des programmes a l'intérieur d’un systeme de contraintes qui leur est

propre. Mais, par leur maniere de présenter les notions et par le choix et ’organisation
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des taches qu’ils proposent, ils sont aussi une ressource pour les choix didactiques des

professeurs.

Au moment ou j’ai commencé ma recherche, seuls le programme et les manuels pour la
classe de Seconde étaient publiés. Je me suis donc concentrée sur cette classe, sans mener
d’étude aussi approfondie pour les autres. Il faut cependant savoir qu’en ce qui concerne
les programmes, les objectifs sont presque identiques pour les classes de Seconde, Premiere
et Terminale (on a seulement ajouté le raisonnement par équivalence en Premiére scien-
tifique et le raisonnement par récurrence en Terminale Scientifique), et un seul document
d’accompagnement a été publié, pour la classe de Seconde. Dans plusieurs manuels, les
activités consacrées a la logique sont tres ressemblantes dans les trois classes : un méme
type d’exercice, adapté au chapitre en cours *?. L’élargissement de I’étude aux classes de
Premiere et Terminale n’aurait donc pas apporté grand chose de plus, et nous pouvons
faire 'hypothese que les résultats obtenus pour les manuels de Seconde seraient valables
pour les autres classes. J’ai ainsi centré I'étude sur cette classe de Seconde, qui présente
I'intérét de ne pas poser la question de I'enseignement de la logique dans le seul cas d'une
filiere scientifique. En effet, en France, la Seconde est une classe sans spécialisation, et le
programme de mathématiques y a pour fonction, entre autres, d’assurer et de consolider

les bases mathématiques nécessaires aux poursuites d’étude au lycée.

Je présente dans cette partie deux analyses classiques en didactique des mathématiques :
une analyse des programmes et une analyse des manuels (pour la classe de Seconde). Le
processus de transposition didactique se construit sur un temps long, ce qui justifie le
point de vue historique adopté dans cette étude. L’étude du savoir a enseigner se situe
donc dans une perspective évolutive : les choix actuels sont situés par rapport a ceux des

périodes antérieures.

Les résultats des deux premieres parties me conduisent a m’intéresser particulierement

aux points suivants dans 1’analyse du savoir a enseigner :

— quelles notions de logique sont présentes dans les programmes et les manuels ?

— Comment la logique est-elle reliée a un apprentissage du raisonnement et du langage
mathématiques ?

— Quel est le niveau de formalisation des notions de logique ? Notamment, est-ce que les

aspects syntaxique et sémantique des notions de logique sont tous les deux présents ?

Quelles traces retrouve-t-on des points sensibles soulevés dans I’étude de chaque notion
de logique?

Ces questions se situent a deux niveaux, qui étaient déja présents dans les premieres
parties : un premier niveau global, qui concerne ’enseignement de la logique des mathé-

matiques en général, un deuxieme niveau plus local, qui concerne chaque notion.

13. Il peut y avoir des variations dans certains manuels, mais elles restent marginales.
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5.0

L’étude de I’évolution des programmes et textes d’accompagnement de ces programmes

présente un double intérét pour I'étude didactique :

— d’une part, par rapport aux notions mathématiques étudiées, regarder comment leur
enseignement a évolué a travers différentes époques permet de voir différentes approches
possibles de ces notions dans ’enseignement.

— D’autre part, par rapport aux pratiques des enseignants, le programme qui a cours est
évidemment un document de référence, mais I'expérience des programmes antérieurs
qu’ils ont eu a enseigner est également influente.

Le but de I’étude est de rechercher dans ces documents les traces de la réponse de l'insti-

tution aux questions « pourquoi et comment enseigner la logique en classe de mathéma-

tiques 7 » C’est-a-dire d’étudier [’écologie de la logique dans la classe de mathématiques,
écologie au sens de I’étude des relations entre un objet et son environnement. Les outils de

I’approche écologique, au sens de la Théorie Anthropologique du Didactique, permettent

une analyse du texte du savoir qui éclaire les enjeux des choix pour le savoir a enseigner.

Ces enjeux participent d'un « systéme de conditions et de contraintes » auquel est soumis

I’enseignant. Pour analyser les programmes, je suivrai la démarche proposée par Michele

Artaud dans son cours & la IX¢ Ecole d’Eté de didactiques des mathématiques :

un objet ne pouvant pas vivre isolé, il sera nécessaire de faire vivre un
complexe d’objets autour [de lui]. Il convient donc d’examiner les différents
lieux ou on [le] trouve et les objets avec lesquels [il] entre en association, ce
qu’on appellera les habitats. Puis regarder en chacun de leurs habitats, la
niche écologique qu’[il] occupe, c’est-a-dire en quelque sorte, la fonction qui
est la [sienne|. Nous pourrons alors envisager la transposition de ces complexes
d’objets dans l’enseignement secondaire. (Artaud, 1997, p. 111)
Avant les années 60, aucune notion de logique n’est vraiment présente dans I’enseignement
des mathématiques au lycée, méme si 'apprentissage du raisonnement est bien stir depuis
longtemps un objectif de cet enseignement. C’est dans cet esprit que les Instructions
complémentaires relatives a [’enseignement des mathématiques de 1957 mentionnent la

logique :

Sans doute, nul ne contestera qu’il ['enseignement des mathématiques]
apporte aussi, par sa nature méme, une contribution essentielle a la formation
et au développement de I'esprit dans 'ordre de la logique, de la rigueur et de

la précision.
Puis, plus loin :

Les principales difficultés auxquelles se heurtent les débutants sont d’abord
des difficultés techniques pour prendre pied dans le monde conventionnel des
symboles, des représentations figurées et schématiques; un peu plus tard, ap-
paraissent les difficultés logiques pour prendre possession des idées d’ordre,

d’enchainement, de déduction.
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Mais si des pistes sont suggérées pour le premier type de difficulté, ce qui concerne les

difficultés logiques n’est pas évoqué a nouveau.

Gardons également a l’esprit les premieres phrases de ces instructions qui signalent déja
une donnée du contexte social qui jouera un rdle important pour porter la réforme des
mathématiques modernes, a savoir une demande de la société d’un nombre plus important

de scientifiques :

Des voix autorisées ne cessent, depuis quelques années, de signaler le grave
danger que fait courir a notre pays, sur le plan intellectuel comme sur le plan
économique, le manque de plus en plus sensible d’ingénieurs, de chercheurs,
de techniciens, et de souligner 'urgente nécessité d’orienter vers des carrieres
scientifiques, a des niveaux variés, un nombre croissant de jeunes. Le méme

souci se manifeste, a des niveaux variés, a peu pres partout dans le monde.

Je commencerai I’analyse des programmes et textes d’accompagnement avec les textes de
1960. Les Instructions du 19 juillet 1960. Programmes de mathématiques des classes de
Seconde A°, C, M, M donnent des « indications d’ordre général pour attirer I’attention sur
des points particulierement importants » et le premier paragraphe concerne L “initiation

au raisonnement logique. L’extrait suivant se situe a la fin de ce paragraphe :

C’est donc a l'enseignant du second cycle qu’incombe la tache d’entre-
prendre et de poursuivre une initiation plus complete aux modes élémentaires
de la pensée logique et a ses moyens d’expression, étant bien entendu que ces
notions ne doivent pas faire 'objet d’'un exposé systématique, théorique et
abstrait ; elles doivent étre dégagées et précisées peu a peu, puis étre mises a
I’épreuve a 'occasion de I’étude méthodique et réfléchie des diverses théories

et des nombreux problemes que comporte chacune d’elles.

Avant d’entrer plus en avant dans I'analyse, comparons tout de suite cet extrait avec un

extrait du Programme de mathématiques. Classe de Seconde de 2009 :

Le développement de I'argumentation et ’entrainement a la logique
font partie intégrante des exigences des classes de lycée. A T'issue de la Se-
conde, I’éléve devra avoir acquis une expérience lui permettant de commencer
a détacher les principes de la logique mathématique de ceux de la logique du
langage courant, et, par exemple, a distinguer implication mathématique et
causalité. Les concepts et méthodes relevant de la logique mathématique ne
doivent pas faire ’objet de cours spécifiques mais doivent prendre place

naturellement dans tous les chapitres du programme.

Bien stir, nous retrouvons dans ces extraits deux conceptions différentes de I’enseignement :
le professeur de 1960 a la charge d’une « initiation », tel un maitre spirituel, la ou celui de
2009 a la charge d’organiser un « entrainement », tel un entraineur sportif. Nous retrouvons
une conception plus magistrale de ’enseignement en 1960, et une conception dans laquelle

I’éleve est voulu acteur de ses apprentissages en 2009.
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Au dela de ces différences de ton, je voudrais souligner la proximité des contenus de ces
deux extraits. La logique a sa place dans I’enseignement des mathématiques au lycée, pas
enseignée pour elle méme dans un exposé a part, mais intégrée a l'activité mathématique
dans son ensemble. Dans la suite je présenterai une analyse plus fine des ces programmes :

les similarités et les différences seront ainsi mieux caractérisées.

L’objet de ce chapitre est de comprendre ce qui s’est passé entre ces deux époques concer-
nant ’enseignement de notions de logique au lycée. Je divise cet apercu historique en 4
périodes :

— de 1960 a 1969 : en 1960, la logique fait une entrée dans les programmes. Et dans
les années qui suivent, des expériences sont faites sur le terrain, certaines pratiques
d’enseignement sont débattues, notamment en ce qui concerne I’emploi des symboles
logiques.

— de 1969 a 1981 : le programme de mathématiques pour la classe de Seconde de 1969 est
celui des mathématiques modernes. C’est une période dans laquelle la logique est objet
explicite d’enseignement. Mais cette réforme donne rapidement lieu a de vives critiques.

— de 1981 & 1999 : le programme de mathématiques pour la classe de Seconde de 1981 est
celui de la contre-réforme. La logique en est exclue, accusée de participer au formalisme
excessif reproché aux mathématiques modernes. Cette exclusion se poursuit dans le
programme de mathématiques pour la classe de Seconde de 1990.

— depuis 1999 : la logique fait un timide retour dans le programme de mathématiques pour
la classe de Seconde de 1999, puis dans le programme pour la classe de Premiere de la
section littéraire en 2004, puis finalement un retour plus explicite dans le programme
de mathématiques pour la classe de Seconde de 2009, ou figure un tableau d’objectifs
concernant « notations et raisonnement mathématiques » (voir page 200).

Pour connaitre le contexte dans lequel est écrit chacun de ces programmes, je m’appuie

notamment sur différents textes publiés par TA.P.M.E.P.! Je fais I'hypotheése qu'ils re-

fletent les interrogations de la communauté de l’enseignement des mathématiques. Des
positions diverses s’y expriment, pas seulement celles prises officiellement par l’associa-
tion. Je fais ainsi des aller-retour entre analyses des programmes a l'aide des outils de

I’analyse écologique qui permettent de préciser la demande institutionnelle, et analyses

des bulletins de TAPMEP, qui aident a en comprendre 1’évolution, en montrant le point

de vue des acteurs de la mise en ceuvre de cette demande.

J’ai finalement utilisé la méthodologie d’analyse suivante :

(1) j’aireperé dans les textes de programmes et d’accompagnement de ces programmes ot
était présente la logique (son habitat), et quelle était sa fonction (sa ou ses niche(s))

(les textes étudiés sont listés page 439).

1. Association des Professeurs de Mathématiques de ’Enseignement Public.
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(2) J’ai ensuite recherché dans les textes de 'A.P.M.E.P. des éléments du contexte de
chaque période qui pouvaient caractériser le role attribué a la logique dans I'enseigne-
ment des mathématiques :

— j’ai relevé tous les textes consacrés a la logique dans les Bulletins de I’APMEP (les
articles cités sont listés page 441),

— j’ai étudié certains textes dans lesquels I’A.P.M.E.P. affiche ses positions pédago-
gique et didactique, notamment la Charte de Chambéry de 1968 et la Charte de
Caen de 1972.

(3) J’ai finalement étudié plus en détail ce qui était dit pour chaque notion de logique

dans les documents qui accompagnent les programmes de 1969 et de 2009.

5.1 Analyse globale des programmes

5.1.1 1960-1969 : Pavant mathématiques modernes

Les textes officiels : importance affirmée de la maitrise du raisonnement, entrée

discrete de notions de logique associées au travail sur le langage

Le contexte mathématique Les mathématiques francaises sont en train de vivre des
changements importants. Le groupe de mathématiciens N. Bourbaki publie en 1939 un
premier fascicule de résultats sur la Théorie des Ensembles, édité chez Hermann, dans
la collection Actualités scientifiques et industrielles, et en 1954 un fascicule comportant
les deux premiers chapitres des Eléments de mathématique intitulés Description de la
mathématique formelle et Théorie des ensembles. Les mathématiciens du groupe Bourbaki
ne sont pas des spécialistes de logique mathématique, et leur but n’est pas d’exposer les
résultats importants déja obtenus dans cette nouvelle branche des mathématiques. Mais
ils veulent construire leur exposé de la mathématique sur des bases logiques rigoureuses.
Ils présentent alors quelques notions de logique mathématique, qui fondent le langage et
les raisonnements utilisés dans leur présentation axiomatique de la mathématique. Les
mathématiciens francais de I’époque sont surtout influencés par la notion de structure,
sur laquelle Bourbaki fonde son traité. Mais ils sont moins concernés par ce qui y est
dit de la logique. Malgré tout, le symbolisme logique utilisé par Bourbaki va rapidement
s'imposer dans la communauté mathématique et plus tard dans I'enseignement (symboles
d’implication, d’équivalence, des quantificateurs universel et existentiel). En France, ce
que l'on appelle les mathématiques modernes sont directement d’inspiration bourbakiste.
Elles sont basées sur I’étude des structures, leur langage et leurs raisonnements sont
fondés sur la logique mathématique et la théorie des ensembles; et elles sont exposées
selon la démarche axiomatique. L’introduction de notions de logique mathématique dans

I’enseignement va étre fortement liée a ces mathématiques modernes.
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Par ailleurs, en sciences humaines, le structuralisme continue de se développer. Il trouve
son origine dans le Cours de linguistique générale de F. Saussure (1916), ou celui-ci envi-
sage d’étudier la langue comme un systeme dans lequel chacun des éléments n’est définis-
sable que par les relations d’équivalence ou d’opposition qu’il entretient avec les autres.
I1 s’étend ensuite a d’autres sciences humaines (un des représentants les plus célebres
de ce courant est 'anthropologue Claude Lévi-Strauss), et le langage mathématique des

structures est volontiers utilisé au sein de ce courant.

Dans I’enseignement, une modification profonde des contenus est en germe des les années
50, et commence a 'université. Un moment important de ce renouveau est 'année 1954,
quand G. Choquet remplace G. Valiron pour le cours de calcul différentiel et intégral a
'université de Paris. Dans un article pour la Gazette de la S.M.F.? (M. Rogalski, 2007),
Marc Rogalski parle de « l'aspect révolutionnaire » de ce cours, qui ouvre la porte a
une réforme de la licence de mathématique en 1958. Bien qu’émettant des réserves sur
I’entreprise bourbakiste, G. Choquet est un fervent partisan de ’axiomatique, notamment
au sein de I’A.P.M.E.P., comme le soulignent E. Barbazo et P. Pombourcq dans 100 ans
d’APMEP

Le débat sur 'axiomatique, qui souléve la question pédagogique de 'intro-
duction des mathématiques des le plus jeune age, prend forme dans certains
contenus de manuels scolaires écrits pour les nouveaux programmes [de 1960].
[...] L’engouement pour 'axiomatique et ses vertus pédagogiques, dégagé par
les travaux de la commission Axiomatique et redécouverte, est avéré au sein
de PA.P.M.E.P. et surtout de ses dirigeants. Vu le nombre de ses conférences
publiées dans le Bulletin, Gustave Choquet est, sans conteste, celui qui va
étre 'un des plus influents au sein de l'association pour que cette concep-
tion d’apprentissage des mathématiques convainque la population enseignante.
(Barbazo & Pombourcq, 2010, p. 71)

Le renouveau de I'enseignement des mathématiques va peu a peu gagner 1’enseignement

secondaire. Voyons maintenant la trace de cette évolution dans les textes officiels.

Les programmes et instructions complémentaires En 1960, le programme de ma-
thématiques qui est appliqué est celui de 1959. Aucune notion de logique n’y est évoquée.
Mais des instructions publiées en juillet 1960 veulent « attirer ’attention sur des points

particuliérement importants » dont certains sont reliés a la logique 3.

Le premier paragraphe de ces instructions est intitulé L initiation au raisonnement logique.
Il y est rappelé 'importance de I'enseignement des mathématiques pour 'apprentissage

du raisonnement, qu’il s’agisse de le comprendre ou de le produire. L’extrait déja cité page

2. Société Mathématique de France
3. On trouvera en annexe l'intégralité des paragraphes en relation avec la logique, voir page 515.
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180 assigne au professeur la tache d’une « initiation plus complete aux modes élémentaires
de la pensée logique et a ses moyens d’expression ». Raisonnement et langage sont ainsi
également associés a la logique, a travers des notions qui « ne doivent pas faire 'objet
d’un exposé systématique, théorique et abstrait ; [mais] doivent étre dégagées et précisées
peu a peu ». Il y a donc des notions de logique a transmettre, mais qui ne doivent pas
étre 'objet d’un enseignement spécifique. Par ailleurs, ces notions doivent « étre mises
a I’épreuve a l'occasion de 1’étude méthodique et réfléchie des diverses théories et des
nombreux problemes que comporte chacune d’elles ». Ainsi, les notions de logique ne sont
pas particulierement en relation avec certaines autres notions mathématiques, mais sont

présentes partout.

Un autre paragraphe de ces instructions est relié a la logique, intitulé Les notions « mo-
dernes ». Le vocabulaire et le symbolisme. 11 y est question des notions et notations en-
semblistes (réunion, intersection, ensembles complémentaires, appartenance, inclusion). 11
y a une certaine audace vis-a-vis du renouvellement du vocabulaire mathématique, les
instructions proposent « ne serait-ce qu’a titre d’essai, et pour les mettre a I’épreuve, d’en
employer certains dans les classes secondaires », mais elles invitent a la prudence dans

cette démarche :

Il parait prudent de ne proposer aux débutants (en dehors des signes élé-
mentaires qu'ils connaissent déja et qu’ils ont appris a manier) qu'un nombre
raisonnable de symboles nouveaux, liés a la présentation de certaines notions
susceptibles d’étre correctement assimilées ; on peut citer, par exemple, et sans
vouloir établir ainsi une liste limitative : quelques signes relatifs aux ensembles
(réunion, intersection, inclusion, appartenance) ; ainsi que les « fleches » mar-

quant une déduction ou une équivalence logique *.

Mais verbalisme et formalisme sont présentés comme un double danger, et les instructions
mettent en garde contre les mots et les signes qui « ont pour le néophyte, 'attrait de la
nouveauté ou du pittoresque », mais qui « risquent souvent de masquer la pensée. » Ici,
les mots et les symboles sont vus comme étant un moyen d’expression de la pensée. Le

fait que leur utilisation puisse, en retour, faconner la pensée, n’est pas évoqué.

Nous verrons plus loin avec les bulletins APMEP que cette ouverture concernant un nou-
veau vocabulaire et de nouveaux symboles suscite des débats. Une note du 29 janvier 1963
intitulée Emploi de certains termes et de certains symboles dans l’exposé d’une question
de mathématiques a pour objet de « répondre a quelques préoccupations qui se sont mani-
festées récemment a propos de la présentation d'un texte de mathématiques, notamment
en ce qui concerne 'emploi de certains termes ou de certains symboles ». Les définitions et
les symboles relatifs aux notions élémentaires sur les ensembles, a I'implication et a ’équi-
valence logique, ainsi que les symboles des quantificateurs, sont explicitement mentionnés

dans le programme de 1962 pour la classe Terminale de Mathématiques Elémentaires.

4. Nous pouvons voir ici la confusion décrite page 163 entre le connecteur IMPLIQUE marqué par
une fleche et la déduction.
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Cette note rappelle qu’il n’y a pas d’exigence en dehors de cette classe, ce qui a pour
conséquence que lors d’examens ou de concours, aucune question ne peut les faire inter-
venir, mais elle précise également que puisque certains éleves ont pris I’habitude, parfois

des le premier cycle, de les utiliser, il faut que leur emploi correct soit accepté.

Un décret de juin 1965 vient modifier les filieres de la classe de Seconde, qui sont mainte-
nant réparties en une section littéraire A, une section scientifique C, une section technique
industrielle T. Une circulaire d’aotit 1965 fixe les programmes de mathématiques pour ces
sections. Il n’y est pas fait mention explicitement de notions de logique, mais le programme

pour la section C contient une Note préliminaire qui indique que :

Le professeur s’attachera, tant en algebre qu’en géométrie, a 'aide des
nombreux exemples que fournissent les divers chapitres, a préciser quelques
notions déja rencontrées dans les classes précédentes : proposition réciproque,
condition nécessaire, condition suffisante, propriété caractéristique. L’étude
systématique de probleémes spéculatifs [...] permettra de dégager un certain
nombre d’idées générales concernant la conduite logique d’un raisonnement :
analyse, synthese, emploi de conditions a la fois nécessaires et suffisantes,

transformation d’un probleme en un probléme équivalent.

Ces indications sont dans la continuité des instructions de 1960, elles rappellent qu’en
classe de Seconde, le raisonnement devient un objet d’étude et n’est plus seulement mis

en oeuvre.

Nous allons voir maintenant a travers ’étude de textes de ’A.P.M.E.P. que celle-ci se posi-
tionne plus explicitement en faveur d’un renouveau de I’enseignement des mathématiques,

et que, sur le terrain, des expériences vont dans ce sens.

Les textes de ’A.P.M.E.P. : la préparation des mathématiques modernes sur

le terrain

Des 1946, des textes en faveur d’une réforme profonde de ’enseignement des mathéma-
tiques paraissent dans les Bulletins de ’APMEP. Il ne s’agit pas seulement de propositions
pour déplacer telle notion d’une classe a une autre mais d’'une modification globale des

contenus.

Les débats sur la méthode axiomatique commencent des cette époque, avec des opposants
tels que M. Weber (textes dans les Bulletin n° 112 de 1946 et n° 165 de 1954) et des
défenseurs tels que G. Thovert (texte dans le Bulletin n® 128 de 1949)

La charte de Chambéry (A.P.M.E.P., 1968) est une synthese des textes de la Commission
Recherche et Réforme créée par l'association en 1966. Elle sintitule Etapes et perspec-

tives d’une réforme de l’enseignement des mathématiques. L’A.P.M.E.P. prend clairement
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position pour la nécessité d’une réforme de ’enseignement des mathématiques :

Que I'enseignement des mathématiques soit analysé dans son contenu, dans
sa forme pédagogique, ou dans son role social ou économique, il est certaine-
ment tres remarquable que les conclusions soient convergentes; ce qu’on ap-
pelle un peu vite la mathématique moderne, ce qu’il conviendrait mieux d’ap-
peler la conception constructive, axiomatique, structurelle des mathématiques,
fruit de I’évolution des idées, s’adapte « comme un gant » nous permettrons-
nous de dire, a la formation de la jeunesse de notre temps. Il est important que
tous les citoyens et en premier lieu tous les éducateurs en comprennent bien les
raisons et dans quelle voie favorable cela conduit I'enseignement. (A.P.M.E.P.,
1968, p. 5)

Cette réforme des contenus doit s’accompagner d'une réforme pédagogique mettant en
ceuvre une pédagogie active, et dans cette méme charte, les auteurs « tiennent a souligner
que l'introduction d’un nouveau contenu dans I’enseignement des mathématiques serait
inopérante, voire néfaste, si elle ne s’accompagne d’une pédagogie appropriée : active, ou-
verte, le moins dogmatique possible, faisant appel au travail par groupe et a I'imagination

des enfants. » (A.P.M.E.P., 1968, p. 7)

A partir de 1956, ’A.P.M.E.P. organise avec la S.M.F. une série de conférence sur les
mathématiques modernes. La logique mathématique n’y est pas particulierement abordée.
Par contre, un article de logique mathématique écrit par J. Balibar, intitulé Un exemple
d’abstraction, de formalisme et de métathéorie. La démonstration, par Kurt Gddel, de
la compatibilité de l'axiome du choix et de I’hypothése généralisée du continu avec les
axiomes de la théorie des ensembles, est publié dans les Bulletins n° 217 en 1961 et
n° 222 en1962. On trouve aussi des articles théoriques de logique mathématique de M.
Glaymann, Fonctions caractéristiques des connecteurs dans le Bulletin n” 258 en 1967, et
Introduction a la logique dans le Bulletin n” 260 en 1968. Ces deux articles sont écrits dans
I'optique de la formation des professeurs a la réforme qui se prépare. L. Schwartz publie
quant a lui Le modéle d’une théorie des ensembles dans le Bulletin n” 261 en 1968. La
présence de ces articles théoriques montre la volonté de former les professeurs en matiere
de logique, la référence explicite pour I’enseignement de notions de logique étant la logique

mathématique.

D’autres articles dans les Bulletins concernent le vocabulaire et les notations. L’utilisation
des symboles ensemblistes et logiques se répand dans ’enseignement secondaire. Dans le
Bulletin n” 198 en 1959, on trouve un paragraphe intitulé Quelques termes et symboles
de plus en plus employés dans lequel figurent les symboles suivants, dans une rubrique
Logique :

= “ entraine ”; déduction logique

& ¢ équivaut a 7 équivalence logique
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V “ quel que soit 7 ou “ pour tout ”; quantificateur universel

d “ il existe au moins un ...tel que ”; quantificateur existentiel

Mais l'utilisation de ces symboles divise la communauté des professeurs. Ainsi, dans le
Bulletin n” 217 d’octobre-novembre 1961, trois commentaires sont publiés dans une ru-
brique A propos des quantificateurs ¥V et 3. Le premier, intitulé L’opinion d’un professeur

d’université, signé J. Dixmier, se termine par :

Conclusion, il faudrait, a mon sens, interdire purement et simplement 1’em-
ploi des quantificateurs dans les copies, en expliquant que ce qui est permis
au tableau ne l'est pas toujours dans une rédaction. En fait, cette nuance me
parait trop subtile pour les éleves, et, pour ma part, je n’emploie plus jamais

ces signes, méme au tableau.

Dans le deuxieme, intitulé L opinion d’un professeur de lycée, J.-L. Audirac, défend 1'idée
que « serait légitime tout symbole possédant une algebre » et précise que ¢a ne peut pas
étre le cas pour les symboles de quantificateurs en classe de Seconde, mais que « na-
turellement, rien n’empéche d’utiliser des abréviations en spécifiant leur signification, a

condition d’agir avec prudence ».

Le troisieme commentaire, L’opinion du troisiéme homme, signé G. Walusinski, défend

une autre position :

L’évolution de la langue mathématique vers une symbolique spéciale qui
aurait, entre autres, 'avantage d’étre universelle, n’est pas exclue. Dans I'état
actuel des choses, 1'usage alternatif des propositions exprimées en frangais
puis en symboles, en symboles puis en francais, renouvelle 'exercice classique
du theme et de la version. En ce sens, les symboles 3 et V ont une valeur
pédagogique, non pas « malgré » les fautes qu’ils font commettre, mais peut-
étre a cause de celles-ci. Ces fautes mettent en évidence la richesse de ces
symboles, supérieure peut-étre a celle que leur attribuaient les inventeurs (au

fait : qui sont les inventeurs ?).

Suit un exemple ou une quantification universelle implicite masque une erreur dans la

négation d'une proposition. G. Walusinski conclut alors :

Implicitement, la réside le noeud de la question. Les quantificateurs disent
tout haut ce que tout le monde pense tout bas.

Vivent donc les quantificateurs.

Nous pouvons voir que le débat est réel, les positions idéologiquement tranchées, non
seulement a propos des symboles de quantificateurs, mais aussi sans doute sur ce que sont
les mathématiques. Le débat sur les symboles se poursuit dans d’autres bulletins, avec
notamment de longues lettres de D. Lacombe (Bulletins n” 239, n° 240 et n° 241 en 1964),
dans une rubrique intitulée Les mots et les symboles. Nous comprenons mieux alors, en
lisant ces positions divergentes sur le terrain, la mise au point ministérielle faite a travers

la note de janvier 1963 évoquée page 184.
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Les évolutions du vocabulaire conduisent a la création, en 1960, d'une Commission du
Dictionnaire. Elle produira de tres nombreuses notices publiées jusqu’en 1980 dans une
rubrique du Bulletin intitulée Matériaux pour un dictionnaire. Les articles Déduire publié
dans le Bulletin n” 217 en 1961 par J. Balibar et Implication publié dans le Bulletin n” 231

en 1963 par G. Walusinski s’appuient sur la logique mathématique.

La période entre 1960 et 1969 prépare la réforme des mathématiques modernes, notam-
ment sur le terrain. L’A.P.M.E.P. est favorable a une réforme et publie des récits d’ex-
périences d’enseignement des notions modernes. Ainsi, dans le n° 217 en 1961, C. Pair,
enseignant de Mathématiques Spéciales, relate I'expérience faite au Lycée Henri Poincaré
de Nancy d'un « Cercle de mathématiques modernes ». Il passe chaque semaine une heure
avec 19 éleves de Seconde et 3 de Premiere qu’il essaie d’initier aux notions modernes,

selon le schéma de travail suivant :

(1) examen d’'un ou plusieurs exemples; (2) de ces exemples, on déduit
la définition d’une notion générale (application d’un ensemble E dans un en-
semble F'| associativité d’'une opération ...); (3) puis, sur de nouveaux et
nombreux exemples, on regarde si cette définition s’applique ou non (I'opéra-

tion milieu de deux points est-elle associative 7).

Ce schéma d’organisation du travail est représentatif du fait que les partisans d’un ensei-
gnement des notions modernes ne sont pas seulement pour un renouvellement des contenus
mais aussi pour un renouvellement des méthodes d’apprentissage, méme si selon C. Pair

le schéma présenté ici a encore un inconvénient :

Les éleves sont certes actifs, plus sans doute que dans ’enseignement clas-
sique, mais dans une étroite ligne tracée par le professeur : ils ne sont réelle-
ment découvreurs que d’exemples. Cela risque de donner une idée fausse de la

mathématique, qui fait plus que codifier des notions.

C. Pair affiche son parti pris d'un renouvellement du langage a travers une formalisation
bénéfique, et voit dans la logique un langage clair pour les raisonnements : « 'utilisation
du symbolisme logique élimine au contraire impitoyablement toutes les insuffisances du

raisonnement ».

Les avantages d’une telle formalisation sont également soulignés dans le texte de A. Z.
Krygowska ®, Eléments de logique dans l’enseignement secondaire des mathématiques, paru
dans le Bulletin n° 251 en 1966. L’auteur se démarque ainsi de la prudence affichée dans

les instructions de 1960. Elle relate un enseignement explicite de notions de logique, et

5. Anna Zofia Krygowska (1904-1988) est une logicienne polonaise qui s’est beaucoup investie dans
la réflexion sur I’enseignement des mathématiques. Elle a travaillé sur ’enseignement de la logique, mais
au-dela, elle a considéré tous les aspects de I'enseignement des mathématiques ou une « analyse » logique
peut étre éclairante, et notamment tout ce qui concerne le langage et la communication dans la classe de
mathématiques.
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explique quels sont les buts qui lui sont assignés :

Une des conditions pédagogiques les plus importantes d’'une modernisation
rationnelle de I'enseignement des mathématiques nous semble donc consister :
1° dans la révélation expresse des idées logiques les plus simples sous-jacentes
au contenu mathématique; 2° dans la création d'un langage approprié - ces
deux postulats étant dans des relations réciproques tres serrées, car si le lan-

gage refléte la pensée, il la structure aussi a son tour.

Nous retrouvons dans ces postulats les deux piliers de la logique que sont le raisonnement
et le langage. Comme nous 'avons vu dans 1’étude épistémologique, la logique s’occupe
de la validité des raisonnements, mais elle a besoin pour le faire d'un travail préalable sur
le langage. Et finalement, on ne peut pas vraiment dissocier ce qui tient au langage de
ce qui tient au raisonnement, puisque le raisonnement s’exprime dans un langage qui a
son tour structure le raisonnement. La logique joue un role essentiel puisqu’elle fournit
un langage de référence permettant une expression claire des idées, langage de référence
signifiant non pas qu’il doive étre forcément utilisé, mais qu’il est un outil d’analyse et de
présentation de notre discours. La logique est effectivement présente dans ce but durant

la période des mathématiques modernes.

5.1.2 1969-1981 : Les mathématiques modernes

Les textes officiels : la réforme des mathématiques modernes effectivement

mise en place de 1’école élémentaire a ’université

La commission Lichnérowicz En octobre 1966 est créée la Commission ministérielle
sur I’Enseignement des Mathématiques présidée par A. Lichnérowicz, mathématicien et
physicien théoricien, professeur au College de France. Cette création s’inscrit dans une
triple logique de la part du ministere : promouvoir un enseignement des mathématiques
modernes adapté a l'efficacité nouvelle des mathématiques a travers la notion de struc-
ture, assurer la démocratisation de I’enseignement moyen, mettre en place une rénovation
pédagogique, ces deux derniers points ayant pour but de faire réussir tous les éléves. A sa
création, la Commission compte dix-huit membres, essentiellement des mathématiciens :
professeurs du supérieur, du secondaire, inspecteurs généraux. L’A.P.M.E.P. y est bien

représentée.

La Commission rédige un rapport préliminaire publié¢ dans le Bulletin n” 258 en 1967. 11

y est réaffirmé la nécessité d’une réforme de 'enseignement des mathématiques :

Il nous faut désormais préparer nos enfants et nos étudiants a comprendre
et a wutiliser ce que sont devenues les mathématiques de notre temps. Cela
n’est pas nécessaire, seulement, pour les futurs mathématiciens, ce 1’est aussi

pour les futurs citoyens quels qu’ils soient, si nous voulons qu’ils se meuvent
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avec naturel et sans méfiance dans le monde d’aujourd’hui, qu’ils se servent
des instruments nouveaux et puissants mis a leur disposition, qu’ils recourent

aux schémes de pensée qui peuvent conduire utilement leurs démarches.

C’est cette commission qui rédige les programmes pour la classe de Seconde de 1969 que

je vais maintenant analyser.

Programme et instructions complémentaires de 1969 Dans le programme pour
les classes de Seconde (il y a encore a I’époque trois sections A, C, T') apparait un nouveau

chapitre intitulé Langage des ensembles en chapitre I. Sa premiere partie est :

1. Emploi du vocabulaire de la logique : négation, conjonction, disjonction,
implication, équivalence ; réciproques de certaines assertions. Quantificateurs
« quel que soit » et « il existe » ; négation d’assertions comportant éventuelle-

ment des quantificateurs.
Puis vient une partie sur les ensembles :

2. Ensembles : appartenance, inclusion, sous-ensemble, ensemble vide ; in-
tersection, réunion, sous-ensembles complémentaires. Lien avec la logique. Pro-

duit cartésien de deux ensembles.

Dans ce programme, des notions de logique mathématique sont explicitement objets d’en-
seignement. On y utilise des termes « techniques » de la logique mathématique. Les notions
listées sont les éléments du langage mathématique : connecteurs et quantificateurs. Ceci
confirme ce qui est annoncé dans le titre du chapitre : le but est un apprentissage du

langage mathématique.

Ce nouveau programme est accompagné en février 1970 d'un Commentaire pour les pro-
grammes de mathématiques des classes de Seconde®. Ce nouveau chapitre est notamment
I'objet d’un long commentaire dont « les lignes, rédigées en termes techniques, dépassent
largement le développement qu’il est possible d’en faire dans les classes. » L’objet de ce
commentaire est donc notamment la formation des professeurs, ces notions étant, pour
certains d’entre eux, completement nouvelles. Par ailleurs, il est précisé que « le chapitre
I tout entier fera beaucoup moins 'objet d’un préambule dogmatique que d’une insertion
pratique, d tout moment, dans la suite du cours. » Ainsi, méme s’il est préconisé que
les notions de logique soient étudiées dans un chapitre particulier, leur présence et leur
utilité dans tout le cours de mathématiques sont réaffirmés, comme cela était déja le cas
en 1960. Toujours dans la continuité du discours de 1960, la classe de Seconde reste celle
ol les éleves adoptent une position réflexive par rapport a leurs raisonnements, ce qui est

rappelé dans 'extrait suivant :

Les éleves qui arrivent en Seconde ont déja fait bien des raisonnements et

appliqué ainsi des regles de logique, d’'une maniere peut-étre plus spontanée

6. On trouvera en annexe page 517 I'intégralité de ce commentaire concernant les notions de logique.
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que réfléchie; il convient de leur apprendre désormais, sur des exemples, a
exprimer les raisonnements et les résultats dans une présentation plus métho-

dique.

La différence avec le programme de 1960 est surtout que la logique est plus fortement
associée au langage. Le commentaire souligne I'existence d’un langage mathématique par-

ticulier et l'intérét pour les éleves de le connaitre :

La logique introduit, pour représenter les étres sur lesquels elle raisonne,
des symboles qu’elle soumet a un calcul formel ; 'emploi de ces symboles n’est
pas indispensable en mathématiques et de tres bons auteurs contemporains
n’en font pas usage; néanmoins, il a paru opportun d’initier a leur emploi,
de fagon juste et modérée, les éleves du second cycle : ils pourront ainsi s’ex-
primer de facon plus précise et éviter de commettre des incorrections, voire
des contresens; bien entendu, ils devront s’abstenir de parsemer de symboles,

comme de sténogrammes, une rédaction a faire « en bon francais ».

En 1973, un nouveau programme pour la classe de Seconde est publié. Cela avait été de
toutes facons prévu par la Commission Lichnérowicz : il fallait tenir compte de I'arrivée en
Seconde d’éléves ayant suivi le programme de mathématiques modernes dés la Sixiéme .
Malgré les contestations qui se sont déja élevées, ce programme reste axé sur les mathé-
matiques modernes, mais le chapitre Langage des ensembles a disparu, il n’y a plus qu’'un

court paragraphe d’introduction qui précise :

A Toccasion des divers énoncés rencontrés, les éleves auront leur attention
attirée sur le role joué en mathématiques par les principaux « connecteurs » (et,
ou, non, si... alors et ses synonymes, équivaut et ses synonymes) et « quan-
tificateurs » (quel que soit, il existe). Ils noteront leurs regles d’emploi, tant

pour formuler les énoncés que pour conduire les raisonnements.

Cette disparition peut étre interprétée de deux fagons : la premiere est que ce chapitre
a été jugé trop abstrait et formel. La deuxieme est que les éleves arrivant en Seconde
en 1973 sont déja familiers des notions ensemblistes et logiques qu’ils sont censés avoir
rencontrées au college. Deux arguments plaident pour la deuxiéme interprétation : le
premier est que d’autres notions abstraites et formelles restent au programme, comme les
espaces vectoriels ; le deuxieéme est que les manuels continuent de proposer un chapitre 0

sur les notions ensemblistes et logiques.

Durant la décennie des mathématiques modernes, des notions de logique mathématique
sont ainsi explicitement au programme, elles sont définies, il en est donné des propriétés.
Il est cependant bien précisé qu’il ne s’agit pas d’enseigner ces notions pour elles-mémes.
Elles servent a I’apprentissage du langage mathématique et du raisonnement, et leur étude

doit étre réinvestie dans d’autres chapitres. Mais si le commentaire du programme de 1970

7. Il y a eu également des nouveaux programmes de mathématiques modernes pour le college a partir
de 1969.
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donne des connaissances théoriques sur ces notions de logique, afin que les professeurs qui
n’en sont pas familiers se les approprient, il ne donne guere d’indications sur les retours
possibles sur ces notions dans d’autres chapitres. Il y a cependant un réinvestissement
naturel a travers la compréhension d’énoncés de définitions, de théoremes, qui utilisent

pour la plupart un langage formalisé.

La réforme des mathématiques modernes : ambitieuse et rapidement contes-

tée

La réforme se met en place en 1969, en Sixieme et en Seconde. Elle s’appuie sur des expé-
rimentations préalables et ne souleve pas de contestation de la part de 'A.P.M.E.P., pas
plus d’ailleurs que le nouveau programme mis en place en Cinquieme l'année suivante.
Mais des désaccords apparaissent a propos du nouveau programme de Quatrieme. Des
équipes expérimentales, travaillant notamment dans les IREM® naissants, réunies a Or-
léans, publient le 03 juin 1970 une lettre dans laquelle ils expriment des réticences vis-a-vis
du projet pour les programmes de Quatrieme qui « possedent de nombreuses lacunes, ils
sont notamment trop longs dans les contenus et trop ambitieux dans 1'utilisation de rai-
sonnements déductifs exigés par la géométrie proposée » (Barbazo & Pombourcq, 2010,
p. 87). Un nouveau texte affirmant la ligne de 'A.P.M.E.P., la Charte de Caen, est rédi-
gée durant I'année scolaire 1971-1972. Contrairement a la Charte de Chambéry, celle de
Caen ne revendique pas de modification des contenus, puisque celle-ci est en cours, mais

I’A.P.M.E.P. y exprime des réticences sur la réforme des mathématiques modernes :

Parmi les réformes, certaines étaient des succes, d’autres exigeaient des cri-
tiques, toutes pouvaient et devaient étre améliorées. Des polémiques de presse,
des remarques d’éminentes personnalités, tout aussi bien que le gofit accru de
la jeunesse pour une action et une réflexion plus vite autonome, mettaient en
évidence des insuffisances ou des lacunes. Et il y avait des incompréhensions
qu’il fallait s’attacher a réduire, des orientations a préciser. (A.P.M.E.P., 1972,
p- 2)
L’accent est mis sur la finalité des mathématiques, qui doivent participer a la formation
d’un individu épanoui et autonome, sur une organisation scolaire permettant expérimen-
tations et recherche, et sur la formation des maitres. L’A.P.M.E.P. revendique également
dans cette charte que 'apprentissage des mathématiques et les réformes qui le concernent
soient un objet d’expérimentation et de recherche « scientifique », I'organisation scolaire,
la recherche, 'expérimentation « doivent s’inspirer du désir de promouvoir un nouveau
style éducatif allant dans le sens d’une plus grande responsabilité des maitres et des éleves
et de leur épanouissement. Il s’appuiera sur une pédagogie plus scientifiquement élaborée

et controlée, et incitera a une créativité et a une auto-formation accrues. » (A.P.M.E.P.
1972, pp. 11-12)

8. Instituts de Recherche sur I’'Enseignement des Mathématiques
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Dans cette période, on trouve dans le Bulletin des articles sur I'apprentissage de notions
de logique avant le lycée. Par exemple, dans un article intitulé Insertion de la logique dans
I’enseignement élémentaire paru dans le Bulletin n” 292 en 1974, M. Carmagnole propose
« d’insérer une pensée logique avant onze ans, non seulement en heure de mathématique,
mais surtout en toute heure de la journée ». Il s’agit essentiellement de discuter avec
les éleves de la compréhension de phrases ayant des structures logiques particulieres :
que peut-on dire sur 'activité des filles et des garcons quand le maitre dit « cet apres-
midi les filles dessineront » 7 Quelle différence entre les phrases « tous les jours il y a
un enfant qui se fait punir » et « Il y a un enfant qui se fait punir tous les jours. »
Josette Adda participe activement a la réflexion sur ’enseignement de la logique. Elle est,
avec W. Faivre, auteur de la brochure APMEP n° 5 Eléments de logique pour servir d
I’ensetgnement des mathématiques, et elle publie dans le Bulletin n® 301 en 1975, dans
la Rubrique Echanges, un article intitulé Une maniére d’intégrer des éléments de logique
dans l’enseignement des mathématiques en classe de Sizieme. Elle y défend la pertinence

de I’'étude d’énoncés quantifiés des le college :

C’est une aberration de prétendre limiter I'introduction de la logique au
calcul des propositions : en effet, personne ne peut faire de mathématiques,
a quelque niveau que ce soit, méme en Sixieme, sans quantifications (je dis
bien « quantifications » ; I'introduction du symbolisme des quantificateurs, qui,
par ailleurs ne me semblerait pas aussi scandaleuse qu’on le dit, n’est pas
I’essentiel, loin de 1a, et on peut tres bien, en Sixieme, tant que les énoncés ne

sont pas tres longs, expliciter les quantifications en toutes lettres).

Le groupe de recherche pédagogique en Sixieme-Cinquieme de 'TREM de Bordeaux publie
quant a lui un article intitulé Des simulateurs logiques en classe de Sizieme dans le Bulletin
n’ 300 en 1975.

Un important Dossier Second Cycle est publié dans le Bulletin n” 323 en avril 1980, qui
présente des documents majeurs élaborés pour guider 'action de ’A.P.M.E.P. Une partie
concerne les finalités du second cycle, objectifs mathématiques et didactiques. Dans une ru-
brique Quelques types fondamentaux d’activités mathématiques, « I'exploration de diverses
modalités du raisonnement mathématique » est indiquée comme activité transversale. On

trouve dans le méme paragraphe le passage suivant sur la logique :

I convient ici d’éviter tout exposé de logique mathématique (partie des
mathématiques qui a pour objet une réflexion théorique sur 'activité mathé-
matique) ; un tel exposé serait vide de sens pour les éleves, précisément par
manque de pratique mathématique antérieure; en outre la description d’un
raisonnement mathématique, méme tres simple, est souvent d’un niveau de
complexité assez grand, et on fausserait le jugement des éleves en se bornant
a des aspects tres partiels (tables de vérité, etc.) Il sera par contre judicieux
de souligner les différentes formes du raisonnement mathématique, au fur et a

mesure de leur emploi dans les situations étudiées.

193



5.1

On le voit ici clairement : I’enseignement des notions de logique dans le style des mathé-

matiques modernes n’a pas convaincu.

Dans cette période des mathématiques modernes, la logique mathématique était claire-
ment la référence pour 'enseignement de notions de logique. Mais cette logique mathé-
matique était souvent méconnue des professeurs, malgré les efforts de formation dans les
IREM. La plupart des professeurs n’avaient sans doute pas suffisamment de recul pour
réinvestir ces notions dans d’autres parties du programme, limitant ainsi les notions de
logique & un enseignement formel et fermé sur lui-méme. Rappelons que telle n’était pas
la volonté des rédacteurs du programme. Quoiqu’il en soit, les programmes de 1981 mar-
queront une rupture claire avec les mathématiques modernes, et la logique en est rejetée

en méme temps que bon nombre de concepts jugés trop abstraits.

5.1.3 1981-1999 : La contre-réforme

Programmes et instructions complémentaires de 1981, de 1990

Le programme de 1981 affiche ainsi la rupture :

Le présent programme est celui d'une classe de Seconde pour tous®; il
convient de le préserver d’une intervention artificielle de descriptions de struc-
tures, et par conséquent de ne pas 'alourdir d’une algébrisation prématurée.
I1 va de soi que le professeur doit avoir une vue approfondie de la matiere qu’il
enseigne, et qu’il doit s’exprimer clairement ; mais son idéal ne saurait étre de
tenir aux éleves un discours si parfait soit-il ; sa tache essentielle est d’entrai-
ner ses éleves, devant des situations saisies dans leur complexité naturelle, a

la réflexion et a l'initiative personnelle.

Il n’y a plus de notions de logique explicitement au programme et le programme met
méme en garde contre 'exposé de ces notions qui se faisait dans la décennie précédente,
en reprenant 'extrait du Dossier Second Cycle du Bulletin n°® 323 cité page 193. Il y
est toujours question de cette attitude réflexive par rapport au raisonnement, mais ici
le terme « logique » n’est utilisé que pour exclure la logique mathématique. Par ailleurs,
I'utilisation d'un langage mathématique spécifique et 1'étude de ce langage, qui était un
axe important des mathématiques modernes, est ici clairement rejeté. On ne peut donc

plus vraiment parler pendant cette période d’enseignement de notions de logique.

Le programme de 1990 est dans la méme ligne. Le paragraphe Formation scientifique
précise :
La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de I’expression écrite
et orale constituent des objectifs importants. Cependant, la maitrise du rai-

sonnement et du langage mathématique doit étre placée dans une perspective

9. Il n’y a plus qu'une classe de Seconde, les sections ont été reportées a la classe de Premiere.
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de progression ; on se gardera donc de toute exigence prématurée de

formulation, aussi bien pour les énoncés que pour les démonstrations. En
b

particulier, le vocabulaire et les notations ne sont pas imposés a priori; ils

s’introduisent en cours d’étude selon un critere d’utilité.

Puis suit un paragraphe Vocabulaire et notations dans lequel la logique est mentionnée,

toujours pour subir le méme sort qu’en 1981, I'exclusion :

Certaines questions (traitement des équations, emploi de propriétés carac-
téristiques en géométrie...) amenent a utiliser des équivalences logiques ;
on observera qu’au college seule la formulation en deux énoncés séparés est
au programme. L’emploi des symboles = et < n’est pas un objectif du pro-

gramme. Tout exposé de logique mathématique est exclu.

Dans cette période, 'apprentissage du raisonnement est toujours un objectif affiché, mais
le terme « logique » n’y est plus rattaché. Celui-ci n’est utilisé que pour évoquer la « logique
mathématique », qui constitue encore une référence bien identifiée par le programme, mais
qui ne doit plus étre enseignée. Le « langage mathématique » est mentionné dans le pro-
gramme de 1990. Cependant, nous avons vu qu’a I’époque des mathématiques modernes,
I’apprentissage du langage mathématique dans son expression formelle, voire symbolique,
était un but de I’enseignement en Seconde, avec I'idée que ce langage spécifique participait
a la conceptualisation et la compréhension des mathématiques. En 1990, ’expression dans
un langage mathématique plus formalisé est vue comme un obstacle a la compréhension,
il ne doit donc pas venir trop tot, et il n’est plus question d’étudier le fonctionnement de
ce langage. Les notions de logique mathématique qui sont des éléments du langage (va-
riable, proposition, connecteur, quantificateur) sont par conséquent moins présents dans

le discours mathématique scolaire.

L’éleve acteur de ses apprentissages, la logique trop formelle

La période 1981-1999 est marquée par deux grands principes : I’éleve doit étre acteur de
ses apprentissages, et les mathématiques participent a une formation scientifique pluri-

disciplinaire.

Les textes institutionnels préconisent alors que la résolution de problemes devienne une
activité centrale dans la classe de mathématiques. Dans les ressources qu’ils publient,
différents groupes (dans les IREM, les [UFM ', ’TA.P.M.E.P...) s’attachent & construire
des situations donnant du sens aux concepts qui y interviennent comme outils de résolution
d’abord, avant de devenir objets d’enseignement (on peut voir 'influence de la didactique
des mathématiques naissante, a travers la notion de situation de G. Brousseau, ou la
dialectique outil/objet de R. Douady). Pour la logique, construire de telles situations

n’est pas si simple, parce que les outils qu’elle propose, qui peuvent intervenir dans la

10. Instituts Universitaires de Formation des Maitres, créés en 1990, en charge de la formation des
enseignants.
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résolution de problemes au niveau de ’expression et du raisonnement, doivent étre dégagés
d’une situation particuliere pour que leur validité soit établie. Ce n’est pas pour montrer
la vérité de telle ou telle proposition que la théorie du syllogisme a été élaborée, mais
pour montrer qu’il est possible d’établir la vérité d’une proposition en fonction de sa
forme en s’appuyant sur d’autres propositions connues pour vraies et sur un schéma
de raisonnement reconnu valide. Dans les programmes de 1981 et de 1990, 'accent est
mis sur 'acquisition de méthodes, avec une préoccupation pratique : les connaissances
doivent pouvoir étre utilisées dans la résolution de problemes. La justification de ces
méthodes a un aspect plus théorique et occupe moins de place. Dans le corpus des savoirs
a institutionnaliser, la logique présente un aspect trop général et abstrait qui n’a pas sa

place.

En 1990, la premiére intention majeure du nouveau programme est d’« entrainer les éleves
a la pratique d’'une démarche scientifique, en développant conjointement les capacités
d’expérimentation et de raisonnement, d’imagination et d’analyse critique. » A 'époque
des mathématiques modernes, le lien entre les mathématiques et les autres disciplines
était également important. La mathématique était un élément essentiel de la formation
scientifique, notamment en proposant un modele « unificateur » pour les sciences, et un
langage spécifique pour 'expression de leurs résultats. La théorie du syllogisme se vou-
lait également un instrument au service des sciences. Mais de la méme maniere que tous
les raisonnements ne peuvent pas se ramener a une forme syllogistique, tout n’est pas
structure dans le monde qui nous entoure. Dans la formation scientifique évoquée dans
les textes institutionnels entre 1981 et 1999 (et encore aujourd’hui), c¢’est surtout 'aspect
« utilitaire » des mathématiques vis-a-vis des autres sciences qui ressort. Les mathéma-
tiques restent un lieu privilégié d’apprentissage de la rigueur, notamment de la rigueur
du raisonnement, nécessaire dans la démarche scientifique. Mais ce qui concerne plus spé-
cifiquement la logique (par exemple ce qui touche au langage mathématique, ou qui dans
le raisonnement est relatif a I'usage des variables et de la quantification) est quasiment

absent, au profit d’'une démarche scientifique plus générale.

Un enseignement de notions de logique n’est pourtant pas contradictoire avec les deux
principes évoqués qui marquent cette période. J'ai essayé de donner ici des explications
possibles de sa disparition des programmes, sachant que ce qui y a sans doute le plus
contribué est la volonté de marquer une rupture avec les mathématiques modernes. Mais
il est assez naturel qu’une fois la rupture consommeée, la logique puisse réapparaitre dans
les programmes, d’abord timidement, puis de maniere plus explicite bien qu’assez floue,

comme nous allons maintenant le voir.
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5.1.4 1999 puis 2009 : un retour d’abord timide, puis plus mar-

qué
Programmes et instructions complémentaires de 1999 et 2009

Dans le programme de 1999 nous pouvons lire une certaine réhabilitation de la logique :

Chaque chapitre est 'occasion de constater I’économie de pensée qu’ap-
portent des notations adaptées et d’éprouver la nécessité d’avoir a ce propos
des conventions claires. Le développement de l'argumentation et ’entraine-
ment & la logique font partie intégrante des exigences des classes de lycée. A
Iissue de la Seconde, I’éleve devra avoir acquis une expérience lui permettant
de commencer a détacher les principes de la logique formelle de ceux de la
logique du langage courant, et, par exemple, a dissocier implication mathéma-

tique et causalité.

La « logique formelle » (j’interprete cette expression comme synonyme ici de « logique
mathématique ») retrouve ainsi droit a étre citée autrement que pour signaler son exclu-
sion du programme. Ce texte se contente d’évoquer les principes de cette logique, et n’y
associe pas des notions particulieres qui sont a étudier. Certaines notions sont cependant
mentionnées dans le document Accompagnement des programmes d’octobre 2000 dans un

paragraphe Rédaction, logique, notations :

En classe de Seconde, les problemes de logique mathématique concernent
essentiellement I'implication et 1’équivalence, la manipulation du contre-exemple,
le ou et le et. Il ne s’agit pas bien sir de faire des cours de logique formelle,
mais on n’hésitera pas a aborder les problemes de logique lorsqu’ils se pré-
sentent, notamment lors du travail écrit. On n’oubliera pas qu’au college seule
I'implication est utilisée : toute équivalence logique y est formulée en deux
énoncés séparés en termes de si... alors ...; en Seconde, on abordera le si et
seulement si. On pourra utiliser les symboles < et = mais avec prudence et
modération.

Les symboles €, C, U, N, @ et {...} seront employés & bon escient et sans
exces. Les quantificateurs 3 et V ne sont pas au programme de la Seconde ; on
soulignera cependant I'universalité de la plupart des énoncés mathématiques ;
a propos d’une propriété portant sur un ensemble F, on insistera sur le fait que
la seule exhibition d’un contre-exemple suffit & démontrer qu’elle est fausse et
que si E est un ensemble infini, aucune liste finie de cas ou elle est vraie n’en

constitue une démonstration.

Dans ce texte, la logique mathématique est de nouveau explicitement citée, et des élé-
ments du langage mathématique sont évoqués, réaffirmant ainsi le réle de la logique dans
I’apprentissage de celui-ci. Notons cependant que les termes employés marquent tout-de-

méme une distance par rapport a la logique mathématique : les connecteurs logiques ET
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et OU par exemple ne sont pas appelés « connecteurs », la négation ne figure pas. Quand
aux quantificateurs, ils sont assimilés a leurs symboles. Ces notions ne sont pas abordées
comme des notions mathématiques. Ainsi, la position par rapport au langage est diffé-
rente de celle de I'époque des mathématiques modernes. Il n’y a pas ici description d'un
langage mathématique spécifique et définition de ses éléments mais plutét précision d’une
utilisation spécifique du langage ordinaire en mathématiques (méme s’il est question des
symboles d’implication et d’équivalence, ces connecteurs sont ici reliés au raisonnement,

et ne sont donc pas forcément vus comme des éléments du langage mathématique).

Mon étude ne concerne que les programmes de la classe de Seconde. Il me parait pourtant
important de signaler le programme pour ’enseignement obligatoire au choix de la classe
de Premicre de la série littéraire de 2004 ', dans une perspective plus globale d’étude de
I’évolution de la place de la logique dans les programmes pour le lycée. La logique y est
évoquée comme un domaine a part entiere, qui doit étre traité de maniere transversale,

tout comme 'algorithmique :

Deux domaines transversaux viennent irriguer ’ensemble du programme : il
s’agit de la logique et de ’algorithmique, qui trouvent toutes deux des terrains
d’application pertinents dans plusieurs des contenus abordés. Ils ne feront pas
I'objet d’un exposé théorique isolé.

Pour ce qui concerne la logique

L’arithmétique semble un domaine privilégié pour travailler le raisonne-
ment, car les notions de base qu’on y rencontre sont depuis longtemps fami-
lieres aux éleves et ne nécessitent que peu de connaissances techniques.

[...] Ce travail [en arithmétique] devrait permettre de faire dégager en si-
tuation le domaine de validité de certaines phrases a priori « ouvertes » pour
eux, de faire distinguer les notions de condition nécessaire et de condition suffi-
sante et de poser comme question centrale celle de la vérité ou non de proposi-
tions générales, comportant si nécessaire de fagon explicite des quantifications
existentielles et universelles et des connecteurs (« et », « ou », négation).

Des compétences élémentaires de logique sont visées par ce travail trans-
versal sur les deux années de cette formation. Les éleves devront étre capables
de les utiliser dans un champ de connaissances qui leur est familier. Ce travail
d’appropriation de quelques regles de logique ne peut se faire que progressive-

ment, par petites touches, et de facon non dogmatique.

La tonalité de ce texte préfigure ce que nous verrons dans le programme de 2009. Mais
certains éléments particuliers que 1’on ne retrouvera pas sont a dégager :
— il y est question de « phrases « ouvertes » », de propositions a propos desquelles on se

pose la question centrale de leur vérité, des quantificateurs et des connecteurs comme

11. L’intégralité de ce qui concerne la logique dans ce programme se trouve en annexe page 519.
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éléments de ces propositions. Nous retrouvons 1'idée de description d'un langage mathé-
matique spécifique, méme si cela n’est pas explicitement présenté comme un objectif.
Cependant, la compréhension et 'utilisation d’un langage formalisé ne sont pas visés,
puisque 'explicitation des quantificateurs et des connecteurs n’est pas jugée toujours
nécessaire. La question de la définition de ces notions n’est pas évoquée, mais nous
pouvons penser que les « quelques régles de logique » mentionnées dans le dernier pa-
ragraphe concernent leur utilisation.

— il est préconisé de travailler la logique dans un domaine ot les connaissances mathéma-
tiques sont assurées, de maniere a pouvoir la déceler plus facilement.

La réhabilitation de la logique se poursuit avec le programme de 2009. Y figure le para-

graphe Raisonnement et langage mathématiques suivant :

Le développement de 'argumentation et ’entrainement a la logique font
partie intégrante des exigences des classes de lycée. A 'issue de la Seconde,
I’éleve devra avoir acquis une expérience lui permettant de commencer a distin-
guer les principes de la logique mathématique de ceux de la logique du langage
courant et, par exemple, a distinguer implication mathématique et causalité.
Les concepts et méthodes relevant de la logique mathématique ne doivent
pas faire 'objet de cours spécifiques mais doivent prendre naturellement leur
place dans tous les chapitres du programme. De méme, le vocabulaire et les
notations mathématiques ne doivent pas étre fixés d’emblée ni faire 1'objet
de séquences spécifiques mais doivent étre introduits au cours du traitement
d’une question en fonction de leur utilité. Comme les éléments de logique ma-
thématique, les notations et le vocabulaire mathématiques sont a considérer
comme des conquétes de ’enseignement et non comme des points de départ.
Pour autant, ils font pleinement partie du programme : les objectifs figurent,

avec ceux de la logique, a la fin du programme.

Une partie de ce paragraphe reprend le texte de 1999. Nous retrouvons notamment cette
idée que I'éleve doit acquérir « une expérience lui permettant de commencer a distinguer
les principes de la logique mathématique de ceux de la logique du langage courant ». Mais
a la différence du programme de 1999, celui de 2009 contient un tableau des objectifs,

donné ci-apres, qui précise les notions a étudier.
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Notations et raisonnement mathématiques (objectifs pour le lycée)

Cette rubrique, consacrée a I'apprentissage des notations mathématiques et a la logique, ne doit pas faire I’objet de séances
de cours spécifiques mais doit étre répartie sur toute 'année scolaire.

Notations mathématiques

Les éleves doivent connaitre les notions d’élément d'un ensemble, de sous-ensemble, d’apparte-
nance et d'inclusion, de réunion, d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les sym-
boles de base correspondant : €, C, U, N ainsi que la notation des ensembles de nombres et des
intervalles.

Pour le complémentaire d'un ensemble A, on utilise la notation des probabilités A

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les éléves sont entrainés, sur des exemples :

e 2 utiliser correctement les connecteurs logiques « et », « ou » et a distinguer leur sens des sens
courants de « et », « ou » dans le langage usuel ;

& a utiliser a bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles ¥, 3 ne sont pas
exigibles) et a repérer les quantifications implicites dans certaines propositions et, particuliere-
ment, dans les propositions conditionnelles ;

¢ adistinguer, dans le cas d"une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque,
sa contraposée et sa négation ;

¢ & utiliser a bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ;
& aformuler la négation d"une proposition ;
¢ a utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ;

® areconnaitre et a utiliser des types de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction
des cas, recours a la contraposée, raisonnement par 'absurde.

FI1GURE 5.1 — Tableau des objectifs

Les connaissances en jeu sont quelque peu précisées, elles concernent des notions qui sont
des objets d’étude de la logique mathématique. Mais elles sont présentées ici avec un
ancrage tres fort dans la dimension outil : les éleves sont « entrainés, sur des exemples »
a les utiliser. La formulation de ces connaissances, qui est une question délicate, semble
presque exclue. Le programme précise bien qu’il est exclu de faire un cours de logique, et
que ces connaissances doivent étre construites a travers 1’étude d’autres notions mathé-

matiques.

Méme s’il est question de ce qui concerne le « raisonnement logique », les connaissances
visées sont tres liées au langage. Mais comme nous l'avons déja vu a propos du pro-
gramme de 1999, I'idée semble étre d’apprendre a bien manier le langage ordinaire en

mathématiques plutdt que d’apprendre un langage spécifique.

On peut signaler une nuance apparue dans les programmes de Premiere et de Termi-
nale. Ils indiquent qu’« il convient de prévoir des temps de synthese. » La formulation des
connaissances concernant la logique est ainsi explicitement demandée, mais sans indica-
tion de la maniere de le faire. Les programmes de Premiere et de Terminale de la filiere
scientifique mentionnent de plus qu’ « il importe toutefois de prévoir des moments d’ins-
titutionnalisation de certains concepts ou types de raisonnement, apres que ceux-ci ont
été rencontrés plusieurs fois en situation. » Cette institutionnalisation qui n’est demandée
que dans la filiere scientifique est peut-étre une ouverture vers le traitement plus formel

de ces notions que fait la logique mathématique.
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5.1.5 Résumé de I’évolution des programmes

Le programme de 1960 marque 'apparition de la logique mathématique dans ’enseigne-
ment secondaire. Elle n’est pas explicitement mentionnée, mais est présente notamment
a travers l'introduction des fleches d’implication et d’équivalence, et des symboles des

quantificateurs.

Pour les partisans des mathématiques modernes, il faut enseigner aux éleves un langage
mathématique spécifique permettant de proposer une vision unifiée de la mathématique
qui joue ainsi « un role privilégié pour l'intelligence de ce que nous nommons le réel, réel
physique comme réel social » (rapport préliminaire de la commission Lichnérowicz publié
dans le bulletin APMEP n° 258, 1967). La logique, associée a la théorie des ensembles, est
un élément essentiel de 'apprentissage de ce langage et le programme de 1969 comporte un
chapitre intitulé « Langage des ensembles » dont la premiere partie étudie le vocabulaire
de la logique, et demande de faire le lien entre le langage des ensembles et le langage de la
logique. Des instructions parues en 1970 proposent un rapide cours concernant ces notions
qui sont nouvelles pour beaucoup de professeurs ayant eu une formation universitaire

« classique. »

En 1981, le programme de la contre-réforme prend une position radicalement opposée : la
logique en est exclue, rejetée avec tout ce qui paraissait trop formel et trop abstrait dans
les mathématiques modernes. L’activité de ’éleve est mise au coeur de ’enseignement ;
celui-ci doit étre acteur de ses apprentissages. C’en est alors fini de « l'illusion langagiere »
(Bkouche, 1992) associée aux mathématiques modernes. Ce bannissement continue dans

le programme de 1990.

C’est en 1999 que 'on voit une timide réapparition de la logique, confirmée dans le pro-

gramme de 2009 qui affiche des objectifs en matiere de notations et raisonnement.

Finalement, il n’y a un savoir a enseigner concernant des notions de logique que dans les
programmes de 1969 et de 2009. Les notions visées par ce savoir sont les mémes dans les
deux programmes, mais les objectifs y sont donnés de maniere trés concise. Cependant,
chacun de ces programmes est accompagné d’un document destiné aux enseignants dans
lequel les objectifs sont précisés : celui de 1969 par un Commentaire pour les programmes
de mathématiques des classes de Seconde publié en 1970 (dénommé ci-apres Commentaire
de 1970), celui de 2009 par un document Notations et raisonnement mathématiques faisant
partie d'une série de documents Ressources pour la classe de Seconde (dénommé ci-apres
Document ressource de 2009). Je vais maintenant analyser plus en détail ce qui y est
mentionné pour chaque notion. Cette analyse plus locale permet de regarder plus finement
dans quelle mesure la logique mathématique est une référence, et ce qui est pris en compte
de la complexité des notions de logique identifiée dans la référence proposée dans la

deuxieme partie de la these.
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5.2 Analyse par notion de logique des documents qui

accompagnent les programmes

Je commencerai par trois remarques sur des considérations générales de ces deux docu-

ments avant d’examiner la maniere dont ils traitent chaque notion :

— les deux documents rappellent que I'étude des notions de logique doit se faire tout
au long des autres chapitres. Cependant, en 1970, ce commentaire accompagne un
programme dans lequel figure un chapitre spécifique consacré a la logique. Mais il précise
que « le chapitre I tout entier fera beaucoup moins l'objet d’un préambule dogmatique
que d’une insertion pratique, a tout moment, dans la suite du cours ». En 2009 au
contraire, le programme stipule qu’il n’est pas question d’un cours de logique, ce que
reprend le document ressource : « cette acquisition doit étre répartie tout au long de
I’année, lorsque les situations étudiées en fournissent 1’occasion et il n’est pas question
de traiter la logique dans un chapitre spécifique ».

— Par ailleurs, le commentaire de 1970 affiche clairement des son introduction la référence
a la logique mathématique pour ce chapitre du programme et défend ’aspect fécond de
la formalisation du langage (voir citation page 191), ce qui n’est pas du tout présent
dans le document ressource de 2009, méme si le langage symbolique y est mentionné :
« la langue naturelle et le langage symbolique doivent coexister tout au long de ’année,
I’apprentissage du langage symbolique devant étre étalé sur le cycle terminal ».

— Enfin, le commentaire de 1970 a clairement une visée de formation des enseignants
en logique mathématique, et il précise que ce qu’il expose est « rédigé en termes tech-
niques », et « dépasse largement le développement qu’il est possible d’en faire en classe ».
Le document ressource de 2009 propose surtout des exemples d’activités, et aucune
considération théorique sur les notions de logique. Ces activités sont présentées dans
deux grandes parties : la premiere s’intitule Programme et éléments de logique ou de
ratsonnement et propose des activités dans les trois grands domaines du programme :
fonctions, géométrie, statistiques et probabilité; la seconde partie s’intitule Langage

courant et langage mathématique.

5.2.1 Proposition et variable

Dans le programme de 1969 il est question d’« assertions ». Dans le commentaire de 1970,

on trouve la définition suivante de la notion de proposition :

On appelle ici proposition une phrase, ou une partie de phrase ayant un
sens en soi, a laquelle on peut attacher, dans la théorie ou 'on se place, une
valeur de vérité, soit V soit F (vrai, faux, la logique est celle du tiers-exclu);
le programme a appelé assertion I’association proposition-valeur, le mot n’est

pas recu partout en ce sens, il est loisible de I’éviter.
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La distinction signalée page 112 entre proposition et assertion est ici évoquée. Cependant,
c’est une distinction subtile sur laquelle les auteurs du commentaire ne s’attardent pas, ils
suggerent surtout de préférer le mot « proposition », qui est celui que eux utilisent. Cette
notion de proposition est définie en préalable a toute la suite, posant ainsi son caractere

d’élément fondamental du langage mathématique.

Cette définition est suivie d’'un passage sur les connecteurs, puis la notion de variable est

introduite :

Si la proposition est un élément de base du raisonnement, celui-ci fait
intervenir, méme sous ses formes les plus simples, ce qu’on pourrait appeler
d’abord des « propositions dépendant d’une variable x parcourant un ensemble
E, de deux variables (z,y), etc. », soit p(z), p(z,y), etc. Un langage plus précis
qualifiera p(.) p(.,.), de prédicat (fonction propositionnelle) a une ou plusieurs
places; a chaque x, ou (z,y) donné, est associé une proposition p(z), p(z,y),

puis une valeur de vérité.

Le terme de « variable libre » n’est pas utilisé, mais c’est bien cette notion qui est sous-
jacente a l'idée de « propositions dépendant d’une variable x ». Les quantificateurs sont
introduits tout de suite apres, et la notion de variable muette est alors explicitement

signalée.

Le terme « proposition » est utilisé dans le programme et dans le document ressource
de 2009, mais aucune définition n’en est donnée. Le mot « variable » n’a qu’une seule
occurrence dans ce document, quand il est question du domaine de définition de la variable

a propos de 1'énoncé « si 22 > 1 alors = > 1 ».

5.2.2 Connecteurs ET et OU

Le commentaire de 1970 donne une définition générale de ce qu’est un connecteur :

Quand on fait opérer un connecteur sur deux propositions, ou sur une
seule dans le cas de la négation, on obtient une nouvelle proposition dont la
valeur de vérité dépend uniquement de celles des propositions composantes ;
on caractérisera chacun des connecteurs par sa table de vérité. On peut recom-
mander les notations suivantes, ou A et B désignent deux propositions : = A ou
A (négation), AA B (conjonction), AV B (disjonction), A = B (implication),

A < B (équivalence). Mais on peut se borner a utiliser les mots non, et, ou,
implique, équivaut, si on le juge prudent.
Dans ces commentaires, les deux aspects syntaxique (les connecteurs sont des opérateurs
sur les propositions) et sémantique (le comportement des connecteurs par rapport aux
valeurs de vérité) des connecteurs sont présents, méme si il n’y a pas une séparation
explicite entre ces deux aspects. Pour ce qui est des notations, le commentaire précise

qu’« on peut recommander les notations V et A ». Il est également demandé de « dégager,
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au moyen des tables de vérité, certaines propriétés utiles des connecteurs, la commutativité

et ’associativité pour A et V ».

Les connecteurs ET et OU sont associés a l'intersection et a la réunion d’ensembles a tra-
vers la correspondance entre une proposition p(x) contenant une variable libre z astreinte

a une ensemble F et ’ensemble des éléments de E vérifiant p, noté ¢(p). Les propriétés

suivantes sont données : p(p A q) = ¢(p) Ne(q) et w(pV q) = ¢(p) U p(q).

Dans le document ressource de 2009, les connecteurs ET et OU sont mentionnés a deux
endroits. Tout d’abord dans la premiere partie, Programme et éléments de logique ou de
raisonnement, ils sont reliés a la réunion et I'intersection. Puis, dans la deuxieme partie,
Langage courant et langage mathématique, une rubrique s’intitule « ou, et, un », et son
objet est de préciser les similitudes et différences d’utilisation de ces mots dans ces deux
domaines. La distinction inclusif/exclusif a propos du « ou » est bien sir évoquée avec
I’exemple classique « fromage ou yaourt ». La distinction entre et-connecteur et et-couple,
que j’ai introduite page 118, n’est pas évoquée. Elle aurait pourtant été bien utile dans

I’exemple suivant
Le lien entre les connecteurs « et » et « ou » nécessite aussi d’'étre exp]icité.

Exemple 14
- Tous les éleves qui suivent l'option théétre ou I'option danse participeront au spectacle
» de fin d’année.
-1 50phie suit les deux options, participera-t-elle au spectacle ?
;;; 2. Les deux phrases suivantes : « Tous les éleéves qui suivent 'option thédtre ou l'option
< danse » et « Tous les éléves qui suivent I'option théitre et tous ceux qui suivent 'option
- danse » désignent-elles les mémes éleves ?

La premiére question met en évidence que l'intersection de deux ensembles est incluse dans
leur réunion.
La seconde question montre une utilisation du mot « et » en langue naturelle qui correspond
a une réunion.
Une analogie peut étre faite avec I'emploi des mots « et » et « ou» dans la phrase suivante :
«Alx)=0sietseulementsix=1oux=2

donc les solutions de 'équation A(x) = 0 sont 1 et 2. ».

FIGURE 5.2 — Exercice proposé par le document ressource de 2009 sur les connecteurs ET

et OU

Nous avons déja vu (page 119) que le « et » de la proposition « les solutions de I’équation
A(z) = 0 sont 1 et 2 » n’est pas un connecteur logique ET. Le premier exemple ne reléve
pas de la méme confusion. Tout d’abord, le « et » et le « ou » de la question 2 ne sont pas
directement identifiables comme des connecteurs logiques car ils n’interviennent pas dans
des propositions (ce qui est entre guillemets ne sont méme pas des phrases). Complétons
alors pour avoir les deux propositions (1) : « Tous les éléves qui suivent I'option théatre
ou l'option danse participeront au spectacle » et (2) : « Tous les éléeves qui suivent 'option
théatre et tous ceux qui suivent ’option danse participeront au spectacle ». Nous allons

exhiber la structure logique de ces propositions, pour cela considérons :

- une variable E qui pourra prendre ses valeurs dans ’ensemble des éleves
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- un symbole de prédicat T'(F) qui signifie « F suit 'option théatre »

- un symbole de prédicat D(FE) qui signifie « F suit 'option danse »

- un symbole de prédicat S(E) qui signifie « E participera au spectacle »

Une modélisation de la structure logique de la proposition 1 est alors :
Pour tout F, [si (T(E) ou D(E)) alors S(E)].

Nous retrouvons dans la modélisation de la structure logique de la proposition 1 le « ou »

comme connecteur logique entre deux propositions.

Une modélisation de la structure logique de la proposition 2 est la suivante :
Pour tout FE, [( si T(E) alors S(E)) ET ( si D(E) alors S(E))]

La encore la modélisation de la structure logique de la proposition 2 permet de voir un

connecteur logique, ici un « et », entre deux propositions.

Ce passage d’un « ou » & un « et » n’est donc pas dii, comme dans I’exemple concernant
les solutions d’une équation, au passage d'un connecteur logique a une conjonction de
coordination suite a une reformulation, mais a I’équivalence entre les deux propositions
((AOU B) = C) et (A= C) ET (B = ()). La modélisation de la structure logique
des propositions a permis ici d’éclairer ces phénomenes de la langue. Mais cet éclairage

n’est pas proposé dans le document ressource de 2009.

5.2.3 Négation

Le commentaire de 1970 suggere d’utiliser pour la négation d'une proposition les nota-
tions —A et A, sans donner préférence a 1'une ou l'autre (la deuxiéme notation n’est pas
pratique quand il s’agit d’écrire la négation d’une longue proposition, avec la premiere,
le parenthésage suffit). La négation est associée au complémentaire d’un ensemble, et la
propriété suivante est donnée : ¢(—p) = Cpp(p) (en reprenant les notations de la page
204).

Le document ressource de 2009 mentionne tres brievement la négation dans la premiere
partie, associée au complémentaire. Dans la deuxieme partie, il précise qu’« expliciter des
événements contraires peut étre I'occasion de nier des propositions » et que « ce type
d’exercice, nouveau et délicat, pourra faire l'objet d’un entrainement tout au long de
I’année ». Deux exemples sont donnés, avec des phrases de la vie courante. Le document
ressource ne suggere aucune notation ou formulation pour la négation d’une proposi-

tion.
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5.2.4 Implication

Dans le commentaire de 1970, plusieurs passages sont consacrés a 'implication :

— dans les propriétés des connecteurs sont données 4 propositions équivalentes : A = B,
(mA) vV B, 5[A A (=B)], (-B) = (—A). La transitivité de I'implication est également
donnée, avec la mise en garde contre 'écriture A = B = (' qui « évoquerait une
associativité fallacieuse. »

— elle est associée a deux usages dans les raisonnements :

(a) si A = B est vrai et si A est vrai, alors B est vrai;

(b) si A = B est vrai et si B est faux, alors A est faux;
— Le cas de la prémisse fausse est par ailleurs envisagé :

Lorsque A est faux, I'implication [A = B] ne donne pas de renseignement

sur B, mais elle reste vraie; ainsi, I’énoncé :
« tout entier divisible par 6 est divisible par 2 »
se traduit par I'implication, vraie que 6 divise n ou non :
[Vn € Z : 6 divise n = 2 divise n].

On remarquera ici 'ambiguité due au fait de n’avoir qu’un seul terme pour 'implication
entre deux propositions et I'implication universellement quantifiée : la vérité de « Vn €
7 : 6 divise n = 2 divise n » ne dépend pas du fait que « 6 divise n ou non », puisque
la variable n y est muette.

— Il est signalé 'importance de signifier la présence d'une quantification universelle quand

c’est le cas :

On n’omettra pas les quantificateurs dans des énoncés qui contiennent des

implications portant sur des prédicats; x parcourant E, les implications
(1) : [p(z) = q(x)] et (2) - Vo € E: p(z) = q(z)],
ont des sens tres différents, car la valeur de vérité de (1) dépend de x, celle
de (2) n’en dépend pas.
— L’implication entre deux propositions closes quelconques est mentionnée, et il est précisé

qu’elle n’est pas intéressante pour 'activité mathématique :

La logique fait de I'implication un usage plus étendu que les mathéma-
tiques ; on n’insistera pas sur le fait qu’une implication vraie, comme :
« 2 est pair = trois points non alignés déterminent un cercle »,
n’est pas utilisée en mathématiques.
— Elle est reliée a 'inclusion : « la relation dans Z2(E) ¢(p) C ¢(q) est équivalente a la
vérité de la proposition [Vz € E : p(z) = q(z)]. »
L’implication est ainsi présentée sous les multiples aspects qui participent a sa compré-

hension : connecteur IMPLIQUE entre deux propositions closes, entre deux propositions
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ouvertes, propriétés de ce connecteurs, implication universellement quantifiée, inférences

possibles a partir d’une implication vraie, lien avec 'inclusion.

Le document ressource de 2009 propose plusieurs exercices sur I'implication. Celui qui
suit est proposé dans la premiere partie pour « faire émerger les conceptions des éleves

sur 'implication, terme utilisé fréquemment dans la langue naturelle » :

1.3. Implication et équivalence

Exemple 6'
+ A. Voici deux propositions ol1 a et b désignent des nombres réels :
3_;|T| (a+b)=0 EI a=0eth=0

- Siaetbh sont des nombres réels tels que la proposition ] est vraie, alors la proposition [
est vraie. On note : pour a et b réels, @ = [ et on dit que, pour a et b réels la proposition g|
> implique la proposition [1]

E;Z Est-il vrai que pour a et b réels, la proposition [1) implique la proposition @ ?

B. Voici quelques propositions ot a et b désignent des nombres réels :

[ =1 2| a=b Bl a=-b

:‘M (a+b)a-b)=0 Bl a=boua=-b 6 a=0oub=0

a. Quelles sont les implications du type ﬂ = EL vraies pour a et b réels ?
b. Quelles sont les implications du type E| = m, vraies pour a et b réels ?
- ¢. Quelles sont les propositions équivalentes pour a et b réels ?

- d. Application : résoudre I'équation (2 x - 3)° = (2 x + 9)".

Cet exemple peut étre traité en utilisant la représentation de la fonction carré et des fonctions
polynémes de degré 2. Un débat oral, par groupes ou collectivement, permet de faire
prendre conscience de la signification des termes « et » et « ou ».

Le plus important est de faire émerger les conceptions des éleves sur l’implicaﬁon, terme
utilisé fréquemment dans la langue naturelle (s"impliquer dans une démarche, impliquer les
autres membres d'un groupe dans un travail, par exemple). Une fois assimilé, cet exemple
peut devenir un exemple de référence pour les résolutions d’équations.

FIGURE 5.3 — Exercice proposé par le document ressource de 2009 sur I'implication

Un des éléments essentiels des implications en jeu ici est qu’elles sont universellement
quantifiées. Or, cette quantification est exprimée a travers l'expression « pour a et b
réels », dans laquelle I'idée que 1'on s’intéresse a tous les réels n’est pas présente, sinon a
travers le caractere quelconque de ces réels. Nous avons déja vu que de telle ambiguités
pouvait amener les éléves a répondre différemment de ce qui est attendu, par exemple ici
ils pourraient considérer que la réciproque est vraie pour certains réels a et b et fausse
pour d’autres. Par ailleurs, il est dommage de prendre a la question A une implication
dont la prémisse n’est vérifiée que dans un cas, cela diminue la pertinence d’exprimer cette
information a l'aide d’'une implication universellement quantifiée : on dira plutot « quand
a=0etb=0ona (a+b)*=0», voire seulement (0 + 0)> = 0, plutdét que « pour tout

nombres réels a, b, si a = 0 et b =0 alors (a + b)> = 0 ».

Dans les exemples donnés dans le document ressource, aucune implication n’est expli-
citement universellement quantifiée. Dans la premiere partie, il est question de ’énoncé
«si 2 > 1 alors ¢ > 1 », par rapport auquel il faut « faire prendre conscience de la

nécessité de préciser le contexte de la proposition conditionnelle, c¢’est-a-dire ’ensemble
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auquel appartient x pour pouvoir donner la valeur vraie ou fausse a cet énoncé. » Dans
I'explication de cette nécessité sont allegrement mélangées variables et valeurs que 'on
peut leur substituer, implication entre propositions ouvertes et implication universelle-
ment quantifiée : « En effet, si x est un nombre positif, I’énoncé est vrai, si x est un réel,
I’énoncé est faux et un contre-exemple est facilement trouvé. » Les enseignants n’auront
bien stir aucun mal & comprendre cette explication, mais ce vocabulaire confus masque

toute la complexité des notions sous-jacentes.

Dans la deuxiéme partie du document ressource de 2009, un exercice classique, issu '? de

larticle Les cosmonautes, de M. Legrand (Legrand, 1983), est proposé :

Exemple 11°
- Une réunion de cosmonautes du monde entier a lieu & Paris. Les cosmonautes américains
» portent tous une chemise rouge.
> 1. A I'aéroport on voit quelqu'un qui porte une chemise blanche.
- Est-il cosmonaute américain?
o2 A coté de la personne précédente, on voit quelqu'un qui porte une chemise rouge.
- Est-il cosmonaute américain?
- 3. Le haut-parleur annonce l'arrivée d'un cosmonaute russe.
- Porte-t-il une chemise rouge ?
< 4. Dans le hall, on voit un cosmonaute américain qui porte un manteau.
Porte-t-il une chemise rouge ?

FI1GURE 5.4 — Exercice des cosmonautes

Il en est également proposée une version dans un contexte géométrique. Mais la encore les

questions de quantification, importantes dans ces exercices, ne sont pas soulignées.

Le document ressource signale également, a travers un exemple mathématique et un
exemple de la vie courante, la possible différence entre la fagon dont les éleves entendent
«si A, B » (comme une implication), et la facon dont il entendent « B si A » (comme

une équivalence).

12. La référence est précisée.
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5.2.5 Les quantificateurs

Dans les commentaire de 1970, les quantificateurs sont introduits comme éléments dans

la construction des propositions :

Les quantificateurs, qui permettent d’introduire de nouvelles propositions
a partir de p(z), p(x,y) ... seront présentés sur des exemples : si le référentiel
est N,

« il existe x tel que © < 5 », « quel que soit x, xr < 5 »
sont deux propositions, la premiere vraie, la seconde fausse, notées respecti-

vement :

[Fr e N:x < 5] Vr e N:x <5
les symboles J et V sont dit quantificateurs existentiel et universel ; les propo-

sitions qu’ils introduisent ont une valeur de vérité indépendante de la variable
x quantifiée (variable muette).
On prendra soin, en employant les quantificateurs, de préciser d’abord le

référentiel et d’écrire leurs symboles en téte de formules.

L’aspect sémantique des quantificateurs (valeur de vérité d’une proposition quantifiée)

n’est pas donné dans un cadre général, mais sur un exemple particulier.

Le lien avec les ensembles est fait (en reprenant les notations présentées page 204) :

Quant aux relations suivantes dans Z(E),

v(p) = E, (p) # 0, w(p) C »(a), w(p) = ¢(q)
elles sont équivalentes a la vérité de propositions comportant I’emploi de quan-

tificateurs, savoir :
Vo € E : p(z)], [Fz € E : p(z)],
Vz € E : p(x) = q(z)], Vo € E : p(r) < q(x)]
Nous avons vu également dans la partie sur 'implication qu’il était considéré comme
important de signaler la quantification universelle généralement associée a une implica-

tion.

Dans le programme de 2009, « les éleves sont entrainés, sur des exemples, a utiliser & bon
escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles V, 3 ne sont pas exigibles)
et a repérer les quantifications implicites dans certaines propositions et, particulierement,

dans les propositions conditionnelles ».
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Dans la premiere partie du document ressource de 2009, un paragraphe s’intitule Fxpli-

citation des quantifications :

1.2. Explicitation des quantifications

Les éléves ont fréquenunent rencontré au collége des énoncés comportant des quanljfications
implicites. C'est le cas, par exemple :

+ dans I'énoncé de régles de calcul dans le programme de 5°

+ dans la présentation des identités remarquables

En classe de seconde, l'explicitation des quantifications doit étre faite dans l'optique d’aider
les éléves & mieux comprendre les énoncés. Elle ne doit pas étre systématique mais doit étre
faite dés qu'il peut y avoir ambiguité de la situation proposée. Il est inutile de compliquer les
notations lorsque ce n’est pas utile & la compréhension.
Les quantiﬁcateurs seront introduits en situation progressivement tout au long de I'année, la
langue naturelle et le langage symbolique devant coexister pendant toute I'année.
Les étapes «comprendre la nécessité de quantifier », «étre capable d’expliciter les
quantifications » et « &tre capable de rédiger avec des quantificateurs » sont des étapes
différentes ; la derniére étant un objectif de fin de lycée et non de la classe de seconde.
Il convient d’amener progressivement les éléves a prendre I'habitude de faire apparaitre les
quantifications dans leurs productions écrites, quand la compréhension le demande.

FIGURE 5.5 — Extrait du document ressource de 2009 sur les quantificateurs

Alors que le programme demande d’entrainer les éléves a repérer les quantifications im-
plicites particulierement dans les propositions conditionnelles, cette forme de proposition
n’est pas évoquée ici. Pourtant les propositions en « si...alors ... » non explicitement
quantifiées sont fréquentes au college (c’est le cas de presque toutes les propriétés de

géométrie) !

La compréhension de la notion de quantificateurs est vue comme nécessitant une progres-
sion dans laquelle trois étapes sont distinguées : « comprendre la nécessité de quantifier »,
« étre capable d’expliciter les quantifications », « étre capable de rédiger avec les quan-
tificateurs ». Il est précisé que la derniére étape est un objectif de fin du lycée. C’est le
seul endroit ou une progression est mentionnée. Trois exemples d’exercices sont ensuite

donnés, le premier illustre la deuxiéme étape :

Exemple 3
- Reformuler les énoncés suivants en faisant apparaitre les quantifications.
» Soit fla fonction définie sur R par f(x) =2 x + 5.
- (Pour tout nombre réel x, I'image de x par la fonction fest égale @ 2 x + 5)
» L'équation f (x) = 2 x + 5 a-t-elle des solutions ?
o (Existe-t-il des nombres réels x pour lesquels f (x) et 2 x + 5 sont égaux ?)
* Résoudre 'équation f(x) = 2 x + 5.
- (Trouver l'ensemble de tous les réels x pour lesquels f (x) et 2 x + 5 sont égaux)

Dans les deux énoncés, la trace écrite (au tableau ou sur le cahier) est souvent la méme :
flx)=2x+5.

Cependant les deux énoncés n"ont bien siir pas le méme statut : le premier énoncé définit une

fonction, le second conduit a résoudre (graphiquement ou par calcul) une équation. Il est

important de clarifier par oral ces différents statuts des que l'occasion se rencontre, et dans

certains cas, de faire noter les quantifications par écrit, sans formalisme excessif.

FIGURE 5.6 — Exercice du document ressource de 2009 sur les quantificateurs (1)
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Les quantificateurs sont des éléments du langage mathématique, intervenant dans la for-
mulation des expressions mathématiques que sont les noms et les propositions. Ici, aucun
des trois énoncés proposés n’est une proposition. Nous avions déja vu que rien n’était
dit sur la notion de proposition, ni dans le programme, ni dans le document ressource
de 2009. Cet exemple renforce 1'idée que cela n’est pas un objectif que les éleves aient
une idée claire de cette notion. Il améne a douter que cela soit une notion claire pour les
auteurs, qui en tout cas ne semblent pas soucieux de la distinction entre les phrases qui

sont des propositions et celles qui n’en sont pas.

Cherchons alors a formuler des propositions faisant intervenir lexpression « f(z) =
2x 4+ 5 », qui est effectivement quantifiée différemment selon le contexte. Pour le pre-
mier exemple, il suffit de se contenter de la proposition « la fonction f est définie par
f(x) = 2z + 5 », dans laquelle le prédicat « étre définie par », appliqué a une fonction,
masque effectivement une quantification universelle. Pour le deuxieme, il suffit de ne pas
le proposer sous forme interrogative, et de se contenter de la proposition « I’équation
f(x) = 2z + 5 a au moins une solution », dans laquelle le prédicat « avoir au moins une
solution », appliqué a une équation, masque une quantification existentielle. Quant au
dernier énoncé, si on cherchait a y associer une expression mathématique, cela pourrait
étre le nom « l'ensemble des solutions de I’équation f(x) = 2x + 5 », qui peut s’écrire

«{x € R| f(x) =22+ 5} », ou n’intervient aucune quantification !

Le deuxieme exemple est donné pour « faire prendre conscience de la nécessité de préciser

le contexte de la proposition conditionnelle » :

Exemple 4
< - - . 2 . .
2 L’énoncé : « six” > 1 alors x > 1 » est-il vrai ?

FIGURE 5.7 — Exercice du document ressource de 2009 sur les quantificateurs (2)
Le troisieme exercice est du type Vrai ou Faux :

Exemple 5
- Le tableau de variation ci-contre est celui
- d'une fonction f définie sur I'intervalle
- [-3;3]
- En exploitant les informations données, ,
2 justifier pour chacune des propriétés x -3 -1 3
7 suivantes, si elle est vraie ou fausse. 2
- a. Il existe un nombre réel de 'intervalle
. [-3; 3] qui a une image par f strictement flx)
> inférieure a 0.
+ b. Tous les nombres réels de l'intervalle -5 2
2 [-3; 3] ont une image par f négative.
- ¢. Tous les nombres réels de l'intervalle
> [-3; 3] ont une image par f strictement
© inférieure a 3.

FIGURE 5.8 — Exercice du document ressource de 2009 sur les quantificateurs (3)
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Cet exercice permet de travailler sur des propositions quantifiées et sur la lecture d’un
tableau de variation. Dans la question c, le choix du nombre 3 est une variable didactique
intéressante : ici ¢’est un majorant, et pas le maximum qui est facilement identifiable grace
au tableau de variations. Cela permet de travailler la différence entre ces deux notions
(méme si la notion de majorant n’est pas au programme de Seconde). Certains éleves
pourraient répondre que cette proposition est fausse, parce qu’ils peuvent dire quelque
chose de « plus fort » que la proposition ¢ (& savoir que tous les réels de I'intervalle [-3;
3] ont une image par f inférieure ou égale & 2), suivant ainsi le principe du maximum
d’information (voir page 120). Ce principe, pourtant mentionné ailleurs dans le document

ressource '3, ne l'est pas ici.

Dans ce document, le seul endroit ou 1’on voit un quantificateur appliqué a une variable
est le premier exercice (figure 5.6). Il y a une méfiance affichée vis-a-vis de I'explicitation
des quantificateurs, qui n’est pas jugée toujours nécessaire mais seulement « quand la
compréhension le demande » et « sans formalisme excessif » (voir extrait 5.5 page 210).

Les symboles V et 3 ne sont pas du tout mentionnés.

5.2.6 Les différents types de raisonnement dans les programmes

et textes d’accompagnement

Les différents types de raisonnement ne sont pas mentionnés dans le commentaire de 1970,

ce qui confirme 'ancrage fort de la logique a 1’étude du langage.

Le document ressource de 2009 renvoie au document Raisonnement et démonstration pour
le college en ce qui concerne les raisonnements. Dans ce document, on trouve plusieurs
exemples des différents types de raisonnement mentionnés dans le tableau des objectifs
pour le lycée : raisonnement par disjonction des cas, démonstration par contre-exemple,
raisonnement par 'absurde, mais aucune justification de la validité de ces raisonnements. Il
n’y a par contre pas d’exemple de raisonnement par contraposée, car le document préconise
que « le raisonnement par l'absurde [soit] pratiqué par le professeur comme forme plus
simple d’'un raisonnement par contraposée, par exemple pour démontrer la réciproque
du théoreme de Pythagore ». La distinction entre ces deux types de raisonnement est
cependant complexe (voir page 168), et puisqu’au lycée ces deux types de raisonnement

sont a connaitre, le seul commentaire du document pour le collége semble insuffisant.

13. A propos du fait que dans la vie courante, certaines phrases en si... alors sont entendues comme
des équivalences.
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5.3 Synthese de I’étude des programmes et docu-

ments d’accompagnement

La perspective historique sur la place de la logique dans les programmes de mathématiques
pour le lycée a montré que la position actuelle vient a la suite de deux situations extrémes :
la logique est présente comme une base nécessaire a l'apprentissage des mathématiques
de 1969 a 1981, mais est ensuite totalement exclue de 1981 a 1999. Nous pouvons ainsi
parler d'un retour de la logique dans les programmes, et en retenir deux conséquences
importantes en ce qui concerne les enseignants :

— rien n’a été inscrit dans le temps & un niveau collectif (il n’y a pas les annales ni les
habitudes prises que mentionne G. Arsac dans la citation page 175), et le professeur
d’aujourd’hui se retrouve donc, sans doute plus que pour d’autres domaines, a devoir
faire des choix didactiques qui seront tres influencés par une composante personnelle.

— les enseignants actuels n’ont pas tous regu le méme type de formation sur les notions
de logique, et n’ont pas les mémes connaissances, ce qui accroit I'importance de cette
composante personnelle.

Nous pouvons alors faire 'hypothese de pratiques actuelles variées quant a ’enseignement

de notions de logique.

Les textes publiés par ’A.P.M.E.P. que nous avons étudiés témoignent des débats qui
ont accompagné la période des mathématiques modernes, et notamment la présentation
axiomatique dans I’enseignement des mathématiques. S’agissant plus particulierement des
notions de logique, le débat sur 'utilisation ou non des symboles de quantificateur a été
particulierement vif. Notons qu’aujourd’hui, personne ne prend publiquement position en
leur faveur avec la méme force que G. Walusinski en 1961. Les expériences d’enseignement
de notions de logique qui sont relatées mettent en avant le travail sur le langage que permet
la logique. La formalisation est défendue par plusieurs enseignants comme un élément

fécond pour la conceptualisation des notions mathématiques.

Dans tous les textes institutionnels étudiés, la maitrise du raisonnement et de I’expression
est un objectif affiché de ’enseignement des mathématiques. Mais la logique mathéma-
tique n’est une référence pour cet apprentissage que durant la période des mathématiques
modernes (1969-1981), et, a un degré moindre, depuis 1999. Nous pouvons donc parler,
dans ces deux périodes, de deux niches pour la logique, qui correspondent aux deux piliers
déterminés dans ’étude épistémologique : une niche raisonnement et une niche langage.
Ces deux niches sont bien sir imbriquées : le raisonnement se communique a travers le
langage, le langage structure le raisonnement, dans l'organisation d'un texte de démons-
tration, mais aussi dans l'organisation de la pensée. Dans la période des mathématiques
modernes, 'ancrage dans la niche langage est plus fortement affirmé : la formalisation

du langage mathématique est vue comme bénéfique, structurante pour l'activité mathé-
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matique, et la logique donne les bases d’utilisation d’un langage formalisé beaucoup plus

largement utilisé au lycée qu’aujourd’hui.

Dans ces deux périodes nous pouvons également parler d'un habitat flou pour la logique :
elle doit étre présente partout, son étude accompagne celle des notions vues dans les
autres chapitres. Il y a cependant une différence notable sur ce point entre les deux
périodes : pendant la période des mathématiques modernes, un chapitre spécifique était
consacré a la logique, dans le but de poser des bases qui seraient ensuite réinvesties a de
multiples occasions, mais ou les notions de logique étaient tout de méme abordées dans
leur dimension objet. Dans le programme pour la classe de Seconde de 2009, il est précisé
qu’il ne faut pas faire de cours. L’idée de rencontrer d’abord les notions en situation vaut
pour toutes les notions dans les programmes actuels, dans lesquels ’accent est mis sur
I’entrée par la résolution de problémes. Mais pour les notions de logique, celles-ci ayant
été absentes des programmes entre 1981 et 2009, il y a peu de ressources proposant de
telles situations d’introduction. D’ot peut-étre la crainte des auteurs des programmes, qui
pourrait expliquer qu’ils insistent sur ce point concernant la logique, que les professeurs
se réferent a ce qui se faisait a I’époque des mathématiques modernes. Le travail suggéré
par le programme sur les notions de logique ne les aborde alors que dans leur dimension

outil.

L’étude de documents accompagnant les programmes de 1969 et de 2009 montre que, si
les deux programmes mentionnent a peu pres les mémes notions de logique a étudier, les
approches sont tres différentes, notamment dans la fagcon dont la logique mathématique
est prise comme référence. Dans la période des mathématiques modernes, le Commentaire
pour les programmes de mathématiques des classes de Seconde de 1970 propose un tres
synthétique cours de logique mathématique, en précisant que ce qui est exposé est sur-
tout a visée de formation des professeurs plutot que directement destiné aux éleves. La
proposition est la premiere notion présentée, et 'aspect syntaxique des connecteurs et des
quantificateurs est présent, le but étant vraiment de décrire les principes de la construc-
tion du langage mathématique. L’aspect syntaxique est articulé avec ’aspect sémantique
qui releve plus de 'utilisation de ce langage dans 'activité mathématique. La complexité
épistémologique de I'implication est prise en compte, mais essentiellement d’un point de
vue logique, et non en lien avec des pratiques langagiéres (implication entre deux pro-
positions et implication universellement quantifiée sont ainsi distinguées, mais rien n’est
dit sur la pratique de quantification universelle implicite). D’une fagon générale, 'exposé
n’est pas relié a I'activité mathématique, le commentaire de 1970 ne donne pas d’exemples

d’activités faisant intervenir des notions de logique.

A Tinverse, le document ressource Notations et raisonnement mathématiques de 2009
propose une série d’exercices sur les notions de logique au programme, mais aucune consi-
dération théorique sur ces notions. Il n’est ainsi pas question de les présenter, ni pour les

éleves, ni méme pour les professeurs, a partir de I'approche de la logique mathématique.
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Plusieurs signes de la complexité de I'expression de ces notions de logique dans le dis-
cours mathématiques sont relevés (quantifications implicites, sens des mots « et », « ou »,
¢ un », principe du maximum d’information), sous I'angle des différences a souligner entre
le langage courant et le langage mathématique, semblant ainsi opposer ces deux langages
qui sont pourtant présents dans 'activité mathématique. Nous avons vu dans la deuxieme
partie de la thése comment la logique mathématique pouvait étre une référence pour ex-
pliquer ces points complexes. Dans le document ressource, ils sont simplement soulignés,

aucune explication n’est donnée.

Pour cette étude des programmes, nous avons regardé le savoir a enseigner comme pro-
duit auquel aboutit la transposition didactique externe, en soulignant les choix fait par
les auteurs et en les situant par rapport a la référence proposée dans la deuxieme partie.
Revenons maintenant a la caractérisation du savoir a enseigner proposée par G. Arsac
(voir citation page 175) : « ce que l’enseignant pense qu’il a a enseigner ». Dans cette
optique, le savoir a enseigner est vu plutot comme le point de départ de la transposition
didactique interne, qui aboutit au savoir enseigné. Bien stir, les enseignants se réféerent aux
programmes pour préparer leurs cours, mais ils consultent également d’autres ressources.
Parmi celles-ci, les manuels ont une place importante, peut-étre particulierement dans ce
contexte de nouveauté pour les notions de logique. J’en propose ’analyse dans le chapitre
suivant. Je les regarde notamment du point de vue de l'interprétation des programmes.
Pour les manuels de 1969, nous avons vu qu’il y avait dans le programme une référence
claire a la logique mathématique, et nous pouvons faire I’hypothése d’une certaine uni-
formité dans ce qui est proposé. L’étude de quelques manuels de cette époque est surtout
intéressante en comparaison avec les manuels actuels, et parce qu’elle nous renseigne sur
ce qui a pu étre enseigné alors. Avec I’étude des manuels actuels, je cherche a mesurer les
effets de I'absence de référence claire a la logique mathématique dans le programme de

2009.
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Chapitre 6

Analyse des manuels
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6.0

L’étude des programmes nous a permis de voir les grandes lignes des instructions officielles
concernant I'enseignement de notions de logique. A partir de ces grandes lignes, les auteurs
des manuels scolaires, par ailleurs soumis a des contraintes d’écriture, vont proposer une
matiere plus directement utilisable par I’enseignant, comme le souligne L. Ravel dans sa
these! :
Ces grandes lignes sont ensuite mises en texte dans les manuels scolaires.
Les auteurs de manuels, sujets de I'institution scolaire, vont appréter les objets
de savoir a enseigner afin de les rendre “utilisables” par les enseignants et les
éleves. [...] Ils vont donc fa