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Chapitre 1

Introduction Générale

Les systèmes de commande en réseau ou NCS (Networked Control Systmes) sont
des systèmes dans lesquels les contrôleurs, les actionneurs et les capteurs sont reliés à
travers un réseau qui peut être partagé avec d’autres systèmes.

La figure 1.1 montre le schéma général d’un système contrôlé en réseau (d’après
[Postoyan 09]) où les capteurs et les actionneurs sont répartis sur différents nœuds et
communiquent avec le contrôleur et l’observateur par l’intermédiaire du réseau. Les
différents nœuds ne peuvent pas transmettre leurs données simultanément.

Observateur

Réseau

Nœud i

AS S

Nœud 2

AA

Nœud 1

AS S

Nœud l

A

Système

· · · · · · · · · · · ·

Contrôleur

Figure 1.1: Schéma d’un système contrôlé en réseau

1



1. Introduction Générale

Les avantages de ce type de structure sont nombreux. Le principal avantage est le
fait que les différents éléments du système à commander peuvent être distribués dans
l’espace. Ils permettent par ailleurs de diminuer les coûts de câblage, et donnent la pos-
sibilité de rajouter des contrôleurs, des actionneurs et des capteurs sans modifier consi-
dérablement la structure globale du système et par conséquent de réaliser des systèmes
de commande de plus grande envergure et plus complexes. Avec le développement des
outils de communication, la réalisation de ce type de système est grandement facilitée.
Ainsi, les systèmes de commande en réseau trouvent un très large domaine d’appli-
cations notamment dans les systèmes de contrôle industriels, l’automobile et l’aéro-
nautique, les robots domestiques, etc ... Les références suivantes donnent une vue d’en-
semble des différents avantages et des domaines d’application des systèmes commandés
en réseau [Gupta 08, Zhang 01b, Hespanha 07].

L’étude des systèmes commandés en réseau permet de fusionner la théorie de la
commande des systèmes dynamiques qui étudie généralement les systèmes dynamiques
connectés à travers des canaux supposés idéaux et l’étude des systèmes de communi-
cation qui traite la transmission de l’information à travers des canaux réels. Dans cette
thèse, nous étudions les NCS du point de vue de la commande et de l’estimation des
systèmes dynamiques sous les contraintes de communication induites par la présence
du réseau dans la boucle de commande. Nous n’étudions pas les moyens d’améliorer la
transmission de l’information à travers le réseau.

Dans les systèmes de contrôle classiques, les moyens de communication sont consi-
dérés comme idéaux de telle sorte que toutes les données nécessaires à l’estimation ou
la commande du système sont accessibles avec la précision requise. Cette hypothèse
simplifie considérablement l’analyse et la synthèse des systèmes de contrôle et permet
de traiter la commande et l’observation des systèmes indépendamment des composants
de communication.

L’introduction du réseau dans la boucle de commande du système entraîne la néces-
sité de prendre en compte un certain nombre de phénomènes qui n’existent pas ou qu’il
est possible de négliger dans les systèmes classiques. Les plus importants sont énumérés
ci-dessous.

L’échantillonnage
L’implémentation numérique et la transmission sous forme de paquets, à travers le ré-
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seau, des données du système entraînent nécessairement l’échantillonnage du signal.
L’un des principaux enjeux des systèmes commandés en réseau est d’améliorer l’inter-
valle entre les transmissions des données (la période d’échantillonnage) tout en préser-
vant les propriétés requises en terme de stabilité et de performance du système.

La quantification
Une autre contrainte liée à l’implémentation numérique des données du système est
la quantification. En effet, les données continues issues des capteurs du système sont
codées sous forme de bits de données et puisque la quantité d’information qui peut être
transmise à travers le réseau par unité de temps est très limitée, il est nécessaire de
coder les données avec un nombre de bits limité, ce qui entraîne une précision limitée
des données ainsi codées et transmises à travers le réseau. Dans l’étude des systèmes
contrôlés en réseau, il est nécessaire de prendre en compte la quantification. Les erreurs
de quantification entraînent la détérioration des performances du système et entraînent
la perte des propriétés de stabilité asymptotique du système [Liberzon 03].

Le retard et la perte de données
Dans les systèmes de commande classiques, on fait souvent la supposition que la trans-
mission des données et le traitement de celles-ci par l’algorithme de contrôle ou l’ob-
servateur sont instantanés. Cependant, dans les systèmes de commande en réseau, la
transmission des mesures des capteurs et l’envoi du signal de commande aux action-
neurs dépendent des caractéristiques du réseau utilisé. Les données envoyées à travers
le réseau arrivent en général avec un retard non négligeable et peuvent parfois être per-
dues à cause, par exemple, des problèmes de congestion dans le réseau. La perte de
données peut être assimilée à un retard supplémentaire. Les problèmes de la qualité
du réseau sont étudiés dans la théorie de la communication [Chen 06, Tanenbaum 02].
Nous nous contentons d’étudier la stabilité du système sous la contrainte d’un retard
induit par le réseau. La présence de retard induit par le réseau dégrade les performances
du système et peut entraîner l’instabilité de celui-ci.

L’allocation de la bande-passante
L’utilisation d’un réseau de communication pour la transmission des données du sys-
tème de commande implique de tenir compte de la bande passante disponible. En effet,
la bande passante est généralement un enjeu prioritaire dans l’utilisation des réseaux de

3



1. Introduction Générale

communication. En plus des limitations technologiques, elle peut induire une augmenta-
tion considérable des coûts de réalisations du système. Il est ainsi nécessaire de l’utiliser
de manière efficace et par conséquent, il faut inclure dans l’analyse la stratégie à adop-
ter pour l’allocation de la bande passante aux différents éléments utilisant le réseau.
De plus, dans le cas des systèmes avec plusieurs actionneurs et plusieurs capteurs qui
peuvent être situés à différents endroits et par conséquent à différents nœuds d’un réseau
en série, seule une partie des données du système est disponible. À chaque instant de
transmission, un seul nœud qui peut contenir un ou plusieurs capteurs et actionneurs est
autorisé à transmettre ses données à travers le réseau. La règle qui permet de déterminer
le nœud autorisé à transmettre est dénommé protocole d’ordonnancement. À cet effet,
plusieurs méthodologies sont formulées pour définir la stratégie d’ordonnancement dans
les systèmes de commande en réseau.

1.1 État de l’art

Il existe une large littérature concernant l’étude des systèmes commandés en réseau
qui tente de traiter les différentes imperfections introduites par le réseau. Cependant,
à notre connaissance, la plupart des résultats se concentre sur l’une ou l’autre de ces
imperfections présentées ci-dessus.

Les travaux de [Liberzon 03, Nešić 09, Heemels 09] se concentrent sur les effets de
la quantifications sur la stabilité du système.

Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour les
systèmes commandés en réseau soumis aux contraintes suivantes : l’échantillonnage des
données du système, le retard induit par le réseau et l’ordonnancement des données qui
est dû au fait que toutes les sorties ne sont pas disponibles aux instants de transmission.

Dans ce qui suit, nous présentons différentes approches utilisées dans la littérature
pour étudier les systèmes soumis aux contraintes que nous avons présentées ci-dessus
et qui sont étudiées dans cette thèse.

1.1.1 Contrainte d’échantillonnage

L’étude des observateurs pour les systèmes continus avec sorties échantillonnées a
été très active durant ces dernières décennies. Pour les systèmes linéaires invariants dans
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1.1. État de l’art

le temps, il est facile d’utiliser le modèle discret du système continu et de synthétiser
un observateur discret pour le système [Astrom 90]. Pour les autres types de systèmes,
le problème nécessite une approche différente puisqu’il est pratiquement impossible de
trouver le modèle discrétisé exact du système à partir du modèle continu. Une approche
souvent utilisée pour contourner ce problème est de recourir à une approximation du
modèle discret comme par exemple une approximation d’Euler [Assoudi 02, Laila 06].
Cependant, cette méthode n’assure qu’une stabilité semi-globale et, de plus, ne permet
pas une estimation de l’état du système continu entre les instants d’échantillonnage.

Une autre solution consiste à recourir à un observateur hybride ou continu-discret
[Deza 92, Hammouri 02, Nadri 03, Nadri 04, Goffaux 09, Goffaux 13]. Cette méthode
permet de se passer du modèle discrétisé exact. La grande majorité de ces types d’ob-
servateurs est basée sur les techniques du filtre de Kalman étendu. Le principe est de
diviser l’observation en deux étapes : une étape de prédiction qui consiste à "copier"
la dynamique du système continu, sans terme de correction, entre les instants d’échan-
tillonnage et une étape de mise à jour aux instants d’échantillonnage où l’erreur entre
la sortie du système et celle de l’observateur est utilisée pour corriger la trajectoire de
l’état estimé. L’erreur d’observation converge, sous certaines conditions satisfaites par
la période d’échantillonnage maximale admissible.

Récemment, dans [Karafyllis 09], les auteurs proposent un nouvel observateur hy-
bride associé à un prédicteur de la sortie du système entre les instants d’échantillonnage.
Cette approche a été appliquée aux systèmes linéaires détectables et aux systèmes non
linéaires triangulaires globalement Lipschitz. Dans cette structure, seul le prédicteur de
sortie est mis à jour aux instants d’échantillonnage tandis que les états de l’observateur
demeurent continus. La convergence exponentielle de cet observateur est démontrée au
moyen d’une approche petit-gain. L’avantage de cette méthode est la simplicité d’im-
plémentation comparée aux observateurs continu-discrets où tout le vecteur d’état est
actualisé à chaque instant d’échantillonnage.

Une autre solution est proposée dans [Raff 08] où l’état estimé est continu mais
le terme de correction de l’observateur est maintenu constant entre les deux instants
d’échantillonnage successifs et ne change que lorsque les mesures de la sortie sont dis-
ponibles. Les auteurs de [Raff 08] démontrent la convergence exponentielle de l’obser-
vateur en utilisant une approche de Lyapunov pour les systèmes impulsifs [Naghshta-
brizi 08].
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1.1.2 Contrainte de retard

L’effet du retard sur les systèmes dynamiques a fait l’objet de nombreuses études
notamment pour la commande des systèmes linéaires [Gu 03,Fridman 02,Gao 08]. Les
travaux de [Richard 03] donnent une vue d’ensemble des différentes approches utilisées
pour traiter le problème du retard dans les systèmes dynamiques.

Pour les systèmes commandés en réseau, les auteurs de [Cloosterman 07] proposent
un modèle qui permet de traiter les retards induits par le réseau et les pertes de don-
nées pour les systèmes linéaires échantillonnés. Une méthode analogue est utilisée
dans [Naghshtabrizi 05] où les auteurs font la synthèse simultanée d’un observateur
et d’un contrôleur pour les systèmes linéaires commandés en réseau. Ils utilisent un
prédicteur d’état afin de compenser le retard. Dans [Naghshtabrizi 06], les auteurs in-
troduisent une nouvelle méthode utilisant une approche de Lyapunov pour les systèmes
impulsifs et démontrent la stabilité exponentielle du système en présence d’intervalle de
transmission variable et de retard variable.

Concernant les systèmes non linéaires, dans [Van Assche 11], les auteurs synthé-
tisent un observateur grand-gain pour une classe de systèmes non linéaires à sorties
retardées. Ils utilisent une approche de Lyapunov-Krasovskii [Fridman 10] pour déter-
miner une borne sur le retard maximal admis afin d’assurer la convergence asymptotique
de l’observateur. Nous pouvons noter aussi qu’ils utilisent également cet observateur
pour traiter les systèmes à sorties échantillonnées en considérant l’intervalle entre les
instants d’échantillonnage comme un retard variant dans le temps.

Une autre approche pour traiter le retard pour les systèmes non linéaires est proposé
dans [Germani 02] où est présenté un observateur constitué d’une cascade de prédic-
teurs qui permettent de compenser les effets du retard. Lorsque le retard est très im-
portant, de sorte qu’un seul observateur ne permet pas de prédire l’état du système,
l’algorithme proposé permet d’utiliser une cascade de prédicteurs où chaque prédicteur
estime l’état du système retardé d’une fraction du retard total sur la mesure. Ainsi, il est
possible d’estimer l’état actuel du système à partir des mesures retardées si suffisamment
de prédicteurs sont mis en cascade. Les auteurs utilisent le lemme de Gronwall [Kha-
lil 02, Lemme A.1,p.651] pour déterminer une condition suffisante pour la convergence
exponentielle de cet observateur et une relation entre le retard et le nombre de prédic-
teurs dans la cascade. Cette approche est également utilisée dans [Ahmed-Ali 09a] pour
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les observateurs grand-gain. Une structure analogue est synthétisée dans [Kazantzis 05]
mais les auteurs utilisent une approche basée sur les équations aux dérivées partielles
(PDE) pour obtenir des conditions de convergence moins restrictives.

1.1.3 Contrainte d’ordonnancement

Dans le cas des systèmes avec plusieurs entrées et sorties, il peut arriver que toutes
les entrées et sorties ne puissent pas envoyer leurs données en même temps sur le réseau.
Cela peut être dû à une limitation de la bande passante ou au fait que les différents cap-
teurs et actionneurs sont situés à différents nœuds du réseau. La principale contrainte de
cette structure est qu’un seul nœud peut transmettre ses données à chaque transmission.
La transmission simultanée de plusieurs nœuds entraîne des collisions dans le réseau et
il en résulte des pertes de données. Il est alors nécessaire d’arbitrer la transmission des
données des différents éléments du système à travers le réseau. On définit le protocole
comme l’algorithme qui détermine quel nœud est autorisé à transmettre ses données à
travers le réseau à un instant de transmission donné. Il existe de très nombreux pro-
tocoles pour arbitrer la transmission des données dans un réseau. Nous pouvons nous
référer aux travaux de [Tanenbaum 02] pour une description exhaustive des protocoles
utilisés en industrie.

Les protocoles peuvent être classés en deux catégories :

• Les protocoles statiques où l’ordre d’accès au réseau est prédéfini. Le protocole
Round-Robin (RR) est un exemple de protocole statique où les différents nœuds
obtiennent l’accès au réseau alternativement.

• Les protocoles dynamiques où l’accès au réseau est déterminé par les besoins du
système. Le protocole try-once-discard (TOD) introduit par [Walsh 99] est un pro-
tocole dynamique où l’accès au réseau est accordé au nœud dont l’erreur par rapport
à la dernière mesure obtenue de ce nœud est la plus grande.

Les contraintes d’ordonnancement avec les intervalles de transmission variables sont
étudiées dans [Walsh 99,Walsh 01,Walsh 02] qui traitent la stabilité des systèmes aussi
bien linéaires que non linéaires avec un intervalle entre les transmissions variable et
soumis à des contraintes d’ordonnancement du réseau. Dans ces travaux, les auteurs
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analysent la stabilité des systèmes pour deux protocoles d’ordonnancement (le Round-

Robin et le try-once-discard) et déterminent pour chaque protocole le τMATI qui est l’in-
tervalle maximal entre deux transmissions successives garantissant la stabilité du sys-
tème.

Dans [Nešić 04a,Nešić 04b], les auteurs généralisent la notion de protocole et intro-
duisent un formalisme décrivant le système combiné au protocole comme un système
impulsif. Ils définissent les classes de protocole uniformément globalement exponentiel-

lement (respectivement asymptotiquement) stable : UGES (respectivement UGAS) qui
englobent les protocoles précédemment étudiés Round-Robin et TOD et déterminent le
τMATI permettant de conserver les propriétés de stabilité entrée-état du système en utili-
sant une approche small-gain.

Dans ce qui suit, nous présentons deux des méthodes utilisées dans la littérature
pour modéliser les contraintes de communication de façon plus globale : l’approche
continue [Nešić 04a] et l’approche discrète [Donkers 11]. Dans cette thèse, nous ne nous
intéressons qu’à la synthèse d’observateurs pour les systèmes commandés en réseau,
nous restreignons par conséquent la présentation de ces méthodes au cas où seules les
sorties sont soumises aux contraintes de communication du réseau. Nous pouvons nous
référer à [Heemels 10b] pour une présentation des deux méthodes dans un cadre de la
commande où on considère que les entrées de commande du système sont également
transmises à travers le réseau et les actionneurs sont situés sur différents nœuds.

1.1.3.1 Approche continue

Dans leurs travaux [Nešić 04a, Nešić 04b], les auteurs proposent une modélisation
des systèmes commandés en réseau tenant compte des différentes contraintes de com-
munication exposées ci-dessus et ils introduisent notamment, dans le modèle du sys-
tème, une équation qui décrit le protocole utilisé. Ils montrent que ce modèle englobe
plusieurs types de protocoles, notamment le Round-Robin et le protocole TOD. Ceci
permet d’étudier les NCS avec les contraintes d’ordonnancement de manière plus glo-
bale en énonçant des propriétés générales qui permettent de classifier les protocoles.

Nous présentons dans ce qui suit, le modèle de systèmes commandés en réseau
introduit dans [Nešić 04a]. Cette modélisation a également été adoptée dans les tra-
vaux [Heemels 10a] en y incluant le retard induit par le réseau et dans [Ahmed-Ali 12]
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et [Postoyan 12] pour la synthèse d’observateurs pour les NCS.
On considère le système continu suivant :


ẋ(t) = f (x(t))

y(t) = g(x(t))
(1.1)

où x(t) ∈ Rn désigne le vecteur d’état du système et y(t) ∈ Rp représente le vecteur des
sorties du système.

La notation {tk }k≥0 désigne une séquence de valeurs strictement croissantes repré-
sentant les instants de transmission telle que ε < tk+1 − tk ≤ τMATI pour tout k ∈ N et
pour des réels ε, τMATI > 0. Nous notons τMATI l’intervalle maximal admissible entre deux
instants de transmission successifs.

On considère que les capteurs délivrant les mesures des sorties du système sont
répartis en l nœuds. À chaque instant de transmission tk ∈ {tk }k≥0, le protocole accorde
l’accès à un nœud donné i ∈ {1, 2, · · · , l}.

On définit la variable ŷ qui représente le vecteur des plus récentes mesures de la
sortie du système transmises à travers le réseau. On définit également l’erreur induite
par le réseau par :

e(t) = y(t) − ŷ(t) (1.2)

Nous pouvons partitionner l’erreur induite par le réseau en fonction de la répartition des
nœuds, on écrit alors :

e =



e1

e2
...

el


où ei ∈ R

pi et
l∑

i=1

pi = p (1.3)

On introduit la fonction de mise à jour hy qui dépend du protocole d’ordonnancement
et décrit la mise à jour effectuée en fonction des mesures disponibles à l’instant de
transmission. À l’instant de transmission tk , le vecteur des mesures disponibles est mis
à jour :

ŷ(tk ) = y(tk ) + hy (k,e(tk )) (1.4)

Ainsi, lorsque à l’instant tk , c’est le nœud i qui est autorisé à transmettre ses données,
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nous avons une mise à jour de la valeur de ŷi ∈ R
pi et les autres composants de ŷ(t) ne

subissent pas de mise à jour. Nous avons alors hi
y (k,e(tk )) = 0, par exemple dans le cas

du protocole Round-Robin. Il faut noter que ce formalisme introduit par les auteurs de
[Nešić 04a] autorise d’autres types de mise à jour qui n’impliquent pas nécessairement
une remise à zéro de hi

y lorsque le nœud i est autorisé à transmettre.
Le protocole précédemment cité, Round-Robin, peut être représenté avec ce forma-

lisme. La fonction de mise à jour du protocole s’écrit alors :

hy (k,e(tk )) = (Ip − ∆(k))e (1.5)

où
∆(k) = diag{∆1(k),∆2(k), · · · ,∆l (k)} (1.6)

et les matrices ∆i sont des matrices carrées de dimensions pi correspondant au nombre
de capteurs situés sur le nœud i et nous avons ∆i = δi (k)Ipi avec :

δi (k) =


1, si k = i + nl, n ∈ N

0 sinon
(1.7)

On peut noter que le protocole TOD peut également être représenté avec ce formalisme
comme cela est également fait dans [Nešić 04a].

Cette approche est utilisée dans [Nešić 04a, Nešić 04b], où les auteurs définissent
les classes de protocole uniformément globalement exponentiellement (respectivement

asymptotiquement) stable : UGES (respectivement UGAS) qui englobent les protocoles
précédemment étudiés Round-Robin et TOD et déterminent le τMATI permettant de conser-
ver les propriétés de stabilité entrée-état du système en utilisant une approche small-

gain. Une approche de Lyapunov est utilisée dans [Carnevale 07] pour déterminer l’in-
tervalle maximal admissible entre les transmissions.

Cette modélisation a été étendue dans [Heemels 10a] pour tenir compte du retard.
Cependant, les auteurs introduisent une hypothèse qui suppose que le retard est à chaque
fois inférieur à l’intervalle entre deux transmissions. Cette modélisation est utilisée dans
[Heemels 09] pour la commande des NCS en tenant compte de la quantification.
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1.1.3.2 Approche discrète

Dans [Donkers 09, Donkers 11], les auteurs introduisent une autre méthode pour
modéliser les contraintes de communication. Cette méthode contrairement à la pré-
cédente peut être utilisée pour les systèmes discrets. On introduit, pour chaque nœud

Nœud
l

...

Nœud
i

...

Nœud
2

Nœud
1

+

Construction
du vecteur
des sorties

I − Γσk

σk = i

... yni

c

c

.

.

. ynl

...
yn2

c

c

.

.

.
yn1

Γσk y (tk ) =



0n1
.
.
.

0ni−1
yni (tk )
0ni+1
.
.
.

0nl


ŷ (tk ) =



ŷn1 (tk−1)
.
.
.

ŷni−1 (tk−1)
yni (tk )

ŷni+1 (tk−1)
.
.
.

ŷnl (tk−1)



ŷ(tk−1)



ŷn1 (tk−1)
.
.
.

ŷni−1 (tk−1)
0ni

ŷni+1 (tk−1)
.
.
.

ŷnl (tk−1)



Figure 1.2: Représentation d’un système soumis à un protocole selon la modélisation
discrète

i ∈ {1, 2, · · · , l}, la matrice diagonale Γi définie comme suit :

Γi = diag
{
γi,1Ip1 , γi,2Ip2 , · · · , γi, lIpl

}
(1.8)

où pi correspond au nombre de sorties situées sur le nœud i et pour tout j ∈ {1, 2, · · · , l} :

γi,j =


1, si j = i

0, sinon
(1.9)

La matrice diagonale Γi ainsi introduite permet d’identifier les sorties qui doivent être
mises à jour à la transmission. En effet, la matrice Γi est composée de "1" pour les
éléments correspondants au nœud i et de "0" pour les autres éléments.

La variable de mise à jour ŷ(tk ) qui représente le vecteur des mesures les plus ré-
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centes du système peut s’écrire :

ŷ(tk ) = Γσk
y(tk ) +

(
Ip − Γσk

)
ŷ(tk−1) (1.10)

où σk ∈ {1, 2, · · · , l} indique le nœud qui est autorisé à transmettre à l’instant tk . Ainsi,
si le nœud i est autorisé à transmettre à l’instant tk , nous avons σk = i et l’équation
(1.10) nous montre que les éléments du vecteur ŷ(tk ) correspondant au nœud i sont mis
à jour avec les mesures transmises et les autres éléments de ŷ(tk ) gardent leur valeur de
la précédente transmission tk−1.

L’algorithme du protocole consiste alors à déterminer la valeur de σk à chaque ins-
tant de transmission tk parmi l’ensemble des nœuds {1, 2, · · · , l}.

La figure 1.2 illustre la représentation du protocole selon la modélisation discrète
utilisée ci-dessus.
Exemple 1.1:

Nous illustrons dans cet exemple comment ce formalisme permet de modéliser un sys-
tème soumis à un protocole Round-Robin.

Nous prenons l’exemple simple d’un système ayant p = 5 sorties réparties sur 2
nœuds avec 3 sorties sur le nœud 1 et 2 sorties sur le nœud 2 de telle sorte que nous
avons :

y =



y1

y2

y3

y4

y5


∈ R5, yn1 =


y1

y2

y3

 ∈ R3 et yn2 =

y4

y5

 ∈ R2 (1.11)

où yni représente le vecteur des sorties situées sur le nœud i. Nous avons fait le choix,
pour simplifier l’exemple, de placer les sorties sur les nœuds de manière ordonnée ce-
pendant il n’y a aucune contrainte sur le placement des sorties sur les nœuds du réseau.
Les matrices Γi peuvent alors s’écrire :

Γ1 =

I3 0
0 0

 et Γ2 =

0 0
0 I2

 (1.12)

Nous supposons que le protocole utilisé est un protocole Round-Robin. Le protocole
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peut s’écrire très simplement :

σk =


1, si k est pair

2, sinon
(1.13)

Ainsi, si à l’instant tk le nœud 1 est autorisé à transmettre ses données à travers le réseau,
nous avons σk = 1, la variable ŷ(tk ) s’écrit alors :

ŷ(tk ) = Γ1y(tk ) + (I5 − Γ1) ŷ(tk−1) (1.14)

Nous obtenons alors en utilisant (1.12) :

ŷ(tk ) =

I3 0
0 0


yn1 (tk )
yn2 (tk )

 +

0 0
0 I2


ŷn1 (tk−1)
ŷn2 (tk−1)

 (1.15)

Le vecteur ŷ(tk ) est mis à jour de sorte à prendre en compte les nouvelles mesures
transmises par le nœud 1 et les éléments correspondants dans le vecteur ŷ(tk ) prennent
les valeurs des sorties situées sur le nœud 1 et ceux correspondant aux sorties du nœud
2 gardent leur valeur de la précédente transmission.

ŷ(tk ) =

 yn1 (tk )
ŷn2 (tk−1)

 (1.16)

À l’instant tk+1, le nœud 2 transmet ses données et nous avons σk = 2. En suivant la
démarche précédente, nous obtenons :

ŷ(tk+1) =

 ŷn1 (tk )
yn2 (tk+1)

 =

 yn1 (tk )
yn2 (tk+1)

 . (1.17)

Nous pouvons bien noter que le vecteur des mesures disponibles représente effective-
ment les sorties du système transmises alternativement à travers le réseau.

Dans [Donkers 11], les auteurs se basent sur cette modélisation pour définir deux classes
de protocole : les protocoles quadratiques et les protocoles périodiques qui incluent
respectivement les protocoles TOD et Round-Robin présentés précédemment.
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Protocole quadratique
Le protocole quadratique permet de représenter les protocoles dynamiques. Il s’écrit
sous la forme d’une fonction minimisant un critère :

σk = arg
(

min
i∈{1,2, ··· , l}

(
x̄T

k Pi x̄k
))

(1.18)

où Pi est une matrice donnée qui est définie avec le protocole et x̄k est le critère à
minimiser. x̄k peut éventuellement être l’état du système ou l’erreur induite par le réseau
comme dans le cas du protocole TOD qui appartient à cette classe. Nous pouvons nous
référer à [Donkers 11] pour une description du protocole TOD sous forme de protocole
quadratique.

Protocole périodique
Un protocole périodique est un protocole pour lequel il existe un entier N tel que l’al-
gorithme qui détermine σk s’écrit :

σk+N = σk (1.19)

pour tout k ∈ N. L’entier N est alors la période du protocole.

Le protocole Round-Robin appartient à cette classe de protocole. On peut le représenter
en considérant que la période du protocole est égale au nombre de nœuds et :

{σ1,σ2, · · · ,σl } = {1, 2, · · · , l} (1.20)

Cette modélisation est également utilisée dans [Bauer 10, Bauer 13] pour la synthèse
de commande par retour de sortie des systèmes linéaires soumis à des protocoles pério-
diques.

1.1.3.3 Prise en compte dans la synthèse d’observateurs

Dans la littérature, l’étude des observateurs pour les systèmes commandés en réseau
en tenant compte des contraintes de communication est très peu développée. Les rares
études à notre connaissance concernent les travaux de [Dačić 08] qui font la co-synthèse
d’un observateur avec un protocole de type TOD pour les systèmes linéaires.
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Dans le cas des systèmes non linéaires, les travaux de [Postoyan 10] ont adapté la
modélisation de [Nešić 04a] à la synthèse d’observateurs pour les systèmes commandés
en réseau. Cette modélisation a notamment été utilisée dans [Ahmed-Ali 12] pour la
synthèse d’un observateur grand-gain pour une classe de systèmes non linéaires soumis
à un protocole UGES.

1.2 Contributions de la thèse

Dans ce travail de thèse, nous étudions la synthèse d’observateurs en tenant compte
des contraintes de communication qui peuvent être liées à la commande et l’estimation
des systèmes dynamiques contrôlés à travers un réseau. Nous nous intéressons particu-
lièrement aux effets de l’échantillonnage et proposons différents observateurs pour les
systèmes non linéaires à sorties échantillonnées.

Nous traitons également le problème du retard que peut induire le réseau sur les
mesures des sorties du système. Nous étudions aussi l’effet des contraintes d’ordonnan-
cement sur l’observation des systèmes non linéaires commandés en réseau.

1.2.1 Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un
protocole périodique

Cette contribution consiste en la synthèse d’un observateur pour une classe de sys-
tèmes non linéaires globalement Lipschitz où les mesures des sorties sont transmises
avec un retard à travers un réseau régit par un protocole périodique. L’observateur pro-
posé est constitué d’un observateur pour le système retardé et d’un prédicteur d’état.

L’observateur retardé est un observateur robuste qui reconstruit l’état retardé du sys-
tème. Nous utilisons la modélisation de [Donkers 11] pour modéliser l’influence du
protocole périodique. Nous utilisons un prédicteur de la sortie du système comme déve-
loppé dans [Karafyllis 08] pour avoir un estimation continue de la sortie du système.
L’association du prédicteur de sortie de [Karafyllis 07] à la modélisation de [Don-
kers 11] permet ainsi d’utiliser cette modélisation des contraintes pour les systèmes
non linéaires et synthétiser ainsi un observateur continu.

Le prédicteur d ’état est une extension du prédicteur de [Germani 02]. Nous utilisons
des propriétés des modes glissants [Levant 98] afin de prédire l’état du système en temps
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1. Introduction Générale

fini. Ceci permet ainsi de reconstruire l’état courant en fonction de l’estimation fournie
par l’observateur retardé.

Nous nous sommes basés sur une approche petit gain pour déterminer des condi-
tions suffisantes sur l’intervalle maximal admissible entre deux transmissions succes-
sives (τMATI) et le retard maximal admissible (τMAD) permettant d’assurer une stabilité
de type ISS (input-to-state stability) de l’erreur d’observation par rapport au bruit de
mesures sur les sorties du système. Nous fournissons également une estimation expli-
cite du gain entre l’erreur d’observation et le bruit de mesure sur la sortie. Le principal
avantage de notre résultat est dans le fait qu’aucun compromis n’est nécessaire entre la
période et le retard des transmissions. Les résultats obtenus dans cette partie étendent
ceux de [Ahmed-Ali 13] au cas des systèmes commandés en réseau avec un protocole
périodique et représentent surtout une alternative aux résultats de [Heemels 10a] puisque
ces derniers ont besoin d’un compromis entre la période et le retard de transmission des
données pour assurer la convergence de l’erreur d’observation.

L’ inconvénient de cette structure est qu’elle ne s’applique qu’au cas des retards
constants. Une façon de contourner cette entrave est d’utiliser un buffer qui va retenir
les données du réseau afin d’égaliser les retards. Mais, ceci entraîne nécessairement
d’avoir un retard qui sera plus grand, c’est à dire égal au retard le plus long introduit par
le réseau.

1.2.2 Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non
linéaires

Il est bien connu que la majorité des observateurs continus avec des données dis-
crètes, qui existent dans la littérature, amplifient l’effet du bruit de mesure, comparés
aux observateurs qui utilisent des mesures continues.

Nous avons adapté l’observateur de [Praly 03] pour le cas des systèmes avec des
données échantillonnées. Nous utilisons aussi un prédicteur de sortie pour compenser
l’absence de mesures entre les instants d’échantillonnages. Nous utilisons une approche
de Lyapunov-Krasovskii pour déterminer des conditions sur la loi d’adaptation du para-
mètre de l’observateur et la période d’échantillonnage maximale admise τMASP afin de
garantir la convergence asymptotique de cet observateur.

Nous avons également proposé dans cette partie, un nouvel observateur pour une
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classe de systèmes non linéaires avec des données discrètes. L’intérêt de notre algo-
rithme est qu’il contient un gain variant dans le temps et décroissant entre deux instants
d’échantillonnage. Cette propriété permet d’atténuer considérablement l’effet des bruits
de mesure sur l’erreur d’observation. Notre algorithme tend aussi à augmenter la période
d’échantillonnage maximale admissible comparé à l’observateur de [Van Assche 11,
Raff 08]. Par ailleurs ce résultat représente aussi une généralisation du travail de [Ca-
cace 12] en considérant une gamme de gain variant dans le temps beaucoup plus large
que celle qui est utilisée dans [Cacace 12].

Il est à noter que ce résultat pourra s’étendre au cas des systèmes commandés en
réseau en incluant les contraintes d’ordonnancement [Ahmed-Ali 12] et le retard.

1.2.3 Observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes affines
en l’état

Cette partie constitue la dernière contribution de notre travail. Nous présentons
deux observateurs adaptatifs qui fournissent une estimation conjointe et continue du
vecteur d’état et des paramètres inconnus, mais supposés constants, du système avec
des mesures discrètes. Le résultat de cette contribution réside dans le fait que les algo-
rithmes d’observateurs obtenus exhibent une structure beaucoup plus simple que ceux
qui existent actuellement dans la littérature [Ahmed-Ali 09b]. Ceci facilite l’implémen-
tation de ces observateurs. La nature continue de la loi d’estimation paramétrique permet
également de construire plus facilement une loi de commande adaptative à partir de ces
observateurs.

Le premier observateur que nous proposons utilise un prédicteur de sortie de [Ka-
rafyllis 08] qui est mis à jour aux instants d’échantillonnage et qui permet d’estimer
la sortie entre ces instants d’échantillonnage. Ceci nous permet d’avoir des estimées,
des états et des paramètres inconnus, qui sont continues. Nous utilisons une approche
de Lyapunov pour les systèmes hybrides [Naghshtabrizi 08] pour démontrer la conver-
gence exponentielle des estimées des états et des paramètres inconnus du système.

Le deuxième observateur proposé dans cette contribution a un terme de correc-
tion qui est maintenu constant et subit une mise à jour aux instants d’échantillon-
nage, où une nouvelle mesure de la sortie est disponible, comme cela est fait dans
[Raff 08]. Ainsi, bien que les états et les paramètres inconnus estimés aient une dyna-
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1. Introduction Générale

mique hybride, ils restent continus entre les instants d’échantillonnage. Nous considé-
rons ainsi l’intervalle entre les instants d’échantillonnage comme un retard variant [Frid-
man 10, Van Assche 11] et proposons une fonction de Lyapunov-Krasovskii qui permet
de prouver la convergence exponentielle de l’observateur.
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Chapitre 2

Observateur pour les systèmes
commandés en réseau avec un
protocole périodique

2.1 Introduction

Les observateurs pour les systèmes commandés en réseau ont fait jusqu’à présent
l’objet de très peu d’études qui prennent en compte plusieurs des contraintes que peuvent
entraîner l’utilisation du réseau. Par contre, il existe une très large littérature qui traite
les observateurs pour les systèmes à sorties échantillonnées [Deza 92, Nadri 03, Kara-
fyllis 07, Raff 08]. Le problème du retard est aussi abordé dans les travaux sur les ob-
servateurs non linéaires de [Van Assche 11, Germani 02, Cacace 10, Kazantzis 05]. Les
contraintes d’ordonnancement sont quant à elles très peu étudiées pour l’observation
des systèmes dynamiques. Nous avons à notre connaissance les travaux de [Dačić 08]
pour les systèmes linéaires et ceux de [Ahmed-Ali 12, Postoyan 12] pour les systèmes
non linéaires.

D’autre part, il existe très peu d’études sur les systèmes commandés en réseau qui
tiennent compte simultanément de l’influence des différentes contraintes de communi-
cations sur la stabilité et les performances du système. Récemment, dans [Heemels 10a],
les auteurs ont considéré le cas où le système est soumis à un retard variable et un pro-
tocole d’ordonnancement UGES, en restreignant toutefois l’étude au cas où le retard est
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

inférieur à l’intervalle entre deux transmissions successives de telle sorte que chaque
paquet de données est reçu avant que le prochain ne soit envoyé. Ils déterminent ainsi
un retard maximal τMAD et un intervalle maximal entre les transmissions τMATI afin de
garantir les propriétés de stabilité entrée-état du système bouclé à travers un réseau.
Nous pouvons noter que ces conditions assurant la stabilité du système impliquent un
compromis entre τMAD et τMATI.

Les auteurs de [Ahmed-Ali 13] traitent le problème de la synthèse d’un observateur
pour les systèmes non linéaires avec sortie échantillonnée et retardée. Ils combinent un
observateur, pour le système retardé, à un prédicteur d’état dynamique de telle sorte que
la borne sur le retard ne dépende pas de celle sur l’intervalle entre les transmissions.
Nous pouvons considérer que les systèmes avec sortie échantillonnée sont un cas parti-
culier des systèmes soumis aux contraintes d’ordonnancement en considérant toutes les
sorties situées sur le même nœud.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la synthèse d’un observateur pour une
classe de systèmes non linéaires globalement Lipschitz où les mesures des sorties sont
transmises avec un retard constant à travers un réseau régi par un protocole périodique.
Les travaux exposés dans ce chapitre étendent les résultats de [Ahmed-Ali 13] au cas des
systèmes contrôlés en réseau en incluant les protocoles d’ordonnancement périodiques.
Nous nous basons sur une approche small-gain pour déterminer un intervalle maximal
admissible entre deux transmissions successives (τMATI) et un retard maximal admissible
(τMAD) permettant d’assurer une stabilité de type ISS de l’erreur d’observation par rapport
au bruit de mesure sur les sorties du système. Nous obtenons aussi une convergence
globale exponentielle de notre observateur en l’absence de bruit de mesure sur les sorties
du système.

Nous pouvons noter que dans ces travaux, il n’y a pas de compromis entre l’inter-
valle entre les transmissions et le retard contrairement aux travaux de [Heemels 10a] où
le retard est supposé plus faible que la période d’échantillonnage. Toutefois, les auteurs
de [Heemels 10a] s’intéressent à la classe plus large des protocoles d’ordonnancement
uniformément globalement exponentiellement stable (UGES).

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons, dans la section 2.2 une description
générale du système étudié et introduisons les différentes hypothèses que nous adoptons
pour le système. Nous définissons ensuite quelques notions de stabilité qui seront néces-
saires pour la suite du chapitre (section 2.3). Un observateur pour les systèmes en réseau
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2.2. Système étudié

combiné à un prédicteur est proposé dans la section 2.4 et la preuve de la convergence
exponentielle y est apportée. Enfin, nous illustrons les performances de cet observateur
sur un exemple dans la section 2.5.

2.2 Système étudié

Nous considérons la forme générale des systèmes non linéaires continus suivante :

ẋ(t) = f (x(t) ,u(t)) (2.1)

où x ∈ Rn représente l’état du système et u ∈ Rm est l’entrée du système.
La sortie du système est décrit par l’équation suivante :

y(t) = H x(t) + v(t) (2.2)

où y ∈ Rp est la sortie du système et v(t) ∈ L∞loc(R+,R
p) modélise l’effet de l’erreur sur

la mesure.
Nous supposons que les transmissions à travers le réseau se déroulent aux instants

tk , k ∈ N, suivant une séquence {tk }k≥0 de R0
+. À chaque instant de transmission

tk ∈ {tk }k≥0, les mesures des sorties du système sont échantillonnées et transmises à
travers le réseau. Nous désignons par τMATI l’intervalle maximal entre deux transmis-
sions successives. Nous avons ainsi, pour tout k ∈ N, l’intervalle entre les instants de
transmissions qui satisfait la relation suivante : tk+1 − tk ≤ τMATI.

Nous considérons que les capteurs qui mesurent les p sorties du système sont si-
tués à différents endroits et par conséquent sont localisés à différents nœuds d’un ré-
seau. Le réseau étant en série, un seul nœud est autorisé à transmettre ses données à
chaque instant de transmission ainsi nous avons une information limitée sur le vecteur
des sorties du système. Nous supposons que les sorties du système sont réparties sur les
l nœuds du réseau. À chaque instant de transmission, le protocole détermine le nœud
σk ∈ {1, 2, · · · , l} autorisé à transmettre ses données.

Nous adoptons la formulation de [Donkers 11] pour modéliser les contraintes d’or-
donnancement du protocole. Nous pouvons considérer que le vecteur des mesures dis-
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

ponibles à travers le réseau peut s’écrire :

ŷ(tk ) = Γσk
y(tk ) +

(
Ip − Γσk

)
ŷ(tk−1) (2.3)

où Γσk
est une matrice diagonale, qui se met sous la forme suivante lorsque le nœud

i ∈ {1, 2, · · · , l} est autorisé à transmettre (σk = i) :

Γi = diag
{
γi,1Ip1 , γi,2Ip2 , · · · , γi, lIpl

}
(2.4)

où pi correspond au nombre de sorties situées sur le nœud i et les éléments γi,j pour tout
j ∈ {1, 2, · · · , l} sont de la forme :

γi,j =


1, si j = i

0, sinon
(2.5)

Par ailleurs, le réseau induit un retard τ, que nous supposons constant, de telle sorte
que les données envoyées à l’instant tk sont reçues au niveau de l’observateur à l’instant
tk + τ.

En considérant le système comme défini ci-dessus, nous introduisons les hypothèses
suivantes :

Hypothèse 2.1:

Le système défini par l’équation (2.1) est globalement Lipschitz.

Il existe une constante L > 0 telle que :

| f (x,u) − f (z,u) | ≤ L |x − z | ,∀x, z ∈ Rn,∀u ∈ Rm (2.6)

Hypothèse 2.2:

Le protocole qui régit la transmission des données à travers le réseau est supposé pé-

riodique. Nous désignons par N ∈ N la période du protocole de telle sorte que nous

avons :

σk+N = σk (2.7)

où σk désigne l’indice du nœud autorisé à transmettre à l’instant tk .
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2.3. Notions préliminaires de stabilité

2.3 Notions préliminaires de stabilité

2.3.1 Stabilité entrée-état

Nous définissons ici la notion de stabilité entrée-état (input-to-state stability : ISS)
introduite par [Sontag 89].

Définition 2.1:
Le système (2.1) est dit stable entrée-état si il existe une fonction β de classe KL et une
fonction γ de classe K telles que pour toute condition initiale x(t0) et pour toute entrée
bornée v(t), la solution x(t) de (2.1) satisfait la relation suivante :

|x(t) | ≤ β( |x0 | , t − t0) + γ(|v(t) | ) ∀t ∈ [t0, t0 + T ) (2.8)

où [t0, t0 + T ) est l’intervalle de définition de x(t).

2.3.2 Observateur robuste global exponentiel
Définition 2.2 ( [Ahmed-Ali 13]):
On considère le système défini par les équations suivantes :

ż(t) = F (z(t) , y + v,u)

x̂(t) = Ψ(z(t))
(2.9)

z(t) ∈ Rl , y ∈ Rk ,u ∈ Rm, x̂(t) ∈ Rn

où F : Rl × Rk × Rm → Rl et Ψ : Rl → Rn.
On dit que le système (2.9) est un observateur robuste global exponentiel pour le sys-
tème (2.1) si il existe une fonction non décroissante M : R+ → R+ et des constantes
σ > 0, γ ≥ 0 telles que pour tout (x0, z0,u,v) ∈ Rn ×Rl × L∞(R+;Rm) × L∞loc

(
R+;Rk

)
,

la solution (x(t) , z(t)) ∈ Rn × Rl de (2.1), (2.2) et (2.9) avec les conditions ini-
tiales (x(0) , z(0)) = (x0, z0) et correspondant aux entrées (u,v) ∈ L∞(R+;Rm) ×
L∞loc

(
R+;Rk

)
existe pour tout t ≥ 0 et satisfait l’inégalité suivante pour tout t ≥ 0 :

| x̂(t) − x(t) | ≤ exp−σt M (|z(0) | , |xτ (0) | ) + γ sup
0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |v(s) |

)
(2.10)
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2.3.3 Prédicteur d’état robuste
Définition 2.3 (Robuste r-prédicteur [Ahmed-Ali 13]):
Soit A(R+,R

n) l’ensemble non vide des fonctions localement bornées z : R+ → R
n. On

considère les systèmes qui se mettent sous la forme :


ξ̇ (t) = Fp(ξt ,ut , z(t) , ż(t))

x̄(t) = G(ξt ,ut , z(t))
(2.11)

avec ξ (t) ∈ Rq, x̄(t) ∈ Rm,u(t) ∈ Rm, z(t) ∈ Rn.
où (ξt )(τ) = ξ (t + τ), (ut )(τ) = u(t + τ) pour τ ∈ [−r,0], G : C0([−r,0] ;Rq) ×
L∞([−r,0] ;Rm) × Rn → Rn est une fonction continue et r est une constante positive.
Nous supposons que la fonction Fp : C0([−r,0] ;Rq) × L∞([−r,0] ;Rm) ×Rn → Rq est
continue et telle que pour tout (x(0) , ξ (0) ,u, z) ∈ C0([−r,0] ;Rn) × C0([−r,0] ;Rq) ×
L∞([−r,∞] ;Rm) × A(R+,R

n), la solution (x(t) , ξ (t)) ∈ Rn ×Rk de (2.1) et (2.11) avec
les conditions initiales ξ (τ) = (ξ0)(τ), x(τ) = (x0)(τ), τ ∈ [−r,0] et correspondant
aux entrées (u, z) ∈ L∞([−r,∞] ;Rm) × A(R+,R

n) est unique, définie pour tout t ≥ 0 et
satisfait :

| x̄(t) − x(t) | ≤ exp−σt a
(
|x(0) | + |ξ (0) | + |u| + sup

0≤s≤r
|z(s) |

)
+ P sup

0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |z(s) − x(s − r) |

) ∀t ≥ 0 (2.12)

pour une fonction non décroissante a : R+ → R+ et des constantes P > 0 et σ > 0, le
système (2.11) est alors un prédicteur robuste global exponentiel pour le système (2.1).

2.4 Synthèse de l’observateur

2.4.1 Structure de l’observateur

Nous introduisons l’hypothèse sur l’existence d’un observateur continu pour le sys-
tème (2.1).
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Hypothèse 2.3:

Il existe une matrice symétrique définie positive P ∈ Rn×n, une matrice K ∈ Rn×k et

une constante µ > 0 telles que l’inégalité suivante est satisfaite

(z−x)T P ( f (z,u) − f (x,u))+(z−x)T PK H (z−x) ≤ −µ |z − x |2 ,∀x, z ∈ Rn,∀u ∈ U ⊂ Rm

(2.13)
où l’ensemble U est un compact de Rm.

Remarque 2.1:

L’hypothèse 2.3 implique que le système continu suivant :

ż(t) = f (z(t) ,u(t)) + K (Hz(t) − y(t)) (2.14)

est un observateur robuste et globalement exponentiel pour le système défini par les
équations (2.1) et (2.2) si l’on considère que les erreurs de mesure sont nulles (v(t) = 0).
Ceci revient à dire qu’il existe une fonction non décroissante M : R+ → R+ et des
constantes γ > 0 et σ > 0 telles que :

|z(t) − x(t) | ≤ exp−σt M ( |z(0) | , |x(0) | ) + γ sup
0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |v(s) |

)
(2.15)

Nous proposons ici un observateur couplé à un prédicteur d’état. Cette structure permet
d’estimer l’état retardé du système grâce à l’observateur exponentiel et le prédicteur
utilise cette estimée de l’état retardé pour prédire l’état actuel du système.



ż(t) = f (z(t) ,u(t − τ)) + K (Hz(t) − w(t))

ẇ(t) = H f (z(t) ,u(t − τ)) t ∈ [tk , tk+1)

w(tk+1) = Γσk
y(tk+1 − τ) +

(
I − Γσk

)
w(t−k+1)

ξ̇i (t) = żi (t) +
d
dt

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

−
�����ξi (t) − zi (t) −

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

�����
1
2

× sign
(
ξi (t) − zi (t) −

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

)
pour i = 1, · · · ,n

(2.16a)

(2.16b)

(2.16c)

(2.16d)
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Les figures 2.1 et 2.2 représentent le système (2.1) dont les états sont reconstruits par
une structure composée d’un observateur et d’un prédicteur d’état en cascade où :

• w(t) ∈ Rp est un prédicteur de la sortie du système (intersample predictor). Il permet
d’estimer la sortie retardée du système y(t − τ) entre les instants de transmissions
t ∈ [tk , tk+1).

• z(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état de l’observateur du système retardé (observa-
teur retardé). Il permet d’estimer x(tk − τ).

• ξ (t) ∈ Rn estime les états x(t) du système. C’est la sortie du prédicteur d’état.

Système Réseau
Observateur-Prédicteur

u(t) y(t) yσk
(tk )

ξ (t)

Figure 2.1: Schéma de l’observation du système à travers le réseau

ẋ(t) = f ((,u(t − τ)) x(t),u(t)
y(t) = H x(t) + v(t)

Système

ż(t) = f (z(t),u(t − τ))
+ K (Hz(t) − w(t))

Observateur retardé

ξ̇ = F (ξ (t), z(t), ż(t),u)

Prédicteur d’état

ẇ(t) = H f (z(t),u(t))
w(tk ) = Q

(
yσk (tk − τ)

)
Intersample Predictor

Protocole échantillonneurretard

y(t)

y(tk )yσk (tk )

yσk (tk − τ)

w(t) ≈ y(t − τ)
ż(t)

z(t) ≈ x(t − τ)
ξ (t)

Figure 2.2: Schéma général du système commandé en réseau avec une structure
observateur-prédicteur
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2.4. Synthèse de l’observateur

Théorème 2.1:
On considère le système (2.1) sous les hypothèses (2.1), (2.3) et (2.2). On définit N ∈ N

la période du protocole qui régit la transmission des données à travers le réseau. Soit

τMATI l’intervalle maximal admissible entre deux transmissions successives et τMAD le

retard maximal admissible tels que les relations suivantes soient satisfaites :

τMATI <
1

γ |H | N L
et

L
σ

(
expστMAD −1

)
< 1. (2.17)

alors, pour tout (z0,w0,u,v) ∈ Rn × Rp × L∞ ([−τMAD,+∞) ,Rm) × L∞loc (R+,R
p) et

(ξ0, x0) ∈ C0([−τMAD,0],Rn) × C0([−τMAD,0],Rn), il existe une fonction croissante

Q : R+ → R+ telle que la solution (ξ (t) , x(t)) ∈ Rn × Rn des équations différentielles

(2.1), (2.2) et (2.16) avec les conditions initiales z(0) = z0, w(0) = w0, ξ (τ) = ξ0(τ) et

x(τ) = x0(τ), τ ∈ [−τMAD,0] correspondant aux entrées (u,v) ∈ L∞ ([−τMAD,+∞),Rm)×
L∞loc (R+,R

p) satisfasse

|ξ (t) − x(t) | ≤ exp−σt Q

‖x0‖ + ‖ξ0‖ +








k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
e(t0)










+
2γ(N − 1)

1 − 2γ |H | N LτMATI

·
σ

σ − L
(
expστ −1

) sup
0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |v(s) |

)
(2.18)

Remarque 2.2:

Le théorème précédent nous donne une convergence de l’observateur de type ISS. En
l’absence d’erreur sur la mesure, c’est-à-dire, v(t) = 0 ∀t ∈ R+, l’observateur (2.16)
devient un observateur global exponentiel pour le système défini par les équations (2.1)
et (2.2).

2.4.2 Analyse de la convergence

L’analyse de la convergence de cet observateur va se faire en deux étapes.
Dans un premier temps, nous allons prouver que le vecteur d’état de l’observateur

z(t) permet d’estimer l’état retardé x(t − τ) dans le cas où les mesures de la sortie du
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

système sont transmis selon une séquence {tk }k≥0 de R+ à travers un réseau soumis à
un protocole périodique. Nous allons alors déterminer l’intervalle maximal de transmis-
sions τMATI tel que l’observateur défini par les équations suivantes :


ż(t) = f (z(t) ,u(t − τ)) + K (Hz(t) − w(t))

ẇ(t) = H f (z(t) ,u(t − τ)) t ∈ [tk , tk+1)

w(tk+1) = Γσk
yτ (tk+1) +

(
I − Γσk

)
w(t−k+1)

(2.19a)

(2.19b)

(2.19c)

soit un observateur robuste global exponentiel pour le système retardé :


xτ (t) = f (xτ (t) ,u(t − τ))

yτ (t) = H xτ (t) + vτ (t)
(2.20)

où xτ (t) est le vecteur des états retardés du système (2.1), c’est-à-dire xτ (t) = x(t − τ).
Ceci revient à montrer qu’il existe une fonction croissante M : R+ → R+ et des
constantes γ > 0 et σ > 0 telles que :

|z(t) − xτ (t) | ≤ exp−σt M (|z(0) | , |xτ (0) | ) + γ sup
0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |vτ (s) |

)
(2.21)

Dans la deuxième partie de la preuve, nous introduisons le prédicteur d’état (2.16d)
afin de compenser le retard sur la mesure. Ce type de prédicteur apparaît dans la littéra-
ture dans [Ahmed-Ali 13]. Nous montrons que ce prédicteur est un r-prédicteur (avec ici
r = τMAD) pour le système (2.1). Nous déterminons alors le retard maximal admissible
τMAD pour garantir que ξ (t) estime x(t) l’état actuel du système.

2.4.3 Convergence de l’observateur du système retardé

Nous définissons d’abord l’erreur de sortie eτ (t) entre le prédicteur de sortie et la
sortie du système retardé (2.20) :

eτ (t) = yτ (t) − w(t) (2.22)
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2.4. Synthèse de l’observateur

On peut exprimer l’erreur de sortie aux instants de transmission. En utilisant l’équation
du prédicteur aux instants de transmission (2.19c), nous avons pour tout entier k ≥ 0 :

eτ (tk+1) = yτ (tk+1) − Γσk
yτ (tk+1) −

(
I − Γσk

)
w(t−k+1) (2.23)

En utilisant l’équation (2.16b) de la dérivée du prédicteur de sortie entre tk et tk+1, nous
pouvons écrire :

w(t−k+1) = w(tk ) +

∫ tk+1

tk
H f (z(s) ,u(s − τ)) ds (2.24)

Nous avons alors d’après les deux équations précédentes et (2.20) :

eτ (tk+1) =
(
I − Γσk

)
(H xτ (tk+1) + vτ (tk+1))

−
(
I − Γσk

) (
w(tk ) +

∫ tk+1

tk
H f (z(s) ,u(s − τ)) ds

) (2.25)

En considérant, l’équation (2.22), nous avons w(tk ) = eτ (tk ) − H xτ (tk+1) + vτ (tk+1).
Ceci nous permet d’écrire :

eτ (tk+1) =
(
I − Γσk

)
(H xτ (tk+1) + vτ (tk+1))

−
(
I − Γσk

) (
−eτ (tk ) + H xτ (tk ) + vτ (tk ) +

∫ tk+1

tk
H f (z(s) ,u(s − τ)) ds

)
(2.26)

De plus, étant donné que le vecteur d’état du système retardé xτ (t) est continu pour tout
t ∈ R0

+, a fortiori entre les instants tk et tk+1, nous avons :

xτ (tk ) = xτ (tk+1) − H
∫ tk+1

tk
H f (xτ (s) ,u(s − τ)) ds (2.27)

Nous pouvons ainsi écrire l’erreur de prédiction de la sortie retardée à l’instant tk+1 en
fonction de l’erreur à l’instant tk :

eτ (tk+1) =
(
I − Γσk

)
eτ (tk ) +

(
I − Γσk

)
(vτ (tk+1) − vτ (tk ))

−
(
I − Γσk

)
H

∫ tk+1

tk
( f (z(s) ,u(s − τ)) − f (xτ (s) ,u(s − τ))) ds

(2.28)
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

Par conséquent, en utilisant le fait que le système est globalement Lipschitz d’après
l’hypothèse 2.1, nous avons :

|eτ (tk+1) | ≤
(
I − Γσk

) [
|eτ (tk ) | + 2 sup

tk≤s≤tk+1

|vτ (s) | + |H | LτMATI sup
tk≤s<tk+1

|xτ (s) − z(s) |
]

(2.29)
Ainsi, en procédant par récurrence, nous pouvons en déduire l’erreur de prédiction à
l’instant de transmission tk en fonction de l’erreur de prédiction à l’instant t0 :

|eτ (tk ) | ≤
k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
|eτ (t0) | + 2

k−1∑
i=0

k−i−1∏
j=0

(
I − Γσk−1− j

)
sup

ti≤s≤ti+1

|vτ (s) |

+ HLτMATI

k−1∑
i=0

k−i−1∏
j=0

(
I − Γσk−1− j

)
sup

ti≤s≤ti+1

|xτ (t) − z(s) |

(2.30)

La propriété de périodicité du protocole qui régit la transmission des données à travers
le réseau (hypothèse 2.2), nous permet d’énoncer les deux propriétés suivantes de la
matrice Γσk

:
soit N la période du protocole utilisé, pour tout entier k ∈ N, on a :

�������
k+ j−1∏

i=k

(
I − Γσi

) ������� = 1 pour tout j ∈ {1, · · · ,N − 1} (2.31)

et
k+N−1∏

i=k

(
I − Γσi

)
= 0 (2.32)

Remarque 2.3:

La première propriété (2.31) exprime le fait que l’erreur due à l’ordonnancement dans
le réseau ne s’amplifie pas d’une transmission à l’autre. En effet, à chaque transmission,
nous récoltons des données sur les nœuds, ce qui annule l’erreur sur ces sorties et par
conséquent entraîne une diminution du module du vecteur d’erreur.

Remarque 2.4:

La seconde propriété traduit le fait que l’erreur due à l’ordonnancement s’annule au bout
d’une période du protocole. En effet, après une période du protocole, tous les nœuds
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2.4. Synthèse de l’observateur

auront transmis leur données et ainsi, l’erreur de l’ordonnancement liée à chaque sortie
se sera annulée successivement.

Ainsi, nous pouvons déduire de ces deux propriétés de la matrice Γσk
que l’erreur de

prédiction est :

|eτ (tk ) | ≤
k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
eτ (t0) + 2 (N − 1) sup

t0≤s≤t
|vτ (s) |

+ HL (N − 1) τMATI sup
t0≤s≤t

|xτ (s) − z(s) |
(2.33)

Grâce à la deuxième propriété de la matrice Γσk
(2.32), nous pouvons remarquer que

le terme impliquant l’erreur due à l’ordonnancement s’annule au bout d’une période du
protocole. Ainsi, pour tout k ≥ N , nous avons :

|eτ (tk ) | ≤ 2 (N − 1) sup
t0≤s≤t

|vτ (s) | + |H | (N − 1) LτMATI sup
t0≤s≤t

|xτ (s) − z(s) | (2.34)

D’un autre côté, en utilisant les équations (2.20) et (2.16b), nous pouvons calculer
la dérivée de l’erreur de prédiction entre les instants d’échantillonnage :

ėτ (t) = H f (xτ (t) ,u(t − τ)) − H f (z(t) ,u(t − τ)) (2.35)

Nous intégrons alors cette équation entre tk et tk+1 et en utilisant l’hypothèse (2.1) et le
fait que tk+1 − tk ≤ τMATI pour k ∈ N, nous en déduisons que pour tout t ∈ [tk , tk+1), on
a :

|eτ (t) | ≤ |eτ (tk ) | + |H | LτMATI sup
tk≤s≤t

|xτ (s) − z(s) | (2.36)

En combinant les équations (2.33) et (2.36), nous avons alors pour tout t ≥ t0 :

|eτ (t) | ≤
k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
eτ (t0) + 2 (N − 1) sup

t0≤s≤t
|vτ (s) |

+ H N LτMATI sup
t0≤s≤t

|xτ (s) − z(s) |
(2.37)
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Par ailleurs, les équations (2.20) et (2.22), nous permettent d’écrire :

w(t) = H xτ (t) + vτ (t) − eτ (t) (2.38)

Ainsi, à partir de l’hypothèse 2.3 et de l’équation (2.19a), nous pouvons en déduire que :

|z(t) − xτ (t) | ≤ exp−σt M (|z(0) | , |xτ (0) | ) + γ sup
0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |vτ (s) |

)
+ γ sup

0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |eτ (s) |

) (2.39)

Nous pouvons combiner (2.37) et (2.39) pour obtenir :

|z(t) − xτ (t) | ≤ exp−σt M ( |z(0) | , |xτ (0) | ) + γ

k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
eτ (t0)

+ γ (2N − 1) sup
t0≤s≤t

exp−σ(t−s) |vτ (s) |

+ γ |H | N LτMATI sup
t0≤s≤t

exp−σ(t−s) |z(s) − xτ (s) |

(2.40)

Ainsi, en multipliant les termes de l’inégalité par expσt , nous obtenons, pour tout t ≥ t0 :

expσt |z(t) − xτ (t) | ≤ M ( |z(0) | , |xτ (0) | ) + γ

k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
expσt eτ (t0)

+ γ (2N − 1) sup
t0≤s≤t

expσs |vτ (s) |

+ γ |H | N LτMATI sup
t0≤s≤t

expσs |z(s) − xτ (s) |

(2.41)

Si la période d’échantillonnage maximale admise satisfait : τMATI <
1

γ |H | N L
, nous pou-
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2.4. Synthèse de l’observateur

vons alors en déduire que pour tout t ≥ t0 :

sup
t0≤s≤t

expσs |z(s) − xτ (s) | ≤
1

1 − γ |H | N LτMATI

M (|z(0) | , |xτ (0) | )

+
γ

1 − γ |H | N LτMATI

k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
expσt eτ (t0)

+
γ (2N − 1)

1 − γ |H | N LτMATI

sup
t0≤s≤t

expσs |vτ (s) |

(2.42)

Ceci termine la première partie de la preuve. En effet, l’équation (2.42) montre que l’ob-
servateur (2.19) conserve les propriétés de l’observateur continu si l’intervalle maximal
admissible entre les transmissions τMATI respecte la borne supérieure indiquée à (2.17).
Ainsi, l’observateur (2.19) est un observateur robuste exponentiel pour le système re-
tardé (2.20) dans le cas où les mesures du système sont transmises selon un protocole
périodique. Nous avons alors :

|z(t) − xτ (t) | ≤
1

1 − γ |H | N LτMATI

exp−t M (|z(0) | , |xτ (0) | )

+
γ

1 − γ |H | N LτMATI

k−1∏
i=0

(
I − Γσi

)
eτ (t0)

+
γ (2N − 1)

1 − γ |H | N LτMATI

sup
t0≤s≤t

expσ(s−t) |vτ (s) |

(2.43)

Nous pouvons aussi remarquer que pour tout t ≥ tN , c’est-à-dire, après une période
du protocole, l’erreur induite par le protocole s’annule :

γ

1 − γ |H | N LτMATI

k−1∏
i=k0

(
I − Γσi

)
eτ

(
tk0

)
= 0. (2.44)

Nous pouvons alors écrire pour tout t ≥ tN :

|z(t) − xτ (t) | ≤
1

1 − γ |H | N LτMATI

exp−t M (|z(0) | , |xτ (0) | )

+
γ (2N − 1)

1 − γ |H | N LτMATI

sup
t0≤s≤t

expσ(s−t) |vτ (s) |
(2.45)

Nous notons que, bien que l’erreur induite par le réseau n’influence pas la convergence
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

de l’observateur, le choix du protocole est très important dans les caractéristiques de
l’observateur. En effet, la période du protocole est inversement proportionnelle à l’in-
tervalle maximal admissible entre les transmissions τMATI. Ainsi, pour un nombre de
nœuds donné, le célèbre protocole Round Robin aura la période d’échantillonnage la
plus grande, étant donné que la période du protocole est alors minimale et égale au
nombre de nœuds du réseau. Par ailleurs, nous pouvons noter, à partir de l’équation
(2.45), qu’une augmentation de la période du protocole entraîne une amplification du
bruit de mesure.

2.4.4 Prédicteur d’état

Nous présentons un prédicteur d’état qui permet d’estimer la valeur actuelle de l’état
à partir de l’estimée de l’état retardé. Ce prédicteur peut être vu comme une extension
de celui de [Germani 02] à une classe de systèmes (2.1) qui vérifie l’hypothèse 2.1.

ξ̇i (t) = żi (t) +
d
dt

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

−
�����ξi (t) − zi (t) −

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

�����
1
2

sign
(
ξi (t) − zi (t) −

∫ t

t−τ
fi (ξ (s) ,u(s)) ds

)
(2.46)

En utilisant la même méthodologie que l’algorithme du super twisting développé dans
[Levant 98], il est possible de montrer qu’il existe une constante T telle que pour tout
t ≥ T , nous avons le prédicteur d’état qui satisfait l’équation suivante :

ξ (t) = z(t) +

∫ t

t−τ
f (ξ (s) ,u(s)) ds (2.47)

En intégrant, l’équation différentielle (2.1) entre t − τ et t, nous obtenons :

x(t) = xτ (t) +

∫ t

t−τ
f (x(s) ,u(s)) ds (2.48)

En s’appuyant sur les deux équations précédentes, et en tenant compte du fait que le
système est globalement Lipschitz (hypothèse 2.1), nous pouvons écrire :

|ξ (t) − x(t) | ≤ |z(t) − xτ (t) | +
∫ t

t−τ
L |ξ (s) − x(s) | ds (2.49)
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Nous pouvons réécrire l’inégalité précédente de la manière suivante pour tout réelσ > 0 :

|ξ (t) − x(t) | ≤ |z(t) − xτ (t) | + L
∫ t

t−τ
exp−σs expσs |ξ (s) − x(s) | ds (2.50)

Ainsi, en majorant l’expression expσs |ξ (s) − x(s) | , nous pouvons en déduire :

|ξ (t) − x(t) | ≤ |z(t) − xτ (t) | + L sup
t−τ≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

) [ 1
σ

(
expστ −1

)]
(2.51)

Puisque max {a,b} ≤ a + b pour tout a,b ≥ 0, l’inégalité suivante est vérifiée pour tout
t ∈ R+ :

sup
t−τ≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
≤ sup

t0≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
+ sup

t0−τ≤s≤t0

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
,

(2.52)
nous pouvons alors écrire :

expσt |ξ (t) − x(t) | ≤ expσt |z(t) − xτ (t) |

+ L expσt
[

1
σ

(
expστ −1

)]
×

(
sup

t0≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
+ sup

t0−τ≤s≤t0

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

))
(2.53)

Par conséquent, en majorant l’expression précédente entre t0 et t, nous pouvons affirmer

que l’inégalité suivante est vérifiée si le retard τ est tel que nous avons
L
σ

(
expστ −1

)
< 1 :

sup
t0≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
≤

σ

σ − L
(
expστ −1

) sup
t0≤s≤t

(
expσs |z(s) − xτ (t) |

)
+

L
(
expστ −1

)
σ − L

(
expστ −1

) sup
t0−τ≤s≤t0

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
(2.54)
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Ainsi, nous pouvons combiner les inégalités (2.45) et (2.54) pour obtenir :

sup
t0≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
≤

σ

σ − L
(
expστ −1

) · 1
1 − γ |H | N LτMATI

M (|z(0) | , |xτ (0) | )

+
σ

σ − L
(
expστ −1

) · γ (2N − 1)
1 − γ |H | N LτMATI

sup
t0≤s≤t

(
expσs |v(s) |

)
+

σ

σ − L
(
expστ −1

) sup
t0−τ≤s≤t0

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
(2.55)

Nous pouvons alors en déduire que :

|ξ (t) − x(t) | ≤
σ

σ − L
(
expστ −1

) · 1
1 − γ |H | N LτMATI

exp−σt M (|z(0) | , |xτ (0) | )

+
σ

σ − L
(
expστ −1

) · γ (2N − 1)
1 − γ |H | N LτMATI

sup
t0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |v(s) |

)
+

σ

σ − L
(
expστ −1

) sup
t0−τ≤s≤t0

(
exp−σ(t−s) |ξ (s) − x(s) |

)
(2.56)

puisqu’il est évident que pour tout t ∈ R+, nous avons :

expσt |ξ (t) − x(t) | ≤ sup
t0≤s≤t

(
expσs |ξ (s) − x(s) |

)
.

2.4.5 Chaîne de prédicteurs

Dans le cas où le retard est "grand", mais toujours constant, la condition de conver-
gence du prédicteur d’état de la relation (2.17) risque de ne plus être satisfaite. Il est
toutefois possible de compenser ce retard en mettant en œuvre une cascade de prédic-
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teurs qui peuvent se mettre sous la forme suivante :



ξ0(t) = z(t)

ξ̇
j
i (t) = ξ̇

j−1
i (t) +

d
dt

∫ t

t− τ
m

fi

(
ξ

j
i (s),u

(
s − τ + j

τ

m

))
ds

−

������ξ
j
i (t) − ξ j−1

i (t) −
∫ t

t− τ
m

fi

(
ξ

j
i (s),u

(
s − τ + j

τ

m

))
ds
������

1
2

× sign
(
ξ

j
i (t) − ξ j−1

i (t) −
∫ t

t−τ
fi

(
ξ

j
i (s),u

(
s − τ + j

τ

m

))
ds

)

(2.57)

(2.58)

pour tout j ∈ {1, · · · ,m} où m est le nombre de prédicteurs mis en cascade et est choisi
de manière à satisfaire la condition :

L
σ

(
expσ

τMAD

m −1
)
< 1. (2.59)

2.5 Exemple

Cette partie est dédiée à l’illustration de l’observateur proposé au travers d’un exemple.
Il s’agit d’un bras flexible de robot qui peut être modélisé comme un système non li-
néaire appartenant à la classe des systèmes globalement Lipschitz étudiée ci-dessus.

Nous montrons la convergence exponentielle de cet observateur en l’absence de bruit
de mesure (voir figure 2.3). Nous montrons aussi l’influence du bruit de mesure sur l’er-
reur de prédiction . Nous mettons particulièrement en évidence le fait que le prédicteur
d’état amplifie l’erreur d’observation de l’état retardé. Ceci est le principal inconvénient
de ce type de structure car bien que le prédicteur d’état nous permette de compenser
un retard plus grand, il contribue aussi à amplifier le bruit de mesure (voir figure 2.4).
Enfin, nous montrons l’influence de la grandeur du retard sur l’erreur de prédiction en
présence de bruit de mesure (figure 2.5).
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Considérons donc le système suivant qui modélise un bras flexible de robot :



ẋ1(t) = x3(t)

ẋ2(t) = x4(t)

ẋ3(t) = −48.6x1(t) + 48.6x2(t) − 1.25x3(t) + 21.6u(t)

ẋ4(t) = 19.5x1(t) − 19.5x2(t) − 3.3 sin (x3(t))

y1(t) = x1(t)

y2(t) = x2(t)

(2.60)

Ce système se met sous la forme du système (2.1) étudié en posant :

f (x(t),u(t)) =


x3(t)
x4(t)

−48.6x1(t) + 48.6x2(t) − 1.25x3(t) + 21.6u(t)
19.5x1(t) − 19.5x2(t) − 3.3 sin (x3(t))


(2.61)

et

H =


1 0 0 0
0 1 0 0

 (2.62)

Le système (2.60) a donc deux sorties, y1 et y2. Nous considérons que les sorties sont
localisées à différents endroits et que, par conséquent, les capteurs qui mesurent ces sor-
ties se trouvent à deux nœuds différents du réseau (l = 2). Ceux-ci ne peuvent pas trans-
mettre leurs données en même temps. On va considérer que le réseau utilise un protocole
Round Robin pour l’ordonnancement, par conséquent les deux sorties transmettent leurs
données alternativement. La période du protocole est alors égale à N = l = 2.

Les simulations ont été réalisées avec l’entrée u = 0.1 sin(t) et les conditions ini-
tiales ont été fixées à [x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)]T = [0,0,0,0]T .

Pour illustrer nos travaux, nous utilisons l’observateur grand gain suivant couplé
au prédicteur d’état que nous avons étudié précédemment. Notre système observateur-
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2.5. Exemple

prédicteur d’état peut alors se mettre sous la forme suivante :



ż(t) = f (z(t),u(t − τ)) − K (Hz(t) − w(t))

ẇ1(t) = z3

ẇ2(t) = z4

w1(tk ) = y1(tk )

w2(tk ) = y2(tk )

ξ̇ (t) = ż(t) + f (ξ (t),u(t)) − f (ξ (t − τ),u(t − τ)) + ∆(ξ (t), z(t))

(2.63)

où w(t) =


w1(t)
w2(t)

 ,

et

∆(ξ (t), z(t)) = −



�����ξ1(t) − z1(t) −
∫ t

t−τ
f1(ξ (s),u(s))ds

�����
1
2

× sign
(
ξ1(t) − z1(t) −

∫ t

t−τ
f1(ξ (s),u(s))ds

)
...

�����ξ4(t) − z4(t) −
∫ t

t−τ
f4(ξ (s),u(s))ds

�����
1
2

× sign
(
ξ4(t) − z4(t) −

∫ t

t−τ
f4(ξ (s),u(s))ds

)


Les résultats présentés ici ont été obtenus en fixant le gain K de l’observateur (2.63) de
la façon suivante :

K =


2θ, 0, θ2, 0
0 2θ, 0, θ2


T

(2.64)

où le paramètre de synthèse θ est choisi égal à 1. Les conditions initiales du prédicteur
d’état sont fixés à

[
ξ1, ξ2, ξ3, ξ4

]T
= [1,3,2,0.5]T .

La figure 2.3 illustre la reconstruction des états du système par la structure d’ob-
servation que nous avons proposée pour une période d’échantillonnage Te = 0.1s et un
retard τ = 0.15s. Nous constatons que nous avons une convergence pour un retard τ

supérieur à la période d’échantillonnage Te.
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique
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Figure 2.3: Évolution de l’état du système et de son estimée pour Te = 0.1s et τ = 0.15s

Nous illustrons également les performances de cet observateur en présence de bruit
sur la mesure des sorties.
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2.5. Exemple

HH
HHHHTe

z̃
z̃1 z̃2 z̃3 z̃4

0.01 0.0227 0.0214 0.8862 0.2741
0.05 0.1281 0.1088 5.0303 0.9668
0.10 0.2569 0.1381 10.9189 1.5173
0.15 0.4063 0.3418 10.9061 2.4638

Tableau 2.1: Variance de l’erreur d’observation z̃ de l’observateur du système retardé
en fonction de la période d’échantillonnage pour un bruit de mesure de variance égale à
0.2.

Le tableau 2.1 récapitule l’évolution de la variance de l’erreur d’observation de l’état
retardé z̃ = z(t) − x(t − τ) pour différentes valeurs de la période d’échantillonnage
Te dans le cas où les sorties sont perturbées par du bruit modélisé par des nombres
aléatoires de variance var = 0.2. Nous remarquons que l’augmentation de la période
d’échantillonnage entraîne une amplification du bruit de mesure. Ce phénomène est
prévisible d’autant plus que le terme γ1 =

2γ(N−1)
1−γ |H |N LτMATI

qui quantifie l’amplification du
bruit de mesure sur les états estimés de l’observateur du système retardé est une fonction
croissante de la période d’échantillonnage.

La figure 2.4 met en évidence l’amplification par le prédicteur d’état de l’erreur
d’observation du système retardé. Nous choisissons de montrer les performances de
la structure observateur-prédicteur d’état pour une période d’échantillonnage constante
Te = 0.1s et pour un retard τ = 0.15s. L’ erreur d’observation de l’état retardé z̃(t) =

z(t) − x(t − τ) et l’erreur de prédiction d’état ξ̃ = ξ (t) − x(t) sont représentées pour un
bruit de mesure de variance égale à 0.2.

Cette amplification est une fonction croissante du retard induit par le réseau. Afin de
quantifier cette amplification, nous comparons la variance de l’erreur d’observation z̃ à
celle de l’erreur de prédiction ξ̃ pour différentes valeurs du retard. Nous introduisons
la variable Avari qui désigne l’amplification de la variance de l’erreur d’observation du
système retardé par le prédicteur. Nous définissons Avari comme suit :

Avari
Var(ξ̃i)
Var(z̃i)

(2.65)

où la fonction Var(X) désigne la variance de l’erreur X après la phase transitoire et ξ̃i

et z̃i représentent respectivement la ième composante de l’erreur de prédiction et celle de
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique
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Figure 2.4: Évolution de l’erreur d’observation z̃ et de l’erreur de prédiction ξ̃ du sys-
tème, avec Te = 0.1s et τ = 0.15s en présence de bruit de mesure de variance var = 0.2
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2.5. Exemple

l’erreur d’observation de l’état retardé.
Nous choisissons de calculer la variance des différentes erreurs à partir d’un temps,

Tvar = 10s, à partir duquel l’observateur a convergé.
Le tableau 2.2 récapitule les valeurs de l’amplification Avari par le prédicteur de la

variance de l’erreur d’observation. Hormis le cas particulier où Te = 0.05s et τ = 0.18s,
nous pouvons remarquer que la variance de l’erreur de prédiction augmente lorsque le
rapport retard sur période d’échantillonnage augmente.
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

HH
HHHHτ

Te 0.01 0.05 0.10 0.15

0.01 1.0317 1.0355 1.0381 1.0338
0.05 1.1973 1.2014 1.2011 1.1697
0.10 1.7472 1.6615 1.4924 1.3884
0.15 3.4062 2.8634 2.1579 1.7683
0.18 4.6948 6.8212 4.1168 2.6622

(a) État x1

HH
HHHHτ

Te 0.01 0.05 0.10 0.15

0.01 1.0298 1.0124 1.0211 1.0248
0.05 1.1332 1.0431 1.0986 1.1305
0.10 1.3234 1.1033 1.2091 1.3005
0.15 1.8383 1.2611 1.4204 1.5502
0.18 2.2163 2.1344 1.9685 1.8260

(b) État x2

H
HHH

HHτ
Te 0.01 0.05 0.10 0.15

0.01 0.9979 0.9933 0.9973 0.9859
0.05 1.1478 1.0796 1.0547 1.0098
0.10 1.7164 1.4460 1.2535 1.1743
0.15 4.2668 2.6474 2.1863 1.6735
0.18 6.7148 7.9288 5.6207 3.8942

(c) État x3

HHH
HHHτ

Te 0.01 0.05 0.10 0.15

0.01 0.9822 0.9535 0.9574 0.9841
0.05 1.0096 0.9105 0.9180 0.9994
0.10 1.2770 1.1315 1.1587 1.2003
0.15 2.7814 1.9275 2.1017 1.6642
0.18 5.5136 6.2039 5.5138 3.2798

(d) État x4

Tableau 2.2: Amplification de la variance de l’erreur de prédiction ξ̃ par rapport à
l’erreur d’observation z̃ en fonction du retard τ pour différentes valeurs de la période
d’échantillonnage
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Figure 2.5: Évolution de l’erreur de prédiction ξ̃ en fonction du retard pour Te = 0.1s
en présence de bruit de mesure de variance égale à 0.2
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2. Observateur pour les systèmes commandés en réseau avec un protocole périodique

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de la synthèse d’un observateur pour
une classe de systèmes contrôlés en réseau avec un retard de transmission et un proto-
cole périodique. Plus précisément, nous avons présenté un algorithme qui combine à la
fois un observateur et un prédicteur d’état et qui a des propriétés de robustesse. L’avan-
tage de notre approche est que nous pouvons considérer des systèmes avec des retards
importants sans avoir à faire de compromis avec la période de transmission de données.
Néanmoins, les prédicteurs que nous proposons ont une tendance à amplifier l’effet du
bruit de mesure. Ceci a obligatoirement une influence sur la qualité de l’estimation.

L’extension de ces travaux à des classes de protocoles plus larges comme les proto-
coles UGES pourra faire l’objet de futurs travaux.
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Chapitre 3

Observateurs à gain variable pour une
classe de systèmes non linéaires

3.1 Introduction

Il existe dans la littérature un très grand nombre de travaux qui traitent de la syn-
thèse d’observateurs grand-gain pour les systèmes non linéaires [Gauthier 92, Busa-
won 98, Gauthier 01]. Dans les travaux de [Andrieu 09], un observateur grand-gain
avec un gain d’observation dynamique a été synthétisé pour les systèmes non linéaires
continus. Ces auteurs introduisent un gain d’observation dynamique dans la structure de
l’observateur afin de traiter le problème de la sensibilité aux bruits de mesure inhérente
aux observateurs grand-gain.

Dans ce chapitre, nous présentons deux observateurs grand-gain à gain variable pour
une classe de systèmes non linéaires triangulaires avec des mesures discrètes de la sor-
tie. Ces deux contributions, dans le même sens que les travaux de [Andrieu 09], ont
pour but de réduire la sensibilité aux bruits de mesures de l’observateur grand-gain.
Nous proposons ainsi un premier observateur qui est une extension aux systèmes non
linéaires à sorties échantillonnées de l’observateur de [Praly 03]. Cet observateur utilise
un prédicteur de sortie qui est mis à jour aux instants d’échantillonnage. Nous prouvons
la convergence asymptotique de l’observateur en utilisant comme dans [Van Assche 11]
une fonction de Lyapunov-Krasovskii. Nous en déduisons ainsi une borne explicite de
la période d’échantillonnage maximale admissible τMASP et une loi d’adaptation du gain
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3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

d’observation permettant de garantir cette convergence.
Le deuxième observateur présenté dans ce chapitre peut être vu comme une géné-

ralisation de l’observateur de [Cacace 12] en proposant une classe plus large de gain
variable. L’intérêt de notre algorithme est qu’il contient un gain variant dans le temps
et décroissant entre deux instants d’échantillonnage. Cette propriété permet d’atténuer
considérablement l’effet des bruits de mesure sur l’erreur d’observation. Notre algo-
rithme tend aussi à augmenter la période d’échantillonnage maximale admissible en
comparaison avec l’observateur de [Van Assche 11, Raff 08].

Dans ce qui suit, nous présentons, dans la section 3.2, la classe de systèmes non
linéaires triangulaires étudiée puis, dans la section 3.3, un observateur qui utilise un
paramètre d’observation dynamique basé sur les travaux de [Praly 03]. Nous prouvons
la convergence asymptotique de celui-ci. Nous proposons ensuite (section 3.4) un ob-
servateur exponentiel avec un gain variant qui étend les travaux de [Cacace 12]. Enfin,
nous illustrons ensuite les performances de cet observateur sur un exemple académique
dans la section 3.5.

3.2 Système étudié

Nous considérons la classe de systèmes non linéaires décrite par les équations sui-
vantes : 

ẋ(t) = Ax(t) + ψ(x(t) ,u(t))

y(t) = Cx(t)

(3.1a)

(3.1b)

où :

• le vecteur x(t) ∈ Rn désigne l’état du système

• u(t) ∈ Ω est l’entrée du système, avec Ω est un compact de Rm

• y(t) ∈ R est la sortie du système.

• ψ(x(t) ,u(t)) est une fonction triangulaire qui peut être mise sous la forme suivante :
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3.2. Système étudié

ψ(x(t) ,u(t)) =



ψ1(x1,u(t))
ψ2(x1, x2,u(t))

...

ψn(x1, . . . , xn,u(t))


∈ Rn, (3.2)

• A ∈ Rn×n est la matrice d’état du système et est une matrice anti-décalage supé-
rieure :

A =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0


(3.3)

• la matrice d’observation C s’écrit : C =
[
1 0 · · · 0

]
Nous émettons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.1:

La fonction triangulaire ψ(x(t) ,u(t)) est globalement Lipschitz avec une constante de

Lipschitz L ≥ 0. Pour tout x, z ∈ Rn et u ∈ Ω, nous avons :

|ψ(x,u(t)) − ψ(z,u(t)) | ≤ L |x − z | . (3.4)
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3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

3.3 Observateur grand-gain avec gain d’observation va-
riable

3.3.1 Structure de l’observateur

Nous proposons l’observateur grand-gain suivant qui utilise un prédicteur de la sor-
tie entre les instants d’échantillonnage tk , k ∈ N.



˙̂x(t) = Ax̂(t) + ψ( x̂(t) ,u(t)) − θ∆−1
θ K (Cx̂(t) − w(t))

ẇ(t) = C Ax̂(t) + Cψ( x̂(t) ,u(t))

w(tk+1) = y(tk+1) ∀k ∈ N

θ̇ = l (θ) θ(t0) > 1

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

(3.5d)

où :

• x̂(t) représente l’estimée continue de l’état du système.

• w est le prédicteur de la sortie du système. Il permet d’estimer la sortie du système
en l’absence de mesure entre les instants d’échantillonnage. Il est mis à jour aux
instants d’échantillonnage.

• La matrice K du gain d’observation est choisie telle qu’il existe une matrice P défi-
nie positive et un réel µ > 0 satisfaisant la relation suivante :

(A − KC)TP + P(A − KC) ≤ −µIn (3.6)

• Le paramètre de synthèse θ est variable et doit être supérieure à 1 pour tout t ∈ R.

• ∆θ est matrice diagonale définnie par : ∆θ = diag
{
1, θ−1, . . . , θ−(n−1)

}
.

• l : R → R est une fonction qui décrit la dynamique du paramètre de synthèse θ.
Elle est choisie telle sorte que θ(t) soit supérieure à 1 pour tout t ∈ R+.
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3.3. Observateur grand-gain avec gain d’observation variable

Théorème 3.1:
On considère le système décrit par les équations (3.1), sous l’hypothèse 3.1, soit la

dynamique d’évolution du paramètre d’observation θ choisie telle que :

θ̇ = −
1
b
θ

[
µ

6
(θ − 1) −

2
√

nλmax(P)L + 1
λmin(P)

]
. (3.7)

Soit τMASP la période d’échantillonnage maximale admissible telle que pour toute valeur

de µ suffisamment grande, la relation suivante est satisfaite :

τMASP ≤

√
µλmin(P)

√
2θmaxλmax(P) |K |

(
θmax +

√
nL

) , (3.8)

alors l’observateur (3.5) est un observateur global asymptotique pour le système (3.1).

Nous définissons l’erreur d’observation :

x̃(t) = x̂(t) − x(t) (3.9)

Nous définissons également l’erreur de prédiction qui représente l’erreur entre la sortie
réelle du système et le prédicteur de sortie utilisé par notre observateur :

ew (t) = w(t) − y(t) (3.10)

Nous pouvons écrire la dérivée de l’erreur d’observation comme suit :

˙̃x(t) =
(
A − θ∆−1

θ KC
)

x̃(t) + ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t)) + θ∆−1
θ Kew (t) (3.11)

Par souci d’alléger les équations dans la suite du chapitre, nous définissons la fonction
ψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) telle que :

ψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) = ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t)) (3.12)

Nous introduisons aussi le changement de variable suivant :

z(t) =
1
θb∆θ x̃(t) (3.13)
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3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

où b > 1 est une constante que nous définirons dans la suite.
Nous avons donc la dérivée de z(t) qui s’écrit :

ż(t) =

(
1
θb∆θ

)
˙̃x(t) +

d
dt

(
1
θb∆θ

)
x̃(t) (3.14)

En utilisant l’équation (3.11), nous pouvons écrire :

1
θb∆θ

˙̃x(t) = ∆θ
(
A − θ∆−1

θ KC
)
∆
−1
θ z(t) +

1
θb∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) +

1
θb−1 Kew (t)

(3.15)

Nous rappelons ici les inégalités remarquables satisfaites par les matrices A et C :

∆θA∆−1
θ = θA et C∆θ = C∆−1

θ = C (3.16)

Ainsi, à l’aide de ces inégalités, nous obtenons :

1
θb∆θ

˙̃x(t) = θ(A − KC) z(t) +
1
θb∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) +

1
θb−1 Kew (t) (3.17)

Nous avons aussi :

d
dt

(
1
θb∆θ

)
x̃(t) =

d
dt

diag
{
θ−b, θ−b−1, · · · , θ−b−n+1

}
(3.18)

Ce qui nous donne :

d
dt

(
1
θb∆θ

)
x̃(t) = −

θ̇

θb+1 diag{b,b − 1, · · · ,b − n + 1}∆θ x̃(t) (3.19)

Nous pouvons réécrire l’équation précédente plus simplement :

d
dt

(
1
θb∆θ

)
x̃(t) = −

θ̇

θ
D

(
1
θb∆θ x̃(t)

)
(3.20)

où D est une matrice de dimension n diagonale : D = diag{b, b + 1, . . . , b + n − 1}.
Nous pouvons noter que la matrice D peut s’écrire :

D = bIn + E (3.21)
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3.3. Observateur grand-gain avec gain d’observation variable

où E = diag{0, 1, . . . , n − 1}.
Nous pouvons ainsi déduire, à partir des équations (3.13) et (3.20) :

d
dt

(
1
θb∆θ

)
x̃(t) = −

θ̇

θ
Dz(t) (3.22)

La dérivée de z(t) s’écrit alors :

ż(t) = θ(A − KC) z(t) +
1
θb∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) +

1
θb−1 Kew (t) −

θ̇

θ
Dz(t) (3.23)

3.3.2 Résultats techniques

Nous présentons dans cette partie quelques résultats préliminaires qui seront néces-
saires dans la suite du chapitre.

Nous rappelons ici l’inégalité de Jensen que l’on peut retrouver dans [Gu 03, Prop
B.8, pg. 316] ainsi que la preuve du résultat.

Proposition 3.2:
Pour toute matrice constante symétrique défini positive M ∈ Rm×m, M = MT > 0, une

constante γ > 0 et une fonction ω : [0, γ]→ Rm telles que les intégrations concernées

sont définies, nous avons :(∫ γ

0
ω(s)ds

)T

M
(∫ γ

0
ω(s)ds

)
≤ γ

∫ γ

0
ω(s)TMω(s)ds (3.24)

Lemme 3.3:
On considère la sortie du système et le prédicteur de la sortie tels que définis par les

équations (3.1b) et (3.5b), l’erreur de prédiction ew (t) satisfait la relation suivante pour

tout t ∈ [tk , tk+1) et k ∈ N. :

|ew (t) |2 ≤ θ2b
(
θ +
√

nL
)2
τMASP

∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds (3.25)

Preuve:

Pour apporter la preuve de ce lemme, nous pouvons tout d’abord obtenir la dérivée de
l’erreur de prédiction à partir des équations (3.1b) et (3.5b). Pour tout k ∈ N et pour tout
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t ∈ [tk , tk+1), nous avons :

ėw (t) = C Ax̃(t) + Cψ̃( x̂(t) , x(t) ,u(t)) (3.26)

En intégrant l’équation précédente entre tk et t, nous obtenons :

ew (t) =

∫ t

tk
C Ax̃(s) + Cψ̃( x̂(s) , x(s) ,u(s)) ds (3.27)

et, avec le changement de variable (3.13), nous avons :

|ew (t) | ≤
∫ t

tk

���θbC∆θA∆−1
θ z(s) + C∆θψ̃( x̂(s) , x(s) ,u(s))��� ds (3.28)

Ainsi, puisque la fonction ψ(x(t) ,u(t)) est Lipschitz (hypothèse 3.1), nous pouvons
écrire en utilisant les identités (3.16) :

|ew (t) | ≤
∫ t

tk

���θb+1C Az(s)��� +
���√nLθbz(s)��� ds (3.29)

Par conséquent, nous en déduisons :

|ew (t) | ≤ θb
(
θ +
√

nL
) ∫ t

tk
|z(s) | ds (3.30)

Étant donné que τMASP ≥ tk+1− tk pour tout k ∈ N, nous pouvons affirmer que pour tout
t ∈ R, nous avons :

|ew (t) | ≤ θb
(
θ +
√

nL
) ∫ t

t−τMASP

|z(s) | ds (3.31)

L’inégalité de Jensen que nous avons rappelée dans la proposition 3.2, nous permet
d’affirmer la relation suivante :(∫ t

t−τMASP

|z(s) | ds
)2

≤ τMASP

∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds (3.32)
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Ainsi, en utilisant les équations (3.31) et (3.32), nous pouvons conclure que :

|ew (t) |2 ≤ θ2b
(
θ +
√

nL
)2
τMASP

∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds (3.33)

�

3.3.3 Analyse de la stabilité

En s’inspirant des travaux de [Fridman 10], nous proposons la fonction de Lyapunov
suivante :

V (z(t)) = z(t)T Pz(t) +
1

τMASP

∫ t

t−τMASP

∫ t

s
|z(ξ) |2 dξds (3.34)

où P est une matrice symétrique définie positive telle qu’il existe une constante q ∈

(0,1] pour laquelle nous avons :

qIn ≤ P ≤ In (3.35)

De plus, il existe une constante µ > 0 telle que P satisfait l’inégalité suivante :

(A − KC)TP + P(A − KC) ≤ −µIn (3.36)

Il est facile de remarquer que
V (0) = 0 (3.37)

et que
V (z(t)) > 0 (3.38)

pour tout t ∈ R+. De plus, puisque z(t) est continu, nous avons V (z(t)) qui est une
fonction continue du temps et par conséquent, nous avons :

V (z(tk )) = V
(
z
(
t−k

))
, (3.39)

Pour prouver la convergence de z(t) vers zéro et par conséquent la convergence asymp-
totique de l’observateur (3.5), il suffit maintenant de montrer qu’il existe une fonction

55
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continue et positive W : Rn → R telle que pour tout k ∈ N et pour tout t ∈ [tk , tk+1),
nous avons :

V̇ (z(t)) ≤ −W (z(t)) (3.40)

Par commodité et dans un souci d’alléger les calculs, nous décomposons V en deux
fonctions V1 et V2, avec :

V1(z(t)) = z(t)T Pz(t) (3.41)

et
V2(z(t)) =

1
τMASP

∫ t

t−τMASP

∫ t

s
|z(ξ) |2 dξds (3.42)

Nous calculons la dérivée de V1 :

V̇1(z(t)) = z(t)T Pż(t) + ż(t)T Pz(t) (3.43)

En utilisant l’équation (3.23), nous pouvons écrire :

V̇1 = z(t)T P
[
θ(A − KC) z(t) +

1
θb∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) +

1
θb−1 Kew (t) −

θ̇

θ
Dz(t)

]

+

[
θ(A − KC) z(t) +

1
θb∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t)) +

1
θb−1 Kew (t) −

θ̇

θ
Dz(t)

]T

Pz(t)

(3.44)

Par conséquent, nous avons :

V̇1 = θz(t)T
[
P(A − KC) +(A − KC)T P

]
z(t) +

2
θb z(t)T P∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t))

+
2

θb−1 z(t)T PKew (t) − 2
θ̇

θ
z(t)T PDz(t)

(3.45)

Ainsi, en utilisant l’équation (3.73), nous obtenons :

V̇1 ≤ −

(
θµ + 2b

θ̇

θ

)
z(t)T Pz(t) +

2
θb z(t)T P∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t))

+
2

θb−1 z(t)T PKew (t) − 2
θ̇

θ
z(t)T PEz(t)

(3.46)
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Nous choisissons le paramètre b > 1 tel que la relation suivante est satisfaite :

−bP ≤ PE + EP ≤ bP (3.47)

Il en découle que :

−2
θ̇

θ
z(t)T PEz(t) ≤ b

���θ̇���
θ

z(t)T Pz(t) (3.48)

Nous avons alors :

V̇1 ≤ −

θµ + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ

 z(t)T Pz(t) +
2
θb z(t)T P∆θψ̃(x(t) , x̂(t) ,u(t))

+
2

θb−1 z(t)T PKew (t)

(3.49)

Ainsi, à partir de (3.13) et de l’hypothèse 3.1, nous pouvons en déduire que :

V̇1 ≤ −

µθ + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
− 2
√

nL
λmax(P)
λmin(P)

 V1 +
2

θb−1 z(t)T PKew (t) (3.50)

Et, en utilisant l’inégalité de Young, nous obtenons :

V̇1 ≤ −

µθ + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
− 2
√

nL
λmax(P)
λmin(P)

 V1 +
µθλmin(P)

2
|z(t) |2

+
2

µθλmin(P)
λmax(P)2

θ2b−2 |K |2 |ew (t) |2

(3.51)

Nous en déduisons que :

V̇1 ≤ −

µθ2 + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
− 2
√

nL
λmax(P)
λmin(P)

 V1 +
2

µθ2b−1

λmax(P)2

λmin(P)
|K |2 |ew (t) |2

(3.52)
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Ce qui, en utilisant le lemme 3.3, nous amène à la relation suivante :

V̇1 ≤ −

µθ2 + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
− 2
√

nL
λmax(P)
λmin(P)

 V1

+ τMASP

2θ
µ

λmax(P)2

λmin(P)
|K |2

(
θ +
√

nL
)2

∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds

(3.53)

Nous introduisons maintenant la variable t0 ∈ R dans l’intégrale dans l’équation de
V2, (3.42) et nous pouvons décomposer V2 comme suit :

V2 =
1

τMASP

∫ t

t−τMASP

[∫ t

t0

|z(ξ) |2 dξ −
∫ s

t0

|z(ξ) |2 dξ
]

ds (3.54)

En intégrant la première opérande de l’équation de V2 entre t−τMASP et t, nous obtenons :

V2 =

∫ t

t0

|z(ξ) |2 dξ −
1

τMASP

∫ t

t−τMASP

∫ s

t0

|z(ξ) |2 dξds (3.55)

La dérivée de V2 par rapport à t peut donc s’écrire :

V̇2 = |z(t) |2 −
1

τMASP

(∫ t

t0

|z(ξ) |2 dξ +

∫ t−τMASP

t0

|z(ξ) |2 dξ
)

(3.56)

Nous avons alors :

V̇2 = |z(t) |2 −
1

τMASP

∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds (3.57)

À partir des équations (3.53) et (3.57), en considérant le fait que |z(t) |2 ≤
V1

λmin(P)
,

nous pouvons déduire que :

V̇ ≤ −

µθ2 + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
−

2
√

nLλmax(P) + 1
λmin(P)

 V1

−

(
1

τMASP

− τMASP

2θ
µ

λmax(P)2

λmin(P)
|K |2

(
θ +
√

nL
)2

) ∫ t

t−τMASP

|z(s) |2 ds

(3.58)

Une condition suffisante pour assurer la convergence asymptotique de l’observateur

58



3.3. Observateur grand-gain avec gain d’observation variable

(3.5) est de choisir τMASP telle que :

τMASP ≤

√
µλmin(P)

√
2θmaxλmax(P) |K |

(
θmax +

√
nL

) (3.59)

où θmax est la valeur maximale de θ(t) pour tout t ∈ R+.
Et aussi, en s’inspirant des travaux de [Praly 03], de choisir la dynamique de θ(t) telle
que :

θ̇ = −
1
b
θ

[
µ

6
(θ − 1) −

2
√

nλmax(P)L + 1
λmin(P)

]
. (3.60)

En effet, en choisissant τMASP telle que la relation (3.59) est satisfaite, nous avons alors :

V̇ ≤ −

µθ2 + 2b
θ̇

θ
− b

���θ̇���
θ
−

2
√

nLλmax(P) + 1
λmin(P)

 V1 (3.61)

En choisissant, la dynamique de θ telle que indiquée dans l’équation (3.60), nous pou-
vons remarquer que quelle que soit la condition initiale θ(t0) > 1, le paramètre θ de

l’observateur converge vers une valeur finale θ∞ := 1 +
12
√

nλmax(P)L + 6
µλmin(P)

.

Pour prouver que la dérivée de la fonction de Lyapunov V est négative, nous pouvons
considérer deux cas de figure :

Premièrement, considérons le cas où la condition initiale de θ est telle que :

θ(t0) ≤ θ∞ (3.62)

Nous avons alors θ̇ > 0 pour tout t ∈ R+ et nous pouvons ainsi réécrire l’équation
(3.61) :

V̇ ≤ −
(
µ
θ

2
+ b

θ̇

θ
−

2
√

nLλmax(P) + 1
λmin(P)

)
V1 (3.63)

Ainsi, en combinant l’équation précédente à (3.60), nous obtenons :

V̇ ≤ −
µ

6
(2θ + 1) V1 (3.64)

et puisque nous avons θ(t) > 1 pour tout t ∈ R+, étant donné que θ(t0) > 1 et que θ(t)
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est une fonction croissante, nous pouvons en conclure que :

V̇ ≤ −
µ

2
V1 (3.65)

Maintenant, considérons le cas où nous avons :

θ(t0) ≥ θ∞ (3.66)

Dans ce cas, nous avons θ(t) qui devient décroissante, ce qui nous permet de réécrire
(3.61) :

V̇ ≤ −
(
µ
θ

2
+ 3b

θ̇

θ
−

2
√

nLλmax(P) + 1
λmin(P)

)
V1 (3.67)

En utilisant l’équation (3.60), nous pouvons en déduire que :

V̇ ≤ −
(
µ

2
−

4
√

nLλmax(P) + 2
λmin(P)

)
V1 (3.68)

Nous en arrivons donc à la même conclusion, soit :

V̇ ≤ −
µ

2
V1 (3.69)

Ainsi, si nous choisissons la période d’échantillonnage telle que la relation (3.59) est sa-
tisfaite et que la dynamique du paramètre de l’observateur est déterminée par l’équation
(3.60), pour toute condition initiale θ(t0) et pour tout t ∈ R+, nous avons :

V̇ ≤ −
µ

2
V1 (3.70)

Les équations (3.37), (3.38), (3.39) et (3.70) nous permettent de conclure que sous l’hy-
pothèse 3.1 et les conditions (3.59) et (3.60), l’observateur (3.5) est un observateur glo-
balement asymptotiquement stable pour le système (3.71).

Remarque 3.1:

Nous pouvons noter que les deux conditions (3.59) et (3.60) que nous avons données
pour garantir la convergence asymptotique de l’observateur sont toutes les deux des
conditions suffisantes. En effet, il est possible de trouver une autre fonction θ̇ = l (θ)
permettant d’assurer la convergence de l’observateur. Nous nous sommes inspiré des
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3.3. Observateur grand-gain avec gain d’observation variable

travaux de [Praly 03] pour choisir cette fonction.
Il en va de même de la période d’échantillonnage maximale admissible. En effet, la

période d’échantillonnage que nous tirons de la relation (3.59) n’est pas optimale et il
est possible en simulation d’obtenir une convergence de l’observateur pour des valeurs
supérieures à cette borne théorique. Nous ne donnons qu’une condition suffisante de
convergence de l’observateur et laissons ouvert le problème de la détermination de la
valeur optimale de la période d’échantillonnage.
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3.4 Observateur avec un gain adaptatif

3.4.1 Système étudié

Nous considérons toujours le système présenté dans la section 3.2 en tenant compte
cette fois-ci du bruit de mesure sur la sortie. Le système s’écrit alors sous la forme
suivante : 

ẋ(t) = Ax(t) + ψ(x(t) ,u(t))

y(t) = Cx(t) + v(t)

(3.71a)

(3.71b)

où v(t) ∈ Rp représente le bruit de mesure et est considéré borné sur R.

3.4.2 Synthèse de l’observateur

Nous proposons l’observateur grand-gain suivant :


˙̂x(t) = Ax̂(t) + ψ( x̂(t) ,u(t)) − θ∆−1

θ Kφ(t)(Cx̂(tk ) − y(tk ))

φ̇(t) = −ηφ(t)a

φ(tk ) = 1

(3.72a)

(3.72b)

(3.72c)

où :

• x̂(t) représente l’estimée continue de l’état du système.

• La matrice K ∈ Rn×p du gain d’observation est choisie telle qu’il existe une matrice
P ∈ Rn×n définie positive et satisfaisant la relation suivante :

(A − KC)TP + P(A − KC) ≤ −µIn (3.73)

• Le paramètre de synthèse θ est une constante qui doit être choisie supérieure à 1.

• ∆θ est matrice diagonale définnie par : ∆θ = diag
{
Ip, θ

−1Ip, . . . , θ
−(n−1)Ip

}
.

• φ(t) est une fonction décroissante entre les instants d’échantillonnage et φ(tk ) = 1.
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Théorème 3.4:
On considère la classe de systèmes décrite par l’équation (3.71) et on suppose que

l’hypothèse 3.1 est satisfaite. Il existe alors deux réels positifs θ0 et τMASP, tels que

pour tout paramètre d’observation θ > max{1, θ0}, si la période d’échantillonnage τ

est choisie telle que τ ≤ τMASP, alors l’observateur (3.72) est un observateur global

exponentiel pour le système (3.71).

Preuve:

Nous définissons l’erreur d’observation :

x̃(t) = x̂(t) − x(t) (3.74)

En utilisant les équations (3.71a) et (3.72a), la dérivée de l’erreur d’observation peut
s’écrire, pour tout t ∈ [tk , tk+1) :

˙̃x(t) = Ax̃(t) + ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t)) − θ∆−1
θ Kφ(t) (Cx̂(tk ) − y(tk )) (3.75)

Nous introduisons le changement de variable suivant :

x̄(t) = ∆θ x̃(t) (3.76)

Nous pouvons déduire de (3.75) et des identités remarquables (3.16), l’équation sui-
vante :

˙̄x(t) = θAx̄(t) + ∆θ (ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t))) − θKφ(t) (Cx̂(tk ) − y(tk )) (3.77)

Nous définissons aussi l’erreur de sortie ỹ(t) entre la sortie de l’observateur et la sortie
réelle du système (non perturbée par le bruit de mesure) :

ỹ(t) = Cx̂(t) − Cx(t) (3.78)

Nous avons alors :

˙̄x(t) = θAx̄(t) + ∆θ (ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t))) − θKφ(t)( ỹ(tk ) − v(tk )) (3.79)
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Nous introduisons la variable ε(t) :

ε(t) = ỹ(t) − φ(t) ỹ(tk ) (3.80)

En remplaçant les équations (3.78) et (3.80) dans l’équation (3.79), nous pouvons écrire :

˙̄x(t) = θ(A − KC) x̄(t) + ∆θ (ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t))) + θK (ε(t) + φ(t) v(tk ))
(3.81)

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov suivante :

V = x̄(t)T Px̄(t) (3.82)

La dérivée de cette fonction de Lyapunov vérifie l’inégalité suivante :

V̇ ≤ −µθ | x̄(t) |2 + 2x̄(t)T P∆ (ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t)))

+ 2θ x̄(t)T PKε(t)
(3.83)

En tenant compte de l’hypothèse 3.1 et du fait que la fonction ψ(x(t) ,u(t)) est triangu-
laire, nous en déduisons :

V̇ ≤ −µθ | x̄(t) |2 + 2
√

nL |P | | x̄(t) |2 + 2θ | x̄(t) | |PK | |ε(t) | (3.84)

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov : W =
√

V . Nous avons alors :

Ẇ =
V̇

2
√

V
(3.85)

Ainsi, en utilisant (3.84), on peut écrire :

Ẇ ≤ −
µθ

2
| x̄(t) |2
√

V
+
√

nL |P |
| x̄(t) |2
√

V
+ θ |PK |

| x̄(t) |
√

V
|ε(t) | (3.86)

Étant donné que :
λmin(P) | x̄(t) |2 ≤ V ≤ λmax(P) | x̄(t) |2 (3.87)
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Nous avons alors :

Ẇ ≤ −
µθ

2
W

λmax(P)
+
√

nL |P |
W

λmin(P)
+

θ |PK |
√
λmin(P)

|ε(t) | (3.88)

Puisque nous avons θ > θ0 = sup
{

1,
4
√

nL |P |
µ

}
, nous pouvons déduire de ce qui pré-

céde que :

Ẇ ≤ −
µθ

4
W

λmax(P)
+

θ |PK |
√
λmin(P)

|ε(t) | (3.89)

Dans la suite, nous définissons deux réels α et β tels que :


α =

µθ

4λmax(P)

β =
θ |PK |
√
λmin(P)

(3.90)

En intégrant l’équation (3.89), nous obtenons :

W (t) = exp−α(t−t0) W (t0) + β exp−αt
∫ t

t0

expαs |ε(s) | ds (3.91)

Ainsi, pour tout réel σ tel que : 0 < σ <
α

2
, nous pouvons écrire :

W (t) ≤ exp−σt W (t0) + 2
β

α
sup

t0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |ε(s) |

)
(3.92)

Ce qui nous donne :

| x̄(t) | ≤ exp−σt W (t0)
√
λmin(P)

+
2β

α
√
λmin(P)

sup
t0≤s≤t

(
exp−σ(t−s) |ε(s) |

)
(3.93)

Par conséquent, nous pouvons écrire :

sup
t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
≤

W (t0)
√
λmin(P)

+
2β

α
√
λmin(P)

sup
t0≤s≤t

(
expσs |ε(s) |

)
(3.94)
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3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

À partir de l’équation (3.80), nous pouvons déduire :

ε̇(t) = C ˙̄x(t) − φ̇(t) ỹ(tk ) (3.95)

Ainsi, en utilisant l’équation (3.77), nous obtenons :

ε̇(t) = θC Ax̄(t) + C(ψ( x̂(t) ,u(t)) − ψ(x(t) ,u(t))) − θCKφ(t) ỹ(tk ) − φ̇(t) ỹ(tk )

(3.96)

Il en découle que :

ε̇(t) = θ x̄2(t) + ψ1( x̂(t) ,u(t)) − ψ1(x(t) ,u(t)) −
(
θCKφ(t) + φ̇(t)

)
ỹ(tk ) (3.97)

Et, en combinant l’équation précédente et (3.72b), nous avons :

ε̇(t) = θ x̄2(t) + ψ1( x̂(t) ,u(t)) − ψ1(x(t) ,u(t)) −
(
θCKφ(t) − ηφ(t)a) ỹ(tk ) (3.98)

En intégrant cette équation entre tk et t, nous obtenons :

ε(t) =

∫ t

tk
θ x̄2(s) + ψ1( x̂(s) ,u(t)) − ψ1(x(s) ,u(t))

−
(
θCKφ(s) − ηφ(s)a) ỹ(tk ) ds

(3.99)

Et puisque, nous avons φ(t) < 1 pour tout t ∈ [tk , t), nous pouvons majorer la norme de
l’erreur ε(t) comme suit :

|ε(t) | ≤
∫ t

tk
θ | x̄2(s) | + |ψ1( x̂(s) ,u(t)) − ψ1(x(s) ,u(t)) | ds

+

∫ t

tk

(
θ |CK | + η |φ(t) |a

)
| ỹ(tk ) | ds

(3.100)

Étant donné que φ(s) ≤ 1 pour tout s ∈ [tk , t), à l’aide de l’hypothèse (3.1), nous
pouvons déduire de l’équation précédente que :

expσt |ε(t) | ≤ T expσT (θ + L + θ |K | + η) sup
tk≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
(3.101)
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3.4. Observateur avec un gain adaptatif

Puisque nous avons sup
tk≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
≤ sup

t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
, nous pouvons écrire :

sup
tk≤s≤t

(
expσs |ε(t) |

)
≤ T expσT (θ + L + θ |K | + η) sup

t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
(3.102)

De plus, on a pour tout entier j ≤ k : t ≥ t j , nous obtenons donc à partir de l’équation
précédente :

sup
t0≤s≤t

(
expσs |ε(t) |

)
≤ T expσT (θ + L + θ |K | + η) sup

t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
(3.103)

En combinant les équations (3.94) et (3.103), nous obtenons :

sup
t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
≤

W (t0)
√
λmin(P)

+ γ0 sup
t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
(3.104)

avec :
γ0 = T expσT (θ + L + θ |K | + η)

2β
α
√
λmin(P)

(3.105)

Ainsi, si la condition γ0 < 1 est satisfaite, nous pouvons alors écrire :

sup
t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
≤

1
(1 − γ0) λmin(P)

W (t0) (3.106)

En utilisant le fait que expσt | x̄(t) | ≤ sup
t0≤s≤t

(
expσs | x̄(s) |

)
, nous pouvons déduire de ce

qui précéde que :

expσt | x̄(t) | ≤
1

(1 − γ0) λmin(P)
W (t0) (3.107)

et par conséquent, nous en concluons que :

| x̄(t) | ≤
1

(1 − γ0) λmin(P)
W (t0) exp−σt (3.108)

Pour déterminer la période d’échantillonnage maximale admissible, on considère la
condition small-gain γ0 < 1 et en faisant tendre σ vers 0, nous obtenons :

τMASP =
α
√
λmin(P)

2β (θ + L + θ |K | + η)
(3.109)
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�

3.5 Exemple

Afin d’illustrer les performances de l’observateur, on considère le système non li-
néaire suivant : 

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −0.1x1(t) + tanh(x1(t).x2(t))

y(t) = Cx(t) = x1(t)

(3.110)

Les conditions initiales du système ont été fixées à

x1(0)
x2(0)

 =


5
3

 .

L’observateur proposé dans cette partie a la forme suivante :



˙̂x1(t) = x̂2(t) − θk1φ(t)( x̂1(tk ) − y(tk ))

˙̂x2(t) = −0.1x̂1(t) + tanh( x̂1(t). x̂2(t)) − θ2k2φ(t)( x̂1(tk ) − y(tk ))

φ̇(t) = −ηφ(t)a t ∈ [tk , tk+1)

φ(tk ) = 1

ŷ(t) = Cx̂(t) = x̂1(t)

(3.111)

Les conditions initiales de l’observateur sont choisies :

x̂1(0)
x̂2(0)

 =


0
0

 . Les simulations

sont réalisées en fixant : θ = 10 et K =


k1

k2

 =


1
2

 .

La figure 3.1 montre la convergence des états de l’observateur vers ceux du système
pour une dynamique du gain d’observation choisie telle que η = 10 et a = 0.5.

Nous comparons également les performances de l’observateur avec gain variable à
celles d’un observateur avec un gain constant. L’observateur avec un gain constant peut
se mettre sous la forme suivante :


˙̂x1(t) = x̂2(t) − θk1( x̂1(tk ) − y(tk ))

˙̂x2(t) = −0.1x̂1(t) + tanh( x̂1(t). x̂2(t)) − θ2k2( x̂1(tk ) − y(tk ))

ŷ(t) = Cx̂(t) = x̂1(t)

(3.112)
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Figure 3.1: Évolution de l’état du système et de son estimée pour a = 0.5 et Te = 0.7s

69



3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

L’observateur avec un gain constant consiste, en fait, à considérer que φ(t) = 1 pour
tout t ∈ R.
Nous comparons les deux observateurs en choisissant différentes dynamiques pour le
gain d’observation de l’observateur avec gain variable (3.111). À cet effet, nous avons
fixé la valeur du paramètre η de notre observateur à η = 10. Pour la valeur du paramètre
a, nous avons considéré trois cas : a = 1, a = 0.5 et a = 0.25.

Nous pouvons constater que la période d’échantillonnage maximale τMASP assurant
une convergence de l’observateur augmente quand le paramètre a diminue, c’est-à-dire
lorsque la dynamique de φ(t) est plus rapide. Dans tous ces cas considérés, nous ob-
tenons une meilleure période d’échantillonnage que pour le cas du gain constant. Le
tableau (3.1) donne la valeur de τMASP obtenue en simulation pour l’observateur avec un
gain constant et pour l’observateur avec un gain dynamique (3.111) en fixant η = 10 et
pour différentes valeurs de a.

constant gain a = 1 a = 0.5 a = 0.25
τMASP 0.19 0.9 1.5 1.8

Tableau 3.1: Valeurs de la période d’échantillonnage maximale admissible τMASP pra-
tique pour un observateur avec gain constant et pour l’observateur avec un gain variable
pour différentes valeurs du paramètre a

Cependant, l’inconvénient de cet observateur est que la vitesse de convergence di-
minue comparée au cas où le gain est constant. La figure 3.2 représente l’erreur d’ob-
servation pour l’observation avec un gain constant et l’observateur (3.111) avec diffé-
rentes valeurs de a. Elle met en évidence le fait que l’observateur avec un gain constant
converge plus rapidement. Ceci est prévisible d’autant plus que le gain d’observation de
celui-ci est toujours supérieure ou égale à celui de l’observateur avec un gain variable
quelle que soit la valeur du paramètre a. La fonction φ(t) est toujours inférieure à 1 et
par conséquent diminue l’amplitude de la correction faite sur l’erreur d’observation.

Nous mettons aussi en évidence l’effet du bruit de mesure sur ces observateurs.
La figure 3.3 illustre l’effet d’un bruit de mesure de variance égale à 0.1 sur l’erreur
d’observation pour un observateur avec un gain constant et pour l’observateur avec gain
dynamique et le paramètre a = 0.5. Nous avons fixé la période d’échantillonnage Te =

0.09s. Nous pouvons constater que notre observateur est beaucoup moins sensible à
l’effet du bruit de mesure. Le tableau 3.2 récapitule la variance de l’erreur d’observation
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Figure 3.2: Évolution de l’erreur d’observation x̃ pour un observateur à gain constant et
un observateur à gain variable avec différentes valeurs du paramètre a de la dynamique
du gain d’observation avec Te = 0.15s
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3. Observateurs à gain variable pour une classe de systèmes non linéaires

pour les observateurs (3.111) avec différentes valeurs de a et (3.112) en présence de
bruit de mesure de variance égale à 0.1 pour des périodes d’échantillonnage Te = 0.15s

et Te = 0.7s. Nous précisons que l’observateur avec un gain constant ne converge pas
pour Te = 0.7s.

PPPPPPPPPTe

observateur
gain constant a = 1 a = 0.5 a = 0.25

0.15 0.23 0.08 0.06 0.06
0.7 x 0.63 0.27 0.20

(a) État x1

PPPPPPPPPTe

observateur
gain constant a = 1 a = 0.5 a = 0.25

0.15 1.28 0.36 0.29 0.24
0.7 x 2.33 0.79 0.52

(b) État x2

Tableau 3.2: Variance de l’erreur d’observation x̃ de l’observateur avec un gain constant
et de l’observateur avec un gain variable pour différentes valeurs du paramètre a en
présence de bruit de mesure de variance égale à 0.1.
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Figure 3.3: Évolution de l’erreur d’observation x̃ pour un observateur avec un gain
constant et un observateur avec un gain variable et a = 0.5 pour Te = 0.15s en présence
de bruit de mesure de variance égale à 0.1
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3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux observateurs grand-gain avec des gains
dynamiques pour une classe de systèmes non linéaires triangulaires avec sorties échan-
tillonnées. Le premier observateur que nous avons présenté est une extension aux sys-
tèmes à sorties échantillonnées des travaux de [Praly 03]. Cet observateur utilise un
prédicteur de la sortie du système pour palier à l’absence d’information sur la mesure
entre les instants d’échantillonnage.

Le deuxième observateur présenté est une généralisation des travaux de [Cacace 12].
Il permet ainsi de diminuer la sensibilité aux bruits de mesure inhérent aux observa-
teurs grand-gain. Un autre avantage de cet observateur est l’amélioration de la période
d’échantillonnage maximale admissible. Nous avons utilisé une approche small gain
pour déterminer une condition suffisante sur la période d’échantillonnage qui garantit la
convergence exponentielle de l’observateur.
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Chapitre 4

Observateurs adaptatifs pour une
classe de systèmes affines en l’état

4.1 Introduction

Le problème de l’estimation conjointe de l’état du système et des paramètres incon-
nus aussi connu sous le nom de synthèse d’observateurs adaptatifs occupe une place
importante dans la recherche sur les systèmes de contrôle. Les observateurs adapta-
tifs sont notamment utilisés pour permettre d’ajuster les performances du contrôleur en
temps réel. Ils ont aussi un intérêt prépondérant dans la détection et le diagnostic de
panne pour les systèmes pour lesquels la sécurité est primordiale (réacteurs nucléaires,
procédés chimiques, avions). Les observateurs adaptatifs ont été largement étudiés dans
la littérature [Kreisselmeier 77,Bastin 88,Marino 95,Besancon 00,Zhang 02,Farza 09].
Ces observateurs adaptatifs ont été synthétisés en continu mais il y a relativement peu
de résultats pour les systèmes discrets. Dans les travaux [Guyader 03], un observateur
adaptatif est proposé pour l’estimation de l’état et des paramètres pour une classe de sys-
tèmes stochastiques discrets linéaires variant dans le temps multi-entrées multi-sorties.
Cet observateur peut être vu comme une extension de l’observateur continu développé
dans [Zhang 02] pour les systèmes linéaires variant dans le temps. Dans [Ahmed-
Ali 09b], le travail de [Nadri 03] a été étendu aux observateurs adaptatifs pour une
classe de systèmes affines en l’état.

Dans ce chapitre, nous proposons deux observateurs adaptatifs continus pour une
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classe de systèmes affines en l’état avec la sortie échantillonnée et des paramètres in-
connus mais constants. Grâce à une approche de Lyapunov, nous déterminons explicite-
ment des conditions suffisantes sur la borne maximale de la période d’échantillonnage
τMASP afin de conserver les propriétés de convergence globale exponentielle.

Dans le premier observateur, nous introduisons un prédicteur de la sortie du système,
comme dans les travaux de [Karafyllis 09], qui nous permet d’estimer la sortie entre les
instants d’échantillonnage. Ce prédicteur est en fait une copie du modèle continu du
système sans terme de correction. Dans cette structure, seul le prédicteur est réinitialisé
aux instants d’échantillonnage. Les estimées du vecteur d’état et celles des paramètres
inconnus restent alors continues même aux instants d’échantillonnage.

Dans le deuxième observateur, le prédicteur est maintenu constant (en mode blo-
queur d’ordre zéro) entre les instants d’échantillonnage [Raff 08]. Afin de garantir la
convergence exponentielle de l’observateur en l’absence de mesure entre les instants
d’échantillonnage, nous modélisons l’observateur sous la forme d’un système avec sor-
tie retardée comme dans les travaux de [Fridman 04, Van Assche 11]. Ainsi, trouver
la période d’échantillonnage maximale admissibleτMASP revient à déterminer le retard
maximal permettant de conserver la convergence exponentielle de l’observateur pour le
système dans le cas où la sortie est retardée.

Dans la suite du chapitre, nous présentons dans la section 4.2 la classe des systèmes
affines en l’état que nous étudions. Nous proposons ensuite un observateur utilisant un
prédicteur de sortie et nous démontrons la convergence exponentielle de cet observa-
teur dans la section 4.3. Nous illustrons les performances de cet observateur dans la
section 4.4 et enfin (section 4.5), nous proposons un observateur utilisant un bloqueur
d’ordre zéro entre les instants d’échantillonnage et donnons une ébauche de preuve de
la convergence exponentielle de cet observateur.
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4.2. Systèmes non linéaires affines en l’état avec paramètres inconnus constants

4.2 Systèmes non linéaires affines en l’état avec para-
mètres inconnus constants

Nous considérons la classe suivante des systèmes non linéaires affines en l’état avec
paramètres inconnus :


ẋ(t) = A(u(t)) x(t) + B(u(t)) + φ(t)ρ

y(tk ) = Cx(tk )

(4.1a)

(4.1b)

avec

x(t) =



x1(t)
x2(t)
...

xn(t)


, xi ∈ R (4.2)

où x ∈ Rn représente l’état du système ; y ∈ R désigne la sortie du système et les pa-
ramètres inconnus considérés constants sont représentés par le vecteur ρ ∈ Rm. φ(t) est
une fonction continue de R+

0 vers Rn×m. Pour tout k ∈ N , τMASP représente la période
d’échantillonnage maximale admissible : τMASP = max

tk∈{tk }k≥0
tk+1 − tk . Nous détermine-

rons, dans la suite du chapitre, τMASP de manière explicite.
Nous introduisons les hypothèses suivantes :

Hypothèse 4.1:

L’entrée du système u(t) est bornée. La matrice d’état A(u(t)) est aussi supposée bornée

et nous noterons σ la valeur maximale de A(u(t)) pour tout t ∈ R+
0 .

σ = sup
t∈R+

0

|A(u(t)) | (4.3)

Hypothèse 4.2:

φ(t) est une fonction bornée pour tout t ∈ R+
0 . Dans toute la suite de ce chapitre, nous

noterons M, la norme infinie de φ(t) :

M = |φ(t) |∞ (4.4)
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Matrice de transition d’état
Nous rappelons ici quelques propriétés de la matrice de transition d’état.

Soit Φu(τ, t) la matrice de transition du système (4.1), elle satisfait les propriétés
suivantes : 

d
dτ
Φu(τ, t) = A(u(t))Φu(τ, t)

Φu(t, t) = In

(4.5a)

(4.5b)

Nous émettons l’hypothèse suivante sur l’entrée du système.

Hypothèse 4.3:

L’entrée u(t) du système est une entrée régulièrement persistante. Ceci revient à dire

qu’existent T1 > 0, α1 > 0 et t0 > 0 tels que la matrice de transition satisfait la relation

suivante : ∫ t+T1

t
Φu(τ, t)TCTCΦu(τ, t)dτ > α1In, ∀t > t0. (4.6)

Cette hypothèse permet de garantir l’observabilité du système pour les entrées pour les-
quelles l’hypothèse est satisfaite. Elle est nécessaire pour la reconstruction du vecteur
d’état du système. Nous pouvons noter que cette condition dépend du temps T1 qui doit
être suffisamment grand afin que l’on ait assez d’informations sur le système [Besan-
çon 07a].

78
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4.3 Synthèse de l’observateur avec un inter-sample pre-
dictor

4.3.1 Structure de l’observateur

Nous proposons l’observateur suivant :



˙̂x(t) = A(u(t)) x̂(t) + B(u(t)) + φ(t) ρ̂(t)

− S−1(t)CT (Cx̂(t) − w(t)) + λ (t) ˙̂ρ(t)

ẇ(t) = C A(u(t)) x̂(t) + Cφ(t) ρ̂(t) t ∈ [tk , tk+1)

w(tk ) = y(tk )

˙̂ρ(t) = −Rλ (t)TCT (Cx̂(t) − w(t))

Ṙ = −Rλ (t)TCTCλ (t)R + R

λ̇ (t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
λ (t) + φ(t)

Ṡ(t) = −µS(t) − S(t) A(u(t)) − A(u(t))T S(t) + CTC

(4.7a)

(4.7b)

(4.7c)

(4.7d)

(4.7e)

(4.7f)

où

• x̂(t) et ρ̂(t) représentent respectivement l’estimée continue de l’état du système et
celle des paramètres inconnus.

• w est le prédicteur de la sortie du système. Il permet d’estimer la sortie du système
en l’absence de mesure entre les instants d’échantillonnage. Il est mis à jour aux
instants d’échantillonnage.

• Le gain d’observation S(t) ∈ Rn×n est une matrice symétrique définie positive.

• Le paramètre de synthèse est une constante qui doit être choisie supérieure à 1.

• R ∈ Rm×m est une matrice définie positive.

Afin de prouver la convergence de l’observateur, nous supposons que l’hypothèse sui-
vante est satisfaite :
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Hypothèse 4.4:

Soit λ (t) ∈ Rn×m la solution de l’équation différentielle (4.7e), nous supposons qu’il

existe deux constantes connues T et α0 telles que pour tout t0 > 0, nous avons :∫ t0+T

t0

λ (t)TCTCλ (t)dt > α0Im (4.8)

Cette hypothèse est une condition d’excitation persistante sur la matrice λ (t) . Elle
est nécessaire pour estimer les paramètres inconnus du système. Elle est régulièrement
admise pour les problèmes d’estimation conjointe de l’état du système et des paramètres
inconnus [Zhang 02, Besançon 07b].

Théorème 4.1:
Supposons que les hypothèses 4.1 à 4.4 sont satisfaites, pour toute valeur suffisamment

large de µ, il existe une borne supérieure de l’intervalle entre les instants d’échan-

tillonnage τMASP (période d’échantillonnage maximale admissible) telle que pour toute

période d’échantillonnage τ ∈ (0, τMASP), l’observateur (4.7) est un observateur global

exponentiel pour le système (4.1).

Pour prouver ce théorème, nous introduisons tout d’abord ces quelques résultats préli-
minaires.

Lemme 4.2:
Supposons que l’entrée u du système est régulièrement persistante (hypothèse 4.3) pour

le système 4.1 et considérons l’équation différentielle définie par (4.7f), alors :

∃µ0 > 0 tels que pour toute matrice symétrique définie positive S(0), ∀µ > µ0, ∃ᾱ >

0, β̄ > 0, t0 > 0 tel que ∀t ≥ t0, ᾱIn ≤ S(t) ≤ β̄In

De plus, en choisissant µ0 > 2σ, nous avons ᾱ ≤ α1 exp−2µT1 avec α1 et T1 tels que

définis dans l’hypothèse 4.3

Ce résultat est présenté dans [Besançon 96].

Lemme 4.3:
Sous l’hypothèse 4.4, la matrice R définie par l’équation différentielle (4.7d) est définie

positive et uniformément bornée pour tout t > t0 et toute condition initiale R(t0) définie

positive.
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De plus, la borne inférieure de R−1 est donnée par :

λmin(R−1) ≥
1 − exp−T

expT −1
exp−T α0 (4.9)

La preuve de ce lemme est faite dans [Zhang 01a].

Lemme 4.4:
Considérons l’équation différentielle (4.7e) : sous l’hypothèse 4.2, λ (t) est bornée. Si,

de plus, nous choisissons la condition initiale λ(0) = 0, alors λ (t) satisfait la relation

suivante :

|λ (t) |1 =
4M β̄

µᾱ
(4.10)

Pour simplifier l’écriture, nous adoptons dans la suite du chapitre la notation suivante :

cλ =
4M β̄

µᾱ
(4.11)

Preuve:

Nous décomposons la matrice λ (t) suivant ses colonnes. Nous définissons alors λi (t) la
ième colonne de la matrice λ (t) telle que λ (t) = (λ1(t) · · · λi (t) · · · λm(t)).
D’après (4.7e), le vecteur λi (t) satisfait la relation suivante :

λ̇i (t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
λi (t) + φi (t) (4.12)

Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :

H (t) = λi (t)T S(t)λi (t) (4.13)

Si nous calculons la dérivée de H (t) en s’aidant de l’équation (4.12), on obtient alors :

Ḣ (t) = λi (t)T
[
A(u(t))T S(t) + S(t) A − 2CTC + Ṡ(t)

]
λi (t) +2φi (t)T S(t)λi (t) (4.14)

En remplaçant Ṡ(t) par sa valeur dans l’équation (4.7f), on a :

Ḣ (t) ≤ −µH (t) + 2Mi β̄ |λi (t) | (4.15)
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où Mi = sup
t∈R+

0

|φi (t) | .

En utilisant alors l’inégalité de Young sur cette inégalité, nous obtenons :

Ḣ (t) ≤ −µH (t) +
8
µᾱ

M2
i β̄

2 +
µᾱ

2
|λi (t) |2 (4.16)

Ce qui nous donne, à l’aide du lemme 4.2 :

Ḣ (t) ≤ −
µ

2
H (t) +

8
µᾱ

M2
i β̄

2 (4.17)

Ainsi, en intégrant la dérivée de H (t), on trouve que H (t) est majorée par une fonction
strictement décroissante :

H (t) ≤ exp−
µ
2 t H (0) +

∫ t

0

8
µᾱ

M2
i β̄

2 exp−
µ
2 (t−s) ds (4.18)

De plus, si la condition initiale λ(0) est choisie nulle, nous avons alors :

|H (t) | ≤
16M2

i β̄
2

µ2ᾱ
(4.19)

|λi (t) |2 ≤
16M2

i β̄
2

µ2ᾱ2 (4.20)

Ainsi, en utilisant le lemme 4.2, nous en déduisons la borne suivante pour |λi (t) | :

|λi (t) | ≤
4Mi β̄

µᾱ
(4.21)

Par conséquent, nous en concluons que λ (t) est bornée et nous avons :

|λ (t) |1 =
4M β̄

µᾱ
(4.22)

Ce qui termine la preuve du lemme 4.4. �
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4.3.2 Analyse de la convergence

Nous rappelons dans cette partie la notion de stabilité exponentielle des systèmes
non linéaires impulsifs et présentons le théorème énoncé dans [Naghshtabrizi 08] qui
donne une condition suffisante de la stabilité exponentielle des systèmes impulsifs.

Les systèmes impulsifs sont les systèmes qui se mettent sous la forme suivante :


x(t) = f (x(t), t)

x(tk ) = g(x(t−k ), tk )

(4.23a)

(4.23b)

où f et g sont des fonctions localement Lipschitz de Rn ×R vers Rn tels que f (0, t) = 0
et g(0, t) = 0 pour tout t ≥ 0.

Définition 4.1:
Pour une séquence {tk }k≥0 donnée, on dit que le système est globalement exponentiel-

lement stable si il existe des constantes c et γ telles que

x(t) = cx(t0) exp−γ(t−t0), t ≥ t0 (4.24)

Si cette condition est satisfaite pour les mêmes constantes c et γ, pour toute séquence
{tk }k≥0 ∈ S , le système est alors dit uniformément globalement exponentiellement stable

sur la classe d’instants d’échantillonnage S.

Le théorème suivant, basé sur l’approche de Lyapunov, donne une condition suffisante
pour garantir la stabilité exponentielle des systèmes impulsifs.

Théorème 4.5:
On suppose qu’il existe des réels positifs c1, c2, c3 et b et une fonction de Lyapunov

V : Rn × R → R tels que pour toute séquence {tk }k≥0 ∈ S et pour tout t ≥ t0, la

solution correspondante x(·) du système (4.23) satisfait les inégalités suivantes :

c1 |x |b ≤ V (x, ρ) ≤ c2 |x |b , ∀x,∀τ ∈ [0, τMASP] , (4.25)

dV (x(t), ρ(t))
dt

≤ −c3V (x(t), ρ(t)), ∀t , tk ,∀k ∈ N+, (4.26)
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V (x(tk ),0) ≤ V (x(t−k ), ρ(t−k )), ∀k ∈ N+ (4.27)

le système (4.23) est alors uniformément globalement exponentiellement stable pour la

classe d’instants d’échantillonnage S avec :

c =

(
c2

c1

) 1
b

, γ =
c3

b
(4.28)

La preuve de ce théorème peut être trouvée dans [Naghshtabrizi 07].
Notre but dans ce chapitre étant de déterminer explicitement une condition suffisante

sur la période d’échantillonnage maximale admissible afin de garantir que l’observateur
(4.7) est un observateur global exponentiel pour le système (4.1).

Afin de prouver la convergence exponentielle de l’observateur (4.1), nous allons le
mettre sous la forme d’un système non linéaire impulsif (4.23).

Nous définissons ainsi les variables suivantes :

• l’erreur d’observation x̃(t) = x̂(t) − x(t),

• l’erreur d’estimation des paramètres inconnus ρ̃(t) = ρ̂(t) − ρ,

• l’erreur de prédiction ew (t) = w(t) − y(t) qui désigne l’erreur entre la sortie réelle
du système et le prédicteur qui estime la sortie entre les instants d’échantillonnage.

D’après les équations (4.1a) et (4.7a), la dérivée de l’erreur d’observation peut s’écrire :

˙̃x(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
x̃(t) + φ(t) ρ̃(t) + S−1(t)CT ew (t) + λ (t) ˙̃ρ(t) (4.29)

Nous introduisons alors le changement de variable suivant :

z(t) = x̃(t) − λ (t) ρ̃(t) (4.30)

Nous pouvons alors écrire la dérivée de z(t) :

ż(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
x̃(t) + φ(t) ρ̃(t) + S−1(t)CT ew (t) − λ̇ (t) ρ̃(t) (4.31)
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Et, en utilisant (4.7e), nous en déduisons que :

ż(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
z(t) + S−1(t)CT ew (t) (4.32)

Les erreurs d’observation z(t), d’identification des paramètres inconnus ρ̃(t) et de
prédiction de la sortie ew (t) du système (4.1) par rapport à l’observateur (4.7) peuvent
se mettre sous la forme du système non linéaire impulsif suivant :



ż(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
z(t) + S−1(t)CT ew (t)

˙̃ρ(t) = −Rλ (t)TCT (Cx̂(t) − w(t))

ėw (t) = C A(u(t)) z(t) + C (A(u(t)) λ (t) + φ(t)) ρ̃(t)

z(tk ) = z
(
t−k

)
ρ̃(tk ) = ρ̃

(
t−k

)
ew (tk ) = 0

(4.33a)

(4.33b)

(4.33c)

(4.33d)

(4.33e)

(4.33f)

Nous pouvons ainsi transformer l’analyse de la convergence de l’observateur (4.7) à
l’étude de la stabilité du système (4.33). En effet, pour prouver que le système (4.7) est
un observateur global exponentiel pour le système (4.1), il est nécessaire et suffisant de
prouver que le système (4.33) est globalement exponentiellement stable. Nous utilise-
rons le théorème 4.5 énoncé ci-dessus pour déterminer une valeur de τMASPgarantissant
la stabilité exponentielle du système (4.33) et par conséquent la convergence exponen-
tielle de l’observateur (4.7).

En s’inspirant de [Naghshtabrizi 08], nous considérons la fonction de Lyapunov
suivante :

V (t) = U (z(t)) + W ( ρ̃(t)) + Q(ew (t)) (4.34)

avec :

U (t) = z(t)T Sz(t) (4.35)

Q(t) =
1
ᾱ

f (t) |ew (t) |2 (4.36)

W (t) =
1
ᾱ
ρ̃(t)T R−1 ρ̃(t) (4.37)

• Les matrices S et R ont été définies précédemment comme solutions des équations
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différentielles (4.7f) et (4.7d).

• La fonction f (t) est positive et bornée pour tout t > 0. Elle est décroissante entre
les instants d’échantillonnage et satisfait les conditions suivantes : f (tk ) = 1 et
f (tk + τMASP) → 0. Elle permet de corriger l’influence de l’erreur de prédiction
dans la fonction de Lyapunov et ainsi nous la définirons de sorte à assurer que
V̇ (t) ≤ −εV (t)(ε > 0) entre les instants d’échantillonnage. Elle apparaît aussi dans
la littérature dans [Ahmed-Ali 12].

Nous appliquons le théorème 4.5 pour démontrer la convergence exponentielle de l’ob-
servateur. Le choix de la fonction de Lyapunov nous permet de satisfaire la première
condition.

Il suffit de trouver une borne τMASP de la période d’échantillonnage telle que les
inégalités suivantes soient vérifiées.


V̇ (t) ≤ −εV (t) t ∈ [tk , tk+1) et ∀τ ∈ (0, τMASP)

V (tk ) ≤ V (t−k ) ∀k ∈ N+

(4.38a)

(4.38b)

où ε > 0. Il est facile de démontrer l’inégalité (4.38b) puisque, dans le cas spécifique
de notre observateur, les états estimés de l’observateur et les estimés des paramètres
inconnus sont continus. Il en résulte qu’aux instants t = tk , nous avons z(tk ) = z

(
t−k

)
et ρ̃(tk ) = ρ̃

(
t−k

)
et par conséquent nous avons aussi U (tk ) = U (t−k ) et W (tk ) = W (t−k ).

De plus, le prédicteur de la sortie est mis à jour à chaque instant d’échantillonnage
avec la mesure disponible de la sortie, nous avons alors une erreur de prédiction nulle
ew (tk ) = 0 et nous obtenons donc Q(tk ) = 0. Nous en déduisons ainsi que :

V (tk ) ≤ V (t−k ) ∀k ∈ N+ (4.39)

Pour terminer la preuve du théorème, il suffit donc de satisfaire l’inégalité (4.38a).
Pour cela, nous allons déterminer une valeur maximale de la période d’échantillonnage
(τMASP) afin que (4.38a) soit satisfaite pour toute période d’échantillonnage τ inférieure
à celle-ci. Tout d’abord, nous calculons la dérivée de la fonction de Lyapunov V . Pour
alléger le calcul, nous séparons V en ses trois composantes U , Q et W dont nous calcu-
lons chaque dérivée.
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4.3.2.1 Calcul de la dérivée de U

Tout d’abord, en utilisant (4.32), nous pouvons écrire la dérivée de U :

U̇ (t) = z(t)T
(
−µS(t) − S(t)A − AT S(t) + CTC

)
z(t)

+ z(t)T
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
S(t)z(t) + ew (t)T Cz(t)

+ z(t)T S(t)
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
z(t) + z(t)T CT ew (t)

(4.40)

En combinant cette équation avec (4.7f), nous pouvons simplifier l’expression de U̇ (t).

U̇ (t) = −µz(t)T S(t)z(t) − z(t)T CTCz(t) + 2z(t)T CT ew (t) (4.41)

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Young, nous en déduisons que :

U̇ (t) ≤ −µU (t) + |ew (t) |2 (4.42)

4.3.2.2 Calcul de la dérivée de Q

Nous calculons la dérivée de l’erreur de prédiction. Des équations (4.1) et (4.7b),
nous pouvons tirer :

ėw (t) = C A(u(t)) x̃(t) + Cφ(t) ρ̃(t) (4.43)

Il en découle que la norme 1 de l’erreur de prédiction satisfait :

|ew (t) |1 ≤ σ1c | x̃(t) |1 + Mc | ρ̃(t) |1 . (4.44)

où σ1c = supt∈R+
0
|C A(u(t)) |1 et Mc = supt∈R+

0
|Cφ(t) |1.

En utilisant le changement de variable (4.30) dans l’équation précédente, nous obte-
nons :

|ew (t) |1 ≤ σ1c |z(t) |1 + (σ1ccλ + Mc) | ρ̃(t) |1 (4.45)

Ainsi, en utilisant l’équivalence entre la norme euclidienne et la norme 1, nous avons :

|ew (t) | ≤
√

nσ1c |z(t) | +
√

m (σ1ccλ + Mc) | ρ̃(t) | (4.46)
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La dérivée Q̇(t) satisfait alors la relation :

Q̇(t) ≤
2
ᾱ

f (t) |ew (t) | |ėw (t) | +
1
ᾱ

ḟ (t) |ew (t) |2 (4.47)

Nous pouvons déduire de l’équation (4.37) que ρ̃(t) ≤
√
ᾱW (t)√

λmin(R−1)
. Ainsi, avec (4.46),

nous obtenons :

Q̇(t) ≤
2
ᾱ

f (t) |ew (t) |
√

nσ1c |z(t) | +
1
ᾱ

ḟ (t) |ew (t) |2

+
2
ᾱ

f (t)
√

m (cλσ1c + Mc)√
(1 − ε )λmin(R−1)

|ew (t) |
√

(1 − ε )ᾱ
√

W (t)
(4.48)

En utilisant l’inégalité de Young, nous obtenons :

Q̇(t) ≤
1
ᾱ

f (t)2 |ew (t) |2 + nσ2
1cU (t) +

1
ᾱ

ḟ (t) |ew (t) |2

+
1
ᾱ

f (t)2 m
[
cλσ1c + Mc

]2

λmin(R−1)(1 − ε )
|ew (t) |2 + (1 − ε ) W (t)

(4.49)

Ce qui nous donne donc :

Q̇(t) ≤
1
ᾱ

 ḟ (t) + f (t)2

1 +
m
[
cλσ1c + Mc

]2

λmin(R−1)(1 − ε )

 |ew (t) |2

+ nσ2
1cU (t) + (1 − ε )W (t)

(4.50)

En considérant le fait que f (t) ≤ 1 pour tout t ≥ 0 et en utilisant les lemmes 4.2 et 4.3,
nous pouvons en déduire que :

Q̇(t) ≤
1

α1 exp−2µT1

 ḟ (t) + 1 +
m
[
cλσ1c + Mc

]2
(
expT −1

)
α0 exp−T (

1 − exp−T )
(1 − ε )

 |ew (t) |2

+ nσ2
1cU (t) + (1 − ε )W (t)

(4.51)
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4.3.2.3 Calcul de la dérivée de W

La dérivée de W (t) peut s’écrire :

Ẇ (t) = −
1
ᾱ

(
ρ̃(t)T R−1 ṘR−1 ρ̃(t) − 2 ρ̃(t)T R−1 ˙̃ρ(t)

)
(4.52)

Avec les équations (4.7d) et (4.7c), nous obtenons :

Ẇ (t) = −
1
ᾱ
ρ̃(t)T R−1

(
−Rλ (t)TCTCλ (t)R + R

)
R−1 ρ̃(t)

−
2
ᾱ
ρ̃(t)T λ (t)TCT (Cx̂(t) − w(t))

(4.53)

Ce qui nous donne :

Ẇ (t) = −
1
ᾱ
ρ̃(t)T R−1 ρ̃(t) −

1
ᾱ
ρ̃(t)T λ (t)TCTCλ (t) ρ̃(t)

−
2
ᾱ
ρ̃(t)T λ (t)TCT (Cz(t) + ew (t))

(4.54)

En utilisant la propriété remarquable suivante :

ρ̃(t)T λ (t)TCTCλ (t) ρ̃(t) + ρ̃(t)T λ (t)TCT (Cz(t) + ew (t))

+ (Cz(t) + ew (t))T (Cz(t) + ew (t)) ≥ 0
(4.55)

nous obtenons :
Ẇ (t) ≤ −W (t) +

2
ᾱ
|z(t) |2 +

2
ᾱ
|ew (t) |2 (4.56)

Ainsi, en utilisant (4.35) et le lemme 4.2, nous en déduisons :

Ẇ (t) ≤ −W (t) + 2U (t) +
2

α1 exp−2µT1
|ew (t) |2 (4.57)
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4.3.2.4 Détermination de la période d’échantillonnage maximale admissible τMASP

La dérivée de la fonction de Lyapunov V (t) peut alors s’écrire :

V̇ (t) ≤ −
(
µ − nσ2

1c − 2
)

U (t)

+

1 +
1

α1 exp−2µT1

 ḟ (t) + 1 +
m
[
cλσ1c + Mc

]2
(
expT −1

)
α0 exp−T (

1 − exp−T )
(1 − ε )


+

2
α1 exp−2µT1

 |ew (t) |2

− εW (t)

(4.58)

Ainsi, afin de prouver la convergence de notre observateur, nous choisissons la fonction
f (t) de telle sorte qu’elle satisfasse l’équation différentielle suivante :

ḟ (t) = −
m

(
expT −1

) (
cλσ1c + Mc

)2

α0e−T (
1 − exp−T )

(1 − ε )
− α1 exp−2µT1 −3 − ε (4.59)

pour t ∈ [tk , tk+1).
Nous obtenons alors :

V̇ (t) ≤ −
(
µ − nσ2

1c − 2
)

U (t) − εW (t) − εQ(t) (4.60)

Ainsi, en choisissant µ suffisamment grand tel que :

µ ≥ nσ2
1c + 2 + ε (4.61)

nous satisfaisons l’inégalité (4.38a) et par conséquent nous pouvons affirmer que notre
observateur est un observateur exponentiel pour le système (4.1) sous la condition que
la fonction f (t) satisfasse les conditions précédemment mentionnées.

Afin d’obtenir la stabilité exponentielle, nous allons déterminer la valeur maximale
de la période d’échantillonnage qui permet de satisfaire les conditions sur la fonction
f (t). Pour ce faire, nous allons calculer la fonction f (t) en intégrant l’équation (4.59)
entre tk et tk + τ. En considérant les conditions aux limites f (tk ) = 1 et f (tk + τ) → 0,
nous pouvons en déduire la valeur maximale de la période d’échantillonnage pour une
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vitesse de convergence ε donnée :

τ =
α0 exp−T

(
1 − exp−T

)
(1 − ε )

m
(
expT −1

) [
cλσ1c + Mc

]2
+ α0 exp−T (

1 − exp−T ) (
α1 exp−2µT1 +3 + ε

)
(1 − ε )

(4.62)
Et nous pouvons remarquer que cette valeur de la période d’échantillonnage est maxi-
male pour ε → 0+. Nous pouvons alors en déduire l’expression de la période d’échan-
tillonnage maximale admissible τMASP :

τMASP =
α0 exp−T

(
1 − exp−T

)
m

(
expT −1

) [
cλσ1c + Mc

]2
+ α0 exp−T (

1 − exp−T ) (
α1 exp−2µT1 +3

)
(4.63)

Ceci termine la démonstration.

Remarque 4.1:

Les constantes T , α0, T1 et α1 sont prépondérantes pour déterminer la valeur maximale
de la période d’échantillonnage. Cependant, il est difficile de les déterminer du fait de
la difficulté à vérifier la condition sur le grammien d’observabilité. Toutefois, dans la
pratique, certains outils numériques comme la somme de Riemann nous permettent de
retrouver ces constantes numériquement. En effet, puisque φ(t) ne dépend pas des états
du système, les constantes qui satisfont la condition peuvent être déterminées préalable-
ment.

Remarque 4.2:

Il est évident que la période d’échantillonnage maximale admissible que nous avons
déterminée dans ce chapitre est une condition suffisante pour la convergence de l’obser-
vateur mais elle n’est pas nécessaire. Il est possible d’avoir, dans les simulations, une
convergence de l’observateur pour certaines valeurs supérieures à la borne τMASP que
nous avons déterminée dans ce chapitre. Le problème de la détermination de la valeur
optimale de τMASP reste ouvert.
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4.4 Exemple

Nous présentons les performances de l’observateur proposé (4.7) à travers un exemple
académique de système du second ordre appartenant à la classe de système consi-
déré (4.1).


ẋ1(t) = x2(t) + sin(w1t)ρ1

ẋ2(t) = −x1(t) +
cos(w1t)

1 + t2 ρ2 + (2 + tanh(t)) u(t)

(4.64a)

(4.64b)

où x =

 x1

x2

 et ρ =

 ρ1

ρ2

 sont respectivement le vecteur des états du système et le

vecteur des paramètres inconnus.
Nous pouvons remarquer que le système considéré dans cet exemple appartient bien

à la classe de systèmes étudiée. En effet, le système peut se réécrire sous la forme (4.1)
en posant :

A(u(t)) =


0 1
−1 0

 , B(u(t)) =


0

(2 + tanh(t)) u


C =

[
1 0

]
et φ(t) =


sin(w1t) 0

0
cos(w1t)

1 + t2


Les simulations ont été réalisées avec w1 = 20rad/s et l’entrée u(t) = 10 sin(t). Les

conditions initiales et les paramètres inconnus du système sont choisis comme suit :


x1(0)
x2(0)

 =


20
−40

 et

ρ1

ρ2

 =


10
20


Nous choisissons le paramètre de synthèse de l’observateur µ = 10. Nous fixons

les conditions des matrices S et R respectivement à S(0) = I2 et R(0) = I2 et celles
des estimées des états du système sont choisies nulles x̂1 = x̂2 = 0. De même, les
estimées des paramètres inconnus sont fixées initialement nulles ρ̂1 = ρ̂2 = 0. Nous
fixons également λ(0) = O2.

Afin de mettre en évidence l’influence de la période d’échantillonnage sur la conver-
gence de l’observateur (4.7), nous allons montrer deux séries de résultats de simulation
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qui correspondent à deux périodes d’échantillonnage différentes.
Les figures 4.1 et 4.2 montrent respectivement la convergence des états estimés

et des estimées des paramètres inconnus pour une période d’échantillonnage choisie
constante et égale à Te = 0.1s.
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(b) Évolution de l’état x2 et de son estimée

Figure 4.1: Évolution de l’état du système et de son estimée fournie par un observateur
avec un inter-sample predictor pour une période d’échantillonnage Te = 0.1s
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(a) Évolution de l’estimée du paramètre inconnu ρ̂1 (ρ1 = 10)
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(b) Évolution de l’estimée du paramètre inconnu ρ̂2 (ρ1 = 10)

Figure 4.2: Évolution de l’estimée des paramètres inconnus fournie par un observateur
avec un intersample predictor pour une période d’échantillonnage Te = 0.1s

Nous conservons les valeurs des paramètres du système et de l’observateur et nous
augmentons la valeur de la période d’échantillonnage Te = 0.5s. Nous constatons,
comme nous pouvions nous y attendre, que pour de grandes valeurs de la période
d’échantillonnage l’erreur d’observation diverge. Les figures 4.3 et ?? illustrent ce phé-
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nomène.
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Figure 4.3: Évolution de l’état du système et de son estimée fournie par un observateur
avec un intersample predictor pour une période d’échantillonnage Te = 0.5s (supérieure
à la borne τMASP pratique)
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4.5 Observateur en mode bloqueur d’ordre zéro

Dans l’observateur ci-dessous, le prédicteur est remplacé par un bloqueur d’ordre
zéro. Cet observateur est une extension aux systèmes affines en l’état avec paramètres
inconnus des travaux de [Raff 08] qui traite les systèmes non linéaires globalement Lip-
schitz. Le terme de correction est maintenu constant entre les instants d’échantillonnage
et est mis à jour aux instants d’échantillonnage. Nous avons comme pour l’observateur
précédent, un observateur continu mais, ici, la dynamique de l’erreur d’observation est
impulsive.



˙̂x(t) = A(u(t)) x̂(t) + B(u(t)) + φ(t) ρ̂(t)

− S−1(t)CT (Cx̂(tk ) − w(t))

ẇ(t) = 0

w(tk ) = y(tk )

˙̂ρ(t) = −Rλ (t)TCT (Cx̂(tk ) − w(t))

Ṙ = −Rλ (t)TCTCλ (t)R + R

λ̇ (t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
λ (t) + φ(t)

Ṡ(t) = −µS(t) − S(t) A(u(t)) − A(u(t))T S(t) + CTC

(4.65a)

(4.65b)

(4.65c)

(4.65d)

(4.65e)

(4.65f)

(4.65g)

Dans ce cas, nous pouvons utiliser une fonction de Lyapunov-Krasovskii pour prou-
ver la convergence exponentielle de cet observateur. En effet, nous assimilons l’in-
tervalle entre l’instant actuel et l’instant d’échantillonnage à un retard variant comme
dans [Van Assche 11]. Ainsi, en introduisant la variable τ(t) = t − tk où tk est l’instant
d’ échantillonnage, l’intervalle entre l’instant actuel et l’instant d’échantillonnage est
alors définie telle que :


τ̇(t) = 1 pour t ∈ [tk , tk+1) ∀k ∈ N

τ(tk ) = 0
(4.66)
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Les équations de l’estimée du vecteur et de l’estimée des paramètres inconnus (4.65a)
et (4.65d) peuvent se réécrire en remplaçant tk par t − τ(t) :


˙̂x(t) = A(u(t)) x̂(t) + B(u(t)) + φ(t) ρ̂(t) − S−1(t)CT (Cx̂(t − τ(t)) − w(t))

+ λ (t) ˙̂ρ(t)

˙̂ρ(t) = −Rλ (t)TCT (Cx̂(t − τ(t)) − w(t))

Nous énonçons le théorème suivant qui stipule la convergence exponentielle de l’obser-
vateur en mode bloqueur d’ordre zéro (4.65).

Théorème 4.6:
Sous les hypothèses 4.1 à 4.4, pour toute valeur suffisamment large de µ, il existe une

borne supérieure de l’intervalle entre les instants d’échantillonnage, τMASP, telle que

pour toute période d’échantillonnage τ ∈ (0, τMASP), l’observateur en mode bloqueur

d’ordre zéro décrit par les équations (4.65) est un observateur global exponentiel pour

le système (4.1).

En considérant, l’observateur décrit ci-dessus, nous pouvons réécrire l’équation de la
dérivée de l’erreur d’observation x̃(t) = x̂(t) − x(t) :

˙̃x(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
x̃(t) + φ(t) ρ̃(t) + S−1(t)CTC

∫ t

t−τ(t)
˙̃x(s) ds

+ λ (t) ˙̃ρ(t)
(4.67)

De même, nous avons l’erreur d’estimation des paramètres inconnus qui s’écrit :

˙̃ρ(t) = −R ρ̃(t)T λ (t)TCT (Cz(t) + λ (t) ρ̃(t)) + R ρ̃(t)T λ (t)TCTC
∫ t

t−τ(t)
˙̃x(s) ds

(4.68)
Ainsi, en introduisant le même changement de variable, nous pouvons trouver une rela-
tion similaire pour la dérivée de z(t) = x̃(t) − λ (t) ρ̃(t) :

ż(t) =
(
A(u(t)) − S−1(t)CTC

)
z(t) + S−1(t)CTC

∫ t

t−τ(t)
˙̃x(s) ds (4.69)

Nous nous contenterons ici de proposer une fonction de Lyapunov qui nous permet de
déterminer une valeur maximale du retard τ(t) telle que la convergence exponentielle
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de l’observateur soit assurée. Il est évident que la valeur maximale du retard τ(t) est la
période d’échantillonnage maximale admissible τMASP telle que définie précédemment.
Nous proposons donc la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V = U (z(t)) + W ( ρ̃(t)) +

∫ t

t−τMASP

∫ t

s

�� ˙̃x(ξ)��2 dξds (4.70)

En suivant une démarche similaire aux travaux de [Van Assche 11], il est possible de
déterminer une borne τMASP de la période d’échantillonnage.

Les figures suivantes mettent en évidence les performances de cet observateur pour
le même système que dans la section 4.4. Nous avons gardé les mêmes conditions de si-
mulation (tous les paramètres sont inchangés). La période d’échantillonnage a été choi-
sie constante et égale à τ = 0.09s.

Nous rappelons ici que les conditions sur la borne τMASP de la période d’échantillon-
nage sont des conditions suffisantes. Il est possible d’avoir en simulation une conver-
gence pour des valeurs supérieures à la borne théorique. Si nous comparons les per-
formances des deux observateurs proposés dans ce chapitre sur l’exemple du système
(4.64), nous obtenons une borne pratique plus grande pour le premier observateur. Ce
résultat est prévisible étant donné que l’observateur (4.7) dispose d’une estimation de
la sortie entre les instants d’échantillonnage tandis que l’observateur (4.65) bien que
continu, ne tient pas compte de la dynamique du système entre les instants d’échan-
tillonnage. Toutefois, dans l’état actuel de nos travaux, il n’est pas possible d’affirmer
que nous avons une borne de la période d’échantillonnage τMASP supérieure pour l’ob-
servateur (4.7) vu que nous n’avons pas déterminé leur valeur optimale.
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Figure 4.4: Évolution de l’état du système et de son estimée fournie par un observateur
en mode bloqueur d’ordre zéro pour une période d’échantillonnage Te = 0.09s
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Figure 4.5: Évolution de l’estimée des paramètres inconnus fournie par un observateur
en mode bloqueur d’ordre zéro pour une période d’échantillonnage Te = 0.09s
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4.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux observateurs adaptatifs pour une classe
de systèmes non linéaires continus contenant des paramètres inconnus, mais constants,
et avec une sortie échantillonnée. Dans le premier, nous avons utilisé un prédicteur
(inter-sample predictor) de la sortie du système, comme dans les travaux de [Kara-
fyllis 09], afin d’avoir une estimée de cette sortie entre deux instants d’échantillonnage
qui nous permet de construire un observateur adaptatif exponentiellement convergeant.
Dans le deuxième, nous avons maintenu le terme correcteur constant entre deux ins-
tants d’échantillonnage et nous avons également obtenu le même type de convergence
que pour le premier observateur. L’avantage de ces deux structures réside, d’une part,
dans leur simplicité de mise en œuvre comparée à l’observateur continu-discret déve-
loppé dans [Ahmed-Ali 09b] et, d’autre part, dans le fait qu’ils nous fournissent, tous
les deux, des estimées continues que ce soit pour l’état ou pour les paramètres inconnus.
Nous avons aussi déterminé, en utilisant une approche de Lyapunov, une condition suf-
fisante sur la borne supérieure de la période d’échantillonnage de la sortie du système
garantissant une convergence exponentielle des deux observateurs proposés.
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Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

Nous avons présenté dans cette thèse plusieurs observateurs pour des systèmes non
linéaires soumis à des contraintes de communication. Nous avons étudié différents types
de contraintes liés notamment aux systèmes commandés à travers un réseau. Nous nous
sommes essentiellement intéressés à trois types de contraintes que l’on rencontre dans
les systèmes commandés en réseau : l’échantillonnage, le retard et l’ordonnancement.
Nos travaux peuvent ainsi être répartis en trois principales contributions.

Notre première contribution concerne la synthèse d’observateurs pour les systèmes
contrôlés en réseau (Networked Control Systems : NCS). Nous traitons en particulier
trois des principales problématiques posées pour les NCS : les périodes de transmis-
sion variables, les retards de transmission et l’ordonnancement des données (qui en-
traîne le fait qu’à chaque instant de transmission seule une partie des sorties du système
est disponible). Nous avons ainsi proposé un couple observateur-prédicteur d’état pour
les systèmes non linéaires globalement Lipschitz avec sorties retardées et régis par un
protocole périodique. Cette structure nous permet d’avoir des retards qui peuvent être
supérieurs à l’intervalle entre deux transmissions successives. Nous nous basons sur
une approche small-gain pour déterminer des conditions sur l’intervalle de transmission
maximal admissible et le retard maximal admissible permettant de conserver les pro-
priétés de convergence de l’observateur. Ces travaux pourront être étendus à d’autres
classes de protocole notamment les protocoles UGES(uniformément globalement expo-
nentiellement stable).

Nous avons également présenté une contribution sur les observateurs pour les sys-
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tèmes non linéaires globalement Lipschitz avec sorties échantillonnées. Nous proposons
deux observateurs qui utilisent un gain dynamique (contrairement aux observateurs de
type grand gain classique) afin d’améliorer la période d’échantillonnage maximale ad-
missible. Nous utilisons une approche de Lyapunov et une approche small-gain pour
déterminer les conditions de convergence de ces observateurs. Nous avons montré par
ailleurs que l’observateur proposé permet de diminuer la sensibilité aux bruits de mesure
qui est un des problèmes majeurs de l’observateur grand-gain.

Enfin, nous avons proposé deux observateurs adaptatifs pour les systèmes affines en
l’état comportant des paramètres inconnus constants avec la sortie échantillonnée. Nous
introduisons un prédicteur de la sortie afin de remédier à l’absence de mesure entre les
instants d’échantillonnage. L’avantage de la structure proposée est que les états estimés
et les estimées des paramètres inconnus sont continus et ne sont pas mis à jour aux
instants d’échantillonnage. Ceci permet une plus grande simplicité de mise en œuvre.
Nous utilisons une approche de Lyapunov pour déterminer explicitement une période
d’échantillonnage maximale admissible afin de garantir la convergence exponentielle
des états et des paramètres estimés.

Les futures directions qui peuvent faire l’objet d’autres recherches sont nombreuses :

• Les résultats obtenus au chapitre 2 peuvent être étendus à d’autres classes de proto-
coles telles que celle des protocoles UGES ou la classe des protocoles quadratiques
en utilisant la classification introduite dans [Donkers 11].

• La commande par retour de sortie des systèmes non linéaires commandés par réseau
est la continuité évidente de nos travaux. En effet, il est possible de combiner l’ob-
servateur que nous avons synthétisé dans le premier chapitre avec une commande.
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