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Introduction

Ce mémaire est une synthése de travaux récents en Automatique Non Linéaire que
nous avons effectués en utilisant un outil commun : I'algébre linfaire, Cet outil, inédit dans ce
cadre il y 2 une dizaine d'années, est issu de approche algébrique différentiells {FL11],
{FLI3], [FLI5]. Nous I'évoquerons de fagon tout i fait autonome en suivant {DIB1], [DIB2].
Nous considérerons icl une classe de systémes non linaires donnée sous forme standard
{1812], [NIJ4]. Cette classe de systémes n'est pas sussi générale que celle considérée par
Fliess [FLI4], e1 peut étre insuffisante pour décrire tous les systémes physiques [FLIS].
Néanmaoins, elle permet des études de cas dans de nombreux champs d'spplication: contriile
de robot, setellites, machines &lecrriques, ... dont centains sont présentés dans ce mémopire.
Nos travaux couvrent un spectre délibérément large, incluant des résultats nouvesux
d'analyse jusqu'd diverses applications. Le but affiché est clair: U'ensemble des résultats est
obtenu par des caleuls algébriques (dérivation, addition et produit par des scalaires) ¢e qui st
représentetif de certnines innovations récentes dans la théovie des systémes non linéaires, Les
outils géométriques plus anciens [I511] ne sont cependant pas exclos.

Lz mémoire est organisé conune suit. Le chapitre 1 (associé & 'Annexe 1) présents les
outils mathématiques utilisés et rappelle les notions ¢lassiques de I'spproche structurelle des
systémes non lindaires : structure A l'infini par ligne {degre relatifs) ou globale, ... .

Dans les chapitres suivants, des résultats npuveaux sont présentés de maniére
synthétique. En ce qui concerne les démonstrations, il est fait le plus souvent référence aux
publications comespondantes qui sont réuntes dans les annexes. Nous essayons de garderle
plus possible 1a terminologie issue du linéaire car les résultats présentss ici sont souvent la
"géndralisation” de concepts existant en lindaire, méme si les démarches sont parfols trés
différentes.

Le chapiwe 2 est consacré & PAnalyse de la Structure des Systémes Non sinéaires,
Les potions nouvelles d'Ordres Essentiels, de lin€arisation partiells par bouclage non
régulier, et d'luteractenr sont présentées.

Dans le chapitre 3, nous avous réuni des résultats nouvesux congernant le Conitrile
des Systtmes Non Linéaires. Le probléme da Découplage entrée-sortic £5t abordé sous
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différentes classes de compensateurs: Compensateur Dynamigque avec ou sans strictire 4
l'infini, Bouclage Dynamique Pur {nouvelle classe de compensateur) et Bouclage Statique
non régulier, Le lien entre ordres d'essentialité et le découplage par compensateur dynarnique
sera fait. Le Découplage Statique non régulier (probléme de Morgan) est vésolu pour les
systémes ayant une entrée de plus que de sorties, Ce résultat est également pionnier pour les
systdmes linéaires. Ensuitz le probléme de I'équivalence au sens de Wolovich et Falb est
défini et une premigre solution est apporiée. Enfin dans la demnidre section dé ce chapitre, la
stabilit€ des systemes découplésest étudife et les conditions pour I'élimination d'une ceftaine
classe de dynamiques interconnectées éventuellement instables sont données,

Le but du chapite 4 est de montrer gue das solutions algébriques sont directement
applicables & la commande des Systémes Non Linéaires et non d'illustrer les résultats
théariques présentés dans les chapitres précédents en tant que tels. Les résultats obtenus dang
ce chapiire infirment des idées opposées, a priod, & 'intérét pratique ds 1a théorie moderme
des systEmes non lindaires. Trois applicadons du contrdle des systémes non linéaires sont
présentées avec une éude de robustesse. Les processus choisis couvrent un spectre assez
large dans le but de montrer l'applicabilité des méthodes modernes de Vautonatique. Les
trois processus retenus sont: Ia commande d'un robot flexible avec implantation sur site, le
contrile d'une machine électrique synchrone {modile retenu dans le groupe de travail
“commande de machines lectriques” des Groupements de Recherche Automitique et
Electrotechuique) et enfin 1¢ guidage d'un engin spatial qui fut objet d'un contrat aves
I'Agence Spatiale Européenne. Four ces applications, des calculs en langage formel (Reduce
et Mathematica) ont été nécessaires, ce qui a été pour nous l'occasion de créer une
bibliothdque de procédures de calcul adapté & l'analyse et au contrble des systémes ton
linaires illustrant de fait l'applicabilité des méthodes algébriques. .a robustesse estobtenue
en utilisant I plus souvent ute technique dite de “modes glissants®, Le. une linfurisation
enée/sortie associée A une commande discontinue stabilisants fondée sur une fonction de
Lyapunov,

Dans I'ensemble de ce mémoire, nos travaux sont systématiquement locaux ot
excluent les points singuliers. '
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Chapitre 1 Rappels

1.1 Introduction

L'évolution des approches mathématiques utilisées pour 'étude des syst2mes non
lindaires dans les anndes 1980-90 s &1¢ importante. Dans les anndes 80, la géométeie
différentielle apparait comme l'outil le mieux adapté pour élendre aux sysidmes non linfaires
[IS11] les résultats acquis dans le cadre linéaire par I'approc] e gfométrigue [WON2] etelle
deviendra un ootil de base [ISi4]. Elle a ouvent la voie 3 la résolation de nombre de
probidmes de commande: tejet de perturbations, découplage, poursuite de modéle. Cependant -
son efficacitd s'est principalement limitSe aux bouclages swutiques {régulicrs) et certdines
difficultés comme I'existence de distributions de commandabilité dépénérées ont également
limit£ U'application des théordmes. En effet pour cette classe de distributions, il y a non
fermeture pour 'addition, Cette particularité n'existe pas en lindaire. Des notions nouvelles
apparaissent en 1985 comme Ia notion de rang de syst®me, définie par I'approche algébrigue
diff frentiel. ~znitre plus £l¥mentaire, nous adopterons comme dans (DIB2] un
formalisme aixébngue lindaire funde sur un espace de différentielies sur un corps de
functions téromorphes, sans pour cela négliger les autres outils,

1.2 Classe des systémes étudiés
Nous considérons les systémes non linfaires de Is forme:
m
x = f{x) +E gi{x) u, {1.1.a)
=1
y = hix) (1.1
oft pour simplifier, 1¥état x appartient & R™. La sortie y appartient 3 RP. f(x), £;(x): -,

£,,(%) et h{x) sont des fonctions méromorphes de x, L.e. appaniennent au corps des fractions
& (x) de I'anneay intdpre des fonctions analytiques de x.

Chapitre 1. mwds
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Comme dans [DIB1], supposons que la fonction entrée u(t) du sysi2me {1.1) soit
(n-1) fois contindiment différentiable et notons ¥ Ie corps composé de l'ensemble des
fonctions rationnelles en (u,..., um‘n) avec des coefficients méromorphes en x . Comme
exemnple d'un élément de ¥ nous pouvons prendre:

.. sinx »
n T Ty (1.2}

Pour a suite du mémoire, nous utiliserons la notation simplifiée et abusive y(x) =
y@(x) = h{x) pour In fonction d sortie.

Alors en reprenant le systdme (1.1}, nous pouvons caleuler facilement,

§ =z, 0 = %{f@ngm ul a3

w1 +1
yﬁt )= y(k+ )(x‘ Yo, uﬁ')}

[ Moo w
‘ay < _fxy+gmul+ E %’f{é‘ LD (L&)
=0 T

Remarquons que y ..., fu’: ainsi définis ont leurs composantes dans le comps K.

Plus généralement 1a notation y“"{x, w,..., % gant définie, alors

aym
y i 0, L, u®h = &%?[f{x} *E B ]+ Z s

B('Lb.u- * u(k‘l}) 4 l a

Mijmeijer [NIJ2] pour 1 € k € n, sont analogues aux matrices de Tmphtxmméﬁm

Les matrices Jacobiennes

systémes lindaires. Noos considérerons des matrices "élendues” ; O, e Y 13 '
B u,m Suftth

peavent €tre introduites par un formalisme d'alpebre linfaire.

Clugine L Ruppels
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Soit & le corps défini ci-dessus. Soit & Y'espace vectoriel (sur K) engendré par
{dx, du..... du®@ 1. Un vecteur guelconque @ de & s'crit alors:

m n-l

0 R
o=Ya dx + % };ﬁjkdn?’
=111 S

ol @, B;k appartiennent 3 FC, Pour ie {1,...,pJet 0€k<n, ~dggri&) appartientd & et
ROUS aVons :

v = 3y 3% %, ) du i
o=l w - 3D P 13
{dut™D

ol apparait Ia matrice Jacobienne
Enfin introduisons In chaine de sous-espaces §,C&, € ... € &  définis par

&, =spang;(dx.dy.... dy™ (1.4)

Dans Ia suite, le corps des scalaires sera toujours <K sauf indication contraire, La
notion équivalente de filtration a &8 adoptée dans [ELA1] pour reformaliser Finformation
founie par §;¢€, C ... € & dans des cas ol le systdme n'ést pas nécesstirement donnd
par (L1).

Exemple 1.1 Matrice Jacobienne d'un systéme lingaire

Sait un sysiéme linéaire donné sous la forme *r=Ax+Bu

y=Cx
La matrice Jacobienne associée A cz systdmeest @

Ce‘!l2 CB {0y (0) ...-
. 'S {CA2 CAB CB (0) ...
ICPIT Adt IO : A,
s, u,... . o™ CA° CA’B CABCB D)

L 1 LI ] - b - h . 3

CA& CA‘“'ILB' - " . » . e * &R

La partie en gras de la matrice Jacobienne est 1a Matrice de Taweplitz associde 3 un
systtme iinéaire. La répétition diagonale des termes CB, CAB ..., (forme de Toeplitz) estun
phénom2ne 1ié aux systémes lindaires, il ne se reproduit pas pour un sysidme non lindaire,
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1.3 Structure des systtmes non linéaires: rappels
Rappelions 1a définition de certains entiers invariants qui sont importants pour 'étude
de la structure des systdmes non lindaires et que nous utiliserons dans les chapitres suivants,
Définition 1.1 Degré relatif [ISI4] ou ordre du zéro & 'infini par ligne

Le degré relatf de la sortie y; ou ordre do zéro A Vinfini par ligne est Yordre n, du 280
3 I'infini du sons-syst2me constitng par les dynamiques (1.1.8) et la sortie y; =hy(x), est:

o =min{k >0 / dyf“)e span{ dx } }
etsipourtoutk >0, - y?)e span{dx}, on note n, = e, o

Dans ce mémoire, nous considérerons des n; finis, car nops travaillerons avee des
systtmes inversibles & droite (d4£. 1.3 ci-aprés).

La définition suivanie concemne la strocture & Vinfini d'un syst2me non linéaire qui est
parfois dite algébrigue dans la Iittérature. Définie pour les syst®mes linfaires dans

[ROSIJ[PUIVARI] Commault et Dion furent les premiers A donner une caractfrisation
géométrigue de la structure 3 Iinfini [COM2].

Définition 1.2 Ordre de zéro & I'infini {DIB1] [MOO2]
Pour Ie systtme (1.1) le nombre o, des 28ros & linfini d'ordre inférieur ou égal a k,

i1<k=n,est:

Maintenunt, inttoduisons les notations suivantes :

pi=sup| 6, .k | } = nombre total de zéros @ infini

L] L4

P;=P,;- O, 4 = nombre de zéros A linfini, d'ordie plus grand on égald i, pouri 22

et np=card { p'y 2j}. Laliste { }.j 21} représents alors Jadiste des g
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Définition 1.3 Inversibilité & droite [FLI2] {DIB2]

Un syst&me (1.1) est inversible & droite si et seulement si
&
dim -2 = 8]
g, F

-1

Son rang est égal A p, toutes les sorties sont indépendantes (elles ne vérifiem avcune
équation différentielle indépendante de I'entrée). C'est une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un sysi¥me soit découplable.

1.4 Eléments de géométrie différentielle pour I'automatique non linéaire

Meme si ce mémoire est essentiellemnent consacré 2 I'apport de Papproche algébrique
des systémes non linéaires, Vapproche géométrique différentelle qui est l'extension naturelle
de I'approche géométrique de lantomatique des systémes linéaires pennet comme pour cenx-
ci, la caractérisation d'un grand nombre de concepts d’Automatique. Pour une revue
compl@ie, le livee d'Isidon [1514] est Ia référence devenue classigue et on rouvera en Annexe
{ de ce mémoire une revoe pantielle des &léments de base. Parmi les &léments les plus
impaortanis directernent liés au travail présenté dans les chapitres suivants, nous ufiliserons 1a
caractéri=ation de certains sous-espaces ou codistributions (¢.f. Annexel) qui admettent one
base de différentiiles totales exactes ce qui nous est donné par le thforéme de Frobénius
{Annexe 1 page 10). Nous utiliserons zussi 1a notion standard de plus grande distribution
{f. g)-invarianie involutive contenue dans le noyan de la différentielle de In sortie et celle de
distribution de commandabilité (c.f. Annexe 1 ).

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avans défini, In classe des systidmes non linfaires que
nous érudions et qui est apte & décrire les cas pradques de systdmes Evogués aux chapitre 4,
Quelgues outils et notions de base ont ¢t& rappelés. L'algorithme de structure gui fait aussi
partie des éléments fondamentaus de Nétude des syst®mes non linfaires sera rappelé dans Ie
chapitre suivant sous Ia forme présenife dans {DIB2] engfiaisnn avec une notion nouvelle: les
ordres essentiels.

Chorie 1. Rappels
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Chapitre 2 Analyse des Systémes Non Linéaires

2.1 Introduction

Ce chupite est consacré a des notiens nouvelles concernant Fanplyse ds 1a structore
des systtmes non linfaires. Les résultats présentés sont tout d'abord 1a notion d'ordre
d'essentialité et son Hen avec Palgorithme dinvetsion présenté sous 1a forme [DIB2], pois
un résultat de Enémisation pardelle par bouclage non régulier et enfin 1a définition de 1n notion
d'Interacteur en non linésire. Cer mformations structurelles nous seront viiles pour des
développements sur le conndle d - « . stBmes non lindaires an chapitre 3.

2.2 Ordres d'essentialité et Algorithme de Structure
2.2.1 Introduction

A partr de Ia notion de “lgne essentielle” dune matrice wivodoite dans JCRE!]
{1971), Ie concept d'ordre dessentiatitf a &€ dfind pour les sysiémes lindaires dans [MALI1]
(1985) ob son rdle dans le probléme du découplage a é1f montré. Dans [CUMIi]) {1986)
plusicurs définitions dquivalentss ont &t donndey. L'eatension de cene notion d'ordre
essentizl aux systtmes non lingaires [GLU1] (1989) o5t présenyfe iti zinsi que les principalss
propnétss qui en découlent et qui seront utilisfes dans le chepitre sur le contrdle des systémes
non linfaires. Méme si nous nous attschons & conserver Jz vorabuluire, Pexiension d'une
notion ou d'un résultat du linéaire au non linfaire est rarement trivigle; ceci est

La propriété imporiame de ces invariants {les ordres d'essentialii€) est de défnirlo
plus perte structure @ Linfini qu'on sysiéme inversible 3 droite devra avopir daos we forme
découplée par boucizge. Dens centains cas de houclage statigue non régulier [HERY], la
structure A [infini atteicnable est supérienrs A la stroctare essenticlle (goi sutait po St atwime
par Compensatenr dynamigue). Pour les syst®mes linfaires, o2 résultat qui doone Pordre
minimal do compensateur 1 isohvant Iz probléms dn découplage st donné par [COM1T] 3 pavir
dx Yanalyse d= 12 manice de Toephtz. Ve analyse identique est insuffisanie dans Is cas des
systémes non linfeires. Des notions complémentaires présentées dans [DIB2] seromt
milisées. Comme dans le cas liréaire, In connaissance des ondres essentiels, de la structre 2

Chapiire 2 Anslys des Systdmes Noo Linésims
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Vinfini et des associations entre les zéras & linfini et les ordres essentiels permettra de
déterminet le "nombre d'intégratenrs” nécessaire pour obténir les conditions d'un découplage
statigue. Ces associations entre les zéros A Vinfini et les ordres essenficls nous sont donndes
par T'algorithme de struciure,

Des résultats similaires ont &4 oblenus de fagon indépendante dans [XTAT]. Certains
de nos travaux sur ce thime ont €€ compléifs ou repris par d'autres auleurs récemment
[ELA1], [HUI2], ce qui souligne son rile dans 1a thdorie modeme du contrile non linédine,

222

Définition 2.1 ordres essentiels
Pouri=l, ... ,p,Vordre essentiel n,, d'une sortie y, est défini por ¢

n,, =min { k> 11 dy¥e spang [ dx, df,.... dy® D, &yﬁ; dy®* D, gy},
2

Une telle différentielle dy!™ est dite essentielle dans {dx, &,..., dy™). i un 121 entier k
n'existe pas, on note m, =, O

Avec I'hypoth2se dinversibilité  droite, comume pour les nj, dans ce mEmeoire nous
considérerons des . finis.

Lemme 2.1 [GLU1j}
Pour les systiémes inversibles 3 droite {d&fini au chapitre 1),
n,, estfini etn,, <o’ pourtowti ie {1,...p)
ob n'; désigne le plos grand ordre de zéro infini. o

Un exemple de calcul est fait ci-aprds. En conclusion sur 1a définition des ordres
essentiels en non lindaire, il fowt remarguer goelle se calque directement du cas lindaire -
[COM1}, en étant tountefois plus alpéhrique que matdcielle. Les prupriftés ne peovent &tre
tirées directemsnt de la matrice Jacobicone 8(¥ , .. , ¥ Vo, ..., u®-1)) gui est use
extension naturefle de la matrice de Teeplitz associée A un systéme lindaire, Les résultais -

obienus nécessitent de travailler dans le cadie alpébrgus introduit par [DIB1] quidtilise les -
ifférentielles exacies sy .

Des propriétés complémentaires donnant le lien entre Ies ordres vsseptiels et le
probEme de la commande non intecactive sont données au chapitre 3,

Chapitre 2 Analyse dos Systirmes Non Linésires
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L'rdgorithme de structure ou dinversion a &€ introduit en {SIN2] et est rappels ¢i-
dessous sous la forme donnée dans [DIB2]. Cet €criture de 'algorithme fait zpparaiire
explicitement les ordres des zéros A Pinfini et les ordres essentiels [GLU3). Ce résultat a 1€
mis en valeur dans [HUI1}, [HUI2].

Algorithme de Structure

Etape 1
¥, (x.u) . .

Calculons ¥ = ¥ {(x, u) = | _ ol "y'-lcst tel que {dx, d?}} st une base de
A =
¥,z %)

€y = spang, {dx, dy}. les composantes de y ayant 61 permutses, si nécessaire.
Etape k (k2 2)
De I'étape k-1, caleulons 5o = Yoo (x, {70/ 1<i<k-1, i<j<k], v) qui aprds une éventuelle
permmutation des composantes, pest se décompaser en:
7= R (P 1siskLigigk 0 @1
¥ = 3B 7V 1<igkigj<k)

ol ??’ est tel goe {dx, Mﬁ?}l 1€i<gk i€j<k}} est une base de &= spaa&{dx,
dy,....dy®}. O

Si nous appliguons Ialgorithme dinversion 3 un systéme X de Ia forme (1.1) , glors:

Chapitre 2 Analyse des Syst2mes Noo Linéalies
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Lemme 2.2 [HUI4]
Si I est inversible & droite,
(i) ;e €5t le plus grand ordre de dérivation par rapport an temps de 1z composante de
sonie, y;apparaissant dans (2.1} pour I1<k<n.

(il) Soit v, le prus petit ordre de dérivée par rapport au temps de yj apparaissant dans
(2.1) pour 1 €k £ n. Alors, la liste {11.....Yp} €gale la liste {n'},...,n'p} 5]

Exemple 2.1 Algorithme de structure et matrice Jacobienne étendue

10 ul xl
[G 1] ) *
Appliquons I'algorithme de structure selon {DIB2] :

? 1=¥i=u 4 sélectionnée A I'étape 1 car une entrée (uy) apparait et rend
indépendante dy; dans spang, {dx, di’}

-

el F1=9=13 1

doi ¥z = §1=%a=u1 y1+x3 1 slectionnde 3 Pétape 2
Finalement I'slgorithme de structure sélectionne les deux équations :

(')
i —u‘
{jr } {t’. - (n b
£t nous avons done:
n, =0, =2adlorsgue les ordres des 2£ros 2 infini sont o= 2,0, =1.

Pour retrouver ce résaltat, nous aorions pu calculer la matrice Jacobicnne (€tendue) '

Ix § 5o vy

I=
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en faisant 1e colcul des dérivées sucoessives des sorties, Soit ¢

u
. 1 )
y =

GﬁJ

1]
- 1
¥y={
Kb a0,

i

#ﬁz 1
o e
xsu l-h.u 1 n2+uln2

et alors pour calculer les ordres essentizls, nous pouvons examiner Ia Matrice Jacobienns
éiendue

(100 00 00 0{}\
010 g0 00 00
001 00 00 00
000 1 0 00 00O
00u x, 0 00 00
1 3
I=loo0 o 0 1 0 00 )
uai,l u, u 130 un’
focoo 0 0 0 0 1 0
\0@ o, 4'12 gi,l 2”2“1 x3 g }

Les deux lignes en gras représentent les différenticlles essentielles (selon la définition
2.1} ce qui signifie que ces deux lignes sont les premiBres lignes de la matrice (en partant du
haut) ne pouvant pas étre oblenues par une combinaison des sutres lignes,

Nous uiiliserons Ia notion d'ordre essentiel au chapitre 3 qui concermne le contrfle des
systémes non lindaires, mais d'abord examinons une autre notion de T'analyse strocturelle: Ja
linéarisation partielle.
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2.3 Linéarisation partielle

23.1 Imroduction

Lors de Pétude du découplage, 1a solution dynamigue [DES1] [DES2] modifie Ia
structure du systéme original en connectant des cheines d'intégrateurs sur certnines entsées,
Ces chaines sont complitement externes au systdéme. Dans le cas d'une solution statigue nod
réguliére, les chaines nécessaires 3 la modification de 1a structure, comme nous le verrons an
chapitre 3 devront Eure issues du systtme lui méme. La détennination des chuines disponibles
{i.e. incluses dans une partie non observable et commandable du systéme) peut fre fuite dans
le cas linéaire par la détermination de R.*, le plus grand sous-espace de commandabilité
contenu dans le noyan de Ia sortie {DES3]. Dans le cas non linéaire, le concept géométrique
équivalent: la plus grande distribution dz commandnbilité régulitre contenue dans le noyaude
la soriie (Annexe 1 page Al.18), n'est pas suffisante comme montré dans {GLU3], Dans Iz
cas non linéaire, de plus il n'y a pas une unique distribution di commandabilité non régulitre
on dégénérée maximale contenve dans le noyau de la sortie comme cela est présent€ au
chapitre 3 section 5 exemple 3.6.

La recherche de chaines dintégratenrs non observables, commandables ou non, avee
éventellement d'autres outils d'analyse devient alors nécessaire,

Le probléme de 1a Yinéarisation (partielle) est un probléme d'identification de sous-
sysitmes linaires {ou de chaines dintégrateurs). Si le probleme est totalement résolu par
Marino {MAR1] dans Ie cas d'un bouclsge statique régulier {transformations usuelles), pour
un bouclage statique non régulier cela implique dss transformations généralisées. Plus
précisément, soit une entrée & laguelle on veui connecter une “"chaine d'intégrateurs™. Sans
perdre de généralité, prenons 4y pour cette entrée. Essayons de trouver toutes les “chaines”
possibles utilisant I'état x, mais anssi éventuelloment Pentrée vy ef ses dériviaes (vobr Figue
2.1.) oft wli) est Ia dérivéz de y d'ordre j, le long des tmjectoires du sysi2me pour 1€5<k,
Nous allons montrer gue ces fonctions W sont complétement caractérisées par certdines
distributions définies sur In variétd d'éty. Les chaines dintégrateurs de 1a Figure 2.1 jouent
un rile trés important pour Ie probléme du Découplage non régalier comme cela sera montré
dans le chapitre 3. Ds plus, elle sinclut compltement dans un cedre de travail plus général
introduit récemment par Flisss [FLI3], qui est bas€ sur Yalgéhre différentiells : notions d'éiat
généralisé et de bouclage pénératise,

Chapitre 2 Analyse des Sysi2mes Noo Linsims
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v{k}{x«u] yoon ¢“§k~l}nn2r ] gfﬂ 3(x,u1) v(x)

Figure 2.1.

Pour bien définir les notations qui seront quelques fois abuzives, rappelons Ie caloul
des dérivées de v le long des trajectoires de 'état.

Y= yl)(xu) = % ) + g(x) v}

1{k+1) ] ..aw(k) - k1 aw{k) .
gllrD) = el g, 0l = —5 =) + glx) u] + th 30 w0+, pour k> 1.

Considérons pour cette section Ie systéme £ sans sortie décrit parx = £{x) + g{x) w
Sait § la distribotion engendrée par les champs de vecteurs gy, ..., gy de g. Définissons
les cheines de distributions §, € §,C... €G, ¢

§1 =0
gg" §
8, = G+adGr..+adf 2§ pourk 22

ob l'onnote A e fermeture involutive de 1a distribution A (Annexe 1, page ALS).

Les spus-sysitmes linSarisables de £ {comme considérés dans [MAR1]), peuvent
&we construits & partir des distributions §,, et en cela les §, ainsi que la preuve do
théordme suivant, peuvent £tre déduits de [MARI1]. Dans cette référence, Marino détermine
des chaines dinmtégrateurs commandables au moyen de certaines séquences de distribufi
Le théordme soivant va nous permetin de déterminer des chaines dintégrateurs qui ne sont
pas nécessairement commandables, en utilisant une seale séquence de distributions.
L'exigence dz Ia commandabilité peut e rajoutée (Annexe 3 secticn 4).

Chapitre 2 Anatyse das SystBmes Non Linézires
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Théuréme 2,1 [GLU3]
Soit W une fonction méromorphe de x. Soit k > 1, alors:

dy®-De span { dx ] 2.2)
si ct seulement si dy L G, s

Ce théoréme caractérise poar un entier k donné, toutes les fonctions méromorphes
yix) telles que leurs dérivées wit) soient des foncdons dépendantes de x senlement pour 1 €
£ <k-1. 8 nous considérons y(x) comme une sortie de notre systéme, son degré relatif est
alors plus grand on égal 3 k. Nous allons étendre le résultar du théoréme ci-dessus dans 1e
lemmie et le théoréme suivants olt nous caractériscrons toutes les fonctions méromorphes
y(x) telles que, pour un k donné, leurs dérivées 'yid) soient des fonctions dépendantes de x,
Ulgeees u(l“’ seulement, ob uy est une entrée arbitraire:

WO =yl (x, g, 1) pour 1 € 2 S k-1
1

Nous pouvons obtenir cette caractérisation par une application imimédiate du
Théoreme 2.1 en considérant un systéme étendu e, constitué du sysitne I initial avec Ie
rajout de s intégrateurs sur l'entrée uy. Alors Yo est défini sur Me = MxR®, et est déerit par:

- u %
Xe = falxe) + gelxe) y = h{x} o1 Xp = (Xlgpeees M}) h£] =“§} 2.3)
4

Ty 0 § gate)-.gale))

ﬁz G ; n“ﬁ"#““t&f.#éﬂ

avee  felxe) : }. gelxd=] 5 & : |
o a: 1|

0 15000,

Notoas par G, 1a distribution engendne par ge et définissons ¥ chafne de-istributions
G =0

l

&%

§k= e

mpmzmmmxymmmm
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k2. ,
t_;.g, = ga‘*ﬁd{gﬁc‘*- u‘“*d{;: Ge pourk 22

+ ,
Soient TM_ et TM les fibrés cotangents de Me et M respectivement (c.£. Annexe 1
page Al.6). Au moyen d'une insertign cancnique, TM‘pen.t étre considéré localement
comme unt sous-codistribution de TMe . Nous pouvons alors établir :
Lemme 2.3
Soit y une fonction méromorphe de x. Soit I <k<s,

f -1 q 2 (k‘z)
diy&-1) & span { dx, duy, ..., duy ™ )

si et seulement si dy € TM*erdy L Gge. o

Preuve: Appliquons le Théoréme 2.1 3 Z,, dy L Gy estéquivalentd :

Wi ==3;tw(x¢) pour 152 sSk-1. Alors, dy &€ TM* implique il = \y‘w(x, Bgeeny §*“”}
pour 221 et nous obtenaons le résuliat.

La condifion donnée par le Lemme 2.3 est factfe 3 tester, mais demands Fusage de
champs de vecteurs sugmentés 3 travers la définition de Gy Le Théoréme 2.2 ci-aprés
permettra une caractérisation €quivaleate mais qui nécessite seulement des champs de
vecteurs do systéme indtial

Notwons §o, 1a distribution engendsée par les champs de vecteur gh,....2m. Définissons

- k+1 k _ k
aﬂ:.g»;ga =1 §0} + 181 QQ} etpourk 21, nﬂl}gz §ﬂ =11, ‘aﬂiig}gg} +1g1 ﬂfg;ﬁﬁl

Considérons 1a ségoence de distsibutions
I'=0
3= gﬂ
I‘;;:Qﬁ%ﬁ@ﬁg-&...ﬂdié@ﬁ pourk 22,

(2.4)

Nous pouvons alors Stablir

Chapitre 2 Analyse @S}ﬁ%mcsﬁm Linfaims



Théoreme 2.2 [GLU3]
Soit  une fonction méromorphe de x. Soitk > 1,

dy®D e span [ dx, duy, .., dul? } @3)
si et seulement si
dy 1L T. (2.6) O

Soit it = n-dim I';. Nous pouvons alors définir une chaine de sous-espaces
00 = spany (dyD, 1<) por0<jsneti<k<n 2.7

gue nous utiliserons au chapitre 3 en méme temps que les résultats sur 1a linéarisation
partielle.

Exemple 2.2

1 Dy s
Reprenons lexemple 2.1 x=|%3 0 (:1)
Lo 102,
La dynamigue n'est pas complétement linfarisab!= par bouclage statique répulier car
dim span{ ad? gj : Osk<iIsjgm]} = 2 2 n qui est une ~ondition nécassaire pour la
linfarisation exacte de I'état,
Pour appliguer le théortme 2.2 caleulons
=0
— Q y
= Gp = span {gz] = span{ (9 ] etnous avons alors dxy LI etdep AT
i

—_—— 0
3= Gp+adrg Bo =span 0 ‘1} et nous obtenons dxy 1.T3.
1 0}

Nous pouvons en déduire un bouclage statique noa régulier linfarisant. Eneffet X1 =uj et
¥2 = x3 11 { +u; upd'oilt une solution statique non régulitre doanée par uy2=xy 3

x1= U =Xz

x2= X3 u= X3 X2=%3
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R3=X3Xp+XK3XF=XpUp+ XEXp= K3kptXgup =vy  soit u2=—1§+%

La dernidre partie de ce chapitre sur la structure des systdmes non linéaires est
introduction de la notion d'Interacteur et le e 1 de celui-ci avee les informations strocturelles
déja connues.

2.4 Interacteur Non Linéaire

En linéaire, 1a notion d'Interacteur a été introduite par Wolovich et Fath [WOL1],

imposée par I'étude de I'équivalence dynamique des systémes. L'imérét est de mettre ¢n
évidence cenaines propri€tés structurelles des systiémes linéaires. Morse a montré que T'on
pouvait caractériser I'Interacteur grice & In forme d'Hermite [MOR1], [ICA1]. Récemment
[LAF1] il a é&t€ montré qu'une permutation des sorties conduisait & un Interacteur réduit par
les lignes qui fournit directemnent 1a structure & Pinfini ainsi que 1a structure essentielle. Pour
les systémes non lindaires on peut introduire cette notion d'Interacteur en wtilisant 1a notion
d'inversion des sysitmes, ob seule la permutation des sorties est interdite.

2.4.2. tersetenr nion lindaire

L'algorithme d'Interacteur pour les systdémes non linéaires a8 été introduite pour Ia
premidre 1 is dans [DIB5) {cf Annexe 4 page A4.8), et permet de définir Vinteracteur pour
un systéme de 1a forme (1.1}.

Nous rappelons ici 1a procédure de calcul basée sur une version meodifiée de
Talgorithine de structure.

Algorithme d'Intevacteur
Etape 1. Soit ¥; la premiére composante de y , €crivons @

y“}) =ai{x) + hix) u

ol 17 est le degrd relatif de yy.

Chapitre 2 Annlyse dos Systémes Non Linfaires
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Etape 2. Considérons le sysiéme Zp ¢
x=f(x)+gi{x)u

(ﬁ‘*’) (axfx)) (hu()t))

Appliquons I'algorithme de structure & (2.8) de fagon A oblenir pour un entier ra 1

5'(“} 1x) bi(x)
y‘fz} (nzix,}’%’))*’ (hzcxr.}‘%’))u

avee le rang générique de (g;) =2, i=r,.. 1482-1, j=r,.. 042

(2.8)

]

Etape k+1. Considérons le systtme Zgqq :

(& = f(x) + g{x)u

hix)
| mzx,yﬁg’) (2.9)

hk(@%})

A
b
=

ob 4=l .k-1; iy =y oopetneds jp = nue.., e

Appliquons l'algorithme de structure an systme Xy,q de fagon & obtenir pourun eatier rqt

Chagitre 2 Analyse des Systhmes Non Linésires
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Pour k = 1...., p le nombre de sorties, soit
oulx, v, Y 1=1 ki rpatytne ) = P - a0 - elxy e (2.10)
olt =1 k-1 Jyg = fgeee e T 13 = e eos Tptne2, o

Tous les entiers ty, ... , 7p sont finis si le systiéme X est inversible & droite. La
procédure ci-dessus est alors définie de manidre unique puisqu'sucune permutstion de sorties
u'est possible 3 ascune étape. A partir des gy, nous pouvons définir

Déflinition 2.2 Jacobien de I'Interacteur

g{P1....,0p) .
‘ 2.11
a@?iizl g o*p‘j:i’q ao’,n) ( )

@1, 0p)
3ty ™i=1.....p)

La matrice Jacobienne 8(x, u, yPui=1.....p; j=1.....0) =

est appelé le "Jacobien de I' Interactewr” de X. Le rang de 1a matrica

noté r* est appelé le "rang 3 1'infini” par les colonnes de I'Interactenr (pour conserver une
appellation issue des systémes linéaires). a

Exemple 2.3 a) Interacteur d'un systéme linéaire
Examinons un exemple pour mieux comprendre le role de Interacteur. Caleulons Ie
sur Pexemple linéaire proposé par Wolovich et Falb [WOL1].
Xy =- X1+
X3 =-2 %2+ 0z
1.:.3 =-3x3+ 1 {2.12)

xg=dxq+m
yi=x1+x
y2=x3+ %4

L' algorithme d' inversion qui ceincide dans ce cas avee I'algorithme d'Interacteur (pas de
renumérotation des sorties) donme:
y1=-x1-2x2¢(1 Du

Dy 2P 4 16x0-27x3-64 x4+ (6 Bo

Chapitre 2 Anslyse des Systbmes Noa Linédims
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Posons zj=y etza= yg‘” . y?’ 42 y‘?‘}

En utifisant la ransformée de Laplace, on peut transposer algorithme de 1'Tnteractenr dansg
le domaine de Laplace et on obtient alors les mémes opérations que celles dégrites dans
[WOL1], ce qui donne Ja matrice de transfent de%-(% =1(s) = [‘“"53 +252 33]' Cerésultat a
#1é établi dans [FUR1] pour les systémes linéaires,

On peut exprimer VInteracteur & partir du "Jocobien de lnteracteur”, qui est ung
matrice & valeurs néelles dans ce cas, par:

2 g3 ¢4 T ,
I(s)zg[ 8 8§ 5° § D0 0 ‘D} (2‘13)

00 0 0 s s2 g3 g4

11 est montré dans le cas lindaire [LLAF1], qu'il existe une permutation des
composantes de sorties telles que PInteracteur du systéme résultant est néduit par les lignes,
c'est & dire qui fournit 1a structure 2 linfini comme degrés des éléments de sa diagonale,
Différentes permutations des sorties penvent conduite i des Interacteurs diffécents. On peut
remarguer qus lalgorithme de structure originel de {SIL1] donne un Interacteur rédoit parles
lignes:

(2.14}

TR o
M

Q -t w e [

P 4 y
ol o'y Sn7s.. Sn%.

Pour les systémes non linéaires, en utilisant la relation entre 'dlgorithme diaversion
et les ordres essentiels (rappelée en section 2.2.3), on peut calculer les ordres esspntiels nye.
des sorties y; & Vaide de Talgorithme d'interacteur pur:

e = max {k 1-28Le 0 ) iy, .,
o les fonctions ¢ sont définies par Vexpression (2.10). ' s 3 i
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Exemple 2.3 b) Interacteur d'un systéme non linéaire

0y 100
0 x5 00 |™ X,
. ={ 1
x={% (41000 ||% ?~—()
0 D10 iy ] X2
\ 0 001

L'algorithme d Interacieur sé€lectionne :

[y1=u C|ei=yi-m
{ . 50H
$5 = xayP 220 Yo 1o p2=55 - x50 - 2%y i w2

{ce qui nous donne également les ordres d'essentiallitd {3, %)),

aﬂ?l L *1%)
a@%.)tis 1 gon »quj-"‘l.. . ‘.,n}

Le Jacobien de I Interceteur ent

5[ 0 0}J]0 0 0 O B]
«ug«Z}m-xg 0 010 01 0 0.

Le rang de 1a matrice — Bt(m?.*,%} est le "rang 3 I'infini" par les colonnes de
3y"i=1,...,p)
Ilnteractear : r*=rangde [ _.‘,?3 ? ]== 1

Nous allons maintenant examiner des propriétés de Vinteracieur guoi seront utilisdes au
chapitre 3 section 3 lors de Fétude de Uéquivalence de deux systimes. non linéatres.

Une premigre propriété de I'nteracteur est quiil est invariant sous bouclage Statigue
Propusition 2.1 [DIBS)

Soit E un systtme de 1a forme (1.1) careé et inversible 3 droite, et s0it Q un bouclage
statique régulier défini par u = afx) + B v. Soit § et 49 les Interacteurs de et Le Q
respectivement. Alors,

‘ 1
0x, u, }*?})zﬁ%" ¥ l"im’i ve- -1
- \ o

Chagitre 2 Analyss des Systbmes Nou Linéaires
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Une deuxitme propriété importante de I'lnteractenr est que son “rang A Vinfini® par
les colonnes est un invariant du systtme:

Proposition 2.2 [DIBS]
Suposons que I soit inversible & droite et sct :
Y = span (dx, dyi, .dy®ieD =1, .., p), alors
r* =p - dim [Y rnspan{du}] o

Ce résultat montre que r* est indépendant de la permutation des sortics done que 1#
peut étre calculé par cxemple par I'algorithme dinversion {SINZ).
2.5 Conclusion

Duns te chapitre, trois contributions & Fanalyse structurelle des systémes non linéaires -
ont & présentées. Deux de ces contributions ont leurs équivalents pour les systémes
linéaires. La troisidme est un développement de travaux de Marino; ces trois notions vont
gire utilisées dans Je chupitre suivant relatif au contrile des systémes now tinéaines,

La notion d'ordre essentiel que nous avons définie dans [GLU1] a 1€ reprise depiiis
par différents auteurs [HUI2], [BON1], et récemment aaas [ELAI]}, un¢ spproche non
algorithmique est venue compléter ce travail. Signalons enfin que 1a notion d'essentialité a 16
développée indépendamment dans [XTA1], Cette notion d'ordre essentiel, comme dans le cas
des systdmes linfaires, est capitale pour 1a définition d'un compensateur permettant le
découplage dynamique minimal comme nous le verrons au chapitrs 3.

Le probléme de 1a linfarisation partielle, comme présentée iti, sera un élément de base “
pour I'étade du probléme de Découplage Statique non Régulier au chapitre suivant. Maisen
1ui méme, ce probleme s'inscrit dans ls cadre de ravanx récents danalyse des systémes non
lindaires [FLI4] et il est en particulier représentatif de Vapplication de la notion d'état
généralisé

Fnfin, la notion d'Interacteur pour les systémes non lir
directement liée  T'algorithme de structure et nouy sera utile pour étude de I'équiv
deax sysitmes non lingaires comme définie au chapitre suivant.
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Chapitre 3 Contrdie des Systéemes Non Linéaires
3.1 Introduction

Des moyens de I'analyse structurelle pour les systénies non linéaires ont &4 rappelés
an chapitre 1 et présentés au chapitre 2, nous allons maintenant les utiliser pour I'étude d'un
certain nombre de problémes de commande des syst2mes non lindaires, Dans une premidre
sous-section et dons un but d'éclaircissement des nofations, une revue das différents types de
compensateurs sera faite. Nous définirons un nouveau compensateur: le Compensatenr
Dynamigue sans structure & 'infini 2t un cas patrticulier de ce type de compensateur; le
Bouclage Dynamique Pur [DIBS5]. Dans les sections suivantes, nous trailerons ensuite de
Découplage sous Compensateur dynamique, Statique, Régulier ou non, de 'Equivalence
sous Compensateur Dynamique, et de la Stabilité d'on syst2me découplé,

3.2 Classification des Compensateurs

Comme précédemment, nous nous intéresserons sux systémes T de Ia forme (1.1).
Nous avons vo qu'une description de ce type est moins générale que celle proposée en
[FLI3] mais est classique dans le cadr de I'étude des sysidmes non lindaires [1IS14] et est
suffisante pour la description d'un yrand nombre d'applications dont certaings seront
présentées au chapitre 4.

Définition 3.1 Compensatens Dynamigue
Un Compensateur Dynamigue (DC) pour un syst2me X (1.1) est un systdme avec les
entrées x, v, 't € et la sortie u de 1a forme:
|&=M(E x) + NE x) v

DC=
lu=PFE . x)+ G, x) v

o £ appartient 3 un ouvert de RY, + ¢ B®, p< s € m. Les composantes de M, N, F, G sont
des fonctions méromorphes de (x, E). o
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Le rang p. du Compensateur Dynamique doit étre compiis comme le rang du gystéme
bouclé (X « DC) avec 1a sorde u et lentrée v, Cest & dire:

p. = dim span{ dE, dx, dx, ... .dx(@), du, di), ... , dufe?}

- dim span{ d&, dx, dx, ... ,dx{®, du, di, ..., duls-13}

oi les sous-espaces sont calculds sur le.corps des fonctions ratonnelles en v, viD, .., vint)
avee des coefficients qui sont des fonctions méromorphes de x et &,

Un exemple de Compensateur Dynamique est présenté ci-aprds : exemple 3,3,

Définition 3.2 Précompensateur
Un Précompensateur (PC) pour le systéme Z est un systdme avec V'entrée v et 1a sortie u de
la forme :
{n=Mmn)+Nn) v

PC =
u=Fn)+GMn) v

oll j appartient & un ouvert de RY, v € RS, p €5 S m. Les composantes de M, N, F, G sont
des fonctions méromorphes de 7. o

Remarque 3.1
Dans Ie cas des systdmes linéaires, il existe des matrices de transfert propres F(s) et G(s)
telles que le Compensatenr Dynamigue et le Précompansateur puissent 8tre derils
respectivernent sous 1a forme u =F(s) x +G{8) vetu =G5} v.

Définition 3.3 Compensateur Dynamique sans Structure & 1'Infini et
Bouciage Dynamique Pur
a) Un Compensateur Dynamigue sans Structure i 1'Infini (noté sans 8.) pour
un sysitme £ est un Compensatenr Dynamique (DC) dont lo ranp est épal dcelui dala
matdce G(E, x).

b} Un Compensateyr Dynamique sans 5. Régulior est un Compensatéu
Dynamigue sans S.. avec v € B™ et de rang gal 3 m.

) Un Compensateur Dynamique sans §. est un Bpuclage dynamigue p
du® e span{ dE, dx, dk, .. dx0), dv®)}, k20

Clapétre 3, Contrdie des Syst
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Exemple 3.1 Soit un syst2me I de varisbles d'éint x1, x2, x3 et dentrées uj et u3,
un compensateur é =X] %2

ug =§ x3
u=v est un bouclage dynamique pur.

Remarque 3.2

Un Compensateur Dynamique (DC) est alors un Compensateur Dynamigue sans Se. si
et seulement s'il n'a pas de zéro & Vinfind. Si dans le cas non linéaire, la notion de propreté
peut étre vue comme l'existence d'une réalisation qui ne comporite ascune dérivée de lentrée,
alors un Compensateur Dynamique sans 8. Régulier peut re vu comme un compensateur
bipropre , (propre et d'inverse prapre ).

Remarque 3.3
Considérons un Compensateur Dynamigue (DC), soit i = col(€, x), et soitr le rang

de G. On peut alors pantitioner u de fayon que G = [ 1] avec rang Gygragy =7, Galm) =
ain) Gy(n), &« éant une matrice méromorphe de 1. Soit Fy, Fy telle que F *"‘[Fz]
partition correspondante de F. Soit w tel que dim w =m-s, alors on peut &erire:

SESEERIE

F 1 C 1rg
ou iuzg]“}’a(n) I]_gl g]{:’]

Le Compensateur Dynamique sans S.. peut se décomposer en un Compensatenr
Dynamigue sans S. régulier en cascade avec une transformation d'entrée non ségulidre.
Exnminons maintenant une propriét€ des Compensateurs Dynamigues sans S Réguliers:

Théoréme 3.1 [DIBS]

Pour un systtme X bouclé par un Compenssteur Dynamigus sans Sw. Régulier, les
Structore 3 {intni S.. £t Structure essentielle S, aprés bouclage sont identiques aux Structure
i linfini S. et Structure essentielle S, do systéme avant bouciage,

£ciproquemeant, supposons que L soit carré et inversible; si un compensateur
dynamique {DC) lnisse 8..{Z) invariant, alors (DC) est un Compensateur Dynamigoe sans

SM Kéguﬁﬁr. a

Chapitre 3. Conwdle dos Sysidnies Kon Linfaires
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3.3 Ordres essentiels et Découplage

De manigre homogene avec les notations et les notions de base présentées au chapitre
1 et en section 1 de ce chapitre, le probleme du découplage par compensation dynamique est
posé comme suit:

Probléme du Découplage:

Trouver si possible un compensateur dynamique de 1a fonme:

E=M(E, 1)+ N, x) v

DC= M
lu=F(E, x)+GE, x) v

ob te RY, v= (vi,,..,,vs)t, pSssm,telque

d}’fﬂ € spang,, [dx, d&, dv;, ..., d??"n} pour i€ (l,...,ph k2. (3.1)

et
dy™Pe span,, , {dx, d&] pourie (1,...pl. (3.2)
olt ¥ désigne e corps des fonctions rationnellesen v, ..., v avec des coefficients qui
sant des fonctions méromorphes de x etde £, a

L'4guation (3.1) représente Ia non-interaction des nowvelles entrées v,... si¥p e 3.2
Ia condifion de commandabilité fonctionnelle de 1a sortie,

Noas pouvons muiptenant établir 'application majeure des ordres essﬁnhﬁs 0,
(déBnition 2.1), au probléme do découplage dynamique. Le casstatique serd. 1
cas particulier obt q = 0. Remarquons qu'il n'y @ pas de condi

Chapitre &Cmnﬁkms}*mmmmé
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compensateur ¢t qu'il n'y a pas 3 notre connaissance de résultat aussi général dans la
littérature . Certaing de nos résultats ont ét€ reformulés récemment indépendamment de tout
algorithme par El Asmi [ELAI]

Lemme 3.2 [GLUI}
Les ordres n,, i € {1,...,p}, ne peuvent décroitre sous l'action d'un compensateur
statigue on dynamique. o

Ce lernme est utilisé dans la démonstration du théoréme suivant ainsi que Ie lemme
2.1 du Chapite 2.

Théoréme 312 [GLU1]

§'11 existe un compensatenr (statique ofi dynamigue) qui découple le
systéme Zﬂdc 1a forme (1.1) nlors

n{Z)2n (E) e {l..p} (3.3)

od I désigne le systtme découplé. De plus il existe un systtme découplé '
{(évenmellement étendu) calculé A partir de Zu tel que

0 (T )=n, () i€ (L....p). G4 O

La preuve de ce thforéme utilise l’alfg,miﬁ?ms: donné dans [DES1]. A partirde {FLIL],
et {DESZ2}, nous savans que st X peut &tre déopuplé, alors il est nécessairement inversible &
droite, alors du Lemme 2.1, on peut déduire que tons les entiers auxguels i1 est fait référence
dans les équations (3.3) et (3.4) sont finis. Du Théoréme 3.2, deux conclusions peuvent Etre
tirfes qui montrent 1z rdle important des ordres essenticls dans Ia strocture des systémes
bouclés et en particulier dans le cas du découplage. Ces conclusions snnt formulées daas Iss
deux corlitires suivants.

Chapitre 3. Contriiledos Sysibmes Non Lingatres



Corollaire 3.1
Les ordres essentiels {niﬁ}prmnt invariants sous bouclage statigue régulier

u=Fx)+Gx)v. g

La preuve du Corollzire 3.1 peut tre déduite & partir du Lemme 3.2 mais c'est en fait
une conséguence immédiate do caleul

B(X' i’_y tar 4 'y{n) } - a{x‘ i, . ven },(n) )
Ax, v,... , vi-1h Ax.u,... , u®D:

ax, u,... . u®Th
Ax, v.... , vie- 1l

ciH= est une matrice carrés de rang plein.

Une avtre conséguence du Théordme 3.2 et de I'8galité des listes {:af}p, fn‘i}!3
MO0OZ] est:

Corollaire 3.2 [GLU1}

Les trois listes { ni'}p. {u’i}g and {nie}p sont gales si et seulement si 25
peut Etre découplé aver un bouclage statique répulier sur Pétat, o

La liste {nge . i=1.....p} représents 1a plus petite structure qui doit &tre atteinte poor
découpler E. La méthode de découplage consiste & accroitre 1a strocture & Finfini originelle
{n'.i=1....p} pour attieindre la condition (3.2).

Exemple 3.2

En appliquant I'algorithme d'inversion, nous avions calpul§ pour lexemple 2.1 les
struetures & Iinfini et essentielie, soit:

.!__ * -— s iw
ni-z.n‘,g_l 0, =n, =2

Cet exemple peut &tre découpld en modifiant sa structure par ladditon dun

intégratenr sur Fentée uy; cetie opération porte o'y 32 et Inisse n’i inchangé,

Une interprétation physique, des ordres essentiels donnée en linfaire [COM1] est que
les o représente I différence entre 1a structure 2 Vinfind du systme entier Eﬂ et 1 sous-

Chispitre 3. Contrile des Systbmes Noo Linaires



51
systéme X! défini par les dynamiques {1.1.a) et les p-1 sorties (yl...ﬂyi-l. Yot yp} Ce
résultal se retrouve pour les systdémes non linéaires dans le théordme suivant.
Théoreme 3.3 [GLU1]}

Soit un systéme Ty de la forme (1.1) inversible 2 droite, et notons {nj(Z}} les
ordres des zéros & Iinfini du systéme, alors pourie {1,....p} :

P 1l
= FayZE,)- Tao'y{Z). 3.6;
me= T0jE) - I o) (3.6)
B

Exemple 3.3 Robot mobile

Soit les équations shmplifies d'on robot muuile:

rco5{x3) uz
x = { sin{x3) nz) y= (: ’) comespondant & Ia figure ci-dessons:
ﬂl 2
A
%, X3
%
figure 3.1 Robot mobils

avec u; In vitesse angulaire av centre de Pessien et up 1a vitesse longitudinele dans Yaxe do
robot. Appliquons I'nlgorithme de structure:

§1=y1=costxa)uz  sflectionns 4 Fétmpe 1

X~ .
et ¥1 = y2=sin{x3) v2

doi Yi=Wa= ms'j(x 3 uy ¥3+1g(x3) T sfle Lonnd & Pétupe 2

L'algorithme de structure nous donne les ordres essentiels ng, ={2, 2] et les ordres
ges zEros A Vinfind Y ={1, 2}. Le robot mobile pc -s2de danc un dffuut de structure de 1

Churpitre 3. Contrile des Sysu os Noo Linéires
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gue nous pouvons combler en mettant un intégratevr devant entrée vz, La mise don
aﬁégrﬂlem’ devant ug (qui devient alors un é1at z dans Ie systéme étendu) va “reterdzr” yo
dans l'algorithme d'inversion. Pour le systéme érendu, nous obtenons alors Iinversion:

¥1=-zsin{x3) oy +cos{x3s) v’z  avec u'z (=2) estla nonvelle entrde du systdme
¥a=zcos(x3) vy + sinfx3) vz

Les n; sont maintznant éganx &ux nye respectifs. Un booclage statique découplant et
linfarisant peut alors &ire calculs en résolvant en uy et u'z Ies €quations ¥ = v, ¥ =va en
foncron des nouvelles entrées vy et vz. Le Compensatenr Dynamigue complet paut alors
s'écrire:

z = sin(x3) vz + cos(x3) v1
uy = (cos(x3) vz -sinGx3) vi)
uz =z

ol vi et v2 sont les nouvelles enmrées et le sysitme booclé 2 comme égquations
entréey/sorties: Fi=vi, Ya=va

Un placement de pSles pour ces doux systtmes linaires monovariables permet alors
de choisir l=s dynamigues de v et y3.

On remarquera Ia singolarité en z = 0 qui ne pose pos de probléme en suivi de
trajectoire mais en pose un & lamér

3.4 Découplage des Systdmes Non Linéaires spus Bouclage Dynamique Pur.
3.4.1 Tnirc ion

La motivatdon de cette ssetion est de déierminer dans quel cas un Bouclage
Dynamique Pur {(définition 3.3) peut résoudre 1o probléme do dwwpiagz siun Bmsﬂagn
Starique Régualier ne le peut pas (Le {n] # {nja]). La notion dinteracte st ut itre
2 section 4 sera utilisde ponr exprimer one condidon néoessu) i 3l résolution
do Découplage aun mnymé”nnﬁmkgahymmqmc?mwgunzxmm&mﬂ:
cette conditun soat parfaitement analogues aux travaux de Commailt &t Dioa [

* 25 systémes Hnaires.

.
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Le probléme du découplnge a £16 défini en section 3.3.15 de plus le lien entre
les ordres d'essentialits et I'algerithme de structure a €t présenté en section 2.2.3 ot f'on a
oot 4 el nje respectivement les plus petits et plus grands ordres de dérivation apparaissant
dans les équations sélection.r s par 'algorithme de structure. Notons pouri=1, .., p,

B =i~ %

S$i le syst2me est inversible 3 droite, les & sont finis et la liste {8 0+-  ..p}
représents 1a “différence” entre 1a structurs essentielle i la structore 2 Iinfini.

Le théordme sulvant donne une condition nécessaire et snffisante 3 la sojutien du
probléme de Diécouplaye an moyen d'un Booclage Dynamigoe Puor. Deux lemmes
préliminaires sont donnés ci-dessous car {ls ont leur propre intérét pour Manalyse strocturslle

Lemme 33 [DIBS]

Soit un systéme T inversible 3 droite. Alors 11 existe m-p composantes de x, notfes xy, ...,
x; . telles que
span{dxy,....d%mp}® span{dxd¥.....dy[®)] = span{dx,dudy....dyi®}. (3.7
g

Le lemme 3.3 donps une notion g sous-syst2me commandable e non observable qui
joue le rile d2 R* en ndaire, le plus grand sous espacs commandable contenu dans s
noyan d2 1a soriie.

Rappel: nous avons défini (D& 2.2} r* le “rapg 2 1infini” par les colonnes de
VInteracteur qui correspond au nombre de sorties pour Iesgoelles § =0 .

Chapitee 3. Contsile des Sysibres Non Linésires
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Lemme 3.4 [DIBS]

Soit un systéme X inversible & droite. Soit Y = spad {dx, dy;, . d}@(‘“ﬁ i=1, ..

pl. Alors il existe p-1* composautes de la sortie, notées {yy, j € T}, telles que en posant ¥
= sprn{dx, dy‘ﬁn,j € J,1<i<nge-1), onait:

Y A span {do} =¥ ~ span {du). 3]

Le lemme 3.4 est instrumental car it permet une sélection convenabls des sorties
auxquelles on applique P'algorithme d'Interacteur et par i une association convenable des
entiers ¥ et e,

Ces iemmes trouvent particulifrement leur intérét dans le cas d'un systéme inversible
i droite et possédant éventuellement plus d'enirdes que de sorties; ces résultats peavent &tre
considérés comme des outils pour 'étun: o probigme de Morgan (présenté en section
sujvants) et sont wiilisés pour le théoréme suivant .

Théoréme 3.4 {[DIBS]

Soit un systéme Z inversible & droite. Le probléme du découplage entrées-sonties a
une solution au moyen d'nn Bouclage Dynamique Pur si et seulement si @
m-p2=p-r*,
ob r* est le "rang & l'infini” par les colonnes de 'lnteractzur de £, De plus le probléme do
déconplage entrées-sorties a une solution au moyen d'un Bouclage Dynamique Pur Régulier
si et seulement si il a une solution per Bouclage Statique Régnlier. s}

Le théordme 3.4 généralise aux sysiémes non linfgires les révultats tablis dans le cas
des systémes linéaires pour ie probléme du Découplage par Bouclage Dynamiqus Pur
Régulier ou non Régulier [DIO1L

Remargue 3.4
Cette condition {m-p 2 p-r*) est avssi une condition nécessaire pourle découplage par
bouclage statique non régulier sur Pétat.

Clispitre 3. Coatrile dos Sysmes Not Lindsires
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Exemple 3.4

70 10 ;

O x3 00 1M ;
x=1 % 1) OD t )'=(x}

L0 GO

Les ordres des z£€ros  'infini e1 les ordres d'essentialité soot respectivement {m, m} = {3,
1] et {nye, n22} = {3, 3}. L= condition do théoréme 3.4 est satisfaite puisque r* = 1. Une solution
peut &re construite en appliguant la méthode donnée en Annexe 4 page i6 : un Bouclage
Dynamique Pur qui rend 1z matrice de découplage inversible est alors

3.4.3 Conclusions

Nous svons utilisé le concept d'Interacteur (ou dun moins son "rang 2 Ninfini® par les
colonnes) pour les sysitmes non linéaires introduit en section 2.4 pour résoudre I probléme
dz Découplage entrée-sortie sous Bouclage Dynamigoe Pur. Cest une généralisation des
résultats do linéaire [DIO1], ¢t une approche pour 1a solotion générale do probieme de
Morgan ie. le probléme du Découplage par Bouclage Starique non Régulier. Le seul résuliat
disponible pour ce probléme [GLU3] est présenté dans la section suivante,

3.5 Probléeme de Morgan (Découplage Non Régulier)

3.5.1_Introduction

Dans cexte section, sauf précision contraire nous considérerons le systtme Zolim=
p+l. A notre connaissance, le seal autre résultat duns Ia lntératore sur ie probléme de
découplage statique non régulier est [CHENT], 1 est cependant plus faible que notre réaultst
gul contient mEme une nouvelle contribation pour In solgtion du problgme de Moepac densle
cas des systdmes linéaires, dont 1a solution est &ablie pour les systtmes "décalés” [HER1],
HMERZ], [HER3], {DES3], [DES4] c'est & dire les syst®mes aver des sorties ayent méme

Chepitre 3. Contrélle des Systémes Non Linkaires
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ordre essentisl. L'exemple donné par Herrera et Lafay [FIER1]montre bien que la condition
donnée en [DES3] n'est pas suffisante poor un sysiéme non “décalé™.

D 1000
6 Y [o0100)
' 0000
x5 0000} Xt
x=] x J+]1 0000 y:( :1;2)
{ O 00101 X1+X3
=) | 888
X9 ‘
o / \ooo1/

Ce systeme satisfait dim R* = 3, qui est précisément le nombre d'intégrateurs que
T'on doit connecter & uy pour rendre le systéme découplable mais en fait il n'y a pas de
bouclage statique qui résolve le probléme de découplage, Les résultats de cette section sont
une application directe des technigues présentées au chapitre 2, section 3. Le probléme du
découplage (régulicr ou non) peot e posé comme suit.

Probléeme de Morgan.

Emnt donné un systéme I, trouver si possible nn compensateur statique u = ox) +
B{x) v tel que pour tout x

dy;™ e spangfax] (3.8)
e dy® e spang (dx, dv,...dv%D) powri<igp,0<¢k<n 3.9

ot v = (V1,-...Vp, ¥pe1), Vpel peot £tre vide, et Festle corps des fonctions rationnelles
de v, ... ¥ avec des cocfficients qui sont des fopctions méromorphes de x. o

La condition (3.9) représente 1a condition de non inzraction :th mngiinnu
{3.8) donne la commandsbilit de 1a sorte y; {par 'entrée v). Commammdé
qaﬂxypcﬁsccmpemameﬂmmm‘hmﬁhérmm, aussi nous suppost ioute:
cone section gue X est inversible 3 droite,
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La résolution du probidme de découplage utilise de manire intensive les notions da
structure 3 Vinfini rappelées an chapitrel, section 3 et de structure essentielle définie au chapitre 3,
section 2. Les deux lisies d'invariants carrespondantes jouent un rile crucial dans le probléme de
découplapge comme vu dans ce chapitre ; Théoréme 3.2 et Corollaire 3.2

Soit &l = spange {dx, dyj...., dy{;’“' 1}}

Lemme 3.5 [GLU3]

Un systéme inversible & droite Z peut Etre découplé par un bouclape statique
régulier si et seulement si

Vi=le..p & ¢ span {dx} (3.10)
o

La preuve est immédiate 3 partir de la définition des ordres d'essentialité nj.. Notons
n; le degré relatif de la composante de sortie yj, alors nous avons:

Théoréme 3.5 [GLU3)
1 existe un bouclage statique sur P'état qui résout Ie probl2me du découplage
de I si et seulem nt si

th) Jie {loonpl! Yi=l..p, Slc & (3.11)

e @@ o ¢ spang,{dx, d..... dy™) (3.12)

ot 8 =dim (& fspan dx}) et Q352> ... > D ...est la chaine de sous-espaces
définie par l'expression (2.7) au chapitre 2 section 3 associée 3 vy ;—.}éﬂ;{ o

Chopitre 3. Contrle des Sysibmes Non Lingsires
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La condition (i) exprime 1a imitation du nombre d'entrées puisqu'il est nécessaire
qu'un seu! espace & contienne tous les autres espaces &1, Cette condition peut éire
&palement ubtenue 3 partir de la remargue 3.4 o m-p=1% il est nécessaire que 1e "rang 3
I'infini® par les colonnes r* soit 2 p-1. La condition (if) représente l'existence d'one chaine
d'intégrteurs nécessaire pour découpler par bouclage statigue: cette chaine est commandable
dans le sens 05(6) @ spang {dx} et non observable au sens de (3.12). L'exemple 3.7 traité
ci-apr2s est un exemple d'application do thfortme 3.5.

Remarque 1.5

La définition de vy w'est pas unique puisque différents indices i peuvent satisfaire
(3.11); quoi qu'il en seit Iy conditions do Théordme 3.5 sont équivalenies §i différentes
entrées vy sont considéndes.

Exensple 3.5 [IS12)
G .

01 0)™

. Ix O} r )

x= 04 + 3 i0 {:2} y:(;;xs}
0 o001\

Calculons la structure 3 I'infini : {n'1; n'2} = {2; 1}, et 18 structure essentielle :
{n1e. n2e} = {2, 2). En posant uy = x4, la nouvelle structure & Vinfini devient {#iy, fiz} =
{2, 2} et la structure essentielle est inchangée. Le systéme aveg les entrées up et uy est alors
découplable. Cet exemple représente pleivzment les aspects non lindaires du probléme
puisque R*, 1a plus grande distribution de commandabilité wgulidre incluse dans le noyan
de 1a distribution dy est nulle dans Ie voisinage d'un point régulier [IS14] et contrairement au
cas lindaire [DES3], R* ne sert pas pour résoudre localemsni 12 probidme du découplage, Tl
existe une distibution de commandabilité dégénérée non nulle IND1] contenve dans ker dy,
précisément span {g2(x)}. Ce concept de distdbution de commandabilit dégénérse est
difficile 3 utiliser pour les systémes non linfaires en général car il n'existe pas toujours un
élément maximal unigue dans 1a classe de ces distribufions contenoes dans ker dy. Cela est
illustré par 'exemple suivant
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Exemple 3.6

X1
()
x2

On vérifisque :
———— 3 3 a
5’{. {adhgxgz k20} = spm{axg ETEE } et

Ry = spanfadf £2.k20) = spanfg—-»a—g a;* 1

sont deux distributions de commandzbilité dégénérées contenues dans ker dy. Elles sont
maximales car on vérifie que toue distribution de commandabilité contenant &y +R.7 ne
pourza £ire incluse dans le noyan de 1a sortie.

Exemple 3.7

Sur cet exemple comme caleul? en Annexe 3 page 6, R* n'est d'aucune zide pour rendre
Ia structure & U'infini égale & la structure essentielle dans e but de découpler car Ia dynamigue
restreinte & S+ n'est pas totalement lindarisable. Pour vérifier les conditions du théortme 3.5,
calculons:

&Y = span {dx, dlx2 + up), dlaz+ 01) ] 62 = span {dx, duy, dBy } qui vérifient i
condition i du thénréme (Iz nombye dentrées & retarderest 1).

etdim (8! /span {dx}) = 2 permet de caleuler que «

Q" = span (dxg, duz, iy, dlxs i1+ myuD } ¢ speng, {ex, G- &)
ce qui satisfait 1s condition ii)

Une solution au booclage statigue non régulier pent £ve construit (Annexe 3 page 7). Elle
consiste i déterminer une chaine "généralisés” de deux intégratenrs qui peuvent &g représentss
per Iz figure 3.2,

Chapitre 3. Contrdls des Systémes Non Lindsires



Figure 3.2,

Nous avons €tudi€ ici 1= découplage statique non régulier en utilisant les résultats
d'analyse présentés au chapitre 2, ce qui nous a permis d'établir une condition nécessaire et
suffisantz constructive dans le cas p+1 entrées. Cecl clit pour ce chapitre Pérude sur le
découplage. Maintenant Iz notion d'équivalence de deux systémes non lindaires va étre
abordée.

3.6 Equivalence de systémes non linésires sous Compensateur Dynamique

3.6.1 Ingroduction

Comme dans 1a section concernant le probléme du Décovplage sous Bouclage
Dynamique, Iz notion d'Interacteur va étre utilisée, ici dans son rSle premier, c'est & dire poar
caractériser 1a notion d'Equivalence de syst®mes non linéaires sous Compensation
Dynamique (comme cela a €€ fait pour les systémes linfaires [WOL1]). L'équivaience
dynamique est en fait un cas paniculier du probléme d2 poursuite exacte de todéle ob les
rles du modéle et du processus sont échangés de maniére symétrique.
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Définition 3.4

Soit deux systtmes El = (£, gi, hi) de la forme (1.1) pour i=1, 2, avec Vétat xi
appartenant & un ouvert de R, des entrées vl € R™, des sorties yi & R™, Supposons que
i(0) = 0 et hi(0) = 0. Alors £ and E2 sont dits éguivalents sous compensution dynamigue
au voisinage de U'origine (et nous écrirons I! - I2) si il existe des entiers g;, i=1, 2, des
Compensateurs Dynamigues DC! pour X, avec un éiat € appartenant 3 un ouvert de R,
ayant {'origine cornme point d'équilibre, et € > 0, tel qu'll existe T » () aveo:

yE O 0.0, 42) -y (10,02 =0. pour tout u? dans L{0, T] satisfaisant lli2fi <&, et
yf = (DCY 1. 1 our tout ul {eFai Y

(t,0,0,0") -y~ {0, 0!) =0, pourtoutu! dans L..{0, T] satisfaisant {lu'll <&,
pour tout 0 S1<T. 0o

Ceci définit une relation d' équivalence. De plus, si £ ~ X2, alors 1. £2, o $1=
IloQlet =20 QZ, avec Q! et Q2 étant des Bouclages Statiques Réguliers. Dans le cas
de systdmes linéaires E! et 2, cetie relation d'équivalence correspond 3 poarsuivre le
systéme Z! en appliquant 3 £2 un compenrateur approprié et vice versa. En fait 1a définition
3.4 est une version plus forte du probléme de poursuite de modile exacte comme défini dans
[DIB3}: ici, le modale doit pouvoir &tre poursuivi par le processus, mais de plus la réciproque
doit étre vraie. En ofalité, comme cela est fait dans le cas du probléme de poursuite
asymptotique de modle [DIB4], on pent aussi définir 'éguivalence asymptotique de deux
sysimes non lindaires.

Dhans le théordme suivant, nous établirons une relotion entre Péquivalence dynamique
et I'équivalence sous Compensatenr cans S Ceci montrera aussi que V'éguivalence
dynamique peut 8tre vu comme un c¢as paticulier du probléme de powssuite exacte de
moddle, ol Ie probl2me de poursuite exacte doit otre obtenu par un Compensateur sans Se.
Régulier. 8i X1 et I2 sont des systdmes linéaires avee des matrices de transfert 'W(s) et
W ,(s), nous aurions le fait que T1 et 22 sont équivalenx, si et sentement s, 1l existe un
compensateur bicausal B(s) tel que W ,{s)B(s) = W,(s) [WOL1]. Dans le théor2me suivant
nous devons supposer que 1 e1 22 sont inversibles 3 gauche av voisinage de Torigine
{DIB4]. Ceue hypothdse est certninement satisfaite si I et E2 sont inversibles 3 pauche et
que Yorigine est un point régulier pour I'algorithme de structure.
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Le théordme suivant montre que 1a notion de Comipensateur sans S. est imposée par
'étude de I'équivalence dynamique.

Théoréme 3.6 [DIB5]

Soit deux systémes E! et 22 satisfaisnnt les hypothises de la définition 3.4.
Supposons que £1 et £2 soient inversibles 3 gavche en 2éro. Alors, I1 ~ 22 5 et senlement
si my = m, et il existe un Compensateur sans S.. Régulier (RDCO) pour ! défini localement
dans un voisinage de 'origine, ayant comme entrée 12, sortie u!, M(0,0) =0, F(U, 0) =0, et
un £0, tel qu'fl existe T>0 avec la propridté:

y= *RDCOy 0 0, u2) - y23(1, 0, u2) =0, pour tout u? dans Lo{0, T] satisfaisant ull <&,
pourtom 0 €1S°T. a

La seconde condition ob les roles de X1 et 22 sont échangés est redondante dans
I'énoncé do théordme 3.6 dans la mesure ob elle déconle du fait que le compensatear est
inversihle.

Une condition nécessaire et suffisante structurelle d'équivalence dynamique pour les
systiines linfarisables entrée/sortie est donnde par le théoréme suivant. Bien gque partiel ce
résultat constitue une pénfralisation évidents du cas lindaire,

Théoreme 3.7 [DIBS]

Soit 1 et £2 selon la Définition 3.4, avec my = ma = py = pa. Supposons que E! et X2 soient
inversibles et lindarisables enirée-sortic par un bouclage statique régulier sur I'état en 2éro, Alors,
£1 ot £2 sont dynamiquement équivalents au voisinage de Vorigine si €t seulement si letrs
Interacteurs coincident. |

éwpmmlagéaﬁmhmmﬁa{wmhnammp}%mm ECES it
en non linfaire. Retenons gue 1a notion de proprets i'a pas & gé
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3.7 Stabilité des Systémes Décoplés

Le probleme du découplage avec stabilité dans le cas linaire a eu une solution pour
un compensateur statique grice & Gilbert [GIL1] en 1969, L'e. ension des travaux sur le
sujet au cas non linéaire, plus récemment (1988) [1S13], a établi qu'un bouclage statique
régulier qui découple un systdme I, induit un sous-systdme inobservable et non
commandable {(défini par une distibution P*) dont les dynamigoes (et donc la stabilits inteme
de X} sont indépendantes dun bouclage (statique). Donc si ce sous-syst¥me est instable, aucun
compensateur statigue ne pourra aboutir an découplage avec stabilit,

La distribution P* est définie par : P* = ) sﬁ Pi* ol Pi* est 1z plus grande

ism
distribution de commandabilité contenue dans ker dhb;.

L'utilisation de Compensatewss Dynamiques permet d'largir le champ d'application
du découplage avec stabilité. Dans le cas lindaire W.M. Wonham et A.S. Morse ont en effet
éabli (1970) [WON1] que l'atilisstion de ce type de compensatenr permettait d'aboutir au
découplage avec stabilité si ces objectifs de stabilisation et de découplage ponvaient étre
atteints séparément. Ce résuliat signifie que Ia dynamique définiz par P* peut &trs totalement
&liminée dans 1z cas lindaire par 'ntilisation d'on Compensateur Dynamique.

Pour les systémes non linéaires, les contributions margnantes sont diies & Isidori et
Grizzle [ISI3}, et 2 Wagner [WAG1]. Les premiers ont montré qu'il existe des syst®mes non
linéaires qui ne peuvent pas étre 3 Ia fois stabilisés et découplés dlors que I'un ou T'autie de
ces objectifs pouvait £tre atteints séparément, Ceci montre évidemment que on ne peot pas
totalement généraliser 12 résultat obteny en linSaire. Ensvite Wagner [WAGI] a montré par
une approche géométrique que similairement sy cas statigue, un compensatear dynamigque
(DC) découplant le systéme peut induire certaines sous-dynamignes minimalzs inobservibles
et non commandables définies par une distribution Agix.

Ces dynamigues inhérentes au systéme sont telles qua ¢

a) Si ies dynamigquoes de Apix sont in.*ables il n'y a pas de découplage possible avec
stabilité

Chagitre 3. Contréite des Systémes Noa Lindsires



©) Amix 112 peut Etre réduite par Compensateur Dynamique
d) Amix est nulle pour les systdmes linfaires.

Notre contribution est life & la réduction des dynamiques fixes sous extension
dynamique et tout en restant dans un cas particulier, nous montrons que cette réduction des
dynamigues est un phénoma2ne intrinséguement linfaire,

§i I appartent 3 la classe des systdmes carrds, découplables par compensateur
statigue, on peut toujours P'écrire sous 1a forme

1x1 = fi(x1Xms2) + E1(X1Xms+2) Vi

km = ¥m{xmxm+2) + Em(Xm,3ms2) Vim .

timetr = fme1(x) + Ems1(x) v ]} P+ = Q P;

Z=9. z (3.13)
Im+2 = fmea(xme2)

[y1 = hixizmes)

|¥m = haofXmXme2)

apras I‘amxr découplé par un compensatenr statigue o =F{x’ + G{x) v. Les
distributions Pi induites par Iz compensateur découplam s¥crivent dlors:

* g 2
F1=pn G B )

»
-
&

* ) g
P =span =gz — |
et la distribution P‘:ﬂ P; corespond aux d

définis dans le cas lfnézﬂre [ICA1L], [ICAZ] . Elle séra mmam présents
canonigue découplée parbouclage statique régulier,
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Wagner a défini une sous-distribution de P* qui est iméductible par compensateur
dynamigue : Amix (WAGIL
A partir de la forme découplée d'un systdme (3.13) ou encore :
x =1 + B vi++ EmiX) vm
yi=h(x} i=1..m
Soit € lidéal de Lie engendré par les champs de vecteurs {[ i . aa‘;, g j#: 4, 1=l m;
k20}de V'algébre de Lic engendrée par { T, £1 B ). Ladistribution Apgy est définle
par :

B s g

Amix=span { t: 1€ €)

Les champs de vectenrs générateurs de Ay impliquent oo moins deux champs de
vecteurs g et g dindices différents,

Cette dynamique étant irréduoctible, 1a stabilitf de Iz dynamique restreinte 2 Amix est
donc une condition nécessaire pour e découplape < aamiqus avee stahilité. La question qui
se pose alors naturellement est : la distribunon Ay est elle 1a plus petite distribution P* que
I'on peut obtenir par compensation dynamigue.

Notre contribution dans I'étude de ces dynamiques de z€ros interconnentds et ds leur
réduction par compensateur dynamique se situe tout d'abord dans un cadre restreint ol 1a
dimension de cette dynamique est égale & 1. Pour simplifier I'étude, mais sans restriction
nouvelle, nous considérerons les systémes od il n'y o pas de partie non commandable (la
dynamigue Xy4p dans I'équation (3.13) est vide).

Nous pouvons alors écrire le sysidme découplé par bouclage statique par:

x=filx) +glx) e fori=1l...m (3.14)
m

t=Zi(x2) + g‘xzmw.z) 1 (3.15)

¥i= hi(xj) (3.16)

Le probléme peut alors se formuler : trouver, si possible une extension dynamique

%a=Fa (X, 7, X5) + Ga{x, z. x5} 1 {3.17)

Chagitre 3. Contrble des Sysiémes Non Lintsires
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Xat & x3 (’x, Z, Xa) pﬂtlx‘ i= 1,@»&“‘ (3518)

tel que (x, Xal,..., Xam) déTinisse un changement de varidble local de {x, z, x5) et

Xat = fa (% Xat) + Bas(xi xu) 03 (3.19)

Le systdéme se réduit maintenant en p sous-systimés, donné sculement par (3.14) et

(3.19} : il n'y a plus de dynamique de zéros interconnectés, Le probléme de 84 stabilisation
‘25t plus alors qu'un problEme de stabilisation de systéme mono-entrée mong-sortie,

Exemple 3.8
x1 = f1{x3) + gafx1) g {dim x1 =ny)

x2=fa(x2) + ga(xa) w2 (dim x32 = ny)

z=xjzl4mzi-z (3.20)
¥i=x1., 2=8
Una solution du probl2me est:
@21

Xal =X+ %5

&t
X2 =1 - xag (3.:22)

d'oll %y = X2+ X2, ce qui est Ia "déconnection” attendue : les deux sous-systdmes
découplés sont donnés par (x1, Xa1) et (%2, X59).

Lemme 3.6
Supposons quil existe un changemeat de coordornées locales (X1,...%m,E) pour X, el
que
. m i A _,
E= 2{7*1; () + Zylx)ud +2 % {323}

alors il existe un compensatenr dynamique {(DC) tel que le sys&m& £ txmﬂé: @mi; a.m )
systime découplé sans dynamique de Zéro interconnecié, /! A
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Preuve : L' extension dynamigue

Xg =213 (%) + Za3 (x)) up + A xq fori=1...m-1 (3.24)
et le changement da variables
m-1
Xam=§- ; z 13ai (3.25)
donne
Xam= Zim () + Zom () Uy + A Xam {3.26)

Le systdme étendu défini par les équatons (3.14), (3.24), (3.26) and (3.16) satisfait
I'objectfl poursuivi prisqu'il st réduit A m sous-syst®mes découplés dont I'état est {x;, x5}
pour i=1,...,m.

Notre contribution est de montrer que, modulo certaings transformations non linéaires
la dynamique de 2éro interconnecté doit nécessairement pouvoir s'erire sous 1a forme (3.23)
pour pouvoir £tre €liminée par compensation dynamigue.

374 Une condition nécessqire et syffisante

Dans cette section nous nous restreignons gu cas ob I est un systime découplé avee
deux entrées, deux sorties et une dynamigue de zéro interconnect? de ditension 13

Xy = £{x)) +gylx1) uy (327
Ry = L{ny) + go(x2) u, 3.28)
2 = Z)(x1:x2.2) + Zyy(R130.2) vy + Zpplmixaz) o, (3.29)
¥y =hylx) (330)
¥2=By(%) 83y

La restriction principale dans cetis section est 1a classe des transformations
utiliste. Nous recherchons une solution qui consiste en vne exiension dynamigue de 1a forme

Chapitre 3, ConteSlz des Systémes Non Linézires
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Xy = Fa{X1.%0) + Gglx1xa) 1 (3.32)
et un changement de variable {x1, x2, xal, xa2) oit
Xai=Xy
et xu0 = Xa(z.x3) (3.33)
Alors nous obtenons:

Théoreme 3.7 [GLU2]

11 existe une extension dynamigue (3.37) et un changement de variables locales (3.33)
tetles que

*p2 = fza(x2x40) + Baa(x2X20) w3 (3.34)

si el seulement si

a) 'égquation (3.29) peut s'écrire;
2 = RO Zyy(xp)+ Zyplag) + Zay(ap) vy + Zpglepd g + [ gizdz] (335
avecde R
on de manire dquivalente

b) il existe £ = (z) telle que (x3, x3, £) définit un changement de varisbles pour
x1,x2,Z) et

E =Ty () + Zpplag) + Zpylxy) u + Zopliy) 1, + A E (3.36)

a

Remargue 3.6

Le théordme 3.7 donne une condition nécessaire et suffisante d'éliminafion de 1a
dynamique de z&ro interconnects puisque la partie “P** du systéme étendn X doitétre vide:
I, se décomposc en deux sous-systdmes dont les €tats sont (x3, Xa1) et (X2, xa2). En
reprenant I'exemple 3.8 et 1a solution trouvée, équation (3.21) n'est pas strictement utie
copie de tout ou partie de 1%quation (3.23) et I'équation (3.22) rest pas tne tombin
lingaire de la dynamique de z8ro et de Fextension, mais en considérant un charipement: ﬂe
varinble d2 zen € telle gue Ia dynamigne de zéro s¥erive: , -

e

Iy

alors is compensatenr initial s¥crit ¢
Xgf = X1 +Xa1 qui est une copie {d'une partie {Iaia dynmgﬁ:: d
interconnectss) et
X =F-xa .

g =‘-X1 *‘X?'*}' § ‘, " L ;
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Mous nons sommes intéressés A Ia notion de dynamiques de 24ros interconnect£s qui
peuvent étre Eliminées par un choix approprié de compensateur dynamigue. Bien que la
classe de compensateurs soit limitée, le théordme 3.7 donne une condition nécessaire et
suffisante et montre que dans ce cas I'élimination d'une dynamique de zéro interconnectd est
un mécanisme intrinséquement linéaire,

En fai, le théorme 3.7 pent étre généralisé assez facilement & un systBme multi-
entrées multi-sorties qui a des dynamiques de z8ras interconnectés, Une telle généralisation
donnerait une condition pour I'dlimination totale de ces dynamigues. Si la condition (3.36)
est théarique, Ia condition éguivalente (3.35) est facilement vérifiable.

Plus récemment [BAT2], une condition nécessaire et suffisante a &8 trouvée pour Ia
classe des systémes carrés dont le découplage peat Etre obtenu (sans stabilits) auv moyen d'un
bouclage statique régulier.

3.8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des notions nouvelles concernant le contriile
des syst2mes non linéaires. Le Découplage par Compensateur Dynamique minimal a €1&
défint i partir des ordres essentiels {donc de I'slgorithme de structure). Ensuite, en utilisant
une nowvvelle classe de compensateurs, nous avons étudié tout d'abord le probléme du
Découplage, puis celui de F'Equivaleace des systdmes non linfaires. La solution du premier
de ces deux problémes peut également Etre cansidérde comme une approche pour la solution
du probldme de Morgan que nous avons résolu ici dans le cas des syst@mes possédant une
entrée de plus que de sorties. Ce résultat, bien que partiel, est innovateur et conduit &
s'intéresser 3 1a notion d'état péodralisé pour cette classe de systémes.

Enfin, I'étude du Découplage avec Stabilité par compensateur Dynamigue dans
certaines conditions nous a permis d'ésblir une condition nécessaire et suffisants
constructive {GLUZ]. La résolution du probl2éme a depuis &8 complétée par ung condition
nécessaire et suffisante sans limitation de 1a classe de transformation dans [BAT2)L

Chagitre 3. Contrile des Systbmes Noo Linfaires
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Chapitre 4 Applications du Contrile des Systemes Non Linéaires
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Chapitre 4 Applications du Contréle des Systémes Non Linéaires

4.1 Introduction

Comme précisé dans l'introduction générale, le but du chapitre 4 o'est pas d'illusorer
les résultats thiorigues présentés aux chapitres précédents, mais de monirer que les outils
algébrigues sont facilement atilisables en pratique; de plus la problématique étudife est
commune avec les chapitres précédents puisque le ceeor des commandes non linéaires
utilisées est 1a lingarisation sous botclage, L'Automatique en général et I'Aatomatique non
linéaire en particulier ont entre autres buts celui de résoudre des problémes concrets de
commande. A ce fitre, notre premier résultat (au Laboratoire d'Automarique de Nuntes) dans
le domaine de la commands non linfaire est relatif au rejet de perturbations avee mesures
appliqué 3 un grand pétrolier smarré en un seul point IMOO1]. Ce cas (ancien :1982) ne
sera pas évoqué ici. 11 mettit en ocuvre des outils géomérriques avee le caleul de
distributions (f, g)-invariantes alors que ce mémoire est consacré & 'approche algébrique:
les applications présentées ci-aprés n'utilisent que des calculs alggbrigues pour la synthése
des lois de commande. Le propre de PAutomatique est également de s'appliquer a des
domaines trés divers. Clest dans cet esprit que sont exposées dans ce chapitre, trois
applications de 1a commande des systémes non linéaires. Les processus choisis {robot
flexible, machins électrique et engin spatial) sont assez représentatifs des systémes ol les
équations sont fortement non linéaires ¢ font partie de la classe des systtmes étudigs dans
ce mémoire. Dz plus ces systémes présentent des pardeularités qui rendent leur commande
difficile : dynamique de Zéros instable, probléme de commandsbilité, probleme de
sensibilitg vis & vis des paramétres.

La deuxitme raison de ces choix est qu'ils ne sont pas simplement des exemples
d'école et de nombreux chercheurs travaillent sur ces processus. Le robot souple étudié est
un prototype du Laboratoire d'Automatique de Nantes et des essais sur site seront présentés
dans ce chapitre. Le contrdle de machines électriques sinscrit dans umne action nationale
commune entre le G.R. Automatique et le G.RE.CO. Eléctrotechnique. La muchine
synchrone étudide ici, est le modéle retenu dans le cadre de cette action. Les moyens de faire
un comparatif des résultats obtznus par différentes techniques de commande se mettent en
place actuellement. Enfin la demitre application présentée dans ce mémoire est le contrble
d'an engin spatial qui faisait objet d'un contrat avec IAgence Spatiale Enropéenne,

Les techniques de commands utilisées sont différentes selon les applications
préseatées. Dans le cas du véhicule spatial des techniques de poursuite de trajectoires ont €18
utilisées, atnsi que des techniques de commande par "modes glissants” {SIR1] qui est une
conjonction de commande linéarisante fcalculable de maniére algébrique) et de comm
discontinue stabilisante fondée sur yne fonction de Lyapunov. Cette dernidre
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propriéié est importante pour ce genre d'application ob les paramétres (coefficients de
portance, ...), les perturbations externes (vent, varistion de densité & trés haute altitude, ...)
sont tds mal connues, Pour le robet flexible, la technigun de lindasisation par bouclage
statique est possible sur certaines sortes, sur d'autres nous avons recours & Ia commande
par "modes glissants® comine présentée ci-dessus, Enfin pour le contrile du motear
synchrone, des études par lindaisation exnete {LEP1] et ~ommande adaptative {GEO1)
éant disponibles sur le modele releny, et les commandes «lectroniques en aval des moteurs
(interruptenrs statiques) #tant bien adapifes i In commande discontinue, c'est lecontrdle par
"modes glissants” gui a &4 mis en oeuvre, Néanmolns, us défaut majeur dé cette technigque
est la passibilité de commutation A hawwe fréquence de Ja partie discontinue de la commande,
nous avons pour toutes nos applications adouci cel'=-ci par des techniqués issues
notamment des travaox de Slotine {SLO1).

4.2 Robot fleaible

4.2.1 Position du probligme

Le contrble des robots est un domaine de recherche us actif, Paralidlement 3 M'étude
du contrle des robots rigides, I'évolution technologique a permis de rédiire 1a masse des
systémes robotisés et donc d'aceroitre les contraintes sur les vitesses de déplacement
demandées. Ces contraintes indusemt de nouveaux problimes de comimande et les
performances atteintes par les calcolateurs ont permis dimplanter des algorithmés
complexes, Les effets dis aux déformations des bras peuvent devedir importants, Des
solutions pour amontir la structure de bras 16gers et rapides ont &1é développfes [HEN1], Une
autre solution pour contrdier ces structures est de déterminer des trajectoires non excitantes
pour les déplacements &lastiques [SER1]. 1 est tds difficile de tenir compte des perturbations
aver de telles méthodes. Aussi, poralitlement des études sont menées pour 'spplication des
1echnige -5 non linéaires au contsfile des robots d'une part avee articulations flexibles IDELH
et d'autre part avec bras flexibles JCHE2], [AQU1}, [DESI1], [DESC1]. Sans voulair &tre
exhaustif plusieors approches sont possibles pour Ig choix du moddle: approche modal::
[SIC1], modile & éléments finis [SUN1], {CHE1]. Clest de cette demilre approche dontest

issu notre modele.

Chagitre 4. Applications d Cotitrile dos Systhines Noa Lingaires
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rigide (virtuelle) de chague bras. Les éguations d'un robot avec ny articulations peuvent
s'éerire:
A(Q)q + B{‘lv‘l) 4 G(Q)*i' K q= La ra (4.1)

ol

A est In matrice des inenties, B{q,;g) sont les forces de Coriolis et centrifuges.

q=1[qrT . geF)T est le vecteur des variables rigides et élastiques

on note dim{qe)=n, et dim{ge)=ne

i; exff sont respectivement les vecteors vitesse et accéleration

K contiewt les emmes de mideur

G(qg) contient les termes de gravité qui sont compensés dans le cas de notre robot Glgq)=0
Lg I est le vecteur des forces et couples généralisés (dimension n=nring),

Ta estle vecizur Jes couples des actionnenrs {(dimension : ny).

Le modéle retenu vtlise un élément fini par bras. Nous avons alors trois variables
pour un bras 8; augle "rigide” &t Vp;et fg; les déplacements et rotations &lastig 1es (voir
figure 4.1.

Figure 4.1 : Robot flexible un bras

itre &, Applications 0 Controle des S ystbmes Non Linézire
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Pour un bras le vecteur g représente la varible rigide 8 et les variables élastigues Vg, Op:
g=[8 Vg 6

L' expression des matrices A, B, K sont définies dans [CHE4], et pour un robot un
bras elles sont:

B p[LI-!»gT 12+Ia+1n {2{«1- —ﬁSL J4 p___.,L'; +Ip T
' 13SL { 2°
I
SL3 1 . 115L7" rsL3 ]
a P+ ap[.—lfﬁ+ -——-—-2“10 p }05* 15 4.33 J
- 0 -
‘ -{%p{%ﬁlﬁg» }—I-S B-HZ——E& Vnm:lﬂvh
B(q.q)=
£L3 4L17 ,

avec
L=1.005 longugur du bras {m)

§=1.629 104 section (m?)

M =6.79 masse concentrée en bout de biss (Kg)

Ia=18 103 inedie concentrée & origine du bras (Kpm?) - 7.

Chspitre 4. Applications dy Contrile 845 §§
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Ig =4.7 102 insrie concentrée A Fextrémité du bras (Kgm?)
p=6762 masse volumigue (Kg/m?)
E I= 6.167 moment quadratique de la section x raodule d"Young' (Nm?2)

Sur le robot expérimental, les premiers modes de 1a structure mécanigue sont aux
fréguences 0264 Hz et 243 Hz,

Les grandeurs mesurées sont 8, B, et des jauges de contraintes localisées Iz long du
bras permertent de recalculer (via le modéle) les varizbles €lastiques et leurs dérivées. La
trajectoire désirée est une trajectoire polyrnomiale du cinquitme ordre de fagon & avoir des
conditions initizles et terminales douces, et permet d'avoir les vitesses et accélérations
désirées wut au long do déplacement

figure 4.2 Robot Flexible do L AN

¥



2) Linéarisation exacte Entrée/Sortic

Les premiers travaux que nous avons menés pour 1& cortrile de ce robot ont montré
que I'on pouvait ufiliser une technique issue des derniers résultats en commande non linéaire
pour certaines sorties {CHEZ]. La technique consiste & déterminer un compensateqr {statique
pour notre robot) qui permet une linéarisation entrée-sortie puir & un placement de pdles pour
impaser les dynamiques désitées au robot. Les sorties, selon le choix fait, peuvent avoir des
degrés relatifs égaux & 2 ou & 3, ce qui signifie 'existence de dynamiques de zéros { 1e
modéle d'état ayant une dimension n = 6). Le caloul du bouclage statique permettant la
linéarisation exacte de ces différentes sorties a €16 effectué & l'eids “ gn programme que nous
avons écrit dans Ie langage Reduce et qui calcule pour un systiime général de la forme (1.1} 1a
condition de découplage statique (rang de la matrice de déconplage = p) et le bouclage
nfcessuire pour immerger fe systme non linfatre dans un systéme linéaire pour lequel on &
choisi les valears propres (c.f. Annexe 9). L'avantge de oette méthodz est le choix de 1z
dynamique (de deuxime ordre) du systtme bouoclé. Dans Ie travail présenté ci-dessus, le
choix des sorties exclur la position de Pextrémivé du bout du bras flexible L. 8 + Vg, qui
induit aprés bouclage des dynamigues de zéros instables interdisact un tel compensateur. De
plus, nous avons £tdi€ la robustesse de 1a commande [AQOU1] vis & vis de certaing
paramétres do robot (le module d"Young E, le moment quadratique de 1a section du bras T et
vis 3 vis de la méconnaissance du froftement see. La conclasion est qu'il y a unes dissymétrie
dans la robystesse, c'est & dire qu'elle n'est pas robuste si Ie produit BT est sous estimé de
1% alors qu'elle I'est 811 y a surestimation (robot réel plus mou que 1 modéle). Ce provléme
propre au processus ainsi que 1z blocage dans T'utilisation de 1a linfarisation {exacte), nous
ont conduit 3 chercher une technigue ds commandy robuste peymettant Is contrble de
Pextrémité do bras. Parall3lement, étaient menés des travaux utilisant d'autres technigues de
commande (perturbations singulifres, rommands L.Q.R.). Mogs avons ensuite réalisé une
campagne d'essals sur site JAQU2] pour comparer Pefisemble des résuliats,

b} “Modes glissants”

Rappelons meintenant 1z technique du contrdle par “modes glissants™ que no
utilisons. Elle a‘ﬁk: iscmnﬁl: par Iméamamn mmm “wmm*ﬁwfeﬁesré’r
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nonlinéaires. Plus précisément, rappelons mainenant rapidement les principes de base de
cette technique:
- Choisir une surface de glisserment 8{x), {qui peut &tre considérée comme une sortie

de degré relatif €gal & un , Le. @_S_%g_)_

S{x)=0, il atteindra & I'€quilibre le but désiré pour la sortie (avec une dynadque de z8ros
associde it 5(x) stable) .

# 0) telle que si le systdme satisfait la relation

- Considérer 1n fonction de Lyspunov V(x) = 1/2 $3{x) 2 0 et résoudre en u
I'inéquation Vix,m)<0. 4.2)

On définit ainsi Ventrée v qui conduit 1'éat x do systéme I sur la surface S{x)=0.
Limplantation et 1a difficulté pratique correspond & choisir S(x) définissant une sortie &
minimum de phase, sinon les trajectoires d'état correspondant & cette surface seraient
instables et qui bien siir satisfasse les objectifs désirés pour 1a sortie do systéme.

Pour résoudre (4.2), 1a méthode de Fillipov consiste & déterminer I'entrée de
U= neq -+ un
©f 11 est la partie analytique de 1a commands (non lingaire dans notre cas) solution

de Vi(x, u) = 0 (u équivalent selon Ia dénomination utilisée dans [SIR1]). Si Pon pose V(x, 1)
= ¥W{x} + Va(x) u, alors

Ueq = - V1{x)}/Valx)
et pour 1a partie discontinue dz Ia commande une classe de solution safisfaisant {4.2) donoe
uy = - k Sign ((Va(x), k>0 (4.3)

Cette partie de 1a commande discontinee pent poser des problimes d'un point ds vue
pratigue, puisque lors du glissement au volsinage de 1o surface les commutations peuvent
atieindre des fréguences élevées inacceptables (ou devant Etre filrées sur i site). Cest le cas
pour r.stre robot et nous gtiliserons une technigue permettant 1z diminution de 1a fréquence
d'une part et la diminution des amplitodes d'amre part. Ces technigues dfcoulent directement
de celle présentée dans [SLO1]. :

Ctapitre 4. Applicstions da Contrile des Systmes Noa Lingatres
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Dans le cas de notre robot, pour contrbler Vextrémité du bras L 8 + Vg, v’ as avons
choisi un surface 5(x) décrite par I'éqoatd, .a:

St) =0 (0-83)+P Vg +8 (4.4)

ol B désigne 1a vals.» d&sirée pour 6, o et P étant des constantes réelies,

Alors Ia partie linéarisante de 1a commande teq tésolvant I'équation § = @ ese:
(a®:-8)-B Vg )(VE +1.65E-3)

-—

Yeq = | 0.747

(73 E:3 85 -1.06Vg)8?-23185+616Vs |,
0.147 (1.5)

Pour limiter 1a fréquence des co.amutations engendrées lors du glissement au
voisinage de la surface, nous avens remplacé dans un premier temps 1a partie de la
commands (4.3) par une commande “adoucie”

Ua= - k Signe(Va(x)) = - k Signe(S(x)), k 20, if s{x) € 1- €, + €, E=constant
0= 0, S(x) & }-¢, +¢l.

Puis pour limiter encore plus Finfivence des commutations, nocs avons utilisé une
fonction continpe notée Signey, pour remiplacer 1a fooaction Signe @

Signe(5) ‘
1

,vw

Fig. 4.3 : fonction Signey(S)

mmmmmmmmmm@mmmmm
L8=TR{f)= S{Tm‘} H(Tm) + w(m)
oli Tm est {e temps désivé de mouvement total. Avec cetts .

'aceélération désirées sont nulles en dbut ¢t fin de mouvement. ‘rm 3
des witesses et accflérations adnyissibles sur 3é bras. ’




B1

Les résultats en simulation ont f1éobtenus avec o =04 ,8=-2 cte=0.035etles
résultats expérirnentaux avec @ =0.35, § = -2 and £ = 0.035.

RAUTD Ssmusth 5116, Mofes
= = =5 2Z%0. X kol 8. aizhov 4

vaum
ANE

R w
(3] L4
1.8 f
)
| +1
-
L}

Figure 4.4 : Simuladon: A) REE polvnomiale (525 ordre) de lexerémizf du bras (ea m),
B) Positon da T'exrémité du bras (en m) , C) Couple appligué (Nm) fonctdons do temps {5)

Figure 4.5 : mesures sur site: 4) REE. polynomiale (S¥02 ordre) de Fexuémid du
bizs {(znm), B) Positon de Texirémité du bras {en m) fontions do temps {en 5)
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Figure 4.6 : Mesure sur site: Couple (Nm) en fonction du temps (5)

Les résultars obtenus en simulation par la technique de "modes glissans™ ont
confirmé la robustesse espéiée par rapport aux résultats obtenus par les techniques de
linfarisation seule [AOU1]. Néammoins celle-ci n'est pas & condamner, car les défants de
robustesse mentionnés gu début de 1a section 42.3 peuvent £tre “cachés™ en sous-estimant Ia
raideur du modéie ou en ne linfarisant plus les mEmes grandenss. Une aotre solution est
possible. essayer de linfariser Pensemble de I'état du systéme: des travaux sont en conrs i
T'zide de 1angage de calcul formel sur o sujet.

Les deux méthodes de commande non linéuires présentées ci-dessus, #insi qu'un
certain nombre d'autres méthodes plus “classiques™ ont €€ testées sur site en collaboration
avec des membres de 1'équipe de robotique du L.AN. JAOU2]. Les Iimitations dans les
dynamigues acceptables sur le procédé ne nous ont pas permis d'ufiliser toute 1a potentialité
de cenzines commandes. Néanmoins, nous pouvons dégager das conclusions gui sunt
risumées dans le tablean ci-dessous:

“Type de commante | Doesion | Seoshififam| Complexit | Ar

' demawice | perwbaions | gericiwe | v

FID | | non 1 oui i= ] ot

LQR+ Minimi. pon Bnfaritfe | _oui pon . ol

|Perurbasions Singuldes | ositAqp) | non o

"Modes glissants” [0 i non ‘ i“, gt
'faih%zmmpkm:é s forte complexité -

Chapitre 4. Applicotions du Coniriie des Sysibmes Non Linksires
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En ce qui concerne le réglage do contrbleur choisi, avec la méthode “Modes
Glissants” l'ordre de complexité est identigue i celui d'un bouclage linéarisant classique. Le
probléme du placement de pBles éinmt remplacé par le choix des paromatres ¢ et k qui
permetient le réglage de la vitesse de converpence vers ln surfnce. Nous avons €galement
testé la sensibilité & la variation de la charge {en bout de bras): @l n'y a pas de dégradation
sensible des performances pour une surcharge en bout de bras allant jusqu'a S00 g. I a'ya
pas de comporiement incontrdlé {(oscillations entretenyes ou lonpues i s'amortir) povr une
surcharge allamt jusqu'd 1 kg ce qui est impaortant pour cette structure ol la flexibilité est
élevée.

La difficolté de mise en ozuvre est classiquement le choix de 1a sortie n'induisant pas
des dynamiques instables comme pour Iz méthade préconisée ci-dessus ou dans le cas de
commandz non linéaire classique [DANI1]. Les paramétes o et B de pondération des états
{de coefficients de penie) déterminent la stabilité du systBme et jouent un rdle important
[SLOT1] sur la vitesse de convergence vers 1a sortie désinde,

4.3 Moteur Synchrone

421 Intoduoction

Le contrble des motenrs est un champ dupplication trds actif grice notamment &
I'évolution des alimentations {lectronigues de puissance) et des gains en vitesse des
calculatenrs. Des recherches sont consacrdes A Vapplication des résuliats récents obtenus en
théorie du conurdle [LEPL), IGEQ1] pour tester leurs performances dyramiques. Le motesr
synchrone sans balais auguel nous nous intéressons joue un riile croissant dans les
applications notamment en robotigue. Des techniques de inSarisation ont é18 utilisées dans
{LEP1] et une grande partie de la liuémture est consacrée an contrble par modes glissants
{BURI], [HAS1]. [SAB1], [SAB2]. Ceci est dii 3 Ia robustesse nécessaire pour le contriile
des moteurs dont certains paramitres som difficiles & déterminer ou sensibles 3
T'échauffement. Pour les réalisations pratiques, le probléme des commutations est souvent
indésirable méme si dans ke cos des motewrs €lectrigues les convertisseurs en amont peuvent
admeure des infguences &évées. La comparaison entre une machine synchrons et un motenr
i courant conting ayant la mémze masse est en défaveur de ce demier si I'on considdre gue la
puissance dissipée l'est essenticlement au nivean du rotor dont la lempératare s'accroit. Le
moteur synchrone i npimant permanent a Uavantnge de posséder des caracifristiques
intfressantes notamment vis 3 vis du moteor & courant continy {c.f. 2nnexe 7). Clest ainsi
gue nous avons choisi ce type de moteur et vouly tester :

&
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(i) différents schémas de commande par "modes giissants” comme présentés en
section 4.2 pour limiter le nombre de commutations et comparer lzs résultats aux technigues
dé52 1estées dans le cudre de Ia linfarisation exacte par bouciage [LEP1].

(i} lIa robustesse vis 2 vis du flux rotorique pour différents schémas de commande.

Le mod2ie considérs est un modle standard de moteur sans balais (moddle reienu
dans le cadre de I'action “commande de machine™ des groupes G.R. AUTO GRECD
E.O.T. Clest celui wiilisé dans [LEP1].

Notations en utilisant le repare lié au rotor {variables de Park, axes direct d et

quadratique g).

Vg, Vg tensions: (axesdetq) (V),

ig. ig cournnts (A),

@39 flx,

La, Ly inductances stator (0.0014 H e 0.0028H),

Rs résistance stator (0.6 £3),
J moment d'inertic (moteur et charge) (11 104 kg.m?),
p nombre de paire de poles (4),

fy coefficient d'amortissement (1.4 103 kp.mis 1),

2 vitesse nominale (rad/s),

@; flux motor {constant} (0.1194 Wh),

Cy. couple de charge (constant) {(N.m).

Les équations du mod2le sont constituées des £quations £lectrigues £t mécaniques
[LEP1], (HAS1]. Les éguations entre les tensions ¢t les flux sont:

Vg=Rsig -pQ &g + Py (4.6)
Vg=Rgig +pQ P+, “.n
with $a=Lgia+®r. PElgi 4.8
etiecouple:  Cmpl(La-Ly)ia+Prlig 4.9

Ctagitre 4. Applicatins do Contréle des Systémes Non Lintaires
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Les équations mécaniques sont:
8=0
IQ=Cn+CL-£ 0

d'ou le modile d'état

. FI(La-Lgdig+®clig- - FQ

X={" 1=l Rg . Lg o

. g ., Lag Rs ;
g/ \PL? P LT J

4,3.3 Contrile par modes glissants de Iz vitesse,

Le sysi2me a deux entrées Vy et Vg. Léquation du couple (4.9) montre le rdle jous
par la différence des inductznces (Lg - Lg) si le courant iy est non sol. Une stratégie possible
alors ponr &liminer 'influsnce de ces paramétres sur 1a vitessa est de contraindreig A zéro {ce
qui anra aussi pour effet "secondaire” of bénéfiqus de minimiser les courants dans les phases
du moteur).

Deox surfaces glissantes sont aloss choisies en fonction des deux objectifs ig =Qet
1a vitesse £gale 3 la consigne, ce qui est possible car noos disposons de deux entrfes
indépendantes Vg et V. Notons x T'éiat du systime, V {pour Vg ou Vy) et 8(x) Ia sarface
glissante de degré relatif vn comme présents au paragraphe 4.2.3, alors la commande s'crit

V= Vg + Vp {4.10)

oft Veg est In solution de §(x, V) =0 et V;; satisfait 1a condition d'atiraction vers In surface
d'éguation 5(x) = 0.

Le probleéme global est dfcomposé e€n deux sops-problémes qui sont traitss
séparément. Cela est possible car i est contraint & z€m et restera néglipeable dans tous ks cas
traites ci-dassoos. Une méthode simple de commande par modes glissants est soffisonts pour

Chapitre 4. Awﬁwmmmﬁims}mmx Sndaies
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contrdler le courant i, Pour contrdler 1a vitesse 1, des schémas plus sophistigués serom
utilisés.

La référence du courant direct iy er, o5t zéro et 1a surface choisie e |
Si=-ig

d'ol :S‘qu%?id-pﬂ !If; ig - Yfg

etdonc Vaeq=Rgig +pl2Lgiy
Aver Vg= Vaeq + Vaa la condition de glissement §; $; <0 impligue

‘-‘,‘{f}-ﬂ 5 <0

etalors
Va= Vgeq + KaSigne(Sy {4.11)
ol Ky est un réel constant positif,
ontr] vi
Soit {Qprla référence constante de vitesse,

Sy = Qper- £ n'est pas une surface appropriée pour définir la commande car

son degré relatif n'est pas égal & un (c.f section 4.2.3). En prenant S, =Ky ey + £y aves
ey = Qs - L2 el avec Ky un réel constant positif donne

. c.od 62 pl(La-Lglig+®g]. Cpoy
5i=-Re Qe (5 L2l T q-%;*)

d'ols

Voo i
R [ (Lg- Lg)ig+ @11

{% -Ky) fi+pﬂ@f +pRLlgig+Rsig
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En posant Vg = Ve + Vg I2 condition dattracdon §; §<0 implique

R Van pl{(Lg-Lg)ig+ Py}

<0
ILg

et alors
VYg= Vgeq +Va
avec  Vy=Kg Signe(S,) (4.12)
ot Kq un réel constant positif .

Comme présenté pour le contrile du robot souple et en début de cette section 1a partie
discontinue ds 1a commande induit des commutations indésirables lorsque les dynamigues du
systtme sont au voisinage de la surface. Pour éviter ces effets nous avons Studié trois
différentes méthodes pour calculer le terme disconting Vi (4.12).

Méthode 1 :

Une solution classique consiste & introduire une zone o 1a fonction Signe est
remplacée par Signey dans I'éguation (4.12) comme monted sur la figore 4.7. Ce domaine
st caracifrisé par e,

Signg (5) 4
1 L s O S———
N S, siabs(S)>e alors Signe 1 (S)=Signe(S)
l . sinon Signe 1(S)=0
+ .3
fig. 4.7 : fonction Signe;

Ceute solution peut &tre voe dans le plan de phase {2, &) comme une zone ob seulemnent
la partie ueq est appliguée (51 -£ < s <€) {voir fig. 4.8). Rappelions gue e est f'erreur surla
vitesse,

Chapitre 4. Applications da Coatrile des Sysibmes Noo Linires
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fig. 4.8 : Zones du contrdle discontinu dans Ie plan de phase

Le choix de £ est évidernment 1i8 A Ia précision désirée sur 1a vitesse et évite des
commutations intempestives diies parexample i limplantation numérigue de Talgorithme ou
2 des bruits sor site.

Méthode 2 :

En couplant 1a premi®re solution & celle proposée dans {SLO1}, on utilise une
antre fonction nommée Signep, pour remplacer 1a fonction Signe initizle:

Sign%{’s)‘

T! ‘
l 4 i
-

-

Fig. 4.9 : Fonction Signe;

Comme précédemment, c¢ contrble peut &tre considénd dans le plan de phase (€, e):

fip. 4.10 : Zones de commande dans le plan de phase

Chispitze 4. A plications da Cooirble des Sysitmes Non Linésires
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Méthode 3 : Nous introduisons ici une modification de la commande dite par secteors
glissants. Plus précisément dans Vy, la fonction Signe est remplacée par Signe; (Squation
4.12), od €2 = mux {E2min, &(s)}. La fonction (s) est proportionnelle d je|:

e(s)=Kslel

Ceci est illustn® dans 1z plan de phase (e, e) parla Fig. 4.11.

Nous avons testé la robustesse 625 techniques présentées ci-avant vis 3 vis du flox do
rotor. Des variations de £ 10 % sur le flux du rotor ont &8 considérées.

Méthode 1 : modes glissants classiques, Kv=1000,Kg=24,£=1

Fig. 4.12 monire la réponse en viiesse pour les différentes valeurs de flux ($g, 0.9y,
1.1%y). Les niponses sont tantes superposées, et les performances sont €quivalentes.
Néanmoins Ia situation n'est pas acceptable du point de vue des cotrées, Bien quoe les
tensions en enirée soit continues dans le cas neminal, 1a proprifié racherchée de robustesse
esiobtenue an prix de commautations violentes pour les depx cas, voir g 4.13etfip. 4.14.
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fig. 4.12 : Modes glissants : Réponse de 1a vitesse (rad/s) en fonction du t=mps (5)
A:+ 10% dedéviation du flux du rotor B¢ flox nominal , C : - 10% de déviatdon

s ! T stk ’?aﬁ’.f: *

fig. 4.13 : Modes glissants : tensions Pig.ﬂdA Modes glistns -
dir. (A) etquad. (B} (volt}=f (tempsen s)
aves -10% de déviation du flux du rotor. avee iﬁ%dcdéﬁlﬁmduﬁmﬁu ﬁ
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Méthode 2 : Modes glissants adoucis, Kv <1000, Kq = 24, £ =1, € = 10

L5 commutations en enirée sont réduites (Fig. 4.16 et Fig. 4.17), 1a précision sur 1a vitesse
en régime permanent reste identique 2 Ia méthode classique. Le temps de montée seulement

est sensible aux déviations du flux du rotor comme monte en figure 4,135,
] \

™

w iy - ﬂ’

H 4 %

31@&*2}
fig. 4.15 : Modes glissants adoucis : Répouse de 1a vitesse (rad/s) en fonction du temps (s}
A:+ 10% dedéviation dufluxdurotor B : flux pominal, C: - 105 d= déviadon

s ‘ :
-y = -

N T
o ¥ 2d % ; i |
£ ] ; \ ]

s /
< @ . k

F—— 97 7T

2 woeh
R ya mﬂ

.

m
rFan

°

® T oz 2

fig. 4.16 : Modes glissants doux: tensiong Fig. 4.17 : Modes glissants doux 2 tensions
dir. {A)etquad. (B) (vol)=f(empsens)  dir. (A) et quad (B) {volt)=f{empsens)
avee -10% de déviation du flux du rotor, aver 10% de déviadon du flux du roton
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Méthode 3 1 Secteurs glissants, Kv =1000, Kq =24, £] =1, E2min = 1, Ks =100.
Cetie méthode donne un hon comproemis entré le comporement de entrée et 14 réponse de 1a
sorde. Les commutations sur I'entrée sont trés réduites (Fig. 4.19 et Fig. 4.20) et comparables
i celles obtenues avec 1a méthode 2. Le régime transitoire est amélioré (Fig.4.18),

. .

B

g

. Yll" -’

o [} ‘ I
Yt ? ¥

Fig. 4.18 : Secteurs glissants tRéponse de 1 vitessé (rad/s) en fonction du temps ()
A:+ 10% de déviation do flux dumotor B : flux nominal , C ¢ - 10% de déviation

o To — ; "lr —
{ & T ; . '\ |

a P et
v

.
»

1 x
volt) = £ (iemips en 5)
. dhi Tl du Toto,

fig. 419 : Secteurs glissants : tensions Fig. 420 : Secteurs
dir. (A) etquad. (B} (volt)=f (temps en 5} ' quad. (B) (
avec -10% de déviarion du flux du rotr.
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Le contrdle en vitesse par "modes glissants” avec trois types de commande
discontinue a été étndié. Si les qualitds de 1z méthode | (standard) assure une bonne
robustesse par rapport aux variations des paramatres {fig. 4.12), 1a partie "Squivalens”
n'assurant plus dans e cas 1a lindarisation exacte (i.e. 'équilibre sur la surface), des
commutations apparaissent (fip.4.13 et 4.14). Un bon compromis entre les qualités de 1a
réponse transitoire el une minimisation des commutations a ét& trouvé par les méthodes
appelées “adoucies” et "par secteurs”, Des résultats similaires ont €14 obtenus pour le contrle
en position. Les gualités de "douceur " dans la commande, de vilesse de réponse et de
robustesse obtenpes avee la méthode présentée permettent d'envisager de fagon rds oplimiste
une implantation sur site (groupe de travail GR EOT/AUTO).

4.4 Véhicule Spatial

44,1 Introduction

La commande d'on véhicule spatial lors d'un vol atmosphérique a €1é pour nous
I'objet d'an contrat avec I'Agence Spatiale EuropSenne [ACR1], [ACR2]. Le but rechzrché
est dutiliser les caractéristiques aérodynamiques de engin lors d'un vol atmosphérique dans
1e but d’éviter une consommation de carburant (passage d'une orbite haute & une orbits basse
voir figure 4.21). Une grande variation des paramétres et des perturbations sont les
caractéristiques d'une telle application. Le probldme se décompose en un contrble du
mouvement du centre de gravité de 'engin d'une part €1 des mouvements autour de c2 point
d'antre part. Pour ceux-ci, une linéarisation au premier ordre autour de l'angle dlincidence
nominal et des technigues de corymande adaptative ont &€ utilisées, Pour 1s contrble do
centre de gravité (probigme dit do Guidage), nous avons effectné la mise en ceuvre de
différentes méthodes de commands:

+ Ia poursuite de trajectoire

+ Ia comnande par "modes glissants® (lindarisation + commands dise wntinue)

+ des méthodes avec simplifications de modales par 1a théorie des perturbations
singulidres, expansions asymptotiques.

Pour les deux premibres méthodes, qui font parties des méthodes déterministes non
linfaires nous artivons & montrer des gualités de robustesse supérieures & des techniques
cunnues dans Ia Hufrature telles que Ia commande prédictive {ALB1]. Les méthodes issues de

Chapitre 4. Applicatioas du Cootril des Sysiémes Non Lindaires
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1a théorie de 1a commande non linéaire moderne ont montré guss? leurs supériorité au niveau
du temps de ealenl ce qui est trds important pour cette application, étant donné l1a vitesse de
déplacemant de Yengin.

44,3 Positic

Nous ne prisentons ici que la partie lide 3 1a commande non linéaite, Le. le contrble
du centre de gravité, Le transfert d'une orbite haute vers ung orbite basse nécessite une perte
de vitesse qu'il est plus économique {en carburant) d'obtenir par tn passage A travers
I'atmosphére sans toutefois provoquer <'échauffement excessif comme illusteé an fipure
4.21.

Figure 4.21

Les caractéristiques de Yengin sont donndes en Annexe 8 et les éguations.du centre 53 :
gravité sont: ‘ ' ~
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= distance par rapport au gentre de la terre

= latitude

= longitude

= vitesse de P'engin

= gngle d'azimut afrodynamique

=gnple de gite = entrée pour Ia panie "guidags”
= densité atmosphérigre (US 76 Standard)

= V2 =pression afrodynamique

= yitesse angulaire de la terre = 0.729 10-4 rad/s,
= constante de gravitation = 03986 1015 m3/s2
= surface de référence = 12 m2

CD, CL. = coefficients de purtance et trainée

m‘ % 4‘ % ﬁ;ﬂ% rmsﬂa’c i ‘ ‘kms E ; le i!“

< e A AR
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m = masse de l'engin = 1408.6 kg
Seul I'ungle o est disponible comme entrée pour contrdler Ia position du centre de
gravité (l'angle d'attague o étant maintenu constant ) ce qui revient 3 pouvoir orienter leffort
di & 1a portance de l'engin

Pour résoudre le probléme de guidage, un minimum d'anslyse do systEme est
nécessaire en particulier sur le point crucial de commandabilité du systeme ou plus
précisément d'atteignabilité. Pour notre engin ayant des limiations sur entrée et les
condit'ons initinles £tant fixées, seulement une partie de V'espace est siteignable, comme e
montrent les courbes données en Annexe 8. Une conclusion ¢st go'aucune commande aussi
robuste soit telle ne poursa contrbler le systéme si un écart des conditions initiales est rop
important. D'autre part ie systéme est principalement contrlable dans Ies couches basses de
Yatmosphére alors que dans les hautes i est insensible & 1a commande. On peut en déduire
que l'entrée du systéme évoluera entre denx limites qui comespondent & 1a portance dirigée
vers le bas ou vers le haut et ceci avec plus on moins d'influence selon 1a zone de
l'atmosphére ob se situe 'engin.

L'objectf de Ia mission est di ressortir de Patmosphére 3 une vitesse donnée tont en
restant dans un plan orbital du référence. Pour cela I'une des techniqoes utilisées est
directement issue de la théorie des systémes non linéaires: la poursuite de trajectoire. Une
trejectoire de riférence est choisie pour ses qualités:

- fimiter les saturations dans la commande

- ne pas imposer de contraintes temporelles & Pengin lors de 13 trajectoire puisgoe
seules les conditions finales sont imporntantes.

Par exemple, poor poursuivre une trjectoire de référence en altitude rep, il nous fant
congdler y=r1-T.n

Le calcul des dérivées de v fiait apparsitre Tentrée avec un GecS relatif 2
¥ =1 k() =V sin y- Lult)

F=Vsiny+ ¥ycosy- Tl
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=mv(£m%§-&i§~ﬂ -%,« .Y + @? rcos 8 (sin yoos & - cos ¥ sin & sin )}

5 e ;
+ Vecos vt Payy 'glg“msg +i¥ ~%}cﬁsy+2mm&msx

2
+%~‘—' cos F o5 ycos B+ sinysin & sin 1] - Frerlt).

Alors 1a résolur’ . de 1'¥quation suivante permet d'irposer les dynamiques de I'dcan

La po ssuite de trajectoire aura alors une solution & 1l y 8 commandabilité dans la zone on se
tror s l'engin et I'écart aura la dynamique d'un systéme linéaire libre du deuxi®me ordte aves
v .coefficient d'amortissement € et une pulsation naturelle @,

Pour cela Ia commande . doit satisfuire :

cnsczc:-l-g? -%}m*g«r; thcas O cos g +9$—£cnsﬁ{ws-{msﬁ+ﬁnysmsmm

l, 2 » o4 . "P S C &
* Y acey C R "2E 0T+ Tr) - sinyf SRR - Gsiny

+0? 7 cos 8 {sin ¥ s & - cos ysin & sin 1)1)

Cetite technique peut s'appliqoer 3 une autre référence que Valtitude {pression aérodynamique,
énergie, ...). La position par rapport au plan orbital est obtenu par le choix du signe de o,
comme dans [GAM1].

Finalement la commande est donnée par:

O = Sign{ﬁc )} arccos{eos{a. })
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Si Yon considére fe sysi2me complet (dynamiques du centre de masse d'attitude), la
commande O est en fait une consigne potir 12 partie qui contrble J'attitude de Y'engin. Les
dynamiques autour du centre de gravité ainsi gue celles des propulseurs interviennent donc
entre l'angle de gits O, calculé et langle réel de Yengin,

Les résultars obtenus peuven: étre visualisés par des courbes montrant la trajectoire
(altitude) {A) suivi par T'engin et la commande calculée par 1a loi de poursaite (B) ainsi duie
l'angle réel (C), fig. 4.22 avec la commande complate: Guidage + Contrdle de 'attitude. La
poursuite de trajectoire est déterminée pour que 1a dynamique linéaire de 1'écart ait un
cocfficient d'amortissemeist £ de 1.5 et une pulsation naturelle ey, de 0.1 nd/s.

ired ¥n¢k A!tituir Eaiin:e
3 8 11s-0.0G1 Ueud s
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Figure 4.22 - Réponss du systéme complet : (A) altirude (m), (B) anzle de gite désiré (deg
(C) angle de gire réel (deg) en fonction du temps () |
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robustesse vis 3 vis d'one déviation de 1a densité atmosphérique en % d'autre part (fig.
4.24).

Dalta V (m/s}

R

4 L3
-7 -8 -5 -4 -3
angle inltial de wul {deg)

Figure 4.23 Sensibilit£ de In commande & Iangle de réentrée 1)

On retrouve ici le fait que pour une condition initiale de -4 degrés Je syst2me devient
incontrolable ce qui est différent de 1a non robustesse de 1a commande

ﬂ 1

<

Delta ¥ (m/a}

< Ay T
<30 .20 A0

5 A A R
6 W 2o 30

Erreur de deamsitd (%}

Figure 4.24 Robustesse de la commands
vis 3 vis de 1a densité atmosphérigue
Le "cofit” do transfert d'orbite &tant de plusicurs milliers de mfs lors des poussées
pour guitter Porbite inifiale et pour rentrer dans P'orbite finale, les &cants Deltay obtenus ici
sont négligeables.

Chapitre 4. Applications du Contrile des Sys@mes Noo Lingaines
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Les résultats obtenus par la poursuite de trajectoire et les "modes glissants” ont 618
comparés & d'autres wechniques de commande: perturbations singulitres, “eapunsions
asymptotiques”, "prédictenr-correcteur” et Commande Optimale pour tester Jes qualités de
robustesse mais aussi pour tenir compte de 1a consommation des propulseurs et du temps de
calcul nécessaire pour chague Ioi. De plus I décomposition di sysiime en deux dynamigues
lente et sapide (1.e méthode des perturbations singulidtes) est possible mais dépendunte dans
notre cas de la zone de I'espace o cette décomposition est faite, A Yaide d'un programme
de calcul formel, nous avons montré que plusieurs décompositions sont nécessaires le long
d'une trajectoire de référence, Pour simplifier cette approche, nous avons retenu une seule
décomposition: celle qui correspond 2 1a zone ob le syst2me est I plus commandable, La
décomposition retenue est originale par rapport aux solutions publiées & ce joer. Sur ce
systitme réduit, il est alors possible d'appliquer une technique de Poursuite de Trajectoire
comme oelle précédemment présentée; les résultats oblenus sont assez proches de coux
obtenus précédemment avec un gain sur le temps de calcul nécessaire, ce qui peut tre décisif
sur ce genre d'application (o utilisé en systtme de secours).

Nous ne présentons ici qu'un apergu des résultats sur '$tude de 1a sensibilité par
rapport aux varistions des paramétres du moddle et de 'environnement (densitd, coefficients
aérodynamiques, masse, ...).

Type de Commande |  Trjecloiredenéférence |  Qualité de robustesse |

Poursuite de trajectoire Altitude e e -

Poursuite de trmjectoire Energie i

Poursuite de trajectoire | Densit B T
Poursuite de trajectoire 1 PressionDynamique | = -~
Modes glissants ' Altitude I . - I
Modes glissants Densitd —

_Modes glissants { . Tminfe =S

Perturbations sinpulidres | Fnerpie 1 .

| Perturbations singulidres | Altitude S D
_Dévelop Asymptotigues | Alfitde 1 e

Predicteur-Comrectenr _non —1+

Chupitre 4, Applications do Contrble des Sysmes Non Linkat
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Les méthodes de potrsuite de trajectoire et de "modes glissants” avec une réf€rence en
altitude donnent les meilleurs résuitats, 11 n'est pas fait mention dans ce tableau des résultats
obtenus par Commande optimale car nous n'avons pas participé directement a 1élaboration
de cette commande. Néammoins son temps de calcul est pénalisant, car pour une trajectoire
durant environ 700 secondes, elle nécessite 2500 secondes de caleul sur IBM RISC 6000
alors que 7 secondes suffissent pour les méthodes présentées dans Ie tableau ci-dessus,

4.8 Conclusion

Trois exemples d'application de 1a commande des systdmes non linéaires ont €8
présentés. La premitre application (le robot souple) nous o permis de confronter les
techniques non linéaires aux problémes de dynsmigues de z€ros insiables (et aux problémes
d'expérimentadon !). La deuxitme application est celle du contrdle d'une machine synchrone
en utilisant le modéle retenu dans le zadre d'une acton G.R. AUTO/GRECO E.O.T. {et qui
va pouvoir éire testd sur 1z Simulateur Pilote retenn dans ce cadre). En complément aux
travaux de commande non linéaire déji amorcés {LEP1], nous avons proposé une alternative
robuste. Enfin, le contrdle d'un engin spatial dans le cadre d'un contrat ES.A. a permis de
montrer les qualités de In commande non linéaire vis A vis d'autres types de commande moins
déterministes sur un processus ol les phénoménes sont hautement non linéaires. Pour deux
de ces applications, des langages de calcul formel onmt €té utilisés: REDUCE et
MATHEMATICA {c.f. Annexe 9).

Chapitre 4. Applications du Contrife des Systimes Non Lindairs
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, une synthése de nos différents travaux sur FAnalyse et le Contrdle
des systtmes non lindairer a €€ faite. L'approche algébrique a ét£ privilégiée ainsi que le lien
avec des solutions algorith nigues permettant souvent & lingénieur une application immédiate
des résaltats.

Nous avons intro. .3t des notions nouvelles permettant {Analyse des Systémes Non
Linéaives: ordres essent tls, linéarisation partielle par bouclage non régulier et notion
d'Interacteur. Ces notiont ont leur intérét intrinséque et ont &8 utilisées pour 1émde de la
Commande des Systtmes Non Lingaires. Ceci nous a permis de donner des solutions
complites & certniny problémes (Découplage sous Compensateur Dynamique minimal, sous
Bouclage Dynamique Pur) ou partielles (Probléme de Morgan, Equivalence sous
Compensatenr Dynamique, Stabilité des systtmes Découplés). L'extension de certains de nos
travaux aux cas des systémes discrets a pu Stre faite grice 3 une généralisation des méthodes
algébriques préconisées dans ce mémoire{GRI11]. La notion d'ordres essentiels en particulier
est retrouvée dans [KOT1] avec 1z spéeificité des sys@mes en temps (iscret.

Nous gvons conclu par des applications représentatives du contrlile des systémes non
linéaires. Elles montrent Papplicabilité des méthodes réceates d= I'Automatique non linéatre
méme si dans certains cas, l'utilisation du calenl formel est néoessaire (bien qu'elle ne soit
pas toujours trés souple).

Ce mémoire s'inscrit dans 'évelotion récente de PAutomntique non lindaire et & oo fite,
it ne clot pas 'ensemble des problimes éudiés. B appelle en purticulier une soite pour ia
résolution complte des problgmes de Morgan et de UEquivalence Dynamigue, Les travaux goe
nous avons menes sur UInteractenr et le Découplage par Bouclsge Dynamique Pur, donnent
nne solution partielle au probiéme de Morgan. 11 est & noter que ce probléme est en fiit plus un
probléme de connsissance structurelle des systdmes non linfaires qu'un probléme de
commands (la solution par Compensatenr Dynamigus est connue, comme dans le cas linéaire)).

Enfin la robustesse gue nous avons trouvée dans Jes exemples présentés icl demande 3
&rre étudide. Plus précisément, la prise ~o compte de termes d'ordre plus oo moins élevé dans
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les €quations des modeles peut donner des degrés relatifs différents, Dans ce cas, les galns de
in commande peuvent devenir exagérément €levés oo donner des commandes pas on peu
robustes. Cette siruation a €t€ rencontrée de manigne flagrante dans le cas de Tengin spatial et
justifierait une émde future pour finaliser P'objectif de robustesse dans les lois ds commande,
La prise en comnpte des valeurs numéniques serait alors déterminantes dans P'élaboration ds ces
lois.

Concinsion pénsrl
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Quelques éléments de mathématiques pour 'Antomatique Non Linéaire.

A.1.1 Fonctions analytiques sur R

Fongtion analvtigue sur R

Une fonction numérique d'vne vardable réelle est dite analytigue si efle ¢
développable en série de Taylor an voisinage de chague point.

Exemples:

1) Toute fonction polynouniale est analytique.

i) Toute fonction rationnelle est analytique sur son domaine de définition.

ifi) La fonction {(x) = exp(-1/x2) est définie en x = 0 mais n'est pas analytique en
Yorigine, { est infiniment dérivable et toutes ses dérivées s'annulent en 0.

Seit f une fwction analytique d'une variable réelle, alors on a T'une des deux
proprifiés suivantes
) soit £ .15t égale & 1a fonction nulle
i) soit le zéros da f sont des points isolss.

On définit d2 manit v analogue les fonctions anzlytiques de plusieurs variables réelles
et 1a Propriété ci-dessus se généralise par Je fait qoe soit une fonction analytique de plusieurs
variables réelles est nulle, soit Tintérieur de lensemble de ses z8ros est vide. Er d'aiitres
termes, 'anneau des fonctions analytiques ne posside pus de diviseur de z8ro | lannean est
un annean intdgre. Il s'agit 12 de Ia propriété essentielle utilisée pour M'étuds d'une classe de
systmes non linéaires raisonnable. A partir d'un anneau intdpre il est tovjours possible de
coastritire un corps, Ie corps des fractions.

Une fonction est Jite méromorphe si elle s'erit sous la forme d'on quotient de deux
fonctions analytiquas.

Exemples :
i) Toute fonction rationnelle est une fonction méromorphe sur R,
i} tg(x) est une fonction méromorphe.

Aunexe 1. Qrelques Senents de mathémaigues pous Tutomatigue non Bintaire
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A.L2. Coordonnées locales, dérivées et différentielles .
- Coordonndes local

Soit M variéts C* de dimension n. En tout point de la varidid il existe un voisinage
U et un systéme de coordonnées @ qui permet de passer de ce voirinage dans R®, et qui
fournit les coordonnées locales de tout point de ce voisinage
xi{P) =T @ (P}

Soit M variété C™ et soit P appartenant & M. Un vecteor tangent 8 M en P est une
dérivarion Dp sssociant 3 toute fonction {, C* sur un voisinage de P, uo nombre dérivé en P
no€ Xp(f): Dp: C=(F) —> R “

f > Xp{f)

L'espace tangent en P 3 M, noté Tp(M) est I'ensemble des dérivations en P.

Soit (U,p) systtme de coordonnées locales en P. L'spplication néaire tangente @,
asspcie A tout vectear angent 3 la variété an point P, mvw&mmgmié?”m@(?)

P : p(M) > T@{}’)@n}
L'espace tangent an point O(F) 4 R™ admet pour bass les dérivées particlles axiipﬂ’)m ce

L'espace tangent Tp(M) admet pour base m@f,%m»_ La fonction nj= @est C%

au voisinage de P et la composante de DP sur @f% (P} est Dp{m= Q)

Un champ X, C*sur M, associs A chaque point P de M unes dérivation Xpen Pelle
que si (1. ) est un sysidme de coardonnées locales en P, alors Jes fonctions de U dans R
> Xol m-q) sont C= sur U.
TM) = {champs C* sur M}

Anpexe §. Quelguss ﬂfm&mﬁ&xmmumrmﬁm@wmm
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SxXﬁswnchmnp C’“‘ snrM elfs.me fonction C™ de M dans R, alors en chagoe
point P {e M, Xp est une dérivation en P gui & { associe le nombre dérivé Xp{f). La fonction
de M dans R qui & P associe Xp{{) est une fonction C* sur M appelée fonction dérivée
de f selon le champ X, Novs s noterons X

21(P) = Xp(D)

TP(M} ‘ {fnmes hnémr& sur Tp{bﬂ}
mPSTPM te: TpM)—>R

Dp

—> <ip Dp>

12 Z3%raticlle d'une fonction en un point associe & cheque dédvation en ce point, Iz
résattat de cette dérivation sur la dite fonetion.
g=C™M) .
<lgy D> = Dgl®)
Labasede T&m‘}§ dozle de 12 base de Tp{M) constituse des zpf‘(%;p{?)} &st 1a base
formée par les d{nj e g)pear:

< dimyeoe . S 0@ > = [T oy o) = o) = &

Et pour tout tp & TH{M) sa composante sur d(x; = g)pest <ap, @‘f(ga;@m) >

gop TpM)——> Tem(R) {has& ﬁF))
g0l o@0) = ia“’*”‘?“” S ey S P = < gy o 00
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Un champ de covecteurs @, T sur M, associe 3 chague point P de M une forme
différentielle @p sur Tp{M) de fogon que si (U.q:) est un systdme de coordonnses locales en
P, alors les fonctions Q ——>< g, @ 1(3;;:;;{(3)) > sont C* sur U.
| T*QM) = {champs de covectenrs C*° surM }
Pour ge C®(M), dg : P > dg,, est un champ ds covectenrs appelé différentielle
de g ( tous les champs de covectewrS ne sont pas de cette forme: ceux-ci sont appelés
différentiellzs totales exactes)

A.1.3. Distributions et codistributinms.

=Distrbgtion 4
Une distribution A, C* sur une variétg M, associe 3 tout poiat P dz celle-ci un sous-
wapace vectoriel Ap de l'espace vectoriel tangent Tp(M). de fagon gue sur U, un voisinage de
P on dispose d'une famille de champs de vecteurs C* fourmssant en chagee point G de ce
voisinage une suite génfratrice de Ag.
P > Ap sous-espace de Tp(M)
U > (D1 Dy ..., D) champs C® sur U
wlsque ¥ Qe U, Ag=esp (D1, - - D)
Si pour tout point Q € U, (D1Q, .. , D) est uns base de An alors on dit que les
chemps (D1, Dy, ... , D) constitoent une hase locale de A sur UL
A chague fois que ce sera saffissmment clair, on omettra de répéier gue les
distributions crnsidéres som C=,
On dit qu'un champ de vecteurs X appantient 2 une distdbution A, si pour tout point
PdeM,onaXpe Ap.
Etant donnée une famille (g1, £, ... . £) G2 champs C sur ip varists M, on note
splgl. g2, ... « 8m} Ia distribution A, T sur M, dé&finie point 3 point
Ap = esplgy p. B2.p. - + B,P)-
Proprifts: si A est une distribution C* et 58 Dp est une dégvation en P appartenant 3
Ap, alors il existe un champ C* X appantenant 3 A el que Xp=Dp.

=Codistribution Q
Uns codistribution £3, C*™ sur yne varifté M, associe 3 tout point P de celle-ci un

sous-egpace vectorie] de l'espace vectoriel Tp(M) dusl de lespace tangent 3 Men P, de fugon

 Annexe 1. Quelguas Sléments de mathématiques pour {automstiyns non finkzie
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que sur un voisinage de P on dispose d'une famille de champs de covecteurs C* fournissant
en chague point une famille génératrice.

P > Qp sous-espace de TE(M}

U ——> {0y, &g, ... . ©Oy) champs de covectenrs sur U

telsque V Qe U, Q2 =esp{ng, ... . Omp)
Etant donné une famille (wj, wy, ... , On) de champs C* sur 1a variéts M, on note
splai, oy, ... , Om) 12 codistribution £2, C* sur M, définie point & point :
£2p =2p {v1p. Wop, ... . Bpp].

Saﬁﬁymv, deTp{M) alors on note:

Ep={ ©pe Tp(M) | ¥ DpeEp, <@y, Dp>=0}
Soit Fps.e.v. de Tp(M), slors on note:

Fp »{Dpe Tp{hﬁi‘v’mpe}’y <y, Dp> =0}

Si Eemmdismhumn(l” almiamﬂism‘me.Pm>Ep.nmim
ung codistribption C, cependant tout point régulier de E est un point régulier de E etadmet
un voisinape sur lequel E est une codistribution C* (lemma 3,10 .23 ISH4).

{EP) = Ep
dim (Ep) + dim (EF)=n
Ep 2E, = EP 2 Ep

(Epn .E;,)‘ = Ep +EP

{ B -z-z;; =ErnEP  eilesrelations duales pour lss codistribations.

Ald, Géométrie différentielle des systemes non ﬁnéaim‘
Nous nous iméresserons aux systdmes non Fnéaires déquation
x = f{x) + g{x}u
{ = h{x)

aves
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M varidié C ge dimensionn

f, £1.--., &m champs de vecteurs C* sur M, h zpplicatior C* dz M dans R?
ui, ... , Up 1 BR—> Rest 'entrée do systéme

y = hsy : M——> RP est Ia sonie.

R

v:R——> M trajectoire de I'état , c'est la fonction qui & l'instant © associe x(t) sor
M.
¥, : applicaton linéaire mngeute gui associe au vecteur angem %{x@) AR eny,

le vecteur tangent ?#(—g; {19 & 1a wajectoire au point {(ip).

La condition: "f,,(d! (o)) = fyupy + 2 u;{to)-&,vit) (AL2)
=
exprime que dans Tyg,,(M) le vectzur tangent en ¥{ig) & la majectoire ¥, est une cernaine

combinaisun linaire des valeurs en i) des champs £, g1, ... » Em -

" Soit (U, @) un systtme de coordonnées locales au voisinage du poim ¥(ty).
L'application linéaire mngeats @, au point ¥ty), permet de transposer cette condition dans
Tespace tangent en .Y{tg) A R®:

. ( ’&(@ w)) = o (Fe) + E u{to} @u {(Zieyitg))

oii cetie nouvelle condition mﬁsmpmedmhma%ﬁm}m un s;med’équam
difffreatielies: )

@ £ m
TR0 T (o = ficsaal) + 3, utad £ 3tea)) (AL3)
=1
oi fi{y(t)) désipnela e de @.(fy) sur Bxg f?ai(ia)

Bt g (‘ﬁtﬁ)}dgmgmmmmmdem.{gjm@) sur gi—@;g(:ﬁ)

En notant x; 1z fonction compos€e % =@ =¥ on retrouverait ia forme ususlle des
€guations. d'état "S}

i
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A.LS5. De Vl'influence du choix du systéme de coordonnées locales sur la
forme du systéme d'équations différentielles. Premier critére de choix:
accessibilité locale,

Sl exisic un entier d et un syst®me de coordonnfes locales (U,9) tel que les
décompositions moduolo @, des champs £, g1, g2, -.. « gm aient sur U les propriftds

suivantes:
pourd+li<i<n:
1) 1n compasame de. @, (F,) sur 3;@(?) nedépend que de:
a1 2 @), .. . Rpo{P) (A-1.49)
2) In compasante de @.(g; p) sur %MP} est nulle, {A.15)

alors la déconsposition de 12 condition (A.1.2) modulo ce sysitme ds coordonnées
locales donne un sysi2me d'€quations différentislles simplifié . o - it {par epport &
(A1.3)):

ﬂﬁx@?

pour 1<igd it ) = (7)) + ):3;(*&; ¢ i)

{A.1.6)

bt
w{@ =i Ras1 29 * Yigh - » TP = Tgd)

etpoard+I€isn

Dam:,sxl 'on meste dans e voisinage U, ﬁyaﬂmns&memcdemﬁammdm
cmn;maﬂmwgﬁxaqm ncdépmd:m pasdclcnmn‘

nhﬁgmmmm qn.ﬂs goe soit Ventriée, tous les points mmhlw en m,
partir d'un point donné. Clest pourguoi on parle d'accessibilité locale.
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Le rile des systtmes de coordonnées locales @ peut Eure interpréts comme soit: le
nombre de composantes de I'état apparaissant indépendantes de T'entrée dépend du choix du
repére, ou si I'on vent, de Fangle sons leguel on regarde Ie systeme; et le point de vue idéal
est celui pour lequel ce nombre est maximal (¢est & dire d minimal).

C'est pourquoi on va chercher comment trouver, 8%l existe, en tout point P de 1a
varifté, un sysiéme de coordonnées Incales dans lequel les champs se décomposent comumne
ci-dessus. Et avec d aussi petit que possible.

A ce nivean, intervient la notiun <e distribution.

A.1.6. De la référence aux distributions dans le choix des systéemes de
coordonnées locales.

Etant doanés deox champs de vecteurs C* X et Y, on obtient un nouvean champ C=
noté [X,¥] et appelf "crochet de Lie de X et Y ", en définissant comme suit la dé-ivation
comespondante ao point Pr

[X.Y1p(0) = X, (YD) - Y (X0)

On notera également :

adkg(x) = ffady! gx)ix) pori>l  avecadiglx) = g(x)

- quelgues propriétés du crochet de Lis [IS14]

i) bilinfarith: 1y, e R
nfi+mfa.gl= nlh.al+nlf.al
[fi.ngi+nel= nif,zl+nif.e2]
1) anti-commumtivité:
ffgl=-lad]
iii) identitS d= Jaonhi
[flepll + 2dpdl ] + [plig] 1 =0

- reégles de calenl do crochet de Lie avec

., B, A fonctions 3 valeor réelles, f.g champs de vectenss, o covecteur

1 LgrA{x} = { Lik(x))aix)

5  [of.Bgllk) = axBNLeix) + LaB)alx) glx) - Lga{x)BE)x)

i)  Lypgh{x) = Lilgh(x) - LiLiMx)

)  Lgfox) = ax)Bx)(Lex) + Blx)<a{x)fxpdalx) + LyOoaix)n(x)

v)  Ledh(x)=dliMx)

¥) Lycogeix) = <Lx)gx)> + <alx)lLglix)>

Gn dit quune distribution A st involutive si pour tout couple (X,Y) de champs de
vecieurs appanenant & A, Is crochet [X[Y] appartient2 A,
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Une distribution A est dite invariante par rapport 3 un champ f si pour tout champ X
appurtenant 3 A, le crochet dz Lie {X, f] appartient aussi 2 A.

Etant donné un champs € 1, et une distribution C* A, on note [, A] la distibution
C®° engendrée par les champs [f, X pour tout champ X C* appanenant 8 A

Sx une dxsmhﬂuuu xi €5t non smguliém dz: dnncnmun d, etinvolutive alors en tout
point il existe un sysiéme de coordonndes Jociles (U,¢) dont ks champs
9. ... 9 forment une base ocale de Asur U.
Onditalors que le syst&ms de comﬂomm ({L*P) redresse Ia distribution A

Siune {hsmbuncm A €5t non singnﬁ&m dr dimcnsinn ﬁ. m‘n}nﬁva, invariants par
rapport at champ de vecteors £, et cootient les champs gy, ... . gm dlors en chaque point Ple
systtme (U, @) qui redresse cette distributien aura les proprétés (A.1.4) et {A.1.5) ci-
dessus.

Compte tenu de ce que nous avons dit précédemment on cherchera parmi ces
distributions & en déterminer une de dimension minimale.

A.1.7. Distributions d'accessibilité forte &,

P =<1, g1, 82 . » Bm 1 5piEL B e s Bm) >
Cest 1a plus petite distribution contenant les champs g1, £2. ...  £m €t invariante par

xappmauxthmpsf g;,gg,m,gm.

pfld ERHETS. :
1- &"' est mmimc ¢t sa dimeasion 4 est 1a plus petite possible pour une
distribution remplissant les conditions recherchées an paragraphe précédent.
2- Pest constructible & partir de A = sp{g1. 820 -+ + Em)
par I'algorithme: Ag=4A

m
Ay=8py + [, Ay }*g& { &, A1
(gt pour Ag = Ag.1 )

3 Enmmpamtdehiuﬁdim?astmnmﬁ.mdzspmedmngma@ M
coordonnées locales m&} mdr::ssani @ct ﬁmct:}qnc: L

P.
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3.2 ea particulier an voisinage d'un point Y{ty), dans ce systéme de
coardonnées locales les équations d'état s'écrivent (c.f. 4.3) ;

e m
pour 1 Sigd: jgz_&g_’g {t) = fi(y(o)) + j%ﬂj@ﬂ Bji(7(to))

dnjep ey . |
pour i >d =B (1) = £ 701 0 @ o Y0) . Ttez * @ *Yltgds -o- » B =P = {tg)

4- rappel ds linterprétation géométrigue:
exemples pour n = 3 et frois valzurs de u différentes.

‘& \."Sh.\

¥ et z ne dépendent
pasdeu % pasden

A.LS. Distribution d'accessibilité faible H.
A =<f81, 82 - o Em | SPIE, B1. B2 oo o Em] >
Ceest Ia plus petite distribution contenant les champs f, g1, g2, ... . £m €t invarinnte
par rapport & eux.
1-2 + srlflc R
2- En oot point P régulier de P+ splf} ona : (P +spifip=RAp
iPe nt rign singulitres glors
1- Elles sont involutives et pour dim P=d, anadim H =doud+l
2- Par applicztion du théoréme de Frobéaius, on obtient en tout point de Men
systéme de coordonnées locales tel que {cas d+1):
2.1- Jes champs @“}% ) RN :_.pf}%) constituent une base locale
de P et les champs «p’}{a%} ‘e ,q:'f{é} ,gr}%) constituent une hase Jocale de R.
2.2- dans ce systéme de coordounges locales an voisinage du point
¥to) les £quations d'éat s'écrivent:

o G eReY 2 ~
p@miﬁﬁd:“jg—”ﬁa}“fi(ﬁ!ﬁ)}* j%!ij(*ﬂ) g1 (vit))

pour i =d+1: W@ =i Tae1 + @ Al) . Fas2 = @2 Y{teh oov o Tno @ 2 %{10))

, 1 Quelques Elfments do mthémariues poor Tauomatiae o finéain
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dnje@-y
dt

pouri>a 1: (1g) =0

3 - Interprétation gdoméirique:
exemples de tajectoires en dimension n=3

i partir d'un méme point initial, pendant un méme temps, mais pour des entrées différentes:
toutes les irajectoires sont contenues dans Ie plan horizontal, iui méme divisé en droites, Cee
droites contisanent chacune was les points acopssibles & un méme instant”

A.LS9. le rile du noyau de 1a sortie: introduction & 'observabilité locale.

- Novan de In sortie h; M——>RP

On appelle noyan de 1a sortie en gn point P de M, 12 noyan de son applicarion linéaire
tangente en P,

Kerh, ob: h,: TpM)—> TamRP)

On note y;;—»ﬁgnh M-——->R lakmwm;aasmmdzh( 1 £k <p) Considérons
ies applications linfaires tangentes:

Th(P} ®

le’mm&ednkézﬁ'mmﬁaﬂcmmk&niaimmmyhma

Arntezxe 1 Quelpues El8ments de euthématigues por Tntonatigoe nox fingiee
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Yio : TPM) —> Ty m(R) et dyk: TpM) —>R
et on a la relatdon Ker yi, = Ker dyy entre sous-espace de Tp(M), d'ou:

P
Ker b, ={ | Kerdyx

k=1
d'ol I'abus de notation : Kerdh=Kerh, .
- Distribution_ : on note aussi Ker h, on Ker dh Ja distribution {2 prior pas C*) sur M

gui & tout point P de M associe Ie noyan Ker b, de 'application tangente en P.

- Ann ova cortia
esp (dyy)* = Kerdyy

P
(Kerh, )t = ‘Q;K”’ dye)* =espldyy) + esp(dyz) + — + esp(dyy)

= esp(dys, dya, ... dyp}
eouvel abus de notation: sp(dh) = spidyy, dys, ... .dyp)

- ahiting 1
Si un sysiéme de coordonudes locales {U,g) est tel qu'en tout point Pde U les d
pmuimwccwmﬁﬁhascdc'i‘q&ﬁ.nm
vl o). ... 97 o)
appartiennent tous & Ker b, glors les applications linéaires tangentes en P aux composantes
v (1<K<pYdelasorte sanﬁnicn:muzessurm vecteors:
Yk.(g‘;i oP) =0 ﬂﬁa_ssi}
o Yl mﬁ’))*-*[a’ @] 3 n@
donc Mi Y oP)=0 (1<k<p.l1<i<d.Pel)
11 en résule que I‘appﬁcanun heg™ ©
o{U) —> RP ne dépend que de (x449, X312, .- , Xp).
Ceci permet d'écrire le long de toute trajectoire y contenue dans U, Y = hey{tg) sous la
forme :
Y =heylty) = beg{ 7ge1 0@ = 4liahs ... » T2 9 = Y1)
La sontie ne dépend directement que des n-d demitres composanies de P'étar. Muis 3
quelles condifions celles-ci sont elles indépendantzs des précédantes?

A.1.10. De linfluence du chaoix du systéeme de coordonnées locales sur la
forme du systéme d'éguation différentielles. Deuxiéme critére de choix:
observabilité locale.

Anpexe 1. Quelques Sléments de mathEmatigues pour Vauiormatique non indsie
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8l existe un systéme de coordonnées locales (U.g) wl que en tout point P de
U les d premiers vecteurs de base de Tp(M)
q)'} (g% o(P)), ‘P‘}( g‘% eP). ..., '} (3% ©(P)) appartiennent tous & Kerh,
et tel que les décompositions modulo Q. des champs £, g, ... . gm aient sur U les propriétés
suivantes: pour d+1 < i < n les composantes de Qu{fp), Pu(B1P) s -« » PelBm p) SUr 5%
9(P) ne dépendent que de
a1 9P, ... T (P)
Alors 1a décomposition du sysiéme non linéaire proposé, modulo cz systéme de
coordonnées locales s'écrit:

dmie o m
powr 1Sigd Y (1) = i) + j§lnj(¥0) g (1)

{A.LT)

pour d+1 S i S - R Y (0) < i mgy oo le) s - o T o B YD)
m
+ jgiu;ﬁu) gii{ngs1 o0 ov{to), ... . Tpo@ = 4{ta))

¥{tg) = heg Y nas1 =@ oY1), ..., Bp=Q =¥tg))

Tant qu'on ne sort pas de U, il y a dans ce sysiEme de coordonnées, des composantes
de I'état { & savoir x3, x2, ... , xg ) qui n'influencent ni les antres composantes de Pétat , nila
sortie: on dit qu'elles ne sont pas observables.

Exemple de trajectoires en dimension n=3 avec d=2 : toutes les trajectoires partant ag
méme instant du plan Oxy, avec 1a méme entrée passent an méme instant par Ie méme plan
horizontal et sont impossibles & distinguer par 1a sortie:

0

N i N
QH

Annexe 1. Quelgoes £léments de mathémafigues pour Tautomatique non Héaire
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Le choix du repére pouvant metre en évidence un pius ou meins grand nombre de
composantes inobservables de I'état, le meilleur choix de repére est celui qui en met ¢n
évidence le plus possible (d maximum).

A.L1LDe la référence aux distributions contenues dans le noyau de la sortie
pour le choix d'un systtme de coordonnées locales.

Si une distribution non singulitre de dimension 4 et involutive est invariante par
rapport sux chemps £, g1, 82, ... «£m. &t 881 contenue point par point dans le noyas de 1a
sortie, alors en chaque point P de M, le systtme de coordonndes locales (U,@) qui redresse
cette distribution donne pour le systtme non linéaire In décomposidon ci-dessus.

On cherchera donc si parmi ces distdbutions on peut en trouver une de dimension
maximale et pour cela on va utiliser les notions suivantes:

Smtm Fm}(ﬂpnnc}wnpﬂammem.cwmm
s0it D : P ———> Dp un champ dz vecteurs, C* sur M alors 1a fonction notée
<p,D>:M—>R
P > <op Dp>
est une fonction C™ sur M.

selon le charmp D e nouvean champ de

mm&sﬁéﬁmmmmzsmx
D@ : P ——> (Du)p
ol pour définir la valeor de la différentislle en P (Do)p sur un vecteur Xp e Tp{M) on
considére un champs C= X passant par Xp et on pose:
<ok Xp>=Dp<e,X>-<ap [ DX]p>

ﬂmdism*bnnancm sm-M.Dchman“ dcw:tmsmM.
On dira que £ est invariante parrapport & D si et seulement si pour touwt champ C< de
covecteurs @ appanenant 3 £2, le champ Do appariient anssi 8 {4

§i A est une distribution C* et invariante par rappost au champ D, slors Ia
codistribution At est invariante par rapport 3 D. §i © est une codistribution C= et invariante
par rapport D, alors O est une distribution invariante par rapport & D,

Si A et At sont Co alors:

N 1. Quelues ifments de mathémigiques pous Lasiomatique oo finéa
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A invariante par rapport 2 1) «=s A* invariante par rappont 4 D.
51 Q2 es Q4 sont C* alors:
Q invariante par rapport & D «=s Q' invariante par rapport 4 D.

A.L12.Distribution d'observabilité locale.

On note < £, 21 82+ +.- « Bm | $p{dh) > 1a plus petite codistribution contenant la
codistribution sp(dh) et invariante par rapport aux champs f, g1,82, ... » Em.

1~ Cest une codistribution C** comme sp{dh),

2- §i cette codistribution est non singuligre

glors la distribution < f, g1 .82, v o Bm | Sp{dh) >4 est O, non singulitre et
involutive; elle est la plus grande distribution involutive, invariante par mpport aux champs {,
E1.E2, ... « §m ct contenue dans Ker h,.

L = sp(dh)
m
D=0, +fQ+ Y g Q
f=1

}.‘:
fQ= fm), g8l = sp (g0
ol g ). 2= o 6o

§i £25.y est non singulitre glors 2y =<f, £1.82, ... . Em | spldh) >
4- Alors 1l existe un sysitme de coordonnées locales (U, ) tel que la décomposition
du systdme non linésire s'écrit:

pour 1 Sisd: M(lo) = fi{y(ta)) + Eﬂj(tn)gj,z(?(fﬂ?)
dm; @‘ ¥

pourd+l €i<n: (to) = f(mx=¢»7(a),....xn*@°ﬁra))
+ jginj@ﬁ} g (Rds1 2 @ <At} s oo s Ra o @ < Y(0))

y{to) = hegrli(mas1 o @ o At} s ... . Tn =@ =Yt

S-Interprétation géomérrique
Vuoir fipure parmgraphe A.110
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A.113 Bouclage Statique : quelques propriétés péométrigues

Definitic
Une distribution involotive A est (£, g)-invariante localement si dans un voisinage de

chague point P de M:
il existe un Bouclage Statique; v = o{x) +f(x) v avec B répulitre
[f+pa,A] cA

{gB.A] cA

notal. 1 existe une distribution {f,g)invarianie maximale contenve dans une
distribution donnée.

nata?. si P est non régulitre on peut définir des distributions localement
{f, g)-invariantes dégénérées. 1 y a non fermeture pour {'addition et donc pas de
distribution maximale.

Notons § la distribution engendrée por les champs de vecteors gy, ... , £m alors
F'algorithme de calcul de la plus grande distribution {f, g)-invariante involutive contenue
dans ker dh [1514]

Visi=kerdhn { Xe ™™ / [, X] e Vi+ Bet [g.X] eVi+ §)
alors V* est la fermeture involutive de ln limite (1im | . Vi) de lalgorithme.

- calculer ez et B rendant V* invariante

- R* = fermeture involutive de { ad¥pgn (GnVT), adkg (§nV*) .k € N}

Remargus
1! n'existe pas d'¥l8ment maximal unigue dans la classe des distributions de commandabilité
non réguliéres contenues dans ker dh (c.f. exemple 3.6).

Annexg 1. Goelques El8ments do mathémutigues pour Yautomatique non Enéaire
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(i (F0): )
{%} (a i)‘ %2 "2
On pent vérifier [MOO1] que V#* = R* =0 tandis que R = { 3/dx3 }

= fermeture involutive { ad k

3 8
10|
§

est une distibution de commandabilité dépénénfe contenve dans Je noyau de Ia sortie.

Einatigques mi*mmﬁqmmwﬁ
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Annexe 2. Esgential Qrders and the Nonlinear Decoupling Problem
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Essential orders and the non-linear decoupling problem
A GLUMINEAUY and C. H. MOOGH

The concepr of essential orders has recently been intrpduced into linear system
theory and has been shown 1o be useful in the solution of suafic dnd dynamic
decoupling problems (Commault & af 1986, De Luca « ol 19851 This paper
presents & non-trivial extension to the class of non-finear affine systems of some of
thess definitions and results. It &5 shown that these invaramt integers give the
mmimal order for a regular dynamic compensator that decosples 3 right-tnvertible

L. Inwpduction and notation

Akthough many important contributions have besn givén 1o the decoupling
problem duriag the last 20 vears. its most general case has been solved only recently
for hnear time-invariant systems by Descusse er ol {1988): the solutions which are
sought are possibly singuler state feedbacks This larter result has been obtained
withn the so-called structural approach using the notion of structure at infisity and
thanks 1o the concept of essential seructure {Comimault er al 19361, ‘

In the non-linear setting. non-interecting control has been studied by Freund
11975, Sinha {1977) and Isidon ot al (18814, for examplz. Dynamic solutions were
recenthy mvestizated by Fhass { 19331, Descusse and Moog { 1985, and Nijmeijer and
Respendsk ( 19865, Such solutions have been applisd to o robot arm with ¢lastie joints
by D Loca er of (1985, It wounld be interesting to know in that example the
structural property of the system that pecessitates four intzgrators on one input
chanpsl and teo mtegrators on 2 s2cond one. The main goal of this paper is to find
this propary by eatending the definitton of essential orders and showing that they
represant the smallest 1n a sense that will be defined latert structure at #nfinity that is
reachable by ¢ compensator that 2an decouple a right-invertilide non-tinear system.
Some results are valid Jor general compensators—static or dynamic—rzgular orpot.

Thus propeny is called the munieal prder of a compeasator that isa solution to the
deconpling problem. This result s known from Commautt & al (1986} for finear
systems from the analysis of the Toepli matrix. However, their analvsis is not
directh acceptable in the non-limear setting A proposat by DI Benedstto er ol
11958 19893 is recalled and used below. and Theorwa 1 din §2) focuses upon the
application of the sssential orders to the dzcoupling problem,

Soms preliminanes are given by Glumisean and Moog {19881 and related results
un the concept of essenniafity for pon-Hinesr systems have bagn established recently by
Xia and Goo {19881 1

Reconed @ January 1989
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1826 4 Glumineau and C. H. Moog

The framework for our work is as follows. Consider a noningar system of the
form:

= Aix}+ }: B,ix)n, {11
ixy

y={1x) ]

where the state x belongs fo B*; the output § belongs to 8”; and the compenents of
Alxl Bylx)h ..., Ba(x) and Clx) are meromorphic functions of &, e, they belong to the
fraction field of the integral domain consisting of analytic function, of x.

As did D1 Benedetto er al. (19881 suppose that the input function winy to the
system {1} is N-times continuously-difisrentiable, Thea by Tavlor's theorem,

-ty
’j’ . +Rﬁif"‘fgl

b
ti= ¥ o
o

where 1, is some injtial point in time. o™= uf1),
S
u" oz g;ﬁmiﬂla#ia

and R is a remainder term. Theno . 6. ... o™~ ¥ are tndependent variables. In the rest
of the papsr. we use the simplified abuse of notation Mxi = ¥ x1 = Clx) for the
wuiput function: mere generally, the notation y#™{x. w ... o™~ 1"} is then defined ag

™

Pl M= &f‘i(ﬂlwﬁ * ;S_: Sﬂi’{m:)

£x [T
a1 Ak

- v «-—-——{‘1 i
To cu

A way of considenng the jacobian matrices
< A

e fOr 1€ k€0
fle .. ") <

which are the non-linear eguvaients of the Toeplitz matrices associated with a linsar

system, is 25 follows.,

Lat ¥ denote the field consisting of the set of rational functions of fu. ..., /"~
with coefficients meromorphic 1o x.

Let # deniote the vector space fover & spanned by 'dx. du, ™™ Y], A generad
vertor e in £ is then wotten as

* w ool )
w= 3 (nine £ paar)
TN ;

where 2, £, btlong to ¥ ,
pdenotas the set (1. . p! ForispandOghk<n ¥  ngsto & one has

£

- - Ak iy
dit {ft"“ S ti‘f“‘}
e 4

% i N ol




Essenual orders and the non-linear decoupling problem 1837

Introduce the chain of subspaces = &, = ... <, by
&g*ﬁﬁg‘aﬁ dx, df, .., dy™! (4

To ¢nd this introductory section, recall the definition of some invarant integers
that are of interest for our purpose. The characteristic number, Le. the (similac) order
n,. of the zero at infinity of the subsvstem consisting of the dynamics {1) and the
output 1, = C{x) is:

n = min (k> 0]dy" éspan {dx}}
I for any k> 0. 454" e span {dx]. then o= . 7 A

For the system { 11 (2) the aumber o, of 2ero$ at infinity of order less than or equal
to & 1 €k n, is (D Benedetto e al. 1989

. &
g, =dim Z"J;‘
bt 2 |

Oune can introduce the {ollowing notation: g = sup {o,, k> 1} is the total aumber
of zeros at infinity; p, = g — @, 13 the number of zeros at infinity, of order greater
than or equal to i for i » Land o) = card {p; 2 ). The list {n).§ > 1} represents the list
of orders of zeros at infinity.

2. Essential vrders

Starting from the noton of essential row” introduced by Cremer 119711, the
concept of esszntial order has besn defined for Unear systems (by Commuaunlt et al.
19863, Let us now 2xtend this definition to the ¢lass of pondlinenr systems (10 {21

Definition

For i e p. the essentiol onder n,, of the cutput 3, 15 defined by
n,, = min {& > 1" espan e di. L T AP d}*""‘l}

A differential 3" as above is said 1o be essentinl in (dv, d¢. ... d5*™]. I such a kdoes
ot exist, one $813 1, = X.

To bs homogencous with the [ramework of §1. the dynamic statafesdback
decoupling problem can be stated as follows.
Find. f possible, a dynamic compensator

F= Mix 2t + N oie
se= Pl zd o+ Gixosir
where dim 2= 0, r={r,. .3 p<s<m sush that
it s span (de d2 dr o TN foriep b2l

and
dr et gspan dadst farssp
*
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where o~ denotes the field consistng of the rattonal funetions ¢, .. """ with
coefficients which are meromorphic functions of .

EJuation {3) represents the non-interaction of the new inputs ¢,. ... ¢, and {&
tepresents the output controllability condition. We are now able to state the major
application of the n,, given in the Definition to the dynamic decoupling problem. The
static case will just be the special case where n. =0, Note that no regularity
assumpuon is made on the compensator and. to the best of our knowledige, no feésult is
available in the litersture for such o general situntion,

Thearem |
If there exists a compensator {static or dynamic) thar decouples the system 142,
¥,. then
o

afizn X, isp ih

where I denotes the decoopled system.
Moreover there exists a {possibly extended) decoupled system I deduced from X,
such that

aiEi=n4%, 12p (3.5}

Bafore proving Theorem 1. et us establish a couple of lemmas. From our notation.
5, denotzs the largest order of the z2ros at nfinine

Lemma )
For nght«nveruble systems § Fhzss 19860 0, s finite and n,_ €, . forevery i

The proof of Lemma | = given m the Appendix. From Flizss ( 1985 and Dascusse
and Moog 119331 we hnow that f I, con be dzcoupled. 1t s necessarily nght-
unvartible, then from Lemma 1. all the integers involved in (71 and ¢3) are finite.

Lemma 2
The essenual orders n,. {2 p. cannot decrease sader the acton of a statiy or
dynanue compensaior.

Frouf

Assyme thot d3™ 1 not essential for the original systemi i i2ispand0€ i €n
Then there exist meromorphic coeffictnts 2 (x . ™ M) e ¥ jenip + 1 that
are not all zevo. such thar

- sk . 1) - ki - S 93
1 & iy PES A5 NI s |
NESIE T =t 0 . Of={z, . m]]o—To
TR Y Py T J ,ti‘t‘&w“ﬁu Y
where { = mp « 11 and the coeflivent relutne 1o
c‘!‘:h

TV TR o

s gone For the estended spstem. 1 the chwdduop systein conststing of the enginal
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ssstem 102 and the dyvnamic compensator. one obtains

£t ey [ leou .ty T
xzarn....") Aru . N H A st B

: ax. g ¥ Axtt . ™M 7
= I:t PR x!v] Fixw i «.;“4 u‘ti"‘ }‘} 1 f‘x‘ -0 A tﬁ!"~‘ yj

‘!ﬁi} & f:{ t* Fiinoa ﬁu“}
[car,m.m**“t]”f" "3[ ‘:u-;f“"“i]

The latter shows that 4% is not essential for the extended system,

So

[

Proaf of Theorem |
To prove {7, note that {or any decoupled system I, one has

{ﬂ;(ml = ;”dcﬁ:ﬁp

From Lemma 2 we have that under a dynamic compensator, the g, mnnm
decrease for ie p Thus for X the relation ¥} is always true, =

To establish (B). it suffices to prove that the algorithm of Destussé and Mooz
119871 does not change the essential order a,,. f ¢ p. Lat us frst recall the sigorithm.

Step 1
Compute n,, for i £ p and the decoupling matrix B*. If rank B* = p, stop.

Step 2

if rank B* = r < p. define 2 square meromorphic and non-singular matric Gyix)
such that the m— rlast eolumas of Bf = B* x10,1x) are ideatically zero. Without 1os$
of generality, we can assume thay the block of the first » rows and the first » columns of
B} form an r x r non-sgular diagonal matrix,

B = | 9

Step 3

Amuong the r non-zero columns of BY we have g columns, {say the first g columns,
without loss of penerality) with two or more son-zem dléments. Now put an
imegrator in series with the g corresponding input terminals and the zwx syrtmi ]

v.‘ﬂrtm
X} Atx} -P ; o
1-~] = ; | 110
u‘ ey ....... e il ' 4 v - :

where 8= BiuG,a« §=m q Call the svaem (3040 £,
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Stép 4
Go to Step | and resume the procedu— with X, instead of T,

This algorithm ‘conserges’ after a finite number & of ilerations. towards an
extended system E, which 1s decouplable with static siate feedback.
For the system X, one has
dyiteet & span jdx. di . dpmeT S dyitee L det) {1y
Motz that from the form of BY in {9), one has
n<n, forigi<gandlorp—~-r+1g€igp
Suppose that ane sets only one integrator in front of the first input channel u,:
assume that the essental order of 3, has increased for £ =X, Then
dyie' e span jdx. du,  df, L dpteT Y didy L det) {12)
But
span dx. du, | = span {dx, dy)
and thus
diiet e span jde dyt, di. Lyt Y ARy L ) {13)
The relations (113 and (131 vizld & contradiction when combingd with
This proofl can be repeated for sach of the g input components u,, ... 4, and
proves that the structure of the decoupled system at infinity 15 nothing but the

i

essenual structure of the mitial system £, This was the claimed regult. oy

Before concluding thus section. note that it 15 possible 1o deduce some interssting
structural properties from the above results.

Corpllary 1
The essential orders |, |, are invariant under regular static state feedback u=
Fivi = Glxir tie. Glxt w non-singulary.

Progy
The proef of Corollary 1 ean be deduced from the proof of Lemma 2 but it 5 an
immediate consequenee of the cham rule
At @ def @™ o
o .0 dru . W

where
by e nm»- i3
PPIRCLLL L
TR AN call

i

5 a square fullrank matro

Another conclusion frum Theorem 1 s Corallary 2
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Coroflary X
The three lists {n,},. {n,}, and {#,, ], are equal if and only if £, can be dr.oupled
with a regular static.state feedback.

Nest, we give a result underlining the physical meaning of the rsential orders.
First, the orders of the 2¢r0s at infinity can best be understood .or discrete-time
systems, since they represent nothing but the delay existing between the input and the
output. This analogy still holds for continuous-time systems. Then, o, répresents the
difference between the structure at infinity of the overall system X, and subsystem T
defined by the dynamics (1) and the p— 1 OUIPUIS 1. . ¥in (o Fi po s Fpd MoK
precisely, one can state this as Theorem 2,

Theorem 2
Assume that the system {1.12} is right-Invertible and let {j{£}], dedote the
orders of the zeros at infinity of the system £, theq for i ¢ p. one has

2 ot} )
me= 3 mtEa)— ¥ n{EY {14
=1 =1

Proof
Lot A denote the fizld consisting of the set of rational functions effu. ... ™) with
cosfficients meromorphic i x. and

&= span dx. ... dy®) for0skgn=1t
From Di Benedaito of of 11989 we koown that
dimspjm&wdxmmnﬁl Tor0gkgn

The essential orders are thus unchanged whep replacing » by 7 in the Definition.
Call £y =8, ... =47 the chain associated with system £*
L2t
ky=min k2 1dgP e st {15

Hence, from D Benedetto er of 119891, one hus the decomposition

4.8 span 1y @ . & span [y

and from {13
€15 span WE™@ . Sspan i) =4, 116}
thus “
By= y
Sa.

dim &t =dim &, —tn—n <+ 1
in 2 similar vein,
duna i, =dimd, , —gir—-n,=-3 ) 4181
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Compute
2 1, & &
Y miZ,) =1} db J)'z(dimm‘i-—cﬁ L)+
P AiZg) I(dlmg;‘ + 7 mﬁ
, By . &,
+m+11(d1m = -—dzmg;ﬂ)

=dim fo -~ (n+ 2 dim &, +tn+ N,

{171, {151 yield

2~

I

=}

[

“win+NidimS, ~ta—n, + 21

and the result {14) {oflows.

Exampls

Computz

- g,
{=
,‘"Qﬁl - B‘I-f:]
- -
W a= “
’ _Syﬁ‘ - 2&132483 ‘z
For computing the essential orders. inspect the jacobmn matrix
1008 0 ¢ 0 O
g1 o0 0 0 9 €
g0 1 0 0 0
I O N I S+ o
! 5§ H
SOEEEF NG 9 4 5, 0 0 0
fAxow i d , ‘
000 G 0 1 0O
10 0 ©, u, u, % O
4 ¢ ¢ # 9 6 o
O 0 g, a4 M, M w

Y niEy =dim &~ in+ Ddim &£, —tn -0, + 1)

- 0 o O O O &

Kl
£

T~ T N - T S T Y Y

cosmd

(i
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The bold rows of J represent essential differemtinls 4in the sense of the Definnions
and yield
nye=ny, =2
whereas the orders of zéros at mfinity are o, =2, i =1. This example can be
decoupling by adding one integrator fu fromt of the frst input chzane! and s
operation brings #, to two and lzaves o) unchanged.

3. Conclusion
This paper has been devoted 1o the generalization of the notion of essential opders
o the class of non-linkar affine systems. Thejr definition and problem setting are

deduced directly from the linear shtwatiop {Commault er ol 1986). However. the |

consideration of the jacobian matdces of (1. ... %) with respect to {u, ..., 82"y that
are one naturyl equivelent of the inear Toeplar matrices, leads to serious drawbacks.
The solution in Theorem 1 was obtaiied through the linzar algebraic senting
mtroduced by Di Benedetto et ol {1988, 1939). which involves the exorr differeatials
49 That solution embodizs 2 nop-irivial extension of Commault er of {1988,
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Appendix
Progf of Lemma {

From Di Benedetto er af (1983, Theorsm 23 one can dedues shat if
e di I AT 5 2 boste for £, for &2 2 then thepe suisn a
svector §, consisting of some componsats of v such that (de df,. . .d8 .0
d T dER 4T, 15 a basts for & So.

span ‘dx.df. 4P =span 'dx 4D with 1 i€, i< €n!
=span (de di* with IQign ~Ligj€n, ~ 1!
Sspan di" wath i i€, 0, i<y,

In o similar vein. one has

span ‘dx i with 1 €i€m, -~ Ligj<n, -1} =span Jde di . dy™
and the nght-inverdbility assumption vields

span (477 with 1 Qi€ 0, €< a, =spn (™ Lo dP™]
and
span tdve di. . dP™) =span (dx. i Loyt YT Sspan WP 4™
Then for any isp
dim [spun fde g6, L dP™ M2 ML 4 L dE™l]
< dim span jdv. i . ™)

Thue s, w28y

s :
S
B I P TS S OIS e
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Annexe 3, Nonlinear Morgan's Problem: case sf {(p+1) inputs and
p outputs
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necsssurily of full rank Herr, o osceseary and sullites condifion
for the exintencr of o pentedd smtie state fesdback sobmion fwhich
faas be monrsgulart will be gives for sudytic Svitbms possosting
19 - Deinputy dnd powputs. In penend the kiy o sobving g
decvaplog problem lies 1 modifyiry the Serém's hidve degreis

uﬁggﬁﬁﬁgﬁﬁgsg an equalits betwern

these two list of inegers (221 which 5 of fuirt o decruury aald
suffizien condition for achioving decoupling v tepilar stige sgus
fesdbark

Basically, this equality #3 achieved by castadine connolishle
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%gggﬁﬁﬂgm&wgﬁggﬁ
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Thiy symeen sativfies dim A" = 3, wiich is precisely the monber of
ipeegrmors tat mog be added 10 &, io order 1o achiewe decoopiabil-
iy, bat there s no satic gt fesdback solving the impor-curpot
Theorem § w Section IV s not svafed
1. Sreurioeas Peowernss of Buowr-Isveemsis Syores
Consider 2 nonbiesr spniem desorbed by
‘ .. {-r=f&’x3*-§4x}v (1}
]
where the stz & beloags 1o an open subser M of 37, e mpa o
belpnps o L= H™, and the gurpt p beloogs v B The snmies of
Jixi, gl and & ry o zmabyor funroons of o The columms of
pix) an denmed pax)- -, g0 AN e asmune th sask

T lr=&ln

izt = m Fothermors, we denmte by § O dmriwoon spaomed
by the vecsr fislds g, -+, g, TM dentess e mogen bosdle of
AL

Lt oz broeBy recall the concepts of sruomure gt wfnen 7] T3
oy eosenrgl strucnure (311 Green £ I S ks a2l

dis {spam , {dx. .- PN
spun , {dx.de® < BT}
5 the namber of zene a2 infinity of enfer s Shan oregalm k. A

sighidmrenitle sypem bax exmactly 2 zoms m infivéy G it
B2az - 2, dene the fin of S orders of the geros 2
mxmam&@mwamhm
mﬁswm {5y, . 2, ) Once again, night-iveerdhid-

fr yiclds e sxiuence of p finkte emestl peders. The seeasad
mﬁru is amocigtad 3o the outt coeponent ¥,

ma & 2 1
€spn, {dx. ™ d .

Thene pwn fiss of meoicies mhopers tan be detived fom the
srpere alporidun

", =

Ar » § Ciledle
seplra)= i ?&11‘-.?} )
i«*ﬁx’y,)

where {de. £5,) o 2 basn of £, = = span iy, ZF). wherr the
Wa{,m»mmw.#w

Rtgm K Mk 2 2y From sep k- 4, oisdlme BV, =
s ARIFlI S5k« L0550 0 whwhich, afer poscbly
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& permutstion of components, cxn be decnimposad o
Fr=g{z {5 tsisk~-1igis k] o}
ﬁ‘f'=ﬁhitai§f“3$fSk-¢'~5}$*§} g}}

whepe {e (i 12isk 15ickl} 5 a basis of /=
span, . g3, - ¥}
From {14, jemure 25} ane kas {seo sl (261 the followany
Lemmme I Assume I is righi-svenible:
9 a,, i the highest order time-detivarive of the ompt compo-
o §appanng in Bl I s dxn.
ii} Lzt 7, be the loweynt order umederiative of x, dppeacing in
O for 1 5 ko Then, the tist §oy.0 oL v,) equils the in
(AR A

I, Partias LOwensozaTos

Theowgntmt the aove, & drranes & stase dependens analytc func-
tion and #%9 5 ith order detiative along trajectnsies of (1% ey
are compated o the sl way asd ope gots, somewhar sbusing
noLstion:

= 4%z, u) = (38 B A2} + p{x)u]
é;hﬁ«‘" = ,&Ot‘ﬁ{ PR R “ﬁii)

= {gg ¥, &z:ﬁﬁx} + .‘.'.'}&%

-

- ‘Y‘ {**lia ﬂfﬁ}ﬁ,@jﬂl@'
oms
“Thrireghoot the samunder of tus seotion. we consider the yystemn
withonr ooty deserihed by (13 Define the chain of distibumians
f C ﬁ,{: R = :§ ’

for ko,

% =

i e:

i =
#, = ?éﬂtf}.ﬁé"’-—ﬁ;‘:ﬁ fork =2

where 5 denntes the imolutive costre of 3 diseihution A,

The Ensarizsble suberstenss of (10, 25 considered o [20, cas be
cumstrated frum che distilemiosy &, $od in {055 senee the come
struction of e dmBotions ¥, az well a5 S proof of He
filiowing thermem, can he-derivid from [20], In tw faner reforence,
Macing dermises cavmoliible wrings of inegracers by megss of
crrain sepences of isribotioen. The fllowing theoremm will aliow
mmmﬂmwﬁ%@muﬁ&mumﬁy
comroiiidie, et nse oufy 2 syl dsequence of disciations, The
Teguirement of eomerallahin: will be acied finer & Secion IV,

Tenrem 2 Lt § be an snalyie Bvciiomaf x Ghisr €5 1,
e b

{25} m

Hand only ¥f £% 2 @,

We give 2 siriigheforears ad indendert poool of Theores 2
since it will be inuromensl &y B vest oF iig geetion.
R ?f“ﬂimi‘mmamw ~duction, For
&= 2, ope

frlsjsdfladlisdck~1 {48}

{#c™in}mOugs s §

Assmmes B 3.
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then

d & ¥, {n
Compa, uring {53 47" = L}7%8 « T AL L5, and
Fronmm wamdand ealostus {Leibaity rule)

t-—-

s = (-0, 1873

42 ‘—3 [
- 351 (-1 { 5 jr,e, b
tywigmiond

= (-0 5%

ginge- b < &~ 2, wmmmmﬁmm
L"’“‘!. . Ly% are zemo for < k ~ 2 Now (6) yizlds £“g:;é
:a.m 4% & (e Ay for oy d= 1. - o wbere S de
mﬁrﬁmwwz&méﬂag,’ﬁm&

”~
dés 3 24

Fe %3
&L {F+od, F+ - —ad] 3 F)

and smee the coweettr 2§ i an exact Eiffereotin). ons gars S
L Frad, Fs o epdi?H mmm-iﬁmm
asmitm?ism

%zmmmammmmnmmwmm
dectuplisg profiem thar will be sruding 1o Section TV, Theorem 2
chargprterives, for 3 given &, &l g gmslytis funcrions $427 such
Bt e Seriniives 7 oz only 3 dependon: fonemves for 1 = 4
% & — 1 In other wowds, i J4x} is view2d 20 s oyme fmetion,
ity reintive degree i3 fhen predwrer or equal oy XL Lemma 3 and
Theovem 3 shay follow will provide 3 tesubt which i5 cloge to vt of
Theorem 2. They charscterize all the analuoe femcrions £t such
thar, for 2 poeen &, Sw demvmbers 770 are Sictions of
oo o only

= {rm.- Y frisfsked

We oan acheve this cheacmrizuwion 5 o smmedine geolaton
of Theorem 2 by comdlier np & extended spneen T, which coosia
af symer T with the addition ol ¢ ereprocons in fox of o, Then
I, sdsfived on 3, = M % B and i destibed by

- ladia)

SS‘ %
=
IR AERET XX L {8}
ﬁ;i
7= &{x}
ﬂ13“““12’§r§
AN e
Ie{xc}‘ , b
w> ]
& ‘
gdxt guixl]
: e C B
o- -4

whete x, = {28, <~ &7, 8, =8> »
Denste by 4 the Shirdwnon spasnc? b ¥, and defing fhe

st
cham of disoriputions
F,=0
?va?;
$,,= % ad!ﬁ . ~-m£"=§ for k=

mm'mm‘ummmdx and M.
resneztively. By means of the canpninsl fderdon, TM can be
mﬁsﬁuamﬁmﬁmﬁmnﬁm‘ One eiublichey S

mei, L2t ¢ Dean amalytiz fenction of 3 Ghven i S K23
[ ECAE o ] -

frlsi=zk-1.0sfsé-tadlcicsm

f snd only if FSeTM" and ¢ 1 &,
Frogl: Apgly Theotem 14 ,.mév; #,, isaqnmkﬁ

@ e Yy for 1 fg k- 1 Then, &% eTHM” impliss
Yz a0 M for 42 1 and the resiile Sllows,

The conditics given &y Lemumsa 3 i6 suny 2o chevk, bat davobes
the use of augmiteed vermor B 45 fhrongh the defnitien of ¥,
Themers 4 will display an stpreient SSarasirrization dix invalbiey
oaly the vecor Setds of the given gystem T

Desore &, the disuibotion spaaned By dhe wector felds
Es . B Difine

ady , % = ff 5 + {2 %}

and fr k2 1L s&*“ £, w{jd}hﬁg*u, ‘g’,,ﬁgi,
m&mmm
I, =20
f:=‘:§’

T,= 3g~ady, 3+ Twehi g &, fmkzl )

Theorem @ Lag § be a0 srabetic Boces of 2 Gom £ 4

{3 aury=o

farlsfect -1, B8 d~SamiZcrsm {1
i and only
&% 2T, £11}
Broof Thepeool s done by isduction o8 k. The stitemen i
dhsows for & = 2. To fs the prmal for a geseral &, it s aneid
ettt case b= 3,
Compare, using the fact that & 2 ¥y

$=dfru)= =L a{z}+ &mﬁx)ﬁ‘
o
¥ = 158(s) + L LR + Bl ydlxly,
Bt 2,505

« £ it tsote) + L optdadu

‘The condition 1404 giskds £ Lfﬁnﬂwi L= Dfran
@a;smmm&amm i the Peiiof of
Mm.umdviUi»l,iﬁﬁﬁiitkjgﬁ%‘mﬁ
*s;saaﬁmmmwwi il‘y ‘
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From the wduction assumptues
diety+af, , o0+ ;';5

Then ¢** is » polynomial fusction of w..-+-, 4, of depree 4
Given JLIxjsm, mmﬁﬁma{a i dun polynomisl o
aguis 2 function cf Ry oo WY T whiose coethe
cients rrad {19) L, L33 f_‘v«“’i.}mn for some suitable
imegers b0l iy umm‘mmmmnmn
2 combisation of terns, &1 of whish read

LpLe -~ Lol owix) {11

where X is & suible vector feld in 9, + --- +adf )} 9. More
precisely, except for the =rms L,,rm;v»..‘,,mﬂs Isk - 1.all
&:mmﬂ’)mm&mﬂ:mmmmm
As this poine, applied for & + L. (103 wields L,,.,,u».h.mé =1
for 0Pk~ 1 which reduces ©© % 4 ,,.j‘, for §=
2, --. . Finlly, all conditions when togeder vield dd 2. T, .
The suficiency of {113 is obwious. ]
Foragiven It, Isk<sa l= x%eM besuch S T, has
corsam dimension {7 ~ g) in 2 neiphborhood of X7, tus there
locally exists 2 famiy of walvde foactiom of x, sy
\*g’xa."%é,(ﬂ. mmw&,.'“. ﬁ,hﬁ‘hmﬁ r;k'w
N Be an open simply contected submanifold of A such that every
rEN 3 v eeplar poimt Tor T, forany &, 1s kS Ar this
pout, we may view ¥, ] € i< o s an amalyne functios ¢
Max T 3 puhers TS i3 e (s ~ 130 ORder tangem
!mxif.cf&*i‘!.i} or as @ wtiony] Function of the components of
- &Y with coelicienss analytic tn & Follgming [7]. It X
umwﬁmmamwaa cee B
with merommphic coefficients 1 xand g2t X= ¥, Lot £ donme
the formal vector spacy over X spanned by {dr, do. - - S0
whers dy stands for fdv, .- - - dx ), do mands for (.- - deb
g, - dit gaverrof d frlsispudlsisn Le

B =, {1 s i 5 8}
fwlsjsvadliskse (13}
wiich is 3 sehepace of £

IV, Arpoamanem 70 Stamic STars Foomack Decoirenes
{2+ 1) Ixvuss axo POumrors

2 = g4 1. To the bes of our knowledye, no rewiht is wvallable in
tivwgr sysiems. ko the finear setting, the problem i oot fully soleed
gither, Our resuit even socixing @ pew contribation tveards e
acherins of the finear wersics of Morgas's problem.

The goil §s 1o xive 2 soxightireard applicarion of the wokizues
given iu Sectiom I The decovgling for nonintersteing coetrol)
probiom cun b sated as fillows,

2. Frobles Sisemeny: fMorgen’s Problemy)
Given gyeers . Sad if possiie, anopedmuben 7 of Mandd
ferdack & = alx) + Bl such gt
™ g apan f e}

E-- -] g
it espa (e dho s a0
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The condinon (15 represeams the poninterastion coodiion and
{14y yickds the contmllabiliey of the ounpet , (thivaghout the inpet
v} A secegsary condition for o sysiem 9 be decoupiatie vis any
hwdfaxhlhmnw-mmﬁéﬁ?m&mmﬁm
thronghtwt this section that sysiern £ s right-dmvenible.

To stlve the decougling probiem, extensive vae will be misde of
the sructares ot infinity snd the sssential srruceors, These two fiws of
imvariant imeyers play 3 cvucial role futhe decoupling probieos since
the fnliowing satemernts hald [1t].

w The system I can be decoupled by ropular sutic stee feed-

back if and ondy if
{aist - p=dn, i=10-.0}
or, equivilently fand oy Ty =0, fr il <ixp.

& Moreover, any feedback transformation that decouples sysem

I is such that the {new) smuciure & infinity of the decowpled
sysiem, say (B, § = L+, p) sotisfiey
;mil 1.""‘? {I?}

where k{1 -+ X2} b 2 suitible sesumbering of te in
dexzs. 1o this semse, {a,,, §= 1.0, p} denotes the “amal.
fest™ strucmre st infixiey which has o be maiched fior decon-
pling T The goal of the solution St il be provided bere i
0 increate the originad strucowre gt infinity {20, & = 1o+~ B}
w© maich condition (161 ;

Lt £ = span, {de. dy,. -~ . df™="4},

Lememp 50 A tight-imvenitie gystem X ozan be decounied wia

repubar st g feedback f and anly if
Yi=1..p £Csumide].

FProgf: Fullows from e deBaidon of v,

Deoots =, iy velisive degree of the cutput compone ¥, el

o has the follpwing.
Theorer: & There exists 3 statle stave Fosdbact which solvey

Becoupling prodilem of T if and oy ¥
B} el plvi= e p
ansd

(18}

Bpn T 8y

{18

s £ %)

8 00 s {de di. - ) {=0)

where § = dmif ppni{drly 4+ 1 @d 0, 30,3 -~ 20D
-<= is the s of sibspaces {13) amocaed 15 v, e 35",
Remark: Coocersang conditioes 1) sad 8} of Theoiem §, some
cxplasatioes are in crder. Condition 1 it feined 15 the Bevilios in
the mumber of inpes. Coudition 5) represents the exinence of 4
sring oF integrunrs seadad S decoupling by soic wais foadbeck:
i wring i sommilable in the wese P Capan, fdr] ded
mﬂ*m w‘*t“:i@r‘#g“‘ «'Mﬁ.
Proof of Theotwm € Lot = afx} + Sixiv be 2 repiinc
satic kne fredback wech that the £rst componest o, ¢F ¢ sasshey

g ae P
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Consider the equation (203 for J = L~ p. F % § together with
= i xow). =

A tesuh analngtns © thar of Lemema | bolds for 213 and 21 one
dedices d=m, —n, and

roet = P 3
Froen (213 there exies $4x soch thar df 2 T; and
PELPR P Rl 9
From the definition of the sysearial arders. noe has
- pin
# B
FRIK mmremcemier st =@~ 1. : 3
Mo oa) | st (s
| e
From {28} and £19)
- .y
) ey
9 & 3.
TPt € =p (25}
R T ] T
E # T
| e

Denze " the fumction chwined from ,r“-*zx.s,. .
AR, »,-w.:,.,.)mﬁm “'m&mm@ tm
;tiwﬂst«:mﬂ~x

Entations (23, 241, xnd ) yield

ot
& ﬁ

Frr SR =p. {m)

rank

g

This lan egusion, (37), is oothing bat the fixll row rask propery
of the new dexoupling matriz The meselring sysiem with p inpurs
san twrs be decoupled via ~epuler stavic sare feediack,

Necgsite: 3 By coneradiction. Let i6{2,---, g} sech g
Hond e Sm L Brwpy § = 1. o Consider the regular stait
spte Secdtmck ¥ = ofx) ~ Slxie so the 4% = v, Axume that
£15) & dox wue, then there evisn F o § sush thae S92 8% L
5= minfk > 1P ¢ £ Hence

ann
Aoz Byasd

Tt » = o x)h -+ M xiw be x satic sate fedhaok which decoesies
X Copmpute

=0 (%)

a¥>
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¥
- il o RE
Aay o AT e )
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where fecessatils Bz = [;’”} and 433 & 2 sgemre aad invers
347 b o
g, orLwpl,) tx}

which vonmmdicn (28).

iy Comider the static state feedtack © = ota) + Hixtw whick
desoopies T. Thes nesessarily the structwe st infiniey {8, t s Fs
£} of the dosed-loop sysiem T satisfies ujzs“{m‘m;,
afrl = ﬁ;ia). B e RSN wyand A, ~ a2 4.
Thus, gy ~HeT, and since € uﬂmﬁsﬂ{d’a"*‘*"'ﬁwé
spam , { . i oo a*r‘“}ﬂn:&;mvuﬁn

Remaricc m-ﬂtﬁmxmat #; i oo wninoe since differest i
dexes § oy sty {19k howswer S resniting conditions of
Theorsm 6 are equivalon if different fngots o, dre considered,

Erzmpie 2 [315]

oy |
£= (2‘ 4{ (ﬁz} ?”’(x,_?x;)‘
i 1

Caloglate e grrumure 2t infans {a). a3} = {34 axt te
wopnrts strucpirs {nwzm,i = {22} 5oty =2, and the oew
suusnme at inSniy becomes {8, £, = (2.2} a5d the cxewial
sroenre & uochanged. The systemn with inputs &, aad w, Bty
dacocpiphle, This example & fully represeszative of the sonfisexy
asprens o the problem since the Lrpest srpuler local controllabiliny
Wﬁ‘"mmmmmmamaa

mtﬂ, ﬁ’mmmmﬁﬁ%m&wﬁ@m
Thers eaists & someste depemerate ronvollability divnibution [84]
contpined in bor dy. ramely spani £.1.01), The conceptof depeorer-
ate ommrsllabilty divriweion i dificult o handle for gemensd
ponkinesr sysiems a5 is shown aegt.

There does mor stways sxist 3 uniqee manimal slemest ie the
class of degenerate conpolisbiliy disributions contsined in keedy

ﬁm ; Xﬁ%w : 3—
Exzmply 32
[ o 5 @
HE ] S
i 2 4“"33 g §i% = Xpd”
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o 8 -1

The smader mmy check thwt J‘:m{dj%&, k==
span{@idx, — /85, #f8x, ~ Afdx,} wd F = 3
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Fig 2

One compues {a. My} = {3.1}, {a,,.m,] = {3.3].
spanidx, &x.*ﬁm;) #7 = span{dz, du,}. mm.é'c;- m
5= dimi4 * fspanidz]) + 1 = 2. The distribotion 7 has dimen-
sion 7 but the subyysiem displyyed by the & decompasicion is aot
fully tinearizable by regular stitic state feedback, s0 #* s of o
help for carmying the infinite strucoure 0 the essemtsl struceure and
thas for decoupiing,

A solution io the nonrepuler gaic stxte feedback secocpling
probiem fior Example 4 can be comprumed applying the method
given abowe. Computs ¥y = o, thes o, stands for o,

r’g 5@-
Abmsiml" s {dx,. de.. dx,. dx,} Calculme
m‘: = span , {dr,. gu,. du, I 2w, < 2,0.0]
twie has

& zop, + v b espan, {dr. 4. VY]

= x, which selds the asw decnupling matrs
1 ox
ool 2
wiich hes foll row k. and the symem cen sfteruards be decon-
plad using 3 regulsr sane state fredback

The method comsists (o determmiming @ string of teo dnzgratirs
sciuich can be teprmsemied by Frz 2

S 4,

% Comorumos

In this more, pomnteracting eocered -f ponfnesr sysems was
scoeved sying geoenl waric stme feedbari. §t bu been perfonmed
within 2 finear Qlpebraie appreach jdated in 12, S0, 2nd [1SL B
Appeass a5 2 gromesic inme oy defioe enlarged Boearired sobeys-
temis obexined viz sowreguler feedback and which are irstrurenal
in the sulition of Murgans problem. The necessury and sofficient
conditing given in Theorem £ &5 comstnusive.

A main poirt which concindes can be summarized as folloes.
“Thers may exist a string of bnsgramns of lenpd § imolving x 2,
and tirme-gerivatives of 2, Yot the laner may o split fmo the sum
of elemenxzty sitines, one of which i of leopth § and Brolves ol
the sare o this poimt of view i abo belpEdd for yenesd] Hvenr
the ponion of Somerglized sy szace transfirmations snd the Ziffer.
eatial sipehree sporach developed by Fliess 9] Such 2 genenal-
fred seting belne w o orotain chayustion o the decousiing
probiem.
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Annexe 4. Input-Output Decoupling and Equivalence of Nonlinear
Systems under Pure Dynamic State Feedback
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Input-Output Decoupling and Equivalence of Nonlinear Systems under Pure
Dynamic State Feedback

M.D. Di Benedeto?, A, Gluminean? and C.H. Moog?

Abstract: In this paper, the nonlinear input-output decoupling and the eguivalence prolilems are
investigated via a dynamic compensation law which has ro zeros at infinity. In analogy to the case
of linear sysiems, this kind of compensation is referred 10 as a pure dynamic state feedback. The
concept of a nonlinear interactor is introduced and a necessory and sufficient condition for the
solvability of the input-owtput decoupling problem vig pure dynamic state feedback is established in
terms of the interactor. Mareover, for square invertible systems, decoupling by regular static state
Jeedback is proven to be equivalent to decoupling via regular pure dynamic siate feedback. Finally,
in the case of invertible input-output linearizable systems, the interactor is shown to characterize

Keywords: Nonlinear control, dynamic feedback, input-output decoupling, structure algorithm,
interactor, dynamic equivalence.
1. Introduction

Input-putpot decoupling and equivalence are important synthesis problems in control thecry
{a partial list of important contibutions is {1, 6, 7, 8,9, 10, 14, 15, 16, 17, 23, 24, 27,29, 30,
31, 35, 36, 37)).
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For linear systems, there is 1 well-established theory of decoupling via regular static state
feadback (e.g. [9]) and dynamic compensation (g.g. [29]). For the case of nonlinear systems, the
input-gutput decoupling problem (also called noninteracting control) has been the object of many
contributions (e.g. [8, 10, 11, 14, 23, 24, 30, 31}). Input-output decoupling via regular static state
feedback was fully solved in the row by row case in {24}, while a solution to block decoupling was
proposed in [31]. The additional requirement of intemal stability wan taken into account in {14] and
[23]. The first results on nonlinear decoupling by means of dynamic compensation appeared in [8],
[101, {30]. In this framework, the conceptual notion of rank of a nonlinear system, introduced in
{10], {11}, as well as the related notions of left- and rght-inventibility were instramental. Dynamic
input-output decoupling with intemnal stability was dealt with in [1], {36].

Equivalence - the problem of compensating a first system so that its output exactly coincides
with that of a second given system, and viceversa - is completely characterized, for linear systems,
by the so-called interactor {37]. For nonfinear systems, conditions under which equivalence can be
established are not known.

In this paper, we present necessary and sufficient conditions for the solvability of these two
problems in terms of structoral invariants.

We show that, if a square nonlinear system cannot be decoupled by regular static state
feedbatk, nothing more can be obtained by using a dynamic compensator, called pure dynamic
state feedback, which has no zeros at infinity. This result holds for linear systems {16]. One could
then ask the question whether this still holds in the case of nonsquare systems. For linear systems,
this problem was studied in {6], where a necessary and sufficient condition was given in terms of
the column rank at infinity of the imeractor {37]. To derive g similar result for nonlinear systems,
we introduce the concept of 2 sonlinear interactor that reduces to the classical interactor of [37}
when applied to inear systems. We show that the nonlinear input-output decoupling problem via
pure dynamic state feedback is solvable if, and only if, the difference between the number of inputs
and outputs is greater than an integer which is an invariant of the system and can be computed on
the basis of the interactor. These resulis may open the path towards the solution of the Input-output
decoupling problem via nonregular static state feedback.

The interactor completely characterizes the so-called dynamic equivaience of two linear
systrms, that is the possibility of mawching a given transfer matrix using a bicausal compensation.
We investignte this relatonship in the case of sonlinear systems. Nonlinear dynamic equivalence is
precisely formulated. We show that dynamic equivalence is a special case of the exact model
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masching problem {2], [3]. It is then proven that the interactor completely charaeterizes dynamic
equivalence of invertible input-output linearizable nonlingar systems.

The paper is organized as follows. In Section 2, a new kind of dynamic compensator is
defined, which has no zeros at infinity. In analogy to the linear terminology {16], this type of
compensation will be called a pure dynamic state feedback. Then, in Section 3, we propose a
definition and a simple procedure, based on the structure algorithm [33], [34], for the
determination of the interactor of general nonlinear systems; a structural interpeetation of the linear
interactor is obtained as a byproduct. In Section 4, the input-output decoupling problem by pure
dynamic state feedback is considered and solved at a generic point of the state space. A necessary
and sufficient condition for the solvability of input-output decoupling by means of a possibly
nonregular pure dynamic state feedback is given. This condition is expressed in terms of the so-
called column rank at infinity of the interactor and generalizes the Hnear result of [6]. Moreover, it
is shown that the decoupling problem is solvable via regular pure dynamic state feedback if, and
only if, it is solvable via regular static state faedback. In Section 5, we define nonlinear dynamic
equivalence and we show that two nonlives invertible input-outpui linsarizable systems are
equivalent if, and only if, their interactors coincide. Concloding remarks are offered in Section 6.

2. A classification of nonlinear dynamic compensators

Throughout this paper, we will deal with systems described by differential equations of the
form X which are nonlinear in the state and affine in the input,

x=fx)+gx)u

=1y = b @

where the state x belongs 1o X, an open suhset of R”, the input u belongs 1o B™ and thes ourpnt y
belongs to RP {p < m). The entries of f{x), g(x) and h(x) are meromorphic funrions of x. The
columns of g(x) and the rows of h{x) are denoted, respectively, by gi(x), i = 1, .., m, and hy(x}, j
=1, ., p. The output of X, corresponding to input u and initial state x will be denoted by y&{3, x,
uj.

A state space description of this kind may not be adequate and one may consider mote
general descriptions as proposed in [12]). We restrict ourselves to systems of t‘wi’m @n vih“‘dx o
are standard in ponlinear control {22} and are found in many important applications Lk edin control
of robots, satellites, ete. The definitions proposed in the chosen framﬁwmtk can- bﬁ exies
peneral non-affine nonlingar systems.
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Following [4], let K. jbe the field of rational functions of the components of u,...,
ul-1) with meromarphic coefficients in x and set K = Koy, Let & denote the formal vector space
over K spanned by {dx, du,..., du(®-1)} where dx stands for (dxj,..., dxy), du stands for
{duy,..., dug), ec. I M is 2 matrix whose elements belong to F, the rank of M over FC will be
denoted by rankg: M, or simply by rank M, if there is no peed to highlight the field over which the
rank is computed. In what follows, it is assumed that ranks. g(x) = m. Define the nested sequence
of subspaces of €, 8 €1 C ... © &y by Ep = spanx {dx]}, &% = spang, {dx, dy, ...,
dy(&} for k = 1, ..., n and the associated list of dimensions 0; < ... € op by

oy = dimg, €y - dimg &1

The structure at infinity of Z, denoted S.(E), is given by the list {07, ..., Oy}, where O is the
number of zeros at infinity of order less than, or equal to, k for k 2 1 [27]. The total number of
zeros at infinity, Gy, = p = dim &;, - dim &4p.; is the raak [11] of system (2.1). The system is said
to be right-invertible (resp. left-invertibie) if p = p (resp. p =m). Define py=p and pj=p - 01y,
for 22, the number of zeros at infinity of order greater or equal to i. Let = card {py' 21i}. The
List {n"y 2 8'22 ... 2 0'p} denotes the list of the orders of the zeros at infinity of systzam (2.1).
Another list of invariants of the system consists of its essential structure, denoted S.(L) =
{n1es- - omipe ). The essential order nje [15] is associated 1o the i-th output compaonent y; as follows:

i = m(m idy(kli € W&{dxsdyﬂ}vo ﬁy{k}jﬁf“wdﬁn}}}

and right-invertibility yields the existence of p finite essential orders. The two structures S.(I)
and Sg(E) can be derived from the inversion algorithm of {34] (see Section A.1 in the Appendix).
Let the lowest and highest derivative order of y; appearing in (A.1), for 1 £k <n, be yliand 42
respectively. Then, it is established in [19) that

() mje equals 7%,
and (i) the fist {n,...,n'P) equals the list {y11,...'P}.

Most solutions to nonlinear control synthesis problems are based on dynamic compensators
defined acconding 1o the following definition.
Definition 2.1. {a) A dynamic {state} feedback compensator for I is a system (DC) with inputs
x, v and outpwt v of the form

ma{a “ME NG XY @
u = F(E, x} + G(E. x) v,

where € belongs to an open subsst of R, ve RS, p< s <m. The éntries of M, N, F, G are
meromorphic functions of {(x, ).
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(b} A precompensator for £ is a system (PC), with input v and ontput u, of the form

pcz{{? w M1} + N(n) v (2.3)
u=FM)+GMm)v
where 1} belongs to an open subset of RY, ve RY p €5 € m. The entries of M, N, F, G are
meromorphic functions of . 0

A precompensation is a special case of a dynamic (state) feedback compensator. On the
other hand, the cascade composition of X and of a dynamic stute feedback, denoted £ o (DC}, can
be written as a precompensator of the form (2.3), by setting 1 = col(§, x). The rank p, of the
dynamic feedbsack compensator (2.2) is to be understood as the rank of (2.2) composed with the
dynamics of &, i.e.

p. = dim span{dx, dE, du, ..., du{9)] - dim span{dx, dE, du, ..., cu@+a-1}

where the span is computed over the field of rational functions in u, ul}, ., ul*+9} with
coefficients which are meromosphic functions of x und €.  Note that, in the case of linear systems,
there exist proper transfer function matrices F(s) and G(s) such that a dynamic state feedback and a
precompenszlor can be written in the form 0 =F(EX +G(s) v and u = G(s)v, respectively,
Definition 2.2. (a) A pure dynamic (siate) feedback compensator (DF) for L is a dynamic
{state) feedback whose rauk equals the rank of the matrix G(Ex).

(b) A regulur purg dynamic (state) feedback compensator (RDF} is a pure dynamic state fesdback
with v € R™and rank equal tom. O

Remark 2.3, A dynamic (state) feedback is then a pure dynamic (state) feedback if, and only if,
it has no zerus at infinity, If, in a nculinear setting, the notion of properness is thought as the
existence of a realization which does not involve any derivative of the input, then a regular pure
dynamic stats feedback can be viewed as a biproper compensator, in the sense that it is proper and
admits a proper inverss. In the case of linear systems, a regular pure dynamic state feedback is
defined as u = F(5) x + G v, where F(s) is a proper transfer function matrix and G is asquare and
nonsingular constant matrix [17], and for strictly proper linear systems having null static kemel, it
is equivalent 1o 2 biproper {or bicausal) compensation. O

Remark 2.4. Consider a pure dynamic state feedback (DF), 52 1 = col(E, x), andicuhemﬁc cf
G be r < 5. Withoot loss of generality, nncmpmﬁbmnmmhamythn(z=[q bW :

{r x 5) has rank 1, Gz(n) = a{n) Gi(n), and a is 2 meromorphic function of 1, Ithmipx Fal be
the corresponding partition of F. Let w be such that dim w=m -, then one can write

, 4. Input Output siing and Equivalente of Noalinear S ysiztns under Pure Dynanic State
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v=[rmEm]+] g1 o |[e)

Thus u-—-—-IfoJFzH[;m) 5 ]{3’ M

Hence, as it is for linear systems [6], the pure dynamic state feedback (DF) can be viewed as the
composition of a regular pure dynamic state feedback and of a nonregular input transformation,
represented by a nonsquare singular matrix

o =[F]

{é = M'(§.x) + N(E,x) G'(Ex) v
u=F(Ex) +P(Ex)G(Ex) v

where P(E.x) has full rank m. From this property and Remark 2.3, one deduces that if X and (DF)
are linear systems, 2 pure dynamic state feedback (DF) can be written in the form o = F(s) x +
G v, where G is a constant matrix. 0O

We will show next that a regular pure dynamic state feedback leaves the structure at infinity
and the essential structure of the controlled system invariant. If one recalls that g static state
feedback (SF) is defined by u= a(x) + §(x) v, L controlied by a regular pure dynamic state
feedback can be written as :

o) b ' (wemoen)”
8] \MEx- NEX) GUENFER) ) N(Ex) GHEX)

¥ = hix)
where u = F(§, x) + G(E, x) v, with v ¢ B™ and rank G(€, x) = m. Consequently, again as in the
case of linear systems [16]. a regular pure dynamic feedback can be viewed as a regular static
feedback which operates on a "larger” state realization of system E. As a conseguence, a regular
pure dynamic feedback does not modify the system’s structure at infinity and essential structure,
The converse is also true, whenever the system is square and invertible, as established in the
following theorem.
Theorem 2.5. A regular pure dynamic state feedback (RDF) is such that, if ¥  RDF denotes the
cascade composition of I with (RDF), S«(E » RDF) = S.(Z) and Se(E = RDF) = S.{E).
Conversely, assume that E is square and invertible. Then, if a dynamic state feedback compensator
(DIC} for £ leaves S..(Z) invariant, {DC) is a regular pure dynamiic state feedback.
Proof See Section A2 inthe Appendix. O
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3. The concept of a nordinear interactor
In the case of linear systems, the interactor is related to the Hermite form of the transfer
matrix; in particular, for the sguare case, it is the inverse of the Hermite form. For nonlinear
systems, the concept of interactor is related to the inversion of the given system. In this section, the
cancept of a nonlinear interactor is introduced. The interactor algorithm - an alternate way of
inverting & general nonlinear system - is first propused and used to define the interactor for a
system of the form (2.1). Some structural properties of the nonlinear interactor are then fllustrated.
Define the following procedure, which is a modification of the version of the streture
algorithm [34] given in [4].
Interactor algorithm
Step 1. Let y; be the first component of y and write:
¥y, = ag(x) + by(x) u
where r1 is the relative degree of y1.
Step 2. Consider the system £ :

x=1(x)+g(x)un

(1‘13 a{x) by{x)
(y ) h;{x)'}(?ﬂ)“

Apply the inversion algorithm of {4] to Z3 in such a way that one gets, for an appropriate integer

2.
(N @i 1(x)
z) (n z{x,ym)) bz(x..&"{’))“

% . i b - .
with tank (bz) = 2; i=rps..arpbre-1s f=r. a2,
Step k+1. Consider the system Zgqq:
r

x=f{x)+g{x)u

10 e

where p = 1., k-1 y=nye.., e 1S jp=tpee -0 fpttic-2. Apply the structure aig“j‘f;
in such a way that one gets, {or some appropriate inteper rxs1,
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yked) | A akei(x I{l‘})

b
where it =1,..., K =T Trttke 1715 §irstpee oo ¥k -25 and rank( : I=k+L D
bi+1

Set

oitx: 0, YW =L, K ivmrvnen ttne ) = Y0P - alxiy ) - bty 0 32)
where = Lo, k-15 i = e febne 1S = T, e 2

If T is ripht-invertible, each step of the above procedure can be carrizd out, in a unigue
way, since no permutation of the outputs is allowed at any step and only the last output can be
differentiated in inverting I,.

Definition 3.1, The Jacobian matrix

3(Q1,..-.Pp)
? ; (3.3)
a{y(?;r-zi.. caPj=l.....0)

is called the interactor of £. The rank of the matrix aég,:.,.qw , denoted r*, is called the
a{y ; QI:.';"*’ﬁp)

3(x, u, y?;i:},...,p,g:l,...m) 2=

column rank at infinity of the interactor, O

Remark 3.2. To better understand the previous definition, let us carry out the interactor algorithm
on a linear exzmple (from [37]):
X} =- X1+ 1]
x2=-2x3+ Uz
x3=-3x3+ug
xg=-4x4+m
¥Y1=X14%2
y2=X3+Xx4
The inversion algorithm, which in this case coincides with the interactor algorithm, yields
yi=-x1-2x2+{(1 Du
y?’-y?}-}zy?}‘:Bxx +16x2-27x3-64x4+(6 B

Feedback MD. Di Benedetio, A. Glumineas and CH-Moog, JEEE Trans. Aut. Cobtr, prepeints
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Setzy= y1 andzz—y?) 3'&4- 2y “23

Instead of pedfonming the operations associated with each step of the interactor algorithm in the
time domain, it is possible to rewrite them in the domain of the Laplace transforms. One then
obtains exactly the same operations described in [37] to construct the interactor, which is nothing
but the transfer function matrix from (yy, .. . ¥p) 10 (73, .. , 2p):

I(s) =[ 1 B}. This result for linear systems was established in [13]. Clearly, Ks) cru be

rewritien in terms of the jacobian matrix (3.3), which in this case is real-valeed, in the form
-«T
5 s s s 0 0 0 O
I{s)=J
2 3 4

¢ 0 0 0 s s § 5

-

It is shown In [26] that there exists a permutation T1 of the output components such that the
interactor of the resulting system is row reduced; in that case, the infinite zero orders of the systerh
coincide with the powers of the monomials on the diagonal of the interactor, Different permutations
of the outputs can lead to different row reduced interactors. As a matter of fact, ane can see that the
original structure algorithm of [33] yields a row reduced intéractor as :

ST Q0 L ... 0.0
« %2 gl
s ¢ s 0. 0
where ny S0’z S... S0,

For genernl nonlinear systems; using the relation between the essential structure and ihe
inversion algorithm established in {19] and recalled in Section 2, one obiains that the essential
arders can be computed by means of the interactor algonithm:

np=maxfk! -—-—-——w =20}, i=1, ... p

i
where the functions ; are defined in (3.2). a

A first property of the intesactor is that it is invariant under regular static state feedbac
specified below. o
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Proposition 3.3. Let £ be a square and invertible nonlincar system of the form (2 1) and let Q
be o regular static state feedback, defined by u = afx) + B(x) v. Let § and 39 be the interactors of
Z and £ o Q respectively. Then,
Stx. 0, 37 )=8%x, v, 5} :vrwlf ‘e
Proof. See Section A3 in the Appendix. O
A second important propesty of the interactor is that its column rank at infinity is an
invariant of the sysiem, as shown by the following result.

Proposition 3.4, Assume that £ is right-invertible. Let Y = span {dx, dy;, .dy™s D i =1,
— p}. Then
r* =p- dim [Y r span{du}]

Proof. The equations @i = 0 of the interactor alporithm, for 1 € k£ p, can be written as
o1x, YD) + datx, yP) y9 + ¢atx, yPh u =0 34)

where 1 €12 p, 1 £j< nje-1 and rank ¢2 = r*, Then, there exists a p x p invertible matrix V{x,

}({}) such that

y{m :

M 1
V'm+¥¢3u={ 0 ] :

R |
P

where M denotes a r* x p matrix of full row rank. Hence,
{n,
¥
dim{Y + @mld(ﬁ‘lté:)}n =dim [ Y + span{d(V¢3u}}] = dim [ Y + span{3 du}]
P

and

£* = dim [ span{¢3 du}] - dim [Y ~ span(¢3 du}] = p - dim [¥ M span{é du]]
From ({4). proof of Theorem 2.3), one gists

span {3 du} = span {dn)} r span {dx, dy(K; 1<k<n},
Finally, tzking the intersection of both sides of last equation with Y., one obtains

Y N span{¢3 du} =Y M spanidu}
and the result follows. O

The previous proposition shows that r* is independent of the choices made at each step of
the interactor algorithm, and, more geoemlly, that r* can be computed using, for example, the
inversion algorithm of {34].
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Assumptions will be needed under which the nonlinear interactor is a constant matrix when
dealing with the dynawmic equivalence problem. These assumptions will be introduced hereafter and
put into relation with input-output linearizability by static state feedback.

Interactor Algorithm Hypotheses (at x): Given a point x0, assume that, at each step k of
the interactor algorithm, there exists an open neighborhood Uy € Ul.1 of x0, such that, for each x
€ Ut

Hyg: @il v, Y35 i=lee ki i camitine ) = Y 4 Pz izien) - ) - bl u

where the variables zy...., 2k, ... are defined by induction as: z3 = y“}’,u.* % = y“%’ +
Pifz1,...,2k.1) and Py is a linear differential polynomial over R in 2;,..., zx-1.

(bx(x) x(x")
Hy,: the rank of | )meqmltmhemnkof .
bi(x) bk{xﬂ}.

Under the hypotheses H,,, there exists an open neighborhood U of x0 such that, for x € U, the
interactor (3.3) is real-valued, so that one can write

1 5’2 :
] m)
Ip Yp

or, by Laplace transforming,
z(s) = (s} y(s). (3.5

s0 that the interactor can be represented by the transfer function matrix I(s) from (21...., Zp) 10
(1., ¥p)- These hypotheses mean that, at each step of the inversion of system Ex, 2£k < p, the
rank over K of the matrices which appear as multiplying the input u equals the dimension of the
[R-vector space spanned by the rows of these matrices, for all x in a suitable open neighborhood of
«0, As a matier of fact, the hypotheses Hy tum out to be equivalent to the necessary and sufficient
conditions, given in [25), for input-output linearization at x0by means of regular static state
feedback, as shown in the following propaosition. Our result will also show that the interactor -
algorithm represents an allemutive to [25] for obimining input-output linearization,

Propasition 3.5, Let £ be @ square and right-invertible nonlinzar systém of the form {21). 5
satisfigs the interactor hypotheses at x0 if, and only if, X is input-output lincarizable axgcﬁhy’e
regular static siate feedback. '
Progf. {Necessity) By definition,

2(s) =1(5) y{s)
where I(s} is of the form
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10 ... 0
ﬁ rae -h e 0.."
I{s) =| _

* ... st
and is therefore invertible, Deﬁm the regular static state feedback

bl(‘x) 1{x)
(e 16
bp(x) 8p(x)

which is well-defined around x? because of the interactor algorithm hypotheses. Then, by (3.1)
written for k+1 =p,

y(s) =I1(s) v(s)
and I is input-output linearized at x0 by the regular static state feedback (3.6).
(Sufficiency) If L is input-pinput linearizable, then the linearized system Lo, where Q is a stafic
state feedback of the form u = a(x) + P(x)v and rank #(xU) = m, satisfies the hypotheses of the

1
interactor algorithm. From the proof of Thearem 2.5 (Section A.2) it is seen that, if (:’ } k=1, o
104

1
p. denote the matrices in (3.1) for ZoQ , (ﬂ B-l(x) are the corresponding matrices for X, Then, if
b

hypothesis Hy, holds for Zo(Q, it dlso holds for . We now show that, if Hyy holds for I, it alse
holds for Zo). Letb(x) be a # % q meromorphic matrix such that rank b{x) = rank b(x0), in some
neighborhood U of xU. Define R-rank b{x) as the dimension of the B-vector space spanned by the
rows of b(x) in U. Assume that

rank#, b(x) = [R-rank b(x).

Thea,
ranks, b{x) B{x) = mnkx, b(x)
= Rerank b(x) (3.7
Write r >= rank b{x) and let 'V be a matrix over R of rank £ - r such that
Vihix)=0
T en

Vbx) fx)=0
‘and, by (3.7,
rankF;, b{x) B(x) = R-rank b(x) fi(x).
This kind of argument applied at each step of the inversion of the system Xy yields the result0
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4, Input-output decoupling via pure dynamic state feedback.

The existence of a solution to the input-output decoupling problem via dynamic state
feedback compensation was fully characterized in [8], {10], [30]. In particular, in [8] it is proven
that the input-output decoupling problem is solvable via a dynamic state feedback compensator if,
and only if, T is right-invertible. In this section, the class of control Iaws wherein a solution to the
input-output decoupling problem is sought is restricted to the class of pure dynamie state feedback,
1t will then be shown that this problem is solvable if, and only if, the difference between the
number of inputs and outputs is greater than the difference between the number of outputs and the
column rank at infinity of the interactor,

The problem can be formally stated as follows.

Input-cutput decoupling problem, vic pure dynamic siate feedback. Given 2
nonlinear sysiem I of the form (2.1), find an open subset U of B2, an integer g, an open subset V
of R4, and a pure dynamic state feedback for T such that

dyMe spang. {dx, df, dvpe dvE DY, i=1LpilSkSoeg

and
dyi*P e span,,. {dx, dE}.

for any (x, £} e Ux V, where % is the field of rational functions of ¥, .., 91 with
coefficients which are meromorphic functions of (x,£). O

For a beuer understanding of the proof of our resuly, it is useful to recall how a
dynamic decoupling compensator can be constructed by means of the inversion algorithm of [34].
Let the lowest and the highest derivative order of y; appearing in {A.1), for 1 £k <n, beyH, and
+3 respectively, Define, fork=1, ., p,

By = -l

If X is right-invertible, the &;'s are finite and the list {§;, 1 = L,...p} represents the difference

beween the essential structure and the structare at infinity. Following {35] and [20], 2 decoupling
compensator for Z is as follows:

Feedback M.D. Di Benedetin, A. Glumineas and CH, Moog, TEEE Trans. Aut. Coatr, prepring
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[
Li=Aili+Bivi
. m
¥ Dy(Lx) St v L5(Lx) v 4
0 || i=p+ 4.1
u= : 0 1+ Vp+l ’
A 0 Va

01...7 0
whﬁfegjbﬁ‘luugsmﬁi&anﬁ&z{ DR }, Bi= 0 .
Lt0...0. 1
@y, D31, Bz, @341, Gy follow from the inversion algorithm by solving (A.1) in u, for
k = n-1. Staightforward calculations show that I controlled by (4.1) exhibits a linear input-oniput
behavior of the form
yi“*‘) =v, fori=1...p

The proof of the main theorem of this section will use this construction as well as the following
two lemmas to derive a pure dynamic state feedback compensator which decouples the system.

Lemma 4.1. Assume that X is right-invertible. Then there exist m-p components of x, say xi,
-++s Xqpp Such that
span{dxj.....d%np}® span{dx.dy,....dy™) = span{dx,du.dj.....dy(0} (4.2)

Progf: One has

dim span{dx, du, d¥} - dim span{dx, dy} = m - card {i=l....pin}j=1}
antd, more generally,

dim span{dx,du.dy,....d¥&)} - dim span{dx.dy,....dy®} = m - card {i=1,....p Inj < k}.
Sinee X is sright-invertible by assumption, it follows that

dim span{dx,du.dy,....dy{"} - dim span{dx.d¥,...dy{®} =m - p.
Since it is assumed that the rank of g(x) is m, one has

dim span{dx.dx.dy,....dy")} - dim span{dx.dy,....09™} =m - p.
Thus, there exists (m - p) components of x, say X1, ..., Xm-p. Such that (42) holds. O

Lemma 4.2. Assume that X is right-invertible. Let Y = span {dx, dy;, .dy®e?, =1,
p}. Then there exist p-r* ouotpul components, say {yj.je J}, such that, by setting ¥ =
spanidx. dy;.je 1, 1 Si<me1},

Annexe 4 . Inpus-Ouiput Deconpling and Equivalence of Noxlinear Systems tumder Pure Dynamic State
Feedback M.D. Di Benedetto, A. Glumineas and C.H. Moog, TEEE Trans, Aot Contr. preprints
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Y ryspan {du) = ¥ r span {du). 4.3

Proof: Sety =p - r* and, for 15i<p, Y; = gpan {dx, dym:j S nje-1). Assume that, foralli= 1,
s P the relative degree of the i-th output y; equals nie. Then, Y = span{dx}, and p = G, Henee, i
it 2 1, there exists 2 component of the outpot, say w.Lo.g. yi, such that ¥y M span {du} # Q.
Now, let yj € {y2. ... p). Let ri = min{k | dy(?’ € Y1) Assume that, fori= 2, ..., p, 11 e
Then, Y; is contained in ¥y and Y = Y. Thus t = 1. Hence, if g 2 2, there exists a component of
the output, say w.Lo.g. yz2, such that, dyf-'g) € Yy, r3< npeand dy‘?’ € Y1 + spanidu}, so that

¥ 2 = watx, v,y <)
Iterating this reasoning, one shows that, afier renumbering the outputs,

y(?) 2“&{& n, 'y{?};j =1 }£~$; k< ﬁjyl)
fori=1, ... 1, whgreq:min{k;dyﬂiﬂﬂ Yi4.+Yi)<ne 0O

The following result gives a necessary and sufficient condition for the solvability of the
input-output decoupling problem via pure dynamic state feedback in terms of the column rank at
infinity of the interactor.

Theorem 4.3. Assume that E is right-invertible. The input-outpuat decoupling problem is solvahle
via pure dynamic state feedback if, and only if,

m-p2p-1*, (44)
where r* is the column rank at infinity of the imeractor of Z. Moreover, the input-output
decoupling problem is solvable via regular pure dynamic state feedback if, and only if, itis
solvable via regular static state feedback.

Proof. Setit=p - *. From Propaosition 3.4, p = dim [Y  span {du}}. Renumber the output
components, if necessary, so that the set J, as defined in the proof of Lemma 4.2, is = {1....,
@} Set 1= {u+1, ., pl.

(Sufficiency) Apply the imeractor & _orithim to this new output vector, Then, from Lemma 4.2, it
follows that, forie I:

),'(?3 =vyilx, o, y{§ dEheopl ksnp)

and 1 < pje. Moreover, if, for i €1, r were less than the essential order ng,, dy(‘g? would not
beloug to Y and the equality (4.3) would be contradicted. Thus, rj= nge, foralli e L Let §;=
Hje- 73, for i = 1, .. p. A dynamic state feedback can be derived from the compensator (4.1) as
follows. For 1<i<p, if § > 1, défine the (§; - 1)-dimensional vector & such that :

Annexs 4 . Inpur-Ouiput Deconpling and Equivalenoe of Nolinear Systems under Pure Dyramic Siate
Feedback MDD, Bi Benedetin, A. Glomineat and CH. Moo, IEEE Trans. Ast. Contr. prejrints
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.
1& = AjEi + Byxg
N /m
y Waoil€x) vi+ TWalEx) x| | YaEix) v |
y 1§m) L W2 vi+ I 2i(8:%) xi i=§+i 3i(Eix) vi 49
u= : * 0 + Vol
L 0 0 Y

where the pair (Ap By) is in companion form of suiteble dimension, the yt x's are chosen among
{X1...- Xm.p) given in Lemma 4.1 and ¥4, ¥21...., ‘i’gp, ¥ 3patves s Vim are derived from @4,
®..... ©2p, P3pitse-.. B3 in (4.1) respectively, by sobstituting Ly with &5, Lip, with x; for
i=1,...,p and j=1....,5i-1 and v; with x;, for ie J. Since no input appears in the state dynamics of
(4.5), the compensator (4,5) is a pure dynamic state feedback. Moreover, w.lo.g., by Lemma
4.1, Vpel,.... Vm Can be defined such that x; = vy for i=1...., m-p. Then (4.5) becomes

&= A + Byxg

2 ] m L] (4-6)
=¥ Ex)+ R Ex)vi+ T ¥ ExIw
il fep+]

The system I controlled by (4.6) exhibits the {following linear dzcoupled input-outpot behavior:
yg"i‘;’ =vifori=1l,...pn

{Necessity) Apply the interactor algorithm to the new output vector obtained by permuting the
_components of y. One has

= gutx. v + o2te y P u @7

where 1 Sisp 1SS e, e forie ), = forie I, and gy has full row rank
Assume that Z is decoupled by a pure dynamic state feedback of the form

‘ ?'; = M{E.x) + N{E.x} v

(4.8}
u=F(Ex) + GE:x) v
By substituting u = FEx) + GEEX) vin (4.7),

A
i . . ,

L =ex y?)) +x; }*?}3 [F(Ex) + GEx) ]
o

L

Annexe 4 . Input-Quipot Decoupifing and Equivalence of Nonlinear Systems ender Pure Diynzmic State
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Compute

y(!n-»lﬂ

(rmﬂ

&®
=% ; @'21(3]‘
y::ik{l) +[m226}w[ o 1Y

”
Yy

whm(p_z‘:{% and dim @21 = §t X m. By definition;

i+ 1 S fori= 1., 1
Moreover, since (4.8) decouples the system, the derivatives of the output y, i=1, . L up o
order njs, do not contain derivatives of v. Hence
921 G=0

Conseguenty,

rank 2 G =rank G -dim (kergp NIm Gy <p-p
and

rank G p- g +dim ker gz NIm G) < p- 4 + dim (ker 92}
From the right-invertibility of X, @ is right-inventible and

rankGSp-p+m-pSm-u 49
Since (4.8) has no zero at infinity, its rank is equal to rank G. Moreover, the mank of the
compensated plant is less than or egual to the rank of the compensator. Hence,

rank G2 p 4.1
Finally, (4.9) and (4.10) yield m-p 2

For the second pan of the theorem, the sufficiency is obvions. For the neressity, note that
if the input-cutput decoupling problem is solvable via regular pure dynamic state feedback, then
rank G = m in equation (4.9) and therefore g = 0, or, eguivalently, r* = p, Then, apply the
interactor algorithm 1o E. For the first ontput, one has that rj coincides with the relative degree of -
the first outpat and that 71 = ny otherwise r* < p. Since r* is invariant under permutation of the.
outputs, it is true that, for all i = 1, ., p, the relative degree of the i-th output cofacides with jis
essentiz} order. Then, from [15], the inpat-output decoupling problem is solvable by regilar
static state feedback. D - s

o

Fredback MD. Di amammmmammm.mrmmm



A4.19

the sufficiency, it is seen that whenever ;< 1, ¥V i = L,..., p and if (4.4) i5 satisfied, there always
exists a static state feedback which decouples system Z.

Example

The orders of the zeros at infinity and the essential strocturs are {ny, m} = {3, 1} and {nye, nze} =
{3, 3}. The condition (4.4} is satisfied since r* = 1. A solution can be constructed by applying the
method given above: a dynamig state feedback which renders the decoupling marix invertible is

o
(lﬂv. 0
g1

5. Equivalence of nonlincar systems under dynamic state feedback

In this section, we show that, as for linear systems, the notion of interactor is the key not
only for solving the input-gutput decoupling problem via pure dynamic state feedback but also for
characterizing equivalence of nonlinear systems uvnder dynamic compensation. Wi first show that
dynamic equivalence is a special case " the exact model matching problem {2}, [3], where the
compensator to be found is 2 regular pure dynamic state feedback. Then, we establish that two
input-output lincarizable systems are dynamically equivalent if, and only if, their interactors
evincide, These results to the nonlinear setting the definition of dynamic squivalence apd its
charactarization in terms of the interactor given in [37]. A different notion of dynamic equivilenze
has recently been considered in {32), in a differential alpebraic framework, where the propemess
of the compensators is not reguined.

Definition 5.1. Let two systems i = {{i, gi, b¥) of the form (2.1} be given, for i=1, 2, with
state xi belonging to an open subset of R, inputs ni¢ R™, outpats yi € R Assume that £i{0)
=0 and hi{0) = 0. Then Z! and X2 are said 1o be dynamically equivalent from zero (and we wrile
¥1 . 52) if there exist integers gy, i=1, 2, dynamic state feadbacks DO for T4, of the form (2.2),

Arneze 4 |, Inpmp-Output Decoupling snd Equivakenes o Solipeas Systents under Pure Dynamic Stte
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with state Ef belonging to open subsets of R, having the origines equilibris, and an £ > 0, such
that there exists T > 0 with the praperty that
yr1 *®C, 0,0, 0?) - ¥ (1.0,uY) =0, forall v? in L..f0, T] satisfying #u?ll <,
and .
£ (D) T 1inL10. 7 ving ol <
(£.0,0,u!)- v (L0, ul) =0, forall ulin [0, 1] satsfying lvlfi<e,
forall0<t<sT. D

The above is an equivalence relation. Moreover, if £1 ~ 22, then $1 ~ 12, where $1 = £1
o and 82 =32 o 2, with Q1 and Q2 be any regulay static staw feedbacks. In the case of linear
I! and X2, this equivalence relation comresponds to matching the transfer matrix of X! by
appropriately compensating X2 and viceversa, ie. to dynamic equivalence as dafined in [37).
Definition 5.1 is, in fact, a stronger vession of the exact mode! matching problem as defined in [3]:
here, the model is asked 1o be maichable by the plant but, in addition, the plant is asked o be
matclizble by the model. Clearly, as it is done for the model matching problem, one could also
define asympiotic equivalence of two nonlinear systems and, using the results of [3], show that if
two systems are asymptotically equivalent, then they also are dynamically egnivalent from zero.

In the following theorem, we establish a relation between dynamic equivalence and
equivalence under regular pure dynamic feedback. This will also show fhat dynamic equivalence is
a special case of the exact model matching problem, where exact model mawching is required hy
means of a pure dynamic state feedback compensation. If 1 and Z2 were linear systems with
transfer matrices W, (s) and W(s), this would correspond to the fact that £ and 2 are equivalent
if, and only if, there exists a bicausal compensator B(s) such that ‘W {s)B(s) = Wy(s} [37]. In the
{following theorem, we need to assume that £ and 32 are efi-invertible at zero [3]; this hypothesis
is certainly satisfied if £1 and 52 are lefi-invertible and the origin is  regular point for the insersion
alporithm.

Theorem 5.2, Let two systems I and 22 be as in Defirition 5.1. Suppose that Z! and X2 gre
lefi-jnvertible at zero, Then, £ ~ X2 if, and only if, my = m; and theye exist an imeger g, ar::gn}ar
pure dynamic state feedback (RDF} for E! of the form (2.2), locally defined in a neiphborhood of
the origin, having input v, outpat ul, M{0,0) = 0, R0, 0) = 0, and an £>0, sutk: that there evists
T>0 with the property that

= “RDF 0,0, u?) - yF(, 0,0 =0, for all u?in L0, T} satisfying 2 <,
forslQ<I<T.
Proof. Sufficiency is immediate, hence we only prove neceseity, From. Defin
has the same input-output behavior from zero as It, and £10 DCHhas

Feedbuck MD. Di Benedetio, A Glumiseas and CH. Moog, IEEE Trans. Avt:Con
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behavior from zero as I3, Hence, 22 o0 DC2 o DC! has the same input-cutput behavior from zero as
I?. Maore precisely, there exist € > 0 and T > 0 such that E? initielized at zero has the same output

a3

~
x? = §2(x?) + g2(x2) v

xl = fi{x1) + gH{x))[FYE x!) + GHELx!)] u?

) £ = MIELx!) + NYELx) o2
£? = M(E%x?) + N2(E%x?) FI(Eix!) + N3(E2x?) G1(Elix!) w2 (5.1)
v = FAE%x2) + GHEZx?) FUENXT) + GHT2x?) GHENx!) v?

y? = h3(x?)

LS

initialized at zero, for all v? in L.J0, T] satisfying o2l < & and for all OI<T. Since E2 is lefi-
invertible at zero by hypothesis, then from the fact that the outputs of 22 and of (5.1) coincide, one
deduces that w(t) = v2(t), for all Oi<T. Then, from the expression of v in (5.1), G2{E2(),
x2NGYEN, x} D) = L for all 01<T. In pasticular, G20, 0)GYO, 0) = L Therefore, rank GO,
) = m, and rank G0, 0) = m,. This means that m, < m,. By repeating the same kind of
reasoming for 2 and 2§ 0 DCY 0 DC?, ane can conclude that rank G0, 0) = rank GYD, 0) = m,,
so that, necessarily, m, = m,. Moreover, again from the expression of v in (5.1), FE2(0, x2(10) +
G2E2(r), x4)FHENY), x1{1})) = 0 and, for the reciprocal reasoning, FHELD), x1(1)) + GIEYD).
SHINFUE(), x3{(1)) = 0, for all 02<T. From this, one deduces that FY(0, 0) = 0 and F2{0,0)=0.
From the fact tnat DC! and DC? have the origin as equilibria, we also Fove that MI(D, 0) = MYD,
0) = 0. Therefore DC? and DC2 are regular pure dynamic state feedbacks, locally defined around
the origin, and the result follows. O

The proof of the above thearm shows that if two systems X1 and 22 ase eguivalent under
dynamic state feodback, then there exist regular pure dynamic feedbacks RDF! and RDF2 such
that the inpat output behavior from the origin of Z! controlled by RDF! coincides with that of 22,
and, viceversa, the input output behavior from the origin of I2 controlled by RDE2 coincides with
that of £1. This property is now osed to characterize dynamic equivalence in terms of the
inlerscon.
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Theorem 5.3. Let 1 and £2 be as in Definition 5.1, with mj = mp = py = p2. Assume E! and
22 are invertible and input-cutput linearizable by regular static state feedback at zero. Then, E and
22 gre dynamically equivalent from zero if, and only if, their inieractors coincide.

Progf. (Sufficiency ) Since ! and 22 are input-output lin_gsizable by regular static state feedback
at zero, the origin is a regular point for the inversion algorthm, Then, X! and ¥2 are invertible a1
zero. Hence, Theorem 5.2 can be applied and it is enough 10 consider dynamic equivalence under
regular pure dynamic feedback.

Ixl = fi(x1) + gHx!) al x2 = 2(x2) + gz{xz) u? s
LetX! = and 22 = -
y1 = blgxD) y2 = 12(x%)

Consider the different steps of the interactor algorithm applisd to the extended system E1. 32
defined as

r.

E1-E2 =9 32 = f2x2) + p2(x2) u?

| ¥E = hi(x!) - b2(x2)
M

The superscript indicates the system and the subscript the siep of the algorithm. Since B! auy £2
hawve the same interactor; by hypothesis; the same list of integers ry; 3 ... . 1p isassociated to both
Systems.
AtSiep 1,

yz ) _ :ﬁ . a}(xi} - a%{xz’) + hi{xi} ul- h%{xzj u?

ArSiep2,
vy 2 + By - 3“2 - By =ay(ed) -agts) + byt ol - b3 w2
by b
with rank hézz,mnk bg = 2, where, by assumption, the ranks can be computed either over

F orover B

At Siep el
.1 Eat) ] i o {r) | 2 ,
A 3‘32 D Pi,,fl{z,.m,.zif)

=201 - 200 + By - By P
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=k+1. Since; by assumyp.un, 2 is dght-invertible and

Then, we may define o dynamic state feedhack of the form (2.2)
r
E= @) +gl®) vl

(RDFp

where M(0.0) = 0 (because B0} = 0 and f(0)=0, i = L, 2), F(0.0) = 0 {becanse the origin is an
equilibrivm of '), and rank G(0, 0) = m. Heace, (RDF) is @ repular pure dynamic state
feedback, locally defined around the origin. By applying such 2 compensato. to X2, since ! and
X2 bave the same interactor by assumption, ons has

Tirg) 2Mry) _ o

Y, -%

3,;.4; 2{%}+sz!&1) Z(rzl)zﬁ

] 2 1 2 T o 2 {rg.

Y e} -y h}:) im -¥ Al “}hk?k i} ykgiu})zﬂ

where the Q;are linear differential polynomials over R. This shows that
}'EZ " RDF2(¢. 0,0, ul) - }*‘YZ{L 0, ud) = 0, for 6<T, for some approprizte T. ““milar arguments
show that there exists a compensator (RDF)y, satisfving the ssme properties as (RDFh, such tha
¥ EBFg 0,0,03) - ¥, 0,07 =0,

(Ne ssity )Let 21 = E1 o Q! and 3‘2:23»(22* denotz the inpui-ootpot linearized systems, where
Q! and Q2 are any regular siatic state feedbacks. X! ~ T2, then $1 — £2 Then, there exists a
bicausal wansfer matrix B(s) such that 'W{s)B(s) = Wa(s), where Wyfs) and Waols) denois,
respectively, the transfer matsices of 81 and £2 | initiatized 2t zero. Hence, by {371, $1ang £2

Amnexe 4 | inpo-Outpo Decoupling and Eguivalente of Nonkinear Systems under Pare Dyuamic State
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have the same interactor. By Proposition 3.3, since these interactors are redl-valued, they also
coincide with the interactors of Z1 and X2 which, s 2 consequentce, have the same interactor. 0

6. Conclusions

The concept of un interactor for a general nonlinear system has been introdoced and
proven to be useful in chatactetizing the solvability of two synthesis problems: input-cutput
decoupling and equivalence under pure dynamic state feedback. ‘The input-output decoupling
problem via pure dyunamic state feedback compensation has been fully solved iu Section 4. The
results obtined peneralize those of [6], [16] and are a first step towards the solution of the input-
output decoupling problem via nonregular static state feedback, The problem of nonlinear dynamic
equivalence, that is recently receiving attention in the literatore (see e.p. [32]), has been considered
in Section 5 and solved for invenible input-output linearizable nonlinear systeme. These resalts are
a first step towards a generalization of [37] and provide additional insight into some structurad
asperts of nonlinear inversion.
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version of the manuscript
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APPENDIX

A.l Inversion algorithm
In this section, the inversion algorithm of [34] is recalled in the version proposed in {41, Let
X be a system of the form {2.1).
Step 1. By diﬂ%maﬁxﬁug the output y
y= ;{f{1}+g{x}ﬂ}» a {x)+b (x}u

Define B {x} =b Lx},m{!s =rank B_ (x),whﬂmt’hcnnk:s taken over the field of meromorphic
fmacﬁnus of x. ?etmm’fz, ﬂnecﬁswy mrmmpomts of the outpat so that the first £ rqw*saf

B, (x) are linearly indcpendent. Decompose y, as

-

- P L mm Bafx) s S conc
¥=1 g @1 (x}) + ( 91(1}} where ¥y consists
1

of the first s, rows of y. Since the last rows of B, (x) are lincarly dependent upan the first 5, rows;
there exists a matrix Mi{x) whose elements are meromorphic fonctions of x; such that 31{:} &
My(x) by¢x). Then; one can write

»

3?3 =3 1{;} + Ez(x} u
A e
Y=y

where the last equationis affincin ¥, Finally, setB D= b ROR

Step k+1. Suppose that, ateps 10k, ¥ | o5 5 have been defined so that

3_?!:&1{1}-}%3&)&
F=a e FP11SiskiSi<k D+
+b 6 P11 cigk 1 igiskl Do

=y (x GP 11cigkigjgep.

Annexe 4 . inpot-Ootput Decoapiing 2nd Equivalence. of NogTinear Systems under Pore Divnamic:
Feeiiback MDD, mam@m A Gioniean snd CH Moog, TEEE Trars, Aut. {Emmmm
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s

Then; 'jv'}w, §Eﬂ. %“’ are rational functions of }?3 with coefficients in the field of meromorphic

functions of x. Suppose also tht the mawix §_:={ 6 ;",..., Ef}" has full rank equal 105, Then
calcnlae

02y egus 3 Y kgD

Tk == U

A D cick icic
=4 iy 11sisk,iggk])
“”gkﬂ(x.{y'?ilSiSk,isggkg}n‘

5T 4 T
Define B =18 b, |

T b~ d 4 e 3 p { - ¢
)} ;z.u:xd::skM ‘-—rankﬂkﬂ,wheretherank is taken with respect tothe
fiead of rational functions of {70 11<i< k1, i£j<k } with coefficients in the field of
meromorphic functions of x. Peamute, if necessary; the components of ?g‘*}‘) s0 that the first 5
rows of Bk“ are linearly independent. Decompaose ;,;k%i) us
a & GPlgisk, isjskel])

i, EPsick, isiska))

{ gkﬂ{x.iit?tisisk,is;’.ﬂk 3y )

+
,‘Em(x,{;iusask.:s;skn

~{ks-1}

where y, '\ consists of the firsi ﬁ‘k - 51;} rows. Since the last rows of

+1
B, EAFI1<iskigjsk ] are linearly dependent upon the firsts, | ows; there exists
a matrix Mg.1 (=, {3}?’% 1£igk,i£j<k }) whose elements are rstional fuﬁﬁﬁaas.afi-‘?}; 1gi

<k ,i<j<k; with meromorphic coefficients in a, such that bre(x) = My 100 Bre(x). Then,

y, =2, x)+b (s

Arnexe 4 | Input-Outpot Decoppliog and Eguivalence of Nootinzar Systems under Pure Dynaniic State
Fenfback MD. Di Besedetto, A Glominesn sod CH. Moog, TEEE Teans, Aat. Contr, peepfinis
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;g’;":ﬁm(x, FP11gigk,isjskd) + (A.D)

+ b GP1isigkigiskPu

A : 7Y ) . .
,ﬁ”:vm{x, (7 118igkel L i<jShed D)

T.T :

B8T..5 T Endofsepksl. O

Finally: set B, 3 =B " By g
A2 Proof of Theorem 2.5

Consider 2 regular pure dynamic strate feedback (DF), described by (2.2), where the
matrix G is square and invertible. Apply to = » RDF the regular stati; stats feedback
v=-GlEX) FEx) + G-lEx) n
Then, if one recalls that the structure at infinity and the essential structure are invariant under
regular static state feedback, the result follows.
Canversely, 16t {DC) be a dynamic state feedbark of the form (2.2) with s=m. The
comzensated systern E o DC is deseribed by equations of the form

x =f{{x) + g(x)] F&, x) + GE, x) v]
E=M(E. x) + NE. x)v
¥ =h{x}

We apply to £ o DC the inversion algorithm as described in Section A.1. The resulting quantifies
By ik, etc. for this system will be denoted with a superseript ¢. At step 1, one has

ye=allx, £) + bz, Ev

where
bi(x, &) = bylx) GE&, ) a2

Amnexe 4 . Iopa-Dotpat Decoupling and Egrivalencs of Noolinear Systems uader Pire Dynamic Siate
Feedback M.D. Di Benedeno, A. Gluminesu and CH. Moog, IEEE Trens. Aut. Conir, prepeiies
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and rank bi(E, x) = 51 = rank by(x) by hypothesis. Define B{(x, &) = b(x, &). There cxists a

permutation of the cutputs and a partition ¥ = (5§ . :7;) such that

£
[T ] (2} =8 .
Ve = | | IR G(E,
1

\ /

where rankby(x) = s1. Therefore, i‘*ﬁ can be expressed as

K =M ¥ - M) 250x, B+ £5x, ©)
Bum
B0 B = Lagr 1, 8500, D =Lug 11

and since Ly ;vg = My(x) Ly ¥1. one has
8. &) - Mi(x) £5(x. &) =210 - Myx) 1)

Therefare,

=M ¥ - Matx) 210+ $100)
where o} = yi. Set B(x. £) = b1{x) G(E, x). We now prove by recursion that, at each step k,

Bitx, & {3 V1 1sick ikl = B, {5 P15k, i DGE.0) (A4

and

Feedback M.D. Di Benedetio, A. Gluminean and CH. Moog, IEEE Trans, Ast. Contr. preprinis
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This is true fork = 1 {see (A.2), (A3)). Assume it is true for k. Then, at step k+1, we compute

Ae k1) ‘%F:(x’ E, U,fﬁ Wy 1q<k, ii<k+1]) + tf;i{x& E{ y; @ I=ick, igjek]) v

where
bE, 0 B 5 Dy = (gl (57 O 116k, 1555 1 G, 0)
""bka»ﬁ{xow: @ 1<k, igj<x}) GEE, %) (A6)

{4
Set B, =[] .of,,IT

By (A.6), (A.4) holds for k+1. Moreover, since the generic ranks of B ", 404 Byyy are equal by
hypothesis, one can write

Vg T=Af e B3 UGk e )+ Bt B 1 7 P s iga v
=3f & B D e Mt 5 D28 x5 Dy

But, since (Ly ) F= Mg {Ly %) F,

B - Mt 20 =Ly - Miea Leiic

Henee;
1 \ . §
Pt =R Mt B + e ST = o, 5T 0D
and ¥, =V, .50 that {a.5) holds fork+1 .

By hypothesis, £ is square and invertible 50 that T = DC remzins square and inveriible because
{DC) is square and does not modify the structure at infinity, Henve Bg & f}éﬁf {T)) is square and

inventible. By (A4}, B; x, £, 5;? 0 = B, 5!; 0 Gz, x). Hence, the generie rank of G is m

and the resuli follows. LX)

Amnexe 4 . Jnput-Ouiput Decoupling and Equivalence of Noafinear Systems under Pure Dynamic State
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A.J3. Proof of Proposition 3.3

The same notations as in the proof of Theorem 2.5 are used: a superseript ¢ indicates
the quantities corresponding to the controlled system Lo Q. A regular static state feedback Q
of the form u = a(x) + {x) v can be viewed as a regular pure dynamic state feedback of the form
{2.2) with g = 0. Then, from the proof of Theorem 2.5, at each step k of the inversion algotithm,
{A.4) and (A.5) hold, Le.

B(x. {75 @1 195k, i) = Butx, (37 P11 1555k, ik ) B

and
W = Wk (AT)
Now, note that each step of the interactor Clgorithm consists of an inversion which can be
performed in a unique way, since no permutation of the outputs is allowed. Then, from (A7),
qii = P < oy e Biay where ©k's are

the functions defined in (3.2), and the result follows. O

Annexe 4 . Inpat-Ouipat Decoupling and Equivalence of Noalinews Systemes under Prre Dviamic State
Feedback MD. Di Benedetio, A. Gluminzan and CH. Moog, IEEE Trans. Aut Cootr, preprings
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Interconnected Zero Dynamics in Nonlincar Systems and their Raole in Dynamic
Noninteracting Control with Stability?

A. Glumineau? , C H. Moog? and T, 1. Tam3

Abstract : One discusses the problem of reducing the fived dynamics in decoupled sysiems,
One shows that a dynamic eompensator s able to curcel only those dynamics which have o certdin
Bineority property.

1. Introduction

When solving the noninteracting control problerm, some dynamics may be fixed, Le. they
will exist as a part of the unobservible dynamics using any decoupling static state feedback
splution. This is the case for linear systems as well as for nonlinear systeens (s22 {13, {2] and
references therein). In the linear situstion these fixed dynamics are assoeiated to the so-called
interconnection zeros of the system {13, That terminology is used in this paper for nonlinear
systems as well. Receatly, Isidod and Grizzle fully identified these fixed dynamics and showed
that, in opposition to the Huear case {5], they could not always be rermoved by using dynamic state
feedback control {2). Wagner gave a necessary condition for such » fixed dynamics to be
removable by dynamic state feedback {4

We contribune in this paper 1o the problem of removing 2 one-dimensional interconnection
zero dynamics viz dynamic fesdback. First we give a sufficient condition for the solvability of the
problem. Then we show that the latter is alsp secessary at least for a two inpits-two outputs
system and considering a special elass of change of coondinates.

Given a decoupled sysiem Z as
i =filx) + gﬁ?ﬁx} g fori=l...m (6}
z =Ziixa) + TLilsa) u @
ni=hfxy & e

where x; belangs to R™, z, y;, and vj belong to R, for i = 1....m. Assume that the urobservable
purt of L is reduced to P* = 15’23::; Py = span {3;;} wh:r;?ﬁnsmz mmaximal regular
controtlability distribution contined in ker dhy. The problem under interest may be stuted 23
follows.

Find, if possible, o dynamic extansion
ra=Faln 2 )+ Gafx, 2o x5) {4
and
Xg3 = Xj {5, 2, %3) forie=l,..am {5}

such that (X, Xgi,.-- ¥am) defines locally a changs of varfables of {x, z, x3) and

1 Wosk performed while the third suthor was ¥isiting the Iiberstolre 'Automatique de Nantcs with the support of
CNRS.

2 | sborminite & Automstique de Nasucs, Unite Associe sn CNRS, ENSM., 1 rus deta Not, 4073 Naes Cede
3 washinpion University, P.O. Box 1040, Saint Louis , MI 63130, US AL
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Xy =y (%, Byl * Balxy Ead 4y ITs)

Remark The extended system reduces now into p subsystems given by (1) and (6) only : there is
1t more interconnecuon zero dynamics. The problem of its smbilization is now a problem of
SI50 sysierms stabilization,

2. A sufficient condition,
Motivated by some eéxamples in the literature [2], [4), one may derive a sufficient
condition far the solvabifity of the problem under interest.

Lemmal
Assume there exists a local change of coordinates (x3 ... .xm.E) for I, such that

. m
{= gx{zh )+ Zytxju] +AE M

then there exists a dynamie state feedback (4) which tansforms system X into a decoupled system
with no interconnected zero dynamics,

Proof :

The dynonic extansion

g =Zuixd+Znlx)y+dhxy  fori=1..ml {8
and the change of vximxzic

e

Xam=§ - Zixm' L
yield e

Xam= Zim (X)) + L (%) U + 4 Ko am
The extended system defined by equations (1), (8), (10} and (3) sadsfies the claim since it reduces
to the set of m subsysiems whose stute is (5, 1) fori=1l....m g

3. Main result : a necessary and sufficient condition.
In this szction, we sesgict our atteation to the special cose where £ is a two inputs-two
outpats decoupled system with one interconnected oero dynamics :

i; = f]&‘}} + glfxi} ag {(in
%, = Lay) + 5y{x2) 0, az
z = Zy{x)x2,2) + Loy {x1.%2.2) uy + Lo (x1%2.2) 0y (13
¥y =hylxy) 14
¥a = hylia) (15

The main sestriction in this section is on the closs of ransfoimations which s ased, We
seck a solution which consists in a dynamic extension s

&3 = Fafxy,%a) + Galxpxg) iy {16)
and a change of variable {x3, X2, Xa1. 8a2) whers
x3] = %
and : an
xan = Xz{z.x)

Then the following holds.



Theorem 2
There exist a dynamic extension {16) and o local change of variable (17) sush that
K= fa(azaan) + gaal(xaxgy) 2 (18}
if and only if
a) equation (13) reads

; 1 ,

2= REM 2,5 + Z'5laa) + Ty (x oy + Zislagduy +3 —dz] {19
where Ao B 1 12 b Ll Lt 2 j RiZ)
or, equivalendy

b) there exists § = p{z) such that (xy, x3. 5) defines o change of variables for (%3, %3, 3)
and

§ Zl 1(3 y+ & 11(31} + z'fZl{xI) iy + zw{xz) u*g'f' ng ol
where As F.

Remark 3

As quoted m the imroductory section, ‘I‘h:mm 1 gives a NSC since the P* part of the
extended system I, Is requested to be empty : X splits into two decoupled subsystems whose
states ase (X3, x51) and (x2, xx2).

First prove that {2} and (&) are equivalent,
() = {a)

With the abusive nowmtian £ =&2), 320z being non zero, and mgﬁ:h:mﬁih 20)%
one ubtains

e [Z a0+ Tin (e + Zyyfaduy + Tpgfnyduy +2 320 -

1
dEidz

then E(0)= j -ﬁ%dz

which ylelds (19).

agaz
LaiR{z) =

{a) =>(b)

Let 421 = | gizyde and the resalefollows.

Defins mcﬁyminezxmm
x\;ﬁ i z}l (xi) * zﬁ&i} n}‘ +h31
and the gonsformation
X2 = £- 41
Hence {xg, %3, %af, %u2) is n change af variables for {xy, %2, %0, &) and
x5z =2 {x.z) éZ"n{Xz) nzﬂi-?zxa,,
which vields xhcfg esired form for 2.

-



Necessity of (b)

The necessity is proved gradually through the proofs of a couple of Lemmas.

Lemma 3 essentially tells thar thepe 15 no product involving a variable of subsystem 1 anda
variable of subsystem 2, as xxg, in the RHS of {13). This is strongly related 10 Wagner's result

f4]. .
Lemmn 3

If there exists a dynamic extension {16} such that the extended system ., given by
{11-16), has no interconnection zero dynamics, then (13) seads
2 =Zy (02 + Ziplxa2) + Ly (ng2) 4y + Lpylna2) oy

If there exists a dynamic extension (16) such that the extended system X, has no
interconnecdon tero dynamics, then (13) reads

z =[Z )+ Z'{x)) + Ty, (%)) Uy + Tgnfxy) uy + Qfz) J R(2)
and {(16) veads

Xg= | zn (31) *+ zm(x}) B, + Qulxa) I Rylxa)

The proof of Lemma 3 is given in Appendix A and the proof of Lemm 4 can be found in
Appendix B. The proof of the necesshty of {b) is then completed in Appendix C.

4. Concluding Remarks

In this paper we were interssted in the noton of interconnected zero dynarmics which could
be canceled by a proper choice of a dyvnamic compsasator. Although the class of such
compensators has been limited, Theorem 2 gives 3 NSC which shows that a caneelation of the
interconnected zero dynamics may occur if and only if it Is intdnsically finear aud displays a
separation between the variables of the different decoupled subsystems.

Actualty Theorem 2 can be generafized in a stmaightforward manper to s MIMO system that
has 2 vector interconnected zerp dynamics | such a generalization then yiclds o condition for the
cancelatipn of the overall imerconnected zero dynamivs, Now the open problems are mainly :

- to find a condition for a geotral cluss of seusformations,

- and in the multivariable case, v identify the subdynamics of the interconnected zero
dynamics which can be canceled by dynamic compensation.

Acknowledpement : The authors wish 1o thank Sylvie Tean for helpful discussions.,
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Appendix A « Proof of Lemma 3

From (13}, (16) and {17}, compute

= %fat Zytxyy2) + Zyln a2 0y + Zplxgxa2h 1y

B2, ) + O (rytg )

Since
532 = (2 x0(2.x0) + Bixaxaolz X)) uy

the u, term vanishes in (A.1) nndmmqmﬂy
B2 20,201+ B[ Gy (1) 1 =0
Since the latter does not depend on X, we got

% 27 (52,2 ] =0
or
&1 D

o g% Latp =0
Sim:c a 2 is anonzero, it fnllows

P
e Lulnxa) =0
and, » "th an abuse of notation, ane hog

Ly =Zyl2p2)
Now (A1) reads

fig2 asg’i
Sinece th: RHS 01’ wﬁ)m oot depend on x,, we get

ax“"{&‘ TR *BZ” =m0 u,] *@ *"ﬁ’{&lﬁnj =0

and then
{ (xrxg }}?ax"’* L {xl,x.‘} =0
(Ad)tmplies % 1
Loy = Zox,2)
antd {A3) yields
asg IZ -
& gk, M7 D) =

(K %y 2) + Zypn(R Xa2) 10y ]+ -”-‘-? Fafxyng)]

{AD

(A2)

AD)
{A4)




Zy=Z,in,2) + 7 4(%q.2;
This ends the pmaf of Lenuna 3 and

Xy =2 dz {Z“(r. z}-*Zﬁ(x-,,z}é»Zntx«.z)u:}* fFa (x3.23) ] {ﬁﬁiﬁ

Appendix B - Proof of Lemmao 4
From Lemuma 3, equation (A.3) reads

Bx“‘ =={(z.xy) 3?1(:!:, Z) + %{mﬂ ﬁ{giﬁid‘ﬁ =0
a:a:qumﬁcnﬂy % !

< tdxq2,

ixl.z) ‘
>=0 (B.1)

aFﬁ (Kl vxg)

Since %3 does nmdcpcnd on &y in {17), we can write

2'“ Ty 2 =Ty () R@)

and EiF

-——-(xlvxaj 714 (%) Rylxg)
Thus

2y ix2) =2 (x)) R(z) + A2 {82)
and

Fafxpg) = Z'y, () Ryfxg) + Blxy) B3

From (B.1) one has :&m:mmew(aa%}} =0 or Z*1y =0. Let us consider the first case and
define

1 1
o= [ e [ g s @4
span { ]+ = span {dw]
which vields (R {xaj)
= Rgpp{t{z.x )} {B.5}
Mow ) PR Bm
a2 —-1:;( &= i tan %)

From {A.3}, (B.2), (B3] and {B.4) one ges
=352 (o 7 0 IR+ 1600+ 23 Gy + Ll 2 )

P 5{ Z (x,,z}
—B— R*—‘{ %{XZ.E) ‘f{ﬂ) Rn;;i} a‘:[(wf} az }}

Using (18) onc obtains
?{Kmxa} g ﬁz—{ ZL.{K&»IB "52}) Rﬂ{w )3 {B.6)



and
o, dxyy LaslXa,2) L
Bya) = S %— (B.7)
Let X300} = &,{ﬂym}
¢ {xa,u): 3&2 A
2%&*,!)
iz)

9y Bm Bﬁ: ‘
thus Ex'; am ‘}xn =0
.
and 3o =0
o Zoalxyz)

Consequently g == =0and Zy = Z (53} R
Ina sm.gn:veim differentiate (B.6) w.rt x2, and obtain:
Ty R20) 1 97
m R{Z} ﬁxz {§7 rZ}
e
which does not depend on %y and consequently

az';'l
dfxw

=2Z" ;;(&JK&')

thus
Zyz =Z 4(x2)R(z) + r{z)

Now (A.2) becomigs
Br, 1 1
%fi %Zﬁ{xl’z} - m Ga{zx) =0

thus xn}
Sa = b—‘a} R{Z} Zm(xivﬂ
which ylelds
Z35(x3.2) = Z23{xp) Rf2)
and consequently
Gufxyxg) = mexﬂ Ry(xa)
In the ease where 2731 IS zem, the study reduces to
=D+ Znlxy, 2) oy + Tplxg, 2h
5(:; = | 5{3‘@3*{33@1 Xa)ugp

{w {x,.z:) ay+ (m)aimm wy=0
ont geis either < dxgs, (Rg{m;)) > = 0 or £ =+{z). The latter contradicts our hasly mumpﬁm

Starting fmm

P¥=span Q%I,Qmﬁmmufmmém&:gmﬁmm el



Appendix C - Proof of the necessity of (b) in thesrem 2

From leowma 4, one hos
Tg= Zn )+ Ty g+ Zyylxuy + 2y uy + Q)

Let E= !ﬁ%ﬁdz
then f’, zZ‘u {xi) b 2’13 (m21+223£xl) u; +Z‘22iﬁ)% +P(§)
In a shndlar vein let

. _ |
- [ rgs
and then
E, zrﬁ {20+ Z'5,6x,) vy + pulEd)
oo pets w=F_&
and @ =2, (%) + Z'ya(xy) uy +p(E) - Palla)
From (18) and (B.5), there nzeessanily exists a function F such that
PE)- palB = FLE. &)
dp(&) . dpalEa) .
dF = - i g E.
. 45 P
€ span { d5 —-dE; )
consequently
gp(f) _ dpu(fa)
g &
=3 R
and the resuit follows,

Thus
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Annexe 6. Plane flexible robot modelisation and application to
the control of an elastic arm

Annexe € P, Chedomall, A Gluminean snd J.C. Bardiacx, “Plane flexible mod:disstion and applicatioe 1o the
control of a1 elastic any®, Proc. ICARURT, Versailles, France, pp.525-536, 1987,
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PLANE FLEXIBLE ROBOT MODGLISATION AND
APPLICATIORN TO THE CONTRODL OF AN ELASTIC ARM
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ABRETRA

Thcobyert of this paper 1 to presen. 2 model of plane fes e reseg and an application o e ton
0! a flexshic anm. The rochraques wsed i dynanne control of rigic robots are not effisiens, Thoeforz
ae use nookneer eomtral theory of sate stae feedbseky we show Dy it conreoily works i thus Sae
Thus computation s very ddlicalt e nerform by hand, sng ae we hove developped o gooerad softwars
using a symbobic progranymung brigage -REDUCE-. Finedly the summintions show thar the conol
laws we obtun are realwaw and compaiible with she wechnies! constrabnts po the actesioss, e
s.uctire and the process control cormpmicr.
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INTRODUCTION

The control of robots which move faster and faster, needs 1o be able 1o 1ake into scconnt the dynamis
behaviour of thewr mechanical struenore, Usually the dymamitc modclisation of sobots has been
performed conssdenag the hnks as npsd bodics (su: 171 12000, This approsch is not officient when
the clastic modes of the stracerg are excited]. This is the cuse when the robiot stiffness {the structuml
or the transmussion siflnesa) 1s low versus 1ts other parameters.

Differemt works have been done abour the modelisation of robots taking into account the clastic
behavinar of theor structure. The infinite number of elastic degroes of fresdom i commonly reduced
w3 finae one using eaber the motad appreach (241, (4] or the finge element appronch {211, [144L 1L
131 A shurd once has been proposcd by [7] © be imrodues lctitoes yois and springs; the siiffness s
idenuficd on the real structure. Concerning the fhure clement method, thore are different
represeoianons ¢ Updated Lagrangian (1], or Te! Lag-aaman. This last one may refer the chstic
degrees of frectdom of the linkis to the rigid mnﬁgnm:mn of thc whole robmt } 4] or 10 the npid one of
the considerod hink. That s the way we kave used. The deta! of this modelisation has been deseribed
in 16} and us experimental validation has been porformd in (51, We first recall in this paper the
strueture of the rmode! in the case of ong Nexible link,

The second past of this paper concerns the contral of o fexible dn using the deseribed modelisation,
Reten developments i noslmear control sheory are mninly due 1o the use of differemin! goomerry,
Cerimn distributions are used 1n order 1o treat the nonhincar decnuphag problem [15], 116]. Claude,
Pliess and lsidon [X] prescn: a direct and feedback smmersion of a nonlincar sysicm in a fincar
SIC.

g many apphoatnns those ~tsalts are useel: contrel of a ship moored o a single pont J18), (9L
comrol of nigid robot arms (22], 121 Recont works deal with the rontrol of robot anms with clasie
jomts by [cedback decoupling [131, [12) . lo the later, dynanue feedback is used A dynomue
compensator algorithm o presented m [11). We describe here an anplication of these techniques o the
conirp! of a flcuble arm.

Finally, we pive simulanen results concerning the behavioor of ong flexible link with the contro! laws
we have chiuned.

We consider 2 plane structure of a robot with ny rolational joints and ny links which are supposed 10
b clastic {sec Fig. 1) The clastic displacemonts are smadl and the rigid ones may be harge. The clastic
hisplacements are relered 1o the rigud configuraiion of the fink (see Fig. 33 The links s supposed to
br beams,

Lot us consider for each Lok {0} the following pammeters ¢
0, is the romtics of the onigin scotion A -that 1s the rigid degree of frecdoms,
vp; and Bg, are the displacement and the rotation of section B; -they represent the
elustic deprees of frecdom (sce Fig. 3)-

Cach lub s dserctized with one pore plane fewon Onne clement. The Lagrangee's sudupliers

tochmgue will cnable us 10 descrotze with several clements. We use Henmite's terpolation functions
N3 [23). The planc deflecton is

v(x)= {N]{x) Iﬁam}: | {H

-y - .
wheie Nqad = 6 7L 200 andt Rgfxte o  ON
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Point M; coordinates are {(where M, is a pownt of a cross scotion -abscissa x- of link §)
A, =ay + yv; + 27y (in the undeformed configuration),

and in the deformed configuration :
AMgy =(x-y i’% Juj + (y+v(xDhv; + 2z @
Let us now g the alobal vertor of the degrees of frecdom :
al =18 vpy.Og e O ¥pj Bjem Oy VBl Opp)
then

.1
oM ” =2ﬁ3&xj + vmvij +AIM "
3=

The virtua! displacement corresponding to a vatriation §q is

Fi 1
80M e gﬂjﬁﬂfj e Svnjv’ - vajﬁﬁ u J) + BAM HE) )

whene &‘im‘ﬁ is lincar in 5;31;, EVB : ﬁgaj.
“The virtua! work principle expresses the dynomie cquilibium of the whole structure

8Ty = BTy + BTgr. v &g &

where 8T, ts the vimml work of the accelemilon quantities sesociated 1o &g,
8Ty is the virnal work of the interal forces,
8Tgy: is the vira! work of the cxternal forces,

It bas been demonszated that Eq. (4) implies that

2
An+ Bag+Cq +Kgq=GCAM (&)

where A, B, C hove been doeseribed in [6]; these marrdtes corresponed 160 8T, ,
K corresponrts 1o the deformation of the beams, ,
G AM corresponds to the actuators torgues and the constant friction torgues inthe jolnts

GAMT = [T{-T9, 0, “Tpem, Tpy- T & <Tjow T 0.0}

whure Tj=Tyu+ T
Ty is the tomue of the actuxior @,
Ty is the constant friction tomue of joint (i) {Tgy; siénis the

oppasitc of { 0;- 0, 4 - Og; ;) sige).

in the case of 2 madchisauon with severa? funtte elemenn on each link, we con expross 3 dclation
briween the degrees of frerdom of the clements & amd o+ 7 considenng a nigid joins botween & and

E+l {age Fam D
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Opiy -8 - B =0y {constant) &

We pet a similar relation with afl the other clements and finally it results a set of lincar relations
Lﬁ} =M

where M is the constan {11} vector {with the oy} and L is a constant {1,3n) mntrix corresponding to
Eq. 6. If we intoduce ths | Lagrange’s muliiplicrs 4, , Eq. (4) becomes
b

AG+Bqq+Cq +Kq=0GAM+L"2 m

Lg=n
“This modclisation has been validated, or an exporimentad device, in the cases of one and two axes,
The simulation of the model with an apen controlled Joop gives results with an error which is lower
than 10% on the variables q {soz [51).
in the easc of a Hexible link, ny=1 and the murices A, 8, C, K and GAM  arc redueed o the
following ones : -

- -y

7 "y ugerst 3
M-SR elpeml) W TSgeml aSgpd,
e & S 1, sf
= ] : re 'MIB——) =liad |
A R+ TSo=hem ] e ”32533

57 1 s n st

2 e et T ev?

gty TR T T T

C: G=0 for (iJ) different of {2,1) and (3,10,
Cyy = 1f (10+1152210) vp-2IN15+83N05)8)

Ei N 0 ]

0 125 6o

K= I
: L

P £

r H
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«‘ e F -y
T i Ovp 0
o I
GaM=8} gq= wﬁ‘, 4 = Qﬂﬂ . ﬂzs Vg
0 0 : | '
}¥n . 2
: [ﬁgvn“ _Qn‘

where | is the longth of the Hnd,
5 is the cross section,
1 is the quadratic momentom of the oross section,
it is the volomic mass,

£ is the Young's modulus
m, mmnmmmﬁmmmﬁﬁmmmrﬁiy of the fink,

I p, and I arc the concentrated inertia on the o/gin A and the extremity B of die Jink,
T =T, is the weue of the 2o the ficton tomque Ty, i supposcd inbecqual to @
NOTA : o the torms smaller than these of the fist order in vy and Bp are not considered.
W/ the measprement of vy and Oy Is obslned via the measurement of the strin of the ok
ang the findtc clement mods! fenquation (1L

CONTROL, OF A FLEXTRLE PLANE LINK
The purpose of this scoron is to use the smtie stue feedback techniteey to control an clastic obot
arm.

ate focdback

Full details may be found in [15], [16), {19], 111
W consider 2 nonlinenr system deseribed by differcntial equations of the type

=AY, 9, 5 = AR+ BRU 63)

y= Oy °F

whure the state x belongs toa n-dimensional analytic manifold M, 1, belongs 1o R, the Gicld of el |
oumhers . The vestor ficlds 5362, § D,(2)1. e analytic veotor Gelds on M, Spd © 1 M-sN & 3a

analytic submernsion from M to a p-dimensionns) analytic smifold N
Bix} = mavix { Dx), .., Df=3).

V*_ V¥, * denoee respostively the supronad focally controlled tmvariant distributions containtd :&ﬁé :
40 andkerdC, i € p. T,{x) denotes the ith component of Tfx). Lot n, devoe the targest tegor
sothat forafljen,

L L0 =0 ,
whore L5 {x) denores the dewntve af T, £1) in the direction S{q.
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Wre have [ 16):

=snkerdly ™ L, dep
jen,

There exists a satic st feedback so tha the Morgan problem is iocally sohvable (ic the row by row
decoupling ) of and ondy of

rank F* =p o
with

, ni-1
1 Ln Lh C’:

npel -
LB LA Lp

when {9) doos not hold, ehe may lock for dymamic solutions as in [111

“The Uncarizacon conuol ow apphod is ¢
) U= fx)+ glxlv
with v being the now inpuL

Exart Linemrirstion af an eloenic sobot som

‘The applicatign of this non lincar controd theory aoeds meany computations | the mode! previoesly
prescoted may be rewritten Like cquation (8), and we necd to compute the n, , §¢ and the

lincorfzation contrel law if mnk 92 = p . The complesity of compmagons reguires a2 symbolic
pmmpuliuons systom. We bave wntion a progoam for medol Decowpling and Bxast Linesrization

dosenbed by cquauon hie (8). The systom used for curying om alpchraic opemtions was REDUCE.
For onc arm, the mode! previcusly proseated oy bo rewrition:

e

1atLn

‘(pag+Cq-+Kg] [A'CD
x

] 5‘1(3,1)‘
_i + U

X y

#

nm 2

o |
Y= Gfx) {onoaTmoase : og = 6)

The hncariration of the mode! Tor sovers! antpans is poasible. The closcd-loop systom with fritial
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The lingarization of the mode! for severa! outpuis s possible. The closed-loop system with inigal
smtes [ 5,000, ..., %, (0) } has the same behavioor as the system -

[ N N
mul - 1 & 9 1= 8
(10)
with 2., ¢ .ea &y . Ry £ pammeters of the closed-lpop system

in appendix the results of the lincarization contral law for sover owtputs are given : the immersion is
passible wath siatic stue feodback. For all the amputs the sysiem (elastic robot arm) fs immiersed fom
second order lintar sysizm

T2 B g a=gv an

with A, =-20e, and 3, -

These results were expecied sinve B is classics? for 2 system with sne npot fone omtput,

We have simulated the behaviour of the structure consideding two dilfesent sonvp! Inws on the
following variables

7} = the angalyr povition 8 of the onigio of the ink,

7 = the clastic displacement, vy

The simulation s perfonned vsing 2 §fth order Runge Kutea's alrorithm,
Finally we coasider the following dam {which approsimately correspoed to these of the expetiment!
device we have developped in oor laboratory) <

E= 21161 w2, :. ﬂmwm T=0

t= 1005 m, = Lo W0, 1=2813 1t
m, = 5.978 Kz zﬁ = 18105 Kga?,  Ip=478 102 Kem?,
Ressdr sot oomements

The results of the $ondanoas are presented on the Figores 5 and G Thiy concorn the comrolled
varnbles, the compued sorgue T and the other stie vorables.
The Figure 5 is reked to the conwol low of § with pv = Jod, 0= 0.5554 ndfs and { = D307 The

Figure 6 15 reloied 10 vy wath gv =0.0m, 0= 2271 Sads ond £ = D02,
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In the 1wo cases the computed conwo! law gwcs good tosults © they are coherent with the theory. The
behavionr of the process s that of a second order provisusly described in the Equonon (110

On figure S fee=- 1 on 0), the clastic variables -vy and U~ have oscillations which comespond to «
the first mode of the mechanical structure. Tony are compensated by the computed tokque.

The conwol of t elasur vanable vp {see fgures 6) 15 obtained with 1 quast constant aceelenttion of

thwe varmble 0. The corresponding non-controlicd elastic variable { 0 g on Figure 6) has osciliations.
They comrespond 1o the scoond mode of the mechaniend structurs supposed 1o be embedded fseo §50h

CONCYVUISION

We have proposed a mode] 1o deseribe the bobaweour of plome lexible rabos with rotticond joins
wusing o finite ciements discretization of G Tiks,

We hove computed Sontrol faws by the application ef &, sxacy lincsrization tmethod to an clastic robos
mm {since Lincar spproximation is not suitable in this casc). This rosult was expecied since Rt is
chassical for » systor. with gas fnput one ourput,

The metoeds used (nonlinear contro! theory, ronem! prozram in REDUCE nopuage system ) will
penni to deal with wmmafmmm:nws&ﬁzm:m dymamic soate feedbark,

Finally we have preseated results conceming the simueintion of the model with the obtained control
wws. In the ddfferent coves, the compuned control b gives resulis which am coherent with the
theory. The behoviowr of the process 1s tha of & seeond erder system The sarinbles do oot excosd
the hauts of the model Conscquently the noxt step e oar Stady will be the spalication of the
proposed method on our expenments! robot. The compensd mrgues are compaib’ b the sttuiors
we ase; and the compuranes ume of the conrol tew is compasitile with our proc WIPIBOOIADDD
compuicr).
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Annexe 7. Robust Control of a Brushless Serve Mdtor via Sliding
Modes Techniques.

Amnexe 7. A. Giluminess, M. Hany, C. Lacier and CH, Moog, "Robust Control of & Brushless Servo
Motor via SBding Modes Teckaiques. (4 pasaitre Int, J. Contrad) 1992



Robust Control of a Brushless Servio Maotor
via Sliding Modes Techniques.

A. Glumineau, M. Hamy, C. Lanier and C.H. Moog

The robust control of o synchronous machine via sliding mode technigues is
tackled in some detail. Yarious recent schemes are studied and operated io
derive control solutions which are technically feasable.

1. Introduction

The control of electrical motors is a very active applied research area (Biihler, 1986),
(Hasimoto et al, 1988), (Pillay and Krishnan, 1989). Major research activity has recently
been devoted to apply the latest theoretical developments {(Le Pioufle er al., 1990) and 0
improve the dynamic performances. The brushless servo motor plays an increasing tole in
many application areas, in robotics e.g.. Nonlinear cuntrol technigques as feedback
lingarization were used in {Le Pioufle ¢7 al, 1990) and quite a large amount of litersture {5
concerued by sliding modes control (Biihler, 1986}, (Hasimoto et al., 1988), {Sabanovic and
Bilalovic, 1989), (Sabanovic and Tzosimov, 1981). This situation is due to the fact that the

The authars are with the | sboratvire dAuromatique de Nantss, Unitfe Assocife an CNRS 825, Beole

This work bat been suggested and (he data of fhe model have beet sipplisd by the ONRS Comitée "GRECO
E it ALl ,

Amnexe T, A Gluminzas, M. Hamy, C. Lanier and C.H. Moog, *Robost Control of 2 Brashless Servo.
Motor via Shiding Maodes Technigues. preprints, 1962
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latter is quite appealing since it was design for robustness considerations. In practical
applications the standard sliding modes induce some undesirable chattering in the control.
However, in the situation of electrical motors, the converter hardware can admit some high
frequency commutations whereas other areas as mechanical sysiems do aot allow such
constraints,

Comparing a synchronous machine with 2 DC motor having the same mass, the latter has the
disndvantage thot the energy loss takes essentially part at the rotor whose temperature
increases. The penmanent magnet synchronious motor drive has following interesting
features:

- 2 30% higher power-mass ratio,

- the heating loss occurs only at the stator so that the heat can be easily dissipated
towards the external area. The heating of the rotor is limited to the convection efifects, its
temperature stazys low so that this motor perfectly suits for direct drive schemes which may
be used for machining,

- the brushless rotor containing only taagnets requires less maintainance,
- the maximal velocity can be very high,

- the inenia momentum of the rotor is very low since it is either 2 long-shaped
cylinder in the case of high angular velocity motors or a thin disk in the case of torque

- the brushless motor is fully closed, water and/or sirtight and this makes it 2 good
candidate for applications like robotics and aerospace astuators.

The motivation in this paper is twofold:

(i) to survey in some detail various schemes which are proposed in the frame of sliding mode
control techniques. Some semarks and comparison with nenlinear control theory are
inclunded.

{ii} to improve the previous control schemes in regard with the robusiness properties, with
respect io the rotor flux.

2. Systems description and mathematical model

Amntxe 7. A, Glumineas, M. Hamy, C. Lanier and CH, Moog, "Robust Conitrol of a Broshless Senvg
Motor vin Stiding Modes Technigues. prepritits, 1992



F

-

AT4
The model of the brushless DC motor considered herein is a standard model in the rotor
frame and is given in (Le Pioufle e al., 1990). The numerical data are as follows,
Notations using the rotor 1. ference frame {Park variables, direct d et quadrafic g axis).
Vg, Vg dand g voltage (V) ‘
ig,iq dand qcurmrents (A)
&y, d and g flux
Lg, Lq Stator d and q inductances (£.0014 H and 0.0028H)
Rs Stator resistance (0.6 Q)
I Moment of inertia {load and motor) (11 104 kg.m?)

p number of pole pairs (4)

fy viscous damping coefficient (1.4 103 kp.m25°1)

£2 Rotor speed nominal {radfs)
@®; Rotor flux {constant) {0.1194 Wh)
Cy. Load torgue (constant) {Nm)

The wodel equations consist in the electric and mechanical equations {Le Pioufle ¢ al),
(Hasimoto er al}. The relationships between the voltages and the fluxes are

Va=Rsig-pQ®g + % M
Vg=Rsiy +pR&y + @y )
with ¢g=Lgig+®r. OFlgi o)
and theclectic torque: Crmp{{Lg-Lodig+ @rliy @
The mechanical equations are : |

Annexe 7. A. Glamineas, M. Hamy, C. Lagier and C:H. Moog, "Robust Coniral of a Brushless Servo.
Motor via Shifing Modes Techeigues. prepeints, 1992
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=0
IQ=Cp+CL-f 0

The state space model is derived a5 :

i ‘?{{Lﬁ-ani“@f}iq-"%-f«j!ﬂ
k—'—’ 2 = I}_S_- L_n‘ . . 3

i} ’Idld + p Idﬂlq

. E mf L’ * Rf »

DA R T

3. Sliding modes control of the velocity.

The system has two inputs Vg and V. The equation of the torque (4) shows that the
difference of the inductances (Lg - Lg) plays a role on the system only if the current ig is
nonzero. Thus, 2 possible strategy to control the position or speed of the Brushless Servo
Motor via sliding modes, consists in constraining i3 to be zero. Moreover, this strategy
fulfifls the constraints on the phase cumrents,

“Two sliding surfaces are chosen so that the two goals can be simultaneoustly achieved. This
is possible, since two independznt inputs are available, Vg and Vg,

Let x denote the state of the system, V deaotes either Vg or Vg and S(x) is the sliding surface
; the sliding mode control can be achieved if there exists 2 contro! law such that the condition
S § <0 (De Carlo e al., 1988). A possihle solution is given by :

where Veq is the solution of S(x. ¥) = 0. Vg will be the control which is applied wheneves
S{x) = 0 and is the so-called equivelent conteol in standard terminology (Sira-Ramirez,
1988). Vy fulfills the condition for the stale trajectories to be attracted towards the surface
Sixy=0.

Ammexe 7. A Gluminesn, M. Hamy, C Larier and CH. Moop, "Rebest Control of 2 Basshless Servo
Mutor wia Shding Modes Techwigues prendints, 1092
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The global control problem is split into two subproblems which are solved independenily.
This i possible since ig will be canslmmi to zero and will remain small in any sitoation
studied below. A most alﬁmeam? sliding mode technigue is satisfactory to control the
current ig. This is designed in Section 3.1. To control the velocity £, much more

sophisticated schemes will be necessary and are going 1o be developped in Sectie 3.2

3.1 Direct current control law (ig).

The reference of the direct current, say igref, is zero. Thus, a suitable sliding surface s :
Si=-ig

we compute 14 ig- pﬂ L"“ Ld

and then Vgeq=Rgig +pQLlgiy
With Vg= Vgeq + Vq the shiding mode cum;iﬁan 8; S <0 impliss
i{g‘ §; <0

and then

Vg= Vieq + Kasign(S) (6}
where Kg is a positive constant real.
3.2 Velocity control law,
Lat Qerdenote the constant referencs of the rotation speed.

Sy= et~ 0 is not appropriate for the definition of the sliding surfaoe since
the input does not expliciwely appear in 8, Redefine Sy =Keey + 8y with ey= O~
and with Ky a positive constant real yields

§,= -K, ﬁ*ﬁ'{{ ; JREiLLg ;31&; fliq*%)

hence

Annexe 7. amm:mﬂﬂmygﬁimmﬁmﬁwg %mm:;faw&sm
Moior via Stding Modes Technigoes, preprints, 1992



A73

JLq

A f :
Vaea = . - - {7 -Ke)Q+pQp +pQLygig+Ryi
W (Lg-Lg)ig+ @] 1 N

Let Vg=Vqeq + Vga the condifion §;5;<0 implies

Vgn pl(La~Lg)ig+ dyg] <0
- JL
q

and then
Vq= Vgeq + Kgsign(Sy) {7
where Ky is a positive constant real.

As recalled in the introduction, the standard sliding modes technigue induces some
undesirable chattering in the control. These high frequency commutations are created when
the state trajectory of the sysiem is close to the sliding sutface and then the value of sign
function changes ofien.

To avoid these effects, we will stndy three altemative methods for designing the Vy 1erm of
the control (5).

Method 1

A classical solution consists to introduce a domain where the sign function is
replaced by Signy in eqs. (6) and (7} as shown in Fig. 1. This area is defined by the valos of
£.

Sign (53 §
l "

- ]
» S’ ifabs(S)>e then Sipn 1 {8) =Sign{8)
. else Sign 1{5)=0

——-—u——;, ;h .1

Fig. 1 : Shape of the Signy function

=

Annc:x:? A Gluminean, M. Haney, C. Lanier znd CH. Mooz, “Robpst Controld of 2 Brushiless Servo
Moitor vis Shiding Modes Technigues. prepents, 1992
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This solution can be viewed in the phase plane (&, ) as an area where only the equivalent
control law is applied (if -€ < 5 < &). This is shown on Fig. 2, Recall that ¢ denoies the
velocity error.

Fig. 2 : Phase plane control area for Sliding Modes

Method 2

As done in (Slotine, 1985) we use an other smooth function , say Signg, 10
replace the sign function :

Sﬁgﬁz{S) s

+1
R— /s
4 o o
-+ .}

Fig. 3 : Shape of the Signy function

As above, the control can be regarded in the phase plane (&, e) with this method as :

Amnexe 7. A Glumineas, M. Hamy, C. Lanier and CH. Moog, "Robust-Coatral of 4 Brochiless Serva
Motor via Sliding Modes Technigoes, prepeints, 1992
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Fig. 4 : Phuse plane control area for Smooth Sliding Moedes

Method 3 : A modification of the notion of sliding sectors is introduced. More precisely, in
V. the sign function is replaced by Signa {eqgs. {6) and (7)), where £2 = max {Ezmin. £(5)}.
The function &(s) is proportional tofe{:

els)=Kslel

This is illustrated in the phase plane (&, e) by Fig. 5.

Fig. 5 : Phase plane control area for Sliding Sectors

4. Simulation results on robustness
Velocity Control & Robusmess study with respect to the rotor flux.

The robustness is now studied and the three contol methods are compared. In the sensitivity
analysis to the rotor flux, deviations of + 10 % are considered.

Method 1 : Sliding modes, Kv =1000, Kg=24,e=1

Fig. 6 displays the velocity response for the three cases of fox (@g, 0.9®y, 1.1%p). The
responses are almost superposed and the performance of the control is unchanged, This
situation is however not acceptable from the input behaviour, Although the input voltages are
smooth for the nominal case, the nice robustness propenties induce severe chattering for the
two other cases under interest, seg Fip. 7 and Fig. 8.

Anpexe 7 A Glumineay, M. Hamy, C. Lanier and CH. Moog, “Robust Coatrol of a Brushless Servo
Motor via Sliding Modes Technigues. peeprints, 1992
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Method 2 : Smooth Sliding modes, Kv =1000. Kg =

g1 =182 =10

The input chattering is reduced (Fig. 10 and Fig. 11), the accuracy of the sieady state velocity
remains unchanged accordingly to Method 1. The setting time only is senshive to the rotor flux,

as shown by Fig. 9, since the trunsient response behaves as an intrinsic emor integrator.

[

20

" ¥iT - n“

{

z'cw‘fl

o

:

2

Fig. 9 : Smooth Sliding Modes - Velocity response

A+ 10% deviation of the rotor flux
B : noming! rotor fux, C: - 0% deviation
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Method 3 : Sliding sectors, Kv =1000, Kg = 24. &1 = 1, Emjn = 1. K5 =100

This Method gives a nice compromise between the input behaviour and the output response,
The input chattering is acceptable (Fig. 13 and Fig. 14) and comparable to the chattering
obtained through Method 2. The transient response is improved (Fig.12).

nVIY '3”

o

i F 3 F AR
T g
Fig. 12 : Sliding Sectors : Velovity response
A+ 10% devintion of the rotor flux
B : nominal rotor flux, C : - 10% deviation

o g oy

- B e

’%‘5 ""““'""?"’""" e

¥ i #

R [ #
@ 1 F T g * ] ) 1‘“‘% 4 i
Fip.13 : Sliding Sectors 1 direct {A) and Fig 14: ShiﬁngSacm*d‘m{A a:sd o
quadratic (B) voltapes, with -10% quadratic (B) voltapes, with +106%

derviation on the rotor flux . deviation onthe rotor flux




A7.13

5. Conclusion

When performing the control of the position of the motor axis by analogous
techniques, similar results are obtained, thus they are not displayed herein. As a matter of
fact, sliding modes techniques were designed for providing a robust control scheme and in
this sense, they are appealing for the control of a synchronous machine as considered in the
paper. It was shown that some modifications, adapted to the special case stody, will render
feasable such control law. It should be highlightened that the modification operated around
the origin in the so-called sliding scctors frame is new and necessary for obtaining an
acceptable behaviour of our control system design.
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Annexe 8. Online Guidance and Control of a Spacecraft for an
aeroassisted orbit transfert
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ONLINE GUIDANCE axbD CONTROL OF A SPACECRAFT FOR aX
AERQASSISTED ORBIT TRANSFER
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Dhuz = - Pawn St Cp
it =

* Payn Sref CL
Nomenglange
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¥ =veiocny of the sehicle
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Annexe 9. Applications du calcul formel au controle des systémes
non linéaires.

Anngxe 9. Applcatios du caleul fornel as conndie des sysidmes nonlindeims
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