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A. A
tivit �es de re
her
he

Mes a
tivit �es de re
her
he se pla
ent sous la th �ematique g �en �erale des instabilit �es en m�e
anique

des 
uides. Je m'int �eresse plus parti
uli �erement aux �e
oulements qui sont ouverts et qui se d �eve-

loppent en espa
e, 
omme par exemple les 
ou
hes limites ou les sillages. Mon travail porte sur

les aspe
ts lo
aux/globaux, lin �eaires/non lin �eaires, 
onve
tifs/absolus, primaires/se
ondaires de 
es

instabilit �es. Dans toutes 
es re
her
hes je m'e�or
e de mener de front les analyses th �eoriques et

les �etudes num�eriques ; j'ai �egalement 
on�
u un dispositif exp �erimental, inspir �e par des r �esultats

th �eoriques et num�eriques. C'est pr �e
is �ement la mise en �uvre 
onjointe de 
es di� �erentes appro
hes

qui a permis de mieux 
omprendre la dynamique d'un 
ertain nombre d' �e
oulements.

Au 
ours de mes a
tivit �es de re
her
he j'ai �etudi �e plusieurs grandes 
lasses d' �e
oulements. Pour


haque projet, la poursuite de l'obje
tif re
her
h �e a n �e
essit �e l'utilisation de di� �erentes m �ethodes et

le re
ours �a des mod �elisations plus ou moins simpli� �ees, selon le 
ontexte. D'un projet �a l'autre il y a

beau
oup de points 
ommuns, que 
e soit dans la m �ethode, dans la mod �elisation ou les motivations.

L'organisation de 
ette partie du m�emoire essaie de rendre 
ompte de 
ette appro
he, en pr �esen-

tant d'abord les raisonnements, les th �eories et les m �ethodes que j'ai utilis �es dans mes di� �erents

projets. J'ai volontairement privil �egi �e une pr �esentation synth �etique pour faire ressortir les points


ommuns et pass �e sous silen
e beau
oup de d �etails propres �a 
haque probl �eme parti
ulier. Apr �es la

dis
ussion du 
ontexte (§A.1), des obje
tifs (§A.2), des 
on�gurations (§A.3) et des motivations (§A.4),

j'exposerai dans un 
adre g �en �eral les di� �erentes te
hniques analytiques (§A.5) et num�eriques (§A.6)

qui m'ont permis d'aborder des probl �emes vari �es. Finalement, je r �esumerai les prin
ipaux r �esultats

obtenus (§A.7) en me r �ef �erant aux arti
les publi �es. Tous les arti
les dont je suis (
o)auteur sont

list �es en §C.1 et disponibles en texte int �egral en suivant les liens 
orrespondants �a partir de l'adresse

http://www.lmfa.fr/perso/Benoit.Pier/pub/.

A.1. Contexte

A.1.1.

�

E
oulements ouverts

Les �e
oulements ouverts sont 
eux o �u le 
uide ne reste pas enferm �e dans une 
ertaine r �egion de

l'espa
e. Du fait que le 
uide entre d'un 
ôt �e et ressort de l'autre, la dynamique de 
es �e
oulements

s'organise le long d'une dire
tion parti
uli �ere et se d �eveloppe de l'amont vers l'aval. De tels �e
oule-

ments peuvent être internes (dans un tuyau, un vaisseau sanguin ou un puits de p �etrole) ou externes

(autour d'un obsta
le, au-dessus d'un disque tournant ou le long d'un 
ylindre en rotation). Il se peut

que la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement 
hange lo
alement d'orientation, et même qu'une partie

du 
uide reste pi �eg �ee dans une r �egion de l'espa
e, 
omme la zone de re
ir
ulation observ �ee dans le

sillage d'un 
ylindre.

La notion d' �e
oulement ouvert est toujours asso
i �ee �a 
elle d'un r �ef �erentiel parti
ulier. S'il est

\ �evident" que le 
uide entre et sort du domaine qui nous int �eresse, il est aussi \ �evident" que l'on

observe 
et �e
oulement par rapport �a 
e même domaine. Ainsi, le r �ef �erentiel naturel est 
elui de

l'observateur (debout dans sa salle de manip �a faire des mesures au �l 
haud, assis dans l'avion �a

observer la 
ou
he limite qui enveloppe l'aile, 
ou
h �e �a l'hôpital sous un appareil e
ho-Doppler) et

l'invarian
e galil �eenne n'est pas tr �es utile quand on se pen
he sur les �e
oulements ouverts.
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A.1.2. Instabilit �es et transition

L' �etude des instabilit �es 
onsiste �a analyser 
omment un �e
oulement donn �e se 
omporte lorsqu'il

est soumis �a des perturbations. Dans 
ette appro
he, une hypoth �ese fondamentale est don
 l'existen
e

d'un �e
oulement non perturb �e, l' �e
oulement de base. Lorsqu'il est instable, un tel �e
oulement de base

est g �en �eralement impossible �a observer exp �erimentalement (les exp �erien
es parfaites n'existent pas)

et parfois diÆ
ile �a simuler num�eriquement (les simulations parfaites n'existent pas non plus, mais

il y a quand même di� �erentes astu
es qui permettent de 
al
uler des solutions instables).

Souvent l' �e
oulement de base est plus \simple" que les perturbations qui se d �eveloppent : 
u
tu-

ations temporelles dans un �e
oulement permanent, ondulations sinueuses dans un sillage sym �etrique,

perturbations tridimensionnelles dans une 
on�guration bidimensionnelle. . . C'est d'ailleurs en tirant

parti des sym �etries suppl �ementaires de l' �e
oulement de base par rapport �a la perturbation qu'il est

souvent possible de 
al
uler num�eriquement 
et �e
oulement de base.

La situation la plus ennuyeuse (mais parfois la plus âprement re
her
h �ee !), 
'est l' �e
oulement

stable qui revient �a l' �etat non perturb �e par
e que toutes les perturbations �nissent par dispara�̂tre.

Mais même pour un �e
oulement stable, 
ertaines perturbations peuvent être amorties tr �es rapide-

ment alors que d'autres peuvent donner lieu �a un r �egime transitoire au 
ours duquel les 
u
tuations

sont ampli� �ees de mani �ere importante avant de �nalement d �e
ro�̂tre.

Un �e
oulement est instable s'il existe aumoins une forme de perturbation qui ne sera pas amortie.

L'ampli�
ation peut se faire au 
ours du temps mais �egalement en espa
e lorsque les perturbations se

propagent vers l'aval ou l'amont. L' �etude de la dynamique spatio-temporelle des perturbations est

parti
uli �erement importante dans le 
as des �e
oulements ouverts.

�

A 
ause de la dire
tion prin
ipale de

l' �e
oulement, les perturbations ont tendan
e �a être emport �ees par l' �e
oulement de base vers l'aval

plutôt que vers l'amont. Certaines perturbations peuvent être ampli� �ees tout en �etant emport �ees

par l' �e
oulement vers l'aval. Dans 
e 
as les perturbations �nissent par quitter le domaine et, apr �es

une phase transitoire, le syst �eme revient �a l' �e
oulement de base non perturb �e. Ce type d' �e
oulement

ouvert, dit 
onve
tivement instable, se 
omporte essentiellement 
omme un ampli�
ateur de bruit et

n'a de 
omportement non trivial que s'il est 
onstamment perturb �e : les 
u
tuations observ �ees �a la

sortie reproduisent 
elles pr �esentes �a l'entr �ee, ampli� �ees d'une 
ertaine fa�
on. En revan
he, lorsque

les instabilit �es sont plus fortes, ou l' �e
oulement de base plus faible, il se peut que les perturbations se

propagent vers l'aval, mais sans être 
ompl �etement �eva
u �ees, et qu'elles se propagent �egalement vers

l'amont, de sorte �a 
ontaminer l'ensemble du syst �eme. Dans 
e 
as, dit absolument instable, il suÆt

d'une unique perturbation pour d �e
len
her des 
u
tuations qui se d �eveloppent et se maintiennent

dans tout le syst �eme �a tout jamais. En outre, des r �esonan
es peuvent entrer en jeu pour a

order

l'ensemble des 
u
tuations �a une même fr �equen
e : 
es �e
oulements se 
omportent alors 
omme des

os
illateurs intrins �eques.

Pour les �e
oulements ouverts, la distin
tion entre instabilit �es 
onve
tive et absolue est plus

importante que 
elle entre stabilit �e et instabilit �e. En e�et, la dynamique sur le long terme d'un

�e
oulement absolument instable n'a rien �a voir ave
 
elle d'un �e
oulement 
onve
tivement instable,

qui ressemble �nalement beau
oup �a 
elle d'un �e
oulement stable.

Ces di� �erentes notions d'instabilit �es sont rigoureusement et math �ematiquement d �e�nies pour

des perturbations de faible amplitude et pour des �e
oulements de base parall �eles, 
'est- �a-dire inva-

riants le long de la dire
tion de l' �e
oulement [25,46℄*. Dans la pratique, la plupart des �e
oulements

ouverts ne sont pas parfaitement parall �eles. N �eanmoins, 
es notions restent valables lo
alement, du

moment que l' �e
helle 
ara
t �eristique de variation de l' �e
oulement de base est grande devant l' �e
helle

typique des instabilit �es. Pour un �e
oulement se d �eveloppant en espa
e et sous l'hypoth �ese de faible

non-parall �elisme, il est alors possible d'identi�er les r �egions o �u l' �e
oulement est lo
alement stable,

lo
alement 
onve
tivement instable ou lo
alement absolument instable. Lorsqu'un �e
oulement pr �e-

sente une zone d'instabilit �e absolue lo
ale, on s'attend alors �a des perturbations qui se d �eveloppent

dans 
ette r �egion-l �a sans être emport �ees par l' �e
oulement et même 
apables de remonter le 
ourant

* Le d �etail des r �ef �eren
es bibliographiques 
it �ees peut être 
onsult �e en §E.
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jusqu'au bord amont de la r �egion absolument instable. Ainsi, en utilisant des m �ethodes en �e
helles

multiples, il est possible de pr �edire le 
omportement global en �etudiant les 
ara
t �eristiques d'insta-

bilit �es lo
ales.

Lorsque des instabilit �es se d �eveloppent, l'amplitude des 
u
tuations 
ro�̂t et l'hypoth �ese de

petites perturbations �nit par ne plus être valable. Une th �eorie pleinement non lin �eaire est alors

n �e
essaire pour rendre 
ompte de la dynamique. Comme l' �energie disponible dans tout syst �eme

physique n'est pas in�nie, la 
roissan
e des perturbations doit n �e
essairement s'arrêter. Dans 
er-

tains 
as, la dynamique aboutit alors �a un r �egime, 
ertes plus 
omplexe que l' �e
oulement de base

initial, mais n �eanmoins en
ore assez r �egulier. C'est le 
as par exemple du sillage d'un 
ylindre, o �u

l' �e
oulement permanent est rempla
 �e par un r �egime p �eriodique : la 
 �el �ebre all �ee de von K �arm �an


ara
t �eris �ee par l' �emission d'une s �erie de tourbillons 
ontrarotatifs �a une fr �equen
e bien d �etermin �ee.

Apr �es une telle bifur
ation, l'apparition du nouveau r �egime s'a

ompagne de la perte de 
ertaines

des sym �etries de l' �e
oulement de base. Si 
e nouvel �e
oulement est observable exp �erimentalement,


'est que 
ette solution primaire est sans doute stable par rapport �a des perturbations se
ondaires.

En e�et, en prenant l' �e
oulement bifurqu �e 
omme nouvel �e
oulement de base, on peut en �etudier

la stabilit �e �a son tour en 
onsid �erant des perturbations se
ondaires de faible amplitude. Ainsi, les

bifur
ations peuvent s'en
ha�̂ner pour 
onduire par �etapes �a des r �egimes de plus en plus 
omplexes.

Le sillage d'une sph �ere 
onna�̂t ainsi une premi �ere bifur
ation entre une solution axisym �etrique et

une solution ave
 un plan de sym�etrie qui reste un �e
oulement permanent, une deuxi �eme bifur
a-

tion qui s'a

ompagne de p �eriodi
it �e tout en 
onservant le plan de sym�etrie, et en
ore une troisi �eme

bifur
ation o �u l'orientation du plan de sym�etrie se met �a 
u
tuer.

Mais 
e n'est pas par
e que l'amplitude des 
u
tuations ne peut devenir in�nie que la dynamique

aboutit for
 �ement �a un r �egime r �egulier. Ainsi, une instabilit �e peut 
onduire �a un r �egime irr �egulier

plutôt qu' �a un r �egime ave
 moins de sym�etrie mais en
ore r �egulier. On parle alors de transition. Apr �es

la transition, le r �egime devient plus ou moins turbulent. Mais 
omme je ne me suis pas tellement

aventur �e dans les zones turbulentes, 
e m �emoire est surtout 
onsa
r �e �a l' �etude des instabilit �es sans

gu �ere d �epasser la limite de la transition.

A.1.3. Courbure et rotation

Tous les �e
oulements non triviaux pr �esentent des r �egions de 
isaillement : deux �el �ements de 
uide

voisins se d �epla
ent dans la même dire
tion mais �a des vitesses l �eg �erement di� �erentes. L'existen
e

et la distribution de 
es 
ontraintes de 
isaillement jouent un rôle important dans la dynamique.

Dans les �e
oulements ouverts \sans paroi" on a l'habitude de distinguer les jets, les sillages et

les 
ou
hes de m�elange. Dans 
es exemples le 
hamp de vitesse est essentiellement unidire
tionnel

et les zones de 
isaillement align �ees ave
 la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement, le long de laquelle

elles se d �eveloppent.

La situation se 
omplique au voisinage d'un 
orps solide lorsque ses parois sont 
ourbes ou

anim �ees d'un mouvement de rotation : le 
uide est alors d �evi �e par les obsta
les ou entra�̂n �e par

les parois en mouvement. C'est justement l'in
uen
e de la 
ourbure ou de la rotation, ou des deux

simultan �ement, sur la dynamique des �e
oulements qui peut donner lieu �a des 
omportements parti-


uli �erement int �eressants et qui peut être 
onsid �er �e un peu 
omme le �l 
ondu
teur de tous les travaux

relat �es dans 
e m �emoire.

Parmi les grandes 
lasses d' �e
oulements ouverts que j'ai �etudi �es, il y a 
eux qui se font autour

d'un obsta
le et 
eux qui s'e�e
tuent �a l'int �erieur d'une 
onduite ou même dans l'espa
e entre deux


ylindres ou le long d'un seul 
ylindre.

Pour le sillage d'un 
ylindre, les e�ets de 
ourbure sont 
on�n �es au voisinage de l'obsta
le.

L' �e
oulement in
ident doit 
ontourner le 
ylindre et 
'est en aval du 
ylindre que se forme alors

une zone de re
ir
ulation qui peut donner lieu �a la produ
tion r �eguli �ere de tourbillons qui ensuite

se propagent vers l'aval. Dans 
ette 
on�guration, la surfa
e de l'obsta
le n'a de 
ourbure que dans

une dire
tion et la dynamique est essentiellement bidimensionnelle | les e�ets tridimensionnels ne

deviennent importants que bien apr �es la premi �ere bifur
ation.
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Un obsta
le sph �erique donne lieu �a un sillage qui est intrins �equement tridimensionnel, même si

l' �e
oulement de base reste axisym �etrique. Ainsi, le s
 �enario d �evelopp �e pour expliquer la dynamique

et la s �ele
tion de fr �equen
e dans le sillage d'un 
ylindre reste valable dans les grandes lignes pour le

sillage d'une sph �ere.

Parmi les �e
oulements �a l'int �erieur d'une 
onduite, 
elui de Poiseuille est 
ertainement un des

plus �el �ementaires, même si sa dynamique est loin d'être 
omprise dans tous les d �etails. Le travail sur

l' �e
oulement dans un mod �ele d'an �evrisme 
orrespond �a une situation o �u il y a de la 
ourbure dans

deux dire
tions au niveau de l' �elargissement de l'an �evrisme. La prise en 
ompte d'un �e
oulement puls �e

modi�e en
ore profond �ement la dynamique, que 
e soit pour un tuyau droit ou ave
 une dilatation

lo
ale.

Pour la rotation, 
'est la 
ou
he limite tridimensionnelle produite par un disque tournant qui a

�et �e au 
�ur d'une s �erie de travaux analytiques, num�eriques et exp �erimentaux. Cette 
on�guration

est vraiment l' �equivalent de la drosophile pour les �etudes d'instabilit �es, de transition et de 
ontrôle.

L' �etude du sillage d'une sph �ere en rotation autour d'un axe align �e ave
 l' �e
oulement in
ident

a permis de mettre en �eviden
e l'in
uen
e respe
tive de la 
ourbure et de la rotation sur la dyna-

mique globale. Plus r �e
emment, les �etudes de l' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille ex
entrique

( �e
oulement entre deux 
ylindres ex
entriques ave
 rotation du 
ylindre int �erieur et d �ebit axial), de

la 
ou
he limite le long d'un 
ylindre en rotation ou en
ore de l' �e
oulement dans un tuyau en rotation

autour de son axe ont �et �e l'o

asion de mettre en �eviden
e les e�ets 
ombin �es de 
ourbure et de

rotation pour une vaste 
lasse de 
on�gurations. Sans surprise, la dynamique en pr �esen
e simultan �ee

de 
ourbure et de rotation peut être radi
alement di� �erente de la situation qui pr �evaut lorsqu'il n'y

a qu'un seul de 
es deux �el �ements.

A.2. Obje
tifs

Dans 
es di� �erents 
ontextes, il s'agit de 
omprendre la dynamique globale d'un syst �eme, d' �etu-

dier le devenir des perturbations qui peuvent se d �evelopper, de 
ara
t �eriser la sensibilit �e du 
om-

portement �a di� �erents fa
teurs, ou en
ore demettre au point des m �ethodes pourmodi�er ou 
ontrôler

la dynamique qui a tendan
e �a se d �evelopper naturellement.

A.2.1. Dynamique globale

Pour n'importe quelle 
on�guration donn �ee, la premi �ere question qui se pose est sans doute 
elle

de son 
omportement global. L' �e
oulement va-t-il être permanent, ou p �eriodique ou d �esordonn �e ?

Quelle est sa stru
ture spatiale ? L'a
tivit �e n'est-elle importante que dans une r �egion 
on�n �ee de

l'espa
e ou tout le 
uide parti
ipe-t-il �a la dynamique ?

Pour r �epondre �a toutes 
es questions, on peut mettre en pla
e une exp �erien
e ou une simulation

num�erique et observer 
e qui se passe. En faisant varier des param �etres de 
ontrôle (
omme par

exemple la vitesse de l' �e
oulement in
ident dans un sillage, le taux de rotation de l'obsta
le. . . ), il est

alors possible d'identi�er di� �erents r �egimes et de 
ara
t �eriser les valeurs parti
uli �eres pour lesquelles

s'e�e
tue une transition entre deux r �egimes.

De telles exp �erimentations permettent d'apprendre beau
oup de 
hoses sur le 
omportement

d'un syst �eme. Mais ensuite il faut passer de l'observation �a l'expli
ation et essayer de 
omprendre

pourquoi un �e
oulement pr �esente une 
ertaine dynamique globale plutôt qu'une autre.

A.2.2. Devenir des perturbations

La s �ele
tion d'un 
ertain 
omportement global est intimement li �ee au devenir des perturbations :


'est en perturbant un �e
oulement donn �e et en �etudiant 
omment il r �epond �a di� �erentes formes de

perturbations qu'il est possible d'expliquer les s
 �enarios de bifur
ation et de transition.

Il y a beau
oup de fa�
ons de perturber un syst �eme donn �e et d' �etudier sa r �eponse. En g �en �eral on


ommen
e par des perturbations de faible amplitude.
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Le probl �eme temporel 
onsiste �a �etudier la r �eponse au 
ours du temps �a une perturbation initiale

p �eriodique en espa
e. En fon
tion de la longueur d'onde de la perturbation initiale (et de l' �e
oulement

en question), la r �eponse peut être ampli� �ee ou amortie au 
ours du temps, 
e qui renseigne sur les

propri �et �es de stabilit �e aux petites perturbations.

Une autre fa�
on de faire est d' �etudier la r �eponse spatiale �a un for�
age p �eriodique en temps appli-

qu �e lo
alement en espa
e : 
'est le probl �eme spatial. L �a en
ore, la r �eponse au for�
age peut être

ampli� �ee ou amortie, et le 
omportement peut être di� �erent en aval ou en amont de la sour
e.

�

A 
ause du prin
ipe de 
ausalit �e, la r �eponse dans le probl �eme temporel ne peut se d �evelopper

qu'apr �es la perturbation initiale. En revan
he, dans le probl �eme spatial, la r �eponse peut se d �evelopper

vers l'aval et vers l'amont. En g �en �eral, une perturbation est emport �ee plus fa
ilement vers l'aval

qu'elle ne peut remonter le 
ourant vers l'amont ; ainsi, il arrive souvent que la r �eponse spatiale �a un

for�
age harmonique soit ampli� �ee vers l'aval mais amortie vers l'amont.

En�n, la r �eponse impulsionnelle est le r �esultat d'une perturbation �a la fois lo
alis �ee en espa
e et

instantan �ee. Une telle perturbation produit un paquet d'ondes qui peut 
ro�̂tre, s' �etaler, se propager

de di� �erentes fa�
ons. L' �etude de la dynamique spatio-temporelle de la r �eponse impulsionnelle r �esume

�a elle seule la majorit �e des 
ara
t �eristiques de stabilit �e lin �eaire d'un syst �eme.

Dans les situations o �u une perturbation est ampli� �ee, que 
e soit en temps ou en espa
e, ou

les deux, les 
u
tuations deviennent for
 �ement importantes, même si l'amplitude du for�
age qui les

a d �e
len
h �ees est extrêmement faible. Alors, une appro
he en termes de \petites 
u
tuations" n'a

qu'une validit �e limit �ee et une m�ethode 
apable de prendre en 
ompte des perturbations de grande

amplitude devient n �e
essaire pour appr �ehender le 
omportement de 
es �e
oulements sur le long

terme.

Ainsi, des th �eories pleinement non lin �eaires ont �et �e d �evelopp �ees pour 
omprendre et expli-

quer 
omment des r �egimes pleinement d �evelopp �es sont s �ele
tionn �es et se maintiennent dans les

�e
oulements instables.

A.2.3. Sensibilit �e

Parmi toutes les fa�
ons de perturber un �e
oulement, il y en a qui sont plus eÆ
a
es que d'autres.

En e�et, des r �esultats tr �es di� �erents peuvent être obtenus en modi�ant la forme de la perturbation

initiale mais sans modi�er l' �energie d �epens �ee. Ainsi, la r �e
eptivit �e d'un �e
oulement �a un for�
age

ext �erieur d �epend de beau
oup de fa
teurs, et 
ertaines perturbations parti
uli �eres (les perturbations

optimales) ont un e�et beau
oup plus important que d'autres. Ce qui est 
onsid �er �e 
omme \optimal"

d �epend �evidemment du but re
her
h �e (sur le long terme, pour un instant donn �e, dans une r �egion

donn �ee de l'espa
e. . . ).

S'il est tr �es important de 
omprendre 
omment un �e
oulement r �eagit sous l'in
uen
e de pertur-

bations ext �erieures introduisant des 
u
tuations du 
hamp de vitesse, il est tout aussi important de

savoir pr �edire l'e�et de petites modi�
ations du syst �eme lui-même : modi�
ation de la g �eom�etrie,

variations des param �etres de 
ontrôle. . .

L' �etude de la sensibilit �e stru
turelle 
onsiste pr �e
is �ement �a �etudier et quanti�er les modi�
ations

du 
omportement global dues �a des variations de la 
on�guration. Une telle �etude est n �e
essaire

pour d �emontrer que des r �esultats obtenus dans une 
ertaine 
on�guration sont robustes, 
'est- �a-

dire ont une port �ee g �en �erale et ne sont pas valables seulement pour une 
on�guration extrêmement

parti
uli �ere. En e�et, n'importe quelle appli
ation 
on
r �ete n'est qu'approximativement reproduite

par les mod �eles th �eoriques ou num�eriques. Pour que les r �esultats obtenus soient pertinents, il faut

s'assurer qu'ils ne sont pas trop d �ependants de telle 
on�guration ou de telle hypoth �ese parti
uli �ere

utilis �ee pour la mod �elisation.

A.2.4. Contrôle

Les te
hniques de 
ontrôle d'un �e
oulement 
onsistent �a agir de mani �ere 
ibl �ee sur un syst �eme

de sorte �a modi�er son 
omportement naturel. L'obje
tif re
her
h �e est souvent une diminution des
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pertes d' �energie, mais 
ela peut aussi être une r �edu
tion du bruit ou des vibrations, ou au 
ontraire

une augmentation des propri �et �es de m�elange.

Dans tous les 
as, le su

 �es d'une telle appro
he n �e
essite de bien 
onna�̂tre la dynamique du

syst �eme �a 
ontrôler et de mettre �a pro�t ses propri �et �es.

Les strat �egies de 
ontrôle dont l'eÆ
a
it �e a �et �e d �emontr �ee jusqu' �a maintenant utilisent en g �en �eral

des m �ethodes de 
ontrôle en bou
le ferm �ee. Ces m �ethodes n �e
essitent de mesurer en temps r �eel de

nombreuses 
ara
t �eristiques de l' �e
oulement �a 
ontrôler et ont don
 l'in
onv �enient d'être extrême-

ment diÆ
iles �a mettre en pratique. L'eÆ
a
it �e de tels s
 �enarios n'a, pour le moment, �et �e d �emontr �ee

que pour des 
as d' �e
ole et par simulation num�erique.

Au 
ours de mon travail, j'ai pu proposer une m�ethode de 
ontrôle en bou
le ouverte, don
 plus

fa
ile �a mettre en �uvre, et qui est �e
onome en termes d' �energie d �epens �ee, 
ar elle tire pro�t des

instabilit �es mêmes du syst �eme �a 
ontrôler. Cette te
hnique ne 
her
he pas �a supprimer les 
u
tuations

mais seulement �a rempla
er la dynamique intrins �eque par un r �egime p �eriodique bien 
hoisi de sorte

�a am �eliorer les performan
es du syst �eme. C'est pr �e
is �ement l' �etude de la dynamique globale, du

devenir des perturbations et de la sensibilit �e qui a rendu possible la 
on
eption de 
ette nouvelle

m �ethode de 
ontrôle.

A.3. Con�gurations

Les �e
oulements ouverts ne sont pas tout �a fait quel
onques puisqu'il existe toujours une dire
tion

privil �egi �ee de l' �e
oulement le long de laquelle la dynamique s'organise. Ainsi, est-il g �en �eralement

pertinent de les �etudier en les 
omparant �a des 
on�gurations plus ou moins parall �eles.

A.3.1.

�

E
oulements parall �eles

On dit d'un �e
oulement qu'il est \parall �ele" s'il existe une dire
tion le long de laquelle le 
hamp

de vitesse est invariant. En g �en �eral, 
'est aussi la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement.

Le 
as le plus simple est un �e
oulement permanent dont le 
hamp de vitesse ne 
omporte qu'une

seule 
omposante et dont le pro�l varie en fon
tion d'une dire
tion orthogonale. L'ar
h �etype de 
ette


on�guration est l' �e
oulement de Poiseuille entre deux plaques planes et parall �eles, ave
 un pro�l

de vitesse parabolique. Le même pro�l parabolique est obtenu lorsque l' �e
oulement se fait non pas

entre deux plaques parall �eles mais dans un tuyau 
ylindrique.

Un �e
oulement parall �ele peut être p �eriodique en temps : 
'est le 
as de la 
ou
he de Stokes,

produite au 
onta
t d'une plaque os
illante, et des solutions de Womersley dues �a un gradient de

pression p �eriodique mettant en mouvement le 
uide 
ontenu dans un tuyau.

Les exemples pr �e
 �edents sont bidimensionnels : le 
hamp de vitesse n'a qu'une 
omposante et

ne d �epend que d'une 
oordonn �ee. Un �e
oulement parall �ele peut �egalement avoir une se
onde 
om-

posante de vitesse dans une dire
tion transverse. C'est le 
as, par exemple, de l' �e
oulement �a travers

un tuyau 
ylindrique en rotation autour de son axe ou de l' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille.

Le 
hamp de vitesse d'un �e
oulement parall �ele peut aussi d �ependre d'une se
onde 
oordonn �ee,

for
 �ement aussi transverse �a la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement. C'est le 
as, notamment de

l' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille ex
entrique.

Lorsque l' �e
oulement n'est pas 
on�n �e, les �e
oulements parall �eles et permanents sont plus rares


ar la di�usion visqueuse a tendan
e �a �etaler les pro�ls de vitesse : un �e
oulement parall �ele de jet ou de

sillage va �evoluer au 
ours du temps, tout en restant parall �ele. Des �e
oulements 
isaill �es permanents

et parall �eles sont n �eanmoins possibles en pr �esen
e d'une for
e volumique dont le rôle est pr �e
is �ement

de 
ontre
arrer l'e�et de la vis
osit �e (for
e d'antidi�usion). Une telle 
on�guration est r �ealisable

num�eriquement, exp �erimentalement 
'est plus 
ompliqu �e. . .

Les �e
oulements dits \parall �eles" sont abord �es dans tous les livres de m�e
anique des 
uides, mais

en fait, ils sont quand même plutôt rares dans la pratique. N �eanmoins, il y a beau
oup de situations

o �u les �e
oulements sont quand même presque parall �eles. Alors, les r �esultats obtenus dans le 
adre
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des �e
oulements parall �eles peuvent rester valables lo
alement, et le faible non-parall �elisme permet

une appro
he asymptotique.

A.3.2. Cou
hes limites et �e
oulements faiblement non parall �eles

Quand un �e
oulement (visqueux) se fait le long d'une paroi ou d'un obsta
le, la vitesse du 
uide

s'adapte �a la pr �esen
e de 
e 
orps solide : au 
onta
t, la vitesse relative entre le 
uide et le solide

s'annule, et il en r �esulte une r �egion de 
isaillement, de produ
tion de vorti
it �e et de dissipation

d' �energie. Si la vitesse in
idente est assez importante ou la vis
osit �e assez faible, l' �epaisseur de 
ette

zone de 
isaillement est petite devant les dimensions du 
orps solide. Cette s �eparation d' �e
helles est

la propri �et �e 
ara
t �eristique des 
ou
hes limites et permet d'introduire des 
oordonn �ees \rapides" et

\lentes" pour utiliser le fait que les 
omposantes du 
hamp de vitesse varient di� �eremment dans les

di� �erentes dire
tions.

Même en l'absen
e de paroi ou d'obsta
le, 
ette s �eparation d' �e
helles peut être valable. En

g �en �eral, lorsque le nombre de Reynolds est assez �elev �e, les 
omposantes du 
hamp de vitesse varient

beau
oup plus lentement dans la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement que dans la ou les dire
tions

transverses.

Dans 
es 
onditions on peut 
onsid �erer que l' �e
oulement n'est que faiblement non parall �ele et

les appro
hes d �evelopp �ees dans le 
adre des �e
oulements parall �eles restent valables lo
alement. Des

analyses en �e
helles multiples permettent alors de faire le lien entre les propri �et �es lo
ales et le 
om-

portement global. Une telle strat �egie a largement fait ses preuves et a permis de 
omprendre la

dynamique d'un grand nombre de situations.

Lorsqu'un �e
oulement n'est ni parall �ele, ni faiblement non parall �ele, une s �eparation d' �e
helles

n'est pas possible et il faut traiter le probl �eme dans son ensemble. Mais même pour les �e
oulements

qui varient 
onsid �erablement dans toutes les dire
tions de l'espa
e, il peut en
ore y avoir des r �egions

o �u la dynamique est raisonnablement d �e
rite par une appro
he faiblement non parall �ele. Parfois les

th �eories rigoureusement d �emontr �ees dans la limite asymptotique d'un param �etre tendant vers z �ero


ontinuent d'être valables pour des valeurs importantes du \petit" param �etre. C'est par exemple le


as des sillages (
ylindre ou sph �ere) pour des valeurs mod �er �ees du nombre de Reynolds.

A.4. Appli
ations

Souvent on nous demande si notre travail est plutôt fondamental ou plutôt appliqu �e (et de nos

jours on d �esigne 
ela par les termes \amont" ou \aval"). C'est une question qui reste sans r �eponse


ar il est 
lair qu'un travail de re
her
he est toujours trop fondamental pour 
ertains et trop appliqu �e

pour d'autres.

Toutes les �etudes relat �ees i
i l'ont �et �e d'abord dans le but de faire progresser la 
onnaissan
e

autour de 
ertains types d' �e
oulements aux propri �et �es parti
uli �erement int �eressantes. Si mon atten-

tion a �et �e attir �ee par 
ertaines 
on�gurations, 
'est qu'elles sont repr �esentatives dans des domaines

pr �e
is et sus
eptibles d'être abord �ees par des th �eories et m �ethodes d �evelopp �ees par ailleurs. Ainsi,

les analyses d'instabilit �es spatio-temporelles ont permis d' �e
lairer la dynamique d'une 
ou
he limite

qui se d �eveloppe le long d'une aile d'avion. L' �etude des sillages d'une sph �ere a �et �e motiv �ee par

un probl �eme qui se pose dans les �e
oulements �a bulles. L' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille

ex
entrique a beau être le 
as d' �e
ole parfait, il provient quand même de l'industrie de forage de puits

p �etroliers. Le travail sur des �e
oulements puls �es dans un tuyau a �et �e entrepris suite �a des �e
hanges

ave
 un 
hirurgien vas
ulaire.

Tous 
es 
ontextes font intervenir des �e
oulements ouverts ; leur �etude englobe don
 for
 �ement

�a la fois l'amont et l'aval. . .
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A.4.1. A�eronautique

Une 
ou
he limite tridimensionnelle est 
ara
t �eris �ee par trois 
omposantes de vitesse qui varient

rapidement au voisinage d'une paroi. L'exemple typique est l' �e
oulement autour d'une aile d'avion :

l'angle de 
 �e
he introduit une 
omposante parall �ele au bord d'attaque d'o �u il r �esulte un �e
oulement

intrins �equement tridimensionnel. Des 
ou
hes limites similaires se ren
ontrent dans de nombreuses

autres 
on�gurations lorsqu'un �e
oulement arrive en biais sur un obsta
le (non seulement les ailes

d'avion, mais aussi les 
oques de bateaux, ou en
ore les lo
omotives de TGV), ou pour un objet qui

tourne dans un 
uide (turbo
ompresseurs, �eoliennes, pompes 
entrifuges). Tous 
es syst �emes sont le

si �ege d'instabilit �es qui 
onduisent tr �es rapidement �a un r �egime turbulent [45℄.

Malgr �e la vari �et �e des 
on�gurations, les exemples 
it �es donnent lieu �a des pro�ls de vitesse aux

propri �et �es tr �es similaires, et 
'est l' �e
oulement produit par un disque de grand rayon tournant dans

un 
uide au repos qui 
onstitue la 
on�guration fondamentale pour �etudier 
es 
ou
hes limites. En

e�et, 
e dispositif pr �esente toutes les 
ara
t �eristiques d'une 
ou
he limite tridimensionnelle g �en �erique

tout en s'a�ran
hissant de la 
omplexit �e g �eom�etrique de tel ou tel exemple parti
ulier. En outre,

von K �arm �an [29℄ a montr �e d �es 1921 que l' �e
oulement de base s'obtient 
omme solution auto-similaire

des �equations de Navier{Stokes, 
e qui fa
ilite les �etudes th �eoriques. Exp �erimentalement, 
e syst �eme

est 
onnu pour donner lieu �a une transition vers un r �egime turbulent au-del �a d'un rayon 
ritique qui se

situe �a environ 500 fois l' �epaisseur de la 
ou
he limite. L'hypoth �ese d'un �e
oulement quasi-parall �ele

est don
 �egalement tr �es bien v �eri� �ee.

Toutes 
es raisons font de 
ette 
ou
he limite parti
uli �ere une 
on�guration privil �egi �ee pour

mettre au point de nouvelles m �ethodes et d �evelopper de nouvelles th �eories, en vue de les utiliser

dans des 
as plus pratiques.

C'est ainsi que j'ai pu proposer un s
 �enario th �eorique pour la transition observ �ee autour du rayon


ritique [A9℄* et montrer que 
ette 
ou
he limite est sus
eptible d'être 
ontrôl �ee par une m�ethode

en bou
le ouverte [A10℄. Apr �es 
es r �esultats num�eriques et th �eoriques, la 
on
eption d'un dispositif

exp �erimental a �et �e entreprise dans le but d' �etudier plus pr �e
is �ement la dynamique au voisinage de la

transition [A13℄, ainsi que les e�ets du bord du disque [A16℄.

A.4.2.

�

E
oulements diphasiques

Les �e
oulements 
ontenant des parti
ules solides ou des bulles de gaz sont l'objet de nom-

breux travaux, notamment au LMFA. C'est pr �e
is �ement un ph �enom�ene observ �e par mes 
oll �egues

de l' �equipe diphasique et le 
onstat que les th �eories et outils que j'avais d �evelopp �es par ailleurs

pourraient être utilis �es dans 
e nouveau 
as de �gure qui a �et �e �a l'origine de mes �etudes des sillages

de sph �eres. Même si la 
on�guration est plus 
omplexe et les hypoth �eses moins bien v �eri� �ees, il a �et �e

montr �e que les prin
ipes qui r �egissent le sillage d'un 
ylindre [A7℄ restent globalement valables pour

le sillage d'une sph �ere [A11℄. Ensuite, la 
ontinuation de 
ette �etude pour l' �e
oulement autour de

sph �eres en rotation a permis de mettre en �eviden
e et de 
ara
t �eriser les di� �erents r �egimes obtenus

dans 
e 
adre plus g �en �eral [A14℄.

A.4.3. Extra
tion p �etroli �ere

Les op �erations de forage d'un puits p �etrolier 
onsistent �a 
reuser dans la ro
he sur de grandes

profondeurs.

�

A 
et e�et, la tête de forage est entra�̂n �ee par un tube 
reux par lequel on inje
te un


uide dont le rôle est, entre autres, de ramener �a la surfa
e les d �ebris de ro
he produits au 
ours du

forage. L' �e
oulement de retour vers la surfa
e se fait entre le tube d'entra�̂nement et les parois du

puits. Ces op �erations sont souvent gên �ees par des perturbations de l' �e
oulement qui 
onduisent �a

des pertes de 
harge et des diÆ
ult �es �a faire 
ir
uler le 
uide. Une expli
ation possible serait qu'une

transition vers un r �egime turbulent est la 
ause de 
es 
ompli
ations.

* Les r �ef �eren
es de la forme [An℄ renvoient aux arti
les dont je suis (
o)auteur, list �es en §C.1.
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C'est pour �etudier 
ette hypoth �ese qu'a �et �e entreprise l' �etude de l' �e
oulement produit entre deux


ylindres, ave
 rotation du 
ylindre int �erieur et d �ebit dans la dire
tion axiale ( �e
oulement de Taylor{

Couette{Poiseuille). Les axes des deux 
ylindres sont parall �eles mais non 
onfondus. Vu la grande

longueur et le faible diam �etre des puits r �eels, l'hypoth �ese d'un �e
oulement lo
alement parall �ele est

parfaitement justi� �ee. Dans 
et �e
oulement, la rotation est un fa
teur d'instabilit �e et le d �ebit axial

tend �a emporter les perturbations vers la surfa
e. Ainsi, une possible transition d'un r �egime 
onve
-

tivement instable vers un r �egime absolument instable pourrait être la 
lef des diÆ
ult �es ren
ontr �ees

par les industriels. E�e
tivement, apr �es une �etude des instabilit �es temporelles [A15℄, nous avons

pu mettre en �eviden
e l'existen
e de r �egimes absolument instables [A17℄. Ce travail va maintenant

être 
ontinu �e dans le r �egime non lin �eaire, en 
ollaboration ave
 le BP Institute de l'universit �e de

Cambridge (Royaume-Uni).

A.4.4. Cir
ulation sanguine

Dans le 
orps humain, le sang est pomp �e par le 
�ur �a travers un r �eseau d'un grand nombre de

vaisseaux de toutes tailles. Une 
ara
t �eristique importante de 
et �e
oulement est qu'il est puls �e : le

d �ebit varie p �eriodiquement au 
ours du temps. Ainsi, les vaisseaux sont 
onstamment solli
it �es et

subissent des 
ontraintes pari �etales ave
 des 
u
tuations temporelles de grande ampleur. Le rôle de


es 
ontraintes 
uides dans l'entretien ou l'usure des tissus des vaisseaux est tr �es mal 
onnu. En fait,

les 
ontraintes elles-mêmes sont diÆ
iles �a 
ara
t �eriser pr �e
is �ement.

Parmi les pathologies tr �es r �epandues il y a les an �evrismes art �eriels. Les plus 
ourants a�e
tent

l'aorte abdominale et se 
ara
t �erisent par une importante dilatation lo
alis �ee du vaisseau sanguin.

Une telle pathologie peut 
onduire �a la rupture du vaisseau, 
e qui a des 
ons �equen
es dramatiques.

Une intervention 
hirurgi
ale n' �etant pas anodine, il est important de pouvoir diagnostiquer les 
as

dangereux et don
 d'identi�er les fa
teurs qui peuvent 
onduire �a la rupture.

�

A pr �esent, les 
rit �eres


liniques sont essentiellement bas �es sur une mesure de la taille de l'an �evrisme [49℄. Le rôle de la

dynamique de l' �e
oulement sanguin n'est gu �ere 
onnu [30℄, alors que les for
es exer
 �ees sur la paroi

art �erielle ont 
ertainement une in
uen
e 
onsid �erable dans le pro
essus de fragilisation des vaisseaux.

Ce travail a �et �e entrepris pour mieux 
omprendre la dynamique de l' �e
oulement qui pr �evaut

dans une telle 
on�guration, pour pouvoir en d �eduire les e�orts induits sur les parois des vaisseaux,

notamment par les for
es de 
isaillement. Ce projet a pu être men �e �a bien en r �eutilisant 
ertains des

outils num�eriques et des m �ethodes analytiques d �evelopp �es lors de mes �etudes pr �e
 �edentes et en les

appliquant �a 
e nouveau 
ontexte. L' �etude, bas �ee sur un mod �ele simpli� �e d'an �evrisme qui 
onsiste en

un tuyau de se
tion 
ir
ulaire ave
 un ren
ement de forme gaussienne, a �et �e r �ealis �ee en deux �etapes :

pour appr �ehender 
e probl �eme nous avons d'abord 
onsid �er �e un �e
oulement permanent [A18℄, avant

de prendre en 
ompte la pulsation [A19℄. Ce travail se poursuit en 
ollaboration ave
 le servi
e de


hirurgie vas
ulaire de l'Hôpital

�

Edouard-Herriot.

A.5. M�ethodes analytiques

La m�e
anique des 
uides est largement domin �ee par un unique syst �eme d' �equations : les �equa-

tions de Navier{Stokes. De plus, pour les �e
oulements ren
ontr �es le plus 
ouramment, la 
ompressi-

bilit �e est n �egligeable alors que la vis
osit �e ne l'est pas. Bien sûr, il existe des situations qu'on ne peut

expliquer sans prendre en 
ompte la 
ompressibilit �e et d'autres o �u la vis
osit �e n'intervient presque pas

et en
ore d'autres o �u les e�ets visqueux ne peuvent être d �e
rits par une simple 
onstante. N �eanmoins,


e sont les �equations deNavier{Stokes in
ompressibles qui o

upent une pla
e de 
hoix dans toutes les

�etudes enm�e
anique des 
uides depuis bientôt deux si �e
les. Ces �equations aux d �eriv �ees partielles non

lin �eaires donnent lieu �a une dynamique tellement ri
he qu'elles 
ontinuent d'intriguer les 
her
heurs

et les ing �enieurs. Comme elles sont au 
�ur des �etudes relat �ees dans 
e m �emoire, il faut 
ommen
er

par les �e
rire.
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A.5.1. Les �equations de Navier{Stokes

La dynamique d'un �e
oulement 
uide est d �e
rite par un 
hamp ve
toriel de vitesse u(x, t) et un


hamp s
alaire de pression p(x, t), qui d �ependent de la position dans l'espa
e, x, et du temps, t. Les

�equations de Navier{Stokes peuvent alors s' �e
rire sous la forme

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = ν∆u−∇p, (1)

0 = ∇ · u. (2)

Dans 
ette formulation, on 
onsid �ere la situation d'un �e
oulement visqueux in
ompressible qui est

en outre de densit �e 
onstante. Cette derni �ere hypoth �ese est l �egitime dans beau
oup de situations


on
r �etes (en tout 
as toutes 
elles 
onsid �er �ees dans 
e m �emoire) et permet de red �e�nir la pression

pour �eliminer la densit �e des �equations. Le seul param �etre de 
ontrôle qui appara�̂t alors expli
itement

dans les �equations est la vis
osit �e 
in �ematique ν.

Il y a essentiellement 
inq termes dans les �equations de Navier{Stokes. L' �equation de la quantit �e

de mouvement (1) relie l' �evolution temporelle du 
hamp de vitesse ∂tu aux e�ets d'adve
tion (u ·∇)u,

aux e�ets visqueux ν∆u et au gradient de pression ∇p. L' �equation d'in
ompressibilit �e (2) exprime la


ontrainte que l' �evolution se fait parmi les 
hamps de vitesse de divergen
e nulle. Il faut souligner

la fon
tion parti
uli �ere du gradient de pression, dont on pourrait dire que le seul rôle est de faire

en sorte que le 
hamp de vitesse reste in
ompressible au 
ours du temps. C'est d'ailleurs le 
�ur de

beau
oup de m�ethodes num�eriques : trouver le bon gradient de pression pour que la 
ondition (2)


ontinue d'être satisfaite �a 
haque pas de temps.

Même s'il n'y a gu �ere que le terme d'adve
tion qui soit non lin �eaire, il suÆt pour engendrer des

dynamiques extrêmement ri
hes et 
omplexes.

A.5.2. Syst �eme de 
oordonn �ees 
art �esiennes et 
ylindriques

Le mouvement d'un 
uide, r �egi par les �equations (1,2), ne d �epend �evidemment pas du syst �eme de


oordonn �ees utilis �e pour rep �erer une position dans l'espa
e ou d �e
rire les 
omposantes de la vitesse.

N �eanmoins, dans la pratique, il faut bien adopter un syst �eme de 
oordonn �ees et traduire les �equations

du mouvement pour 
e syst �eme-l �a. Pour les 
on�gurations �etudi �ees dans 
e travail, les syst �emes de


oordonn �ees 
art �esiennes et 
ylindriques sont parti
uli �erement adapt �es. Il est don
 utile d'expli
iter

la formulation des �equations de Navier{Stokes pour 
es deux 
as.

En adoptant un syst �eme de 
oordonn �ees 
art �esiennes, o �u les ve
teurs unitaires ex, ey et ez for-

ment un rep �ere orthonorm �e, un point de l'espa
e est rep �er �e par ses 
oordonn �ees x = xex + yey + zez,

tandis que la vitesse est donn �ee par ses 
omposantes u = uxex + uyey + uzez. Les di� �erents termes

de (1,2) prennent alors la forme suivante :

∂tu = ∂tux ex + ∂tuy ey + ∂tuz ez , (3)

(u · ∇)u = (ux∂x + uy∂y + uz∂z)u, (4)

∆u = ∆ux ex +∆uy ey +∆uz ez, (5)

∇p = ∂xp ex + ∂yp ey + ∂zp ez, (6)

∇ · u = ∂xux + ∂yuy + ∂zuz, (7)

o �u le Lapla
ien s
alaire est donn �e par ∆ ≡ ∂xx + ∂yy + ∂zz. Ave
 
e 
hoix de syst �eme de 
oordonn �ees,

les �equations de Navier{Stokes prennent la forme suivante :

∂tux + (ux∂x + uy∂y + uz∂z)ux = ν∆ux − ∂xp, (8)

∂tuy + (ux∂x + uy∂y + uz∂z)uy = ν∆uy − ∂yp, (9)

∂tuz + (ux∂x + uy∂y + uz∂z)uz = ν∆uz − ∂zp, (10)

0 = ∂xux + ∂yuy + ∂zuz. (11)
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En adoptant un syst �eme de 
oordonn �ees 
ylindriques, un point de l'espa
e est rep �er �e par ses


oordonn �ees radiale r, azimutale θ et axiale z. En introduisant les ve
teurs unitaires er, eθ et ez

formant un rep �ere orthonorm �e qui 
ette fois d �epend aussi de la position, un point de l'espa
e est

donn �e par x = rer + zez et la vitesse par u = urer + uθeθ + uzez. La reformulation des �equations de

Navier{Stokes en 
oordonn �ees 
ylindriques produit des termes suppl �ementaires, dus au fait que les

dire
tions er et eθ d �ependent de la position, pour donner

∂tur +

(

ur∂r +
1

r
uθ∂θ + uz∂z

)

ur −
1

r
u2θ = ν

[

∆ur +
1

r2
(−ur − 2∂θuθ)

]

− ∂rp, (12)

∂tuθ +

(

ur∂r +
1

r
uθ∂θ + uz∂z

)

uθ +
1

r
uruθ = ν

[

∆uθ +
1

r2
(−uθ + 2∂θur)

]

−
1

r
∂θp, (13)

∂tuz +

(

ur∂r +
1

r
uθ∂θ + uz∂z

)

uz = ν

[

∆uz

]

− ∂zp, (14)

0 = ∂rur +
1

r
ur +

1

r
∂θuθ + ∂zuz, (15)

o �u le Lapla
ien s
alaire est donn �e par ∆ ≡ ∂rr + (1/r)∂r + (1/r2)∂θθ + ∂zz.

On remarque que l'utilisation des 
oordonn �ees 
ylindriques 
onduit �a des termes en 1/r et 1/r2,

qui sont singuliers quand l'axe r = 0 fait partie du domaine 
uide. Mais 
ette singularit �e n'est qu'une

singularit �e apparente, due au syst �eme de 
oordonn �ees : les di� �erents termes des �equations de Navier{

Stokes sont parfaitement r �eguliers partout et le 
omportement d'une parti
ule 
uide ne doit pas

d �ependre des 
oordonn �ees parti
uli �eres 
hoisies par un th �eori
ien. Aussi, pour une impl �ementation

num�erique 
oh �erente, la pr �esen
e de 
es termes apparemment singuliers ne devrait pas poser (trop)

de probl �emes [6℄.

La formulation des �equations de Navier{Stokes (1,2) en 
oordonn �ees 
ylindriques (12{15) 
om-

porte plus de termes qu'en 
oordonn �ees 
art �esiennes (3{7). N �eanmoins, la stru
ture de 
es syst �emes

d' �equations est tr �es similaire, 
e qui permet d'introduire une formulation g �en �erale o �u une position est

rep �er �ee par trois 
oordonn �ees spatiales x0, x1 et x2, et o �u la vitesse s' �e
rit u = u0e0 + u1e1 + u2e2. Le


hoix (x0, x1, x2) = (x, z, y) ou (r, z, θ), (u0, u1, u2) = (ux, uz, uy) ou (ur, uz, uθ) et (e0, e1, e2) = (ex, ez , ey)

ou (er, ez, eθ), s'av �ere être le plus 
ommode pour la plupart des 
as. Ave
 ∂0 ≡ ∂x0
, ∂1 ≡ ∂x1

et ∂2 ≡ ∂x2
,

les �equations de Navier{Stokes prennent alors la forme g �en �erale suivante :

∂tu0 +

(

u0∂0 + u1∂1 +
1

x0
u2∂2

)

u0 −
1

x0
u22 = ν

[

∆u0 +
1

x20
(−u0 − 2∂2u2)

]

− ∂0p, (16)

∂tu1 +

(

u0∂0 + u1∂1 +
1

x0
u2∂2

)

u1 = ν

[

∆u1

]

− ∂1p, (17)

∂tu2 +

(

u0∂0 + u1∂1 +
1

x0
u2∂2

)

u2 +
1

x0
u0u2 = ν

[

∆u2 +
1

x20
(−u2 + 2∂2u0)

]

−
1

x0
∂2p, (18)

0 = ∂0u0 +
1

x0
u0 + ∂1u1 +

1

x0
∂2u2, (19)

o �u ∆ ≡ ∂00 + (1/x0)∂0 + ∂11 + (1/x20) ∂22 et les termes en
adr �es ne sont pr �esents que pour une

formulation en 
oordonn �ees 
ylindriques.

Il peut sembler fastidieux d'adopter une telle formulation g �en �erale, n �eanmoins 
ela s'av �ere extrê-

mement utile, notamment pour l'impl �ementation num�erique. En e�et, une fois que les di� �erentes

routines num�eriques sont d �evelopp �ees dans 
e 
adre g �en �eral, elles permettent de traiter une grande

vari �et �e de probl �emes ave
 un minimum d'ajustements.

A.5.3.

�

Equations simpli� �ees

Même si les �equations de Navier{Stokes (1,2) o

upent une pla
e de 
hoix dans tout probl �eme de

m�e
anique des 
uides, il y a des situations qu'il est avantageux de traiter ave
 des mod �eles simpli� �es.
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En e�et, l'utilisation d'un mod �ele plus simple peut permettre de se 
on
entrer sur 
ertains aspe
ts

d'un probl �eme, de tester des id �ees nouvelles, �eventuellement même de faire des 
al
uls �a la main, le

tout sans être noy �e dans des diÆ
ult �es te
hniques ou num�eriques. Parmi 
es mod �eles simpli� �es qui

ont rendu de nombreux servi
es aux m�e
ani
iens des 
uides, il y a l' �equation de Ginzburg{Landau �a


oeÆ
ients 
omplexes

∂ψ

∂t
= a0(x)ψ + a1(x)

∂ψ

∂x
+ a2(x)

∂2ψ

∂x2
+ b(x)|ψ|2ψ, (20)

o �u x est une dire
tion d'espa
e, t le temps et ψ(x, t) un 
hamp s
alaire 
omplexe. La stabilit �e lin �eaire

de l' �etat de base ψ ≡ 0 d �epend des 
oeÆ
ients a0, a1 et a2 et le 
oeÆ
ient b r �egit les e�ets non

lin �eaires. En 
onsid �erant des 
oeÆ
ients variables en espa
e, 
ette �equation peut devenir un mod �ele

pour un �e
oulement dont les propri �et �es varient en espa
e.

C'est en partant de l' �equation de Ginzburg{Landau (20) que j'ai montr �e qu'il peut exister deux

types de modes globaux non lin �eaires : les modes doux ou \
hapeaux" [A1℄ et les modes raides ou

\ �el �ephants" [A2℄. Les deux 
rit �eres di� �erents qui d �eterminent la fr �equen
e et la stru
ture spatiale

s �ele
tionn �ees [A4℄ ont aussi pu être �etablis ave
 
ette �equation. C'est en
ore 
e même mod �ele unidi-

mensionnel qui a permis la mise au point de la m �ethode de 
ontrôle en bou
le ferm �ee [A8℄, et plus

r �e
emment l' �etude du probl �eme spatial dans des syst �emes absolument instables [A12℄, ainsi que 
elle

des modes globaux adjoints et de la sensibilit �e stru
turelle [A21℄. Le travail sur les modes globaux

ave
 des points selle multiples [A20℄ a �et �e r �ealis �e dans le même esprit ave
 une version modi� �ee de

ette �equation

∂ψ

∂t
= a0(x)ψ + a1(x)

∂ψ

∂x
+ a2(x)

∂2ψ

∂x2
+ a3(x)

∂3ψ

∂x2
. (21)

Cette �equation lin �eaire est du troisi �eme ordre en d �eriv �ees spatiales 
e qui suÆt pour produire une

relation de dispersion ave
 deux points selle.

A.5.4.

�

E
oulement de base et perturbation

Pour �etudier la dynamique d'un �e
oulement, et en parti
ulier sa r �eponse �a des perturbations, il

est 
ommode de s �eparer l' �e
oulement total en �e
oulement de base et perturbation

u = U+ ũ et p = P + p̃. (22)

En substituant 
ette d �e
omposition dans les �equations de Navier{Stokes et en utilisant le fait que

l' �e
oulement de base en l'absen
e de perturbation est lui-même une solution de 
es �equations, il suit

que la dynamique de la perturbation est r �egie par

∂ũ

∂t
+ (U · ∇)ũ+ (ũ · ∇)U+ (ũ · ∇)ũ = ν∆ũ−∇p̃, (23)

0 = ∇ · ũ. (24)

Comme tous les termes des �equations de Navier{Stokes sont lin �eaires sauf le terme d'adve
tion,


e n'est que 
elui-
i qui fait appara�̂tre le 
ouplage entre le 
hamp de vitesse de l' �e
oulement de

base U et 
elui de la perturbation ũ. En supposant 
onnu l' �e
oulement de base, le syst �eme (23,24)

d �etermine 
ompl �etement la dynamique des perturbations, et don
 de l' �e
oulement total, même si

l'amplitude des perturbations devient importante et que l' �e
oulement total s' �e
arte 
onsid �erablement

de l' �e
oulement de base.

�

Evidemment, lorsque l'amplitude des perturbations est du même ordre que


elle de l' �e
oulement de base, la d �e
omposition (22) peut ne plus être adapt �ee pour d �e
rire le syst �eme,

tout en restant valide.

En revan
he, lorsque les perturbations sont de faible amplitude par rapport �a l' �e
oulement de

base, le terme (ũ · ∇)ũ de l' �equation de la quantit �e de mouvement (23) qui 
orrespond au transport

de la perturbation par elle-même peut être n �eglig �e, 
e qui 
onduit �a la version des �equations de

Navier{Stokes lin �earis �ees autour de l' �e
oulement de base,

∂ũ

∂t
+ (U · ∇)ũ+ (ũ · ∇)U = ν∆ũ−∇p̃, (25)

0 = ∇ · ũ. (26)
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Comme 
e dernier syst �eme d' �equations est lin �eaire, il suÆt de 
onna�̂tre la dynamique d'une famille

de perturbations �el �ementaires pour en d �eduire, par superposition, la dynamique de n'importe quelle


ombinaison de 
es perturbations �el �ementaires.

Remarquons aussi que le mod �ele simpli� �e de Ginzburg{Landau (20), introduit en §A.5.3, est d �ej �a

sous la forme d'une �equation qui r �egit la dynamique de la perturbation ψ(x, t), quelle que soit son

amplitude, autour de l' �etat de base Ψ(x, t) ≡ 0.

A.5.5. Stabilit �e lin �eaire d'un �e
oulement parall �ele

Lorsque l' �e
oulement de base poss �ede 
ertaines sym �etries ou invarian
es, 
es propri �et �es peuvent

être utilis �ees pour simpli�er l' �etude de la dynamique des petites perturbations. En parti
ulier, lorsque

l' �etat de base ne d �epend pas d'une 
oordonn �ee spatiale, on peut 
her
her les solutions sous forme

d'ondes harmoniques qui se propagent selon 
ette dire
tion. Le 
as des �e
oulements parall �eles (inva-

riants dans la dire
tion prin
ipale de l' �e
oulement x1) est parti
uli �erement important. Le 
hamp de

vitesse d'un tel �e
oulement parall �ele peut d �ependre d'une (x0) ou de deux (x0 et x2) 
oordonn �ees

transverses.

A.5.5.1. Probl �eme �a une 
oordonn�ee

Consid �erons d'abord un �e
oulement de base parall �ele de la forme g �en �erale suivante

U = U1(x0, t)e1 + U2(x0, t)e2, (27)

o �u le 
uide o

upe le domaine |x0| < R. I
i, les deux 
omposantes de vitesse U1 (la 
omposante \prin-


ipale" de l' �e
oulement) et U2 (la 
omposante \transverse") d �ependent de la 
oordonn �ee \normale" x0
et peuvent �egalement varier au 
ours du temps. Ce
i 
orrespond �a l' �e
oulement entre deux plaques

planes parall �eles espa
 �ees d'une distan
e 2R, en 
oordonn �ees 
art �esiennes, et �a l' �e
oulement dans

un tuyau de rayon R, en 
oordonn �ees 
ylindriques. L' �e
oulement de base peut être engendr �e par un

gradient de pression selon x1 et/ou le mouvement des parois. Cette 
on�guration g �en �erale 
ouvre

ainsi les �e
oulements de Poiseuille, de Couette, de Womersley, de Stokes, ainsi que di� �erentes 
om-

binaisons de 
es �e
oulements 
anoniques.

Puisque l' �e
oulement de base ne d �epend pas des 
oordonn �ees x1 et x2, les perturbations peuvent

être 
her
h �ees sous la forme de modes normaux

ũ = ǔ(x0, t) exp[i(α1x1 + α2x2)] et p̃ = p̌(x0, t) exp[i(α1x1 + α2x2)], (28)

o �u α1 et α2 sont des nombres d'onde dans les dire
tions de x1 et x2 respe
tivement. En utilisant 
ette

d �e
omposition en modes normaux, les d �eriv �ees partielles en x1 et x2 se traduisent simplement par

une multipli
ation par iα1 et iα2 respe
tivement.

Ave
 les notations g �en �erales (16{19), les �equations de Navier{Stokes lin �earis �ees (25,26) autour

de l' �e
oulement de base (27) pour des perturbations (28), prennent alors la forme

∂tǔ0 +

(

iα1U1 +
1

x0
iα2U2

)

ǔ0 −
2

x0
U2ǔ2 = ν

[

∆ǔ0 +
1

x20
(−ǔ0 − 2iα2ǔ2)

]

− ∂0p̌, (29)

∂tǔ1 +

(

iα1U1 +
1

x0
iα2U2

)

ǔ1 + ∂0U1ǔ0 = ν

[

∆ǔ1

]

− iα1p̌, (30)

∂tǔ2 +

(

iα1U1 +
1

x0
iα2U2

)

ǔ2 + ∂0U2ǔ0 +
1

x0
U2ǔ0 = ν

[

∆ǔ2 +
1

x20
(−ǔ2 + 2iα2ǔ0)

]

−
1

x0
iα2p̌, (31)

0 = ∂0ǔ0 +
1

x0
ǔ0 + iα1ǔ1 +

1

x0
iα2ǔ2, (32)

o �u ∆ ≡ ∂00 + (1/x0)∂0 − α2
1 − (1/x20) α

2
2 et, en
ore une fois, les termes en
adr �es ne sont pr �esents

que pour la formulation en 
oordonn �ees 
ylindriques. Puisque l' �e
oulement est 
on�n �e (entre deux
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plaques ou dans un tuyau), la 
ondition de non-glissement aux parois se traduit par ǔ0 = ǔ1 = ǔ2 = 0

pour |x0| = R. Il faut remarquer qu'il n'y a pas de 
onditions aux limites pour la pression p̌.

Si, en plus, l' �e
oulement de base (27) est permanent, l'invarian
e temporelle 
onduit �a une nou-

velle forme normale

ũ = û(x0) exp[i(α1x1 + α2x2 − ωt)] et p̃ = p̂(x0) exp[i(α1x1 + α2x2 − ωt)], (33)

et, ave
 ∂t ≡ −iω, le syst �eme d' �equations aux d �eriv �ees partielles (29{32) devient alors un syst �eme

d' �equations di� �erentielles ordinaires 
oupl �ees qui ne d �ependent plus que de la 
oordonn �ee x0 :

ωû0 =

(

α1U1 +
1

x0
α2U2

)

û0 +
2i

x0
U2û2 + iν

[

∆û0 +
1

x20
(−û0 − 2iα2û2)

]

− i∂0p̂, (34)

ωû1 =

(

α1U1 +
1

x0
α2U2

)

û1 − i∂0U1û0 + iν

[

∆û1

]

+ α1p̂, (35)

ωû2 =

(

α1U1 +
1

x0
α2U2

)

û2 − i∂0U2û0 −
i

x0
U2û0 + iν

[

∆û2 +
1

x20
(−û2 + 2iα2û0)

]

+
1

x0
α2p̂, (36)

0 = −i∂0û0 −
i

x0
û0 + α1û1 +

1

x0
α2û2, (37)

ave
 les 
onditions aux limites

û0 = û1 = û2 = 0 pour |x0| = R. (38)

Le syst �eme (34{38) est un probl �eme aux valeurs propres, o �u les 
hamps û et p̂ sont les fon
tions

propres et la fr �equen
e ω la valeur propre. Pour des nombres d'onde α1 et α2 donn �es, il n'existe de

solution non triviale qui satisfasse les 
onditions aux limites que pour des valeurs parti
uli �eres de ω.

On appelle spe
tre l'ensemble de 
es valeurs propres ω. Notons que si l'extension du domaine en x0
est in�nie, ou semi-in�nie, la même appro
he reste valable en adaptant les 
onditions aux limites ;

dans 
e 
as il peut y avoir une 
omposante 
ontinue dans le spe
tre, en plus d'un ensemble dis
ret de

valeurs propres.

Un 
ertain nombre d'op �erations sont possibles pour r �eduire la 
omplexit �e du probl �eme (34{38).

Lorsque α1 6= 0, la 
ondition d'in
ompressibilit �e (37) permet d'exprimer û1 en fon
tion des autres 
om-

posantes de vitesse et ainsi de l' �eliminer du probl �eme. Aussi, en prenant la divergen
e des �equations

de la quantit �e de mouvement, on obtient un probl �eme de Poisson pour la pression, 
e qui permet

de l'exprimer en fon
tion des 
omposantes de vitesse et don
 d' �eliminer �egalement la pression des

�equations. Pour un probl �eme bidimensionnel (ave
 u2 = 0 et α2 = 0), il ne reste alors plus que

les �equations pour un seul 
hamp s
alaire : 
'est similaire �a la m �ethode ave
 laquelle on �etablit

g �en �eralement l' �equation d'Orr{Sommerfeld.

Si l' �e
oulement de base (27) est p �eriodique en temps ave
 une pulsation Ω, sa d �e
omposition en

s �erie de Fourier,

U1(x0, t) =
∑

n

U
(n)
1 (x0) exp(inΩt) et U2(x0, t) =

∑

n

U
(n)
2 (x0) exp(inΩt), (39)

permet une analyse de Floquet pour des modes normaux de la forme

ũ =

[

∑

n

û

(n)(x0)e
inΩt

]

exp[i(α1x1+α2x2−ωt)] et p̃ =

[

∑

n

p̂(n)(x0)e
inΩt

]

exp[i(α1x1+α2x2−ωt)]. (40)

Les 
omposantes û
(n)
0 , û

(n)
1 , û

(n)
2 et p̂(n) sont alors r �egies par un syst �eme d' �equations di� �erentielles


oupl �ees similaire au 
as d'un �e
oulement permanent (34{38), sauf que le nombre des 
omposantes

est beau
oup plus important (in�ni. . . ) �a 
ause de la d �e
omposition de Fourier. De même, le spe
tre

des valeurs propres ω est plus important et plus diÆ
ile �a obtenir dans 
e 
as-l �a.
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A.5.5.2. Probl �eme �a deux 
oordonn�ees

L'analyse pr �e
 �edente s'adapte fa
ilement �a un �e
oulement de base parall �ele et permanent qui

d �epend des deux 
oordonn �ees transverses x0 et x2 :

U = U0(x0, x2)e0 + U1(x0, x2)e1 + U2(x0, x2)e2. (41)

�

A 
ause de l'invarian
e en x1 seulement, la forme normale des perturbations est alors la suivante :

ũ = û(x0, x2) exp[i(α1x1 − ωt)] et p̃ = p̂(x0, x2) exp[i(α1x1 − ωt)], (42)

et 
onduit 
ette fois �a un probl �eme aux valeurs propres (pour ω) sous forme d'un syst �eme d' �equations

aux d �eriv �ees partielles (en ∂0 et ∂2). La stru
ture est essentiellement la même que (34{38), sauf que

le 
ara
t �ere bidimensionnel de 
e probl �eme peut s �erieusement 
ompliquer le 
al
ul des spe
tres.

Si l' �e
oulement est en outre p �eriodique en temps, on peut de nouveau pro
 �eder �a une analyse de

Floquet, 
e qui 
omplique en
ore un peu plus le probl �eme. . .

A.5.5.3. Relation de dispersion lin �eaire

Les d �eveloppements 
i-dessus permettent d'obtenir le spe
tre des valeurs propres ω, 
orrespon-

dant �a des perturbations �el �ementaires de nombres d'onde donn �es. Les valeurs propres sont, normale-

ment, des fon
tions 
ontinues des nombres d'onde ainsi que des param �etres de 
ontrôle et, souvent,

il y a une valeur propre parti
uli �erement int �eressante dans un spe
tre. La relation qui existe entre

la fr �equen
e de 
e mode parti
ulier et les nombres d'onde est justement la relation de dispersion

lin �eaire de 
e mode qui peut alors s' �e
rire

ω = Ωl(α1, α2) ou ω = Ωl(α1), (43)

selon qu'elle provient d'un probl �eme aux valeurs propres �a une ou deux 
oordonn �ees.

Pour l' �equation de Ginzburg{Landau ( �a 
oeÆ
ients 
onstants), la relation de dispersion s'obtient

expli
itement. Mais pour de \vrais" �e
oulements parall �eles, sauf de tr �es rares ex
eptions, il faut

re
ourir �a la simulation num�erique (voir §A.6.2). Les 
al
uls num�eriques peuvent alors être d'une


omplexit �e extrêmement variable selon les 
on�gurations (deux ou trois dimensions, �e
oulement de

base permanent ou p �eriodique. . . ), mais pour la dis
ussion th �eorique qui suit 
ela n'a pas beau
oup

d'importan
e puisqu'il suÆt de 
onna�̂tre la relation de dispersion, et peu importent les diÆ
ult �es

�eventuelles pour la 
al
uler.

En toute g �en �eralit �e, les nombres d'onde 
omme les fr �equen
es qui interviennent dans la rela-

tion de dispersion lin �eaire (43) sont des variables 
omplexes, tout 
omme les fon
tions propres du

probl �eme (34{38). La 
onnaissan
e de la relation de dispersion dans le plan 
omplexe des nombres

d'onde 
ontient l'essentiel des 
ara
t �eristiques lin �eaires d'un probl �eme.

Quelques situations m �eritent une attention parti
uli �ere : 
'est le 
as du probl �eme temporel, du

probl �eme spatial et de la r �eponse impulsionnelle.

A.5.5.4. Probl �emes temporel et spatial, instabilit �e absolue

On appelle probl �eme temporel la r �eponse au 
ours du temps �a une perturbation initiale spa-

tialement p �eriodique. Ce 
as 
orrespond don
 �a des valeurs r �eelles des nombres d'onde α1 et α2, et

l' �evolution temporelle est alors de la forme exp(−iωt) ave
 une fr �equen
e 
omplexe ω donn �ee par la

relation de dispersion. L'ampli�
ation ou l'amortissement de 
ette perturbation d �ependent du taux

de 
roissan
e ωi. Ainsi, s'il existe des nombres d'onde r �eels α1 et α2 pour lesquels Ωi(α1, α2) > 0, le

syst �eme est lin �eairement instable ; il est stable dans le 
as 
ontraire.

Le probl �eme spatial 
onsiste �a �etudier la r �eponse du syst �eme �a un for�
age harmonique en temps

(de fr �equen
e r �eelle ωf ) et lo
alis �e en espa
e. Consid �erons d'abord une 
on�guration o �u la relation

de dispersion ne d �epend que de α1, 
'est- �a-dire qu'il n'y a qu'une dire
tion (x1) de l' �e
oulement

dans laquelle les perturbations se propagent. Comme la r �eponse au for�
age doit ob �eir �a la relation

de dispersion, les nombres d'onde αl
1 des perturbations qui se d �eveloppent en amont et en aval de

la sour
e sont don
 n �e
essairement des solutions de ωf = Ωl(α1). Cette �equation admet en g �en �eral
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FIGURE 1.

�

Evolution spatio-temporelle d'une impulsion initiale dans un milieu (a) stable, (b) 
onve
tivement

instable, (
) absolument instable.

plusieurs bran
hes de solutions αl
1(ωf ) et leur nombre d �epend beau
oup de la forme parti
uli �ere de

la relation de dispersion. Dans le 
as de l' �equation de Ginzburg{Landau ( �a 
oeÆ
ients 
onstants), il

y a deux bran
hes spatiales 
ar la relation de dispersion est un polynôme du se
ond degr �e ; dans un


as plus g �en �eral il peut y en avoir beau
oup plus, même si dans la plupart des 
as il n'y a que deux

bran
hes qui sont vraiment importantes. Les bran
hes spatiales αl
1(ω) ont des valeurs 
omplexes et


'est le signe de la partie imaginaire αl
1,i qui d �etermine l'ampli�
ation ou l'amortissement spatial de

la r �eponse : la perturbation 
ro�̂t ou d �e
ro�̂t pour x1 → +∞ quand αl
1,i < 0 ou αl

1,i > 0 ; pour x1 → −∞


'est �evidemment le 
ontraire. Ainsi, il ne suÆt pas de trouver les bran
hes spatiales en r �esolvant

la relation de dispersion pour une fr �equen
e donn �ee, en
ore faut-il savoir si elles 
orrespondent �a

une r �eponse en aval ou en amont de la sour
e (
e qu'on note alors traditionnellement αl+
1 et αl−

1

respe
tivement).

Pour d �eterminer si une bran
he se rapporte �a une r �eponse amont ou aval, on peut utiliser un


rit �ere de 
ausalit �e : en supposant que le for�
age d �emarre �a t = 0, il faut que la r �eponse soit iden-

tiquement nulle pour t < 0. En utilisant un 
al
ul de r �esidu dans le plan 
omplexe ω et en supposant

que les taux de 
roissan
e temporels sont born �es, on peut d �eduire [7,4℄ lesquelles des bran
hes spa-

tiales sont obtenues �a l'amont (bran
hes αl−
1 ) ou �a l'aval (αl+

1 ). Normalement, les perturbations sont

plus fa
ilement ampli� �ees dans le sens du 
ourant. Ainsi, dans les situations o �u l' �e
oulement de base

est dans le sens de x1 → +∞ et o �u il n'y a que deux bran
hes spatiales qui sont importantes dans le

probl �eme, j'ai toujours 
onstat �e que l'on a αl+
1,i < αl−

1,i. Ce dernier 
rit �ere permettrait don
 d'identi�er

les bran
hes + et − en faisant l' �e
onomie de l'analyse de 
ausalit �e pr �e
 �edente. Mais il 
onvient de

rester prudent, 
ar on pourrait 
ertainement trouver un 
ontre-exemple.

Pour une 
on�guration o �u la relation de dispersion d �epend �a la fois de α1 et α2, le probl �eme

spatial se traite de la même fa�
on lorsque le for�
age n'est que lo
alis �e en x1 et est p �eriodique dans

la dire
tion transverse x2 ave
 un nombre d'onde r �eel de for�
age α2f . La r �esolution de la relation de

dispersion pour des valeurs r �eelles donn �ees de ω et α2 permet alors d'obtenir les bran
hes spatiales


omplexes αl
1(ω, α2), qui se r �epartissent en bran
hes αl+

1 et αl−
1 par le même raisonnement bas �e sur la


ausalit �e que pr �e
 �edemment, le nombre d'onde α2 ne jouant que le rôle d'un param �etre de 
ontrôle.

Une situation o �u le for�
age harmonique est lo
alis �e dans les dire
tions x1 et x2 est un peu plus

subtile et n'est pas utilis �ee dans 
e m �emoire.

Lors de la r �eponse impulsionnelle, on �etudie les 
u
tuations qui sont d �e
len
h �ees par une impul-

sion lo
alis �ee en espa
e et instantan �ee. En 
onsid �erant une situation o �u la propagation ne se fait que

selon x1, trois 
omportements sont alors possibles (�gure 1) : le paquet d'ondes 
r �e �e par l'impulsion

initiale d �e
ro�̂t (milieu stable), 
ro�̂t mais est en même temps emport �e l' �e
oulement de telle sorte

que le syst �eme (d'extension �nie) �nira par retourner �a son �etat non perturb �e (milieu 
onve
tive-

ment instable), ou en
ore 
ro�̂t sur pla
e en s' �etendant vers l'amont et l'aval pour envahir tout le

syst �eme (milieu absolument instable). Les notions d'instabilit �es 
onve
tive et absolue ont �et �e for-

mul �ees math �ematiquement par Briggs [7℄ et Bers [4℄ dans le 
ontexte de la physique des plasmas,

puis popularis �ees en m�e
anique des 
uides par Huerre et Monkewitz [23℄. Ces notions sont essen-

tielles pour analyser la dynamique des �e
oulements ouverts.

Les trois types de stabilit �e peuvent se distinguer en �etudiant le 
omportement du paquet d'ondes

dû �a l'impulsion initiale le long de rayons x1/t = 
onst. Le milieu est stable si la r �eponse est amortie
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sur tous les rayons possibles, 
e qui se v �eri�e si Ωl
i(α1) < 0 pour toutes les valeurs r �eelles de α1. Dans

le 
as 
ontraire, il existe un gamme de rayons le long desquels le paquet d'ondes est ampli� �e. Le


ara
t �ere 
onve
tif ou absolu de l'instabilit �e d �epend alors du 
omportement le long du rayon x1/t = 0,

et d �epend de la fr �equen
e absolue ω0 et du nombre d'onde absolu α1,0 
omplexes du paquet d'ondes

de vitesse de groupe nulle, d �e�nis par

ω0 = Ωl(α1,0) ave


dΩl

dα1
(α1,0) = 0. (44)

Le milieu est absolument instable si des perturbations sont ampli� �ees sur pla
e, don
 si ω0,i > 0, et


onve
tivement instable si ω0,i < 0.

En 
oordonn �ees 
ylindriques, lorsque que la relation de dispersion d �epend �egalement de l'ordre

du mode azimutal α2, le raisonnement pr �e
 �edent peut être r �ep �et �e pour 
haque valeur enti �ere de α2.

En revan
he, lorsque la propagation peut se faire selon les deux dire
tions x1 et x2, il faut 
onsid �erer

deux familles de rayons x1/t = 
onst. et x2/t = 
onst. et la fr �equen
e absolue s'obtient par une double


ondition de vitesse de groupe nulle, dans les plans 
omplexes des nombres d'ondes α1 et α2. Je n'ai

pas eu �a traiter une telle situation doublement 
omplexe [8℄.

A.5.6. Perturbations non lin �eaires d'un �e
oulement parall �ele

Lorsqu'un �e
oulement est lin �eairement instable, une petite perturbation initiale peut être am-

pli� �ee exponentiellement et �nit alors par atteindre des amplitudes importantes et don
 par être

r �egie par les �equations non lin �eaires.

Des solutions sous forme d'ondes progressives non lin �eaires r �esultent naturellement d'un pro-

bl �eme d' �evolution temporelle. Pour un �e
oulement de base permanent ne d �ependant que de x0, le

probl �eme de valeur initiale qui nous 
on
erne est l' �evolution temporelle d'une perturbation spatiale-

ment p �eriodique de faible amplitude de la forme (28), 
ara
t �eris �ee par les nombres d'onde r �eels α1 et

α2. L' �evolution initiale est d �etermin �ee par la fr �equen
e 
omplexe asso
i �ee �a α1 et α2 par la relation

de dispersion (43). Lorsque le taux de 
roissan
e temporel est positif, Ωl
i(α1, α2) > 0, la perturbation


ro�̂t exponentiellement au 
ours du temps jusqu' �a 
e que des e�ets non lin �eaires entrent en jeu. Les

termes non lin �eaires quadratiques des �equations de Navier{Stokes g �en �erent alors des harmoniques

spatiaux de la forme exp in(α1x1 + α2x2) ainsi qu'une 
orre
tion de l' �e
oulement moyen. Ces non-

lin �earit �es sont g �en �eralement stabilisantes et 
onduisent alors �a la saturation de l'amplitude de la


u
tuation. En l'absen
e d'instabilit �e se
ondaire, une solution en onde progressive pleinement non

lin �eaire est alors obtenue aux temps longs, dont la p �eriodi
it �e spatiale est donn �ee par α1 et α2. Apr �es


onvergen
e, les 
hamps de vitesse et de pression de la perturbation non lin �eaire peuvent alors se

mettre sous la forme

ũ(x0, x1, x2, t) = u

nl(x0, α1x1 + α2x2 − ωt) et p̃(x0, x1, x2, t) = pnl(x0, α1x1 + α2x2 − ωt), (45)

o �u les fon
tions u

nl
et pnl sont 2π-p �eriodiques dans la se
onde variable φ ≡ α1x1 + α2x2 − ωt. La

fr �equen
e r �eelle ω des ondes satur �ees 
orrespond alors �a la relation de dispersion non lin �eaire

ω = Ωnl(α1, α2) (46)

qui r �egit la famille de solutions de la forme (45) dans la r �egion du plan (α1, α2) o �u elles existent.

Con
r �etement, pour obtenir 
es solutions d'ondes non lin �eaires, on peut �e
rire la perturbation

sous la forme d'une s �erie de Fourier spatiale

ũ =
∑

n

û

(n)(x0, t) exp[in(α1x1 + α2x2)] et p̃ =
∑

n

p̂(n)(x0, t) exp[in(α1x1 + α2x2)]. (47)

En rempla�
ant dans les �equations de Navier{Stokes non lin �eaires pour la perturbation (23,24), il en

r �esulte des �equations d' �evolution 
oupl �ees pour toutes les 
omposantes de 
ette d �e
omposition de
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Fourier. En initialisant 
ette int �egration temporelle ave
 le mode propre lin �eaire �a un faible niveau

d'amplitude, 
e syst �eme �evolue apr �es une phase de 
roissan
e exponentielle et un r �egime transitoire

vers un �etat p �eriodique en temps qui 
orrespond �a une onde non lin �eaire satur �ee qui se propage sans

se d �eformer. En d �eterminant la fr �equen
e de 
ette perturbation, on en d �eduit la relation de dispersion

non lin �eaire (46).

Ainsi, les solutions non lin �eaires s'obtiennent dans un probl �eme temporel. Mais elles r �esultent

aussi naturellement d'un probl �eme spatial, lorsque la r �eponse au for�
age de fr �equen
e ωf est ampli-

� �ee. Par exemple, quand αl+
1,i(ωf ) < 0, la r �eponse lin �eaire vers l'aval 
ro�̂t exponentiellement et les

e�ets non lin �eaires entrent en jeu �a une 
ertaine distan
e du for�
age, quelle que soit la faiblesse du

for�
age. Lorsque la r �eponse atteint une amplitude �nie, la saturation non lin �eaire arrête la 
roissan
e

et peut 
onduire vers une solution non lin �eaire se propageant �a la fr �equen
e d'ex
itation ave
 un

nombre d'onde r �eel. Cette solution, p �eriodique en temps et en espa
e, v �eri�e en
ore la relation de

dispersion non lin �eaire et le nombre d'onde 
orrespond don
 �a une bran
he spatiale d �eduite de (46)

pour une fr �equen
e donn �ee. Comme 
e train d'ondes est obtenu en aval de la sour
e, on peut noter


ette bran
he non lin �eaire αnl+
1 (ωf ).

Même si l'obtention de la relation de dispersion non lin �eaire pose plus de diÆ
ult �es que son

�equivalent lin �eaire, d'un 
ertain point de vue la relation de dispersion non lin �eaire est plus simple

puisqu'elle ne fait intervenir que des valeurs r �eelles de la fr �equen
e et du nombre d'onde. Dans une

analyse purement lin �eaire, les probl �emes temporels (ave
 nombres d'onde r �eels et fr �equen
es 
om-

plexes) sont distin
ts des probl �emes spatiaux (ave
 nombres d'onde 
omplexes et fr �equen
es r �eelles),

alors que pour les probl �emes non lin �eaires les bran
hes temporelles et spatiales sont vraiment les

r �e
iproques l'une de l'autre et la solution non lin �eaire progressive observ �ee en aval d'un for�
age

harmonique en temps est exa
tement la même que 
elle obtenue par �evolution temporelle d'une

perturbation initiale du même nombre d'onde.

Il faut pr �e
iser un dernier point : le probl �eme temporel est toujours possible alors que le probl �eme

spatial suppose que le for�
age harmonique arrive e�e
tivement �a imposer sa fr �equen
e au syst �eme.

Ainsi, le probl �eme spatial n'est pas bien pos �e dans un milieu absolument instable o �u la r �eponse

spatiale serait noy �ee par le paquet d'onde qui se d �eveloppe sur pla
e suite �a l'allumage du for�
age

lo
alis �e �a t = 0. Don
, même si on peut toujours 
al
uler des bran
hes spatiales lin �eaires αl
1(ω) ou non

lin �eaires αnl
1 (ω) par r �esolution des relations de dispersion respe
tives pour une fr �equen
e donn �ee,

leur interpr �etation en termes de bran
hes 
ausales αl±
1 (ω) ou αnl±

1 (ω) n'est pas toujours possible.
�

Evidemment, il y a aussi des situations o �u une solution de la forme (45) n'existe pas ou alors

elle peut exister mais être instable vis- �a-vis de perturbations se
ondaires. N �eanmoins, parmi les

�e
oulements que j'ai �etudi �es, l'appro
he pr �esent �ee i
i a souvent permis d'obtenir la famille de solu-

tions non lin �eaires ainsi que la relation de dispersion non lin �eaire asso
i �ee. C'est notamment le 
as

pour l' �etude du sillage synth �etique [A5,A6℄ et de la 
ou
he limite tridimensionnelle due �a un disque

tournant [A9℄.

A.5.7.

�

E
oulements faiblement non-parall �eles et appro
he multi- �e
helles

Les r �esultats pr �e
 �edents sur la dynamique des perturbations lin �eaires et non lin �eaires (§A.5.5 et

§A.5.6) ont �et �e obtenus pour des �e
oulements parall �eles, dont les pro�ls de vitesse ne varient pas dans

la dire
tion de l' �e
oulement, x1. Lorsqu'un �e
oulement est faiblement non parall �ele, 
es propri �et �es

lin �eaires et non lin �eaires peuvent rester valables lo
alement, du moment que l' �e
helle 
ara
t �eristique

de l' �evolution spatiale de l' �e
oulement de base est petite devant l' �e
helle 
ara
t �eristique des insta-

bilit �es. Dans 
e 
as, on peut introduire une variable lente

X1 ≡ ǫx1 ave
 ǫ≪ 1, (48)

et les pro�ls de l' �e
oulement de base sont alors une fon
tion de X1. C'est typiquement l'appro
he

suivie pour d �eriver les �equations de 
ou
he limite �a la mani �ere de Prandtl [42℄.

Sous l'hypoth �ese de s �eparation des �e
helles, les deux variables x1 etX1 sont 
omme d �e
orr �el �ees :

x1 r �egit les os
illations rapides sur l' �e
helle des instabilit �es alors que X1 rend 
ompte de la lente
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variation sous-ja
ente de l' �e
oulement de base. Les propri �et �es lo
ales de l' �e
oulement sont alors

obtenues en �geant X1 et en �etudiant l' �e
oulement stri
tement parall �ele obtenu en prolongeant vers

x1 = ±∞ les pro�ls de vitesse 
orrespondant �a une position X1 donn �ee le long d'un �e
oulement.

En pro
 �edant de la même mani �ere que pr �e
 �edemment, on obtient alors les relations de dispersion

lin �eaire et non lin �eaire lo
ales :

ω = Ωl(α1;X1) ave
 ω et α1 
omplexes, (49)

et

ω = Ωnl(α1;X1) ave
 ω et α1 r �eels, (50)

respe
tivement. La relation de dispersion lin �eaire vaut pour n'importe quelle valeur 
omplexe du

nombre d'onde, alors que la relation de dispersion non lin �eaire n'est g �en �eralement d �e�nie que pour les

valeurs r �eelles du nombre d'onde asso
i �ees �a un taux de 
roissan
e temporel positif (Ωl
i(α1;X1) > 0).

Pour simpli�er, nous ne 
onsid �erons i
i que des situations bidimensionnelles qui ne font intervenir

qu'une 
oordonn �ee transverse x0 et le nombre d'onde α1 selon la dire
tion x1. Les 
as �a deux nombres

d'onde ou deux 
oordonn �ees transverses se traitent de fa�
on similaire.

Pour un �e
oulement parall �ele, les modes lin �eaires sont de la forme ũ = A û(x0;α
l
1) exp[i(α

l
1x1−ωt)],

o �u A est une 
onstante arbitraire, û la fon
tion propre normalis �ee, et le nombre d'onde αl
1 est li �e �a la

fr �equen
e ω par la relation de dispersion lin �eaire. Lorsque l' �e
oulement �evolue lentement en espa
e,


es modes sont rempla
 �es par

ũ = A(X1) û
(

x0;α
l
1(X1), X1

)

exp

(

i

ǫ

∫ X1

αl
1(u) du− ωt

)

. (51)

Cette solution d �epend d'une phase qui varie rapidement et rend 
ompte du nombre d'onde lo-


al αl
1(X1) qui, lui, ne varie que lentement. L'enveloppe A(X1) et la stru
ture transverse du mode

û d �ependent de la variable lente X1. En impl �ementant rigoureusement un d �eveloppement asympto-

tique 
lassique (m �ethode WKBJ [3℄), on montre que le nombre d'onde lo
al αl
1(X1) et la fr �equen
e ω

doivent satisfaire la relation de dispersion lin �eaire lo
ale (49) et que l'amplitude est obtenue ave
 un

d �eveloppement en puissan
es de ǫ :

A(X1) ∼ A0(X1) + ǫA1(X1) + ǫ2A2(X1) + . . . (52)

Ainsi, dans l'expression (51), le nombre d'onde lo
al αl
1(X1) et l'amplitude A(X1) d �ependent impli
ite-

ment de la fr �equen
e du mode ω.

La famille de solutions non lin �eaires satur �ees pour un �e
oulement parall �ele est obtenue sous la

forme ũ = u

nl(x0, α
nl
1 x1 − ωt + φ;αnl

1 ), o �u la fon
tion u

nl
est 2π-p �eriodique dans la se
onde variable,

αnl
1 et ω sont li �es par la relation de dispersion non lin �eaire, et φ est une phase arbitraire. Pour un

�e
oulement faiblement inhomog �ene en espa
e, une telle onde progressive est rempla
 �ee par une

solution lentement modul �ee de la forme

ũ = u

nl

(

x0,
1

ǫ

∫ X1

αnl
1 (u) du− ωt+Φ(X1);α

nl
1 (X1), X1

)

. (53)

I
i, le nombre d'onde lo
al αnl
1 (X1) doit satisfaire la relation de dispersion non lin �eaire (50) et d �epend

don
 de la fr �equen
e ω. Un d �eveloppement de la phase lentement variable Φ(X1) s'obtient par une

analyse asymptotique non lin �eaire, similaire aux m�ethodes WKBJ 
lassiques [A4℄.

Ainsi, l'hypoth �ese de faible non parall �elisme permet d'obtenir des solutions qui se d �eveloppent

dans tout l'espa
e, non seulement dans les r �egions o �u l'amplitude est in�nit �esimale mais aussi l �a o �u

elle est importante, et d'analyser la dynamique globale en termes d'ondes dont le nombre d'onde,

l'enveloppe et la stru
ture varient lentement.
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A.5.8. Modes globaux

Parmi les �e
oulements ouverts parti
uli �erement int �eressants, il y a 
eux qui donnent lieu �a un


omportement global auto-entretenu et syn
hronis �e : un r �egime permanent o �u les 
u
tuations obser-

v �ees en 
haque point de l' �e
oulement sont toutes a

ord �ees �a la même fr �equen
e. Lorsque l' �e
oule-

ment de base varie assez lentement en espa
e, la dynamique globale ressemble lo
alement �a des


u
tuations qui se propagent dans un �e
oulement quasi-parall �ele. Se pose alors la question de savoir

s'il est possible de pr �edire la fr �equen
e et la stru
ture spatiale naturellement s �ele
tionn �ees dans un

tel syst �eme, �a partir des 
ara
t �eristiques lo
ales de l' �e
oulement de base.

Un tel 
omportement est 
ara
t �eris �e par une fr �equen
e globale ωg qui reste 
onstante dans tout le

domaine. Ainsi, pour rendre 
ompte de la dynamique, il faut r �esoudre les relations de dispersion pour

ω = ωg donn �e. Le nombre d'onde lo
al s'obtient alors sous la forme α1(X1, ωg) qui est une quantit �e


omplexe issue de (49) dans les r �egions o �u les 
u
tuations sont de faible amplitude ou une quantit �e

r �eelle issue de (50) dans les r �egions o �u les 
u
tuations sont d'amplitude �nie.

Même si nous ignorons en
ore quel est le moteur de 
es 
u
tuations syn
hronis �ees, nous avons

suppos �e que le 
omportement est intrins �eque : les os
illations globales r �esultent d'un m�e
anisme

qui trouve sa 
ause au 
�ur du syst �eme �etudi �e, et elles sont ind �ependantes de perturbations venant

de l'ext �erieur. Le prin
ipe de 
ausalit �e (voir §A.5.5.4) permet alors de pr �e
iser les bran
hes spatiales

obtenues dans les r �egions situ �ees loin en amont et loin en aval. En e�et, dans 
es r �egions �eloign �ees,

les trains d'ondes trouvent leur origine dans la r �egion 
entrale et sont don
 asso
i �es �a des bran
hes

spatiales α−
1 en amont et des bran
hes α+

1 en aval. Si le milieu est stable aux extr �emit �es, 
'est la

relation de dispersion lin �eaire qui s'applique et la stru
ture globale est faite d'une bran
he αl−
1 loin

en amont et d'une bran
he αl+
1 loin en aval. Mais si le syst �eme reste 
onve
tivement instable jusqu' �a

l'in�ni, l'amplitude des perturbations ne d �e
ro�̂t pas for
 �ement et alors la bran
he non lin �eaire αnl+
1

peut s' �etendre jusqu'au bord aval. Ainsi, les 
onditions aux limites sont d �etermin �ees par des 
on-

sid �erations de 
ausalit �e plutôt que de d �e
roissan
e �a l'in�ni, quelle que soit la dynamique qui r �egit la

r �egion 
entrale. En e�et, une d �e
roissan
e des 
u
tuations aux bords du syst �eme n'est pas n �e
essaire.

La s �ele
tion du 
omportement syn
hronis �e peut don
 se formuler 
omme un probl �eme de valeur

propre non lin �eaire : il faut trouver la fr �equen
e globale ωg qui autorise le passage entre les bran
hes

spatiales − et + de part et d'autre de la r �egion 
entrale. Une analyse plus pr �e
ise de 
ette r �egion


entrale est n �e
essaire pour identi�er le m �e
anisme de s �ele
tion.

En supposant que les 
u
tuations sont de tr �es faible amplitude dans tout le domaine, une s �erie de

travaux de re
her
he a permis d' �etablir un 
rit �ere de s �ele
tion de fr �equen
e : 
'est la th �eorie des modes

globaux lin �eaires d �evelopp �ee dans les ann �ees 1990 [9,39,32,24,25℄. Pour un tel mode, seules les

bran
hes lin �eaires αl−
et αl+

entrent en 
onsid �eration et leur jon
tion s'e�e
tue au niveau d'un point

selle dans le plan 
omplexe : en e�et, 
e 
rit �ere ne d �epend que de la relation de dispersion lin �eaire

lo
ale, mais repose sur un prolongement analytique de 
ette relation pour des valeurs 
omplexes de

la 
oordonn �ee spatiale lente X1. Ces travaux ont, pour l'essentiel, r �esolu le probl �eme de la s �ele
tion

des modes globaux dans un 
adre stri
tement lin �eaire. En revan
he, presque rien n' �etait 
onnu sur le

d �eveloppement non lin �eaire de 
es stru
tures [10℄.

L' �etude de modes globaux non lin �eaires a fait l'objet de mes travaux de th �ese. En g �en �eralisant la

th �eorie pr �e
 �edente aux solutions d'amplitude �nie, une �etude analytique de l' �equation mod �ele (20)

m'a permis de montrer qu'il existe deux types de modes globaux non lin �eaires, selon que le ra

ord

entre les bran
hes spatiales se fait entre αl−
et αnl+

ou entre αnl−
et αnl+

, et d' �etudier leur s �ele
tion

en fon
tion des 
ara
t �eristiques du milieu. Ces r �esultats seront rappel �es en §A.7.1, ainsi que leur

appli
ation �a divers �e
oulements r �eels.

Apr �es avoir pass �e en revue les d �eveloppements analytiques qui interviennent r �eguli �erement dans

mes travaux et avant de pr �esenter les prin
ipaux r �esultats obtenus (§A.7), je vais maintenant don-

ner quelques indi
ations sur les m �ethodes num�eriques utilis �ees pour �etudier des �e
oulements bien


on
rets.
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A.6. M�ethodes num�eriques

Bien qu'il existe quelques solutions analytiques [13℄ aux �equations de Navier{Stokes, on est

rapidement d �emuni pour l' �e
rasante majorit �e des �e
oulements r �eels. Ainsi, la simulation num�erique

est devenue indispensable pour obtenir la plupart des �e
oulements de base, pour �etudier le 
om-

portement des perturbations, 
ara
t �eriser la dynamique globale, trouver les valeurs 
ritiques des

param �etres de 
ontrôle. . . Même pour les �equations simpli� �ees, sans ordinateur il serait diÆ
ile

d'expli
iter ave
 des exemples r �eels les solutions obtenues th �eoriquement dans un 
adre g �en �eral.

Ainsi, les m �ethodes num�eriques sont omnipr �esentes dans mes travaux et, au 
ours des ans,

j'ai d �evelopp �e tout un ensemble de routines pour traiter plus fa
ilement les probl �emes ren
ontr �es


ouramment 
omme les dis
r �etisations spatiales, les 
al
uls de relation de dispersion ou les algo-

rithmes pour l'int �egration temporelle. Comme 
es �el �ements servent tout le temps, sous plein de

formes di� �erentes, j'ai �ni par les impl �ementer sous forme d'une librairie (Pa
kstaB) de 
lasses et de

fon
tions en C

++

, ave
 une formulation suÆsamment g �en �erale pour pouvoir traiter un grand nombre

de 
as. Même si 
ette librairie est en d �eveloppement permanent, son noyau est largement valid �e et

elle est quotidiennement utilis �ee au LMFA et au TIFR (Hyderabad, Inde).

Vu l'importan
e de 
es m �ethodes dans l'obtention des r �esultats d �e
rits dans 
e m �emoire, je vais

i
i donner les grandes lignes de 
elles que je 
onsid �ere être les plus utiles.

A.6.1. Dis
r �etisation spatiale

Aussi longtemps que les ordinateurs ne pourront ex �e
uter qu'un nombre �ni d'op �erations en un

temps donn �e, il faudra repr �esenter les fon
tions 
ontinues par des approximations qui ne d �ependent

que d'un nombre limit �e de valeurs. Le but de la dis
r �etisation spatiale est alors d'obtenir des solutions

appro
h �ees aux probl �emes di� �erentiels (en espa
e).

Parmi les te
hniques 
ouramment utilis �ees, il y a les m �ethodes de 
ollo
ation qui 
onsistent �a


hoisir un nombre N de points dans le domaine et d'exprimer l'approximation de la fon
tion par les

valeurs prises en 
es points. Ainsi, une fon
tion f(x) est repr �esent �ee par les N valeurs fi asso
i �ees aux

points xi (pour i = 0, 1, . . . , N − 1) et la dis
r �etisation num�erique 
onsiste �a transformer l' �equation

di� �erentielle pour la fon
tion f(x) en un syst �eme de N �equations reliant les valeurs fi.
�

A 
et e�et, on peut exprimer que l' �equation di� �erentielle doit être v �eri� �ee aux points xi si on

sait appro
her les valeurs que prennent les d �eriv �ees de la fon
tion f(x) aux points xi en utilisant les

valeurs fi. Si la m �ethode est eÆ
a
e, la solution du probl �eme dis
r �etis �e est une bonne approximation

du probl �eme 
ontinu : fi ≃ f(xi). Les di� �erentes m �ethodes et leur pr �e
ision d �ependent du nombre

de points N , de leur r �epartition dans le domaine et de la mani �ere d'exprimer les d �eriv �ees.

Les m �ethodes en di� �eren
es �nies sont \lo
ales" et 
onsistent �a appro
her la valeur d'une d �eriv �ee

en un point donn �e en utilisant les valeurs de la fon
tion non d �eriv �ee aux points voisins. Ainsi, f
(n)
i

repr �esentant la n-i �eme d �eriv �ee au point xi peut être exprim �e en fon
tion des valeurs en xi−l, . . . , xi+l


omme

f
(n)
i =

∑

i−l≤j≤i+l

d
(n)
i,j fj, (54)

o �u les 
oeÆ
ients d
(n)
i,j , pour i − l ≤ j ≤ i + l, sont obtenus ave
 des formules analytiques faisant

intervenir uniquement les valeurs des points xi−l, . . . , xi+l. Il faut au minimum n + 1 points pour

pouvoir appro
her une n-i �eme d �eriv �ee et plus le nombre de points utilis �es est �elev �e, meilleur sera

l'ordre de l'approximation. On utilise souvent des points xi uniform �ement r �epartis sur le domaine,

mais une r �epartition non uniforme peut être pr �ef �erable pour augmenter la r �esolution spatiale dans


ertaines r �egions ou la r �eduire dans d'autres. Les 
onditions aux limites p �eriodiques s'impl �ementent

fa
ilement en di� �eren
es �nies : dans la formule (54) il suÆt de rempla
er fj par fj−N (ou fj+N )

lorsque j ≥ N (ou j < 0).
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Les m �ethodes �a base de polynômes de Chebyshev sont \globales" et font intervenir les valeurs

en tous les points :

f
(n)
i =

∑

0≤j<N

d
(n)
i,j fj . (55)

Ces m �ethodes sont amplement d �e
rites dans plein d'ouvrages (p.ex. [6℄). Il suÆt de rappeler que

le 
hoix des points de Gauss{Lobatto xi = − cos iπ/(N − 1), ave
 0 ≤ i < N , est parti
uli �erement

judi
ieux pour dis
r �etiser l'intervalle −1 ≤ x ≤ 1. Pour d �e
rire des fon
tions sym �etriques ou anti-

sym �etriques, il suÆt de ne 
onserver que les points de 
ollo
ation du demi-intervalle 0 ≤ x ≤ 1 et

d'utiliser les formules analogues �a (55) obtenues en supposant que f(−x) = f(x) ou −f(x). Cette

appro
he est notamment utilis �ee pour travailler en 
oordonn �ees 
ylindriques, 
ar 
ha
une des 
om-

posantes qui interviennent dans un probl �eme est alors soit une fon
tion sym�etrique soit une fon
tion

antisym �etrique de la 
oordonn �ee radiale. Nous avons aussi remarqu �e que le 
onta
t ave
 une paroi se

traduit par des 
onditions de non-glissement pour la vitesse, mais, en th �eorie, il n'y a pas de 
ondi-

tions aux limites pour la pression.

�

A 
et e�et, il est souvent utile de dis
r �etiser les 
hamps de vitesse

sur N points allant de x0 = −1 �a xN−1 = 1 et de n'utiliser que les N − 2 points int �erieurs (de x1 �a

xN−2) pour la pression. Ce
i revient �a n'utiliser qu'une base de N − 2 polynômes de Chebyshev pour

d �e
rire la pression et se traduit par des formules di� �erentes pour les 
oeÆ
ients d
(n)
i,j des op �erateurs

de d �erivation, mais permet de garder les mêmes points de 
ollo
ation pour la vitesse et la pression.

Quelle que soit la m �ethode 
hoisie (di� �eren
es �nies ou Chebyshev) et quelle que soit la variante

parti
uli �ere de 
ette m �ethode (p �eriodique ou non p �eriodique, sym �etrique ou antisym �etrique, ave
 ou

sans les bords. . . ) un probl �eme di� �erentiel lin �eaire, par exemple du se
ond ordre de la forme

a0(x)f(x) + a1(x)f
′(x) + a2(x)f

′′(x) = g(x), (56)

devient, apr �es dis
r �etisation sur N points xi, un syst �eme d' �equations lin �eaires 
oupl �ees

∑

0≤j<N

Li,jfj = gi pour 0 ≤ i < N, (57)

o �u gi ≡ g(xi). I
i Li,j sont les 
oeÆ
ients de la matri
e qui 
orrespond �a la version dis
r �etis �ee

de l'op �erateur di� �erentiel a0(x) + a1(x)∂x + a2(x)∂x2
. Ainsi, toutes les op �erations de d �erivation ou

d'int �egration, de r �esolution de probl �emes di� �erentiels ou de probl �emes aux valeurs propres, se tra-

duisent par des op �erations d'alg �ebre lin �eaire bas �ees sur les matri
es 
orrespondantes. Les valeurs

des �el �ements de 
es matri
es d �ependent �evidemment de la m �ethode de dis
r �etisation 
hoisie, mais

les op �erations alg �ebriques elles-mêmes n'en d �ependent pas. Notons que la matri
e 
orrespondant �a

la version dis
r �etis �ee d'un tel op �erateur di� �erentiel est dense pour une m�ethode de Chebyshev alors

qu'elle a une stru
ture en bandes pour une m�ethode en di� �eren
es �nies : par exemple tridiagonale

ou pentadiagonale lorsque les d �eriv �ees sont 
al
ul �ees sur trois ou 
inq points respe
tivement.

Pour les probl �emes qui d �ependent de deux 
oordonn �ees spatiales, une fon
tion f(x0, x1) peut

être dis
r �etis �ee en asso
iant deux des m �ethodes d �e
rites 
i-dessus, du moment que le domaine de

d �e�nition est re
tangulaire. En utilisant N0 points de 
ollo
ation en x0 et N1 points en x1, il en r �esulte

alors un maillage de N0N1 points de 
ollo
ation dans le domaine re
tangulaire. Les formules pour

exprimer les di� �erentes d �eriv �ees partielles se d �eduisent alors de 
elles provenant des dis
r �etisations

de 
ha
une des deux dire
tions, et les matri
es asso
i �ees aux probl �emes di� �erentiels bidimensionnels

sont de taille N0N1 × N0N1. Lorsque la dis
r �etisation asso
ie une m�ethode de Chebyshev dans une

dire
tion ave
 des di� �eren
es �nies dans l'autre dire
tion, il en r �esulte des matri
es qui ont une stru
-

ture en bandes par blo
s (par exemple pentadiagonales par blo
s), 
e qui r �eduit 
onsid �erablement les

besoins en m�emoire et permet �egalement d'utiliser des algorithmes tr �es eÆ
a
es, 
omme l'algorithme

de Thomas pour r �esoudre des probl �emes de Poisson ou de Helmholtz.

L'impl �ementation num�erique a �et �e faite dans le sou
i de s �eparer le 
hoix de la dis
r �etisation

et toutes les op �erations di� �erentielles asso
i �ees. Ainsi, on peut fa
ilement passer d'un s
h �ema aux

di� �eren
es �nies en 3 points, �a un s
h �ema en 5 points, �a une m�ethode de Chebyshev, en rajoutant

�eventuellement un mapping. . . : pour 
ela il suÆt de modi�er la sp �e
i�
ation du ou des maillages, 
ar

la partie du 
ode qui 
on
erne la r �esolution du probl �eme reste in
hang �ee.
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A.6.2. Probl �eme aux valeurs propres

Quel que soit le type d' �e
oulement ouvert �etudi �e, au 
�ur de toutes les analyses de stabilit �e, il

y a l'obtention de la relation de dispersion et don
 la r �esolution des probl �emes aux valeurs propres,

dont la formulation analytique a �et �e donn �ee en §A.5.5.

Consid �erons un �e
oulement de base parall �ele et permanent �a deux 
omposantes de la forme

U = U1(x0)e1 + U2(x0)e2, (58)

dans le domaine |x0| < R. Les perturbations sont alors �a 
her
her sous la forme normale (33) et r �egies

par les �equations (34{38).

On utilise typiquement une m�ethode de Chebyshev o �u les 
omposantes û0, û1 et û2 de la vitesse de

la perturbation sont dis
r �etis �es surN points de 
ollo
ation ξ0 = −R < ξ1 < . . . < ξi < . . . < ξN−1 = +R,

alors que la pression p̂ l'est sur les N−2 points int �erieurs au domaine ξ1 < . . . < ξi < . . . < ξN−2. Ainsi,

la perturbation peut être repr �esent �ee par un ve
teur de taille 4N − 2 de la forme X = (u0, u1, u2, p),

o �u u0, u1 et u2 sont les ve
teurs de taille N des valeurs des 
omposantes de vitesse sur les N points

et p est un ve
teur de taille N − 2 des valeurs de la pression sur les N − 2 points int �erieurs. Alors les

�equations (34{38), se traduisent par un probl �eme aux valeurs propres g �en �eralis �e

ωAX = BX, (59)

o �u les matri
es A et B se d �e
omposent par blo
s de la mani �ere suivante :

A =









I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 0









et B =









B00 B01 B02 G0

B10 B11 B12 G1

B20 B21 B22 G2

D0 D1 D2 0









. (60)

Dans 
ette d �e
omposition, les blo
s G0, G1 et G2 sont re
tangulaires de taille N × (N − 2) (ave
 N

lignes et N − 2 
olonnes) et 
orrespondent aux 
omposantes de la version dis
r �etis �ee de l'op �erateur

gradient (multipli �e par −i) : G0 = −i∂0, G1 = α1 et G2 = (1/x0) α2 respe
tivement (ave
 quelques

abus de notation, qui ne devraient pas prêter �a 
onfusion). Les blo
s D0, D1 et D2 sont de taille

(N −2)×N et 
orrespondent aux di� �erents termes de l'op �erateur divergen
e (aussi multipli �e par −i) :

D0 = −i∂0 − (1/x0) , D1 = α1 et D2 = (1/x0) α2 respe
tivement. Les blo
s Bij sont 
arr �es de taille

N ×N , et proviennent des di� �erents termes des op �erateurs d'adve
tion et de di�usion. La matri
e A

poss �ede la même stru
ture de blo
s (ave
 I l'identit �e).

Dans la formulation pr �e
 �edente, il faut en
ore tenir 
ompte des 
onditions de non-glissement

aux parois, en rempla�
ant dans les matri
es A et B les lignes 
orrespondant aux valeurs des 
om-

posantes de la vitesse aux parois. Mais 
es 
onditions de Diri
hlet homog �enes permettent aussi

d' �eliminer 
ompl �etement 
es valeurs aux bords des ve
teurs u0, u1 et u2 : en pro
 �edant ainsi, le

nombre d'in
onnues pour 
haque 
omposante de vitesse devient �egale au nombre de valeurs de la

pression et tous les blo
s des matri
es A et B redeviennent 
arr �es.

Lorsque l' �e
oulement de base (58) est sym �etrique en x0, on peut r �eduire le probl �eme en ne 
on-

sid �erant que la moiti �e du domaine et en utilisant le fait que 
ha
une des 
omposantes de vitesse et

de pression est soit sym �etrique soit antisym �etrique. La sym�etrie ou l'antisym �etrie des 
omposantes

d �epend de l'ordre du mode azimutal α2 en 
oordonn �ees 
ylindriques, en 
oordonn �ees 
art �esiennes

elle d �epend du 
ara
t �ere sinueux ou variqueux des perturbations 
her
h �ees. Alors, il suÆt d'utiliser

les bonnes versions (sym �etriques ou antisym �etriques) des op �erateurs de d �erivation pour 
onstruire

les blo
s de la matri
e B.

En 
oordonn �ees polaires, il peut y avoir une diÆ
ult �e suppl �ementaire lorsque l'axe x0 = 0 fait

partie des points de 
ollo
ations. Ce probl �eme se r �esout fa
ilement en utilisant la r �egle de l'Hôpital

et un d �eveloppement de Taylor des di� �erentes 
omposantes [6℄ et en rempla�
ant les lignes 
orres-

pondantes dans les matri
es.
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Le probl �eme aux valeurs propres g �en �eralis �e (59) peut être r �eduit �a un probl �eme aux valeurs pro-

pres standard en �eliminant la pression. En e�et, puisque D0u0 +D1u1 +D2u2 = 0, on a

[D0G0 +D1G1 +D2G2]p+ [D0 D1 D2 ]





B00 B01 B02

B10 B11 B12

B20 B21 B22









u0
u1
u2



 = 0, (61)


e qui permet d'exprimer la pression en fon
tion des 
omposantes de la vitesse sous la forme : p =

P0u0 + P1u1 + P2u2. Le probl �eme aux valeurs propres (59) devient alors

ω





u0
u1
u2



 = C





u0
u1
u2



 , (62)

ave






C00 C01 C02

C10 C11 C12

C20 C21 C22



 =





B00 B01 B02

B10 B11 B12

B20 B21 B22



+





G0P0 G0P1 G0P2

G1P0 G1P1 G1P2

G2P0 G2P1 G2P2



 . (63)

Finalement, lorsque α1 6= 0 ou α2 6= 0, la 
ondition d'in
ompressibilit �e permet en
ore d'exprimer

la 
omposante u1 ou u2 en fon
tion des autres et de l' �eliminer du probl �eme (62). En pro
 �edant ainsi,

on ram �ene le probl �eme g �en �eralis �e (59) ave
 quatre 
omposantes �a un probl �eme standard ave
 deux


omposantes.

Toutes 
es manipulations sont ind �ependantes de la m �ethode 
hoisie pour la dis
r �etisation spatiale

et permettent don
 de 
al
uler eÆ
a
ement les relations de dispersion dans une vari �et �e de 
on�gu-

rations.

A.6.3. Int �egration temporelle

Tous les syst �emes 
onsid �er �es i
i sont r �egis par des �equations aux d �eriv �ees partielles qui sont du

premier ordre en temps, que 
e soient les �equations de Navier{Stokes (1,2) ou l' �equation de Ginzburg{

Landau (20). Quand il s'agit de les simuler num�eriquement il est don
 naturel d'utiliser des te
hniques

similaires. La m �ethode d'int �egration temporelle tr �es g �en �erale d �etaill �ee 
i-dessous m'a servi pour

�etudier un grand nombre de 
as.

L' �etape de la dis
r �etisation spatiale transforme les �equations aux d �eriv �ees partielles (1,2) en un

syst �eme d' �equations di� �erentielles ordinaires du premier ordre en temps, qui peuvent s' �e
rire sous

la forme

du

dt
= N(u) −∇p, (64)

0 = ∇ · u, (65)

o �u u et p repr �esentent les ve
teurs 
orrespondant aux 
hamps de vitesse et de pression dis
r �etis �es

spatialement. I
i, l'op �erateur non lin �eaire

N(u) ≡ −(u · ∇)u+ ν∆u (66)

regroupe les termes d'adve
tion et de di�usion, alors que les op �erateurs lin �eaires not �es ∇ et ∇·


orrespondent au gradient et �a la divergen
e et s'expriment sous forme de matri
es.

L'int �egration temporelle 
onsiste alors �a avan
er par pas de temps su

essifs pour 
al
uler les


hamps u

n ≡ u(tn) aux instants dis
rets tn ≡ n∆t. I
i, nous utiliserons un pas de temps ∆t 
on-

stant, mais la m �ethode d �e
rite 
i-dessous pourrait être adapt �ee au 
as d'un pas de temps variable.

Les nouvelles valeurs du 
hamp u

n+1
sont obtenues �a partir des valeurs aux instants pr �e
 �edents u

n
,

u

n−1
, . . . en exprimant les di� �erents termes de (64), �evalu �es �a un instant parti
ulier t⋆ = (n+ τ⋆)∆t,

ave
 0 ≤ τ⋆ ≤ 1. Pour exprimer 
ha
un de 
es termes, on peut utiliser une formulation expli
ite (qui
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ne d �epend que des 
hamps d �ej �a 
al
ul �es) ou une formulation impli
ite (qui fait intervenir �egalement

le 
hamp en
ore in
onnu u

n+1
).

�

A 
et e�et il est utile de d �e
omposer N(u) 
omme

N(u) = E(u) + I(u) (67)

o �u E(u) est un terme \expli
ite" obtenu �a l'instant t⋆ par extrapolation �a partir des valeurs pr �e
 �edentes

E(u) ≃
∑

q>0

βqE(u
n+1−q) (68)

et o �u I(u) est un terme \impli
ite" obtenu par interpolation (d �ependant aussi de u

n+1
)

I(u) ≃
∑

q≥0

γqI(u
n+1−q). (69)

La d �eriv �ee temporelle s'exprime 
omme

du

dt
≃

1

∆t

∑

q≥0

αqu
n+1−q. (70)

Ainsi, l' �equation (64) devient

α0u
n+1 −∆tγ0I(u

n+1) = −
∑

q>0

αqu
n+1−q +∆t

∑

q>0

βqE(u
n+1−q) + ∆t

∑

q>0

γqI(u
n+1−q)−∆t∇p, (71)

o �u les 
hamps u du membre de droite sont tous 
onnus. Les 
oeÆ
ients αq, βq et γq sont 
al
ul �es par

des formules analytiques et sont enti �erement d �etermin �es par l'instant t⋆ 
hoisi et l'ordre d'approxi-

mation. Par exemple, pour un s
h �ema de Crank{Ni
olson du se
ond ordre on a : τ⋆ = 0.5, α0 = 1,

α1 = −1, β1 = 3/2, β2 = −1/2, γ0 = γ1 = 1/2. Ave
 
ette formulation il est fa
ile de tester des s
h �emas

de di� �erents ordres et plus ou moins impli
ites (τ⋆ plus pro
he de 1 ou de 0).

Le 
al
ul de u

n+1
�a partir de (71) n'est gu �ere 
ommode que si l'op �erateur I est lin �eaire et l'op �e-

rateur H ≡ α0 − ∆tγ0I bien 
onditionn �e. Par ailleurs, un traitement impli
ite de l'op �erateur de dif-

fusion permet aussi de prendre des pas de temps ∆t plus grands. Pour toutes 
es raisons, on met

g �en �eralement les termes visqueux dans I et les termes d'adve
tion dans E, soit

E(u) = −(u · ∇)u et I(u) = ν∆u, (72)

mais plusieurs 
hoix peuvent être possibles, du moment que la somme de E et de I est �egale �a N.

En parti
ulier, dans une formulation en 
oordonn �ees 
ylindriques, on a int �erêt �a traiter de mani �ere

expli
ite les termes de l'op �erateur de di�usion qui 
ouplent les 
omposantes u0 et u2, voir (16,18).

Dans l' �equation (71), il reste une in
onnue dans le membre de droite, le gradient de pression ∇p,

dont le rôle est de garantir que l' �e
oulement reste in
ompressible. En fait, l' �equation (71) ave
 la


ontrainte

0 = ∇ · un+1
(73)

permet, en prin
ipe, de 
al
uler le 
hamp de vitesse u

n+1
et le gradient de pression ∇p. Mais la

r �esolution d'une telle �equation sous 
ontrainte est un probl �eme 
omplexe. Alors, plutôt que de 
al-


uler simultan �ement la pression et le 
hamp de vitesse �nal, on utilise une m�ethode de pr �edi
tion{


orre
tion tr �es pro
he des algorithmes introduits par Goda [16℄ et perfe
tionn �es ensuite par Raspo et

al. [43℄.

La mani �ere de pro
 �eder 
onsiste �a 
al
uler d'abord une valeur appro
h �ee de la pression p̄, puis une

valeur provisoire du 
hamp de vitesse u

⋆
avant de le projeter sur l'espa
e des 
hamps in
ompressibles

pour obtenir u

n+1
. Cet algorithme pour avan
er d'un pas de temps de tn �a tn+1


omporte plusieurs

�etapes, d'o �u le nom de m�ethode �a pas fra
tionnaire :
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(i) Cal
ul d'une valeur appro
h �ee de la pression p̄.

En prenant la divergen
e de (64) et en utilisant (65), on trouve que la pression doit v �eri�er

∆p = ∇ · [−(u · ∇) · u]. (74)

Ce probl �eme de Poisson est g �en �eralement 
ompl �et �e par des 
onditions aux limites de Neumann

obtenues en prenant la 
omposante normale de (64) le long des parois

∂np = n · [ν∆u], (75)

o �u ∂np ≡ n ·∇p et n est un ve
teur unitaire normal aux parois, et on a utilis �e que n · [(u ·∇) ·u+∂tu] = 0

du fait de la 
ondition de non-glissement aux parois. En appliquant 
e raisonnement �a l' �equation

dis
r �etis �ee temporellement (71), une pr �edi
tion du 
hamp de pression peut être obtenue en r �esolvant

le probl �eme de Poisson

∆p̄ = ∇ ·
∑

q>0

βq
[

−(un+1−q · ∇)un+1−q
]

, (76)

ave


∂np = n ·
∑

q>0

βq
[

ν∆u

n+1−q
]

(77)

aux bords. Notons que la seule di� �eren
e entre les �equations (76,77), et 
elles obtenues en prenant la

divergen
e de (71) est que tous les termes sont obtenus par extrapolation en utilisant les 
oeÆ
ients βq
et ne font pas intervenir le 
hamp u

n+1
qui n'est pas en
ore 
onnu �a 
e stade.

(ii) Cal
ul d'une valeur provisoire du nouveau 
hamp de vitesse.

En utilisant la valeur appro
h �ee de la pression p̄, un nouveau 
hamp de vitesse u

⋆
est obtenu par

r �esolution du probl �eme de Helmholtz :

[α0 −∆tγ0I]u
⋆ = −

∑

q>0

αqu
n+1−q +∆t

∑

q>0

βqE(u
n+1−q) + ∆t

∑

q>0

γqI(u
n+1−q)−∆t∇p̄, (78)

ave
 des 
onditions aux limites de Diri
hlet

u

⋆ = 0, (79)


orrespondant au non-glissement aux parois.

(iii) Corre
tion de la vitesse par proje
tion sur l'espa
e des 
hamps in
ompressibles.

Malgr �e toutes les pr �e
autions prises lors des deux pr �e
 �edentes �etapes, le 
hamp de vitesse u

⋆
n'est pas

parfaitement in
ompressible. Pour 
orriger 
e d �efaut, le nouveau 
hamp de vitesse u

n+1
est obtenu

par proje
tion

u

n+1 = u

⋆ −
∆t

α0
∇φn+1, (80)

o �u le 
hamp φn+1
v �eri�e le probl �eme de Poisson

∆φn+1 = ∇ ·
(α0

∆t
u

⋆
)

, (81)

ave
 des 
onditions aux limites de Neumann homog �enes

∂nφ
n+1 = 0. (82)

Apr �es 
ette �etape de proje
tion, la 
ondition de divergen
e nulle (∇·un+1 = 0) est v �eri� �ee dans tout le

domaine. On remarquera 
ependant que 
ette proje
tion peut introduire une l �eg �ere vitesse de glisse-

ment �a la paroi. En e�et, la 
ondition (82) garantit que la nouvelle vitesse u

n+1
satisfait la 
ondition

d'imp �en �etrabilit �e (n.un+1 = 0), mais les 
omposantes tangentes �a la paroi du gradient de φn+1
ne sont

pas n �e
essairement nulles et la proje
tion (80) peut don
 venir d �et �eriorer la 
ondition (79). Ce d �efaut
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n'est g �en �eralement pas important, mais on peut quand même y rem �edier en modi�ant les 
onditions

aux limites du probl �eme de Helmholtz. En e�et, il suÆt d'anti
iper la modi�
ation de la vitesse aux

parois, due �a l' �etape de proje
tion (80), 
e qui pourrait se faire en rempla�
ant la 
ondition (79) par

u

⋆ = ∆t
α0

∇φn+1
. Le 
hamp φn+1

n' �etant pas en
ore disponible �a 
ette �etape-l �a, il faut rendre expli
ite


ette 
ondition par une nouvelle extrapolation :

u

⋆ =
∆t

α0

∑

q>0

δq∇φ
n+1−q, (83)

o �u les 
oeÆ
ients δq 
orrespondent �a l'extrapolation d'une quantit �e �a l' �etape n + 1 en utilisant les

valeurs 
al
ul �ees pr �e
 �edemment aux �etapes n, n− 1, . . .

Si la 
orre
tion apport �ee au 
hamp de vitesse par 
ette �etape de proje
tion (80) est signi�
ative,


ela veut dire que l' �etape pr �e
 �edente (78) a produit un r �esultat qui s' �e
arte beau
oup des 
hamps de

vitesse �a divergen
e nulle. C'est justement pour 
ela qu'il est important de faire �evoluer le 
hamp de

vitesse �a l' �etape (78) ave
 une bonne approximation du gradient de pression. La performan
e de 
ette

te
hnique peut être �evalu �ee en 
omparant les amplitudes de ∇p̄ et ∇φ �a 
haque pas de temps. Ave


une impl �ementation 
oh �erente, l'amplitude de ∇φ est inf �erieure �a 
elle de ∇p̄ de plusieurs ordres de

grandeur.

A.7. R�esum�e des prin
ipaux r �esultats

Les m �ethodes th �eoriques et num�eriques pr �esent �ees dans un 
adre g �en �eral dans les se
tions

pr �e
 �edentes 
onstituent les �el �ements essentiels que j'ai mis en �uvre pour �etudier la dynamique

de di� �erentes 
on�gurations d' �e
oulements ouverts. Dans 
ette partie, je pr �esenterai maintenant les

prin
ipaux r �esultats obtenus, en me r �ef �erant aux arti
les publi �es (voir §C.1).

A.7.1. Modes globaux non lin �eaires dans les �e
oulements 
isaill �es

Ce th �eme a 
onstitu �e mon sujet prin
ipal de re
her
he pendant ma th �ese et les ann �ees suivantes.

Il s'agit de l' �etude d' �e
oulements ouverts qui pr �esentent un 
omportement os
illant intrins �eque : sans

a
tion ext �erieure, de petites 
u
tuations sont ampli� �ees sur pla
e et, apr �es une 
roissan
e transitoire,


onduisent �a un r �egime stationnaire o �u les 
u
tuations d'amplitude �nie s'installant aux di� �erents

endroits sont toutes a

ord �ees �a une même fr �equen
e. La dynamique est intrins �eque 
ar elle est peu

sensible aux 
onditions d'entr �ee et ne d �epend que des 
ara
t �eristiques de l' �e
oulement au 
�ur même

du domaine. Pour des �e
oulements de base qui se d �eveloppent lentement en espa
e, la stru
ture glo-

bale est 
elle d'un train d'ondes progressives modul �ees dont le nombre d'onde lo
al �evolue lentement

le long de l' �e
oulement. L'obje
tif est alors d'identi�er les 
auses d'un tel 
omportement globalement

syn
hronis �e, de 
omprendre le m �e
anisme de s �ele
tion et de pr �edire la fr �equen
e, l'amplitude ainsi

que la stru
ture spatiale des 
u
tuations.

Dans un 
adre stri
tement lin �eaire, la s �ele
tion de modes globaux a �et �e r �esolue par une s �erie

de travaux r �ealis �es pr �e
 �edemment [24℄, mais peu de 
hoses �etaient 
onnues sur l' �evolution non

lin �eaire [10℄. C'est pr �e
is �ement le probl �eme de l'existen
e et de la s �ele
tion de modes globaux ave


une amplitude �nie qui a fait l'objet de mes travaux. Di� �erentes m �ethodes ont �et �e utilis �ees. Dans un

premier temps, j'ai �etudi �e le mod �ele simpli� �e de l' �equation de Ginzburg{Landau ( �a 
oeÆ
ients lente-

ment variables en espa
e) qui ne prend pas en 
ompte la 
omplexit �e des �equations de Navier{Stokes

mais qui, par le pass �e, s'est d �ej �a r �ev �el �e tr �es utile pour appr �ehender la dynamique d'un grand nom-

bre d' �e
oulements. L' �etude th �eorique de 
e mod �ele m'a permis de montrer qu'il existe deux types

de stru
tures syn
hronis �ees non lin �eaires (�gure 2) : appel �ees modes doux ou \
hapeaux" [A1℄ et

modes raides ou \ �el �ephants" [A2℄. Ce sont deux 
rit �eres di� �erents qui d �eterminent la fr �equen
e et

la stru
ture spatiale de 
ha
un de 
es modes [A4℄. Les modes 
hapeaux (�gure 2a{2
) pr �esentent

une enveloppe et un nombre d'onde lo
al lentement variables sur tout le domaine ; leur 
rit �ere de
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FIGURE 2. Modes globaux non lin �eaires de type \
hapeau" (a,b,
) et \ �el �ephant" (d,e,f) obtenus ave
 l' �equation

de Ginzburg{Landau inhomog �ene. (a,d) Enveloppe |ψ| et partie r �eelle ψr des modes. (b,e) Bran
hes spatiales

lin �eaires kl± et non lin �eaires knl±

al
ul �ees analytiquement (
ourbes 
ontinues) et nombre d'onde lo
al de la

simulation num�erique (
ourbe pointill �ee). (
,f) D'apr �es [44℄.

s �ele
tion repose sur un point selle de la relation de dispersion non lin �eaire lo
ale qui e�e
tue la jon
-

tion entre la bran
he knl− et la bran
he knl+. Les modes �el �ephants (�gure 2d{2f) sont 
ara
t �eris �es

par un front raide tourn �e vers l'amont, situ �e au bord amont de la r �egion absolument instable ; leur

fr �equen
e est d �etermin �ee par 
e front qui permet le passage entre la bran
he lin �eaire kl− et la bran
he

non lin �eaire knl+.

Ces deux modes sont don
 deux solutions di� �erentes pour le 
rit �ere de s �ele
tion de la fr �equen
e

globale pos �e 
omme un probl �eme de valeur propre non lin �eaire (§A.5.8) : trouver la fr �equen
e globale

qui permet de satisfaire les 
onditions de 
ausalit �e qui exigent le passage d'une bran
he spatiale − �a

l'amont vers une bran
he spatiale + �a l'aval. Ces deux m�e
anismes de r �esonan
e s'ex
luent mutuelle-

ment : un seul mode est possible dans une situation donn �ee. Ce travail est en grande partie analytique

et repose sur des m �ethodes asymptotiques (approximations WKBJ [3℄). Les r �esultats ont �egalement

�et �e 
on�rm �es par simulation num�erique dire
te de l' �equation de Ginzburg{Landau.

Apr �es avoir identi� �e, �a l'aide de 
e mod �ele, les prin
ipes de s �ele
tion de 
es stru
tures syn
hro-

nis �ees d'amplitude �nie, j'ai pu g �en �eraliser 
es r �esultats aux �equations 
ompl �etes de la m �e
anique des


uides. Même si l'appro
he est similaire dans son prin
ipe, que le syst �eme soit r �egi par une �equation

mod �ele ou les �equations de Navier{Stokes, l' �etude d'un \vrai" �e
oulement n �e
essite la mise en �uvre

de simulations num�eriques nettement plus 
ons �equentes.

La premi �ere d �emonstration [A5,A6℄ de la validit �e du 
rit �ere de s �ele
tion non lin �eaire a �et �e r �ealis �ee

pour un sillage \synth �etique" : �e
oulement de type sillage se d �eveloppant spatialement, sans obsta
le

et sans zone de re
ir
ulation, mais qui n �eanmoins ob �eit aux �equations de Navier{Stokes et pr �esente

une r �egion d'instabilit �e absolue lo
ale.

�

A 
ause de l'instabilit �e absolue, le syst �eme s'installe dans

un r �egime pleinement d �evelopp �e qui g �en �ere une all �ee tourbillonaire p �eriodique en temps et qui se
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FIGURE 3. Dynamique globale d'un sillage synth �etique. Les zones grises indiquent la r �egion absolument instable.

(a) Composante selon x de la vitesse de l' �e
oulement de base non perturb �e. (b) Composante selon x de la vitesse

instantan �ee dans le r �egime p �eriodique pleinement d �evelopp �e.

propage vers l'aval (�gure 3).

Ensuite, j'ai revisit �e l'exemple sans doute le plus 
 �el �ebre d'un �e
oulement p �eriodique auto-

entretenu : l'all �ee de von K �arm �an, des tourbillons �emis ave
 une p �eriodi
it �e bien d �etermin �ee pour

former une rang �ee tr �es r �eguli �ere dans le sillage d'un 
ylindre. En �etudiant les propri �et �es lo
ales de

stabilit �e, j'ai r �eussi �a montrer que l'all �ee tourbillonnaire peut être interpr �et �ee 
omme un mode global

non lin �eaire [A7℄. Le 
rit �ere de s �ele
tion de la fr �equen
e est bas �e sur la fr �equen
e absolue lo
ale, 
al-


ul �ee sous l'hypoth �ese d'un �e
oulement de base quasi-parall �ele. Même si 
ette hypoth �ese n'est pas

bien v �eri� �ee au voisinage du 
ylindre, la pr �edi
tion th �eorique est en bon a

ord ave
 les simulations

num�eriques dire
tes pour des nombres de Reynolds Re > 100, 
e qui n'est pas le 
as d'autres 
rit �eres

propos �es pr �e
 �edemment (�gure 4).

Plus r �e
emment, en g �en �eralisant 
ette d �emar
he au 
adre pleinement tridimensionnel du sillage

d'une sph �ere, j'ai �egalement pu mettre en �eviden
e l'existen
e d'une r �egion absolument instable,

moteur de la produ
tion p �eriodique de tourbillons dans 
e syst �eme [A11℄ (voir §A.7.5.).

Une appro
he similaire m'a �egalement permis d'identi�er le s
 �enario de transition qui r �egit la

dynamique d'une 
ou
he limite tridimensionnelle due �a un disque en rotation [A9℄ (voir §A.7.3.).

A.7.2. Contrôle en bou
le ouverte de syst �emes absolument instables

L'existen
e d'une instabilit �e absolue est g �en �eralement asso
i �ee ave
 une dynamique intrins �eque

robuste, largement insensible au bruit ext �erieur. Cependant j'ai pu d �emontrer qu'un for�
age har-

monique bien 
hoisi peut avoir une in
uen
e 
onsid �erable, même pour des amplitudes exponen-

tiellement faibles, et modi�er profond �ement la dynamique globale d'un tel syst �eme.

Comme vu pr �e
 �edemment, les syst �emes spatialement inhomog �enes ave
 une r �egion absolument

instable sont maintenant 
onnus pour donner lieu �a des modes globaux auto-entretenus d'amplitude

�nie. I
i on montre qu'une telle dynamique intrins �eque peut être modi� �ee par un for�
age de faible

amplitude appliqu �e dans la zone 
onve
tivement instable, en amont des 
u
tuations pleinement
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FIGURE 4. Variation ave
 le nombre de Reynolds des fr �equen
es 
ara
t �eristiques du 
ylindre (pulsation ω et nom-

bre de Strouhal St). La fr �equen
e obtenue par simulation num�erique dire
te (
arr �es ouverts) suit parfaitement la


ourbe exp �erimentale propos �ee par Williamson [50℄ (ligne 
ontinue). Les fr �equen
es ωca
0 pr �edites par la th �eorie

des modes \ �el �ephant" (
arr �es pleins) sont en assez bon a

ord, surtout pour Re > 100. D'autres fr �equen
es


ara
t �eristiques ne peuvent pas rendre 
ompte du ph �enom�ene. Notons la bonne performan
e de ω̄ℓ
s,r (losanges)

obtenu par la th �eorie des modes globaux lin �eaires bas �ee sur l' �e
oulement moyen au lieu de l' �e
oulement de base.
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FIGURE 5. Enveloppe |ψe| et partie r �eelle Reψe d'un mode \ �el �ephant". La r �egion absolument instableXca = −1 <

X < Xac = 1 est indiqu �ee en gris. Le front de fr �equen
e ωca
0 �a Xca

engendre la bran
he lin �eaire amont kℓ− et la

bran
he non lin �eaire aval knℓ+
. Plus loin en aval, au-del �a du point neutre Xn qui d �epend de la fr �equen
e ωca

0 , la

bran
he exponentiellement d �e
roissante kℓ+ prend le relais.

d �evelopp �ees. Cette te
hnique permet d'a

order la fr �equen
e de l'ensemble du syst �eme �a n'importe

quelle valeur dans toute une gamme de fr �equen
es, en ne d �epensant qu'une �energie exponentielle-

ment faible.

Cette m �ethode de 
ontrôle a �et �e mise au point en �etudiant le mod �ele simpli� �e unidimensionnel

de l' �equation de Ginzburg{Landau 
omplexe inhomog �ene en espa
e (20).

Dans une situation ave
 une r �egion 
entrale absolument instable, un �etat d'amplitude �nie et

p �eriodique en temps est obtenu en l'absen
e de for�
age ext �erieur. Un tel mode \ �el �ephant" est 
ara
-

t �eris �e par un front raide au bord amont de la r �egion absolument instable (�gure 5). Ce front qui a une

fr �equen
e r �eelle agit 
omme une sour
e produisant le train d'ondes d'amplitude �nie se propageant

vers l'aval et les ondes �evanes
entes qui se propagent vers l'amont. Ainsi, tout le domaine est a

ord �e

�a la fr �equen
e du front.
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FIGURE 6. Contrôle d'une solution auto-entretenue par for�
age harmonique lo
alis �e. Repr �esentation spatio-

temporelle de Reψ(x, t). La 
on�guration est la même que 
elle de la �gure 5, et pour t < 0 le syst �eme est dans

l' �etat d'os
illations naturelles �a la fr �equen
e ωca
0 = 0.4 ave
 un front �a Xca = −1. Un for�
age de fr �equen
e ωf = 1

est appliqu �e �a Xf = −2 pour t > 0 ave
 di� �erentes amplitudes Af . (a) Ave
 Af = 10−12
, le for�
age ext �erieur

n'est pas 
apable de perturber la stru
ture non lin �eaire auto-entretenue. (b) Ave
 Af = 10−11
, la r �eponse spa-

tiale atteint une amplitude �nie pr �e
is �ement �a la position du front Xnl = Xca
et une 
omp�etition entre les deux

fr �equen
es en r �esulte. (
) Ave
 Af = 10−10
, la r �eponse spatiale atteint le r �egime non lin �eaire en Xnl = −1.1 en

amont de Xca
et rempla
e rapidement les os
illations naturelles.

Consid �erons maintenant un for�
age harmonique de faible amplitude lo
alis �e et appliqu �e dans

la r �egion 
onve
tivement instable, en amont de la stru
ture non lin �eaire auto-entretenue. Pour de

faibles amplitudes de for�
age, la r �eponse spatiale au for�
age ainsi que le mode global intrins �eque

sont tous les deux r �egis par une dynamique lin �eaire au voisinage du for�
age. Pour des amplitudes de

for�
age extrêmement faibles, la r �eponse spatiale n'atteint pas une amplitude �nie pr �es du front du

mode global non lin �eaire et est ainsi in
apable de venir perturber le mode global (�gure 6a). Mais il

existe une amplitude 
ritique du for�
age pour laquelle la r �eponse for
 �ee atteint une amplitude �nie

pr �e
is �ement �a l'endroit du front et alors la r �eponse spatiale au for�
age entre en 
omp �etition ave
 le

mode global (�gure 6b). Pour un for�
age l �eg �erement plus important en
ore, la r �eponse �a la fr �equen
e

du for�
age atteint la saturation non lin �eaire en amont du front. Dans 
e 
as (�gure 6
), les os
illations

intrins �eques sont 
ompl �etement supprim �ees et rempla
 �ees par la r �eponse au for�
age dans tout le

domaine.
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Ce 
omportement peut être interpr �et �e 
omme le r �esultat de la 
omp �etition de deux sour
es de

fr �equen
es di� �erentes �a di� �erents endroits : le front auto-entretenu responsable de la dynamique

non lin �eaire naturelle et le for�
age harmonique ext �erieur. En l'absen
e de for�
age ext �erieur, le front

agit 
omme la pierre d'angle sur laquelle repose tout le mode global ; 
e front impose sa fr �equen
e �a

tout le domaine et engendre le train d'ondes non lin �eaires qui se d �eveloppe en aval et 
ouvre toute la

r �egion absolument instable. Quand le for�
age est appliqu �e, 
ette sour
e intrins �eque ne survit qu'aussi

longtemps que la partie du front qui s' �evanouit vers l'amont �evolue dans un milieu non perturb �e. D �es

que le front est submerg �e par une perturbation d'amplitude �nie, la sour
e du mode \ �el �ephant" est

supprim �ee, 
e qui entra�̂ne l' �e
roulement de toute la stru
ture non lin �eaire. La r �egion absolument

instable sous-ja
ente ne joue alors plus de rôle dans la dynamique 
ar elle est masqu �ee par le train

d'ondes non lin �eaires qui r �esulte du for�
age ext �erieur. Ainsi le 
omportement d'os
illateur dû �a une

r �egion absolument instable n'est robuste vis- �a-vis d'un for�
age ext �erieur que si l'amplitude du for�
age

ne d �epasse pas des valeurs exponentiellement faibles.

La m �ethode se d �emarque des strat �egies de 
ontrôle en bou
le ferm �ee [5℄ et est originale �a

plusieurs titres :

• Cette te
hnique ne 
her
he pas �a supprimer les 
u
tuations mais seulement �a rempla
er la

dynamique intrins �eque par un r �egime p �eriodique 
hoisi de sorte �a am �eliorer les performan
es du

syst �eme. Dans la pratique, 
ela peut permettre d' �eviter des r �esonan
es dangereuses, de r �eduire le

bruit, de diminuer les pertes d' �energie ou en
ore de minimiser les for
es de frottement.

• La m�ethode est relativement fa
ile �a mettre en �uvre 
ar elle ne n �e
essite pas d'information

en temps r �eel.

• La m�ethode est �e
onomique 
ar elle tire pro�t des propri �et �es instables du syst �eme. En e�et,

�a 
ause de l'ampli�
ation exponentielle de la r �eponse au for�
age, la puissan
e n �e
essaire au 
ontrôle

est extrêmement faible.

Le prin
ipe et la faisabilit �e de 
ette m �ethode ont, en
ore une fois, d'abord �et �e obtenus dans le


adre d'un syst �eme mod �ele unidimensionnel [A8℄. J'ai ensuite montr �e th �eoriquement et num�erique-

ment [A10℄ que 
ette même m�ethode est utilisable pour retarder la transition dans une 
ou
he limite

tridimensionnelle (voir §A.7.3. 
i-dessous). Un des obje
tifs du projet ANR \Mi
rosillon" a �et �e la

mise au point d'un dispositif exp �erimental pour v �eri�er 
es r �esultats dans un syst �eme r �eel.

A.7.3. Instabilit �es primaires, se
ondaires et 
ontrôle dans une 
ou
he limite tridimensionnelle

Les 
ou
hes limites tridimensionnelles se ren
ontrent dans de nombreuses 
on�gurations pra-

tiques o �u un objet tourne dans un 
uide ou en
ore lorsqu'un �e
oulement arrive en biais sur un obsta
le

et sont 
onnues pour donner lieu �a de fortes instabilit �es qui peuvent rapidement 
onduire �a un r �egime

turbulent [45℄.

L' �e
oulement produit par un disque de grand rayon tournant dans un 
uide au repos 
onstitue

la 
ou
he limite tridimensionnelle g �en �erique et 
on
entre dans une g �eom�etrie �epur �ee la plupart des

propri �et �es des 
on�gurations plus 
omplexes. Von K �arm �an [29℄ a obtenu l' �e
oulement de base 
omme

solution auto-similaire des �equations de Navier{Stokes (�gure 7). Exp �erimentalement, 
e syst �eme

est 
onnu pour donner lieu �a une transition vers un r �egime turbulent au-del �a d'un rayon 
ritique

Rc ≃ 510 (unit �es sans dimension). Cette transition entre l' �e
oulement de base et un �etat turbulent

est tr �es abrupte et parfaitement reprodu
tible [19℄.

L'int �erêt pour 
et �e
oulement a �et �e renouvel �e lorsque Lingwood [33,34℄ a �etudi �e 
e dispositif de

mani �ere th �eorique et exp �erimentale �a l'universit �e de Cambridge et a d �e
ouvert l'existen
e d'une insta-

bilit �e absolue, 
o��n
idant ave
 le rayon 
ritique Rc de la transition vers un �etat turbulent. Cependant,

d'autres �etudes [14,12℄, ont ensuite montr �e que, malgr �e 
ette instabilit �e absolue lo
ale, l' �e
oulement

reste globalement stable dans une appro
he lin �eaire. L'obje
tif demon travail a �et �e de r �esoudre 
e hia-

tus par une appro
he pleinement non lin �eaire, inspir �ee de la th �eorie des modes globaux non lin �eaires

d �evelopp �ee pr �e
 �edemment. En e�et, l' �e
oulement de base remplit parfaitement les 
onditions dans

lesquelles la th �eorie pr �edit des modes globaux non lin �eaires de type \ �el �ephant" [A2,A4℄. Ces stru
-

tures d'amplitude �nie sont 
ara
t �eris �ees par un front stationnaire qui se pla
e �a l'endroit qui s �epare
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FIGURE 7. Cou
he limite tridimensionnelle produite par un disque en rotation. Les 
omposantes radiale rU(z) et

azimutale rV (z) du pro�l de vitesse augmentent lin �eairement ave
 la distan
e radiale r alors que la 
omposante

axiale W (z) vers la surfa
e du disque ne d �epend que de la distan
e normale z.

une r �egion 
onve
tivement instable d'une r �egion absolument instable. Ce front produit des 
u
tu-

ations d'amplitude �nie qui se propagent vers l'aval pour 
ouvrir la r �egion absolument instable, alors

que la r �egion 
onve
tive �a l'amont n'est qu'exponentiellement peu perturb �ee. Ce s
 �enario th �eorique


orrespond don
 exa
tement �a 
e qui est observ �e exp �erimentalement dans 
et �e
oulement. En outre

la 
ondition de faible inhomog �en �eit �e spatiale, essentielle pour la th �eorie, est tr �es bien v �eri� �ee i
i : le

rayon 
ritique Rc est tr �es grand devant l' �epaisseur de la 
ou
he limite.

Pour montrer que la dynamique de 
e syst �eme peut s'expliquer en termes de modes globaux non

lin �eaires, il fallait d'abord �etudier 
omment les propri �et �es lo
ales varient ave
 la distan
e radiale,


'est- �a-dire �etablir 
ompl �etement les relations lo
ales de dispersion lin �eaire et non lin �eaire ainsi

que les fon
tions propres asso
i �ees. Les relations de dispersion font intervenir trois param �etres :

la position radiale R, le nombre d'onde dans la dire
tion radiale α et le nombre de modes dans la

dire
tion azimutale β. Alors que les propri �et �es lin �eaires �etaient 
onnues, l' �equivalent non lin �eaire ne

l' �etait pas. Ave
 l'hypoth �ese d'un faible d �eveloppement radial de l' �e
oulement de base, les solutions

d'amplitude �nie et lo
alement p �eriodiques sont 
al
ul �ees par simulation num�erique d'un probl �eme

d' �evolution temporelle (voir §A.5.6). Ces ondes non lin �eaires prennent la forme de vortex spiraux

(\
ross-
ow"). La �gure 8 montre les 
omposantes azimutale et radiale d'une telle solution sur deux

longueurs d'onde : (a) niveaux des 
omposantes de la perturbation, (b) niveaux des 
hamps totaux

et (
) 
omparaison des pro�ls de l' �e
oulement de base et de l' �e
oulement total. Ces pro�ls donnent

lieu �a plusieurs points d'in
exion dans les 
omposantes azimutale et radiale de la vitesse ; on s'attend

don
 �a 
e qu'ils soient sus
eptibles d'être instables par rapport �a des perturbations se
ondaires.

En pro
 �edant ainsi, �a 
haque position radiale, pour une gamme de nombres d'onde radiaux et

azimutaux, il est possible d'obtenir la famille 
ompl �ete de solutions non lin �eaires satur �ees pour 
ette


ou
he limite, ainsi que la relation de dispersion non lin �eaire asso
i �ee.

Une analyse en �e
helles multiples a alors permis de 
onstruire une solution globale de type \mode

�el �ephant" �a partir des ondes lin �eaires et non lin �eaires lo
ales. Dans 
ette stru
ture, un front station-

naire �a R = 507 �emet un train d'ondes non lin �eaires qui se propagent radialement vers l'ext �erieur

et ont une stru
ture de vortex spiraux, alors que la r �egion �a l'int �erieur du front est 
ouverte par des

ondes lin �eaires �evanes
entes (�gure 9).

Ces r �esultats rendent bien 
ompte de l'apparition de 
u
tuations d'amplitude �nie �a Rc, mais

n'expliquent pas en
ore la brusque transition vers un r �egime 
haotique observ �ee exp �erimentalement

�a 
ette même position.

Pour 
omprendre l'origine du r �egime d �esordonn �e, une �etude d �etaill �ee de stabilit �e se
ondaire
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FIGURE 8. Stru
ture d'une onde non lin �eaire satur �ee �a R = 510, β = 68, α = 0.35 et ω = 50.5. Composantes de

vitesse (1) azimutale et (2) radiale. (a) Courbes de niveaux de la vitesse de la perturbation sur deux longueurs

d'onde. (b) Courbes de niveaux de la vitesse totale. (
) Comparaison des pro�ls de vitesse de base (traits �ns) et

de vitesse totale (traits �epais).

a �et �e men �ee. Dans 
ette appro
he, on prend 
omme nouvel �e
oulement de base les solutions non

lin �eaires primaires et on �etudie la dynamique de leurs perturbations. Comme les solutions primaires

sont p �eriodiques en temps et en espa
e et donn �ees par leur d �e
omposition en modes de Fourier, il est

n �e
essaire de re
ourir �a une m�ethode de Floquet [22℄ pour obtenir la relation de dispersion se
on-

daire. Ce probl �eme est d'une assez grande 
omplexit �e alg �ebrique et entra�̂ne des 
al
uls num�eriques

intensifs (probl �emes aux valeurs propres g �en �eralis �es de grandes dimensions). L'espa
e des param �etres

est 
onsid �erable : pour 
haque solution primaire param �etr �ee par R, α et β, il faut balayer un ensemble

de nombres d'ondes se
ondaires α̂ et β̂ pour obtenir un �e
hantillonnage suÆsant de la relation de

dispersion se
ondaire.

Pour pouvoir 
on
lure quant �a l'origine du r �egime turbulent, il ne suÆt pas de montrer l'existen
e
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FIGURE 9. Stru
ture spatiale du mode global non lin �eaire de fr �equen
e ωca
0 = 50.5 et de nombre d'onde azimutal

β = 68. (a) S
h �ema des vortex spiraux non lin �eaires d �e
len
h �es �a Rca
et se propageant vers l'ext �erieur ; des

solutions lin �eaires �evanes
entes 
ouvrent la r �egion int �erieure. (b) Bran
hes spatiales 
orrespondantes obtenues

num�eriquement �a partir des relations de dispersion lin �eaire (bran
hes 
omplexes αl±
) et non lin �eaire (bran
he

r �eelle αnl
). Les bran
hes lin �eaires αl−

et αl+
se rejoignent au nombre d'onde absolu α0 = 0.227 − 0.122i �a

Rca = 507. Le nombre d'onde radial de la solution globale suit le 
hemin indiqu �e ave
 un trait �epais : la bran
he

αl−
pour r < Rca

; le front �a Rca
est asso
i �e �a une dis
ontinuit �e de nombre d'onde ; la bran
he non lin �eaire αnl

est suivie dans la r �egion ext �erieure.

d'une instabilit �e se
ondaire. En e�et, si les 
u
tuations se
ondaires n' �etaient que 
onve
tivement

instables, elles seraient emport �ees par l' �e
oulement radial et ne r �eussiraient pas �a perturber durable-

ment les tourbillons spiraux s �ele
tionn �es naturellement par le mode global primaire. Il faut don


�etudier la nature de la stabilit �e se
ondaire : 
onve
tive ou absolue. Le r �esultat prin
ipal de 
e tra-

vail est qu'e�e
tivement le train d'ondes satur �ees naturellement s �ele
tionn �e au rayon 
ritique est

d �ej �a absolument instable par rapport �a des perturbations se
ondaires. Ces perturbations se
ondaires

sont don
 ampli� �ees sur pla
e de sorte �a d �etruire les vortex primaires qui leur ont donn �e naissan
e.

L'ensemble de 
es r �esultats [A9℄ permet d'expliquer la brusque transition entre l' �etat laminaire et

l' �etat turbulent :

• par instabilit �e absolue primaire, des ondes d'amplitude �nie sont produites �a Rc et 
ouvrent la

r �egion R > Rc ;

• des instabilit �es absolues se
ondaires a�e
tent 
es ondes primaires et d �e
len
hent la turbulen
e

d �es le rayon 
ritique Rc.

Il faut noter qu'il s'agit de deux ph �enom�enes distin
ts (instabilit �es absolues primaire et se
on-

daire) mais qui ont lieu simultan �ement. Les perturbations se
ondaires se nourrissent des ondes pri-

maires, le r �egime turbulent ne peut don
 pas se propager vers l'int �erieur du disque en-de�
 �a du rayon


ritique 
ar les ondes primaires n'apparaissent qu' �a partir de 
e rayon.

De tous 
es r �esultats, il ressort que les 
onditions sont parfaitement remplies pour appliquer la

m �ethode de 
ontrôle en bou
le ouverte ([A8℄ pr �esent �ee en §A.7.2) �a 
ette 
ou
he limite. En e�et, dans


e syst �eme le r �egime turbulent est atteint par une su

ession de deux transitions et 
'est la se
onde

qui est responsable de l'apparition de la turbulen
e et sur laquelle il faut don
 agir pour retarder le

r �egime 
haotique. Comme l'instabilit �e se
ondaire se d �eveloppe �a partir des ondes primaires, 
'est

en modi�ant 
elles-
i qu'on peut supprimer ou retarder 
elle-l �a. Or, la strat �egie de 
ontrôle permet

justement de modi�er la stru
ture primaire naturellement s �ele
tionn �ee.

La m �ethode 
onsiste alors �a appliquer un for�
age harmonique de faible amplitude et lo
alis �e dans

la r �egion 
onve
tivement instable en amont de la r �egion turbulente (�gure 10). Ce for�
age ext �erieur a

pour e�et de rempla
er les 
u
tuations primaires naturellement pr �esentes par 
elles dues au for�
age.

Une 
onnaissan
e exhaustive des propri �et �es de stabilit �e se
ondaire de toutes les ondes primaires pos-

sibles est indispensable si l'on veut optimiser les 
ara
t �eristiques du for�
age (fr �equen
e, p �eriodi
it �e

39
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Rca Rf Rnl R̂ca

FIGURE 10. (a)

�

E
oulement naturellement s �ele
tionn �e. Des vortex spiraux non lin �eaires sont g �en �er �es �a Rca
et

imm�ediatement d �etruits par instabilit �e absolue se
ondaire. (b)

�

E
oulement dû au for�
age ext �erieur. Un for�
age

harmonique lo
alis �e en Rf produit une r �eponse radialement ampli� �ee et des vortex non lin �eaires satur �es au-del �a

de Rnl, qui sont �a leur tour d �etruits par instabilit �e se
ondaire au-del �a de R̂ca
.

azimutale), de sorte �a �eviter au mieux les instabilit �es se
ondaires et ainsi repousser le plus loin

l'apparition du r �egime turbulent. Ce travail a n �e
essit �e d'importantes ressour
es informatiques et

a pu être men �e �a bien grâ
e aux ma
hines de la F �ed �eration lyonnaise de 
al
ul hautes performan
es,

install �ees au LMFA.

Le r �esultat prin
ipal [A10℄ est qu'il est possible de repousser l'instabilit �e se
ondaire absolue,

et don
 le r �egime turbulent, jusqu' �a un rayon de l'ordre de R = 600. En l'absen
e de 
ontrôle, la

transition a lieu au rayon 
ritique Rc ≃ 510 ; 
ette te
hnique permet don
, en prin
ipe, de retarder la

transition jusqu' �a une 
entaine d' �epaisseurs de 
ou
he limite.

Apr �es 
es r �esultats th �eoriques et num�eriques, la 
on
eption d'un dispositif exp �erimental a �et �e

entreprise dans le but d' �etudier plus pr �e
is �ement la dynamique au voisinage de la transition ainsi

que la faisabilit �e de 
ette te
hnique de 
ontrôle dans un 
as r �eel.

A.7.4.

�

Etude exp �erimentale de l' �e
oulement produit par un disque en rotation

Ce travail fait suite �a mes re
her
hes pr �e
 �edentes sur la dynamique des 
ou
hes limites triimen-

sionnelles [A9℄ et les moyens de 
ontrôler la transition [A8,A10℄.

Ce projet, essentiellement exp �erimental, a �et �e soutenu par l'ANR de 2008 �a 2011, dans le 
adre

d'un projet \Jeunes 
her
heuses et jeunes 
her
heurs". Le projet JCJC \Mi
rosillon" a �et �e 
oordonn �e

par moi-même et �elabor �e en 
ollaboration ave
 Fr �ed �eri
 PLAZA† (LMFA) et Carlo COSSU (LADHYX,

maintenant �a l'IMFT). La th �ese de Muhammad Ehtisham SIDDIQUI [48℄, soutenue en mars 2011 et


o-dirig �ee ave
 Julian SCOTT, a �et �e r �ealis �ee dans le 
adre de 
e projet.

Les �e
oulements 
isaill �es pr �es d'une paroi sont 
onnus pour leur forte instabilit �e et 
'est la dyna-

mique de l' �e
oulement en pro
he paroi qui a un impa
t majeur sur les performan
es d'un syst �eme

(for
es de frottement, transition turbulente, transferts thermiques, niveau de bruit. . . ). Il est don


important de mieux 
omprendre la dynamique de 
es 
ou
hes limites pour �eventuellement pouvoir

la modi�er.

Lors de 
e projet, deux ban
s d'essai ont �et �e 
onstruits dans un environnement 
ontrôl �e, indis-

pensable pour un travail de pr �e
ision. Le for�
age lo
alis �e (en vue du 
ontrôle) est envisag �e de deux

mani �eres di� �erentes : par des �el �ements en rotation di� �erentielle d'une part et par des �el �ements �a

rugosit �e stru
tur �ee mont �es en surfa
e d'autre part. Un syst �eme de d �epla
ement de grande pr �e
ision

a �et �e d �evelopp �e pour le support des instruments de mesure, en parti
ulier une sonde �a �l 
haud

qui doit être positionn �ee �a quelques 
entaines de mi
rons au-dessus d'une surfa
e dont la vitesse de

rotation est de l'ordre de 1000 tours/minute.
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FIGURE 11. Premier ban
 d'essai ave
 disque en verre et syst �eme de positionnement de la sonde �a �l 
haud. Le

dispositif de for�
age est situ �e au-dessus et est entra�̂n �e par un se
ond moteur, ind �ependant de 
elui qui met le

disque en rotation.

Il faut souligner que 
e projet, auquel j'ai 
onsa
r �e plusieurs ann �ees, a 
onnu un grand nombre

de diÆ
ult �es. Tout d'abord, la disparition de Fr �ed �eri
 Plaza juste apr �es l'a

eptation du projet par

l'ANR, a fait que je me suis retrouv �e assez seul pour mener �a bien et r �eorienter 
ette �etude. Aussi,

les di� �erentes v �eri�
ations et modi�
ations qui se sont av �er �ees n �e
essaires ont pris beau
oup plus de

temps que pr �evu | sans 
ompter les innombrables 
ontre-temps de la part de nos fournisseurs. Par

exemple, notre fabri
ant pressenti de surfa
es mi
rostru
tur �ees a fait des essais pendant presque 12

mois avant de �nalement abandonner ses tentatives de r �ealisation d'un prototype selon notre 
ahier

des 
harges. C'est �nalement grâ
e au savoir-faire d'Hora
io CORREIA du LMFA qui s'est form �e �a

l'usinage num�erique que les premiers disques ave
 une rugosit �e stru
tur �ee ont pu être r �ealis �es tr �es

r �e
emment. Malgr �e toutes 
es diÆ
ult �es, une partie importante du projet initial a �et �e men �ee �a bien.

L' �equipement qui est maintenant en pla
e est prêt pour 
ontinuer 
es travaux passionnants | si

seulement on avait un peu plus de bras et de temps.

Parmi les retomb �ees s
ienti�ques de 
e projet �gurent aussi les 
onta
ts qui ont �et �e nou �es ave


Rama GOVINDARAJAN du JNCASR �a Bangalore, le laboratoire d'origine de Mukund VASUDEVAN,

re
rut �e 
omme post-do
 sur le projet. Cette 
ollaboration a 
onduit �a un projet de re
her
he entre

le LMFA et le JNCASR (et maintenant TIFR, Hyderabad) soutenu par le Centre fran
o-indien pour la

promotion de la re
her
he avan
 �ee (CEFIPRA/IFCPAR).

A.7.4.1. Cara
t �erisation d �etaill �ee de la r �egion de transition

Le premier volet de 
ette �etude s'est atta
h �e �a 
ara
t �eriser �nement la dynamique de la 
ou
he

limite au voisinage de la zone de transition et le pro
essus qui 
onduit de l' �e
oulement non perturb �e

au r �egime turbulent d �evelopp �e. Le dispositif exp �erimental (�gure 11) 
omporte un disque en verre

de 500 mm de diam �etre qui peut tourner jusqu' �a 1500 tours/minute. Dans 
es 
onditions, l' �epaisseur


ara
t �eristique de la 
ou
he limite δ =
√

ν/Ω des
end jusqu' �a 350 µm. C'est 
ette quantit �e δ qui sert

d'unit �e de mesure pour toutes les distan
es.

Les mesures de vitesse sont r �ealis �ees par une sonde �a �l 
haud (�gures 11 et 14a), 
e qui est

parti
uli �erement adapt �e aux �e
oulements qui pr �esentent des 
u
tuations temporelles tr �es rapides.
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FIGURE 12. Pro�ls de vitesse azimutale moyenne pour 350 ≤ R ≤ 650 et solution analytique (
ourbe 
ontinue) ;

les en
adr �es montrent la r �egion 1 ≤ Z ≤ 4. (a) Pour R ≤ 480, les pro�ls mesur �es suivent parfaitement la 
ourbe

analytique. (b) Pour 490 ≤ R ≤ 540, les pro�ls moyens s' �e
artent l �eg �erement de l' �e
oulement de base dans la

r �egion 2 ≤ Z ≤ 3. (
) Pour R ≥ 550, d'importantes 
orre
tions de l' �e
oulement moyen, même au-del �a de Z = 15,

sont le signe d'une 
ou
he limite en transition et pleinement turbulente.

Grâ
e �a un m�e
anisme de d �epla
ement bi-axes de grande pr �e
ision mis au point au laboratoire, la

sonde peut être positionn �ee ave
 une pr �e
ision de 20 µm et 2 µm dans les dire
tions radiale et axiale

respe
tivement.

Les pro�ls moyens de la 
omposante azimutale de vitesse mesur �es �a di� �erentes positions radiales

(�gure 12) suivent pr �e
is �ement l' �e
oulement de base dans la r �egion 
entrale R ≤ 480. Des 
orre
tions,

petites mais signi�
atives, de l' �e
oulement moyen sont obtenues pour 490 ≤ R ≤ 540 et 2 ≤ Z ≤

3. Ensuite, pour R ≥ 550, la modi�
ation de l' �e
oulement moyen devient importante et la 
ou
he

limite s' �epaissit 
onsid �erablement, même au-del �a de Z = 15, 
e qui est 
ara
t �eristique d'un r �egime

transitionnel et pleinement turbulent. Ces mesures sont en plein a

ord ave
 d'autres �etudes [34,41℄

et d �emontrent ainsi la validit �e de notre dispositif exp �erimental.

Ensuite, les fr �equen
es pr �esentes dans les 
u
tuations ont �et �e d �etermin �ees par analyse de Fourier

de s �eries temporelles enregistr �ees en un grand nombre de positions r �eparties dans toute la 
ou
he

limite. Pour la plupart des r �esultats publi �es pr �e
 �edemment, la r �esolution en fr �equen
e est assez

faible. I
i, pour obtenir des spe
tres de grande r �esolution, les signaux temporels ont �et �e enregistr �es

sur une grande dur �ee, typiquement plusieurs milliers de r �evolutions du disque en 
haque point. La

�gure 13montre des spe
tres typiques obtenus ave
 
ette m �ethode. Ces spe
tres �a haute r �esolution en

fr �equen
e peuvent être interpr �et �es 
omme r �esultant de la superposition d'une 
omposante 
ontinue

et d'une 
omposante dis
r �ete : des raies extrêmement �nes 
orrespondant aux valeurs enti �eres de la

fr �equen
e. Cette partie dis
r �ete 
orrespond �a des 
u
tuations qui ont exa
tement la même p �eriodi
it �e

que le disque.

En extrayant la 
omposante 
ontinue de 
es spe
tres, di� �erents r �egimes peuvent être identi� �es :

un r �egime lin �eaire o �u la 
ou
he limite n'est que l �eg �erement perturb �ee et le spe
tre pr �esente une

fr �equen
e dominante ; un r �egime faiblement non lin �eaire 
ara
t �eris �e par une fr �equen
e dominante et

ses harmoniques dus aux intera
tions non lin �eaires ; un r �egime pleinement turbulent ave
 un spe
tre

large sans pi
s modaux.

Les 
omposantes 
ontinue et dis
r �ete s'ampli�ent ave
 la distan
e radiale R, mais la 
omposante

dis
r �ete n'est importante que dans le r �egime faiblement non lin �eaire et est �a peine observable dans

les r �egimes lin �eaire et turbulent. Aussi, 
es raies dis
r �etes sont surtout visibles autour de la fr �equen
e

dominante, autour de ω ≃ 30 et de ses harmoniques.

Une analyse spatiale permet d'expliquer 
ette stru
ture parti
uli �ere des spe
tres. En e�et, toutes
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FIGURE 13. Spe
tres �a haute r �esolution fr �equentielle obtenus pour R = 400, 450, . . . , 650 et Z = 3.0.

les perturbations sont ampli� �ees dans la dire
tion radiale en se propageant le long de la zone 
on-

ve
tivement instable (environ 280 < R < 510). Parmi toutes les perturbations pr �esentes il y a 
elles

dues �a l' �etat de surfa
e du disque et 
elles dues au mouvement r �esiduel de l'air environnant. Les per-

turbations 
aus �ees par des �el �ements rugueux �a la surfa
e du disque sont for
 �ement en phase ave
 le

mouvement de rotation et 
onduisent don
 �a un spe
tre dis
ret. En revan
he la turbulen
e r �esiduelle

de l'environnement n'a au
une relation de phase parti
uli �ere ave
 le disque et produit un spe
tre


ontinu. Une analyse de stabilit �e spatiale a montr �e que la fr �equen
e ω = 32 est la plus instable parmi

les perturbations li �ees au disque. Dans les spe
tres (�gure 13), 
'est bien autour de 
ette fr �equen
e

que le premier pi
 modal appara�̂t (vers R = 450) avant que ses harmoniques se d �eveloppent plus

loin.

G �en �eralement, on 
onsid �ere que pour l' �e
oulement produit par un disque tournant la transition

de l' �etat laminaire vers l' �etat turbulent est tr �es abrupte, 
ompar �ee �a la dynamique d'autres 
ou
hes

limites, 
omme 
elle de Blasius par exemple. N �eanmoins, nos mesures d �etaill �ees tr �es pr �es de la surfa
e

du disque ont montr �e qu'il existe un r �egime non lin �eaire interm �ediaire ave
 une extension radiale

signi�
ative [A13℄.

A.7.4.2. R �eponse �a une perturbation lo
alis �ee

Apr �es l'analyse de la dynamique autour de la zone de transition, nous avons �etudi �e l'e�et sur

l' �e
oulement d'un for�
age lo
alis �e dont la vitesse de phase relative �a la surfa
e du disque est 
ontrôl �ee

ind �ependamment de la vitesse du disque. L'obje
tif ultime �etant une v �eri�
ation exp �erimentale de

la te
hnique de 
ontrôle en bou
le ouverte qui est th �eoriquement 
apable de repousser la transition

dans 
ette 
on�guration [A10℄.

En utilisant le même dispositif que pr �e
 �edemment, le for�
age est appliqu �e �a l'aide d'une aiguille,

entra�̂n �ee par un 
ylindre 
reux pla
 �e au-dessus du disque et de telle sorte que la tête de l'aiguille

plonge dans la 
ou
he limite sans toutefois tou
her la surfa
e du disque. Deux types d'aiguilles ont �et �e

utilis �ees, ave
 une tête 
ylindrique ou sph �erique (�gure 14b et 14
). Le 
ylindre qui entra�̂ne l'aiguille

a un axe 
onfondu ave
 
elui du disque et est mis en rotation par un se
ond moteur. Ainsi, les vitesses

de rotation du disque et du for�
age peuvent être 
ontrôl �ees ind �ependamment.

Pour �etudier la r �eponse de la 
ou
he limite �a un tel for�
age, la vitesse de rotation du disque a

�et �e 
hoisie de telle sorte �a 
e que le rayon adimensionnalis �e de la position de l'aiguille soit juste au

d �ebut de la zone 
onve
tivement instable, pour permettre d' �etudier le d �eveloppement de la r �eponse

au for�
age sur toute la r �egion 
onve
tivement instable. Les �el �ements de for�
age sont mis en rotation

�a di� �erentes fr �equen
es ωf dans la gamme 0 ≤ ωf ≤ 1. Pour ωf = 1, le for�
age est stationnaire par
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(a) (b) (
)

FIGURE 14. (a) Sonde �a �l 
haud pour la mesure des vitesses. (b,
) Aiguilles �a têtes 
ylindrique et sph �erique pour

le for�
age de la 
ou
he limite.
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FIGURE 15. R �eponse au for�
age tournant appliqu �e �a Rf = 250 ave
 deux �el �ements de for�
age situ �es en θ′ = 0

et θ′ = π. Moyennes de phase de s �eries temporelles de vitesse azimutale pour ωf = 1 (a), 0.9 (b) et 0.8 (
). Les

mesures �a R = 280, 300, . . . , 460 sont su

essivement d �e
al �ees verti
alement de ∆V = 0.1.

rapport �a la surfa
e du disque alors que des valeurs ωf < 1 
orrespondent �a un mouvement relatif

entre le for�
age et le disque.

Des s �eries temporelles de vitesse (mesur �ee par la sonde �a �l 
haud) ont �et �e enregistr �ees �a di� �e-

rentes positions radiales et axiales pour un grand nombre de r �evolutions du disque et du for�
age.

Pour extraire les 
omposantes qui ont la même p �eriodi
it �e que le for�
age, des moyennes de phase ont

�et �e 
al
ul �ees, qui peuvent être interpr �et �ees 
omme l' �e
oulement perturb �e moyen dans un r �ef �erentiel

li �e au dispositif de for�
age.

Les donn �ees de la �gure 15 montrent 
omment une perturbation produite �a Rf = 250 �evolue

pendant qu'elle se propage dans la dire
tion radiale. I
i les deux aiguilles sont utilis �ees, situ �ees en

θ′ = 0 et θ′ = π o �u θ′ est la 
oordonn �ee azimutale dans le r �ef �erentiel du dispositif de for�
age. Deux

perturbations de vitesse sont observ �ees dans l'intervalle 0 < θ′ < 2π dues �a 
ha
une des deux aiguilles.

Les pi
s de vitesse mesur �es suivent une traje
toire presque lin �eaire dans le plan (R, θ′). Les pentes de


es traje
toires augmentent ave
 ωf et peuvent être expliqu �ees �a l'aide de la relation de dispersion

lin �eaire.

Comme la 
ou
he limite est faiblement non parall �ele, les perturbations sont r �egies par la relation

de dispersion lin �eaire lo
ale

ω = Ωl(α, β;R), (84)

o �u α est le nombre d'onde radial, β le nombre de mode azimutal et R la position radiale 
onsid �er �ee.
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FIGURE 16. (a)

�

Evolution de la r �eponse �a une perturbation lo
alis �ee dans le plan (θ′, r) li �e �a l' �el �ement de for�
age.

(b) Pentes κ = ∆θ′/∆r des traje
toires suivies par le maximum des perturbations mesur �ees exp �erimentalement

(symboles rouges) ave
 les pr �edi
tions th �eoriques pour le maximum κmax (
ourbe noire) ainsi que les bords

avant κl et arri �ere κt (
ourbes vertes et bleues) du paquet d'onde. Le losange noir repr �esente la mesure �a ωf = 1

de [27℄.

I
i, 
'est le probl �eme spatial qui nous 
on
erne, il faut don
 r �esoudre la relation de dispersion (84)

pour des valeurs 
omplexes de α en fon
tion de valeurs r �eelles donn �ees pour ω et β. Ce
i 
onduit aux

bran
hes spatiales αl±(β, ω;R), et 
'est la bran
he αl+
qui 
orrespond �a la r �eponse qui se d �eveloppe

radialement vers l'ext �erieur, en s' �eloignant du rayon de for�
age. Dans le 
as pr �esent, l' �el �ement de

for�
age tourne ave
 une fr �equen
e angulaire de ωf ; on peut don
 
onsid �erer qu'il produit un paquet

d'ondes qui 
onsiste en la superposition d'une in�nit �e de perturbations de la forme exp i(αr+βθ−ωt)

qui ont toutes la même vitesse de phase azimutale ω/β = ωf quelle que soit la valeur de β. La r �eponse

spatiale pour r > rf peut don
 se d �evelopper 
omme

ũ(r, θ, z, t) ≃

∫

β

dβ û(z;β) exp i(α(β)r + βθ′), (85)

o �u α(β) ≡ αl+(β, ω = βωf ;R = rf ) et θ
′ = θ − ωf t. Pour simpli�er, nous avons suppos �e le milieu

homog �ene ave
 R 
onstant. Cette perturbation (85) qui se propage dans le plan (θ′, r) (�gure 16a) est

formellement identique au paquet d'ondes spatio-temporel qui se propage dans le plan (x, t) (voir

�gure 1). Ainsi, en r �eutilisant une m�ethode de phase stationnaire, on trouve que la r �eponse for
 �ee

est maximalement ampli� �ee le long d'un rayon θ′/r = κmax o �u la pente κmax est donn �ee par

κmax = −
dα

dβ
(βmax) ave


dαi

dβ
(βmax) = 0. (86)

Lorsque αi(βmax) < 0, l'ampli�
ation a lieu entre deux rayons neutres θ′/r = κl et θ
′/r = κt dont les

pentes κl et κt se 
al
ulent de fa�
on similaire.

La �gure 16b montre les pentes des traje
toires mesur �ees exp �erimentalement (symboles ouverts

rouges) en fon
tion de la fr �equen
e du for�
age, ave
 les r �esultats d �eduits de la relation de dispersion

lin �eaire : la 
ourbe noire repr �esente κmax et les 
ourbes vertes et bleues 
orrespondent aux bords avant

et arri �ere κl et κt du paquet d'ondes ampli� �e. Bien que les e�ets non lin �eaires soient signi�
atifs dans

les mesures exp �erimentales, le maximum de la perturbation for
 �ee suit ave
 une bonne approximation

les valeurs κmax, sauf pour les faibles valeurs de ωf .

En utilisant un �el �ement de for�
age �x �e �a la surfa
e du disque, Jarre et al. [27℄ ont pu mesurer la

traje
toire du maximum de perturbation dans 
ette situation. Cette donn �ee, 
orrespondant �a ωf = 1,

est indiqu �ee par le losange noir dans la �gure 16b. Ainsi, nos mesures sont en parfait a

ord et

prolongent 
e r �esultat pour une large gamme de fr �equen
es de for�
age relatives au disque.

Apr �es 
ette �etude de la r �eponse de la 
ou
he limite �a un for�
age lo
alis �e �a la fois en r et en θ, il

faudrait faire les exp �erien
es ave
 un plus grand nombre d' �el �ements de for�
age pour tester la r �eponse

�a une perturbation p �eriodique en θ. Les pr �edi
tions th �eoriques [A10℄ sugg �erent qu'un for�
age ave
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un nombre de mode azimutal autour de βf = 40 pourrait donner de bons r �esultats. Le dispositif

exp �erimental est pr �evu ave
 120 empla
ements, 
e qui permettra de tester les modes βf = 30, 40

et 60.

A.7.4.3. Transition pr �es du bord

Quand on 
onsid �ere un disque dont le rayon est th �eoriquement in�ni, il a �et �e montr �e que l' �e
oule-

ment de base est alors lin �eairement globalement stable [14,12℄, alors qu'il est lo
alement absolument

instable et que le 
omportement non lin �eaire peut être expliqu �e ave
 un s
 �enario bas �e sur les modes

globaux non lin �eaires [A9℄. En e�et, l'instabilit �e absolue lo
ale n'est qu'une 
ondition n �e
essaire

mais pas suÆsante pour qu'un syst �eme soit globalement lin �eairement instable [23℄. Il se trouve

que l' �e
oulement produit par un disque tournant est pr �e
is �ement dans la 
at �egorie des syst �emes

lin �eairement stables mais non lin �eairement instables.

En �etudiant des syst �emes se d �eveloppant en espa
e dans un domaine de taille �nie, Healey a

r �e
emment montr �e [21℄ que la pr �esen
e d'une 
ondition aux limites en aval peut avoir un e�et

d �estabilisant sur l' �etat de base et un e�et stabilisant sur la solution non lin �eaire. Dans les situa-

tions o �u le bord du domaine est tr �es loin en aval de l'endroit o �u le syst �eme devient absolument

instable, un front se positionne au bord amont de la r �egion absolument instable et g �en �ere le train

d'ondes satur �ees qui se propagent vers l'aval (le mode \ �el �ephant"). En utilisant un mod �ele simpli� �e,

Healey [21℄ a montr �e que le front se d �epla
e l �eg �erement vers l'aval lorsque le bord du domaine

appro
he du front. Pour l' �e
oulement de disque tournant, on s'attend don
 �a 
e que le rayon de la

transition augmente lorsque la taille du disque diminue.

Apr �es 
es pr �edi
tions th �eoriques, les e�ets du bord sur la transition ont �et �e �etudi �es exp �erimenta-

lement par Imayama et al. [26℄. Ces auteurs n'ont pas pu mettre en �eviden
e une variation du rayon

de la transition due �a la proximit �e du bord du disque. Notons quand même que les mesures obtenues

�a une distan
e du bord de moins de dix unit �es de 
ou
he limite ont �et �e enlev �ees dans 
ette �etude

et que les valeurs de la litt �erature utilis �ees par Healey [21℄ pour 
orroborer ses r �esultats ont �et �e

r �einterpr �et �ees par Imayama et al. [26℄ en utilisant des 
rit �eres di� �erents pour d �e�nir la transition.

Puisque le se
ond ban
 d'essai (�gure 17) permet d'utiliser un disque ave
 un bord vif et don


des 
onditions d' �e
oulement bien nettes, j'ai entrepris d' �etudier exp �erimentalement la dynamique des

perturbations au voisinage du bord et au-del �a, dans l'espoir de 
ontribuer �a 
e d �ebat et �eventuelle-

ment de pouvoir r �esoudre 
ette 
ontroverse.

Puisque le disque a un rayon �xe de R⋆
e = 250mm, 
'est en faisant varier la vitesse de rotation

qu'on peut 
hanger l' �epaisseur 
ara
t �eristique de la 
ou
he limite δ =
√

ν/Ω et don
 la valeur adimen-

sionnelle de la taille du disque Re ≡ R⋆
e/δ. Les mesures de vitesse sont alors r �ealis �ees pour des valeurs

pres
rites des 
oordonn �ees radiale et axiale (en unit �es sans dimension) et �a 
haque position la vitesse

est enregistr �ee typiquement pour une 
entaine de r �evolutions du disque. Les vitesses mesur �ees sont

toujours 
onverties en unit �es sans dimension en utilisant la valeur lo
ale de la vitesse du disque.

La �gure 18 donne la vitesse azimutale moyenne en fon
tion de la distan
e radiale pour di� �erentes

distan
es normales �a la surfa
e du disque et pour des disques de di� �erentes tailles. Pour R < Re et

R < 500, les 
ourbes sont presque horizontales puisqu'elles suivent les valeurs du pro�l analytique

de von K �arm �an. Au-del �a du bord, R > Re, les vitesses diminuent rapidement ave
 la distan
e radiale

et d �ependent beau
oup moins de Z. Ce n'est que pour les disques de grande taille (Re > 550), que

les mesures s' �e
artent signi�
ativement de la solution de K �arm �an avant que le bord du disque soit

atteint.

L'in
uen
e du bord du disque se fait sentir sur une distan
e d'une dizaine d'unit �es �a l'int �erieur ;


'est pour 
ela que les mesures pr �es du bord ont �et �e �e
art �ees par Imayama et al. [26℄. La th �eorie

de Healey [21℄ repose sur l'hypoth �ese d'une 
ondition aux limites pon
tuelle et de l'absen
e de


u
tuations �a la limite. Les mesures i
i mettent en �eviden
e une variation rapide mais non dis
ontinue

de la vitesse au voisinage du bord : le passage de la 
ou
he limite au-dessus du disque en rotation vers

l' �e
oulement �a faible vitesse dans l'espa
e au-del �a du disque se fait de mani �ere plus progressive, et


'est 
ertainement la dynamique dans la r �egion autour de l'arête du disque qui joue un rôle important.

L'amplitude des 
u
tuations dans 
et �e
oulement a �et �e 
ara
t �eris �ee par Vrms, l' �e
art type de la
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(a) (b)

FIGURE 17. Se
ond ban
 d'essai. (a) Vue g �en �erale du disque et du syst �eme de d �epla
ement bi-axes. (b) Sonde �l


haud pour les mesures de vitesse, positionn �ee au-dessus de l'arête du disque qui d �epasse de 23mm du plateau

en aluminium qui entra�̂ne le disque.
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FIGURE 18. Variation radiale de la vitesse azimutale moyenne en fon
tion de la distan
e normale Z pour des

disques de di� �erentes tailles.

vitesse. La �gure 19 donne l' �evolution radiale de 
ette quantit �e pour di� �erentes tailles de disque,

mesur �ee �a Z = 1. On distingue deux 
ara
t �eristiques. Pour les petits disques, Re < 500, la 
ou
he

limite reste non perturb �ee tout le long du disque et Vrms augmente rapidement pr �es du bord pour

atteindre un maximum vers Re + 5 avant de d �e
ro�̂tre �a nouveau. Pour les grands disques, Re > 500,

les 
u
tuations d �emarrent vers R = 500 et se d �eveloppent dans la 
ou
he limite au-del �a. Ces mesures

montrent 
lairement que la r �egion pr �es du bord joue le rôle d'une importante sour
e de bruit, même

pour des valeurs tr �es faibles de Re.

�

A partir de 
es mesures, on peut d �e�nir le rayon de transition Rt 
omme la position radiale o �u

Vrms d �epasse un 
ertain seuil, par exemple 0.05 (ligne horizontale de la �gure 19). La valeur pr �e
ise de


e seuil n'est pas importante �a 
ause des fortes pentes des 
ourbes Vrms. En appliquant 
e 
rit �ere aux

nombreuses mesures e�e
tu �ees pour 
ette �etude, on obtient la variation du rayon de transition Rt

ave
 la taille du disque Re. La �gure 20 montre 
es r �esultats bas �es sur des mesures enregistr �ees �a

di� �erentes distan
es normales. On en d �eduit que pour Re < 500, la transition a toujours lieu au bord,

Rt = Re. Pour Re > 500, le rayon Rt n'augmente plus lin �eairement ave
 Re et �nit par se stabiliser �a
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FIGURE 19. Variation radiale de l' �e
art type Vrms de la 
omposante azimutale de vitesse �a Z = 1 pour Re = 400,

450, 480, 500, 510, 520, 530, 540, 550, 560 et 600.
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FIGURE 20. Variation du rayon de transition Rt ave
 la taille du disque Re, bas �ee sur des mesures e�e
tu �ees �a

di� �erentes valeurs de la distan
e normale au disque Z.

une valeur 
onstante. La valeur de Rt d �epend signi�
ativement de la distan
e normale Z, mais au
une

tendan
e nette �a la stabilisation n'est obtenue.

Au vu de 
es r �esultats, il semble don
 que la situation est nettement plus 
omplexe que 
e qui a

�et �e envisag �e [21,26℄. La th �eorie de Healey [21℄ ne peut pas être 
on�rm �ee puisque 
ertaines de ses

hypoth �eses ne sont pas v �eri� �ees. Par ailleurs il est illusoire de vouloir 
omparer des donn �ees a
quises

ave
 des m �ethodes et selon des 
rit �eres di� �erents : en e�et, la dispersion des valeurs de Rt obtenues

�a partir de mesures e�e
tu �ees �a di� �erentes distan
es normales Z est au moins aussi importante que


elle des donn �ees de la litt �erature utilis �ees par [21℄ et [26℄ pour arriver �a des 
on
lusions di� �erentes.

Cette �etude a montr �e [A16℄ que l' �e
oulement par dessus l'arête du disque est fortement instable

et 
onstitue une sour
e de 
u
tuations non n �egligeables qui se rajoute �a la dynamique intrins �eque

de la 
ou
he limite. Au voisinage de l'arête, l' �e
oulement est une 
ombinaison d'un jet radial (qui

d �ebou
he dans l'espa
e au-del �a du disque) et d'une 
ou
he de 
isaillement azimutal qui diminue

rapidement ave
 la distan
e radiale. Ainsi, une possible r �e
on
iliation entre la th �eorie [21℄ et l'inter-

pr �etation [26℄ n �e
essite 
ertainement de prendre en 
ompte 
ette sour
e de bruit au bord du disque.
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A.7.5. Sillages de sph �eres

Dans un grand nombre de situations, l' �e
oulement de sillage �a l'aval d'un obsta
le donne lieu �a

un 
omportement p �eriodique auto-entretenu o �u des stru
tures tourbillonnaires sont produites ave


une grande r �egularit �e. L'exemple le plus 
 �el �ebre d'un tel 
omportement est l'all �ee de von K �arm �an

observ �ee dans le sillage d'un 
ylindre.

Dans le 
as du sillage d'une sph �ere, les premi �eres bifur
ations de l' �e
oulement tridimensionnel,

les seuils d'instabilit �e ainsi que la fr �equen
e d' �emission des tourbillons sont d �esormais bien 
onnus

exp �erimentalement et num�eriquement [28,47℄, mais le lien entre le 
omportement global et les pro-

pri �et �es hydrodynamiques lo
ales n'est pas bien �etabli. En parti
ulier, le m �e
anisme responsable de

la s �ele
tion de fr �equen
e n'est pas identi� �e dans le 
adre d'une th �eorie non lin �eaire bas �ee sur les

�equations de la m �e
anique des 
uides. La strat �egie suivie dans 
e travail est similaire �a 
elle adopt �ee

pour rendre 
ompte du sillage d'un 
ylindre, mais ave
 des diÆ
ult �es et des 
omplexit �es parti
uli �eres.

Dans le 
as bidimensionnel du 
ylindre, la transition d'un �e
oulement ind �ependant du temps vers

le r �egime p �eriodique de l'all �ee tourbillonnaire de von K �arm �an se fait en une seule �etape pour une

valeur du nombre de Reynolds de Re ≃ 47. Pour la sph �ere, l' �e
oulement obtenu aux faibles nombres

de Reynolds est axisym �etrique et reste stable jusqu' �a Re = Re1 ≃ 212. Au-del �a de Re1, le sillage est

non axisym �etrique mais reste ind �ependant du temps. Cette premi �ere bifur
ation est don
 asso
i �ee

�a une brisure de l'invarian
e par rotation autour de l'axe du sillage et �a l'apparition d'un plan de

sym�etrie 
ontenant l'axe du sillage. Ce n'est que pour Re = Re2 ≃ 273 qu'une se
onde bifur
ation a

lieu vers un 
omportement p �eriodique, mais la sym �etrie par rapport �a un plan est 
onserv �ee.

Pour �etudier si le sillage d'une sph �ere et notamment la fr �equen
e s �ele
tionn �ee ob �eissent �a la

th �eorie des modes globaux non lin �eaires [A4℄, il faut �a la fois 
al
uler toutes les propri �et �es de stabilit �e

lo
ales et les 
onfronter au 
omportement global de 
es �e
oulements.

Pour disposer de donn �ees 
ompl �etes sur la stru
ture du sillage d'une sph �ere dans les di� �erents

r �egimes, j'ai 
ommen
 �e par d �evelopper un 
ode de simulation num�erique dire
te de 
et �e
oulement.

Ce 
ode r �esout les �equations de Navier{Stokes in
ompressibles en 
oordonn �ees 
ylindriques. La dire
-

tion axiale est dis
r �etis �ee en di� �eren
es �nies ave
 un pas variable, la dire
tion radiale par une

m�ethode de 
ollo
ation de Chebyshev et des modes de Fourier sont utilis �es dans la dire
tion azi-

mutale. La pr �esen
e de l'obsta
le est trait �ee par une m�ethode de p �enalisation [37℄, 
e qui permet

de travailler ave
 un maillage 
art �esien et don
 d'avoir des temps de 
al
uls 
onsid �erablement plus


ourts que pour des maillages �epousant la forme de l'obsta
le. Ce 
ode permet de reproduire ave


une grande pr �e
ision les r �esultats 
onnus : les seuils des deux bifur
ations Re1 et Re2, les 
hamps de

vitesse, vorti
it �e, pression, for
es de tra�̂n �ee et de portan
e dans les di� �erents r �egimes.

Les 
ara
t �eristiques de stabilit �e lo
ales sont bas �ees sur les pro�ls de vitesse de l' �e
oulement de

base. En ne 
onservant que la 
omposante axisym �etrique du d �eveloppement de Fourier dans la simu-

lation num�erique dire
te, le 
al
ul de l' �e
oulement de base axisym �etrique est r �ealis �e fa
ilement, même

pour les valeurs du nombre de Reynolds Re > Re1 pour lesquelles 
et �e
oulement de base est instable.

En utilisant les pro�ls de vitesse ainsi obtenus, la r �esolution des probl �emes de valeurs propres 
orres-

pondants a permis d'en d �eduire les relations de dispersion lo
ales. Ces r �esultats 
on�rment [38℄

que les modes les plus instables sont non axisym �etriques et 
orrespondent au premier harmonique

azimutal (modes m = ±1). Le 
al
ul de la fr �equen
e absolue pour tous 
es modes (�gure 21) a pour la

premi �ere fois r �ev �el �e l'existen
e d'une r �egion absolument instable �a l'aval de la sph �ere (qui o

upe i
i

la r �egion |Z| ≤ 1/2).

La même appro
he a �et �e r �ep �et �ee pour l' �e
oulement de base non axisym �etrique (�gure 22) : le

sillage stationnaire 
omportant un plan de sym�etrie et qui existe pour Re > Re1. Par rapport �a

l' �e
oulement de base axisym �etrique, le 
al
ul de la relation de dispersion lo
ale dans 
e 
as non

axisym �etrique 
omporte deux diÆ
ult �es suppl �ementaires. D'une part, la non-axisym �etrie des pro�ls

de vitesse a pour e�et de 
oupler entre eux tous les modes azimutaux du probl �eme aux valeurs pro-

pres, 
e qui se traduit par une stru
ture beau
oup plus ri
he pour les fon
tions propres du syst �eme

et �egalement par des probl �emes num�eriques d'une taille 
onsid �erable. D'autre part, l' �e
oulement de

base non axisym �etrique est globalement instable pour Re > Re2 et ne peut don
 être obtenu dans une
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FIGURE 21. Valeurs lo
ales du taux de 
roissan
e ω0,i et de la fr �equen
e ω0,r absolus du mode m = ±1 pour les

sillages de base axisym�etriques �a Re = 100, 110, . . . , 350.
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FIGURE 22. Valeurs lo
ales du taux de 
roissan
e ω0,i et de la fr �equen
e ω0,r absolus du mode m = +1 pour les

sillages de base ave
 un plan de sym�etrie �a Re = 220, 230, . . . , 350.

simulation num�erique dire
te qui int �egre les �equations dans le temps. Pour le 
al
uler, il faut don


re
ourir �a d'autres m �ethodes. Une m�ethode it �erative de type Newton{Raphson s'est r �ev �el �ee tr �es dif-

�
ile �a mettre en �uvre et faiblement 
onvergente. En revan
he, une te
hnique de �ltrage s �ele
tif

de 
ertaines fr �equen
es [1℄ m'a permis de 
al
uler les �e
oulements de base non axisym �etriques �a des

nombres de Reynolds pour lesquels ils sont globalement instables.

Les 
on
lusions de 
e travail [A11℄ sont les suivantes :

• L'existen
e d'une r �egion absolument instable �a l'aval de la sph �ere permet l'utilisation de la

th �eorie des modes globaux non lin �eaires [A4℄. L'appli
ation de 
ette th �eorie pr �edit une fr �equen
e

d'apparition des stru
tures tourbillonnaires un peu sup �erieure �a 
elle observ �ee exp �erimentalement

et dans les simulations num�eriques dire
tes. Sa
hant que toutes les hypoth �eses sur lesquelles repose


ette th �eorie (en parti
ulier la 
ondition de faible inhomog �en �eit �e spatiale) ne sont pas bien v �eri� �ees,

on peut estimer que 
et a

ord est tr �es satisfaisant et d �emontre quand même le rôle jou �e par l'insta-

bilit �e absolue dans la dynamique globale de 
e syst �eme.

• Pour une même valeur du nombre de Reynolds, l' �e
oulement de base axisym �etrique et l' �etat

de base non axisym �etrique pr �esentent des propri �et �es de stabilit �e lo
ale voisines (fr �equen
e absolue

lo
ale, forme des modes propres). Ce
i permet d'expliquer le su

 �es qu'ont eu 
ertaines �etudes [40℄

�a analyser le r �egime p �eriodique �a partir de la solution axisym �etrique, alors que deux bifur
ations

s �eparent 
es �etats.

• Les 
omposantes non axisym �etriques jouent n �eanmoins un rôle d �estabilisant : les taux de 
rois-

san
e temporels et absolus sont plus �elev �es pour les sillages qui pr �esentent un plan de sym�etrie.

L' �e
art entre sillage axisym �etrique et non-axisym �etrique se 
reuse ave
 le nombre de Reynolds.

Sa
hant que les s
 �enarios du sillage d'une sph �ere deviennent plus 
omplexes quand d'autres

e�ets entrent en jeu (
isaillement dans l' �e
oulement ext �erieur, pr �esen
e d'une paroi, rotation de

l'objet. . . ), j'ai ensuite entrepris d' �etudier le sillage d'une sph �ere en rotation autour d'un axe align �e

ave
 l' �e
oulement ext �erieur. Le but �etait de mieux 
omprendre des situations r �egies par deux para-

m �etres de 
ontrôle mais qui pr �eservent n �eanmoins l'axisym �etrie du probl �eme. En e�et, dans de telles
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Evolution temporelle des for
es hydrodynamiques pour Re = 225 et Ω = 1 : (a) tra�̂n �ee Cz, (b) 
om-

posantes Cx et Cy et module Cl de la portan
e, (
) for
es transverses dans le plan (Cx, Cy). La 
ondition initiale


orrespond �a l' �e
oulement de base axisym�etrique ave
 une petite perturbation.
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FIGURE 24.

�

Evolution temporelle des for
es hydrodynamiques pour Re = 275 et Ω = 0.8.

situations, on s'attend �a 
e que la 
omp �etition entre di� �erents modes donne lieu �a des 
omportements

plus 
omplexes [36,2℄.

En 
onsid �erant les sillages de sph �eres pour une large gamme de vitesses de rotation et des nom-

bres de Reynolds Re ≤ 350, 
ette �etude num�erique a 
ommen
 �e par le 
al
ul de l' �e
oulement de

base axisym �etrique et stationnaire (qu'il soit stable ou non) pour 
haque valeur des param �etres de


ontrôle. Ensuite, apr �es lin �earisation des �equations autour de 
es �e
oulements de base, le taux de


roissan
e et la fr �equen
e du mode le plus instable ont �et �e 
al
ul �es. En�n, des simulations pleine-

ment non lin �eaires ont permis de 
ara
t �eriser les di� �erents r �egimes s �ele
tionn �es apr �es une �eventuelle

phase transitoire.

La �gure 23 montre l' �evolution temporelle des for
es hydrodynamiques (tra�̂n �ee Cz et 
om-

posantes de la portan
e Cx et Cy) pour une 
on�guration qui tend vers un r �egime h �eli
o��dal, apr �es

perturbation de l' �e
oulement de base axisym �etrique. Apr �es une phase de 
roissan
e de la pertur-

bation, pendant laquelle les for
es transverses se d �eveloppent, l' �e
oulement tend vers un r �egime

dans lequel la tra�̂n �ee est 
onstante, l �eg �erement plus importante que pour l' �etat de base. Les 
oeÆ-


ients de portan
e Cx et Cy pr �esentent des os
illations harmoniques, en quadrature de phase, alors

que l'amplitude des for
es transverses Cl =
√

C2
x + C2

y se stabilise �a une valeur 
onstante, 
e qui se

traduit par une traje
toire 
ir
ulaire dans le plan (Cx, Cy).

Pour d'autres param �etres de 
ontrôle (�gure 24), la tra�̂n �ee 
ontinue d'os
iller et les 
omposantes

de la portan
e pr �esentent des 
u
tuations quasi-p �eriodiques. Une analyse temporelle des signaux

montre que 
e r �egime est 
ara
t �eris �e par deux fr �equen
es in
ommensurables.

En faisant varier syst �ematiquement Re et Ω, di� �erents r �egimes non lin �eaires ont pu être 
ara
-

t �eris �es : axisym �etrique, h �eli
o��dal �a basse fr �equen
e, quasi-p �eriodique, h �eli
o��dal �a haute fr �equen
e

et irr �egulier. Le domaine d'existen
e de 
ha
un de 
es r �egimes a �et �e identi� �e dans l'espa
e des

param �etres (�gure 25) et les transitions entre les di� �erents modes ont �et �e �etudi �ees [A14℄.
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FIGURE 25. Cartographie des di� �erents r �egimes obtenus en fon
tion des param�etres de 
ontrôle.

A.7.6. Dynamique spatio-temporelle de l' �e
oulement entre deux 
ylindres ex
entriques

Cette nouvelle th �ematique a 
ommen
 �e en 2010 ave
 la th �ese de Colin LECLERCQ [31℄, soutenue

en d �e
embre 2013 et 
o-dirig �ee ave
 Julian SCOTT.

Le probl �eme pratique qu'on aimerait r �esoudre se pose dans l'industrie p �etroli �ere et plus parti-


uli �erement lors du forage des puits p �etroliers. Cette op �eration est souvent perturb �ee par des insta-

bilit �es de l' �e
oulement qui remonte entre les parois du puits et le 
âble d'entraînement du tr �epan de

forage.

Cette �etude 
onsid �ere l' �e
oulement produit entre deux 
ylindres, ave
 rotation du 
ylindre int �e-

rieur et d �ebit dans la dire
tion axiale ( �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille). Les axes des deux


ylindres sont parall �eles mais non 
onfondus. En fon
tion des param �etres du probl �eme (d �ebit, rotation

et ex
entri
it �e) 
et �e
oulement peut donner lieu �a une transition vers di� �erents r �egimes. La perte de


harge, les for
es exer
 �ees sur le 
ylindre int �erieur. . . peuvent varier fortement en fon
tion de 
es

param �etres. Il s'agit de mieux 
omprendre la dynamique de 
e syst �eme et de 
erner les r �egimes qui

peuvent poser probl �eme en fon
tion de l'appli
ation envisag �ee.

Dans tout 
e travail, les �equations de Navier{Stokes sont r �e �e
rites en utilisant un syst �eme de


oordonn �ees bipolaires qui transforme la se
tion annulaire et ex
entrique en un domaine re
tangulaire

ave
 des 
onditions de non-glissement aux bords dans une dire
tion et des 
onditions p �eriodiques

dans l'autre. Apr �es 
ette transformation, tous les 
al
uls se font sur un domaine bidimensionnel


art �esien, ave
 une m�ethode pseudo-spe
trale Fourier{Chebyshev.

L' �e
oulement de base est obtenu 
omme une solution stationnaire des �equations de Navier{

Stokes, ind �ependante de la 
oordonn �ee axiale. En mettant en �uvre une analyse de stabilit �e lin �eaire,

les modes normaux (bidimensionnels) et la relation de dispersion ont �et �e 
al
ul �es pour une vaste

r �egion de l'espa
e des param �etres de 
ontrôle. Pour 
haque 
on�guration, les modes h �eli
o��daux ou

pseudo-h �eli
o��daux ont �et �e �etudi �es en fon
tion du nombre d'onde axial. L'ensemble de 
es r �esultats

a permis d'identi�er les 
on�gurations instables et de pr �e
iser l'in
uen
e respe
tive du 
isaillement

axial, de la rotation, de l'ex
entri
it �e et du rapport des rayons sur les propri �et �es de stabilit �e [A15℄.

Le r �esultat prin
ipal issu de l' �etude temporelle a �et �e que l'ex
entri
it �e a toujours un e�et stabilisant :

pour un nombre de Reynolds axial donn �e, le taux de rotation n �e
essaire pour d �estabiliser le syst �eme

augmente ave
 la valeur de l'ex
entri
it �e (�gure 26). L'ordre du premier mode pseudo-h �eli
o��dal �a

devenir instable d �epend du d �ebit axial : �a faible d �ebit, une situation pro
he de Taylor{Couette 
las-

sique, l'instabilit �e est due �a un mode axisym �etrique, alors que l'ordre h �eli
o��dal du mode 
ritique
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FIGURE 26. Seuil d'instabilit �e temporelle pour di� �erentes valeurs de l'ex
entri
it �e e = 0, 0.1, . . . , 0.7. L' �e
oulement

est instable au-dessus des 
ourbes 
ritiques, ReΩ en fon
tion de Rez. L'e�et de l'ex
entri
it �e est toujours stabi-

lisant : le taux de rotation ReΩ requis pour d �e
len
her l'instabilit �e augmente ave
 e. Les points noirs indiquent

un 
hangement de l'ordre h �eli
o��dal du mode qui devient instable en premier.

augmente ave
 des valeurs 
roissantes du nombre de Reynolds axial.

Ce travail a �et �e poursuivi ave
 l'analyse de stabilit �e 
onve
tive et absolue de 
e syst �eme [A17℄, 
e

qui a permis d'identi�er les r �egimes \dangereux", 
'est- �a-dire pour lesquels des perturbations sont

ampli� �ees sur pla
e. Il a �et �e trouv �e que le d �ebit axial, qui entra�̂ne les perturbations vers l'aval, a

toujours un e�et stabilisant sur l'instabilit �e absolue (�gure 27). En revan
he, l'e�et de l'ex
entri
it �e est

plus 
omplexe : aux faibles valeurs, une augmentation de l'ex
entri
it �e r �eduit l �eg �erement l'instabilit �e

absolue ; pour des valeurs mod �er �ees (0.3 < e < 0.6 environ), l'ex
entri
it �e peut favoriser fortement

l'instabilit �e absolue ; alors qu'aux grandes valeurs, l'e�et de l'ex
entri
it �e redevient stabilisant. Il a

aussi �et �e observ �e que, dans toute la gamme de param �etres �etudi �es, le mode absolu le plus instable

est toujours un mode pseudo-toro��dal (mode m = 0) ; une situation di� �erente du probl �eme temporel.

Dans tous les 
as, les valeurs 
ritiques de ReΩ sont d'environ un ordre de grandeur plus importantes

que les valeurs 
orrespondantes de Rez, 
e qui signi�e que la vitesse de rotation du 
ylindre int �erieur

doit être bien plus importante que la vitesse axiale moyenne pour d �e
len
her une instabilit �e absolue.

Cette �etude a aussi montr �e que l'analyse des propri �et �es absolument instables est parti
uli �erement

ardue pour 
e syst �eme �a 
ause de la multipli
it �e des points selle engendr �es par la relation de disper-

sion. Beau
oup de v �eri�
ations sont n �e
essaires pour s'assurer que les points selle retenus dans le


al
ul de la fr �equen
e absolue sont valides. Ces r �esultats ont �et �e une des motivations pour �etudier la

s �ele
tion de modes globaux en pr �esen
e de multiples points selle (§A.7.9).

Ce travail va être poursuivi en 
ollaboration ave
 Colm-
ille CAULFIELD (BP Institute et Depart-

ment of Applied Mathemati
s and Theoreti
al Physi
s, Cambridge) lors de mon s �ejour �a l'universit �e

de Cambridge en 2015.

A.7.7. Dynamique de l' �e
oulement �a travers un an �evrisme art �eriel

C'est en 2010 que j'ai 
ommen
 �e �a m'int �eresser �a la biom �e
anique des 
uides. Ces travaux se

font en 
ollaboration ave
 Xavier ESCRIVA et Arie BIESHEUVEL du groupe \Fluides 
omplexes et

transferts" et ave
 Patri
k FEUGIER du servi
e de 
hirurgie vas
ulaire de l'Hôpital

�

Edouard-Herriot
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�

Etude des instabilit �es absolues. Nombre de Reynolds azimutal ReΩ 
ritique en fon
tion de l'ex
entri-


it �e e pour di� �erentes valeurs du nombre de Reynolds axial Rez. Les points noirs indiquent un 
hangement de

point selle.

(Lyon). L' �etude de l' �e
oulement dans un an �evrisme a �et �e le sujet de la th �ese de Shyam Sunder GOPA-

LAKRISHNAN [17℄, soutenue en f �evrier 2014 et 
o-dirig �ee ave
 Arie BIESHEUVEL.

Dans 
ette �etude, il s'agit de mieux 
omprendre la dynamique de l' �e
oulement qui pr �evaut dans

un an �evrisme art �eriel dans l'espoir que la prise en 
ompte des e�ets dynamiques puisse permettre

d'am �eliorer le diagnosti
 des 
as dangereux. Ce travail peut être men �e �a bien en r �eutilisant 
ertains

des outils num�eriques et des m �ethodes analytiques d �evelopp �es lors de mes �etudes pr �e
 �edentes et en

les appliquant �a 
e nouveau 
ontexte.

Un an �evrisme de l'art �ere abdominale (�gure 28) 
onsiste en une dilatation lo
alis �ee du vaisseau

sanguin, qui peut être tr �es importante. Cette dilatation est situ �ee parmi un r �eseau ave
 des rami�-


ations 
omplexes, les parois des vaisseaux ne sont pas 
ompl �etement rigides et le sang est un 
uide

aux propri �et �es parti
uli �eres. Ainsi, il serait illusoire de vouloir 
omprendre la dynamique 
ompl �ete

d'un tel syst �eme en prenant en 
ompte tous 
es e�ets de mani �ere r �ealiste. Aussi avons-nous fait le


hoix d' �etudier une 
on�guration simpli� �ee qui d �epend d'un minimum de param �etres, dans le but

d'obtenir des r �esultats qui peuvent être solidement �etablis dans 
e 
adre restreint et qui resteront

quand même pertinents dans des situations plus 
omplexes.

L'appro
he adopt �ee est bas �ee sur une g �eom�etrie d'an �evrisme qui 
onsiste en un tuyau de se
tion


ir
ulaire ave
 un ren
ement de forme gaussienne. Une telle g �eom�etrie est 
ara
t �eris �ee par deux

param �etres : la dilatation maximale et la longueur de l'an �evrisme.

En un premier temps nous avons �etudi �e les propri �et �es de l' �e
oulement permanent. Pour une

g �eom�etrie donn �ee, l' �e
oulement de base axisym �etrique et stationnaire est alors enti �erement d �eter-

min �e par la valeur du nombre de Reynolds. Nous avons �etudi �e une gamme de nombres de Reynolds

allant jusqu' �a 7000, 
e qui 
orrespond aux valeurs physiologiques observ �ees dans l'art �ere abdominale.

Dans la 
avit �e, l' �e
oulement de base obtenu 
onsiste alors en 
uide relativement rapide au voisinage

de l'axe entour �e d'une zone de re
ir
ulation �a faible vitesse qui remplit la dilatation. Les 
avit �es

les plus profondes que nous avons �etudi �ees peuvent pr �esenter une zone de re
ir
ulation se
ondaire

(�gure 29). Le 
al
ul des 
ontraintes pari �etales pour l' �e
oulement de base a montr �e que les e�orts de


isaillement sont extrêmement faibles dans la se
tion dilat �ee, en 
omparaison des valeurs obtenues

en amont et en aval dans les parties 
ylindriques du vaisseau.

54



(a) (b)

FIGURE 28. (a) S
h �ema d'un an �evrisme aortique abdominal [30℄. (b) Image d'un an �evrisme observ �e in vivo (photo :

P. Feugier, Hôpital

�

Edouard-Herriot).

FIGURE 29. Lignes de 
ourant et vorti
it �e de l' �e
oulement de base �a Re = 5500, pour des an �evrismes ave
 des

fa
teurs de dilattaation de (a) 1.6, (b) 2.0 et (
) 2.6.

L'analyse de stabilit �e est e�e
tu �ee en 
onsid �erant des perturbations �a 
et �e
oulement de base et

en prenant en 
ompte des modes h �eli
o��daux. Ce
i a permis de 
ara
t �eriser les valeurs des param �etres

et les modes qui peuvent 
onduire �a des instabilit �es, ainsi que la distribution des for
es qui agissent

sur la paroi. L'analyse du transfert d' �energie entre l' �e
oulement de base et la perturbation a permis

de montrer que les an �evrismes faiblement dilat �es deviennent instables par le m �e
anisme de \lift-

up", alors que les an �evrismes plus marqu �es sont sus
eptibles de suivre un m�e
anisme d'instabilit �e

elliptique [A18℄.

Apr �es 
ette �etude, nous avons pris en 
ompte la pulsation de l' �e
oulement de base. Pour 
e faire,

des variations temporelles de d �ebit sanguin ont �et �e utilis �ees qui 
orrespondent �a 
elles mesur �ees pour

des patients au repos ou apr �es un exer
i
e physique. Outre le nombre de Reynolds, l' �e
oulement est
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maintenant aussi 
ara
t �eris �e par le nombre de Womersley qui est reli �e �a la fr �equen
e de la pulsation.

En faisant varier 
es param �etres dans des gammes 
orrespondant aux situations physiologiques et

en 
onsid �erant une vari �et �e de g �eom�etries, il a �et �e trouv �e qu'un �e
oulement puls �e peut donner lieu �a

l'ampli�
ation de perturbations tridimensionnelles, même pour des 
onditions qui 
orrespondent �a

un patient au repos [A19℄. La zone de l'an �evrisme peut alors jouer le rôle de sour
e de perturbations

qui se propagent dans le syst �eme art �eriel. Ce
i pourrait être reli �e au fait qu'une proportion non

n �egligeable des an �evrismes aortiques abdominaux observ �es 
liniquement a�e
tent �egalement l'art �ere

iliaque.

En�n, en 
omparant deux mod �eles d'an �evrismes (pro�l gaussien ou sinuso��dal), nous avons pu

mettre en �eviden
e que les r �esultats sont tr �es sensibles aux d �etails de la g �eom�etrie [A19℄. Ainsi,

il nous semble que des �etudes de sensibilit �e seront toujours n �e
essaires avant de pouvoir tirer des


on
lusions quantitatives. En parti
ulier, pour les 
al
uls bas �es sur des g �eom�etries issues de l'imagerie

m �edi
ale, il est indispensable de pouvoir quanti�er l'in
uen
e de toutes les approximations et des

in �evitables erreurs asso
i �ees �a la transformation des images m �edi
ales en un maillage num�erique.

Cette �etude nous a aussi permis de 
onstater qu' �etonnamment peu de r �esultats sont disponibles

pour la stabilit �e des �e
oulements puls �es �a travers un tuyau droit et in�ni. Ainsi, 
e projet dans le

domaine de la biom �e
anique des 
uides a soulev �e �enorm �ement de questions fondamentales qui

n �e
essitent un s �erieux investissement (th �eorique et num�erique, et peut-être aussi exp �erimental) pour

pouvoir progresser dans la 
ompr �ehension de la dynamique dans 
e 
ontexte. Ce travail et la 
ollabo-

ration ave
 Patri
k FEUGIER (Hôpital

�

Edouard-Herriot, Lyon) 
ontinuent maintenant dans le 
adre

d'un Projet exploratoire premier soutien (PEPS).

A.7.8. Probl �eme spatial dans des syst �emes absolument instables

Le probl �eme spatial est l' �etude de la r �eponse d'un �e
oulement �a un for�
age lo
alis �e en espa
e et

harmonique en temps. L'appro
he \spatiale" permet d' �etudier la sensibilit �e d'un syst �eme aux pertur-

bations ext �erieures, qu'elles soient voulues ou non. En parti
ulier, 
ette appro
he est indispensable

dans l'impl �ementation de nombreuses m �ethodes de 
ontrôle (dont la m �ethode en bou
le ouverte

§A.7.2).

Or, il est g �en �eralement admis que le probl �eme spatial n'a de sens que pour les syst �emes stables

ou 
onve
tivement instables et qu'il est mal pos �e pour les syst �emes absolument instables, o �u des

perturbations auto-entretenues sont ampli� �ees plus rapidement que la r �eponse �a un for�
age har-

monique.

Par une �etude analytique j'ai pu montrer que le probl �eme spatial reste bien pos �e pour 
ertains

syst �emes spatialement inhomog �enes et 
omportant une r �egion absolument instable (un exemple �etant

l' �e
oulement produit par un disque en rotation). Les 
onditions de validit �e de 
ette appro
he ont �et �e

obtenues et la r �eponse spatiale 
ompl �ete a �et �e 
al
ul �ee analytiquement par une m�ethode d' �e
helles

multiples. Des simulations num�eriques ont 
on�rm �e 
es r �esultats [A12℄.

A.7.9. Modes globaux ave
 des points selle multiples

Ce travail de re
her
he s'est fait en 
ollaboration ave
 Nigel PEAKE du Department of Applied

Mathemati
s and Theoreti
al Physi
s de l'universit �e de Cambridge.

Pour des syst �emes lentement variables en espa
e, la th �eorie des modes globaux lin �eaires [39℄

permet de pr �edire la fr �equen
e s �ele
tionn �ee en 
al
ulant les propri �et �es d'instabilit �e absolue. En e�et,

la fr �equen
e globale est donn �ee par un point selle de la fr �equen
e absolue lo
ale, dans le plan 
om-

plexe [23,9℄.

�

A 
e jour, la plupart des travaux ont 
onsid �er �e des situations o �u la dynamique est


ontrôl �ee par un seul point selle. Il y a 
ependant des �e
oulements qui pr �esentent une multipli
it �e

de points selle, et alors il y a la possibilit �e que la dynamique globale soit d �etermin �ee par l'un ou

l'autre de 
es points selle, en fon
tion de la valeur des param �etres de 
ontrôle. Il y a au moins deux

�e
oulements r �eels qui sont potentiellement dans 
ette situation : la 
ou
he limite produite par un

disque en rotation [20℄ et l' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille ex
entrique [A17℄.
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Le but de 
e travail a �et �e de d �evelopper un 
rit �ere de s �ele
tion de modes globaux lin �eaires en

pr �esen
e de multiples points selle, et de le tester sur un mod �ele simpli� �e. Ainsi nous avons 
onsid �er �e

une �equation de Ginzburg{Landau du troisi �eme ordre (21), 
e qui 
onstitue le mod �ele le plus simple

donnant lieu �a une relation de dispersion ave
 deux points selle. Cette �etude analytique a permis

de g �en �eraliser le 
rit �ere de s �ele
tion 
lassique �a des situations plus 
omplexes, et des simulations

num�eriques dire
tes ont 
on�rm �e 
es r �esultats [A20℄.

A.7.10. Modes globaux adjoints et sensibilit �e stru
turelle

Ce travail de re
her
he a �et �e r �ealis �e en 
ollaboration ave
 Matthew JUNIPER du Engineering

Department de l'universit �e de Cambridge.

Beau
oup d' �e
oulements ouverts admettent une solution des �equations de Navier{Stokes qui

devient instable au-del �a d'une 
ertaine valeur du nombre de Reynolds. Souvent 
ette instabilit �e 
on-

duit �a des os
illations p �eriodiques auto-entretenues qui trouvent leur origine dans une 
ertaine r �egion

de l' �e
oulement. Cette r �egion agit 
omme une sour
e et le reste de l' �e
oulement ne fait alors que

r �epondre au for�
age de 
ette sour
e. L'identi�
ation de 
ette sour
e a �et �e l'objet de nombreuses

re
her
hes par le pass �e. Lorsque l' �e
oulement de base varie lentement dans une dire
tion, l'analyse

de stabilit �e globale peut être men �ee dans une appro
he multi- �e
helles, 
e qui a permis de r �esoudre

de mani �ere �el �egante un grand nombre de probl �emes [23℄.

La r �e
eptivit �e d'un �e
oulement �a un for�
age ext �erieur peut aussi être trouv �ee en 
al
ulant une

solution des �equations adjointes de Navier{Stokes. Il peut alors être montr �e que la sour
e (respon-

sable des os
illations auto-entretenues) 
o��n
ide ave
 la r �egion de l' �e
oulement o �u il y a un maximum

de re
ouvrement entre le mode dire
t et le mode adjoint [15℄.

Classiquement, le mode adjoint est 
al
ul �e par une analyse de stabilit �e globale, 
'est- �a-dire en

r �esolvant le probl �eme aux valeurs propres 
omplet, 
e qui reste un probl �eme num�erique diÆ
ile ou

même impossible.

Le r �esultat prin
ipal de notre travail a �et �e de montrer que si une appro
he multi- �e
helles est

utilis �ee pour 
al
uler le mode global dire
t, alors le mode global adjoint peut être obtenu ave
 la

même op �eration pour un 
oût num�erique suppl �ementaire n �egligeable. Cela signi�e que pour des

�e
oulements faiblement non parall �eles, les modes globaux adjoints et leur sensibilit �e stru
turelle

peuvent être obtenus rapidement et fa
ilement, sans d �eriver l'ensemble des �equations adjointes. Ce

r �esultat a �et �e d �emontr �e rigoureusement dans le 
adre de l' �equation de Ginzburg{Landau 
omplexe et

ensuite 
on�rm �e pour deux �e
oulements r �eels [A21℄.

A.8. Projets en 
ours et perspe
tives

Les 
onta
ts nou �es ave
 Rama GOVINDARAJAN du Jawaharlal Nehru Center for Advan
ed S
i-

enti�
 Resear
h (Bangalore, Inde) et maintenant au Tata Institute of Fundamental Resear
h (Hyder-

abad) ont 
onduit �a un projet de re
her
he soutenu par le Centre fran
o-indien pour la promotion

de la re
her
he avan
 �ee (CEFIPRA/IFCPAR). Ce projet porte sur les instabilit �es dans les �e
oulements


isaill �es en pr �esen
e de rotation et de 
ourbure. La th �ese de Srikanth DEREBAIL MURALIDHAR,


ommen
 �ee en 2013 et 
o-dirig �ee ave
 Julian SCOTT, parti
ipe �a 
e projet et a pour sujet l' �etude

de la 
ou
he limite qui se d �eveloppe le long d'un 
ylindre en rotation (§A.8.1). Le stage d'Abhishek

KUMAR, 
o-en
adr �e ave
 Rama GOVINDARAJAN, a �egalement eu lieu dans le 
adre de 
e projet et

avait pour objet 
ette fois l' �etude de la stabilit �e de l' �e
oulement �a l'int �erieur d'un tuyau qui peut

tourner autour de son axe (§A.8.2).

Pour poursuivre le travail 
ommen
 �e en biom �e
anique des 
uides (§A.7.7) un projet sur les

�e
oulements biologiques puls �es a �et �e propos �e en 
ollaboration ave
 Patri
k FEUGIER (Servi
e de


hirurgie vas
ulaire de l'Hôpital

�

Edouard-Herriot, Lyon) et Peter SCHMID (Imperial College, Lon-

dres). Ce \Projet exploratoire premier soutien" (PEPS) vient d'être a

ept �e et l' �etude de la dynamique

des �e
oulements puls �es (§A.8.3) se 
ontinue dans 
e 
adre-l �a.
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L'analyse de stabilit �e lin �eaire de l' �e
oulement entre deux 
ylindres ex
entriques ave
 rotation du


ylindre int �erieur et d �ebit axial a tenu toutes ses promesses : une grande ri
hesse de ph �enom�enes

non triviaux, un s
 �enario 
omplexe qui 
onduit �a l'instabilit �e absolue, le tout dans une 
on�guration

d'inspiration industrielle. Ce travail sera poursuivi en 2015 (§A.8.4), lors de mon s �ejour �a l'universit �e

de Cambridge en tant que \Overseas Fellow" au Chur
hill College, en 
ollaboration ave
 Colm-
ille

CAULFIELD (BP Institute et DAMTP).

Depuis la �n oÆ
ielle du projet ANR \Mi
rosillon", je n'ai malheureusement plus pu 
onsa
rer

beau
oup de temps au travail exp �erimental, bien que les deux ban
s d'essai soient op �erationnels

et que maintenant nous ayons en�n trouv �e une solution pour produire des disques ave
 des motifs

rugueux bien 
alibr �es. La reprise des a
tivit �es exp �erimentales (§A.8.5) sera au programme apr �es mon

retour de Cambridge.

A.8.1. Cou
he limite ave
 rotation et 
ourbure

Ces derni �eres ann �ees, beau
oup de progr �es ont �et �e faits pour 
omprendre la dynamique 
omplexe

de 
ou
hes limites tridimensionnelles qui se d �eveloppent le long de surfa
es qui sont soit 
ourb �ees soit

en rotation. Cependant, jusqu' �a maintenant, des 
on�gurations qui pr �esentent �a la fois de la 
ourbure

et de la rotation n'ont que rarement �et �e �etudi �ees, �a l'ex
eption des g �eom�etries 
on�n �ees de type

Taylor{Couette. Pour 
ette raison, nous avons 
hoisi pour 
e projet une 
on�guration d' �e
oulement

ouvert ave
 
ourbure et rotation mais g �eom�etriquement simple : l' �e
oulement le long d'un 
ylindre

qui peut tourner autour de son axe.

Par rapport �a la 
ou
he limite de Blasius, qui se d �eveloppe le long d'une plaque plane, il y a

deux param �etres suppl �ementaires : le rayon du 
ylindre et sa rotation. Une appro
he �a la mani �ere de

Prandtl permet toujours d'obtenir les pro�ls de vitesse de 
et �e
oulement de base. Pour le moment

nous avons obtenu et valid �e le 
al
ul de l' �e
oulement de base et impl �ement �e une analyse de stabilit �e

lo
ale.

Les premiers r �esultats indiquent que la rotation modi�e signi�
ativement les propri �et �es de sta-

bilit �e, et abaisse 
onsid �erablement le nombre de Reynolds 
ritique pour l'apparition de l'instabilit �e.

Par la suite, nous allons �etudier les solutions non lin �eaires et la dynamique globale qui r �esulte

du d �eveloppement spatial de 
ette 
ou
he limite.

A.8.2. Dynamique de l' �e
oulement dans un tuyau en rotation

Alors que l' �e
oulement de Poiseuille dans un tuyau 
ylindrique est toujours lin �eairement stable,

l'ajout d'une 
omposante de rotation solide (par exemple en faisant tourner le tuyau autour de son

axe) 
onduit �a une forte d �estabilisation même pour des taux de rotation extrêmement faibles [11℄.

Lors du stage d'Abhishek KUMAR, 
es r �esultats de stabilit �e lin �eaire ont pu être reproduits. La suite

de 
e travail, dans le 
adre du projet CEFIPRA, 
onsistera �a �etudier le 
omportement non lin �eaire

de 
e syst �eme et �a re
her
her la possible existen
e d'instabilit �es absolues dans 
ette 
on�guration.

Puisque l'ajout de la rotation permet de fa
ilement d �estabiliser 
et �e
oulement, 
ela semble une voie

prometteuse pour a

 �eder au r �egime non lin �eaire.

A.8.3.

�

E
oulements puls �es biologiques

Le travail sur l' �e
oulement �a travers un an �evrisme art �eriel (§A.7.7) a fait ressortir le besoin de

mieux 
omprendre les propri �et �es fondamentales d'un �e
oulement puls �e, même dans une g �eom�etrie

tr �es d �epouill �ee, et en même temps de se rappro
her davantage des prati
iens hospitaliers pour mieux

orienter les �etudes th �eoriques.

Du point de vue th �eorique, s'il existe quelques �etudes de stabilit �e pour des �e
oulement pure-

ment os
illants, les propri �et �es des �e
oulements p �eriodiques en temps ave
 un d �ebit moyen non nul

sont tr �es mal 
onnues. La pr �esen
e �a la fois d'une 
omposante moyenne et d'une partie p �eriodique

(non sinuso��dale) est �evidemment essentielle dans l' �e
oulement sanguin. Alors qu'un �e
oulement de

Poiseuille dans un tuyau 
ylindrique est toujours lin �eairement stable, 
e n'est plus for
 �ement le 
as
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FIGURE 30. (a) Variation du taux de 
roissan
e temporel en fon
tion de Q̃ et Wo, pour Re = 10000 et α = 2.

(b)

�

Evolution du nombre de Reynolds 
ritique.

apr �es ajout d'une partie 
u
tuante. En fon
tion de leur fr �equen
e, de leur amplitude et de leur forme,

les 
omposantes 
u
tuantes de d �ebit peuvent avoir un e�et stabilisant ou d �estabilisant, alors que les

ph �enom�enes de 
roissan
e transitoire peuvent 
onduire �a une dynamique hautement non triviale qui

reste �a �elu
ider.

Dans une �etude pr �eliminaire, j'ai 
onsid �er �e l' �e
oulement entre deux plaques planes ave
 un d �ebit

de la forme Q(t) = Q0 + Q1 cos(Ωt). Une telle 
on�guration est 
ara
t �eris �ee par trois param �etres de


ontrôle : le nombre de Reynolds Re bas �e sur le d �ebit moyen, le nombre de Womersley Wo bas �e sur

la fr �equen
e de la pulsation et le rapport Q̃ ≡ Q1/Q0 qui mesure l'amplitude des 
u
tuations.

La stabilit �e lin �eaire de 
et �e
oulement de base peut s'obtenir par une analyse de Floquet ou

par int �egration temporelle des �equations de Navier{Stokes lin �earis �ees. Ces deux m�ethodes sont

impl �ement �ees et maintenant largement valid �ees.

Un �e
oulement permanent de Poiseuille plan devient instable pour une valeur 
ritique du nombre

de Reynolds de Rec = 7696 (nombre de Reynolds bas �e sur le diam �etre et la vitesse moyenne) et est

asso
i �e �a un nombre d'onde marginal de αc = 2.041. Pour un �e
oulement puls �e, la �gure 30a montre


omment le taux de 
roissan
e temporel pour Re = 10000 et α = 2 varie ave
 Q̃ et Wo, alors que la

�gure 30b donne l' �evolution du nombre de Reynolds 
ritique. Comme on peut le voir, la 
omposante


u
tuante peut avoir un e�et stabilisant ou d �estabilisant, et le 
hangement a lieu dans la gamme des

fr �equen
es qui sont observ �ees physiologiquement (Wo = 10{15). L' �etude de la dynamique temporelle

a �egalement r �ev �el �e que 
et �e
oulement peut donner lieu �a une tr �es importante ampli�
ation transi-

toire intra-
y
le : au 
ours d'une pulsation de l' �e
oulement de base, les perturbations peuvent 
ro�̂tre

de plusieurs ordres de grandeur avant d'être de nouveau amorties dans des proportions similaires,

alors que sur un 
y
le entier elles peuvent être �a peine ampli� �ees ou 
arr �ement amorties. Ces aspe
ts

de 
roissan
e intra-
y
le et la re
her
he de perturbations optimales sera r �ealis �ee en 
ollaboration

ave
 Peter SCHMID (Imperial College, Londres).

Par la suite, il faudra 
ompl �etement 
ara
t �eriser la dynamique spatio-temporelle de 
e syst �eme,

�etudier le r �egime non lin �eaire, 
omparer les r �esultats obtenus dans une 
on�guration de 
anal �a 
eux

d'un tuyau, et 
onsid �erer des d �ebits Q(t) =
∑

nQn exp inΩt ave
 plus d'harmoniques pour se rap-

pro
her des 
onditions physiologiques.

La 
ollaboration ave
 le servi
e de 
hirurgie vas
ulaire de l'Hôpital

�

Edouard-Herriot nous permet

d'utiliser des pro�ls de d �ebit sanguin mesur �e par �e
hographie Doppler. Ces mesures sont r �esolues

en temps et permettent d'obtenir l' �evolution temporelle du 
hamp de vitesse �a travers une se
tion

art �erielle. Pour le moment, nous sommes en train d'essayer de r �esoudre les probl �emes d'a

 �es aux

donn �ees utiles : les appareils m �edi
aux sont de terribles bo�̂tes noires qui empê
hent d'a

 �eder aux

donn �ees brutes non d �enatur �ees par des algorithmes 
onnus des seuls fabri
ants. . . Ensuite, nous


omptons utiliser des d �ebits 
orrespondant �a di� �erentes 
onditions (e�ort d'une intensit �e variable


ontrôl �ee sur tapis roulant) pour identi�er les fa
teurs qui peuvent in
uer sur la dynamique.

Ce travail th �eorique et num�erique bas �e sur des donn �ees m �edi
ales devrait permettre de 
om-

pl �etement 
ara
t �eriser la dynamique des �e
oulements puls �es pour des tuyaux droits. Ensuite, l' �etude

sur les an �evrismes pourra être poursuivie pour des 
as plus r �ealistes et des 
u
tuations pleinement
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d �evelopp �ees. L'utilisation d'une vari �et �e pro�ls de d �ebit Q(t) permettra �egalement de quanti�er la

sensibilit �e des r �esultats et, peut-être, de valider ou d'am �eliorer les appro
hes de \simulations indi-

vidualis �ees par patient".

�

A plus long terme, 
ette appro
he pourrait être g �en �eralis �ee aux intera
tions 
uide{stru
ture en

in
luant des parois �elastiques.

A.8.4. Dynamique non lin �eaire de l' �e
oulement entre deux 
ylindres ex
entriques

Apr �es l' �etude tr �es d �etaill �ee des propri �et �es de stabilit �e lin �eaire r �ealis �ee au 
ours de la th �ese de

Colin LECLERCQ, nous sommes maintenant prêts �a poursuivre 
e travail dans plusieurs dire
tions.

Le prolongement naturel 
onsiste �a analyser le r �egime non lin �eaire, en adoptant une appro
he

similaire �a 
elle qui a d �ej �a fait ses preuves dans d'autres 
ontextes, bas �ee sur un probl �eme d' �evolution

temporelle (§A.5.6). Même si la situation est plus 
omplexe i
i, le syst �eme de 
oordonn �ees bipolaires

utilis �e pour l'analyse lin �eaire peut être 
onserv �e pour la simulation num�erique des �equations non

lin �eaires. Une autre m �ethode que l'int �egration temporelle 
onsisterait �a impl �ementer une m�ethode

it �erative de Newton{Raphson pour trouver dire
tement les solutions non lin �eaires satur �ees pour des

nombres d'onde donn �es.

Ces deux appro
hes (simulation temporelle et it �eration de Newton{Raphson) sont 
ompl �emen-

taires et pourront être utilis �ees en parall �ele. La m �ethode it �erative est potentiellement plus rapide

pour 
onverger vers une solution, �a 
ondition d'avoir une bonne solution initiale. L'int �egration tem-

porelle permet d'aus
ulter des dynamiques plus 
omplexes (quasi-p �eriodiques, 
haotiques. . . ) alors

que la te
hnique it �erative se limite aux solutions p �eriodiques. Le su

 �es de 
e projet devrait aboutir �a

la relation de dispersion non lin �eaire entre fr �equen
e et nombre d'onde pour les familles de solutions

satur �ees qui peuvent exister dans 
e syst �eme pour les di� �erentes valeurs des param �etres de 
ontrôle

(ex
entri
it �e, taux de rotation du 
ylindre int �erieur, d �ebit axial).

Ainsi, tous les �el �ements seront r �eunis pour �etudier la dynamique qui peut r �esulter d'une variation

axiale de l'ex
entri
it �e. En e�et, 
e 
as de �gure semble tr �es pertinent dans l'industrie du forage des

puits de p �etrole o �u l'ex
entri
it �e du 
ylindre int �erieur varie lentement ave
 la distan
e axiale �a 
ause

de la tr �es grande longueur du puits par rapport �a son diam �etre. Comme le travail pr �e
 �edent [A17℄

a montr �e que l'ex
entri
it �e a un e�et non monotone sur l'instabilit �e absolue, il existe la possibilit �e

de zones absolument instables dans les 
on�gurations industrielles. Ainsi, il se pourrait bien que des

modes globaux de type \ �el �ephant" parti
ipent �a la dynamique, ou même qu'on puisse trouver des

modes de type \
hapeau" dans 
ertaines 
on�gurations.

Le but de mon s �ejour �a l'universit �e de Cambridge en 2015 est de travailler ave
 Colm-
ille

CAULFIELD (BP Institute et DAMTP) sur 
es questions et de 
onfronter 
es id �ees th �eoriques aux


on�gurations issues de donn �ees industrielles.

A.8.5. R �eponse spatiale dans l'exp �erien
e de disque tournant

Lors de la 
on
eption des deux ban
s d'essai pour �etudier la 
ou
he limite produite par un disque

en rotation (§A.7.4) le for�
age lo
alis �e a �et �e pr �evu de deux fa�
ons di� �erentes : par un dispositif en

rotation di� �erentielle pour le premier ban
 et par des �el �ements rugueux grav �es en surfa
e pour le

se
ond.

Pour le for�
age di� �erentiel, l' �etude de la r �eponse de la 
ou
he limite �a une perturbation due �a un

unique �el �ement est a
hev �ee (§A.7.4.2). Ce travail a aussi �etabli que la forme de la tête des aiguilles

n'est pas tr �es importante et que la 
ou
he limite est tellement instable qu'il suÆt d'une aiguille tr �es

�ne même sans tête pour d �e
len
her une r �eponse spatiale. Ainsi, nous pouvonsmaintenant poursuivre


ette �etude ave
 un for�
age dû �a un grand nombre d'aiguilles 
orrespondant �a une perturbation har-

monique dans la 
oordonn �ee azimutale. Le dispositif de for�
age a �et �e 
on�
u ave
 120 empla
ements,


e qui permet d' �etudier la r �eponse spatiale pour les modes βf = 20, 24, 30, 40 ou 60.

Le se
ond ban
 d'essai a �et �e 
on�
u pour a

ueillir des disques de di� �erents types, ave
 des rugo-

sit �es stru
tur �ees grav �ees en surfa
e. Apr �es beau
oup de tâtonnements et de tentatives avort �ees, nous

nous sommes dirig �es vers des disques en r �esine dont la surfa
e est usin �ee �a l'aide d'une fraiseuse
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FIGURE 31. Exemple de disque en r �esine ave
 des �el �ements rugueux obtenus par usinage num�erique. Il y a 50

�el �ements de forme 
ylindrique et 
haque �el �ement a un diam�etre de 6 mm et une hauteur de 200 µm.

num�erique. Les premiers disques (�gure 31) sont maintenant prêts pour être test �es. Les possibilit �es

d'usinage sont vastes et il y a un grand nombre demotifs di� �erents qui peuvent être test �es. En �etudiant

la r �eponse de la 
ou
he limite tridimensionnelle pour une vari �et �e de stru
tures rugueuses, nous

esp �erons mieux 
omprendre la sensibilit �e de la dynamique et d �emontrer la faisabilit �e du 
ontrôle :

repousser la transition vers des rayons plus importants.

Il reste beau
oup �a d �e
ouvrir et �a 
omprendre, même dans des 
on�gurations aux g �eom�etries

extrêmement simples. D �es qu'il y a de la rotation, de la 
ourbure, ou en
ore de la pulsation, la

dynamique devient tr �es ri
he et le s
 �enario qui 
onduit de l' �etat de base �a la transition peut faire

intervenir des ph �enom�enes d'une grande 
omplexit �e. Je reste 
onvain
u que le progr �es passe alors

par l'analyse de situations suÆsamment �epur �ees pour pouvoir explorer tous les param �etres et en

d �eduire les grands prin
ipes qui r �egissent la dynamique.

Ainsi, en enri
hissant les 
omp �eten
es que j'ai a
quises par le pass �e et en 
ollaborant ave
 mes


oll �egues en Fran
e, en Angleterre, en Inde ou ailleurs, j'ai l'espoir de pouvoir 
ontinuer �a faire pro-

gresser la 
onnaissan
e par l' �etude d' �e
oulements fondamentaux issus de domaines aussi vari �es que

la sant �e, l' �energie ou les transports.
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B. Autour de la re
her
he

B.1. Contrats de re
her
he et 
ollaborations

1. AJC (A
tion jeunes 
her
heurs) du d �epartement SPI du CNRS, 2005{2006.

M�e
anismes d'intera
tion et instabilit �es dans les �e
oulements diphasiques �a bulles.

Collaboration ave
 Marie RASTELLO (LMFA).

2. ANR, programme \Jeunes 
her
heuses et jeunes 
her
heurs", 2008{2011.

Projet Mi
rosillon

�

E
oulements 
isaill �es en pro
he paroi : E�ets ma
ros
opiques de morphologies de surfa
e mi-


rostru
tur �ees.

J' �etais le 
oordinateur de 
e projet qui a �et �e �elabor �e en 
ollaboration ave
 Fr �ed �eri
 PLAZA†

(LMFA) et Carlo COSSU (LADHYX, maintenant �a l'IMFT).

3. CEFIPRA/IFCPAR, projet 4704-3, 2013{2015.

Rotating and 
urved boundary layer instabilities.

Collaboration ave
 Rama GOVINDARAJAN, Jawaharlal Nehru Center for Advan
ed S
ienti�


Resear
h (Bangalore, Inde), maintenant au Tata Institute of Fundamental Resear
h (Hyder-

abad).

4. PEPS (Projet exploratoire premier soutien) |

�

E
oulements biologiques, 2014.

Dynamique spatio-temporelle des �e
oulements h �emodynamiques puls �es.

Collaboration ave
 Patri
k FEUGIER (Servi
e de 
hirurgie vas
ulaire, Hôpital

�

Edouard-Herriot,

Lyon), Peter SCHMID (AppliedMathemati
s andMathemati
al Physi
s, Imperial College, Lon-

dres), et Arie BIESHEUVEL (LMFA).

Autres 
ollaborations :

1. Department of Applied Mathemati
s and Theoreti
al Physi
s (DAMTP), Universit �e de Cam-

bridge.

Visite de Nigel PEAKE, professeur invit �e de l'

�

E
ole 
entrale de Lyon en 2007,

sur le th �eme \Spatial problems in absolutely unstable systems".

2. Engineering Department, Universit �e de Cambridge.

Visite de Matthew JUNIPER, professeur invit �e de l'

�

E
ole 
entrale de Lyon en 2010,

sur le th �eme \Adjoint global modes in spatially developing shear 
ows".

3. BP Institute, Universit �e de Cambridge.

S �ejour au Chur
hill College 
omme \Fren
h Government Fellow" pr �evu en 2015.

Collaboration ave
 Colm-
ille CAULFIELD (DAMTP et BPI),

sur le th �eme \Dynamique non lin �eaire de l' �e
oulement entre deux 
ylindres ex
entriques ; ap-

pli
ation aux te
hniques de forage p �etrolier".
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B.2. En
adrement et enseignement

B.2.1. Co-en
adrement de th �eses de do
torat

1. Experimental study of natural and for
ed instabilities and transition of a rotating-disk boun-

dary-layer 
ow

M. Ehtisham SIDDIQUI (2007{2011)

�

E
ole 
entrale de Lyon

Dire
tion de th �ese : B. Pier, J. S
ott

https://hal.ar
hives-ouvertes.fr/tel-00589797

2. Instabilit �es 
onve
tives et absolues dans l' �e
oulement de Taylor{Couette{Poiseuille ex
entrique

Colin LECLERCQ (2010{2013)

�

E
ole 
entrale de Lyon

Dire
tion de th �ese : B. Pier, J. S
ott

https://hal.ar
hives-ouvertes.fr/tel-00962218

3. Dynami
s and stability of 
ow through abdominal aorti
 aneurysms

Shyam Sunder GOPALAKRISHNAN (2010{2014)

Universit �e Claude-Bernard Lyon 1

Dire
tion de th �ese : B. Pier, A. Biesheuvel

https://hal.ar
hives-ouvertes.fr/tel-00954202

4. Instabilit �es de 
ou
he limite ave
 
ourbure et rotation

Srikanth DEREBAIL MURALIDHAR (2013{)

�

E
ole 
entrale de Lyon

Dire
tion de th �ese : B. Pier, J. S
ott.

B.2.2. En
adrement de post-do
torant

1. Response to rotating for
ing of the von K �arm �an disk boundary layer

Mukund VASUDEVAN (2010{2011)

B.2.3. En
adrement de stages

1.

�

Etude exp �erimentale d'une 
ou
he limite tridimensionnelle produite par un disque en rotation

Christine PLET (janvier{avril 2006)

Master 1,

�

E
ole normale sup �erieure de Lyon

2. Cara
t �erisation des transitions naturelles et for
 �ees dans une 
ou
he limite tridimensionnelle ;

exp �erien
e du disque tournant

Henri LASTAKOWSKI (mai{juillet 2007)

Li
en
e 3,

�

E
ole normale sup �erieure de Lyon

3. Instabilit �es globales dans un mod �ele issu de la m �e
anique des 
uides

Fran
a HOFFMAN (mai{juillet 2012)

Master 1,

�

E
ole normale sup �erieure de Lyon | Imperial College, Londres

4. Instabilities of 
ow through a rotating pipe

Abhishek KUMAR (mai{juillet 2014)

Birla Institute of Te
hnology and S
ien
e, Pilani, Inde
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B.2.4. Enseignement

1. Biblioth �eques et 
her
heurs : quelles relations ? quelle 
oop �eration ?

�

E
ole nationale sup �erieure des s
ien
es de l'information et des biblioth �eques (ENSSIB).

Volume horaire : 2 heures, animation d'une table ronde (2009, 2010, 2012, 2013).

2. TD d'Instabilit �es et ph �enom�enes non lin �eaires

�

E
ole normale sup �erieure de Lyon, Master 2e ann �ee.

Volume horaire : 10 heures de TD par an, e�e
tu �ees en 2005{2006 et 2006{2007.

3. Cours et TD d'Instabilit �es hydrodynamiques

�

E
ole 
entrale de Lyon, se
onde ann �ee, enseignement d'approfondissement.

Volume horaire : 4 heures de 
ours et 8 heures de TD par an, e�e
tu �ees en 2005{2006.

4. TD de M�e
anique des 
uides

�

E
ole 
entrale de Lyon, premi �ere ann �ee.

Volume horaire : 16 heures par an, e�e
tu �ees en 2005{2006 et 2006{2007.

B.3. Vulgarisation et di�usion de la 
ulture s
ienti�que

Con
eption et r �ealisation d'une exp �erien
e de milieux strati� �es illustrant des ph �enom�enes de

pollution atmosph �erique pour l' �emission Ar
him �ede de la 
ha�̂ne ARTE (1998).

Collaboration ave
 un journaliste de la revue La re
her
he pour un arti
le sur les instabilit �es

dans les sillages, paru en f �evrier 2008.

En
adrement de stages d'observation pour des �el �eves du se
ondaire (ly
 �ee de la Favorite, Lyon ;

ly
 �ee Sainte-Marie, Lyon).

En
adrement de projets TIPE pour des �el �eves en 
lasse pr �eparatoire s
ienti�que (ly
 �ee du Par
,

Lyon ; ly
 �ee de la Martini �ere-Du
h �ere, Lyon).

B.4.

�

Evaluation

B.4.1. Parti
ipation �a des jurys de th �ese

1. Universit �e d'Orl �eans, 22 mai 2008 [examinateur℄

Mar
 FERRIER | Analyse de la stabilit �e et pr �evison de la transition laminaire/turbulent de

l' �e
oulement pro
he paroi sur l'avant 
orps d'un v �ehi
ule hypersonique

2. Cambridge University, Angleterre, 25 novembre 2009 [rapporteur℄

Simon REES | Hydrodynami
 instability of 
on�ned jets and wakes and impli
ations for gas

turbine fuel inje
tors

3. Jawaharlal Nehru Center for Advan
ed S
ienti�
 Resear
h, Bangalore, Inde, 11 mars 2011 [rap-

porteur℄

Gayathri SWAMINATHAN | Global stability analysis of non-parallel 
ows

4. Royal Institute of Te
hnology, Sto
kholm, Su �ede, 7 juin 2012 [rapporteur℄

Shintaro IMAYAMA | Experimental study of the rotating-disk boundary-layer 
ow

5. Institut de m�e
anique des 
uides de Toulouse, 7 novembre 2014 [examinateur℄

Gerardo DEL GUERCIO | Optimal streaks ampli�
ation in wakes and vortex shedding 
ontrol
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B.4.2. Rele
ture d'arti
les

Journal of Fluid Me
hani
s (58 arti
les expertis �es �a 
e jour)

Physi
s of Fluids (14)

European Journal of Me
hani
s/B Fluids (8)

Journal of Fluids and Stru
tures (4)

AIAA Journal (2)

Europhysi
s Letters (2)

Journal of Computational Physi
s (2)

Journal of Engineering Mathemati
s (2)

Physi
a D (2)

Chemi
al Engineering S
ien
e (1)

Computers and Fluids (1)

European Physi
al Journal B (1)

International Journal of Multiphase Flow (1)

International Journal of Numeri
al Methods in Fluids (1)

Journal of Mathemati
al Physi
s (1)

Journal of Nonlinear S
ien
e (1)

Pro
eedings of the Royal So
iety A (1)

Theoreti
al and Computational Fluid Dynami
s (1)

B.4.3. S �ele
tion

J'ai parti
ip �e �a des 
ommissions de sp �e
ialistes/
omit �es de s �ele
tion pour des postes de ma�̂tre

de 
onf �eren
es �a l'Universit �e de Paris 6 (2009) et �a l'Institut national polyte
hnique de Toulouse

(2012), ainsi qu' �a l' �evaluation de projets soumis �a l'ANR (Agen
e nationale de la re
her
he, Fran
e)

et �a l'EPSRC (Engineering and Physi
al S
ien
es Resear
h Coun
il, Royaume-Uni).

B.5. Animation s
ienti�que

B.5.1. Organisation de s �eminaires

Lors de mon re
rutement au LMFA en 2002 j'ai repris en main l'organisation des s �eminaires

d'int �erêt g �en �eral pour l'ensemble du laboratoire, et j'ai exer
 �e 
e rôle d'animation jusqu'en 2010.

B.5.2. Co-dire
tion de groupe de re
her
he

Depuis 2009, je suis 
o-responsable du groupe de re
her
he \Turbulen
e et Stabilit �e" du LMFA,

Fabien Godeferd en assurant la responsabilit �e prin
ipale (20 
her
heurs/enseignants, 2 ITA).

B.5.3. Organisation de 
olloques

J'ai �et �e le prin
ipal organisateur du Colloque EUROMECH 525, Instabilities and transition in

three-dimensional 
ows with rotation, qui s'est tenu �a l'

�

E
ole 
entrale de Lyon (

�

E
ully) du 21 au 23

juin 2011.

J' �etais membre du 
onseil s
ienti�que du Colloque EUROMECH 547, Trends in open shear 
ow

instability, qui s'est tenu �a l'

�

E
ole polyte
hnique (Palaiseau) du 1er au 3 juillet 2013.
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B.6. Do
umentation et information s
ienti�que

Une bonne re
her
he n'est possible que si on est suÆsamment bien inform �e de 
e sur quoi nos


oll �egues et 
on
urrents travaillent. De la même fa�
on, il est indispensable de partager nos r �esultats

et nos m �ethodes de travail ave
 l'ensemble de la 
ommunaut �e s
ienti�que.

Ce sou
i de la bonne di�usion de la 
onnaissan
e m'a 
onduit �a 
on
evoir le logi
iel PhPubli dans

le but de d'organiser et de proposer en ligne les noti
es de l'ensemble de la produ
tion s
ienti�que

du LMFA (voir §C.5).

Je fais �egalement partie du 
onseil de la do
umentation et du groupe de travail sur les ar
hives

ouvertes �a l'

�

E
ole 
entrale de Lyon. J'ai parti
ip �e �a plusieurs a
tions en vue de la sensibilisation des


her
heurs et des �etudiants aux ar
hives ouvertes (notamment animation du \open a

ess day") et

je suis intervenu lors d'une journ �ee th �ematique sur l'a
tualit �e du libre a

 �es du r �eseau Isidora des

do
umentalistes et biblioth �e
aires CNRS en Rhône-Auvergne et Alpes.

Depuis plusieurs ann �ees maintenant, je 
o-anime une table ronde lors de la formation \Biblio-

th �eques et 
her
heurs" propos �ee par l'ENSSIB (

�

E
ole nationale sup �erieure des s
ien
es de l'infor-

mation et des biblioth �eques).

En 2014, j'ai �et �e nomm�e CorIST, 
orrespondant aupr �es de la Dire
tion de l'information s
ien-

ti�que et te
hnique (DIST) du CNRS, pour repr �esenter l'Institut des s
ien
es de l'ing �enierie et des

syst �emes (INSIS).
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C. Produ
tion s
ienti�que

C.1. Arti
les dans des revues internationales �a 
omit �e de le
ture

Tous les arti
les sont disponibles en texte int �egral en suivant les liens 
orrespondants �a partir

de l'adresse http://www.lmfa.fr/perso/Benoit.Pier/pub/.

A1. B. Pier & P. Huerre,

Fully nonlinear global modes in spatially developing media,

Physi
a D 97, 206{222 (1996). [15 
itations*℄

A2. B. Pier, P. Huerre, J.-M. Chomaz & A. Couairon,

Steep nonlinear global modes in spatially developing media,

Physi
s of Fluids 10, 2433{2435 (1998). [41 
it.℄

A3. A. Kudrolli, B. Pier & J.P. Gollub,

Superlatti
e patterns in surfa
e waves,

Physi
a D 123, 99{111 (1998). [112 
it.℄

A4. B. Pier, P. Huerre & J.-M. Chomaz,

Bifur
ation to fully nonlinear syn
hronized stru
tures in slowly varying media,

Physi
a D 148, 49{96 (2001). [44 
it.℄

A5. B. Pier & P. Huerre,

Nonlinear self-sustained stru
tures and fronts in spatially developing wake 
ows,

Journal of Fluid Me
hani
s 435, 145{174 (2001). [63 
it.℄

A6. B. Pier & P. Huerre,

Nonlinear syn
hronization in open 
ows,

Journal of Fluids and Stru
tures 15, 471{480 (2001). [12 
it.℄

A7. B. Pier

On the frequen
y sele
tion of �nite-amplitude vortex shedding in the 
ylinder wake,

Journal of Fluid Me
hani
s 458, 407{417 (2002). [65 
it.℄

A8. B. Pier

Open-loop 
ontrol of absolutely unstable domains,

Pro
eedings of the Royal So
iety of London A 459, 1105{1115 (2003). [20 
it.℄

A9. B. Pier

Finite amplitude 
ross
ow vorti
es, se
ondary instability and transition in the rotating-disk

boundary layer,

Journal of Fluid Me
hani
s, 487, 315{343 (2003). [42 
it.℄

A10. B. Pier

Primary 
ross
ow vorti
es, se
ondary absolute instabilities and their 
ontrol in the rotating-

disk boundary layer,

Journal of Engineering Mathemati
s, 57, 237{251 (2007). [7 
it.℄

* Nombre de 
itations re
ens �ees par le Web of S
ien
e au 31 d �e
embre 2014.
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A11. B. Pier

Lo
al and global instabilities in the wake of a sphere,

Journal of Fluid Me
hani
s, 603, 39{61 (2008). [29 
it.℄

A12. B. Pier

Signalling problem in absolutely unstable systems,

Theoreti
al and Computational Fluid Dynami
s, 25, 7{17 (2011). [1 
it.℄

A13. M. E. Siddiqui, V. Mukund, J. S
ott & B. Pier

Experimental 
hara
terization of transition region in rotating-disk boundary layer,

Physi
s of Fluids, 25, 034102 (10 pages) (2013). [2 
it.℄

A14. B. Pier

Periodi
 and quasiperiodi
 vortex shedding in the wake of a rotating sphere,

Journal of Fluids and Stru
tures, 41, 43{50 (2013). [3 
it.℄

A15. C. Le
ler
q, B. Pier & J. S
ott

Temporal stability of e

entri
 Taylor{Couette{Poiseuille 
ow,

Journal of Fluid Me
hani
s, 733, 68{99 (2013). [1 
it.℄

A16. B. Pier

Transition near the edge of a rotating disk,

Journal of Fluid Me
hani
s, 737, R1 (9 pages) (2013).

A17. C. Le
ler
q, B. Pier & J. S
ott

Absolute instabilities in e

entri
 Taylor{Couette{Poiseuille 
ow,

Journal of Fluid Me
hani
s, 741, 543{566 (2014).

A18. S. S. Gopalakrishnan, B. Pier & A. Biesheuvel

Global stability analysis of 
ow through a fusiform aneurysm : steady 
ows,

Journal of Fluid Me
hani
s, 752, 90{106 (2014). [1 
it.℄

A19. S. S. Gopalakrishnan, B. Pier & A. Biesheuvel

Dynami
s of pulsatile 
ow through modal abdominal aorti
 aneurysms,

Journal of Fluid Me
hani
s, 758, 150{179 (2014).

A20. B. Pier & N. Peake

Global modes with multiple saddle points,

European Journal of Me
hani
s B-Fluids, 49, 335{344 (2015).

A21. M. P. Juniper & B. Pier

The stru
tural sensitivity of open shear 
ows 
al
ulated with a lo
al stability analysis,

European Journal of Me
hani
s B-Fluids, 49, 426{437 (2015).

C.2. Conf �eren
es invit �ees

1. B. Pier,

La physique du jet : Des all �ees de von K �arm �an aux orgues,

Colloque \Orgues entre histoire et a
oustique" (So
i �et �e fran�
aise d'a
oustique),

Toulouse, 18{19 o
tobre 2002.

2. B. Pier,

Primary, se
ondary instabilities and 
ontrol of the rotating-disk boundary layer,

Colloque \Stability and Transition of Rotating Boundary-Layer Flows",

Lei
ester University, Royaume-Uni, 8 mai 2009.

3. B. Pier,

On some instabilities in the wake of a rotating sphere,
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Colloque \Hydrodynami
 Stability" (AIM-Network/EPSRC),

Keele, Royaume-Uni, 14{15 f �evrier 2011.

C.3. Conf �eren
es ave
 a
tes

1. B. Pier,

Nonlinear frequen
y sele
tion in spatially developing 
ows,

Seventh European Turbulen
e Conferen
e,

Saint-Jean-Cap-Ferrat, Fran
e, 30 June{3 July 1998.

In : U. Fris
h (Ed.), Advan
es in Turbulen
e VII, Kluwer A
ademi
 Press, Dordre
ht, 129{132.

2. B. Pier & P. Huerre,

A resonan
e prin
iple for spatially developing wake 
ows,

Eighth European Turbulen
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C.5. Logi
iels

1. PhPubli

PhPubli est un serveur php/mysql pour organiser, re
her
her, mettre en ligne et formater les

noti
es bibliographiques de do
uments s
ienti�ques (typiquement la produ
tion s
ienti�que d'un lab-

oratoire de re
her
he).

PhPubli est disponible sur la plateforme d'h �ebergement de projets logi
iels Sour
eforge ( �a

l'adresse http://sour
eforge.net/proje
ts/phpubli), distribu �e sous li
en
e GNUGPLv3. Il est �ega-

lement r �epertori �e et ses fon
tionnalit �es d �e
rites dans la plateforme Plume (http://www.projet-

plume.org/fr/fi
he/phpubli).

Pour permettre une gestion \intelligente" de la produ
tion s
ienti�que du laboratoire, adapt �ee

�a nos besoins et sans être �a la mer
i d'un syst �eme dont on ne ma�̂trise ni les fon
tionnalit �es ni les

�evolutions, j'ai �et �e amen �e �a d �evelopper le logi
iel PhPubli. La stru
ture tr �es d �etaill �ee de la base

de donn �ees a �et �e pens �ee pour être 
exible et interfa�
able ave
 d'autres syst �emes, pour �eviter toute

redondan
e inutile, minimiser les erreurs de saisie et rester 
ompatible ave
 des besoins futurs.

Ce syst �eme s'av �ere notamment tr �es utile pour la r �eda
tion des rapports d'a
tivit �e du labora-

toire : s �ele
tion, tri et formatage automatique des donn �ees en fon
tion des 
rit �eres (
hangeants. . . )

des nombreux �evaluateurs.

Parmi les fon
tionnalit �es il y a l'export sous un format 
ompatible ave
 d'autres bases de

donn �ees 
omme l'ar
hive ouverte HAL. Il est ainsi possible de t �el �everser les noti
es bibliographiques

vers HAL, sans avoir �a re-saisir les donn �ees. Pour 
ompl �eter le d �epot dans 
ette ar
hive ouverte, il

suÆt de rajouter le �
hier en texte int �egral 
orrespondant.

2. Pa
kstaB

Pa
kstaB est une librairie de 
lasses et fon
tions en C++ qui regroupe l'essentiel des m �ethodes

que j'ai d �evelopp �ees au 
ours des ans et permet ainsi de traiter fa
ilement un grand nombre de

probl �emes et de 
on�gurations (dis
r �etisations spatiales en Cheby
hev ou di� �eren
es �nies, mapping

des maillages, op �erateurs de d �erivation et d'int �egration, alg �ebre lin �eaire, r �esolution de probl �emes aux

valeurs propres, 
al
uls de relation de dispersion, simulation num�erique dire
te ave
 une vari �et �e de

s
h �emas temporels. . . ). Cette librairie est en d �eveloppement permanent et quotidiennement utilis �ee

au LMFA et au TIFR (Hyderabad, Inde).

Pour mettre en pratique les prin
ipes de la page 3, il ne me reste plus qu' �a en faire un \vrai"

pa
kage (ave
 exemples et 
ommentaires) et �a le rendre disponible sur une plateforme d'h �ebergement

de projets (libres bien sûr).

C.6. Organisation de 
olloques

1. Colloque EUROMECH 525

Instabilities and transition in three-dimensional 
ows with rotation

21{23 juin 2011,

�

E
ully, Fran
e

Organisateur : Beno�̂t PIER

Co-organisateurs : Fabien GODEFERD (LMFA) et Nigel PEAKE (DAMTP, Cambridge)

Le but de 
e 
olloque �etait de rassembler des experts en m�ethodes exp �erimentales, num�eriques

et th �eoriques pour faire le point sur l' �etat de nos 
onnaissan
es au voisinage de la transition et de

r �eunir les 
ommunaut �es des instabilit �es et de la turbulen
e. Des 
ontributions ont �et �e re�
ues, entre

autres, sur les th �emes suivants : 
ou
hes limites tri-dimensionnelles, �e
oulements dans et autour de
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solides en rotation, �e
latement tourbillonnaire, d �eveloppement spatio-temporel de perturbations,

s
 �enarios de transition, 
ontrôle, ph �enom�enes transitoires, turbulen
e inhomog �ene et anisotrope.

Au programme de 
e 
olloque �guraient 6 
onf �eren
es invit �ees, 38 pr �esentations orales ainsi

que 7 posters. Il y avait 79 parti
ipants venus de 12 pays di� �erents. Les textes de tous les r �esum �es

ont �et �e publi �es dans HAL, https://hal.ar
hives-ouvertes.fr/EC525/.

2. Colloque EUROMECH 547

Trends in open shear 
ow instability

1{3 juillet 2013, Palaiseau, Fran
e

Organisateur : Lutz LESSHAFT (LADHYX).

J' �etais membre du 
onseil s
ienti�que.
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