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Résumé

La dynamique & basses fréquences de milieux hétérogeénes périodiques est classique-
ment décrite par la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques, lorsqu’il existe
une séparation d’échelles entre les déplacements et la taille caractéristique d’'une cellule
irréductible du milieu. A plus haute fréquence, cette séparation d’échelles est perdue et la
méthode d’homogénéisation devient caduque. Afin de franchir cette barriére, nous propo-
sons de considérer des modes périodiques sur une période composée de plusieurs cellules
irréductibles. Autour des fréquences de résonance de ces périodes multicellulaires avec
des conditions aux limites périodiques, des situations de grande modulation émergent.
Une nouvelle séparation d’échelles est donc définie entre ’amplitude du mode et la taille
caractéristique de la période. Les équations gouvernant la modulation sont ainsi obtenues,
et leur nature différe si le mode considéré est simple ou multiple.

Cette méthode est dans un premier temps appliquée & des structures discrétes unidi-
mensionnelles : un systéme masse-ressort (un degré de liberté) et des poutres réticulées
(trois degrés de liberté), puis dans un second temps les objets d’études sont des milieux
continus tridimensionnelles : un milieu poreux saturé par un gaz parfait (variable pi-
lotante scalaire) et un composite (visco-)élastique & masse variable (variable pilotante
vectorielle). La faible dissipation est traitée comme une petite perturbation complexe du
probléme élastique.

Mots-clés : Dynamique, propagation d’onde, homogénéisation périodique, période
multicellulaire, modulation, structures discrétes, milieux poreux, composites visco-élastiques.
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Abstract

Low frequency dynamics of heterogeneous periodic media is usually described by the
homogeneisation method when there is a scale separation between the displacements and
the caracteristic size of the irreducible cell of the medium. At higher frequencies this
scale separation is lost and the homogeneisation method cannot be applied. In order to
overcome this frequency barrier we propose to consider periodic modes on the period
made of several irreducible cells. Around the resonance frequencies of these multicells
periods with periodic boundary conditions rise large scale modulation situations. Then
a new scale separation is defined between the mode amplitude and the caracteristic size
of the multicells period. Equations driving the modulation are derived and their nature
differs whether the given mode is simple or multiple.

First, this procedure is applied on unidimensional discrete structures : a spring-mass
system (one degree of freedom) and reticulated beams (three degrees of freedom). Then
the study is focused on tridimensional continuous media : a porous medium satured
by a perfect gas (scalar driving variable) and a (visco-)elastic composite with variable
mass (vectorial driving variable). The weak dissipation is treated as a little complex
perturbation of the elastic problem.

Key words : Dynamics, wave propagation, periodic homogeneisation, multicells per-
iod, modulation, discrete structure, porous medium, visco-elastic composite.
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INTRODUCTION GENERALE.

Ce travail s’inscrit dans le cadre général de la modélisation du comportement dyna-
mique de milieux hétérogénes par la méthode d’homogénéisation. En régime dynamique,
la description macroscopique d’un milieu hétérogéne caractérisé par volume élémentaire
représentatif (VER), dont les propriétés géométriques et mécaniques sont statistique-
ment invariantes & 1’échelle macroscopique, est accessible lorsque la fréquence imposée
est suffisamment basse. En effet a basse fréquence la taille caractéristique des déplace-
ments est trés grande par rapport a la taille du VER, ce qui traduit l'existence d’une
séparation d’échelles entre la longueur d’onde A\ (échelle macroscopique) et le VER de
taille caractéristique ¢ (échelle microscopique). Dans ces conditions le VER peut étre
assimilé a une cellule périodique et le matériau & un milieu périodique, voir la figure 1.
Un milieu est dit périodique lorsqu’une cellule irréductible, c’est-a-dire une géométrie
associée & des propriétés physiques, est répétée dans une voire plusieurs directions de
I’espace. De tels milieux peuvent étre de nature continue, comme des matériaux fibres
ou composites, ou de nature discréte, comme des cristaux a 1’échelle atomique ou des
structures réticulées (mousses, batiments idéalisés, nids d’abeille...). La méthode d’ho-
mogénéisation des milieux périodiques [Auriault et Sanchez-Palencia, 1977|, [Bensoussan
et al., 1978|, [Sanchez-Palencia, 1980], |Caillerie et al., 1989| s’applique alors et fournit
la description macroscopique du milieu.

\ 4

<&
<

Le

O

lo
O g,

FIGURE 1 — Respect de la condition de séparation d’échelles : la longueur caractéris-
tique des déplacements L. est trés grande devant la taille caractéristique [y de la cellule
irréductible €.

En contrepartie a des fréquences élevées la complexité de décrire un milieu hétérogéne
est largement amplifiée. La séparation d’échelles est perdue au-deld de la fréquence de
diffraction, qui correspond a la gamme de fréquence telle que la taille caractéristique des
déplacements est de 'ordre de grandeur de la taille du VER : A\/27m = O({). Par consé-
quent puisque les déplacements varient & ’échelle locale, la méthode d’homogénéisation
ne s’applique plus. Dans cette gamme de fréquences on parlera de "moyennes fréquences"
lorsque les fréquences modales peuvent facilement étre distinguées, et de "trés hautes fré-
quences" dans le cas contraire. Deux approches sont alors disponibles :
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INTRODUCTION GENERALE.

D’une part lorsque le milieu est périodique, la théorie de Floquet-Bloch permet, quelle
que soit la fréquence, d’obtenir les solutions de 1’équation de propagation avec des co-
efficients périodiques & partir du calcul modal non périodique de la cellule irréductible.
Cependant cette méthode ne permet pas de distinguer, dans la base de résolution spec-
trale, s’il existe des champs qui présentent une variabilité a grande échelle et si oui, quelles
équations les gouvernent.

D’autre part, des méthodes numériques de type éléments finis permettent de calcu-
ler la réponse du milieu hétérogéne que le milieu soit périodique ou non périodique, a
une sollicitation basses ou hautes fréquences. Cependant si elle donne des résultats nu-
mériques elles sont confinées & cette représentation sans donner la formulation physique
du probléme. De ce fait il peut étre tres délicat d’interpréter ces résultats numériques.
De plus, le maillage doit étre suffisamment fin pour que les phénoménes a I’échelle des
(petites) longueurs d’ondes soient correctement décrits. Ceci implique que les calculs
peuvent devenir trés lourds et que leur durée peut exploser, et la question de la fiabilité
des résultats peut étre discutable.

Le but de cette thése est d’obtenir la formulation physique du milieu périodique
au-dela de la fréquence de diffraction dans une situation de séparation d’échelles (homo-
généisation périodique) a partir du calcul modal périodique sur une période composée
de plusieurs cellules irréductibles (équivalent au calcul non-périodique sur une cellule
irréductible issu de Floquet-Bloch).

Un point de départ des idées figurant dans cette thése a pour origine des résultats
numeériques issus de la thése de Chesnais [2010] : 'objet d’étude est les poutres réticulées
(milieu unidimensionnel discret), dont la description dynamique par la méthode d’homo-
généisation de milieux périodiques et discrets (HMPD) a été en grande partie réalisée par
Hans et Boutin [2008], Boutin et al. [2010|, Chesnais [2010]. Pour une poutre réticulée
dont la cellule irréductible est un portique (figure 2-a)), considérons le mode fondamental
basse fréquence ou la déformée du portique est (quasi-)périodique sur la cellule irréduc-
tible (figure 2-b) ). La méthode HMPD permet d’obtenir I’équation de comportement de
la poutre équivalente.

La déformée modale de la méme poutre réticulée a une fréquence supérieure est
présentée sur la figure 2-¢) [Chesnais, 2010|. A priori ce cas sort du cadre d’application
de I’homogénéisation usuelle, car I’hypothése de quasi-périodicité du portique n’est pas
respectée puisque la longueur caractéristique des déplacements est du méme ordre de
grandeur que la cellule irréductible. Dans ces conditions, la séparation d’échelle au sens
classique est perdue. Pourtant, on note lexistence d’une grandeur macroscopique (en
trait plein).

Pour espérer identifier cet autre type de comportement macroscopique il faut trou-
ver une nouvelle grandeur qui satisfasse une condition de séparation d’échelles. Craster
et al. [2010a], dans I’étude par une approche asymptotique d’un milieu continu unidimen-
sionnel, ont mis en avant qu’autour de la fréquence du mode de résonance d’une cellule
irréductible avec des conditions anti-périodiques I’amplitude du mode pouvait évoluer a
grande échelle. On retrouve cette caractéristique sur la déformée 2-c), qui présente une
quasi-périodicité sur deux cellules, soulignée par un trait plein sur la figure 2-c). Telle
qu’elle est tracée, elle correspond a la modulation du mode périodique sur deux cellules,
dont la taille caractéristique est bien plus grande que la taille de deux portiques.

Pour rester dans le cadre périodique on se place alors dans une période composée de
deux cellules irréductibles, ou la nouvelle grandeur périodique sur la période bicellulaire
est par conséquent 'amplitude du mode. La condition de séparation d’échelles est alors
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INTRODUCTION GENERALE.

[ ]

a) b) c)

FIGURE 2 — a) Cellule irréductible : portique composé de deux murs et d’un plancher.
Déformées modales d’une méme poutre réticulée : b) a basse fréquence, la déformée est
quasi-périodique sur une cellule; ¢) & plus haute fréquence, en trait plein est soulignée la
quasi-périodicité de la déformée sur deux cellules. [Chesnais, 2010]

respectée lorsque la taille caractéristique de la longueur de la modulation reste grande
par rapport a la taille caractéristique de la période & deux cellules.

Afin de décrire le comportement macroscopique d’un milieu périodique par une mé-
thode asymptotique au-dela de la fréquence de diffraction, I'idée principale véhiculée tout
au long de cette thése est donc de considérer la périodicité du milieu sur plusieurs cel-
lules irréductibles. L’objectif est donc de déterminer la modulation des modes qui sont
périodiques sur la période multicellulaire. Les équations de modulation ainsi obtenues
régissent 'amplitude de chaque mode périodique, et les paramétres effectifs sont direc-
tement calculés a partir des propriétés modales de la période multicellulaire considérée.
Les méthodes développées sont applicables a toutes les fréquences, mais en pratique on se
restreindra aux moyennes fréquences ou les différents modes de structures restent encore
distincts.

Ce mémoire se divise en trois parties, précédées d’un paragraphe sur les méthodes
d’étude en régime dynamique des milieux périodiques. Dans la premiére partie nous ap-
pliquons ce principe & un systéme & un seul degré de liberté, plus simple qu’une poutre
réticulée. Il s’agit du systéme masse-ressort infini, composé de masses ponctuelles infini-
ment rigides et de ressorts sans masses, tous identiques. L’avantage est d’avoir accés a
la solution exacte, qui sert de base de comparaison avec les résultats issus de 'approche
asymptotique. Il apparait que des situations a grandes échelles émergent autour des fré-
quences propres des périodes multicellulaires avec des conditions aux limites périodiques.
Ainsi, en considérant une période multicellulaire quelconque, la procédure asymptotique
appliquée autour d’'une de ses fréquences propres périodiques fournit I’équation a ’ordre
dominant qui gouverne I"amplitude de la modulation du mode. La question de I'influence
de la multiplicité du mode sur la nature de ’équation de modulation est aussi posée et
traitée.
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INTRODUCTION GENERALE.

Dans une seconde partie, en nous servant des résultats issus de ’étude du systéme
masse-ressort, on applique cette méthode asymptotique & des poutres réticulées. La diffi-
culté est de connaitre analytiquement les fréquences propres de la période multicellulaire.
Nous avons donc considéré des poutres réticulées semblables & des systémes masse-ressort.
Trois cinématiques sont ainsi visitées : les déplacements longitudinaux, transversaux et
la rotation de section. La difficulté de trouver les fréquences propres périodiques dans
des géométries quelconques nous a conduit a étendre I’étude a des milieux continus.

Nous avons donc, dans une troisiéme partie, étudié des phénomeénes de grande mo-
dulation dans des milieux continus. Le principe est illustré sur la figure 3.

Un premier exemple est consacré & 'acoustique des milieux poreux saturés par un gaz
parfait. Dans ce cas la variable pilotant le comportement du milieu est la pression, une
variable scalaire, ce qui facilite les développements. En premier lieu, on modélise par un
réseau de résonateurs de Helmholtz en série, assimilable & un systéme masse-ressort. On
retrouve ainsi les résultats de la premiére partie. Ensuite, nous développons la méthode
et nous établissons les équations de modulation en milieu continu.

Le second exemple traite de I’étude des grandes modulations dans un composite élas-
tique a masse variable. Bien que la méthodologie soit la méme que dans le cas précédent,
la variable pilotante est & présent vectorielle, ce qui complexifie les développements.

Enfin, nous finissons par rajouter un terme de faible dissipation au composite élas-
tique, qui est traité comme une petite perturbation du probléme élastique. La méthodo-
logie adaptée & ce cas se base sur un double développement asymptotique, qui fournit les
équations de modulation visco-élastiques. On traite ainsi 'influence de la dissipation sur
la structure des équations de modulation.

L

<>

Il I N

O

[
0 OQO

FIGURE 3 — Perte de la séparation d’échelles : la longueur caractéristique des déplace-
ments L. est de 'ordre de grandeur de la taille caractéristique de la cellule irréductible
Q. Cependant I'amplitude de modulation du mode reste trés grande devant la taille de
la période.
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INTRODUCTION GENERALE.

Méthodes d’étude en régime dynamique des milieux pério-
diques.

La méthode asymptotique d’homogénéisation des milieux périodiques

Cette méthode, introduite initialement par |Bensoussan et al., 1978| et [Sanchez-
Palencia, 1980|, est appliquée a basses fréquences dans le cas de matériaux présentant
un VER sous I'hypothése fondamentale de séparation d’échelles. Pour des constituants
élastiques, 'homogénéisation limitée a I’ordre dominant montre que le comportement ma-
croscopique du composite est celui d’un milieu de Cauchy équivalent dont le tenseur élas-
tique est déterminé par la microstructure (caractéristiques mécaniques et géométriques
des constituants) du matériau, voir [Sanchez-Palencia, 1980]. Dans un milieu poreux
rigide saturé par un gaz parfait, la description macroscopique a ’ordre dominant corres-
pond aux descriptions phénoménologiques établies dans [Auriault et Sanchez-Palencia,
1977|, |Auriault, 1980|, [Attenborough, 1983] et [Allard, 1993] : le modéle de Biot-allard
est ainsi retrouveé.

Les principales améliorations de la méthode asymptotique d’homogénéisation des
milieux périodiques visent :

— a préciser le comportement du milieu équivalent grice auzx ordres supérieurs : Les
travaux de [Gambin et Kroner, 1989, [Boutin et Auriault, 1990| et [Boutin, 1996|,
puis de [Smyshlyaev et Cherednichenko, 2000| et [Cherednichenko, 2006] montrent
que la description aux ordres supérieurs fait apparaitre des correcteurs non-locaux.
Ceci signifie que pour décrire 1’état de contrainte il faut considérer, en plus de
I’état de déformation dans le VER, le gradient de la déformation, c’est-a-dire la
déformation dans les VER voisins.

— a faire émerger des termes non-locaux & ’ordre dominant : Des effets non-locaux
a lordre dominant peuvent émerger en pesant l'ordre de grandeur de certaines
propriétés mécaniques du milieu composite grace au petit paramétre utilisé pour
les développements asymptotiques. Ainsi, les travaux de [Caillerie et Nedelec, 1980]
sur une inclusion fine de grande rigidité plongée dans un corps élastique mettent en
évidence une cinématique enrichie au premier ordre, non identifiable par une mé-
thode d’homogénéisation qui supposerait des constituants dont les raideurs seraient
du méme ordre de grandeur. [de Buhan et Hassen, 2008] soulignent la difficulté de
la méthode d’homogénéisation asymptotique a prendre en compte et a modéliser
la flexion et le cisaillement dans les inclusions au premier ordre. En se basant sur
une approche énergétique du probléme, |[Pideri et Seppecher, 1997|, [Bellieud et
Bouchitté, 1996] et [Cherednichenko, 2006] font également apparaitre des effets
non-locaux au premier ordre dans les comportements macroscopiques de milieux
renforcés périodiquement.

— a étendre la description au régime dynamique : |Sanchez-Palencia, 1980 présente la
détermination du comportement dynamique de milieux hétérogénes. Dans les com-
posites élastiques périodiques, [Auriault et Bonnet, 1985] ont montré qu’il pouvait
émerger une dynamique non-newtonienne. [Panasenko, 1995 a étudié le probléme
de vibration unidirectionnel d’un milieu incompressible comportant des inclusions
lourdes et rigides en forme de grains. [Boutin et Auriault, 1993| se sont intéressé
aux correcteurs d’ordres supérieurs relatifs aux phénomeénes de diffraction d’ondes.
Plus tard, Parnell et Abrahams ont obtenu I’équation d’onde homogénéisée & basse
fréquence qui gouverne la propagation d’une onde SH parallélement [Parnell et
Abrahams, 2006| et perpendiculairement [Parnell et Abrahams, 2008| a l'axe des
renforts. Plus tard, Moustaghfir et al. [2007| et Craster et al. [2010a] ont com-
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INTRODUCTION GENERALE.

mencé a s’intéresser a la description de modes (simples) modulés par des méthodes
asymptotiques sur des structures élastiques 1D et 2D.

Cas particulier des milieux discrets.

La méthode d’homogénéisation des milieux périodiques et discrets (HMPD) a été ini-
tialement mise au point par Caillerie et al. [1989] et Verna [1991] en statique, Tollenaere
[1994], Tollenaere et Caillerie [1998| en dynamique et Moreau [1996], Moreau et Caillerie
[1998] pour les grands déplacements. Elle se base sur la méthode d’homogénéisation des
milieux périodiques dédiée aux milieux continus, en ajoutant une étape de discrétisa-
tion permettant de ramener les équations d’équilibre aux nceuds des cellules du milieu
périodique.

La deuxiéme partie de ce mémoire est la suite des théses de Hans [2002], Chesnais
[2010] et des travaux de Boutin et Hans [2003], Hans et Boutin [2008|, Chesnais et al.
[2011] qui ont posé le cadre d’étude des poutres réticulées en dynamique basse fréquence
par la méthode HMPD. En jouant sur les ordres de grandeur des propriétés des éléments
et sur celui de la fréquence, une grande variété de comportements a pu étre générée,
permettant de construire différents modéles de poutres généralisées. Notons qu’il existe
des travaux, par exemple [Andrianov, 2002|, ou des modéles continus sont construits afin
de décrire le comportement de structures discrétes dans une large gamme de fréquences,
sans se soucier de I’hypothése de changement d’échelle. Néanmoins avec la méthode
HMPD, pour pouvoir espérer homogénéiser des structures & plus hautes fréquences, il y
a deux possibilités : dans [Chesnais et al., 2012|, les poutres réticulées sont étudiées a
une fréquence pour laquelle seuls certains éléments de la structure entrent en résonance
locale. Ces phénoménes de résonance locale internes a la cellule ont pour effet d’ouvrir
des fenétres fréquentielles (autour des fréquences de résonance des éléments) permettant
a ’homogénéisation classique de s’appliquer. L’étude de ces effets de la résonance a mis
en évidence une différence entre la masse effective et la masse réelle, et une générali-
sation de la mécanique Newtonienne a 1’échelle macroscopique. L’autre possibilité est
de considérer la périodicité des variables cinématiques sur plusieurs cellules. Dans cet
esprit certains, auteurs [Manevitch et Oshmyan, 1999, Daya et al., 2002, Moustaghfir
et al., 2007| ont commencé a travailler sur ’homogénéisation des modes modulés dans
les structures périodiques continues.

Théorie de Floquet et ondes de Bloch

Cette méthode s’applique a des milieux continus ou discrets strictement périodiques,
et se base sur le calcul modal d’une seule cellule irréductible, qui d’aprés Brillouin et
Parodi [1956] contient toute l'information. La théorie de Bloch a initialement été publiée
dans [Bloch, 1929| dans le cadre des cristaux électroniques; Félix Bloch s’intéressait a
la maniére dont les électrons dans un cristal sont affectés par la périodicité du milieu,
supposée parfaite. Ensuite elle a été généralisée a tout type d’ondes, et par exemple I'ap-
plication a des structures en treillis plans a été faite dans [Phani et al., 2006]. Dans le
cadre des structures unidimensionnelles, d’aprés [Yong et Lin, 1989 et [Langley, 1996],
les efforts et les déplacements aux deux extrémités de la cellule sont reliés par une matrice
transfert. Pour des structures bidimensionnelles, il faut modéliser la cellule par grace aux
¢léments finis |Langley et al., 1997] et [Phani et al., 2006|. Notons qu’une méthode simi-
laire a également été utilisée pour étudier des problémes de vibrations libres [Anderson,
1982] et de flambement [Anderson, 1981].
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INTRODUCTION GENERALE.

VER existant,
Données propriétés des constituants, de leur interface
de la physique qui les gouverne
Hypotheses Milieu périodique Milieu périodique Milieu périodique
morphologie continu discret continu ou discret
H}ipothese Inférieure a la fréquence de diffraction Non
fréquence
Résultats 1) Comportement macroscopique Résolution spectrale
2) Coefficients exacts pour la période dans la période
Nom méthode Holrr.logénéisa.mtio.n N Hom(/)g%énej:isation . Ondes de Bloch
des milieux périodiques | des milieux périodiques et discrets

TABLE 1 — Tableau récapitulatif des méthodes utilisées.
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Premiére partie

Dynamique a basses et moyennes
fréquences d’'un systéme
masse-ressort.
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

Qo, lo Période irréductible (ou cellule) et sa taille caractéristique.

Q, = Up Qo, L =ply Domaine de la période a p cellules sa taille caractéristique.

I Nombre complexe

w Pulsation.

K, M Raideur du ressort sans masse et masse de la masse infiniment
rigide.

wy = \/ K/ M Pulsation de référence.

T, xp =nl Variable de I’espace physique ; variables discrétes aux nceuds de la
période Q.

e={/L, L ratio d’échelle, longueur de modulation macroscopique ca-
ractéristique.

A Amplitude de modulation du mode.

Un, Vg, Déplacements des masses de référence de la période €2 et des masses
internes.

T (u,v) Effort tranchant au n'*™€ nceud du systeme.

U Vecteur des déplacements de la période €.

k, A Nombre d’onde et longueur d’onde modale.

K, A Nombre de modulation et longueur de modulation.

TABLE 2 — Notations de la partie 1.
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Chapitre 1

Approche directe.

Le but de ce premier chapitre est [’étude de la dynamique d’un systéme masse-ressort
mfint par une approche directe. Dans ce systéme infini, la cellule irréductible €y est
constituée d’une masse et d’un ressort. Dans un premier temps cette cellule est considé-
rée comme la période du systéeme, et la relation de dispersion est exprimée. Ensuite en
considérant une période Qg composée de deux cellules irréductibles, la relation de disper-
sion de la modulation fait apparaitre un phénoméne de grande modulation autour de la
pulsation de la période avec des conditions aux limites périodiques. Enfin ce travail est
étendu a une période €, constituée de p cellules, ot émergent de grandes modulations
autour des pulsations de la période €1y, avec des conditions aux limites périodiques. Ce
probléme classique permet d’introduire l’analyse asymptotique a basse et haute fréquences.

Sommaire du chapitre.

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5

Structure étudiée. . . . . . . ... . o 0oL o oo
Relation de dispersion pour la période irréductible 3y . . . .
1.2.1 Equilibre macroscopique. . . . . . . ... ...
1.2.2 Résolution analytique. . . . . . ... ... ...
Relation de dispersion pour la période (); a deux cellules. . .
1.3.1 Equilibre de la période et équilibre macroscopique. . . . . . .
1.3.2 Résolution analytique. . . . . . . .. ... ... L.
Relation de dispersion pour la période ()3 a trois cellules. . .
1.4.1 Equilibres de la période et macroscopique. . . . . . . . . . ..
1.4.2 Résolution analytique. . . . . . . .. ... ... 0L

Relation de dispersion pour la période 2, a p cellules .

1.5.1 Equilibres de la période et macroscopique. . . . . . . . . . ..
1.5.2 Résolution analytique. . . . . . . .. ... .0
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

1.1 Structure étudiée.

Nous considérons une chaine périodique de masses rigides et ponctuelles M et de
ressorts sans masse de rigidité K et de longueur ly, voir la figure (1.1). Par la suite

QO

M K M K M M K M K M
Qg - ® g9
Lui o | u2 u3 Up—1 Uy, Upt1

FIGURE 1.1 — Systéme étudié.

nous utiliserons systématiquement les désignations suivantes pour éviter les ambiguités :
la cellule composée d’un ressort et d’'une masse correspond & la période irréductible de
longueur [y, et la période peut étre multicellulaire (¢ = ply) ou monocellulaire (¢ = ly).
Sur la figure (1.2) sont représentées les périodes g et {23 constituées respectivement de
deux et trois cellules ). Le déplacement de la masse le plus a droite de chaque période u,
est arbitrairement choisi comme variable pilotante. Les déplacements des autres masses
de chaque période sont des variables internes. On définit classiquement la pulsation de
référence wy = %, et on se place en régime harmonique de telle sorte que, en notant

T =nly:
U (Tp,t) =upy (t) =u(x,) exp({wt) o Vw, u(x,) =Uexp(—Ik(w) zy,)
avec k (w) le nombre d’onde, et I le nombre complexe tel que I? = —1. L’objectif est

d’établir la relation de dispersion, c’est—a-dire I'expression de k (w).

1.2 Relation de dispersion pour la période irréductible (2

1.2.1 Equilibre macroscopique.

Sur la figure (1.3) est représentée la période irréductible €y de longueur ¢ = I
composée d’une seule cellule, c¢’est-a-dire d’'une masse et d’un ressort. Cette période ne
contient donc pas de variable interne. Les indices et exposants D (resp. F') sont attribués

) ’CA?L
Do -

K M K M
S St I
Un Un,
K M K M K M

oo TN~ Mg~ e,

n

FIGURE 1.2 — Définition des variables pour des périodes & une ou plusieurs cellules.
a) Période irréductible Qg, b) Période a deux cellules 9, ¢) Période a trois cellules Q.
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Chapitre 1. Approche directe.

K ML T
'UF
(=1

FIGURE 1.3 — Période Qg - Déplacements - Efforts.

aux déplacements et efforts du début (resp. de la fin) de la période. Les efforts ont pour
expressions :

TD (uD,uF) =K (uD - UF)
TF (UD,UF) = —’C (uF — UD) —l—./\/le ur

Sur la figure (1.4) est représenté schématiquement le systéme comme une succession de

F D
i T, T
—— e ——
Un—1 Un, Un+1

FIGURE 1.4 — Equilibre des forces aux nceuds du systéme cellulaire.

périodes. Le bilan des efforts en x = nf = nly s’écrit :
TE (up—1,un) — T2 (un, unt1) = 0 (1.1)

Soit :
— K (tp — tp_1) + Mw?u, — K (Up, — Upt1) =0

iéme

2
En posant y = (—) I’équilibre de la n masse est donc gouverné par I’équation :

(Unt1 — 2Up + Up—1) + XUp =0 (1.2)

1.2.2 Résolution analytique.

Recherchons une onde progressive harmonique sous la forme :
Vn € Nyu, =U exp (I (wt —k(w) nt))

avec k (w) = % le nombre d’onde, \ (w) étant la longueur d’onde et £ = [y la longueur de
la période €. Notons que tout nombre d’onde k (w) lp+2 g7, Vg € N permet d’obtenir le
méme déplacement u,,. Ainsi il est suffisant de ne travailler que dans la zone R(k (w) ly) €
[—7, m] appelée premiére zone de Brillouin de la période irréductible. D’aprés [Brillouin
et Parodi, 1956|, toute 'information est contenue dans cette premiére zone. L’équation
(1.2) devient :

VR(k (w) lo) € [-m, 7], exp(—Ik(w)lo)+ (x —2)+exp(+Ik(w)ly) =0
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

w

wo

Zone de non|propagation

Zone : Zone
exclue : exclue

k(w) lo

s
3 ™

[
3
NIE]
o

FI1GURE 1.5 — Courbe fondamentale de dispersion dans la premiére zone de Brillouin.

C’est-a-dire :
VR(Ek (w) lo) € [-m, 7], 2 (cos(k(w)lp)—1)=—x

Grace aux relations trigonométriques on obtient la relation exacte de dispersion quelle
que soit la pulsation :

2
VR(E (w) lo) € [-m, 7], 4 sin%@) = <i> (1.3)

wo
L’analyse de cette relation fait apparaitre une pulsation de coupure w, = 2wy : si w < we,

alors I'onde est progressive ; sinon elle est évanescente. On se place dans un premier temps
dans le cas ou l'onde est progressive. La relation de dispersion est alors :

Vw < we, k(w)= :l:% Arcsin(ino)

Pour étudier la propagation d’onde dans un systéme masse-ressort infini, 'idée premiére
est de considérer une période constituée d’une masse et d'un ressort. Sur la figure (1.5)
est représentée la courbe fondamentale de dispersion dans la premiére zone de Brillouin,
qui contient la totalité de linformation sur la dynamique du systéme, voir |Brillouin et
Parodi, 1956]. A cause de la nature discréte du systéme, les longueurs d’ondes ne peuvent
pas étre inférieures a . Ces longueurs d’ondes interdites correspondent aux autres zones
de Brillouin, que nous appellerons zones exclues. Enfin, par convention de signe, lorsque
les ondes se propagent dans le sens des = croissants (resp. décroissants) le nombre d’onde
est positif (resp. négatif). Dans la suite seuls les nombres d’onde positifs seront étudiés,
les nombres d’onde négatifs étant leur symétrique.

1.2.2.1 A basses fréquences.

Les situations de grandes longueurs d’ondes correspondent a k (w) lyp = 27 lp/AMw) < 1,
et selon I’équation (1.3) elles apparaissent a basse fréquence, c’est-a-dire quand w < wy.
Par exemple a la fréquence nulle le nombre d’onde est aussi nul, et donc la longueur
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Chapitre 1. Approche directe.

FIGURE 1.6 — Comportement de la structure a la fréquence nulle.

d’onde est infinie : il n'y a donc pas de propagation d’onde, toutes les masses ont un
mouvement uniforme U, voir figure (1.6).

VneN,u, =R (Ue“wt—’f(wwo)) U

Le développement de 1'équation (1.3) autour de zéro fournit :

w 1 w 4 w
|k(w)\l0—w0<1+6(2wo) —|—> quand w—0—>0 (1.4)

w

En ne considérant que le premier terme, |k (w)| ~ m quand w < wp. Ainsi la

relation de dispersion correspond & la description usuelle de la propagation de grandes

ondes dans un milieu 1D de module élastique linéique Kly et de masse linéique %. De

plus cette description est non dispersive car ¢ = w/k(w) = 1/K lolﬂo est indépendante de
la pulsation. Enfin en calculant :

on remarque que deux masses successives suivent presque le méme mouvement, ce qui est
en accord avec I’hypothése de séparation d’échelle : la déformée peut alors étre qualifiée
de quasi-périodique. Le correcteur en w? dans I'équation (1.4) traduit le faible effet de la
dynamique a ’échelle de la cellule. Cette observation concorde avec la description usuelle
de la diffraction de Rayleigh [Boutin et Auriault, 1993|.

1.2.2.2 A plus hautes fréquences.

Regardons & présent quel est le comportement du systéme au-dela de ces basses

fréquences. A la pulsation w = /2wy le nombre d’onde est k (w) = ﬁ, c’est-a-dire que

- . .... T .l U sin(v2wot)

RO et

A=4ly A=4l

FIGURE 1.7 — Propagation d’ondes a la pulsation w = v/2 wy.

la longueur d’onde est A (w) = 4 1.

Uy, = RN (Uelwtefl%r) = %(U@I”t (-n")
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

Si n = 2q est pair, alors ugy = (—1)?U cos (V2uwpt).
Sin=2q+1 est impair, alors ug g1 = (—1)9U sin (\/§w0 t).

Dans ce cas le mouvement n’est plus uniforme, on observe un déphasage de 5 entre les
amplitudes des mouvements des masses paires et impaires, représenté sur la figure (1.7) :
par conséquent la séparation d’échelles a été perdue et la périodicité sur la cellule Qg
n’existe plus, mais la déformée est périodique sur quatre cellules €.

U cos(2wo t)

F1GURE 1.8 — Propagation d’ondes & la fréquence maximale de propagation w = 2 wy.

A la pulsation de coupure w = w, = 2wy le nombre d’onde est k (w) lp = 7 :
Vn e Nyu, =R (Ue[“’te_“”r) = (—=1)" cos (2w t)

La longueur d’onde est donc A (w) = 21y (voir figure 1.8), c’est-a-dire que les mouvements
de deux masses voisines sont en opposition de phase. A nouveau ce n’est pas une situation
de séparation d’échelles, et la périodicité sur la cellule €}y est absente. Cependant la
périodicité de la déformée émerge sur deux cellules €.

Au-dela de la pulsation de coupure le nombre d’onde devient complexe donc il n’y
a plus de propagation d’onde dans le systéme, et les ondes s’amortissent. On peut alors
Vécrire k (w) = ky (w) + 1 k; (w) avec k, (w) sa partie réelle et k; (w) sa partie imaginaire.
L’équation (1.3) devient :

w

sin <(1<:T (w) + I ki (w)) lg) =45 (1.5)

En sachant que sin (a 4+ 1 b) = sin(a) cosh(b) + I cos(a) sinh(b), on peut séparer les
parties réelles et imaginaires de ’équation (1.5) et on obtient le systéme :

sin <’f<;>lo) . (k @ z0> s
cos (’“(“’2”0) sinh (W) _ 0

Premier cas : k; (w) =0
Dans la premiére zone de Brillouin positive, on retrouve le cas de la propagation d’onde :

(1.6)

]ﬂ' (Ld) =0
Yw < we, 2
ky (w) = — Arcsin (w)
lo 2&)0

Deuxiéme cas : k; (w) #0
Dans ce cas, dans la premiére zone de Brillouin (positive) la solution du systéme (1.6)
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5 y
7
7
4
k4
7/
'
//
Zone de L7
non propagation o
/”
/”
g Locoem-
Zone
exclue

FIGURE 1.9 — La courbe de dispersion réelle (en trait plein) et la courbe de dispersion
imaginaire (en tirets) dans la premiére zone positive de Brillouin.

est :

2 w

ki (w) ==+ ” Argcosh <2>
Yw > we, - 0 wo
kr,- ((AJ) = r
0
Les courbes de dispersion réelles et imaginaires sont représentées dans la premiére zone
positive de Brillouin sur la figure (1.9). La partie imaginaire du nombre d’onde k; (w) > 0
correspond a 'atténuation spatiale par métre. L’expression du déplacement u(x,t) est

donc :

Vw > we, u(x = nlp,t) = U exp(—2 Argcosh <2{:> nly) exp(I (wt —mnly))
0

atténuation spatiale

Sur la figure (1.10) sont représentées les amplitudes u(x = nly,tp) des déplacements
des masses a un instant ¢ty pour trois pulsations : w = 2wy, 2.5wg, 3wy. A la pulsation
de coupure w, = 2wy (courbe en rouge sur la figure) 'onde se propage sans s’atténuer.
Au-dela de cette pulsation le régime n’est plus propagatif et 'amplitude de 'onde décroit
rapidement (courbes en noir et bleu sur la figure). On voit enfin que plus la fréquence
est élevée et plus 'atténuation spatiale est grande. Dans ’annexe A les expressions de
la célérité et du nombre d’onde sont présentées, ainsi que leur représentation en fonction
de la pulsation.

On observe que ’hypothése de séparation d’échelles n’est atteinte qu’aux basses fré-
quences, avec une déformée quasi-périodique. Cependant nous avons vu que pour cer-
taines pulsations (w = V2wo, w = 2wyp), la périodicité est retrouvée pour des périodes
comprenant respectivement quatre et deux cellules €y. Ceci laisse penser que la situa-
tion de périodicité et de séparation d’échelles peut tout de méme étre obtenue a haute
fréquence en considérant les mouvements aux extrémités d’une période multiple, ce que
nous étudions dans les parties suivantes.
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

U S PRl AL A
A /N AN /
Yy / \ / ,
\ \ / \ /
Wy / \
\ \ /
\\\ / \ / \ /
\ /
\\ /I - \ / \\ /
~
\\ ! b — g S o i”_g"~ \ ° g — l
-\\ = AN ‘vf”/l ® N —_—= ==7 r=n 0
N e 2 N ey 4 5 6
N S \ / . /
VN oar ! \ \ /
7 \ / \ /
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\ / \ // \ /
-U t A Yo e’

FIGURE 1.10 — Amplitude des masses & un instant ¢y pour des pulsations de 2wy (en
rouge), 2.1wp (en noir) et 3wy (en bleu).

Oy
M K M K M M K M K M
@~ g ® -9~ -—g:-
: Ul lo : V9 U2 Un—1 Un Un,

FIGURE 1.11 — Systéme étudié double périodique.

1.3 Relation de dispersion pour la période (), & deux cel-
lules.

Considérons donc la période €y de longueur ¢ = 2lp, qui est constituée de deux
cellules irréductibles, c’est-a-dire de deux masses M et de deux ressorts de raideur K.
Les mouvements de deux masses successives au sein de la ni®™¢ période Qs sont pilotés
par les variables u,, et vy, voir les figures (1.2) et (1.11). La masse le plus a droite de la
période est arbitrairement choisie comme nceud de référence, et son déplacement wu,, est
la variable pilotante. Le déplacement v,, de la masse interne (le nceud interne a la période
Q) porte la dynamique interne de la période.

1.3.1 Equilibre de la période et équilibre macroscopique.

Sur la figure (1.12) est représentée la période €2y de longueur ¢ = 21j avec les variables
pilotantes et les efforts du début et de la fin de la période (up, up, TP et T) ainsi que
la variable interne v. L’équilibre de la masse interne pilotée par v s’écrit donc, en régime

harmonique :
~MuwPv=-K(w—up)+K (up —v) (1.7)
2
En posant y = (%ﬂ) on obtient l'expression de la variable interne en fonction des
variables pilotantes :
p— 4D TUR (1.8)
2-x
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TP TF

—, K M K M

| up v lup
? =2l

FIGURE 1.12 — Période 29 - Déplacements - Efforts.

Les efforts aux noceuds de la période en fonction de v ont pour expressions :

{TD (up,up) =K (up —v) (1.9)

TF (uD,uF) =-K (’U,F — ’U) —l—MwQ up

Ainsi en y introduisant l’expression de v (1.8) on obtient les efforts aux noeuds de la
période double en fonction des déplacements de ses extrémités :

K
TP (up, ur) = 5= (1= x) up — ur)
- X
F K 2
T" (up,ur) = BT (1=x)up —up) + Mw”up
Le bilan des efforts (1.1) en 2 = n2ly méne & 1’équation d’équilibre du n'®™® nceud de
référence :
(Unt1 —2uUp +up—1) —x (x —4) up =0 (1.10)

Remarques sur la valeur de x :

1. Suivant Pexpression de v (1.8) pour x = 2, c’est-a-dire pour une pulsation w =
V2w, le déplacement de la masse interne semble devenir infini. Cette fréquence
correspond en fait a la fréquence de résonance de la période avec up et up comme
conditions aux limites.

2. Lorsque les sens des déplacements up et up sont identiques ou quasi-identiques :
~ Siy <2, iew < V2w, alors le mouvement de la masse interne est dans le méme
sens que les mouvements des masses de référence.
— Six > 2, iew>v2wp, alors le mouvement de la masse interne est opposé aux
mouvements des masses de référence.
Ces deux situations sont illustrées sur la figure (1.13).

1.3.2 Résolution analytique.

La période 25 étant constituée de deux cellules, on cherche les phénoménes propagatifs
de la variable pilotante u,, sous de la forme :

up = Uy exp (I (wt — ra(w)n2lp)) R (2k2 (w) ) € [—m, 7] (1.11)

ol ka(w) est le nombre d’onde relatif a la période 3. Notons qu’ici w, traduit le dé-
placement d’une masse sur deux, et que ce méme mouvement en considérant la période
irréductible Qg a pour expression :

uon = Up exp (I (wt — k(w) (2n) 1)) R (kly) € [—m, 7] (1.12)
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FI1GURE 1.13 — Sens du déplacement de la masse interne en fonction de la fréquence.

L’étude est restreinte a la premiére zone de Brillouin R (2k2 (w) lp) € [—, 7] relative
a 9, qui contient toute 'information. En remplagant 'expression de w, par (1.11),
I’équation (1.10) devient :

VR (2K (W) lo) € [-m, 7], e T2l _g 4 efma(@)2lo 4y (4 —y) =0
On obtient ainsi I’équation de dispersion pour ks (w) :
VYR (2 k9 (w) lo) € [-m, 7], 4 sin® (ka(w)lo) = x (4 — X) (1.13)

Puisque les systémes mécaniques décrits par 2y et o sont les mémes, les deux des-
criptions doivent étre identiques. Par conséquent comme le n'®™¢ nceud pilotant de la
chaine Qs correspond au 2 n'®™® nceud de la chaine g, Iidentification des déplacements
Uy, (période Q9) et ug, (période Q) donne, en suivant (1.11) et (1.12) :

(ke (w) =k (w)) (2lo) = [27]

Maintenant, en considérant les intervalles de variation de k (w) et de kg (w) restreints
aux premiéres zones de Brillouin, on obtient :

Ko (W) = k (w) si m@nmgg

|@@H:;—k@)m ggm@nmgw
0

Ce résultat est cohérent avec les équations de dispersion (1.3) et (1.13) gouvernant res-
pectivement k (w) et kg (w), voir figure (1.14). Selon la régle de repliement, |Boykin
et al., 2005, I'iushina, 1969|, la courbe de dispersion de k2(w) correspond a la courbe de
dispersion fondamentale pour sz (w) lp < 5 puis & son symétrique par rapport a 'axe
k2 (w) lo = 5. En effet il est facile de vérifier, avec les relations trigonométriques, que

si 4 sin(f) = a, alors 4 sin?(26) = a (4 — a)

L’évolution & grande échelle des déplacements des nocuds de références situés aux extré-
mités des périodes doubles correspond a la situation kg (w) ~ 0, voir équation (1.11).
L’équation de dispersion (1.13) montre que cette situation est rencontrée dans deux plages
de fréquences :

page 20



Chapitre 1. Approche directe.

w
wo
Zone de non propagation
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I LY o, . ..
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FIGURE 1.14 — Courbes de dispersion en considérant €y (en trait plein) et Q2 (en poin-
tillés) dans la premiére zone positive de Brillouin. Le phénomeéne de grande modulation
apparait dans plages de fréquence hachurées correspondent aux valeurs ol kg (w) s’an-
nule.

1. w < wp, i.e k2 (w) = k(w). La relation de dispersion (1.13) développée a basses
fréquences donne :

Ko (w) lp ~ wio quand w — 0

et donc le mouvement de la variable de référence voisine a pour expression, d’aprés
(1.11) :

Upt1 = Up (1 = TR (w) (2lg) + )
Par conséquent deux masses de référence voisines ont quasiment le méme mouve-
ment. En remplagant dans 1’équation (1.8) up par u, et up par u,i1 on obtient
I'expression de la variable interne de la n'®™¢ période 2y en fonction des variables
de référence des n'®™€ et (n + 1)™e périodes s :

Up + Up+1

En développant cette expression a basses fréquences on obtient, & ’ordre dominant :

(1.14)

Up =

Up % quand w — 0 (1.15)

Ainsi les masses internes vont dans le méme sens que les masses pilotantes. On
retrouve le cas déja rencontré dans la description basée sur €.

2. w 2w, ie |k(w)| = £ donc |ke (w)| = & — k (w). Le développement de I'équa-
tion (1.13) autour de 2wy donne :
2
(kg (W) Ig)? ~ 4 — (w) quand w — 2wy (1.16)
wo
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

En suivant 'équation (1.11), up41 = up (1 — I ko (w) (21p) + - -+) donc ces masses
de référence successives ont presque le méme déplacement. Enfin en développant
I'expression de la variable interne (1.14) autour de 2wy, on obtient :

_Un + Up+1

5 quand w — 2wy (1.17)

Uy
ce qui signifie que les mouvements des masses internes sont opposés aux mouve-
ments des masses de référence.

Comme attendu, on retrouve la méme description que 'on se base sur €y ou sur €25. Ce-
pendant, 'approche & double cellules permet d’identifier un phénoméne de grande échelle
a hautes fréquences, inclus mais masqué dans ’approche simple cellule. L’interprétation
réside dans le fait que 2wq est la pulsation propre de la période a deux cellules 2 avec
des conditions aux limites périodiques. En effet en posant w,, = u,+1 = u, les efforts aux
neeuds de la période Q3 (1.9) deviennent :

TP (u,u) = K (u —v)
TF (u,u) = =K (u—v) + Mw?u

Ainsi a partir du bilan des efforts (1.1) aux noeuds de la période, et de I’équilibre de la
masse interne (1.7), on obtient un systéme de deux équations a deux inconnues, mis sous

la forme vectorielle :
( 2—x 2 ) < u > —0
-2 2—x v

Le déterminant de cette matrice étant nulle, on obtient I’équation polynomiale :

woev=e- () (-(5))-

dont les deux solutions sont :

1. w = 0, et la déformée associée est : v = u, en remplacant cette pulsation dans
I'expression de la masse interne (1.15). La périodicité sur la cellule Qg est retrouvée ;

2. w=2wg et d’aprés (1.17) la déformée associée est v = —u le mode anti-périodique.
La périodicité n’existe plus pour la cellule {2y, mais émerge pour la période 2s.

Par conséquent le phénomeéne de grande échelle piloté par ro(w ~ 2wp) qui arrive une
masse sur deux correspond a de grandes modulations portées par le mode propre de la
période €29 avec des conditions aux limites périodiques. Ceci signifie que la séparation
d’échelle est respectée pour amplitude du mode (ka(w ~ 2wp) — 0), et non plus pour
le déplacement local (k(w ~ 2wy)=*0) comme on le fait usuellement. Pour cette raison,
la situation de grande modulation d’ondes a hautes fréquences se détache du sens usuel
donné a ’hypothése de séparation d’échelle.

1.4 Relation de dispersion pour la période ()3 a trois cellules.

Considérons a présent la période €23 de longueur ¢ = 31y constituée de trois cellules
Q0. Les mouvements de trois masses successives au sein de la n'®™ période 23 sont dirigés
par la variable de référence u,, (située la plus a droite de la période) et par les variables
internes vy, et vy, , voir les figures 1.2 et 1.15.
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TP TF
K M M
' up v1 v2

=3l

FIGURE 1.15 — Période 23 - Déplacements- Efforts.

1.4.1 Equilibres de la période et macroscopique.
Les équilibres aux deux nceuds internes de la période s’écrivent :

(1.18)

—~Mw?v; = =K (v1 —up) — K (v1 — v2)
My =K (vg —v1) — K (v2 —up)

La résolution de ce systéme fournit les expression des déplacements internes vy et vs en
fonction des variables de référence up et up :

Up Up —Up

v = +
1 — (w/wo)” (1 - (w/wo)2> (3 - (w/w0)2>

) up wp — up (1.19)

g = _
1 — (w/wo)? (1 - (w/w0)2> (3 - (w/w0)2)
Ensuite les efforts aux neeuds de la période €3 s’écrivent :

TD (uD,uF):IC(uD—vl) (1 20)
TF (UD,UF) :—,C(UF—UQ)+M(A)2UF .

Ainsi le bilan des efforts en & = n 31y c’est-a-dire au nceud de la n'®™¢ et de la (n + 1)1eme
période €23, s’écrit :
(Unt1 — 2Up + Up—1) + x (X — 3)2 Uy =0 (1.21)

1.4.2 Reésolution analytique.
L’expression de la variable de référence wu,, en considérant la période 23 est :
up = Up exp (I (wt — k3(w)n3lp)) R (3k3 (w) lp) € [—m, 7] (1.22)

ol k3(w) est le nombre d’onde relatif a la période Q3 et R (3 k3 (w) lo) € [—m, 7] corres-
pond a la premiére zone de Brillouin relative a la période Q3. L’équation d’équilibre (1.21)
devient, en introduisant 'expression de u,, par (1.22) :

VYR (3 k3 (w) lo) € [—m, 7], e 1@l gy lm@dl v (_32=0 (1.23)

Ainsi I’équation de dispersion pour k3 (w) est :

VYR (3 k3 (w) lg) € [-m, 7], 4 sin? (Kg(w) 32l0> =y (x —3)? (1.24)
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FIGURE 1.16 — Courbes de dispersion en considérant 2y (en trait plein), Qo (en pointillés)
et Q3 (en tirets) dans la premiére zone positive de Brillouin. Le phénoméne de grande
modulation apparait dans plages de fréquence hachurées correspondent aux valeurs ot
ko (w) et k3 (w) s’annulent.

La variable de référence u,, traduit le déplacement d’une masse sur trois, et que ce méme
mouvement en considérant la période irréductible {25 a pour expression :

ugn = Up exp (I (wt — k(w) (3n) 1)) R (kly) € [—m, 7]
Ainsi on obtient la relation :
(k3 (W) = k(w)) (3lo) = [27]

Par conséquent en considérant les zones de Brilouin relatives & la période 3 et a la
période irréductible 25 on obtient :

ks (w) = k (w) sim@nmg%

2 2
i3 ()| = 37 k(@) s g <k o<
2 2
i3 (@) | =k (W) = o si < |k@) o<

31 3

Sur la figure (1.16) sont représentées la courbe de dispersion du nombre d’onde k (w)
établie pour la période & une seule cellule £ et les courbes de dispersion des nombres de
modulation k2(w) et k3(w) établies pour les périodes & deux et trois cellules Q9 et 3. A
nouveau, selon la régle de repliement [Boykin et al., 2005, II'iushina, 1969], la courbe de

dispersion de k3(w) correspond (i) & la courbe de dispersion fondamentale pour k3ly < %

3
(ii) & son symétrique par rapport a I'axe x3lp = %, et (iii) & une translation directe de la
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courbe fondamentale de dispersion. Enfin griace aux relations trigonométriques, on peut
aussi vérifier ’égalité suivante :
si 4 sin?(f) = a, alors 4 sin?(36) = a (3 — a)?

D’aprés 'expression (1.22), les situations d’évolution a grande échelle des nceuds de réfé-
rence émergent pour k3 (w) ~ 0. En étudiant relation de dispersion (1.24), ces situations
apparaissent dans deux gammes de fréquence :

1. w <K wo, i.e ks (w)=Fk(w). En développant la relation de dispersion (1.24) a basses
fréquences on obtient :

k3 (w) lp ~ wio quand w — 0

Le mouvement de la variable de référence voisine est donc, d’aprés (1.22) :
Unt1 = Up (1 — Try (w) (21p) +--+)

Deux masses de référence voisines ont donc quasiment le méme mouvement. De
plus en remplacant dans 1'équation (1.19) up par u, et up par u,; i on obtient
Iexpression des deux variables internes de la ni™¢ période 3 en fonction des
variables de référence des ni®™¢ et (n + 1)™€ périodes (3 :

U, n Un+1 — Un

1 — (w/wp)? <1 — (w/w0)2> <3 — (w/wo)2>
Un41 B Unp+1 — Un

1 — (w/wo)? (1 - (w/w0)2) (3 - (w/wo)Q)

En développant ces expressions a basses fréquences on obtient, & 'ordre dominant :

U1

n =

(1.25)

Ugn

2Up + Upg1
’l}l ~ -

n 3
U+ 2111 quand w — 0 (1.26)
Vg X =

Les mouvements des masses internes vont donc dans le méme sens que les masses
pilotantes. On retrouve ainsi le cas de la description basée sur )y et de celle basée
sur 25 a basses frégeunces.

2. w~V3uw,ie lk(Ww)]|~ ??TZ donc |k3 (w) | = g—;g—k:(w) siw < V3w et k3 (w)| =

kE(w) — 2™ si w > v/3wy. Le développement de 'équation (1.24) au voisinage de

3lo
(r3(w) 310)* ~ (W>2 <w 3 \/§>2 <w . \/§>2

V3 wq s’écrit :
wo wo

Ce qui donne finalement ’expression :
2
(k3(w)lp)* ~ 4 (w — \/§> quand w — V3w (1.27)
wo

En suivant 'équation (1.22), up4+1 = uy (1 — I k3 (w) (31p) + - - - ) donc deux masses
de référence successives ont presque le méme déplacement. Finalement les expres-
sions des deux variables internes (1.25) autour de v/3wg sont :

- V3 (Un, — Un11) n —19u, + Tupiq
Co2 (2 -3 24
V3 (—un + uny1) n Tup — 19upqq
to(2-v3) 24

U1

quand w — V3w (1.28)

U2
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Contrairement au cas hautes fréquence de 29 la pulsation apparait encore aux
premiers ordres.

A nouveau les descriptions basées sur €2y ou 23 concordent, mais les situations de grande
échelle a haute fréquence n’émergent que dans la description multi-cellulaire. Ceci s’ex-
plique par le fait que la pulsation w = v/3wy est la pulsation de résonance de la période
Q3 avec des conditions aux limites périodiques. Etablissons & présent ce résultat. En
posant u, = u,4+1 = u, les efforts aux nceuds de la période 25 (1.20) deviennent :

TP (u,u) = K (u— 1)
T (u,u) = =K (u — v) + Mw?u

Le bilan des efforts (1.1) aux noeuds de la période 3, ainsi que les équilibres des masses
internes (1.18) permettent d’obtenir I’équation vectorielle :

2—x -1 -1 U
-1 2—-x -1 vi | =0
—1 -1 2—-x Vg

La nullité du déterminant fournit I’équation polynomiale :

XB-x?=0= (:’0>2 (3— (:jo)z>2:0

dont les deux solutions sont :

1. w = 0. Les masses internes (1.26) ont donc 'expression : v; = vg = u. La périodicité
sur la cellule € est retrouvée ;

2. w = V3wp, qui est une racine double du polynéme. Les déformées associés aux

masses internes (1.28) sont donc les deux vecteurs orthonormaux {l -1 —i}

NGRS
et {0, —%, %}, qui ne correspondent pas au mode anti-périodique. La périodicité

n’existe plus pour la cellule €y, mais pour la période 3.

Les situations d’évolution a grande échelle émergent donc autour des pulsations de la
période 3 avec des conditions aux limites périodiques. Comme pour la description basée
sur 29 la séparation d’échelle est respectée pour 'amplitude du mode, mais pas pour
I’amplitude du déplacement. La différence avec le cas précédent est que 1’équation de
modulation (1.27) relative a la période 23 n’est pas de la méme nature que celle (1.16)
relative & la période 29, parce que le mode de la période 23 avec des conditions aux
limites périodiques est un mode double, alors que celui de €25 est un mode simple.

1.5 Relation de dispersion pour la période (2, a p cellules .

Généralisons ’é¢tude précédente a une période €2, de longueur ¢ = ply constituée de p
masses M et de p ressorts de raideur K. La n'®® période contient le nceud de référence
de déplacement u,, et p — 1 noeuds internes.

1.5.1 Equilibres de la période et macroscopique.

Sur la figure (1.17) est représentée la période €2, avec les variables pilotantes up et
up, les efforts TP et TF et les variables internes v;, i € [1;p — 1]. L’équilibre de chaque
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D F
Ik M K M M kK M k£ M7
: up U1 V2 Up—2 Up—1 : UR
= plo

FIGURE 1.17 — Période 2, - Déplacements- Efforts.

neeud interne en régime harmonique permet d’exprimer les variables internes en fonction
des variables de référence :

(2=x) v — (up +v2)=0
(2—=x)vi— (Vic1 +vig1) =0 Vie[2;p—2]
(2= X) vp-1 — (vp—2+up) =0

Ce qui peut s’écrire sous forme matricielle :

(2-x) -1 0 0 " up
-1 (2-x) -1 0 s 0
0 1 2-x) -1 0
' 0
0 1 (2—y) -1 | |% 0
VUp—1 ugp
L 0 0 -1 (2 - X) J,_/ ——
Vp—1 Up—1
Ap

La matrice A,_; est tridiagonale par bandes et symétrique. Notons A,_1 son déterminant
et calculons le par récurrence :

Ap1=(2-X) Ap—2—Dp3
Ainsi
1
Iv/x(4=x)

avec 3 tel que B+ 871 =2 — y et |3| = 1. Afin d’expliciter le déterminant, nous allons
chercher ses racines. Tout d’abord notons que :

Ap—l = [/Bp - 67}7] ;

(1.29)

g 2ox VX=X
2

Ap71:0<:>ﬂ2p:1

Autrement dit les 2 p solutions Bs sont les racines 2p'®™es de I'unité :

Ism

Vse[0;2p—1],Bs =€ »
Ainsi les pulsations racines du déterminant A,_; sont :

ST

Vs € [1;p — 1], 0s = 2wy sin <2p>

et on peut écrire le déterminant A,_; sous sa forme factorisée :

page 27
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Pour connaitre les déplacements internes v; il faut inverser la matrice A,_;. Pour ce faire

on utilise la formule A;;ll = - tcom(Ap—_1). L’expression des v; est donc :
.

Apo1i+up Ay
Vi€ [1ip— 1], 0 = 2R 2potoi FUF Bi (1.30)
Ay i

Les efforts aux extrémités de la période €2, représentés sur la figure (1.17), s’écrivent :

TP (up,ur) = K (up —v1 (up, ur))
TF(uD,uF) = —K (up —vp—1 (up,ur)) + Mo up

En introduisant l'expression des déplacements internes (1.30) dans 'équation précédente
on obtient I'expression des efforts aux extrémités de la période en fonction des variables
pilotantes up et up :

A, q 1
TP (up,ur) =K ((1— P ) up — U )
(up,ur) A, ) T A

A, 1
TF(UD,’LLF) =K <<1 — Ap 2) Up — A UD) —l—/\/lw2 ur
p—1 p—1

Le bilan des efforts (1.1) en = nply et Uexpression de A,_1(1.29) ménent a I'équation
d’équilibre du n'®™® nceud de référence en fonction de 3 :

P _Pp 2
Un+1_2un+un—1_(52_6 2> Up =0

1.5.2 Résolution analytique.

La période de référence €2, étant constituée de p cellules, nous recherchons la variable
U, sous la forme :

up = Uy exp (I (wt — kp(w)nply)) R (prp(w)lo) € [—m, 7] (1.31)

oll kp(w) est le nombre d’onde relatif pour la période €2,. Notons que pour p = 1, le
nombre d’onde k (w) et le nombre de modulation sont égaux ki(w) = k (w). L’étude est
restreinte a la premiére zone de Brillouin R (pkyly) € [—m, 7] relative a la période y,.
En remplacant I'expression de u,, par (1.31) I’équation de dispersion de k), s’écrit :

Kp(w) pl 2
VR (prplo) € [-m, 7], 4 sin’ (”(2)130> = - (5§ - /37%> (1.32)
Classiquement la propagation de grandes ondes apparait a basses fréquences w < wg pour
des nombres d’ondes tels que r, plo ~ 0. Des situations de modulation correspondent a
kpplo ~ 0 pour des bandes de fréquences plus élevées. Pour identifier ces bandes, notons
que d’apres l'équation de dispersion (1.32) le nombre de modulation x, s’annule pour
BP = 1. Les solutions 3, sont les racines plemes de Punité i.e :

Ig2mw

Vge[0;p—1], Bg=e »
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En utilisant I'expression de 5 (1.29) on en déduit que £, (wq) plo = 0 pour 'ensemble des
pulsations w, définies par :

vge[0;p—1], R(B,) = cos (‘-’”) P (%)2
p 2

wo

c’est-a-dire

2
Vg e [0;p—1], 4 sin? <7rq) = (wq> & wy = 2wy sin <M> (1.33)
p

p wo

En revenant & l'équation (1.31) les déplacements des nceuds de références sont 2,-
périodiques. Par conséquent les pulsations {wq, ¢ € [0;p — 1]} sont les pulsations propres
de la période €2, avec des conditions aux limites périodiques. Notons que comme Vz €
0, 7], sin(x) = sin(m —x), alors wy—q = wq et donc tous les modes sont doubles sauf pour
q = p/2 (qui existe si p est pair). Dans ce cas la pulsation du mode propre périodique
associé est la plus haute du spectre : w5 = 2wp.

Remarquons que dans le cas spécifique du 1D, les conditions aux limites périodiques
2mq

appliquées a la période €2, pour les modes ¢ résultent d'un eI »  décalage de phase entre
deux nceuds successifs de 9. Par exemple, le mode propre périodique de €25 correspond
a des conditions aux limites antipériodiques dans 2y. Autre exemple en considérant la
période 23 'unique mode double (p = 3, ¢ = 1) a la pulsation wy—; = V3w est associée

aux deux vecteurs orthonormaux {l —L fi} et {O,fi L} Par conséquent
s

V6T Ve Ve V2’ V2
quand w — wg=1, k3(w)3lp = 0 et B(w) = Py=1 =€ 3 .
Finalement si on tragait la courbe de dispersion du nombre d’onde relatif & la pé-
riode €, les régles de repliement [Boykin et al., 2005, II'iushina, 1969| s’appliqueraient
a nouveau : le repliement de courbe fondamentale de dispersion fait que le nombre de
modulation k,(w), p # 1, s’annule aux pulsations propres de la période €, avec des condi-
tions aux limites périodiques. Par conséquent, au voisinage de ces pulsations apparaissent
des zones de grandes modulations.
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Chapitre 2

Approche asymptotique.

Dans ce second chapitre, le systéeme masse-ressort est maintenant étudié via l’approche
asymptotique. En considérant la cellule irréductible Qq, la description macroscopique @
basse fréquence est retrouvée grice a la méthode usuelle d’homogénéisation des milieux
périodiques et discrets. Considérer des périodes multicellulaires (igi Qo et Q3) permet
d’obtenir les descriptions macroscopiques autour des pulsations propres de ces périodes
avec des conditions aux limites périodiques. Les équations de modulation d’un mode simple
(dans Qo) et d’un mode double (dans Q3) ainsi obtenues sont de nature différente.

Un exemple est ensuite présenté pour illustrer cette approche : les déformées modales
d’un systéeme de trente masse-ressort encastrée a la base et libre en téte sont recherchées
via lapproche directe, puis via ’approche asymptotique. On cherche & savoir a partir de
combien de cellules constituant la période toutes les déformées sont correctement décrites
par Uapproche par modulation.

Sommaire du chapitre.

2.1 Analyse asymptotique d’un systéme masse-ressort. . . . . . . 32
2.1.1 Principe. . . . ... 32
2.1.2  Description macroscopique dans Qg . . . . . . .. ... 33
2.1.3 Description macroscopique dans Q. . . . . . ... L 34
2.1.4  Description macroscopique dans Q3. . . . . ... ... L. 36
2.1.5 Description macroscopique dans €0, . . . . . . .. ... ... .. 37
2.1.6 Bilan. . . ... 39

2.2 Application systéme trente cellules. . .. ... ... ...... 42

page 31



Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

2.1 Analyse asymptotique de la dynamique d’un systéme
masse-ressort.

Le principe de la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques et discrets a
été présenté dans la partie méthodologique de I'introduction. Nous allons maintenant la
décrire en détail pour 'appliquer au systéme masse-ressort. Dans le chapitre précédent
les résultats de I'approche directe ont été développés, et vont nous servir de base de
comparaison avec les résultats issus de I’approche asymptotique.

2.1.1 Principe.

Placons nous dans le cas ot I'on considére une période €2, a p cellules g et recherchons
des descriptions avec séparation d’échelles. L’hypothése de séparation d’échelles entre la
période €2, de longueur ¢ = ply et la longueur de modulation L permet d’introduire

naturellement le ratio d’échelle ¢ = % = % < 1.

Comme nous 'avons vu dans la partie 1.1, parmi les p masses de la n'®™¢ période Q,, le
déplacement d’une des masses peut étre choisi comme variable de référence. Pour fixer les
idées nous choisissons comme précédemment le déplacement wu,, de la masse le plus a droite
de la période. Ces masses sont désignées par noeuds de références de €2, sur lesquels nous
appliquons la procédure asymptotique. Les déplacements {vg,, ¢ € [1,p — 1]} des p—1
autres masses sont reliés aux déplacements des variables de référence par les équilibres
locaux dans la période €, voir (1.30). Nous recherchons les situations ou les variables
aux nocuds de référence évoluent & grande échelle. De ce fait elles varient faiblement
d’un neceud de référence au nceud de référence voisin. Il est donc 1égitime de considérer
la fonction continue U(x) qui prend des valeurs discrétes u, aux points de référence
T = x, = n{. Comme les nceuds de référence sont choisis arbitrairement ce raisonnement
s’applique également aux variables internes vg, qui introduisent les fonctions continues
V() qui généralement différent de U(z). € étant un petit parameétre, nous recherchons
les variables sous forme de développement en puissances de ¢ :

up, =U(x =2, =nl) = ZaiU(i) (zn) = UO () —i—(v](l) (Tn) + ...
= d<g<p-1
Vg, = Vg (x =25 =nl) = Zai Vq(i) (Tn) = Vq(o) (nt)+ ‘721) (Tn) + ...
=0
(2.1)

olt la notation X ® =" X correspond aux termes correcteurs physiques observables.
La pulsation est imposée dans le voisinage d’une des pulsations propres wx = O (wp)

de la période 2, avec des conditions aux limites périodiques. Notons le numéro de ce
mode "K" :

w=wg +el W) =wr +3P  avee W) =0 (wk) (2.2)

ott ) = &f W) est Iécart a la résonance qui est physiquement mesurable. L’ordre de
grandeur f sera fixé par la suite dans le processus asymptotique.

Comme la taille de la période est petite par rapport a la longueur de modulation, les
variations des déplacements entre les nceuds de référence voisins sont faibles et peuvent
s’exprimer grice a des développements en séries de Taylor qui introduisent les dérivées

page 32



Chapitre 2. Approche asymptotique.

macroscopiques. En notant ’ la dérivée spatiale, ces noeuds voisins ont pour expressions :

et =U (@ = (0= 1)) = U@ = nl = L) = U ) — 00" 0) + = U" 2 + ..

f2
i1 =U (@ = (1)) = U (o =0+ L) = U (o) + LU (@) + 5 U" () + ..
(2.3)
Ainsi par exemple :
n -2 n n— Zz
et 20 Tl _ g () + 13 U (@) + O (£1U"™" (1) (2.4)

Les déplacements des masses internes étant reliés a ceux des masses de référence par
les équilibres dynamiques locaux (1.30), il suffit d’exprimer les équations d’équilibre aux
neeuds de référence. Ensuite I'introduction des développements asymptotiques et des dé-
veloppements en séries de Taylor des variables u, méne aux équations d’équilibre aux
ordres successifs de e, qui sont résolues jusqu’a 'obtention de la description macrosco-
pique & 'ordre dominant. Cette procédure est appliquée ci-dessous & des périodes formées
d’une, deux, trois puis p cellules & I'ordre dominant. Le cas de la période irréductible cor-
respond & la démarche usuelle de I’homogénéisation des milieux périodiques et discrets.

2.1.2 Description macroscopique basée sur la période irréductible ()

Rappelons I'équation d’équilibre (1.2) de la période irréductible Qy qui ne contient
pas de nceud interne :

K (tni1 — 2Un 4 Un_1) = —Mw? uy, (2.5)

Le remplacement des valeurs discrétes de u,, par la fonction continue U(x) et 'utilisation
du développement en série de Taylor (2.4) donne, pour chaque nceud z, =nf =nly :

<U”(mn) + f; U™ (x) + O (AT (xn))> 2= (:;)2 Ulzn)  (2.6)

A cause de la séparation d’échelle, U varie lentement a 1’échelle macroscopique. Par
conséquent O(U") = O(%) et O(U") = O(%). L’équilibre (2.6) implique que :

U o w 2 ~(1
O<LQ€ ) =0 <<w0> U) donc w =W =0 (cwp)

En conséquence, considérer la cellule €y ne permet d’envisager des évolutions & grande
échelle que pour des basses fréquences proches du mode statique wx = 0. Ainsi, en intro-
duisant les développements (2.1 & 2.4) et en séparant les puissances de e, I’équation (2.6)
devient, & 'ordre dominant et aux deux ordres suivants :

2
KU (z,) + M (am) U (z,) =0

- 2 -
KIBT" (@) + M (20) T (@) = 0
BT @) + M (@0) T @) = -k 8 0@,

Comme w = cw®, et supprimant les références aux ordres de I'amplitude et de la
pulsation, I’équation de comportement de la structure a ’ordre dominant est :

KI2U" + MW?U = O (¢) (2.7)
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

Ici et par la suite la notation O (¢) désigne un grand O de £ par rapport aux autres
termes de 1’équation ; par exemple dans ce cas O (¢) = O (6 K3 U”). C’est une équation
de Helmholtz classique, ou la dispersion est négligeable & ’ordre dominant. Les solutions
de cette équation sont des combinaisons de la forme :

0
Ulzy) = Uy e @ L 0(e)  avee ki(w) =k (w) ~ ll v
0 Wo

2.1.3 Description macroscopique basée sur la période (), a deux cel-
lules.

La période Q9 (p = 2, £ = 21y) a double cellule présente un unique mode simple
périodique & la pulsation propre w = 2wg. Dans la partie 1.3, I’étude de 1’équilibre des
neeuds internes et de référence ont fourni les équations (1.10) et (1.14), qui peuvent étre
réécrites avec les variables continues sous la forme :

_ 2U(xn) +LU'(wn) + O (V" (wn))
- _r
2= ()

(U”(xn) + fz U™ () + O (£* U”””(:pn))> 2 = <”)2 ((”)2 - 4) Ulzy) (2.9)

V(zy) (2.8)

wo wo

La séparation d’¢chelle impose encore que O (U"(?) = O (e2U) et O (U"'t*) = O (¢* U).
Ainsi I’équilibre des termes élastique et inertiel implique que :

(3 (G ) -ee

Deux cas sont alors possibles :

1. A basses fréquences w = ¢ wM). L’application du processus asymptotique se traduit
par 'introduction de I'expression des variables de référence et interne (2.1) dans
les équations (2.8) et (2.9) a la pulsation w = ew™® = ). L’équation d’équilibre
(2.9) devient, aux premiers ordres (et en utilisant le fait que £ = 21p) :

2
K2U"O)(z,) + M (:ﬂ)) UO(z,) =0

- 2
K2 0" (2n) + M (&) T (@) = 0
-~ 2 o 4
K lg U”(2) (xn) + M <(1/)(1)> U(Q) (mn) — K % U////(O) ([En)

Les équations d’équilibres obtenues dans le cas de I’homogénéisation classique traité
dans le paragraphe précédent sont ainsi retrouvées. D’autre part la variable interne
a pour expression, aux premiers ordres :

V(00) =0 (o) 42 (U0 )+ 5 U (2)
2 (71(2) L0 L? 0 3
+e” | UY (zp) + 2U (xn) + 3 U"9 (z,) | + O (%)

Ainsi comme & P'ordre dominant V©) (z,) = U©) (z,), la quasi-périodicité sur la
période irréductible 2y est retrouvée ;
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2. A plus hautes fréquences w = 2w + e2w®. La procédure asymptotique est ap-
pliquée dans la bande de fréquence O(? wp) centrée sur la pulsation propre pério-
dique de Q9. En introduisant le développement asymptotique de la variable U (2.1)
dans les équations (2.8), on obtient I'expression de la variable interne aux premiers
ordres :

V() =—UO (2,) — ¢ <U<1> (2n) + % U’ (xn)>
(2.10)
— &2 (U<2> (z,) + g U'® (z,) + L; U (xn)> +0 (&)

Par conséquent a ’ordre dominant les déplacements du noeud interne et du nceud
de référence sont opposés conformément & la cinématique modale périodique &
w = 2wy établie au chapitre 1. D’autre part la procédure appliquée a I’équation
d’équilibre (2.9) donne, aux premiers ordres :

KU (z,) — M2 (a@) 2w0> UO(z,) =0

~ /(1)

KT () = M2 (52 201) T (2,) =0 (2.11)

k2"

- ~ (2 1 —(2)) 2
(xp) — M2 <w(2) 2w0> 7' )(a:n) =-3 M (w(Z)) U (z,)
Ainsi, comme o? = w— 2wy, I'équation de modulation qui gouverne & ’ordre
dominant est (en supprimant les références aux ordre et la dépendance a la variable
macroscopique ) :

KEA + M (—w2 + (2w0)2) A=0() (2.12)

L’amplitude A du mode propre périodique de €25 est portée par le déplacement
de la masse de référence u, de sorte que les équations (2.10) et (2.11) traduisent a
l'ordre dominant (i) que les mouvements au sein de la période sont ceux du mode
a la pulsation w = 2wy, et (ii) que 'amplitude A(zy) de ce mode fluctue & grande
échelle suivant (2.12). De plus 'amplitude modale A est aussi une fonction continue
de la variable macroscopique x,, définie aux nceuds de référence que 1’on développe
en puissances de ¢ :

Az =x,) = Z&?i AW (xn) = A (n) + .71(1) (Tn) + ...
i=0

On peut ainsi définir le vecteur des déplacements u () dans la période Q9 tel que :

. ©0) (4
U () = < g(ﬁ)gx:; > +0(e) = AO(z,) < _11 ) + O (e) (2.13)

Par conséquent l'amplitude du mode coincide avec le déplacement du nceud de
référence et 'opposé du déplacement du nceud interne.

L’équation (2.12) est différente de I’équation de Helmholtz (2.7). En effet le nombre
de modulation ka (w) (2.14) est trés dispersif, et son expression montre (i) qu'il y
a séparation d’échelles a haute fréquence pour 'amplitude A du mode, et (ii) que
le régime de modulation n’est propagatif que pour des pulsations inférieures a la
pulsation de coupure 2wy. Au-dela les ondes sont évanescentes.
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

Finalement les solutions de I’équation de modulation sont des combinaisons linéaires
de fonctions de la forme :

0 2
A(xy) = A eF172@ 0 ayee g (w) ~ 1 4 — (w) (2.14)
ly wo

Notons aussi qu’au-dela de la pulsation de coupure k2 (w) devient imaginaire et A(zy,) dé-
croit exponentiellement. Bien que le régime ne soit plus propagatif, la méthode s’applique
encore et le déplacement des masses est donné par (2.13).

2.1.4 Description macroscopique basée sur la période ()3 a trois cel-
lules.

La période Q3 (p = 3, £ = 3lp) a trois cellules présente un unique mode double
périodique & la pulsation w = /3wy (voir équation (1.33) avec ¢ = 1, p = 3). Dans le
chapitre précédent nous avons établi (i) a ’équation (1.21) le bilan des efforts aux nceuds
de la période ws, et (ii) a I'équation (1.25) les expressions des variables internes vy, et
vg, en fonction des variables de références wu, et u,4+1. En utilisant le développement
de la variable de référence voisine (2.3), ces équations peuvent étre réécrites sous forme
continue :

. U (xn) ey’ (77) " (o
Vi) =~ (w/wp)? (1= @/w0)?) (3- (w/wo)?) )
(2.15)
_ U (xn) (2 B (w/w0)2> Ly’ (:L’n) 1"
Valm) = (e (1= @/w0)?) (3= (w/wo)?) )

et

<U”(:cn) + f; U™ () + O (£* U"””(acn))) 2= <;‘;>2 ((::))2 . 3) 2 Ul(zn)

(2.16)
A nouveau, O (U" %) = O (£2U) et O (U""¢*) = O (¢*U) et deux cas apparaissent :

1. A basses fréquences w = e w). Les variables internes ont alors pour expressions,
aux premiers ordres :

Vi (2) = U (2,) + ¢ <U<1> (zn) + g U'© (zn)> +0 (2

Vo () = U (2,) + ¢ (U<1> (zn) + % U’ (:cn)) +0 (€%

(0)

Ainsi comme a I'ordre dominant U©) (z,,) = Vl(o) () = V5 (xy), la quasi-périodicité
sur p est retrouvée. D’autre part I’équation d’équilibre (2.16) devient, aux pre-
miers ordres (et en utilisant la relation £ = 31p) :

2
KU (z,) + M (JJ“)) U (z,) =0

- 2 o
K2 0" (20) + M (&) T (@) = 0

-~ 2 o 4
IC lg U”(2) (xn) + M <§(1)> U(Q) (f]:n) _ _IC % U////(O) (xn)

On retrouve ainsi le cas de I’homogénéisation classique.
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2. A plus hautes fréquences w = V3w +ecw). La procédure asymptotique est appli-
quée dans la bande de fréquence O(e wq) centrée sur la pulsation propre périodique
V3w de Q3. Comme précédemment en introduisant le développement asympto-
tique de U (2.1) dans les équations (2.15) et (2.16) et en séparant les différents
ordres de €, on obtient tout d’abord les expressions aux ordres dominants des dé-
placements des nceuds internes (contrairement au mode simple périodique dans Q,
la pulsation y apparait encore) :

oM

VO () = <U<0> (wn) = *f lo gty U <xn>)

1
VQ(O) (2n) =— = [ UO (z,) + ﬁ lo fjio U (2,)
2 oM
Ces deux déplacements a I’ordre dominant sont des combinaisons des deux vecteurs
modaux du mode double d’amplitude respective U (z,,) et lo <% U'O(z,). La

w
modulation A étant portée par la variable de déplacement au noeud de référence
U, on a A (z,) = U'9(z,). De plus comme &Y = w — /3wy, le vecteur des

—

déplacements % (x) s’écrit :

U (2,) 1 0

W)= VO (z,) |+0()=AO (z,) | =L |+BQ (z,) | % |+0(e)
V2 © (z) -2 =

ot BO) (z,,) = w_‘\"/%wO lo A'O) (z,,). On obtient d’autre part I'équation de modu-

lation du mode double périodique de €23 & I'ordre dominant, qui apparait & une
pulsation inférieure & la pulsation du coin de la zone de Brillouin (w = 2wy) :

2
KIZA +4M (w—\/gwo) A=0() (2.17)

Cette équation de modulation n’est pas une équation de Helmholtz (2.7), et est
différente de I’équation de modulation du mode (simple) périodique de Qo (2.12).
Le nombre de modulation k3(w) (2.18) est a nouveau dispersif, et son expression fait
apparaitre la séparation d’échelles & haute fréquence pour 'amplitude du mode A.
Cependant contrairement au nombre de modulation ro(w) le régime de modulation
est toujours propagatif et la vitesse de groupe est non nulle a la pulsation périodique

du mode double :
drs3 (w) -1 B
dw N

Enfin, les solutions de I’équation de modulation (2.17) sont de la forme :

2 <w = \/§>‘ (2.18)

lo \wo

lo wo
2

0
A(xy) = A @ ayec rg(w) ~

2.1.5 Description macroscopique basée sur la période (), a p cellules.

Généralisons a présent I’approche asymptotique & une période €, de longueur £ = ply.
Dans la partie 1.5 on a vu que les pulsations périodiques (1.33) ont pour expressions :

Vge[0,p—1], wy=2wp sin <M>
p
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A partir de I’équation (1.32), la procédure asymptotique est appliquée autour de w, dans
la bande de fréquence O(swp) (pour les modes doubles) ou O(ewp) (pour les modes
simples), et méne & 1’équation de dispersion a l'ordre dominant :

(I%p (w) plo>2 ~ — (610/2 — pr/2>2 quand  w — wy

2
ou f = % (2 —x+Iyx(4—- x)) avec Y = (w%) . Par conséquent, I’équation de modu-
lation du mode ¢ s’écrit :

2 AN q 2
KIZA" + M (mp (w) lowg> A=0() (2.19)

Les deux vecteurs orthonormés Cf;q et \I_)q associés a chaque mode ¢ de la période 2, sont
tels que :

27 (i—1) . (27 (i—1)
vgelp-1lvieltsl (%) = <|m>||) (%), = n(nwn>
! " (220

ol les normes ont pour expressions :

p . 2 P . 2
- 2m(i—1)q - . (27 (t—1)q
8,1 = | S cos (FTEDDY =[5 (2T
=1 1=1

Finalement le vecteur des déplacements @/;(x) de la période Q, s’écrit :

U (zn)
Uy(x) = Vl_(f”.”) = A(zn) By + Blan) Ty + O (e)
Vo1 (zn)

ou B(xy,) = A(z,)/ f%p(w). Quelle que soit la valeur de p, la définition des vecteurs ®, et
U, fait que u(xy,) = A(zy)/||®4|| car la premiére composante du vecteur ¥, est nulle :

(xffq)l ~0.

De plus notons que cette généralisation permet de décrire a la fois les modes simples
et les modes doubles. Par exemple considérons la période €y :

. ) . . o . ., .. 0
= 0 i.e wy = 0. L’équation de dispersion & l'ordre dominant s’écrit k4 (w) ~
% wio ~ k (w) quand w — 0. Toutes les composantes du vecteur Wy étant nulles, le

vecteur déplacement dans la période €y s’écrit :

1/2
() = Az | 1y |40
1/2

ou 'amplitude de la modulation A vérifie I’équation :
KIZA" + Mw? A= 0(e)

On retrouve la description basse fréquence, avec la quasi-périodicité sur .
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— q=1{1,3}, i.e wy = V2wp. L'expression du nombre de modulation & 'ordre domi-

1 - -
nant est kg (w) ~ % ‘wio — \/5) quand w — V2 wq. Les vecteurs ®; et ¥y sont non

nuls, et le vecteur déplacement dans la période 24 s’écrit :
1/V2 0
1
0 N A (zy) 1/V2
—1/V2 1 0
kg (W)
0 —1//2

—

U (z) = Alxy,)

+0(¢)

La quasi-périodicité s’applique uniquement & la période €24. De plus 'équation
gouvernant ’amplitude de modulation du mode double est :

2
KIZA +4M (w—\/§w0> A=0()

. o . o2
— ¢ =2iew; =2wy. Le nombre de modulation & I'ordre dominant s’écrit : k4 (w) =~

2
% 4 — (&) ~ Ko(w) quand w — 2wp. A nouveau toutes les composantes du

vecteur \I_}Q sont nulles, et le vecteur déplacement dans la période €24 s’écrit :

1/2
Ds(x) = Alan) gyf 1O
—1/2

ol ’équation gouvernant 'amplitude de modulation du mode simple est :
KigA" + M (-0 + (2wo)?) A= 0 (¢)
On retrouve la description du mode simple haute fréquence de 2o, ainsi que la
quasi-périodicité de la déformée sur la période 2s.
2.1.6 Bilan.

Finalement, chercher les solutions aux équations (2.7), (2.12) et (2.17) sous la forme
(avec K1 (w) =k (w)) :

A(xy,) = .gli exp (I (wt=£kp(w) x))

donne respectivement, & I’ordre dominant :

mummf=<;>2 bour <
(2 (W) o) = 4 — (:))2 pour  w = 2wp (2.21)

<@www=4(”—¢@2 pour = Vg

wo

Ces relations de dispersion aux ordres dominants coincident avec les équations (1.4),
.16) et (1. érivant de I'équation de dispersion dans le cas général (1. uan
1.16) et (1.27), dérivant de I’équation de dispersion dans I général (1.32) quand
kp =~ 0. Trois types de descriptions sont obtenues : (i) une description classique a basse

page 39



Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

fréquence, ou le nombre d’onde k(w) est non dispersif, (ii) une description ot la modula-
tion du mode simple peut étre propagative ou évanescente en fonction du signe de 1’écart
a la pulsation du mode périodique. De plus le nombre de modulation ka(w) est dispersif,
et la vitesse de groupe associée est nulle, et (iii) une description ot la modulation du
mode double est seulement propagative. Le nombre de modulation k3(w) est dispersif et
la vitesse de groupe associée est non nulle.

Les nombres de modulation (2.21) sont directement liés aux ratios d’échelles ¢ =
k(w)l. A e fixé, on peut ainsi estimer 1’écart & la pulsation du mode périodique Aw =
lw — wi| et par conséquent les bandes de fréquence ot chaque description est valide :

Aw  |w—0|

TO_TOQE 0<w<ew pour w < wo
&:Mgi = 2w0—£w0§w§2w0 pour w >~ 2wg
wo wo 16 16

Aw_!w—\/gwo}ws \/gwo—%wggng/gwo—i—%wo pour w:\/gwo
wo wo 6

La plage de fréquence ou la description du mode simple & haute fréquence est valide
est beaucoup plus petite que celle de la description du mode double. Par exemple si on
choisit un ratio d’échelles € = 0.1, les plages de fréquences sont :

0<w<0.1wy pour w <K wy
1.9wy <w < 2wy pour w >~ 2wg

1.72wy < w < 1.75wy pour w ~ \/§w0

On a donc montré que la description du phénomeéne de modulation haute fréquence
peut étre traité par une méthode asymptotique. A titre illustratif, sur la figure (2.1)
est représentée la modulation spatiale a la pulsation w = (v/3 — 0.001) wg d’un systéme
composé de 180 résonateurs.

9006000000 MY YYYY XX

FIGURE 2.1 — Modulation & la pulsation w = (v/3 — 0.001) wy calculée pour un systéme

i ”  Toampli 2 11 mposé
constitué de 180 résonateurs. L’amplitude A du mode R \/6'} est imposée
nulle aux deux extrémités. Il coexiste avec le mode {0, %, —%} dont 'amplitude est
maximale aux extrémités et nulle au centre quand grad(A) = A =0
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Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6
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Mode 13 Mode 14 Mode 15 Mode 16 Mode 17 Mode 18
Mode 19 Mode 20 Mode 21 Mode 22 Mode 23 Mode 24
Mode 25 Mode 26 Mode 27 Mode 28 Mode 29 Mode 30

%

FIGURE 2.2 — Trente déformées modales d’un systéme constitué de trente masse-ressort.
La quasi-périodicité des déformées modales un & huit s’applique a une cellule ; de vingt-
six a trente & deux cellules ; de dix-neuf a vingt-trois a trois cellules ; de quinze & dix-huit
A quatre cellules. . .

i
fibi
G
b
.
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

2.2 Application systéme trente cellules.

Prenons 'exemple d’un systéme composé de trente cellules, c’est-a-dire de trente
masses et de trente ressorts identiques dont la pulsation de référence vaut wy = 9.94 rad/s.
Ce systéme de hauteur H est encastré a la base et libre en téte. En formant les matrices
de masse et de rigidité, un calcul direct permet d’obtenir les trente modes propres de
cette systéme, c’est-a-dire les trente pulsations propres avec leur déformée modale cor-
respondante. Ces derniéres sont représentées sur la figure 2.2, et les pulsations associées
sont présentées sur la figure 2.4. La quasi-périodicité des déformées modales sur une ou
plusieurs cellules émerge : par exemple pour les modes un a huit, elle s’applique & une
seule cellule, pour les modes vingt-six & trente a deux cellules, pour les modes dix-neuf
a vingt-trois a trois cellules et pour les modes modes quinze & dix-huit & quatre cellules.
Sur la figure 2.3 sont représentées quatre déformées modales avec ces quatre types de
périodicité sur une, deux, trois et quatre cellules. Cet exercice pourrait étre continué a
des périodicités supérieurs représentant toutes les déformées modales. Notons aussi qu’il
n’y a pas unicité de la périodicité : par exemple les modes périodiques sur deux cellules
sont aussi périodiques sur quatre cellules.

Mode 1 Mode 30 Mode 16
" A
-
[
—
—
—
(—
—
\——
\——
\——
\—
S
N
0 0 0
Qo Qo Qy

FIGURE 2.3 — Périodicités sur une, deux trois et quatre cellules. En reliant les masses en
fonction de la périodicité du mode, de grandes longueurs de corrélation apparaissent.

Ainsi connaissant les trente pulsations propres, nous allons calculer les trente défor-
mées grace a 'approche asymptotique en considérant successivement la période €, puis
s, Q3 ...La question posée ici est de savoir & partir de quelle période €2p; toutes les
déformées modales du systéme sont "correctement" décrites. Pour quantifier la comparai-
son entre deux déformées modales ® et W le critére retenu est le MAC (Modal Assurance

ew \?
MAC (&, &) = <m>\||\w||>

Criterion) :

Plus le MAC (@, ¥) est proche de un et plus les déformées modales @ et ¥ sont proches.
Si le MAC entre les déformées issues de 'approche asymptotique et du calcul direct est
supérieur a 0.9, on considérera que l'approche asymptotique décrit "correctement" la
déformée modale.

En commengant par considérer la période €2y, la méthode d’homogénéisation classique
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Chapitre 2. Approche asymptotique.

Mode m 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Em 0.052 | 0.157 | 0.262 | 0.367 | 0.471 | 0.576 | 0.681 | 0.785 | 0.890 | 0.995

Mode m 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Em 1.100 | 1.204 | 1.309 | 1.414 | 1.518 | 1.623 | 1.728 | 1.833 | 1.937 | 2.042

Mode m | 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Em 2.147 | 2.251 | 2.356 | 2.461 | 2.566 | 2.670 | 2.775 | 2.880 | 2.985 | 3.089

TABLE 2.1 — Valeurs du ratio d’échelles ¢, pour chaque mode m obtenues par ’homo-
généisation classique.

est appliquée au systéme pour les trente pulsations. A la solution générale de I’équation
de propagation a basse fréquence (2.7), on applique les conditions aux limites du systéme
masse-ressort :

Solution générale : Ul(zyn) = Uy cos (k(w) zy) + U— sin (k(w) z,)
Encastrement a la base :  U(z, =0)=0= Uy (2.22)
Libre en téte : U'zp, =H)=0=k(w)U- cos (k(w) H)

,ou &, = nl =mnly. Ainsi la déformée du mode m est de la forme :

Un(xy) = U_ sin (k(wy,) x,) = U- sin (wm x”)
wo l()

Pour mesurer la pertinence de la méthode utilisée, les trente déformées ainsi obtenues
sont donc comparées aux trente déformées modales issues du calcul direct en utilisant le
critére MAC, noté ici MAC(€). La valeur du MAC pour chaque mode est représenté sur
la figure 2.5-a). Conformément aux prévisions, les premiers modes du systéme sont bien
décrits par 'approche asymptotique (MAC>0.9 jusqu’au septiéme mode). Du huitiéme au
douziéme mode les valeur du MAC chutent et a partir du treiziéme mode elles sont proches
de zéro. La conclusion de ce premier exemple est que la méthode d’homogénéisation
classique permet de reconstituer les déformées modales des sept premiers modes avec
une précision raisonnable.

Comme dans [Hans et Boutin, 2008| ou est proposée 'estimation de la séparation
d’échelle pour une poutre de compression, nous pouvons la réaliser sur le systéme masse-
ressort homogénéisé : a partir des conditions aux limites (2.22) et des relations ¢ = k(w) lp
et H = N,lp o N, est le nombre de périodes, on obtient ’estimation du ratio d’échelles
pour chaque mode m :

(m—=1/2) 7 wp

Em=—"—"—"""—"2> —
Np wo

Pour le systeme étudié ou N, = 30, les valeurs des ratios d’échelles sont inscrites dans la
table 2.1. Le choix de la valeur seuil de 0.9 pour le critére MAC a pour conséquence que
la méthode d’homogénéisation classique n’est valable que pour les sept premiers modes,
c’est & dire pour un ratio d’échelles inférieur a 0.7. Pour décrire les autres déformées mo-
dales cette méthode n’est plus valable, et il faut considérer une période multicellulaire.

Maintenant considérons la période a deux cellules €22. Rappelons que les déplacements
des noeuds de référence sont notés u, que ceux des noeuds internes v et que la modulation
A du mode m est portée par la variable de référence u. L’approche asymptotique ap-
pliquée au systéme pour les trente pulsations modales fournit I’équation de modulation
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Partie I. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’un systéme masse-ressort.

(2.12). Pour obtenir la déformée une seule condition aux limite est nécessaire. Par com-
modité on choisit I'encastrement a la basse du systéme, qui est un point de référence et
donc qui est piloté par la variable de référence u, qui porte 'amplitude de la modulation
A. Par conséquent la condition d’encastrement s’applique a la modulation A du mode
m:

Solution générale : A(zy) = Ay cos (ke(w) xy,) + A_ sin (ko (w) xy,)
Encastrement a la base :  A(z, =0) =0= A4

, 0U Ty, =nl=n2ly. L’amplitude de modulation du mode m est donc de la forme :

) = A sin (el ) = A s (o= (42

wo

Tn

lo

Rappelons que le mode périodique de la période €29 est le mode simple antipériodique
{%, —%} Ainsi la déformée du mode m s’écrit :

Ui () = ( ‘U,:gz; > = Ao sin |4 <L:J§>2:Z < _“1515 )

A nouveau les déformées ainsi obtenues sont comparées avec celles issues du calcul direct
grace au MAC, notées ici MAC(Qs). Sur la figure 2.5-b) est représentée, pour chaque
mode, la valeur maximale entre MAC(€g) et MAC(€22). Notons qu’a basse fréquence les
valeurs de MAC(€g) et MAC(£232) coincident. Par conséquent en plus des huit premiers
modes (a basse fréquence), les cinq derniers modes (autour de w = 2wyp) sont bien décrits
(max(MAC(Qo, 22))>0.9). Ceci était prévisible car sur la courbe de dispersion (1.14) on
avait décrit deux zones de grande modulation, une & basse fréquence, et 'autre autour du
mode simple de pulsation w = 2wyp. Les modes intermédiaires ne sont pas correctement
décrits par I’approche asymptotique en considérant 2y ou €25 ; Continuons alors ’exercice
en rajoutant une cellule dans la période.

La procédure est a nouveau appliquée en considérant la période 3 ou les déplace-
ments des nceuds de référence sont notés u, et ceux des nceuds internes vi et vy. De
plus comme dans Q9 la modulation A du mode m est portée par la variable de réfé-
rence u. L’approche asymptotique donne I’équation de modulation (2.17). On a vu que
le mode double périodique de la période 23 est composé des deux vecteurs orthonor-
més {%, 7%, f%} et {0, 2 f%} Ainsi le vecteur des déplacements dans la période

7%)
s’écrit : ,
R U(xn) 767{ (1]
U(x)=| Vilzn) | =Axn) | =35 | +B(zn) Vo)
1 1
V2($n) ~ 7 BVE)

Ainsi la variable de référence u(x,) = % A (z,,) ne dépend que de la modulation A. La
condition d’encastrement s’applique alors directement & la modulation A du mode m :

Solution générale : A(zy) = Ay cos (k3(w) xy,) + A_ sin (kz(w) xp,)
Encastrement a la base :  A(z, =0) =0= A4

, ot x, = nf =mn3ly. Ainsi 'amplitude de modulation du mode m est :

Ap(n) = A sin (3 (wn) ) = A_ sin (2 <Wm _ @ x)

wo lo

page 44



Chapitre 2. Approche asymptotique.

Par conséquent la déformée du mode m s’écrit :

o Um(l'n)
Um(z) = V1, (zn)
2 0
V6
= i “mo_3) )| -4 AT AN
=A_ |sin <2 (wo \/§> o > ﬁ + cos (2 (wo \/§> I > _\/i
V6 V2

Pour chaque mode la valeur maximale entre MAC(£g), MAC(Q2) et MAC(£23) est repré-
sentée sur la figure 2.5-¢) : en plus des modes précédents les modes dix-neuf & vingt-trois
sont bien décrits. Les pulsations de ces modes sont autour de w = /3wy, correspondant
a la pulsation de la période 23 avec des conditions aux limites périodiques, qui sur la
courbe de dispersion (1.16) correspond & une zone de grande modulation.

Ce travail peut étre généralisé a une période €2, a p cellules. La procédure asympto-
tique est appliquée pour chaque mode périodique ¢ associé a la pulsation (1.33) :

Vg € [0,p — 1], wq = 2wy sin (M)
p

A partir de I’équation de modulation (2.19), on applique la condition d’encastrement a
la base comme dans les cas précédents, et on obtient la forme de ’amplitude du mode :

A (2) = A sin (kp(wpm,) Tn) (2.23)

,oux, =nf=mnply. A partir du calcul des deux vecteurs orthonormés Cﬁq et \flq (2.20)
associés & chaque mode ¢ de la période €),,, on obtient la déformée du mode g :

=g

Uylw) = A [sin (5 (0q) @) By + cos (15 (wq) @) Ty

Cette généralisation permet de réaliser les comparaisons des déformées modales en consi-
dérant les périodes multicellulaires jusqu’a la période g, ot le MAC minimum est de
0.923 pour le dix-septiéme mode, voir figure 2.5-d).

Finalement les déformées des trente modes sont correctement décrites a partir de
huit calculs par la méthode asymptotique. De plus d’aprés la figure 2.4 les descriptions
asymptotiques sont effectuées autour de douze pulsations périodiques, dont deux corres-
pondant & des modes simples (& w = 0 et w = 2wyp) et dix correspondant & des modes
doubles. Ainsi vingt-deux vecteurs suffisent & décrire les trente déformées modales par la
méthode asymptotique, au lieu de trente vecteurs modaux par le calcul direct.

Dans le cas des systémes masse-ressort les déformées exactes sont connues, mais
dans des systémes plus compliquées la seule connaissance de la rigidité et de la masse
permettrait de décrire la systéme a la pulsation voulue. Dans la partie II cette méthode
sera appliquée a des poutres réticulées, ot & cause de la répartition continue de la masse
et de la rigidité les déformées exactes ne sont pas accessibles.
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Numéro du mode 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
wio 0.05 | 0.15 | 0.26 | 0.36 | 0.46 | 0.56 | 0.66 | 0.75 | 0.85 | 0.94 | 1.03 | 1.12 | 1.20 | 1.28 | 1.36
Numéro du mode 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
wio 1.43 | 1.50 | 1.57 | 1.63 | 1.69 | 1.74 | 1.79 | 1.83 | 1.87 | 1.91 | 1.93 | 1.96 | 1.98 | 1.99 | 2.00
26 28 30
T T T T T T w
1 2 3 4 5 6 7 8 9, 10 11 12 13 14 15 |16 17 18 19 20 1 22 232495 2724
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | w
0 2 wo
{0} e Qg Q7 Qg Qs Qy Q7 Q3 Qg Q5 Q7 Qo
Qg Qg Qy
Qe
A
Période €, || Pulsations de la période €2, avec des conditions aux limites périodiques
Qo 0
Q2 0 QLU()
Qg 0 \/?)UJO
Qy 0 \/5(4)0 2 wo
Qs 0 \/ V5 EVBuw
Qg 0 wo \/gwo 2w0
Q7 0 | 2 sin (%) wp | 2 sin (27”) wp | 2 sin (37”) wop
Qg 0 V242w V2w 2wo
FIGURE 2.4 — Tableau en haut : pulsations (issues du calcul direct) des trente modes du systéme ramenées a la pulsa-

tion de référence wg, qui sont reportées sur le premier axe des pulsations ot les chiffres correspondent au numéro du mode.
Tableau en bas : pulsations des périodes {€2,} pe[1,g) avec des conditions aux limites périodiques. Pour chacune d’entre elles la ou les
périodes correspondants apparaissent sur le second axe des pulsations.
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Chapitre 2. Approche asymptotique.

a) b)
MAC(€) nax (MAC(S2:))
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
O I ey Mede O e s a0 Mot
c) d)
nax (MAC(%)) e (MAC(%))
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
%0 5 10 15 20 25 30 € TS0 15 20 25 30 el

F1GURE 2.5 — Critére MAC comparant les déformées modales issues du calcul direct et
du calcul par homogénéisation pour en considérant a) €y b) Qg et Q2 ¢) Qp, Q2 et Q3 d)
Qo, Qo, ..., Qg.
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Bilan de I’étude dynamique d’un
systéme masse ressort.

La structure étudiée dans cette premiére partie est un systéme masse-ressort unidi-
mensionnel infini ot les masses et les ressorts sont tous les mémes. L’avantage de cette
(apparente) simplicité est 'acces direct a I’équation de dispersion, qui est un résultat trés
classique en dynamique. Elle fait apparaitre une gamme de basses fréquences ou la taille
caractéristique des déplacements est trés grande par rapport a la taille de la période :
dans cette gamme de fréquences il y a donc séparation d’échelles pour la variable de
déplacement. L’hypothése sous-entendue pour obtenir ces résultats est que la période est
composée d’'une masse et d’un ressort, ce qui est suffisant d’aprés Brillouin pour décrire
toute la dynamique. La méthode d’homogénéisation des milieux périodiques et discrets
peut ainsi y étre appliquée, et fournit ’équation de comportement a basse fréquence a
lordre dominant. Cependant au-dela ce cette gamme de fréquence, cette méthode est
inutilisable car la séparation d’échelles pour le déplacement n’est plus vérifiée.

Pour espérer étendre cette méthode a des fréquences au-dela de la fréquence de dif-
fraction il donc faut trouver une grandeur qui respecte une séparation d’échelles. En
considérant une période €2, constituée de p masses et de p ressorts, le systéme est tou-
jours le méme, et par conséquent sa dynamique est strictement identique. On a constaté
qu’au voisinage de ses fréquences propres avec des conditions aux limites périodiques,
un phénomeéne de grande modulation émergeait. Ainsi & ces fréquences une nouvelle
condition de séparation d’échelles portant sur 'amplitude de la modulation du mode
est vérifiée, et dans ces conditions on a établi la procédure asymptotique permettant
d’obtenir les équations de modulation.

Ainsi dans un second temps la structure est étudiée en considérant une période €2
& deux cellules. L’approche directe fournit la relation de dispersion de modulation, ou
apparaissent deux zones de grande modulation : & basse fréquence comme dans le cas
précédent, et autour de la pulsation de résonance de la période 25 avec des conditions aux
limites périodiques. Dans cette zone la séparation d’échelle est vérifiée pour 'amplitude
de la modulation du mode, mais pas pour 'amplitude du déplacement. Par conséquent
dans cette gamme de fréquences ’approche asymptotique est appliquée et ’équation de
modulation caractéristique d’'un mode simple est ainsi obtenue a 'ordre dominant. Ce
mode correspondant & un mode anti-périodique, cette situation aurait pu étre décrite en
considérant la période €2y avec des conditions aux limites anti-périodiques.

A ce stade de I’étude, le comportement dynamique de la structure est décrit pour
les deux extrémités de la bande de fréquences ou la propagation d’ondes est possible,
correspondant aux deux extrémités de la premiére zone de Brillouin. Pour accéder aux
autres fréquences, il faut considérer des périodes composées de plus de cellules. Autour des
pulsations de résonance de ces périodes avec des conditions aux limites périodiques, des
situations de grandes modulations vont émerger. Hormis les modes aux deux extrémités
de la premiére zone de Brillouin, tous les modes sont des modes doubles. On constate
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Partie I. BILAN DE L'ETUDE DYNAMIQUE D’UN SYSTEME MASSE RESSORT.

que la nature des équations de modulation différe si le mode est simple ou double.

Maintenant que 'approche asymptotique a été testée et validée pour le systéme masse-
ressort, on va 'appliquer & des structures dont la cinématique est plus riche, et dont la
masse et les raideurs sont réparties sur toute la structure.
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Deuxiéme partie

Dynamique a basses et moyennes
fréquences d’'une poutre réticulée
périodique.
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Partie II. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’une poutre réticulée périodique.

z,Y, % Variables longitudinale, transversale et dans la profondeur.

€€ €, Axes longitudinal, transversal et dans la profondeur.

m, p Indices relatifs aux murs et aux planchers.

Limp)s O(mp)s Pimp) Longueur, épaisseur et profondeur d’un mur ou d’un plancher.

Linp)s Atmp) Inertie par rapport a l'axe e, et section du mur ou de la poutre.

Emp) Pimp) Module élastique et masse volumique d’un mur ou d’un plancher.

Qo, lop =1 Période irréductible (ou cellule) et sa taille caractéristique.

Q, = Up Qo, L =ply Domaine de la période & p cellules sa taille caractéristique.

e={/L, L ratio d’échelle, longueur de modulation macroscopique ca-
ractéristique.

1 Nombre complexe

w Pulsation.

w1, Wa, Ws Pulsations de référence des cinématiques de longitudinale, trans-
versale et de rotation.

B, x Coefficient dynamique de flexion et de compression.

A Amplitude de modulation du mode.

Un(y 5)5 Vngy )5 9n<1’2) Déplacement horizontal, vertical et rotation du noeud n; ou ns.

Up, On, ap, Déplacement transversal moyen, rotation moyenne des noeuds et
rotation du niveau n.

Vi, @n, Ay Déplacement longitudinal moyen, rotation différentielle des noeuds
et dilatation transversalle du niveau n.

U , Va Vecteurs des déplacements transversaux et longitudinaux de la
période Q.

* Dénotations des variables au niveau interne de la période (s.

* 0 Dénotations des variables aux deux niveaux internes de la période
Qs.

Am.p) Contribution des deux murs ou du plancher a la masse linéique
macroscopique.

J(m.p) Contribution des deux murs ou du plancher au moment d’inertie
macroscopique.

Kmp) Rigidité macroscopique de flexion des murs ou du plancher.

I Inertie macroscopique de la section.

N, T, M Efforts normal, tranchant et moment d’inertie.

N, T, M Efforts normal, tranchant et moment d’inertie macroscopiques.

(T, (M™), (MP) Somme et différence des forces transversales, et somme de mo-
ments aux nceuds du niveau n.

(T}, (N{), (M) Différence et somme des forces longitudinales, et différence de mo-
ments aux nceuds du niveau n.

k, A Nombre d’onde et longueur d’onde modale.

K, A Nombre de modulation et longueur de modulation.

TABLE 2.2 — Notations de la partie II.
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Chapitre 3

Mise en ceuvre de la méthode
HMPD et de son extension.

Dans cette partie nous étudions le comportement dynamique de poutres réticulées,
dont la masse et les rigidités sont réparties dans toute la structure. Le but est d’étendre
l’approche précédente a des cellules irréductibles a plusieurs degrés de liberté. Dans ce pre-
mier chapitre [’application & une poutre réticulée de la méthode asymptotique développée
pour I’étude des modes de grande modulation est décrite en détail. Les caractéristiques
géométriques et mécaniques des éléments constituant la poutre réticulée sont choisies pour
que son fonctionmement soit celui d’un systéme masse-ressort : des murs plus souples et
plus légers que les planchers.
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Partie II. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’une poutre réticulée périodique.

Dans la partie méthodologique mnous avons briévement présenté la méthode d’ho-
mogénéisation des milieux périodiques et discrets ainsi que son extension qui permet
de décrire les phénomeénes de modulation hautes fréquences. Pour nous familiariser avec
cette méthode, dans le chapitre précédent nous avons commencé par étudier un systéme
masse ressort, a un seul degré de liberté par masse, voir la partie 2.1. L’intérét est que (i)
nous avons pu obtenir les descriptions exactes que (ii) nous avons pu lui appliquer une
approche multi-échelles. Forts de cette expérience, nous considérons ici des structures
plus complexes, & savoir des poutres réticulées dont un exemple est représenté sur la
figure (3.2). De telles structures sortent du cas académique des systémes masse-ressort
1D :

— Larigidité et la masse sont réparties de maniére continue dans la structure (contrai-
rement au ressort sans masse et a la masse ponctuelle indéformable),

— Les mouvements dans le plan de la structure sont bidimensionnels,

— La cinématique est enrichie et nous verrons qu’elle implique six degrés de liberté
par niveau (au lieu de un par masse)

La procédure d’homogénéisation des milieux périodiques et discrets a été initialement
décrite dans [Caillerie et al., 1989], et I’étude qui suit se base et prend la suite des tra-
vaux antérieurs [Hans, 2002|, [Boutin et Hans, 2003] et [Chesnais, 2010].

Dans le cadre de 'homogénéisation classique, la condition de séparation d’échelles est
vérifiée lorsque la longueur caractéristique des déformations macroscopiques L est trés
grande devant la taille caractéristique de la cellule ¢ dans le sens de la périodicité, ici
¢ = I, la longueur des murs. On forme ainsi le ratio d’échelles € = ¢/ L supposé trés petit
(e << 1). L étant inconnue au début, on vérifiera la condition L >> ¢ aprés le calcul
des longueurs d’ondes macroscopiques. Il est important de noter que cette condition
de séparation d’échelles porte sur la variable physique. Considérons dans notre cas le
champ de déplacement X ; son gradient VX = O(X/L) évolue macroscopiquement,
voir figure (3.1). Si la fréquence des vibrations de la structure est trés inférieure aux
fréquences de résonance des éléments constituant la période £, alors ces éléments sont en
régime quasi-statique localement et la séparation d’échelles est vérifiée. Cette condition de
quasi-statisme local n’est qu’une condition suffisante, car dans des situations particuliéres
encore homogénéisables certains éléments peuvent étre en régime dynamique localement
[Chesnais, 2010], |[Rallu, 2010| et [Chesnais et al., 2012].

Que se passe-t-il lorsque la longueur d’onde est de 'ordre de grandeur de la cellule ?
La condition de séparation d’échelles portant sur la variable physique n’est alors plus
vérifiée et la méthode d’homogénéisation classique devient caduque ; le gradient du champ
de déplacement VX = O(X/l,,) n’évolue alors plus a l'échelle macroscopique, voir la
figure (3.1). Pour étendre la méthode HMPD a ces longueurs d’ondes il faut trouver une
variable qui fluctue a grande échelle. En s’appuyant sur I'étude précédente du systéme
masse-ressort, considérons une période 2, = Up Qo constituée de p cellules Qg et de
longueur ¢ = pl,,. Pour des pulsations autour des pulsations propres de la période €2,
avec des conditions aux limites périodiques, une situation de séparation d’échelle portant
sur amplitude A d’un mode peut évoluer suivant une grande distance L ; Dans ce cas
VA = O(A/L) évolue macroscopiquement.

Dans la suite € est un petit parameétre qui mesure la séparation d’échelles. Il permet
(i) de développer asymptotiquement les variables cinématiques, et éventuellement la pul-
sation et (ii) d’estimer 'ordre de grandeur des parameétres physiques du probléme. Le
modéle continu équivalent est finalement obtenu par les équations aux ordres dominants.
Il est d’autant plus correct que ¢ tend vers 0.
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Chapitre 3. Mise en ceuvre de la méthode.

Homogénéisation Lzt Lzt Grandes mOdUIationS .
classique : | | |
L>>1, L>>0(=pl,
z —VX =0(7)
VX =0(5)
T vA-0(4)
!

FIGURE 3.1 — Dans le cadre de 'homogénéisation classique (a gauche), la longueur ca-
ractéristique des déformations macroscopiques L est trés grande devant [,,,, la taille de la
cellule Qg ; la condition de séparation d’échelles porte sur la variable physique X . Autour
des pulsations de résonance de la période €1, avec des conditions aux limites périodiques
(a droite), la longueur d’onde est de 'ordre de grandeur de la cellule et la condition de
séparation d’échelles sur X n’est plus vérifiée. Cependant en considérant 'amplitude de
la modulation du mode la longueur caractéristique des déformations macroscopiques L
est trés grande devant la taille £ = pl,, de la période €, ; la condition de séparation
d’échelles porte alors sur lamplitude de la modulation A.
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Partie II. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’une poutre réticulée périodique.

3.1 Structure étudiée et notations.

éi plancher

> Ap =aphy

lml lp mur mur ZO = lm

Am = Qm hm

L i i
F1GURE 3.3 — Cellule élémentaire re-
L | présentative g de la poutre réticulée

constituée de deux murs identiques et
FIGURE 3.2 — Structure et notations géomé-d'un plancher.

triques.
[ ] [ ]
noeuds 1 . l . noeuds 2
. p .
S Ll ) .
?ooooooooooooo' nlveaun+1
. .
: °
[ ]
[ ]
enl (+ : T /Unl /Un2 T : 0112
[ ]
[ ]
—> niveau n
Unl unQ
lm
€
00000000 OGCOIEOSINOSNOIDS niveaun_l
. .
[ ] [ ]
e, : .
€.

FIGURE 3.4 — Notations des variables pour la n'®™¢ période Qg (en traits pleins). En
pointillés les périodes €2y voisines.

Les structures étudiées sont constituées par I’empilement périodique de N portiques
simples identiques ; ainsi la hauteur de la structure est H = N l,,,, voir figure (3.2). Nous
nous intéressons au plan d’étude défini par les axes des planchers et des murs (gx,gy).
Chaque portique est composé de trois éléments assimilables & des poutres d’Euler-Bernoulli
dans le plan d’étude, deux murs identiques et un plancher. Ce portique constitue la cel-
lule élémentaire représentative Qg de la structure, voir figure (3.3). Les axes du repére
orthonormé (e, ey, e,) de la structure ainsi construite sont choisis de telle sorte que I'axe
e, soit vertical et orienté vers le haut, que I'axe e, soit horizontal et orienté suivant la
largeur de la structure et que ’axe e, soit horizontal et dans la profondeur de la struc-

ture. Ainsi le niveau n de la poutre réticulée est repérée par I’abscisse x = nl,,, ol [, est
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Chapitre 3. Mise en ceuvre de la méthode.

la longueur d’un mur. Les connexions étant rigides, les mouvements des extrémités des
poutres connectées & un méme nceud sont identiques et définissent les variables cinéma-
tiques, voir la figure (3.4). Chaque niveau n a deux nceuds, n; a gauche et ny a droite,
et chaque nocud a trois degrés de liberté :

— Uy, : déplacement horizontal du noeud n;,
— vy, : déplacement vertical du neceud n;,
— 0, : rotation du nceud n;.

Les propriétés géométriques des éléments du portique sont indicées par p pour les plan-
chers et par m pour les murs :

— a : I'épaisseur de I'élément,

— 1 : la longueur de I’élément,

— h : la profondeur de 1’élément,

— A =ah : la section de I'’élément,

- 1= %h : I'inertie de I’élément par rapport a l'axe e,.
Les éléments sont constitués d’'un méme matériau dont le comportement est supposé
élastique linéaire isotrope. Les propriétés mécaniques de ces matériaux sont :

— p : la masse volumique,

— FE : le module d’élasticité.
Remarquons que si les éléments constituant la poutre réticulée sont des poutres (h << 1),
alors le module d’élasticité correspond au module d’Young de I'élément Fvqung ; si ce sont
des plaques (h >> 1), il faut alors corriger le module pour décrire 1'état de déformation
plane et £ = Eyoung/(1 — v?). Pour cette étude nous supposons que la structure est
sollicitée dans le domaine des petites déformations. De plus la fréquence f est fixée,
donc toutes les variables peuvent s’écrire X (x,y,t) = R (X (z,9) eI"Jt), ol w=2mf est
la pulsation et ¢ le temps. Le probléme étant linéaire, les termes en e/ “* peuvent étre
supprimeés, et nous raisonnerons directement sur X (z,y).

3.2 Discrétisation de 1’équilibre dynamique.

La premiére phase de I’étude consiste a formuler un systéme discret tel que celui d'un
systéme masse-ressort. Ce passage d’un systéme continu & un systéme discret équivalent
est rendu possible en condensant les équations du systéme aux noceuds. Pour ce faire
on intégre le comportement dynamique des éléments sur leur longueur pour exprimer
les efforts en fonction des déplacements nodaux. Il reste alors & exprimer ’équilibre des
neeuds de la structure.

3.2.1 Intégration du comportement dynamique.

Considérons une poutre de longueur [ et les notations décrites sur la figure (3.5). Le
comportement dynamique des poutres d’Euler-Bernoulli en régime harmonique est défini
par les équations suivantes :

Vibrations longitudinales :

N
Equation d’équilibre : C;— (s) = pAw?v(s)
s
Loi de comportement : N (s) =—-EA Z—v (s)
s
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5 D
,UD vF ND lT F
= — M
u F S T
D MD NF
0 NG, 7" |
QF

FIGURE 3.5 — Variables cinématiques et efforts [Chesnais, 2010].

Vibrations transversales :

ar
ds (s) = pAw?uv(s)
Equations d’équilibre : s
) =T ()
ds N
. d*u
Loi de comportement : M (s) = —FE I 732 (s)
s

Les équations d’onde de flexion et de compression s’écrivent donc :

4’LL

T ()= B us) (3.1a)
2’U

% (s) = —x*v (3.1b)

On définit ainsi les deux coefficients reflétant la dynamique des éléments de poutre en
flexion et en compression :

Aw? 2
Coefficient de flexion : B=1 P ECIU = /\7;
22
Coefficient de compression : x = pu” _ =7
E Ae

ol ¢ (resp. Ag) est la longueur d’onde de compression (resp. de flexion). On peut relier
ces deux longueurs d’ondes de la fagon suivante :

I a
M =27/ = =27 A ——
4 A V12

Le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli n’est valable que pour des poutres suffisamment
¢élancées (typiquement d’un élancement 1/v/A > 4), pour des longueurs d’ondes trés
grandes devant 1’épaisseur de la poutre, par conséquent :

a Af a
—x1 t e — 1
N < e " O(/\f> <

Dans ce cadre les longueurs d’onde de compression sont donc beaucoup plus grandes que
les longueurs d’onde de flexion.
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Chapitre 3. Mise en ceuvre de la méthode.

La résolution des deux équations d’onde donne la forme générale des déplacements
longitudinaux et transversaux comme des combinaisons linéaires de fonctions trigonomé-
triques :

(3.1a) u(s) = 4 cos (Bs) + & sinh (Bs) + i cosh (Bs) + wsin (Bs)
U cos (xs) + ¥ sin (xs)

ot les coefficients # et v sont déterminés par les conditions aux limites, qui sont les
déplacements et rotations aux noeuds aux extrémités de la poutre (cf. figure 3.5). On
obtient ainsi les efforts aux nceuds :

D SIEJH(AX);) (v? cos(xl) — v™)
L BAe o (3.2a)
N = Gagg v Y eestd)
. 3
= (1-— COS(EﬁIl)ﬁCOSh(ﬁl)) (“D (cosh(Bl) sin(Bl) + cos(B) sinh(Bl))

D F
—u® (sin(B1) + sinh(B1)) + 93 sin(B1) sinh(B1) — 9»8 (cos(Bl) — cosh(ﬁl)))

EIp3 (—u
(1 — cos(Bl) cosh(Bl))
F D

+uP (sin(Bl) + sinh(B31)) + 95 sin(S1) sinh(B1) — v

TF =

T (cosh(p1) sin(B1) 4 cos(Bl) sinh(j31))

(cos(Bl) — cosh(ﬁ”))
(3.2b)

( D EIﬁQ
M= (1 — cos(pl) cosh(pl))
D F

+0ﬁ (cosh(B1) sin(Bl) — sinh(B1) cos(Bl)) — 95 (sin(Bl) — sinh(p1))

EIB? (
(1 — cos(Bl) cosh(Bl))

F D

0 . . 0
5 (cosh(B1) sin(Bl) — sinh(31) cos(Bl)) + 5 (sin(Bl) — sinh(S1) )

(u® sin(B1) sinh(B1) + u’" (cos(Bl) — cosh(B1))

(3.2¢)

ME = u® sin(B1) sinh(B1) 4+ u? (cos(Bl) — cosh(B1))

3.2.2 Equilibre aux noeuds pour la période simple ()

La structure étant constituée de poutres élancées, la masse des nceuds est négligée par
rapport a la masse des éléments. Ecrire ’équilibre aux nceuds revient alors & annuler la
somme des efforts aux noeuds venant des éléments qui y sont connectés. Sur la figure (3.6)
sont représentés a gauche et au milieu les équilibres des forces aux nceuds nj et no selon
les directions e, et e, et a droite I'équilibre des moments aux nceuds nj et ng. Les
équations d’équilibres s’écrivent donc :

Equilibre en force selon e, :

{ TnI:: (u(n—1)17un179(n—1)1a0n1) - T£ (Unlau(n-i-l)p Hnlae(n—i-l)l) - NpD (un1>un2) =0
Trlrj (u(n—l)gvungve(n—l)ga enz) - TWDL (Unga U(n+1)gs gnga 0(71-‘,—1)2) + NIF (unl s ung) =0
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niveau n + 1

niveau n

niveau n — 1

FIGURE 3.6 — Définition des repéres locaux et globaux. Bilan des efforts aux nceuds selon
la direction y (& gauche), x ( au milieu) et bilan en moments (& droite).

Equilibre en force selon e, :

{ anz (U(n—l)lvvm) - NnD1 (vnlav(n-l-lh) + TpD (_Un17 ~Uny, 971179712) =0 (nlx)
0 0

F D F
Nm (U(n—l)ga UTLQ) - Nm (Un27 U(n+1)2) - Tp (_UTLU —Ung, 07117 nz) =
Equilibre en moments :

Mg (U(n—l)l I Unl Y 9(71—1)17 gnl) - MTQ (Unl,U(n+1)l 5 077/1 5 9(n+1)1)
— MP (=vn,, —Vny, On;, 0ny) =0 (nam)

MTI;: (u(n—l)g s Ung s 9(77,—1)27 9%2) - M£ (unzv U(n+1)a> 9'(1,2 ’ H(n—i-l)z)
+ M;f (71}77«1’ —Ung s Oy s 9712) =0 (an)

Ces différentes équations d’équilibre constituent la formulation discréte exacte de I’équi-
libre du systéme. Cette description se préte & une formulation continue s’il y a sépara-
tion d’échelle, c’est-a-dire si les déplacements de deux cellules voisines sont proches. Il est
clair que par principe la description macroscopique ainsi obtenue impose une cinématique
proche d'une cellule a 'autre, ¢’est-a-dire d’un noeud a son suivant. C’est ’approche des
travaux antérieurs que nous rappelons ici pour la comparer par la suite aux descriptions
en modulation basées sur une analyse multicellulaire. Celles-ci permettront de se libérer
de cette condition imposée sur la cinématique du nceud voisin et ainsi d’explorer des
cinématiques plus riches tout en restant dans le cadre d’une description macroscopique
continue.

La méthode multicellulaire déja décrite dans le cas 1D consiste & examiner une des-
cription qui s’applique a des périodes bi, tri ou multicellulaires. Dans ce cas on obtient
également une représentation discréte exacte qui s’appuie sur les variables aux noeuds des
périodes muticellulaires. Il subsiste naturellement des variables internes aux nceuds inter-
médiaires mais qui, contrairement aux cas monocellulaire, peuvent étre trés différentes
d’un nceud & autre. A titre d’exemple, pour les développements futurs, on présente ci-
dessous les équilibres aux noeuds pour une période constituée de deux cellules (le cas de
la période a trois cellules est donné en annexe B.1.).

3.2.3 Equilibre aux nceuds pour la période double (2,

Considérant la n'“™¢ période {2, les six variables de référence sont notées (un,, vn,,

0,,) au niveau de référence n et les six variables internes (uy,, Up,, 05,) au niveau interne
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’;L, voir la figure (3.7). Les niveaux n et n dans I’analyse double cellule correspondrait
aux niveaux 2n et 2n + 1 dans ’analyse monocellulaire.

L]
L]
nceuds 1 . lp . nceuds 2
o‘ \. £
- (] 1
: 900 000OGOGOONODS .' nlveau n + 1
L]
by s P
L]
n . ° n
1 : T UTLl UTLQ T o 2
L]
Ld
> @ ¢ — niveau n
Uny,y Uy
% *
* *
Oy ( Tvm U,y T ’\9712
A > M *
—> @ 9 niveau n
Un,y Ungy
Im
L=
poeoeocccccccccoe niveaun_l
. .
L] L]
e, : .

FIGURE 3.7 — Notations des variables de référence et internes de la ni®™® période Qs (en

traits pleins). En pointillés les périodes €2y voisines.

3.2.3.1 Equations d’équilibres internes.

Dans la méthode HMPD classique, les équilibres aux nceuds de référence s’écrivent
a chaque niveau n (correspondant a une extrémité d’une période €y) en fonction des
variables des niveaux n — 1, n et n + 1, qui sont des variables de référence. En considé-
rant une période {29, les équilibres aux nceuds de référence au niveau n, autrement dit
I'extrémité de la n'®™e période €9, dépendent des variables du niveau n, mais aussi des
variables des niveaux n — 1 et n + 1, qui sont des variables internes. Afin d’exprimer les
équilibres aux noeuds de référence uniquement en fonction des variables de référence, il
faut trouver les expressions des variables internes en fonction des variables de référence.
Pour cela écrivons les équilibres aux nceuds internes, en se basant sur les efforts décrits
sur la figure (3.6) :

= ey . *
Equilibre en force selon e, au niveau n :

* * *

jﬂr}nF <u(n1)17un179(n1)176n1> - Trg (unlaun170n179n1> - NpD ('anﬁnz) =0 (T*Hy)

% *

T£ (u(n—l)zvﬂnw H(n—l)za 9”2) - T£ (unzv Ung, 07127 9”2) + N]f (am ) anz) =0 (71229)

= o7 . *
Equilibre en force selon e, au niveau n :

* * * *

n}; (U(n71)17vn1> - Nrg <;;n17vn1) + TpD <_'Zn1; _vn2;0n176n2> =0 (nlx)

=

R T Y CH, <_ —ém,em,em) — 0 (ha)
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= ey . *
Equilibre en moments au niveau n :

MT}; (u(n—l)l ) /Zlnl ) 9(n—1)1 ) 9”1) - Mrg (an1 y Uny s enl ) 9n1> - MpD (_;;nla _;;nga 077,17 9n2> =0 (’;}/lm)

*

Mf?j, <u(n1)2 ) ﬂngv 9(77,71)27 9712) - Mne (angu ungu 07127 0712) + Mi <_:[)n17 _;;ng ) 6n1 ) 0712) - O (T*lQm)

Compte tenu des relations (3.2a-3.2b-3.2¢), ces six équations constituent un systéme
linéaire portant sur les variables internes et les variables de référence. La résolution de
ce systéme fournit les expressions des six variables internes en fonction des variables de
référence.

3.2.3.2 Equations d’équilibres aux noeuds de référence.

Les équations d’équilibre aux noeuds de référence des efforts décrits sur la figure (3.6)
s’écrivent :

Equilibre en force selon e, au niveau n :

Tg (;}JTU s Unyg oy enl ) 9n1> - Tn? <Un1 ) a(n—i—lh ) 9711 ) 9(n+1)1) - NpD (unl ) ung) - 0 (nly)

*

TF (&m,um,em,%) e <un2,ﬂ(n+1)2,9n2,g(n+1)2) + Nf (Uny, Uny) =0 (noy)
Equilibre en force selon e, au niveau 7 :

N,f; <;n1,vm> — Nn’:l) (vm,z*)(nﬂ)l) + TPD (—Unyy —Vngy Onyy Ony) =0 (n1)
) — anz (vn2,{)(n+1)2) — T{ (—Vnys —Ungs Onyy ny) =0 (n2x)

Equilibre en moments au niveau n :

MnF{ <Zn17un1?9n170n1> - M£ <un1’&(n+1)179n179(n+1)1> B MZJD (_Um» “Ung;, invenz) =0 (nlm)

Mn}; (Z/nz ) unz ) HTLQa 9712) - Mrg (Unga a(n-ﬁ-l)z? 97127 0(n+1)2> + M; (_/Unlv _vnz ) 077,17 GTLQ) = 0 (an)

Pour obtenir la représentation discrétisée exacte basée sur la période €29, les variables
internes sont remplacées par leurs expressions en fonctions de variables de référence. A
ce stade la procédure d’homogénéisation s’applique de la méme maniére que dans le cas
de la cellule irréductible.

On peut de la méme maniére considérer une période a trois cellules qui fait intervenir
deux niveaux intermédiaires, c’est-d-dire deux jeux de variables internes pour un jeu
de variables de référence. Les équations correspondantes sont présentées en détail dans
I’annexe B.1.

3.2.4 Variables de la description macroscopique.

L’équilibre de la structure que nous étudions est décrit, & chaque niveau n, par six
équations dirigées par six variables cinématiques : Uy, Uny, Uny, Ung, Ony, €t 0p,, voir fi-
gure (3.4). Cependant, la structure étant symétrique, il est possible de découpler les
mouvements transversaux et longitudinaux en effectuant un changement de variables.
L’intérét est de ne travailler que sur des jeux ne comportant que trois variables ciné-
matiques. De plus par analogie avec la résistance des matériaux nous introduisons des
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variables qui décrivent le mouvement de la section de la poutre. Trois variables nodales
décrivent le mouvement de corps rigide du niveau n (U, oy, et V,,) et trois variables
nodales sont associées a sa déformation (0, A, et ®y,).

Le premier jeu de variable décrit la cinématique transversale :

Up, + U
U, = % : déplacement transversal moyen selon y
Upy — U
ay = % : rotation du niveau n
P
On, +0 .
0, = % : rotation moyenne des nceuds
Un
niveau n @) /\

!
FIGURE 3.8 — Représentation physique des variables de la cinématique transversale [Ches-
nais, 2010].

Le deuxiéme jeu de variable décrit la cinématique longitudinale :

Up, + U . .
Vh = % : déplacement longitudinal moyen selon x
Ay, = up, —up, : dilatation transversale du niveau n
D, =0, —0n, : rotation différentielle des noeuds

La représentation physique des deux jeux de variables représentant les cinématiques
transversales et longitudinales est décrite sur les figures (3.8) et (3.9). La symétrie de
la structure se traduit par le découplage des vibrations transversales et longitudinales.
Ainsi les équations d’équilibre aux nceuds deviennent :

Cinématique transversale :

(o _ (my) + (m1y)
T =5
(M"™) = (nex) — (n12) : Différence des forces longitudinales

: Somme des forces transversales

(n1m) + (nam)
2
Cinématique longitudinale :

: Somme des moments aux nceuds

(M) =

((T}) = (nay) — (n1y) : Différence des forces transversales
(N = (711)—1—2(712@ : Somme des forces longitudinales
| (M3) = (nam) — (nym) : Différence des moments aux noeuds
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Rmq: A, <0

niveau n

FIGURE 3.9 — Représentation physique des variables de la cinématique longitudinale
[Chesnais, 2010].

On peut remarquer I'analogie avec les équations de la RDM pour une poutre "pleine"
d’Euler-Bernoulli : I'équation (V') est 'équivalent d’une équation d’équilibre d’effort
normal, 'équation (7}*) celui d’une équation d’équilibre d’effort tranchant et I’équation
(M™) celui d'une équation d’équilibre en moments. Ces équations seraient pilotées par
les variables associées aux mouvements de corps rigide U, V,, et 0,,. Les autres équations
d’équilibre et les variables associées & la déformation du niveau n n’ont pas d’équivalent
dans les modéles de poutres pleines d’Euler-Bernoulli.

3.3 Les différents développements asymptotiques.

3.3.1 Efforts nodaux.

A Déchelle locale, différents régimes de fonctionnement des éléments de poutre peuvent
exister. Le cas classique auquel nous nous restreindrons, qu’il s’agisse de périodes mono ou
multicellulaires, est celui dans lequel tous les éléments de poutre sont en quasi-statique.
Ainsi les longueurs des ondes de compression (A.) et de flexion (Ay) sont trés grandes
devant la taille de I’élément de poutre, et donc les paramétres de flexion 51 et de cisaille-
ment y ! sont trés petits :

Ao Af 27l 27l
— — l l="— 1 et l=
27r>> 7o >> = I3 N << et x N

<<1

Dans ces conditions, tous les efforts nodaux peuvent étre développés en puissances de 81
et de x ! :

v =4 <(UD S S U P

360 +0 <(Xl)6>

e B4 (w o) O 00 ey O g0 8vF>) +0(0ar’)
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4 4
oo _ 12ET ((UD_UF) +é(99+9F) — fié (26 u” +9u") —E,)%QOZ (229D—139F)>

4 4
ul —uf) +3 (67 +67) B (9u” + 260" +(5l)l(139D—220F)>

840 5040

( 6 EI l (B)* (B1)"
MD_T2 (uD—uF)+§(29D+9F) ﬁ(zzuD+13uF)—ﬁz(4eD—39F)
+0((80°)
6 L1 l (B1)* (BN
MF:—ZT ((uD—uF)—|—3(9D+29F)+2520(13uD+22uF)—|—2520l(39D—49F)

Pour mémoire, I'homogénéisation de situations particuliéres ot certaines poutres restent
en régime quasi-statique et que d’autres entrent en résonance a été effectué dans [Ches-
nais, 2010], [Rallu, 2010] et [Chesnais et al., 2012| dans le cas de périodes monocellulaires.

3.3.2 Paramétres fréquentiels.

Dans le cadre de la propagation d’onde, on impose la pulsation w telle que :
w=uwg +ew) =wg + 50 avec w) = O (wg)

ott ) = cw est 'écart a la pulsation wg qui est physiquement mesurable. L’ordre
de grandeur f sera fixé par la suite dans le processus asymptotique.

Pour la cohérence de ’ensemble des développements 'ordre de grandeur de wg est

1 En

pesé en puissance de € par rapport a la pulsation de référence w, = 1 , qui corres-

Pm
pond & la premiére pulsation propre des murs en compression, voir la partie B.2. Comme
dans le cas du systéme masse-ressort on étudie la dynamique & une pulsation w proche
de wg, pulsation de résonance du mode K de la période considérée avec des conditions
aux limites périodiques. Le cas wx = 0 correspond & 'homogénéisation classique & basses

fréquences

3.3.3 Variables cinématiques

Dans le paragraphe (3.2), 'étape de discrétisation a permis de passer de la structure
initiale localement continue & une structure discréte. Maintenant le but est de passer du
modéle discret au modéle continu macroscopique. Pour ce faire on considére que pour
tout n, les variables cinématiques discrétes sont des valeurs ponctuelles (prises aux ex-
trémités de la période a p cellules €,,) de fonctions continues infiniment dérivables qui ne
dépendent que de la variable spatiale x. Ensuite nous faisons le développement asymp-
totique des variables cinématiques en puissances de €.
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Variables transversales :

;

Up,=U(e,x =nl) = Zsi U@ (z)
=0

ap =a(e,x=nl)= Zei o ()
=0

O, =0(c,x =nl) = Zeiﬂ(i) (x)
i=0

\

Variables longitudinales :
Vo=V(e,x =nl)= Zai VO (z)
i=0

Apn=Az=nl)=> AW (z)
=0

O, =@,z =nl) =) o (x)
i=0

Notons X une de ces variables cinématiques. Chaque terme X est du méme ordre de
grandeur que X Le terme correctif qui pourrait étre mesuré est noté avec un ", tel
que :

(2

X7 = X0

L’importance relative des différentes variables est un des résultats de ’homogénéisation :
le phénomeéne physique est observable & 'ordre 0 en ¢, les ordres supérieurs apportant les
termes correctifs. Grace a la condition de séparation d’échelles, les variables cinématiques
évoluent peu d’'un neeud a 'autre. De plus, la structure étant périodique, la distance entre
deux nceuds de la période €2, est constante et vaut £ = € L qui est un petit incrément
de la variable continue x. Il est alors possible d’utiliser des développements en séries
de Taylor pour exprimer les déplacements des nceuds adjacents, qui font apparaitre des
dérivées macroscopiques par rapport a x (’ correspond a la dérivée premiére,” a la dérivée
seconde,. .. ) :

Ces développements sont ensuite injectés dans les six équations d’équilibre (73"), (M™),
(M), (), (NF) et (M3).

Lorsque la pulsation est imposée autour de la fréquence nulle, la séparation d’échelles
est vérifiée pour les variables de déplacement quel que soit le nombre de cellules consti-
tuant la période. Par conséquent les composantes du vecteur des variables cinématiques
U sont les variables cinématiques physiques a I'ordre dominant.

U(x) =% (z)+ O (e)
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Pour les situations ot la pulsation est proche d’une des pulsations de résonance de la
période €, avec des conditions aux limites périodiques, la séparation d’échelles n’est plus

vérifiée pour les variables physiques mais pour les amplitudes de la modulation. Si wg est
m

une pulsation de résonance de multiplicité m, alors il existe m vecteurs périodiques g; . On
montrera dans la partie IIT qu’a I’ordre dominant, le vecteur des variables cinématiques %

s’exprime dans la période 2, & la pulsation wg comme le produit de grandes modulations
m

m —
A et des vecteurs modaux ¢ représentant le champ local :

Tw) =3 A0 =005+ 0()

i=1
La période €2, est décrite par un jeu de trois variables de référence et p — 1 jeux de trois

variables internes, notées {)q( }1§q§p_1 avec X une des variables cinématiques. Le vecteur
U a donc 3 p composantes correspondant a p points.

Selon la structure traitée la variable cinématique pertinente sera choisie comme va-
riable de référence pour exprimer 'amplitude de la modulation, les autres variables ci-
nématiques seront exprimées en fonction de cette variable. Par exemple dans le cas de la
poutre de compression on choisira le déplacement longitudinal moyen V', dans le cas de
la poutre de Timoshenko le déplacement transversal moyen U et dans le cas de la poutre
de giration la rotation moyenne 6.

3.4 Normalisation.

La derniére étape de la méthode est 1’étape de normalisation, ott 'on pése grace au
ratio d’échelles ¢ (i) les contrastes entre les paramétres géométriques et mécaniques des
murs et des planchers et (ii) 'ordre de grandeur de la pulsation. L’ordre de grandeur de
ces paramétres va fixer I'ordre de grandeur des différents mécanismes dans la structure
et donc I'importance relative d’un mécanisme par rapport a un autre. Ainsi le choix de
ces contrastes va permettre de générer différents types de poutres équivalentes.

Les contrastes entre les murs et les planchers sont décrits par quatre contrastes géo-
métriques, et deux contrastes mécaniques :

l ap am h

LooE  ZooEm)  2ooEm)

5 - O(e™)

=

P — 0™ P2 o)

E, Pm

Dans la pratique on introduit les grandeurs adimensionnelles {I*, apy Ay N5 B, p*}
d’ordre de grandeur O(1) telles que :

b [*em & _ axem Im — ay, ™ Tty _ h* ™

I o i (33)

p * T, P * T,
—— =F""F — =pe'r
E,, Pm P

L’ordre de grandeur de la pulsation détermine I'importance des forces d’inertie par rap-
port aux forces élastiques. Un régime de propagation d’onde macroscopique correspond
a des forces inertielles d’ensemble équilibrant les forces de rappel élastique d’ensemble.
Pour les pulsations trop basses, les forces élastiques sont plus importantes que les forces
d’inertie et la structure a un comportement quasi-statique. A l'inverse, il n’existe pas
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de mode de propagation macroscopique avec des forces d’inertie supérieures aux forces
élastiques car 'exigence d’équilibre annule I'inertie et donc les déplacements. Ainsi, c¢’est
I'ordre de grandeur des forces élastiques qui fixe la gamme de fréquences a étudier. On
introduit le paramétre 7, qui pése 'ordre de grandeur de la pulsation par rapport a la
pulsation de référence w, :

w
— =0(e™) avec w, =

1 E,,
Wy L Pm

Nous disposons donc de sept paramétres pour batir des poutres équivalentes.

Récapitulons les différentes étapes de la méthode : la poutre réticulée constituée d’élé-
ments de poutres a été discrétisée en déterminant les efforts aux noeuds de la structure
en fonction des paramétres dynamiques de flexion 51 (pour les efforts tranchants et les
moments) et de compression x [ (pour les efforts normaux). On a alors pu écrire les trois
équations d’équilibre aux deux noeuds de chaque niveau. Ensuite la pulsation est imposée,
et les variables cinématiques sont développées asymptotiquement en puissances du ratio
d’échelles € << 1. De plus comme nous étudions des situations ot les éléments sont en
quasi-statique pour la flexion et pour la compression, les efforts nodaux sont développés
en puissances de x [ et de 8. Enfin la pulsation et les contrastes géométriques et méca-
niques des murs et des planchers sont pesés en puissance de e, ce qui permet d’estimer
I'importance relative d’'un mécanisme par rapport & un autre. Les développements et
les ordres de grandeur des paramétres sont injectés dans les équations d’équilibres et on
obtient des problémes par ordre de grandeur de e.Les problémes successifs sont ensuite
traités par ordre croissant pour identifier le comportement macroscopique.

3.5 Reésolution.

3.5.1 Notations.

Les notations suivantes sont prises pour faire ressortir plus clairement les mécanismes
mis en jeu dans les équations :

Aoy =2pm A : contribution des deux murs & la masse linéique macroscopique en kg/m
l
Ay = ppApg—p : contribution du plancher a la masse linéique macroscopique en kg/m
m
A=A, + A, : masse linéique macroscopique en kg/m
62
I = pmAmEP : contribution des deux murs au moment d’inertie macroscopique en kg.m
PpApgg o . . .
P="To7 : contribution du plancher au moment d’inertie macroscopique en kg.m
m
K, =24 2 : rigidité macroscopique en cisaillement liée & la flexion locale des murs en N
m
EyI, e . . s .
K, =12 T, : rigidité macroscopique en cisaillement liée & la flexion locale des planchers en N
mtp
62
I = Amjp . inertie macroscopique de la section en m?*
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3.5.2 Choix des structures étudiées.

Dans la partie 2.1 nous avons vu que des zones de séparation d’échelles pour la mo-
dulation existent autour des pulsations propres de la période €, avec des conditions aux
limites périodiques. Dans le cas général il est difficile de connaitre ’expression analytique
de ces pulsations propres, or ceux-ci sont nécessaires pour la mise en ceuvre de I’homo-
généisation discréte. Pour faire le lien avec la partie I ou les pulsations propres étaient
connues, nous allons construire des structures ressemblant au systéme masse-ressort, au-
trement dit des structures dont les planchers sont plus lourds et plus rigides que les murs.
En fonction des cinématiques étudiées, le terme de "rigidité" des murs pourra étre de la
rigidité en traction/compression (pour les cinématiques de compression et de giration)
ou en flexion (pour la cinématique de déplacement transverse).

Les contrastes géométriques, mécaniques et fréquentiel doivent alors remplir les cing
conditions nécessaires suivantes, que l'on pésera en puissances de ¢ :

C1. les éléments sont des poutres élancées,

C2. la masse des planchers est plus grande que la masse des murs,

C3. les murs sont plus souples que les planchers,

C4. les forces élastiques équilibrent les forces d’inertie en régime dynamique global,
Ch. les murs et les planchers n’entrent pas en résonance.

Comme pour les systémes masse-ressort ces conditions peuvent étre établies en situation
basse fréquence sur une unique cellule.

3.5.2.1 Condition C1 : les éléments sont des poutres élancées.

Les éléments de poutre constituant les poutres réticulées sont des poutres d’Euler-
Bernoulli, qui ont un "grand" élancement :

am

E<<1 Tm>0
ap =

= <<1 Tp >0
lp

3.5.2.2 Condition C2 : la masse des planchers est plus grande que la masse
des murs.

Le rapport des masses s’écrit :

MpfA”>>1 = +27 41 + <0
M, A, To TI+Th+Tp— Tm

3.5.2.3 Condition C3 : la rigidité en flexion des planchers est plus grande
que la rigidité des murs.

Cette condition dépend de la nature de la cinématique étudiée. Dans les chapitres 4
et 6 qui traitent respectivement de la cinématique de déplacement longitudinale et de la
cinématique de rotation de section, les murs travaillent en traction/compression. Pour
respecter la condition C3, les planchers doivent donc étre plus rigides en flexion que les
murs en traction/compression :

K, >>E, Ay, = TE+3Tp —Tm +Th +27 <0
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Dans le chapitre 5 qui traite de la cinématique de déplacement transversal, les murs
travaillent en flexion. La condition C3 est alors vérifiée si les planchers sont étre plus
rigides en flexion que les murs en flexion :

K, >> K, = TE+3 (Tp —Tm) +7n+27, <0

3.5.2.4 Condition C4 : les équilibres des efforts macroscopiques sont respec-
tés.

Grace aux conditions C2 et C3, la pulsation de référence des modes étudiés est le
rapport de la rigidité des murs (%, /1) et de la masses des planchers (A, l,,), ot le
terme %, sera spécifié dans le cas de la compression, du déplacement transverse et de
la rotation.

T

el,, est l'ordre de grandeur wp par rapport a la pulsation de référence w..

Les modeéles de poutres obtenus a basses fréquences permettent de définir (i) des
efforts macroscopiques mettant en jeu les variables qui pilotent la cinématique, et (ii) les
équations d’équilibres de ces efforts macroscopiques. Il faut alors normaliser ces équations
d’équilibre en puissances de ¢ pour faire émerger les cinématiques voulues. Dans cette
partie nous nous concentrons uniquement sur 1’équation d’équilibre des variations de
Ieffort (tranchant ou normal) macroscopique et des forces d’inertie, car c’est celle qui
permet de définir 'ordre de grandeur de la pulsation :

F' =N X (3.4)

, ot .Z est leffort (tranchant ou normal) macroscopique et X la variable cinématique
associée. L étant la longueur d’onde macroscopique caractéristique, les ordres de grandeur
de l'effort macroscopique % et de ses variations s’écrivent alors :

X X
a — . g —
J—O(%me) : F O(JimeQ>

Ainsi 'équation d’équilibre (3.4) s’écrit :

X Hm
pr2X—O<%mB> = w—O(& Apl3n>_(6w0)

Ceci montre qu’a basses fréquences, 'ordre de grandeur de la pulsation est :

Tew = Twg +1 (35)
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3.5.2.5 Condition C5 : les murs et les planchers n’entrent pas en résonance.

L’évaluation des termes adimensionnels relatifs a la résonance en flexion et en com-
pression des murs et des planchers s’écrit :

(B lm)* = O ((31)2 <i’;>2 62> _0 (52 (m—rm+1)>

4 w)? pp Em (1 ? Iy ? 2 2 (1wt 3 (Tp—TE)—Tp+Ti+1)
(Bplp) =0 ; ,OiEi ; T € :O<€ 24P P )
r m D D m

2
(Xm lm)* = O <<5> =0 (52 (T“’“))
(X l )2 =0 ﬁ 2 &Eﬂ li 2 62 -0 (52 (Tw+%(TP—TE)—Tp+Tl+1)>
D 'p Wy Pm Ep I,

Pour que tous les éléments de poutre restent localement en régime quasi-statique, il faut
que ces parameétres soient trés petits. Parmi les quatre conditions, deux sont redondantes
et les deux autres sont

Bmlm << 1

Bpl, << 1 Tw = Tm +1>0

pp - 1

Xin b << 1 Twt 5 (o —7p) =T+ +1>0
Xplp <<1

3.5.2.6 Exemples de structures.

Parmi ’ensemble des structures respectant les conditions C1 a C5, trois exemples ont
été choisis afin de déterminer leur équation de modulation et d’analyser leur particularité
selon la nature des poutres qui fonctionnent localement selon des mécanismes distincts.
Nous développerons a chaque fois les cas ot la période est composée de une, deux et trois
cellules, afin d’étudier le mode basse fréquence (dans g, Q2 et Q3), puis le mode simple
anti-périodique (dans 2) et enfin le mode double (dans §23).

Pour faire le lien direct avec I’étude précédente sur le systéme masse-ressort, le premier
exemple est une poutre de compression, dont les contrastes mécaniques et géométriques

retenus sont :

Ly -2y . Pp -1
B = 07 ; = O ()
4m _ . O _ 12y . b _ o . M -1
lm—O(s) ; lp—O(& ) ; lm—O(s) ; hm—O(s )

Ensuite, nous nous intéresserons a la cinématique transverse d’une structure définie par
les paramétres suivants, qui a la particularité a basse fréquence d’étre homogénéisable en
une poutre de Timoshenko élancée :

Ep 40y . Pp _ -2

Em—o(g) ) an_O(5 )

%20(52) ; %20(5) ) ;i:O(g) ) :l:O(_Q)
m P m m

Enfin nous finirons par une poutre de giration, qui présente la particularité a basse
fréquence d’avoir une pulsation seuil en-dessous de laquelle il n’y a pas de propagation.
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Les contrastes correspondant & cette poutre sont :

En Pm
C;T:Ln _0 (51/2) ’ %f -0 (51/2) : ll:; —0 (571/2) : ;;Z =0 ()
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Chapitre 4

Premier exemple : cinématique de
compression.

Le premier exemple de poutre réticulée traité est la poutre de compression. A basses
fréquences ’équation de comportement pilotée par le déplacement longitudinal moyen est
obtenue en utilisant la méthode HMPD classique. En considérant les périodes o et (g
les équations de modulation caractéristiques d’un mode simple et d’un mode double sont
obtenues. Les résultats de cette étude contiennent tous les résultats issus de l’étude du
systéeme masse-ressort, mais la cinématique plus riche de la poutre réticulée fait apparaitre

aux ordres supérieurs des variables cachées.

Sommaire du chapitre.
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4.2

4.3

4.4

Description macroscopique basée sur la période Q.. . . . . . 75
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4.1.2 Descriptions macroscopiques. . . . . . . . .. ... 77

Description macroscopique basée sur la période Q2. . . . . .. 78
4.2.1 A basses fréquences. . . . . . ... ..o 79
4.2.2 A plus hautes fréquences. . . . . . .. ... 80

Description macroscopique basée sur la période Q3. . . .. .. 84
4.3.1 A basses fréquences. . . . . . . .. ... 85
4.3.2 A plus hautes fréquences. . . . . . . ... ... 85

Recherche des variables cachées . . . . ... ... ........ 89
4.4.1 Dans Qy a basse fréquence. . . . . .. . ... L. 89
4.4.2 Dans (3 a haute fréquence. . . . . . . . ... 90
4.4.3 Dans Q3 a haute fréquence. . . . . . . . ... 90
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Ce premier exemple consacré a la cinématique de compression a été choisi pour faire
directement le lien avec ’étude du systéme masse-ressorts, ol le seul mécanisme en jeu
est la traction compression des murs. La cinématique de compression étant longitudinale,
les variables cinématiques mises en jeu sont le déplacement longitudinal moyen V, la
dilatation transversale A et la rotation différentielle @, voir la section 3.2.4. Les équations
d’équilibres correspondant a la cinématique longitudinale sont (Ty) la différence des forces
transversales, (V) la somme des forces longitudinales et (My) la différence des moments
aux noeuds. Cette poutre a été étudiée dans [Hans, 2002, [Boutin et Hans, 2003] et
[Chesnais, 2010].

Les contrastes mécaniques et géométriques entre les planchers et les murs retenus
sont les suivants :

=0 oo

. " (4.1)
m _ . 9 1/2 . Lp_ 0 @ —1
=00 lp—O(s ) L=0() ¢ =0

Les ratios de rigidité et de masses entre les planchers et les murs suivant montrent le
paralléle avec un systéme masse-ressort, ot les murs sont plus souples et plus légers que
les planchers :

K,=0 (5—5/2 Enm Am) . A,=0 <5—5/2 Am) (4.2)

ol nous rappelons que K, est la rigidité en flexion des planchers, et E,, A, la rigidité
en compression des murs. Une représentation de la cellule irréductible €y correspondant
a ces contrastes géométriques est représentée sur la figure (4.1). La cinématique de com-

FI1GURE 4.1 — Cellule irréductible 2y pour la poutre de compression.

pression fait intervenir la rigidité en traction/compression des murs 2%”7‘4’". Comme la

m
structure est batie comme un systéme masse-ressort, la pulsation de référence w; de cette

cinématique est donc :
12 B A, 1/4
w1 = W =0 (E U.)q«)

Par conséquent on prévoit d’aprés I'étude de la partie I que I'approche asymptotique
basée sur Qy (resp. 3) sera appliquée au voisinage de 2w (resp. v/3wi). Ce résultat
sera tout de méme démontré dans ces deux cas.

On a vu a I’équation (3.5) que 'ordre de grandeur de la pulsation & basse fréquence
est décalée d’e par rapport a la pulsation de référence wy. Par conséquent, la pulsation &
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basse fréquence est 0(85/ 4 w,.). Dans la pratique on introduit la grandeur adimensionnelle
w} d’ordre de grandeur O(1) telle que :

w1
— =uw] gl/4

Wr

Les contrastes choisis nous obligent & faire les développements asymptotiques en puis-
sances de £!/2. Ainsi en notant X une des variables cinématiques les développements
s’écrivent :

X(e,x=n/l) = Zgiﬂ x(#/2) — Z)v((m)
7=0 i—0

Pour cet exemple la procédure compléte décrite dans la partie 3 va étre développée.

4.1 Description macroscopique basée sur la période ().

4.1.1 Procédure détaillée.

4.1.1.1 Développement asymptotique des efforts nodaux.

Le découplage des variables cinématiques permet d’écrire les équations d’équilibre en
fonction des variables cinématiques longitudinales :

(Td)n = - TTI;: (Anflv Ana (I)nfla @n) + Tn? (Ana AnJrla (I)TLa (I)nJrl) + ND (Ana _An)

(Nt)n :an;

2
(Md)n - - Mn}; (An—la A'm q)n—la (I)n) + MnDnb (A'm An+17 (I)na q’n—i—l)

1 1
(anlv Vn) - N’HPL (Vn7 VnJrl) + TpD <_Vna _Vna - s (I)na 5 (I)n)

1 1
-2 MpD <_Vna _Vnu _5 (I)na 5 (I)n>

\

La premiére étape est le développement des efforts en puissances de 51 et de x I, vu dans
la partie 3.3.1. Lordre minimum des développements est celui d’apparition de tous les
termes dynamiques; 'ordre final de développement dépend de la précision recherchée.
Dans le cas présent, pour trouver la description a l'ordre dominant ou seul V(0 inter-
vient il suffit de développer les efforts normaux jusqu’a 'ordre deux en x [ et les efforts
tranchants ainsi que les moments fléchissants jusqu’a l'ordre quatre en (. Cependant si
I’on souhaite trouver la relation entre A et @, il faut alors développer les efforts normaux
jusqu’a l'ordre quatre en x| et les efforts tranchants ainsi que les moments fléchissants
jusqu’a 'ordre quarante en 51.

4.1.1.2 Paramétres fréquentiels.

Plagons nous dans le cadre de la propagation d’onde, en imposant & la structure une
pulsation telle que :

w=ecw® =50 avec w® =0(w)

Pour introduire les ordres de grandeur des paramétres (4.1) on utilise les grandeurs
adimensionnelles {I*, a5, ay,, h*, E*, p*} d’ordre de grandeur O(1) définies & I'équa-
tion (3.3). Ainsi les termes adimensionnels relatifs & la flexion et & la compression des
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murs et des planchers s’écrivent :

oo = Eiﬁ},s (6 w:)>2

4.3
(Xm lm)2 — /2 w:f (8 (’:ill)>2 (4.3)
(xply)? =& Efzfnaz (5 w:)>2

4.1.1.3 Développement asymptotique des variables cinématiques

Notons X une des trois variables longitudinales V', A et ®. Le développement asymp-
totique des variables est poussé juqu’a ce qu’on obtienne 1’équation de comportement
macroscopique. Dans notre cas il suffit d’aller jusqu’a I'ordre deux en ¢ :

Xn:X(&x:nf 251/2 Z/2) n£)+0(5/2>

Comme on 'a vu dans la partie 3.3.3 les variables voisines sont exprimées a l'aide de
développements de Taylor, jusqu’au méme ordre que les développements des variables
cinématiques :

i 97 x(i/2)
Xn-1= ZO ZEJ‘H/Q l;'] 73] Xawj (z) + 0O <55/2)
7 7=0
LS L, L9 X2
Xnt1 :gjgogﬁ' /2 ? a7 z) + O (55/2)

Dans un second temps, nous avons poussé 'analyse pour déterminer les premiéres va-
riables cachées non nulles : on verra que A et ® émergent respectivement a l'ordre onze
et 7/2. Ainsi les variables cinématiques sont développées jusqu’a l'ordre onze en € :

Xn=X(e,x Ze’ﬁ X2 )+O<523/2X(0)>

et les variables voisines :

X, | = f: igmﬂ (—1y L Y XP() | o (523/2)

! J
i=0 j*O J: O

Xyt = ZZ J+/2L 97 X/2) (g )+O<523/2)

OxJ
=0 j=0
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4.1.1.4 Equations d’équilibres développées et résolution.

Cette étape consiste & introduire tous ces développements dans les trois équations
d’équilibre et & trier les différents termes dans l'ordre des puissances de e croissantes,
jusqu’a ce que les phénomeénes recherchés émergent.

Commengons par chercher I’équation de comportement, qui apparait & 'ordre domi-
nant de I’équation d’équilibre des forces transversales (V) :

(Nt) = 0 =A, (w(”)z VO 2R, A, V'O 4+ 0O (51/2)

~(V0) + 0 (1?)

On reprend la notation O (7), qui est adoptée pour signifier un grand O de ™ pesé par
rapport au termes de ’équation. Par exemple dans ce cas :

0 (51/2) ~0 <gl/2 (N,fo))) -0 <51/2 <Ap <w(1)>2 v<0>> - (51/2 (2 B Am v”<0)>)>

L’équation (Nt(o)) fournit ’équation qui régit le comportement de la structure, et qui
n’est pilotée que par V(. Comme la structure est construite pour fonctionner comme
un systéme masse-ressort, les variables A et ® émergent a des ordres inférieurs. Compte
tenue des paramétres adimensionnels, les développements doivent étre poussés assez loin
pour les obtenir. Ceux-ci sont présentés en détail dans la partie 4.4.1 a la fin de ce
chapitre.

4.1.2 Descriptions macroscopiques.

Comme w = & on obtient le systéme d’équations qui régit le comportement de la
structure en compression a basses fréquences, ainsi que les relations entre les variables
macroscopiques :

AV 4 2B, A V" = 0(e1/?) (4.4a)

K, ®— Ayl V =0(eh) (4.4b)

mlElpAp A 43K, d = 0(2?) (4.4¢)
ptm

Dans I’annexe B.2 est présentée I’étude des modes de compression dans une poutre pleine.
L’équation de propagation obtenue (B.1) correspond a 'équation (4.4a). Dans le cas des
poutres réticulées, la cinématique est plus riche que dans le cas de la poutre pleine, et
la méthode HMPD fournit les équations de comportement pilotant les deux variables de
déformation cinématiques (4.4b-4.4c).

L’équation (4.4a) peut étre écrite sous la forme d’une équation d’équilibre de la va-
riation de D'effort normal et des forces d’inertie :

N = —2En Ay V' ; JV/:ApW2V+O(€1/2)
Rappelons le cas du systéme masse-ressort (2.7) étudié dans la partie 2.1 :
MuPu+KRu" = 0(e)

On retrouve le cas de la poutre réticulée, en notant que la taille de la cellule Iy correspond
a la longueur d’un mur l,,, que la masse ponctuelle M est la somme des masses des deux
murs et du plancher A, [, et que la rigidité K est la raideur en compression des murs
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2 E,, Ap /L. La propagation des ondes de compression dans le systéme masse ressort et
dans une poutre réticulée étant proches, nous pourrons nous appuyer sur les résultats de la
partie 2.1 pour étudier les phénomeénes de grandes modulations des ondes de compression
dans la poutre réticulée.

4.2 Description macroscopique basée sur la période ().

Considérons a présent une période 29 constituée de I'empilement de deux portiques.
Sa longueur dans le sens de la périodicité étant £ = 21, le ratio d’échelles s’écrit € =
¢/L = 2l,,/L avec L la longueur caractéristique de modulation.

Pour cet exemple qui sort du cadre classique de ’homogénéisation, nous allons dé-
tailler la procédure décrite dans la partie 3. Considérant une période 2o, trois variables
vont jouer le role de variables de référence {V, A, ®} et trois variables vont étre des va-

* * *
riables internes {V, A, ®}. Comme on I’a vu dans la partie 3.2.3, les équilibres en forces
et en moments sont écrits aux deux noeuds des deux niveaux (n et ﬁ) de la n'®™ période
Q9. Les équations d’équilibre internes vont permettre d’exprimer les variables internes en
fonction des variables pilotantes; les équations d’équilibres aux nceuds de référence vont

fournir les équations de comportement.

Equilibres aux nceuds de référence. Le découplage des variables cinématiques per-
met d’écrire les équations d’équilibre pilotantes en fonction des variables cinématiques
longitudinales :

(Td>n - n};‘ <An7 Am (I)na (I)n> - TTQ (Am An—i—la (I)nv (I)n+1> - NpD (Ana _An)
* * 1 1
(Ny) =NFE (Vn,Vn> - NP <Vn, Vn+1> + TP <—Vn, Vo, =5 ®ns 5 q>n>

(Md)n =M£ <Ana Anv q)na (I)n> - Mylr? <Ana An-‘rlv (pn, (I)n+1>

Equilibres aux nceuds internes. Le découplage des variables cinématiques permet
d’écrire les équations d’équilibre internes en fonction des variables cinématiques longitu-
dinales :

( * * * * *
(Td)n — nl; <_An—17 _Anv _q)n—lv _(I)n> - T£ <_An7 _A’m _(I)n; _(I)n>
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4.2.1 A basses fréquences.

Comme dans la section précédente, a basses fréquences, la pulsation imposée s’écrit :
w=0+cw® =00 avec wM =0(w)

Les expressions des coefficients dynamiques de flexion et de compression sont les mémes
que dans 'étude précédente considérant la période g, voir (4.3). Notons tout de méme
que le ratio d’échelle € est deux fois plus grand dans pour la période €5 que pour la
période Q.
Afin d’obtenir I’équation de comportement, les variables cinématiques sont dévelop-
pées jusqu’a 'ordre deux en €. Pour cela notons X une des trois variables de référence
*

et X une des trois variables internes. Leurs développements sont les suivants :

4
Xn=X(g,z=nl) = ZsWXWQ) (x =nl)
=0 (4.5)

;( :)*( Zaz/z nt)

Les variables voisines sont exprimées a 'aide de développements de Taylor, jusqu’'au
méme ordre que les développements des variables cinématiques :

;

LJ 97 X /2) ()
- J+Z/2 e o)) 23/2
O S > S o ()
i=0 j=0
4 2 . Lox
* » LI g X G2) (e
X1 :E § :€]+ /2 (_1)J F o (z) +0 (823/2>
i=0 j=0 ’
(4.6)
N .Y X(Z/Q)(x)
_ j+ij2 & 23/2
Xne1 Zm jzog T A (=)
4 2 ;
* L7 91 X (/2)(x)
J+i/2 2 23/2
Ko =352 G SR o ()

*
Les développements des deux équations d’équilibre (Ny) et (Ny) s’écrivent alors :
(Nt) .

0=2E,, A, <v<0> v <0>> +el29F A <V<1/2> v (1/2))
+e2E, An <V<1) _ym_ I, {/,(o))
+ 2, Ay, (VO -7 O -, 70
1 2 * * *
e [— Ay (w(1)> 2vO . op, A <V<2> V@ g v 2 V”(O)>]
2 m m m m m
+0 (55/2>

_ ZE( /2 1/2 )+ O (€5/2>

page 79



Partie II. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’une poutre réticulée périodique.

(Ne) -

0=2FE,, An <V<0> v <0>) +eV20F, A, (V(1/2> _ {}(1/2))
+e2E, Ap, (V(l) _yvw_g V/(O))
+e329E, A, <V(3/2) v G2 _ L V/(1/2))

+e? [1 Ay (w<1>)2 2VO o A (v<2> V@ g, v g2 V”(O)>]
2 m m m m m

+ O (65/2)

4 /2
=3 e (N,
=0

)+ O (55/2)

Résolvons ces équations par ordres de grandeur successifs. A 'ordre dominant et a I’ordre
1/2 les variables de référence et les variables internes sont égales, comme dans I’étude
précédente considérant la période monocellulaire € :

vO_yo /2 2y (4.7)

En considérant la période 29 la périodicité de la variable pilotante est imposée au niveau
de la période s ; A basse fréquence, il y a en plus la périodicité au niveau de la cellule
Q.

La résolution des équations a l'ordre un et 3/2 fournit les relations suivantes, en
prenant en compte les résultats (4.7) issus des résolutions des équations d’équilibre aux
ordres inférieurs :

vO oy O e B2 g ) (4.8)

A Tordre un apparait donc la premiére différence entre la variable de référence et la
variable interne. .

Enfin la combinaison linaire des équations d’ordre deux (Nt(Q)) — (N; @) mene a
I'équation de comportement suivante, en utilisant les résultats (4.7) et (4.8) :

2
0=2, («®) VO + 28, A, V"

Comme w = & on retombe exactement sur I'équation de comportement (4.4a). Les
deux méthodes convergent donc vers le méme résultat a l’'ordre dominant. Les variables
cachées ® et A émergent de la méme maniére aux ordres 7/2 et onze, tout comme les

* *
variables internes ® et A. A basses fréquences le détail des calculs menant & 1’obtention
des variables cachées n’est pas présenté car on retombe sur les mémes résultats que
précédemment. A plus hautes fréquences, la nature des équations change, et tous les
calculs seront explicités.

4.2.2 A plus hautes fréquences.
4.2.2.1 Développements asymptotiques.

Les étapes sont les mémes que dans le cas basse fréquence, sauf qu’on applique la
procédure aux nceuds de référence puis aux noeuds internes. Dans un premier temps,
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pour trouver I’équation de comportement, les six équations d’équilibre précédentes sont
développées en puissances de x ! jusqu’a l'ordre deux et en puissances de S jusqu’a a
I’ordre quatre.

On peut ainsi rechercher les pulsations de résonance de la période €25 avec des condi-
tions aux limites périodiques. La pulsation fondamentale est :

o [2EmAn (A Ny Am
W = Aplfn 3Ap ) = 4w 73/\1,

ol 1/\—*: =0 (55/2) d’aprés l'équation (4.2). Ainsi a l'ordre dominant, la pulsation de
résonance de la période g est w = 2wy avec wy = ,/Qfmlém la pulsation de référence
P 'm

de cette cinématique. On retrouve ici & 'ordre dominant que la pulsation de résonance
de la période €29 avec des conditions aux limites périodiques est deux fois la pulsation de
référence de la cinématique, comme dans le cas du systéme masse-ressort. La pulsation
est donc imposée autour de cette pulsation de résonance avec un terme d’ordre deux en
¢ (on justifiera dans le chapitre 8 que le terme d’ordre un est nul) :

w=2w +2w? =2w; + 5% avec w® =O(w)

Pour introduire les ordres de grandeur des paramétres (4.1) on utilise les grandeurs
adimensionnelles {I*, a5, ay,, h*, E*, p*} d’ordre de grandeur O(1) définies & I'équa-
tion (3.3). Les coefficients dynamiques valent donc :

4
3 wt? @) )
(B L) 251/2% A44e2 8t (2

m w1 w1
4
24 a) w® w?@
4 _ 52 m 2 4
(ﬁp lp) € E* h* CL;S 4+4e w1 +e w1

4
*2 (2) (2)
(tmlm)” =22 444254 et (‘”)
w1 w1

4
o gt @ @)
(xplp)? =€7/2 S TP R

E* h* ax w1 w1

Enfin les variables cinématiques ainsi que leurs voisines sont développées jusqu’a ’ordre
deux en £ comme a basses fréquences, voir (4.5) et (4.6). Dans le paragraphe 4.4.2 on
les développera plus afin de rechercher les variables cachées A et ®. Les développements
précédents sont introduits dans les trois équations d’équilibre aux nceuds de référence et
dans les trois équations d’équilibre aux nceuds internes. la résolution de ces équations
par ordre de grandeur de € croissant permet d’obtenir les relations entre les différentes
variables & chaque ordre.
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4.2.2.2 Recherche de I’équation de comportement.

Résolution a ordre zéro. Les six équations de d’équilibre & ’ordre dominant sont
pilotées par les variables aux nceuds de référence et aux noeuds internes :

4 *

2 (V0170 20 ()
2FE,, Am <V(0) +1*/(0)> -0 (f{rt (0)
K, =0 (M)
K,®©® =0 (Mg )

ptm

\ lp lm

« (0) *
La résolution des équations d’équilibre (/\/lg])), (Mg ), (Téo)) et (T4 () mene a la nullité
a l'ordre dominant des variables de rotation différentielle ® et ®, ainsi que des variables

* *
de dilatation A et A. D’autre part, les équations (Nt(o)) et (N¢ ) montrent qu’a Pordre
dominant, les déplacements longitudinaux des nceuds de référence et des nceuds internes
sont opposés :

OO -9 . AOD_AO_g . yO__yO (49

Ordre 1/2. Les équations de l'ordre zéro sont directement transposées a 'ordre 1/2,
et on obtient les relations similaires :

U _gam g AYP_Rum_g o PP _poan

Ordre un. A cet ordre les équations d’équilibre sont, en tenant compte des rela-
tions (4.9) :

2 Ep A (v“) +V O _zmwm) 0 (VW) et (N, O
K, =0 (MO
p - d
K,dW =0 (M, )
12E, A, <)
o A =0 (7;")
e B (T4 )
pim

« (1)
Les équations (Mfll)) (Md ), (T T )) et (Td( )) conduisent a la nullité des variables de

rotation différentielle et de dilatation & 'ordre un. Les équations d’équilibre (Nt(l) ) et
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* ~(1
(N (D) fournissent la relation entre la variable interne V( ) et les variables de référence

> (1)

P 1)

=3W=0 ; AY=AW=0 ; VO=_VV 4, VO (410

Ordre 3/2. Le premier ordre non nul pour les variables de rotation différentielle appa-

*
rait a ordre 3/2, grace a la présence des variables non nulles V et V' :

K, G _8 Eml 2Am lp v — o ( Mg:a/z))
: 8 E mA L, * * (411)
K, ®®/2) - SEm Emlp o) _ (M B2

m

Les relations entre les autres variables sont similaires a celles trouvées a ’ordre un :

P T R (G A I

Ordre deux. Pour obtenir I’équation de comportement il faut résoudre les équations

d’ordre deux (Nt(2)) et (]ift )y

@ 1

7@
+V &4

20, 5@ w2, VO £ 28, A, (T/ 1,3 11, V'O 12T "(0>> (N@)

(2)

20, 5P 2V 428, A, (17 +17<2)+élﬁ)(l)—lmf/'(l)ﬂf,ﬁ”(o)) (N, @)

)

. S
La combinaison linéaire (Nt(Q)) — (N ) permet d’éliminer les variables V( et V. En
tenant compte des relations (4.9) et (4.10), ’équation de comportement est la suivante :

— 405D VO 4 2B, A, V"0 =0 (4.12)

4.2.2.3 Description macroscopique.

Le déplacement longitudinal & ’ordre dominant pilote I’équation de comportement (4.12).
Ainsi cette variable de référence est associée a la modulation du mode de compression,
ce qui permet d’écrire le vecteur des variables longitudinales ¥ alordre dominant, grace
aux relations (4.9) :

+0 (81/2) = A© +O <51/2> (4.13)

o o o O

Les relations entre les variables cachées sont les suivantes :

8 By Ayl *
pom (4.14)

1 *
A=-3K, 2™ ¢ 19/2) — _A
o g A +O(5 )
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Comme w? — (2w1)? = 2e2w® (2wy), Péquation de modulation sous sa forme finale
ainsi que les deux variables cachées ont pour expression, en supprimant les références
aux ordres de 'amplitude et de la pulsation :

Ay ((2 w)? - w2) A4 2B, Ap A" = 0O (51/2) (4.15)

La résolution de cette équation différentielle montre que le régime n’est propagatif que
pour les pulsations inférieures a la pulsation de coupure 2 ws.

On retrouve ainsi I’équation de modulation d’un mode simple, comme dans le cas du
systéme masse-ressort (2.12). L’équation (4.15) correspond a I’équation d’équilibre des
efforts macroscopiques :

Ap ((2w1)? = w?) V= A"+ 0 (c12)
ou l'effort normal macroscopique est tel que :

N = —2E,, Ap V'

4.3 Description macroscopique basée sur la période ();3.

Prenons maintenant le cas d'une période 23 constituée de I’empilement de trois por-
tiques. Sa longueur dans le sens de la périodicité étant £ = 31,,, le ratio d’échelles s’écrit
e =V/L =3l,,/L avec L la longueur caractéristique de modulation. D’aprés I’étude du
systéme masse-ressort 1.5.2, il existe deux zones ot le phénomeéne de grande modulation
émerge : & basses fréquences, et autour de la pulsation du mode propre double de la
période avec des conditions aux limites périodiques. A haute fréquence le mode étant
double la résolution du probléme est spécifique et nous allons la détailler.

En considérant la période g3, les trois variables de référence sont (V, A, @), et il y

* * * [0 [e] [0}
a deux jeux de trois variables internes (V, A, ®) et (V, A, ®). Les équilibres sont donc

L, . . . * o
écrits aux deux neceuds des trois niveaux (n, n et n).

Equilibres aux ncoeuds de référence. Le découplage des variables cinématiques per-
met d’écrire les équations d’équilibre pilotantes en fonction des variables cinématiques
longitudinales :

(T =TF (ﬁn,An,c%n, <1>n> _ 7P (An,£n+1,c1>n, %nH) ~ NP (A, —A,)

o * 1 1
(Ne)n =N, (Vn,vn> — NR <Vn,vn+l) + TP (—Vn, Vo, =5 @, 2<I>n>

<
&
3
é
34
7 N
[>o
3
>
3
KA o

naq)n) - Mrlr)b <AnaAn+17(I)n’(I)n+l)

+ MP (—2V, =2V, —®y, @)

Equilibres aux nceuds internes. Le découplage des variables cinématiques permet
d’écrire les équations d’équilibre pilotantes en fonction des variables cinématiques longi-
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tudinales :
(Td)n - 'rfrz <_An—1) _An’ _(I)n—la _(I)n> - Trlr? <_An7 Anv _(I)na _(I)n> - NZP <_An7 An)
* * o * * ]_ * 1 *
(No)Jn =Ny, (vn_l,vn> — N (vn,vn> T (Vo =V =5 Purgy <I>n>

4.3.1 A basses fréquences.
A basses fréquences, la pulsation imposée s’écrit :

1)

w=cw® =ZW avec w® =0(w)

On montre comme précédemment que ce cas converge vers les résultats de I’homogénéi-
sation classique vus dans la partie 4.1. A présent étudions la dynamique de la structure
autour du mode double.

4.3.2 A plus hautes fréquences.

A partir des équations d’équilibre la pulsation fondamentale de référence avec des
conditions aux limites périodique est :

Apm
w:\/§w1<1—4Ap—|—...)

A Tordre dominant cette pulsation de résonance correspond & celle pour la période triple
du dans un systéme masse ressort. La pulsation imposée a la poutre réticulée est donc :

w=V3w+ew® =vV3w; +51 avec w =0 (w1)

4.3.2.1 Recherche de ’équation de comportement.

Ordre zéro. Les trois équations d’équilibre aux noeuds de référence et les six équations
d’équilibre aux nceuds internes sont, a I’ordre dominant ( la dépendance a variable spatiale
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x a été supprimée) :

K,o =0
K, =0
K, =0
lplm
12EpAp£(0) 0
Iplm
12E,,Ap£(0) 0
Iplm

D’aprés les équations (Mg))), (Mg @) et (Mg () les variables de rotation différentielle
O, ® et ® sont nulles & 'ordre dominant. Les équations (Nt(o)), (N: ) et (N; () sont

identiques et fournissent la relation :

E I (0 N ()

VO Ly Ly =g
A Z A0 ZA0) _

(4.16)

Ordre 1/2. A l'ordre 1/2 les équations sont de la méme nature que les équations a
I'ordre zéro. Les relations entre les variables sont donc :

o

5(1/2) _ /2 _ /2 _

(1/2)

+v /2 Ly /2 g
/2 _ 3(1/2) _ i(lﬂ) -0
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Ordre un. Les équations d’ordre un vont fournir les relations entre les variables domi-
nantes et I’équation de comportement :

( (1) x - x N
2 By A (2\/5“1/(0) 431, VO +%’q><0> + 7T +v<1>> —0 (ND)
w
(1 * * ~ x o *
2E,, A, (2\/5“’ 0 _ 31, V’<0>+%”<1><0>+V(1)+v(> v<>> —0 (N
w® o I, o SO < o
2B Ap (2V3=— V0 + 200 V4 VO LV (N, D)
K, =0 (M)
K, & =0 (M, D)
K,®W =0 (Mg D)
12lElp Ap ~ (1) _ 0 (Tc(ll))
plm
12E,A, < x
l lp PAD = (T4 M)
plm
121Ezp A X0y (T4 )
ptm

A nouveaux les équations d’équilibre (./\/ll(il)), (./Cld(l)), (./()/ld(l)), (Tél)), (%d W)y, et

(T4 ) montrent la nullité des variables de rotation différentielle et de dilatation :

La combinaison linéaire (N; () — (N, 1)) meéne a la relation entre V () et V(©), V),
en tenant compte de (4.16) :

o 1 3 ~
v — ~ (V(m i \2[ % I V’(0)> (4.17)

o *
En remplacant V (©) par son expression (4.16), on obtient la relation entre V' ) et VO .

o 2(1/(0) VB, v<>> (.13

o * o
Enfin la combinaison linéaire (Nt(l))—(N + (M), en remplagant V (O et V () respectivement
par leur expression (4.17) et (4.18), méne a 'équation de comportement (en rappelant

2 2EnAm) .
que wi = 7/\'”1 m)

2 ~
44, (wﬂ)) VO 4 2p, A, V"0 =g (4.19)
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4.3.2.2 Description macroscopique.

Comme w — (V3w;) = ewW, le vecteur des variables longitudinales ¥ a lordre
dominant s’écrit, grace aux relations (4.16), (4.17) et (4.18), comme la somme de deux
modulations :

1 (0)
7 (0) 1 0
v 1 J3
v (0) 2 %/3
A 2 1
I 0 0
F=| A0 |4o(2)=a® | 0 |48 | o |+0(?)
A0 0 0
30 0 0
(0)
° 0 0
o (0)
avec BO) = w—wjlswl I A©) . Les variables cachées ® et A émergent respectivement aux
ordres 3/2 et huit, voir (4.21) et (4.22) :
6 Fm Al
7[% 2 V+0()
A C3VB K lplm I NP/

4 Iy 12E,4, w— 3w

En supprimant les références aux ordres de 'amplitude et de la pulsation, ’équation de
modulation sous sa forme finale est la suivante :

2
44, (w ~-V3 wl) A4 2By, Ay A = O(1/?2) (4.20)

Cette équation de modulation est caractéristique d’'un mode double, car le terme fréquen-
tiel est constitué de la différence des pulsations au carré. On retrouve ainsi I’équation
démontrée dans le cas du systéme masse-ressort (2.17).

L’effort normal macroscopique .4 a alors pour expression :

N =—2En Ay V' + O(e/?)

, ce qui permet de réécrire I’équation de comportement (4.19) comme étant ’équilibre de
la variation de ’effort normal et des forces d’inertie :

Ay (w—\/§w1>2V:</V/

Finalement, ce premier exemple sur une poutre de compression construite comme
un systéme masse-ressort montre que la description de la modulation est identique & la
description de la modulation sur le systéme masse-ressort. Cependant on a la description
des variables cachées qui n’émergent pas & 'ordre dominant, mais qui suivent la méme
modulation que la variable pilotante.
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4.4 Recherche des variables cachées

4.4.1 Dans () a basse fréquence.

Dans la partie 4.1 nous avons cherché uniquement 1’équation de comportement. A
présent nous voulons connaitre les relations entre les variables cachées A, ® et la variable
pilotante V. Pour cela les efforts nodaux doivent étre développés jusqu’a l'ordre vingt
en x !l et quarante en [5l. De plus les variables cinétiques ainsi que leurs voisines sont
développées jusqu’a 'ordre onze en ¢, qui est 'ordre d’apparition de la variable A.

Dans 'équation d’équilibre des moments (M) le développement est poussé jusqu’au
huitiéme terme pour obtenir une relation entre la variable cachée ® et la variable pilotante

V.

6 . . 2
(Ma) : 0= 2 K, ®0/2) 4 &5/ <Kp /D AL (w(l)) V<0>> +0 (%)

i=0
—251/2 1/2 +O(53)

On résout les problémes successifs par ordre de € croissant. Dans ’équation ci-dessus pour

i€ [0,6], ® % 0. Le premier ordre non nul de ® apparait a I’équation (M&7/2)) :

~ 2
K, oY — A1, (w <1)> vO =9 (M2

Enfin dans ’équation d’équilibre de forces longitudinales (7y) il faut écrire les vingt-
trois premiers termes pour faire émerger une relation non triviale entre A et ®. De
maniére générale cette équation s’écrit :

(Ty) : 0= 252/2 1/2) )+ O (523/2)

Les onze premiers termes sont de la forme :

12E,A

Vi e [0,10], L EE e A2 —
Ainsi Vi € [0,10], K(zﬂ) = 0 De méme les onze équations suivantes font intervenir les
variables A( i2) et <I>( #2) nulles, et donc se réduisent aux équations :

Vi e [11,21], 12ZEZAPA(1/2> 0

p'm

Par conséquent Vi € [11,21], l(i/z) = 0. Finalement, en tenant compte de la nullité
des variables ® jusqu’a l'ordre trois et de A jusqu’a l'ordre 21/2, I'équation d’équilibre
(Tén)) s’écrit :

12E,A

T S A 43K, 1T =0 (1Y)
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4.4.2 Dans {2y & haute fréquence.

Pour obtenir les expressions des variables cachées en fonction des variables pilotantes,
il faut pousser les développements des efforts nodaux jusqu’a 'ordre vingt-deux en y [ et
quarante-quatre en puissances de 1. De méme les variables cinématiques sont dévelop-
*
pées jusqu’a l'ordre neuf en €, qui est 'ordre ou émergent les variables A et A. Rappelons
(3/2)
que la résolution des équations d’équilibre (/\/l(g/ 2)) et (/\/l 4 ) (4.11) a permis de trouver

la relation entre les variables ® (resp. <I>) et V (resp. V)

Les résolutions successives des équations d’équilibres (TCEZ/ 2)) et (Jtd (i/2)y de 'ordre
zéro a lordre ¢ = 17/2 montrent que les variables de dilatations sont nulles jusqu’a ’ordre
i =17/2. A Tordre neuf apparaissent les relations entre les premiers terme non nuls des
variables de dilatation et des dérivées des variables de rotation différentielle :

12zEz bR 5w, 5 29 (75”)
UZLZPAP AO 3K, 62 g (T4 ©)
pim

4.4.3 Dans ()3 & haute fréquence.
Maintenant que l’équation de comportement a été établie a 'ordre deux grace a

* o
la résolution des problémes (Nt(z)), (N: @) et (N; @), recherchons les expressions des
variables cachées en continuant la résolution des problémes aux ordres suivants :

4.4.3.1 Ordre 3/2.

A Dordre 3/2 émergent les premiers termes non nuls des rotations différentielles :

< 6 B A, 1
K, 8% — ey 0 — g (MG
< 6 B A *
qu)(3/2) — 7 Py (0~ (Mg B3/2)
< 6 By Ayl © o
qu)(sm)prV(m:O (M B/2)
12E, A, A(3/2) (Tf’/z))
b,
%ZPAP X G/2 _ g (T4 3/2)
12E, A
i 22 bp Ap A<3/2> 0 (T4 3/2)

\
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(Mfis/ 2, (./\/l (3/2)), (./\/l (3/2)) fournissent les relations entre les variables de rotation

différentielle et les déplacements longitudinaux :

3/2) _6En Al v

P
Kyl
= 1 (=620 V3w, 132
3/2)_ _ L VB wr
¢ 2 (q) 5 o m?® ) (4.21)
@2 L [x6/2 @ Wi, =3/2)
® T2 (q) 2 lm @

Les équations d’équilibre (T 53/ 2)), (T4 B/2), et (T43/?)) montrent la nullité des variables

de dilatation a I'ordre 3/2.

4.4.3.2 Ordre huit.

Les premiers termes non nuls de dilatation émergent & I'ordre huit, grace aux variables

de rotation différentielles :

(12E,A, <8 3K, [ £ < 8
_oBm 62§62 (8)
Il SAT -3 I ( * ’ ™)
12E, Ap X9 _ 3 Em [56/2 _56/2) _ (T4 ®)
Iy Im 2 I
121Elp Ap X ®) _ g Km (_5(3/2) +d (3/2)> =0 (%d ®))
ptm m

On obtient ainsi les relations entre les variables de dilatation et les rotations différen-

tielles :
E(s):_sx/ﬁﬁ bpln w1, z13/2)
4y 12E,A, O™
< 3Km lpln v(3/2) \/3 ~1(3/2)
®) _° fm
A 41, 12E,A, <3q) ()lmq’ (4.22)
A® _ 3Em bl (562 V3 Wy e
4 Iy 12E A 2 w®
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Chapitre 5

Exemple d’un milieu a double
gradient : cinématique transverse
sur une poutre de Timoshenko
¢élancée.

Ce deuzxieme exemple est consacré a une poutre de Timoshenko élancée. A basse
fréquence ’équation de comportement pilotée par le déplacement transversal moyen et
la rotation de section traduit un milieu a double gradient. Cependant en considérant les
périodes o et 3, les équations de modulation sont de la méme nature que pour la poutre
de compression. Ainsi méme si l’équation de comportement o basse fréquence est d’ordre

quatre, les équations de modulation sont d’ordre deuz.
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Nous allons étudier les phénomeénes de grande modulation sur une poutre réticulée qui,
a basses fréquences, se comporte comme une poutre de Timoshenko élancée [Chesnais,
2010]. Ainsi I’équation différentielle qui décrit ce modéle de poutre macroscopique n’est
pas de degré deux (comme pour une poutre de cisaillement) mais de degré quatre. La
question est de savoir de quelle nature sont les équations de modulation.

L’appellation Timoshenko élancée vient du fait que (i) contrairement au modéle de
poutre de Timoshenko pour les poutres pleines, le mécanisme de cisaillement apparait
méme pour des structures trés élancées, et (ii) Ueffet de 'inertie de rotation n’existe pas
a l'ordre dominant dans les poutres réticulées, alors qu'un terme correcteur di a cet effet
est inclus dans les poutres de Timoshenko classiques.

La cinématique est transversale, et les variables en jeu sont U le déplacement trans-
versal moyen, « la rotation du niveau et # la rotation moyenne de noeuds. Les équations
d’équilibre sont la somme des forces transversales (7;), la différence des forces longitudi-
nales (M) et la somme des moments aux noeuds (My).

Les contrastes mécaniques et géométriques retenus sont :

Ep _ 0 Pr -2

5, —0E) 5 S ==0(")

m a l h _
=0 5 F£=006) i £=06) ; £=0()
m P m m

Dans ce nouvel exemple, les planchers sont nettement plus lourds et plus rigides que les
murs, comme dans un systéme masse-ressort :

K, =0 (e Kp,) ;o A=0(A)

Un exemple de la cellule irréductible €2y correspondant & ces contrastes est représentée sur
la figure (5.1). Sur cette illustration, la profondeur des planchers étant bien supérieure
a celle des murs on a considéré que le plancher est supporté par plusieurs paires de
murs, ce qui ne change rien a I’étude qui se fait dans le plan (e, gy). La cinématique de
déplacement transversal met en jeu la rigidité en flexion des murs K, /l,,, et la masse des
planchers A, l,,,. Ainsi la pulsation de référence de cette cinématique est :

Grace a I’étude sur le systéme masse-ressort, on prévoit donc que 'approche asymptotique
basée sur les périodes )y et Q3 seront appliquées aux voisinages des pulsations 2ws
et v/3ws. Les contrastes choisis obligent a faire des développements asymptotiques en
puissances de £3 sous la forme

X(e,x=nl) = Zgiﬂ x@/2) — Z)v((i/z)
1=0 i—0
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=Y

FI1GURE 5.1 — Cellule irréductible 29 pour la poutre de Timoshenko élancée.

5.1 Description macroscopique basée sur la période (),

Le découplage des variables cinématiques permet d’écrire les équations d’équilibre en
fonction des variables cinématiques transversales :
( (T;S)n ZT,I; (Unfla Una enfla en) - T»g (Una Un+1a 9117 0n+1) - NpD (Un7 Un)
(M)n, =N (Ip otn—1, Iy on) — Nt (I I ot + Ty (=l s by i 205,20,
(Mt)n :Mn}; (Un—h Una Hn—la Hn) - Mnlz (Um Un—f—la Hna Hn—i-l)

l l
+MpD <pa _pan7_9n7_0n>

2 "2
A basses fréquences, la pulsation s’écrit :

w=0+cw® =30 avec w® =0(w)

5.1.1 Reésolution des problémes aux premiers ordres.

Les trois équations d’équilibre & 'ordre dominant sont les suivantes, ot la dépendance
des fonctions & variable spatiale x a été supprimée par souci de clarté :

K,, ([7”(0) —5/(0)> + Ap (Q(l))2 U — o (Tt(O))

i, (a® —9) =0 (M) et (M{”)

Les équations (M) et (Mgo)) montrent qu’a ’ordre dominant les variables de rotation
sont égales : ¥ = 90 L’¢quation (Tt(o)) fournit une premiére relation dynamique
reliant les variables cinématiques U(® et #(0). Pour obtenir I'équation de comportement
il nous faut une seconde équation reliant ce deux variables. Les équations d’équilibre
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(T};) aux ordres suivants fourniraient des renseignements sur les ordres supérieurs de la
variable cinématique U, ce qui ne permettrait pas d’obtenir la relation recherchée.

Pour cela il faut écrire les ordres supérieurs des équations d’équilibre (M) et (M,).
Jusqu’a lordre 5/2, elles sont identiques, et de la méme nature qu’a l'ordre zéro :

vie [0,5], K, (5@/2) _5(¢/2)) —0 (MU et (M)
Ainsi jusqu’a l'ordre 5/2, les variables de rotation coincident :
Vi € [0,5], 5/2) — E(i/Z)
Les équations d’équilibre (M) et (M) deviennent différentes a partir de l'ordre trois :
K, (5(3) N 5(3)) B La"0 —g ()
K, (5(3) 75<3)) LK (5«0) B 9(0)) 0 M)

D’aprés I'équation d’équilibre (Mf’)), lordre de grandeur de la différence entre & et 0
est directement lié au contraste de rigidité : K,, = O (53 Kp). De plus I'équation (M ®))

montre la premiére différence entre les deux variables de rotation, et fournit la relation :

~(3) _ —(3) Em Is v//(o)
o 0 + K, 0

La différence (M,Eg)) — (M®), ainsi que 'équation d’équilibre (7, t(o) ), fournissent les deux
équations qui régissent 1’équilibre de la structure a 'ordre dominant :

Ko, ((7”<0> - a’@)) +A, (5“))2 U =g

_ (5.1)
Km <U//(0) - a/(O)) + Em Isé”(o) —0

Les deux variables pilotantes sont donc U©) et a(9), tandis que la variable () = a(9) est
une variable redondante.

5.1.2 Description macroscopique.

En utilisant la relation w = &) et en combinant les équations (5.1) on obtient le
systéme d’équations qui régit le comportement de la poutre & basses fréquences, ainsi
que les relations entre les variables cinématiques :

A, w?
B I, <U”” + 5 U”> — 8,0?U =0 (12
o, Em s m pr2 / 1/2 (5.2)
o =U'+ =2 (U4 U +O(5 )
0—a= 0(83)

L’effort tranchant .7 et le moment fléchissant global .Z sont :
T =—-Kp (U -« : M =—FE, I, d
Le systéme (5.2) peut donc étre écrit grace a ces efforts :

T =0tU+0 () =—7+0(1P)
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Remarque :

Pour la cinématique de translation, I’équation de comportement de la structure met
en jeu l'équilibre de la variation du moment fléchissant et de 'effort tranchant. Cette
relation a été prise en compte lors du choix des contrastes mécaniques et géométriques,
en la pesant grace aux puissances de €.

5.2 Description macroscopique basée sur la période (),

En considérant la période €25, en plus du jeu de variables transversales de réfé-

* *
rence (U, «,0) il faut considérer le jeu de variables transversales internes (U, 54,9). Les

2~ e 4 . . *
équilibres en force et en moments sont écrits aux deux nceuds des deux niveaux (n et n)
de la période o.

Equilibres aux nceuds de référence. Le découplage des variables cinématiques per-
met d’écrire les équations d’équilibre pilotantes en fonction des variables cinématiques
transversales :

0
by sy ) = N (I, by 1 ) + T (<l @ by €, 26, 20,)

(Md)n :Mn};

VRS

[}’mUnve’men) - M£ <Un7£}n+179n79n+1>

l l
+ MpD <2p Qp, _§p Qo _9717 _9n>

Equilibres aux nceuds internes. Le découplage des variables cinématiques permet
d’écrire les équations d’équilibre internes en fonction des variables cinématiques trans-
versales :

(Tt)n :Trf;: (Un—la Uny 971—17 9n> - T£ <Un) Unu en) ‘9n> - N[P <Un, Un>

*

(M) =N (b @15l dn ) = N2 (I Gns by o) + TP (—zp s Ly &n,Qen,zan)

*

(Mt)n :Mn}’t (Un17 Una anla 0n> - M£ (Un7 Um ‘97L7 Hn) - MpD <_2 lp Qn, 5 lp Qn, 9%7 9n>

Comme pour le systéme masse-ressort, les phénoménes de grandes modulations appa-
raissent & basse fréquence et autour de la pulsation du mode simple de la période avec
des conditions aux limites périodiques.

5.2.1 A basses fréquences.

A basses fréquences, la procédure coincide avec la méthode d’homogénéisation clas-
sique décrite dans la partie précédente.
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5.2.2 A plus hautes fréquences.

Avec les contrastes choisis, la pulsation fondamentale de la période 29 avec des condi-
tions aux limites périodiques s’écrit :

17 A,
=2wy (1— o= =2 4.,
o=2e (i )

avec Ay, /A, = O(e%). A T'ordre dominant, cette pulsation de résonance correspond bien
a celle de la période 29 pour le systéme masse-ressort. Ainsi la pulsation est imposée au
voisinage de cette pulsation :

W=2ws+2w® =20, + 5@ avec ¥ =0 (62(4}2)

5.2.2.1 Recherche de I’équation de comportement.

A Tordre zéro. Les trois équations d’équilibre aux nceuds de référence et les trois
équations d’équilibre aux nceuds internes, a I’ordre dominant, sont :

K <U<0> + ﬁm)) =0 (T©) et (T, ©)

K, <a(0> - 9<0>) ~0 (M) et (M)

K, (g; O 5(0)) _0 (M O et (A, )
\

Ainsi, a I'ordre dominant, les déplacements transversaux internes sont opposés a ceux
de référence, et les rotations de sections (aux nceuds internes et de référence) coincident
avec les rotations moyennes :

TO =g . 40 _p0 . 5O _gO (5.3)

A Yordre 1/2. A lordre 1/2 les équations sont de la méme nature qu’a 'ordre zéro,
et les relations sont :

Gam g gam g0 ap _gap

A TPordre un. Les équations d’équilibre & I’ordre un sont :

( Ko <ﬁ(1) + i + I f}«m) =0 (1Y)
k. (50 Fo lmmo)) _o )
K, (a(l) f§<1>) —0 (M)
K, <§<1> —§<1>> —0 V)
K, (a0 -5") ZEZ;: Ls (@ —&®) =0 M)
K, (3(1) _2(1)> B 2El:2: I ( o) _ &(0)) —0 (/{k/lt (1))
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En s’appuyant sur les résultats de 'ordre dominant (5.3), les équations (Tt(o)) et (I*’t ©))
sont identiques et fournissent la relation entre U W et U©). De plus, les équations (M (1))
et (]\j[ (1)) montrent qu’a ’ordre un, les rotations des sections et les rotations moyennes
sont identiques. Enfin, grace aux combinaisons linéaires (ME”) — (MM) et (/{k/lt 1) —

*
(M (1)), les rotations des sections de référence et internes sont égales :

0 _ 50 sa . o= _30 . ta_ G
U U "+i,,U * ;) «Q 0 Y 0 (5.4)
2(0) _ §0) _ 40) _ O

A TYordre 3/2. La résolution du probléme a l'ordre 3/2 méne & des relations proches
de celles & 'ordre un :

e = _gBA L e aB/2) Z g Fe/2) g6/

)

A Tordre deux. Les équations d’équilibre d’ordre deux sont :

( * * 2 * *
K, ((7(2) +U® 41, 00— %”5'@ 2 (7”“”) +20, 12,5 w U@ =0 (1)
* 2 " .
K (0 40@ 1,070 5o 42 (7”<0>> 28,2500 =0 (T,®)
K, (32 -57) =0 (M©)
K, (3 (2) _5(2)> —0 (]\*4 (2))
- - 2B, 15 (o x x
K, <a(2) _ 9(2)> n - (au) _aM_y a’(°)> —0 (M?))

La combinaison linéaire (1*} @) — (Tt@)) meéne a I’équation :
* 2 * * %
—lm <(7'(1) + (7’<1>> —%m (5’((” - 5“0)) +12, <(7 0) _ (7”(°>> +2 A, 12, 5P wy <U 0 _ U<0>> =0

Grace aux relations issues des résolutions des problémes précédents (5.3) et (5.4), on
obtient I’équation de comportement a ’ordre dominant pilotée uniquement par U :

— 4 A w dP U 4 K, U0 =0 (5.5)

Cette équation différentielle est une équation de propagation seulement si le correcteur
w® est négatif. Autrement dit il existe une gamme de fréquence (band gap) au-dela de
la pulsation de résonance de la période €29 avec des conditions aux limites périodiques ot
il n’y a pas de propagation. Cette propriété est générale pour les modes simples, et sera
démontrée dans la partie III dans le cas des milieux poreux et des milieux composites
élastiques.
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*

E3 ~
L’équation (T (2)) permet aussi d’exprimer la variable interne d’ordre deux U ) en

*
fonction des variables de référence, voir (5.6). Les équilibres (M) et (M ) meénent
a Dégalité des rotations des section et des rotations moyennes a l'ordre deux, et les

combinaisons linéaires (MEZ)) — (M®@) et (M; @) — (M @)) fournissent 'expression de

d*/(l) en fonction de & et de &'(0) = 3/(0).

Gz 5O . 5@ _g® . 5@ _5@
. i ~ 2 (5.6)
7@ —U( ) 1, 00 4 ?mgl(o) 2o

L’équation de comportement macroscopique (5.5) n’est dirigée que par la variable de dé-
placement transversale, contrairement a ’équation a basse fréquence (5.2). Les variables
de rotation de section et de rotation moyenne sont donc des variables cachées, dont on va
chercher la relation avec la variable pilotante. Dans les ordres supérieurs, nous ne nous
intéresserons donc plus qu’aux équations de différence des forces longitudinales (M) et
de somme des moments My). Nous pourrions continuer d’investiguer les équations de
somme des forces transversales si nous voulions connaitre ’équation de comportement
aux ordres supérieurs.

A Dordre trois. A l'ordre trois les équations d’équilibre s’écrivent :

K (80— 9(3)) 1k, <2 00 1 ¢ <°>> K U@ =0 (M®)
K, <a 3) —5<3>> 1k, (9(‘” + 25@)) + K, U'® =0 (M ®))
3
~ ~(3) 2Em Is ~ ~ z <
K, (a9 -7 + 25 (a@) ey b //<0>> —0 (M)
K <5 ®3) 9(3)> QEZ;W Ls <5(2) —a® g § 42 V'/(0)> - (/{k/lt @)

La combinaison linéaire [(M(3))— (MgS))] - [(J\*4 (3))—(/{;175 (3))], ainsi que les relations (5.3)

*
et (5.4), permettent de connaitre 'expression de & () :

2 2
@ 5@ g g5y mguo) | Emln 7o)

2 28,1

O(*

* *

De plus la combinaison linéaire [(M(3)) — (Mgg))] +[(M @) — (M, ®))] permet d’obtenir
I’équation différentielle

EnI, 0" — K, 00 =0 (5.7)

Cette équation différentielle n’est pas une équation de propagation, mais définit la varia-
tion spatiale de 6 avec couche limite. Cette variable est donc indépendante de la propa-
gation définie par I’équation (5.5) et donc du phénomeéne de modulation. Pour préciser
I’étude il faut appliquer des conditions aux limites, ce qui sera fait dans la partie 5.4.1.

page 100



Chapitre 5. Poutre de Timoshenko élancée.

5.2.2.2 Description macroscopique.

L’équation de comportement (5.5) est uniquement pilotée par le déplacement trans-
versal & l'ordre dominant. La modulation du mode simple est donc portée par cette
variable de référence, ce qui permet d’écrire le vecteur des variables transversales U a
I'ordre dominant, grace aux relations (5.3). Comme les variables de rotation 6 et « sont
pilotées par équation différentielle d’'une autre nature que la propagation, U est réduit
aux deux variables qui se propagent a ’ordre dominant :

7= ) ro)=ar (1) o)

En utilisant la relation w? — (2wy)? = 22w (2ws) les références aux ordres de ampli-
tude et de la pulsation peuvent étre supprimées. On obtient ainsi I’équation de modulation
finale :

Ap (2w2)? = w?) A4 Ky A" = O (51/2) (5.8)

Comme pour la poutre de compression, un régime propagatif n’est envisageable que pour
des pulsations inférieures & 2 w9, qui est la pulsation de coupure pour le mode simple.

L’effort tranchant macroscopique est défini tel que :
T = ~KnU'+0 ()

Ainsi I’équation de modulation (5.8) traduit I’équilibre de la variation de I’effort tranchant
macroscopique et des forces d’inertie :

b (o= 0= 70 ()

5.3 Description macroscopique basée sur la période ()s.

* *
Considérant la période Q3. il y a eu deux jeux de variables transversales internes (U, &, 0)

o [}
et (U, a, ), en plus du jeu de variables transversales de référence (U, a, 0). Les équations

.1s . . * o , .
d’équilibre aux deux noeuds des trois niveaux (n, n et n) s’'écrivent :

Equilibres aux nceuds de référence. Le découplage des variables cinématiques per-
met d’écrire les équations d’équilibre pilotantes en fonction des variables cinématiques
transversales :

(Ty)p =TE (Un, Un,9n,0n> -1bh <Un, Un+1,9n,9n+1> — NP (Un, Uy)
(N)n =NE (zp s Ly an> _ND (zp s Ly Einﬂ) + TP (~ly an, by n, 26,,26,.)

(Md)n :Mf; (f}na Una Qn, 9n> - Mrg (Una ﬁnJrl’ Hna 9n+1>

l l
+ MpD <2p Qp, _gp Oy —0On, _‘9n>
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Equilibres aux nceuds internes. Le découplage des variables cinématiques permet
d’écrire les équations d’équilibre internes en fonction des variables cinématiques trans-
versales :

(Tt)n :T£ <Un17 Un7 enfly 971) - TWDL <Un; Una ena 0n> - NpD <Un7 Un>
(M), =NE (zp i, Ly &n) _ND (zp & by &n) + TP <—zp o Ly G, 20,0, 2 9n>

o * 1 " 1 " * *
7Una6n7 n) (_2lp04n721p04n79n76n>

n,en,en> NP <U l?n)

(M) =N (b Gsly G ) = N2 (1 G by o) + TP <—zp & 1y &n,zon,29n>

3
g
3
—
A
JQ:O
3
S
i
S e
3
-
]
= /\
:

(T)n =TF <5

g
To
3
D *
3
o
3
N—
\
=
N
To
3

o P * o * o D o o D 1 ° 1 ° o o
(My)n, =M, <Un,Un,9n,9n) — M, (Un,Un,Hn,9n> — M, <—2lp Qn, §lp ozn,Hn,Gn)
Les deux zones de séparation d’échelles pour la modulation sont a basses fréquences
et autour de la pulsation de résonance de la période avec des conditions aux limites
périodiques.

5.3.1 A basses fréquences.
A nouveau & basses fréquences, la pulsation s’écrit :
w=0+cw® =30 avec w® =0(w)

On retombe encore sur le cas de I’homogénéisation classique vu dans la partie 5.1.

5.3.2 A plus hautes fréquences.

La pulsation fondamentale de la période & trois cellules 3 avec des conditions aux
limites périodiques s’écrit :
43 A
w=3w (1_m+...>

A T'ordre dominant, cette pulsation de résonance est comparable celle de la période Q3
pour le systéme masse-ressort. On impose donc la pulsation autour de /3wy est donc :

w=1V3ws+ew® =v3wy + 5O avec M =0 (ewsq)

5.3.2.1 Recherche de I’équation de comportement.

Ordre zéro. Les trois équations d’équilibre aux noeuds de référence et les six équations
d’équilibre aux deux nceuds internes s’écrivent, a l'ordre dominant :

(K, (U<0> LU +(°f<0>> —0 (T, (T, ) et (T, )
K, ( ©0) _ glo )) _ (MO) ot (M)
K, <E; © _5<0>> —0 (M ©) et (M, ©)
K, < (0) _(3<o>> _o (W O et (M, )

\
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La résolution de ces neuf équations d’équilibre méne aux relations suivantes :
UO L7070 g . 4@ =0 . ZO_gO . 50 _pO (59

A chacun des trois noecuds composant la période {23, & I'ordre dominant la rotation de
section coincide avec la rotation moyenne. De plus la somme des déplacements transver-
saux aux trois niveaux doit étre nulle. On ne peut pas encore déterminer ’expression des
variables internes en fonction des variables pilotantes.

Ordre 1/2. Les relations entre les variables a 'ordre 1/2 sont de la méme nature que
celle a 'ordre zéro :

[7(1/2)

LU LW g . 02 g Fam Zja S/2) /2

)

Ordre un. A cet ordre, les équations d’équilibre sont :

K,, (ﬁ(l) +uMW g 4 %m (5 (0) _5(0)) +3lmf]/(0)>
+ 230,12, 5WwU® =0 (1)
K, (ﬁ(l) +UMW g™ 4 %m <9(0) _ 5(0)) _31, 540))
4 oVBA 25D W U© =0 (7, 1)
Ko (ﬁ(” L0 G0 4l (50 9«»))
+2VBA GV wmU© =0 (T, )
K, (a(l) _5(1)) -0 (M)
K, (éw _5<1>> —0 (1 )
K, (éw _5<1>> —0 (7 )
~ >~ Em IS o
Ky (380 —37) 4 Pole (200 50 _50) < g M)
x < E,, I *
K, (au) _9(1>> += ( a® 4950 a(e)) —0 (M, D)
o < Ep, I . o
K, (au) _9(1>> B ( (0) a<o>+2a(o>> —0 (M, )

* o
La résolution des trois équations d’équilibre MM M@ et M@ fournit 1'égalité des
rotations de section et des rotations moyennes aux trois nceuds de la période a ’ordre un.

De plus les combinaisons linéaires (Mgl))—(M(l)), (./Clt (1))—(]\*/1 ) et (./\o/lt (1))—(]\04 (1)
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meénent au systéme :
240 _ 40 _ 50—

a0 L0980 g0 _
a0 50 980 _

Sa résolution montre, a l'ordre un, que les rotations de section internes sont égales a la
rotation de section du nceud de référence :

Q0 _ 20 _ 20

En utilisant cette relation, la combinaison linéaire (T; M) — (T; () mene a la rela-
tion (5.10) entre U (0 et U©). L'expression de U () en fonction de U découle de

ce résultat en remplacant U (©) grace a la relation (5.9). Les résultats des résolutions a
I’ordre un sont :

o0 — 2 0) _ 50) _ g0) — 5(0) _ g(0)
a0 =" . W0 . FO_50
* 1 V3 w ~ o 1 V3w ~
0 _ _= (0 _ V2 *2 1(0) : () 0 L V2 *2 1(0)

U 2<U 5 a(l)lmU > U 2<U + 5 6(1)lmU
(5.10)
Enfin, en rappelant que wo = Alj—l”g, la combinaison linéaire (Tt(l)) — (T (1)) méne a

’équation de comportement pilotée par U :
2 -

4A, <w(1)> U 4 K, U"0 =g (5.11)

Cette équation de comportement n’étant conduite que par la variable de déplacement,
les deux variables de rotation sont des variables cachées. La procédure étant identique a
celle établie dans €9, les détails sont présentés dans le paragraphe 5.4.2.

5.3.2.2 Description macroscopique.

Le probléme & l'ordre trois, présenté dans le paragraphe 5.4.2, méne a l’équation
différentielle déja rencontrée dans la description basée sur €2 :

E. 1,079 _ 00 —

A cause de sa nature non propagative, les variables cachées de rotation sont indépendantes
de la variable pilotante a I’ordre dominant. Ainsi le vecteur des variables transversales est
réduit aux variables pilotantes, dont la variable de référence U(® porte la modulation.
En utilisant la relation w — (v/3ws) = ew, ainsi que les relations (5.10), il s’écrit :

*U(O) 1 0
U = g(o) +0 (51/2) = A© —% +B© ? +0 (51/2)
{7 (©) —3 —v3
0) = _ws 7(0)
avec BY) = w_\/%wz Ly A,
Enfin ’équation de modulation s’écrit :
2
AA, (w - \/§WQ) A+ KA =0 (51/2> (5.12)
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C’est une équation classique de propagation, sauf que la variable dérivée est la modulation
du déplacement transverse. Le terme fréquentiel étant toujours positif, il n’y a pas de
fréquence de coupure comme pour les modes simples.

L’effort tranchant macroscopique est défini tel que :

T = -KnU'

On peut ainsi réécrire I'équation de modulation (5.12) comme étant 'équilibre de la
variation de l'effort tranchant et des forces d’inertie :

Ay (w—\/§w2>2 U=9'

5.4 Recherche des variables cachées.

5.4.1 Dans {2, a haute fréquence.

L’équation de comportement a l'ordre dominant (5.5) est uniquement pilotée par la
variable de translation U. Les variables de rotation 6 et o sont donc des variables cachées,

*
et a I'ordre dominant (5.3) (0 = 60 et o(0) = a©. De plus & l'ordre trois nous avons
trouvé ’équation différentielle pilote ces variables :

E 1,070 _ 00 —

Pour préciser ’étude il faut appliquer des conditions aux limites. Par exemple, pour une
poutre réticulée de longueur H, contraignons les rotations 6 et « (i) aux deux extrémités,
ou (ii) uniquement & la base. La solution générale est une combinaison linéaire de la

forme : . .
[ Em _ [ Em_,
9(0)(£C)=9+€ Emls® 1 0_e VEmls

Dans les deux cas (i) et (ii), il n’y a pas de rotation a l'ordre dominant en z =0 :

0 0
000)=0=0, =—0_

Ainsi I'expression de la rotation & I'ordre dominant devient :

0 K
(0) _ . m
0" (z) =204 sinh ( B x)

(i) De plus si la rotation est contrainte a l'extrémité x = H, alors g+ = 0 et la rotation
moyenne & 1'ordre dominant est nulle #(°) (z) = 0.

(ii) D’autre part pour une structure libre en téte, on définit le moment macroscopique a
I’ordre dominant .#©) de la méme facon que dans le cas basse fréquence :

MO = —E, 1,6"0

Par conséquent si la poutre est libre en x = H, alors la dérivée de la rotation & 'ordre
dominant est nulle en ce point :
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0
Ainsi a nouveau 64 = 0 et la rotation moyenne & ’ordre dominant est nulle.

Finalement dans ces conditions aux limites,

90 — 40 —

2
b 70

En prenant en compte cette information, les relations (5.3), (5.4) et (5.6) deviennent :
N -~ -~
U@ = _yg® . '@
2

gO—_pgO . g g0 {710
GO =§O =0 =g —g ; FO_gO 5O GO
2
Kin by o . 7P _ e
(5.13)

L@ _5@ =@ _; =)
«Q 0 o Iy Q0 +2Em15

A ce stade nous n’avons toujours pas les relations entre les variables cachées et les va-

riables pilotantes.

5.4.1.1 A Dordre quatre.
Examinons alors les équations d’ordres quatre, en prenant en compte la nullité de

NOP
KpGﬁ“—é“»-;Km<29“%+éﬂv-+K%,G?“>+l 6“®>::0 (M®)
K, (3 @_p <4>> g <9<1> 128 <l>) Ky (D0 1, 070) =0 (1)

- ~ 2E, I (. x X i
K, (a(4) _ 9(4)) l;n s <a(3) —a®_y q® 2 u(1)> -0 (ME4))
La combinaison linéaire [(M¥) — (M§4))] — [(]\*/[ @)y — (./Clt )], ainsi que les rela-
tions (5.13), permettent de connaitre expression de & ) :
§®:am_ly®+%ym+5%@(@m_l@@)
" 2 2By, I "

La combinaison linéaire [(M*)) — (M(4))] + [(]\*4 @)y — (./{k/lt )] mene a 'équation diffe-
AR

rentielle :
~71(1)
E,, 10 - K, 0

Ainsi en appliquant les méme conditions aux limites que précédemment, les variables de

rotation de section et de rotation moyenne sont nulles & I'ordre un :
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Les relations (5.13) deviennent donc :

* ~ -~ -~ X ~ -~ 2
UO=—_y© . gO=-_g®pp g© . g@=_g®@ 4 g _ b U©
’ m ’ m 2

SO g0 _ 40 g0 _g . FW g0 50 5O g
x < ~ Kml 7 ~(2) ~
(2 —p@2) _ <2 m_17/(0) — =2
a 0 o'+ SE, I U ;0 a
* K, 12 /-
~(3) _=(3) _7 =12 m bm "y 11(0)
& =G0 1,5 4 S (U Iy U )

x K, 12 /- -~ K,
(3) _ ~(3) ~1(2) m 'm (1) 11(0) Dm o 77(0)
13 —5® _ 1 & +2EmIS(U 1, U )+ pU
76 _ 50 _ Em 5o
Kp
(5.14)

5.4.1.2 A Dordre cing.

Le probléme a l'ordre cing s’écrit :

K, (a(5> —5(5)) - %Km (25@) +5(2)> + K, (5“” U 4 %li va”’<0>> —0

K, (3 (5) —5<5>> - %Km (5(2> +25(2>) + K, (ﬁ/@) — 1, U 4 gl?n (7”’<0>> —0
iy = 2Bl [~y * x x

K, (a(s) -~ 0(5)) n - <a(4) _a@W_ 53 2 //(2)) -0

K, (a (5) _5<5>> _ 2El;n L (v(4) i 5 +l’2ﬂv~<2>> _0

La combinaison linéaire [(M®) — (M®)] + [(M ¥) — (/\*/lt )], en utilisant les rela-
tions (5.14), conduit & I’équation différentielle :

>1(2) 5(2) 1 2 Km = 1(0) _ 77 11(0)
En, 10 Kpn0 = 4Kmlm (EmIU U (5.15)

D’aprés 1'équation (5.5), la solution générale de U©) s’écrit

UO(z) = 8'+ 0w [(} e~ 1r 0z

o kO = /-4 A, 5@y = 47, ‘5(2)‘ wy. La condition d’encastrement en x = 0

meéne a 'expression du déplacement transversal & ’ordre dominant :
0
UO(z)=21U, sin (n(o) x)

La condition en x = H donne les pulsations modales :

2.2
N o~ kKT Ky
h e 1 @) wp” = AN, wy H?
iy @ = (oY K
k 4 A, wy H?
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Ainsi, en introduisant I'expression de U(?)(z) dans (5.15), on peut résoudre cette équation
différentielle. La solution générale est de la forme :

~ o [ Km_, O o Em_, I K, 2
0(2)($):9+e Emnls™ 4 0_e VEmls —ili(o) 7 lIm cos (H(O).T)

~(2
Les deux conditions aux limites (i) et (il) ménent aux expressions de 8? .

- 20 [ Km
(i) 7" (z) = zlﬁ(o) Ko L, Uit <e_ Em s — cos (H(O) :U)

2 E,, I
\/ﬁ
e V Emls —COS(K}(O)H) . < [ K, )
sinh —
sinh ( E{i—”} H) B Is
-~ 20 [ Km
(ii) 7" (z) = é/ﬁ(o) I;m lIm Uit <€_ Pl ¥ cos (H(O) ZL‘)

[ Em r—
e_ Em Is H + H(O) 7Em Is Sin (/q/(o) H)
— sinh T
sinh < ﬁ H ) Em s
Les variables de rotation de section « et de rotation moyenne 6 émergent donc a ’ordre

- (2 . . .
deux, et sont égales pour cet ordre &2 = 9( ). Elles se différencient & I'ordre trois et on

rappelle la relation issue de la résolution des équations d’équilibre d’ordre cinq :

~3) _3® | Km0
Q 0 + K, U

Finalement, les rotations des sections et les rotations moyennes sont émergent a ’ordre
deux et sont égales jusqu’a l'ordre trois, ou leur différence vaut :

K
0 m oyl 7/2
a—0= —p U +0("9)

Les variables internes au premier ordre non nulles valent :

£ _ 7 Kl 5/2
a—G—a+2EmIsU+(9(s )

5.4.2 Dans (23 a haute fréquence.

Les problémes jusqu’a 'ordre un ont été résolus et ont permis d’obtenir ’équation de
comportement :

an, () U0+ K, 570 =0

ainsi que les relations entre les variables aux premiers ordres :

a® Z &0 Z 50 _ g0 _ g — O
a0 =g . Fo_po . FO g
* 1 \/§ W ~ o 1 \/g w ~
O_ _{go_ V3@, mo) o ogo__Lgop V3L, mao
U 5 (U > =y mU > U 5 (U + 5 U )

A présent nous recherchons les relations entre les variables cachées, en résolvant les
problémes & partir de I'ordre deux (I'ordre 3/2 donne des résultats similaires aux résultats
issus du probléme d’ordre un).
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Ordre deux. Les équations a 'ordre deux s’écrivent :
K, <5<2> 7§<2>) Ly En (Go_go) g (M®)
20

K, (3 (2) _5@)) n % <_U<o> n f}(m) —0 (3 @)

K, (3 (@) —5@)) + % <U<0> - U<0>> =0 (M @)
~ b4 Em Is ~ x \O/ x

K, (-5 + LS (2 aH_gm g 3y, a’<0>> —0 (M)

K, (g (2 _ 5(2)) L E;; I <a<1> LogM _EW g a’<0>> —0 (M, @)
° < Enls [ - x o o

K, (a @ _ 9<2>> + Em <_a<1> _iog 2a(1>> _0 (M, @)

En utilisant les relations (5.10), les relations a I'ordre deux entre les rotations moyennes

et les rotations de section aux trois nceuds de la période sont :

@y . 7@ _ <@, V3 En w )
(M®) . e U
* z * K, V3 w ~

@) @ _ @ m_ [ a0 _ V3 w2 =0
(M®y . 9§ a®+ o ( 3U > Cvu(l)lmU )
° & ° K V3 w ~

@) @ _ 2 m 0 _ V3 w2 =y
(M®y . 9§ a®+ o <3U > = L U >

* * o

D’autre part les combinaisons linéaires (M?)) — (M@, (M @) — (M P et (M P)) —

(M @) conduisent aux équations :

E. T * o * K * o

mos (ox1) 50 50 _ 50} _ 2m O _pgO) —

Z (2a a 3l ) . (U U ) (5.16a)
E;’; Ls <_a<1> r2aW g 43y, &’(0)> - % N ONY (°>> =0 (5.16b)
E;; Lo (—a<0> —a® 424 (0>) _ En <U<0> - (*](0)> = (5.16¢)

Les combinaisons (5.16a)-(5.16b) et (5.16a)-(5.16c) ménent respectivement aux expres-

* [e]
sions des variables internes a lordre un o™ et de &) en fonction des variables de

référence :

K, - V3 w ~
— (1) _ >/ (0) _ tm'm (0) , V2 %2 7(0)
«Q 210, o 1E, 1. <U + 3 I U >
3 (5.17)
K, ~ 3 w ~
— =) _ 7 =r(0), *m°m (0) _ V2 %2 1(0)
= Ly Q0 +4Em-[s (U 5 U )
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Ordre trois. A l'ordre trois, les équations d’équilibre sont les suivantes :

( * o " o
Kbgw_ﬁ@)+§m(ﬁm_ﬁw>_ﬁj<w@+e®+e®)

+ gKm 5/ © =9 (M)
K, (;}(3) _5(3)> +% (_U< ) +§(1>> _% <9(o>+4§(0)+5(0)>

+%Km 0'© =g (M ®)
K, [a® —5(3>> + % (5(1) _ 5(1)> _ % 9O 1 g© +4§(0)> 0 (M )
Ry (59 ~7) + B () - 5050 g1, 50

_gl;ngu(m) _ (M
K, (3 ®) _5(3)> E;; L <_a(2> 125@ 5@ 431 &0

—gz?n a”<0>> =0 (M, @)
K, (% 3) _§<3>> N E}Z Ls <_v<2> _ioy 23(2)) 0 (M, @)

Les combinaisons linéaires (Mg“”) — (MO, (/\*/lt @Gy — (M) et (M;B) — (M®)
donnent :

,

Em I
I

@a®_§m_§®_mm3w_gm§w0- K 0O

3
2
- ;XTm ([7 @ [7(1)> N % <49(o> L 5O +5<0>> _0 (5.18a)

Epy, I 9

<—a<2> +2a@ 5™ 137, &M — Sl &”‘°)> - g KU ©

K (_5@) +5(1>> + K <9<o> vIC +5<0)) _ g (5.18b)

K *
+ =" (9<°) +0© 140 (0>> =0 (5.18¢)

La somme de ces trois équations, (5.18a)+(5.18b)+(5.18¢c), méne a I'égalité :

3En I <& (y 31(1)) _ gEm L. <6 "oy 4 3//(0))

lm

o . (5.19)
LK, <9(o> Lo 9<o>) 3. <[7/<o> N mm) 0
2

page 110



Chapitre 5. Poutre de Timoshenko élancée.

Finalement, en utilisant les relations entre les variables issues des résolutions des pro-
blémes précédents (5.10) et (5.17), I'égalité (5.19) se simplifie en 1’équation différentielle
en 6O :

~11(0)

EnI. 0 — K00 =0

Cette équation différentielle non propagative rend indépendantes les variables de rotation
de la variable U pilotant I’équation de comportement. Comme dans la partie précédente,
'association de cette équation différentielle et de conditions aux limites du type (i) pas
de rotation aux deux extrémités ou (ii) pas de rotation a la base et libre en téte méne
a la nullite de 09 = (9, Les résultats issus des résolutions des problémes précédents
deviennent alors :

(5.20)

D’autre part, les combinaisons (5.18a)-(5.18b) et (5.18a)-(5.18¢) permettent d’accéder
aux expressions des variables de rotation & I'ordre deux :

* o

ES * ~ ~
Les variables internes & (@) et & (2), via UM et U (1), pourraient étre exprimées en fonc-
*
tion des variables de référence en résolvant les équations d’équilibre (Tt(2)), (T; @) et
o
(T ). Dans notre cas nous ne nous servons des expressions (5.21) que pour simplifier

(1
I'équation (5.23) qui méne a I’équation pilotée par 6( ) (5.24).

Ordre quatre. Il faut donc investiguer 'ordre supérieur pour connaitre les relations
entre les variables cachées et les variables pilotantes. A I'ordre quatre, en prenant en
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compte la nullité des rotations & I'ordre dominant, les équations d’équilibre s’écrivent :

K, (30 —3") 4 (z?(?) - (7<2>> —En (m +9M4p <1>)

2lm
*/ *
+%Kml7 “M%Kmlm(?”@):o
Kp (§(4)_5(4)> + K;n —U()+(7(2)> _Bm <0()+49(1)+9(1)>

—a® 1 2a® 50 437, 7@ - g 2 a"m) —0

* *

A nouveau on utilise les combinaisons linéaires (Mffl)) — (M (4))7 (M, (4)) - (M (4)) et
(M; @) — (M @), qui fournissent les équations :

&=
3
o
A/~
DO
(
@
|
O(*
«
o]

_E® gy 5 gl;gm)) ~ %Kmﬁ’(”

1271

Enm I <_a(3) n 25 () _ 50 +30. & %l?ﬂ 5//(1)> _ gKm 7w

*

+ %Km 1, 0" © _ Bm (—(7(2) + I7<2>> 4 Em <5(1) +40® +5<1)> =0 (5.22b)

20, 6
E;; Ls (-&(3) e, 23(3)) _ me <(7(2) - (7<2>>
n % (5(1) ) +45(1)> _ (5.22¢)

La somme (5.22a)+(5.22b)+(5.22¢) permet d’éliminer les variables de rotation d’ordre
trois et les variables de déplacement d’ordre deux :

3E,, I <&,(2) _ \O*/z/(2)> B gEm I, <5//(1) + 3//(1)> + K, (5(1) _'_b/(l) +5(1)>

2

3k, <l7’<1> + 17’“)) + 2Kkl ((7"@) n (7"<0>> —0
4

(5.23)
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Gréace aux relations (5.20) et (5.21), on obtient I’équation différentielle :

~ ~ 1 K12 3wy ~ ~
n(1) _ 1 _ = mom 2 171(0) 1(0)
E, 1,0 K,,0 5 Kol (6 A U'"% 4+ U ) (5.24)

La résolution de cette équation différentielle avec les conditions aux limites (i) et (ii) est
trés proche de la résolution de (5.15) pour I'étude dans la période Qo.

Finalement, les variables cachées 6 et o apparaissent et sont égales a ’ordre un, et se
différencient & ’ordre deux, telles que :
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Chapitre 6

Exemple de la poutre de giration.

Ce troisieme et dernier exemple est consacré a la poutre de giration. A basse fré-
quence [’équation de comportement pilotée par la rotation de section contient un terme
de cisaillement, qui introduit une fréquence seuil en dessous de laquelle il n’y a pas de
propagation dans la structure. L’équation de modulation du mode simple dans 2o intro-
duit & nouveau une fréquence seuil supérieure a la pulsation de résonance de 29 avec des
conditions aux limites périodiques. Au-dela, il n’y a plus de propagation. Considérant ()3,
[’équation de modulation du mode double n’introduit plus de fréquence seuil. Il n’y a donc
pas de représentation générale des équations de modulation.

Sommaire du chapitre.

6.1 Description macroscopique basée sur la période Q5 . ... .. 116
6.2 Description macroscopique basée sur la période (25 . . . . .. 118
6.2.1 A basses fréquences. . . . . . .. ... 118
6.2.2 A plus hautes fréquences. . . . . . . . ... ... 118
6.3 Description macroscopique basée sur la période (23 . . . . .. 122
6.3.1 A basses fréquences. . . . . . . . ... ... 122
6.3.2 A plus hautes fréquences. . . . . . . . ... ... 122
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Ce troisiéme exemple est consacré au modéle de poutre de giration, qui a été étudié
dans [Chesnais, 2010] et [Chesnais et al., 2011]. L’intérét pour notre travail est que ce
modéle de poutre est décrit par une équation différentielle de degré deux ot apparait de
maniére atypique un terme de cisaillement, voir (6.1). Comme pour la poutre de Timo-
shenko élancée, ce sont les variables transversales qui sont mises en jeu. Les contrastes
retenus pour cette poutre réticulée sont les suivants :

e CIC BECRIC)
?—::O(slﬂ) ; Z):O<€1/2) ; ZZ:L:O(El/2> ; ;;:L:O(eg’)

Avec ces contrastes, les murs sont beaucoup plus souples et plus légers que les planchers :

—6 12EmIs> : Ap -0 (6_4Am)

Kp:O<s B
P

Une illustration de la cellule irréductible €y correspondant & ces contrastes est représentée
sur la figure (6.1). Comme dans ’exemple précédent, les planchers étant beaucoup plus
profonds que les murs la cellule représentée fait apparaitre un plancher soutenu par
plusieurs paires de murs. L’étude se déroulant dans le plan (e, gy), les équations restent
néanmoins inchangées. La cinématique de rotation de section met en jeu la rigidité en

FIGURE 6.1 — Cellule irréductible 2o pour la poutre de giration.

compression des murs 12 E,, I/ lg et la masse des planchers J, 121,/ 112). Ainsi la pulsation
de référence de cette cinématique est :

6.1 Description macroscopique basée sur la période ()

Nous choisissons d’étudier la propagation d’onde dans cette structure. Ainsi la pul-
sation est imposée, telle que :

w=04+cw® =00 avec wM =0(ws)
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Les trois équations d’équilibre & ’ordre dominant sont les suivantes, ou la dépendance
des fonctions & variable spatiale x a été supprimée par souci de clarté :

2
A (@) 0@ =0 (@)

K, (a<0> - 6<°>) ~0 (M) et (M)

Le déplacement transverse est nul a l'ordre zéro (Tt(o)), et la rotation de section est
égale a la rotation moyenne (M©)) et (./\/lgo)). Le premier ordre non nul du déplacement

transverse est d’ordre un :
2 o -
Ap (6(1)) U(l) _ ngl([)) =0 (Tt(1)>

Les équations d’équilibres (M) et (M) sont inchangées jusqu’aux équations d’ordre
sept :

g By (89) o B ra"0 =0 (M)
- ~ 1 ~(1\?
K, (am — 9(7)) 3 Jp (w(1)> a” — K, a® =0 (Mgn)

(M§7)) ou (M) donne acces a la différence entre les deux variables de rotation, qui est
d’ordre sept :

o3 (5) "+ Ko al

o
! K,

0)

D’autre part la différence des équations (M,E?)) et (M) fournit 'équation de compor-
tement de la poutre & 'ordre dominant :

2
J, (Jﬂ)) a® — K a® 4 B, 1570 =g

En utilisant la relation w = &» on obtient I’équation de comportement de la poutre a

basses fréquences, ainsi que les relations entre les variables cinématiques :
Jpw2a —Kn,a+E,I,a"=0 (51/2)
9:a+(’)(57) (6.1)

K
=" ¢ 3/2
U A, o2 +0(*?)

On peut a nouveau définir l'effort tranchant et le moment fléchissant macroscopiques :
T =K, « : M =—E,, I,d
qui permettent de réécrire I’équation de comportement (6.1) :
Jpwza—ﬂ—///’:()

La présence de l'effort tranchant dans 1’équation d’équilibre impose une pulsation seuil
Wgir au systéme :
K,

Ip

Wgir =

Ainsi les modes de giration de cette structure ne sont activés qu’au-dela de cette pulsation
seuil.
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6.2 Description macroscopique basée sur la période (),

6.2.1 A basses fréquences.
Comme dans la section précédente, a basses fréquences, la pulsation s’écrit :

w=cw® =50 avec wl)=0(ws)

On retrouve le cadre de 'homogénéisation classique décrit dans le paragraphe précédent.

6.2.2 A plus hautes fréquences.

La recherche des pulsations de résonance de la période 25 avec des conditions aux
limites périodiques méne au résultat :

1 Wgir 2
= — 2
w 2w3(1+24<w3> + ) (6.2)

Remarquons que contrairement aux deux exemples précédents ce n’est pas le ratio des
masses A, /A, = O(e?) qui est le premier correcteur mais le carré du rapport de la
pulsation seuil et de la pulsation de référence de cette cinématique (wgir/w3)? = O(g?).
On verra & A l'ordre dominant, cette pulsation de résonance correspond & celle de la
période (2o pour le systéme masse-ressort. La pulsation est donc imposée autour de 2wy :

w=2ws+2w? =203 +5?% avec ¥? =0 (s2w3)

6.2.2.1 Résolutions des problémes.

Premiers ordres. Les trois équations d’équilibre & chacun des deux noeuds de la pé-
riode €29 a l'ordre dominant sont les suivantes :

(20 By, Ap,
= fn g — g @)
24 By, Ap ;
zo U ©=0 (1)
K, (a“” - 9“”) ~0 (M) et (M)
K, (a © _ 5<0>> =0 (M Oy et (M, ©)

La résolution de ces équations montre qu’a l'ordre dominant, aux deux nceuds de la
période, les rotations de section sont confondues avec les rotations moyennes et les dé-
placements transversaux sont nuls :

UO =g =g .  gO=a® . O =30 (6.3)

Les problémes jusqu’a 'ordre 5/2 sont de la méme nature que le probléme a 'ordre zéro.
Ainsi les relations obtenues sont similaires aux relations (6.3) :

vie[,s], OYP=gum_qg . §P_ze2 . Fam_Za
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Ordre trois. A l'ordre trois les équations d’équilibre de forces transversales changent :

HEdn g g G0 o @)
24 By Ay = = *
—— U® —K,, 00 =0 (T, ®)

On obtient ainsi la relation entre les variables de déplacement transverse et les variables
de rotation moyenne :

7 (3) K lh, 5/(0) . [i] (3) K I3, 7 1(0)

T 2E, A, ’ T 2E, A,

Maintenant que la relation entre la variable cachée U et la variable pilotant 8 a été trou-
s

vée, nous ne résoudrons plus les équations d’équilibre (73) et (7';) aux ordres supérieurs,

qui méneraient aux expressions des correcteurs de U.

* *
Les équations d’équilibre (M®)), (M?)), (M ®)) et (M; @) conduisent a 'égalite,
a lordre trois, des variables de rotation de section et de rotation moyenne, comme aux

ordres précédents :

AR (O R 1O IO

Ordre cing. C’est a partir de 'ordre cing que les équations d’équilibre (M) et (M)
divergent :

K, (a(s) _5(5)) B % E;gmfs 00 _ g G
K, (a@ _v(5)> % E;:%fS 0) 2%2 I 50 o (MS.)))
K, (% (5) —2(5)> — % E;%fs 9 _ 215;;: Ls p0) _ g (/Clt 5))

Ici apparait alors la premiére différence entre les rotations moyennes et les rotations de
section. L’équation (M®)) donne cette relation :

~(5) _ 5(5) % Em Is 9(0)
“ T5R 2
L’ordre de cette différence est directement lié a l'ordre de grandeur de la rigidité en

flexion de I’ensemble des murs par rapport & la rigidité en flexion des planchers :

B, I,
2 =0 (85 Kp)

D’autre part la combinaison linéaire (M©®)) — (M§5)) conduit a la relation :

9O — O (6.4)

Ainsi les rotations au nceud de référence et au nceud interne sont opposées a 'ordre
dominant.
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Ordre six. A cet ordre les équations d’équilibre sont, en prenant en compte (6.4) :

( K, (5(6) _5«5)) B % E;n%f 7 o (MO
K (aw)_;(ﬁ)) _gngs\;Su):O (31O
K, (39 -3 - 134 EZ%IS - 2El;: I, (§(1> » 5,(0)> » MO
o (50-0) M Bl 2l (0 50) o (i)

La combinaison linéaire (M (%)) — (M§6)) conduit & la relation entre la variable interne
*

~

0 et des variables de référence :

(1)

00 =6 41,6 (6.5)

Ordre sept. Les équations d’équilibre & I'ordre sept sont les suivantes, en prenant en
compte (6.4) et (6.5) :

5
Kp (&(7) _\9/(7)) . 14 Em Is 5(2) _ 2Em Is <\é(2) - lm\é/(l)> o % p&’)(2) W3;(O) =0

K, (5 ™ —5”)) - bnlge 2Bl (G0 G0 2 o) % 1,5® w300 =0
\

La combinaison linéaire (M(©)) — (./\/lgﬁ)) + (]\*4 ©)y — (./(ﬁ/lt 6)) conduit a la relation entre

. . ~(2 . e
la variable interne 6~ et des variables de référence :

2) _ _5(2) e ‘9”(1)

(*

1 ~
- 12 0 11(0)
+ 5 'm

D’autre part la combinaison linéaire [(M(6)) — (./\/l§6))] — [(M©)) — (M, ©)] mene a
I’équation de comportement pilotée par #(9) :

1 o ~
5 Km 00 —4.7,5® w300 1 E,, 1,60 =0 (6.6)
6.2.2.2 Description macroscopique.

L’équation de comportement (6.6) est pilotée par la variable de rotation moyenne a
I'ordre dominant. On associe la modulation du mode a cette variable de référence, ce qui
permet d’écrire le vecteur des variables transversales % & 'ordre dominant, grace aux
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relations (6.3) et (6.4) :

N
I

Les rotations des sections et les rotations moyennes sont égales jusqu’a 'ordre cing, ot
leur différence vaut :

4 By, I,

0+ 0@E?) = - <S¢ - 5)

Les variables cachées, le déplacement transversal des nceuds interne et de référence,
émergent & 'ordre trois, et sont opposés :

U= —72412;” li o +0 () =-U

Comme w? — (2w3)? = 22 w® (2w3), on obtient I'équation de modulation finale :

1

3 K At T (2w9)” = %) A4 K A" = O (51/2) (6.7)

Cette équation de modulation n’est pas classique, car elle est composée en plus des termes
fréquentiel et élastique habituels d’un terme de "cisaillement" %Km A. La présence de
ce terme n’était pas prévisible, ce qui implique qu’il n’y a pas de représentation générale
de I’équation de modulation.

D’autre part la résolution de ’équation différentielle (6.7) montre qu’un régime pro-
pagatif n’est possible que si le terme %Km +Jp ((2 w3)? — wz) est positif. La condition
sur la pulsation w est donc :

1 1
3 Em +Jp (Qws)?> —w?) >0 & w'< (2ws)* + 3 (wgir)

2

Puisque la pulsation est positive, cette condition s’écrit :

1 ) 2
W < Wseuil = 2wz (/1 + — “gir
12 w3

L’ordre du terme wgj, /w3 étant O(e), un développement limité de la racine carré s’écrit :

1 [ weir )2 1 weir \
0 =92 1 . gir - gir 1) 5
Wseuil w3 ( + 24 < ws ) 1152 < ws + (5 )

Si on développe la pulsation de référence de la cinématique (6.2) a I'ordre quatre en € on

obtient :
1 [ Weir \2 1 weir Y1 A
o —9 1 = gir . gir m 0O 5
e “’3<+24<w3> (1152<w3>+2Ap>+ =)
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Ainsi la différence O(g?) entre ces deux pulsations s’écrit :

Wseuil — Wref = %WS +0 (55) >0
P
Par conséquent dans le cas de la poutre de giration, le terme %Km A permet de conser-
ver un régime de propagation au-dela la pulsation de référence jusqu’a la pulsation seuil,
contrairement aux cas précédents de la poutre de compression et de la poutre de Timo-
shenko élancée ou la pulsation de coupure était la pulsation de référence des cinématiques
( les pulsations des périodes 29 avec des conditions aux limites périodiques).

Enfin Deffort tranchant et le moment fléchissant macroscopiques sont définis comme
suit :
1 1/2
T = Kn+0(?)

M= —FE, [0 +0O (51/2)

ce qui permet de réécrire ’équation de modulation (6.7) comme étant 1’équilibre de 1'effort
tranchant, du moment fléchissant et des forces d’inertie :

T+ Jy ((2ws)? —?) 0=t = O (12)

6.3 Description macroscopique basée sur la période ()3

Considérant une période €23, la séparation d’échelle pour la modulation est présente &
basses fréquences et autour de la pulsation de résonance de la période avec des conditions
aux limites périodiques.

6.3.1 A basses fréquences.
A basses fréquences, la pulsation s’écrit :

w=cw® =50 avec w® =0O(ws)

C’est le cas de 'homogénéisation classique décrit dans la partie 6.1.

6.3.2 A plus hautes fréquences.

Le calcul des pulsations de résonance de la période 23 avec des conditions aux limites
périodiques fournit :

1 (wer\® 3A
=3 1— | — gir |\ _ 2 S4m O (&5
y fwg( (24<w3 Lo
Les deux termes (wgir/ w3)t et A,/ Ap sont du méme ordre de grandeur O (e*) et contri-
buent au premier terme correcteur de la pulsation de résonance. A 'ordre dominant, la

pulsation correspond & celle de la période 23 du systéme masse-ressort. La pulsation est
donc imposée autour de /3 ws :

w=V3ws+ew® =v3w; +5M avec oM =0 (ews)

Les probléemes successifs sont de la méme nature que pour la poutre de compression
(section 4.3). Ainsi les détails des résolutions sont reportés dans I'annexe B.3.
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Chapitre 6. Poutre de giration.

6.3.2.1 Principaux résultats.

L’équation de comportement obtenue est la suivante :
2 ~
47, (z)(l)) 0O 1+ B, 1,0"® =0 (6.8)

Cette équation est de la méme nature que les équations de comportement trouvées dans
le cas de la cinématique de déplacement longitudinal (5.11) et de la cinématique de dé-
placement transversal (4.19). Ainsi le terme de "cisaillement" présent dans la dynamique
de la période 29 n’apparait plus dans la dynamique de la période €23. De plus a I'ordre
dominant les relations entre les variables sont :

UO O g0 =g . 40=g0 . FO_g0 . 50 _gO  (69)

i

et

p 1 V3w -

0) — _2[p0) V2 =3 1(0)
0 5 (9 5 o lm 0 )

(6.10)

° 1 V3w ~

0) — _2[p0) V2 =3 1(0)
0 5 (9 + 5 o0 lm 0 )

*

Enfin aux ordres supérieurs on trouve les relations entre les variables cachées (U, U et
o

U) et les variables pilotantes (6, 6 et ) :

( 2 * o
o :% 24ElmA % <_9(0)+9(0))
x 2 12 K o
@ _ _%2_ tm  Bm 0 _ H(0) 6.11
v 324E,, Am Ln <9 0 ) (6.11)
> 2 12 K *
@2 _ _ %2 _ tm  Bm [ 0 (0)
v 324E,, A Ln < G+ )

6.3.2.2 Description macroscopique.

Les variables de rotation pilotant I’équation de comportement (6.8), on les associe
a la modulation A du mode double. Ainsi le vecteur des variables transversales est la
somme des deux modulations, en utilisant la relation w — (v/3ws3) = ew® | ainsi que les
relations (6.9) et (6.10) :

U0
0
* 0
(o] (0) 0 0
U (0 0 0
p(0) 1 0
c_ | = 12y _ 40 | _1 (0) V3 1/2
% )0 +(’)(5 ) S I L R +(9<5 )
0 (0) 2 4
"o 3 0
* -2 @
E0) 1
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Partie II. Dynamique a basses et moyennes fréquences d’une poutre réticulée périodique.

La variable cachée U émerge a 'ordre deux, et d’aprés (6.11) elle est reliée aux
variables pilotantes par la relation :

a2 w3
U=_—m 0 + O (2
123 w — 3wy (‘f )

Les variables de rotation sont égales jusqu’a 'ordre cing, ou leur différence vaut :

w3 Enlig o ()

Enfin on obtient ’équation de modulation sous sa forme finale :
47, (w - \/§w3)2 At En LA =0 (51/2) (6.12)
Contrairement au mode simple, il n’y a pas de pulsation de coupure au-dela de laquelle

le régime n’est plus propagatif.
Le moment fléchissant macroscopique a pour expression :

M =—FEy, 1,0

ce qui permet de réécrire I’équation de modulation (6.12) comme étant I’équilibre de la
variation du moment fléchissant et des forces d’inertie :

Jp (w—\/§w3>2 a=H4"+0 <£1/2>
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Bilan de I’étude des grandes
modulations dans des poutres
réticulées.

Dans cette partie nous avons mis en évidence les phénomeénes de grandes modulations
dans des poutres réticulées en suivant la méme logique que pour le systéme masse-ressort.
En s’appuyant sur les travaux précédents de Chesnais, Hans et Boutin [Hans, 2002, Boutin
et Hans, 2003, Hans et Boutin, 2008, Chesnais, 2010, Chesnais et al., 2011| qui traitent de
I’application de la méthode HMPD & des poutres réticulées, nous avons choisi de traiter
trois exemples qui mettent en avant certaines particularités des équations de modulation.
Ces poutres sont construites a partir de cing conditions d’existence définies en terme de
puissances de € de telle sorte que (i) les hypothéses d’élancement des éléments de poutre
solent respectés, (ii) et (iii) les structures s’apparentent a des systémes masse-ressort,
a savoir des planchers plus lourds et plus rigides que les murs, (iv) les équilibres des
efforts macroscopiques a basse fréquence soient respectés, et (v) les murs et les planchers
n’entrent pas en résonance localement.

Dans chaque exemple, nous considérons une période constituée d'une cellule (),
puis de deux cellules (£22) et enfin de trois cellules (23). Pour ces trois périodes les résul-
tats convergent a basse fréquence vers les équations issues de la méthode HMPD. Autour
des pulsations de résonance des périodes €25 et €23 avec des conditions aux limites pério-
diques, des phénoménes de grandes modulations apparaissent et on obtient les équations
de modulation respectivement d’un mode simple et d’'un mode double, qui sont de nature
différente.

Le premier exemple est consacré a la cinématique de compression. A basse fréquence,
la poutre réticulée est homogénéisée en une poutre continue équivalente dont le com-
portement macroscopique est piloté par le déplacement longitudinal moyen. L’équation
de comportement refléte I’équilibre des forces d’inerties du plancher et des variations de
I’effort normal. Les deux autres variables, la dilatation et la rotation différentielle, n’inter-
viennent pas dans la description macroscopique et sont donc des variables cachées, dont
les premiers termes non nuls émergent aux ordres supérieurs. Autour des pulsations de
résonance des périodes )y et 23 avec des conditions aux limites périodiques, les équations
différentielles macroscopiques de degré deux sont pilotées par les modulation du mode
et sont composées d'un terme fréquentiel (différent si le mode est simple ou double) et
d’un terme "élastique". Ce premier exemple est tout a fait comparable au cas du systéme
masse-ressort, sauf que la cinématique est plus riche. L’équation de comportement de la
poutre de compression dans € 4.4a et les équations de modulation dans o et Q3 4.15
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2Em Am .
12 ’
P 'm

et 4.20 sont les rappelées ci-aprés, avec la pulsation de référence wy =

Qo Apw?V +2Ey, Ay V" = O(/?)
O Ay ((2w1)? = w?) A+ 2B, Ap A" =0 (1/2)

2
Q3 447, (w—\/gwl) A+2Ey, Ap A" = O(e'/?)

Le second exemple est dédié a la cinématique de déplacement transversal. On aurait
pu choisir une poutre de cisaillement, dont I’équation de comportement & basse fréquence
aurait été I’équilibre des forces d’inertie du plancher et des variations de ’effort tranchant.
Cependant les résultats auraient été trés proches de ceux du cas précédent. On a donc
préféré partir d’'une poutre de Timoshenko élancée, dont le comportement se traduit
par I'équilibre des variations du moment fléchissant et de l'effort tranchant, en plus
de I’équilibre des forces d’inertie du plancher et des variations de l'effort tranchant.
L’équation différentielle régissant le comportement de ce milieu & double gradient est
de degré quatre & basse fréquence. Les deux variables pilotantes sont le déplacement
transversal moyen et la rotation de section, qui coincide a l’ordre dominant avec la
rotation moyenne a cause du rapport des rigidités. Autour des pulsations de résonance
des périodes )y et 23 avec des conditions aux limites périodiques, les milieux ne sont
plus régis par des équations différentielles de degré quatre, mais par des équations de
modulation de degrés deux qui ont les mémes propriétés que les équations de modulation
dans le cas de la compression. L’équation de comportement de la poutre de Timoshenko

élancée dans g 5.2 et les équations de modulation dans €y et Q3 5.8 et 5.12 sont les

rappelées ci-aprés, avec la pulsation de référence wy = , /AK—Z% :
P'm

2
Qo En I <U”” + LI”(“’ U”) — AU =0 (51/2)

m

D Ay ((202)? = w?) A+ Ky A" =0 (1/2)

Q3 44, (w - \/§w2>2 A+ K, A"=0 (51/2>

Le troisiéme et dernier exemple traite de la cinématique de giration. A basse fréquence
la poutre est régie par I’équilibre des forces d’inertie, de ’effort tranchant et des variations
du moment fléchissant. La rotation de section, qui coincide avec la rotation moyenne,
pilote ’équation différentielle de degré deux qui régit la poutre équivalente. L’intérét de
cet exemple est la présence de l'effort tranchant qui impose une certaine pulsation seuil,
en dessous de laquelle il n’y a pas de propagation. Autour de la pulsation de résonance de
la période €29 avec des conditions aux limites périodiques, I’équation de modulation est
composée d’un terme fréquentiel, d’'un terme "élastique" et, atypiquement, d’un terme
de "cisaillement". Ce terme qui n’était pas présent dans tous les cas précédents permet,
pour ce mode simple, de rester en régime propagatif au-dela de la pulsation de coupure
2 wg. Autour de la pulsation de résonance de la période 23 avec des conditions aux limites
périodiques, I’équation de modulation est classiquement composée d’un terme fréquentiel
est d’un terme élastique. L’équation de comportement de la poutre de giration dans g
6.1 et les équations de modulation dans €29 et Q3 6.7 et 6.12 sont les rappelées ci-aprés,
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Emls .

avec la pulsation de référence wy = |/ 5™3*
P'm

Qo Jpw2a—Kma+EmISa”:(’)(51/2)
3
Q3 4J, (w—\/gws)zA+Emls,4"=o(51/2)

KmA+Jp ((20.}3)2 _w2) A"‘KmA/, — O (81/2>

Les conclusions que 'on peut tirer de ces trois exemples sont (i) que les équations de
modulation sont toujours des équations différentielles de degré deux, méme si 'ordre de
I’équations de comportement a basse fréquence est d’ordre quatre, et (ii) qu'il n’y a pas
de représentation générale des équations de modulation.

Cette méthode asymptotique appliquée aux milieux discrets présente la difficulté de
nécessiter la connaissance analytique des pulsations périodiques de la période considérée.
Nous nous en sommes affranchi en construisant des structures ressemblant aux systéme
masse-ressort, dont les pulsations périodiques ont été déterminées dans la partie précé-
dente. La conséquence est que, comme dans le systéme masse-ressort, la modulation n’est
associée qu’a une seule variable de corps rigide (voire une variable redondante comme
dans le cas de la giration). Les travaux a venir pourraient étudier des structures qui

FIGURE 6.2 — Mode en ® périodique sur deux cellules [Chesnais, 2010]

sortent du cadre masse-ressort. Par exemple, voir figure 6.2, si les planchers sont aussi
souples et aussi lourds que les murs une cinématique pilotée par au moins une variable
de déformation (ici la rotation différentiel ® qui pourrait étre couplée avec le déplace-
ment longitudinal V') serait mise en évidence. De plus contrairement aux cas traités dans
cette thése ol les cinématiques étudiées par ’approche par modulation correspondent a
I’excitation & hautes fréquences de poutres équivalentes issues de la méthode HMPD a
basse fréquence, cette déformée n’existerait pas en ne considérant la périodicité que sur
une cellule.

Enfin, on a fait I’hypothése que les éléments de poutre restent en quasi-statique.
Chesnais |2010|, Chesnais et al. [2012]| ont étudié par la méthode HMPD des situations
homogénéisables ot certains éléments entrent en résonance localement. On peut imaginer
des cas ot on recherche les équations de modulation de ces situations, mais encore une
fois il est trés difficile de connaitre la pulsation périodique de la période, méme dans des
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Partie II. BILAN DE L’ETUDE DES POUTRES RETICULEES.

structures assimilables a des systémes masse-ressort ; En effet il faudrait résoudre des
équations non-linéaires qui obligent a passer au numérique.

Par conséquent la difficulté principale qui rend 1’étude de ces cas trés ardue est la
connaissance des fréquences propres périodiques. C’est pourquoi dans la derniére partie
de ce mémoire nous sommes passés a 1’étude des systémes continus, ol cette connaissance
n’est pas nécessaire.
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Troisiéme partie

Dynamique a basses et moyennes
fréquences d’'un milieu 3D
périodique.
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Partie III. Dynamique & basses et moyennes fréquences d’un milieu 3D périodique.
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Chapitre 7

Grandes modulations dans un milieu
poreux saturé par un gaz parfait.

Cette partie est consacrée a l'étude de la modulation d’ondes a hautes fréquences
dans des milieux continus tridimensionnels. Dans ce premier chapitre nous étudions les
ondes acoustiques dans un milieu poreuxr saturé par un gaz parfait. Le milieu poreuz
est dans un premier temps représenté par des chaines en paralléle de résonateurs de
Helmholtz, modélisées par des systéemes masse-ressort. Les résultats de la partie I servent
ainsi de base pour ’approche asymptotique. Dans un second temps cette approche est
appliquée au milieuw continu 3D, tout d’abord via ’homogénéisation continue classique @
basses fréquences, puis a plus hautes fréquences pour des modes simples et multiples ; les
équations de modulation obtenues pour ces deux types de mode sont de nature différente,
et leurs caractéristiques sont analysées.

Sommaire du chapitre.
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€,€y,€;3 Repere orthonormé de I'espace.

vz, Yy Variable de ’espace physique ; Variable a I’échelle macrosco-

; ; pique et a 1’échelle locale.

Qo, Qf,, 1o Domaine de la période irréductible, domaine des pores et la
taille caractéristique de €.

Q,Qp, ¢ Domaine de la période multi-cellulaire, domaine des pores
et la taille caractéristique de Q.

0 =Tyry Frontiere de la période §2 composée de la frontiere
fluide/solide I" et de la frontiere fluide I'y.

o, F Porosité du milieu et tenseur de forme lié a la tortuosité du

N milieu.

e=/V/L, L ratio d’échelle, longueur de modulation macroscopique ca-
ractéristique.

P, u Pression et déplacement du gaz.

Pe, p° Pression et masse volumique du gaz a 1’équilibre

v, C = \/ ~v P¢/pe Coefficient adiabatique du gaz et vitesse du son dans 'air.

w Pulsation.

F Opérateur différentiel dynamique.

A Amplitude de modulation du mode.

¢ Vecteur propre.

A Longueur d’onde modale.

—

K/ Opérateur linéaire vectoriel.

T,R,M Tenseurs de modulation intrinseques.

K, A Nombre de modulation et longueur de modulation.

* T

Grandeur adimensionnelle d’ordre zéro et grandeur dimen-
sionnelle.

TABLE 7.1 — Notations du chapitre 7.
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Chapitre 7. Milieu poreux saturé par un gaz parfait.

7.1 Introduction.

Dans les parties précédentes nous avons décrit le phénomeéne de modulation par une
approche asymptotique sur des milieux discrets. Premiérement sur un systéme masse-
ressort, ol chaque noeud de référence ne comprend qu’un degré de liberté, puis sur des
poutres réticulées, ou chaque noeud de référence comprend trois degrés de liberté. Dans
les exemples présentés 'apport de degrés de liberté n’a pas affecté la description de la
modulation du systéme masse-ressort. Dans ces milieux discrets la difficulté réside dans
la connaissance analytique de la pulsation de résonance de la période considérée. Pour
nous affranchir de cette difficulté, nous nous intéressons a présent a des milieux continus
3D.

7.1.1 Réseau de résonateurs de Helmholtz.

Dans un premier temps, pour bien comprendre la méthodologie, le milieu poreux pé-
riodique considéré est représenté par des canaux faits de résonateurs de Helmoltz connec-
tés en série. Chaque résonateur est constitué d’une chambre connectée & un conduit beau-
coup plus petit. Pour simplifier tous les résonateurs sont identiques et leurs connections
ne sont que dans une direction (voir figure 7.1-a)). Le milieu est donc constitué de ca-
naux paralléles de résonateurs identiques et unidirectionnels, et chaque canal apparait
comme une chaine de larges pores (chambre de longueur Iy et de volume V') reliés par de
petits conduits étroits (de section s, de volume v et d’une longueur négligeable devant
ly), voir figure 7.1-b). Il est donc suffisant de ne s’intéresser qu’a un canal pour obtenir
la description de la propagation d’'une onde acoustique dans tout le milieu.

L’acoustique de ce milieu peut étre décrite par un modéle de fluide équivalent (ou
de perméabilité dynamique) lorsque 'hypotheése de séparation d’échelle est vérifiée, voir
[Auriault et al., 2009, Allard, 1993, Attenborough, 1983]. Ces modéles ne sont applicables
que pour de grandes longueurs d’onde, correspondant a des fréquences beaucoup plus
basses que la fréquence propre du résonateur fy. Dans la suite nous nous placerons a des
fréquences au voisinage de fy, ou 'approche usuelle n’est plus adaptée.

Selon I'analyse simplifiée classique des résonateurs de Helmoltz,

— Les effets de dissipation visqueux et thermiques sont négligés,

— Le gaz dans la chambre subit une compression adiabatique et quasi-statique (ainsi

le domaine de fréquences étudié est borné),

— Le gaz dans le conduit subit une compression négligeable.

Pour décrire les perturbations par rapport a l'état d’équilibre (P€ et p® sont la pression
ambiante et la masse volumique du gaz a I’équilibre), on considére que le déplacement
u du gaz a louverture de la chambre (et dans le conduit) est la variable acoustique.
Sous ces hypothéses, un canal peut étre représenté par une alternance de ressorts sans
masse de rigidité K et de longueur [y, et de masses ponctuelles M de rigidité infinie, voir
figure 7.1-c). La masse qui joue un role dans le résonateur est la masse du gaz dans le
conduit, c’est-a-dire M = p®wv. La rigidité du résonateur est définie par la compression
adiabatique de la chambre : quand la masse M se déplace de u, un volume u s est injecté
dans la chambre et la perturbation de pression est P = v P¢ 57 ol v est le coefficient
adiabatique du gaz. La masse subit alors une force P s, qui nous permet de déduire la
rigidité de la chambre de gaz :
Ps ~P¢s?

K==+

La fréquence de résonance d’un résonateur simple résulte de I'interaction entre la com-
pression du gaz dans la chambre et de l'inertie du conduit. La pulsation de résonance wy
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a) b)
c) i: — — :i
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FIGURE 7.1 — a) Résonateur de Helmoltz; b) Milieu poreux fait de résonateurs 1D inter-
connectés ; ¢) Equivalence avec la chaine de masses-ressorts 1D.

a pour expression :

B K |y Pe 52_ 52
@D=2mh =\ =\ Vv =V v

Nous travaillons sur des chaines de Helmholtz 1D, mais dans le méme principe des
réseaux de résonateurs identiques (ou différents) 2D voire 3D peuvent étre assimilés a
des réseaux de masse-ressort. La dynamique de ces systémes implique des phénoménes
trés riches, dont certains sont décrits par Craster et al. [2010b].

Le milieu poreux parfait périodique est donc modélisé par des systémes masse-ressort
1D en paralléle. Les études de la partie I sont donc applicables et les principaux résultats
sont :

— A basse fréquence, la séparation d’échelle sur la variable physique est respectée, et

I’équation de propagation est de la forme :

K2 + Mw*u=0(e)

— Autour de la fréquence de résonance de la période considérée il n'y a plus de
séparation d’échelle sur la variable physique mais sur la modulation de la variable
physique, notée A.

— Si le mode est simple, alors I’équation de modulation est :

KiEA" + M (—w* +wi) A= 0 (e)
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saturé par un gaz parfait.

INGN

Qf

FIGURE 7.2 — Description de la période €2 d’un milieu périodique poreux, dont le volume
de pores est Qy de frontiere 6Q = I'UT';. I" : frontiére fluide/solide et T'f : frontiere fluide
de €.

<

— Si le mode est double, alors I’équation de modulation est :
KA +4M (w—wg)® A= 0O (e)

Dans la partie suivante le milieu poreux considéré sera le milieu 3D continu défini dans
I'introduction 7.1. La méthode est basée sur I'homogénéisation des milieux discrets, éten-
due au cas des fréquences proches des fréquences de résonance de la période.

7.1.2 Position du probléme continu 3D.

Nous nous plagons dans un milieu poreux périodique en trois dimensions dont le
squelette est rigide. La période €2, dont la taille caractéristique est ¢, contient des pores
dans un domaine €1y de frontiére 62 = ' ULy, ol I est la frontiére entre le fluide et le
solide et I'y est la frontiére fluide de €2. La porosité ¢ est définie comme le ratio [Q|/[€].
Dans ce milieu poreux circule un gaz parfait en régime dynamique linéaire adiabatique
qui est régi par I’équation d’état et I’équation d’équilibre suivantes (par linéarité, le terme
harmonique e/“* est omis) :

{ P = — P div (u) (7.1)

—grad (P) + p°w?u =0

Dans ces équations u est le mouvement du gaz et P la perturbation de pression. A ces
deux équations on rajoute la condition d’impénétrabilité :

un =20 sur )

ou n est la normale sortante a la surface 2. On définit de plus la vitesse du son dans

. pe . .
Iair C = 7pe . Dans tout le probléme la valeur moyenne et la norme en un point sont
dénotés comme suit :

1

@==[ adv : |off=00
Q Q

Ce probléme est un cas particulier ou les couplages inertiels, visqueux et thermiques
entre la phase fluide et le squelette sont négligés |Zwikker et Kosten, 1949|. Les in-
teractions fluide/structure responsables de Patténuation sonore sont décrites par deux
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susceptibilités dynamiques : la tortuosité et la compressibilité dynamique. La tortuo-
sité dynamique [Johnson et al., 1987| décrit les effets inertiels et visqueux, tandis que
la compressibilité dynamique [Allard et Champoux, 1992, Champoux et Allard, 1991|
représente les effets thermiques. Ces derniéres ne peuvent dépendre que des caractéris-
tiques physiques du fluide ainsi que de la géométrie du domaine fluide. La propagation
du son dans un fluide saturant fait intervenir a la fois un caractére de transport et de un
caractére de diffusion. Le caractére de transport est lié au fait qu’un mouvement global
fluide /solide est induit lors de la propagation. Le caractére de diffusion est lié aux dila-
tations/compressions du fluide. Celles-ci ont pour résultat une variation de température
fluide/solide (ce dernier restant & température ambiante) entrainant une diffusion de la
chaleur, non négligeable si le fluide est un gaz.

Dans le cas de la propagation du son, la fréquence du mouvement joue un role im-
portant. Aux deux extrémités basses fréquences et hautes fréquences, les équations qui
gouvernent le comportement acoustique du fluide se simplifient et les paramétres entrant
en jeu sont différents. Pour une fréquence donnée, on peut définir une épaisseur de couche
limite, respectivement visqueuse et thermique, qui correspond & la profondeur de péné-
tration des mouvements rotationels visqueux et isothermal. La couche limite considérée
est petite si la profondeur de pénétration est petite devant un rayon caractéristique des
pores. Dans la suite on se placera dans un régime inertiel a des fréquences suffisam-
ment hautes pour pouvoir négliger les effets de dissipation visqueuse et thermique. Nous
sommes conscients qu’il ne représente pas la réalité, mais dans un premier temps notre
but est de décrire les phénoménes de modulation via une méthode asymptotique dans
un milieu continu 3D simple. Dans le chapitre 8 les effets visqueux seront pris en compte
dans un milieu composite élastique.

Dans I'approche asymptotique la distinction basse et haute fréquence se fait par
rapport a la fréquence de diffraction. Ainsi lorsque la longueur d’onde est grande de-
vant la taille caractéristique de la période irréductible €y, la séparation d’échelle pour
la pression est vérifiée. On est alors en dessous de la fréquence de diffraction et la mé-
thode d’homogénéisation classique est applicable. Ensuite nous nous intéresserons aux
petites perturbations acoustiques dans le domaine des hautes fréquences, 1a ou la dyna-
mique locale induit la perte de séparation d’échelle pour la pression. On appliquera alors
I’approche asymptotique au voisinage des fréquences propres périodiques de la période
considérée afin d’obtenir les équations de modulation.

7.1.3 Modulation et ondes de Bloch.

Dans ce paragraphe revenons & une méthode classique de I’étude de la propagation
d’onde dans des milieux élastiques périodiques, & savoir la théorie de Floquet et des
ondes de Bloch. Pour cela prenons un exemple simple et faisons le lien avec la modu-
lation. Considérons I’exemple unidimensionnel d’une barre composite périodique infinie
de section constante dont la période irréductible de taille [y est faite d’un matériau de
module d’Young variable a(y) et le masse volumique constante p. Dans le domaine de
Fourier, I’équation d’équilibre des moments gouvernant le déplacement u s’écrit :

0 ou\ 5 . 9
~ oy (a(y)ay> = pw-u ie. o (u) = pwu

ou .7 est 'opérateur différentiel elliptique avec un coefficient périodique :
0 0
F =——|aly)=—
dy < ) 5@/)
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La théorie de Floquet traite ce probléme en utilisant la solution en ondes de Bloch ¢ sous
la forme d’un produit d’une onde de paramétre réel 8 et d’une fonction [p-périodique ¢ :

ly) = exp(I27 B %) (y)

Ainsi, ¢ n’est pas périodique mais satisfait la condition généralisée (3, lp)-périodique :

oy +1lo) = exp(I27 ) p(y)

Sans perte de généralité (puisque ¢ est lp-périodique), 5 peut étre restreint a l'intervalle
[0,1] correspondant & la premiére zone de Brillouin [Brillouin et Parodi, 1956]. Cette
transformation méne au nouveau probléme qui porte sur la fonction périodique ¢ :

Ap(p) = pw? ¢ avec ol = —(51 +127 lﬁo) <a(y)(§y +127 i)) (7.2)

ou le parameétre § apparait dans I'opérateur décalé 73 plutot que dans les conditions aux
limites. Il est établi dans |Brillouin et Parodi, 1956] qu’ a (3 fixé, ces problémes admettent
une série discréte de valeurs propres 0 < wf(8) < .-+ < w%(8) < ... et de fonctions
propres ¢ (83,y). De plus, pour 8 dans [0, 1] et K fixé, w? (/) est une fonction continue de
B, et les fonctions wg () définissent pour chaque K une branche de courbes de dispersion,
voir figure (7.3). En outre, les fonctions propres {¢x (5,y); K > 1} et les ondes de Bloch
{¢rx(B,y); K > 1} forment des bases orthonormales des fonctions respectivement de
période [y et de période (f,1lp). La famille de fonctions propres {¢x(8,y); K > 1;0 €
[0,1]} (i) fournit la résolution spectrale de 'opérateur différentiel & coefficient périodique
o/, et (ii) forme une base de fonctions.

On peut & présent identifier les conditions dans lesquelles les champs d’ondes pré-
sentent des variations & grande échelle. Dans le cas f = 0, I'opérateur décalé correspond
a lopérateur initial @) = & et les ondes de Bloch coincident avec les fonctions propres
0r(0,y) = ¢ (0,y) et sont donc lp-périodiques. Ainsi, pour y dans [0, [, les ensembles
des fonctions propres {¢x(0,y); K > 1} et des pulsations propres {wx (0); K > 1} corres-
pondent aux modes propres périodiques et aux pulsations propres associées de la période
irréductible Qg. Par conséquent, quelle que soit la pulsation wg (0) 'amplitude modale
est constante, ou autrement dit la longueur de modulation est infinie. On peut ainsi en
déduire que les phénoménes de grandes longueurs de modulation apparaissent pour des
pulsations proches de wg (0).

De fagon similaire, lorsque 3 prend des valeurs rationnelles 3 = p/q (V(p,q) € N?
tels que 0 < p < ¢), les ondes de Bloch goK(g,y) = exp(I27r§ %)(;SK(g,y) sont qlo-
périodiques pour tout K. Ainsi, pour y dans [0, qlo], @K(g,y) et WK(%) correspondent
respectivement aux modes propres périodiques et aux pulsations propres périodiques
de la période & ¢ cellules Q, voir la figure (7.3). De plus, puisque les ondes de Bloch
forment un base de fonctions, tous les modes g lp-périodiques de €2, sont définis par la
famille de fonctions {cpK(%,y);O < p < ¢ K > 1} pour y dans [0,qlp[. Les modes lp-
périodiques sont un sous-ensemble (p=0) des modes ¢ lyp-périodiques. Les autres modes
qlo-périodiques (p # 0) de la période €2, respectent la condition (g, lo)-périodique géné-
ralisée aux frontiéres intérieures correspondant a la période irréductible €2y. Notons aussi
que pour tout entier p, la série des pulsations {wK(g)} est ordonnée par K, alors qu’en
tenant compte des deux paramétres (p, K), il n’existe pas de relation d’ordre pour tout
I'ensemble des pulsations propres de la période €2,. Aux pulsations wK(g), I'amplitude
du mode g lp-périodique de la période 2, associé est constante. Ainsi, les grandes modu-
lations sont aussi attendues au voisinage de ces séries de pulsations. Ceci laisse penser
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w
K =3
LK =2
K =1
wr (O) ; : ; ;
i /3 /2 2/3 P
0= 0=30, 0=20, Q=30

FI1GURE 7.3 — Courbes de dispersion dans le premiére zone de Brillouin définies par les
ondes de Bloch et les pulsations propres des modes des périodes & plusieurs cellules. Pour
B =0, 'ensemble {wg (0)} donne les pulsations propres des modes propres périodiques de
la période irréductible €y. Pour 8 = 1/2, ’ensemble des pulsations {wx(1/2)} correspond
aux pulsations propres des modes périodiques de la période & deux cellules 2o, ou de
maniére équivalente a celles des modes de Bloch avec des conditions antipériodiques pour
la période irréductible €. Enfin, de la méme fagon, pour = 1/3 et § = 2/3, I'union
des ensembles des pulsations {{wx (1/3)}, {wk(2/3)}} correspond aux pulsations propres
des modes périodiques de la période & trois cellules €23, mais aussi aux pulsations propres
{wk (1/3)} (resp. {wk(2/3)}) des modes de Bloch avec une condition de déphasage de

27” (resp. de 47”) pour la période irréductible Q.
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qu’autour des paramétres de Bloch rationnels § = g dans la premiére zone de Brillouin
(B € [0,1]), de grandes modulations de chaque mode périodique de la période a ¢ cel-
lules €2, peuvent exister a des pulsations proches des pulsations propres associées. C’est
cette idée qui a été développée pour le milieu discret élastique 1D, et qui le sera aussi
dans la suite pour des milieux composites élastiques tridimensionnels, ol les équations
gouvernant la modulation, qui ne sont pas explicitement données par la décomposition
en ondes de Bloch, sont décrites en utilisant une approche asymptotique multi-échelles.

7.2 Homogénéisation classique.

7.2.1 Adimensionalisation, renormalisation et position du probléme.

Avant d’appliquer la procédure d’homogénéisation des milieux périodiques classique
[Sanchez-Palencia, 1980], il faut adimensionaliser ces équations et les renormaliser en
puissances de € pour que la description macroscopique corresponde aux phénomeénes
physiques recherchés. La physique met en avant deux variables de l'espace, x/¢ = y* et
x/L = x* associées respectivement aux variations a 1’échelle de la période et a ’échelle
macroscopique, et ol x représente la variable usuelle de ’espace. D’une maniére équi-
valente, deux variables d’espace, x = Lx* = xet y = Ly* = e~ ! x seront employées,
la dérivée habituelle étant donc changée en a% +et aﬁ. Posons les notations suivantes,
ot 'exposant * représente la variable adimensionelle d’ordre 0 en € et 'exposant " la
variable dimensionnelle :

P =P P

u :y* u”

w=ww" (7.3)
x =yl

On veut décrire une situation dans laquelle le gradient de la pression et la divergence
du déplacement du gaz évoluent macroscopiquement, en suivant la taille macroscopique
L. De plus macroscopiquement le gradient de la pression équilibre la force volumique
d’inertie et I’équation d’état est vérifiée. Ainsi, en ordre de grandeur, les équations (7.1)

s’écrivent :
u'l"
P" =0 (~P°—
" 2
T =0 (pe w" ur)
Les rapports 71 = % et 79 = % sont donc d’ordre 0 en €. Maintenant que

la situation physique recherchée est décrite, adimensionnalisons les équations d’état et
d’équilibre (7.1) :

ou” ur
P’I‘ P* - Pe 7
7 Ox} L
BPT p* e r2 *x2 r x _
907 L e, +p wwu uie;, =0
Soit, en notant grad*(P*) = %1;; e; et div* (u*) = gz}* :
Pe T
P = —VPTE div* (u*)
P 2 2
T ey sadt () Fwtut ) pfw e =0
pewriu
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Autrement dit, en introduisant les rapports r{, ro :
P* = —ry div* (u)

(—7’2 grad* (P*) + w*Q E*) pe wr2 uw = 0
Finalement on obtient les équations d’état et d’équilibre normalisées :

{P = —~ P° div (u)

. (7.4)
—grad (P) + p°wu =0

Notons que dans ces équations L est la taille de référence, et que l'opérateur pris en
compte est 3% +et 8%' Si on avait adimensionnalisé avec £ en taille de référence et y

comme variable pilotante 'opérateur utilisé aurait été a% +e 8% et les équations renor-

malisées auraient été :
P=—yPc ! div(u)
— e tgrad (P) + p°w?u =0

Le choix de la variable pilotante et de la taille de référence est donc primordial pour
définir les équations qui reflétent la physique, et qui vont servir de base pour dévelop-
per la procédure d’homogénéisation. Ici, comme les phénoménes décrits ont de grandes
longueurs d’ondes, la taille de référence pertinente est la taille macroscopique L, et la va-
riable pertinente est la variable "lente" x. Remarquons enfin que si on avait voulu décrire
des phénomeénes de résonance locale alors on aurait dimensionnalisé ces opérateurs selon
la taille de référence de la période ¢ avec la variable "rapide" y comme variable pilotante
(ce qu’on fera dans la partie 7.3.1). -

7.2.2 Meéthode asymptotique.

Considérant les équations (7.4), les conditions d’impénétrabilité sur I' et les conditions
périodiques sur I'y, le probléme local s’écrit :

—grad (P) + p°w?u =0 dans  Qy
div (u) = P dans Qy (7.5)
un=20 sur I ; u et P ) — périodiques

x étant la variable pilotante, la dérivée habituelle est changée en a% +e!t 8% et par
conséquent les opérateurs différentiels grad et div deviennent :

grad — gradx 471 grady et div — div, +¢7 ¢ div,,

Le déplacement u et la pression P sont développés en puissances de e, dont chaque terme
est 2-périodique.

u(z,y) = u? (zy) 5 Plzy) =) &PV (zy)
=0 =0

De plus la pulsation est développée telle que :

w = i eiw(i)
=0
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Cette procédure est réalisée dans le cadre de 'homogénéisation usuelle [Sanchez-Palencia,
1980], [Auriault et al., 2009] : les développements sont introduits dans les équations (7.5),
réécrites avec les dérivées a deux échelles. Ensuite les termes de méme puissance en e
sont identifiés, et les problémes décrits successivement sont résolus jusqu’a I’obtention de
I’équation de comportement macroscopique.

7.2.3 Probléme 0.

A T'ordre dominant le probléme local s’écrit :

—@y (P(O) (g y)) =0 dans

P grady (P(0)> n=0 sur T ; PO — périodique
pew

Puisque le gradient selon la variable y de P est nul, alors la pression a I'ordre dominant
ne dépend que de la variable z :

PO (x,y) — p©) (z)

7.2.4 Probléme 1.

A Tordre suivant le probléme local s’écrit :

~ (grad, (P (2,9)) + grad, (PO (2)) ) + o @ o (w, y) =0 dans Q
divy( (2.y)) =0 dans Q;
s (, (0) g, (7)) -0 e T
u® et PM Q — périodiques
(7.6)

7.2.4.1 Expressions de P et de u(?.

Pour trouver I'expression du premier correcteur de la pression écrivons la formula-
tion variationnelle associée & la seconde équation du probléme. On définit I’ensemble
W T'ensemble des fonctions w ( ) ) — périodiques. La formulation variationnelle s’écrit
donc :

1
- _ = . (0) -
Y € W, 0 ) o, divy (g ) w

En intégrant par parties on obtient :

1 1
=— divAa™ w) — / u(? grad ()
M 0 Ja, y

Avec le théoréeme de la divergence, le premier terme s’annule a cause de la périodicité
de u et de w. En utilisant la premiére équation du probléme (7.6) la formulation
variationnelle est donc réduite & :

Vi €W, <@y (P(l)) grad (w)> ~ —grad_ (P<0>) .<@y (w)> (7.7)

La moyenne de gauche est une forme bilinéaire symétrique continue elliptique, et la
moyenne de droite est une forme linéaire continue. Dans ces conditions le théoréme de
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Lax Milgram assure Uexistence et 'unicité d’une solution P (g, y). Notons x* la solution

pour gradx (P(O)) = e, de moyenne nulle. Par linéarité la solution générale s’écrit :

3
. oPO) (z)
PO (z,4) = i z < p(1>>
(2,9) Z; ) s ()
ol <P(1)> (z) est la moyenne du premier correcteur de la pression. Dans la suite on adop-
tera la notation d’Einstein pour désigner la somme. Le déplacement & I’ordre dominant est
obtenu en introduisant I'expression de P(!) dans la premiére équation de probléme (7.6) :

1 . 0PWO) (z)
(0) - 1y 2 =/
8 ¢ w(0)? grad,, (x') O

+grad, (PO)

Finalement I’expression du déplacement & 1’ordre dominant est :

2 . )
u (z,y) = —CFi () L@
J ~y Pe ,(0) = ox; (7 8)
; o' (y) | '
Fj(y) = g, 0

olt 0 est le tenseur identité. Par la suite nous appelleront le tenseur F I'ensemble des
coefficients F;

7.2.4.2 Propriétés du tenseur <£>

Dans ce paragraphe nous allons montrer que ce tenseur est symétrique défini positif.
Ces propriétés permettent d’assurer 'existence et la positivité des valeurs propres de ce
tenseur.

<£> tenseur symétrique. Par définition, x* est la solution de la formulation varia-
tionnelle (7.7) pour grad (P(O)) = e;. Ainsi x* vérifie :

((erad X' +e) grad 7) =0, voew

En particulier pour @ = x? € W, en notations de Einstein :

<<X?yp9p T 91’) : <Xfyq9q)> =0

Or la base des vecteurs {e est orthonormée, donc :

fp} 1<p<3
(X Xy %) =0 (7.9)

En effectuant le méme travail en considérant la solution x? (pour grad (P(O)) =e;) et

W = x" € W on obtient :
(X Xy Xl ) =0 (7.10)
Ainsi en soustrayant les équations (7.9) et (7.10) la symétrie suivante est démontrée :
(X)) = (4, (7.11)

Enfin le tenseur identité étant symétrique, on démontre la symétrie du tenseur <E>
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<£> tenseur défini positif. Le tenseur <£> étant symétrique, il sera défini positif si

Vgradm(P(O)) # 0, R(g:(]i) <F§> P,(m(? > 0. Pour u(°) non nul, <Q(0).g(0)> = <||g(0)||2> >0
Développons cette norme :

2
(o) = (ogz) (v 8) 20 (v 8) 7)oz

L’équation (7.9) montre que <X ” X,yp> = - <X7Jyl> Ainsi le développement de 1'équa-

tion (7.12) devient, en utilisant la relation de symétrie (7.11) :

2
(@) = <m) PO ((x,,) +3) PO

Finalement grace a ce résultat, et en introduisant la porosité ¢ = |Q¢|/|Q] :
PO (F) PO = PO (3, ) PY) + ¢ PO PO >0

On a montré que <£> est un tenseur symétrique défini positif, donc que ses valeurs propres
existent et sont strictement positives.

Les valeurs propres de <£> sont inférieures a 1. A partir de la formulation varia-
tionnelle (7.7) en remplacant @ par P() € W, on obtient :

<(grady (P(l)) + grad (P(O))) .grady(P(l)» =0 (7.13)
On peut de méme former le produit scalaire, avec P(©) ¢wW:

(fnad, (P0) +grad, (PV)) g, (PO)) = gad, (PV) srad, (P©)) rad, (P
(7.14)

Or d’aprés la premiére équation du probléme & l'ordre un (7.6) :

(@y (pm @’QD + grad_ <P<o> @))> = 02w @ 4 (z,y) (7.15)

Ainsi en sommant les deux équations (7.13) et (7.14), en utilisant la relation (7.15) et en

simplifiant par pew(O)Q, on obtient I’équation :
o 0@ @) = (u) grad (PO) (7.16)
Or d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(w® 4Oy > ;<u(0)>.<u(0)>

et en moyennant Iexpression (7.8) de u(%
e 2 —
grad_ <p(0)> = 0w @ ()1 ()

Cette équation correspond a la loi de Darcy dynamique a l'ordre dominant [Auriault
et al., 1985]. La matrice (F) est inversible, et 'équation (7.16) devient :

WO ()T () > ;<u(0)>.(u(0)> (7.17)
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<£> étant un tenseur symétrique défini positif il est diagonalisable et ses valeurs propres
sont strictement positives. Ainsi & chaque direction principale de <£> est associée une
valeur propre {F, > 0, @ = 1,2,3}. Ainsi dans la direction « la relation (7.17) devient :

Fo<o<1

des pores et le couplage inertiel entre fluide et la structure du matériau. Dans chaque
direction principale « les valeurs propres de ce tenseur sont supérieures & 1, ce qui est en
accord avec les valeurs de la littérature : pour des matériaux poreux dont les pores sont
droits F, = 1, sinon pour les matériau les plus résistifs F,, = 1.5,2. Cet effet traduit le
caractére tortueux du matériau par un effet de masse ajoutée. Ainsi la masse équivalente
du fluide est plus importante que la masse réelle.

L’inverse du tenseur <F> correspond & la tortuosité du milieu, qui décrit 'aspect sinueux

7.2.5 Probléme 2.

A D'ordre suivant le probléme local s’écrit :
. 2
(— (grady (P(2)) + gradx (P(l))> +p (w(o) u® 4200 (M) Q(O)) =0 dans ()

divy (1) (2.9)) +dive (1 (2.)) + 7;6
1

W (@y (P(1)> +@x (P(O))) n=0 sur T

pew

PO (z) =0 dans Qy

uM et PO — périodiques
(7.18)

7.2.5.1 Equation d’état macroscopique.

La moyenne de la seconde équation du probléme (7.18) va mener a 'équation de
comportement macroscopique.

1 1 1 1
- . - . (0) - (O) o
9 fle ot x,y))%—Q/Qfdwm(u ($7y))+Q/foyPeP () =0

Le premier terme s’annule a cause de la périodicité de u™). On obtient ainsi I'équation
d’état macroscopique en moyenne :

PO (g) = -2 f " v, (u9) (@) (7.19)

7.2.5.2 Equation de comportement macroscopique.

En injectant ’expression de u(?) (7.8) dans I'équation d’état (7.19) on obtient I'équa-
tion de comportement macroscopique pilotée par la pression :

PO () w2
Fi =
F) omas, "0
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7.2.6 Caractéristiques.

Si on revient a la variable physique x = z I’équation de comportement macroscopique
pilotant la pression & I'ordre dominant est de la forme :

2P0 (x)  w©?
_l’_

{F5) Ox; 0%, v @ =0

ou les coefficients <F;> sont déterminés géométriquement. En utilisant ’approximation a
lordre O(e) : w = w© et en tenant compte que la pression a Pordre dominant ne dépend
que de la variable x, les références a la variable spatiale et aux ordres de la pression et
de la pulsation peuvent étre supprimées. On obtient ainsi ’équation :

w2
div ((F) .grad (P)) + ¢ aP=00)

L’équation de comportement macroscopique est une équation de propagation. Dans la
direction principale a (avec la variable x,) I’équation gouvernant la pression s’écrit :
L s P=0()
- _ — £
¢ ox2 c?
Ainsi 'expression de la pression a l'ordre dominant est une combinaison linéaire de fonc-

tions de la forme :
P(x) = Py exp(£Tkaxa) + O (e)

ot ko = & \/% > 0 est le nombre d’onde. On obtient finalement la moyenne du dépla-

cement a l'ordre dominant sous la forme :

Ik,

() () = £ 2

Py oexp (£ 1kyxq)+ O(e)

Dans cette partie nous avons abordé le probléme de propagation d’ondes a basses fré-
quences dans un milieu poreux périodique parfait dans le cadre de I’homogénéisation
usuelle. On obtient les expressions du champ de pression et de la moyenne du champ
de déplacement a I’ordre dominant. On revisitera le méme genre de probléme classique
en homogénéisation usuelle pour des composites élastiques dans la partie 8.2.4 selon
I’approche par grandes modulations.

7.3 Approche par modulation.

7.3.1 Extension méthode d’homogénéisation classique.
7.3.1.1 Adimensionnalisation et renormalisation.

Dans la partie précédente 7.2 les phénoménes physiques apparaissant a 1’échelle ma-
croscopique, nous avions choisi comme variable de référence la variable "lente" x et
comme taille de référence L, toutes deux les plus pertinentes pour décrire la propagation
d’onde & basses fréquences. Ce n’est plus le cas & présent, car localement le régime est
dynamique. Ainsi la variable pertinente devient la variable "rapide" y et la taille de ré-
férence pertinente la taille de la période ¢. Nous noterons alors la variable d’espace y et
nous utiliserons la variable "rapide" y = £y* = y et la variable "lente" z = £z* = ey,
avec y* = y/{ et x* = y/L. Ainsi la dérivée usuelle est changée en 9/dy + € /. -
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Pour I'étape d’adimensionnalisation des équations d’état et d’équilibre les notations
(7.3) sont a nouveau utilisées. La différence avec la partie 7.2.1 est que les phénomeénes
de résonance interviennent & ’échelle des pores. Ainsi le gradient de la pression et la
divergence du déplacement évoluent non plus selon la taille de référence macroscopique L,
mais selon la taille caractéristique des pores £. Pour respecter ces phénomeénes physiques
les équations (7.1) indiquent, en ordre de grandeur :

u"'
P’ = P¢ —
O(” e)

PT’
0 (pe wr2 ur)
y4
ri = % et rh = KEP% sont donc d’ordre 0 en ¢, de telle sorte que En les introdui-
pewr?u

sant dans le systéme (7.4) on obtient :
P* = —r] div* (u¥)
(—1"/2 grad* (P*) + w*2 E*) pe wr2 u = 0

Ainsi avec ce choix de variable et de taille de référence pertinents on obtient les équations
d’état et d’équilibre normalisées avec la taille £ :

P = —~P¢div(u) , —grad(P) + p°w?

2

[
Il
o

u=0 ;

7.3.1.2 Position du probléme & hautes fréquences.

Les équations d’état et d’équilibre sont vérifiées & tout ordre. Dans ce cas combi-
ner ces deux équations en une équation portant sur une seule variable pilotante facilite
I’étude. Pour cela introduisons 'expression de la pression en fonction du déplacement
dans I’équation d’équilibre pour écrire le probléme local avec F un opérateur différentiel,
les conditions d’impénétrabilité sur I' et les conditions périodiques sur I'y :

C2£(g) +wlu=0 , dans Qf : F(u) = grad (div(w))
P = —yP¢div(u) , dans €y
un =20 , sur T ; u et P ) — périodiques
(7.20)

Remarquons que contrairement au probléme classique a basses fréquences (partie 7.2) ce
n’est plus la pression qui est la variable pilotante mais le déplacement wu.

D’aprés 'ouvrage [Courant et Hilbert, 1970], le probléme (7.20) posséde un spectre
discret et positif. De plus il n’y a pas de limite dans les hautes fréquences parce que la
masse est contintiment distribuée. Ceci représente une complexification du cas discret,
ou la répartition de la masse implique que les ondes ne se propagent qu’en dessous de
2(,00 :

0<wi<w?i<wi<--

Chaque valeur propre w?, est associée & un mode propre ®7. La pulsation wy = 27 f;,
J € N | correspond aux fréquences de résonance du gaz dans la période de la matrice
poreuse avec des conditions aux limites périodiques. Autrement dit le couple de solutions
{w?; @7} satisfait :

CPF@Y+w2®’ =0 |, sur Q
{() IS f (7.21)

QJ.Q =0 , sur I ; Q‘] Q) — périodique
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Les modes propres normalisés {Q‘]} sont de moyenne nulle. En effet la moyenne du
probléme (7.21) devient & grace au théoréme de la divergence :

1
CQQW+0J3<<PJ>=O
Q

Le premier terme s’annulant par périodicité, on obtient la nullité de la moyenne des
modes propres. De plus ils constituent une base orthonormale pour les déplacements u
2- périodiques définis dans 2¢. De plus u.n = 0 sur I'. Ainsi la décomposition de u sur
cette base modale s’écrit :

oo
U= Z u’ @7, avec <@I.@J> =017 et <Q‘]) =0
J=1

ol J est le symbole de Kronecker.

Une valeur propre donnée wy correspond généralement a un mode simple ®7. Ce-
pendant, il arrive, particuliérement dans les milieux périodiques, que plusieurs modes
orthonormaux constituant le sous espace vectoriel notés {®}” soient associés & la méme
valeur propre wj. Pour alléger les équations, nous ne feront pas la distinction dans la
notation des situations des modes simples et des modes multiples, notant ®” (au lieu du
mode orthonormal de {®}7).

La notion de période utilisée mérite d’étre clarifiée et la partie suivante y est consacrée.

7.3.1.3 Période irréductible et période sélectionnée.

Un milieu périodique est généralement défini par sa période irréductible 4. Cepen-
dant, toute combinaison (p, ¢q,r) de nombres entiers dans les trois directions de 'espace
de Qo définit une autre période Q = {J,,,,. o des milieux avec [Q = p x ¢ x 7 x [Qo].
Dans I’approche habituelle de I'homogénéisation, les problémes (et les solutions) pério-
diques a I’échelle locale sont indépendants de la définition de la période & cause du régime
quasi-statique a ’échelle locale.

Ici & cause du régime dynamique a ’échelle locale les modes dépendent nécessairement
de la définition du volume (la période ) sur lequel les conditions de frontiére périodiques
s’appliquent (sur 99). En effet, la « famille » du mode grandit d’autant plus que le nombre
de périodes irréductibles incluses dans €) croit. Par exemple, les séries de modes double-
périodiques, Q = Uy 1,1 Qo, inclut les modes de Qg (« dupliqué » le long de la premiére
direction) et les nouveaux modes spécifiques a la double période. Ces derniers modes
respectent la condition de périodicité sur 92 mais pas sur la frontiére interne définie par
0.

Par conséquent, nous devons spécifier la période €2 dans laquelle le mode périodique
est défini : contrairement a I’homogénéisation classique & basse fréquence, la période
choisie € devient un paramétre de la description. Ceci est implicitement inclus dans la
suite, ou I’é¢tude est faite pour tout type de Q = U, . Cette procédure garantit
d’atteindre tous les modes & grande modulation.

Il faut noter qu’un sous-groupe de {2-modes peut étre déterminé en utilisant des
conditions aux limites spécifiques sur la période irréductible 25 comme proposé dans
[Craster et al., 2010a]. Par exemple, un sous-groupe de modes de période a deux cellules,
2 = U 1,1 {2 peut étre obtenu & partir de conditions aux limites anti-périodique sur €2
(dans la premiére direction), et de la périodicité sur )y (dans les deux autres directions).
De méme, pour 2 = U, 1 2 {2g, un sous-groupe de modes peut étre dérivé en appliquant sur
Qp, un décalage de phase de e*!277/(Plo) comme condition dans la premiére direction,
I’état périodique dans la deuxiéme direction, I’état anti-périodique dans la troisiéme
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direction, etc... Ces conditions peuvent également étre obtenues avec la méthode classique
de Floquet-Bloch, pour un nombre de Bloch rationnel kg = 27 .J/(plp).

Enfin si les modes de la période multicellulaire 2 appartiennent aux modes d’une
autre période multicellulaire €', la premiére fréquence propre de € sera plus basse que
celle de Q (et donc que celle de la cellule irréductible Q).

7.3.1.4 Modulation et méthode asymptotique.

Considérons une période Q et choisissons par exemple le K°™° mode, c’est-a-dire
le couple (wg, K ). Par construction, le mode DK répete Q-périodiquement génére une
onde & haute fréquence d’amplitude modale constante, ou autrement dit une onde & haute
fréquence de longueur de modulation infinie. Contrairement & une longueur infinie, une
grande longueur de modulation implique :

— une amplitude du mode ®* non constante variant a une échelle L beaucoup plus
grande que la période ¢,
— une pulsation w distincte de la pulsation propre wgx mais néanmoins proche, puisque
e=/{/L — 0, quand w — wgk.
Pour décrire la situation du K'*™¢ mode modulé quand le ratio d’échelle de période est
petit, c’est-a-dire quand € < 1, nous appliquons la méthode asymptotique multi-échelle
bien établie dans le cadre de I’homogénéisation dans les milieux périodiques [Sanchez-
Palencia, 1980|. y étant la variable pilotante, I'opérateur différentiel F devient :

F— £y2 + EEW + €2£12
Fy2(u) = grad (divy(u))
Fye(u) = grady (divy(u)) + grad (divy(u))

Le déplacement u est développé en puissances de €, dont chaque terme est ()-périodique,
et la pulsation est développée autour de wg :

u(z,y) = Z eull(z,y)  w=wk+ Z el w®
i=0 i=1

Cette procédure, semblable a [Craster et al., 2010a|, est réalisée comme dans le cadre
de 'homogénéisation usuelle ([Sanchez-Palencia, 1980|, [Auriault et al., 2009]) : les dé-
veloppements sont introduits dans le probléme (7.20) réécrits avec les dérivées a deux
échelles, puis les termes de méme puissance en € sont identifiés, et les problémes décrits
successivement sont résolus jusqu’a I'obtention de I’équation régissant la modulation a
grande échelle & I'ordre dominant (en ¢).

7.3.2 Modulation des modes simples.

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas ot le mode ®¥ est simple.
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7.3.2.1 Ordre dominant.

Le probléme & 'ordre dominant s’écrit

CZZyz(u(o))+w%<g(0):Q , dans Qf

PO 4~ Pediv, (u@) =0 , dans Q
K Y <* ) d (7.22)
g(o).n =0 , sur T
u® et PO ) — périodiques

Le mode ®X étant simple, la solution est de la forme :
Q(O) (, y) = A© @)QK(Q) avec <Q(O)> =0

o A (z) est 'amplitude du mode ®¥ a P'ordre dominant variant "lentement" spatia-
lement. La deuxiéme équation du probléme meéne a U'expression de PO :

PO(z,y) = —y P* AV () div, (2% (y))  avec <P(O)> =0

7.3.2.2 Premier ordre.

L’ossature du probléme suivant, décrivant le champ du premier correcteur du dépla-
cement uV), est la méme que pour le probléeme précédant en ajoutant un terme source
S induit par le champ de déplacement u(® :

( c? £y2 (y(l)) + wi g(l) + §(1)(y(0)) =0 , dans Qf
oil S () = ¢? £yx(g(0)) +w® Quwg u®)
PO 45 P (divy (u®) + div, (u®)) =0, dans Q; (7.23)
g(l).@ =0 , sur T
uM) et PO Q) — périodiques

Pour résoudre ce probléme nous utilisons ’alternative de Fredholm qui permet d’écrire :
< s (y<0))@<0>> =0 (7.24)

Pour le montrer utilisons le théoréme de la divergence, la condition d’impénétrabilité sur
I et la condition périodique sur I'y :

< Fyo (u<1))_g<o>> - <divy(g<1>).divy(u<0))> _ < Fyo @0))@(1>>

Ensuite calculons le produit scalaire de 'équation (7.23) par u(?), celui de (7.22) par u(V),
intégrons sur {2y puis soustrayons les deux égalités. On obtient ainsi :

c2? <£ym(ﬂ(0))~ﬂ(0)> T w® (2001( <||y(0)”2>> -0

Le premier terme moyenné est simplifiable. En effet :

(£, w®) ) = 40 ) < [dv (a(.y) e, (u<0>)) + div, (a(.y) e (uw)))] .c1>K>

= A (z) <aijkl (Pi(,qu)iK + (aijqu)iK),yl (I)?> A

L

page 149



Partie III. Dynamique & basses et moyennes fréquences d’un milieu 3D périodique.

et grace au théoréeme de la divergence, & la condition d’impénétrabilité sur I' et a la
condition périodique sur I'y (les indices minuscules correspondent aux trois directions de
I'espace) on obtient :

9] (£, ) = A0w) [ (@D + 2K D) A, s

—240(2) grad (AO) [ | (2" 0 8¥).ds] =0
o0

Ainsi I'équation (7.24) se réduit a :
2
w(2wk) (A(O)(g)> =0 donc w) =0

ce qui signifie que le premier correcteur de la fréquence est nécessairement de 'ordre 2
en puissance de €. Avec ce résultat :

§(1)@(0)) — (2 £ya:("4(0) (z) QK)

Le probléme (7.23) est un probléme dynamique avec un terme forcé linéairement dépen-
dant des composants de gradm(A(O)). Par linéarité, en considérant les solutions spécifiques

§%(y), @ = 1,2,3 correspondant a un gradx(A(O)) unitaire dans les trois directions de

lespace (c’est-a-dire gradx(.A(O)) = 0in€;), on en déduit que
u (z,9) = AV (2) @ (y) + AT (2) € (1)

Pour prouver lexistence et unicité de la solution u(!), écrivons la formulation variation-
nelle a partir du probléme (7.23) et définissons ’ensemble YW 'ensemble des fonctions
w (g) Q) — périodiques :

< yx

Vi ew, C? <£y2 @1)).@ Ful @(1).@ 42 <]—' (g(0>).@> ~0

En intégrant par parties et en introduisant Iexpression de u(?) on obtient la formulation
variationnelle :

Yw e W,

(avy (V) vy (09) 5 (u.2) = ~grad, (4©) . ([srua () +5 v, ()] 2)

Y

Dans le terme de droite la moyenne est une forme linéaire continue, et dans le terme de
gauche la premiére moyenne est une forme bilinéaire symétrique continue elliptique et le
terme fréquentiel rend ce probléme hyperbolique. Dans ces conditions d’aprés [Allaire,
2005| lexistence et 'unicité d’une solution u) (g, y) est assurée.

Les solutions £*(y) peuvent étre exprimées en utilisant le fait que {@®”} forme une base
orthonormale. Pour cela il faut réécrire u") comme la combinaison linéaire (dépendant
de la macro-variable x) des 7 .

u® (z,y) = AD (@) @ () + > o’ () @7 (y)
J#£K

La décomposition modale de S (u(9)) sur la base des {®”} laisse AM)(z) indéterminé,
mais permet d’obtenir 'expression des coefficients a”’(x) :

o (z) = — <§(1>@<o))gf> S <£yr(A<0)@Qx)@J> 26722

Wi — Wy W Wy
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Le terme moyenné a pour expression :

(F)(AD@)25).07) = (@F, @] + div, (25)2]) AD)

- <_¢§(divy(@‘]) + divy(QK)<1>3.7> A,(SJ)- + <((I)§<¢)%]),yi> «4,(23
(7.25)
De plus grace au théoréme de la divergence, & la condition d’impénétrabilité sur I' et &
la condition périodique sur I'y, on a :

KxJ _ K J _
(@), = [ af@’ms =0

=
Afin d’alléger les expressions le vecteur @ W est introduit :

A~ P
QY = (@ divy (¥) — ¥ div, (®)) = -V
En utilisant cette notation (7.25) devient :
—N
(F,u(A0@)2").07) = grad (A). @7 &7 (7.26)

Le champ de déplacement ) a donc pour expression, dans la base modale des {@J }:

u® (z,y) = AD (2) 2% (y) = Y % <gwix<v4(0))-w{> 27 (y)

w w
J£K K J

Et par identification :

2 N
eW=--3 5 (W) o’ () (7.27)

Wi — W
J£K K J

La présence des modes J # K dans uM) signifie que la perturbation générée par la
modulation de 'amplitude du mode ®X, exprimée par g@x(A(O)), est équilibrée par
les autres modes de la méme cellule Q. Décomposer £ sur les modes propres fournit
une analyse physique claire de la nature du transfert d’énergie lice a la modulation
de 'amplitude. En effet, d’aprés leur définition, les vecteurs @ sont reliés a ’énergie
transférée a partir d’'un mode & une autre.

Enfin, le champ de pression P(Y) a pour expression, dans la base modale des {@J }:

PO (g,y) = =7 P* [A“> (@) div, (2 (1))

_ Z <grad (.A(O)) W) div, (g’ (g)) +@w(v4(o))@[(
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7.3.2.3 Deuxiéme ordre.

Puisque le correcteur de la pulsation a I'ordre un est nul (w(®) = 0), le probléme au
deuxiéme ordre s’écrit :

62]:2( (2))+W%(H(2)+§(1)( (1) )+ + 5@ (Q ): , dans Qf
S =€ Fyp (V)
S (Q ) =C*F,.(u (0)) + w20k u®
P 4~ pe (divy (u(2)> + div, (u 1))> =0 , dans
g@) n=0 , sur T
g(2) et PO () — périodique

En suivant le méme raisonnement que pour le premier ordre, on établit que :
<[§(2> (W) + §<1>(M<1>)}.g<0>> —0

ce qui devient, en remplacant les expressions de u(? et de u() :

(8OAO@)2F)35) + 3 (5D (0’ (2)27).2")

JEK

(DU @)2F).2F) ) A () = 0

L’amplitude A®©) (z) peut étre simplifiée et chaque terme moyenné peut étre calculé.
Comme dans ’équation (7.24), le terme <§(1)(A(1)(Q)QK).QK> = 0. De plus chaque
<§(1)(a‘](g)QJ)QK> est déterminé de la méme fagon que le terme <§(1)(.A(O) (Q)QK)QJ>,
calculé a I’équation (7.26) :
—N— J &K J &K
M) O )
(V@' @8").8%) = Cgrad (o (). DX D) = 0 A (g) 1, T EED,

wK—wJ

Finalement,

<§<2>(A<0> @)@K).@K> =2 <grad (div, (A© (@@K)).@K> + w® 2w 4O ()
= C2AO(2) 40, (BEDEY 4+ WP 2005 AO ()

Ainsi, on obtient 'équation macroscopique pilotant A(©) (z) :

C2
C* (B @)+ Y R

J ;K J ;K 0 2 0
wJ((I) 0X), (27 %), | AD 4+ w® 20wk A =0
JAK

Grace a l'expression (7.27) de {* cette équation peut étre écrite également sous la forme :

c? (oKl — (P 0Ky, ) AD @ 2w A =
< P q> (gi)q ,zpzq+w WK
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7.3.2.4 Caractéristiques de la modulation des modes simples.

En revenant a la variable d’espace usuelle y = z/¢, indépendante de la longueur de
modulation, I’équation macroscopique pilotant la modulation & l'ordre dominant & la
pulsation w = wg + e2w® + O(e?) du mode simple Q-périodique (wg, @) est de la
forme :

g2 C2divy (lK.grady(A(o) (X))> + 2w w? A© (y)=0

ot le tenseur TX associé au mode % a pour expression :

J 5 K J ;K

P P PP
EKZ<QK®@K>+CQE: 02— o2
J£K K J

En utilisant I'approximation a ordre o(¢?) : w? — w? = w® (2 2wk ) et en prenant en

compte que la modulation est uniquement pilotée par la variable d’espace y, les références
A la variable spatiale et aux ordres de la modulation et de la pulsation peuvent étre
supprimées. On obtient alors I’équation de modulation sous sa forme finale :

C? div (T .grad(A)) + (w? —wk) A= 0 (¢) (7.28)

Il faut remarquer que la modulation est gouvernée par une équation strictement
macroscopique. Les paramétres de cette équation sont entiérement déterminés par les
propriétés dynamiques de la période (modes propres) et des fréquences propres, indé-
pendamment des conditions aux limites macroscopiques. Ces résultats sont compatibles
avec ’hypothése de séparation d’échelle reliant la modulation a grande échelle et le mode
local porteur. Ceci généralise en trois dimensions le résultat établi sur le réseau unidi-
mensionnel de résonateurs pour la modulation du mode simple.

Cette description est de la méme nature que cela établie dans [Craster et al., 2010a],
mais elle est formulée de la fagon différente :

— Considérer la période multicellulaire 2 (avec des conditions périodiques) au lieu de
la période constituée uniquement d’une cellule irréductible Qg (avec des conditions
non périodiques) permet un formalisme synthétique simple et unifié pour toutes les
situations possibles,

— La décomposition du tenseur T sur la base physique intrinséque des modes pé-
riodiques de la période © révéle sa nature fondamentale,

— Sous cette forme, la symétrie de EK est trivialement prouvée.

En analysant cette expression, le tenseur sans unité EK est O(1). En effet par construction

—

| @7 @K || = 027/ k) = O(wi /C), ot A est la longueur d’onde dans air & la fréquence
wg. De plus ce tenseur est symétrique donc diagonalisable. Ainsi, toute modulation
tridimensionnelle du mode considéré peut étre décomposée en modulations spécifiques
selon les trois directions principales de T . Les valeurs principales, notées Tff ,a=1,2 3,
peuvent étre positives ou négatives du fait des termes w%( — w?,. Dans le cas général elles
sont différentes, ce qui implique une anisotropie des phénoménes de modulation. Ceci
a été déja mentionné et numériquement démontré pour les composés élastiques dans
[Craster et al., 2010a], néanmoins l'origine de l'anisotropie pourrait avoir été attribuée
a la nature du vecteur de champ de déplacement. Le cas poro-acoustique montre que
I’anisotropie est intrinséquement liée a la « géométrie des modes » méme si cela concerne
une variable scalaire (la pression).

A Tordre dominant 'amplitude de la modulation dans la direction principale « est
pilotée par ’équation :

CPTE A" + (W —wk) A=0(e)
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o ' représente la dérivée spatiale dans la direction a.. Cette équation est de la méme na-
ture que (2.12) établie dans le cas discret pour 'amplitude de modulation du mode simple
de 9. Par conséquent 'amplitude du mode est une combinaison linéaire de fonctions de
la forme :

A(y) = Ax exp(+] kay,) + O (€)

L’expression du nombre d’onde de modulation k, est :

1 Jw?—w? wrg | 2w
Ha(w)_g T+O(E)_7 ﬁ(@‘l)‘i‘o(@

Si (w—wg) TE > 0, alors ko (w) est réel et la modulation oscille et se propage avec une
longueur d’onde de modulation A, > A\x qui dépend de la fréquence :

TK
Aa(w) = Am/fﬁ +0(e)

A Dinverse si (w —wp ) TE < 0, ko(w) devient imaginaire et la modulation entre dans un
régime de diffusion : les oscillations vont décroitre et la longueur de peau, de 'ordre de
|Aw|, depend de la fréquence.

Passer d’une fréquence légérement inférieure a la fréquence modale wg a une fréquence
légérement supérieure change radicalement le comportement de la modulation. Dans
certaines situations que nous avons observées cette situation correspond & une bordure
de la largeur de bande fréquentielle interdite qui peut étre située avant ou aprés wg
selon le signe de Té( . De plus, le comportement asymétrique peut étre inversé pour
différentes directions principales (I’anisotropie peut étre issue de signes opposés de deux
valeurs principales). Clairement, les modulations se propageant permettent de grandes
longueurs de corrélation des ondes a haute fréquence.

Enfin on peut aussi remonter aux variables physiques pilotant le probléme, & savoir
le mouvement du gaz u et la perturbation de pression P :

u(y) = As exp(£I kay,) @5 (y) + O (e)
P(y) = —y P? Ay exp(£] kay,) div (5 (y)) + O (e)

7.3.3 Modulation des modes doubles.

Nous nous intéressons a présent au cas des modes doubles & la pulsation wg, dont les

1 2 12 1
deux vecteurs orthonormaux sont ® X et ® X tels que <<I>K.<I)K> =0et <||<I>K||2> =

(12492} = 1.

7.3.3.1 Equation de modulation.
Dans le cas d’'un mode double la solution du probléme & 'ordre dominant devient :

U (2, y) = Alz) D5 (y) + Alw) X (y)

Le probléme suivant est identique au probléme (7.23), et introduit le méme terme source
S (1)@(0)). Cependant du fait des deux modes il y a maintenant deux conditions d’or-
thogonalité issues de lalternative de Fredholm. Prenons le produit scalaire de (7.23) par
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1 2 1 1 2 2
@K~ resp. par @K - et de (7.22) (avec u® = A(z) @K, resp. u©® = A(z) @ %) par u,
Ensuite par soustraction de ces produits scalaires intégrés dans {1y on établit que :

<s<1>(u<0>).&>f<> _o - <5<1>(u(0))_§,1<> _0
De plus pour les mémes raisons que dans la partie 7.3.2.2 :
(894225 ) = (542 )27 ) ~0
Ainsi les conditions d’orthogonalité se simplifient en :
(89 )21) 0« (VA L2Y) ~0

Ce qui permet d’écrire les deux équations couplées suivantes :

2 12 1
CQgradx(A(g)). dEOK = — W20k Az)
——
1 2 1 2
CQgradz(A(g)). PR PK = — W 2wpA(z)

2 1
En substituant A on obtient ’équation suivante, qui s’applique également & A :
2 1. K L (12
C* divy <R .gradx(A(ﬂz))) +4 (W) A(z) =0

ol le tenseur EK est défini par :

—— —
K C21K2K 1K2K
RE= = 0K0K20Ka (7.29)
= w2

7.3.3.2 Caractéristiques de la modulation des modes doubles.

Il est important ici de remarquer que w® n’est pas nul comme dans le cas des
modes simples et donc que l'écart a la pulsation wg est d’ordre e avec a l'ordre o(e)
ew® = w — wk. En revenant a la variable usuelle de 'espace y = z/¢, les équations

régissant les modulations a I'ordre dominant a la fréquence w = wy + wMe + O (52) du

12
mode double (wx, ® X, ® ) sont :

v, (B grad (A(y)) + 4w~ Aly) = 0.2

PR (7.30)
2 1

Ay) = mmad (A 58K C Lo
Y wr (w— wk)

La relation entre .il(z) et g@y(il(z)) indique que la modulation d’'un mode double
implique nécessairement la modulation des deux modes. Ce couplage signifie que la per-
turbation induite par la modulation de I'amplitude d’'un mode est contrebalancée par la
modulation du deuxiéme mode (et réciproquement). Comme les deux modes interférent
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a la méme fréquence propre, les caractéristiques de la modulation des modes simples et
doubles différent de maniére significative.
L’expression du tenseur symétrique EK (7.29) implique qu’il y a une unique valeur
—— —

. . . o 2 g ik 2k .
principale non triviale RX associée au vecteur principal r = @ @ * /|| @ % & * ||. Celui-
ci définit 'unique direction principale de modulation ; dans cette direction la modulation
de 'amplitude est pilotée par ’équation :

1 1
CPREA" +4(w—wg)?A=0(e)

ou

r

K C2 ! K 2 K |2 K
[ — > ; r =
R |25 0™ | 0 OR,) =0(1)
w?-

Cette équation est de la méme nature que (2.17) établie dans le cas discret pour la
1 2
modulation des modes doubles dans la période 3. Les amplitudes du mode A et A sont

de la forme, ou XL =y- (X'f) T

/14(2) = }ti (XL) exp(+l K, y.r) + O (g)

2 1
A(y) = £Isigne (w —wg) Ax (Xl> exp(+I K, y.r) + O (g)

avec le nombre d’onde de modulation réel :

oo (W) = 4(w—wr)” L0 = 2lezerl oy (7.31)

C RF VRE
Ainsi, la modulation est toujours propagative et la longueur de modulation Ag est reliée
a la fréquence par la relation :

RE  wg

Aacleo) = M\ T o =

+O(€)>>)\K

Contrairement aux modes simples, le comportement de la modulation est symétrique
avant et aprés la fréquence modale wg. La longueur de modulation est inversement
proportionnelle & 'écart de fréquence |w — wgk| pour les modes doubles, et a la racine
carrée du delta de fréquence /w — wg pour les modes simples. En conséquence, la bande
de fréquence de 'occurrence de la modulation des modes doubles est plus large que pour
le mode simple et de plus grandes longueurs de corrélation sont attendues.

Finalement, les expressions du mouvement et de la pression sont :

u(y) = «141 (XL> exp(£! kry.1) (éK (y) £ Isigne (w — wK)iK (y)) +0O(e)

P(y)=—yP° .ili <f‘> exp(£l K, y.r) div <QI>K (v) =+ Isigne (w — wK)éK (y)) + O (¢)

7.3.4 Modulation des modes triples et multiples.

Nous allons maintenant étudier aux modes multiples en commencant par les modes

1 2 3
triples dont les trois vecteurs orthonormeés sont %X, @ X @ K.
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7.3.4.1 Modulation des modes triples.

Dans le cas des modes triples la solution du probléme a l'ordre dominant Eq. (7.22)
s’écrit :

1O (2, y) = AO(2) 9K (y) + A0 (@) 3K () + A0 (@) K (y)

A nouveau le probléme au premier ordre est le méme que le probléme (7.23), et apparait
le terme source S (1)@(0))_ Cependant il y a maintenant trois conditions d’orthogonalité
issues de l'alternative de Fredholm. De la méme maniére que précédemment on obtient
les trois équations couplées exprimées avec la variable usuelle y et en utilisant ’approxi-

mation & P'ordre o(¢) du premier correcteur de fréquence € w™™ 2wy = (w — wi)?

— —
) 201, 2. 31,3 1
C grady(A).q) P +grady(.A).<I> ¢ =-2(w—wk)wxg A+ O (¢)
—— —
) L2 1 8.2 .8 2
C grady(A).q) P +grady(.A).<I> ¢ = -2 (w—wg) wg A+ O (¢)
—— —
) TR 203 .2 3
C grady(.A).(I) Ny +grady(.,4).<1> o =-2(w—wk)wg A+ O (¢)

(7.32)
1 2 3
Ainsi la modulation de A, A, A est pilotée par un systéme d’équations différentielles

antisymétrique. La notation vectorielle étant plus commode on introduit I’espace vectoriel
V dans la base canonique a;, ¢ = 1,2,3. Les composantes de tout vecteur v. € V sont

1 2 3
les amplitudes de chaque mode : V = {v(y); v(y) = A(y)a; + A(y) ay + A(y) ag}. Les
caractéristiques de la modulation sont étudiées dans le domaine de Fourier :

1 2 3
v(y)=voexp(Iryq) ; vo= (Aoa1 + Agay + Aoa3> i lell=1
ce qui correspond & une modulation plane se propageant dans la direction a avec un

nombre d’onde de modulation x(w, a). Pour simplifier les équations on utilise les notations
suivantes :

2 3 3 1 1 2

Le systéme d’équations linéaires (7.32) est ainsi équivalent a 1’équation vectorielle :

0 ca —ba
I1¢C? KM, vy = —2 (w—wg) wrgvy+ O (e) : M,=| —ca 0 a.o
ba —aa 0

De plus en multipliant le terme de gauche et de droite par I C? HM?’ I’équation devient :

{ —(C?R)® MEvy =4 (0 —wi)? wh vy + O (e)
M? = —|p,|?d+p,©p, ;  Pyl@)=(aaa; +baa,+caay)

Mg est une matrice symétrique dont les directions principales sont :

- P, () avec zéro comme valeur principale,

~ tout vecteur p  orthogonal a p,(a) avec —[|p, (a) |2 comme valeur principale.
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Par conséquent, la modulation se propageant dans la direction principale « posséde les
caractéristiques suivantes :
— Les amplitudes des trois modes sont reliées par :
—— —— ——
1 2 3 2 3 1 3 1,2
Ay) | @B 08 | + AF) [a. 2B o8 | + Ay) |28 @ =0 (e)

— Le nombre d’onde de modulation commun k(w, @) et la longueur d’onde de modu-
lation Ag des trois modes sont liés & la fréquence et & la direction de propagation
par la relation :

21

Rlw,a) = Ax(w.a) + O (e)
2w — wk| w?-/C?
- ¢ 2 3 3 1 12 rore
(g (I)K(I)K)2+(g (I)K(I)K)2+(g (I)K(I)K)2
—
L’ordre de la norme des vecteurs des directions principales est || &JK %K | = O(wk/C)

(de méme pour les autres modes). Ainsi la dépendance fréquentielle de la modulation
des modes triples est de méme nature que pour les modes doubles (voir Eq.(7.31)), en
particulier le phénoméne est toujours propagatif. Cependant la modulation peut voyager
dans toutes les directions p | avec des propriétés anisotropes.

7.3.4.2 Modulation des modes multiples.
Considérons enfin le cas général d’une pulsation wg associée & des modes multiples
n
définis par N > 1 modes, c’est-a-dire ’ensemble { P K} . La solution du probléme

ne[1;N]
a l'ordre dominant (7.22) s’écrit alors :

ZAOC%K ()

Les N conditions d’orthogonalités issues de l'alternative de Fredholm et ’approximation
a lordre o(e) de la fréquence ewM 2wy = (w — wi)? permettent d’écrire le systéme
d’équations exprimé avec la variable usuelle de I'espace y :

——

n

N

vp e [N] € | Y grad (A(y). @K% | = 2 (w - wi)wi Ay) + O () (7.33)
n=1
n#p

De la méme maniére que dans le cas des modes triples on construit un sous-espace
vectoriel (de dimension N) :

N
VN = {V(y) ;v(y) = ZA(X) an}

Et dans le domaine de Fourier :
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Cette écriture vectorielle permet d’exprimer le systéme d’équations (7.33) sous la forme :
ICQKMN.XO =2 (w—wg)wr vy + O () (7.34)

p
n
otl, en utilisant la notation Ypm = PEPH — Yy la matrice antisymétrique MN a

)

pour expression :

0 Tio& Ji3& Jin&
& 0 Jo3& Jon-&
M, = . : .
“TiN-1E o “IN_oN-1'& 0 In_iNe
NG Ty NG o “Inoi NG 0

En appliquant a nouveau I C? kM, & I'équation (7.34) on obtient ’équation macrosco-
pique vectorielle de propagation des modulations :

—(c? /£)2 M2 vy =4 (w— wi)? wk vy + O (¢)

La matrice (N x N) M?V est diagonalisable donc la modulation des modes multiples NV
est définie par N vecteurs propres et valeurs propres associées.

7.4 Bilan de I’étude des grandes modulations dans un milieu
poreux.

Ce chapitre décrit des phénoménes de grande modulation d’ondes acoustiques dans
un milieu poreux saturé par un gaz parfait. D’un point de vue pratique ceci signifie que
nous nous plagons en régime d’écoulement inertiel a une fréquence suffisament élevée
pour que les effets de dissipation visqueuses soient négligeables.

Dans un premier temps ce milieu a été modélisé par un réseau de résonateurs de
Helmholtz en séries, assimilable & un systéme masse-ressort. Cette analogie permet (i) de
retrouver les équations obtenues dans la premiére partie du mémoire et (ii) de montrer
que les équations de modulation obtenues dans le cas continu sont de méme nature que
dans le cas unidimensionnel discret.

Le probléme de la propagation d’ondes dans un milieu périodique peut étre étudié
par la théorie de Floquet et les ondes de Bloch. Pour l'illustrer et faire le lien avec la mo-
dulation on a considéré un exemple simple de milieu unidimensionnel continu : une barre
infinie périodique dont la cellule irréductible est de masse volumique constante et de co-
efficient élastique périodique. Le résultat principal est que lorsque le paramétre de Bloch
est rationnel, la fréquence et I'onde de Bloch associées correspondent respectivement &
la fréquence de résonance de la période multicellulaire avec des conditions périodiques et
au mode propre périodique (sur la période considérée). A cette fréquence 'amplitude du
mode est constante, et donc a son voisinage des grandes modulations sont attendues. Ces
résultats concordent avec ceux issus des études des phénoménes de grande modulation
dans des milieux discrets.

Nous avons ensuite appliqué la méthode d’homogénéisation des milieux continus pé-
riodiques classique & un milieu poreux périodique tridimensionnel, ce qui nous a mené
a I’équation de comportement macroscopique du milieu & 'ordre dominant & basse fré-
quence. Notons que la variable la pilotant est une variable scalaire (la pression). Contrai-
rement & la méthode HMPD, la méthode utilisée est continue & double échelle, avec une
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variable rapide et une variable lente associées respectivement aux variations a 1’échelle
de la période et a I’échelle macroscopique. Les caractéristiques sont les suivantes :

1. Le régime local dans la période est quasi-statique & I'ordre dominant, ce qui im-
plique qu’on travaille & basses fréquences (par rapport a la diffraction) ;

2. La variable physique pertinente est préservée par le changement d’échelles;

3. Une description unique du milieu équivalent est appliquée a I’ensemble de la gamme
des basses fréquences;

4. La description homogénéisée est indépendante de la période considérée (cellule
irréductible ou période multicellulaire) ;

5. Les propriétés de symétrie et de coercivité des tenseurs physiques a 1’échelle micro-
scopique sont préservées a 1’échelle macroscopique pour les tenseurs présents dans
I’équation de comportement.

A plus haute fréquence, la méthode asymptotique considérant la modulation est en-
suite appliquée au milieu tridimensionnel. Ses caractéristiques sont les suivantes :

1. La procédure de changement d’échelles modifie la variable pilotant la description
(de la pression a amplitude du mode) ainsi que 'opérateur différentiel régissant
le comportement du milieu;

2. Le phénoméne de modulation ne méne plus & une unique description mais une
famille de descriptions du milieu équivalent ;

3. Chaque description dépend du mode propre porté par I'onde modulée a haute
fréquence ;

4. Par conséquent, une description donnée dépend de la période sélectionnée (cel-
lule irréductible ou période multicellulaire) et n’est valide qu’au voisinage de la
fréquence propre de cette période avec des conditions aux limites périodiques.

5. La propriété de coercivité des tenseurs physiques, qui existe & 1’échelle microsco-
pique, peut étre perdue pour les tenseurs présents dans I’équation de comportement.
Cependant les propriétés de symétrie sont préservées a ’échelle macroscopique ;

6. Les parameétres de I’équation de modulation sont totalement déterminés par les
propriétés modales de la période considérée. Ces paramétres différent selon la nature
de la description macroscopique.

Malgré les différences, ’homogénéisation classique et 'approche par modulation sont
néanmoins relativement proches. En effet on peut observer que la fréquence nulle est une
valeur propre du probléme local associée & une pression uniforme. Par conséquent 1’homo-
généisation usuelle peut étre vue comme un cas spécifique de la modulation (de pression
uniforme a basse fréquence) ou alors la modulation apparait comme une extension natu-
relle de I'homogénéisation (considérant les modes propres a plus hautes fréquences). Sou-
lignons que le processus mathématique de changement d’échelles est identique & basses
et hautes fréquences. De plus, nous avons vu que l'alternative de Fredholm jouait un
role déterminant dans 'approche par modulation. C’est aussi le cas dans ’homogénéisa-
tion naturelle soit pour I’établissement de I’équation d’équilibre, soit pour investiguer la
diffraction de Rayleigh aux ordres supérieurs, voir [Boutin et Auriault, 1993|.

Nous avons aussi démontré que la nature des équations de modulation différe si le
mode est simple ou multiple. Il s’avére en particulier que la longueur de modulation
et la largeur de bande de fréquence au voisinage de la fréquence périodique différent
significativement. De plus les propriétés d’anisotropie de la modulation sont mises en
évidence : les modes simples présentent trois directions de modulation, les modes doubles
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sont caractérisés par une unique direction principale non nulle et les modes multiples se
propagent dans toute direction avec des caractéristiques anisotropes.

Dans cette étude nous ne nous sommes pas intéressé aux effets de dissipation visqueuse
et thermique. Néanmoins, il serait intéressant d’un point de vue pratique de les intégrer
par exemple avec des approximations de la couche limite.
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Chapitre 8

Grandes modulations dans un
milieu élastique et visco-élastique.

Dans ce dernier chapitre le phénomene de grande modulation est tout d’abord investi-
qué dans un milieu composite élastique. La procédure asymptotique s’applique de la méme
maniére que dans le cas des ondes acoustiques dans un milieu poreuz, sauf que la variable
n’est plus scalaire (la pression) mais vectorielle (le déplacement u). Ainsi a nouveau les
équations de modulation d’un mode simple et d’un mode multiple différent par leur terme
fréquentiel. A la fin de cette étude les résultats issus de la modulation des modes multiples
servent a retrouver les résultats de [’homogénéisation usuelle via 'approche par modula-
tion. Enfin pour illustrer les résultats théoriques un exemple de calcul de modulation dans
le cas d’un mode multiple est proposé. La derniére partie est consacrée a la [’étude de
la modulation dans un milieu faiblement visco-élastique. La faible dissipation est traitée
comme une petite perturbation complexe du probleme élastique.

Sommaire du chapitre.
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€, €y, €e;3 Repere orthonormé de I'espace.

v, x,y Variable de ’espace physique; Variable a 1’échelle macroscopique

a a et a 1’échelle locale.

Qo, 0, lo Domaine de la période irréductible, sa frontiere et sa taille ca-
ractéristique.

Q, 00, ¢ Domaine de la période multi-cellulaire, sa frontiére et sa taille
caractéristique.

e=/{l/L, L ratio d’échelle, longueur de modulation macroscopique ca-
ractéristique.

g, e Tenseurs de contrainte et de déformation.

i ; Tenseur élastique et masse volumique du milieu.

w Pulsation.

u, v = %g Déplacement physique et déplacement pondéré.

g, P Opérateurs différentiels élasto-dynamiques relatifs a u et a v.

A Amplitude de modulation du mode.

g; &= %Q Vecteur modal et vecteur propre.

A Longueur d’onde modale.

E(@K , Q‘]), Y(@K . D7 ), | Opérateurs linéaires scalaires, vectoriels et matriciels relatifs aux

T(®X, ®7) vecteurs propres.

& (QK .07, V(QK 07 ), | Opérateurs linéaires scalaires, vectoriels et matriciels relatifs aux

l(QK,QJ) vecteurs modaux.

Q,R, [M] Tenseurs de modulation intrinseques relatifs aux vecteurs propres.

9, R, M Tenseurs de modulation intrinseques relatifs aux vecteurs modaux.

K, A Nombre de modulation et longueur de modulation.

n, 1 Petit parametre visqueux, dénotation des variables visco-
élastiques et nombre complexe.

TABLE 8.1 — Notations du chapitre 8.
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Chapitre 8. Milieu élastique et visco-élastique.

8.1 Cadre de travail des grandes modulations d’ondes a
hautes fréquences dans un milieu périodique élastique.

8.1.1 Modes de périodes multicellulaires dans des composites élas-
tiques périodiques.

F1GURE 8.1 — Composite élastique 3D périodique dont la période irréductible 2y paralé-
lépipédique est de taille lp, dans les trois directions.

Considérons un milieu composite élastique périodique dont la période irréductible
parallélépipédique g est de taille lp, dans le trois directions, voir la figure (8.1). Le
tenseur élastique g et la masse volumique p varient dans la période, mais leurs valeurs
restent du méme ordre de grandeur. En régime harmonique a la pulsation w et dans
I’hypothése des petites déformations, le milieu élastique est gouverné par les équations
de comportement et d’équilibre suivantes (par linéarité, le terme temporel harmonique
el @t est simplifié) :

2

gw=g:ew) ,  div(g(w)+pwu=0

ot u représente le champ de déplacement, o (u) le tenseur des contraintes et e(u) =

% (grad(g) +1 grad(g)) le tenseur des déformations. En chaque point de la période, la

masse volumique est positive et le tenseur élastique est elliptique, c’est-a-dire qu'da > 0

tel que Vejj, €ij, a5k e > aegje;j qui respecte les conditions de symétrie usuelles :

Aijkl = Qjikl = Qijlk = Qkli;- Dans un milieu infini, le probléme s’écrit :
Gw+pw’u=0 ;  G(u)=div(a:e(u))

. - (8.1)
(1); p(y) Qo — périodique 5y €0

s

Dans la partie 7.3.1.3 nous avons montré qu’a cause du régime dynamique a 1’échelle
locale les modes périodiques dépendent nécessairement de la définition du volume de
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période  sur lequel les conditions aux limites périodiques sont appliquées (sur 92 au
lieu des conditions internes définies sur 9€)g). Par conséquent, la période €2 sur laquelle
le mode périodique est défini doit étre spécifiée : contrairement a I’homogénéisation a
basse fréquence, une analyse compléte avec des conditions aux limites périodiques ne
peut pas étre réduite a la période irréductible €2y. Ceci est implicitement inclus dans la
suite ou l'analyse est effectuée pour toute période a plusieurs cellules = [ J - Qop,
et la période € sélectionnée devient un parameétre de la description. Ainsi, nous traitons
le probléme suivant dans 2 :

G +pwu=0 ;  G(u=div(a:e(w)
- 8.2
a(y); p(y) Qo — périodique ; y e ; u(y) © — périodique (8.2)

Si p est constant dans la période, ¢’est un probléme aux valeurs propres puisque dans ce
cas l'opérateur * G est auto-adjoint. En effet, en appliquant les transformations intégrales
usuelles, les conditions de périodicité et la symétrie du tenseur élastique, on a pour tout
champs u et v de Q :

\
T~
Q
—
|
SN—
=
~

|

|

| —
—
o
—
=
S~—

e

1o
—
|
SN—
~

Il

(G(u).u) (8.3)

ol on définit la moyenne sur €2 :

1
0= [

Cependant, comme p varie dans la période, 1 G n’est plus auto-adjoint. Néanmoins, un
opérateur auto-adjoint est obtenu dans ’espace des "déplacements pondérés"

qui sont aussi Q-périodiques. Diviser I’équation d’équilibre du probléme (8.2) par la

oY)
(Vp)

quantité permet de reformuler le probléme en :

1 1 1
P +w’v=0 ; Pvztii(a:ev):gu
; p Qo — périodiques : y€Q ; v(y) Q — périodique

=

et P est auto-adjoint puisque pour tout champ de déplacements pondérés v and v’ -
périodiques :

‘u%ﬂwmw—@wm> (8.5)

Ainsi (8.4) est un probléme aux valeurs propres, le spectre de —P est discret et réel et
Iellipticité du tenseur élastique garantit que —P est positif. Par conséquent, en suivant
[Courant et Hilbert, 1970], les valeurs propres sont les carrés des pulsations : 0 < w? <
- <w?% < ..., et les solutions de (8.4) sont les ensembles de pulsations propres {w;} et

de vecteurs propres associés {@J } qui satifont :

(P)) =3

(8.6)

P (/) +wj®’ =0 , dans Q
37 O — périodique
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Remarque 1 : Une valeur propre w; peut correspondre a un unique vecteur propre @7
ou a plusieurs vecteurs propres constituant un sous-espace vectoriel { Q}J . Pour simplifier
I’écriture, on utilisera la méme notation ®’ dans le cas des vecteurs propres simples ou
multiples. La distinction sera soulignée quand ce sera nécessaire.

Remarque 2 : Comme on ’a vu a la partie 7.1.3, I’ensemble des vecteurs propres

{‘I)J(?/); J>1;y€ Q} avec Q= Ugi 42,050

coincide avec le sous ensemble de la famille des ondes de Bloch 3D paramétré par les
vecteurs de Bloch § dont les composantes sont rationnelles dans les trois directions de
o, et par le numéro K de la valeur propre a 8 donné :

{GXP(I27T/8ilyi)SDK(Bay)§ 0< B = % <1;K>1; yGQ}

0; - i -

ot px (B,y) est une solution Qp-périodique de I'opérateur P décalé de 8 (voir (7.2)).
De (8.6) il découle que les solutions de (8.2) sont les pulsations propres {w;y} et les

{(v?)

vecteurs modaux propres associés sont {Q‘] = 7@‘7 }, qui satisfont :

{Q(GJ)+pw39J:o . dans © 57)

07 Q — périodique
Pour éviter toute ambiguité, nous nommerons systématiquement ®”7 les "vecteurs propres",
qui découlent du probléme aux valeurs propres, et 87 "vecteurs modaux" qui décrivent
les déplacements physiques.
Il est utile de rappeler quelques propriétés basiques des ®7 et 8”. Les vecteurs propres

{Q‘]} constituent une base orthonormale des déplacements pondérés Q2-périodiques v
définis dans €. D’aprés le probléme (8.4) on a :

(P (27).@%) +wj (27.2") =0 (8.8)
Comme <Q‘].@K> = 0k, I'équation (8.8) donne I'expression de w? :
wy=— (P (27) ") (8.9)

En utilisant la relation (8.5) I’équation (8.9) devient :

w3 = —Mlpp (G (8") 67

Finalement grace a (8.3), on obtient I'expression de w? en fonction de la déformée et de
la contrainte associée au vecteur modal 67 :

<6W) 2 e(eJ)> (e(8”) : a(8”))

w?]: =

Remarquons ainsi que

(@) @) =3 (vitame s (e(L)

e
Hijis

£(5))- 50
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Par conséquent, I'orthogonalité des vecteurs modaux est "relative" a 1’énergie élastique
et a I'énergie cinétique. Notons aussi que l'intégration de I’équation d’équilibre (8.7) dans
() donne, en utilisant le théoréme de la divergence et les conditions de périodicité :

(p0%) = (vp) (VP 2") =0

Enfin, il est intéressant de considérer le probléme en présence d’un terme source S qui
sera rencontré dans la suite :

(8.10)

Pw)+wiw+S=0 , dans Q
w ) — périodique

Prenons le produit scalaire de (8.10) par ®7 et de (8.6) par w,puis intégrons ces relations
sur €. Par soustraction, on obtient, en utilisant ’égalité (8.5) :

(sef)=0  (S&)+(wk-w]) (wel)=0, J#£K (8.11)

La premiére égalité impose une condition nécessaire sur S pour 'existence d’une solu-
tion. Elle exprime l'alternative de Fredholm. Ensuite, puisque {®}” constitue une base
orthonormale sur laquelle w peut étre décomposée, on obtient :

w=B2 + > (wd’) 2/ = BN — Y @qﬂ (8.12)

J#K J#EK

8.1.2 Meéthode asymptotique appliquée a la modulation.

Considérons une période a plusieurs cellules Q et choisissons par exemple le Keme
mode Q-périodique, c’est-a-dire le couple (wg,#%). Par construction, le vecteur modal
0% répété Q-périodiquement représente une onde a haute fréquence d’amplitude modale
constante, c’est-a-dire d’une longueur de modulation infinie. Nous recherchons les lon-
gueurs de modulation finies mais grandes en considérant (i) une amplitude (du vecteur
modal 6% ) non constante variant a 1’échelle L bien plus grande que la taille de la pé-
riode ¢, et (ii) une pulsation w distincte mais proche de la pulsation propre wg, puisque
e=/{/L — 0 quand w — wg.

Pour décrire le mode modulé sous une grande séparation d’échelle, ¢’est-a-dire quand
€ < 1, on applique la méthode asymptotique multi-échelles comme dans le cas de ’acous-
tique du milieu poreux vue au chapitre précédent. On introduit & nouveau deux va-
riables d’espace sans dimension, y/¢ = y* et y/L = z* associées respectivement aux
variations a 'échelle de la période et a 'échelle de la modulation, ou y est la variable
usuelle de I'espace. De maniére équivalente, deux variables d’espace, y = £y* = y et
z = {x* = ey = ey seront utilisées. Ce choix de variable de référence s’explique par
le fait que les phénoménes décrits sont indissociables des modes & I'échelle de la pé-
riode. La dérivée usuelle est donc changée en 0/0y +c0/0x. Par conséquent, les tenseurs
déformation et de contrainte deviennent :

g—>gy+agx g—>gy+5:$
e, (u) = ;(grady(U) + grad (u)) g,W=g:¢(u
e (u) = % (grad (u) +' grad (u)) g, W=g:¢
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De la méme maniére, les opérateurs différentiels G et P deviennent :

P—Pp+eP, +&P,e
GG, +5QW+EQQ$2
g () = div, (gy (y)> Py(v) = \[dﬁy (y(\[))
g,.(w) = div, (g, (W) +div, (2, (W) | Ppulw) = 7% (g(})) +7dw ( (}))
o(u) =div, (o (u L v
G,u(w) = div, (g, () Poa(v) = —div, (crz(ﬁ))

Les champs de déplacement "physique" w et "pondéré" v sont développés en puissances
de €, chaque terme (spécifié par ’exposant entre parenthéses) étant 2-périodique :

S Py) o
=§;elu<” (zy) U(%y)z\@tL(x,y) :iz;swm (2.)

Enfin, la pulsation est développée en puissances de € autour de wg :

o0
Ww=wg + Zsiw(i)
i=1

La procédure, similaire a [Sanchez-Palencia, 1980|, [Craster et al., 2010a], |[Boutin et al.,
2012], est appliquée comme suit : les développements sont introduits dans I’équation (8.1)
réécrite avec les dérivées a deux échelles, puis les termes de la méme puissance de € sont
identifiés, et les problémes sont résolus successivement jusqu’a l’obtention de 1’équation
gouvernant la modulation a grande échelle & I'ordre dominant. Notons que, pour bénéfi-
cier des propriétés de opérateur auto-adjoint P et de celle des vecteurs propres X, les
problémes aux différents ordres sont résolus dans I’espace du champ de déplacement pon-
déré v, et ensuite les solutions sont ré-exprimées dans ’espace du champ de déplacement
physique w.

8.2 Grande modulation dans un milieu élastique périodique.

8.2.1 Modulation d’un mode simple.

Dans cette partie nous nous intéressons au cas d’un mode simple a la pulsation wg
associée au vecteur modal §%. Le cas des modes double et multiple sera traité dans les
parties 8.2.2 et 8.2.3.

8.2.1.1 A l'ordre dominant.

A T'ordre dominant, dans ’espace du champ de déplacement pondéré v, le probléme

aux valeurs propres gouvernant v(?) est identique au probléme (8.4) :
P(v M +w2o® =0 , dans Q (8.13)
0@ Q- périodique .

Ainsi, comme 0% est un vecteur modal simple, ®¥ est un vecteur propre simple et la
solution est de la forme :

v (z,y) = AD@)2%(y) et uO(zy) = AV (2)0"(y) (8.14)

ou A(z) est 'amplitude variant & grande échelle du vecteur propre dFet également du
vecteur modal 8% qu’il reste a déterminer. Notons aussi qu’elle ne dépend que de la
variable lente x, et donc ses variations dans l’espace sont lentes.
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8.2.1.2 Premier ordre.

Le probléme suivant, gouvernant v(), prend la forme du probléme précédent o
s’ajoute un terme source & @) induit par le champ v :

P, M) + w0k o™ + W@y =0 | dans Q

SV =P, () + 2wk w® p© (8.15)
oM Q- périodique
Ce probléme est de la méme nature que (8.10), et le terme source SW doit respecter

l'alternative de Fredholm (8.11). Par conséquent, en remplagant 0 par son expres-
sion (8.14), on obtient la propriété d’orthogonalité suivante :

(80@).25) = (P, (A0 @2") 25) + 20 (A0 @2 25) <0 (316)

yx

De plus, en introduisant le vecteur V (@K , Q‘]) construit & partir des vecteurs propres
QK et Q‘] :

V (25, 07) = (\/p)° <ay (j;) .‘3; -g, @;) 3;> =-V(2/, ") (817

on montre que (le calcul est détaillé dans 'annexe C.2.1) :

O (pE) o7 ) = 1
(P (A0 @2") 27) 7

grad, (A0()) v (27, 0%)  (3.18)

et donc (comme V (@K,QK) =0):

(Pye (AV(@)2" ) .05) =

grad, (A0 (2)) .V (25, 0%) =0

1
(Vo)
Par conséquent, 'équation (8.16) est réduite a :

240 (z) WKW(I) <@K'@K> =240 (z) wi w =0 donc w® =0

ce qui signifie que pour un mode simple, le correcteur de la pulsation est nécessairement
du second ordre. Le terme source s’écrit alors :

SW®) =p, ()

et le premier correcteur du champ de déplacement pondéré v peut donc étre exprimé
dans la base orthonormale { @J}, comme on ’a montré dans le développement (8.12) :

P (L y) - A(l)(g)QK _ Z %@%7)

Wi — W
J£K K J

Ensuite, en exprimant <Byx (y(o))Q‘] > grace a I’équation (8.18), on montre que le premier
correcteur du champ de déplacement pondéré se décompose en :
1. une contribution proportionnelle & ®* du premier correcteur de amplitude modale
AW qui varie lentement,

2. une contribution orthogonale a ®% des trois composantes du gradient de ampli-
tude a 'ordre dominant gradx(A(O)),
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de telle sort que :

o (z,y) = AV @) 2" (y) - Y
J#K

27(y) (8.19)

[gd (A0@) v (@%@K)]
(vP) (W} — w?)

Ainsi, le premier correcteur du déplacement physique s’écrit :

u (z,y) = AV (@)0% (y) — >

. J#K

erad_(A©) (z)).V (9"70K)] ;
grad, 0 8.20
[ W I R

ol le vecteur ¥V (QK , QJ), construit a partir des deux vecteurs modaux 0K et 67 , est défini
par :

V(0%,07) =V (¥, 27) avec V(05,07) = (g, (¢7) 6% ~ g, (6%)0")

8.2.1.3 Second ordre.

A Tordre suivant, le probléme gouvernant v@ implique deux termes source, S®
induit par le champ v(©, et S 1) induit par le champ v (et simplifié en tenant compte
du fait que w® = 0) :

.2 (2(2)) + w%{ Q(Z) + §(1)(y(1)) + §(2) (Q(O)) =0 , dans Q

0@ Q- périodique

En suivant le méme raisonnement que pour le premier ordre, l'alternative de Fredholm
implique que :
(ISP @™) + 8P @®)].25) =0

C’est-a-dire :

<Byx(ﬁ(”)-@K> + <sz (Q(O))QK> + 2wk w®? <y(0>QK> =0 (8.21)

En utilisant les résultats des calculs sur P détaillés dans 'annexe C.2.1, les deux premiers
termes de 1’équation précédente (8.21) ont pour expression :

. V (27, 05) @ V (27, @F)
P T Q(l) @K = le(E orad A(O)
(Bule)87) B rea-g U

(Poa@).25) = div, <<%qj;>

puisque <Q(0).@K > = A L’équation (8.21) multipliée par <ﬁ>2 fournit 1’équation
pilotant amplitude a I'ordre dominant A (z) du vecteur modal modulé 8%

grad (A(O)))

div, @K-@x ( A0 @)» +2(/p)2wr w® A© () =0
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Le tenseur intrinséque QK contient toutes les caractéristiques de la modulation. Son
expression est, avec les vecteurs propres :

V (27, 05) o V (27, &¥)
of =T (", %)+
g e -

S

. T(e¥.0))= <w3>2<

ou avec les vecteurs modaux, qui expriment les déplacements réels :

V(e7,0%) ey (07,6%) K g J
OF = T (65 ,0%) + ; L T(65.07) = (0.
L S o - d) T

%)

s

(8.22)
Les deux expressions précédentes démontrent la symétrie du tenseur QK :

1. Par symétrie du tenseur élastique a (aiju = aijr) :
Tir (0%,0™) = (6 aijn 0/) = (0 awyi 0) = Tay (6%,6%)

2. Un tenseur construit a partir du produit tensoriel d’un vecteur par lui-méme est
nécessairement symétrique.

Examinons & présent la positivité du tenseur QK :

1. Grace a la propriété d’ellipticité de a, 3o > 0 tel que :

VX, 'XT.X=((X®0)

(X ®05) > al (X©05). (X005) >0

g

Ainsi le tenseur T (QK 0K ) est positif.

2. Cependant chaque tenseur dans la somme peut étre soit positif (w; < wg) soit
négatif (wy > wgk).

On ne peut donc pas conclure quant a la positivité de QK .

Remarque : En utilisant Pexpression (8.12), le déplacement pondéré a ordre 2 v
prend la forme suivante, linéairement dépendant (i) de amplitude de la modulation
a lordre 2, A® (ii) du gradient de Pamplitude de la modulation au premier ordre ,
grad (AM) et (iii) du double gradient de la modulation de I'amplitude a 1’ordre domi-

nant, gradx(gradx(fl(o))) :

v (z,y) =AP (2)2" (y)
[grad, (AD).V (@F, 05) + div, (T (27, @) grad (A))]

N o (y)
L% (VP) (W5 —w?) ‘

De cette expression on en déduit celle du déplacement physique w(?) a I'ordre 2.

ul? (z,y) =A®) (2)0" (y)
[grad (AD).Y (6, 6%) + div, (T (6%,6%) .grad, (A©))]

- 0" (y)
% (VA) @k — w?) ’
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8.2.1.4 Caractéristiques de la modulation d’un mode simple.

En revenant a la variable d’espace usuelle y = z/¢, indépendante de la longueur de
modulation, I’équation macroscopique pilotant la modulation & l'ordre dominant & la
pulsation w = wg + e2w® + O(e?) du mode simple Q-périodique (wK,QK) est de la
forme :

e2divy (QF grad (A® (v))) + (v w® 20x AV (y) =0

ot le tenseur QX associé au mode 6%, défini par (8.22), est totalement déterminé par
les propriétés dynamiques de la période (modes propres et pulsations propres), indépen-
damment du correcteur de la pulsation w® et des conditions aux limites. En utilisant
I'approximation & 'ordre o(e?) : w? — w? = w® (e22w) et en prenant en compte que
la modulation n’est exprimée qu’avec la variable d’espace y, les références a la variable
spatiale et aux ordres de 'amplitude et de la pulsation peuvent étre supprimées, ce qui
donne I’équation de modulation sous sa forme finale :

div (gf.@ (A)) + (VP (W2 —wk) A=0(e) (8.23)

Cette description de la modulation portée par le mode local est de la méme nature que
celle établie dans le cas de I'acoustique du milieu poreux (7.28), et que celles établies
dans le cas de composites élastiques 1D ou 2D dans [Craster et al., 2010a]. Le fait de
considérer une période €2 a plusieurs cellules avec des conditions aux limites périodiques
au lieu de considérer seulement une période irréductible Q (avec des conditions aux
limites déphasées) donne un formalisme commun & plusieurs situations possibles. De
plus, la décomposition du champ local sur la base physique intrinséque constituée des
modes (2-périodiques apporte une preuve simple de la symétrie de QK .

Comme le tenseur est symétrique, donc diagonalisable, la modulation 3D du mode
considéré peut étre décomposée en modulations spécifiques dans les trois directions prin-
cipales orthogonales de QK . Ses valeurs propres QX a = 1,2,3, peuvent étre positives
ou négatives et généralement sont différentes, ce qui implique 1’anisotropie du phénomeéne
de modulation.

Dans la direction principale a (avec la variable y, ), I’équation gouvernant I’amplitude
de modulation s’écrit :

2
O 55 + (VA* (&~ k) A= 0 () (5.21)
o
Par conséquent, 'amplitude du mode et le déplacement physique & ’ordre dominant sont
des combinaisons linéaires de fonctions de la forme :

Aly) = Arexp(£l kayy) +O(e) 5 uly) = Asexp(£l kay,) 05 (y) + (9((6) |
8.25

L’expression du nombre de modulation x, est :

(w2 — w2 w
Ko (w) = \/<ﬁ> (QK ) + O (e) = (Vp) wi l(— -1)4+0()  (8.26)

QK ‘wi

Trois cas sont alors possibles :

1. Si (w—wk) QK >0, alors k,(w) est réel et la modulation dans la direction a oscille
et se propage avec une longueur de modulation A% = i—: dépendant fortement de
la fréquence :

Kw_27r QK WK
Aa()_<\/ﬁ>wK 2(&)*&)[()—’_0(5)
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Par construction de 'expression (8.22), QX est du méme ordre de grandeur que le

274/ QK
(Vo) wie
AKX du mode. On respecte donc la séparation d’échelle, AX > AKX quand w — wk-.

tenseur élastique QX = O(|al), donc est de I'ordre de la longueur d’onde

2. Dans le cas contraire, si (w—wg)QX < 0, ko(w) est imaginaire, donc la modulation
est exponentiellement décroissante avec |AX| dépendant aussi de la fréquence.

3. Le comportement asymétrique de part et d’autre de la pulsation propre peut étre
inversé dans les les différentes directions principales (’anisotropie peut entrainer
deux valeurs principales de signes opposés.).

Clairement, les modulations de nature propagative impliquent de grandes longueurs de
corrélation des ondes & haute fréquence.

8.2.2 Modulation d’un mode double.

8.2.2.1 Equation de modulation macroscopique.
Considérons a présent le cas d’'un mode double a la pulsation wg associée aux deux
1 2 i J
vecteurs propres orthonormaux ® % et ® % Ainsi (@ KoK ) = 6;5. La solution du pro-
bléme a I'ordre dominant (8.13) est donc :

v (z,y) = A0 (@) 25 (y) + AO(2) & K (y) (8.27)

Le probléme au premier ordre (8.15) introduit le terme source S () = Byx(y(o)) +
2w wM @ Comme le mode est double, deux conditions d’orthogonalité découlent de
I’alternative de Fredholm :

1 2
(SOeM.eF) =0 (SPED).eF) =0

En introduisant I'expression (8.27) de v() et utilisant les relations (8.17 - 8.18), ces deux
relations se simplifient en deux équations couplées :
20 Lk 2K 2 G
grad (AQ (@) V(2" %) +2 (/p) wxkw® AV () =0
(8.28)

1 2 1 2
mad, (4102 7 (25,25) 4 2 (/) e 4 02) =0

En éliminant 'une des deux amplitudes et en multipliant par <\/,5>2, on obtient I’équation
de modulation :

Pouri=1,2  div, <RK.gradx(;l <0>(:):))) 4 (V) ()2 AO (2) = 0

ot le tenseur intrinséque RX est défini & partir des deux vecteurs propres ou des deux
vecteurs modaux par :

1 2 1 2 1 2 1 2
(37 o (br.d0) y (o) oy (050)
RE — = (8.29)

- (vp)" wi (vp)" wi

D’aprés ces expressions, le tenseur R¥ est clairement symétrique et positif.
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8.2.2.2 Caractéristiques de la modulation d’un mode double.
1 2 1
Les deux modulations A et A© ont des roles symétriques et ici A (© est choisi
arbitrairement. En revenant & la variable de I’espace y = z/e, (en gardant les méme
notation pour les amplitudes), et en utilisant I’approximation a 'ordre o(e) : ew® =

w — wg, on obtient le systéme d’équation a I'ordre dominant (8.30) pour la modulation
1
du mode double (wg, 8 a la pulsation w = wx +ewM +0O (62). Comme le systéme

d’équations (8.28) est piloté par une unique variable d’espace, la référence a la variable
spatiale est supprimée. De méme, puisqu’on ne considére que les équations de modulation
a 'ordre dominant, la référence a 'ordre a aussi été omise.

2
K.0%)

div (RK.grad(it)> 4 (V5 (w—wi) A= 0O ()
) ) L (8.30)
2 (p)? wi(w— wi) A = grad(A).V <0K,9K> + 0 ()

La relation entre ¢24(y) et grad(.il(y)) indique que la modulation du double mode implique
la modulation des deux modes : la perturbation induite par ’'amplitude de la modulation
d’un des modes est équilibrée par le second mode (et réciproquement). Comme les deux
modes interférent & la méme fréquence propre, les caractéristiques de la modulation des
modes doubles sont trés différentes de celles de la modulation des modes simples.

L’expression (8.29) du tenseur symétrique EK implique qu’il posséde une unique

valeur propre non nulle Rl[f > 0, associée a la direction principale v :

1 1.2 1.2 1.2
RE = —— —|v@X,05))>0 ; v=vO%85)/|ve~X 05 (831)
(V) wi

qui définit la direction de modulation. L’amplitude de la modulation dans la direction
principale v (avec la variable y, = y.v) est gouvernée par I’équation :

1
9% A 1
Rffa—yQ—i-él <\/f)>2 (w—wK)2.A:(’)(€)

ce qui introduit le nombre de modulation & valeur réelle x, et la longueur de modulation
AKX =27 /K, relies a la fréquence par les relations :

(Vo)
VRE

w—wk|+0() A5<w)_M+0(e) (8.32)

ry(w) =2

1 2
Les variations des amplitudes de A et de A prennent la forme suivante, ou XJ- =y-

ol 1 1
Aly) =A+(yh) exp(£] K, y.v) + O (¢)
2

. (8.33)
A(y) = + Isigne(w — wi ) Ax(y™) exp(£l s, y.v) + O (¢)

Contrairement aux modes simples, le comportement de la modulation modulation est
symétrique des deux cotés de la pulsation du mode wg. La longueur de modulation est
inversement proportionnelle a la différence de pulsation |w —wg | pour le mode double et
a la racine de la différence de pulsation /w — wg pour le mode simple. Par conséquent,
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la bande de fréquence ou la modulation de modes doubles est possible est plus large que
celle des modes simples. De plus la longueur de corrélation est plus grande pour les modes
doubles que pour les modes simples.

Finalement le champ de déplacement physique s’écrit :

u(y) = jli (Xl) exp(El ryy.) @K (y) + Isigne (w — WK)éK (Y)> +0(e)

8.2.3 Modulation d’un mode multiple.
Continuons cette étude en considérant a présent un mode multiple a la pulsation wg

k
défini par N modes propres avec les N vecteurs propres orthonormaux associés ® &, on

k l
(@K.®KY =6, (k,1) € [1,N]. La solution du probléme (8.13) s’écrit alors :

Nk k
0Oz, ) =Y A0 (@) 2X(y)

k=1 -
Le probléme a l'ordre suivant est identique a (8.15), et introduit le méme terme source
S (1)@(0)) =Pyu (y(o)) +2wr w® 0@ Ainsi, les N conditions d’orthogonalités suivantes
sont obtenues a partir de ’alternative de Fredholm :

l [ [
vie[1,N], (SW@).eK) =P, )05 +2wkw® 0.2K) =0

—yx
En introduisant I’expression de 0 et en utilisant les relations (8.17 - 8.18), les conditions
d’orthogonalité se simplifient en un systéme de N équations couplées (exprimées avec la
variable d’espace usuelle y et en utilisant I'approximation a I'ordre o(e) : cw®2wg =

2wi(w— wg)) :

N
VEILNL > gad(A) V@K, 85) +2 (/5w —wi) A =0()  (834)
k=1

ou les références & l'unique variable d’espace et aux ordres de grandeur ont été sup-

primées. Ainsi, comme Y(éK , é Ky = —Y(é K iK ), les amplitudes ./’Zl sont gouvernées
par un systéme différentiel antisymétrique. Il est pratique d’introduire l’espace vecto-
riel A des vecteurs A 4 N composantes constituées des amplitudes de chaque mode,
en notant a¥, k € [1, N], les vecteurs de la base orthogonale de cet espace vectoriel :

k
A=JSA(y); Aly) = A(x)a" . Les caractéristiques de la modulation sont recherchées
dans le domaine de Fourier en posant :

k
Aly) =Agexp(Iryd) ; Ag=Aoa, ; d=1

qui correspond & une modulation plane dans la direction d avec un nombre de modulation
k(w,d). L’introduction de cette expression dans le systéme différentiel (8.34) méne au
systéme antisymétrique linéaire suivant, ot la matrice [&(d)] de taille N x N dépend
de la direction d et est exprimée soit grace aux vecteurs propres, soit grace aux vecteurs
modaux :

Ik [M@)] Ay = ~2 (vp)® (w - wk) wr Ag + O (e)
(M(d)),, = V(K 85).d = V(0" 6%).d

) lpq A Y\Y
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Par conséquent, en appliquant @(d)] & ce systéme, on obtient le systéme différentiel
d’ordre N impliquant les amplitudes des N modes propres :

I€2

o (M(d)])* Ay +4 (VD) (w—wr)? Ag = O (e) (8.35)
Wi

Comme le tenseur | M 2 est symeétrique et positif, il est diagonalisable et on note {a™} ses
N vecteurs propres et {M2,} ses N valeurs propres. Il existe alors, dans chaque direction
d, N combinaisons de modulation multiple définies par :

4
A" (y) = Apa™" exp(I k™ y.d)+0O(e) ; (k™ (w,d))2 =4 <I\//£> w%{ (w— wK)2+(’) (¢)

m

et les déplacements correspondants s’écrivent :

p
u™(y) = Ao a;" exp(f k™ y.d)QK(X) + 0O (¢) : m € [1, N]

8.2.4 Modulation et homogénéisation a basse fréquence usuelle.

A la lumiére des résultats précédents, on peut reconsidérer I’homogénéisation classique
comme un phénomeéne de modulation apparaissant autour de la fréquence propre nulle.
La pulsation est alors développée comme suit :

w=04+ew®+e20@ 40 (63) ; w? =042 40 (53)

Le probléme aux valeurs propres (8.13) avec wx = 0 présente un mode propre triple
k k
Q(wzo) S/ e, k =1,2,3 correspondant ag(wzo) = e;. Par conséquent, le déplacement

(Vo)

k
physique est une translation uniforme dont Pamplitude de ses composantes est A () (z)
dans les trois directions, c’est-a-dire :

1 2 3
uO() = Y20 (g) - 4Oy e, + A0 @) ey + AV (),
VP
Dans ce cas, ’espace vectoriel A introduit dans la section précédente pour les modes mul-
k
tiples coincide avec I'espace physique 3D des déplacements variant selon x, et A © (z) =

ul” ().

Le probléme a 'ordre suivant (8.15) se simplifie en :

P, (9(1)) +§(1)(Q(0)) =0 , dans

SH) =P, ") (8.36)
o Q- périodique

L’alternative de Fredholm fournit les trois conditions d’orthogonalité pour k =1,2,3 :

(8D (), % o) =0

En notant que :

v (e g e) ~Yles) =0 o (B () e ) =0
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Ainsi, les conditions d’orthogonalité sont trivialement satisfaites, et aucune relation ma-
croscopique ne peut étre établie a cet ordre, contrairement au cas des modes multiples
a hautes fréquences. Le probléme (8.36) est classique en homogénéisation quand il est
posé sur la période irréductible €y. La symétrie et Dellipticité du tenseur élastique as-
surent l'existence et l'unicité de la solution, voir [Sanchez-Palencia, 1980]. Les mémes
arguments s’appliquent lorsque le probléme est posé sur la période a plusieurs cellules
). Manifestement, en périodisant la solution trouvée sur )y, on construit une solution
sur € qui est donc la solution. Ainsi, dans le cas quasi-statique, et contrairement au cas
des hautes fréquences, il est suffisant (mais pas nécessaire) de ne se concentrer que sur
la période Q. Ainsi € est replacé par )y dans le probléme (8.36) et dans les problémes
aux ordres supérieurs.

Maintenant, en utilisant la décomposition sur la base des vecteurs propres et des
vecteurs modaux { o } et {le } de la période irréductible €2y, on obtient les expressions
de v et de u) (avec la sommation implicite sur k = 1,2, 3) :

k
d (A©).v (67,
u® (z,y) = @Q(l) _ z)e;, + Z gra )250 e;) 0l (y)
VP J>0 (Vp) w3
ou Y (Qg , gk) prend la forme particuliére :
V(6] o) = (g, (e0) 6] — 2, (63) -e) = ~(c, (6]))-< (8.37)

k
En notant que (uM)(z) = AW (z)e; (car (®]) = 0) et en tenant compte de la symétrie
de g, (QOJ ), on obtient I'expression usuelle donnée par ’homogénéisation classique des
milieux composites élastiques :

u® (L g) — @(1)) (z) + €Pe (y) €2 pq (Q(o)) (z)

ot les champs locaux P, solutions du probléme quasi-statique (8.36) posé dans o,
sont indépendants de la distribution de masse volumique p(y) (contrairement aux modes
propres). Leur expression est :

{opq (‘967)> J s J J
gpq( ) - 0 ou Opq 0y) = Qpgrs €rs 0,
s JZ% <f> 2 0 (65) (65)

Ainsi, en notant avec l'exposant ® les modes propres et les fréquences dans le cas de la
masse volumique constante, i.e. p(y) = p® (et donc (¢5*) = 0), on déduit les relations :

(opq (67)) (704 (93°)) e
Voly) i Ly =-> 1”(20)293 == Mﬁ‘o} et (€M) =
=0 (V)" Wi 0 P
A Tordre suivant, le probléme gouvernant v@ dans Qg s’écrit
By2(2(2))+§(1)(y(1)) @@y =0 , dans Q
Sy = Byx(ﬁ(l)) : s )(Q(O)) =P, + (w2

v® Q- périodique

et les trois conditions d’orthogonalité imposées par ’alternative de Fredholm alternative
fournissent (I =1,2,3) :

((Panls) + ) + @7 10) e} =0
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Les deux premiers termes valent respectivement :

V (07, e,) @V (07, e

et

Sy VPN L

Ensuite, en utilisant les propriétés de symétrie de différents termes et la relation (8.37),
on aboutit a ’équation différentielle macroscopique :

div, ((ek -g-@) -@x (u](§0) ))

div, <C’ re, (Q(O) (@)) + <P>(W(1))2g(0) () =0

Rappelons que w? = &2 (w(l))2 +0(e?) et en revenant a la variable spatiale macroscopique
pertinente x, les références a la variable spatiale et & ’ordre peuvent étre supprimées. En
effet dans ce cas a basses fréquences les longueurs d’ondes sont trés grandes par rapport
a la taille de la période €2y et contrairement aux cas hautes fréquences la variable qui
décrit pertinemment la physique est la variable "lente" x. Ainsi on obtient ’équation de
comportement dynamique usuelle pour les composites élastiques & basse fréquence :

i (Ciew) +htu=00

ol le tenseur élastique macroscopique C' s’écrit :

= ()

(p) B (p) (a(87)) © (a(67))
VO~ (Ve

e

=

Puisque C' est construit sur des problémes indépendants de la distribution de masse

volumique, en considérant le cas particulier de la masse volumique constante p(y) = p°
on a :

0 5@ e @) 5~ (2@ o o)

T 2

Voly) %: (

s
s

Dans la partie 7.2, nous avons présenté le probléme de la propagation d’ondes dans un
milieu poreux parfait périodique selon ’homogénéisation usuelle [Sanchez-Palencia, 1980,
Auriault, 1991]. L’approche présentée ici dans le cadre des composites élastiques pério-
diques introduit une maniére différente de calculer le tenseur élastique macroscopique a
partir des modes propres de la période irréductible £2y. De plus, cette comparaison entre
les modulations & basse et hautes fréquences souligne que la formulation vectorielle 3D
autour de la pulsation w = 0 est construite sur un mode triple de déplacement uniforme.
A basse fréquence, la nature de la description est préservée par le changement d’échelle
(les termes élastique et inertiel restent découplés comme dans la loi de Newton), alors
qu’aux hautes fréquences, les effets élastique et inertiel sont combinés dans les paramétres
de modulation, et la loi de Newton n’est plus vérifiée pour la modulation. Ceci peut étre
expliqué par le fait que la description de 'amplitude modale n’est qu’une description
d’une partie de la matiére.
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FIGURE 8.2 — Le milieu périodique élastique pour l'illustration numérique : a) la cellule
irréductible et b) la période triple €25 3 ; choisie. Le type de sollicitation excitant le mode
double est aussi précisé.

8.2.5 Illustration.

Pour illustrer numériquement ces résultats théoriques, on présente un calcul de mo-
dulation basé sur I’approche multicellulaire dans le cas d’'un mode multiple. Dans ce
but on considére un composite périodique dont la période irréductible €2y est un paral-
lélépipede de taille 3cmx1.5cmx 1em dans les axes (e, €y, €3). La matrice en polymeére
(module d’Young 1 GPa, coefficient de Poisson 0.4, masse volumique 1200kg/m?) en-
toure une sphére de fer plus lourde et plus rigide de diamétre 0.4cm (module d’Young
200 GPa, coefficient de Poisson 0.29, masse volumique 7870 kg/m?), voir figure (8.2).
Ainsi, le paramétre de densité (,/p)? vaut 1255 kg/m?. Dans le but d’expliciter I'ap-
proche multicellulaires, les modulations sont explorées en considérant une période triple
2 = Q31 (de dimension 3cmx4.5cmx1cm) constituée de trois cellules irréductibles ré-
pétées dans la direction ey. Les deux étapes de la procédure consistent en (i) le calcul
des modes propres de €31 avec des conditions aux limites périodiques, et (ii) la dé-
termination numérique des paramétres pilotant la modulation du mode choisi. Dans le

cas traité on cherche les modulations du mode fondamental. Le calcul numérique fournit
12
les deux vecteurs modaux 6 et 8 respectivement aux fréquences 11.7619 kHz et 11.7621

kHz. La différence des fréquences de 0.2 Hz est plus petite que la précision numérique.
Par conséquent la fréquence fondamentale f; = 11.762 kHz est associée au mode double

{é, é} Sur la figure (8.3) les déformées modales associées sont représentées. Notons que
les déplacements sont principalement orientés dans la direction e;. Comme attendu, la
périodicité aux frontiéres de normale e, est uniquement satisfaite pour la période triple
1,3,1, et non pour la cellule irréductible €29. La modulation des modes doubles a été

12 1\ 2 2\ 1
étudiée dans la partie 8.2.2. Le vecteur V(6,0) = <ay <9> .0 — a, (0> .9>, qui définit

la direction de propagation de la modulation v (8.31), est calculé et coincide (& 1076
prés) avec la direction e,. Rappelons que e, est la direction selon laquelle la cellule €
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FIGURE 8.3 — Déformées modales de # (en haut) et § (en bas). Au milieu sont représentées

12
les variations des composantes de § et 6 le long de la droite passant par le centre des
trois sphéres.
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est répétée. Ainsi, en suivant la relation (8.29), le tenseur R est déterminé et son unique
valeur propre non nulle est R = 1.35 GPa.

Un premier exemple est présenté pour une fréquence imposée f' = f1 + Af’, avec
Af" = 360 Hz. En utilisant la relation (8.32), la longueur de modulation est calculée
et vaut A, = 1.44 m, qui correspond & trente deux fois la taille de la période €31
dans la direction ey, ou autrement dit environ a cent fois la taille de la cellule irréduc-
tible. Par conséquent, le ratio d’échelles valant ¢ = 27 (31y)/A, ~ 0.2, 'hypothése de

séparation d’échelles est raisonnablement vérifiée. Sur la figure (8.4) sont représentées
1 2
les modulations d’amplitudes des deux modes A et A selon la direction e,. Le champ
11 22
de déplacement correspondant, donné & l'ordre dominant par u = A0 + A6, est aussi

présenté en plusieurs périodes du milieu. Ceci illustre le transfert d’'un mode & 'autre
associé avec la propagation de la modulation résultant du décalage entre la fréquence
imposée f’ et la fréquence propre de la période f.

Yu

1 2
FIGURE 8.4 — Modulations d’amplitude A(y) et A(y) dans la direction principale v = e,
obtenues par le décalage de fréquence Af’ = 360 Hz. Les déplacements de la période
sont recomposés par combinaison des vecteurs modaux a quatre endroits différents.

Dans un second exemple, la fréquence imposée est f” = fi +Af"” avec Af” = 90 Hz.
Comme Af” = Af’/4, la longueur de modulation est quatre fois plus grande que dans
le premier cas, voir la figure (8.5). Elle vaut A, = 5.76 m, et le ratio d’échelle € ~ 0.05
montre que ’hypothése de séparation d’échelle est trés bien respectée. Lorsque 1'on com-
pare avec le cas précédent, les déplacements sont significativement différents aux mémes

endroits du milieux alors qu’ils sont construits & partir des mémes vecteurs modaux {é, é}
Finalement, rappelons que plus la fréquence imposée s’éloigne de la fréquence propre, et
plus la précision de la description décroit. Dans cet exemple illustratif, la largeur de
bande de fréquence dans laquelle la description de la modulation est valide est de ’ordre
de 1 kHz, centrée sur la premiére fréquence propre de la période étudiée €21 31 : la gamme
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FIGURE 8.5 — Comparaison (i) des amplitudes des modulations obtenues pour les fré-
quences ' = f1 + 360 Hz et f” = f1 + 90 Hz et (ii) des déplacements au méme endroit

du milieu.

page 183



Partie III. Dynamique & basses et moyennes fréquences d’un milieu 3D périodique.

est fréquence est donc [11.2 kHz - 12.2kHz|.

¢)

FIGURE 8.6 — a) Période irréductible g b) Période double €11 choisie ¢) Déformée

1
modale de 6.

Le tenseur R traduit I'interaction entre les deux vecteurs propres d’'un mode double.

Dans I'exemple que 'on vient de traiter, le mode double de la période triple est identifiable
102
a celui présenté dans ’étude du systéme masse-ressort, car les vecteurs modaux 6 et 6

(voir figure 8.3) sont assimilables aux deux vecteurs propres de €23 dans le systéme masse-
ressort : {0,—1,1} et {—1,1/2,1/2}.

A présent considérons une période irréductible ¢ de taille 3 cm x 1 cm x 1 cm
dans les axes (e, €y, €3), voir figure 8.6-a). La matrice en polymeére et la sphére de fer
ont les mémes propriétés mécaniques que précédemment. L’analyse modale de la période
double Q911 (de dimension 6 cmx1 cmx1 cm) figure 8.6-b) méne au mode fondamental

12
composé de deux vecteurs modaux 6 et 6 aux fréquences 8, 56655 kHz et 8, 56687 kHz.
La différence entre ces deux fréquences de 0.32 Hz étant plus petite que la précision

12
numérique, la fréquence fondamentale f=8.566 kHz est associée au mode double {6, 0}.
1
Sur la figure 8.6-c) est représentée la déformée modale  dans le plan e, e,. La déformée

modale de é est identique mais dans le plan e;, e;. Un calcul semblable a celui dans
I’exemple précédent méne au tenseur R, dont I'unique valeur propre est R = 0.0065 Pa<
1.35 GPa. Remarquons que la présence d'un mode double en considérant une période a
deux cellules sort du cadre de I’étude du systéme masse-ressort, ot seul un mode simple
anti-périodique était présent. L’explication est que ce mode est double uniquement a
cause de la symétrie de la période irréductible par rapport a ’axe e;. C’est pourquoi les
deux vecteurs propres interagissent trés faiblement, ce qui se traduit par la trés petite
valeur de R. Remarquons que ce résultat est issu d’un calcul numérique, dont la précision
fait que cette valeur est proche de zéro mais n’est pas nulle.

L’étude du phénomeéne de grandes modulations dans des composites élastiques differe
du cas du milieu poreux (i) par la nature vectorielle de la solution recherchée, et (ii) par
la dépendance spatiale de la masse volumique, qui oblige a considérer deux espaces de
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travail : I'espace des vecteurs propres qui ont les propriétés d’orthonormalité, et 'espace
des vecteurs modaux qui décrivent la réalité.

8.3 Grande modulation dans un milieu visco-élatisque pé-
riodique.

Maintenant que les équations de modulation sont établies dans le cas des composites
élastiques périodiques, nous allons rechercher quels sont les effets d’une faible dissipa-
tion sur ces équations dans un milieu composite visco-élastique périodique. En régime
harmonique & la pulsation w, la loi de comportement est exprimée grace au tenseur visco-
élastique a(w), dont la partie réelle décrit les propriétés élastiques et la partie imaginaire
prend en compte la dissipation. Pour considérer une faible dissipation on introduit un
petit paramétre 7 et les deux tenseurs réels a, @’ tels que (I est le nombre complexe tel

que I2 = —1) :

e
s

+1Ind ; O(a)=0 (d') et <l

Comme la modulation apparait dans une gamme de fréquence autour des fréquences des
modes propres périodiques, on considérera que pour chaque mode donné le tenseur a est

indépendant de la fréquence, autrement dit on négligera les petites variations dans la
petite bande ou apparait la modulation. Cependant a prend des valeurs différentes pour

les différents modes.

La faible dissipation est traitée comme une petite perturbation complexe (O(I 7)) du
probléme élastique. Ainsi, tout opérateur différentiel visco-élastique (noté avec le sym-
bole 7 ) est décomposé en un opérateur élastique (comme dans la partie précédente) et en
un correcteur complexe visqueux (noté avec le symbole ./, proportionnel & O(In)). Cette
décomposition permet d’introduire les variables complexes sous la forme d’un dévelop-
pement en [ 7, limité ici au premier ordre. Par exemple le champ de déplacement s’écrit
@ =u+Inu +O(n?). De plus, il est aussi pratique de considérer la pulsation complexe
sous la forme © = w + Inw'.

Avec ces notations le milieu est gouverné par les équations de comportement et
d’équilibre (8.38), ou a et p sont Qy-périodiques. De plus par linéarité le terme tem-

porel exp(I @& t) est simplifié.

(@) =a:e(@

&

;o div(a(@) + p@?

[19:
)
[0
[
)

=0 (8.38)

8.3.1 Modes complexes visco-élastiques d’une période multicellulaire.

Dans la période a plusieurs cellules € = Uy, 4,.4;§20 du milieu visco-élastique décrit
précédemment, le probléme s’écrit :

G@)+pa?a=0 ;  G(a)=div(

HijisH

re())

; p Qo — périodique ; y € ; u(y) Q — périodique

e

Comme dans le cas élastique, on définit le probléme associé gouvernant le champ de

NG

déplacement pondéré v = N0 U :
~ ~ 1 1
P@)+&°8=0 ; P@)=—-div(a:e(--0))
V= TP (8.39)
a; p Qo — périodiques : y e ; v(y) 2 — périodique
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Lorsque 7 — 0, le probléme (8.39) tend vers le probléme élastique (8.4) caractérisé par ses
pulsations propres {wyx} associées aux vecteurs propres {®%}. Pour prendre en compte
la perturbation visqueuse au premier ordre en 7, on cherche v sous la forme :

t=v+1Inv+0(n%) (8.40)

et de la méme maniére pour les vecteurs propres, les vecteurs modaux et les pulsations
propres :

" = K4 1n® 10 (n?) ; 0" =X+ 190" 10 (%) 5 @x =wr+Inwi+0 (n*)

En développant a la fois Vopérateur différentiel visco-élastique P et le champ de dépla-
cement pondéré v en puissances de 7 on obtient :

P() = P(2) + P'(8) = P(v) + I [P'(v) + P)] + O (n) (8.41)

ol on adopte les notations :

P(vv:\;mv(a(;ﬁv')) ; P’(v)z}div(a’(}u)) (5.42)

avec pour tout champ w :

cw =a:e(w) ;5 gw=4d:ew)
Le probléme (8.39) a I'ordre dominant en 1 correspond au probléme élastique (8.4) avec
les solutions propres {wg, ®}, (8.6). Au premier ordre en 7, le probléme gouvernant le
correcteur visqueux ®' s’écrit :

P@") +wh @ +8'(@%)=0 , dans ©

S'(@%) = P/(@") + 2wk wiy @F
' O — periodique

En suivant les relations (8.11-8.12), et en utilisant la base des vecteurs propres { i } on
déduit : e
S'(@7).
(@8 =0 ; == %@J

JAk YK 7Y

Remarque : Le vecteur Q’K pourrait inclure une contribution proportionnelle a ®* mais
d’amplitude indéterminée, indépendante de S’. En conséquence, sans restreindre la gé-
néralité on choisit cette amplitude nulle de sorte que ¥ et @’ K soient orthogonaux.

Ensuite, on montre que (voir I'annexe C.2.1) :

ot B/ et £ sont les fonctions énergétiques symétriques, dépendants de & et &7, définies
par :

2 @) - i (s, ()2, (L)) €)= (5, 092, @)
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Les correcteurs des vecteurs propres et des vecteurs modaux ont alors pour expressions :

P B (@F,97) & (6%, 0"
D (y) = /(y); 0 (y) =
‘ J;(m Wi —w2) o ‘ J;(m (@3 —?)

Et le correcteur de la pulsation s’écrit :

67 (y)

Pl (QK,QK)
2(vp)" wi

Finalement, les approximations au premier ordre en 7 :

/
W =

68 =0+ g L O(F) et G =i+ Inwle+ O ()

définissent les vecteurs modaux et pulsations propres visco-élastiques complexes de la

. . = K ..
période a plusieurs cellules Q. De plus, {® } est une base orthonormale a la précision
n? prés, puisqu’en tenant compte de la symétrie de E’ et de I'orthonormalité de {@K }:

(@".8") = (@7.07) + Iy ((@".27) + (@ .27)) + 0 (1) = 81+ O (?) = b1y

~

ol dorénavant on utilisera le symbole = pour exprimer 'égalité jusqu’a la précision
O(n?). Par conséquent, jusqu’a O(n?), les résultats classiques sur les vecteurs propres et
les pulsations propres s’appliquent encore aux vecteurs propres et aux pulsations propres
visco-élastiques complexes. Par exemple, en considérant le probléme visco-élastique en
présence d’un terme source S :

B:(@)+w§<g+§=9 , dans Q (8.43)
w 2 — périodique

On établit suivant la méme procédure que dans le cas élastique les résultats suivants
jusqu’a l'ordre O(n?) :

I

")

O

( (8.44)

2

- (S.87)
0 et @=BP - f*
JAK Wi —wWg

8.3.2 Modulation haute fréquence en milieu visco-élastique.

Le principe des développements utilisés suit ceux présentés en milieu élastique, voir 8.1.2.
Nous choisissons une période Q et nous sélectionnons le K™ mode, c’est-a-dire le couple
(DK, QK) Dans le probléme visco-élastique il y a maintenant deux petits paramétres in-
dépendants : le ratio d’échelle € et le paramétre visqueux 7. Au voisinage de wg, comme
la rhéologie est fixée, le paramétre visqueux 7 est indépendant du parameétre de chan-
gement d’échelle € associée a la modulation. En conséquence, si 'on suppose les effets
visqueux intrinséquement faibles (n < 1), il est possible & chaque ordre de € de chercher
une solution approchée au premier ordre en 7. Ainsi la dissipation a chaque probléme
d’ordre € est considérée comme un petit correcteur des problémes élastiques. En sui-
vant les développements des opérateurs (8.41, 8.42) et des variables (8.40), les doubles
développements de 'opérateur é(@) deviennent :

B~—>£y2 +52~ya:+522~x2
() 2 Pyp(v) + I [P

‘ﬁr
e >
V)
—
|
S—

+
(D) 2Py (v) + In [P, (v) + P, (v)]
:2(0) 2 Po2(v) +In [Pha(v) +

D [
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Le champs de déplacement physique @ et de déplacement pondéré v sont développés en
puissances de €, chaque terme (Q-périodique en y) étant lui-méme développé en puis-
sances de 7. La pulsation (avec une faible contribution de la partie complexe) est aussi

développée en puissances de € autour de la pulsation wg

\/P(y) o
7 x — ~y = ’& €T = ’L’[}(z) X
(z,y) 77 (z,y) ?:0:6 o (z,y)

~—
[
ngk
m@.
1=
I

ol
i (z,y) = u(z, )+ Ind/D(z,y)
/(7)

89 (z,y) = @ (z,y) + Iz, Y)

MRE=RICNY IR

Ainsi on obtient le double développement du carré de la pulsation

0% 2wk 42T nwg Wi +2¢ [wKw(l) +1In <wKw(1) —{—wKw(l))}
+e [( M2 420wk w® +219 <w(1)w(1)/ +wrw®’ —|—w’Kw(2)>} + O (e”)

8.3.3 Modulation d’un mode simple.
Commencgons cette étude avec un mode simple visco-élastique a la pulsation Wx avec

le vecteur modal associé 6

8.3.3.1 Ordre dominant en «.
A T'ordre dominant en ¢, le probléme gouvernant o 7O gécrit :

Pp(@?)+0% 9@ =0 , dans Q
(8.45)
70 0 - périodique
et est identique au probléme (8.39) (ou au probléme (8.43) avec S = 0). Ainsi en utilisant
I'expression (8.44) la solution prend la forme :

=K

10 (z,y) = A0 (2) i (z,y) = A0 (2)8" ()

(v) d’ou

ce qui donne, en développant les termes en 7 :

00 (2,) = AV (@) 85 (y) + I (AV(@) () + AV (@) 2 ()

@(0) (Ly) %A(O)( )HK( )+I77 <A/(0)( )0 ( )—l—.A(O)( )QIK(Q)>

8.3.3.2 Premier ordre en €.
Comme pour 7V, on obtient un probléme de la méme nature que le probléme (8.43)
Eyz @MW) + &% oM + S( )( ©)y=0 , dans Q
S5y = Po(@0) + 205 5 5O (8.46)

Q- périodique
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et d’aprés l'expression (8.44), on déduit que <§~(1)@(0))§K> = 0. Ainsi, en notant que
(Pal@?).2”) = grad, (A0).7 (7, 2" (8.47)
ou R
Y(d) \If) =2V(2,9)+1In{V(®¥)+V(2,V)+V (29)}
avec

V' (@, 0) <a’ (L)L
V et V’ étant antisymétriques en ®, ¥ on obtient que :

Et donc

(Lye@) 2" ) =0

De ce fait la condition d’orthogonalité se réduit a :

Par conséquent, le correcteur d’ordre ¢ de la pulsation s’annule (jusqu’a l’ordre O (172)) :
o = M 4 Inw’(l) +0 (772) -0 (772) et ainsi 5(1)@(0)) _ ny@(o))
D’aprés les relations (8.44) et (8.47) on déduit que :

grad (A0).¥ (@J, @K) y

- - =K
Q(l) (&7 Q) = A(l) (&) (] (ﬂ) - 2 _ 2 y)
J#K J
et en revenant aux développements :
i =W 41 0 5 a =u® + 19/ +0 ()

les termes v(M) et u(!) coincident avec ceux du milieu élastique (8.19 - 8.20), alors que
expression de u/() est

g, ()20 e (40) ()
J#£K <ﬁ> (w%(_w?]) J£K <ﬁ> (wf(—wﬁ)

_ ]#ZK grad (:l(O)l?])' [V (QJ,QK) 2WJZ{%_2W?KW}(V <Q/J’QK) Y (QJ’Q/K) Ly (GJ’GK)} o’

ﬂ/(l) (i,g) :A,(l)QK—FA(l)Q,K

8.3.3.3 Second ordre en «.

Le probléme suivant, gouvernant 9@, a la méme structure que le probléme (8.46)

s(2) . . ~
avec un terme source S @ induit par le champ 5(© :

é?ﬁ( @) + % 7@ + S( )@(1)) +§~(2) @) =0 , dans Q
P = P () + ((&1(1))2 420

=
&
¥
~—
IS
e

@ 0— périodique

IS3)
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L’alternative de Fredholm donne la condition d’orthogonalité :

<[5<2)@(o)> n 3(1)@@)} @(0)> 0

ol en prenant en compte que o) = 0,
SP @) = P2 (50) + 20k 0@ 5

Ceci méne a 'équation de modulation pilotant A(z) :

div, (gK.gradm(A(o)D +2(/p)? ago® A =g

~K . . ,
Le tenseur visco-élastique Q est le tenseur élastique QK dont ’expression est donné

dans 'équation (8.48), corrigé par le tenseur Q’K

~K

Q =0 +img” (8.45)
olt I'expression du tenseur Q"% est :

g/K —2T (QK,Q/K) X 27:—/ (QK’QK)

5 v (0F07) + v (65,07) + v (85, 07) + LU iy (65 07)| 0 v (6F,0)
+2 J

J£K <\f> (WK WJ)
avec les notations :

1 (0K g\ _ pd 1 K . 1 (K pd\ _ [ 1 (pd\ oK
T (0%,07) = 0’ d6") Y (05.07) = () (¢)) 0"~ ¢

(").07)

L’expression (8.49) prouve que Q' K est un tenseur symétrique et réel. Il est donc diago-

=

nalisable, mais ses vecteurs propres peuvent étre différents de ceux de QK .

8.3.3.4 Caractéristiques de la modulation d’un mode simple visco-élastique.

En revenant & la variable d’espace physique, et en utilisant ’approximation a I'ordre
o(e?) : ©* — 0% = & (2 20k), I'équation & ordre dominant gouvernant la modulation
visco-élastique a la pulsation @ = @i + 0@ 2 + O (53) du mode visco-élastique simple

~ ~K . .
(W,0 ) est de la forme (o les références a la variable spatiale et a l'ordre en & sont
supprimées) :

div (9" grad(A)) + (vp)* (@ - 2%) A= O (¢)

- K

ou le tenseur Q associé au vecteur modal § est donné par (8.48). Développée en 7,
cette équation fournit (i) I’équation gouvernant la modulation élastique (8.50a) puis (ii)
I'équation gouvernant le correcteur visco-élastique (8.50b) :

div (QK grad(.A) ) (Vp)? (w? —wk) A=0(e) (8.50a)
div (QK grad(A') ) (Vp)? (w? — wi) A +div (%'K.@X (A))

+2 (VP (wo' —wrwk) A=0(e) (8.50b)
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Les tenseurs QK et @' X sont diagonalisables, mais leurs vecteurs propres sont différents.
Comme dans la partie 8.2.1.4, les valeurs propres de QK sont notées {Qé{, a=1,23},
qui peuvent étre positives ou négatives. B

Aux ordres dominants de € et 7, amplitude de la modulation dans la direction
principale « (de variable y,) est gouvernée par I’équation élastique (8.24). Les solutions
sont des combinaisons linéaires d’exponentielles de la forme (8.25), avec le nombre de

[ {v)® (w2~
QE

2
modulation k,(w) = wic) (8.26). La correction visqueuse de la modulation

d’amplitude dans la direction principale « est gouvernée par 1’équation :
> 82 A’

Qo dy?

+(vp)? (w? —wk) A+ (/p)? (W —wk) Y A=0(e) (8.51)

ou

/ / t I K
, <2ww WK Wi a9 -Oé>

T w? — w? oK
Introduire I'expression (8.25) de A dans I'équation (8.51) donne 'expression du correcteur
visqueux :

/
A = (A £ 1A ) exp i) + O 9

et par conséquent :

!/

. A " Ko
Aly) = Ax (1j:In <“41[+172H ya> +O(772)> exp(£ 1 kay,) + O(e)

En remarquant que les termes entre parenthéses peuvent étre exprimés comme l’ap-
proximation d’ordre O(n?) d'une fonction exponentielle, 'expression de la modulation
d’amplitude visco-élastique devient :

Aly) = At exp(£1Ray,) + O (e)

avec les constantes complexes Ay = Ay exp(In :3—/3) et 'approximation d’ordre O (772)
du nombre de modulation complexe :

fia = Ka (1+Ig'y/+0(772))+(9(€)

On retrouve & nouveau la décomposition de la variable visco-élastique en une partie élas-
tique corrigé par des termes visqueux. La partie complexe du nombre de modulation
introduit donc un terme qui va amortir la modulation ; finalement le champ de déplace-
ment physique visco-élastique s’écrit :

aly) = Ax exp(E 1 ko (140 (1)) va) exp(— % 29 kayo) 8" () + O ()

8.3.4 Modulation d’un mode double.

En suivant la méme procédure que pour les modes simples, on établit que les correc-
12
WK DK
07)

teurs visqueux du mode double (wg, 0 sont pour la pulsation :
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et pour les vecteurs propres et les vecteurs modaux (i = 1,2) :

' E/ (&)/K q)J> A 5/ <é/K 9])
&)/K_Z - o) - é/K:Z - o7

9

J£K <\f> (WK W%) B - J£K <\/ﬁ>2 (W%( - W?J) -

%

~

dont les propriétés d’orthonormalité sont : <§ KK ) =055

8.3.4.1 Equations macroscopiques de modulation.
12
On s’intéresse & présent a la modulation d’un mode double (0x, 8%, 05) tel qu'il a
été décrit précédemment. La solution du probléme a l'ordre dominant (8.45) est alors de
la forme :

1 1

2 2
10 (z,y) = AO(@2) 8K (y) + AO(2) K (y) = 0O (2, y) + TV (z,y)

ot Iexpression de v(® est donnée dans le cas élastique par 'équation (8.27), et son
correcteur s’écrit :

1 1 2 2 1 1 2 2
Vz,y) = A O(2) 2K (y) + A Ox) 25 (y) + A (2) 2 () + A0 () 27 (y)

Du probléme visco-élastique au premier ordre (8.46), deux conditions d’orthogonalité sont
déduites de 'alternative de Fredholm, comme dans le cas élastique dans la partie 8.2.2 :

1 2
<§”w@»éK>zo ; <§”w@»éK>zo

Ces deux conditions d’orthogonalité ménent & un systéme d’équations couplées (jusqu’a
la précision O(n?)). En les réécrivant avec les variables initiales d’espace, et en utilisant

Papproximation o(¢) : e @) = & — @k, les équations a I'ordre dominant gouvernant la
12

modulation visco-élastique a la pulsation @ = @k +£@® du mode double (WK, 0 ] K
sont de la forme (en supprimant les références a la variable d’espace et a l’ordre de

I'amplitude) :
2~ ~
grad <A> vV (

1
grad <.,Zl> Y
1

L’élimination d'une des deux amplitudes fournit les équations de modulations de A (z)

2
et A(z) :
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Développée par rapport au paramétre 7, cette équation donne (i) ’équation gouvernant
i
A(z) correspondant a la modulation du mode double (8.52), et (ii) I’équation pilotant

1
les correcteurs visqueux A’(z), (8.53) :

div <RK.grad <fét>) 44 (VP2 (w—wr)2A=0 &) (8.52)

div (RK.grad <A'>> +4 (Vp)? (w—wg)* A
+ div (R’K.grad (.Zl)) +8 (Vp)? (w— wg) (W — W) A=0 ()
(8.53)
ot E’K est le tenseur symétrique :

1 2 1 2 1 2 1 2 /
v <0K,0'K> Ly (9’K,9K> Y (eK,eKﬂ@v <9K,0K>—2“KRK

8.3.4.2 Caractéristiques de la modulation d’un mode double visco-élastique.

1
Nous choisissons arbitrairement ’amplitude A comme référence. Puisque I’équation (8.52)
est identique & I'équation de modulation dans le cas élastique, les résultats de la par-

K3
tie 8.2.2.2 s’appliquent aux amplitudes de modulation A (8.33). On retrouve le nombre

<\/:5>2 (";{—w()2
Ry

valeur propre non nulle RX de EK . A partir de 'équation (8.53) on obtient 1’équation

de modulation ky(w) = + O (e) (8.32) dans la direction v de I'unique

(]
pilotant les correcteurs A’ de la modulation dans la direction v avec la variable y, = yv:

1
82 / 1
R ayé +4(yp)* (w—wr)® A +4(/p)? (w—wk)? § A=0(e)
1%
ou
W — wh B tk-&K-E

§ =2 (8.54)

W — WK RE

1
L’introduction de 'expression de A présentée a I'équation (8.33) fournit la forme du
premier correcteur visqueux, ol f— =y—(yryu:

/ o’ Ai(zl) Ky
2

1

Aly) = (A'i(yl) + YV> exp(+ 1 ryyy) + O (e)

Comme pour le mode simple, en utilisant I’approximation a 1’ordre O(n?) des fonctions
exponentielles, I’expression de la modulation d’amplitude visco-élastique est :

A(y) = AL(yh) exp(£ 1Ry yy) + O (€)

avec les constantes complexes A+ = AL exp(In %) De plus 'approximation & ordre

0O (772) du nombre de modulation complexe est :

Ry = Ky (1+Ig5’+0(n2))+(9(e)
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ou lexpression de ¢’ est donnée a ’équation (8.54). Finalement, on obtient I'expression

du correcteur A’ :

8.3.5 Modulation d’'un mode multiple.

Considérons finalement un mode multiple & la pulsation complexe Wy associée aux
k

N vecteurs complexes orthonormaux {QK }, 1 <k < N. Les correcteurs visqueux des
pulsations propres et des vecteurs modaux ont pour expressions :

g (éK éK) &' (gK gK) &' <§/K 9J>
= 7= = = k = ) =
QIK: E HJ

VI<E<SN W= _ ;

2(vp) wx  2(yp) wk (VR (R —wd)

La solution du probléme a l'ordre dominant (8.45) s’écrit :

Nk k. k
a0 (z,y) = ZA(HJ)QK(Q) =uO(z,y) + Inu® (z,y)
k=1
ou Ne .
(2, y) = Az) 25 (y)
k=1
/ Nk k
u®'(z,y) = 3" A(2) 0% (y) + Al) 0 K (y)
k=1

Les N conditions d’orthogonalités <3(1) (@(@) @K> >~ (0 ménent & N équations cou-

plées :
k

N l k l
> grad_ (.A(:z:)) By <9K,0K> +2 (/p)? o oM Az) =0
k=1
Comme en milieu élastique on introduit le vecteur complexe dont les composantes sont

les amplitudes des N vecteurs modaux :

k N

N
Ay)=) Aa, =) («IZ‘(Y) +1 W«Z’(Y)> ay,

Les caractéristiques de la modulation sont recherchées en posant :

A(y)) =Ajexp(Iry.d) ;

>

Nk
o= Aoay, ; ld=1
k=1
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Ainsi le systéme d’équations différentielles devient :

I [ M(@)] %+ 2 (V5) @k (@ - K) Ag = O e)

w

En appliquant I [& (d)} on obtient le systéme de N équations complexes :

\szv-b

[M@}pq ) <§

/12

2 -
(Vp)" &k
Cette équation a I'ordre dominant en 17 donne la modulation vectorielle établie dans le
cas ¢lastique (8.35) :

[&(d)} i Ag+4(Vp)? (@—aKk) Ay = O(e)

Ag+4 (Vp)? (w—wi)? vg=0(e)
<\f> wKu - e '

Le terme suivant d’ordre O(n) fournit I’équation gouvernant le correcteur visco-élastique
Al

/432

— [M]*.A,+4 2 w—wr)? AL+ 8 (w—wg) (W — W) A
<\/ﬁ>2 %) (M]™Ab+4 (V) ( )" Ap + 8 ( ) ( K) Ag
# o (1) 1)+ [ [a0) 225 (a0} A =000

8.4 Bilan de I’étude des grandes modulations dans un milieu
visco-élastique.

Dans ce chapitre nous avons cherché a décrire le phénoméne de grande modulation
d’ondes mécaniques a hautes fréquences dans un composite (visco)-élastique périodique
a4 masse variable. La méthodologie et les résultats sont trés similaires & ceux issus de
la propagation d’ondes acoustiques dans des milieux poreux saturés par un gaz parfait.
Ainsi la plupart des points évoqués dans la conclusion du chapitre précédent sont encore
valables dans le cas présent. Nous allons donc pointer les différences entre ces descriptions.

La principale différence réside dans la dimension de la variable physique pilotant le
systéme local, précédemment scalaire (la pression), et dans le cas présent vectorielle. Ceci
implique que les tenseurs effectifs de la modulation sont batis sur un mode vectoriel et
non scalaire. Cependant la nature des équations de modulations sont les mémes.

Les effets de dissipation sont intégrés en considérant un matériau faiblement visco-
élastique. Le probléme visco-élastique est alors décomposé en un probléme élastique cor-
rigé par des termes de dissipation, qui sont introduits avec un petit paramétre visqueux n
indépendant du ratio d’échelle €. La procédure devient alors doublement asymptotique :
chaque probléme visco-élastique d’ordre ¢ est décomposé en un probléme élastique et
un probléme visqueux. La résolution de ces doubles problémes méne a la description
macroscopique visco-élastique. Les tenseurs élastiques et visqueux de la modulation sont
symétriques, mais leurs vecteurs propres peuvent différer. L’équation de modulation élas-
tique est classiquement écrite dans les directions principales élastiques, mais dans ces axes
la correction visqueuse est déterminée par une équation forcée. La résolution de ces équa-
tions méne & un nombre de modulation complexe, qui introduit un terme de décroissance
exponentielle dans ’expression de la modulation, et donc du déplacement.
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CONCLUSION GENERALE.

Cette thése a permis de mettre en ccuvre des méthodes asymptotiques pour décrire le
comportement des structures périodiques a basses et moyennes fréquences. Les méthodes
d’homogénéisation des milieux périodiques (continus et discrets) ont été largement déve-
loppées, sous I’hypothése fondamentale de séparation d’échelle, qui suppose que la taille
macroscopique des déplacements est bien supérieure a la taille caractéristique de la cel-
lule irréductible. La conséquence directe est que le cadre d’application de ces méthodes
est limité en fréquence.

Nous avons donc été amené a ne plus considérer la périodicité sur une mais sur
plusieurs cellules irréductibles pour passer au-dela de la fréquence de diffraction et pour
atteindre la totalité des situations ou 'amplitude du mode est trés grande devant la
taille de la période multicellulaire. Ces phénoménes de grande modulation émergent au
voisinage des fréquences propres des périodes multicellulaires avec des conditions aux
limites périodiques..

Bien qu’a hautes fréquences les mouvements varient & 1’échelle locale suivant les
modes périodiques, les grandes modulations de ’amplitude modale introduisent un type
particulier de séparation d’échelle permettant d’appliquer une méthode multi-échelles
asymptotique. Le phénomeéne de modulation & hautes fréquences est caractérisé par :

— une famille de descriptions, chacune étant rattachée aux modes de la période (irré-
ductible ou multicellulaire) avec des conditions aux limites périodiques. Ces modes
portent les ondes acoustiques et mécaniques modulées ;

— une validité de la description restreinte au voisinage de la fréquence propre consi-
dérée;;

— le changement de nature de la variable entre 1’échelle locale (le déplacement ou la
pression) et I’échelle de la modulation (I’amplitude du mode);

— la grande différence entre I'opérateur différentiel de la modulation et 1'opérateur
gouvernant a ’échelle locale. La structure de 'opérateur différentiel est définie selon
la multiplicité du mode : elle est scalaire pour les modes simples, vectorielle de rang
N pour les modes de multiplicité N. Les propriétés de symétrie sont retrouvées a
I’échelle macroscopique, mais la coercivité est généralement perdue pour les tenseurs
de la modulation ;

— la possibilité de deux types de modulation selon que le mode considéré est simple
ou multiple : la longueur de modulation et la largeur de la bande de fréquence ot
la modulation est grande sont significativement différentes dans les deux cas;

— la propriété d’anisotropie de la modulation dans le cas 3D.

Ainsi, en considérant des modes & hautes fréquences cette approche asymptotique
fournit une extension naturelle de I’homogénéisation classique. En outre, le phénoméne
de modulation est aussi lié & la théorie de Floquet-Bloch, puisqu’il correspond & la pertur-
bation d’ondes de Bloch avec des paramétres de Bloch rationnels autour des fréquences
correspondantes.

L’homogénéisation usuelle & basse fréquence se trouve alors étre un cas particulier de
la modulation du mode propre associé a la fréquence nulle. Ce dernier est un mode triple
se déformant uniformément dans les trois directions de I'espace, indépendamment de la
période considérée (cellule irréductible ou période multicellulaire). Par conséquent :

— Pamplitude du mode coincide avec le déplacement macroscopique : ainsi la nature
des variables physiques et les structures des opérateurs différentiels sont préservées
dans le processus d’homogénéisation basse fréquence ;

— la multiplicité triple du mode méne au systéme différentiel macroscopique tridi-
mensionnnel, de méme nature que celle de 'opérateur différentiel local ;
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— l'absence de dynamique locale implique que la coercivité est transférée de I’échelle
microscopique a 1’échelle macroscopique. Ceci est dii au fait que I'élasticité et la
dynamique sont découplées (pour la description a l’ordre dominant) dans la cellule
irréductible, ce qui n’est pas le cas pour les modes propres a plus hautes fréquences.

Dans ce mémoire, ces principes ont été constatés dans un premier temps dans des mi-
lieux discrets unidimensionnels, & un degré de liberté (systéme masse-ressort) ou a trois
degrés de libertés (poutres réticulées), puis ensuite démontrés dans des milieux continus
dont 1’étude ne requiert pas la connaissance (parfois ardue) des fréquences propres pé-
riodiques des périodes multicellulaires. Le premier milieu continu visité a été un milieu
poreux saturé par un gaz parfait, piloté par une variable scalaire (la pression). Ensuite
nous avons étudié le phénomeéne de grande modulation dans un composite élastique dont
I'équation de comportement macroscopique est pilotée par une variable vectorielle (le
déplacement). Les équations de modulation sont de la méme nature que dans le cas du
poreux, mais leur mise en ceuvre est plus compliquée. Enfin I’ajout d’un terme de dissipa-
tion dans le composite élastique est vu comme une perturbation du probléme élastique.
La structure des équations est préservée, mais on observe I'atténuation de la modulation
du mode.

L’intérét de 'approche par modulation est double : (i) identifier les bandes de fré-
quences (via le nombre de modulation) permettant les grandes modulations, (ii) fournir
I’équation macroscopique gouvernant la modulation sous forme analytique . De plus c’est
une équation différentielle de degré deux, dont les paramétres sont déterminés a partir
de calculs modaux & I’échelle locale (dans la période irréductible ou multicellulaire) qui
n’est pas donnée par la méthode des ondes de Bloch.

Théoriquement, la périodicité est obligatoire pour définir les modes propres de la pé-
riode avec des conditions aux limites périodiques. Cependant, I’analyse pourrait étre ap-
pliquée & une milieu plus faiblement périodique pour un nombre limité de modes propres
(sous 'hypotheése que les imperfections géométriques restent négligeables comparées a la
longueur de modulation du mode). Ainsi, les applications traitent les matériaux princi-
palement périodiques. Cette catégorie est plus restreinte que la catégorie de matériaux
pour laquelle I’homogénéisation usuelle est appliquée. En effet, en pratique, la périodicité
peut réellement exister ou peut juste étre une formulation mathématique commode du
volume élémentaire représentatif statistiquement invariable [Auriault et al., 2009].

Les applications pratiques concernent le calcul de la réponse & moyenne fréquence d’un
vaste milieu tridimensionnel périodique : par exemple une plaque renforcée, un milieu
réticulé,. .. A partir d’'un nombre limité de paramétres de Bloch rationnels correspondant
aux bandes de fréquences considérées, et a partir de la description de la modulation, il
est possible d’obtenir de maniére approchée la réponse a une grande distance avec un
cotit réduit de calculs (en particulier comparé aux approches multi-dispersives). En outre,
en se concentrant sur le premier mode d’une grande période multicellulaire €2, I'inertie
devient faible dans chaque cellule irréductible £2y. Dans ce cas, les descriptions issues de
I’approche par modulation et de la diffraction Rayleigh méneraient & des effets similaires.

Finalement, dans un autre domaine que la propagation d’onde, une application po-
tentielle de cette procédure liée au probléme aux valeurs propres serait l'analyse des
phénomeénes de flambement local ou global dans les matériaux & microstructure pério-
dique [Laroussi et al., 2002]. Une autre application serait une structure chargée par des
sollicitations variables & I’échelle de la cellule et & grande échelle. On peut penser que les
déformées multicellulaires associées peuvent étre activées.

Finalement, & chaque gamme de fréquence d’excitation d’une structure périodique
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il existe une méthode d’étude appropriée : si la structure est en régime quasi-statique,
c’est-a-dire si la fréquence est trés faible devant la fréquence de diffraction, la méthode
d’homogénéisation périodique est utilisée. Ensuite, si le régime est faiblement dynamique,
c’est-a-dire si la fréquence est 1légérement inférieure a la fréquence de diffraction, la mé-
thode d’homogénéisation avec diffraction de Rayleigh [Boutin et Auriault, 1993| est adop-
tée. Dans le cas de certains milieux avec de forts contrastes, par exemple dans les milieux
a double porosité [Boutin et al., 1998, ou dans les méta-matériaux faits de poutres ré-
ticulées [Chesnais et al., 2012, ou dans des composites fortement contrastés [Auriault
et Bonnet, 1985, Auriault et Boutin, 2012, Soubestre et Boutin, 2012, il se peut que
certains éléments soient en régime quasi-statique, pendant que d’autres sont en régime
dynamique. C’est la méthode d’homogénéisation périodique avec résonance interne. En-
fin, dans le cas d’une dynamique totale a l’échelle locale, I’approche par modulation
fournit les descriptions macroscopiques.
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Annexe A

Annexe masse-ressort : Expression
de la célérité et de la longueur

d’onde dans ()

Cette annexe fait suite a la partie 1.2, ol les expressions analytiques de ’équation de
dispersion k (w) en régime propagatif (w < w.) et non-propagatifs (w > w.) ont été mises
en avant. En notant k, et k; les partie réelle et imaginaire de k (w), on a obtenu :

Yw < we, k (w) = 2 Arcsin (w>

o wo
0 2 w
Yw > we, k (w) = ky (W) + Tk; (w) = — + I — Argcosh | —
ly ly 2wy
Le méme travail peut alors étre effectuer avec la célérité de l'onde ¢ (w), ou ¢, (w) et
¢; (w) sont respectivement la partie réelle et imaginaire de ¢ (w) :

Vw < we, ¢ (w) = =
k@) Aresin (2‘"70>

wlp (77 -2 IArgcosh(szO))

72 4 4 Argcosh? (5%-)

w
2 wo

Vw > we, ¢ (w) = ¢ (w) + ¢ (w) =

La célérité de 'onde est représentée sur la figure (A.1). Dans la zone de propagation,
elle est maximale a la fréquence nulle (cpax = woly) et décroit jusqu’a la fréquence de
coupure (Cpin = %wo lo). Apreés la fréquence de coupure la partie réelle de la célérité de
I'onde croit lentement. Notons que sur la figure (A.1) est représenté 'opposé de la partie
imaginaire de la célérité de 'onde. Elle est nulle jusqu’a la fréquence de coupure w. puis
décroit rapidement quand la fréquence augmente, c¢’est-a-dire que I'atténuation spatiale
augmente.

Enfin la longueur d’onde A (w) a pour expression (avec A, (w) et A; (w) ses parties
réelle et imaginaire) :

2 l
Vw < we, A (w) = T T

k(W) Arcsin (2“’70>

27l (w -2 IArgcosh(QwTo))
72 + 4 Argeosh?(52-)

0

Vw > we, A (w) = A\ (W) + TN (w) =
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A. Annexe masse-ressort : Expression de la célérité et de la longueur d’onde dans €2

Zone de
non propagation

cr(w)
0 : wo lo
0 05 2 1.0 15— ____
wo lo
FIGURE A.1 — Célérité de 'onde.
w
Zone
1 [
exclue
Ar
0 . \ , - - 27570)
01 2 4 6 8 _Ni(w)
T 2mly

FIGURE A.2 — Longueur d’onde en fonction du rapport des fréquences wﬁo

La longueur d’onde est représentée sur la figure (A.2). Dans la zone de propagation
elle décroit trés rapidement jusqu’a la fréquence de coupure ol elle atteint un minimum
Amin = 2lp, c’est-a~dire que pour des longueurs d’onde inférieures a deux fois la distance
entre deux masses il n’y a plus de propagation d’onde.
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Annexe B

Annexes poutres réticulées.

B.1 Equilibre aux noeuds pour la période triple (3

Considérant la n'“™¢ période (23, les six variables de référence sont notées (uy,, vn,,

. . . * * * . * o o
0r;) au niveau n et les douze variables internes (uy,, Up,, 0p,;) au niveau n et (uy,, vn,;,
o

. o .

0,,) au niveau n, voir la figure (B.1).
L] l L]
L] p L]
neceuds 1 o< > neceuds 2
L] L] . 3
:.. 000000 OGOISLS .: nlveau n _|_ 1
L]
L]
L]
L]
‘9711 oA Ae enz
o1 vny Uny | o
L4 M .
— @ ¢ — niveau n
Un,y Ung
o (¢}
0 Ao o A 0
n n
1 r Un, Uny ’\ 2
3 3 . o
e 4 ?- niveau n
Un,y Ung
; A, A ;
n1 Un, Ungy ’\ na
5 v ] .
@ *—— niveau n
Un,y Uny
Im
€
00 000000000 00 ¢ niveau n —_— 1
. .
L] L]
€y : :
€

FIGURE B.1 — Notations des variables de référence et internes de la ni®™® période Q3 (en

traits pleins). En pointillés les périodes Q3 voisines.

B.1.1 Equations d’équilibre aux nceuds internes.

Comme pour la période {29, écrivons les équations d’équilibre aux nceuds internes pour
déterminer les expressions des variables internes en fonction des variables pilotantes :

= e . o
Equilibre en force selon e, au niveau n :
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B. Annexes poutres réticulées.

'a * [¢] * ° D [¢] o D o [¢] [¢]
Tm unlaunla 911179n1 - Tm un17un17 9711, 07),1 - Np (un17un2) = 0 (nly)

F [ * o * ° D [o© ° F (o o o
Tm Ungyy Uny 9112 ) an - Tm Ungyy Unyg 9712’ eng + Np (unl ) un2> =0 (n2y)

= ey e . *
Equilibre en force selon e, au niveau n :
[¢]

Tr (u(n—l)pann0(71—1)1’9711) - Tn? <an13an139n17‘9ﬂ1> - N;P <{Lﬂ17aﬂ2) =0 (ﬁly)

m

* (0]

T£ (u(nl)zaan27 g(nfl)gy 9n2> - Trln) <{Ln27an27 9n2)9n2> + Nf (anuanz) =0 (;;/Qy)
Equilibre en force selon e, au niveau n:
N8 (brs8) = N2 (Bt ) + T (s Fra ) =0 )

NE (b ) = N2 (Bugrvns) — T <_73m, . em,%) —0 (hea)

m

= eqe . *
Equilibre en force selon e, au niveau n :
F * D [* o D * * * * *
Nm U(nfl)l yUny | — Nm Unyy Uny + Tp —Unys —Ung, 0n179n2 =0 (nlw)
*
F * D * o F * * *
N, (U(n_l)Q,vm) - N, (’Un2,’l)n2> - T, <—vm, —vn2,9nl,9n2> =0 (ngx)
= o7 . o
Equilibre en moments au niveau n :

a * o * o D o o D o o o o
M un1 9 un1 9 6711 9 077,1 - Mm unl 9 unl 9 9711 9 077,1 - Mp _'Unl 9 _vnza 9711 9 077,2 - 0 (

m

* o

Mylj—; (any&nwenzaenz) - Mnlz <&n27un279n270n2> +le <_8n17_8n279n1’0n2> =0 (

= eqe . *
Equilibre en moments au niveau n :

*

F * D[ * o * o D * * * *
m U(n,1)1 ) uTL1 ) e(nfl)l ’ 9711 - Mm un1 I un1 I 0711 ) 6774 - Mp _U’np _U’nga 6711 } 0712
* o

Mn}; <U(n_1)2 ) ,Zlnz? 0(7},—1)27 9n2> - Mrl,;) (anza anza O s 0n2> =+ M; <_'Un1> —Ung, On,y, 0n2>

=

B.1.2 Equations d’équilibres aux nceuds de référence.

Les équilibres des forces et des moments aux nceuds de référence s’écrivent :

Equilibre en force selon e, au niveau n :

o o *
Tm <un1 y Ungs 0n1 ) 0n1) - Trg <un1 ) a(n+1)1 ’ 0711 ) 0(n+1)1> - NpD (un1 ) unz) =0 (nly)
7 (% By Oy ) — T2 (g, i Oy, 0 NF -
m unz ) unz yYng s Ung m 'Umg ) u(n—f—l)g y UYngy (n+1)2 + P (unl ) unz) =0 (n2y)

Equilibre en force selon e, au niveau n :
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NE <13n1,vn1) — NP (vnl,;}(nﬂ)l) + TpD (—Vnys —Vngs Oy, Ony) =0 (n1)
N£ <$n27vn2) - anz (UnQa{}(n—H)z) - T;F (77)”17 *UnQaemvenz) =0 (TLQ%’)

Equilibre en moments au niveau n :

M;ri <&n17un179n179n1> - M7g (umaa(n-{-l)uenl’e(n—i—lh) o Mf (_Un17 ~Ung, 9”1?9?12) =0 (nlm)

Mnlz (anwunwengv 0”2) - M£ (uTLQa z*L(n-‘rl)gv 9?12’ 0(n+1)2> + M]f (_Uﬂlv —Un2,9nl ) 9?12) =0 (an)

B.2 Etude d’une poutre pleine en compression.

Eoy, po

z

F1GURE B.2 — Modéle de la poutre pleine.

Soit une poutre élastique linéaire isotrope homogéne de masse volumique pg et de
module d’élasticité Ey constants (voir figure (B.2)). L’équilibre des efforts normaux N(z)
sur un volume infiniment mince dz et de section circulaire A est :

0% 0%v ON

S oAds=—(N(z+d2) —N(z) = po Aoy =—7-

TV
_ 9N
=5, dz

ol v est le déplacement vertical de la section. La loi de comportement de la poutre s’écrit :

ov
N(Z) = —EOA&

L’équation de propagation pilotée par la variable v s’écrit :

0%

821) EQ
o2 Po

—5 avec c¢g=
0z Po

= 0(2)

ol ¢y est la vitesse des ondes de compression. L’équation de comportement en régime

harmonique s’écrit donc :
0%
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B. Annexes poutres réticulées.

oll xg = 2/\—” est le coefficient dynamique de compression. Le ratio d’échelles dans ce cas

est le rapport de la taille caractéristique de la section (par exemple le diameétre D) et de

la longueur d’onde de vibration L, tel que ¢ = %. La dynamique locale apparait alors
lorsque la longueur d’onde de compression A, est du méme ordre de grandeur que la taille

caractéristique de la section :

Ac

— = O(D) = XoD = 0(1)

27
Dans ce cas la séparation d’échelle n’est plus respectée. Il y a donc une gamme de
fréquences a respecter pour étudier ce type de poutre :

<1 Ey
W< =4 — = Weom
L'\ po comp

Dans cette gamme de fréquence la poutre est localement quasi-statique dans le plan de la
section. La pulsation weomp est la premiére pulsation propre de la poutre en compression.

Dans les structures réticulées son équivalent w, = % A /f—m sert de pulsation de référence
m

pour le développement asymptotique de la pulsation, voir la partie 3.3.2. On a vu dans
la partie 3.3.1 qu’au-dela de cette pulsation, la méthode HMPD n’est plus valable car les
efforts normaux, tranchants et les moments ne peuvent plus étre développés en puissances

de x 1 et de S1.

B.3 Poutre de giration - Résolutions des problémes succes-
sifs en considérant la période triple.

La pulsation est imposée autour de v/3ws :

w=V3ws+ew® = V3w + 5 avec W =0 (cws)

B.3.1 Premiers ordres.

Les équations d’équilibre & ’ordre dominant sont :

Mfgflm vo — g (T

24%%1‘4’” 7o _g @t o)

Ml_jgflm 7o —o (T, O

K, (a(o) _ 9(0)) —0 (M) et (M)
K, (a@ _ 5<0>> S0 (GO et (g, O
K, (&(0) _§(0)) —0 (]\04(0)) ot (/{%t 0))

k o
Les équations (Tt(o)), (T ) et (T; ) montrent la nullité des variables de déplacement
transversal & I'ordre dominant. Les autres équations d’équilibre & I’ordre ménent a 1’éga-
lité des variables de rotation & l'ordre dominant :

UO OO =g , 40=p0 ., 40 _pgO . 20 _p0O (B2)
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Ces équations d’équilibres sont de la méme nature jusqu’a l'ordre 3/2, et donc les rela-
tions (B.2) restent valables pour toutes les variables jusqu’a l'ordre 3/2 :

B.3.2 Ordre deux.

A Tordre deux, les équations d’équilibre sont, en prenant en compte les relations (B.2) :

‘ 24Elg Am 5@ . ; flf: (_9(0) +§<O>> =0 (1)
24 b;g Am F2) | § IZ:‘ <9<O> - 5@)) - (T, ®)
24Elngm 7@ § len < 9 +§<0>> ) (T, )
K, <v(2) _5(2)> 0 (M®@) et (ME”)
p <v . ;(2)> 0 (]\*4(2)) ot (/ik/lt 2)
K, <§ @ _ ;@)) =0 (M) et (M, )

Les équations d’équilibre des forces transversales ont montrent que les variables de dé-
placement transversal ne sont plus nulles & partir de 'ordre deux, et que les relations
avec les rotations & l'ordre dominant sont :

l2




B. Annexes poutres réticulées.

B.3.3 Ordre cing.

Il faut pousser jusqu’a l'ordre cing pour voir apparaitre la premiére différence entre
les équations d’équilibre (M) et (M) :

‘ K, (6(5) _5(5)) - g E;,énls 90 — (M(5))
Ko (5050) <5 i - (i)
K, (a(s)) _5(5)) B EZ;nIS (i 9 4 () +5(0)> —0 (MO
K, (;} (5) _5(5)> B ngs (9(0) L850 > _ (M, )
K, (% ) —5(5)> - El% (9(0) IO 9(0)> (M, ©)

k [}
Les équations (M®), (M ©)) et (M ©)) fournissent la premiére différence entre les
variables de rotation de section et de rotation moyenne. Les combinaisons linéaires

(M©®)) — (MS)), (Z\*J )y — (/\*/lt ®)) et (2\04 )y — (/{j/lt (%)) menent a la méme relation :

90 L p©) L 9O — ¢ (B.3)

B.3.4 Ordre six.

Enfin a 'ordre six les équations d’équilibre sont :

K, (&9 %) - 2 Bl Ng 7,5 w500 = 0




B. Annexes poutres réticulées.

* * o o

Les combinaisons linéaires (M(©)) — (M,ﬁﬁ)), (M ©)) — (M;©)) et (M ©) — (M, ©)

conduisent aux équations :

Em 15 (5(1’ +60M 490 4 3lm5’(0)> +2v37,5W w360 =0 (B.4a)

Emls (50 50 150 Z3, 79 £2v37,50 w00 = (B.4b)
p

Ey, Is (5(1) L +§(1)> +2v3 7,50 wgé(o) -0 (B.4c)

\
Gréace a la relation (B.3), la combinaison (B.4c)-(B.4a) donne les expressions des la

variable internes :
0(0) _ 0) _ V3 ws 0)
0 —3 <9 5 W I, 0 )

(B.5)
0O _ _ 2<9(0) V3 ws lm\él()))

2 50

Enfin, la combinaison (B.4a)-(B.4b), en utilisant les expressions (B.5), méne a I’équation
de comportement pilotée par 6(©)

2 ~
47, (w@)) 00 1 5, 1,8 =0 (B.6)
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Annexe C

Quelques résultats sur les
opérateurs G et P.

Considérons un déplacement 2-périodique w (g, Q) = A(z) 0’ (g) En se basant sur
le théoréme de la divergence (les termes s’annulant par périodicité sont barrés) et sur les
proprié¢tés de symétrie du tenseur ¢élastique a, on obtient les expressions suivantes, ou n

représente le vecteur normal sortant a la surface 9Q et {e;, e,, e;} la base orthonormale :

C.1 Valeurs moyennes.

1
A7$paapq59é7yqea> +m: <gy (QJ)> @x (A)

div, (2, (1)) ) = Ay, (€a Bapas 05) = grad_(grad, (4)) : (¢6”)

( ,
<ny (AQ‘])> = éivx (gy (@) +div, (gx (u))>
{
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C. Quelques résultats sur les opérateurs G et P.

C.2 Moyennes de produits scalaires avec ’opérateur G

(9 (48) #) = A(div, (2, ) 8%)
=4 <1 0 ai; Klw) g, <(9’K)’yj ikl (Qg)’yl>>

—-a(e, @) e () = -4 (%)

(G,, (A87) .0) = (div, (g, (A8)) 6% + div, (o, (A07)) 65)
= A, <aijkl (91}7)7% HZK> + Az <(aijkl 9;}7)7% QZK>
= A, (0F aira (8]) , = 0] aipma (0F) ) = A, Vo(67,67)
= grad_(A) V(6%,07)
(G2 (A87) 0%) = Ay, (0 Gapas 0 ) = Ay, Tog (67,87)
= grad_ (grad (4)) : T (6%.0")

Hijis

~—

Par construction, les opérateurs linéaires scalaire £ et tensoriel 7 sont symétriques, alors
que l'opérateur linéaire vectoriel V est antisymétrique :

g%, 07)=¢€(07,0%) ; T(0%.07)=T(67.6%) ; v(6~.07)=-v(¢’,0%)

C.2.1 Produits scalaires moyens avec ’opérateur P

De la méme maniére qu’on a établi les résultats pour l'opérateur G, les produits
scalaires moyens pour 'opérateur P valent :

(P, (A27) 9F) = s AE (25 @)
(P (A2)) 0F) = s rad (A) V(@)
(Pus (A2) %) = s grad(srad (4)) T (2%, 27)

Les opérateurs linéaires scalaire E et tensoriel T sont symétriques, alors que 'opérateur
linéaire vectoriel V est anti symétrique :

E (2", @7) =E(2/,2") ; T(2%,2/)=T(2’,2") ; v(2~ /) =-v(2/, o)
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