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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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m�

r=0

Ωm
r .



���� ������� �� ������������ ������������ ��

����� ������������ ��� ������� �� ����������� �� ��� �� m ���� ����� ����� �� ����� ��

������� r ������� � �� ����������� ��� 1 ����� ���
�
m
r

�
������������ �

ω� : Ωm → Ω�
m ×

m�

r=0

Ωm
r

k �→ (ω(k), k)

����� ������� ������������

����� ����� m � 1� ���� ������� ��� ��������� �� ������ ��� ������� ��� ������� Ωm� Ω�
m

�� Ωm
r � ��� ������ ��� ���������� ���� ������ ��� ����� ������� �������������

�� �������� ������������� ��� Ωm� ��� ��������� ���� �������������� ���� ����������� �

���������� �� ������������ ����������� ��� ���������� ��� �������� ����������� (Ωm,P(Ωm))� ��

������ ���� ����������� ��� ��� ������ ��� ��� ����� �� ��������� ���������� (Mm,j)j �

�� ��������� ��� Ω�
m� ���� ������� �������������� ���� ������������� ��� ���������� ����

��� ����� �� ������� ���� ��� �� m ����� �� ��� ���������� � ������� �� Ωm ���� Ω�
m ���

�� �������� ω(.)� �� ����� �� ��������� ���������� ����������� ���� ����� (Wm,j)j �� ������ ���

�������� (Ω�
m,P(Ω�

m))� ��� ���� ���� j � 0� Wm,j = ω(Mm,j)� ��� ���������� ������������� ���

������������� ��� Ω�
m�

�� ��������� ��� Ωm
r ���� r ∈ Ω�

m� ��������� �������������� �� ���������� ��� �������

������������ ����� ��� ���� ����� �� ���� ����� �� �������� ���� r ∈ Ω�
m ���� ��� ����������

������ ���������� ��� �� ����� �� ��������� ���������� (Mm,r,j)� �������� �� (Mm,j)j ������������

��� ����������� Mm,j ∈ Ωm
r � �� ������ ��� �������� (Ωm

r ,P(Ωm
r ))� ��� ���������� ��������� ���

������������� ��� Ωm
r �

���� �� ��� m = 1� ��� ������� Ωm,Ω�
m �� Ωm

r ���� ���������� ����� � Ω� ���� �� ������

�� ������ ���� ����� ����� (Bi)i �� ���� �� (M1,j)j �

����� ������ ������

����� �� ��� ������� ������������� ��� �������� �� ���������������� �������� ���� ���

������ ������ �� ���������� ��� �� ��������� ����� ����� (Mm,j)j ���� �� ��� �������� ��� Ωm�

��������� ���� ���� m � 1�

��� ������ ������ ������ ���� ��� ���� �� m ���� ��� ��� ����� (Mm,j)j �� ��������� ����������

���� ������� ��� (Ωm,P(Ωm), Pm�)� ��

Pm� =
1

2m

�

k∈Ωm

1{k}.



�� �������� �� �������� ������������

��� ���������� ������� �� (Wm,j)j �� (Mm,r,j)j ���� ��� ������ ����� �� ����� ������� ��

��������� �� ����� ����������

����������� ���� ������ m � 1 �� (Mm,j)j ��� ������ ������ ��� Ω
m�

��� �� ����� (Wm,j)j ��� ���� ������ ��� (Ω
�
m,P(Ω�

m), P �
m

�)� ��

P �
m

�
=

1

2m

�

r∈Ω�
m

�
m

r

�
1{r}.

��� ���� r ∈ Ω�
m�

�� ����� (Mm,r,j)j ��� ���� ������ ��� (Ω
m
r ,P(Ωm

r ), Pm�
r )� ��

Pm�
r =

1�
m
r

�
�

k∈Ωm
r

1{k}.

�������������� ������� (Mm,j)j ��� ��� ����� ��� �� ��� �������� ��� Ωm� ���� ���� j � 0�

r ∈ Ω�
m� �� k ∈ Ωm

r �

Pr(Wm,j = r) =
�

�∈Ωm
r

Pr(Mm,0 = �),

=
1

2m
#Ωm

r ,

=

�
m
r

�

2m
.

Pr(Mm,r,j = k) = Pr(Mm,j = k | Wm,j = r),

=
Pr(Mm,j = k)

Pr(Wm,j = r)
,

=
1�
m
r

� .

��� ������� �� �������������

������� �� ����� ������ ������� �� ������ ���� ���������� ��� ����� �������� ����� �����

��� ������ ������ ������� ��� ��� ������������� �� ������������ ������� ����� ���� �� ����� ��

�� ������������ ������ � �������� �������� ������������ ��������� �� �� ������������ �������������

��� ��������� �� �������

��������� ���� ���� (E,P(E)) �� ������ ����������� �� P � �� ������������ �������� ��� ���

������� ��� ������������ ��� E ��� ��� �����������

ε : E → [0, 1],



���� ������� �� ������������� ��

����� ��� P = P � + ε ��� ��� ������������ ��� (E,P(E))�

�� ������ �������������� �� ������������������ ������ ��� ����� ����� ��� ���� ���� ����

������ �� ������� ������������� ������������� �� ��� ������� ���� ��� ��������� �����������

������������� �� ���� ��������� ����� �� ������ ������ ��� ������ �� ���������� ��� �� ����������

�� �� �������������� ������� � ��� ������� ���� ��������

��� ���������� � �� ������ ������ ���� ����� ����������� �� ���� ����� �

• ��� ��������� �� ������ ������������� ��� ���������� ��� ������� � �� ������������ ����

����� Pm� ��� Ωm�

• ��� ������ �� ����������� ���������� �� ��������� �� �������� ��� ������� ��� ����������

�� ������� ��� � ��������� �������������� �� ����� ������������� �����������

����� ��������� �� ������

������ ���� �� �� ������������� �� ��� m = 1� �� ��� ����� ������������� ���� �������

����� �� ��������������� ��� ��������� ���������� m = 1 �� m > 1� ��� ��������� ���������� ��

�� ���������� ��� �� ��������� ��� ������� ������������ ��������� � ������ ����������� �� ��

������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ������������� ������������ ��� ������������� ��

������������� ��� ������� ��������� ���� �� �������� i �� j ��������� ���� �� ����� (Bi)i ��

(Mm,j)j �

������� m = 1� ��� ��������� �� ������ �� �������� � ��� ������������� ����� ��� ���

��� �� ��� ���� ��� ���� ������ ������ ���� �� ��� m > 1� ���������� �� ����� k ∈ Ωm ���

���������� �� ��� ��������� �� r = ω(k) ��� ������� � �� ���������� ������� ������� ������

���� �������������� �� �� ������ ������������ �� k ���� ���������� Ωm
r � ������� ���������

�������������� ���� �� ������ �� ������������ Pm ����� �������� ��������� ��� ��������� � ��

������������ εme,a ��� εδ �� m = 1� ����� ��� ��������� Pm = Pm� + εme,a �� P 1 = P 1� + εδ�

����������� ����

��� ��� m = 1�

���� (Bi)i ��� ������ ������ ��� (Ω,P(Ω))� �� i ∈ N ���� �� ������ �� ������ δi ∈ [−1, 1]�

������ ������ ��� ��� Bi ��� �� �������� �� �� ������������ εδ,i� ��

εδ,i =
δi
2
(1{1} − 1{0}).

��������� ���� Bi ��� �������� ��������� �� ��� P
1
δ,i = P 1� + εδ,i�

��� ��� m > 1�

���� (Mm,j)j ��� ������ ������ ��� (Ωm,P(Ωm))� �� j ∈ N ���� ���� ���� r ∈ Ω�
m ��

k ∈ Ωm
r � �� ������ �� ������ er,j ∈

�
−1, 2m

�
m
r

�−1 − 1
�
� �� �� ������ ar,k,j ∈

�
−1,

�
m
r

�
− 1

�
�

��� ��� Mm,j ��� �� �������� �� �� ������������ εme,a,j ��� �� ������ r = ω(k)�



�� �������� �� �������� ������������

εme,a,j =
1

2m

�

k∈Ωm

(er,j + ar,k,j + er,jar,k,j)1{k}.

�� ������������ �������� ����� ε�m,e,j� �� �� �������� Wm,j ������ ��� (Ω�
m,P(Ω�

m))� ��

������ ����� εmr,a,j� �� �� �������� Mm,r,j ������ ��� (Ωm
r ,P(Ωm

r )) ���� r ∈ Ω�
m� ��� ����

���������� �

ε�m,e,j =
�

r∈Ω�
m

�
m
r

�

2m
er,j1{r},

εmr,a,j =
1�
m
r

�
�

k∈Ωm
r

ar,k,j1{k}.

��������� ���� Mm,j� Wm,j �� Mm,r,j �r ∈ Ω�
m� ���� �������������� �� ��� �

Pm
e,a,j = Pm� + εme,a,j ,

P �
m,e,j = P

��
m + ε�m,e,j ,

Pm
r,a,j = Pm�

r + εmm,a,j .

��������������

��� ��� ��������� ����� ��� �� ������������ �� ������ �� ������ pi ∈ [0, 1] ��� ��� pi = Pr(Bi = 1)�

�� Pr(Bi = 0) = 1−pi� �� �������� ������� �� ����� �� �������������� δi = 2p−1 ∈ [−1, 1]�

��� �� ����� �������� ���� ��� ��������� Wm,j �� Mm,r,j � ���� ���� r ∈ Ω�
m� �� ������ ��

������ pr ∈ [0, 1] ��� ��� pr,j = Pr(Wm,j = r)� ���� k ∈ Ωm
r � �� ������ �� ���� �� ������

pr,k,j ∈ [0, 1] ��� pr,k,j = Pr(Mm,r,j = k) = Pr(Mm,j = k | Wm,j = r)�

������� Pr(Mm,j = k) = Pr(Mm,j = k | Wm,j = r)Pr(Wm,j = r)� �� �������� ������� ���

����� er,j =
2m�
m
r

�pr,j − 1 �� ar,k,j =
�
m
r

�
pr,k,j − 1 �

Pr(Mm,j = k) =
1

2m
(1 + er,j)(1 + ar,k,j).

��������������� �� ��� ����� δ� (er)r �� (ar,k)r,k ����������� ��� ���������� �� �� �����������

����������� ��� ���������� ��� ������ ������������ �������������� ��� Ω �� ��� Ωm�

����������� ����

��� ��� m = 1�

����� ������������ εδ ��� Ω ������� �� ����� �������

εδ =
δ

2
(1{1} − 1{0}),



���� ������� �� ������������� ��

�� δ ∈ [−1, 1]�

�� ����� ��� ������ ��� Ω ��� ������ �� �� ��������� �� εδ = ε0 ��� δ = 0��

��� ��� m > 1�

����� ������������ εme,a ��� Ω
m ������� �� ����� ������� �� ������ r = ω(k)�

εme,a =
1

2m

�

k∈Ωm

(er + ar,k + erar,k)1{k},

�� (er)r ∈ Rm+1 �� (ar,k)r,k ∈ R2m ���� ���� ��� �

��� ���� ���� r ∈ Ω�
m� er ∈

�
−1, 2m

�
m
r

�−1 − 1
�
�

���� ���� ���� r ∈ Ω�
m� �� k ∈ Ωm

r � ar,k ∈
�
−1,

�
m
r

�
− 1

�
�

�����
m�
r=0

�
m
r

�
er = 0�

���� ���� ���� r ∈ Ω�
m�

�
k∈Ωm

r

ar,k = 0�

�� ����� ��� ������ ��� Ωm ��� ������ �� �� ��������� �� εme,a = εm0,0 ��� � ���� ���� r ∈ Ω�
m

�� k ∈ Ωm
r � er = 0 �� ar,k = 0��

�� ������ ���� ����� �������� ���������� ����� �� ����� �������� �������� (a) ������(b)�

������� ���� ��� ������ ������������ ��� (Ω,P(Ω)) ������(Ωm,P(Ωm))�� ������������ �� ������

�� ��������� � �� ������������ ������ P 1� ������Pm�� �

P 1
δ = P 1� + εδ,

Pm
e,a = Pm� + εme,a.

����� ������ �� �����������

���� ����� �� ��������� ���������� ���� ��������� � ���� ���������� ��� ������ ����������

���� ����������� �� ���� ������� ��� ��������� ��� �������������� ���� ����������� ���� ���

������������ �������������

������� ��������� ���������� �������������

��� ������� �� ������ ���� ������ ��� �� ������������ �������� ��� ����� �� ������������

������������� ���� �� ������ ����� ����� ��� ������������ �������� π ������� ��� ������� ��

���������� T ��� ���������� �� ����� ��� πT = π�

�� ����� �� ��������� ��������� �������� ��� �� ���� �������� ��� ����� ��� ������������ ����

������������� ���������� �� ��� π� ���� ������������ �� ������� �� ���������� ��� ����������

��� ��� ���������� �� �� ������������ �������� ��� ����� ������� m = 1� ������� �� ����� �������

����� m > 1�� �� ����������� ��� ������ �� ���������� ���� ��������� ��� ��� �������� t�



�� �������� �� �������� ������������

����������� ����

��� ��� m = 1�

���� εδ ��� ������������ ������������ �� ����������� ��� ������� t ∈
�
0,

1

1 + |δ|

�
� �� B0 ���

�������� ��������� ��� (Ω,P(Ω)) ������� ��� εδ� �� ������ �� ������ (Bi)i� �� ������������

�������� P 1
δ = P 1� + εδ� �� �� ������� �� ���������� Tδ(t)�

Tδ(t) =

�
1− (1 + δ)t (1 + δ)t

(1− δ)t 1− (1− δ)t

�
,

������ ��� ������ �� ���������� t� �� ������������� ���������� �� ��� P 1
δ �

��� ��� m > 1�

���� εme,a ��� ������������ �������� �� ����������� ��� ������� t ∈ [0, τ ]� ��� �� ������

r = ω(k)�

τ = min
0�k<2m

�
((1 + er)(1 + ar,k))

−1 , (2m − (1 + er)(1 + ar,k))
−1
�
,

�� (Mm,0) ��� �������� ��������� ��� (Ω
m,P(Ωm) ������� ��� εme,a�

���� �� ������� ������������ Tm,e,a(t) �������� �

Tm,e,a(t) = (1− 2mt)I + tJ,

�� I ������� �� ������� �������� ������� 2m� �� Ji,j = (1 + erj )(1 + arj ,j)� ���� i, j ∈ Ωm

�� rj = ω(j)�

�� ������ �� ������ (Mm,j)j� �� ������������ �������� Pm
e,a = Pm� + εme,a� �� �� �������

�� ���������� Tm,e,a(t)� ������ ��� ������ �� ���������� t� ������������� ���������� �� ���

Pm
e,a�

��������������

��� ������� δ ∈ [−1, 1] �� t ∈
�
0,

1

1 + |δ|

�
� �� ������� Tδ(t) ��� ���� ��� ������� �������������

��� �������� P 1
δ Tδ(t) = P 1

δ � �� ������������ �������� P 1
δ ��� ���� �������������

��� ���� i, j ∈ Ωm� ri = ω(i) ��� rj = ω(j)�

�� j����� ������� �������� �� Tm,e,a(t) ��� 1 + t
�
(1 + erj )(1 + arj ,j)− 2m

�
� ��� ���������

���� i �= j� ��������� (i, j) �� �� ������� ��� t(1 + erj )(1 + arj ,j)� ������ �� ����� τ ������

��� ������ ������� �� Tm,e,a(t) ���������� � [0, 1]�

������� Pm
e,a ��� ��� ��� �� ������������

�
k

(1 + er)(1 + ar,k) = 2m� �� ������� Tm,e,a(t) ���



���� ������� �� ������������� ��

���� ������������ � ���� ���� i ∈ Ωm�

2m−1�

j=0

�
(1− 2mt)Ii,j + tJi,j

�
= 1− 2mt+ t

2m−1�

j=0

(1 + erj )(1 + arj ,j)

= 1.

����� Pm
e,a ��� ��� ������������ ������������ ���� Tm,e,a(t) � ���� ���� k ∈ Ωm� �� ������

r = ω(k)� rj = ω(j) �� (Pm
e,a)k �� k����� ���������� �� �� ������������ Pm

e,a�

�
Pm
e,a · Tm,e,a(t)

�
k
=

1

2m
(1 + er)(1 + ar,k)(1− 2mt)

+
2m−1�

j=0

t

2m
(1 + erj )(1 + arj ,j)(1 + er)(1 + ar,k)

=
1

2m
(1 + er)(1 + ar,k − t(1 + er)(1 + ar,k))

+
t

2m
(1 + er)(1 + ar,k)

2m−1�

j=0

(1 + erj )(1 + arj ,j)

=
1

2m
(1 + er)(1 + ar,k),

= (Pm
e,a)k.

������� ��������� ���������� ��� �������������

���� ������� ��� ������ (Mm,j)j ��� ������������� ����������� ���� �� ���������� ��������

���� �� �� ������������ �� ����� �� ���������� �� ������� �������� ��� �� ������� ��� �������

������ �������� εme,a ������� ��� �������� Mm,0 �� ��� Pm
e,a = Pm� + εme,a� ���� ����������� ���

������� �� ���������� � ������ �� ��� m �����

���� �� ������ ������� Mm,j =
�m−1

�=0 2�Bmj+m−�−1� ��� ����� δ� ∈ [−1, 1] ���� ��� B� ���� ��

��� P 1
δ,� �� ��������� ��� ���������� �� Pm

e,a ��� �� ������ ����������� ������� ��� m ��������

�� ����������� T� ������� ��� Ω×Ω ������ �� ���������� ��� ������ �� ������ (Bmj+m−�−1)j

�� ������������ �������� P 1
δ,� �� ��������� ��� ������������ �������������

���� m � 1� d(i, j) ������� �� �������� �� ������� ����� ���� ���� i, j ∈ Ωm� �� ������

�������� ������� ���� ������� x ∈ Ωm ���� ����� x =
m−1�
�=0

x�2
��

��� ��������� ���������� ������ ���������� �������� ��� ��� ���������� �� ����� �������� ��

���������� T�� ���������� � ��� ������������� ������������� ��������� �� ���� �� ������������

�������� ��� ������ ��� Mm,0� ��� �������� ��������� ��� (Ωm,P(Ωm), Pm
e,a)� ���� � ∈ {0, . . . ,m−

1}� �� �� ������� ��� ������ ������������ εδ,� ��� ��� B� ���� �� ��� P 1
δ,� = P 1�+εδ,� ��� (Ω,P(Ω))�



�� �������� �� �������� ������������

����������� ���� ������ m � 1� εme,a ��� ������������ ��� Ωm� �� t ∈ [0, 1[� ���� ����

� ∈ {0, . . . ,m− 1}� �� ������� �� ���������� T�(t) ���������� ��� �

T�(t) =

�
t 1− t

1− t t

�
.

������ ��� m ��������� ���������� (Bmj+m−�−1)j� �� ������������ �������� P 1
δ,� = P 1� + εδ,�

�� �� ������� �� ���������� T�(t) ���������� ��� ������ �� ������ (Mm,j)j �� ������������

�������� Pm
e,a = Pm�+ εme,a �� �� ������� �� ���������� T (t)� ������ ���� (i, j) ∈ Ωm×Ωm ��� �

Ti,j(t) = Tj,i(t),

= tm−d(i,j)(1− t)d(i,j).

���� ���� �� �� ��������� (Bmj+m−�−1)j �������� ���� P 1� � �� ������� (2t − 1)j� �� ������

(Mm,j)j ��� ���� ������������ �� ������������ ������������ P
m��

�������������� ��������� Ti,j(t) �� �� ������� �� ���������� ��������� ��� ������������� ���

����� �� i =
�m−1

�=0 i�2
� �� j =

�m−1
�=0 j�2

�� ���� ��� �������������� �� ������� ����� ��� ��������

(i�, j�) ��� �������� T�(t)�

���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� ���� T
(j)
� (t) �� ������� �� ���������� �� j ���� ������� ����������

�� ������������������ ����� T
(j)
� (t) = (T�(t))

j � ������ ��� ����������� �� ������ tj ∈]0, 1[ ���

��� �

T
(j)
� (t) =

�
tj 1− tj

1− tj tj

�
,

�� ���� tj+1 = (2t− 1)tj + 1− t� ������� t ∈ [0, 1[� �� �������� ft : x �→ (2t− 1)x+ 1− t ���

������������� �� ����� ��� x = 1
2 � ������ �� ��������� ������� �� �������� �� ����� ���� ���

����������� �� �������� tj =
1
2

�
1 + (2t− 1)j

�
���������� � �

T
(j)
� (t) −→

j→∞

�
1
2

1
2

1
2

1
2

�
,

�� ������������ ������������ �� ��������� (Bmj+m−�−1)j ��� �� ��� �������� P 1� ��� Ω� �� ���

�������� � �� ������� (2t− 1)j �

�� ����������� ���� �� ������������ �������� ��� ������� ���� ���� ��� ��������� �� �����

������ ������ ��� �������� ���� ��� ������ �� ������ m = 4 ����� ��� ��������� t = 1− 10−5� ��

������ �������� ����� ������ � ��� �������� 10−3 �� �� ��� �������� ����� �� �������� ���������

��� j = � −3 ln 10
1−2.10−5 � = 345 385� ���� 1 381 540 �����

����� �� ������ �� ����������� ����������� �� ���� �������� ������������ ������� �������

����������� �� ���������� t ����� ���� ��������� ���� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}�



���� ������� �� ������������� ��

����������� ���� ������ m � 1� εme,a ��� ������������ ��� Ω
m� �� �t = (t0, . . . , tm−1) ∈ [0, 1[m�

���� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� �� ������� �� ���������� T�(t) ��� ������ ��� �

T�(t) =

�
t� 1− t�

1− t� t�

�
.

������ ��� m ��������� ���������� (Bmj+m−�−1)j� �� ������������ �������� P 1
δ,� = P 1� + εδ,�

�� �� ������� �� ���������� T�(t) ���������� ��� ������ �� ������ (Mm,j)j �� ������������

�������� Pm
e,a = Pm� + εme,a �� �� ������� �� ���������� T (t)� ������ ���� ���� (i, j) ∈ Ωm ×Ωm

��� �

Ti,j(t) = Tj,i(t),

=
m−1�

�=0

t1−i�⊕j�
� (1− t�)

i�⊕j� ,

�� ⊕ ������� �� ���� �������� � i� ⊕ j� = 1 �� i� �= j� �� 0 ������

���� ���� �� �� ��������� (Bmj+m−�−1)j �������� ���� P
1� � �� ������� (2t�−1)j� �� ������

(Mm,j)j ��� ������������ �� ������������ ������������ P
m��

������� ��� �������� �� ����������� T� �� ���� ���� ������������ �� ��������� (Mm,j)j

��������� �������� ��� ������������ ������������ ���� ���� ����� ���� �������� ��� Ωm�

����������� ���� ������ m � 1� εme,a ��� ������������ ��� Ω
m� �� (a, b) ∈ [0, 1[2� ���� ����

� ∈ {0, . . . ,m− 1}� �� ������� �� ���������� T�(a, b) ��� �������� �� �� ����� �������� �

T�(a, b) =

�
a 1− a

1− b b

�
.

������ ��� m ��������� ���������� (Bmj+m−�−1)j� �� ������������ �������� P 1
δ0,�

�� �� �������

�� ���������� T�(a, b) ���������� ��� ������ �� ������ (Mm,j)j �� ������������ �������� P
m
e,a ��

�� ������� �� ���������� T (t)� ������ ���� (i, j) ∈ Ωm × Ωm ��� �

Ti,j(a, b) =

m−1�

�=0

�
(1− i�)a

1−i�⊕j�(1− a)i�⊕j� + i�b
1−i�⊕j�(1− b)i�⊕j�

�
.

����� ����� Ti,j(a, b) = Tj,i(a, b) �� ω(i) = ω(j)� ������� ���� �

��� �� a + b = 1� ���� ���� �� �� ��������� (Bmj+m−�−1)j ��� ������������ ��� j � 1 ��

������������ P 1
δ,�� �� δ� = 1 − 2a� �� �������� ��� (Mm,j)j ��� ������������ ��� j � 1� ��

������������ Pm
e,0 ��� ���� r ∈ Ω�

m �

er = 2mam−r(1− a)r − 1.



�� �������� �� �������� ������������

���� �� a + b �= 1� ���� ���� �� �� ��������� (Bmj+m−�−1)j �������� ���� P 1
δ,� � �� �������

(a+ b− 1)j� �� δ� =
b−a

2−(a+b) � ���� ������� � ��� ������ �� ������ (Mm,j)j �����������

���� Pm
e,0� ��� ���� r ∈ Ω�

m �

er =

�
2

2− (a+ b)

�m

(1− b)m−r (1− a)r − 1.

�������������� ��� �� ���� ������������ ���� �� ����������� ��� ������� ��� �������� ��

���������� � j ��� T
(j)
� (a, b) ���� �� �� �����

T
(j)
� (a, b) =

�
aj 1− aj

1− bj bj

�
,

���� aj+1 = (a+ b− 1)aj + 1− b �� bj+1 = (a+ b− 1)bj + 1− a�

��� �� a+ b = 1� �� ���� �� �� ������� T
(j)
� (a, b) ��� ���� � 1 ��� ���� ���� j � 1�

T
(j)
� (a, b) = T�(a, b),

=

�
a 1− a

a 1− a

�
.

�� ������ ��� ���� ������������ ��� j = 1�

��� �� a + b �= 1� �� �������� �� ����� ��� �������� � fa : x �→ (a + b − 1)x + 1 − b ��

fb : x �→ (a + b − 1)x + 1 − a ����� ���� ����� ��� ������ �� ��������� ��������������
1−b

2−(a+b) �� 1−a
2−(a+b) � ��� �����������

aj =
1

2− a− b

�
1− b+ (1− a)(a+ b− 1)j

�
,

bj =
1

2− a− b

�
1− a+ (1− b)(a+ b− 1)j

�
,

T
(j)
� (a, b) −→

j→∞
1

2− a− b

�
1− b 1− a

1− b 1− a

�
.

���� ���� �� �� ��������� (Bmj+m−�−1)j �������� ���� � �� ������� (a+ b− 1)j ���� P 1
δ,��

��

δ� = 2× 1− a

2− (a+ b)
− 1,

=
b− a

2− (a+ b)
.

���������� �� �� ����������� ��� ������ ���� ��� �������� �� �� ����� T�(a, b) ��������� ��

����������� ��� �������� ����������� �a = (a0, . . . , am−1) �� �b = (b0, . . . , bm−1)� ���� ������ ��



���� ������� �� ������������� ��

��� ������������� ������������� �� ��������� ������� �� ���� ������������ ��� ���� �� ������

������ ���� ����� �� ������ �� a� + b��

��� ��������� ���������� ��� ������ �� ���������� ��� ��� ������� ���� ��������� ��� ��

��������� ��������� �������� ��� ������ �� ����������� ����������� ��� ��� ����� �� �������

����� �� ������� �� ������ ��� ��������� ����� �������

����������� ���� ������� �� ������

���� (Xn) ��� ������ �� ������ ��� �� �������� E ������������ �� ������������ ��������

π = (πi)i∈E) �� ������� �� ���������� T = (ti,j)(i,j)∈E×E �� ψ : E → F ��� �����������

���������� ���� F ����������� ����� ���� ���� ���� j ∈ F �� (i1, i2) ∈ E × E�

ψ(i1) = ψ(i2) ⇒
�

k∈E

ψ(k)=j

ti1,k =
�

k∈E

ψ(k)=j

ti2,k.

����� (Yn)� ������ ��� Yn = ψ(Xn)� ��� ��� ������ �� ������ ��� F � �� ������������

�������� π̃ = (π̃k)k∈F �� �� ������� �� ���������� T̃ = (t̃i,j)(i,j)∈F×F ������� ��� �

π̃k =
�

j∈ψ−1(k)

πj ,

t̃i,j =
�

k∈E

ψ(k)=j

tx,k,

�� x ��� �� ���� ���������� �� E ��� ��� ψ(x) = i�

��������������

• ������������ �������� � ���� k ∈ F

π̃k = Pr(Y1 = k),

= Pr(X1 ∈ ψ−1(k)),

=
�

j∈ψ−1(k)

πj .

• ������� �� ���������� � ���� (i, j) ∈ F × F �� x ∈ E ��� ��� ψ(x) = i�

t̃i,j = Pr(Y2 = j|Y1 = i),

= Pr(X2 ∈ ψ−1(j)|X1 ∈ ψ−1(i)),

=
�

k∈ψ−1(j)

Pr(X2 = k|X1 = x) ���� ��������� ��� T �,

=
�

k∈E

ψ(k)=j

tx,k.



�� �������� �� �������� ������������

����� T̃ ��� ��� ������� ������������ � ���� i ∈ F �� x ∈ E ��� ��� ψ(x) = i�

�

j∈F
t̃i,j =

�

k∈E
tx,k,

= 1 ���� T ��� ��� ������� ��������������

����� ��������� ������������ �� �� ������� �� ���������� ������ �� ���������� ��� �������

�� ������ �������� �� ������������ ��� ����� �� ������� �����������

����������� ���� ������ m � 1� εme,a ��� ������������ ��� Ωm� �� (Mm,j)j ��� ������ ��

������ ��� Ωm� �� ������������ �������� Pm
e,a = Pm� + εme,a �� �� ������� �� ��������� T �����

���� ���� ���� j ∈ Ω�
m� ���� ���� (i1, i2) ∈ Ωm × Ωm�

ω(i1) = ω(i2) ⇒
�

k∈Ωm
j

Ti1,k =
�

k∈Ωm
j

Ti2,k.

����� (Wm,j)j ��� �� ������ �� ������ �� ������������ �������� P
�
m,e = P

��
m+ε�m,e� �� �� �������

�� ���������� T � ������ ��� Ω�
m ×Ω�

m ��� T �
i,j =

�
k∈Ωm

j
Ti�,k� �� i� ∈ Ωm ��� ��� ��� ω(i�) = i�

�� ����� �� π ��� ��� ������������ ������������ �� ��������� (Mm,j)j� ����� π ◦ ω−1 ��� ���

������������ ������������ �� (Wm,j)j�

�������������� �� ������� �� ���������� T ��� ����� ��� ���� ������ �� ���� ����� ���� ��

����� ��������� �� ���� ��������� �� ����� ��� �������� �� ���� ������ ��� �����������

��������� �� ������������� �� ������� �� �������

��� �������� ����� ������

�� ���� �� ���������� ������������ �� ���������� �� ���� �� �� ������� �� ������������� ���

���������������� ���������� ���� �� �������� ���� ��������� ��������� �� ���������� ����������

���� ���������� ��� �������� ���� ��� �������������� ���������� ��� ���� �������� ����� ���

����������� ���������� ���� ��� ��� � ����� ����� ��� ������� ���������� �������� �� �� ������

������������ �� 1 ���� ��������� �� �� �������� ����������� ������ �� ���������� ����������

�������� ��� ������ ���� ���������

���������� �� �������� �������� �� ������ �� �� ������ ��������� �� ����������� �� �������

������ ��� ������ �� ����������� ���� ��� ������� ���������� ��������� �� ������� ��� ��������

��������� ���� �� ������ �������������� ��������� ����� ����������� ����� ����� �� ��������

��������� ������������� ���� �� ������������ �� �����������

����� �������� ���������� �� �������� ���� �������� �� ����� � ���� ������ � �� ������� ��

�������������� ��� ���������� �� ����� ����������� ��������� ������������ ������� ��� ������



���� �������� ����� ������ ��

��� �� �� ��� ���������� ��� ���������� �� ��������� �� ������������ �� ������������ ������� ����

��� ������ ������� ��� ������� �����������������

����� �������� �� �����������

�� ������� �� ������������� � ��� ���������� ��� ������� ���� ��� ���� ��������� �� �������

���������� ���� �������� ����� ������������� ��� ������ ���� �� �������� ����� �������������

�� �� ������������ ������ �� ������� ����� ���������� �� ���� ��� ���� ������� ��� �������

�� ������� ���������� ���������� �� ���� ����� �� �������� �� ������� ���� ���������� ��

������������ ���� ���������� �� ����� ��������� ��� �� �������� ��� ����������� ������� �����

������ ��� �� ����� ��������� ��� ��������� �� ��������� � ������� ���� �� ������ ��� ���������

�� �� �������

�������������� �� ������������� �� ������ ������� ��� ���������� ���� �� ������ ����������

������ ���������� ��� ���� ������� �� ��������� ��� ������ �� �������� ������������� ���� �����

���� ��������� �� ���������� �� ��� �������� ���� ���������� ��� ��������� ����������� �����

��� ������ �� ������� ���� ���� ����� �� ������������ ���� �� ������� �� ����� �� ����� ������

��� ������ �������� ���� ������������ �� ������� ������� ������������� �������� ���� �� ����

�������� ���� ���� ��������

��������� ���� ��� ��������� ����� ������ ������ �������� ���� ����������� �������� ��������

����� ����� �������������� ����� ������ ������� ���� �� ����� ��������� �� ������������������

���������� �� ����������� � ��� ������������ ������� ������� ������� �� ���������������� ����

�� ���������� �������

���������� �� ������� �� ������� ���������� �� ������ ��� ���� ��� ��������� �������

��� ���� �������� � �� �������� ��� �������� �� ������� �1� �������� ��������� �������������

���� ����� ����� ������ � 10 �������� ��� ����� ������ � 2 ��������� �� �������� ���������

�������� ���� �� ������ �� �������� ��������� �� �� ������� �� ��� ������� �������������

��������� ������������ �� ��� �������� ��������� ��� ���� ��������� ���� �� ������� �����

����� �� ������ E �� �� ������� x ∈ E� ������������� �������� ���� x ������������ � E ����

����� IE(x)�

��� ������ � �� ���� ������� �� ���������� ������ ������������ �� ������������ ��������

���� ��� ������� �������� �������� �������� ����������� (Ω,P(Ω), P 1�)� �� ��� ������ �� ������

������� �������������� ��� ���� ������������ ����� �������������� ���������� ���� �0� �� ����
�1� ����������� 1 ����� ������������� ���� �� ������������� ����� ������� 1 ��� ��������������

������� |Ω| = 2� ���� ������ � ������� ���� x ∈ Ω� IΩ(x) = log |Ω|� �� ����������� ���� ���

������ ������ ��� �� �������� ��������� B ��� (Ω,P(Ω), P 1
δ )� �� �� ���� ��� �� ��� ������������

log |Ω| ���������� � − log
�
1
2

�
� ������������� �������� ��� �� ������� x ∈ Ω ���� �� �� ������

B ���� �

IΩ(x) = − log(Pr(B = x)).



�� �������� �� �������� ������������

������ m > 1� �� ��� ������ ������ ������ ��� �������� (Ωm,P(Ωm), Pm�)� ��� 2m ����

���������� �������������� ������� ���� ����������� �� ����� ������ �� m �������� �������

������� ��� ����� ������������� ��� Ω� �� ����������� ���� ������� m ���� ��������������� ����

IΩm(x) = log |Ωm|� ������� log(|Ωm|) = − log
�

1
2m

�
� ����������� ��� ��������� �� ��� �����������

��� ������� M ������ ��� (Ωm,P(Ωm), Pm
e,a) ��� �

IΩm(x) = − log(Pr(M = x)).

��� ���������� ������������ ���������� ���� ������ ����� ��������� �������� �������� �����

������������� ����� ��� ��������� ��������� ������� ���� ���� ������� ���������� ���� ��� �������

��� ����������� 1�� ����� ���� ��� �������� ��������� ���� �� �������� �� ������� ��� �� �������

�� ������������� �����

��������� ���� ������m � 1� ��M ��� ������� ��� ����� ��� ������������ ��� (Ωm,P(Ωm))�

���������� �� ������� ��� ������������� �������� ����� H(Ωm,M) �� ������ ��� �

H(Ωm,M) =
�

x∈Ωm

Pr(M = x)IΩm(x),

= −
�

x∈Ωm

Pr(M = x) log(Pr(M = x)).

���������� ��� ����� ��������� ����� � m� ������� �� ������������ �� M ��� �� ��� �������� Pm�

��� Ωm�

����������� �� �� ������������ � ��� ������ ��������� ��� �� n������ �� ��������� �����

������ (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)� ������� ������ ��� (Ωm,P(Ωm))� ��������� �� ����������� ���� ���

������ (pi0...in−1) ��� Ωmn �

H(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)) = −
�

i0,...,in−1∈Ωmn

pi0...in−1 log(pi0...in−1).

�� �������� ��� ���������� ��� m ���� ����� ������ (Mm,j)j � ����� �� ��������� ��� (Ωm,P(Ωm))�

��� �� ������ � �� ���� ������ � ���� n ������� ���� ������� �� ���������� ��� n������� �

H(Ωm, (Mm,j)j) = lim
n→+∞

1

n
H(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)).

��� ����������� ���� �� ��� ���� ����� ���� ������� ���������� �������������� ������� ��

������ ���������� �� ������ ������������ ���� ������� ���������� ���� n������� ��������� ����

����� ��� ������ ��������� ��� ��� ����� �� ��������� ��� �������� ���������� �� Mm,0 �����



���� �������� ����� ������ ��

�������� �� �� ����� (Mm,j)j �

H(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)) =
n−1�

j=0

H(Ωm,Mm,j),

H(Ωm, (Mm,j)j) = H(Ωm,Mm,0).

���� �� ����� �� ������������ ���� ������� ���������� ������������� �� ������ ���������

�� ���������� ���� n������ ������� �� ��������� �� ������������ ����� �������� Mm,j ������

������� ��� (Mm,i)i=0...j−1� �� ����� ���� ����� ����������� ������������� �������� �� k ���

������� ����� ��� n ��������� ������ ������������� ��������� ����� �� ��� ���������� � ��� ����

���������� �� ���������� ��� mn ����� ���� n = 2 ��� �������� H(Ω2m, (Mm,0,Mm,1)) =

H(Ωm,Mm,0) +H(Mm,1 | Mm,0)� ������� ��� ��������� �� ����������� ����� ��� ��������� ��

���� ��� ������������ ����������� ��� ������� �

H(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)) <
n−1�

j=0

H(Ωm,Mm,j).

��� �������� ������ ��� ���������� �� ������� ����� ����� �� ��������� ���������� ��� ��

�������� ��� �� ������������ �� �� ��� �� ����������� ����� ����������� Mm,j � �� ���� ����������

����� ������ �� ������ ���� ���������� �� ������������ �������� �� �� ������� �� �����������

����������� �����

��� ������ m � 1� (MIID,m,j)j ��� ����� �� ��������� ��� �� (MMarkov,m,j)j ��� ������ ��

������ �� ���������� (Ti,j)� ������� ������ ���� ��� (Ω
m,P(Ωm))� ���������� �� �������

�� ��� ���� ������� ���� �������������� �

H(Ωm, (MIID,m,j)j) = −
�

k∈Ωm

Pr(MIID,m,0 = k) log(Pr(MIID,m,0 = k)),

H(Ωm, (MMarkov,m,j)j) = −
�

i∈Ωm

�
Pr(MMarkov,m,0 = i)

�

j∈Ωm

Ti,j log(Ti,j)

�
.

��� ��� m = 1�

������ n � 1� εδ ��� ������������ ��� Ω� �� (Bi)i ��� ������ ��� ��� (Ω,P(Ω))� �������

��� εδ�
H(Ωn, (B0, . . . , Bn−1)) = n− n

2
((1− δ) log(1− δ) + (1 + δ) log(1 + δ)) ,

H(Ω, (Bi)i) = 1− 1

2
((1− δ) log(1− δ) + (1 + δ) log(1 + δ)) .

��� ��� m > 1�

������ n � 1� εme,a ��� ������������ ��� Ω
m� �� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� (Ω

m,P(Ωm))�



�� �������� �� �������� ������������

������� ��� εme,a�

H(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)) = nm− nm

2m

�
m�

r=0

�
m

r

�
(1 + er) log(1 + er)

�

+
nm

2m




m�

r=0

(1 + er)
�

ω(k)=r

(1 + ar,k) log(1 + ar,k)


 ,

H(Ωm, (Mm,j)j) = m− m

2m

�
m�

r=0

�
m

r

�
(1 + er) log(1 + er)

�

+
m

2m




m�

r=0

(1 + er)
�

ω(k)=r

(1 + ar,k) log(1 + ar,k)


 .

����� ������������� �� ������������

�� ������� �� ���������� ��������� ��� �� ������������ �� �� ��� �� ����������� ����� ������

���� �� ��������� �� ���� ��� � ��������� �� �������� ������������� ���� n������ �������

��� �� ������� ���� ����� ������� �� ��� ������������� �� ��������� ��� ���������� �� �����

�� ������������� ��� ������ ��� ��������� ������� ���� �������� ��� ������� �������� 160 ����

���� ����������� �� �� �������� ������������� ��� 8 ���� ��� ������� � �� ������ h� �� ����� ���

������� ��� ���������� �������� ���� �� 20������ ������������ ����������� ���� ����� � 20h�

�� ������������ �� �������� �� ������ �� ���������� ��� ����� �� ������������ ���� ��������

�������� �� �� ��������������� �� ���� ������� �����������

��� ������ ��� �� ��� ���������� ���������� ��� �������� ����� �������� ����� ������������

�� �������� ����� ����� �� ��������� ����������� ��� ������ �������� ������������ ���� ��������

�� ���� ��� ������ �� ��������� (Mm,j)j � ���� m = 4 ����� ������������� �� ������������

����������� ��� (Ωm,P(Ωm), Pm�)� ���� �� �������� ����������� ����� Sref � ��� ������������

�� Mm,j � j � 0� ���� �������������� ��� ����� ���������� ������ Smarkov(6)� Smarkov(5) ��

Smarkov(4)� ���� ��� ������� �� ������ ������������� ����� �� ����������� ��� ������� �� ����

��������� �������� Pm�� �� �� ����������� ����������� t = 0.06� t = 0.05� t = 0.04� �� �������

��� ���������� ��� �������� (i, i) �� (i, j) �� �� ������� �� ����������� i, j ∈ Ωm �� i �= j� ����

������� �� ��� �����������

��� ������������� ���� ��� ����������� ���� �������� ���� ��������� ��� t ��� ������ ��

��������� ��� ��� ������ (M4,j)j �� ��� ���� �� 4 ���� ���� ������������� �� ������������

Smarkov(6) Smarkov(5) Smarkov(4)

t 0.06 0.05 0.04

(i, i) 0.09 0.25 0.4

(i, j) 0.06 0.05 0.04

����� ��� � �������� �� ���������� ��� ����������� Smarkov(6)� Smarkov(5) �� Smarkov(4)



���� �������� ����� ������ ��

���������� ���� �� �� ���������� �� ����������� j ��� 10 ���� ���� ����������� ������ �����

������������ �� ����� ��� 100 ��������� ������������ �� ������ ������ ��� ����������� ��� ���

������ ��� ���� ��� ������� Sref �� Smarkov(6)� �� ��� ���� ��� ������� Smarkov(5) �� Smarkov(4)�

������ ��� � ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Sref ��� ������ �� Smarkov(6) ���
����

������ ��� ��� ������������ ������������� �� ���������� �������������� ������� ��� ����

�������� ������ �� �������� ������������ ����� ��� 2m ������������ ������ ����� ��� ����������

��� ����������� ���� ����������� ��� ����� �� �� �������� �� ������� ��� ��� ����� �� �������



�� �������� �� �������� ������������

������ ��� � ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Smarkov(5) ��� ������ �� Smarkov(4)
��� ����

������ ����� �� ������� ��� �������� ���������� ��������� ��� 4 ���� �� ��� �������� � 10−3 �����

������� ����������� ��� �� ����������� ���� �������

���������� ��� ���������� �� ���������� ��� ���������� ���������� �� ��������� ��� ������

����������� ��� ������ ������� ���� ��� ���������� ��� ������� ��� �� ���� 4 ���� ������� ���

�� �����

���� ��� ������ �������� ��� ���������� ���������� �� ������ ������� �� Ω4 ���� ���������



���� �������� ����� ������ ��

Sref Smarkov(6) Smarkov(5) Smarkov(4)

4 ���� 3.985 ���� 3.741 ���� 3.315 ����

����� ��� � �������� �� ������� ��� 4 ���� �� Smarkov(6)� Smarkov(5)� Smarkov(4)

������ ��� � �������� �� ������� �� ����� �� ����� ��� 2 ���� ��� ����� �� 4 ���� ��� ����
��� ������ �������� ������� ��� ���������� ����������

���� ��� 100 000 ����� �� ��� ����� 8 000 ������ �� ������� ���� ������ �������

������� ���������� ��� ������� ��� 2 �� 4 ���� ������ ����� ��� �� ����� �� ������������ ����



�� �������� �� �������� ������������

������ ��� � �������� �� ������� �� ����� �� ����� ��� 8 ���� ��� ����� �� 16 ���� ��� ����
��� ������ �������� ������� ��� ���������� ����������

���� �� ���� �������� ������ �������������� ��������� ����� �� ����������� ��� ������ ��
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��������� ���� ������ m � 1� α ∈ R+\{1} �� M ��� ������ ��� (Ωm,P(Ωm))� ���������� α

�� ����� ��� m ���� ���� M ��� ������ ��� �

Hα(Ω
m,M) =

1

1− α
log

� �

k∈Ωm

Pr(M = k)α

�
.

�� ������������ �� ������ ���� α → 1 ���������� � ���������� �� �������� ���� ����������

��� ���������� ����������� ���������� �� ������� ���� ����� H1(Ω
m,M) ���� �� ������

���� α = 2� �� �������� ��� ������� �������� �� ���������� ����� �������� ������ �� �����������
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H∞(Ωm,M) = − log(max
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H∞(Ωm,M) � · · · � H2(Ω
m,M) � H1(Ω

m,M) � m�

H∞(Ωm,M) � H2(Ω
m,M) � 2H∞(Ωm,M)�

��� ��� m = 1�

������ δ ∈ [−1, 1]� n � 1 �� (Bi)i ��� ������ ��� ��� (Ω,P(Ω), P 1
δ )�

H∞(Ωn, (B0, . . . , Bn−1)) = n− n log(1 + |δ|),
H∞(Ω, (Bi)i) = 1− log(1 + |δ|).

��� ��� m > 1�

������ n � 1� (er)r� (ar,k)r,k �������� �� ��������� ��� ������� �� (Mm,j)j ��� ������ ���

��� (Ωm,P(Ωm), Pm
e,a)�

H∞(Ωmn, (Mm,0, . . . ,Mm,n−1)) = −m log

�
max
r∈Ω�

m

�
(1 + er)(1 + max

k∈Ωm
r

(ar,k)

��
,

H∞(Ωm, (Mm,j)j) = − log

�
max
r∈Ω�

m

�
(1 + er)(1 + max

k∈Ωm
r

(ar,k)

��
.
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������������ h � m ������������� �����

����������� ����� ������ m � 1� h ∈ [0,m]� k0 ∈ Ωm� r0 = ω(k0)� �� (er)r� (ar,k)r,k ������

���� r ∈ Ω�
m �� k ∈ Ωm

r ��� �

er =





1− 2m−h

2m − 1
�� r �= r0

2m−h − 1

2m − 1

�
2m�
m
r0

� − 1

�
�� r = r0

,

ar,k =





0 �� r �= r0 �� k ∈ Ωm
r

2m−h − 1

1 + er0
− 1 �� r = r0 �� k = k0

2m

2m − 1
× 1− 2−h

1 + er0
− 1 �� r = r0 �� k �= k0

.
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������������� �� ��������� �� ����������� ������� ��� ����� ��� ������ ���� ��� ������ ����������



���� ������������� ��������� ��

����� ������� ������ ����������� �� ������� ��� ���������� ������ �������� ���� �� ���������

���� �� ������������ ���������� ����� �� ����� ��������� ��� ���������� �� ��� ����������� �� ����

��������� �� ������������ ��� ���������� ��� ������ ���� ��� p�������� ���������� �� ����� ��

����� �� ������������ ������� ���� �� ������� ���� ��� ��������� �� ������� ����������� ����

������� �� ���������� ������ � ����� ��������������� ���� ���� ������ ��� �� �� ��������� ��

������������ ������������� �� ��� ���������� ������ �� ����� ��� ��������� ��� �� ���� �� �������

���������� ������� ������ ���� [0, 1]� �������� ������ �� ���� �� ����� ���������� ��� �������� ��

�������� �� �� �������� �� ��������

����� ����� �� ���������

��� ������� �� ����� ���� ���� �������� ������� ��� ����� ����� �� ����� ���� ������� ������

�� ������� ����� ���� [0, 1] �� ��������� ���������� � ��� ������ d � ����������� �����������

�� ������������� ��� ���� ����� ����������� ���� ������� ��� ��������� ��������� ���� ���

���������� ������� ��� ��� ���������� �������� ����� ������ ������ ����������� ��� ��� �����

��� ����� �� ��������� ���������� � ����������� ������������� ������������� � � ��

�� ������������� ����� �� ����������� �� �� ������ ������ �� �� ������ ������ ��� �������

��� ���� ������������ �� χ2� ������� �� ��� ����� ������������� ��� �������� ���� �� ���� ��

���������� �� ��� ����� ��������� ��� ��� ��� �������� ����� �� ����� � �� ����� ��� ����������

���� ��� �� ������ �� �������������� �� ������ d �� �� ������ ��� �������� ����� � ������������ ��

�������������� ������� ��������� ������������ ������������ ���� ������ � �� ���� ����� �����

������ ���� ������������� �� ������ ����� ����� �� ���� �� ������������������� ����� �� ����

��� ������������ ��� ������ �� ���������� �� ����������� ��� ��������� � ����� �������� ����

��� ������ �������

����� �� ����������� ��� ���������� ��� ����� ���������� ���� ���� �������� ��� ��� �����

����������� � ��������� �� ��������� ��� ���������� ��� ��������� �� ������ �� �� ������� ������

��� ����������� ������������� ��������� �� ������� ���������������� � ��� �������� ����� ��������

��� ��������� �� ��� ������ �� ������� � �������� �� �������� ���� ���� �� ���� �� ������� ���

�������� �� ��� ����������� ������������� �� �� �������

��� ������� �� ����� ��� ��� ��� �� ������ ��� ��������� ���� ���� �� �������� ��������

���� ������� ��� ������������ �� 10 � 12 �� �� ������� ������� ���� [0, 231−1]� ��� ��������

�� ����� �������� ��� ���� ����� ���������� �� ����� �� �� ������ ����� ������ ��� ������������ �

�� ���� ��� �� ����������� ��� �������� ���� ���� ���� ��� ��������� ��� �� ������������ ���

������� ������� ���� �� ����������������� �� ��� �������� ����������� �� ������������ ��

������ �������� ����� ���� ������� ���� ��������� ����������� �� ��� ����� ���� �� ��������

�� ����� �� �������� ������ ���� ����������� �� �������� �� ����� �� �������������� ���������

������� ��� ��������� �� ����������� ���� ������ �� ����������� ������ ������ ������ � �� ��������

��� ������ �� ����� ����� �� ��������� �� ���� ������������ �� ������������������ ��� �����

������� ���� ������� ��� �������� � ������ �� ��������� ��������� �������������



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

����� ��� ��������� ��������

��� ���� �������� ��������� ���� ��� ��������� ������ ��� ����� �� ������ ���� �� �������

����� ������� ��� ��� ������� ���� ���� �������� ��� ��� ������������ ��������� ��� �������� ������

����� ������ ������� ��� �� ����������� �� 20000 ����� �� ���� �� ���������� ������ ���������

���� ��� ��������� ������ �� ���������� �� �1� ���� �������������� ���� �� ���� ��� �� ��������

������������� ��� ������� �� 5000 ���� �� 4 ���� ������������

�� ���� ��� ������ �� �� ����� ���� ���� ������ �� ��������� �� ������ �� ���� �������

��������� ������ �� ������ ���� ������� �� �� ������������� � ������� �� ��� ���� ������ ���

����� �������� � ���� ����������������� ��� ��������� ����� ���������� ��� ��� ��� �����������

����� ��� ��������� �� ���� ���� ������������

� ������ ���� ���������� �� ����� ������������� ��� ��������� ���� �������� � ����� �� �� ��������

���������� � ��� ����������� ������ ������ ���� �� ��� ���� ������� ��������������� ��������� ���

��� �� �������� ���� ����������������� ���� ������� ��� ��� ������ ������� �� ����� ���������

����� ��� ���� ��������� �� ����� ��� ����������� �� ������������ ������������� � �� ������� ������

��������� �� ����� �� ������������ α = 10−4� ��� ����� ���������� ������������� �� ����� ��� ����

������ ��� ����� ����� ��� �������� α = 10−6�

��� ��������� ��� ��� ������� ���� �� ����� �������� ���� ��������� ��������� ��� ��

�������� ������ �� ���������� ������ �� ����� ������� �� ���� �� �������� �� ���� ��������

�� ������ ��� ����� �� ��������� ���� �� ���� �� �������� �� ��� ������� ����������� ����� ���

����� ����� �� ����������� ����� �������� ����� �� ������ �� ����������� �� ���� ��� ���� ��

���� ����� ��� �������� �������� ��� ����� �� �� ������������ �� ������ ����� �� ���� ��� ��

�� ��� �������� ��� ���������������

�� �������� ������� ���������� 15 ����� �� ����������� 106 ���� �� ������� ���� �������

��� ������� �������� �� ��������� ���� [0, 256]� �� ����� �� �������� ��������� �� ������� ��

���������� � ������ ������������� ��� ��������� �� ����������� �� �� ���� ����������� ����� ������

��� ����� �� ������������� ���� ���� ������������ �� χ2 �� ���������� ��� ��������� ��� ������ ��

��������� ������������ ������������ ������� �������� ��� ����� ���� ��������� ������� ��� ���������

�� ������������ ��� ����� ������� ������������� �� ������� ���� ��� ��� ���������� �� �� χ2� ���

��������� ��� ���������� ������� ���� �� ����� � ������� �� �������� ����������� ��� ������ �����

��� �� �������� �� �� ������� ������������ �� ������ �� ������������ α = 5.10−3 ���� ���� ���

������

����� ��� ���������� �����

�� ����� ��������������� ��������� ����� ���� ��������� ���� ����������� ���� �� �����

�� ���� ����� ������ �� �T0� � �T8�� ���� ������� �� �������� ����������� ��� �� ������

������ ��� ��� ������ ������� �� ��� ���������� ��� �������� �� ��������� ���� �� ��������

�������� ��� 1 073 ��������� �� 106 ���� ���� �� ����� �� ������������ α = 10−2�



���� ������������� ��������� ��

�� ������� ���������� ������ ���������� ��� ������� ��� ����� �� ����� ������ �� ����

������������������ �� �������� ���������� �� ��� ����� ���� �� ����� α = 10−6� �� ��������� ��

����� 8 285 728 ����� �� �� �������� � ������ �� �������� ���������� 216 × 48 ���� ������� ��

���� ����� ���� �� ����� ��� ������ �� 257 ������������ �� ���� ������� �� ����� ��� 20 000 ����

�� ����� ���� �� ������ ����������� ���� ������ ��� ������ ��� �������� ����� �� 257 ������ ��

������ ���� ��� �������� ���� �� ��� ����� ������ ������� �� ����������� �� ������ ���� ������

���� ��� ����� �� ����� ����� ���� ��� ������� 0.9987�

�� ��� 257 × 5 ����� ���� ������ ���� ������� ����������� �� ������ ������ ��� �������� ��

�� ����� ��� �������� ��� ������� ����� �� 257 ����� ��� ����������� �� ����� ����� �� ����

�� ��������� ���� �������� � �� ������� �� ���� ������ ���� ����������� ����������� �� ������

������ ��� ��������

�� �������� ���������� ������ ���������� ��� ��� ������� �� ����� ����� ��������� �� ���

������ �� ������� �� 7.103 ���� �� �������� ���������� �� ��� �������� �� ����� ����� ���

��������� ������������ ��� ������������ � ��� ������ ������ ���� ���������� ������������� ���

������������ �� ��������� ���� ���������

�� ���� ������ ��� �� ������������� ����� ��� ����� �� ��� ��� ����� ��� ������������ ��

����� ��� �� ���� ����������� � �� ������ �� ���������� �� ����� �� �� ��� ���� �� �����������

��� ��������� ��������� �� ������ ��� ��������� �� ±0.025 ��� ������� � �� ������ ������ 1
2 �

�� ��� ������ ������������ �� ������ �� ���� ���� ��� �� ���� ������������� ��� ������������ �

�� ������� �� ����� ������������� �� �������� ��������� �� �������������� ��� ������������� ���

������������ ��� �� ���� �� χ2� �� ���� ��� �������� ��� ��� n������� �������������� �������������

���� �������������� ���� n ∈ {2, 3, 4}� ������������ �� ����� ��� ����� �� ������ α = 0.02 ����

��� 2�������� �� α = 10−4 ���� ��� ������� �� ������� ����� ����� ���������� �� ���� ���������

�� ������ ����� �������� ��� ��� ����� �� 8 ����� ���� ������� �� ����� ������������ ������� ����

���� ���������� � 7.976�

� ������� �� ��� ���� ������ �� ������� �� �� ��������� � ��� �������� ���� ����� ��� ������

������� ��������� ���� ��� ������ ������� �� ����������� �� ������ ���� ������ ���� ��� ����� ����

��� ��������� 0.998� ������� �� ���� ������������� ��� 2������� �������� �� ������ �������� ��

���� ��� ���������� ����� ��� ���������� �� �� �������������

����� �� ��������� ���� ���

������� ���� ��� ���� ��������� ��� �������� �� ������ ��� ��� ��������� ������ �� � ���

������� ��� ����� ������������ �� ��� ������������� �� ����������� ��������������

������ ���� ��������� ������� ���������� �� �������� ����������� � ��� ��������� ���

������ �������� �� ������� ��� ������� �� ��������� ������ �������� ������������ �� ����������

���� ������� ��� ����������� ������� ��������� ���� [0, 1]� �� ��� �������� �������� ����� �����

�� �� ����������� ��� �� ������ ������� ���������� ��� ��������� ��� ������ �� ���������� ��

�������� ��� ��� ������ �������� �� �������



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

�� �������� ������ ����� 14 ����� ���������� �������� �������� ���� ��������� ����������� ��

��� ������� � ����������� �� ����� �� 26 ������ ������ �������� �������� 4 ����� ��������� ����

�� ����� �� 9 ����� ��������� ���� ��� ����������� �������� �� ��� ���� ������� 230 ���� ����

�����������

������������� ��� ������ ���������� ���� ��� �� ����� ��� �� ������� �� ����� �� ������

�� �������� ���� ������� ��� p������� ������� ���� ������ ����� �� ��� ������ ������������� �����

�� �� ���������� ���������� ����������� �� ������ ������� �� ������������� ����� �������� n � 109

����� ������ ���� ����� �������� ������ ����� ����� ���� �� ��� ���������� � n
109

� ���������� ����

���������� ��� ����� �� �� ���� ������������ �� ���������������� ��� �������� ��� ��� p���������

����� �� �������� ��������

���� ���������� �� �������� ��������� �� ���� ������ ���������� ������������ �� ����� ��

����� �������� ��� �� �� � ������� ��� ���������� �� ������������ �������� ���� �������� ��

���������� ����� ������� ���������� ��� ������ �� ������ ����� ����� ��� ����� �������������

��� ��������� �� ��� �������� �� �� ������ ������ �� ����� ����� ��� ������� �� �������� �����

����� ����������� �������� � ��� ������� ������������� ������ ��������� ���������� ��� ������

���� ������� ����� �����������

������ ��� ����� ������������ �� ���� ���� �������� ���� ��������� ����������� �� ������

������ ���� ���� ���������� �� ������� �� ���� ������� � �� ������ ���� ������� �����������

��� ����� ����������� ���� ��������� ��� ������������ �� ��������� ��� �� �� ������ ��� �����

��� ����� �� ��������� ����������� ��� ������� �� �������������

���� ����� �������������������� ��� ����� ��� �� ���� �� χ2 ������������� �� ��� �� ������ ��

���� ��������� ������������ �� ������� ��� ������������ ����������� ��� �� ����������� ������� ��

����� �������� �� �������� ���� �� ������� �� �������������� �� ������ ��� �������� ������������

�� �� ���� �� χ2 ��� ������ �� ������ �� ������������ 10−3� �� �� ��� ������ �� ������������� �������

�� �� ���������� ��������������� ��� ��� ����� ������ ������� �� ���� �� χ2 ��������������

������ ��� �������� �� ��������� ��������� �� ����������� ����� ��� ����������

�� �� ��������� ��� ��� �������� �� ������������ ��� m ���� ��� ������� ����� ����� �� �����

�� ���� ��������� �������� ��� �� ������� ��� ����������� �� �������� �� ������ 0.99 ����

������� ��� ����� ����������� �� ���� ����� ������������ ���������� ��� �� ������� ��� �������

������� 1� �� ���� ������� �������� �������� �� ������������ ��� ������� �������������� ��

������� �� ��� ����������� ��� ����������� � �� ������� ��� ��������

���� �� ������� ��� �������� ��� ����������� ��� ������� �� �� ������ ������� ��� ��������

������ ������ ��� ��������� ���� �������� ��� ������������ �� �������� �� ������ 0.95 ���� �������

�� ��������� �������� ��� ��������� ��� �������� ���� ���������� �� ������ �������� p0 ��

��������� p ��� ��� ����������� ��������� ���� ��� ������ ���� �� ������������ − log(p) ��



���� ������������� ��������� ��

���������� ����� �� ����������� ���� ������� ���� ����� � ����������� ��������� �� ������������

��� ����� ������� � − log(p0)�

�� ������� ������������� ��� �������� ���� ������� �� ����� �� m ���� �� ���� ��������� ��

���� ������ ����� ������������ ����� �� ���������� �� ����� ��������� ��������� ������ ���

����� ���������� ��� ������� ���� �� ��� �� ���� �� ���������� ���� ��������� ��������� �� �������

������ �������� �� �� ������� �� ���������� ���� �� ���� ���������� �� ������� ������� �� ���

����������� ��� �������� ��� �� ������� ���������� � �� �� ������ ��� �� �� ������ �� �������������

�� �� ������ �� ������������ ������� ���� ��� ����������� �� ������� �� ������������� ��������

���������� �� �������� �� ��� ����������� ������ ��� ����������� ����������� ������������

�� �� ������ ��� ����� ��� ����� �� ��������� ����������� �� ������ ����� �� �������������� ���

��������� ���� �� ���� �� ���������� �� ���������� �� ���������� ��������� �� �� ������������ �����

��� ��� �������� ���� �������� ������� �� ��������� ��� �� �� ������ ��� ��� ��� �������� ��

������������ ������� � ������� �� ��� ���� ����� ��� ������������ �� ���� �����������

������ ��� ���� �� ������� ������������ �� �� ������������� ���� ����� ���� ��� ������ ����

������� ��������� ���� ������� �� �� ���������� �� ������������ �������� ���� �������� ��� ��

������� ��������� �� ������� ���� �� ��������� �� ����������� �� ������� ���� ������� � ���

����������� ��� ������������ ���� ����� ��� ���������� ��������� ���������� ��� ��������

��� ������ �� ������ ���������� �� ������� �� �� ������ �� �������� ��� ���������� ������� �������

��� �� ������ ���������� � ��� �����������

�� ������ ���� ������� �� �������� ��������� ����� ������������ �� �������� �� ��������� �

H∞(Ωm,M) < H2(Ω
m,M) < 2H∞(Ωm,M)� �� ���� �������� ���� � ������� ���������� �� ����

������ ��� ������� ������������� �� ��������� �� ������ �� ���������� ������� ���� �� ������

�� ��������� ���������� ���� ������ �� ���� ����������� ��� ���������� �� ���� ������ ���������

����� ���� ���� ��� �� �� �� ������ ��������� � ��������� ��� �������� ��� ���������� ��������

�� ���������� �� ���������� ��� ������ ��� ���������� �� ����� �� ������ �� ������������ 10−4�

����� ���� �������� ��� ������������ ����������� �� ����� �� ��������� �� ������� ����

����������� �� ���������� �� ��� �������� ���� ����� ���� ����������� ���� ���� �������� ��

�������� �� ���� ����� ��� �� ���������� ������� �� ���� ��������� �� ����������� ��������

������������� ��� ��� �������� �� ��������� ����������� ���������� ��� �������� ���� �������

������������ ��� ������� ��������� �� ���� ��� �� ���������� ������ �� �������� ��� ��������

���������� �� �������� �� ������ �� ����������� ������������ �� �� �������� ������ ���������

�� ���� ��� ��������� ��� �������� � ��������� ����� ���� ��� ��� ����� ����� ������ ������� �

8 ���� �� ������������� �� ��� ��� �� ������ ����� ���� ���������� �������� � ���� ������������

�� ��� ������� ������ ���� �� ����� ������ ����� � �� �������� ���� ��� 4 ���� �� �������������

65 000 ������� ������ ����������� ����� ��� �� ������ ���������� �� ���� ���������



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

��� �������� ��� ������� �� ��� ��������

���� ��������� �� �������� ��� ����� �� ������ ����������� ��� ����� ������������ �����

������� ������ ���� ��� ����������� ������ ����� �� ����� �������� �� ���� �������� �� �������

��� ������� ��� �� ���� �� ��������� ����� ���� ������� ���� ����� ��������� ������ �� �����

���������� ����������� �� ���������� ���� ��������� �� �������� ���������� � ��� ����� ��

��������� ���������� ��� ����� ��� ������������ �� �� ����� εm0,a ��� ��������� ��� ��� ����������

�������������� �� ������� ������� �������� ��� ������� ��� ��������� �� ������ ����� �����

������������� ����������� �� ������������ �������� Pm� ��� Ωm� ���� ��� ��������� �����

������������ ����������� ����� �� ����������� ��� �������

�� ���������� ����� �������� ��� �������� ����� ���� ����������� ��� �������� ����� ��

����� ���������� ����� �� ������� ��������� ��� ����� ����������� �� ��� ������ �� ������� ���

������������� ����� �� ��� �� ������������� ��� ����� T1 �� T6 ���� ��� ���������� ��� ��� ��

����������� ��� �������������� ���������� ���� �� ���� �� �������� ������ �� ������ ��� �� ����

T6 ��� ���� ��������� ��� �� ���� T1 � �� �������� ��� ������� �� ������������ �� ����� �� ����

T1 ������� �� ������ ���� �� ���� T2� ��� ������� ����� ��� ���� �� ������ �� �� ������ � ��

�������� ���� ������ ��������� �������� ����� ������� �� ��������� ��� ��� ��� ������� ������

�� ������� ��� �� �������� �� ��������� ��������� ����� �� ����� ������� �� ������ ��������� ���

(Bi)i ��� ��������� �� �������������� �� ���������������� ���������������

����� ��������� �� ������ ��� ���������

���������� ��� ������� ������������ ��� ��� ����� �� ��������� ���������� ��� (Mm,j)j � ��

������������ ������������� ������������� ������� �� ����� �� ���� �� ��������� �� ������

�� ������� ������� ���� ����� �� �� ���� ������� �� ��������� ������ �� ���������� �����

������� ��������� �� ��������� �������� ����� ������������ ��� �� �����

��� ����� �������� ���������� � ��� ������ ������ ���� ��� ������� ��� ���� �� ������������

��� Ω4 ��� �� �� ����� ε0,a ����� ������ ��� ��� ����������� ��������� ���� �� ������� ���

���� ε40,a0 � ε40,a3 �� ε40,a11 � ����� �� ���������� ������ ��������� ������������� �(er)r ���

������������� ���� �� �������� ��� ����� ���������� �������������� ��� ����������� ��� ���

�������� � 39 835 ���������� �� ���� �� ��������� ���� ��� ���������� ������� �� ����������

����� �� �������� �n = 20 000 �� m = 4�� �� �� ����� α = 10−6�

������ �� ��������� � �� ������ ��� �������� �� ���� �� ��������� 257 ���� �� ���������� ���

�� ���� �� �������� ��������� � 0.9961 ��� ���� �� ������ �� �������� ��� �� ���� ������������

���� ����� 155 ������ �� 257 ����������� �� �������� ��� �������� �� ���� �� ��������� �����

���������� ������ ����� � �� �� ��������� ��� ��� ���������� ��������������



���� �������� ��� ������� �� ��� �������� ��

������ ���� �� ������ ��� 155× 257 ����������

��� P 4� 0.99987

��� ε40,a0 0.99985

��� ε40,a3 0.99987

��� ε40,a11 0.99995

����� ��� � ���� �� �������� �� ���� �� ��������� T1 �� ����� ���� ε40,a0 � ε
4
0,a3

� ε40,a11

����� ������ �� ���������� ��� ��������

�� ������� ��� ������� ������������ ��������� �� ������� �� �� ����������� ��� ������ ����

��� ������������ �������� ������ ������ ����� �� ���� �� ��������� �������� ���� ���� ����� ��

��� �� ���� �� ���� �������� ����������� ��������� �� ��� ������������� ��� ������ ��� �����

������� ����� �� ����� ����� �� ����� ���� �� ������� ����������� ��� ����� ���� ��������������

��� �������� ���������� ���� �� ������� ��� ���������� ��� ����������� Smarkov(6)� Smarkov(5)�

Smarkov(4)� Smarkov(3) ����� �������� � �� �� ������� ����� �� ����� ��� ������ �� ���� �� ���

���� ��������� ���� Smarkov(3) ���� ������������� �� �������������� ��� �������� ���� ���������

��� t ��� ������� �� ��� ��������� ��� �� ���� �� �������� ����� �� ���� �� ����������

������ ��� � ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Smarkov(3)



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

������ ���� �� �������� ��� 155× 257 ����������

��� P 4� 0.99985

P 4� �� t = 0.6 0.99985

P 4� �� t = 0.5 0.99859

P 4� �� t = 0.4 0.99141

P 4� �� t = 0.3 0.97266

����� ��� � ���� �� �������� �� ���� �� ��������� T1 �� ����� ���� Smarkov(6)� Smarkov(5)�
Smarkov(4) �� Smarkov(3)

���� ��� �� ���� �� �������� ������� �������� ���� ��� �� ������������ ���� ��� �������

����� ������������ �� ������ �� ������������� ��� ������ ����� ������� �� ������� ��� ������� ���

��� ��������� �� �������� ��� ����������� � �� ������� �� �������� �������� ��� �����������

����� ���� �� ����� ����� � ��� ����������� �� ����� �� �������� ��� ������ �� ������������ ���

������������� ���������� �� �����������

����� ���������� �� ���������� ���� ��������

����� ��� ������������ ��������� ��� �� �������� ���� ������� �� ������������ ����� ������

��� ��� ����� ����� ����� ��� �� ���� �� ���������� ������� ��� ������� ������������ ���������

�� ������� �� �� ����������� ��� ������ ���� ��� ������������ ������� ������ ������ �� ����

�� ��������� ������ �� ������������ �� ������ ����� ������������ ����� ������� �� ��� ����

������������ �� ���������� �� �� ������� ��� ������� ������������� ����������� ������ ������

�� �������� ���������� ��� ������ �� �������� �� ���������� ����� ������� ���� �� ������� ��������

��� ����������� �����������

�� ������� ��� ������� ��� ����������� �������� ��� ��� ������������ �� 20 000 �� 100 000

���� �� 4 ���� ���� ��� ������� Sref � Smarkov(6)� Smarkov(5) �� Smarkov(4)� �� ������������

���� ��� ����������� ����� ��� ������������ �������� ���� ������ ��� t ��� ������ ����������

��������� ���� ��������� � ����� ����� �� �� ������� �� �������������� �������� �� ���������� �����

������� ������ ��� ������������ �� �� ������������ ���������� � �� ���� ������ ������ �������

����� 10 000 ������������ �� ���� ���� �� ����� �� ������������ α = 0.001�

������ ���� �� ������ ������� ��� ����������� ������������ �� ���� ��� �� ������������ ���

������������� �� ������ �� ���� ����������� �� ���� ���������� � ���������� �� �������� ��

����� ����� ��� �� �������� ��� ���� ������ ������ ��� ������������ ���� �������� ���� �������

��� ������������� ��� ����������� ����� �������������� ������ ������ ������� ��� ����� �������

�� �������� ��� ��������� ���� ������� ��� ������� ���������� ��������� �� ���������� �����

��������



���� �������� ��� ������� �� ��� �������� ��

������ ��������
�����

����� ���
4 ����

������������
������� ��� 4

����� 20 000 ����

������������
������� ��� 4
����� 100 000

����

��� P 4� 4 3.849 3.953

P 4� �� t = 0.6 3.985 3.837 3.971

P 4� �� t = 0.5 3.741 3.804 3.960

P 4� �� t = 0.4 3.315 3.772 3.964

����� ��� � ����������� �� ���������� �� ������� ��������� �� ��� ����������� ��� �� ���� ��
��������� �� ��������� ��� 4 ����� ���� ��� ������� Sref � Smarkov(6)� Smarkov(5) �� Smarkov(4)�

����� ����� ����������

���� ��������� ������� ��� �������� ������� �� �� ������ ���� ���� ���� ������� �� ������� �

������ �� �������� ���� ������ ����� �� ��� ��� ����� ��������� �� ������� �� ���� �� �����

���������� ���� �������� �� �������� ���� n������ (Bi)i ��� �� ������������ εδ�

�� ����� ����� ������ ��� ������������ �� n ����� �������� �� ���� �� m ���� ����������� ��

����� ����� ����� ��� �� ������������ εδ� ����������� µM �� µP ��� ������������� ��������������

�� ������� �� �� ������ ���� ������ � �

µM =
n

2
(1 + δ),

µP =

2w−1�

i=0

(oi − ei)
2

ei
,

�� ei =
n

m2m
�� oi =

n

m2m
(1 + δ)ω(i)(1− δ)m−ω(i)�

�� �� ����� ������� δ = 2µM
n − 1� ������������ ��������� �� ������������� ������ ���� �� ������

�� ���������� ��� ������ ��� ����� �� ������� �

µP =
n

m2m

m�

i=0

�
m

i

��
(1 + δ)i(1− δ)m−i − 1

�2
,

=
n

m2m

m�

i=0

��
m

i

�
(1 + δ)2i(1− δ)2(m−i)

�
− n

m
,

=
n

m
(δ2 + 1)m − n

m
,

=
n

m

�
4

n2
µ2
M − 4

n
µM + 2

�m

− n

m
.

���� ������ ������ �� ����� ������������ ��� ������������ ��������� sM ���� �� ������� ��

sP ���� �� ����� ���� ��������� ���� ���������� �� �������� �� ������ (sM , sP )� ������ ����



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

������ ��� � ��������� �� ����� �� �������� �� ����� �� �������� ���� ��� n������� ��

��������� �������� ��� �� ������������ εδ� µM =
n

2
(1 + δ)� ���� n = 20000 �� m = 4

�� �� �������� ����� µM �� δ� �� ��� ������������ ���� ������������ ��� ��� n������� (Bi)i ���� ��

����� �� ������ ���� ������ ��������������� ��� �� ����� δ� ��� �������� ���� ��� ������������

�� n = 2000 ����� ��� ������ ������ ������� ��� ����� ������� ��� ���������� sM = 10 000

������ ���� �� ������ ������ ��� ����� ����� ������ �������� ��� �� ��� P 1
δ ���� δ = −0.2� ����

������� ��� sM = 8 000 ������ ���� �� ����� �� ����� ����� �� ����� �� �������� ��� ������

�� δ� �� ���������� ���������������� �������� ��� ���������� ���������������� ��� ���� ��������

����� �������� ������ �� �� ������ �������� ��� �� ����� ��� ��������� ��� �� ������ ������ ��

�� ����� ���� �� �������� ����� ��� �� ����� ����� ������ ������� ������� ��� �� ����� ����������

�� �� ������� ��� ������� ����� ��� ����� ����� ������ ��� �� ����� δ �= 0 �� �������� ������������

������ �� n
2 (1 + δ)�

�� �������� �� ��������� ��� �� �� ������ �� ������������� n �� �� �� ������ ��� ���� m� ��

����� �� ������ ���� ����� ������� ��������������� �� ����� ���� ��� n������� ����������� �����

�� ��� ��� ������� ������������ ����������� ����� ��� ������������ ��� ������� ��� ������� �� ���

������ ������� �� ������ �� ������������� ��� ���������� � �� ������� �� �� ������ �������� �

�� ����� ����� ������� ��� ������� ��������� ��� ������������ ������������� �� ����� ������ ��

����� �� �� ������������ �������� �δ = −0.2 ���� �� ���������� �������� � �� ����� ����� �����

��� �� ����������� ���� �� ������������ ������ ��������� ���� �� ���������� �������� ������� ��

����������� ���� ������

���� ��� ������� ���������� ��� ��� Ω� �� ��� ���� �������� �� ������� �� �������� �� ����

�� ����� � ������ �� ����� �� ��������

�� ���� �� �������� ��� ����� ��������� ������� ��� ����������� ������� ������ ��� ���� ��

������� ����� ����� ��� ����� �� �� �� ��������� � �� �� �� �� ��������� � ���� ������ ��



���� �������� ��� ������� �� ��� �������� ��

������ ��� � ����� �� 16 000 ������������ �� ����� �� ������� ���� ��� ���������� �� ������
������ ��� ����� �� ��� ������ ��� �� ������������ εbias ��� ����� δ = −0.2� n = 20000 ��
m = 4

���������� �� ��� ���� ����� ��� �� �������� ����� ����� �� �������� �� ��������� ���������� ��

��������� ��� ���������� �������� ��������� ���������� ��� ������� � �� ������ �������� ����

��� ������ ������� �� �������� ��� ��� ����� �� �� �� ��������� �� ���� ����������� ���� ��� ��

�� ��� ���� ���������� ����� ����� π� ����������� �������� ���� ���������� �� f �� ���������

���������� �� ��������� �������� �� ������������ ��� ������ ��� �



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

������ ��� � ����� �� 16 000 ������������ �� ����� �� ������� ���� ��� ���������� ������
������ �� ������� 35 000� ����� �� ����������� ��� ������� n = 20000 �� m = 4

δ = 100× f − π

π
.

�� ���� �� ��� �� ���� �� ������� ��� 20000 ����� ����������� ������������ ��� �������� ��

�� ������ ���������� � ������������ [9654, 10346]� �� ��� ��� ���������� � ��� ��������� �������

|δ| < 3.46% ���� 20 000 �����

�� ���� �� ��� �� ���� ������������ �� n ���� �� k ���� �� �������� ���� ������ ��� ���

��������� �������� ����������� 2a� ���������� �� ����� ������� ��� ���� �� ��������� �� �� ����

��� ���������� k = 1, n = 100000, a = 0.025� �� ��� ������� � ��������� �� ���� �� ������� ��

����������� ��� ��������� ������� |δ| < 5% ���� 100 000 �����

�� �������� ����� ������ ������� ������� ������������� ��� ���� ���� ��������� � ����� �������

���� ��� �� ���������� ���������������� � ����� ���������� �� �� �������� ������� � ���� ����

������ �� �� ������ ������ ���� �� ��� ���� ��� �� �� ��������� �������� ��������� ��� ����

������� �� ��� ����� �� ���� �� ���� �� ��������� ��� �� ���� ���

��� ����� ��� ����� ������������

��� ����� ������������� ������� ����� ������ ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ������ ������������

��� ����������� �� �� �� ������������� ������� � ������� �� ��� ��� ��������� ������ � ������� ��

�������� ��� ������������� ��������� ��� �� ���������� �� ����� ��� ������������� ��� ����� � �������

������� ����� ������������ ��� ������������ �� ���� ����� � ��� ��������� �� ����������� �� ����

���� ����������� ���� ����������� ���� �� �� ������������ ���� ���� � �� ������� �� �����������

���� ���� ������� � �� ������ �� ������������� ������ �� ������������ �������� ���� ���� ������������



���� ����� ��� ����� ������������ ��

�� ���������� �� ����� �� ����� �������� ������� � ��� ����������� ����������������

���� �� ������ b = (b1, . . . , bn) ∈ {0, 1}n ������� ������������� �� ������ n ������ �� B =

(B1, . . . , Bn) ��� �� n������ �� ��������� ���������� ���� b ��� ��� ������������

����� ��������� ����� �� ����������� �� ����

�� ���� �������� � ������� ��� �� �� �� ������������� b� ����������� ����� ��� �� ����� ���

��������� ���� ���������� ��������������� ���� ���� ������������� ������� � �����������

������ ����� H0� ��� ����� � ���������� �� �������������� ����� Ha� �������� �� �������� �� H0�

���� �� ���� ������ ��� ������ α� ������� ����� �� ������������ �� ����� ��� ����� ����� ������

������ ���� ���� � ������ ���� ������������� ���� �� ����� �� ��������� ��� ���� ��� ��������

���� �� ���������� ��������

���� ����� �������� ������������ ���� ����������� ����������� ����� ���������� �� ������

������������ �� �� ������ ������� ���� ��� ����� ����� ������������ ���� �������� ��������

������������� ���� ��� ��������� ���������� �� ������������ ������������� ��� ����� �� �� ������

������� �� ����� �� �������� � ��������� ��� ����������� ������ �������� ������� ��� �����

��������� � ������� ���� H0 �� ������ �� �� ������ ������� ������� �� ��� ������ ���� Ha ��

�������� �� ������� ������� � ���������� �� ����� ���������� �

H0 � �(Bi) ��� ��� ����� �� ��������� ���������� ���� �� ��� P 1���

Ha � �(Bi) ��� ��� ����� �� ��������� ���������� �������

�� ���������� � (Bi) ��� �������� Sn � n ���������� �� ������� ����� ��� �������� ��������

��������� Sn(B)� ������� ����������� �� ����� �� �������� �� ����������� ������ ��� ������ ��

�� ������� ��� ������������ ������� ��������� ������������ �� ������������ �� Sn(B) ���� ���

�� ������������ ������� ���� ��� �� ������������ ������������ ���� n → ∞� �� �������� ��

����������� �� Sn(B) ������� H0 ��� ����� ���� ����� CDF0 ���� �� ������

��� ���� ����� ������ ��������� �������� �������� �� ���� ������� �������� s(b) = Sn(b)�

������� ���� �� ����� s�������� ���� ������� ��� �� ������������� ����� H0 �� b ����� � ��

�������� �� ����������� �� Sn(B)�

����� ������ �� ��������

�� ������������� ����� H0 �� ������������� b ��� ����� ��� �� ����������� ���������� s(b)

������� H0 ��� ����� �

����� � �� s(b) ��� ���� ��������� �� �������� �� H0�

������ � ������

�� ����� �� �������� �������� ���� ��� ������������� �� ����� ������������� �������������

�� ���������� �� ����� ��� �� ��������� �� �������� �� ����������� ���� ���������� �� ���� ��



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

���������� �� �������� �� ����������� ��������� � ������������ ������� H0 ��� ����� � ������ �����

��������� �� ������������ ��� ������� s(b) �������� ������������ �� ������� �� Sn(B) ������

�����

������ ��� � ���� ����� s������� �� �������� �� ����������� ���������

�� ����� �� s(b) ��� ���� ������� �� ��� ���� �������� ����� ����������� ���� �� H0 ����������

��� s������� ���� ������� � ���������� �� s(b) ��� ���� ������� �� ����������� �� ������ H0

����������� ��� s������� ���� ������������ ���� ������� �� ��� ���� ����� � ���������� ���

������������ ��������������� ��������� �

Pr(Sn(B) < s(b)|H0) = CDF0(s(b)), �����

Pr(Sn(B) > s(b)|H0) = 1− CDF0(s(b)). �����

�� s������� s(b) ��� ����� �������� �� p(b)� ������� p������� �

p(b) = CDF0(s(b)).

������ ��� p������� ���� ������ �� 0 �� 1 ���� �� ����� ����� ��������� ������������ �����

H0 �� ������������� b� �� ������ �� ������������ α� ��� � ������ ���� �� �� ������������ ��

����������� ������ ���� ����� � ������ ��� ���������� �� ����� �� H0� ���� �� ��� ����� �����������

���������������� ��� ������� ����������� �������� ���� α = 10−4 �� α = 10−3�



���� ����� ��� ����� ������������ ��

����� �� �������� ��� p�������

���� ���������� ��������� ����� �� p(b) < α

������ �����

���� ���������� ��������� ����� �� 1− p(b) < α

������ �����

���� ��������� ����� �� p(b) �∈ [α2 ; 1−α
2 ]

������ �����

� ������� ��� ��������� ���� ��� �� ������ ����� ������� �� �������� ���� ���� ��������

�� ����� ����������� �� ��� ����� ������� ����������� ��� �� s�������� �� ���� ���� ���� ��

�������� ��� ������� ������ S−
α �� S+

α �� Sn(B) ���� H0 ����� � �� �������� �������� � ���������

Q0 �� �� �������� ��������� Sn(B)�

���� ���������� ��������� α = 1− CDF0(S
−
α )

S−
α = Q0 (α)

���� ���������� ��������� α = 1− CDF0(S
+
α )

S+
α = Q0 (1− α)

���� ��������� α = 1− (CDF0(S
+
α )− CDF0(S

−
α ))

S−
α = Q0

�
α
2

�

S+
α = Q0

�
1− α

2

�

���������� ������� Q0 (α) = F−1
0 (α)� �� ������ �� �� �������� �������� ��������� ��������� ��

�� �������� �� ������������ �� ��� ����� ��� �������� ����� �������������� ����� ����� �������

���� �������� �� ������ ������������� �� ������� ����� ���� �� ������ �� ������������ �� ��� ������

S∗
α ���� ������������ ���� ��� ������ α �����

����� �� �������� ��� s�������

���� ���������� ��������� ����� �� s(b) < S−
α

������ �����

���� ���������� ��������� ����� �� s(b) > S+
α

������ �����

���� ��������� ����� �� s(b) �∈ [S−
α , Sα+ ]

������ �����

����� ������� ��������

������ ��� ���� �� ����� �������� �� �������� ����� ��� ������� �� ������������� ��������

������ ���� ����� ��������� ������� �� ���������

�� �� �������� �������� Q ����� �������� ��������� X �� �������� �� ����������� F ��� R ��� ������ ��� �

Q : u ∈ [0; 1] �→ inf
t∈R

{Pr(X � t) � u} = inf
t∈R

{F (t) � u}



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

�������� �� ���� � ��� �� ������ �� ������� � ���� �� ����������� ���� ��� ���� ��� α� ��

������ �� ������������ ��� ������� �������������� �� �������� �� ���� � �������� �� �������� ��

����������� ������ ������� ����������� ������������ ��� ����� 1− α �

α = Pr(����� | H0),

1− α = Pr(������ | H0).

�� ����� ������� �� ����� α = 10−4 ���� ��� ����������� ���������������� ������� ����

���� ����� �� ������ �� �� ������ ��� �������� � H0� �� �������� ���� ������� ���� 99, 99%

��� ���� ����� �������� �� ��������� � �� ������� �������� �� ���� �� ����� ��� ��� ��� �����

���������� ���� ���� ���� � 257× 0.9999 = 256.9743�

�������� �� ���� �� ������� �� ������ ���������� � ���� �� ����������� ����� �� ������ ��

��������� �� ����� ���� β� ������ 1− β� ������ ��������� ������������ ���������� �� �������� ��

���� � �������� ����������� ����������� �

β = Pr(������ | Ha),

1− β = Pr(����� | Ha).

��� ���� ��������� �������� ���� ������� ��������������� � �� ������ β ���� ���������

�������� ���� ��� α ��� �������� ���� �� ��������� �� ������ β ����� ������� ������� � ���������

� ����� �� ��������� �� Ha� ���� �� ������ α ��� �����������

��� ����������

�� �������� � ������ ��� ������� ������������ � ����� ������������ ������������ �����������

��� ���������� �������� ��������� ��� ����������� ��������� ���� �� ������� ���� ��� ���������

���� ��� ��� �������� ��������� �� ����� �������� ��� ��� ���� ������� �� ��������� ��

������������� �� ����� �������� ���� ���� �� ������ �� ������ ��������� ���� �� ����� ���

����������� ���� �� ����� �� �������� �� ������ ���� ��� ������������� ��������� ���� ��������

��� �� ������������� ���� ����������� ������

����� ������� ���������� �� �� �������

������������� ���� ���������� �� ����� �������� ��� �� ����� α ��� ������� ������ ���� �����

���� ����� p�������� ��� s��������� �� α� �� ����� ������� �� ��������� �� ����� α� ���� ������

����������� �� ���� Sn(B) �������� ���� ��� ������������ PB ������� ����� ������ ��� ������ sα

���� �� ������� �� PB ����� ��� �



���� ���������� ��

α = Pr(����� | H0),

= Pr(PB � sα | H0),

= lim
n→∞

Pr(Sn(B) � sα | H0).

��������� ���� ����� �� ������ ������ ��� ���������� ���� H0� �� ���������� �������� ��

���� � ���� ���� α ����� �� ������ ������������� n ���� ���� �������� �� �� ������� ���� ����

N ����� �������� ��� ��� ������������ �� ������ n� ������� �� ���� �� ������ ����� ����� ���

�� �������� �� ����� ���������� ����� �� ������ �� H0� �� ����� ����� ��� sα ��� ������

��� ���������� �� �� ����������� �� PB� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� �� �������

����������� ������ ������������� ����� ����������� ��������� �� ����������� ��������� �����

������������ ��� ���� �� �������� ��� �������� �� ���� ���� ��������� ����� ���� ��������� ��

���������� ����� ������ ���� ����� ������� ��� ����� ��� ������� ��� ������� ����� � �� ���������

�� ����������� �������� �� ���������� ������ ������

������� α ��� ��� ������ ������� ���� ��� ������ ������������� n ������ �� �� ���� ����������

��������� ��� �������� ����� ��� ������� �� ��������� ����� �� ������� ����� �� ����������� ������

�� Sn(B) ���� �������������� ������� �� �� ����������� ������������ �� PB� ���������������

���� � H0 �

• ���������������� ���� ����� �� Pr(Sn(b) < sα | H0) = Pr(PB < sα | H0)�

• �� ���� �������� �� ���� � ���� ����������� �� Pr(Sn(b) < sα | H0) < Pr(PB < sα | H0)�

�� ����� ��� ������� �� ���� �� ���� ���� �����������

• �� ���� �������� �� ���� � ���� ���������� �� Pr(Sn(b) < sα | H0) > Pr(PB < sα | H0)�

�� ����� �� ���� �� ���� ������������

�� ������������ ����� ����� ���� ����� ���������� ���� ������� �� ������ α ���� ���� �������� �

�� �� ���� ���� ��� ���� ��������� ���������� �� ���� ����� �� �������������

�� ����� �������� ������ ���� �� ���������������� ����� p������� ��� s�������� ����� ��

���� ��� �� ������������ ��������� ����� ����������� �� ���� ������� ����� ������ �������������

�� ��� ����� ������������ ������ �� ����� ���� ������ H0� ������ � �� ������ ������ ����������

�������� ��� ��������� ����������� Ha ������� � ������������ �� ���� �� ������ β ������� �

���������� �� ������������ ������ �� ����� �� ����� ��� ��������� ���� �� ������ Ha �����

������ �� ������ ������ ���� ������� �� ���� ������ Sn(B) �������� ����� ���� PB�

����� ��� �������� �� ���� ���� �� ����������� �������� �������������� ����� �� ��������

������� ������� ���� ��� ����������� ������� �� �������� ��������� ��� �� ��������� ���� ����

������ �� B� ��� ��� ��� E (Bi) = 0.5 �� Var (Bi) = 0.25� ���������� ���� ����� ���� �����

������� ������� ��� ������� ��������������� �� �� ������ ������ ���� �� ����� ��������� ��

���������� ����� ������ � �������� �� ����� �� ��� ���������� ���� �� ���������� ����� �������



�� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������������

����� ���������� �� ����������� ���� ��� ��������� ���������

���� ��� ��� ���������� ��������� ���������� �� ���� ������������� ����� ��������� ����

���� ���� �� ������ �������� ���� � ������ �� ������ ������ ��� ������������� ���������� ���������

������������� ������� �� �������������� ����� �� ��������� �� ������ ����� �� ��������� �����

������������� ���� ���� �� ������ ��� ���������������� ��� ���������� �� ���� ������� ������

� ������ ��� ������ ��� ����������� ����� ��� ������������� ������� ����� ������ ������� ���������

��� ����� ����� �� ��������� ���������� ��� �� ������������ ��������� ��� �������� ��� ������������

�� �� �������

�� �������� �������� �� ���������� ��� ����� ������������ ���� ��� ����� ��������� ���

��� ������ ���������� ��� ��������� �� ���� �������������� �� ���� ��� ����������� �� �� �������

��� ���� �� ������� ���� ��������� �� ���������� ����� ������ �������� ��� ������� ��� ���

����� �� �� ������� ������������ �� ���������� � �� ��������� �� ����������� ��� � ������� ���

��������� ����������� ���� ����� ������ � ��� ������ ������ ��� ���� �� ������ ��� �� �����

������ ��� ������ �� ������������ ������ ������������ �������� ��� ������� �� �������������

��� ���������� ��� ������� ������������ �� ���������� ��������� ���� ��������� �� ������

��������������� ����� ������� ������������ ��� ����������� �� ���������� ����� ��������
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��������� ��� �������� ������������

��������

��� ������ �������� �� ������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ������ �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �� ������� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������ ���� ���� ���� ������������ � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� ����������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� χ2 ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������������� ����������� ���� Ha � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� �� ������ �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������� �� ������ �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� �������� �� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� ����� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ���������� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ���������� �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

���� ������� ��� ������� ������� ���� �� �������� ���������� ���� ����� ������������ ��� ���

������� ���� ���� ���������� ��� �� �� ���� ��� ���������� � �������������� �� �� ������ �������

��� ����� ����� ������� ��� ��� (Ω,P(Ω, P 1�)� ���� �� ������ ��� ������� ���� ��������� �����

��� ������ (Mm,j)j ��� �������� ����������� (Ωm,P(Ωm))� ���� m > 1� ���� ������ ��� �����

���������� �� ����� ���� ��� ���� ������� ��� ����������� ��������� ������������� �� �� ����

����������������� ��� ����������� ��� ������������ �� ������� ���� ���� ���������� �� �� ��������

��� ������������ ��� ��������� ��� ��� ����� ������������� �� ���� ����������� ��� �� ������� ��

������������ ����� ������ ��������� ���� � �� ����� ��� ���������� �������� ���� m > 1�

������� ��������� ��������� ���� ��� ������� (Bi)i ���������� ��� εδ ��� Ω �� �����������

(M1,j)j �� ������������ ε1e,0 ������ ��� (er)r = (−δ, δ)� ��� ���������� (ar,k)r,k ���������� ���

���� m = 1�

��� ������������ ��������� ���������� �� ������� ���� �� ������ �� ������������ �����

����� �� ���� ������� �� �������� ��� ���������� ����� ������������ εme,a� �� ������������ ����
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� ��� ������� ���� ��� ������������� ����� ��� ���������������� ������� ���� ������ ������
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���� ����������� ���� �� ������� ��� ����� ������������

��� ��������� ����������� ��� ����� ��� ������� (Mm,j)j ��� ������ ������ ��� �����������

�� ���������� ���� �� �� ��������� �� �� ������������ ���������� �� ����� ��� ������� �� ��
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��� ���������� ������� �� ��������� ��� ��� ������ �� ��������� ����� ��� ��� �� �������� ���

����� � �������� �� ��� ��������� ��������������

����� ��� ����� � �� ������� ��� ��� ��������� ����� ��� ������������� εme,a �� (Mm,j)j ��

����� �� �� ����� (Bi)i ��������� �� �������� �������� � �� ������� ��� �������� ��������� �����

������������ ��� �� ���� �� ���������� ������������������ �� ������ ����� �� ���� �� ��� �����

�� χ2� ������� �� ������ ���� ������� �� ���� ��� ��� �������� �� ���������������� �� ��� ������

��������� ���� ����������� ����� ���� ��� ������� ���������� � �� ���� ������������ ����������
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���������� �� ����� ������� ��� ��������� ������������ ��� ������������ ����� ��� �������������

��� ����� ������� (Bi)i �� ������ ��� ����� �� ������ (Mm,j)j � ��� ��������� ��������� ����� ����

� ���������� ��� ������ ��� ���� �� ����������� ���� ����������� ��� ����� �� � ��������� ���

���������� ������������ �� ������� ���� � ������� ��� �������� �� ������� ��� ������� ��� ������

���������� ���� ��� ����� ������� ��� ��������������� ����� ������ �������

����� ��� ������ �� �������

���� ��� �������� Mm,j �������� �� �� ������������ εme,a ���� ��� ���������� ����� �� �����

������� �������� �� ����������� ��� ������� �� ����� �� �� �������� Bmj+�� ���� � ∈ {0, . . . ,m−
1}� �� �� ���������� ������� �� (Bmj+�)�=0...m−1 ����������� ������������� �� �������� ���

���������� (er)r �� (ar,k)r,k�

����������� ���� ������ m > 1� (er)r �� (ar,k)r,k ������������ �� ����������� ��� ������� j � 0�

�� Mm,j ��� �������� ��������� �� ������������� εme,a ��� (Ω
m,P(Ωm))�

��� ���� ���� � ∈ {0, . . . ,m−1}� Bmj+� ��� ������ ��� (Ω,P(Ω), P 1
δ,�) �� ����� �� ������������

εδ,�� ��

εδ,� =
δ�
2
(1{1} − 1{0}),

δ� =
1

2m




m�

r=1

�
m− 1

r − 1

�
er +

m�

r=1

er


 �

k∈Ar,�

ar,k


+

m�

r=1

�

k∈Ar,�

ar,k


 ,

P 1
δ,� = P 1� + εδ,�.

�� Ar,� = {k =
m−1�
s=0

km−1−s2
s ∈ Ωm

r | k� = 1}�

��� �� ����� ����� �� (Bmj+�)�=0...m−1 ��� ����������� �� (ar,k)r,k �

1

2

m−1�

�=0

δ� =
1

2m

m�

r=0

r

�
m

r

�
er.

�� ���������� ������� �� (Bmj+�)�=0...m−1 ������ �

�

0��1<�2<m

�
Cov (B�1 , B�2) +

1

4
δ�1δ�2

�
=

1

2m+1

m�

r=0

r(r −m)

�
m

r

�
er.

��� �� εme,a ������ ��� ���������� �

• ��� ���������� ���� ������������� ������������� �εme,a = εme,0� � ���� ���� r ∈ Ω�
m ��

k ∈ Ωm
r � ar,k = 0�



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

• �� ����� ����� ��� ����� ��� ��� �
m�
r=0

r
�
m
r

�
er = 0�

����� �� m������ (B�)� ��� ������������� �� ������������ ��������� ��� (Ω,P(Ω), P 1�)� ��

�� ���������� ��������� ����� ���� ���� ���� ����� � ���� ���� 0 � �1 < �2 < m�

Cov (B�1 , B�2) =
1

2m

m�

r=2

�
m− 2

r − 2

�
er.

��������������

��� ������ j � 0 �� � ∈ {0, . . . ,m− 1}�

Pr(Bmj+� = 1) =
2m−1�

k=0

Pr(Bmj+� = 1 | Mm,j = k)Pr(Mm,j = k),

=
1

2m

m�

r=1

�

k∈Ar,�

Pr(Mm,j = k),

=
1

2m

m�

r=1

�

k∈Ar,�

(1 + er)(1 + ar,k).

������ ���� ���� � ∈ {0, . . . m− 1}� Bmj+� ��� �� ��� P 1
δ,� ���� δ� = 2Pr(Bmj+� = 1)− 1�

��� ������� Wm,j =
m−1�
�=0

Bmj+��

E (Wm,j) =
1

2m

m�

r=0

r

�
m

r

�
(1 + er),

=
1

2

m−1�

i=0

(1 + δ�).

Var (Wm,j) =
1

2m

m�

r=0

r2
�
m

r

�
(1 + er)− E (Wm,j)

2 ,

=
1

4

m−1�

�=0

(1− δ2� ) + 2
�

0��1<�2<m

Cov (B�1 , B�2) .

��� ����� ����� ���� r ∈ Ω�
m� r

�
m
r

�
= m

�
m−1
r−1

�
� �� ��� ������� � δ� = 0 ���� ���� � ∈

{0, . . . ,m− 1} ������� (a) �� (b)�

������� ���� E (B�1B�2) =
�m

r=2

�
m−2
r−2

�
(1 + er) ������� ��� ���������� �� εme,a�
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�� ��� �������� ����������� �� ��� ��������� ��� ������ �� ������� � ��� ������ ��������

������ ��������� ���� ��� ���������� ������������� ���������� �� ����� ����� ��� m

���� ���� � ����� ����� ����������� ����������� ����� ����� �� n ��������� �������� ����

���� ����������� ��� �������� � �� ���� �� ������������� ����� �� ������ �� ����������

����� �������

�� ������� (Bi)i ��� ��� ����� �� ��������� ��������� �������������� �� B�1 �� B�2 ��������

� ���� ���������� ������ ��� ���������� ����� �� ����� ������� ���� ���� ��� �����������

�� ���������� ������ ����� ��� �����

�� ������� (c)� �� εme,0 �= εm0,0 ��
m�
r=2

�
m−2
r−2

�
er = 0� ����� ��� ����������� �� m������ ����

���� � ���� ������������� ���� (B�)� ����� ��� �� m������ �� ��������� ��������������

��������� ���� ����� ������������ εme,0 ��� ������������� ����� ��� Ωm ����� ��� �

m�

r=0

�
m

r

�
er = 0,

m�

r=0

r

�
m

r

�
er = 0,

m�

r=2

�
m− 2

r − 2

�
er = 0,

������� � �� ������ (Bi)i ������������� �� ���������� ���������� �� ��� ��������� ����

���� � ���� �������������� ���� ��� ��� �� ����� �� ��������� ����� ��� �������������

�� ��� ���������� ����� ����� �� ������ �� ����������� ��� ���������� �� ������ ��� � ����

���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� �� ����� �������� (Bmj+�)j ��� ����� �� �� ���� ��������� ���

(Mm,j)j ������������� ����� ����������������

����� �� ������� ��� ������

��������������� ��� ������ (Bi)i ������������� ����������� �� ������������ ��� ext : i �→
i + m ������������� ����������� ��� ��� ��������������� �� ����� �� ������������ εme,a ���

(Ωm,P(Ωm))�

����������� ���� ������ m > 1� (B0, . . . , Bm−1) �� m������ �� ��������� ���������� ���

(Ω,P(Ω))� �� Mm,0 =
�m−1

�=0 2�Bm−1−� ������ ��� (Ω
m,P(Ωm))�

��� ���� δ ∈ [−1, 1]� �� (B0, . . . , Bm−1) ��� ��� �� ������������ εδ =
δ
2(1{1}−1{0})� ����� Mm,0
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������� �� �� ������������ εme,0� ��� ���� r = ω(k) �

εme,0 =
1

2m

�

k∈Ωm

er1{k},

er = (1 + δ)r(1− δ)m−r.

��� ���� (δ0, . . . , δm−1) ∈ [−1, 1]m� �� B0, . . . , Bm−1 ���� ������������� ��� ��������������� ��

�� ������������ ���������� εδ,� =
δ�
2 (1{1} − 1{0})� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� ����� Mm,0 ������� ��

�� ������������ εme,0� �� ��� ���������� ������������� �� ���� ��� ������������� ����� �� �

m�

r=0

r(r −m)

�
m

r

�
er = 2m−1

�

0��1<�2<m

δ�1δ�2 .
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���������� ���� ���������� �� ������������ ���������� ��� ���������� ������ ������� ��� ���

������� ���� ������� ��� ��� ������������ εme,a ��� Ωm� ���� m � 1�
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����������� ���� ���� �� ��������� �������

������ n ∈ N� H0 � �B = (Bi) ��� ��� ����� ��� ��� Ω� �� ��� P 1��� ������ µ� =
n

2
�

σ2� =
n

4
� �� �� ����������� Sn(B) ������ ��� �

Sn(B) =

n−1�

i=0

Bi.

���� H0�

��� Sn(B) ���� �� ��� ��������� �� ���������� (n, µ�)

��� Sn(B) �������� �� ��� ���� N
�
µ�,σ2�

�
�

��������������

��� ��� ����������� �� �� ������� ��� ������������ ������� ���� �� ��� �� ��������� ��������

�������

��� �� ����������� ������� �� �������� ������� ������� ������� ����������� �� ������������

���� µ = 1
2 � σ2 = 1

4 � ρ = E
�
|Bi − µ|3

�
= 1

8 �� S̃n = Sn(B)−nµ
σ
√
n

������� ��� �� ������� ��

����������� ����� �� �������� �� ����������� �� �� ��� ��������� Fn �� ����� �� �� ��� �������

Φ ������� ���� ���� n �

sup
x

|Fn(x)− Φ(x)| � 0.4785√
n

.

�� ���������� ��� ������� ��� Ωm ��� ���� ������������ εme,a� �� ������������ �������� ��

Sn(B) ����������� �� �������� ��� ���������� ����� �� ����� �������� �� ���� ���� ����� ������

��� ����������� �������� ������ ��� ���� ���� ���� ������ ����� ����������� �� ������ ��

���������� ������ ����� ��������� ��� ������������� ��� ������ ���������� ���� ��� ������

�������

����������� ���� ���� �� ��������� ���� ������������

������ m � 1� n ∈ N� H0 � �M = (Mm,j)j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω
m,P(Ωm)) �� �������

������ εme,a�� �� �� ����������� �� ���� ������ ��� �

Sn(M) =

n−1�

j=0

ω(Mm,j).
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������ µ, µ�,σ2, �� σ2� ������ ��� �
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n

2m
,

σ2� =
n

4m
,
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n
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r

�
m
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�
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1
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�
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�
m
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�2

 .

���� H0�

��� �� εme,a = εm0,0 ��� � P
m
e,a = Pm��� ����� Sn(M) �������� ���� N (µ�,σ2�)�

��� �� εme,a = εm0,a� ����� Sn(M) �������� ���� N (µ�,σ2�)�

��� �� εme,a ��� ����� ��� �� ����� ����� ��� ���� ���� ����� ��� ���� ����� Sn(M) �������� ����

N (µ�,σ2)�

��� ���� �� ��� ����� ������������ ����������� Sn(M) �������� ���� N (µ,σ2)�

��������� ���� ��� ������� �� ������� ��� ��� Ωm ��� �� ������������ ���������� ����

�� ���� �� ���������� ��� ��� ����������� ��������� ��� ��� ���������� �� �� ������������ �

������� �� εme,a ��� �� ���� �� ��������� ��� ��� ��������� µ − µ� �� ������������ �� σ2 − σ2�

�� �� ��������� ���������� ��� ���������� ����� ������� �� ����� ����� ���� �� ������ �� ���

������ �� �� �� ���������� ������� ����� ��� ����� ����� �� ���� ��� �������������� ����������

���� ������� �� ��������� ��� ���� �� ������� �� ����� �� ����������� ���� ������������

��������� � ����� ����� ������ �������

�� �� ����������� ������� ���������� �� �������� ����� �� ������� ω� ���� ��� ������ ��

���� ����� ��������� �� ���� ������������ � Sn(M)� ��� ����������� �� ������� � ��

���� ���� ��������� ���� ������ ��� ������� ��� ��� Ωm ���� �� ������������ �� ������

��� ���� ��� ���������� �������������� �� ������������ �� ��� (b) �� �� ����������� ���

������ ��� ��� ������������� ���� ��������� ������������� ���� ��������������� �� ��

������ ������� �� ��� ������� ��� ��������� �������� �� ���������� ����� �������

�� ��� ������� ���� ���� �� ����� ����� ���� m ���� ����������� ��� ��� ���� (c) �� ��

����������� ����� �� �� �������������� ����� ������ ������ ��� ���� �� ���������� ���

s�������� ������ �� ����������� ������� ������� �� ����������� ��� ������� �� �������� ��

����������� ���� ��� ������ ������ ��� ����� ���������� ��� �� ���������� ������� �����

��� m ���� ���� ������ �� ���� ���� ���� ����������� ���� ���� ��� ����� �������������

�� ����� ��������� �� ���� �� ��������� ��������� ��� ������� ��� ��� �������� �� ���������

����� � ���� ������� ��� �� ������ ������������� ��� ����� ���������� �� ����� ����� ����� ���

���������� ������� ��� ����� ����������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

����������� ���� ���� �� ��������� � �������� �� �������������������

����� ������ Δµ ∈ [−1, 1] �� Δσ2 ∈ [−2m(m− 1), 2m(m− 1)]� ���� ����� ������ ��� ���

Ωm ������� ��� ��� ������������ εme,a ����� ��� �

�

r∈Ω�
m

r

�
m

r

�
er = 2mΔµ,

�

r∈Ω�
m

r(r −m)

�
m

r

�
er = 2mΔσ2,

�� ������������ ��������� �� Sn(M) ���� �� ����������� ��� ����

N
�
µ� + nΔµ,σ2� + n

�
Δσ2 − 1

2m
(Δµ)2

��
.

�� �� ����� �� �� ����� ��� ��� ���� �� ����� �� ������ m �������� ��� η ∈ [0, 1] �|δ�| � η�� �����

|Δµ| � η �� Δσ2 � m(m− 1)(1 + η2)� ��� ���������� ���� �� ����������� ���� ���� �� ����

����� ��� ������ �� ����� ���� �� ������ ���� ������������ �� �� ������� �� ����� ������ ���� ��

��������� ��������� ���� ����������� ��� ���� �������� ��� ������������� ��� �� ���������

��� ��������� �� ��������� ������������ ����� ������� �� ���������� �������� �� ������� �� ����

��� ������������ ��� ������� ������ ��������� �� ������������ �� �� ����������� ���� ��� �������

�� ������ (Mm,j)j ��� �� ���������� ������������� ���������� ������� �� ���� �� ��������� ���

Ωm ��� ψ = ω� ���� E = {0, · · · , 2m − 1} �� F = {0, · · · ,m}�

����������� ���� ���� �� ��������� ���� ������� �� ������

������ m � 1� n ∈ N� H0 � �M = (Mm,j)j ��� ��� ������ �� ������ ��� (Ωm,P(Ωm))�

�� ������������ �������� Pm
e,a = Pm� + εme,a� �� �� ������� �� ���������� T = (Ti,j)i,j �������� ��

������� �� ��������� �� �� ����������� �� ���� ������ ��� �

Sn(M) =
n−1�

j=0

ω(Mm,j).

���� H0� ���� ���� s ∈ {0, . . . , nm}�

Pr(S = s) =
�

(i1,··· ,in)∈Ωmn

i1+···+in=s

π̃i1

n−1�

k=1

t̃ik,ik+1
,

��� ���� ���� r ∈ Ω�
m� π̃r =

�
j∈Ω�

m
ω(j)=r

(Pm
e,a)j�



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

�������������� ������� �� ������� �� ������� (Wm,j)j ��� ��� ������ �� ������ ��� Ω�
m� ��

������������ �������� π̃ = (π̃r)r=0···m �� �� ������� �� ���������� T̃ = (t̃i,j)m,m �

π̃r =
�

j∈Ω�
m

ω(j)=r

(Pm
e,a)j ,

t̃i,j =
�

t∈Ωm

ω(t)=j

tx,t,

�� x ∈ Ωm �������� ω(x) = i ��� �����������

�������������

������ ��� � ����� �� ��������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� �������������
���� Sref � ε40,a0 � ε

4
0,a3

�� ε40,a11

�� ����� ��� ������� ��������������� �� ���� �� ��������� ��� ������������� �������������

���� (a) �� (b) �� �� ����������� ����� ���� ���������� �� ������������ ��������� ��� s��������

���� ��� ������ ������� ������ ������� ������� ����� ��� ��� ������������� ���������� �������

�� ������� �� 40 000 s�������� ��������� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� �� ������� �������� �

��� ������������� ���� ���������������� ��� ����������� ��������� ���� ����� ������������ ����

������ ����� ������ ������ ��� Ω4� �� ��� ����� ������� ��� �� ������������� ε40,a0 � ε
4
0,a3

� ε40,a11
����� ������ ��� ���� ������� �� ��� �������� �� ������������ ��������� �� Sn(M) ��������

�� ������ ��� ��������� � ����� ����� ������ ������� ������ ������� ������� ��� �������������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

���������� ��������� ���� � ������������� ��������� �� ���������� �� ���� ��� �������������

��� ���� ��� �������

������ ��� � ����� �� ��������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� �������������
���� Sref �� ε4e2,0 �� ����� ���� Sref �� ε4e1,0 �� ���

�� ����� ��� �������� ��� ��� (c) �� (d) �� �� ����������� ��� �� ��������� ��� �������������

���������� �������� ������� ���� H0 ��� ���� �������� �� ���� �� ��������� ���� ��� �������������

���������� ������� �� ������� ��� ������� Sref � ε4e2,0 �� ε4e1,0 ����� ������ ��� ���� ������

������� �� ������������ ��������� ���������� � �� ������������ ���������� ��� �������������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

ε4e1,0 �� ε4e2,0 �� ����������� ��� �� ���������� ������������� �� ��� ���� ���������� ������

������� �

(e(1)r ) = (−1, 0.2, 0.2,−0.2,−0.2),

(e(2)r ) = (−0.5, 0,−0.3, 0.3, 1).

������� �� ����������� ��� ������� ���� ������� ��� �� ����� ����� �� �� ������ ε4e1,0 ��� ���

��� ��� �� ����� �0000� ����� ������ ��������� ����� ��� ����� �� �� ������ ε4e2,0 ��� �� 0.05� ���

������������� ���������� �� ��� ���� ������� ���� ���� �������������� �������� ��� �����������

����� ������ ������ �� ��� ����������� ����� ������ ��� ��� Ω ������� ��� εδ� ���� δ = 0.05� ���

�������� ���� ��� ���� �� ���� ��� ������������ ��� ������������ �� �� ������������� ���� ��

�������� ������������� �� ���� �������������� ������� ����� � �� ��������� ����� �� �������

������������ �� σ2 ���� �� ����������� ����

���� ��� ��� �� �� ����������� ��������� �� ���������� ��� ���� �� �������� ����������

������� � �� ������� ��� ������ �� ������������ �������� �� ��������� �� Sn(M) ������ ��

��������� ������� �� ������ �������� �� ����������� ���������� ������������

����� ���� �����������������

�� ����� ������ ���� ����� ����� ������������� ���� ���� �� ��������� � �� ������ �� ����

������ ���� �� �������� ������ �� ���� ���� �� ������ �� ���������� �� ���� ���� �������� ��

τ �������������

�� �������� ������ ��������� ���� ��� ���������� τ ∈ {1, 2}� �� ��������� ����� ����������

���� ��� ������������ �� 10 000 ����� �� ��������� τ ∈ [1, 5 000] ��� �������� ������� �� ��

����������� � �� ������ ������� ���� �������� �� ���� ���� �� ��������� ��� ��� 10 000 ����

���������

����������� ���� ���� ����������������� �������

������ n ∈ N� H0 � �B = (Bi) ��� ��� ����� ��� ��� Ω� �� ��� P 1��� ������ τ � �n2 ��
µ� =

n− τ

2
� σ2� =

n− τ

4
� �� �� ����������� Sn(B) ������ ��� �

Sn(B) =
n−τ−1�

i=0

Bi ⊕Bi+τ .

���� H0� Sn(B) �������� �� ��� ���� N
�
µ�,σ2�

�
�

�� ����������� �������� Ωm �� �� �������� �� ������� ����� ���� ������� ������� ���������

�� ����� ����������� �� ��������� ����������� ��� ������������ ���������� ������ ������� ���

��� ��������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

����������� ���� ���� ����������������� ���� ������������

������ m � 1� n ∈ N� H0 � �M = (Mm,j)j ��� ��� ����� ��� ��� (Ωm,P(Ωm)) �� ����

��������� εme,a�� ������ τ � �n2 �� dω �� �������� �� ������� �� �� ����������� �� ���� ������
��� �

Sn(B) =

n−τ−1�

i=0

dω(Mm,j ,Mm,j+τ ).

������ µ, µ�,σ2, �� σ2� ������ ��� �

µ� =
m(n− τ)

2
,

σ2� =
m(n− τ)

4
,

µ = µ�

�
1−

m−1�

�=0

δ2�

�
,

σ2 = σ2�


1−

m−1�

�=0

δ4� +
4

m

�

0��1<�2<m

Cov (B�1 , B�2) (2Cov (B�1 , B�2) + δ�1δ�2)


 ,

�� (Bi)i ��� �� ����� ������� �������� � (Mm,j)j� ��� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� εδ,� ��� �� ������
������ ������� ��� �� ����� �������� (Bmj+�)j�

���� H0�

��� �� εme,a = εm0,0 ��� � P
m
e,a = Pm��� ����� Sn(M) �������� ���� N (µ�,σ2�)�

��� �� �� ����� (Bi)i �������� ��� ������������� ����������� ��� ��������� �� �� ���� ���� � ����

������������ ����������� ����������� � �� ����������� ���������� ����� Sn(M) �������� ����

N (µ�,σ2�)�

��� ���� �� ��� ����� ������������ ����������� Sn(M) �������� ���� N (µ,σ2)�

���� ��� ������� ��� ��� Ωm� ������� ����� ������������ εme,a ��� �� ���� �����������������

��� ��� ��������� ���������� �� µ �� σ2 ��� ������� ��� ������� ������� µ� �� σ2�� ��� ���������

�� ������ ����� �� ����� ������� ����� ��������� ���� ��� ���������� (δ�)�� ����������� �� ��

�������� ��������� ������ �� ��� ���� ����� ������������

�� ��� ����������� ����� ������������ ������������� ��� ���������� ������ ���� �������

����� �� �� ��������� �� ��� �� �������� ��� ������ �� ������������ �� ������ ������

������������� ���� ������� ���� ����� �� ��� ���� ��� ������ ������� ��� ���������� ��

�� �����������

�� ����� ��� ���������� �� �� ���� ��� �� ������� �������������� ��� ����� ����������� �����

����� ��� �� ����������� ��� ����������� ���� ������� ���������� ��� ����� ����������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

(εδ,�)� ���� ����� ��� ��������� ���������� ���� ��� ����������� ����� ���� �� ������ ���

������������� ��� ������������

�� ������� �� ����������� ��� ������� ���������� ��� ������� ��� ��� Ωm ���� �� ������������

εme,0 �������� �� ����� ����� ��� ����� ��� ���������� ����� ������������� �� ������������

�� ����� ��� �������� ��� ����� ������ (Bi)i ���� ������������� ����������� �� ��� P 1�

���� ��� ������������� � ���� ���� � ∈ {0, · · · ,m− 1}� �� ���� 0 � �1 < �2 < m�

δ� = 0,

Cov (B�1 , B�2) =
1

2m

m�

r=2

�
m− 2

r − 2

�
er.

������ ���� ���� ������� �� ����� ������� ���� ��� ���������� ���������� ����� �� ��������

σ2 �� �� ����������� ����������������� ��������� �� ��� ������������ ���� ��� ��������� �

σ2� �������� �� ���� �� ����� �� ���� ���������� �

µ = µ�,

σ2 = σ2�
�
1 + 8(m− 1)Cov (B0, B1)

2
�
.

�� ���� �� ��� ����� ������ ��� ��� Ωm ����� ��� �� ����� ������� (Bi)i �������� ��� �����

��������� ����������� �� �� �������� �� ��������� � ��� ��������� �������������� ������

� Δµ = −�m−1
�=0 δ2� �� Δσ2 = −�m−1

�=0 δ4� � ���� ������� ���� ���� ��� ������ (Bi)i ����

�� �������� ����� ������������ ��������� �������������� �� ������������ �� �� �����������

���� �� ������ �� �� ���������� ����� �� ���������� ��� ������� � ����� �������� ����

��� ������ �������

��� ������� �������������� ��� �� ���� ����������������� �� ���������� �� ������� �� �������

������� �������� ��� ���������� �� �� ����������� ���������� �

����������� ���� ���� ����������������� � �������� �� �������������������

����� ������ Δµ ∈ [0,m]� Δσ2 ∈ [0,m] �� Δcov ∈ [−m(m − 1), 3m(m − 1)]� ���� �����

������ ��� ��� Ωm ������� ��� ��� ������������ εme,a ����� ��� �

m−1�

�=0

δ2� = Δµ,

m−1�

�=0

δ4� = Δσ2,

�

0��1<�2<m

Cov (B�1 , B�2) (2Cov (B�1 , B�2) + δ�1δ�2) = Δcov,



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

�� ������������ ��������� �� Sn(M) ���� �� ����������� ��� ����

N
�
µ�(1−Δµ),σ2�(1−Δσ2 +

4

m
Δcov)

�
.

������� Δµ � 0� �� �������� ��� ����������� �� �� ����������� �� ���� ����� ������ ������

������ ���� �� ������ �µ � µ�� �� �������� ����� ������ ����

��� ��������� �� |δ�| � η ���� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� ����� Δµ ∈ [0,mη2]� Δσ2 ∈ [0,mη4]

�� Δcov ∈ [−m(m− 1)η2,m(m− 1)(2+ η2)]� ��������� ���� �������� ��� ��������� �� ������

��� ����������� ���� ���� ���� ���������� ������������� ��� ���� ����� �������������� ����

����� ���������� ���� ���������������� ����������

�������������

������ ��� � ���� ����������������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� �������������
���� ε4e3,0 �� ε4e,4,0

�� ����� ��� �������� �� ��� �� ���� ������� ��� ��� Ω4 �������� �� ��� (c) �� �� ��������

���� ��� ������ ���� ��� ����������� ���������� � ��� ������������� ��������� ���� �������� ��

�� ��������� ��� �� ���������� ������������� �� ��� �� ���� �� ����� ����� ���� �������

�� ������������ ��� ��������� �� ������ ������ ��� ������ �������� ������������� ������������

���� ������������� ��� ���������� ������������� ������� ��� ������������� ����� ��� ����

������������� �� ���������� ��� ��� ����� (Bi)i �� ��������� �������������� ��� ����������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

��� ������������� ε4e3,0 ������ �� ������ ���� ������ �� ε4e4,0 ������ �� ������ ���� ������ ���� �

(e(3)r ) = (3,−0.5,−0.5, 0, 2) ,

(e(4)r ) = (−0.1, 0.1,−0.1, 0.1,−0.1).

���������� �� ����� �� (e
(4)
r ) �������� Cov (B�1 , B�2) = 0 ���� ���� 0 � �1 < �2 < m� ��

������������ ε4e4,0 ��������� ���� ��� ����� ������� (Bi)i ������������� ����������� ��� ����

������� ��� ������������ ���� ���� ��� ���� ���� ���� � ���� ������������� ��� �������������

���������� ��������� �� ����������� ��� �

�� ����� ������������� �������������� � ���� ������������ ��������� �������� ����� �� ���

�������

�� �� ��� ����������� ε
4(4)
e,0 ���� �� ������ ���������� �������������� �� �� ������ ������ ����

�� ���� ����������������� � Δµ(2) = 0� Δσ2(2) = 0 �� Δcov(2) = 0�

�� ������� Δµ(1) = 0� Δσ2(1) = 0 �� Δcov(1) = 27
256 � ��� ���� ������� �� ������������ ���

���� ���������

������ ��� � ���� ����������������� ������� �� ���� ������������ � ����������� �� ����� �������
��� ���������� ��� Ω4

�� ����� ��� �������� �������� ��� ����������� ����� �� ����� ������� ����� ������������

���������� ��������� � ��� ������ ��� ��� Ω4� �� �������� ������������� �� �� ����� ε4e,0
������ �� ������ ���� ������� ������ ��� ��� ��� ����� �� ������� ��� ������ �� 4 ���� �� ������

������������ �������������� �� �������� ������������� �� �� ����� ε40,a ������ �� ������ ����



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

������� ����������� ��� ��� ���������� �������������� �� ������ �� ����������� ������ ��� �����

�� �������� ����� �� �������� ������������ ε4e,a ������ �� ������ ����� ��� �� �������� ���

���� ����������� � ���� ������� ��� ���������� ������������� �� �� �������� �� ������ ������

������� �� �� ���������

������ �� ���� ��� ��� ����� ������� ���� ������������� �� �� ������������ ���������� ����

�� ���� ����������������� ���� ������������� ���������� ������������� � ���� ������ ���������

�������������� ������ ������� �� ������� �������� ��� ����������� �� �� ����������� ����� ���

����������� ��� ������������� ����� ��� �� ������ ����������� ��� �� �������� �� �� ������������

� ���������� ����������� ��� �������� � ������� ������� � ����������� �� �� �������� ��� ����������

����� �� ����� ������� ��� ��������� ������ ��� ����� ��� ���������� ��������

����� ���� �� χ2 ������������

�� ����������� �� χ2� ����� ������� ����������� �� �������� ��� ��� ������� ��������� ����

���� ��� ����� ������������ ���� ������� ������������ ���� ����������� � ��� ������������ ������

���� ��� ���������� ���������� ���� ���������� ���� ������ �� ������������ ��� ������ �� m ����

�������� ���� ���� �� ���� ���� �� ��������� � �� ����� ���� m = 4� ������������������

���� ���� �������� �� ������ �� ���� ��� ���� m ∈ {2, 4, 8, 16}� ����� ��� �������� �� ����

���� �������� ���� m ������ �� ����� �� ��������������� �� ������ �� ������������ ��� ����� ��

������� �� ��� �� ��������� ���������� ���������������� �� �������������� ���� ����

��� ���� m ∈ {16, 32, 64}��

���� ��� �� ����������� �� ��������� ���������� �������� ����� ���� �� χ2 ���������� ���

������������ ���� ����������� � ��� ������������ ���� ������������� �� ���� ������������ �����

���� �� ��������� � �� ������� �� ������ �������������� �� ���� ������������ �����������

���� ����� ��������� ��� ���������� �� �� ������ ��� �� ���������� ��� ������� � ��� ������

������� ���� �� ���� ��� ������� ����

������� �������� ���� ���� �� χ2 ������������� ��������� ��� ����� ���� ���� ������� ������

���� n ��������� X = (Xj)j � ������� ���� �� ������ � s ������ ��������� ��� ����������

{1, . . . , s}� �� ������� �������� � ��������� ���� ���� e ∈ {1, . . . , s}� �� ������ ����������

����� �� ������ e� ���� Nemp(e)� �� �� ������ ������� nπ(e)� �� π(e) ��� �� ����������� ����������

������ e ���� ������� �� ����������� �� ������� ��� ����� ������ ��� �

Sn(X) =
s�

e=1

(Nemp(e)− nπ(e))2

nπ(e)
,

= −n+
1

n

s�

e=1

Nemp(e)
2

π(e)
.



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

���� ��� ����� ���������� ��� ������������ ��������� (π(i))i ���� ����������� ���� ��� ������

������� ������� ������ ���� ��� ��������� ������������ ����� ����������� �� ������� ���� ���

���������� �������� ����� �������� �� ������ ��� ��������� ��� ���� ���� ��� � ���� ������� ��

������������ ��� ������ �� ����� ��� ����� �� ������� �� m ����� �� ������������ ��� ���������

���� ���� ��� ����� �� χ2 �������������

����������� ����� ����� �� χ2 ��������

������ n ∈ N �� H0 � �(Bi)i ��� ��� ����� ��� ��� Ω� �� ��� P
1���

��� ������������ ��� ���� �� m ����� m > 1�

������ (Mm,j)j �� ����� ��� ������ ��� Ωm �������� � (Bi)i� ��� ���� ���� k ∈ Ωm�

Nemp(k) = #{j ∈ {0, n− 1} | Mm,j = k}�

������ ���� k ∈ Ωm� πm(k)� =
1

2m
�� �� ����������� �� ������� ��� �

Sn(M) = −n+
2m

n

�

k∈Ωm

Nemp(k)
2.

���� H0� Sn(M) ���� �� ��� �� χ2 � 2m − 1 ����� �� ��������

��� ������������ ��� ����� �� ������� ��� m ����� m > 1�

������ (Wm,j)j �� ����� ��� ����� �� ������� ��� Ω
�
m �������� � (Bi)i� ��� ���� r ∈ Ω�

m�

Nemp(r) = #{j ∈ {0, n− 1} | Wm,j = r}�

������ ���� r ∈ Ω�
m� πw(r)

� =

�
m
r

�

2m
�� �� ����������� �� ������� ��� �

Sn(W ) = −n+
2m

n

�

r∈Ω�
m

Nemp(r)
2

�
m
r

� .

���� H0� Sn(W ) ���� �� ��� �� χ2 � m ����� �� ��������

������������� ��� ����� ����������� ����������� ����� ������ ��� ��������� �� ���������

��� �� ������������ ��������� �� �� ����������� �� ��� ��� �� ������������ ����������

����������� ����� ����� �� χ2 ���� �������������

������ n ∈ N� m > 1� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� (Ωm,P(Ωm))� �� ������������ ε
m(1)
e,a �

�� H0 � � (Mm,j)j ��� ��� ����� ��� �� πm = (πm(k))k ��� �� ������������ ��� (Ωm,P(Ωm))

��������� ����� ������������ ε
m(0)
e,a ��

��� ������������ ��� ���� �� m �����

������ Supp(Ωm) = {k ∈ Ωm | πm(k) > 0}� ��� ���� ���� k ∈ Supp(Ωm)�

Nemp(k) = #{j ∈ {0, n− 1} | Mm,j = k}�



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

������ ���� k ∈ Supp(Ωm) �� r = ω(k)� πm(k) = πm(k)� +
1

2m
(e

(0)
r + a

(0)
r,k + e

(0)
r a

(0)
r,k) �� ��

����������� �� ������� ��� ����� � �

Sn(M) = −n+
2m

n

�

k∈Supp(Ωm)

Nemp(k)
2

1 + e
(0)
r + a

(0)
r,k + e

(0)
r a

(0)
r,k

.

��� �� ε
m(1)
e,a �= ε

m(0)
e,a �

E (Sn(M)) = −n+
�

k∈Ωm

1 + e
(1)
r + a

(1)
r,k + e

(1)
r a

(1)
r,k

1 + e
(0)
r + a

(0)
r,k + e

(0)
r a

(0)
r,k

+
n− 1

2m

�

k∈Ωm

(1 + e
(1)
r + a

(1)
r,k + e

(1)
r a

(1)
r,k)

2

1 + e
(0)
r + a

(0)
r,k + e

(0)
r a

(0)
r,k

.

���� ���� H0 �ε
m(1)
e,a = ε

m(0)
e,a �� Sn(M) ���� �� ��� �� χ2 � #Supp(Ωm)− 1 ����� �� ��������

��� ������������ ��� ����� �� ������� ��� m �����

������ (Wm,j)j �� ����� ��� ����� �� ������� ��� Ω
�
m �������� � (Mm,j)j� ��� ���� r ∈ Ω�

m�

Nemp(r) = #{j ∈ {0, n− 1} | Wm,j = r}� ���� r ∈ Ω�
m� πw(r) = πw(r)

� +

�
m
r

�

2m
e
(0)
r �

���� Supp(Ω�
m) = {r ∈ Ω�

m | πW (r) > 0}� �� ����������� �� ������� ��� �

Sn(W ) = −n+
2m

n

�

r∈Supp(Ω�
m)

1�
m
r

� · Nemp(k)
2

1 + e
(0)
r

.

��� �� ε
m(1)
e,a �= ε

m(0)
e,a �

E (Sn(W )) = −n+
�

r∈Ω�
m

1 + e
(1)
r

1 + e
(0)
r

+
n− 1

2m
�

r∈Ω�
m

�
m
r

� (1 + e
(1)
r )2

1 + e
(0)
r

.

���� ���� H0 �ε
m(1)
e,a = ε

m(0)
e,a �� Sn(W ) ���� �� ��� �� χ2 � #Supp(Ω�

m)− 1 ����� �� ��������

�������������� ���� �� ��� ������� �� n ������������ (Xj)j ��� ��� �� ������ � s ������

�� (p(e))e �� (π(e))e ��������� �������������� �� ������������ �������� �� ����� �������� ��

(Nemp(e))e� ���� π(e) > 0 ���� ���� e ∈ {1, . . . , e}�

E
�
N2

emp(e)
�
= np(e) + n(n− 1)p(e)2,

E (Sn(X)) = −n +

s�

e=1

p(e)

π(e)
+ (n− 1)

s�

e=1

p(e)2

π(e)
.

�� ��������� �� �� ������������ ��������� ��� ������� � �� ��� �� χ2 �������� ���� ����

����������� ����� � ������������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

�� �� H0 ���������� � ����������� �� �� ������ ������ ��� Ωm �ε
m(0)
e,a = εm0,0�� �� ������

µ�
m = 2m − 1 �� µ�

w = m ��� ���������� ���������� ����������� �� ���� ��� ������ �� ���

����� �� �������� ����������� �������� �� Sn(M) �� Sn(W ) �� ���������� � ������� ���

���������� ����� �� ������������� �� �� ������������ �

µm,n = µ�
m + (n− 1)

�
−1 +

1

2m

�

k∈Ωm

(1 + e(1)r + a
(1)
r,k + e(1)r a

(1)
r,k)

2

�
,

µw,n = µ�
w + (n− 1)


−1 +

1

2m

�

r∈Ω�
m

�
m

r

�
(1 + e(1)r )2


+

�

r∈Ω�
m

e(1)r .

�� �� �� ����������� ��� ������� �� ������� ���� ���������� � ����������� �� �� ������ ������

��� Ωm� ��� ������ ��� ��������� ��� ε
m(1)
e,a ������� � ��� ����������� �������� ����

������ � ������ �µm,n � µ�
m ������� ���� n� �� µw,n � µ�

w � ������ ���� ������� ����� ���

�� ������ n �� ������������� ��� ������ �

µm,n = µ�
m +

n− 1

2m

�

k∈Ωm

(e(1)r + a
(1)
r,k + e(1)r a

(1)
r,k)

2,

µw,n = µ�
w +

n− 1

2m

�

r∈Ω�
m

e(1)r

��
m

r

�
e(1)r +

2m

n− 1

�
.

��� ����������� �� ���������� �� ����� ���������� ����� ����� �� ��� ���� ���� ����� ��

������ �� ����� ����� ���� ��� ��� �� ���� � �� �� ���� ���� ��� ���������� ����������

������ ��� ���� ����� �� χ2 ������������ � �� ������ ������ ������� ��������� ��� �������

��� ��� Ωm ������� ����� ������������� ������� ��� ���������� �� ����������� ��������������

����������� ����� ����� �� χ2 � �������� �� �������������������

����� ������ Δµm > 0� Δµw,1 > 0 Δµw,2 ∈ [−m − 1,−m − 1 + 2m
�

r∈Ω�
m

�
m
r

�−1
]� ����

����� ������ ��� ��� Ωm ������� ��� ��� ������������ εme,a ����� ��� �

1

2m

�

k∈Ωm

(er + ar,k + erar,k)
2 = Δµm

1

2m

�

r∈Ω�
m

�
m

r

�
e2r = Δµw,1,

�

r∈Ω�
m

er = Δµw,2

����������� �� �� ������������ ��������� �� Sn(M) �� Sn(W ) ���� �� ����������� ���� ����

������������ � �� ������ ������ ��� Ωm ���� �

µm,n = µ�
m + (n− 1)Δµm ,

µw,n = µ�
w + (n− 1)Δµw,1 +Δµw,2.



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

������ ��� ������������ εme,a ��� Ωm ������ ��� ηm > 0 �� ηw > 0 ���� ���� ���� ����

r ∈ Ω�
m �� k ∈ Ωm

r �

|er + ar,k + erar,k| � ηm,

|er| � ηw,

������� � ��� ���������� �� µm,n �� µw,n �������������� �� ������� �� η2m �� ηw � Δµm � η2m�

Δµw,1 � η2w �� |Δµw,2| � (m+ 1)ηw�

�������������

�� ����� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ���� ����� ���� �� ������������ ε4inter4,0 ���� 40 000

������������ �� 20 000 ����� ����� ���������� ��� Ω4 � �� ��������� �� ���������� ��� ����� (Bi)i

������������� ����������� ���� ������������� ���� ��� ���� ���� ���� � ���� �������������

���� ���� �� ����� ����� ��� ������������� ����� ��� ����� ������������ ����� ��� ����������

�� �� ������ ������ ���� �� ���� �� ���������� �� ��������� ����� � �� �������� ���� �� ����

������������������ �� �������� ��� ������ e2r ������ � ����������� �� Sn(M) �� Sn(W ) ��

�������� ���������������� �� ������ �������������� ��� ���� ������ �� ������ ������

������� �� ������ �� �� ������ ���������� � ����� �� ����������� ����� ������ �� ������

����� �� πm �� πw ���� ������ � ������ ��� ���������� �� ε4e4,0�� �� ������������ ��������� ��

�������� ��� �� ���������� ���������� ��� ������� � �� ��� �� χ2 �������� ������� ������� ���

���������� ������������� ������ ���� ����������� ��� ���������� ����� ������������ ����� �

πm �� πw�



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ��� � ���� �� χ2 ������� �� ���� ������������ ���� ������������ ��� ������ ��� �����

�� ����� �� ������� ��� ���� ��� Ω4 � ���� ��� �� ������ �� ������������ ε
4(4)
inter4,0

����� ���� �� ����

��� ��������� ��������� ���� ����� �� ����� � ���� �� ����� ���� �� �������� �� �������

������ ��������� �� ��� �� ���� �������� ���� �� �������� s �� ������ ����� ����� ��� �����

�� s �0� ����������� �������1�� ������� �� ������� ��� �� �1� ��������� �� �0���

����� ��������� ����� ��������� �� ����� �������� ��� ����� ����� �� ������������ ��� ���� ��



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

�������� s ∈ {1, . . . , 6} ���� �� ��� ����� ������ ������ ��������� ���������� ��� ��������������

���� �� ���� ����� ������ �� �� ���������� ����� ��� ��������� �� ���� ���� ����������� ����

��� �������� �� ������� ���� �� ����� ������ ������ ���� ����� ���� ���� �� ��������� � ��

����� �� ������ ���� ������ �� ���� ��� � ��� �������� ���� ��� ��� ������� ������ �� ��

������������ �� ������ ����� �� ���� ���� �� ����������� �� ������ �����

�� ������ ����� ������ �������� ���� ���� ���� �� ���� ���� ������ �� �������� ��� ��

�������� �� ���� ���� ��� ��� ��� �� �� ������ ���� �� ����������� ������ ���� �����������

����� ������ (Bi)i� ��� ��� Ω �� �� ������������ εδ ���� δ ∈ [−1, 1]� ��� ����������� �� �����

���� �� ����� α ���������� ������� ���� �������� ��� ������������ ������������ �� ������� ��

������ p = 1
2(1+ δ) �� ����������� ���������� �1�� �� ����������� pmax(n, s) ��� �� ���� ���� ���

�� ��� ��������������� �� ����� �� ���������� p ��� (1− p)� ���� �� ����������� �� ������ n

���� �� �������� s ��� �

��� �������� ������� �������� ��� ���������� �����

���� p(n, s) �� ����������� ���������� �� ��� �� ��� �� �������� ���������� �� ����� � s�

����� pmax(n, s) = p(n, s)− p(n, s+ 1)� �� �

p(n, s) =





0 �� n < s,

ps �� n = s,

ps(2− p) �� n = s+ 1,

p(n− 1, s) + (1− p(n− s− 1, s))(1− p)ps �� n > s+ 1.

��� �������� ������������ ���� ���� ������ ���������� � 10−5 ���� n � 3 000�

���� µ = − ln(n(1− p))

ln(p)
����������� �� �� �������� �� ���� ���� ��� �� ����

pmax(n, s) =





exp(−ps+1−µ)− exp(−ps−µ) �� s > �µ�,
exp(−ps+1−µ)− exp(−ps−1−µ) �� s = �µ�,
exp(−ps−µ)− exp(−ps−1−µ) �� s < �µ�.

�� ������ ����� ���� ������ ��������� �� ����� ��� �� ���� �� ������ ����� �� ����� �� ����

��� ��� ��� ������ ��� Ωm� ���� �� ����� ��������� ���� ��� �� ���� ��������� �� ������������

�������� ���� ��� ������ ������ ��� Ω�

����������� ����� ���� �� ������ ����� �� ���� �������

������ n ∈ N� H0 � �B = (Bi) ��� ��� ����� ��� ��� Ω� �� ��� P 1��� ����� ����� ��

����������� �� ������ n� ��� ������� n0 �� n1 ����������� �������������� �� ������ ��
�0� �� ��

�1�� ������ µ� = n+1
2 � σ2� = n−1

4 � µ� σ2 �� �� ����������� Sn(B) ������ ��� �



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

Sn(B) = 1 +

n−1�

i=0

Bi ⊕Bi+1,

µ =
2n0n1

n
+ 1,

σ2 =
2n0n1(2n0n1 − n)

n2(n− 1)
.

���� H0�

��� �� n0 = n1� Sn(B) �������� �� ��� ���� N (µ�,σ2�)

��� �� ���� Sn(B) �������� �� ��� ���� N
�
µ,σ2

�
�

���� ����� ������� ���������� �� ����������� ��� ����� �� ���� ����������������� �������� ����

������ �� 1 �� ���� τ = 1� ���� �� ����������� ���� ����� ������ ������� �� ���� �� ������

����� �� ���� ��������� ���� ������ ����������� ���������������

�� ��������� �� ��� ������ ��� ��������� ��� Ωm� �� ���� ����������������� ������ ������

�� ���������� ����� ���� ������ �������� �� τ ������������� ������ ��� �� ���� �� ������ �����

�� ���� �� �������� ��� �� ������� ������������ ��� ����� �� ��� ���� �� ����������� ��� (Mm,j)j

���������� � ����� �� ����������������� ��� �� ����� ������� �������� (Bi)i ���� τ = 1� ���� ���

������� ��� Ωm ���� ������� �� ������ �� ������������� ��� �������

����������� ����� ���� �� ������ ����� �� ���� ���� ������������

������ m � 1� n ∈ N� H0 � �M = (Mm,j)j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω
m,P(Ωm)) �� �������

������ εme,a�� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}� εbias,� ������� �� ������������ ��� Ω �� �� ����� ��������

(Bmj+�)j �������� � (Mm,j)j�

���� a ������������� ���� � �� ����� k ∈ Ωm� ������� �� ������ ������������ �� ����� �� ��

��� ���� �� ����� � �� ������ k0k1 . . . km−1 �� ������������� ������� �� k ∈ Ωm�

a : Ωm → {0, . . . ,m− 1}

k �→
m−2�

�=0

k� ⊕ k�+1.

����� ���� j ∈ N� Em,j = Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j � �� �� ����������� �� ���� ������ ��� �

Sn(M) = 1 +

n−1�

j=0

a(Mm,j) +

n−2�

j=0

Em,j .



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

������ µ1, µ2, µ
�
1, µ

�
2,σ

2
1,σ

2
2,σ

2
1
�
,σ2

2
�
�� ρ ������ ��� �

µ�
1 =

1

2m

�

k∈Ωm

a(k),

µ�
2 =

1

2
,

µ1 = µ�
1 +

1

2m

�

k∈Ωm

a(k)(er + ar,k + erar,k),

µ2 = µ�
2 −

1

2
δ0δm−1,

σ2
1
�
=

1

2m

�

k∈Ωm

a(k)2 − (µ�
1)

2,

σ2
2
�
=

1

4
,

σ2
1 = σ2

1
�
+

1

2m

�

k∈Ωm

a(k)(a(k)− 2µ�
1)(er + ar,k + erar,k)

− 1

22m

� �

k∈Ωm

a(k)(er + ar,k + erar,k)

�2

,

σ2
2 = σ2

1
� − 1

4
δ20δ

2
m−1,

cov = (n− 1)δ0

�
µ1(δm−1 − 1) +

m−1�

a=0

aPr(Mm,0 ∈ Ma,0) +

m−1�

a=0

aPr(Mm,0 ∈ M�
a,0)

�
,

�� Ma,0 = {k ∈ Ωm | km−1 = 0 �� a(k) = a} �� M�
a,0 = {k ∈ Ωm | k0 = 0 �� a(k) = a}�

���� H0�

��� �� εme,a = εm0,0 ��� � P
m
e,a = Pm��� ����� Sn(M) �������� ����

N (nµ�
1 + (n− 1)µ�

2 + 1, nσ2
1
�
+ (n− 1)σ2

2
�
)�

��� �� εme,a = εme,0 ��� ���� ���� r ∈ Ω�
m� er = −em−r� ����� Sn(M) �������� ����

N (nµ�
1 + (n− 1)µ�

2 + 1, nσ2
1
�
+ (n− 1)σ2

2
�
)�

��� �� εme,a ��� ����� ���� ���� ���� r ∈ Ω�
m �� k ∈ Ωm

r � er = −em−r �� ar,k = −ar,rev(k) ����

�������� rev(�0010�) =� 0100��� ����� Sn(M) �������� ����

N (nµ�
1 + (n− 1)µ�

2 + 1, nσ2
1
�
+ (n− 1)σ2

2
�
)�

��� ���� �� ��� ����� ������������ ����������� Sn(M) �������� ����

N (nµ1 + (n− 1)µ2 + 1, nσ2
1 + (n− 1)σ2

2 + 2cov)�



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

�������������� ������� (Mm,j)j ��� ������������� ���������� �

µ1 =
m−1�

a=0

aPr(a(Mm,0) = a),

=
1

2m

�

k∈Ωm

a(k)(1 + er)(1 + ar,k),

σ1 =
1

2m

�

k∈Ωm

a(k)2(1 + er)(1 + ar,k)− µ2
1.

��� ��������� (Mm,j)j ����� �������������� �� �������� Em,j ���� �� ��� Ber

�
1

2
(1− δ0δm−1)

�
�

�� ����� �� ���������� ����� �����������

Cov




n−1�

j=0

a(Mm,j),
n−2�

j=0

Em,j


 =

n−1�

j1=0

n−2�

j2=0

Cov (a(Mm,j1), Em,j2) .

����� ��� ��������� Mm,j ���� �������������� ��� ������ �� �� ����� ��� ���� ��������

j1 = j2 �� j1 = j2 + 1� ������

Cov




n−1�

j=0

a(Mm,j),

n−2�

j=0

Em,j


 =

n−2�

j=0

Cov
�
a(Mm,j , Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j

�

+

n−2�

j=0

Cov
�
a(Mm,j+1), Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j

�
.

������� ���� a ∈ {0, . . . ,m − 1}� Ma,0 = {k ∈ Ωm | km−1 = 0 �� a(k) = a} ��

Ma,0 = {k ∈ Ωm | km−1 = 1 �� a(k) = a}� ����� {k ∈ Ωm | a(k) = a} = Ma,0
�Ma,1� �� �

E
�
a(Mm,j)× (Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j)

�
=

m−1�

a=0

a[Pr(Mm,j ∈ Ma,0, B(m+1)j = 1)

+Pr(Mm,j ∈ Ma,1, B(m+1)j = 0)],

n−2�

j=0

Cov
�
a(Mm,j , Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j

�
= −n− 1

2
µ1δ0(1− δm−1)

+ (n− 1)δ0

m−1�

a=0

aPr(Mm,0 ∈ Ma,0).

��� �� ������������ ��������� ��� Cov
�
a(Mm,j+1, Bmj+m−1 ⊕B(m+1)j

�
�� ����������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

M�
a,0 = {k ∈ Ωm | k0 = 0 �� a(k) = a}�

Cov




n−1�

j=0

a(Mm,j),

n−2�

j=0

Em,j


 = (n− 1)δ0 (µ1(δm−1 − 1))

+ (n− 1)δ0

m−1�

a=0

aPr(Mm,0 ∈ Ma,0)

+ (n− 1)δ0

m−1�

a=0

aPr(Mm,0 ∈ M�
a,0).

�� ������������ �� Sn(M) ��� ���� �� ����� ���� ����������� �������� ��������� ��

������������� �� �������� ������� ������� �� ���������� cov�

�� ���� ������� �������� ��� ���������� ����� ������������� ���� �� �� ����� ����� �� ��

���������� ������� ���� �����

�� ������� ��� a(.) ��� ������ ����� �� ����� �� ������� ��� �� �� ������ ��� � ��� �����

������� �� ��� ����� ������ �� ������� ��� �� ����� �� �� ���������� ��������

�� ��� ������� ��� ������ ��������� ���� ����� �� ���� �� ��������� �� �����������������

���� �������� ��� �� ���� �� ������ ����� �� �����

�� ��� ���������� ������������� ������������ ������ ��� ��� ��� (b) �� (c) ���������� � ���

��������� ���� ��� ������ ������

����������� �����

���� �� ������ ����� �� ���� � �������� �� �������������������

����� ������ Δµ1,Δµ2,Δσ2
1,Δσ2

2,Δcov ∈ R� ���� ����� ������ ��� ��� Ωm ������� ���

��� ������������ εme,a ����� ��� �

−1

2
δ0δm−1 = Δµ2,

−1

4
δ20δ

2
m−1 = Δσ2

2,

1

2m

�

k∈Ωm

a(k)(er + ar,k + erar,k) = Δµ1,

1

2m

�

k∈Ωm

a(k)(a(k)− 2µ�
1)(er + ar,k + erar,k)−Δµ2

1 = Δσ2
1,

δ0

�
µ1(δm−1 − 1) +

m−1�

a=0

a
�
Pr(Mm,0 ∈ Ma,0) +Pr(Mm,0 ∈ M�

a,0)
�
�

= Δcov,



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

�� ������������ ��������� �� Sn(M) ���� �� ����������� ���� ����

N
�
n(µ�

1 +Δµ1) + (n− 1)(µ�
2 +Δµ2) + 1,

nσ2
1
�
+ (n− 1)σ2

2
�
+ nΔσ2

1 + (n− 1)Δσ2
2 + 2(n− 1)Δcov

�
.

�� ������� �� �� ����������� ��������� ��� �������� ����� ������������ ��� ����������� �� ��

����������� ���� �� ���� �� ������� �� ��� ���������� �� ����� ����� ����� η > 0 ��� ���� ����

���� r ∈ Ωm �� k ∈ Ωm
r � |er + ar,k + erar,k| � η� ��� ���������� �� ����������� Δµ1 �� Δµ2 ���

������� � ��� ������ ������ �������� |Δµ1| � ηµ�
1 �� |Δµ2| � η2µ�

2� ������ �� ��������� �������

�� ����������� �� �� ����������� ���������� ��� nηµ�
1 + (n− 1)η2µ�

2�

�������������

�� ����� ��� �������� �������� ����� ������������ ���������� �� Ω4� ���� η = 0.4� ���

�� ������������ �� �� ����������� �� ���� ���� n = 20 000 ����� �� ������������ ��������� ���

������� � ������ �� 40 000 s��������� ����� ��� �� ��������� �� ����������� ��� �������������

�� ���� ����� � 13 600 ������� �� ����������� ����� ���� ����� �� ������� ��� �� 400 � ����� ���

��������� ����� ��� ���������� ����� �� ����� ������� ������������ ���� ������

������ ��� � ���� �� ������ ����� �� ���� ����� �� ���� ������������� � ������ ����� �������
������ ���������� ��� Ω4�

���� �� ����� ��� �� ����� �� ���������� �������� ��� ����� ������� �� ����� �� ���� ����������

��������� ������� � �� ����� ���� ������� �� ������������ ������� ��� ����� (Bi)i �������������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

������ ��� � ���� �� ������ ����� �� ���� ����� �� ���� ������������� � ��������� �� ε4e4,0 ���

����� ���� ��������� ���� �� ������ ������ ���� ε4easym,0 ��� ����

���������� �� ��� �������� ����������� �� �� ����������� �� ���� ��� ������� �� ��������� �� ����

��������� ��� Ω4 ������� ��� ������������� ����� ���� ���������� ������������� �� �� ����

����� �� ������ ����� ��� ������� �� ��� ������ �� ���������

�� ����� ��� �� ��� �������� �� ����������� ����� ������������ �� �� ����� ε4easym,0 �����

������ �� � ���� ���� r ∈ Ω�
m� er = −em−r� ����� ������� ������� �� ��� (b) �� �� �����������

����� �� ������������ ���������� ������� � ������ �� 40 000 s��������� ����� ��� ����������������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������������ �� �� ������������ �������

����� ����������

����� ��� ��� ����� ���� ���� ������� ��������� �������������� �� ������ ����� ����� ��

������������� � �� ������ ������� ���� �������� ��� ������� ���������� ��� �������������� ��

���� ������������� ����� ������� � ������ ��� ��� ���������� ��� Ωm ���������� �� ���������

�� �������� �� ������� ��� ��� ������������� ��� ���������� � �� ���� ������������ ���������

�� �� ����������� ������������� ���� ���� �� ���� �� ���� � ���� ��������� �������� ����� ���� ���

������� ���� ������ ����� ������������ εme,a ��� ��� ������������ �� ���� ��� ����������� ���� �� ����

�� ���������� �� χ2� ����������������� �� �� ������ ����� �� ����� �� ������ �� �� ������������

��������� ��� ��������� ���� ��� ���������������� ���� �������� ����� ��� ���������� ����� ��

����� ������� �� εme,a ������������ ���� ���� ����� ���� �� ������

��� ���������� ������������� ����� ����������� ��� ���������� � �� ������������ ���������

������ �� ���� ��� ���������� ���� ���� ��� ������ ������ ��� ������ ����� �� ���������� ����

����������� ��� �������� �� ���� ������� ���� ��������� ��� �� ��� ����� ��������� ����������

��� �������� ���������� �������� �� ��� ���������� ����� ������������ ������������ ���� �����

��������� ��� ����������� ��� ���������� ������� ���������� �������� �� �� �� ����� ���������

����� �� ���� �������� ����� ���� ������� ��� ������ ���� ������� �� ������ ������������ �� ��

����������� ��� ��� ������� ���������� ���� �� ���� ��������

�� �� ���� �� ��������� ��� ���������� ��� ���������� �������������� �� ��� �� ��� ������

��� �� ���������� ��� ������ ������ ���� ������ �� ����� ���� ��� ������ ������ ���������

���� �������� �������� �� ���������� ������ ������

�� �� ���� ����������������� ��� ���������� ��� ������������� ���������� ��� ������ (Bi)i

������������� �� ���������� ������������ ���� ��� ��������� ���� ���� � ���� ��������

������� ���� ���� ������������ ��������

�� �� ���� �� ������ ����� �� ���� ���������� �� ������������ ����� ������� ��� �����

������ ������������� ���� ������������ �er = −em−r�� �� ��� ���� �������������

���� ���� ������������� ����� ���� ������������ ���� ���������� ������� ��������� ��� ���

���� (ar,k = −ar,rev(k)��

�� ��� ����� �� χ2 ���� ��������� � �� ������� ������������� �� ����������� �� ���� �� χ2 ���

��� ������ �� Ωm �� ���� ��� ��������� ��� ������ ��� ��������� ���� ��� ������ ������ �

���� ���� r ∈ Ω�
m �� ���� k ∈ Ωm

r � er +ar,k +erar,k = 0 �������� � ar,k = −er
1+er

����� ���

������ r �� k� �� ��� ��� ���������� �� (er)r �� (ar,k)r,k �� ���� ��� ������������� ���� ����
r∈Ωm

r
ar,k = 0 ������������ ���� ������



���� ������������ ���� ���� ���� ������������ ��

��� ��������� �������� ������ ��������� ���� �� ���� ����������� �� ���� ������������ �� ��

������������� ��� ����������� �� ����������� �� ������ ������� ��� ��� ���������� �����������

�������� �� ����������� �� �� ��� �������� ��� ������ �� ������������ ����� �� ������ �� �������

��������� �� ����� �� ������ �� ������� �� ���������� ������ ��� �� �������� ����� ���������

�� ���������� ���� ��� ������������
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�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

��� ���������������� ����������� ���� Ha

������� ��� ��������� �� �� ������� ����������� �� ������������ ����� ����������� �� ���� ���

����������� ���������� �� �� ������ ��� ���� �� ���� ���� ���� �� ���������� ��� ���������� ��

�� ������������� ������� �� ������������ ��������� ����� ��� ������� � ����� ���������� �����

���� ��� �� ��������� ��� �� �� ������ ����� ��� �������������� ���������� �� ����� �������

��� ����������� �� �� ��������� �������� �� ��� ������������ ������� ��������������� ������

��������������������

���� ������� �������� ��� ������ �� ������������ �� ��������� ��� ��� ��������� �� �����

����� ������������������ ��� ���������� �� �������� ������� ������ �� ������� ������������ ���

����������� ���������� �� ����������� �� �� �� �������� ���� ���������� �������� ����� ������

����� ������������������ ��� �������� ��� ����������� �� ������������� ��� Ωm ���������� �

��� ������ (Bi)i ������������� ������� ��� �� ����� ��� ������������� ���������� �� ��� ����

����� ��������������� ��� ������ �� m ����� ��� �������������� ������������ ��� ������������

��������� �������������

����� ������ ��� �����������

����� ������ ��� ������ ������������� ���������� (Mm,j)j � ��������� ��� Ωm ��� εme,a�

����������� ��� ������������ �� ������ �� ��� �� ���������� ��� ��� �������� ��� ������ �� �����

�������� �� ��������� ��� ��������� �� �� ������� ����������� �� �� ������ µ(IID) �����������

��� ������ ������� ���� �� ��� ��� ������� �������������� �� ���� ��� �

���� E (Sn(M))

��������� µ(IID)

���������������
µ(IID) + 2

(n−τ)m−1�
i=0

Cov (Bi, Bi+τm)

χ2 ��� ��� ������
µ(IID) +

2

n

�
s−1�
i=0

1

πi

�� �
0�j1<j2<λ

Cov (Xj1 , Xj2)

�

������ ����� �� ���� µ(IID)

������ ����� ��� ����� ����������������� �� �� χ2 ������� �������� �� �������� �� ����������

��� ���� ���������� ��� ��� ����� �� ����� ���� ��� ����������� �� ��������� �� ���� �� �������

�� ����������� ���� ����������� ��� ������ ��� �� ����� α� �� ����������� ���������� ��� s�

������ ��������� ����� ��������� ���� �� ��� ����� ������ ��� �� �������������� ���� ���

������ �� ������������ ��� ��������� ��� ����� �� ����� �� ���� �� �������� �� ������� ��� ����



���� ���������������� ����������� ���� HA ��

������������ �� ����� �� ���� �� ������ ���������� ��� ���������� �� �� ������������� ��� ��������

���� ���������� ��� α ��� ������ �� ����� α = 10−6 ������� ��� ���� ���� ��������� ��� α = 10−4

����� �������

������ ��� � ���� �� ��������� ��� Sref , Smarkov(6), Smarkov(5), Smarkov(4), Smarkov(3)

�� ����� ��� ��������� ��� �� ���� �� ��������� �n = 20 000 ������ ������ �� ������ �� ����������

������������ ���������� ���� ��� ������ �� ������ ���� �� ������������ �������� ��� �������������

��� ����������� ����� ������ �� ����������� ������� 40 000 s�������� ���� ���������� ���

������������� ����������� ������ ���� ��� ����������� �� ����� ���� ����� �� ���� ������ ��

�� ������ ��� ������� �� �� s������� ��� �������������� ���� [9654, 10346] �� [9725, 10275]� ��

���� �� �������� ����� ����� ��� �� ���������� �� �������� �� ����������� ����� ������� ������

���� ��� ��������� �� ����� ��� ������������� ���������� ���� �������� ��� �� ������ ������

10 000� ���� �� ������������� � �� ������������ ��������� ������ ������� ������ � ���� ��������

������ �� �������� �� ������ �� ����������� �� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ������ ���� ��

����� ���������� �� ��������� �� �������� ���� ������ ��� ������������ ���� ����������� ���

���������� � �� ���������� �� �� ����� �� ��������� �����������

�� ����� ��� �������� ��� �� ���� �� χ2 �n = 20 000 �� m = 4� �� ��� ���������� ��

���� �� ����� ���� ����� �� ����� ������ �� ��� ����� ������� ���������� ��� ������ ��

������������ ���� �� ����� ���������� ���������������� ������� �� ���� ��� ���������� ���������

�� ��� ��� ��������� ��� �������� � �� ���������� ����� ��� ��������� ����������� ��� �������������

���������� ���� ����������� ���� �� ������ ��� ������� � �� ������������ �� χ2 ������� �������



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ��� � ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� Smarkov(4) ��� ����� �� Smarkov(3) ���
����

��� ��������� ������ ������ ����� ���������� ��������������� ����������� ����� �������� ��

����� ���� ������������ ����������� �� ��� ������ �� ������ �� ����������� ��� ����������� �����

������� �[1.03, 57.4] ���� ������ �� [2.16, 46.17] ���� ���� ������ �� ���������� ���� ��� ��

������� �� ������ ���������� �� s�������� �� �� ����� �� �������� ��� �� ���� �� ���������

�� ����� ���� �������� �������� �� Smarkov(6) ���� �� ���� ����� �� ������ �� ������

����� ���������� ��� Ω4 � ������ ����� ������������ �������� ������� �� ����� ������� ������ ���



���� ���������������� ����������� ���� HA ��

������ ���� � ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� Smarkov(6)

���� ������������ �� t = 1
16 = 0.0625� ��� ������ �� ���������� �� Smarkov(6) ���� ���� �������

�t = 0.06�� ����� ��� ����� ������ ����������� ��� ��� ������������ �� �� ������ ������ ��� ��

���� �� ��������� ������ �� ������ ���� ����� �� �� ����� ����� �� ���� �� χ2 ��� ��� ������ ��

Ω4 ������ ����� �������� � �� ������������ ��������� ������ �� ������ ���� �� ����� �� ��������

��� ���� �� ������������ �� χ2 ������� �������

����� �������� �� ������ �� ����������

�� ��� �� ���������� �� �������� ������� ��� ������ �� ���������� ������� ���� ����� ���

��������� ����������� ���� �������� ��������� �� ���������� ������� �� ���� ���� ����� ���

����� �� ������������� �� ��������� ��� ��������� �� �� ������� ����������� �� �� ������

σ2(IID) ����������� ��� ������ ������� ���� �� ��� ��� ������� ��� �

���� Var (Sn(M))

��������� σ2(IID) + 2
�

0�j1<j2<λ

Cov (Wm,j1 ,Wm,j2)

���������������

σ2(IID)− 4

m

�

0��1<�2<m

Cov (B�1 , B�2) (2Cov (B�1 , B�2) + δ�1δ�2)

+ 2
�

0�i1<i2<(n−τ)m

Cov (Bi1 ⊕Bi1+τm, Bi2 ⊕Bi2+τm)

− 2

(n−τ)m−1�

i=0

δ2ĩCov (Bi, Bi+τm)− 4

(λ−τ)m−1�

i=0

Cov (Bi, Bi+τm)2 .
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��� ������ ��� ��� ������ �� ����������� ���������� �� ���������� ��� ��� ���� �� ��������

���������� ���� �� ��������� �������� ��� ����������� ��� �� ���������� �� �� ������������

���������� ��� ��������� �������� ������� ��� ����������� ��������� ���� ������ �����������

������ ������ ��������� �������� �������� � ��� ������������ ��������� �������

������ ���� ��� ��� �� �� ����� ���� �� �� �������� ����� ������� �� ���������� � �� ��������

������� �� ���� �� ����� ����� ����������� � �� ���������� �� ������ ��� ������� ������������

�� �������� ��� ��������� �������������� � �� ��� ��� ������� ����� ������ �������

����� ��������� �� ������ �� �������������

���������� ������������ ��������� ��� ������������� ���� ������� ��� ��� ������������ ���

��� ������ � ��������� �� ����������� ��� ���� �� ���� ������� ���� �������� ����� ������ ��

����� ��� ������� �������� ���� �� ��������� ����������� ������������������� � ���� ������

������������� �� ��� �������� �� ��������� �� n ����� �������� ������������� �� ����� ���

����������� p1, . . . , pn �
�

pi = 1�� ����� �� ������������ ����� ����������� S ��� �

fb =

n�

i=1

pifi,

�� fi ��� �� ������������ �� S ���������� � ������ i�

���������� ���� � ��� ������� ������ ��������� ��� ��������� ����������� ������� �������

���� �������� ���� �� ������ �� ��� �� ��������� ��� �� ���������� ���������� n ������ ��������

���� �� ���� �� ��������� ����������� ���� ������� � ���������� �� ��������� ��� ������������

��������� ���������� ��������� �� ������������ ���� �������� ����� ��������� �� ����� ���

��������������� ���� ������� � �� ������ ������� �� ������ �� �������� �� �� ����������� ���

�������� ��� �� ��������� ����������� γ1 ����� ��� ������� ����� ���� ��� ���������� �� γ1

���������������� ��������� �� ���� ���� �� ���������� �� ������ �������������������



���� ���������������� ����������� ���� HA ��

������ ���� � ���� �� εδ,perio ��� �� ������������ ��������� ��� ������������ �� ����� ���� ��
���� �� ��������� �� ������� �� �� ������ ����� �� ���� �� �������

��� ������ ���� �� ���� ���������� ��������� ������ ���� ������ ������������������ ���� ���

������� �� ������ ������ ��� ��� ����� ��� ��� Ω ���� �� ������������ εδ ������ ��������������

�� ����� �� ������ δ = δ(t)� �� |δ(t)| � 0.2� ��� ������������� ���������� ��� �������� ���

�������� � ������ �� 40 000 s��������� �� ��� ������������ �� n = 20 000 �����

������ ��� �� �������������� ��� ��������� ���� �� ���� �� ��������� �� �� χ2� �� ���������

��� ���� �������� ���� ��� ����� ����������������� �� �� ������ ����� �� ����� ���� ��� ����



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ���� � ���� �� εδ,perio ��� �� ������������ ��������� ��� ������������ �� ����� ���� ��
���� �� χ2 ��� ��� ������ �� 4 ���� �� ������� �� �� ����������������� ���� τ = 1 ����� �� �������

�������� ���� �� ������������ ��������� �� �������� ��� ���� ����� ��������� ������� ����� ����

�� ���� �� ������� ��������� �� ������ ����� ���� ����� ���� ������������� � ���� ��� ���������� �

������ ���� ������������������ �� �������� �� ������ ����������� ������ ���� ��� �����

��� ������� �������� �� �� ��������� ��� ����� ����� �������������������� ��� ��� �������

����� �� ���� � ��� ��������� �� ������ ����������� �� �� ������������ ���� �� ������ ��� �����

��� ������������� �����������



���� ����� �� �������� ��

����� ����������

��� ���������� �� ����� ���� ��� ������������ �� �������� �� ����������� ���������� �������

����� �� �� ��������� ��� ��������� ������������ ����� ��������� ����� ������������ ���������

�� ����������

�� ������� ����� ������ ��������� �� ����������� �� ���� �������� ������ ������������ εme,a

��� ������������� ���� ����� ������ ��� ����������� ������ ���� ���� ��������� �� ��������

�� ��� ���������� �� �� ������������ ���� ������� ������������ �� ���� ��� ��������� �����

��� ��� ������������ ������ ��� ����� �� ���� ��� �������������� ����� ����� �������������

��� ������ �� ����������� ������ ��������������� ���������� ����� � �� ��������� ��� �����

�� χ2 ���� ��� �������� ���������� ���� �������� ����� �� ����� �� �������� ��������������

����� ����� �� ��������� ����������� ����������� �� ��� ������������ ��� ���� �� ���������� ��

����������� ����� ��� ����������

����� ������������ �� ����������� ���� ���������� �� ������ ������������������� ���������

���� �� ������� ������������ �� �� ��� �������������� ������ ����� ���������� ��� ��� �����������

�� ����� �� �� ������ ��� ������������� ��������� ���������� �� �� ������������ ���������

���������� ��� ���������

��� ����� �� ��������

��������� �������� ���� ���������� � ������� ���� ���� ����������� ���� ������� �� �� �����

��������� �� H0� ���� ��� ��������� ����� ��� ������ p������� ��� s�������� ���������� ���

�������� �� �������� �� ������ �� ������������ ��� �10−6 ���� ���� ����� �� 10−4 ���� ����

������� ��� ������� �� �������� �� ���� ��� ������� �� ���� �������� ���� α = 5.10−3�

�� ����� ��� ��������� �������� �� ������ �� ���� ��� ��������� ��� ������ p�������

����������� ���������� ���� ������ ��� ����� �� �� ���������� ����� �������� ���� ������� ��

��������� �� ��������� � �� ������� �������� N = 257 ���� ��� ������ ����� �� ���� �� ����� ��

����������������� �� ������� �� ���������� �� s�������� ���������� ���������� �� ����� α = 10−6

���� ������� �� ���� �� ���������

��� ������� �� ��� ������ �� �������� ��� ��� ���������� ���� �� �������� ���������� � ��

������� ��� ������ � �� ����� ������ �� �������� p�������� �� s�������� ����� ��� �� �������

�� �������� �� ����������� ������ ������ ���� �� �������� ��� ���������� �� ����� �����������

�������� �� ���������� ��� �� ������������� �� H0� ����� ������� ������ ��� ����� ������������

����������

�� ������� ����� ����� �������� N s�������� ��� N ������������ ������������� �� �������

������������ ����� ���� ����������� ��������� ECDFN,b �� ����� �������� CDF0� ��� ��������

�� �������� ���� ���� �������� ���� N > 1� ������ ��� �� ���� �� χ2 ��� �������� ��� ��� N



�� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

p�������� �������� ���� ���������� ���� ����������� � ����� �� �� ��� �������� U(0, 1)� �������

N > 1� �������� �� ������ ���������� �� ���� ������������ �� �����������������

��� ����� ������������� ��������� ��� p������� �� ������������� ����� �� ����������� ���

������� ������� �� �� ����������� ���������� ���� �� ������ ����� ��������� �� ����� ������������

������ �� �������� ����� ��� ���� ������������� ��� ����� ������� ���� ����� ������� ���������

������ ��� �������� ���������� �� ��� ������ ����������� ���������� ��� ���������� �� �����

�������� ������ �� �������� ���� ��� ��� ����� ������������� ���������� � ��� �������� ���� ���

����� ���� ����� �� �� ������������� �� �� ������������ ����� ������� ��� ���������� �� ������

��������� ��� ������������ ���������������� �� ����� ���������� ����������� �� �������� ���

��������� �� ������ �� ��� ������ �� ������������ ��� ���������� ���� ��������� ������������ ��

��� ���� ���������� �� �������� ������������� �� ������������ �� �� �������� �� �� ������������

����� ���� �� �������� �� ���� ��������

����� ������� ���� ��� �������� ��� ������ �� ��� ������ ��� ������� �� ��������� �� �������

����� ��� ��� �������� ��� ��������� �� ������ �� ������ �� ����������� ��� ��� ����������� ��

����� � �� ������ α ��������� ��������� ������������ � ����������� ���� �� ���������

��� ������ ����� ����� ���� �� ���� �������� �� ��������� �� ������ α = 10−6 ������ ��

������ �� ������ ����� ���� ���� ������� ��������� ���� ��� ������� ��� ��� Ω �������� ��� εδ�

�� ����������� ��� Ω4 �� ���� Smarkov(x) ����� ������ ��� ���� ��� ������� ����������� ��

������ ������� ��� �������� ���� ���������� ��� t ��� ������ �� ��� ������ ���� ��� ���������� ��

t = 0.0625� �� ����� ���� ����� �� ������� �� ����������� �� 100 ������������ ������������

���� Smarkov(1)�

����� �� ������ �� ������� ��� ��� ������� ��� ���������� ��� εδ �� t ���� ����� ������

���� �������� ��� ����� �� ���������� ��� ���� �� ���� ������������ ��� ���� �� �������� ��� ���

�������� ��� 1 000 ����������� ������������� ��� ������ ���� �� ������ �� ���� �����������������

�� ����� �� ������ ����� �� ���� ��������� ���� ��������� ��������� ������� 80% ��� ������������

��������� ������� 20% �� ����� ������� �� ���� ���� ������� ������ �� χ2� ��� ����� ������ ����

��� ��������� ��� ������ �� ���������� ������������� � �� ����������� ��� ������ � ��� ���������

t = 0.01 ������� ��������� ���� ���� �� 80% ��� ����

��� ������������ ���� ���� ������� ���� �� ������������� ��� ������������� ��������������

���� �� ���� �� ��������� ��� �������� �� �������� ������� �� ����� α = 5.10−3 �� �� ������������

������������ N (10 000, 5 000) �� ���� �� �� ��� ������ B(20 000, 0.5)� �������� ���������������

�������� ������� ����������� �� ������������ ������� ��� ��� ����� � � 3.4 × 10−3� �� �����

α < � �� ���� ���� ��� ���������� ���� �� ��� �� ���� �� ��������� ���� ������������ εδ �� ���

�� ����������� �� n ����� �� ������ ��������� ��� α > 0.4785× 1 + δ2�
n(1− δ2)

�



���� ����� �� �������� ��

������ ���� � ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� ��������� ��� �� �� �� ������
�� �������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ����



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ���� � ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� χ2 ��� �� ������ �� ��������
����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ����



���� ����� �� �������� ���

������ ���� � ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� ����������������� ��� �� ������
�� �������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ����



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ���� � ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� ������ ����� �� ���� ��� ��
������ �� �������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ����



���� ����� �� �������� ���

������ ���� � ����������� �� 100 ������������ ������������ ���� Smarkov(1)

������ �� ����� ������ �� �����
��� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���

���� εδ ��������� t εδ ��������� t

��������� |δ| � 3.2% t � 0.0025 |δ| � 2.9% t � 0.0075

χ2 ��� ������ �� Ω4 |δ| � 4.8% t � 0.025 |δ| � 4% t � 0.032

��������������� |δ| � 22.5% t � 0.0025 |δ| � 20% t � 0.0075

������ ����� �� ���� |δ| � 18% t � 0.0025 |δ| � 16% t � 0.0075

����� ��� � ������ �� ��������� ��� ����� ���� ��� ������� ���� �� �� ���� Smarkov(x)



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

����� ��� ����� ������������

��� ����� ������������� ������� ���� ��� ��� ���� �� ���������� ��� ���� �� ���� ��������

���� ���� ��� ����������� �� ��� �������� ��� ������� ��������������� ��� �� �������� ����� ��

������������ ��������� �� ���������� ���� �� ����������� ��� ��������� ��� ��������� ����������

�� �� ����� ������������ ������ �������� ���� ���� �� ������� �� �������� �� ����������� �����

����� ECDFN,b ����� �������� ��������� X ��� �� ������ (E ,P(E)) ��� �������� � ������ �� N

������������ x1, · · · , xN �� �� ����� �������� �

ECDFN,b(x) =
#{i|xi � x}

N

���� �� ������ (x(i)) ������� �� ����� ��� N ������������ xi ������ ��� ����� ���������� ���

����� ������������ � ��� ������������ �������� ��� ���������� ��������� �

H0 ����� ���� x� ECDFN,b(x) = CDF0(x)�

Ha ��� ������ x0 ��� ��� ECDFN,b(x0) �= CDF0(x0)�

������������� ��� ��������� �� ����������� ��� ������� ��� �� �������� �� ����������������� �

�� ����������� CDF0 ��� ����������� �����

ZN = ||ECDFN,b − CDF0||∞ p.s−→
N→+∞

0

��� ��������� ���� ��� ���� X� CDF0(X) ��� �� ����������� �� �� ��� �������� U(0, 1) ��� ��

H0 ��� ������ ECDFN,b(X) ����� � �� ��������� ����� Fb �� F0 ���� ���� �� ������� ��� ���

����������� �� ���������� ����� (CDF0(xi)) �� (ECDFN,b(xi))�

������ ������� �� ������������ �� ��������� CDF0 ��� ����������� ������ ���� �������� ���

���������� µ �� σ2 ����� ��� ������� ���� ������ �� ��� � ��������� �� ������������ ����� ����

�������� �� ���� ������������ �� ������ ��� �� �� ������ N �� �������������� ����� ������������

��� ������� � CDF0 ������� �� ������� � ��� ������ �� ������� ������� �� ������������ ���������

����� ��� �������������

���� �� ������������������

�� ���� ��� ������������� ������ ���� ����� ����� ������� �� ������������� �� �������� ��

����������������� ���� CDF0 ∈ L∞(R) �� ��������� �� �������� ��������� �� ����������� SN

��� ������ � ������ �� �� �������������� �� �� �������� �� ������������������ ����� CDF0 ��

ECDFN,b �



���� ����� �� �������� ���

||ECDFN,b − CDF0||∞ = sup
x∈R

{ECDFN,b(x)− CDF0(x),

ΔKS = max
i∈{1,··· ,N}

�����CDF0(x(i))−
i

N

���� ,
����CDF0(x(i))−

i− 1

N

����
�
,

SN = ΔKS

√
N.

���� ������� �� �� ���������� �� H0� �� ���� ������� ��������� �� ������������ ���������

�� SN � ����������� ����� ��� ������������� �� p������� ���� ���� ������� ���� ��� ��� ����� ��

�������� ���� ��� ��� ������� �� ��������� ���� ��� ����������� �� ������������ ������������

�� SN �

• ���� Ha� lim
N→+∞

SN = +∞�

• ���� H0� ���� t � 0� lim
N→+∞

Pr(SN � t | H0) = 1 + 2
+∞�
k=1

(−1)k exp(−2k2t2)�

�� ���� �� ����� ������� exp(−2k2t2)� �� ���� �������� �� ���� � ��� ������� ��������� ����

���� H0� �� ����� �������� ����������� �� ��������� �� ���� �� ������� ��� �� ���� ������ ������

����� �� ��� ����������� ������ ���������� ��� �� ����������� �� �� ��������� ����� ������������

��������� �� ���������� ����� ������ ���� �� �� ���������� ���� Ha� �� ���� ������������ ���

���������� ��������� � �� �� ���� ������� ��� ��� s�������� ���� ��������

���� �� ���������� �����

�� ���� ���� ��� ��� ��� �������� �� ��������� ������� CDF0 ∈ L2(R)� ������������� �� ��

����� ��� L2(R) ������ ����� �� ������� �� ������ ���� ��� ������� ���� �� ���������� ���

���������� ��� ���� ������������� ���� ������ ��� ����� �� �������� �� ����������� �� ���� SN

������� �� ������������ �� �� ����� L2 � ������ �� �� ������������ ����������

||ECDFN,b − CDF0||22 =
�

R

|ECDFN,b(x)− CDF0(x)|2 dCDF0(x),

SN =
1

12N
+

N�

i=1

�
2i− 1

2N
− F0(x(i))

�2

.

���� ���������� �� ������������� �� H0� ��� ������ �� ������� ��������� ���������� ���

������� �� ������� ���� �� ������� ���� ����������� �������������� �� ������������ ������ ��

������������ �� SN ���� H0 �

• ���� x ∈
�

1
12N , N+3

12N2

�
� CDFCM (x) = N !π

N
2

Γ(n
2
+1)

�
x− 1

12N

�N/2
�

�� ����� ������� ���� N � 1
12N � SN � N

3 � �� ��� �������� ���

CDFCM (x) = 0 �� x � 1

12N
� �� CDFCM (x) = 1 �� x � 1

12N
�



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

• lim
N→+∞

Pr(SN � t | H0) = 1− 2
π

+∞�
k=1

(−1)k+1
2kπ�

(2k−1)π

exp−u2
t

2√
−u sin(u)

du�

�� ����� ���������� ���������� ������� ��� ������ ��� ������ ��� ���������� �� ���� �������

�� ���� ����������� �������� �� ���������� �� ����� �� ������������� ��� ������ ������������

�� ��� ������� ���������� ��� ������� �� ������� ��� ������� ��� ������ �� ���������� �������

��� �� ��������� �� ���� �� ����������� ���������� ��� ��� ������ �� �� ������������� �� ����

������������������ ������� �� �������� �� ������� �� ������ ��������� ������������ ���

���������� ��� ��� �����������

���� �� ����������������

����� �������� �� ���������� ����� ��� ��� ������� ���� ���������������� ��� ������������

��� ���������� �� �� ������������ �� ��������� �� ����� L2 ��� �� �������� g : x �→ 1
x(1−x) �

���������� �� �������� g ������������ �� ����� g(CDF0(x)) ���� �� ������ �� �� ��������� ��

���� ����� ���� ����������� �� CDF0� ������ ���� CDF0 ∈ L2� �� �������� ������� ��� �

||ECDFN,b − CDF0||22 =
�

R

|ECDFN,b(x)− CDF0(x)|2 g(CDF0(x))dCDF0(x),

SN = −N − 1

N

N�

i=1

(2i− 1)
�
ln
�
F0(x(i))

�
+ ln

�
1− F0(x(n+1−i))

��
.

��� ������� �� ��������� ���� ����������� ��� ������� �� ����������� �� ��������� � ����

�� �������� �� ����������� ������������� ������ � 10−15 ����� � �� ������������� �� ������ ��

����� ����������� �� ������������� ��� ����������� ���������� �� �� ����������� ������ ���� N

����� ���� �������� � 2 · 10−6 ���� x < 0.9 �� � 8 · 10−7 ��������

�� ����� �� g ������ ��� �� ������� ��� ������ �� ����� �� ������������� �������� ���������

������� ���� �������� �� ������ ��� ω(t)� tω(t) �� t2 ·ω(t) ���� ����������� ��� [0, 1]� �� �����

���������� ���������� ��� ������ �� ���� �� ������� ���������� �� 0.96 ����� ���� ������ ��

��������� ����� �����������

��������

�� ������� ��� ����� ��� �������� �� p�������� ������������ ���� ��� ����� �� ��������

����������� ��� �� ���������������� ���� �� ���������� ����� ��� � ����� �������� �� 500

s�������� �� ���� �� ��������� ��� ��� ������� ������������ Smarkov(x) ����� ������ ��� ������

��� �� p������� ������ ��� 0.5� ��� ������������ ������� �� 0 �� 1 ���� ������ ����� ��������

���������� ����� ������������ ��������� �� ����������

�� �������� ����� ���� ���� ��� ������� ����������� ��� ����� �� ������������������ ��

���������������� ����������� ��� p�������� �������� ���� ������� �� �� ������������� �� H0 �



���� ����� �� �������� ���

������ ������ t = 0.06 t = 0.05 t = 0.04 t = 0.03

���� �� ��������
���� α = 10−6

100% 100% 100% 100% 98.4%

p������� �� �� 0.89358 0.42415 0.00801 0.00006 0

p������� �� �� 0.86291 0.74726 0.00002 0 0

p������� �� �� 0.4709 0.04804 0.84296 0.97529 0

����� ��� � ����� ������������ ��� �� ���� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� Smarkov(x)

���� ������ ����� �� ���� ���������������

���� �� �������� ���� α = 10−6 100% 100%

p������� �� ������������������ 0.78756 0.00214

p������� �� ���������������� 0.67122 0.01118

p������� �� ���������� ����� 0.04225 0.72018

����� ��� � ����� ������������ ��� �� ���� ����������������� �� �� ������ ����� �� ����� ����
��� ������ �� ���� εδ,perio

��� p�������� ���� �������� ����� �������� ��� ��� ������ �� ���������� ���� ���������� ��

�������� �� ���������������� ������� ����� ����� �� ���� �������� � �� ���� �����������

�� ��������� �� ���� �� ���������� ����� ������ ��� p�������� ���� ���������� �� �����

������������

�� ������� ��� ������ ��� p�������� ������������ ���� 1 000 s�������� ��� ����� ����������

�������� �� �� ������ ����� �� ���� ��� �� ������ ��� ������������� ���������� εδ,perio �����

������ ��� �� ����� ��� �������� �� ���������� ����� ������ ��� �� ������ ������������������

�� ������� ��� ��� ������ ����������� �� �� ������������ ��������� ���� �� ��� �� ������������

������� �� ��� ��� ������ ��������� ���� �� ��� ��� ����� ����������� �������� ����� �������

��� ������������ �� ������������������ �� ���������������� ��� �� ���� �� ������ ����� ��

���� ��������� ��� ��� ���������� ����������� ����� ��� ���� �������������� �� ��������� �����

�� ���������� ������ �������� �� ����� ��� ����������� �� ������ ���� ���� ����������� � �����

����� �� ����������� ����� ������� �� ���� �� ���������� ����� ��� �� ���� ����������������� ��

����� ��� ��� p������� ����������� ����� ��� ��� ���� ������ ����� ���������� �� ������� ����

����������

��� ����� ������������ ���������� ���� �� ���������� ��� ������������� ��������� �� �����

����� �� ���������� �� ������ ����������� �� s��������� 500 �� 1 000 ���� ��� �������� ����

�������� ������������� ��� 40 000 ������������ ���� �� ��������� ��������� ���� ������� ���

������������ ��������� ������������ ���� ��������� ��� �������� ���� ������� ����� ���� ��

��������� ��� �� ���������� ��������� ��� �� ���� ����������� ��� ������� ��� ���������� �� ���

������� �� �� ����������� � �� ���� ���� �������������



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

���� �� ������������

�� ���� ���� ��� ��� �������� �� ���������� ���� �� ��� �� �� ������������ ��������� ���

N (0, 1)� �� ��� ���� ��� �� ����������� �� ���� ����������� �� �� �������� ��� �� ����������

��� �� X ���� ��� ��� ��������

�� ����������� �� ���� ����� ���� ��� �������� ���� �� ������� �� ���� ����������� �� ��

�������� � �� ����������� �� �������� ���������� ��� ������ ��������� �� �������� ����������

��� �������� ������� �� �� ������������� ������������ ��� ������ ����� �

SN =

�
N�
i=1

aix(i)

�2

n�
i=1

(xi − x)2

����

• x = 1
N

N�
i=1

xi�

• (a1, · · · , aN ) =
mtV −1

√
mtV −1V −1m

�

• mt = (m1, · · · ,mN )� mi = E
�
y(i)

�
�

• V = (vi,j)N,N ��� �� ������� �� ���������� �� y(i)�

���� �� ������ ��� ai� �� ������� ��� ������������� ��������� ��� ������� ���������� ���

���������� ai ���������� �� �������� �� N ���� ��� ���� �� ������ ����� ���� ��� ���� ���������

��������� �� ����� �� ����� ��������� ����������� B,D �� G� ������� ���� t, x ∈ R �� a, b, c ∈ N �

f(t) =
1√
2π

exp(− t2

2
),

F (x) =

x�

−∞

f(t) dt,

B(a, b) =

�

R

xf(x)F (x)a(1− F (x))b dx,

D(a, b) =

�

R

x2f(x)F (x)a(1− F (x))b dx,

G(a, b, c) =

�

R

y�

−∞

xyf(x)f(y)F (x)a(1− F (y))b(F (y)− F (x))c dxdy.



���� ����� �� �������� ���

��� ��������� �������������� ���������� ���������� ��������� �� �������� �

mi =

�
N

i

�
iB(i− 1, N − i),

vi,i =

�
N

i

�
iD(i− 1, N − i),

vi,j =





�
N

j

��
j

i+ 1

�
i(i+ 1)G(i− 1, N − j, j − i− 1) �� i < j,

vN−i+1,N−j−1 �� i > j.

�� ������ �� G(a, b, c) ��� ������ ��� ���������� ��� c > 0� �� ��������� ���� ���������

����������� �

H(x, b) =

x�

−∞

F (t)b dt , x ∈ R , b ∈ N,

Ψ(a, b) =

�

R

F (t)aH(−t, b) dt,





G(a, b, 0) =
D(b+ 1, a)

2(n+ 1)
+

D(b, a+ 1)

2(a+ 1)
− Ψ(b+ 1, a+ 1)

(a+ 1)(b+ 1)
,

G(a, b, c) = G(a, b, c− 1)−G(a+ 1, b, c− 1)−G(a, b+ 1, c− 1).

���� N = 3� �� ����������� ������ ���� H0 ���� ���� ���������� �

Pr(SN � t|H0) = 1− 6

π

�
arcsin(

√
t)− arcsin(

√
0.75)

�
.

�� ��������� ���� N ∈ [3, 5000]� �� ������������ ������������ N (µ̂, σ̂2) ��� ��������� �� µ̂

�� σ̂2 ���� ��� ����������� ����������� �� ����������� �� �� �������� ��� �������������� �������

�������

����� �� ����������� ��� �� ������� �� ���� ������������ �� ���� ��� ���������� �� �����������

���������� �� ����� �� ��������� �� ����������� ����� �� ����� ��� ��������� �������� � ������ ��

(xi) �� ���� �������� ���� N (0, 1)� ��� ����������� ���� SN ��� ������ �� 1� ���� �����������

�� ��������� ��� ����������� �� ���� ��� ������ ����� ���� ��� �� ������ ������������ �N < 20��

���� �� χ2 ������������

�� ���� ������������ ���� ��� ��� �������� �� ��� ����� ��� �� ����������� �������� �� ���

�������� �� �������� �� ��� ��� ������������� ��������� �� ���������� ��� ������� �� �����������

���� �� ��� �������� ��� ���������� ��� ���������� ������ ����� ��������� ���� ��� ���� ��������� �

��� ��������� ��� �������



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������������� �� N ������� xi ��� ����������� �� k ���������� C1, · · · , Ck� ���� ����� ������

�� �� ��������������� ����������� ����� ��� ���������� �� �� ����� �������� �

H0 : ���� ���� i ∈ {1, · · · , k}, fb(i) = pi,

����

• pi ��� �� ����������� �� �� ��������� i� ������ � �������

• fb(i) ��� �� ��������� �������� �� �� ��������� i � fb(i) =
#{j|xj∈Ci}

N �

�� ����������� ������� ����� ��� ��� �������� ���� ��� ������� �������� ��� ������ ����

��������� �

SN =
k�

i=1

(Ni −Npi)
2

Npi
.

����

• Ni ��� �� ������ ������� ������������ �� �� ��������� i�

• Npi ��� �� ������ ������� ������������ �� �� ��������� i�

���� H0� ��� ������������ ��� ���������� Ci� �� ������� ��������� (N1, · · · , Nk) ���� �� ���

������������ M(N, (p1, · · · , pk))� ���� ��� ��� ��������� ���� �� ����� ��������� ��� �����

�� ����� ������������ �� ���� ��� ���������� ��������� �������� ���� � �� �� ������ ��� ��� s��������

���� ��������

• ���� H0� SN �������� �� ��� ���� χ2(k − 1)�

• ���� Ha� lim
N→+∞

SN = +∞�

�������������� �� ���� �� χ2

����������� ����� �������� ������������ ��� ���� ������ ��� �� ������������ (pi) ��� ���� �

������� ���� ������ ��� ������� �� �������������� ��� ��������� ����� ���� �������� ���� ����

�������� � �� ��������� ��� ������� �� ������������� ������������� M(N, (pi(θ))) ����������

��� θ = (θ1, · · · , θs) ∈ Θ� �� Θ ��� �� ������ �� Rs�

��� ���� �� χ2 �� ���������� ����� ������ ������� ��������� ����� �������������� ����

�������� ������ �� �� ���������� �����������������

������� ���� ���� ������� �������� �� ������������ �� ���������� ��� ������������� ����� �����

��� �� ������ �� ����� �� ������� �

• H0 � �� ������ θ0 ∈ Θ ��� ��� (N1, · · · , Nk) ���� M(N, (pi(θ0)))�

• ����������� � ���� θ̂N ��� ���������� �� θ0 � ������ �� ������������� ������

SN (θ̂N ) =

k�

i=1

(Ni −Npi(θ̂N ))2

Npi(θ̂N )



���� ����� �� �������� ���

• ������� � �� (p(θ)i) ������ ��� ���������� �� ������ ���� ���� ������� �� �� ������������

�� θ ��������� ��� ���������� �� �������� �� ������ ���� ���� ������� �����

� ���� H0� SN (θ0) �������� �� ��� ���� χ2(k − 1)�

� ���� H0� SN (θ̂N ) �������� �� ��� ���� χ2(k − s− 1)�

� ���� Ha� SN (θ̂N ) �������� �� ��� ���� ��� ��� χ2(k − s− 1) ��� ��������

������������ ���� ���� ������� ����� ��� �������� �������� ���� ��������� ���� �� ������

�� ����� �� ������� �������� ��� ������������ ������� �� χ2� �� ��������� θ̂N ��� ���������

�� ����� ��� SN (θ̂N ) = min
θ∈Θ

SN (θ)� ����� ������� ����� ��� �������� ���������� ����� Θ

�� �� ����� ��� pi(θ)� ������������ �� ������� �� ������������� ������������ ������� ���

������������ (n1, · · · , nk)� ���� n1 + · · · + nk = N � �� �� ������� ��������� (N1, · · · , Nk)� ��

�������� �� ������������� ������������ ������ ��������� θ̂N ����� �������� �� ���������� ��

������ �

�(θ) =
N !
k�

i=1
ni!

�
k�

i=1

pi(θ)
ni

�
,

∇ (ln(�(θ))) = 0s.

��������������� �� ������� ���� ���� ������ ������� ��� ���������� ������������ �� �� �����

����� �� ���� ���� ����������� ����� H0 �������� ����� ���� i = 1, · · · , k� pi =
1
k � ����������

� ��� ����� (H(n)
a )n = ((p

(n)
i )i=1···k)n ������������ ������������ ��������� ���� n → +∞ �

d2n =

k�

i=1

�
1

k
− p

(n)
i

�2

= o(
1

n
).

���� ��� ����������� �� ���� �� χ2 ������������ �� ������ α � ���� ��������� �

β = 1− α− αknd2n
2(k − 1)

cα(1 + o(1)),

���� cα ��� ��� Pr(χ2(k − 1) > cα) = α�

�� ���� ������� �� ����������� ���� �� ��� �� χ2� �� ������ ������������� �� ��� �������� �����

������ ������� ���� �������� ��� ���������� � ���� ���������� N � 200 ���� k = 16�

N � 1000 ���� k = 30� �� Nπi � 5 ���� �� ����� 80% ��� ����������� �� ��� ����������

�� ���� ��� ��������� �� ���� ������ �� ������������ �� ��������

�� ������� �� ����� ��� ������� ��� ��������� �� ���� ���� �������� ���� ������ ��� �� ������ ���

������� ��� �������� ����� �� ����� �� �� ������ �� ���������� ��� ��������� �k < 3��

�� ���� �� ������ ����������� ��������� �������������� �� ������������ ���� ���� ����������



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

�� ���� �� ��� ����� ��������� ��������� �� ����� �� ���� ��� ���������� �� �������� ���

��� ��������� (Xi) ���� ������������� ���� ������ � ����������� ����� �� ������� ��� ���

�� ������� ��������� (N1, · · · , Nk)� �� ��� ���� ������ ���������������� ��������� �� ���

��� �� ��� ���� ��� ������� �� �������

����� ���������� �� �����

�� ���� �� ����������� µ �� �� �� �������� σ2� �������������� ��������� �� �������� �� ��

����������� ��������� ������������� ��������� �� ��������� ����������� �� ��������������� � ��

���� ��� ���������� �� ������ ���� ����� µ �� σ2 ���� ������ ��� ��� ������� ������� 1 �� 2

������� ������ ���� �� ���������� ����������� �� ��������������� ������������� ��� �������

������� 3 �� 4� ����� ��� ��� ����� ������������� �� ���������� ����� ���������� �� ��������

�� �������� ����������� ��� ��� �������� ������������� ������������ ����������� ��� ����������

�� ��������� ���������� �� ����� ����������� ��� ����� ������������ ���� �� ��������� �� ����

�����������

����������� ������ ������ ����� γ1� ��� �� ������ ������ ������ ������� 3� ������ ���

��������������� ������ ������ ���� γ�2� ��� �� ������ ������ ������ ������� 4 �

γ1 = E

��
X − µ

σ

�3
�

γ�2 = E

��
X − µ

σ

�4
�
.

������ ���� � γ1 > 0 ������� ������� γ1 = 0 ������� ������� γ1 < 0 ������� ������

���� ����� ���������� ��� �������� �� ��� ������� N (µ,σ2) � ���� ������������� γ�2 = 3�

��� ����������� �� ��������� ��������������� ��� ��������� �� ����� ��� γ2 = 0 ���� N (µ,σ2)�

�� ��� �� ��������� ��������������� ���� ������������� ��� ��� ����� � γ2 = E

��
X − µ

σ

�4
�
−3�



���� ����� �� �������� ���

������ ���� � γ2 > 0 ������� ������� γ2 = 0 ������� ������� γ2 < 0 ������� ������

��������� ����� ������������ ���������

����� ����� X ��� �������� ��������� �� ��� B(n, p)� �� ��������� ����������� ��� ����

�������� � �� ������ �� ������������� n �� �� ����� δ = p− 1
2 �

γ1(n, p) =
1− 2p�
np(1− p)

, γ1(n, δ) =
−2δ�

n(δ2 − 1
4)
.

������ ���� � ��������� �� ��������� ����������� �� �������� �� δ = p− 1
2



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

���� ����������� ����� �������� ��������� �� ��� B(n, p)� �� ����� ���� ������� ��� �

• �� ������������ ��������� ��� �������� ���� ������� ���� �� ������ ��� �� ����� ��� ��������

�� ��������

• �� ������������ ��������� ��� �������� ���� ������� ���� �� ������ ��� �� ����� ��� ����

����� �� ��������

• �� ������������ ��������� ��� ���������� �� �� ��������� �� �� ����� ��� ����

��������� ����� ������������ �������

�� ��������� ����������� ����� �������� ��������� �� ��� N (µ,σ2) ��� ���� ����� ��� ������

��� ������� �� µ �� σ2� ��� ��������� �� γ1 � ����� ������ ��������� ���� ����� ���� ������

�� ��������������

�� ����� �� ����������� �� ���� ��� �� �������� ����� ����� �� ��������� ����� ������� ���

���� ������� ���� �� �� ������ ��� ��� ���� ��� ��������� �� ������������ ����� ��� µ �� σ2

���� �� ������������ ��������� ������� ����������� �� ����� �� �� ������ ��� ��������������

���� ��� ������������� �� ������������ �� �� ������� �� ���������� ������ �� ������ ��� µ ��

σ2 ���� �� ������������ ��������� ������� ����������� ���� ��� ���� ����������� �� ���������

����������� ��� ���� ���� � ����� ������ �� ��������� γ1 ���������������� ��� ��� ������ ��

������ �������������������

��������� ����� ������������ χ2

����� ����� X ��� �������� ��������� �� ��� χ2(k)� γ1(k) =
2
√
2

k
� ��� ����������� γ1(k)

��������� �� �������� �� ���������� ���� �������� ���������� ��������� �� ��������� ������� �

�� ��� ����������� �� ���� ��� �������� ����� k0 ������ �� ������� ���� H0 ���� ����� ������

���� �������� ����������� �� ����������� �� �������� ��� k < k0 ����� �� �������� ����� ��

������������ �������� ���� ���� ������� � ������ ���������� �γ1(k) > γ1(k0)��

������������� ����� ����������� ���������

����� ����� X ��� �������� ��������� �� ��� B(n, p)� �� ��������� ��������������� ����

����� γ1� �������� � �� ������ �� ������������� n �� �� ����� δ = p− 1
2 �

γ2(n, p) =
1− 6p(1− p)

np(1− p)
, γ2(n, δ) =

64δ2 − 4

n(2− 8δ2)
.

���� ����������� ����� �������� ��������� �� ��� B(n, p)� �� ����� ���� ������� ��� �

• �� ������������ ��������� ��� �������� ���� ����� ��� �� ����� ��� ��������� �� |p− 1
2 | > 1

4 �

• �� ������������ ��������� ��� �������� ���� ������� ��� �� ����� ��� ������ � 1
4 � p � 3

4 �

• �� ������������ ��������� ��� �� ���� ������� ������� �� ����� ��� ����

������������� ����� ������������ χ2

����� ����� X ��� �������� ��������� �� ��� χ2(k)� γ2(k) =
12

k
�



���� ����� �� �������� ���

������ ���� � ��������� �� ��������� ��������������� �� �������� �� δ = p− 1
2

��� ����������� ���� ����� γ1(k)� γ2(k) ��������� �� �������� �� ���������� � �� ���

����������� �� ���� ��� �������� ����� k0 ������ �� ������� ���� H0 ���� ����� ������ ���� ����

����� ����������� �� ����������� �� �������� ��� k < k0 ����� �� �������� ����� �� ������������

�������� ���� ���� ������ ���������� �γ2(k) > γ2(k0)��

����� ���������� �� ����������

������� ��� �������� ��� �� ��� ����� �� ������ ��� ���������� ���� ��� ������������ �� ��������

�� ����������� ������ �� ���� ��������� ���� ������� �� �� ���������� �� ����������� ������

���� ��� ����� �������� ���� �������� ���� ��� ����� ������������� ��� ������������ ���������� ��

�������� ��� ���������� ��������� ��������� �������������� ������ p������� �� ��������������

�� ��� ���� ���������� �� ������� ��� �������� ���� �� ������ �� ��������� n ��������� ����������

���� ����� X1, · · · , Xn� ����� ����� �� ��������� θ0 �������� �� ���������� Θ̂n ���� ���

���������� �� E
�
Θ̂n

�
= θ0�

��������� �� ��������

�� ������� ��������� µ̂n = 1
n

n�
i=1

Xi ��� �� ���������� ���������� �� µ = E (Xi)� ��

����� ����� E (µ̂n) = 1
n

n�
i=1

E (Xi)� E (µ̂n) = µ� �������
n�

i=1
Xi = nµ̂n� ������������ ���� ��

σ2 = Var (Xi)� ��������� ������������ ���������� �� ������������ ��� �� ���������� ������� ��



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

��������� σ̂2
n = 1

n−1

n�
i=1

(Xi − µ̂n)
2 ��� �� ���������� ���������� �� �� ���������

ŝ2n =
1

n

n�

i=1

(Xi − µ̂n)
2,

=
1

n

�
n�

i=1

X2
i − nµ̂2

n

�
,

E
�
ŝ2n
�
=

n− 1

n
σ2 �= σ2.

���������� �������� �� ��������� ��� �� ��������� p ������ �� Δ�������� ������� ��

������ ��� ������������ ��������� ��� ���������������� ���������� � ����� ������ µ̂n ��

������� ���������� ŝ2n = µ̂n(1−µ̂n) ������������ ��������� �� �� ��������� �� �� �������� ������

f : x ∈ R �→ x(1− x)� ����� f �(p) = 1− 2p ��
√
n (µ̂n − p) �������� �� ��� ���� N (0, p(1− p))

������� �� �������� ������� ������� ������

• �� p �= 1
2 �

√
n
�
ŝ2n − p(1− p)

�
�������� �� ��� ���� N (0, p(1− p)(1− 2p2))�

• �� p = 1
2 � n(ŝ2n − p(1− p)) �������� �� ��� ���� −1

4χ
2(1)�

���������� �������� ��������� ��� �������� �� ������������ ���������� �� ���������� µ ��

σ2� ��� ����������� ����������� µ̂n �� σ̂2
n� �������� ����� ����������� �� ���� ����� ����������

��������� �� ���������� ��� ���������� �

���������� H0 ����������� �������

σ2 ����� E (X) = µ
√
n µ̂n−µ

σ N (0, 1)

σ2 ������� E (X) = µ
√
n µ̂n−µ

σ̂n
tn−1 ���� �� ��������

µ ����� V ar(X) = σ2 n−1
σ2 σ̂2

n ����� µ̂n = µ� χ2(n)

µ ������� V ar(X) = σ2 n−1
σ2 σ̂2

n χ2(n− 1)

��������� �� �������������

������������ ���� �� γ1 ��� ������ �

ĝ
(n)
1 =

1

nσ̂3
n

n�

i=1

(Xi − µn)
3, E

�
ĝ
(n)
1

�
=

(n− 1)(n− 2)

n2
γ1.

��� ����������� ��� ������� �� γ1 �� γ2 ���� ���� �

γ̂
(n)
1 =

n

(n− 1)(n− 2)σ̂3
n

n�

i=1

(Xi − µn)
3,

γ̂
(n)
2 =

n(n+ 1)

(n− 1)(n− 2)(n− 3)σ̂4
n

n�

i=1

(Xi − µn)
4 − 3

(n− 1)2

(n− 2)(n− 3)
.
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������ ��������� �������� ���������

������ 10000.11967
�10000�

4994.19370
�5000�

−0.01233
�0.0�

t = 0.06 10000.28320
�10000�

5378.44225
�5000�

0.00340
�0.0�

t = 0.05 10000.07937
�10000�

7571.68797
�5000�

−0.00012
�0.0�

t = 0.04 10000.12578
�10000�

10731.83761
�5000�

−0.00564
�0.0�

t = 0.03 99999.92312
�10000�

15865.35387
�5000�

−0.02687
�0.0�

����� ��� � ���������� �������� �� ��������� ��� ������� Sref �� Smarkov(x) ���� �� ���� ��
���������

��������

����� ��� ����� ���� ������������� ������������� ���� ����� ��� �� ������ �� ��� �������� ��

������� ��� ������� ��� ���������� �� ��������� �� ���������� �� �� ����� �� �� ����������� ����

��� ������ ���� ����� �������� � �� ������� ���� ��� ��������� ������������ ��� ������� � ��

������ �������� ��������� �� ������ ������������������ ����� �� �����������

��� ����� �� ���������� ����������������� �� �� ������ ����� �� ���� ��� ���� ������������

��������� ��� ��� ����������� ����������� �������� ��� ���� ����� ���� ������ �� ��� ������

��� �������� ��� �� ��� ���������� ������������ �� ������������ �� �� ��������� �� �� �����������

���� ��� ������� �� ���� Smarkov(x) �� εδ,perio ����� ������ ��� ��� ����������� ���� �������� �

������ �� 40 000 s�������� ���� ��� ������������ �� n = 20 000 ���� �� ��� ������ �� ������ m = 4

����� ��� ������� ����� ����������� ������������� � ������ ��������� ������� �� ������������

������� ���� ����������� ����

�� ������� ��� ����� ��� ��������� �� Sref �� Smarkov(x) ������ �� ���� �� ���������

�������� ��������� � �� ����� ����� ������� ��� ������� ������������ ���� ��������� ��� Ω4�

��� ������� ��������� ���� ������ ����� ������ ������� �� ������� ��� ��� ����������� �� �����������

��� �� ������ ���� ��� ������� ���������� ��� ����������� ��� ������� ������� ������� ������ ��

t = 0.03�� ������ ��� �� �������� ��� �������� ���� �������� ��� ����������� ��� ������ �������

������ �� t�� ������ ��� ������� ���������� ��������������� �� �������� �� ����������� �����

��� ���������� �� ������� �� ������ ������������������ ��� ���� ���� ������ � �� ����������

������������������

�� ������� ��� �������� ��� ����������� ���� �� ������ ��� ������������ εδ,perio� �������

��� ����� �� ���������� ����������������� �� �� ������ ����� �� ���� �������� ��������� ���

������ ���� �� ������ ��������� ��������� �� ����������������� �������� ��� ����������� ��� ��



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

���� ��������� �������� ���������

��������������� 9979.59810
(9996.69941)

5201.49573
(4999.03118)

0.00370
(0.00000)

������ ����� �� ���� 10001.49642
(9995.12379)

5015.93804
(4994.54630)

−0.01902
(0.00000)

��������� 9952.99035
(9952.99035)

32562.03706
(4996.42827)

0.33767
(0.00000)

����� ��� � ���������� �������� �� ��������� ����� ������ εδ,perio ���� �� ���� ��������������
���� �� �� ������ ����� �� ����

������ �� �� ������������ ���������� ���� ��� ������� ��� ������������ �� ������������ �� ���

�������� ��� ��� ��������� ������� �� �� �������� �� ������ �� ����������� �� �������� ��

������������ ������� � �� �������� ������� ���� � ������� �� �������� �� ��� ��������������

��������� ��������� �� ������ ����� �� ���� �������� ��� ������ ���������� �� ��� ���������

��� ����������� � ����������� �� �� �������� ���������� ��� ������ ���������� �� ����������� ���

��������� �������� ��������� ��������� �� �� ��������� ������� ��� ������������ ���������

��������� ��������� ����� ���� ������ �������� ����������� ��������� ������������ �� �������

����� ������� ����� ������ ��� �� �������� �� ����������� �������� ��� ����� ���������� ��

������ ������������������ ��� ���� ���� ������� ���� ����� �������

��������������

�� ������ ����� ������ ���������� � ��� ������� �� ���� {Prθ}θ� �� �� ��������� �������

θ0 ��� �������� �� ��������� θ0 ��� ������ � ������ �� ������������ �������������� ����� ���

������� ����� ������ ��� �� ���� ���� �� ����� �������� � ���������� ��� ������� ��� �����

�������� �� �� ��������� ������ � ������ � p ����������� �� �1� �������� ���� �� ������� ���

������� ��� ��� Ωm �� ������������ p ������������ ����� ������ ������� ��� ����� ���� ������

���� ��� ��� ������ �������� ����� ����� ��� �� ������� ������� ��� ��������� �������������� ���

����������� �� ���������� ���� ���������� � �� �� ��������� θ0 ��� ���������� � �� ����� ����

��� ������������ θ̂n ������� ��� �� ����������� ������������ ��� � ������������ �� �������� ����

������������� ��� ��� ���� ������ ������ �� �����

����� ������ ��� ����� ������ (Xi)i �� ��������� ��������� ��� �� ��� Pθ0 � �� ���������� ��

θ0 ��� ��� �������� ��������� Θ̂� �������� ���� ������ ��� �� Xi ������������� ��� ����������

θ̂ �� θ0 ���� ������������� x1, · · · , xk ������� ��� ��� ���������� �� Θ̂ �

Θ̂ = f(Xi1 , · · · , Xik),

θ̂ = f(x1, · · · , xk).

�� ��������� ���� ����� ���������� �� ����� �� ��� �� �� ����������� ��������� �� �����

������������ (Θ̂n)n ������������� ������� ��� Θ̂ � Θ̂n = f(X1, · · · , Xn)� ������������ ��� ���



���� ����� �� �������� ���

���������� ��� ���� ���� ε > 0�

lim
n→+∞

Pr(|Θ̂n − θ0| > ε) = 0.

�� ��� ������ ��� ������ ������� ������ ��� ������� ��� Xn = 1
n(X1 + · · ·+Xn)� ��

������� ���������� ��� �� ���������� ���������� �� ������������ ������� �������� g(Θ̂n) ����

���������� ���������� ����� �� ���������� ���������� �� g(θ0) ��������� �� �� Δ���������� ��

�������� ��������� Vn = 1
n(X

2
1 + · · ·+X2

n)−X
2
n ��� �� ���������� ���������� �� �� ���������

�� ��������� ��� ����������� �� ����� ��������� ������� �������� ��� ��� �� ����������� �����

���� ���������� ����� ��� ��� ������ �������� ���� ������������ ������������ �� ���� ������

���� � �� �� ���� ��� ���� ������ �� ������������ θ̂n ��� �� ��������� ���� ���� ���� �� ����������

���������� ����� ������ �� θ0� �� ������� �� ��������� ���� ���������� ���� ���� �� ��������

�� �� ������ n �� ������������� � ������������ �� �������� �� ������� �� ����������� �� Θ̂n ���

�� ������ �� �������� ����������� ε2 �������� �� �� ������� ������������ ���������� ε2 �

ε2(Θ̂n) = E
��

Θ̂n − θ0

�2�
.

� ���������� ������������ ���� ���� ��� � ������� �� �� ���������� Dα �� ���������� �� ������

α ������ �� θ0 ��� ����� ��������� �� ��������� �� �������� �������� �� Θ̂n� �� �����������

����� ��� ���������� θ̂n ��������� �� ��� ���������� ���� ����� ������ �

Dα = [Q(η), Q(1− α+ η)] ,

Pr(Θ̂n ∈ Dα) = 1− α,

�� η ∈ [0,α] ��� �� ��������� ���������� �� ����� ������ �� ����������� Θ̂n � �� �� ��� ���

����������� η = α
2 � �� �� ���� η ��� ��� ��� ����������� �� Dα ���� ���������

��������� �������� �������� ���� ������ �� ���������� �� ��������� θ0� �� ������� ���

��������� ������� ��� ����� ������������ �� ������� ���� θ0 �� ������ ��� �������� �� ��������

������� ����� �� ������������ ��������� �� ������������� �� �� ������������ Pθ0 �

�� ������� ��� ������� ��� �������� ���� �� �������� � ������� 1 �� �������� � ��������

�� ���������� �� ����������� E (X) �� ��������� θ0� ������� ����������� ��������� µ̂n ���

�� ���������� ���������� �� E (X)� �� �� ��������� ��� ��� �������� ������ g �������� ��

��������� �� θ0� µ̂n(g) =
1
n

n�
i=1

g(Xi) ��� �� ���������� ���������� �� E (g(X))� ��� E (g(X))

��� ��������� �� θ0� ��� ����������� �� θ0 ��������� �� �������� �� E (g(X))� µ̂n(g) �������� ��

���������� ���������� �� θ0� �� ��������� ��� ��������� g ��������� ���� ��� ���������� k������

�� X� ������������ ��� ������� ������� k �� (Xi)� ������������� �� ��������� ������ ���������



��� �������� �� ����������� ��� �������� ������������

������ ���������� θ0 ����� �������� ���� ������ ��� �� ������� ������� k �� ���� ��

���������� �� ���������� �����������

�� ������� ��� �������� ������ ��� ���������� �������� ������� �� �������� �������� Q ��

(Xi) ��� �� ����������� x1, · · · , xn �������������� �������������� �� �������� ����� ��������

� ������� ��� �������� ���� ��������� �� ��������� θ0 � ������ �� i����� ��������� �� �����

��� ��������� ��������� x(i) �� ���������� Q( i
n) ������� ���� ������� ��� ���� ��������� �������

(g1, g2)� �� ���� ���������� (a, b) ���������� �� θ0� �� ����� ��� ��� ������ �� ������������
g1
�
i
n

�
; g2(x(i))

�
������ ������� �� �� ������ ���������� y = ax + b� �� ����������� Pθ0 ���

����������� ��� ���������� �������� ������� �� ���������� �� a �� b� �� ������������ �� θ0 ��
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L(x1, · · · , xn, θ̂n) =
n�

i=1

Pθ̂n
(xi).

�� ���� ������ �� ��� ������� �� ������ �� θ̂n ��������� �� �������� ��� �������� �� x1, · · · , xn �

θ̂n = f(x1, · · · , xn)� �� �������� Θ̂n = f(X1, · · · , Xn)� �� (Xi) ��� ��� ����� ��� �� ��� Pθ0 � ���
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����������� Dα ������ ������������ �

Cα = [c1; c2],

Pr(θ0 ∈ Cα) = 1− α,

Dα = [Q(η), Q(1− α+ η)] ,

Pr(Θ̂n ∈ Dα) = 1− α,

Pr
�
θ0 ∈

�
Q−1(η), Q−1(1− α+ η)

��
= 1− α,

Cα = [Q−1(η), Q−1(1− α+ η)].
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�� ����� �� δmax ���� ���� ������ ��� ���������� n �� m ��� �� �������� 2m

n ������� ���

���������� � �� ����������� �������� ���� ��� ������ �� m ����� �� ����� �� ������ ������������

��������� ���� ����� k ∈ Ωm ���� �� ����������� ��� nk = n
2m � ������ �� ������ ������������

ν �� ����� �� �� ������ ��������� � 2m

n × 100× ν% �� �� ��������� δk �� ����� k �

δk = 100× (nk + ν)− nk

nk
,

= 100× ν × 2m

n
.

��� �������� �� ��������� ����� ��� 5000 ������ �� 4 ����� �� �� ���� ��� ��������� �� ����

δmax = 0.1% ��� 24

20000 × 100 = 0.3 > δmax � ������� �� �� ������ ����� ����� ���������

����������� ���� ���� ��� �� ��������� �������� ���������� ��������� ���� ������ ���������

�� ������ ���������� ��� ����������� ���� �������� ������������ �� �� ����������� ��� ���� ����

�� ����������� �� n × m ����� �� ���� ������� δmax >
2m

n
� ��������������� �� ������������

�������� ��� ������ ��������� �������� ���� ����� k ∈ Ωm ��������� �� ���� � 10−ν% ����

�� ��������� δk� �� ����� ������� ��� ������ ������������� n � 2m × 10ν+2�



��� �������� �� ������ ��������� ����������

����� ��������� ����� ������������ ���� �� �����

����� ��� �������� ����� ������� ��������� ������ ������ �� ������ ��� ������ �������������

��� ����� ��� ����� ���� ���� �� ���� ������ ��� ������ �� ���� ���� ������ ��� �� ��� ����������

����� �� ����� ������� ���� ������������� ������� ������������ �� ��� ���������� �� ���� �����

� �� ����������� ��� ������� ����� �� ���� ������������ ��������� ���� �� ���� ������

���� �� ������� ������ �������� ����� ������������ ��� ���������� �� ���������� ��������

��� ������ �� Ωm ��� ������� � �� ������������ ��������� ���� ������ ������ �� ��� ���������

�� ����� �� ������ ������������� ��� ����������� �� ������������ �� n ������ �� m ���� �� ���

���������� ���� �������� ��� ������ ������

����������� ����

�� (s1, . . . , sn) ���� n ���� ������������ �������� ��� Ω
m� ������ ���� ���� k ∈ Ωm�

πk =
1

2m

��� �� ��������� ������� �������� ��������� ���� ������� δmax >
2m

n
�

��� ��������������� ���� ��� ������ ��������� �� ����� �� �� ������ ��������� �� ���� �

10−ν% �� ���������� �� ���� n � 2m × 10ν+2�

�� ���������� ����� ������� ��� N
n ������������� �� ����������� ��� ������ �� m ���� ����

�� ����� ���� ��������� ��� ������ ���� ����� � �� ���� ������������ �� �������� �� ������

����������� �� �� ������������ ������������ ��� ���������� �������� �������������� �� ������

������ ��� ���������� n �� m� ������� ���������� ��� ������� � �� ���� ������������� �� �����

��� ���������� ��� ���������� ���� �� ����� ���������� ����������� ��� �������������� ���

������������� ���������� ��� ������������ �� ����� ���� �������

�� ����� ��� ������ �� ������������ ε4e4,0 �� ��� ��������� ���� �� ������ �� ���� ����������

�������� ��������� � �� ����� ��� ��� �� ������ ��� ������ ����� ������� ������� ����� ������������

���������� ��� ����� (Bi)i ���������� ��������������� �� ���� ���� � ���� ������������ ����

���� �� ����� ����� ��� ������������ ������������ ��� ��� (c)� ������ ������� �� ������������

��������� ����� ��� ������������� ������ �� ������ �� ���� ���� ������� ������������� �� �� ����

��������� �� ����� �� ����� ������ �������� ����� ���������� ������� � ���� �� ����� ν = 5� ���

���������� ���� ������������ �� ��������� ����� −10% �� 10%� �� ��� ��� ��� �������� ��������

���� ��� ���������� �� �� ������������ ���������� � �� ����� ����

�� ����� ��� �������� ��� ������������� �������� �� ���� ��������� ���� �� ����� ���� ���

������ ���� �� ����� ����� ����� ������ ��� ������� �� �������� ��� ����� ���� � �� ������

������������������ ���� ���� �������� � �������� ���� ���� ���� ����� ��� ���� ���� ���������

��������������� ���������� ����������� ������� �� ������������ ����������� ��� ���������� ����



���� ������� ��� ������ ���

������ ��� � ���������� �������� ��� Ω4 �� �� ������������ ε4e4,0

������ ��� � ���������� �������� ��� Ω4 �� �� ������ ��� ������������ εδ,perio

�� ����� ������ ��������� �� ����� �� ��� ������������� ����� ������ � ������ ��� �� ���� ��

������ ����� �� ���� ������ ��� � ����� �������� ���� �� ���������� ������� ������ ����� ��

����� �� ������������ ��� �� ������� ��������� ����������� ���� ��� ���� �� ��������� �� ±15%

���� �� ����� ν = 5� ����� ������� ������ �� ���������� ��� ����������� �� ����� ��� ��������

��� ����� ������������ ������� ���� ��������� ���� ���� �����������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ��� � ���������� �������� ��� Ω4 �� �� ������������ ε0,a11

�� ����� ��� ���������� �� ������������ ε40,a11 � ��� ��� �� ����� �� ���� �� ��������� ������

���� �� ���������� ��� ������������ ��������� �������������� �� �� ������������ ��������� ����

��� ������ ������� �� �������� ��� ����� ������� ������ �������� Ω4 �16 ������ ����������� ����

������� ��� 5� ��� 11 ������ ������� ��� ��������� ������� �� −100% ���� �� ����� ν = 5� ��

��� ������� ������ ���� ������� �� ��������������

�� ����� ��� ������ ��� ������� ��� ���������� ����������� �� ����� ����� ��� �� �����������

�� ��������� ��������� ������ �� ��������� �� ������ ���������� ������ ������ �� ���������

���� ��� Ω4 ���� ν = 5 �� �������� ��� �� ������ ����������� �� �� �� ��������� �� �� ������

������ ��� ��� �� ���������� �� ����������� ��� �����������

���� �� ������ ������ ��� ����� ���������� ������� ���� ������ �� ����������� �����

�� ����� ������� ���� ��������� ��� ���������� ����� ������������� ��� ����������� ����

������ ���� �� ��������� ����������� ���� ������� ��� ������������� ���������� ��� ������� ���� ��

���������� ����� ��� ����� ��� �� ��������� ���� ������ �� �� ��������� ����

����������� ����

��� �� (s1, . . . , sn) ���� n ������ ������������ �������� ��� Ω
m� ����� (ω(s1), . . . ,ω(sn)) ����

n ����� �� ������� �������� ��� Ω�
m �� ����� ���� ���� ���� r ∈ Ω�

m� �� �� ������ δr ��

��������� ������� �� ����� r�

πr =

�
m
r

�

2m
, er =

δr
100

.



���� ������� ��� ������ ���

������ ��� � ���������� �������� ��� Ω4 �� Sref ��� ����� �� �� Smarkov(3) ��� ����

��� �� ��������� ������� �������� ��������� ���� ������� δmax > max
r∈Ω�

m

2m

n
�
m
r

� �

���� ���� ��� ������ ��������� �� ����� �� �� ������ ��������� �� ���� � 10−ν% ��

���������� �� ���� n � max
r∈Ω�

m

2m�
m
r

� × 10ν+2�

��� �� (s1, . . . , sn) ���� n ���� ������������ �������� ��� Ω
m� ������ ���� r ∈ Ω�

m� ����������

{si | ω(si) = r} ��� ������������ ������� ��� Ωm
r � ���� ���� r ∈ Ω�

m �� ���� k ∈ Ωm
r � ��



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ δr,k �� ��������� ������� �� ����� k�

πr,k =
1�
m
r

� , ar,k =
δr,k
100

.

��� �� ��������� ������� �������� ���������� ���� r ∈ Ω�
m� ���� ������� δmax,r > max

k∈Ωm
r

�
m
r

�

n
�

���� ���� ��� ������ ��������� �� ����� �� �� ������ ���� �� ����� r ∈ Ω�
m ���������

�� ���� � 10−ν% �� ���������� �� ���� n � max
k∈Ωm

r

�
m
r

�
× 10ν+2�

��� �������� ��� ���������� ����� ������� ��� ��� N
n ������������ ������ �� ���������� ���

����� ������������ �� ��� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �� �� ������ ��� ������������� ����

��� ���������� �� �� ������������� ������������� ��� ����� ������������ ������ ����� ���� ������

��� ������������ ��� ������ �� ������������ �� ����� ����� ��� ���������� ��������� �� �����

����������� �������� ����� �������� ���� ������� ��� ��� ������� � �� ������������ ������� � ���

�������� �� �� ������ �������� ��� ���������� �������������� �� ���� �� ��������� ���� ���������

������������ ���� ������ �� �� ���� �������� ��� ���������� ������������� ������������� �� ����

�� ������ �� ���� ���� �������� ������������ ����� ������



���� ������� ��� ������ ���

������ ��� � ���������� �������� ������������� ��� Ω4 �� �� ������������ ε4e4,0

�� ����� ��� ������� �� ���� ��� �� ������ ε4e4,0 ����� ��� ������ �� ��������� ��������� ���

���������� ��������� ��� �� ����� ��� � ���� �� ����� ν = 5� ��� ���������� ������������� ����

����� � ±10% ����� �� ������ �� ��� ���������� ��� ������� �����������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ��� � ���������� �������� ������������� ��� Ω4 �� �� ������ ��� ������������ εδ,perio

��� ������ ��� �� ��� ���������� ������ ��� �� ������ ����� ��� ������������ ���� ����������

������ ���� �� ������� ����� ����������� �������������� ��� �� ���� �� ������ ����� �� ����

����� ��� ������ � ����� ������ � ��� ���������� ������������� ���� ������������� ��������

�������� � �� ����������� ���� �������



���� ������� ��� ������ ���
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��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ��� � ���������� �������� ��� ���������� ������������� ��� Ω4 �� Sref

��� ������ ��� �� ��� ���������� ��� ������������� �� �� ����� ��� �� ��������� ���� ��������

���� ��� ����������� �� �������� ����� ��� ��� ���������� ������������� ���� �������� ���������

������ �� ����� ���� ����������� ��� ��� ����� ��������� �� ��� �� ����� ��������� ����� �� ������

����������� �� �� ������ ������ �� �������� ���� ������������ ��������� ���� �� ������ ����

��������� ���� ��� ���������� ������������ ������ � ����� �� ����������� �� ���������� t = 0.03�

���� ���� ��������� ���� ��� ������ �������



���� ������� ��� ������ ���

������ ��� � ���������� �������� ��� ���������� ������������� ��� Ω4 �� Smarkov(3)

����� ����������� ��� ������� ��������

������ �� ����������� ��� ������ �� m ���� ���� Ωm� ������������ ���� ���� ������� � �������

�� ����� ��������� �� � ������� �� ��������� �� ��������� ��� �� ������ ���� ���������� ��

�� ����� Ωcm� ��� ����������� ��������� ���������� ����� ����� ��� ���������� ������� ��� ��

������������ ��� ������� �������� ���� ���� ���� ��� ���� �������� ��������� �� ��������

��� ���������� ������������� ���������� ���������� ��� ������ �� ������ ������ �128 ���� ���

��������� �� �� ����� ���������� ��� ������� ������������ ����� �� ������������ ��� Ωm �����



��� �������� �� ������ ��������� ����������

��� ���������������� �������� ���� ��� ��� ������ �� ���������� ���� ����������

���� ����������������� ���� ��� ������ cm ����� �� ����������� ��� ������� ���������� ����

���� ���� �� ������ ���� �� ���������� �� ������� ��������� � �� ����� �������������������

�� ������� ��� ������� �������� ������� ���� ������ ���� ��� ������ �� ������ cm < 48 ����� ��

��� �������� ��� ���������� ��� ������������� ���� �� ���������� �� ������� �������� ������

��� ������������ ������� �� �� ������ ��� Ωm� ���������� ��� ���������� ���� ������������

������� ���������� ���� ��� ������ ���������� ��� ������ ���������

��� �������� ���� c = 8� m = 4 �� �� ������ ���������� k ≡ 1 (mod 4) ��� ������ �� 32
����� ��� ������������ ��������������� ���������� � ���������� ���� k ∈ Ω32�

Pr(k ≡ 1 (mod 4) | k ∈ P)×Pr(k ∈ P) = Pr(k ∈ P | k ≡ 1 (mod 4))×Pr(k ≡ 1 (mod 4)).

�� ������ ���������� ������ 4 ��� ������� �������� ��� 1 �� 3� �� ��� ���� ������� ���

�� ���� ��������� ��� ����������� �� ����������� ��������� ���� ��� ������ ������ ��� ����

Pr(k ≡ 1 (mod 4) | k ∈ P) = 1
2 � �� ���� ����� p�1|prime� �� ������ π(n) �� ������ ��������� ����

����� ���������� �� ���� � n� �� ������� ��� ������� �������� �� 32 ���� ��� π(232)
232

= 203 280 221
232

�

��������� ��� ���� ����� D ���� �� ������ �� ���������� ��������� ���� ��� ������ ������ ���

���� Pr(k ∈ P) = D� �� ���� ����� p�prime� ������� �� ������ ���������� ���� ������ �������

���� ���� ������ 1 ��� 3� �� ������� ��� ������� �������� �� ������ ���������� 1 (mod 4) ��� 2D�

�� ����������� ��������� ���� ��� ������ ������ ��� ���� Pr(k ∈ P | k ≡ 1 (mod 4)) = 2D�

�� ���� ����� p�prime|1� ���� ��� ������ �� 32 ���� ���� ������������ ����� ��� ������ �������

������������ �� ����������� ��������� ���� ��� ������ ������ ��� ���� Pr(k ≡ 1 (mod 4)) = 1
4 �

�� ���� ����� p�1�

����� ����� ��� ������ ��� ������� ��� ������ � ��� ������ ������������ ������ ��������

�� ��������� ������� ��� ������� � ���� ������ ������ ���� ������� ����� ������������� �� ������

���� ε1|prime ∈]− 1, 1]� εprime ∈]− 1, 1
D − 1]� εprime|1 ∈]− 1, 1

2D − 1]� �� ε1 ∈]− 1, 3] ���� ��� �

p1|prime = p�1|prime(1 + ε1|prime),

pprime = p�prime(1 + εprime),

pprime|1 = p�prime|1(1 + εprime|1),

p1 = p�1(1 + ε1).

��� ���������� ������ �� ������� �������� ���������� ���� � εprime = 0� ��������� �����

������������ ��������������� �� ������� ����� �� ������ �� ���������� �

εprime|1 =
ε1 + ε1|prime − εprime + ε1ε1|prime

1 + εprime

εprime|1 = ε1 + ε1|prime + ε1ε1|prime (�� εprime = 0)

.



���� ������� ��� ������ ���

εprime|1 ε1 ������������

�
0, 1

2D − 1
�

]0, 3[ ε1|prime > max(εprime|1, ε1) > 0

]− 1, 0[ ]− 1, 0[ ε1|prime < min(εprime|1, ε1) < 0

]− 0.6, 0[
�−2εprime|1
1+εprime|1

�
ε1|prime > |εprime|1| > 0

�
−1, −2ε1

1+ε1

�
]0, 1[ ε1|prime < −ε1 < 0

]0, 1[
�
−1,

−2εprime|1
1+εprime|1

�
ε1|prime < −εprime|1 < 0

�
−2ε1
1+ε1

, 1
2D − 1

� �
2D−1
2D+1 , 0

�
ε1|prime > |ε1| > 0

����� ��� � ������������ ����� εprime|1� ε1 �� ε1|prime

�� ������� ��� ����������� ���� �� ��� εprime = 0� ��� ���������� ������������ �������� ���

����� ���������� ���������� �� ��� ������ ��������� ��� ���������� �� ������� �� �������� �� ��

��������� ������������� ����� �� ����

�� �������� ����� ��� �� ��������� ε1|prime ���� ������� ������������� �� ������ �������� ��

����� ���� �� ������ ����� (εprime|1, ε1) ∈ [−1, 1
2D − 1]× [−1, 3]� ��� ��� εprime|1 �� ε1 ���� ��

���� ������ �� ��������� ε1|prime ��� �� ���� ���������� � |ε1|prime| > max(|εprime|1|, |ε1|)� �����

��������� ��� ������� ������� (εprime|1, ε1) ∈ [−1, 0]× [−1, 0] ∪ [0, 1
2D − 1]× [0, 3]� ���������

���� �� ���������� ��� ��� �� |ε1|prime| ���� ������������� ����� ������ ��� ������������ ���

0.75−D > 0.70267� ���� ���� �� 70% ��� ����

�� ������������ ���� ��������� ��� ������� �� �������� ��� ��������� �� ��� ����������

���������� �� ���������� �� ������ ���� �� ������ ���������� 1 (mod 4) ������������ ��� �����

���������� ��� ������� ��������� ������ ��� ���������� ���������� �� ���������� �� �������

�������� �� ����� �� ������ ���� ����� ������ ����������� �� ��������� ��������� ��������� ��� ��

����� ������� ��� ������� ��� ��� ������ �������������� ��������������� ��� ������� ���

������ ������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

����� �������������� �� ������

������ ��� ����������� ��� ������������� ������ �� ��������� ����������� ��� ����������

�� �� ����� �� ���� ���������� ���������� ��� ��� ��������� ��� ������� ������������ �� ���������

���� ����� x ∈ Ωm� ����� �������������� �� ������ ������� ��� ���������� �� ���������� ����

��������� ��� ������� � ��� ������ ������ ��������� ������� �� ����� x� �� ��������� ���������

��� �� ����� ����� �������� � ������� �� ����� y� ������� �� ���������� �� ���� ������� ��

��������� ���� ����� x ������ �� ��������� ����� ��� �� ����� y� ����������� ����������������

������������� �� ������������� �� ����� x � ��������� t�

������ ���� � ������ ���� ����� y ����������� �� ������������� �� ����� x

����������� ����

�� (s1, . . . , sn) ���� n ���� ������������ �������� �� ��� ������������ ��� Ω
m� ������ ����

���� ����� x ∈ Ωm� ���� ����� ������� [−tmin, tmax] ������ �� x �� ���� ���� ����� y �� � ����

�� � tmax + tmin��

π(y|x) = 1

2�
,

δ(y|x) = 2�
n(y|x)
n(x)

− 1,

�� ������ n(x) �� ������ ������������ �� ����� x� n(y|x) ����� �� ����� y ������� x� ��
δ(y|x) �� ��������� �� y ������� x�

��� �� ��������� ������� �������� ��������� ���� ������� δmax >
2�

n(x)
�

��� ���� ��� ������ ���������� �� ����� �� �� ������ ��������� �� ���� � 10−ν% �� ����������

�� ���� n(x) � 2� × 10ν+2�

�� ����� ���� �������� �� ������� �� �������������� ���� ��� ���������� �� ������ ��� ���

Ω4 �� ���������� �� ����� x =� 11..� ��� ���������������� ���� ��� ��������� ������� ���������

−27% ���� ν > 4� ������� �� ����� ��������� �� ��� �������������� ������� �� y =� 0000� ����

��� ��������� ������� �� ���� �� 20%� �� �� ��������� ����� ������ ������ x ��� y =� 1111�

���� ��� ��������� ������� �� ���� �� −43%�



���� ������� ��� ������ ���

������ ���� � �������������� ������ �� x =� 11..� ��� ��� ������� �� 4 ���� ���������� �����
������ ��� ��� Ω4 ��������� ��� ������������ εme,a ����������

�� ��������� ���� ����� ��� �� ������������ �� ������ ���� ��������� ��� ������� ��

������� ������ ���� ����� ������������ �� ����� x � �� ������� ������ �� �������� ��� ��������

�adv = 0.04758� �� ������� ��� ���������� {�0000�,� 0110�,� 0111�,� 1011�} ��������� x�

�� ����� ���� �������� �� ������� ���� Smarkov(6)� �� ������ �� t ���� ������� ��� ������

������ ����� t = 0.0625� ����� ��������� �� ���������� ��� ������ �� �� ������ ����� ���������� ��

�� ������ ������ �� ��� ��� ����� ������������ �������� �� ���� �� ��������� � �� ����� ����� ��

��� ��������� ���������� ������ � �� ����� ��� ���� ��� ��������� ���� ���������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ���� � �������������� ������ �� x =� 0.1.� ��� ��� ������� �� 4 ���� ����������� �� ��
������ ����������� Smarkov(6)

���������� �� �������������� ���� ���������� ��� ����������� �� ������ x �������� �� �����

������ �� ������ ������ y ���� ��� ������������������ �� ������� �� 12% �� ��������� ��������

�� ��������� ���� ��������� ��� ������� �� ���������� �� ����� ��������� ������������� ��

x �� ������ ��� �� ������������ {�0011�,� 0111�,� 0010�,� 0110�}� �� ��� ���������� �� �����

y =� 0.1.� = x� ���� ��� �������� ���� �� ������� �� ������������ �� �� ����� ����������� ���

���������� �� ���������� �� ������ ����������� ������� ���� � ��� ����� �� ������ �������� ����

���������� ��� ����������� t ��� ����������



���� ������� ��� ������ �� ���������� ���

��� ������� ��� ������ �� ����������

������� �� ��������� ������������ ��� ���������� ���������� ��� �� �� ��� ����� ���������

����������� ������������� �� ������ ��� �������� ������������ �� ������ �� ����������� �� ���

���������� �� �������� �� �������� ���������� �� ��������� ��� ��������

����� ���� � ��� �������� �� ���������� ����� ������� ��� ����� ������������ ����������

�� ������� �� ������ ��������� ���� �������� ����� ���������� ����� ��� ������ ���������� ����

����� �� ���������� �������� ������� �� ���� ������ ���������� ����� ����� ��� ����� �������

�������� ����� ���� ��� ��������� ��� Ω�� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ���������� �������

�� ���������� ������� ���������� ��� ������ ������� ������ �� ���� �� ��� ���� ��������� ���

��� ����� �������������

��� ����� ������� �������� ���������� ���������� �� ������ ������ �� ��� ������������ ��

�������� ������� ����������������� ��������� ����� ���� ���� �������� �� t ������������� �����

������ ���� ����� � ������ �� ������ �� ������ m �� ���� ���������� ���� ������� ���� �����������

�� �������� ������ �������� �� ���� ��� �� ���������� ����� ��� ����� �� m ���� �� ���� �� 2m

������� ��� ������ ���� �������� ������������� ��� ���������� ������������� � �� ������ ������

���� �� ����� �� ����������� �� �������� ���������� �� �������������� �� ������� �� �����������

��� ���������� ��� ������� �� ������ �������� �� ���� �� �� ������ ������� �� ��������� ��

������ ���������������� ������������� �� ��������� ���� ����� ��� ����������� ��� ������ ��

�����������

����� ��������������� ���������

����� ����� ��� ������ ������� (Bi)i� ���������������� �� t����� ��������� ������������

������ Cor(Bi, Bi+t) ������ �������� ��� ��������� ������� ����� Bi �� Bi+t� ���� ������� ���

������ ���� ���������� ��� ��������� Bi+1, . . . , Bi+t−1� �� ���� �������� �� �������� ����������

�������� ���������� �� ��������� ��� ���������� ������� ��������� ��� ������������ �������� ��

���������������� �� ������ ρt = Cor(Bi, Bi+t)� �� t����� ��������� ����������������� ����

������ ��� �� ����� d1
d2

�� ���� ������������ ������ ��� �

d1 =

����������

1 ρ1 · · · · · · ρt−2 ρ1

ρ1 1 ρ1 · · · ρt−3 ρ2
���

���
���

���
���

���

ρt−1 ρt−2 · · · · · · ρ1 ρt

����������

, d2 =

����������

1 ρ1 · · · · · · ρt−2 ρt−1

ρ1 1 ρ1 · · · ρt−3 ρt−2

���
���

���
���

���
���

ρt−1 ρt−2 · · · · · · ρ1 1

����������

.

���������� ����� �� ������ �� ����������� ��� (c) ������� �������������� ���� ���� t ∈ N
�� Bi �� Bi+t ���������� ��� ��� �� ����� (Bi)i ��� ������������� ��� ������� �����������������

��������� ������� ���� ���� ���������� ��� �������� ������� �� ���������� ���� �� ��� �������

�� ����������� ���������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ���� � ��������������� ��������� ������� ������� 8 ����� ������ ��� ��� Ω4 ���������
��� ������������ ε4e,a ����������

�� ����� ���� ������� �� ������ ��� ���������������� ���������� ������� ������� 8 ����� ������

��� �� ��������� ��� Ω4� �� ���������� ���������� ��� ������ �� 4 ���� ������������� �� ��������

��� ��� ������� ��������� ������ �� �� ������ ������ ���� ��� ��� ������� ��� ��������� � 4� ������

��� ��� ������ ������� ��������� �������� ��� ��������� ������������ ��� ������� � �� ������

�������



���� ������� ��� ������ �� ���������� ���

������ ���� � ��������������� ��������� ������� ������� 8 �� ε4e4,0

�� ����� ���� �������� �� �������� ������� ������� �� ����������� ��� (b) ������ � ��� ����

����� ������� �� ����� � ���� ���� � ���� ������������� ����������������� �� ������� ������

��������� �� ����� ��� ���������� � �� ������ ������ ������ ���� ����������� ��������� ����

��� ���� �������� ������� ������������ � 5.10−2 ����������������� �� ��������� ������ �� ����� ��

���������������� �� �� ����� �� ��������� �������� ����� ���� ��� �������� ��� ����� ��������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

����� ���������� �������

������� �� ���������� ������� ����� ��� ���� ���� ����� �� ������ m ����������� ��������

������ �� �������� ��� ���������� ������������� �� �� ������������ ������������ ��� (b)�

������ �� ����������� ����� ����� ��� m ���� �� ����� ��� 2m ���� ������� �� ������������� ���

����������� �������������� ��� ������ �� m �����

����������� ����

���� (Mm,j) ��� ������ ��� (Ω
m,P(Ωm))� ������������� ���������� ����� ��� ������������

εme,a� �� (Mm,j) ��� ������������� ����� ������������������ ������� ��� ������ �� 2m ���� ���

�� ������ �� ����� ��� ������ �� m ���� �

�

0��1��2<2m

Cov(B�1 , B�2) = 2
�

0��1��2<m

Cov(B�1 , B�2).

������� ��� ����������� �� ����������� ��� ���������� ���������� ���� ����������� �� ����

������ �� ����������� ��� ������ ������� �� ���������� �� ����� ���������������� ������� ���

���� ���������� �� ���� ������



���� ������� ��� ������ �� ���������� ���

������ ���� � ���������������� ������� ���� ������ ��� �� ������������ ���������� ��� Ω4�
��� 4 ���� ��� ����� �� ��� 8 ���� ��� ����

�� ����� ���� ������� ������������������ ������� ����� ���� ������� ��� ��� Ω4� ����

��� ������ �� 4 ���� �� 8 ����� ����� ������� ��� �� ������� �� ���������� ��� ������� ���

������ �� 4 ���� ������������� �� ������ ������� ��� ������� ��������� ��� 8 ���� ��� �� ������

�� ����� ��� 4 �����



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ���� � ���������������� ������� �� Smarkov(5)� ��� 4 ���� ��� ����� �� ��� 8 ���� ���
����

�� ����� ���� ������� �� ���� ����������� ���� ��� ������ ������������ ������� �������

����� �������������� ����� ��� ������ �� 4 ���� ����� ��� ���������� ���� ��������� �� �����������

���� �� ���������� ������� ���� ��� ������ �� 8 ���� ��� �������� ���������� � ����� ��� 4 �����

������������ � ����������� ��� ������ �� ������������



���� ������� ��� ������ �� ���������� ���

�� ����� �� ������� ��� �� ������ ������� ��� 8 ����� �� ������� �� 0.2� ��� ����������������

���������� � ����� ��� 4 ����� ��� ������� ������ �� ���� ������� �� ������ ��� ���������� �����

���������� ��� Ω4� �� ������ �� �� ���������� ����� ��� ������� ��� ������ �� ����������� ���

���� ���� ���� �� ���������� ������������������ ������� ��� 2m ����� ����� ���������� ������

�� �������� ��� ������ �� ����������� ������� �t = 0.05 ���� ��� ��������� �� �� �������� ��� ��

���� ����������� ��� ����� ������� ����� �� ���� �� ��������� ��� ����� ���������� � �� �����

�����

�� ������������ �� ����� ������ ��� �� ������ �� ������� �������� ���� �������� ��� ������

����� �� ���� ������ �� ���� �� ���� ������������� ����� �� ������ ��� m ���� �� ����� ��� 2m

����� ��� �������� ������� �� ����������� ��� ������� ���� ν = 1� ���� ��� ������ �� 4 ����� ���

������������ ������� �������� 16 000 ���� �� ���� ��� ������ �� 8 ����� ��� ������� �� ��������

256 000� �� ����� �� ����������������� ��������� � ������ ��� ��� ������ � ���������� �������

���� �� 8 ����� �� ��������� �� ����������� ����� ��� ������ ��� �� ������� �� �� ����������

������� ����� ���������� ��� ��� ������������ �� 256 000 ���� �� 65 536 000 ����� �� ��� ����

����������� ��� ������ �� ������� ������������ ����� �� �������� �������������

����� �������������� �� ������

������ ��� �� �������������� �� ������ �� ���������� ����� ������� ����������� � ����������

���������� ���� ��������� ��� ������� � ��� ������ ������� ����� �� �� ���������� ������ ���

���������� ��� ������� � �� ������������ �������� ���������� ��� ��� �� �������� ��� �������

������� �� ������ ������ ���� ����� ����� �� ������ ��� ���������� ����������� �� ���� ��

������ �� ������ ��� ����������� �������� �� ����� �� �� ������ ��� ��� ����� �� ������������

���������� ��� ���������� ����������� ����� ����� ����������� �� ���� ��������� �� ���������

��� ������ x ∈ Ωm�

����������� ���� �� (s1, . . . , sn) ���� n ���� ��� ��� Ω
m� ��������� ����� ������������ εme,a�

������ ���� ���� ����� x ∈ Ωm� ���� ����� ������� [−tmin, tmax] ������ �� x �� ���� ���� �����

y = yprev,tmin, . . . , yprev,1, ynext,1, . . . , ynext,tmax �� � ���� �� � m(tmax + tmin)��

π(y|x) =
tmin�

i=1


 1

2m

�

k∈yprev,i
(1 + er)(1 + ar,k)


×

tmax�

i=1


 1

2m

�

k∈ynext,i

(1 + er)(1 + ar,k)


 ,

δ(y|x) = n(y|x)− n(x)π(y|x)
n(x)π(y|x) ,

�� ������ n(x) �� ������ ������������ �� ����� x� n(y|x) ����� �� ����� y ������� x� �� δ(y|x)
�� ��������� �� y ������� x�



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ �� ��� �������������� �� ������ �������� ����� ��� �� ����������� ��� �������� ���

������� � �� ������������ ������� ��� Ωm� ���� ��������� ��� ��� ������ �� ����������� ����

����������

������ ���� � �������������� ������ �� x =� 0.1.� ��� ��� ������� �� 4 ���� ���������� �� 4
���� ����������� ����� ������ ��� ��� Ω4 ��������� ��� ������������ εme,a ����������

�� ����� ���� ������� �� �������������� �� ������ ���� ��� ������ ��� �� ��������� ��� Ω4

���� ��� ���������� ��� ������� ��� ������������ ������� �� ����� ��� ������� � �� ������������

�������� ����� ��� ��� ���������� ��� ������� � ��� ������ ������ ���� ������������ ��� �������

�� 45%�� ����� ���� ������������ ������� �� ������������ εme,a ��� �������� ����� ���������� ������

����������� �������������� ��� ������ �� 4 ���� ���� ���� �����������



���� ���������� �� ���������� ���

������ ���� � �������������� ������ �� x =� ..1.� ��� ��� ������� �� 8 ���� ����������� ��
Smarkov(6)

�� ����� ���� ������� �� ���� ����������� ���� ��� ������ ������������ �� ������������

�������� ��������� �� ���� �� ��������� �� ���������� ������� � ��� ����� �� ��������� ����������

���� ����������� ����� �� ������������ ��������� ������������� �� ��� ���������� ����������� ���

���������� ����� ��� ��������� ������� �� ������������ ��� ����� �� ������� ���� ���� ��� ������

�� ������� ��� ������ �� ����������� ���� ���� ��������� ������ �� ������ ��������� t = 0.06�

��� ���������� �� ����������

������� �� ������ ������������ ����� ��� ��������� �� ���� �������� � �� ���������� ����������

���� ������� �� �������� ������������� �������� ��� �� ������� ����� ���� � ��� �������� ���

����������� ����� �� ����� ����� �� ������� ��� ����������� ��� ������� ������������� �������

���� �������������� ��� ����� �� ��������� ��� ��� ������ �� ������������ ��������� ���� �����



��� �������� �� ������ ��������� ����������

�� �������� ��� ������ �� �� �������������� ��� ������ ������������ �� ������� ���������� ���

���������� ������� ���� ����������� ���� ��� ���������� ��������� ���������� ��� �������������

�� ������� ��� �������� ��������� ��� �� ��������� ������ �� ������������ ����� ������ ���

��� �� ������������ ����� �� ������� ��� ������� ��� �� ������������ − log(p)� �� ������ p̃ ���

�������� � ����������� �� �� ����������� �������� �� ������ �� ���� ������ �� ����� ��������� ��

������������ ��� ����� ������� � − log(p̃)�

����� ���������� ���� �������� �� ���������

���������� ����� ������ S ���������� ���� ����� �� ��������� � ������ �� �� ������������ ��

������������� ��� �������� ��������� �������� � �������� ��� ���������� ��������� ���� �������

��� ����������� ����������� ����� �������� ��� ��������� ���� ���� ���� ����� ��������� ����

������� �� ����� ���� ���������� �� ������� ����� ������ �������� �� �������� � �������

������� [a, b]� �� ������� ��� ����������� ������������ �� N ����������� I(k) = [αk,αk+1]�

�� α0 = a �� αN = b� ���� �� �������� ����� ���������� �� ���������� ��� m ����� a = 0�

b = 2m − 1 �� N = 1
2m � ���� �� ��� �������� ���������� �� ������� ������� �

H1(S) = −
N−1�

k=0

Pr(S ∈ I(k)) log [Pr(S ∈ I(k))] .

������� � ��������� t� �� ����������� x1, · · · , xt� �� ��� ��������� U �� f ������� ��� �

U(t, k) = #{n ∈ [1, t] | xn ∈ I(k)},

f(t, k) =
1

t
U(t, k).

� ��������� t+ 1� kt+1 ∈ [0, N − 1] ������� �������� ��� ��� xt+1 ∈ I(kt+1)�

U(t+ 1, k) =

�
U(t, k) + 1 �� k = kt+1,

U(t, k) �����,

f(t+ 1, k) =





1

t+ 1
(tf(t, k) + 1) �� k = kt+1,

t

t+ 1
f(t, k) ����� .

������ ����� Ĥ1(t) = −
N−1�
k=0

f(t, k) log(f(t, k))� �� ��������� �� �������� ���������� g1� �����



���� ���������� �� ���������� ���

�������� �� H1(S) ��������� ��� ���������� ��� t �� �� ����� �������� �

g1(x) = (x+ 1) log(x+ 1)− x log(x),

Ĥ1(t) =
1

t

t−1�

s=1

[g1(s)− g1(U(s, ks+1))] ,

��





Ĥ1(1) = 0,

Ĥ1(t+ 1) =
t

t+ 1
Ĥ1(t) +

1

t+ 1
[g1(t)− g1(U(t, kt+1))] .

�� �������� �� xt+1 ��� ������� ��� ��� ���� ��������� ���� �� ����� �������������� � ���

���� ����������� ������ ��� �� ���� ����� ���� ����������� �� ���������� ����� �������

�� ������� ���������� �� ������������

�� �� ������������ �� xt+1 ������ �� �� ������ �� U(t, kt+1)� �� U(t, kt+1) = 0� �����

������� ����� ������� ���� I(kt+1) � ��������� t� �� ������������ g1(U(, t, kt+1)) = 0 ��

�� ������������ ��� ��������� ����� � g1(t)�

�� U(t, kt+1) �= 0� g1 ����� �������� �� g1(U(t, kt+1)) �= 0� �� ������������ ��� ��������

�� ����� g1 ����� ����������� �� ������������ ��� �������� ���� ������ ������ ��������� ���

I(kt+1) �������� �� ����� ������ �������������� � ��������� t� �� ��� ��� �������� ����

�� ������� ������������ ����������

�� ������ �������������� ���������� � ��������� t+ 1 ��� ������������ ��� g1(U(t, kt+1)) �

Ĥ1(t+ 1) < Ĥ1(t) ⇐⇒ g1(t)− g1(U(t, kt+1)) < Ĥ1(t).

������������ �� �� ����������������� ����� ������ ��������� �� ������ ����������� �� �����

������ �� ����� �� ������ �� ������� ������� ������� ������ ������������ �� ������� �������

λ ∈ [0.98, 0.995] � �� ����� �� �� ����������� �������� 1
t � �� ����� ����� ���� ������������

��� ���������� �������� ���� λ ��� ������ ������ �� 1� ���� ��� ���������� ������ ���� ����

�� ������� ������������ ���� ����� �� ������������ ���������� �� ��� λ = 1 ���������� �

Ĥ1(t)� ������������ ���������� Ĥ1,λ(t) ������ ����� �

Ĥ1,λ(t) =




1
t−1�
i=0

λi




t−1�

s=1

λt−1−s (g1(s)− g1(U(s, ks+1))) ,

��





Ĥ1,λ(1) = 0,

Ĥ1,λ(t+ 1) =
λt+1 − λ

λt+1 − 1
Ĥ1,λ(t) +

λ− 1

λt+1 − 1
[g1(t)− g1(U(t, kt+1))] .



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ���� � ���������� �� ���������� �� ������� ��� 4 ����� ��������� �� ��������� � ����
�� ��������� ���������� ���� Sref ��� ����� �� εδ,perio ��� ����

�� ����� ���� �������� �������� �� �� ����� ��������� ���� ������� ���������� �� ��������

���� ��� ������������ ���������� �� ��� ���������� �� ������� ���������� ������ ������ ���� ����

������� ���������� ����� ������� �� �������� �� ��������� ���� ������������ ���� �������� ���

���������� �� ��������� �� ����� �� ������ �� ���������� �� ������ ������ ������ ����� ��

���������� � 40% �� ������������� ������ �� ������ ������ ��� �� ������ ������� �� ������ ��

� 70% ������ �� ����� ��� ��������� ����� ��� ������������ ��������� ��� ������������ ���������



���� ���������� �� ���������� ���

�� ����� �� ����� �� ��� ��������� ����� �� ������ ������ �� �� ������ ����������� ��� ����������

�� ������������ ��������� ������� �������� �� �������� ����������� � ����� ���� ������� ���� ��

��� �� �� ������ ���������� ����������

������ ���� � ���������� �� ���������� �� ������� ��� 4 ����� ��������� �� ��������� � ����
�� ��������� ���������� ���� Smarkov(3) ��� ����� �� Smarkov(5) ��� ����

�� ���� ��������� �� �������� ��� ��� ������� ������������ ������ �� �� �����������

��� ������ ������ �� ����������� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ������ �� ���������� ����

����������� �� ����� ����������� t = 0.05 ����� ��� ������� �� ���������� ���� ������ ��



��� �������� �� ������ ��������� ����������

�������������� ��� ����� ���� t = 0.03 ������������� ��� ��������� ��� ������ ��� �� ������

������ ����������� �� ��� t = 0.05 ��� ��������� ��������� � ����� �� �� ���������� �� ������

������ ������ ���� ���������� � ������� ��� �� ��� t = 0.03� �� ����������� ��� �� ������ �� �����

���� t = 0.05�

����� �������������� �� ����� �� �����

�� ��������� �� ��������� �� ����������� ������������ Ĥr ������ ���������� ������ ���������

���������� ���� r ���������� �� ������ ��� ���������� ����� ����������� �� ���� �� �������

���������� ������������� ��� ���������� �� ���������� �01� �� �10� ������� ��� ����� �� ������ �����

������ t � r + 1 ������������ ������������� ������ x1, · · · , xt� �� i ∈ {r + 1, · · · , t}�

l(i, r) =

�
r ��� ���� ���� j, xi �= xi−j ,

min(j ∈ {1, · · · , r}|xi = xi−j) ����� ,

h(i, r) =
1

ln(2)

l(i,r)�
j=1

1

j
,

Ĥr(t) =
1

t− r

t�
i=r+1

h(i, r).

���� ��� ������ xi �� 8 ���� ��� �������� �� ��������� r �� ���� ������� r < 144 �����

������ ������������ h(i, r) > 8 �������� ��� �� ����� ��� ��������� ������� ��� ������������ ����

��������� �������������� Pr(l(i, r) = r) = (1−Pr(xi))
r−1� ��������� ���� Pr(l(i, r) = r)

��� �������� ���� ������ ��� r ��� ������ ������ ������� Ω8 �������� 256 ���� �� r � 256�

�� ��������� r ������� ������������ �� ���������� � �� ������������ �� xi� ����� �� xi = xi−1

�� ���������� � 1 ������ � ��� ����� ����������� ������ ����� �
r�

j=1

1
j � ��� �� ������ ��� �� i�

������������ ��� ���� �������� ���� ���������� ��� r ��� ������

���� �� ��� ����� ���������� ��� 8 ���� ���� r = 10� ����������� �� j ���� ��� ������ ������

��� 9.826� � 10−4 ����� �� ��� ������� ���� �� �������� j = 10 ���� h(i, r) = 4.2256� �� j = 9

���� h(i, r) = 4.0813 �� 10−4 ������ ��� ���� ������� ��������� ����� ��������� �� ����������

������� 80/20� ������������ Ĥr(t)� ���� t ������������ ������������� ������ ����� ������

������� ���������� ����

�10
j=1

1
j

log(2) = 4.2256 ����� � 10−4 ����� �� �� ���� ��� ���� t > r� �����

����� ���������� �� ��������� ��� �� ������ ������ �� ��� ����������� ��� ���� ����������� �����

�� �� ������� ������ �� �������� ���� �� 10������ ��������������� �� ��� ������ �� ������

������������� �� ������ ������ �� �� ���������� ��� ������� �������� j = 9 �� j = 10�

������������ ������� ��� 8 ���� ���� 4.1064� � 10−4 ����� ���� ��� ������ �������

�� ����� ���� ������� ��� ������� ��� 8 ���� ��� ������������ ���� ����� ������ ������

��� Ω4 �� ����� ������ ����������� ���� ��� ������ �� ����������� ���������� ������������

�� ��������� � �� ����� ������ ���������� �� ���������� �� ������ ������� �� �������� ��� ���



���� ���������� �� ���������� ���

������ ���� � ���������� �� ���������� ���� ��� 8 ���� ���� r = 10 ���� Sref ��� ����� ��
Smarkov(5) ��� ����

������� ���� ������������ ����������� � �� ������ ������� �������� ���������� �� ��������� ��

������ ���������� ���� �� ������ ����������� � t = 0.05 �� ��� ���������� ������������ ����

���� ���������� ��� ���� ������������ �������� ������ ������

����� ��� ������������ �������� ���� �� ���������� ����� ������ ��� ��������� ����� ���

���� ������� ���������� ��� �� ����� ���� ����� � ������������ ������������ ���� ������������ ��

������� �� ����� �� ����� �� �������� ������ ��������� ������������ ����� ��� ���� ��������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ���� � ���������� �� ���������� ���� ��� 8 ���� ���� r = 10 ���� Sref ��� ����� ��
εδ,perio ��� ����

����� ����������� �� ��������

�� ��������� ��� ���� ������ ������ ���� ����� ���� ������� �� ������������ ����� ������

������� ��� ���� ����� ���� �� ���� �� ��������� �� ���������� �� ������ ���������� � ����������

�� ����� �� m ���� �� ���� �������� ���� �� ����������� �� nm ���� �� � �������� ����� ����������

��� �� ����� � ��� �� ������ ��� �� ������ α ������� �� �� �� ������ nm�



���� ���������� �� ���������� ���

��������� ���� ������������ ��� ���� �� ��������� � �������

���� m � 1� n ∈ N� α ∈ [0, 1]� �� (Bi)i ��� ������ ��� Ω� �� ����� �������� ��� Ω
m �����

(Mm,j)j�

���� pmax = maxk∈Ωm
# {j ∈ {0, . . . , n− 1} | Mm,j = k}

n
� ������������ �� ������ α �� ��

������������ ��� m ���� ��� ������ ��� �

H∞(M) = − log(pmax + �),

�� � =

�
− log(1− α)

2n
�

�� ����� ��������� � ��������� ��� �� ������ �� ���������� ��� ������ ���� ��������������

���� ������� � ��� �������������� ���� ������� ������ ��������� ����������� ������ ������

�� ��� �������� ��� �������� �� ��������� ��� ����������� �� �������� ���� ��� ���������� ��

������ 1− α �

����������� ���� ������������ ��� ���� �� ��������� � ����������

���� m � 1� n ∈ N� α ∈ [0, 1]� �� (Bi)i ��� ������ ��� Ω� �� ����� �������� ��� Ω
m �����

(Mm,j)j�

���� pmax = maxk∈Ωm
# {j ∈ {0, . . . , n− 1} | Mm,j = k}

n
� ������������ �� ������ α �� ��

������������ ��� m ���� ��� ������ ��� �

H∞(M) = − log(pmax + �),

�� � = φ−1(1− α)

�
pmax(1− pmax)

n
� �� φ ������� �� �������� �� ����������� �� �� ��� �������

������� ��������

�������� ��� ������� ������������ Smarkov(x)� �� ��� ������� (M4,j)j ���� �������������

����������� ���� ������������� ���� ��������� ��� ������ �� ���������� �� ���������� ���������� ���

���������� ������� ���� ����������� ���� ������ �� ���� ������������ ��� ������������ ������� �

�� �������������� ��� �������� ���� ���������� ��� ������������� ��� ������ ��� ��������� ����

α = 0.001� �������� ���� ��� ����� ���������� ����� ���������� ����� ������� ���� ��������

���� �� ������� ����

�� ����� ���������� ���� �� ������������ �� �������� �� ������ 1 − α �� ���� ����� ������

���������� �� ��������� ��� �� ������� �� �������������� ���� ����� ���� �������� ���� ����������

�� ������ ��� ��� ����������� �������������� �� �� ������������ �������� �� ��� �������� �� ��

������� �� �����������



��� �������� �� ������ ��������� ����������

������ ��������
�����

����� ���
4 ����

������������
������� ��� 4

����� 20 000 ����
�������

������������
������� ��� 4

����� 20 000 ����
������

��� P 4� 4 3.849 3.629

P 4� �� t = 0.6 3.985 3.837 3.618

P 4� �� t = 0.5 3.741 3.804 3.588

P 4� �� t = 0.4 3.315 3.772 3.558

������ ��������
�����

����� ���
4 ����

������������
������� ��� 4
����� 100 000

����
�������

������������
������� ��� 4
����� 100 000

����
������

��� P 4� 4 3.953 3.833

P 4� �� t = 0.6 3.985 3.971 3.832

P 4� �� t = 0.5 3.741 3.960 3.795

P 4� �� t = 0.4 3.315 3.964 3.820

����� ��� � ���������� �� ���������� ��� �� ���� �� ��������� ������ ��� �������

��� ����� ������ ����������� ���������� �� �������� ��������� �� ������� ��� ������� �

������� 1� ���� ������� ���� � ������ ����� ��������� �������� �� �� ������������ �� ������������

��� ������� � − log(p)� �� p ��� �� ������ �������� ������������ ���������� �� ����� 0 ∈ Ωm ����

�� ��������� � ������ � ��� ������ �� �� ������� ��� ������� ��� �� ������������ ���� ������

�� ����������� ����� ����� ���� ��� ��� ��������� ��������� ���� ����� � ����������� ���������

���������� ����� �� � ��� �������� �� ���������� ����� ������ �� ���� �� ������� ���

������� ����������� ��� ���� ����� ���� �������� ��� ������ �� ����������� ��� ����������� �����

�������� ���� ���� ��������� ������������ ���� �� ���������� �� ��������� �� �� ���������

������������ ����� �� ������� ��� ������� ��� �� ������������ ����� ��� ����������� ������ ����

����������� ���� �� ������� ��� ������� � ������� 2� ������������ �� ��������� � ���������

������������� �� �������� ���������



���� ������������� ������� ���

��� ������������� �������

����� ��� ���������� �� �� ������������ εme,a� �� ������������ ������������ �� �� ����� ��

���������� �� ��� ������� �� ���� ���� �������� ��� m ���� ���� ���� ������ ���� �������

�� ��������� ��� ��������� �� ������� �� ���������� ��������� ����� ��� ���� �������� ����

�� ����� �� ������� �� �������

����� ��� �������

�� ���������� �� ��� ������� ���� ��� �� ������������ ������ ��� ������� ��� ��� Ω

��������� ��� ������������ εδ� ���� �������� ������������� ����� ������� ����� �������� �������

�� ��� ���� ��������� ��� �∗��

����������� ���� ��� ������� �������

���� (Bi)i ��� ������ ��� ��� (Ω,P(Ω)) ��������� ����� ������������ εδ� ���� Post �� ���

���������� ����� ��� �

Post : Ω× Ω → Ω ∪ {∗},

(b0, b1) �→





∗ �� b0 = b1,

0 �� b0 = 0 �� b0 �= b1,

1 �� b0 = 1 �� b0 �= b1,

��� ����� (Post(B2i, B2i+1))i ��� ��� ����� ��� ��� (Ω,P(Ω), P 1�)�

��� ���� n ���� ����� �������������
n

4
(1− δ2) ���� ������ ������� �� ��������

������� �� ������������ ��� �������� � ���� ���� ������������ ����������� ������������������

���� ���� �������� ��� ����� ������������������ �� (B2i, B2i+1) ���� ���� i ∈ N� �� �� ������ ���

����������� � ��� ����� ��� ��� Ωm ����� ��� �� ����� ������� �������� ��� ������������ ����

��� �������������� ����� ����������� ���� ������ ����� ������� ���� ���� ������� ��� m �����

����������� ���� ��� ������� ������

���� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� Ωm� �� ������������ εme,a ����� ��� �� ����� (Bi)i ��������

��� ������������� �� ������������� (δ�) ��� Ω�

���� Post �� ������������ ������ ���� k = k0 . . . k2m−1 ∈ Ω2m� ��� �

Post : Ω2m → Ωm ∪ {∗},

k �→
�
k0 . . . km−1 �� km . . . k2m−1 = k0 . . . km−1,

∗ ����� ,

�� ki ������� �� �������������� �� ki ���� Ω�

��� ����� (Post(Mm,2j ,Mm,2j+1))j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω
m,P(Ωm), Pm�)�



��� �������� �� ������ ��������� ����������

��� ���� n ���� ����� �������������
n

2m+1

�m−1
�=0 (1− δ2� ) ���� ������ ������� �� ��������

����� �������� ��������� �������� �� ���� �� ����� �������� ���� ���������� ��� m ���

������ ���� ��� ���� ����������� �� ��� ��������� �������� �� ������� ����� �� ������� �� ����

����������� �� ���� �� ����������� ����� �����������

����������� ���� ��� ������� ������ ���� ����� �������

���� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� Ωm� �� ������������ εme,a ����� ��� �� ����� (Bi)i ��������

���� ������������� �� ������������� (δ�) ��� Ω�

���� Post �� ������������ ������ ���� k = k0 . . . k2m−1 ∈ Ω2m� ��� �

Post : Ω2m → Ω ∪ {∗},

k �→
�

∗ �� km . . . k2m−1 = k0 . . . km−1,

0 �� 1 ����� ,

�� �� �������������� ��������� ���� ������ ����� �� �������� �� ������ ��� ������ �� 2m ����

�� �0� �� �� �1��

��� ����� (Post(Mm,2j ,Mm,2j+1))j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω,P(Ω), P 1�)�

��� ���� n ���� ����� �������������
n

m

�
1− 1

2m
�m−1

�=0 (1 + δ2� )

�
���� ������ ������� �� ��������

��� �������� ���� m = 2� ��� ������ �� 4 ���� ������� ���� ��� �� �������������� �� �����

� �� ������� ��� ������ ������ �� ���� �� ����� �

{0000, 1111, 0101, 1010} �→ ∗,
{0001, 1000, 0011, 1100, 0111, 1110} �→ 0,

{0010, 0100, 0110, 1001, 1011, 1101} �→ 1.

�� ����� �� ������������ � ����� ������� ��� ����� �� �� ����������� ��� ��� �

ρ =
2m+1 − 2

�m−1
�=0 (1 + δ2� )

m
�m−1

�=0 (1− δ2� )
.

�� ������������ �� |δ�| < η ���� ���� � ∈ {0, . . . ,m− 1}�

2m+1

m
− 2

m
(1 + η2)m < ρ <

�
2m+1

m
− 2

m

�
× 1

(1− η2)m
.

�� ������������ ��� ��� η ∈
�
0,
�
(2m − m

2 )
1/m − 1

�
� �� ������� ���������� �������� ��

�������� ���������� �� ��� ����� ��� ������� η ∈]0, 0.9980] ���� m = 8�



���� ������������� ������� ���

����� �� ���� ��������

������������� �� ���������� �� ��� �������� �� ���� �������� �������� �� ���� �� ����

�������� ��������� ���� ������� ��� ������ ������ �� ������� ��� ���������� ��� �� ������ ����

��������� ����������

����������� ����� ��� � ���������� ������

���� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� (Ωm,P(Ωm)) ��������� �� �� ������������ εme,a ����� ����

���� ���� r ∈ Ω�
m� er = −em−r� ���� Post �� ������������ ������ ���� k = k0 . . . k2m−1 ∈ Ω2m�

��� �

Post : Ωm → Ω,

k �→
m−1�

i=0

ki.

��� ����� (Post(Mm,j))j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω,PΩ, P 1�)�

��� ���� n ���� ����� �������������
n

m
������ ������� ����� �����������

�� ��������� ���������� ������ ��� ������������ ��� Ω� ��� ���������� ������������� ��

���� ��� ������������� ��� ���������� ����� ���� ��� ������ ��� ������� �������� ���� ���

������������ ���� ��� �� ���� ������� ��� ���������� ������� �� ���� �� ����� ������� ���

������� � �� ������� ������� �� ���������� �� ��� �������� �� ���� ��������� �������� ����

���������� ������� ��� ����� (δ�) ���� ��������

����������� ����� ��� � ���������� �������

���� (Mm,j)j ��� ������ ��� ��� Ωm� �� ������������ εme,a ����� ��� �� ����� (Bi)i ��������

���� ������������� �� ������������� (δ�) ��� Ω� ���� Post �� ������������ ������ �� ������

k0 . . . k2m−1 ���������� ������� �� k ∈ Ω2m� ��� �

Post : Ωm → Ω,

k �→
m−1�

i=0

ki.

��� ����� (Post(Mm,j))j ��� ��� ����� ��� ��� (Ω,P(Ω))� �� ������������ εδ� �� δ = −�m−1
�=0 δ��

��� ���� n ���� ����� �������������
n

m
������ ������� ����� �����������

��������� ���� �� |δ�| < η ���� ���� � ∈ {0, . . . ,m − 1}� ������������ ���� ��� ����� ��

��������� �������� ��� �� ����� ������ ��� ηm�
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����� ����������

�� ������� ��� �������� ��� ������������� �� ����� ��������� ������� ���� ����� ������� ���

�� �������� ����� ���������� ������������� �� ��� ���������� �������� �� ������� ���������� ���

�������� ��������� ��������� ��� ���� �� ��� ������ ������������� ���������� ��������� �� ��

���������� ��� ��� ������ ��������� � �� ������� ��� ��������� �� ���������� �� ������ m ���

������ � ���������� ���� �������� ��� ������ �� ���������� �� �� ����� (Mm,j)j � �� ���� �������

���������� ��� ����������� ������� ��� ��� ���������� ����� �� ����� ��������

�� ���� �� ����� ���������� �� ����� �� ������� �� ���� �� ������ ���� n ���� �� ������

��������� �� m�� ������ ���� �� ��� �� ���� ������������� �� �� ����� ��� ��� ��� ����������

������� �� ���� �������� ��� m ���� ������ ���� ������� �� ���������� �� ��� ������� ����������

���� ����� ������� ��� �� ��������� �� ����� ������ ����� �� �������� ��� ��� ����������

������������������ ������� ���� ���������� ������ ���������� ������ ����� ��� ������������ ��

������ ���������� ���������� ������ �� ������������� ��� ������������� ��������� ������� ����

��� �������� ������� ��� ����������� ��� ���������� �� ��� ��� ����� �����������
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�� �������� � ������ �� ��������������� ��� ������ ������������ �� ���������� ����� ��� �����

������������ �������� �� ��������� ��� ����� ��������� �� ������������� ��������� ����������

������ ��������� �� ���������� �� ����������� ������������������ ����� � ����������� �����

������������ ���� �� ������ ��� �������� �� ����� �� �� ������ ��� ������������ ������� �����

���� ����������� �� ��������� ����������� ���� ���� ��������� ���� ��� ����������� ����������� ��

�� ������������ ������������ ��� �� ���������� ������������ ��� �� ��������� ��������������

�� �� ������� ��������� �� ������ �� ����� ���������� ����� ��� ��� ������� �� ������� ���

������� ������������������� �� ���� ����� �� ���� ���������� ������ ����� �� �������������

��� ������������� �� ������ �� ��������� ��� ���������� ����� �� ����� ������� ���� �� ������ ����

����� �� ������ ������������ ���� ���� ������ �� ����� �� ��� �� ���������� ���� ���������

����� � �� �������������� �� ������ ��� ������� � ����������� �� �� ������ �������

�� ��������� �� ����������� ��� ��� ������ ������������ ���� ���� ��������� ��� ��� �������

������ ��� ����������������� ���������� ������������������ �� �� �������������� �� ������� ��� �����

������� ������� ������ ��� ��������� ����������� ������� �� �� ������ ������� �� �����������

�� ���������� �� �� ��� ����� ������������ �� ������� ������ ������ �� ������� ��������������

����������������� ��������� ���� ��������� � ������� ��� ������ �� ������ ���������� ���� ������

������� ����������� �� ���������� � �� ������ m ����� ��� ������������������� �� �������� ���

�� ���������� ������������� ���� ��� ���� ������� ���� ���� ������� ����� ������ �� ������� ��

����� �������� � ���������� ��� ����������� ������� ����� ��� ���� ���� ���� ����� �� � ������

���� ��������� ����� ��� (Mm,j)j ��� ��� ����� ���� ���������� ���� ����� ��� ���� ���

����� ������������� �� ����� ��������� ���������� ���� ���� ���������� � ��������� ���������� ���

���������� ����� �� ��� ���� ��������� ��� ������ ��� ������� ������������� ���� ��� ������

�� ����������� ������ �� �� ����������� ��� ������� �� ���� ����������������� ��������� ���� ���

������� ��� ������������� ���� ���� ��� ���� ���� ���� � ���� �������������

�� �������������� ���� ���� ������� ����� ��� ��������������� �� ������� �� ����� �� �������

��� �� ������ ��� ������ �� ���������� �� ������ ��� ���� ���������� �� ������ ���� ���������

��� ��������� ��� ������� ������� �� ���������� ��� ����������� ���������� ����������� �����

��� ������ �� ����� �� ���������� �� �� ������� �� ������������ ������������ �������� ����

������� ��� ����������� �� ���������� ������ ��� ������������ ���� ����� ��������� �� ������

��� ������ �� �����������

��������� ����������� �� ���������� ��� � ��� ���� �� ����� ����� �� �������� ��������

��������������� ��� ����������� �� �������� �� ����������� �� ����� ��� ��� �� ��� ������ ��

����������� ��� ������ ����������� ����� ��� �� ����� ��������� �������� ����� ���������� ��

����� �� ������������ ���� �� ���������� �� ��� ������� ���������� ������������ ���� ��

���� ������������� �� ���� �������� ��� m ���� ������������� ���� �� ������ � ��������� ���
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������ �� ������� ��� � �������� ��� �� ������ ������������������ ��� ������ ��������� ��� ��

�������� �� ��� ���� ��������������
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��� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ���������� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ������ ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� �� ����� ���������� ����� � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��������� ��� ��� ������������ ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��������� ��� ��� ������������ ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� � � � � ���

����� ��������� � ������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��������� ���� ������������ ��� �� ����������� � � � � � � � � � � � � ���

��� ����������� � �� ��������������� �� ����������� � � � � � � � � � � � ���

����� ����������� ��� ������������� �� ����� ��� ���� � � � � � � � � � ���

����� ����������� ��� ������������� �� ���� ��� � � � � � � � � � � � � � ���

���
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�� �������� ��� �� ������ ���������� ��� ������ ���������� ��� ��������� � ������ �� �

������� ���� �������� ���� ����������� �� ����� �� �� ���� ������� �� �������� ��

���������� ���� �� �������� ������ ������ �������� ��� �� ���������� � ���� ���������

��������������� ������ ������ ����� ���������� � ��� ������� �� ��������� ��� ����������

��������� ���� ��� ���� ��� ������ ���� �� ����� ��� ������������ ��������� ���� �� ��� �������

�� ����� ���� ��� ��������� �� ��� �������� ������������� ���� ���������� �� ������ ����������

���������������� ��� �������� ���� �� ���������� �������� ����� ��� ������������ �� �����

������ ������� ���� ������������ �� 100�� ��������� ��� �������� ��������� ���� � ����������

������������ ���� ��������� ���� ������ ������ �� �������� �� �� ���� �� ������������ ���

��� ���� ��������

�� �������� ������� �������� �� �������� ������� � ��������� �� ����� �� ����� ������ �� ���

�� ������ ��� ��������� ���������� ��������� ���� ��� ��������� � �� �� �� ����� ������������ �

������������ �� ������������ �������� �� ��������� �� ������ ������� � �� ���������� �� ����

���������� ������������� ��� ������� ��������� � �� ������� ��� ������� ��� ������ ������������

����� �� �������� �� ��� ������ ��������� ���������� ������� �� �������� �� �� ��� �������������

������� � �� ������� ��� ��������

��� ���� �������� ��������� �� �� �������� ���� ���������� � ������������ ��� ���� �������

�� ����������� ��� ��� ��������� ������ ��� �� ������ ����������������� ��������� ��� �������� ��

������� ���� ���������� �������� Ωm �� ���� ��������� � ����������� ���� m = 1� ����� �������

������ ���������� �������������� ��� ���� ���� � ����� ���� �������� ��� �������������� ��

�� ����� (Bi)i� ����� ��� ������ �� ������������ ε4e4,0� �� ���� ����� ��� ������� ������� ����

���� �� ������ �� ������ m ��� ���� ������� ���� ���������� ��� ����������� ������� ����� ���

���� ���� ���� ����� ����������� ����� �� ����� ��������� �� ����� (Mm,j)j ����� ������ ���

�������� ������������ ��� Ωm� �� ������������ � �����������

��������� ��� ���������� �������� �� ���� �� ����� ���������� ��� ������� ��������� ����

�������� ����������� ��� ���������� ��� ������ �� Ωm� ����� ��� ���������� ����� �� ����� ����

���� �� �� ������������ εme,a� ����� ��� �������� �� ����� �� �� ������ ���� ���� ����������

����� ������������� ��� ����� ������������ ���� ����� ��������� ��� ��� ����������� [t1, t2] ����

����������� ����� H0 � �(Mm,j)t1�j�t2 ��� ��� ����� ��� ��� Ωm ��������� �� �� ������������

εme,a�� �� �� ������������ εme,a ��� ������� ��� �������� ���������������

������� [t1, t2] ���������� �� ���������� �� �� ������ ��� ������������ �� �� ������������

������� εme,a� ��� ����� ������������ ���������� ��������� �� ���������� �� ����������� �������

�������� ��� ��������� (Mm,j)j �������� �� ������ �� ������������� ���� ����� ��� �������������

���������� ������ ��������� � �� ������������ ��������� ���� ����������� ����� H0 ����� ������

��� �� ������������ εme,a� ����� � �� �������� ����������� ������ ������ �� ������ ��� ������������

������ ��� ����� ��� ������� � �� �������� �� ������� ����������� ���� ������������ �� �����

�� ������� ��� �������� �� ������ �������� �� ���������
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���������� �� ����� � ������� ��� ������������ ��������� ������������� ��� ��� ���������� ��

��������� �� ���������� �� �� ������� ������� ��� ������ �� ����������� ��� ��������� ��� ��

�������������� �� ������ �� ��� ������� �� ������������������ ������� ��� m �� 2m ����� ��

�������������� ��� ������ (Mm,j)j ��� ��������� ��� ������� ���������� ��� m ���� �� �����

���� ����� ������������

���� �� �������� �������� ��� ������������ �� ����� ���� ��������� ���� ���������� ��� �����

��������� ���������� ���� ���� ����������� �� ������� ������� �������� �������� �� �����

�������� ���� ��� ����� ����� �� ������ ����������� ��� ������������ ������������� �� �����

���� �� ���������� ���������� ��� ��������� ���������� ��������� �� ���� ��� ����������

������� ���� ����� ��� ������������ ���� ������� ���������� ��� ����������� ��� �������������

����������� �� ��� ������������� ���������� ���� ��������� ����� ����� ��� ����� ����������

�� ��������� �� ���������� �� �� ������� ��� ������������ ������� ��� �� ���������������

�� ����� �������� �������� �� �� ����� �� ��������� ���������������� �������� �� ��������

�� �� ������ �� ������� ������ ��� ������������� ����� ����� ���������� ������ �����������

���������� �� ������� �� ������ �� �� ���� �� �������� ��� ��� ������ �� 128 ���� ���������

��� �������� ���������

������� ��� �� ��������� ��������� �� � ���� ��� ���������� ��� ����� �� ������� ��� ������� ����

��� ��� ����� ���������� ��� ��������� �� 7 350 ������ �� 32 ������������ ���� �� ����������

�� ����������� �� �������� ������ ��� ������� ����� ����� ��������� �������� ��� ������ �������

���� �������� ��� ������������ �������� �� ��� ��������� �������� �� ���������� ��� ��� ����

���������� ��� �� ���������������� ����� ���� ������� ����� ��� ������������� �������������

����� ��� �� ���������� �� ��� ������� �� �� ���� ��������� ����� ��� ��� ����������� ����� �

�������� ���� ������� �� �������� �� ����� ������������

����� �����������

��� ��������� �������� � ������� ���� ��������� �� �������� �� ������� �������� ���� ���

��� �������� ������������� �� ����� ���������� �� ������ ������� ���� ������� �������� ����

��� �������� ��� ��� �������� ��������������

��� ���������� ����� ������������ ��� Ωm ��� �� ���������� �� ����� ��� ���� ��������

��� �� �������� ������������� �� ������� ���� ��� ��������� ����� ��� �������� �� ����� ���

��� ����� �� �������� ���� �� ������ ��� ���������� ����� �� �������������� ������������������

�������� ��� ������������ ������������ ���� ����� �� ���� ������ �� ������� �� �� ���������

���� ���� ���������� ���� �� ������ ����� ��� �� �������� ������������ ���� �� ������ ���

������������ ��������������� �� ����� ��� �� ������ �������� ��� �� �������� �����������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

�� �������� ����� ������������ ������� �� �������� ������������� �� ��������� ���� �����

���� ������� �� ����� ������������ �� ���������� ��� ��������� ������ �� ������ �������������

�������������� ��� ���������� ����� �� ����� ������� � �0� ���� ������ � ����� �1� ���� ���

������� �� ��� ��� �2� ���� ��� �������� ���������� �−1� ���� ��� �������� ��������� � ���������

����������� � − 2� ���� ��� �������� � ��������� ������������ ���� ��� ������� ������� ��

����� ��������� ��� �������� �� ��������� ��� ������ �� ������ ��� �����������

�� ���������� ��� ���������� ���� ����� �� �������� ������� ��� �� �������� ������ �������

��� ������ �� ���������� �� ���������� �� ����� ���������� ���� ����� ������� ����� ������

���� ��� ����� �� ����� ���� ����� ������������� �� �� �������� �� ������� ���������� ����

����� ���� ������� ��� ��������� ���� �� ���� ������� ��� ���������� �� ���� ����������

���� ����� � �� �������� ������

��� ��������� ���������� �� ���������� ������������ ������ ��� �� ��� ����� ������ �� ���

������� �� ���������������� �� ������� ���� ����� �� ���� ����� �� �������� ��� �������

����� ��������������� � � � ���� ���������� ���� �� ������ ������������ ��� ��������� ����� ���

������������� �� ������������ ���� ���������� ���� �������������� �� ��� ������� ���� ��������

��� �� ��������� ������� �� ��������� ��������������� ��� ��������� �������� �� �� ����� ���

������ ��� ����� �� ��� ��������� �� ����������� ��� ������ ����� �������� ������ �� �������

����� ����� ����� ��� ��� ��������� �������� �� ����� ��������� ������������� ��� ���������

��� ��� �������������� ��� ��������� ��������� ��� ����� ������������ ��� ���� �������������

������� �� ���� ���������������� �� �� ���� ���������� ������ ���� �� ��������� �����

��� ����������� �� ���������� ���� ��������� ���� ����������� ��� �������� ���������� ��

��� �������� �������� � ��� ������������ ������������ ������� ��� ���������� �� ��������� ����

������� ����������������� ��������� ��� �������� ��� ������������ �������� �� ����������������

����� ���������� �� �������������

�� ���������� �� ��������� �������� ��� ��������� ���� �� ������ ���������� ��� ���������

��� ���������� ���� ���������� ��� ��� ����������� ������������� ���������������� �� ����

�� ������ ������ �� �������� ��� ��������� �������� �������� ��� �� ���������� �� ������

�� ������������ ����� ��� ������� �� ������������� ������� ���� �� �������� � ������ �� ���������

��� ��������� ��������� ��� ��������� �� ������ ������������ ���� ������ ����� ��� ������ ��

���������� ������������� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ������ ����� ��� ������������

������� ������������ ���� ������ �� ���� ����� �������� ��� [0, 1] ��� ���������� ���� �������

��� ��������� �������� �� ����� ��� ������� ����� � �� ���� ����� �� ���������� ���������

�������� ���������� ��� ������������ ������� ���� �������� �� ������ ���� �� �������� �� ���

�������� ����� � ��



���� �������� ��������� ���

����������� ��� ��������� ��� ������������ ��� ��� ��������� �� ������� ����� ���������

����� ��� �� ����� ��� ������� �� ������ �� ����� ������������ ��� ��� ���������� ���������

��� ��������� �� ������ ���� �������� �� ����� ��������� ���� ��� ����� ��� ����� ��������

���� �� ����������� ����������� ��� ��� ������������ �� ��� ������� ��� �������������� �� �����

��������� ��� ������ �� ����������� ������� ����� �������� ���� ������� �� ������ ���� �� �����

�������� ���������� �� ���� ��� ���������� ��� �������� ������������� ����� �� ������ �������

���� ��� ����������� �� ������������ �������� ��������� ������� k0 ∈ Ωm ���� ���� ������ ��

���� ��� �� ������ � ���������������� �� �� ����������� ��� ������� ��� ������������� �������

����� ������������ �� ������� ��� ����������� �� ������ ��� ��������� ������� ����� �����������

����� �������� �������� �� ����� ��� ��������� ���������� ��� ���������� ���� ���� �������

��� ������������� ������� ���� ����� ��������� ��� �� ���� ���������� �� ����������� �� ���

���������� �������� ����� ��� �� ������������ ����� ��� ���������� ����������� �� �������

��������� ��� ���������� ��� ������������ ���������������

����� ������ ������������

��� ����� ������������ ������� �� �������� � ������ ����� ��� ��� ����� ������������ ��

�������� � ����� ���� �������������� ��������� ���� ���������������� �� ����������� ���

����� ��� ��������� ������������ ���� �� ������������ ���� ��������� ���� �������������

������������� �� ������������ �� �������� ��� ��� ����� ���������� ���� ������������

��� ��������� ������� ������ �� ����� ��� ����������� ������� ���� ����� ������� �� �������

��� ��� �� χ2 ��� R+� ����������� ��� �� ������ �������� ���� ������� ��� s�������� ������

���� ���� �� χ2� ������ ���� ��� ���������� ���� �� �������� ���� ���� �� χ2 ����������� ������

������� �� ������������ ��� ������� ��� ���������� ��� �������� ���������������� � ����� ��

������������ ��� ����� ������� ��� �� ������� �� ������ ��� ������ ���������� ����� ���������

��� ������� ��� ���� ���������� ������� ��� ������������� ���������� ������� ���� �������� �����

���� ����������� ��� �������� ������������� � ����� ����� �� ������� ��� ���������� ������

��������� ��� �������� ������ � �0� ��� ����������� �� �� ������ ������ �� ���� ��������� ���

������������ ��� ������� ��� ������� ���� ������ �� ���� ������� �1� ��� ����������� ����� �����

(Bi)i ��� ��������� �� ���� ��������� � �� ��� ����������� �� �������� �2�� ��� ���������� � ���

����� (Mm,j) ��� ��������� �� ��� ���� ��������� ��� ������������ ��� ������� ��� ������� ����

������ �� ���� ������� ��� ������������� ���� ����� �������� ����� � �� �������� ��������������

���� ��� ��������� ������������� ������ ���� ����� ���� � ����� ��������� ��� ���� �

���������������� ������� �� s�������� ������������������� ��������� ������� �� �� ����

��� �� �� p������� �������� � �� s������� ����� ���� ���� ��� ��� �� �������� ��� �������������

�� ����������������� ������ ��������� �� �������� ������� ���� ����������� ����� ��������

���� ���� ��� ��������� �� ����� ���� ����������� ���� ���� ����������� ��� ��� �����������

�������������������� ������������������ ������������������ �� ������������������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

��� ����� ����������� ������ �� �������� � �� ������� ������ ���� ������ ���������� ��

����� ������ ������ ������ �� ��������� ����� ���������� �������������� �� �������� ��

s������� ���� ������������� �� ��� ������� ������� �� ��������� �� p������� ���������������

�� �������� ������� �������� � ����������� ����� ��������� ����� ��� �� ������ �������� ��

������������ ��������� �� ���������� ������������ ������������������������������� ������

��������� ��������� �� �� ������������ ��������� ��� ������� � ����� ��������� ���� �������

��� ����� ���������� ������ ����������� ��� �������� ��������������� �� �����������������

���������� ��� �������� ���������� � �� ������� ������ �� ������������� �� �� �����������

��� p�������� ����� ��� ����� ������������� �� ������ ������� ��� ���������� �� ���������

�� ���������� �� �� ����� ��� ������� � ���� �������� ���� ����������� ����� ������ ���

��������� ����������� ��� ��������� �� ���������� �������� ��� ����� ���� ��� ������ ���� ���

��������� ����� � ������������ ������������������������ � �� ��������� ���� �� ���������

��� s�������� �������� ��� ���� ����� ������ �� ���������

��� ������� ������������ �� ��� ����� ������� ��� ������� ��� ��� ����������� �� �� �����

����������������������������� ���� ��������� ��������� �� ��������������� ��� ������������

��� ����������� ��� ������������� ���������� ��� ������������ ������� �� ���������� ���� ���

������������� ����������� ���� �� ��� ���� ���� �� χ2� ����������� ����� �������� ���� ��������

��� s�������� ��� ����� ����� ������ ��� ��������� �����������

����� ������ ���������

��������� �� ���� �� ����� ���������� �� ����������� �� �� ������������ ���� �� �����

����������� ����� ������ �� ���������� ����� ������� ��� �� ����� �� ������������ �� ������

��������� �� ����� �� �� ������ ���� ����� �� Ωm ��� ������� � �� ������������ ���������

�� �������� ������� ��� ����� �������� �� ����������� ���� �� ������ �������� �� ������ ��

������������� ��� �������� ������������ ��� ��� ����������� ������������� �� �������������

�� �������� �������������� �� ��������� ������������� �� ���� �� ����� ����������� ���� �� ���

�� ��������� �� ���� ����������� ��������� ��������������� ���� ������ ���������� �����������

�� ����� �� ����� ��� �������� �� �� ��������� ����� � �� ����� ��� ��� ����� �� �������� ����

�� ������ ��� ���������� ����� �� ����� �������� ����� ��� ������������������ ������� �������

�� ��������� ����� ��������

����������������� ��������� ������� �� ���������� ����� ������� ��� ��������� ��� �������

������ �������� �� ���������������� ������������ ��������������� ������� ��������� ��� Ωm

������� ������� 8 �� ��������� �� �������� �� ����������� ����� �� ������� �������� ���� ������

������ �� �� ������������ ������ �� ������������ ��� ������������

�������������� �� �� �������������� �� ������ �������� ��� ����������� ����� ������� ��

����� ������� �� ������� �� ���� ������ � ������ ��� ��������� ������ ��� �������������� ������



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

m ��� ������ �� ������� �� ������ ��� ������� ��� ���������� ��� Ωm ��� ������� ��������

���� �� �������� ��� ���� ������ ���������� ��� ��� ����� ��� ������� �� ��� ����� �� ��������

���� ������ � ������������� �� ������� �� ����� x� ������� �� ���������� ����� �������� �������

����� ��� �� ������� �� ��������� � ��������� ��������� �� ��������� �� x ��� ����� �������� ��

������� ��� ������ y ��� ���� �������� ����� ����� �������� � ��� ���� ������ ���������� ��������� ��

��������� ��� ������� ��� ���������� ���������� ���� ��� ������ ������� ��� ������������� ��

������ ��� ���� �������� ���� ����� ���� ���������� �� ��� ������ ��� ���� �������� ��� �������

��� ���������� ��������� ���� ��� ������ ��� ��������� � �� ������������ ��������

��� ����������� ���������� ������� �� ���������� ��� �������� ����� ��� ������������ �� ��

������������ �� �� ���������� �� ��������� ��� ������� �������������� ���� ��������� ���� ��

������ ���������������� ��� ����������� ����������������� �� ������������������ ����

������� �������������� ��� ������� ��������� �� ��������� ��� ������� �� ����� �� ������

�� ��������� ��� ������������ ��� ��������� � ������ �� ������ �� ���������� �������������

����� ��� �������������� ����� ���� ��������� �� �������

�� ������� ������� ����������� �������� ��� ������������� ������� � �� ������� ��� ��������

�� ���������� �� ��� ������� ��� �������� ���� �� ������� ��������� ������������ ���� ������

�� ���� ��� ��������� ��� m ���� ���������� �� ����� ������������ ���� ������� ��������������

�� ���� �������� ��� m ���� ���������� � �� ����������� ��� �� ���������� ����� ��������

��� ������� �� ����� ���������� �����

�� ���������� ���� ��� � ��� ����� ��� �� ���� ��������� ��������������� ���� �� �������

������ �� �� ����������� �� ��������� ��������� �� ��� ���������� ��� �� ����������� �� ������ �

������� ���� ���������� �� ������ �� ��� ������ ���������� �� ������ ����� ������ ������ ����

����� �� ������������� �� �� ������ ���������� �� ������ ������������ ������ ��� �� �����

�������������� ��� ���� ��������� ��� ������������� �� �� ���������� ���� ����������� ��� ��

������ �� ������ ������� �� �������� �� �� ������ �� ������ ���� ������ �� ��� �����������

��� ������������ �������� ���� ����� ������� ���� ������ ���������� ��� ���������� ���������

���� �� ������ ��� ��� ������������� ���������� ��� ���� ������ ������� ��� ��� ���������

���� �� ����� �� 16 ������� 511 ������� 256 ������ �� ��� ������� ���������������� ��������

������������� �� 40�� ������� ��� ��������� ����� ��� ����� ���� ����� ��� ��� ���������� ���

�������� ��� ����� �� �� ��������� A �� ��� �� ���� �� ���� ������������������ �� ���������

�� ��������� ��������� ���� �� ���� �� ����������� ���� 350 �� ��� ��������� ����

163 ������ �� �� ������ �� ������ ������ �� 76 � 88 ���� ������� �� ���� �������������� ���������

������� ��������� ���������������� ��� �������� �� ����� ��� �� 50 ������� �� �� 2 ������ �����

��������� ��� �������� ��� ������������ �������������� ��������� �� 4.5 �� ������� ���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������� ���� ������ ��� ���� ���������� �� ��� �� ������� �� ������ �� ������ ��� �������

����� 76 �� 80�

����� ������� ������ ��� ������������ ��������������� ��� ������� ������ ��� ������ ����

��������� �� ��������� ��� �� ����� ��� ��������� � �� ��

����� ��������� ��� ��� ������������ ��� ����

����������������� ��������� ��������� ��� ��� ���� �m = 1� ���� � �������� ��� ��� (Bi)i

���� ���� � ���� ������������� ��� ����������� ������� ������� 8 ���������� ��� ����� ���

�������������� ��� ������ � ������� 1 ������ ����� ����� ��������� ������ �� 0� ���������������

���� ������������ �� �������� � 95% ��� ��� [−0.01414, 0.01414]� ����������������� ��������� ���

��� ������ �� 4 ����� �� ������������ �� �������� ��� [−0.005, 0.005]� ����� ��� ����� �������

����� ������ ����� ���� ��������� �� �������� ��� ���������� ���������� ��� �������� ��� ���

�������� �� ����� m = 4 ��� ������ ���� �� ������

������ ��� � ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��
������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (Bi)i



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ��� � ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��
������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j

��������� ��� ���������� �������� �� ����� ���������� ������ ���� ��� �������� �� ����� ���

������ ��������� �� ����� �� �� ������ ����� 10−3% �� ���������� �� ��� ����� 51 ������������

�� 6 400 000 ����� ���� ������ �� ���� ��� ������������ �� ���������� ���� ��� �������������

��� ������ �� ������ ����� �� �������� ���� �� ���� ������������ ��� �� ����� �� �� ���������

���� ��� ���������� ������� ���� ������� ��� ��� ������ �� ����� �� ������� ������

�� ���� ������� �� ���� ���������� ����� ��� ����� ���������� �������� ������ ��

�������� ��� ������������� ��������� ����������� ��� ���������� ����� �� ����� ������� ��

�� ������������� �� ����� ��� ��� ��� ��������� ������ ��� ���� �� �������� ���� �� ����� ������

��� ���� ��� ���������� �������� �� ��� �� ����� ����� ��� ������ ��������� ���������� �� ����

��������� � �� ����� (Bi)i ������ ������������� �����������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

�� ����� ������� ��� �������� �� ������ ������������������ �������� ���� �� ��������� ��

����� ���������� ��� ��� 10 �������� ������������� �� ����� ������� ��� ��� 20% �� ����� ��

�������� ��������� �� ������������������ ��� ������ �� ������ �� ����� �� ������� ���������

���� �� ��������� �� ����� ����������� ������ ���� �� ������ �� ������������ ������� �10−3%

�� ��������� ��� ������ �� �������� ��� ��������� �������� ����� −2% �� −0.5% ��� �������

����� ��� ��������� �� ����� ������� ������� ��� �� ����� �� �� ��������� �� ���� ���� ���������

����� ������������ �� ������� �� ������� �� 0.5%�

������ ��� � ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ������
������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ��� � ��������� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� ��� ������ �� 4 ���� ���� �������������
��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j

��� ���������� ������������� ������� ���� ��� �� ���� �������� ����� �� ������ ����������

��������� �� (M4,j)j �� ���������� ����������� �� ������ (Bi)i ����� ����� �� ��������� ���

�� ����������� �� ����� ����� ���� ��� ���������� ������������� ���� ������������ �� ������

�� ���� ������������� ������ ���� ��� ��������� ���� ��� ������ ������ ����� �� ���� ������

�� �� ���� ���������� � ����� �� ���������� ��� �� ���������� �������������� �� �������� ���

�� ������ �� ������������� � ����������� ��������� ������ �� ���� �� ���� ���� ���� ��������

��� ������� ��� ���������� �������������� ������� ����� ��� ������� ��������� ��� ����������

������������� ������������� � �� ����������� ����� ����� (Bi)i ��� �� ������������ ������

��� �� ����� ��� ������������ ���� ������

���� �� ��� �� ����� ������� ���������� ������ ��� ������ �� ���� �� ��������� ��� �������������

�� ������������� ������ ������������� �� �� ������ ����� �� ������ �� ����� ���� �� ����� ��

���� ������� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� ������ ��� ����� ���������� ����� �� ���

�������������� ��� ������������� ���� ������� ���������� ������������ ��������� �� ���������

�� ����� ����������� �� ��� ���� ���������� �� ������� ��� 20% �� ����� �� �� �������� ��� 80%

���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ��� � ��������� ��� ���������� ������������� e0 ��� ����� �� e4 ��� ���� ����
������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j

��� ��� 80%� ��� ������������� ���������� ���� ����������� ����� (Bi)i ��� �� (M4,j)j ���

������ ����� ���� ���������� ��� ���������� �� ���� ������������ ����������� ���� �����������

�� ��� ������ ����������� ��� (Bi)i ��� ��� ����� ���� �� ������ ��������� ����� �� ������������

��������� ���� ����������� (M4,j)j ��� �� ����� ���� ����������� ����� ������ ������ ��� �����

����� ���� ������������� ���� ����� ������ ���� �� ��������� �� ���� ����������� ����� �������

�� ������� �� ����� ��� ������ ��� �� ������ ������������ �� �� ��������� �� �������� �� �� ����



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ��� � ��������� ��� ���������� ������������� e1 ��� ����� �� e3 ��� ���� ����
������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j

��������� ��������� ��������� ��� �� ���������� ������������� ��� ������� � ����� ��������� ��

��� �������� �� ����������� �������������� ��� ��������� (Bi)i� ��� ������ ������ ����� ������

������������ ������ ����� �� ����� χ2 ��� ��� ������ �� ��� ����� �� �������� �� ������������

��� ��� ����������� �� ����������� ��� ��������� ���������������

�



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ��� � ��������� �� ��������� ������������� e2 ��� ����� �� �������������
a2,3, a2,12, a2,5 �� a2,10 ��� ���� ���� ������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� �����
����� �� ��������� (M4,j)j

�� �������������� �� ������� ��������� ��� ���� ���������������� ������� ��������� ��� �������

����� ������������ �� ����� ��� �������� ��� ��������� �� ��������� �� x =� ..1.�� ����� ����

�� ������������������ ��� �1� ��� �������� � �� ����� �� 4 ���� �� ���� ������� ��� �1111� ����

2.0063%� �� �� ����� ��� ��� ��� ������� ����� 0.4654% �� 0.5072%� �� ��� ���������� ���

������� �� ��������� �� ���� ����������� ��� ������ ��� ���� �������� �� ��������� �� x =� ..1.�

���������� ���� ��������������� ��� �1�� ���������� ��������� � �� ������������ �� 7.76×10−4



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ��� � ���� �� ��������� ���� ������������ �������� � ������������� �� ������������� ���
���� ������ ������� ��� ���� m = 4 �� 20 000 ���� ��� ������������ ��� ������ �� �� 80% ��
�� ���� m = 4 �� 10 000 ���� ��� ������������ ��� ����

���� ������ ��������� ��������� ��� ������ ��� ������ y ��� ������� � ��� ������ ������ �����

��� ���������� ��������� �� ��������� ���� �������� �� �� ������������ �� ������ �� �����

��� ���������� ���������������� ���� ���������� ������� ����� �� ��������� �� ������������

������� ��� Ω4� ��� ������ y �� ��������� �� x ������� �� ������������ ��� �1� �� ������� ���

���������� ����� ���� ���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ��� � �������������� �� ������ ������ �� x =� ..1.� ���� �������������� �� �����
��� ���� ������ ������� ���

�� ����������� ����� ������������ ���� ���� ���������� ����� �� ����� �����������������

��� ��� ����� ������� (Bi)i ��� �� ������������ εδ ������� ��� �� ����� ���� ������������� ���

����������� �� ���������� ��� ������� ������������� ��� �������� �� ���������� �� ��� �������

��� ���� ������� �� ������ ���� �� �� ������ ��������� �� ������ �� ������������ ��� ���� ��������

��� 4 ���� ������� �� �������� ����� �� �� ����� ��������� � 0.54 = 0.0625%� ���� �� ����������

��� ���������� ������ ����� ���� ����������� ��� ������ ��� ���� ������ ���� ���� ���������



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

����� ��������� ��� ��� ������������ ��� ����

��� ������������� � 76� 78 �� 80 ������� ���� ������� ���������� �� ����������� ����������

�� ���� ����������������� ������� ��� ����� �� �� ����� ���� � ��� ������������ ������ ��

���� ���� �������������� ���� ������������ �� �������� � 0.95� [−0.01, 0.01] ���� m = 1 ��� ��

[−0.00707, 0.00707] ���� m = 4 ����� �� ������� ��� ����� ����� (Bi)i� ������ ���� ��������

��� ���� ���� � ���� �������������

������ ���� � ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��
������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (Bi)i ��� ����� ��
����� ����� (M4,j)j ��� ����

�� ����� (M4,j)j ������������ ��� ��������� �� ��������� �� ������������ ��������� ��� ���

������ �� m = 4 ����� ��� �� ������� �� ������ ������������� ������ �� ���������� ������� �����

��� ����� ��� �������� ���� ������� ���� ��������� ��� ��������� �� ����������������� ����������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

��������� �� ����� ���������� �� ��� ����� �������������� �� ��� ���������� �� ����� ��

������ ������������ 0.02% �� ���������� �5 000 ���� ��� ����� �� �������� �������� ��� ���������

�� ����� ����� ������������� �� ��������� �� ����� �� ������ �� �������

������ ���� � ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 76
������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ���� � ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 80
������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j

�� ����� ��� ������ ���� �� ���� �������� ��� ������������ �� ����� ��� ��������� �������

��������� ���������������� ��� ����������� �� �� ��� ����������� ��� ����������� �� ������������

� 78 ������ ������ ����� ������ ���� ���� ������ ��� ������� �� ��������� �� ���������� ��

�������� �� ������������ �� ���� ������ �� ��������� �� �� ��������� � ��� ���������� ����������

��������� ��� ���������� ��� ������ ���������� �� ����� �� ��������� �� ����������� ���� ���

����� ������������� ������������� �� ������ �� ������ �������� �� ���� ������� ������� ��



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

����� ��� 25 ���� ��������� �� ���� �������� ��� ��������� ���� ��� ��� ���� ����������� �� ��

������������ ���� �� ����� �� ������ ��� �� ������� ���� �� ��������� �� ����������� �� ���

����� � ������� ����������� ��� ��� ������ �� 4 ���� ���� ������������� ����������� ���������

����������� ���� �������� ��� ������������� �� �� �������� � 78 ������ �� ���� ����������� �����

��� �� ����� (M4,j)j ��� ��� �� ������������ ��� ����� � �����������

������ ���� � ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 78
������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ���� � ��������� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� ��� ������ �� 4 ���� ���� �������������
��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j

��������� �� ���� ���������� �� �� ������������� ���� ��� ����� ���������� ����� �����

���������� ���������� �� 2.10−2% ��� ������ �� ����� �� �������� �������� ��� �������� ������

���� ����� ���� �� ��� �� �������������� ��� ����� �� ����� ��� ��� ��� ��������� ������ ���

���� �� �������� ���� �� ����� ������ ������ �� ������ �������� ����� −1% �� 0.5%� � �� ����� (Bi)i

������ ������������� ����������� �� ������������ ���������� ��� �������� � �� ��������������

�� ���� ���� �� ����� ������������

������� ��� ������ ����� ���� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ������������ ��

�������������� �� ��������� (Bi)i ��� ���������� ��� �� ����������� ���� ������ �� �� ������

������������� ��� �0� � ��� ���������� ���� ������������ �er = −e4−r�� ������� �� ���������

���������� ��� ��� ����� �������� ���������� ���������� ��� ����� �� ��� ���� ���� ��� �����

������ (ar,k)r,k ��� ������ ����������� ��� �� ����� ����� �� ����� ��� ar,k ���������� �� ����

������������� �� �������� ��� �� ������ ������������ �������������� ����� ���� �� ���

�� �������������� ��� �����

���������� ��������� ������������ �� �������� ��� �������� �� ����������� ���������� ���

2 048 ���� ���� ��������� ����������� �� ������������� ���������� ������������� ��� ����� ��

���������� ��������������� �� ������ �� ���� �� �������� ��� ������������ � ����������� �����

��� (Bi)i ��� ��� ����� ��� �� ������������ ������� δ = −0.1%� ��� ����� �� χ2 �������

�� �������� ��� ������������ ��������������� ��� �� ����������� ��� ������������� ����� ��

������ ��� ������ ���� �� ����� ��� ���������� ������������ �� ����� �� ��� �� χ2 ��������� ��

��� ��� ������ �� ������ ��� ������������� ���������� ���� ����� ���������� ������ � ���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ��������� ��� ���������� ������������� e0 ��� ����� �� e4 ��� ���� ����
������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j

�� �� ������ ������ ��� ������ ����� ����� (Bi)i ��� ��������� ��� ������ ����� ����� (M4,j)j

��� ��������� ��� ������� ��� ������������� ����� �������� �� ��������� ��� ������������� ��

��������������

�� ���� ��� ��� ����� �� ������� ������ ���� �� ����� �� ������ ��� �� ����������� ���

���������� ����� ��� ����� ������������ ���������� �� ����� ������������ � �� ������ ���������

��� ��������� ���� ��� ������� ������������� �� ������������ �������������� ���������� ���� ��

��������� ����������� �� ��������� �� ���� ��� ��� ������ ���� ��� ������������ �� ���� ������

������ ���� �� ���� ������ ��� ���������� ����� ��� ������������� ����������� ��� ��������



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

������ ���� � ��������� ��� ���������� ������������� e1 ��� ����� �� e3 ��� ���� ����
������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j

���������� � �� ��� ��������� ���� ����������� �� �� ������ ������� �� ��� ����� ����������

��� ���� ��� ������������� ��������� � ����������� ������ ������� ��� ������������� ����������

���� ��������� ����� ������ ��� ��������� �� ����������� �������������� �� �� ����� (Bi)i ���

���������� �� ����� ���� ���������� ���� �� ��� ��������� ������� �� �������� �� �� ���������

���� �������� ���������� �� ������������ ��������� ���� ��������� �� ������ ������ ��������

��� ���������� ��� ����� �� ������ �� ��������� �� ���� ���������� �� ��� ������ ��� ���



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ��������� �� ��������� ������������� e2 ��� ����� �� �������������
a2,3, a2,12, a2,5 �� a2,10 ��� ���� ���� ������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� �����
�� ��������� (M4,j)j

������������ �� 2 048 ���� ����������� �� ���� ��� �������������� ���� �� ������������ �� ����

������� ��� ������� � ������������ ������ ��� Ω4�

�� ����������� ��� ������������ ���� ������� �� 512 ���� ��� ����������� � ��� ��������� �����

���� �� ��� ���� ������� ��� ��������� ������ �� ������ ����� ��� �� 8 �� ��� ��� ���������� ��

�� 1 024 ���� ������ ������ �� ��������� �� �������� �� ����� �� ������������ ��������� ����



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

��������� �� ������ ������ ����� ���� �������� ���� ����� �� ���������� �� ��� ��� �� �����

�� ��� ������������� ��� ������������� ��� ������������ �� 1 024 ���� ������ � ����������� ��

������ ��� ��������� �� ������ ��� �� ������� �� ��������� ��� ������������ �� 512 ���� ��

���� ���� ������������� ��� ������� � �� ������������ ������� ������� ������ ���� �� ������� �

��� �� ������������ �� ����� ����������� �� �� ����������� ����� ��� ���� ������������� ����������

�������� ��� ��� ���������� ������������� �� ���� ���� ������������� ��� �� �� ����������

������ ����� ��� ���� ���� ���� ����� �������

������ ���� � ���� �� χ2 ��� ��� ����� �� ������� �� ������� �� ��� ��� ������ �� ������� ��
Ω4 ���� ��� ������������ �� 2 048 ���� ����� �� ������������� ��� ���� ���� 78 ������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� ��� ������������ �� 512 ���� �� ������� ��
1 024 ���� �� �������� ����� �� ������������� ��� ���� ���� 78 ������

����� ���� �� �������������� �� ������� ��� ������� ��������� �� ����� ����� ��� ��� ����

��� ������ �� Ω4 ������ ��� ������������� ��� ���������� ��� ��� ���� ���� �� ����� ����� �

δ0 = −0.11969%� δ1 = −0.11904%� δ2 = −0.06217% �� δ3 = −0.09077%� ���� ����� �������

�� ����� ���� �������� ��������� �� ��������� �� x =� 00..�� ��������� ������� ���� �������

�� ������������� ��� ����� � ������� �� ��������� �� x ��� ������� � ����� ������� ���� ���

������ ������� ��� ������ ��� ���� ��������������� ���� ���������� ����� �������� �� �0�� �����

��� ���� ��� ���� ���������������� ����������� �������������� ��� �1�� �� ������������ �� �����

y+1 =� 0000� ������ ��� ��������� ���������������� ���� ���������� ��� ��� ������ ������ y+i �



���� ������� �� ����� ���������� ����� ���

�� ���� ���� �� ����� y−1 =� 1111� ����� ��� ������ y−i � �� ��������� ��� ���� ��� ����������

����� �� ����� ������� �� �� ������������ ������� � �� ������������ ��� ���������� �� ���������

�� x ���� ��������� ��������� ������� �� 0.2% �� ���������� �� ������ ���� ���� �����������

�� �0� �� �� �1�� ��� ��������� ��� ���������� ����� �������� �� ������������ �� ������ �� �����

��� ���������� ����������� � �� ����������

������ ���� � �������������� �� ������ ������ �� x =� 00..� ���� �������������� �� �����
��� ���� ���� 78 ������

�� ����������� �������������� ��� ���� ���� 163 ������� 78 ������ �� ��� ������� ��������

��������� ������� ���� ���� ��������� ��� ��� ����� (Bi)i ��� �� ������������ εδ ������� ���

�� ����� ����� ��������� �� ������������� ���� ������� ������� ����� ��� ����� ������������

������������� ��� ����������� �� ���������� ��� ������� ������������� ��� �������� �� ����������

�� ��� ������� ���� ���� ��������� �� ������ ���� �� �� ������ ��������� �� ������ �� �������

������ ��� ���� �������� ��� 4 ���� ������� �� �������� ����� �� �� ����� ������� ���� ��

���������� ��� ���������� ������ ��� �������� ��� ��� ���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

��� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� �������

�� �������� �� �� ������ ������ ��� �������� ��������� ����� ��� ���������������� ��

����������� � ������� �� ������ ��������� ��� �� �� ���� ����� ���������� �� ��������� �����

��� ������������� ���� ������� � �� ������ ����� �� ��������� ��� ��� ��� ��������� ���� �� �����

�� ��� ������� ����� �� ���������� � ��� ������ �� ������������� ������� ���� � ��� �����������

�� 36◦C� �� ������ ��� ������������ 0◦C� 80◦C� 90◦C �� 100◦C� �� �� ������� ���� ���� �

������ ������� �� ���������� ������ ��� ��������� �������� ���� ������ ��������� �������� ��

������� �� ������ ��� ���� �������� ���� ������ ���� �� ���� ����� � ������� � �� ����������

����� ����� ����������� ����� �0� �� �1�� �� � ��� ���������� ����������� ���� ��� ������ ��������

���� ����������� ��� �� ����������� ���������

���������� �� ����� ������� ����� ���� ��� ��������� �� ������� ������ �� �� ����������

��������� ��� ������ ���� �� ������������� �������� ���� ��������� ��������� ��������������

��� ��� ��������� �� �� ������ � ������ ������ �� ��� �������� �� �� ������������ �� ��������

�� ������� ���������� ���� ���� ��� �� 100 �� ��� ������������ ��������� ��� ��������� ����

�� ������� ����� ��� ��� ������������ �� ������ ������� �� ��� ������� �� ����� �� �����������

���� ���������� �������� �� �� ����������� ���� �� ������ ������

����� ��������� � ������ ������

��������� �� ����������������� ��������� ���� [−0.00141, 0.00141] ���� ���������� �� ��������

������ �� �� ���������� ����� ��� ���� (Bi)i ������� ������� 4 ������� ����� ���� �� ������ ���

������������������ ������� ��������� ����� ���������� � ����� �� ������� 5�

������ ���� � ����������������� ������� � ������� 1 �� ������������� ������� � 36◦C ����
���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141]



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

������ ���� � ����������������� ������� � ������� 2 �� ������� �� 3 �� ������� �� �������������
������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141] �� m = 1 ���

�� ����� ��������� ��� 4 ���� ���� [−0.00158, 0.00158] ���� ���������� �� �������� ������

��� M4,j �� M4,j+1 ���� ��������� ������ ��� M4,j �� M4,j+� �� ���� ��� �������� ���� � � 2

������ ������ ��� ������������������� ������� ��������� � 2 ����� ���������� � ����� �� �������

2� �� ��������� �� ���������� ���� ��� ��������� ������� ����� ��� �� ������������ �� �� ������

����� ����� (M4,j)j � ��������� ��� ������ �� ���������� �� ���� ����� �������������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ����������������� ������� � ������� 4 �� ������� �� 5 �� ������� �� �������������
������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141] �� m = 1 ���



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

������ ���� � ����������������� ������� � ������� 1 �� ������� �� 2 �� ������� �� �������������
������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00158, 0.00158] �� m = 4 ����



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� �� δ0� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� �������������
������� � 36◦C

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� �� ��������� ������������� e2 ���� �������������
������� � 36◦C

��������� �� ���� ����������� �� ������ ���������� �� ������ �� Ω4 �� ����� �� �� ������

��������� � 0.001% �� ���������� ������� �� ������� �� ��������� ��� ���������� �� �����

�������� �������������� ������ �� ��������� ������� ���� �� �������� ���� �� ����� � �� ����� ����

�������� �� ��� �� ��� �� ����� ����� ��� ������ ������� ������� �� �������� ����������



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� e0 �� ������� ��
e4 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C

��� ��������� ������������� ������� ����� ���� �� ����� ���� �� �������� �������������

����� −15% �� 5%� �� ����������� � er = e4−r� ��� ����� ��� ���� ��������� ���� r = 0 ��

r = 4� ������ ��� ������ �0000� �� �1111�� ������ ��� ��� ����� �������� ���� r = 1 �� r = 3�



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� e1 �� ������� ��
e3 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C

��� ��������� �������������� ������ ����� ������� ��� ������ �������������� ��� ��� ������

���� ����������� ������� ���� �� ������ �� ��������� ��� non(k) �� ����� ���������� �� �������

�������� ��� � ��� �� k� �� ��� rev(k) �� ������ ������� �� k ���� ������� � rev(�0010�) =� 0100���

�� �������� ���� ���� ���� r ∈ Ω�
4 �� k ∈ Ω4

r � ar,k = a4−r,non(k)� ar,k = ar,rev(k) ��� �� rev(k) �= k�

ar,k = −ar,k� � �� k� ������� �� ����� ������ ��� ����������� ��� ���� ���� �������� �� k� ��

����� ����� ����� ��� ������ ����������� ��� ���������� �� ����� �� ������ �� ������������

�� ���� ���� ���������� ����� ������������� ��� ����� ������������ ������� ���� ���� ���������

��� ��������� ������� �� ����� ���������� ���� ���� �����������



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ����� r = 1
�� ������� �� r = 3 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ����� r = 2
���� ������������� ������� � 36◦C



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

������ ���� � ���� ����������������� ��� Ω4 ���� τ = 1 ����� �� ��� ������������ �� 20 000
���� ���� ������������� ������� � 36◦C

������ ���� � ���� �� ������ ����� �� ���� ��� Ω4 ���� τ = 1 ����� �� ��� ������������ ��
20 000 ���� ���� ������������� ������� � 36◦C

����� ��� ����� ������������� ����� �� ����������������� ���� τ = 1 ����� �������� ��������

��������� �� �������� �� ������ �� ���������� ������ ������ �� ����� �� ������ ����� �� ���� ��

������ ������������������ ����� �� ��� �������� � ������������� �� �� �������� ������ ������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � �������������� �� ������ �� ��������� �� x =� .1.1� ���� ������������� �������
� 36◦C

����� �� �������������� �� ������ ������ ����� �� ��������� �� x =� .1.1� �������� ��

����������� ��� ������������������ ���������� �� y+1 =� 0101� � �� ����� ����� �� 15.73% ��

��������� � 4.78% ��� ���� �� ������������ ����� �� ������� �� ����� �� ���� ����� �� ��������

���� ��� ���������� ���� ��������� �� ������ ������ �� �� ������ ��������� ������� �� ��������

�� ���������� ����� ��� ������ �� 4 �����

����� ��������� ���� ������������ ��� �� �����������

����� ���������� �� ����� ���� ��� ������������� � 100◦C� �� ����������� �� ������ ��� ����

��� ������� �� ���������� ���� �� ����� (Bi)i� ��������� �� ���� ���������� ��� ������ �����

(M4,j)j ������� ����� ��� ��� ������������������� �� ���� ���������� �� �� �����������



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���

��� �� ������ ���������������� �� ����������� ��� ���������� � �� ������� �� ����������� ����

�������� ���� ������ ��� �� ����������� ��� �������

������ ���� � ��������������� ��������� ������� ������� 8 ��� Ω �� ������������� ������� �
100◦C



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

��� ������ ���� �� ���� ���������� ���� ������� �� ��������� ��� ����� � 100◦C�

������ ���� � ���������� ������������� ��� Ω4 �� ������������� ������� � 100◦C



���� ������� ���� ����� �������� ��� ���������� ������� ���
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��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ������ �� �� ����������� �� ������ ��� �� ��������� ��� ���������� ���� �������

���� ���������� ������ ��� ���� �� ������������ �� ������ ��� �� ���������� ������� ��� ������

(M8,j)j �������������� ��� �������������� ���� �� ������������ ε8e,a,j ������ ���� ���� j ∈ N �

• ���� ���� r ∈ Ω�
8� er = e8−r�

• ���� ���� r ∈ Ω�
8� ���� k ∈ Ω8

r �

ar,k = a8−r,non(k),

ar,k = ar,rev(k),

• ���� ���� r ∈ Ω�
8� ���� k ∈ Ω8

r ��� ��� rev(k) �= k� �� ������ k� ∈ Ω8
r ��� ��� ar,k = −ar,k� �

������ ���� �� �� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������� ������� � �� ������� ��� ��������

�� ������������ ��� ��� ������� �� ��� ���� �������� �� ���� ���� ������ � ����� �������

�� ��������� ���� ��� ��� ������� ��� ���������� �� �� ������������ ������ ��������� �� �����

�� ��������� �� ���������� �� �� �������� �� �� ������������ �� ��������� ��� ����������� ����

������ ����������� �� ������������ ������ � ���� �� ��������� ����������� �� ��� ���� ���������

��� �������� ��� ������������

��� ����������� � �� ��������������� �� �����������

����� ������� �������� ��� ���� ����� �� ����������� �� ����� ���� ��� ������������ �� �����

���� �� ����� �� ������������� � �� ������������ ���������� ���������� �� ���������� �����

���������� �� ������������� �� �������� ��� ����������� �� ���������� ���������������� �����

��� ��� ���������� �� ��������� �� ���������� �� �� ������ ����������� ������ ������ �� ��

������������ ���������� ������� ��� ������������ ����������� ��� �� �������� ������������ �

�� ������������ ��������� ��� ���� �� ����� �� ��������� ���� ������ �� �������� ���������

������������� ���������� �� ������� ��������� ��� ���������� �� ��������������

�� ������� ������� ������� �� ��������� �� ����� �������� ��� ����� �� �������� ��

���� �� ��������� �� �� χ2 ��� ��� ������ �� m ���� ���� �������� ��� �� ������ �� ������ �� ��

�������������� �� ���������� �� ������ �������� ������������� �� ���������� ��� �� ���� ���

������ ������ ������������� �� ��������� �� ����������� �� ���� �� ��������� ���� ��� �����������

�� χ2� �� ������ �� ������� �� ���� �� �������� �� �� ������ ��� ����� ����� ���� ��� ��������

������� ��������������

����� ����������� ��� ������������� �� ����� ��� ����

�� � ��� �������� �� ���������� ����� �������� ���� �� ��������� �� �� ������������ �� �����

���������� ���������� ��� �� ����� �� ��������� ���� �� ��������� �� ����� ��� ���� �����

��� �� ����� ������� �� ������ �� ������ ����� ��� ��������



���� ����������� � �� ��������������� �� ����������� ���

������ ���� � ������������� ���������� �� �� ����������� �� ���� �� ��������� ��� ��� ������
������� �� 512 ���� ��� ����� �� 128 ���� ��� ���� ���� ��� ������������� �� ����� ���� 76
�� 80 ������� �� ��� ������� ������� �� �������

�� ����������� �� ���� �� ���������� ��������� ��� �� ����� ���� ������� �� ��������� � �

������ �� ������ ���� ��� ������������� �������� ������ � ������ ������ ��� ������ �������� ������

� ������� ������� �� ���������� ����� ������� ���� ������� ��� �� ������� � �� ����� ��������� ��

������� ��� ���� ������������� ��������� � �������� ��������� �� ������ �� ������ ��������

�� ���� ��������� ��� ������������� � ��� ������������� ���������� ���� ����������� �� �����

����� ������ �� ����������� �� ����� ����������� ��������� �� ������� �� ����� ��� �� ������ ���

������������� ����� ����������� ��� �������� ���� ������� ��� ������������� ��� ������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ������������� ���������� �� �� ����������� �� χ2 ��� Ω4 ��� ��� ������������
�� 512 ���� ��� ����� �� 256 ���� ��� ���� ���� ��� ������������� �� ����� ���� 76 �� 80
������� �� ��� ������� ������� �� �������

� ��������� ���� �� ����������� �� χ2� �� ���������� ���������������� ��� �������� ����

���������� ��� ������������� ��� ������ ������ ��� ������������� �� ����������� ����� ��� ���

������������ �� 256 ���� ��� ��� ���� �� 512 ���� ������ ����� � ��� ������������ �� 512 ���� ��

���� ������������� �� ���� ����� ������� �� ������� �� ���� �� ����� �� ���������� ������ ���

���� �� 256 ���� ����������� ������������� �� ���������� �� �� ������ �� ������ �� ���������

��� �������� �� ������������ ������� �� ���������� ����� ������� �� �������������� ������� ���



���� ����������� � �� ��������������� �� ����������� ���

��� ������������ �� 256 ���� �� ���� ��� ��������������� ��� ���� ������������ �� ���� ���������

���� ��������������� ���� ���������� �� ������ �� ������ ������ �� ����� ��� �������� �� ��

�������������� �� ����������

����������

���� �� ��� �� ����� �������� ��� ���� ���� �� ������ �� ������ ��� ��������

�� ���� �� ������ �� ������ ������ �� ���� �� ��������� ��� 512 ���� ����������� ��� �������

������� �������� �� ������ �������� � ����������� ��� ���� ������ ���� �� ��������� �������

�� ����������

�� ���� �� ������ �� ������ ������ �� ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 �� ��� ��� ������������

�� 256 ���� ����������� ����� �� ��������� ����� � ����������� �� � �� �������������� ���

������������� �����������

�� �� ��������� ��� �������� �� ���� �� χ2 ��� 256 ���� ����������� �� ������ �� �������

�� �� ��������� ��� �������� �� ���� �� ��������� ��� 512 ���� ����������� �� ������ �� �������

����� ����������� ��� ������������� �� ���� ���

�� ���������� ������ ��� �� �������� �� ���������� ��� � ��� ��������� ����� ���� �����

�� �������� ������� ���� �� ��������� ���� ��� ����� �� ��������� ��� AES(x, k,m, r) �� ��������

�� ���������� ��� AES �� x� ���� ��� ���� k� r ������ �� �� ���� �������� m ����� ����

���� �� ���������� �

���� ���

�� ����� (M128,j)j ��� �������� ����� �� �������� �� ���������� M128,0 = AES(0, k, OFB, r)

�� M128,j+1 = AES(M128,j , k, OFB, r)�

���� ���

�� ����� (M128,j)j ��� ������� ��� �� �������� M128,j = AES(j+1 (mod 128), k, CTR, r)�

��� ����� ���� �������������� �� ������ �� ����������� ��������� ���� ��������� ������ �����

���� ������ ������������ ��������� �� ��������������� �� ��������� �� ������� ��� �������� ��

������������ �� �������� ��� ��������� �� ������ �� ��������� ����������������� � ��� �����

��� ��� ����� �� 128 �� 256 ����� �� ������� �� ������ �� ������� �� ������ ����������������� ��

�� ���� �� ��������� �� ������ �� �� ���� �� �� �� ������ ������� ��� ������ �� ��������� ��

����� �� ��������� �� ���������������� ����� ������ ����� � 0� �� ��������� �� ������ �� �� ����� ��

������ �� ������ �� �� ���� �� �������� ��� �������� ��� ������������� ���������� ��� �����

�� ����������� �� χ2� ����������������� �� �� ������ �� ����� ��� ������� ����� ����������

��� ���� ������������ ���� �� ���� �� ������ ����� �� ���� � ������� ��� ����������� ����

����������� �� ���� ���� ����� ������ ���� ��� ������������ ��� ��������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ����������� �� ������ ����� �� ���� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� ����
��� 128 �� ���� ��� �� �� ������ �� ������ ���� {2, 3, 9, 10}

������ ���� � ����������� �� ������ ����� �� ���� ��� ��� ������������ �� 8 192 ���� ����
��� 128 �� ���� ��� �� �� ������ �� ������ ���� {2, 3, 9, 10}



���� ����������� � �� ��������������� �� ����������� ���

���� �� ��� ����� ���� �� 128 ����� ��� ������������� ���������� ���� ��������������� �

������ �� 3 ������� ���� ��� ���� �� ���� ��������� ��� ������ ���� �� ���� �������� �� ����

���� ��������� ����������� �� ��� ��� �� ����� �� ���������� ���� �� ��� �� 3 ������ �������

�� ���������� ����� ������� �� ������� �� ������ ��� ������������� �� ���� �� ������ ����� ��

���� ������ ��� ����������� �������������� ���� �� ��� ���� �������� ��� ������ ����� � ���

������������ �� 20 000 ���� �� ���� ��� �������������� ��� 2 ������ ������� �� ������������

��������� �������� �� ����� ������ ����� ����������� ������ ������ ��� ��������� � ������

�� ������ ���� ��� ��������� ��� �� ��� ���� ��������� ������������� ��� 2 ������ ��� ��

������ �� ����� �� ���� ������������ ��������� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� �������

���� �� ������

������ ���� � ����������� �� ������ ����� �� ���� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� ����
��� 128 �� ���� ��� �� �� ������ �� ������ ���� {2, 3, 9, 10}



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������

������ ���� � ����������� �� ������ ����� �� ���� ��� ��� ������������ �� 20 000 ���� ����
��� 256 �� ���� ��� ��� ����� �� ��� ��� ���� �� �� ������ �� ������ ���� {4, 5, 6, 14}

���� �� ��� ����� ���� �� 256 ����� ��� ������� �� ������ �� �� ����������� ����� ��������

�� �������� ���� �� �� �������� ����� �� ���� ������� ����� ��� �� ������ �� ������ ���

��������� �� ��������� � 5� �� ����� ���� ��� ����� ������ ���� ������������� ���������� ����

���������� ��� ���� ��������� ����� ����� ������ �� ������ ��������� �� ���� � 5 �������� ����

�� ���������� ����������� ������� �� ��������� �� ����� ���� ��� ���� ������ ��� �������������

���������� ���������� ���� ��� ���� �� ������ �� ������ ���� ���� �������� ���� �������



���� ����������� � �� ��������������� �� ����������� ���

����� �� ��������� �� �� ������ ��� ������������ ��� ��� ������ �� �������������� ����� ���� ��

��� ����� ���� �� 128 �����

����������

���� �� ����� ����� ����������� �� �������� �� ���������� ��� ����� �����

�� ��� ����� �� ��� ������� �� �������� ��� ��������������

�� � ������ �� ������ ���� �� �������� ����� ������������ ��� ���� ��� ��� ��� 2 �������

�� � ���� �� �������� ���� �� �������� ��� ������������� ���������� ������ �� ����������

�� �� ������ �� ������ ��� ��������� �� ��������� � 2 ���� ��� 128�

�� �� �� �������� ��� ���� �� �������� ������ �� ���������� �� ������ �� ������ ���������

�� ��������� � 5 ���� ��� 256�

�� ����� ����� �� ���������� ��������� ���� �� ������ �� ������ ��������� �� ���� � 2

���� ��� 128� �� � 5 ���� ��� 256� ������������� �� �� �������� ���� ����� �� ������

���� ��������� ��� ������ ����� �� ����� ��� ���� ���������



��� �������� �� �������� ��������� �� ������������



�������� �

����������� �� ������������

����� � ��� ������������ ������������ ����������� �� ����� �� m ���� �� ������� ����� ��

����� �������� �� � ��� �������� ��������� ��� �������������� ��� ����� ������������ �� ������

�� ��������������� ��� ���������� ���� ������ ��� ������ ���� � ������ ������������ ��������

����� ������������ ��� �� ������������ ���������� ������ ���� ������ �� �� ��������� ��� ���

�� ������������ ���������� ����� ��� ��� ���������� �� ��������������� ��� �������� ���������

������� ��� ������� ���� ���� �� ������������ ���� ��������� � ����� ����� ������ ������� ���

����� �� ���� ����� ����������� �� � ����� ��� �������� ��� ��� ����� �� ���������� ��� ��� �����

�������� �� �������������� ��� ����� ������ ���� ����������� �� ����������� �� ��������� �����

������ ��� ������� ��� ���������������� ��� ��� �������� ������ ������������ ��� ����������

���� ���� ���� �������� ��� ��������� ��������� ����� �� �� ������ ��� �������������

���������� ����� �������� �� ��������� ��� ���� � ����������� ��� ����������� �� ��� ������

����� ������������������������ ��� ������� �������� � ��� ����� �� ������������� ���������

���������� ��� ���������� �� ��� ��������� ������������ ����� ����������������� ��������� ����

������� ����� �� ��������� ����������� ��� ���������� �� ��������� �� ������������� �� ���������

�� ����������� ����� ������� ��� ����������� ���� ���������� �� ����������� ������������ �� ����

������������ �� ����� ������� �������� �� ������� ����� ���������� ��� �� ����� �� ���������

������ � ���� ������������� ���� ���������������� �� ���� �������������

���� ����������� �� �������� ������������ �� ��� ���� ����������� �� ���������� �� ����������

������������������� ��������� �� ������������� �� �� ��������� ��� �������� �� ��������������� ����

������ �� �������� � ��� ������������ ����������� ����� ��� �� ���� �������� ���� ��� ����

������������ ��������� �� �������� �� ������ �������� ��� �������� ���������� �� ������� ����

������ ����������� �� ��� ������ ����� ��� ���������� ���� ������� ��� ��� ��������� �� �����

��������� ���������� �� ������� ���� ������ �� �� ���������� ���� ��� ������ �������

�� ����������� ��� ������ ������������ �� ��������� ���� �� �������������� �� ������ ����

��� ������� ������ ��� ���������� �� ������ ��������� �� �������������� ��� ������ �������� �

���



��� �������� �� ����������� �� ������������

������ �� �� ������������ �� �������� ����� ��� ������������ ����� �������� ���������� ��

������ �� ������������ � ���� �� ��������� ����������� ������ � �� ��������� ��� ����������

�� ������������ ���� ����� ���� ��������� ��� ������������� �� �� ������ ��� ���������� ���

����������� ��� ���������� �� ��� ���� ����������

������������

������������� �������� �������������� ���� ���� �������� ������ ��� ������� ��� ��� ����

�������� ����� ��� ���� �� ����� ����� �� �� ����� �������� ��� ����� ������������ �� ��������� ��

����� �� ����� ���������� ����� � �� ��������������� �������� ��������� �� ���� � ��� ���������

������������� �� ������ �� �� ������ ������� ���� �� ��� ������������� ������������ �����

������� ��� ������� �� ��������������� ��������� �� �� �������������� ���� ���� ����������

�� ��������� ��� �������� �� ������ ����������� ���� �� ��������� �� ������� �� ����������

���� ��� ��� ����������� ������ ������������ ��� ������ �� ������ m ����������� ���� ���

������ �� ����� �� ��������� ��� Ωm ����� ����������������� ������������� �� ��������� ����

������������ ��� ��������� ��� ��������� ���� ���� �������� � �� �������� ����� ���� �� �������

����� ������� ���� ��������� �������������� ���� ����� ����� ��������� ��� ��������� ���������� �

��������� �������� ���������� �� ���� �������� �� ����� �� ������������ ����� �������������

� ��� ���������������

����� ��� ������������ ���������� ��� ������ �� ����������� ���������� � ��� ������ ��������

��� ����������� �� � ��� ��������� ���������� �� ���������� ���� ���������� ���� ������������

��������� � �� ������� ��� ����������� ������� �� ��������� ���������� ����������� ��� ���� ���

������ ������������� ��� ������� ��� �� ���������� ����� ����� ���� ��� ��� ����������� �����

��������� ��� ������� �� ������ �������� ������� ������ ��� �������� �� ������� ���� ��� ���

�� ����������



������ �

�������� �� ������������� �������������

���



��� ������ �� �������� �� ������������� �������������

�� ������� ���������� �������� ��� �������� �� ������� ��� ������� ���� �� ��������� ������

������� ��� ��������� � ��� ��������� ���� ������� �� ��������������� ��� ����� �� �� �����������

��� ������ ������������ �� ���������� ������ ���������� � ��� �������� ���� 100 �� �� ��������

����������� ����������

Sref (M4,j)j ��� �� ������������ P 4�

Smarkov(6)�

Smarkov(5)�

Smarkov(4)�

Smarkov(3)

(M4,j)j ��� ��� ������ �� ������ ������������� ����������

��� Ω4� �� ������������ �������� P 4�� �� ������� �� ����������

������� ��� �� ����������� ��� ���� t = x.10−2�

(M4,j)j ��� ��� ����� ��� ��� Ω4 ����� ����� ��� ����

��������� �� �� ����� ε40,a � ��� ���������� (er)r ����

������������� �����

ε40,a0 ��� ���������� (ar,k)r,k ���� ���������� �� ������� ���� ����

r ∈ Ω4 �� ���� k ∈ Ω4
r � |ar,k| < 0.2

ε40,a3 ���� ������ r ∈ Ω�
m� ��� ���������� (ar,k)k ���� ���������

���� ��������� ���
�
m
r

�
− 1 ������� ���������� � �� �����

������ ��� ������ ��� ����� ������ ������� ���� �0001�� �0011�

�� �0111��

ε40,a11 ���� ������ r ∈ Ω�
m� ��� ���������� (ar,k)k ���� �����������

��� �� ���� ����� �� Ωm
r � ���������� �

�
m
r

�
−1 ������ �������

��� ������ ��� ���� ������ ���� �������� �0000�� �0001�� �0011��
�0111� �� �1111��

(M4,j)j ��� ��� ����� ��� ��� Ω4 ����� ����� ��� ����

��������� �� �� ����� ε4e,0 � ��� ���������� (ar,k)r,k ����

������������� �����

ε4e1,0 �� ����� ����� ��� 4 ���� ��� ����

ε4e2,0 �� ����� ����� ��� 4 ���� ��� ����

ε4e3,0 ��� ���������� (er)r ���� ���� ��� (Bi)i ��� �������������

���������� ����� P 1��

ε4e4,0 ��� ���������� (er)r ���� ���� ��� (Bi)i ��� (i) �������������

���������� ����� P 1�� (ii) ��� ��������� ���� ���� � ���� ���

������������ (iii) �� ����� ����� ��� �������������

ε4easym,0 ��� ���������� (er)r ��������� ���� r ∈ Ω�
4� er = −e4−r�

εδ,perio (Bi)i ��� ��� ����� ������������ ���� �� ����� δi ����� ������

����������



������ �

������� ��� ��� �������������

�������������

��� ��������� ������������ ��������� ���� ����� ������ ���� ��������� � ���� ��� ��� ��� ����

��� ��� ��������� �� ������������

�������� ���� ��������� ������� �������

������ (Xi) ��� ����� �� ��������� ���������� ���� ����������� µ = E (Xi) �� �� ��������

σ2 = V ar(Xi) > 0

����� Sn =
n�

i=1
Xi �������� �� ��� ���� N (nµ, nσ2)

������� �� �������� �������� ������ ��������� ��� �� ������������ ��� ��������� Xi� ��

����������� ��� �������� ���� ����� ��� ���� ������������ ��� ���� �� �� ������������ ��������

�������� ���� ���������� �� �������������

������ (Xi) ��� ����� �� ��������� ���������� ��� ������ ���

• µ = E (Xi)

• σ2 = V ar(Xi) > 0

• E
�
X3

i

�
< +∞

• ρ = E
�
|Xi − µ|3

�
> 0

• Sn =
n�

i=1
Xi

• S̃n = Sn−E(Sn)√
V ar(Sn)

�

������ �� ������ ��� ��������� C �������� ��������� �����

√
10 + 3

6
√
2π

� C � 0.4785

���



��� ������ �� ������� ��� ��� ������������� �������������

����� ���� ���� ���� n�

�n = sup
x

|F̃n(x)− Φ(x)| � Cρ

σ3
√
n

�� �

• F̃n ��� �� �������� �� ����������� �� Yn

• Φ ��� �� �������� �� ����������� �� N (0; 1)

��������� ���� �� ������� �� ����������� ��� �� ����� �� O
�

1√
n

�
�� ����� ���������� ��

�������� ��� �������� ���� ��� ������������� (Xi) ���� �� �� ������������ ������� ���� ��������

�� ��� �����������

�������� ���� ��������� �� ������� ���������

������

• (Xn) ��� ����� �� ��������� ���������� ������� ��� �������� �� ��� ���� X�

• g : R → R ��� ����������� �������� ��� C ��� ��� Pr(X ∈ C) = 1�

�����

(g(Xn)) �������� �� ��� ���� g(X)�

�������� ���� �Δ���������

������

• f : R → R ��� ����������� ������������� �� a�

• (Xn) ��� ����� �� ��������� ���������� ������� � ������� ���� Df �

• (rn) ��� ����� �� ����� ��� ���� ���� +∞�
�� (rn(Xn − a)) �������� �� ��� ���� X� �����

rn(f(Xn)− f(a)) �������� �� ��� ���� f �(a)X�

�� �������� ������� �� ������������� �� ������ � ������� 1 �� f � ���� �� ��� �� f �(a) = 0� ��

����������� �������� ���� 0� �� ��������� �� ������������� � ������� 2� �� ������� ��� �������

���� T = N (0,σ2)

r2n(f(Xn)− f(a)) �������� �� ��� ���� σ2

2 f ��(a)χ2(1)

��� ������������� �������������

����� ����������� �� �� ��� ��������� ���� n, p → +∞

���� X ��� �������� ��������� ������� �� ��� B(n, p)� ��� ����������

X =
n�

i=1

Xi

�� (Xi) ����� �� ��������� ��� ������� �� ��� Ber(p)� µ = E (Xi) = p �� σ2 = V ar(Xi) = p(1−p)�

�� ���������� �� �������� ������� ������ ��� (Xi)�



���� ������������� ������������� ���

X �������� �� ��� ���� N (nµ, nσ2)�

�������� ������� ��� ������� ����� � ����������� �� ������������� �� ������� �

µ = p

σ2 = p(1− p)

E
�
X3

i

�
= p < +∞

ρ = E
�
|Xi − p|3

�
= p(1− p)(1− 2p(1− p))

����

�n � C
1− 2p(1− p)�

np(1− p)

��� �������� ���� n = 30 �� p ��� ��� np(1− p) � 10� �30 � 5.10−2�

����� ������������ �� �� ��� �� χ2 ���� k → +∞

���� X ��� �������� ��������� ������� �� ��� �� χ2(k)� �� ��������� Y1 =
X−k√

2k
� ��� ���������

�� �� ��� �� χ2�

X =
k�

i=1

Xi

�� (Xi) ����� �� ��������� ��� ������� �� ��� χ2(1) �µ = E (Xi) = 1 �� σ2 = V ar(Xi) = 2��

�� ���������� �� �������� ������� ������ ��� (Xi)�

X �������� �� ��� ���� N (k, 2k)�

Y1 �������� �� ��� ���� N (0, 1)�

�������� ������� ��� ������� ����� � ����������� �� ������������� �� ������� �

µ = 1

σ2 = 2

E
�
X3

i

�
= 15 < +∞

ρ = E
�
|Xi − 1|3

�
� 8.6915

������� ��������� �� ρ �� ��������� �� �������� ����� �����������

����

�n � 1.4704√
n



��� ������ �� ������� ��� ��� ������������� �������������

��� ������������ �� �� ����������� �� �� ��� χ2

����������� �� ������������ ��������� � X ∼ χ2(k) ����� ��� �������� ���� �� Δ��������

������ ��������� �������� �������������

����� ������������ ������������ �� Y2 =
√
2X −

√
2k − 1

������� �� �������� ������� �������

X − k �������� �� ��� ���� N (0, 2k)�

����� ���� X = 1
kX�

k(X − 1) �������� �� ��� ���� N (0, 2k)�

�� ���������� �� Δ�������� ����

f : x ∈ R+ �→
√
2x

������������� �� 1� df(1) = f �(1) = 1√
2
� �� �������

k
�
f(X)− f(1)

�
�������� �� ��� ���� 1√

2
N (0, 2k)�

����

√
2X �������� �� ��� ���� N (

√
2k, 1)�

���� �� ������� ��������� �� � ���� ������ ����� �� �������

Y2 �������� �� ��� ���� N (
√
2k − 1, 1)�

����� ������������ ������������ �� Y3 =
(X

k )
1/3−1+ 2

9k√
2
9k

��� �� ���� ������������ ��������� ������� ������ �� Δ���������� �� ������� ����

f : x ∈ R+ �→
�
X

k

�1/3

������������� �� 1� df(1) = f �(1) = 1
3k1/3

� �� �������

�
X
k

�1/3
�������� �� ��� ���� N (0, 2

9k )�

�� ���������� �� ������� ��������� �� � ������ �� ��������� ����� �� �������

Y3 �������� �� ��� ���� N (0, 1)�



���� ������������ �� �� ����������� �� �� ��� χ2 ���

����� ������������

��������� ��� ��������� Y2 �� Y3 ��� ��� �� ����������� ��� ���� ������ ��� ����� �� Y1� ��

����� ��������� �� ����������� �� �� ��� �� χ2 ���� ���� ��������� ��� ����������� �� ���������

������� f ����������� ��� ���������� �� �� Δ���������

��� ��������� ������������� ���� ���� �� ���� ��������� ��� ����������� �� ������������

����� ��� �������� ���� �� ��� �� χ2 ��� ���� ������ �� �� ��� ������� �h60 ��� �� �������

��������� ������ ���� ����� �

�������� k = 30 k = 100

Y1 0.034 0.019

Y2 0.0085 0.0047

Y3 0.00039 0.00011

Y3 +
60
n h60 0.000044 0.000035
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������ �

������� ��� ������������� ���������

��� ��� �� ���������

• �������� � Ber(p)

• ��������� � p ∈ [0; 1]� �� ����������� �� ������

• ������� � k = 0, 1

• �������� �� ����� � Pr(X = k) = pk(1− p)k

• �������� �� ����������� � F (x) = Pr(X � x) = (1− p)1[0;1[(x) + 1[1;+∞[(x)

• ��������� � µ = p

• �������� � σ2 = p(1− p)

• ��������� ����������� � γ1 =
1−2p√
p(1−p)

• ��������� ��������������� � γ2 =
1−6p(1−p)
p(1−p)

��� ��� ���������

• �������� � B(n, p)

• ���������� � n � 0 �� ������ �� ���������� �� ������������ �� ��������� �� ���������

p ∈ [0; 1]

• ������� � k = 0..n

• �������� �� ����� � Pr(X = k) =
�
n
p

�
pk(1− p)n−k

• �������� �� ����������� � ��� �� ������� ���������

• ��������� � µ = np

• �������� � σ2 = np(1− p)

• ��������� ����������� � γ1 =
1−2p√
np(1−p)

• ��������� ��������������� � γ2 =
1−6p(1−p)
np(1−p)

���



��� ������ �� ������� ��� ������������� ���������

��� ��� �������

• �������� � N (µ,σ2)

• ���������� � µ ������������ �� σ2 > 0 �� ��������

• ������� � R
• ������� � f(x) = 1

σ
√
2π

exp(−1
2

�
(x−µ)

σ

�2
)

• �������� �� ����������� � F (x) = 1
2 +

1
2erf(

x−µ

σ
√
2
)� �� erf ������� �� �������� �������� ��

�����

• ��������� � µ

• �������� � σ2

• ��������� ����������� � γ1 = 0

• ��������� ��������������� � γ2 = 0

��� ��� �� χ2

• �������� � χ2(k)

• ���������� � k ∈ N∗ �� ������ �� ������ �� �������

�� � X ��� �� ����� ��� ������ �� k ��������� ������������� �� ��� N (0; 1)

• ������� � R+

• ������� � f(x) = 1
2k/2Γ( k

2 )
x

k
2
−1 exp(−x

2 )1[0;+∞[(x)

• �������� �� ����������� � F (x) = 1
Γ( k

2 )
γ(k2 ,

x
2 )� �� γ ������� �� �������� ����� ������

�����

• ��������� � k

• �������� � 2k

• ��������� ����������� � γ1 =
�

8
k

• ��������� ��������������� � γ2 =
12
k



����� ��� ������

��� ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Sref ��� ������ �� Smarkov(6) ���

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Smarkov(5) ��� ������ �� Smarkov(4)

��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� �� ������� �� ����� �� ����� ��� 2 ���� ��� ����� �� 4 ���� ��� ����

��� ������ �������� ������� ��� ���������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� �� ������� �� ����� �� ����� ��� 8 ���� ��� ����� �� 16 ���� ��� ����

��� ������ �������� ������� ��� ���������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� ��� 100 �������� ���������� �� Smarkov(3) � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� �� ����� �� �������� �� ����� �� �������� ���� ��� n������� ��

��������� �������� ��� �� ������������ εδ� µM =
n

2
(1 + δ)� ���� n = 20000 ��

m = 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� �� 16 000 ������������ �� ����� �� ������� ���� ��� ���������� �� ������

������ ��� ����� �� ��� ������ ��� �� ������������ εbias ��� ����� δ = −0.2�

n = 20000 �� m = 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� �� 16 000 ������������ �� ����� �� ������� ���� ��� ���������� ������

������ �� ������� 35 000� ����� �� ����������� ��� ������� n = 20000 �� m = 4 � ��

��� ���� ����� s������� �� �������� �� ����������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� �� ��������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� �������������

���� Sref � ε40,a0 � ε
4
0,a3

�� ε40,a11 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� �� ��������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� �������������

���� Sref �� ε4e2,0 �� ����� ���� Sref �� ε4e1,0 �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� ����������������� ������� �� ���� ������������ � ����������� ��� ���������

����� ���� ε4e3,0 �� ε4e,4,0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� ����������������� ������� �� ���� ������������ � ����������� �� ����� �������

��� ���������� ��� Ω4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� �� χ2 ������� �� ���� ������������ ���� ������������ ��� ������ ��� �����

�� ����� �� ������� ��� ���� ��� Ω4 � ���� ��� �� ������ �� ������������ ε
4(4)
inter4,0

��

���



��� ����� ��� �������

��� ���� �� ������ ����� �� ���� ����� �� ���� ������������� � ������ ����� ����

��������� ���������� ��� Ω4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� �� ������ ����� �� ���� ����� �� ���� ������������� � ��������� �� ε4e4,0 ���

����� ���� ��������� ���� �� ������ ������ ���� ε4easym,0 ��� ���� � � � � � � � � � ��

��� ���� �� ��������� ��� Sref , Smarkov(6), Smarkov(5), Smarkov(4), Smarkov(3) � � � � ��

��� ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� Smarkov(4) ��� ����� �� Smarkov(3) ��� ���� ��

���� ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� Smarkov(6) � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� �� εδ,perio ��� �� ������������ ��������� ��� ������������ �� ����� ���� ��

���� �� ��������� �� ������� �� �� ������ ����� �� ���� �� ������� � � � � � � � � ��

���� ���� �� εδ,perio ��� �� ������������ ��������� ��� ������������ �� ����� ���� ��

���� �� χ2 ��� ��� ������ �� 4 ���� �� ������� �� �� ����������������� ���� τ = 1

����� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� ��������� ��� �� �� �� ������

�� �������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ���� � � � � � � � ��

���� ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� χ2 ��� �� ������ �� ��������

����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� ����������������� ��� �� ������ ��

�������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ���� � � � � � � � � � ���

���� ���� �� �������� �� ����� α = 10−6 �� ���� �� ������ ����� �� ���� ��� ��

������ �� �������� ����� ������������ εδ ��� ����� �� Smarkov(x) ��� ���� � � � ���

���� ����������� �� 100 ������������ ������������ ���� Smarkov(1) � � � � � � � � � � ���

���� γ1 > 0 ������� ������� γ1 = 0 ������� ������� γ1 < 0 ������� ������ � � � � � � � ���

���� γ2 > 0 ������� ������� γ2 = 0 ������� ������� γ2 < 0 ������� ������ � � � � � � � ���

���� ��������� �� ��������� ����������� �� �������� �� δ = p− 1
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���� ��������� �� ��������� ��������������� �� �������� �� δ = p− 1
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��� ���������� �������� ��� Ω4 �� �� ������ ��� ������������ εδ,perio � � � � � � � � � ���
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��� ���������� �������� ��� Ω4 �� Sref ��� ����� �� �� Smarkov(3) ��� ���� � � � � � ���

��� ���������� �������� ������������� ��� Ω4 �� �� ������������ ε4e4,0 � � � � � � � ���

��� ���������� �������� ������������� ��� Ω4 �� �� ������ ��� ������������ εδ,perio ���

��� ���������� �������� ������������� ��� Ω4 �� �� ������ ��� ������������ εδ,perio ���

��� ���������� �������� ��� ���������� ������������� ��� Ω4 �� Sref � � � � � � � ���

��� ���������� �������� ��� ���������� ������������� ��� Ω4 �� Smarkov(3) � � � ���

���� ������ ���� ����� y ����������� �� ������������� �� ����� x � � � � � � � � � � ���

���� �������������� ������ �� x =� 11..� ��� ��� ������� �� 4 ���� ���������� �����

������ ��� ��� Ω4 ��������� ��� ������������ εme,a ���������� � � � � � � � � � � ���
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���� �������������� ������ �� x =� 0.1.� ��� ��� ������� �� 4 ���� ����������� �� ��

������ ����������� Smarkov(6) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������������� ��������� ������� ������� 8 ����� ������ ��� ��� Ω4 ���������

��� ������������ ε4e,a ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������������� ��������� ������� ������� 8 �� ε4e4,0 � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���������������� ������� ���� ������ ��� �� ������������ ���������� ��� Ω4�

��� 4 ���� ��� ����� �� ��� 8 ���� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���������������� ������� �� Smarkov(5)� ��� 4 ���� ��� ����� �� ��� 8 ���� ���

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� �������������� ������ �� x =� 0.1.� ��� ��� ������� �� 4 ���� ���������� �� 4 ����

����������� ����� ������ ��� ��� Ω4 ��������� ��� ������������ εme,a ���������� ���

���� �������������� ������ �� x =� ..1.� ��� ��� ������� �� 8 ���� ����������� ��

Smarkov(6) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���������� �� ���������� �� ������� ��� 4 ����� ��������� �� ��������� � ���� ��

��������� ���������� ���� Sref ��� ����� �� εδ,perio ��� ���� � � � � � � � � � � � ���

���� ���������� �� ���������� �� ������� ��� 4 ����� ��������� �� ��������� � ���� ��

��������� ���������� ���� Smarkov(3) ��� ����� �� Smarkov(5) ��� ���� � � � � � ���

���� ���������� �� ���������� ���� ��� 8 ���� ���� r = 10 ���� Sref ��� ����� ��

Smarkov(5) ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���������� �� ���������� ���� ��� 8 ���� ���� r = 10 ���� Sref ��� ����� ��

εδ,perio ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��

������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ���������

(Bi)i � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��

������������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ���������

(M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ������

������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� ��� ������ �� 4 ���� ���� �������������

��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � ���

��� ��������� ��� ���������� ������������� e0 ��� ����� �� e4 ��� ���� ���� �����

��������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j � ���

��� ��������� ��� ���������� ������������� e1 ��� ����� �� e3 ��� ���� ���� �����

��������� ��� ���� ������ ������� ���� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j � ���
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��� ���� �� ��������� ���� ������������ �������� � ������������� �� ������������� ���

���� ������ ������� ��� ���� m = 4 �� 20 000 ���� ��� ������������ ��� ������

�� �� 80% �� �� ���� m = 4 �� 10 000 ���� ��� ������������ ��� ���� � � � � � � ���

��� �������������� �� ������ ������ �� x =� ..1.� ���� �������������� �� �����

��� ���� ������ ������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ����������� �� ����������������� ��������� � ������� 1 �� ����� �� ����� ��

������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (Bi)i

��� ����� �� ����� ����� (M4,j)j ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 76

������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 80

������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� ��� ���������� �������� ��� Ω4 �� ������������� ��� ���� ���� 78

������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� ��� ������ �� 4 ���� ���� �������������

��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ��� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � � � � ���

���� ��������� ��� ���������� ������������� e0 ��� ����� �� e4 ��� ���� ���� �����

��������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � ���

���� ��������� ��� ���������� ������������� e1 ��� ����� �� e3 ��� ���� ���� �����

��������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� ����� �� ��������� (M4,j)j � � � � ���

���� ��������� �� ��������� ������������� e2 ��� ����� �� ������������� a2,3, a2,12, a2,5

�� a2,10 ��� ���� ���� ������������� ��� ���� ���� 78 ������� ��� ����� �����

�� ��������� (M4,j)j � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� �� χ2 ��� ��� ����� �� ������� �� ������� �� ��� ��� ������ �� ������� ��

Ω4 ���� ��� ������������ �� 2 048 ���� ����� �� ������������� ��� ���� ���� 78

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� �� χ2 ��� ��� ������ �� Ω4 ���� ��� ������������ �� 512 ���� �� ������� ��

1 024 ���� �� �������� ����� �� ������������� ��� ���� ���� 78 ������ � � � � � � � ���

���� �������������� �� ������ ������ �� x =� 00..� ���� �������������� �� �����

��� ���� ���� 78 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ����������������� ������� � ������� 1 �� ������������� ������� � 36◦C ����

���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141] � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ����������������� ������� � ������� 2 �� ������� �� 3 �� ������� �� �������������

������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141] �� m = 1 ��� � ���

���� ����������������� ������� � ������� 4 �� ������� �� 5 �� ������� �� �������������

������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00141, 0.00141] �� m = 1 ��� � ���

���� ����������������� ������� � ������� 1 �� ������� �� 2 �� ������� �� �������������

������� � 36◦C ���� ���������� �� �������� [−0.00158, 0.00158] �� m = 4 ���� � ���
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���� ��������� �� ����� �� ����� �� δ0� �� ����� �� ��� �� ����� ���� ���� �������������

������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ����� �� ��������� ������������� e2 ���� �������������

������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� e0 �� ������� ��

e4 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� e1 �� ������� ��

e3 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ����� r = 1 ��

������� �� r = 3 �� ������� ���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � ���

���� ��������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ����� r = 2

���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� ����������������� ��� Ω4 ���� τ = 1 ����� �� ��� ������������ �� 20 000

���� ���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� �� ������ ����� �� ���� ��� Ω4 ���� τ = 1 ����� �� ��� ������������ ��

20 000 ���� ���� ������������� ������� � 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� �������������� �� ������ �� ��������� �� x =� .1.1� ���� ������������� �������

� 36◦C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��������������� ��������� ������� ������� 8 ��� Ω �� ������������� ������� � 100◦C���

���� ���������� ������������� ��� Ω4 �� ������������� ������� � 100◦C � � � � � � ���
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��� 128 �� ���� ��� �� �� ������ �� ������ ���� {2, 3, 9, 10} � � � � � � � � ���
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��� �������� �� ���������� ��� ����������� Smarkov(6)� Smarkov(5) �� Smarkov(4) � � ��

��� �������� �� ������� ��� 4 ���� �� Smarkov(6)� Smarkov(5)� Smarkov(4) � � � � � � ��

��� ���� �� �������� �� ���� �� ��������� T1 �� ����� ���� ε40,a0 � ε
4
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Smarkov(5) �� Smarkov(4)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� ��� ��������� �� ����� ������������ ���� ������������ ���� �������

���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� ���� ������������� � �������� �� ������������� ���������� ������� �� ������

��� ��� ��� Ωm � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� ��� ����� � ���������� �� ����������� �� �� �� �������� � � � � � � � � � ��

��� ������ �� ��������� ��� ����� ���� ��� ������� ���� �� �� ���� Smarkov(x) � � � ���

��� ����� ������������ ��� �� ���� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� Smarkov(x) ���

��� ����� ������������ ��� �� ���� ����������������� �� �� ������ ����� �� �����

���� ��� ������ �� ���� εδ,perio � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� �������� �� ��������� ��� ������� Sref �� Smarkov(x) ���� �� ���� ��

��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� �������� �� ��������� ����� ������ εδ,perio ���� �� ���� ������������

������ �� �� ������ ����� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������������ ����� εprime|1� ε1 �� ε1|prime � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� �� ���������� ��� �� ���� �� ��������� ������ ��� ������� � � � � � � � ���

��� �������� �� �������� �� ���� �� ����� ��� ������������� �� ���� ��� �������

�� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���



��� ����� ��� ��������



�������������

��� ������� ������� ������ ����� ��������������������������������

��� ���� �������� ��� ���� �������� � ���� �� ���������������� ������� �� ��� ��������

����������� ������������ ������� ��������� �����

��� ������ ����������� ������� �� ��������� ����� ������ ��� ���������� ���������������� �

� ������ �� ��������������� ���������� �� ����� �� �� ��������������� ��� ����������

���������������� �� ��������� ������� ����� ����������������������������������

���������������������������

��� ��� ������������ �� ��������� ��� ��� �������� �� ��� ������������ �� ��� ����� ������

�� ��� �������� ������ �� ��� ��������� �� ����������� ������������ ����� ��������� �����

��� �� ������ �� �������� ��� ����������� ����������� �� ������� �� ������� �������� �����

��� ��� ������ ��� ��� ������� �� �������� �������������� ��� ��� ������� ������� ����

��� ������ ��� ����������� ��������� ������� ������������� ��� ������ ������� �����

��� ��� ������ ��� ��� ������� �� �������� �������������� ��� ������ ��� ���������

����� �������������� ��������� ������� ������������� ��� ������ ������� �����

��� ��� ������ ��� ��� ������� �� ������� ����� �������������� ��� ������ ������

���������� ����� ������������� ������ ��� ����������� ��������� ������� �������������

��� ������ ������� �����

��� ��� �������� ��� ������� �� ����� ��� ���������� ��� ����� ��� ������� ��� ������

�� ��������� �� ������� ��� ������ ��� �������� ��� ����� ��� �� ��� �� ������

���� ��� � ����������� ���� ����� ��� ������ ��� ������������ ������ ���������� ���

������������� ������������� ��������� ������� ������������� ��� ������ ������� �����

���� �� ������� �� ������� �� �������� ��� �� ��������� �� ��� �������� �� ����������������

������ ������ ����������� ������� �� ����������� �� ��������� �����

���� �� ����� ������������� ����� �� ������ ���� ����� �������������������������������

������������������������

���� �� ������� ������� �� ������� ����� �� ������ ��� ��������������������������

��������������������������

���



��� �������������

���� �� ���������� �� �������� �� ������� ��� �� �������� � ���������� ���� ����� ����

������ ������ ���������� ���� ���� ���� ������������� ��������� �� ������������

�������� ��� �������� � �������� �����

���� �� ���������� �� �������� �� �������� ��� �� ������� � ���� ���� ����� ���� ������

������ ��������� ���� ������� ����������� �� ������������� �������� ��� ��������

������� � ���� ����� ������ ���� �� ������� ����� �� �������� �������� ����� ��������

�������� ������ ����������� �����

���� �� ��������� ������ ������ �� ������ ������������ �� �� �������� ��� ������������ ��

������������� �� ������������� ������������ � ������� ��� ����������� ���������� �� ����

������ �����

���� ��� ����� ��� �� ��������� �� �������� ���������� �� �������� ��������� ����� ��

������� ������� ��� ���� ������� �������� �������� ����� �� ������������� ������ ����

�� ������� ����� �� �������� �������� ����� ������ �������� ������ ����������� �����

���� �� �������� ��� �� ������� �������������� ���������� �� ����������� �������� ���

������ ��������� �� ��������� � ����������� ����� �������������������������������

����������

���� �� ������ ��� ���� �������� ��� ����� ��� ���������� ������������� �� ����������

����� ����������� ������� �� ��� ����� ����������� �������� ����� ��������� �����

���� ���� �������� ���� �������� �������������� ����� ����� �� W 2
n ��� U2

n� �����������

���� ��������� �����

���� �� �������� �� ���������� ��� �� ������ ������� ���� �� ���� �������� ���������� ��

��������� ��������� ���������� ��������� �������� ������������ ������������ ���� �����

���� �����

���� ���� ����������� ��� �� �������� ����� �� ������� ���������� ������������ � ��������

������������ �������� �������� ������������ �������� �����

���� ���� ������� ������ ������ ���������� ��� ����� ����� �������� ��������� ���

�������� �����

���� �� ������ ������� �� ������ ������� ��� �������� ����� ������������������������

��������������������������������������

���� �� ���������� �� ������ ��� �� ���������� �� ����� ��� ������ ��������� ������� �����

������ ���������� �� ������������� ����������� ����� ���������������������������

�������������������������

���� �� �������� ��� ���� ������� ��� �������� ��������� ���������� ������� ������� �����

����� ��������������������

���� ���� ��������� ��� ���� �������� � ����� �� ����������� �������� ����� ������ ��

����������� ��� ����������� �����



������������� ���

���� �� ������� �� ������� �� �������� ��� �� �������� �� ��� ���������� �� ������ �����

�������� �� ������ ������������ �� ������ ���������� ������� �� ������� ���������� ���

���� �� ������ ���������� ��� ���������� ����� ������ ����� ���� �����

���� ����� �������� ����� ������������ ��� ��� ����������� �� ������� ���������� ��� �������

���������� �� �������������� �����

���� �� ������� ��� �� ��������� �������� ������ ������� ������ ���� �� �� ��������

������������ ������� ���������� ������������� �������� ������������ �������� �����

���� ��� ������� ������������ �� ������������� ����� �� ������� ����� ���������������������

���������������������������

���� �� �������� ��� �� ���������� � �������� ��� � ������������� ������� ��� ������ ������

����������� ������� ���� ��������� ������� ����� �����������������������������������

����������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������

���� ���� ������ ��� ��� �� �������� ������������ ����� � ������������� �����������

��������������� ��� �������� �����

���� �� ����� ��� �� ������� ����������� ������ ���������� ��� ������������� ������� ���

����������� �� ������� ������ ������� ������������ ��� ������� ������ ���� �� �������

����� �� �������� �������� ����� �������� �������� ������ ����������� �����

���� �� ���������� �� ������ ��� �� ������ ������ ������� ���������� ��� ����������

������� ��� ������������ �� ������� ��������� ������ �������� ������ ����� �����

������������������������������

���� �� ��������� ������� ������ ������ ����������� ������ �� ���������� ���������

����� �������� �����

���� �� �������� ��� �� ������� ������� � � � ������� ��� ��������� ������� �� ������

������ ����������� ��� ������������ �� ������������ ��������� ��� �����

���� ��� ������ ��� ��� ��������� ��� ������������ ����������� �������������� ���� �����

���� ����� �������������������������������������

���� �� ������� ���� � ����� ����� �� ������ ���������� �����������������������������

�����������������������������������

���� �� ������ ��� �� �������� ������� �� ���������� ����� ���� ���� � �������� �������

����� ���������� ���� ������������ ��� ����� �����������������������������������

�������������������������

���� �� �������� ��� �� ����������� ������ ������ ���������� � ��������� �������� ���

�������� �� ������ ��� ������������ ����� ����� ������ ��� �� ������� ����� ��

����������� ����� �������� �������� ��� ����� �����



��� �������������

���� ��� ����� ��� ��� ���������� �� ���� �� ������ ��������� � ��������� � ������ ��������

������� ����������� ������� ����� ��������� �����

���� �� ���������� ��� ��������� ������ ������ ����� ��������� ��� ������� �������

�� ������ ��������� ������� ����� ���������������������������������

���� �� ��������� ��� �� ���������� ���������� ��� �������� ������� ������������� �������

�� ����������� ��������� ���� ����� �����

���� �� ��������� ��� ��� ������ ���� ��������������� ����� �� ����������� ������� ��

����������� ��������� ����� �����

���� �� ���������� ��� ������ ��� �� ����� ���������� ������������ ������������� �������

�� ����������� ��������� ����� ����� ����� ���������������������������������

���� �� ��������� ��� �� ���������� �������� ������� � � ������������������ �����������

����� ������� ������������� ������ ���������� ��� ������������ �� �������� ���

�������� ����������� � ������� ����� �� ������� ������ ������ ����������� ���� ���

��� �����

���� �� ������� � ��������� ����������� ���� ��� ������ ��� ����������� ������� �� �����������

� �������� �����

���� ��� �������� ��� ��������� ��� ��� ��� ��������� �������� �� ������� �������������

��� ������ ����� ��� �������� �����

���� �� �������� ���������� �������� �� ������������� ������ ��������� ���������� ������

�����

���� ����� ���� ��� ������ �������� ������������ ��� ������������� �������� ���������

������� ������������� ��� ������ ������� ����� ����������������������������������

����������������������������

���� ����� ���� ��� ������ �������� ������������ ��� ������������� ���

������ ��������� ������� ������������� ��� ������ ������� ����� �����

����������������������������������������������������������������������

��������������������������������������

���� �� ��������� ������� �� ���������� �� �������������� ��������� ������� �����������

����������������������������������������

���� �� ������ �� ��������� ��� �� �������� ���� ���� �� �������� �������� �������� ������

�����

���� �� �������� ������������� ��� ������������ ������ ��� �������������� ���������� ���

���������� ���� ��������� �����

���� �� �������� � ������� ��� ������� ��� ������������� �� �������� ��� �������� ��������

������� �� ��� ����� ����������� �������� ����� � ���� �������������� ����� ������� �����



������������� ���

���� �� �������� � ������ �� ��������� �� ��� � ��� ������ ��� ���������� ������� �� ���

����� ����������� �������� ����� � �������� ������������ ����� ��������� �����

���� ���� ������� ������� ���������� � � ����� �� ����������� ����������� ������ �������

������ ����� ��������� �����

���� �� ������ �� �������� �� ������� ��� ������������ �� ������ �������� ���������

�� ������������ ���������� ��� ������������ ������ � � ������������� �� ��� ������ ��

����������� ����� �������� ���������� �� ���������� ������ �����

���� ��� ���������� ��� ������� ��� �� ������ ��� ������� ����������� �������� ����� �����

���� �����

���� �� ��������� ������ ������������ �� �������� ������������� �� ����������� ���������

������� ����� �����������������������������������������������������

���� �� ��������� �� ������������ �� ���������� ����������� �� ����� ����� �����

���� �� �������� � ������������ ������ �� �������������� ���� ������ ��������� ��������

�� ��������� �������� �����

���� ���� ������� ��� ���� ����� �� �������� �� �������� ���� ��� ��������� ���������

��������� ����������� ������� ��������� �����

���� ��� �������� �� ���� ��� �� ���������� �� ������� � ���������� �� ��� �������� ������

������� ��� ������������� ������� �� ���� ����� ��� ���� ������ ��������� ������� ����

���������� ��� ������ ������� ����� �������������������������������������������

��������������������

���� �� ���������� ����� ��� ����������� �� ������� ���������� ���� ��� ����������

��������� �������������� ��� ������� ���������� �� ��������� ����� �����������

����������������������������������������������������

���� ���� ��������� ��� �� ��� ������������������� ���������� ����� ��� ������� �������

���� ������� ��������� ������� ������� �� ��� ����� ����������� �������� ����� ���������

�����

���� �� ���������� ������ �� �������� ������ �� ����� ���������� ��� �������� �� �����

���������� ��� ������� �� ���� ������ ��� ���� ���� ��� ������ ������������� ��� ������

�� ������������ ����������� ����� ��������� �����

���� �� ���������� ���������� �� ������� �� �������� ������ �� ����� ���������� ��� ��������

�� ����� ���������� ��� ������� �� ���� ������ ��� ���� ���� ��� ������ ��������������

��� ������ �� ������������ ����������� ����� ������ �����

���� �� ��������� ���������� ��� ������������ ����������� ������� �� ��� ���� ����� �����

���� �����

���� �� ������� ���� ��� �������� �� ���������� ��� ���� �� ����������� �� �����������

�������� ����� ����������������������������������������������������������

����



��� �������������

���� �� ������ ��� ���� �������� �� ���������� �������� �� ����������� �� ����� ������

�������� �� ���������� �� ������ �� ��� ������ ������������ ������ �� ����� ��������

����� �������������������������������������������������������

���� �� ��������� ��� �� �������� ���� ������������ ������ �� ������ ������ ������

��������� ������� ����� ��������������������������������������

���� �� ��� �������� ������� ���������� ���� �� ���������� ���� ������ ������� ��������

������ ��� ����� ��������� �������� ��������� �����

���� �� ��������� �� ������� ��� ���� ������� ������� ��� � �� ����������� �������� ��������

��� ����� ��������������������������������

���� ��� ������ ��� ��� ���������� ��� ������������ �� ������������ �� �������� �������

�� �������� �� ��� ������ ������ �� �������� ������ ��� ����� �������� �����

���� �� ����� ��� ���� ������� �������� �� ������������ ��������� ���� ��������� ������

��� ������������ ������� �������� ������ �� ��������� ������� ����������� �������

�����


