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INTRODUCTION

Ce mémoire est un résumé de mes travaux effectués depuis ma thèse soutenue en 2005 à
Strasbourg sous la direction de Claude Sabbah, qui s’intitulait « cohomologie quantique des
espaces projectifs à poids » et qui a donné suite à la publication [Man08].

Ces travaux se situent dans le domaine de la géométrie algébrique et plus précisément en
« symétrie miroir ». Cette dernière est basée sur des idées dephysique théorique, notamment la
théorie des cordes. Un enjeu pour les mathématiciens et de donner des énoncés mathématiques
à ces théories. En mathématique la symétrie miroir se formule de façon différente selon le cadre
où l’on se place : égalité des nombres de Hodge, isomorphismes entre variétés de Frobenius,
isomorphismes entreD-modules, appartenance à un certain cône lagrangien, équivalence de
catégoriesetc.

Un article référence est celui de Kontsevich [Kon95b] où il présente plusieurs théories ma-
thématiques pouvant refléter des symétries présentes en théorie des cordes. Un premier résultat
important est démontré dans [KM94 ] où Kontsevich-Manin montrent la formule récursive sui-
vante qui calcule le nombre de courbes de degréd, notéNd, qui passent par 3d − 1 points en
position générale dans le plan projectif complexe

Nd =
∑

d1+d2=d

Nd1Nd2

(
d2

1d2
2

(
3d − 4
3d1 − 2

)
− d3

1d2

(
3d− 4
3d1 − 1

))
.

Ce résultat était inattendu car on ne connaissaient pas les valeurs pour les grands degrés et on
ne s’attendait pas à avoir une relation récursive. Les mathématiciens ont cherché à donner une
définition rigoureuse à ces nombresNd qui sont appelés invariants de Gromov-Witten. Pour
cela, il faut d’abord compactifier l’espace de module des applications stables d’une famille de
courbes de genreg avecn points marqués vers une variété projective lisse. Dans les bons cas
(par exemple si la variété est homogène), l’intersection avec sa classe fondamentale permet de
définir les invariants de Gromov-Witten. Pour que tout cela ait un sens, il faut utiliser la théo-
rie de l’intersection à la Fulton sur les champs de Deligne-Mumford (cf. Vistoli [Vis89]). En
général, cet espace de module peut avoir différentes composantes irréductibles de dimensions
différentes et on voit que sa classe fondamentale ne convient paspour définir ses invariants.
Dans [BF97] Fantechi-Behrend définissent un « cycle virtuel » qui fournit une définition dans
tous les cas de ces invariants et donne une approche pour les calculer avec des outils de géomé-
trie algébrique.

Pour dégager une structure reliée à ces invariants, on les considère tous ensemble par exemple
sous forme d’une série génératrice. Ils peuvent s’organiser de façon algébrique ou géométrique



et donnent lieu à des structures très intéressantes comme unproduit commutatif et associatif(2)

appelé produit quantique, une connexion méromorphe intégrable appeléD module quantique,
une variété de Frobenius (Dubrovin [Dub96]), un cône lagrangien (Givental [Giv04]), etc.

A. Symétrie miroir A /B en termes de structures de Hodge non-commutatives

Dans ce mémoire, nous nous intéressons plus particulièrement à la symétrie miroir du type
A/B (la terminologie en théorie des cordes est IIA/IIB) dans un langage proche de celui
des structures de Hodge non-commutatives. Le nom est dû à Kontsevich-Katzarkov-Pantev
dans [KKP08] mais les idées étaient déjà présentes chez les auteurs suivants (par ordre al-
phabétique) : Ceccoti-Vafa [CV93b] [CV93a], Bershadsky-Cecotti-Ooguri-Vafa [BCOV94],
Hertling [Her06] [Her03], Hertling-Sevenheck [HS07] [HS08], Iritani [Iri09b ], Mochizuki
[Moc06a] [Moc06b] [Moc07a] [Moc07b], Sabbah [Sab05] [Sab10], K.Saito [Sai83] [Sai98b]
[Sai98a] et Simpson [Sim97]. Signalons aussi l’article de synthèse de Sabbah [Sab11] sur ce
sujet.

Soit M une variété lisse surC. Une structure de Hodge non-commutativeest un triplet
(H,∇,LR) où H est un fibré holomorphe surM × C, ∇ est une connexion méromorphe in-
tégrable avec un pôle d’ordre 2 enM × {0} dont une base de sections plates est donnée par le
système localLR ⊗ C. Ce triplet doit vérifier certaines conditions de compatibilités. En pra-
tique, vérifier ces compatibilités est très délicat et dans ce mémoire nous nous intéresserons
essentiellement au fibré à connexion (H,∇).

Remarque A.1. — A une structure de Hodge au sens classique, on peut lui associer de struc-
ture de Hodge non-commutative qui a un pôle d’ordre 1.

A.1. Structure de Hodge non-commutative du cotéA ou D-modules quantiques. —Le
cotéA de la symétrie miroir est celui qui correspond aux invariants de Gromov-Witten d’une
variété (ou orbifold) projective lisseX. Nous allons définir unD-module quantiquequi est
une version simplifiée d’une structure de Hodge non-commutative. Soit •, le (petit) produit
quantique qu’on suppose convergent dans un ouvertU de H2(X). NotonsH le fibré vectoriel
trivial de fibreH∗(X) au dessus deU × C. Soit T1, . . . ,Tr une base deH∗(X) et t1, . . . , tr les
coordonnées associées surU. Nous définissons la connexion méromorphe suivante

∇∂ta
= ∂ta +

1
z
Ta • oùa ∈ {1, . . . , r}(A.2)

∇∂z = ∂z−
1
z2

c1(TX) • +
1
z

deg
2

(A.3)

La connexion est intégrable et le couple (H,∇) est appelé(petit) D-module quantiqueet nous
le notons SQDM(X). Remarquons qu’Iritani définit dans [Iri09b ], un système localLR et dé-
montre dans [Iri09a ] que le triplet (H,∇,LR) vérifie certaines propriétés des structures de
Hodge non-commutatives.

Remarque A.4. — Si X est Calabi-Yau, alors la connexion ci-dessus a un pôle d’ordre 1 et
donc SQDM(X) à la forme d’une structure de Hodge classique (cf. remarque A.1). D’ailleurs
dans [CK99], Cox-Katz l’appellent uneA-structure de Hodge.

2. Cette associativité donne la formule récursive desNd ci-dessus.
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A.2. Structure de Hodge non-commutative du cotéB ou réseau de Brieskorn. —Le coté
B sera pour nous un polynôme de Laurent (commode et non dégénéré) f . Soit M l’espace des
déformations d’un déploiement universel def . Le réseau de Brieskorn def , notéG0( f ) est
un fibré vectoriel holomorphe trivial surM × Cmuni d’une connexion méromorphe intégrable
avec un pôle d’ordre 2 enM × {0}. Sabbah démontre dans [Sab08] qu’à un tel f , on peut
construire une structure de Hodge non-commutative. Iritani [ Iri09b ] et Reichelt-Sevenheck
[RS10] démontrent que le réseau de Brieskorn def est isomorphe à un système GKZ (Gelfand-
Kapranov-Zelinski [GKZ88] [GKZ89] [GKZ89]).

A.3. Symétrie miroir de type A/B. — La question naturelle est donc de chercher quand a-t-
on SQDM(X) isomorphe àG0( f ) ? Givental (cf. Iritani [Iri09b ]) proposent des polynômes de
Laurent qui seraient candidats à être miroirs pour les variétés Fano (ou orbifolds) toriques lisses.
Un théorème de Givental dans [Giv98a] pour les variétés toriques Fano et de Coates-Corti-
Iritani-Tseng [CCIT14] pour les orbifolds toriques Fano permet de trouver une application
miroir Mir : M → U telle que Mir∗ SQDM(X) ≃ G0( f ). Cet isomorphisme ce montre d’abord
en montrant que Mir∗ SQDM(X) est isomorphe au système GKZ associé àf .

Dans ce mémoire, nous présentons trois articles de symétriemiroir.

1. Dans [DM13], nous démontrons que leD-module quantique des espaces projectifs à
poids est isomorphe au réseau de Brieskorn de son polynôme deLaurent miroir.

2. Dans [MM11 ], nous montrons que leD-modules quantiques « ambiant(3) » d’une inter-
section complète nef dans une variété torique est isomorpheau D-module « résiduel(4)

d’un système GKZ. »

3. Dans [dGM08], nous démontrons sur une famille d’exemples que l’anneau de cohomo-
logie orbifold d’un champ torique est isomorphe à « l’algèbre de Jacobi singulière » de
son miroir.

B. Conjecture de la résolution crépante

La conjecture de la résolution crépante proposée par Yongbin Ruan dans [Rua06a] n’est pas
un énoncé de type miroir car elle ne concerne que le cotéA. Cependant, elle s’énonce également
en termes de structures de Hodge non-commutatives. Le contexte est le suivant. SoitX une
orbifold Gorenstein c’est-à-dire un champ de Deligne-Mumford où pour tout pointx dansX le
groupe d’automorphisme dex agit sur l’espace tangent avec une action de déterminant 1. Soit X
son espace grossier etρ : Z→ X une résolution crépantei.e., le fibré anticanonique deZ est le
tiré en arrière de celui deX. La conjecture prédit un lien entre les invariants de Gromov-Witten
de l’orbifold X et ceux deZ. Pour que cette conjecture ait un sens, Yongbin Ruan et Weimin
Chen ont défini au préalable dans [CR02] et [CR04] l’anneau de cohomologie orbifold et les
invariants de Gromov-Witten orbifolds (cf. Abramovich-Graber-Vistoli pour une définition en
géométrie algébrique [AGV08]).

Historiquement, cette conjecture s’est énoncé de différentes manières : en termes d’anneaux
quantiques, deD-modules quantiques, de variétés de Frobenius, de cônes lagrangiens. Le para-
graphe IV.B est consacré aux différents énoncés possibles. Le cadre le plus récent est donné par
Iritani [Iri10 ] en termes des structures de Hodge non-commutatives ou plutôt lesD-modules

3. cf. section C
4. LeD-moduleMres dans le théorème C.4
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quantiques. Elle prédit que lesD-modules quantiques SQDM(X) et SQDM(Z) sont reliés par
un prolongement analytique.

Avec Samuel Boissière et Fabio Perroni, nous avons démontrécette conjecture pour certains
exemples en termes d’un isomorphisme d’anneaux quantiquesdans [BMP09b], [BMP09a],
[BMP11].

C. Organisation du mémoire et résumé des travaux

Les orbifolds toriques lisses et projectives ont un partenaire miroir qui est un polynôme de
Laurent. Donc le premier objectif est de bien comprendre cesorbifolds toriques. Dans le cha-
pitre I, nous définissonsun champ de Deligne-Mumford toriquecomme un champ de Deligne-
Mumford lisse séparé avec une immersion ouverte d’un toreT = (C∗)dimX × BG où G est un
groupe abélien fini dont l’action du tore sur lui-même s’étend àX.

Notons b
√

D/X (resp. b
√

L/X) le champ des racinesb-ème du diviseur de CartierD (resp. du
fibré en droiteL). Nous démontrons le résultat suivant.

Théorème C.1. — (Voir les théorèmes I.C.4 et I.D.5) SoitX un champ de Deligne-Mumford
torique de tore(C∗)dimX × BG. NotonsXrig := X( G son rigidifié etXcan son champ canonique.

1. Soit G=
∏ℓ

j=1 µbj . Il existe L1, . . . , Lℓ dans le groupe de Picard deXrig tel queX soit
isomorphe à

b1
√

L1/Xrig ×Xrig · · · ×Xrig
bℓ
√

Lℓ/Xrig.

2. Il existe un unique n-uplet(a1, , . . . , an) ∈ Nn tel queXrig soit isomorphe à

a1
√

D1/Xcan×Xcan · · · ×Xcan
an
√

Dn/Xcan.

où les Di sont les diviseurs toriques deXcan.

De plus nous relions notre définition à celle plus combinatoire de Borisov-Chen-Smith
[BCS05]. Ce travail a été publié avec Barbara Fantechi et Fabio Nironi [FMN10]. Notre
construction démystifie ces données combinatoires et nous apermis avec Ignacio de Grego-
rio de donner un énoncé de symétrie miroir en termes d’un isomorphisme d’anneaux sur une
famille d’exemples dans [dGM08] (voir Théorème I.F.5).

Le deuxième chapitre est un rappel rapide sur les invariantsde Gromov-Witten, lesD-
modules quantiques et les cônes lagrangiens. La définition du (grand)D-module quantique
est similaire à celle écrite en (A.2) et (A.3) mais il faut remplacer le petit produit quantique par
le grand etU par un ouvert deH∗(X). Soit X une variété projective lisse avecL1, . . . , Lk fibrés
en droite amples. SoitZ est le zéro d’une section générique du fibré vectoriel⊕Li et ι : Z→ X
l’immersion fermée. Le théorème de Lefchetz implique queH∗(Z) = kerι∗ ⊕ Im ι∗. Notons
H∗amb(Z) = Im ι∗. Comme le produit quantique deZ laisse stableH∗amb(Z), nous en déduisons
que la connexion∇ laisse stable Imι∗. Nous obtenons alors un sousD-module, noté QDMamb(Z)
de QDM(Z). Nous avons aussi un petitD-module quantique, noté SQDM, qui utilise le petit
produit quantique.

Le troisième chapitre est coupé en 3 sections. Dans §.III.A,nous exposons les résultat de
[DM13] qui démontre un résultat de symétrie miroir en termes deD-modules quantiques pour
les espaces projectifs à poids. Plus précisément, nous considérons l’espace projectif à poids
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P(w0, . . . ,wn) oùw0, . . . ,wn ∈ N≥1. Sa famille de polynômes de Laurent miroir est donnée par

(C∗)n+1 F

π

C

C∗

où F = u0 + · · · + un etπ = uw0
0 · · ·u

wn
n . Nous démontrons que

Théorème C.2. — (Voir théorème III.A.12) Le petit D-module quantique deP(w0, . . . ,wn) est
isomorphe au réseau de Brieskorn de(F, π).

Dans §.III.B, nous donnons un énoncé de la dualité de Serre entermes d’une dualité entre
deuxD-modules quantiques tordus. Soitc une classe caractéristique inversible et multiplica-
tive. Soit E un fibré vectoriel. On peut associer àc une classe caractéristiquec∗ telle que
c(E)c∗(E∨) = 1. Le théorème suivant est une version simplifiée(5) des théorèmes III.B.3 et
III.B.14 et du corollaire III.B.8.

Théorème C.3. — Soit X une variété projective lisse et E un fibré vectoriel surX.

1. SoitQDM(c,E)(X) et QDM(c∗,E∨)(X) les D-modules quantiques tordus par respectivement
(c,E) et (c∗,E∨). Ces deux D-modules sont duaux.

2. Notonse la classe d’Euler non-équivariante. Si E=
⊕k

i=1 Li où les fibrés en droite Li
sont amples alors nous avons :

QDM(e,E)(X)

π

e(E)∪
QDM(E∨)

QDMamb(Z)

ϕ

oùϕ est injective et Z֒→ X est le zéro d’une section générique de E.

3. Dans le cas de E= −KX avec la classe d’Euler équivariante, la limite non équivariante
de la dualité du premier point existe et elle est isomorphe à la « seconde métrique », noté
ǧ( dimX+1

2 ), de Dubrovin[Dub96].

Ces résultats viennent de l’article en préparation [IMM ].
Dans une dernière section, nous présentons [MM11 ] qui donne une présentation duD-

module quantique d’une intersection complète nef dans une variété torique. Plus précisément,
soit X une variété projective lisse avecL1, . . . , Lk fibrés en droite. SoitT1, . . . ,Tr une base de
H2(X). Soit q1, . . . , qr des coordonnées de (C∗)r . PosonsD = C[q±i , z]〈zqi∂qi , z

2∂z〉. Nous défi-
nissons un idéal à gaucheG := 〈E,�q, d ∈ H2(X,Z)〉 (cf. définition III.C.3) qui un idéal GKZ.
Pour touti ∈ {1, . . . , r}, posonŝLi :=

∑r
a=1 cazqa∂qa avecc1(Li) =

∑r
a=1 caTa.

Nous avons le théorème miroir suivant.

Théorème C.4. — (Voir Théorèmes III.C.4 et III.C.5) Supposons que les fibré L1, . . . , Lk soient
globalement engendrés et que(KX ⊗ L1 ⊗ · · · Lk)∨ soit nef.

1. Le petit D-module quantique tordu par(e,⊕Li), notéSQDMe(X), est isomorphe àD/G.

5. Nous avons supprimé les applications miroirs des énoncés.
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2. Supposons que les fibrés en droite soient amples. Soit Z le zéro d’une section générique
de E= ⊕Li. Nous avonsSQDMamb(Z) isomorphe àM/(G : ĉtop) où

(G : ĉtop) := 〈P ∈ D | ĉtopP ∈ G〉.
De plus, nous avons le diagramme commutatif suivant

M := D/G SQDMe(X)

Mres := D/(G : ĉtop) SQDMamb(Z)

Dans [CK99, p.101] Cox-Katz cherchent un système d’équations différentielles qui donne-
rait une présentation de SQDMamb(Z). On sait queG fait partie de ces équations différentielles
et qu’il manque des équations. Le second point de notre théorème définit toutes les équations
cherchées.

Le dernier chapitre est consacré à la conjecture de la résolution crépante dont les résultats
sont publiés dans [BMP11], [BMP09a] et [BMP09b].

Soit |P(1, 3, 4, 4)| l’espace grossier de l’orbifold GorensteinP(1, 3, 4, 4). NotonsH∗orb(X) la
cohomologie orbifold,∪orb son cup produit orbifold et〈·, ·, 〉orb la dualité de Poincaré orbifold.

Le théorème suivant est une version simplifiée du théorème IV.C.1.

Théorème C.5. — 1. La variété|P(1, 3, 4, 4)| admet une unique résolution crépante Z.

2. L’algèbre de Frobenius(H∗orb(P(1, 3, 4, 4)),∪orb, 〈·, ·, 〉orb) est isomorphe à l’algèbre de
Frobenius(H∗(Z), •ρ, 〈·, ·〉) où •ρ est le produit quantique restreint aux courbes contrac-
tées parρ : Z→ |P(1, 3, 4, 4)|.
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CHAPITRE I

CHAMPS DE DELIGNE-MUMFORD TORIQUES

Une variété torique normale peut être définie de deux façons :avec des données combina-
toires (éventail) ou de façon plus géométrique en disant qu’elle contient un tore dense dont
l’action du tore sur lui-même s’étend en une action sur la variété.

Dans [BCS05], Borisov-Chen-Smith définissent les champs de Deligne-Mumford toriques
à l’aide de données combinatoires appeléeséventail marqué. Avec Barbara Fantechi et Fa-
bio Nironi, nous avons donné dans [FMN10] une définition géométrique des champs de
Deligne-Mumford toriques lisses puis nous avons montré quenotre définition généralise celle
de Borisov-Chen-Smith et surtout, elle donne une interprétation géométrique des données com-
binatoires. Ceci fait l’objet des 5 premiers paragraphes I.A, I.B, I.C, I.D, I.E. Dans le 6-ème
paragraphe I.F, nous exposons les résultat de [dGM08] qui est un premier résultat de symétrie
miroir pour des orbifolds dont l’espace grossier est un espace projectif à poids. Il s’exprime en
termes d’anneaux de cohomologie orbifold et d’espace tangent de déformation.

Notation I..6. — Nous travaillons avec la topologie étale. Un champs de Deligne-Mumford
sera supposé séparé et de type fini surC. Nous supposerons toujours que son espace grossier
soit un schéma. Nous emploierons le termeorbifold pour un champ de Deligne-Mumford lisse
avec un stabilisateur générique trivial. Nous noteronsGm le faisceau des sections inversibles de
OX sur le site étale deX.

I.A. Définition des champs toriques lisses de Deligne-Mumford

Pour imiter la définition géométrique d’une variété torique, nous définissons l’objet qui gé-
néralisera le tore pour une variété torique.

Nous renvoyons à [AGV71, Exposé XVIII] et à [LMB00 , Section 14] pour la définition d’un
champ de Picard.

Définition I.A.1. — Un tore de Deligne-Mumfordest un champ de Picard isomorphe àT×BG
où T est un tore etG est un groupe abélien fini.

Nous avons alors une définition naturelle pour un champ de Deligne-Mumford torique.

Définition I.A.2. — Un champ torique de Deligne-Mumfordest un champ lisse séparé de
Deligne-MumfordX avec une immersion ouverte d’un tore de Deligne-Mumfordι : T ֒→ X
d’image dense telle que l’action deT sur lui-même s’étend en une actiona : T × X → X.

Exemple I.A.3. — Une variété torique lisse est un champ torique de Deligne-Mumford. Par
contre une variété torique avec singularité quotient c’est-à-dire avec un éventail simplicial n’est



pas un champ torique de Deligne-Mumford car elle n’est pas lisse. Dans la section suivante,
nous verrons que nous pouvons lui associé un champ torique deDeligne-Mumford de façon
canonique.

Pour illustrer nos résultats, nous suivrons l’exemple des espaces projectifs à poids.

Exemple I.A.4. — Soitn ∈ N>0 et w := (w0, . . . ,wn) ∈ (Nn+1
>0 ). Considérons l’espace projectif

à poids défini parP(w) = [Cn+1 \ {0}/C∗] où l’action est donnée par

λ(x0, . . . , xn) = (λw0 x0, . . . , λ
wnxn).

Le champ quotientP(w) est une champ de Deligne-Mumford lisse et il contient un toreT :=
[(C∗)n+1/C∗]. Ce tore est isomorphe à (C∗)n × Bµd oùd = pgcd(w0, . . . ,wn). L’action de (C∗)n+1

surCn+1 \ {0} par multiplication coordonnée par coordonnée nous donne une action deT sur
P(w). Ainsi P(w) est un champ torique lisse de Deligne-Mumford. Tout pointx deP(w) a µd

comme sous groupe d’automorphisme. Nous noterons par|P(w)| l’espace grossier deP(w).
Considérons l’espace projectifP(2, 4, 12). Sur cette exemple simple, nous allons illustrer nos

résultats qui seront généraliser dans les paragraphes suivants. Nous avons les morphismes

P(2, 4, 12)
f rig

P(1, 2, 6)
p
P(1, 1, 3)

|P(1, 1, 3)|

(I.A.5)

1. Le morphismef rig est induit par l’identité surC3 \ {0} etϕ : C∗ → C∗ qui envoieλ 7→ λ2.
Nous avons id(λ.x) = ϕ(λ) id(x). Ce morphisme est appelé « rigidification » (cf. § I.D).
Heuristiquement, ce morphisme tue le stabilisateur génériqueµ2 deP(2, 4, 12).

2. Le morphismep est induit parq : C3 \ {0} → C3 \ {0} qui envoie (x, y, z) 7→ (x2, y, z)
et ϕ : C∗ → C∗ qui envoieλ 7→ λ2. Nous avonsq(λ.x) = ϕ(λ)q(x). Ce morphisme tue
le stabilisateur sur le diviseurx = 0 dansP(1, 2, 6). Ceci sera généraliser dans la section
I.C.

3. Les applications verticales sont les morphismes canoniques vers l’espace grossier. En
particulier, la différence entreP(1, 1, 3) et |P(1, 1, 3)| est un « changement de point de
vue ». En effet, |P(1, 1, 3)| est le quotient géométrique dans la catégorie des variétés alors
queP(1, 1, 3) est le quotient dans la catégorie des champs algébriques.On peut voir que
P(1, 1, 3) est le plus petit champ qui à|P(1, 1, 3)| comme espace grossier. Il sera appelé
champ « canonique » dans le paragraphe I.B.

I.B. Champ canonique associé à une variété torique simpliciale

Nous allons définir en toute généralité la notion de champ canonique.

Définition I.B.1. — SoitX un champ lisse irréductible de Deligne-Mumford. Soitε : X → X
son morphisme vers son espace grossier. Le champX est appelécanoniquesi le lieu oùε n’est
pas un isomorphisme est de codimension plus grande ou égale à2.

SoitX un champ canonique possède les propriétés suivantes.

1. Le lieu oùε est un isomorphisme est précisémentε−1(Xsm), oùXsm est le lieu lisse deX.
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2. Nous avons les isomorphismes suivants.

A1(X)
≃→ A1(Xsm)

≃→ Pic(Xsm)
≃→ Pic(ε−1(Xsm))

≃→ Pic(X)(I.B.2)

La composition envoie [D] surO(ε−1(D)).

Nous obtenons la propriété universelle du champ canonique.

Théorème I.B.3(Corollaire 4.10 dans[FMN10]). — Soit X une variété avec des singulari-
tés quotients. Alors il existe un unique champ canoniqueXcan tel que l’espace grossier deXcan

soit X. De plus, soitY → X un morphisme dominant qui préserve la codimension par image
inverse(1) où Y est une orbifold. Alors il existe un unique morphisme, à une2-flèche près,
g : Xcan→ Y tel que le diagramme suivant soit commutatif.

Xcan

ε

Y∃!g

X

Soit XΣ une variété torique dont l’éventailΣ est simplicial c’est-à-dire qu’elle a des singula-
rités quotients. NotonsΣ(1) := {ρ1, . . . , ρn} les rayons deΣ c’est-à-dire les cônes de dimension
1. Pour chaque côneσ, nous posons

Zσ := {x ∈ Cn | xi , 0 siρi < σ}
PosonsZΣ := ∪σ∈ΣZσ. D’après [Cox95], nous savons queX est le quotient géométriqueZΣ/GA

oùGA = Hom(A1(X),C∗).

Théorème I.B.4(Théorème 4.11 dans[FMN10]). — Soit XΣ une variété torique simpliciale
de tore T. Son champ canoniqueXcanest le champ quotient[ZΣ/GA] et il est naturellement muni
d’une structure de champs torique de Deligne Mumfordde toreT et son action a: T × Xcan→
Xcan relève l’action a: T × X→ X.

Dans la suite (I.F.4), nous verrons queGA = Hom(Pic(Xcan),C∗).
NotonsDcan

i = ε
−1Di où Di est le diviseur torique lisse associé au rayonρi de l’éventailΣ.

Exemple I.B.5. — En suivant l’exemple (I.A.5), le champP(1, 1, 3) est le champ canonique
de |P(1, 1, 3)|.

I.C. Orbifolds toriques

I.C.1. Champs de racines d’un diviseur de Cartier effectif. — Dans [Cad03] et [AGV08],
les auteurs définissent un champ de racines pour un couple (L, s) oùL est un faisceau inversible
surX et s une section. Dans la suite, nous nous restreignons au cas d’un diviseur de Cartier
effectif.

Soit n un entier strictement positif. Considérons le champ quotient [An/(C∗)n] où l’action
de (C∗)n est donnée par la multiplication sur les coordonnées. Un point de ce champ est la
donnée den faisceau inversible munis den sections globales. Soita := (a1, . . . , an) ∈ (N>0)n.
Notons∧a : [An/(C∗)n] → [An/(C∗)n] donnée parxi 7→ xai

i et λi 7→ λ
ai
i où xi (resp.λi) sont

les coordonnées surAn (resp.(C∗)n). SoitD := (D1, . . . ,Dn) un n-uplet de diviseurs de Cartier

1. Par exemple un morphisme plat.
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effectifs. Ceci induit un morphismeX → [An/(C∗)n]. Le champ de racinea-ème de(X,D) est
le produit cartésien

a
√

D/X
�π

[An/(C∗)n]

∧a

X D [An/(C∗)n]

(I.C.1)

Le morphisme a
√

D/X → [An/(C∗)n] correspond aux diviseurs de Carier effectifs D̃ :=
(D̃1, . . . , D̃n), où D̃i est le sous champ fermé et réduit deπ−1(Di)red. Plus explicitement, un
objet de a

√
D/X au dessus d’un schémaS est un couple (f , (D̃1, . . . , D̃n)) où f : S → X est un

morphisme et pour touti, Di est un diviseur effectif surS tel queaiD̃i = f ∗Di.
Nous avons les propriétés suivantes.

1. Le produit fibré ai
√

Di/X au dessus deX est isomorphe àa
√

D/X (cf. Remarque 2.2.5 de
[Cad03]).

2. Le morphisme canoniquea
√

D/X → X est un isomorphisme au dessus deX \ ∪iDi.

3. SiX est lisse, chaqueDi est lisse et lesDi se coupent en des croisements normaux alors
a
√

D/X est lisse (cf. Section 2.1 dans [BC10]) et lesD̃i ont des croisements normaux.

4. Nous avons le morphisme de suites exactes courtes (cf. Corollaire 3.1.2 [Cad03])

(I.C.2) 0 Pic(X) π∗ Pic
(

a√D/X
) q ∏n

i=1Z/aiZ 0

Chaque faisceau inversibleL ∈ Pic
(

a
√

D/X
)

peut être écrit d’une façon unique comme

L � π∗M ⊗∏n
i=1O(kiD̃i) où M ∈ Pic(X) et 0 ≤ ki < ai ; le morphismeq envoieL sur

(k1, . . . , kn).

Remarque I.C.3. — Soit D1 et D2 deux diviseurs de Cartier effectifs surX tels queD1 ∩
D2 , ∅. Les champs a

√
D1 ∪ D2/X et (a,a)

√
(D1,D2)/X ne sont pas isomorphes. En effet, le

groupe d’automorphisme d’un point dans la préimage dex ∈ D1 ∩ D2 dans a
√

D1 ∪ D2/X
(resp. (a,a)

√
(D1,D2)/X) estµa (resp.µa × µa).

I.C.2. Caractérisation des orbifolds toriques avec les champs de racines. —SoitX une
orbifold torique etεX : X → X le morphisme vers son espace grossierX. D’après la propriété
universelle du champ canonique (cf. théorème I.B.3), il existe un unique morphismef : X →
Xcan tel queεXcan ◦ f = εX.

D’après le corollaire 5.6.1 [LMB00 ], le morphisme de structureε : X → X induit une
bijection entre les sous champs fermés et réduits deX et ceux deX. SoitD un diviseur de
Cartier réduit deX de supportε−1(D). CommeD ∩ Xsm est un diviseur de Cartier, il existe un
uniquea ∈ N>0 tel queε−1(D∩Xsm) = a(D∩ε−1(Xsm)). Nous appelons l’entiera, la multiplicité
deX le long deD.

Théorème I.C.4(Théorème 5.2 dans[FMN10]). — 1. Soit X une variété torique simpli-
ciale d’éventailΣ et de tore T. Pour chaque rayonρ deΣ, on choisit un entier aρ ∈ N>0.
Notonsa := (aρ)ρ∈Σ(1). Le champ a

√
Dcan/Xcan a une structure de champ torique de De-

ligne Mumfordde tore T tel que le morphisme canoniquea
√

Dcan/Xcan → Xcan soit un
morphisme entre champs toriques de Deligne-Mumford.

22



2. SoitX une orbifold torique. Soit n le nombre de rayons de l’éventail de l’espace grossier
X. Il existe un unique n-uplet(a1, . . . , an) ∈ (N>0)n tel que le champX soit isomorphe,
comme champ torique, à

a1

√
Dcan

1 /Xcan×Xcan · · · ×Xcan
an
√

Dcan
n /Xcan.

où Dcan
i est le diviseur correspondant au rayonρi.

Pour démontrer le premier point, l’action deT sur a
√

Dcan/Xcan se fait en utilisant la pro-
priété universelle du diagramme cartésien (I.C.1). CommeX − T est une intersection normale
de diviseurs dont les composantes irréductibles sont notéesDi pour i dans{1, . . . , n}. Notons
a := (a1, . . . , an) les multiplicités des diviseursDi. Ceci nous permets de définir un morphisme
X → a

√
Dcan/Xcan à l’aide du diagramme cartésien (I.C.1). Puis le théorème principal de Za-

riski (« Zariski’s main theorem ») nous montre que ce morphisme est un isomorphisme. Le
diagramme (I.C.2) implique la suite exacte

(I.C.5) 0 Pic(Xcan) π∗ Pic(X)
q ∏n

i=1Z/aiZ 0

Exemple I.C.6. — En suivant l’exemple (I.A.5), nous avonsP(1, 2, 6) = 2
√

D0/P(1, 1, 3) oùD0

est le diviseur{x = 0} dansP(1, 1, 3).

I.D. Gerbes liées sur les orbifolds toriques

I.D.1. Champs de racines d’un faisceau inversible. —Notons BC∗ le champ quotient
[pt /C∗]. Rappelons qu’unS-point deBC∗ est un faisceau inversible surS. Soit b un entier
strictement positif. Le morphisme de groupeC∗ → C∗ qui envoieλ 7→ λb induit un morphisme
de champs algébriques∧b : BC∗ → BC∗ qui envoieP 7→ P⊗b. SoitL un faisceau inversible sur
un champ de Deligne-MumfordX. Ceci induit un morphisme deX → BC∗.

Le champ de racine b-ème de(X, L) est le champ défini par le produit cartésien

b
√

L/X
π �

BC∗

∧b

X L
BC∗

(I.D.1)

Le morphisme b
√

L/X → BC∗ correspond à un faisceau inversible, notéL1/bdans [Cad03],
sur b
√

L/X tel que sa puissanceb-ème soit isomorphe àπ∗L. Plus explicitement, un objet de
b
√

L/X au dessus def : S → X est un couple (M, ϕ) où M est un faisceau inversible surS
et ϕ : M⊗b ∼→ f ∗M. Le champ b

√
L/X est unµb-gerbe liée au-dessus deX. La suite exacte de

Kummer

1 µb Gm
∧b
Gm 1

induit un morphisme de liaison

∂ : H1
ét(X,Gm)→ H2

ét(X, µb)(I.D.2)

La classe deb
√

L/X dansH2
ét(X, µb) est∂(L). Soit L, L′ deux faisceaux inversibles surX. La

gerbe b
√

L/X est isomorphe àb
√

L′/X si et seulement si [L] = [L′] dans Pic(X)/bPic(X).
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I.D.2. Caractérisation des gerbes liées avec les champs de racines. — Tout d’abord, nous
faisons quelques rappels sur la rigidification d’un champ deDeligne-Mumford.

Nous considérons l’unionIgenX ⊂ IX des composantes de dimension dimX. C’est un sous
faisceau en groupes deIX qui est appeléstabilisateur générique. Dans la suite, nous noterons
Xrig pour la rigidification parX( IgenX et nous l’appelonsla rigidification.

En général, on peut rigidifier par un sous groupe central du stabilisateur générique mais nous
n’avons pas besoin de cette construction ici. Nous renvoyons à [AOV08, Appendice A] (voir
aussi [ACV03, Section 5.1], [Rom05] et [AGV08, Appentice C]).

La rigidificationr : X → Xrig satisfait les propriétés suivantes.

1. L’espace grossier deXrig est l’espace grossier deX.

2. Le champXrig est une orbifold.

3. SiX est une orbifold alorsXrig = X.

4. Le champX est une gerbe liée surXrig.

Nous renvoyons au théorème 5.1.5.(2) de [ACV03] pour la preuve de la proposition suivante

Proposition I.D.3(Propriété universelle du rigidifié). — SoitX un champ lisse de Deligne-
Mumford. SoitY une orbifold. Soit f : X → Y un morphisme dominant. Alors il existe g:
Xrig → Y et un2-morphismeα : g ◦ r ⇒ f tel que le diagramme suivant soit2-commutatif

X r

f

Xrig

∃g

Y
Revenons aux cas des champs torique de Deligne-Mumford. SoitX un champ torique de tore

T isomorpheT × BG où G est un groupe fini. Son rigidifierXrig est encore un champ torique
de tore isomorphe àT et le morphisme canoniqueX → Xrig est uneG-gerbe liée. D’après le
chapitre IV.3.4 dans [Gir71], le groupeH2

ét(Xrig,G) classifie lesG-gerbes liées.

Définition I.D.4. — Une µb-gerbe liée dansH2
ét(Xrig, µb) est essentiellement trivialesi c’est

dans l’image de∂ : H1
ét(Xrig,Gm)→ H2

ét(Xrig, µd).

En particulier d’après (I.D.2), tout champ de racineb
√

L/Xrig est uneµb gerbe essentiellement
triviale. Comme b

√
L/Xrig est isomorphe àb

√
L ⊗ M⊗b/Xrig, nous en déduisons une bijection

entre lesµb gerbes essentiellement triviales et le groupe Pic(Xrig)/bPic(Xrig).
SoitG un groupe abélien fini. Fixons une décompositionG =

∏ℓ
i=1 µbi . CommeH2

ét(Xrig,G)
est isomorphe à⊕ℓi=1H2

ét(Xrig, µbi ), nous en déduisons les bijections suivantes.

⊕ℓi=1 H2
ét(Xrig, µbi )

1:1←→
{
produit fibré surXrig de champs de racineb j-ème de faisceaux inversibles

}

1:1←→
ℓ∏

j=1

Pic(Xrig)/b j Pic(Xrig)
1:1←→

ℓ∏

j=1

Ext1(Z/b jZ,Pic(Xrig))

Théorème I.D.5(Voir Corollaire 6.26 dans [FMN10]). — Soit X un champ de Deligne-
Mumford torique avec un tore isomorphe à T× BG. Soit G=

∏ℓ
j=1 µbj . Il existe L1, . . . , Lℓ

dansPic(Xrig) tel queX soit isomorphe, comme champ torique, à
b1
√

L1/Xrig ×Xrig · · · ×Xrig
bℓ
√

Lℓ/Xrig.
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De plus, pour chaque j∈ {1, . . . , ℓ}, la classe[L j ] dansPic(Xrig)/b j Pic(Xrig) est unique.

Remarque I.D.6. — Remarquons que la présentation du champ toriqueX dépend de la dé-
composition du groupeG.

La partie difficile de la preuve consiste à montrer que laG-gerbe liéeX → Xrig est une gerbe
essentiellement triviale. Pour cela nous démontrons le résultat technique suivant.

Lemme I.D.7(Théorème 6.11[FMN10]). — SoitXrig une orbifold torique de tore T. Notons
ι : T ֒→ X l’inclusion du tore. Alors le morphisme

ι∗ : H2
ét(X,Gm)→ H2

ét(T,Gm)

est injectif.

Finalement le théorème découle du diagramme suivant.

H1
ét(Xrig,Gm)

bj
√
·/Xrig

H2
ét(Xrig, µbj ) H2

ét(Xrig,Gm)

ι∗

1 H2
ét(T, µbj ) H2

ét(T,Gm)

Exemple I.D.8. — En suivant l’exemple (I.A.5), nous avonsP(2, 4, 12)= 2
√
O(1)/P(1, 2, 6)

I.E. Comparaisons avec la définition de Borisov-Chen-Smith

Nous rappelons d’abord la définition d’un champ torique de Borisov-Chen-Smith dans
[BCS05].

Définition I.E.1. — Unéventail marquéest un tripletΣ := (N,Σ, β) oùN est un groupe abélien
de type fini,Σ un éventail simplicial dansNQ := N ⊗ Q avecn rayons etβ : Zn→ N tel que

1. les rayons deΣ engendrentNQ,

2. pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, les élémentsβ(ei) dansNQ sont sur le rayonρi où (e1, . . . , en)
est la base canonique deZn et le morphismeN → N ⊗ Q envoiem 7→ m.

A un éventail champêtreΣ = (N,Σ, β), nous pouvons associer deux éventailsΣrig :=
(N/Ntor,Σ, β

rig) et Σcan = (N/Ntor,Σ, β
can) où Ntor est la partie de torsion deN et βrig est la

composition deβ et de la projectionN → N/Ntor. Pour définirβcan, nous remarquons que pour
chaquei ∈ {1, . . . , n}, nous avonsβ(ei) = aivi oùai ∈ N>0 etvi est le générateur du semi groupe
ρi ∩ N/Ntor. Posonsβcan(ei) = vi. Pour résumer nous avons le diagramme suivant.

(I.E.2) Zn β

βrig

diag(a1,...,an)

N

Zn βcan

N/Ntor

D’après [BCS05], nous en déduisons un morphisme d’éventail champêtre

Σ→ Σrig → Σcan
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Construction I.E.3(Construction du champX(Σ) associé àΣ). — Notonsd le rang deN.
Choisissons une résolution projective deN à deux termes

0 Zℓ
Q
Zd+ℓ N 0

Choisissons un morphismeB : Zn → Zd+ℓ qui relèveβ : Zn → N. Considérons le morphisme
[BQ] : Zn+ℓ → Zd+ℓ. NotonsDG(β) := coker([BQ]∗). Notonsβ∨ : (Zn)∗ → DG(β) le mor-
phisme de groupe qui rend le diagramme suivant commutatif.

(Zn)∗

β∨

(Zn+ℓ)∗

DG(β) := coker [BQ]∗

Définissons l’action deGΣ := HomZ(DG(β),C∗) sur ZΣ comme suit. Appliquons le foncteur
HomZ(−,C∗) au morphismeβ∨ : (Zn)∗ → DG(β), nous trouvons un morphisme de groupe
GΣ → (C∗)n. Via l’action naturelle de (C∗)n surCn, nous définissons l’action deGΣ sur ZΣ.
Finalement le champ associé àΣ := (N,Σ, β) est le champ quotientX(Σ) := [ZΣ/GΣ].

SoitΣ un éventail champêtre etX(Σ) son champ de Deligne-Mumfordassocié. Il est facile
de voir les propriétés suivantes

1. Le champX(Σ) est un champ torique au sens de la Définition I.A.2.

2. Le champX(Σrig) est le rigidifier deX(Σ).

3. Le champX(Σcan) est le champ canonique de la variété torique simpliciale qui est l’espace
grossier deX(Σ).

Le résultat suivant nous donne la correspondance entre la définition combinatoire de Borisov-
Chen-Smith et notre définition géométrique I.A.2.

Théorème I.E.4. — SoitX un champ de Deligne-Mumford torique d’espace grossier la va-
riété torique X. SoitΣ l’éventail de X dans NQ := N ⊗Z Q. Supposons que les rayons deΣ
engendrent NQ. Il existe un éventail marqué tel queX soit isomorphe, comme champ torique,
au champ torique associé à l’éventail marqué. De plus, siX n’a pas de stabilisateur générique
trivial alors cet éventail marqué est unique.

Pour démontrer ce résultat, il suffit de montrer qu’un champ torique de Deligne-Mumford est
un quotient globalXcan= [ZΣ/GX] où GX = Hom(Pic(X),C∗). Ceci se fait facilement car nous
avonsXcan= [ZΣ/GXcan] et nous savons comment calculer un champ de racines sur un quotient
global.

I.F. Champs de toriques et symétrie miroir en termes d’isomorphismes d’anneaux

D’après Givental [Giv98b] and Barannikov [Bar00], le partenaire miroir de l’espace pro-
jectif Pn est la fonctionf1 = x0 + · · · + xn définie sur le tore d’équationx0 · · · xn = 1. Ce
théorème miroir s’énonce en termes d’un isomorphisme entrevariétés de Frobenius qui sont
obtenues d’un part par un déploiement universelle def1 et sur la cohomologie quantique dePn.
Pour expliquer notre motivation, regardons la fonctionf = x0 + · · · + xn définie sur la fibra-
tion π : An+1 → A1 définie parπ(x0, . . . , xn) = x0 · · · xn. De ce point de vue, il est naturel de
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considérer les déformations def comme déploiementsF(x, t) : An+1 × Ak → C qui satisfont
F(x, 0) = f (x), avec la relation d’équivalence induite par les diagrammes commutatifs suivants.

An+1 × Ak φ

π×id
Ak

F

An+1 × Ak′

π×id
Ak′

F′

C

A1 × Ak
ψ

A1 × Ak′

(I.F.1)

Avec des techniques de De Gregorio ([dG06]), nous pouvons montrer que, au moins au
niveau des germes, l’espace tangent de ce foncteur de déformation,notéT1

f /π, est donnée par
l’algèbre

(I.F.2) T1
f /π =

C[x0, . . . , xn]
(π) + Θπ( f )

oùΘπ sont les champs de vecteurs surAn+1 tangent à toutes les fibres deπ. Nous l’appelons
l’algèbre de Jacobi de f au dessus deπ−1(0). Dans le cas du partenaire miroir dePn, nous
pouvons voir facilement queΘπ est librement engendré par les champs de vecteurs

(I.F.3) xi∂xi − xi+1∂xi+1, i ∈ {0, . . . , n− 1}.
Nous en déduisons un isomorphisme d’anneaux

(I.F.4) T1
f /π =

C[x]
(xn+1)

≃ H∗(Pn;C)

Nous dirons que la fibration (f , π) est miroir dePn. Nous allons généraliser cet isomorphisme à
des orbifolds toriques dont l’espace grossier est un espaceprojectif à poids.

Soit p = (p0, . . . , pn) dans (N>0)
n+1

tel que pgcd(p0, . . . , pi, . . . , pn) = 1 c’est-à-dire que
l’espace projectif à poidsP(p) n’a pas de stabilisateur générique.

D’après le théorème I.C.4, une orbifold torique dont l’espace grossier est un espace projectif
à poidsP(p) est codée par un (n+1)–upletw := (w0, . . . ,wn) ∈ (N>0)n+1 qui sont les multiplicités
des diviseurs toriques. Une telle orbifold est notéeX(w, p).

Théorème I.F.5(Théorème 2 dans[dGM08]). — Soit p := (p0, . . . , pn) ∈ (N>0)n+1 tel que
pgcd(p0, . . . , pn) = 1. Soitw := (w0, . . . ,wn) ∈ (N>0)n+1. Il existe une fibrationπp : Y(p) →
C(p) au dessus d’un courbe rationnelle avec une fonction fw : Y(p) → C telle que

1. la fibre génériqueπ−1
p (t), t , 0 soit isomorphe au tore xp0

0 . . . xpn
n = 1 et fw soit donnée par

xw0
0 + · · · + xwn

n via cet isomorphisme ;

2. un isomorphisme d’anneaux

(I.F.6) T1
fw/πp
≃ A∗orb(X(w, p);C)

où le membre de droite est l’anneau de Chow deX(w, p).

La démonstration se fait de façon complètement explicite enutilisant la présentation de l’an-
neau de Chow des orbifolds toriques de Borisov-Chen-Smith dans [BCS05].
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CHAPITRE II

INVARIANTS DE GROMOV-WITTEN EN GENRE 0,
QUANTUM D-MODULES ET CÔNES LAGRANGIENS

TORDUS

II.A. Invariants de Gromov-Witten tordus en genre 0

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition des invariants de Gromov-Witten pour les
variétés.

Notation II.A.1. — — NotonsH2(X,Z) le deuxième groupe d’homologie entier modulo
torsion.

— Notons NE(X) ⊂ H2(X,Z) le cône de Mori, engendré comme semi-groupe par les classes
d’équivalence des courbes irréductibles dansX.

SoitX une variété projective lisse surC. Soitd une classe dansH2(X,Z). Soitn ∈ N. On note
M0,n(X, d) l’espace de module des applications stables de genre 0 et dedegréd. Un point géo-
métrique de cet espace de module sera noté (C, x, f ) où f : C → X est le morphisme de degré
d et x = (x1, . . . , xn) sont les points marqués sur la courbeC. Pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, nous
avons une application d’évaluation aui-ème point marqué notée ei : M0,n(X, d) → X. D’après
[Kon95a] et [BM96], cet espace de module est un champs de Deligne-Mumford propre. En
général cet espace de module n’a pas la dimension « attendue ». Dans [BF97], Behrend et Fan-
techi construisent un cycle appelécycle virtueldont la classe dans l’anneau de Chow est notée
[M0,n(X, d)]vir . Le degré de cette classe est

deg[M0,n(X, d)]vir =

∫

d
c1(TX) + dimC X + n− 3

Heuristiquement, pour chaque point (C, x, f ) ∈ M0,n(X, d), la théorie de la déformation montre
que l’espace tangent estH0(C, f ∗TX) et une obstruction estH1(C, f ∗TX). Le théorème de
Riemann-Roch surC montre que dimH0(C, f ∗TX)−dimH1(C, f ∗TX) =

∫
d
c1(TX)+dimC X+

n− 3 et donc ne dépend pas du point (C, x, f ).
Pour chaquei ∈ {1, . . . , n}, nous posonsψi := c1(Li) oùLi est un fibré en droite surM0,n(X, d)

dont la fibre au dessus du point géométrique (C, x, f ) ∈ M0,n(X, d) est le cotangent àC au point
xi. Les invariants de Gromov-Witten avec descendantssont définis par la formule suivante : soit
γ1, . . . , γn ∈ H2∗(X) et m1, . . . ,mn ∈ N

〈
γ1ψ

m1
1 , . . . , γnψ

mn
n

〉
0,n,d

:=
∫

[M0,n(X,d)]vir

n∏

i=1

ψ
mi
i e∗i γi ∈ Q(II.A.2)



Dans la suite, nous nous intéresserons aussi aux invariantsde Gromov-Witten « tordus ». Une
torsion (1) est un couple (c,E) où c est une classe caractéristique multiplicative et inversible
et E un fibré vectoriel surX. L’oubli du (n + 1)-ème point marqué nous donne un morphisme
π :M0,n+1(X, d)→M0,n(X, d) qui est la courbe universelle.

M0,n+1(X, d)
en+1

π

X

M0,n(X, d)

Ainsi E0,n,d := Rπ∗ e∗n+1 E est un élément dansK(M0,n(X, d)). Pour chaque point géométrique
(C, x, f ), nous avons rg(E0,n,d |(C,,x, f )) = H0(C, f ∗E) − H1(C, f ∗E). Un fibré E est ditconvexe
(resp. concave) si H1(C, f ∗E) = 0 (resp. H0(C, f ∗E) = 0) pour toute application stable (C, x, f ).
Si E∨ est concave alorsE est convexe mais la réciproque est fausse (cf. l’exemple ci-dessous).

Exemple II.A.3. — PourC = P1, un fibréE = ⊕r
i=1O(ai) est convexe si et seulement si pour

tout i ∈ {1, . . . , r}, on aai ≥ −1. Par dualité de Serre, on en déduit qu’un fibréE = ⊕r
i=1O(ai) est

concave si et seulement si pour touti ∈ {1, . . . , r}, on aai ≤ −1.

Lemme II.A.4(Lemma 10 in [FP97]). — Soit E un fibré globalement engendré sur X. Alors
E0,n,d est convexe et c’est un fibré vectoriel de rang

∫
d
c1(E) + rg(E). �

Toute classec peut s’écrire

c(·) := exp


∑

k≥0

sk Chk(·)
(II.A.5)

où Chk est la composante de degrék du caractère de Chern. Les invariants de Gromov-Witten
tordus par (c,E) sont définis par

〈
γ1ψ

m1
1 , . . . , γnψ

mn
m

〉(c,E)

0,n,d
:=

∫

[M0,n(X,d)]vir

n∏

i=1

ψ
mi
i e∗i γi ∪ c(E0,n,d) ∈ Q[[ s0, s1 . . . , ]](II.A.6)

Si nous prenonsc = 1, nous retrouvons les invariants définis (II.A.2). Pour cette raison, le cas
c = 1 sera appelé le cas des invariantsnon tordus. A toute torsion (c,E), nous lui associonsune
torsion duale(c∗,E∨) défini pars∗k = (−1)k+1sk.

Dans la littérature, on utilise deux torsions spécifiques :

1. (eλ,E) oùeλ est la classe d’Euler équivariante avec paramètreλ, notéeλ, etC∗ agit sur le
fibré E par multiplication sur les fibres. Cette torsion sera très étudiée dans la suite de ce
mémoire. Une des motivations pour étudier cette torsion avec des fibrés convexes vient
du résultat suivant

Théorème II.A.7([KKP03]). — Soit E un fibré convexe sur X. Soit Y le zéro d’une sec-
tion régulière de E etι : Y→ X cette inclusion. Pourγ ∈ H2(Y,Z), notons jγ l’inclusion
naturelle deM0,n(Y, γ)→M0,n(X, ι∗γ). Alors, pour tout d∈ H2(X,Z), on a

∑

ι∗γ=d

( jγ)∗[M0,n(Y, γ)]vir = ctop(E0,n,d) ∩ [M0,n(X, d)]vir

1. En anglais, un « twist »
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Ainsi, la limite non équivariante des invariants tordus par(eλ,E) donne les invariants
d’une hypersurfaceY dansX.

2. (Td,TX). Cette torsion est apparue dans la thèse de Coates et dans les travaux de
Givental-Tonita [GT11] pour étudier les invariants de Gromov-Witten enK-théorie. Plus
précisément, les invariants enK-théorie sont définis par : soita1, . . . , an ∈ K(X)

〈a1, . . . , an〉K0,n,d := χ
(
e∗1(a1) ⊗ · · · ⊗ e∗n(an) ⊗ [Ovir

M0,n(X,d)
]
)

où Ovir
M0,n(X,d)

est le faisceau structural virtuel défini par Lee [Lee04]. Dans [GT11],

Givental-Tonita définissent les « faux » invariants de Gromov-Witten enK-théorie via
les invariants tordus par (Td,TX).

〈a1, . . . , an〉K, f aux
0,n,d := 〈Ch(a1), . . . ,Ch(an)〉(Td,T X)

0,n,d

Moralement, le fibré tangent virtuel deM0,n(X, d) seraitTX0,n,d et si l’on applique le
théorème de Riemann-Roch surM0,n(X, d), on aurait égalité entre les vrais et les faux
invariants enK-théorie. Ceci n’est pas aussi simple et l’article de Givental-Tonita donne
un lien entre ces deux invariants.

II.B. Produit quantique tordu par (c,E)

Notation II.B.1. — — Fixons une fois pour toute une base (T0, . . . ,Ts) deH2∗(X) oùT0 = 1
est le neutre pour le cup produit etT1, . . . ,Tr est une base duH2(X). Notons (T0, . . . ,Ts)
la base duale pour la dualité de Poincaré. Notonst0, . . . , ts les coordonnés associées à la
base (Ta)a∈{0,...,s} etτ =

∑s
a=0 taTa. Notonsτ2 =

∑r
1 taTa.

— NotonsC[Q] := C[NE(X)] etC[[Q]] pour la complétion naturelle deC[Q].
— SoitRun anneau commutatif. Considérons la valuationv : R[s0, s1 . . . , ] → N parv(sk) =

k+ 1. NotonsR[[s]] la complétion deR[s0, s1 . . . , ] par rapport à cette valuation. Notons

C[[Q, s]] , C[[Q, τ, s]] et C[z±][[ Q, τ, s]]

les complétions respectives deC[[Q]][ s0, s1, . . .], C[[Q]][ t0, . . . , ts, s0, s1, . . .] et
C[z±][[ Q]][ t0, . . . , ts, s0, s1, . . .]

— Soitγ1, . . . , γk ∈ H2∗(X) et m1, . . . ,mk ∈ N. Posons

〈〈
ψ

m1
1 γ1, . . . , ψ

mk
k γk

〉〉(c,E)

τ
:=

∑

n≥0

∑

d∈NE(X)

Qd

n!

〈
ψ

m1
1 γ1, . . . , ψ

mk
k γk, τ, . . . , τ

〉(c,E)

0,n+k,d
∈ C[[Q, τ, s]]

Le potentiel de Gromov-Wittenest défini par

F(c,E)(τ) := 〈〈〉〉(c,E)
τ ∈ C[[Q, τ, s]](II.B.2)

Définition II.B.3 . — Soitγ1, γ2 ∈ H2∗(X).

γ1 •(c,E)
τ γ2 :=

s∑

a=0

〈〈γ1, γ2,Ta〉〉(c,E)
τ

Ta

c(E)
∈ H2∗(X) ⊗C C[[Q, τ, s]]
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Remarquons que

Ti •(c,E)
τ T j =

s∑

a=0

∂3F(c,E)

∂ti∂t j∂ta
Ta(II.B.4)

(γ1 •(c,E)
τ γ2, γ3)(c,E) =

s∑

a=0

〈〈γ1, γ2, γ3〉〉(c,E)
τ(II.B.5)

où (·, ·)(c,E) est la dualité de Poincaré torduei.e.,

(γ1, γ2)(c,E) =

∫

X
γ1 ∪ γ2 ∪ c(E)

Nous avons (Ta,Tb/c(E))(c,E) = δab.
Les propriétés de invariants tordus impliquent le résultatsuivant.

Proposition II.B.6. — Le produit•(c,E)
τ est commutatif, associatif, de neutre1 et satisfait la

relation de Frobenius par rapport à(·, ·)(c,E). �

Le petit produit quantique tordu est défini par la restriction de•(c,E)
τ à H2(X) et à l’aide de

l’axiome du diviseur, nous obtenons

γ1 •(c,E)
τ2

γ2 =

s∑

a=0

∑

d∈NE(X)

Qde
∫
d τ2 〈γ1, γ2,Ta〉(c,E)

0,3,d

Ta

c(E)

II.C. D-module quantique tordu par (c,E)

Définition II.C.1. — Le D-module quantique tordu par(c,E) est le triplet

QDM(c,E)(X) :=
(
H2∗(X) ⊗C C[z][[ Q, s, τ]] ,∇(c,E),S(c,E)

)

où∇(c,E) est une connexion définie par

∇(c,E)
a : H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]] → z−1H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]]

∇(c,E)
a = ∂a +

1
z

(
Ta•(c,E)

τ

)
, a ∈ {0, . . . , s},

et S(c,E) est un accouplement ’z-sesquilinéaire’ surH2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]] défini par

S(c,E)(u, v) = (u(−z), v(z))(c,E)

pour toutu, v ∈ H2∗(X) ⊗C[z][[ Q, s, τ]]. Quand nous restreignons au paramètreτ2, nous l’appe-
lonspetit D-module quantique tordu par(c,E)

SQDM(c,E)(X) = (H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ2]] ,∇ = ∇(c,E),S = S(c,E))

Quandc = 1 etE = 0, le triplet

QDM(X) = (H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, τ]] ,∇ = ∇(c=1,E=0),S = S(c=1,E=0))

est appelé leD-module quantiquedeX.

Remarque II.C.2. — Le moduleH2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]] peut être vu comme le module des
sections globales du fibré vectoriel trivial de fibreH2∗(X) au dessus du voisinage formel du
point Q = s = τ = z = 0. Comme nous avons un1z dans la définition de∇(c,E), la connexion
∇(c,E) ne préserve pasH2∗(X)⊗C[z][[ Q, s, τ]]. Parfois, on regardeH2∗(X)⊗C[z][[ Q, s, τ]] comme
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un réseau dans un module plus grandH2∗(X) ⊗ C[z±][[ Q, s, τ]] qui est préservé par∇(c,E) (voir,
e.g. [Sab02, p.18]).

Posons (z − ψ)−1 :=
∑

k≥0 z−k−1ψk. Givental [Giv96, Corollaire 6.2] a définiL(c,E)(τ, z) ∈
End(H2∗(X)) ⊗ C[z±][[ Q, s, τ]] par la formule suivante : pour toutγ ∈ H2∗(X)

L(c,E)(τ, z)γ = γ −
s∑

a=0

〈〈
γ

z+ ψ
,Ta

〉〉(c,E)

τ

Ta

c(E)
∈ H2∗(X) ⊗ C[z±][[ Q, s, τ]] (2)

Proposition II.C.3(Voir, e.g. [Pan98, §2], [Iri11 , Proposition 2.1])

1. La connexion∇(c,E) est plate et L(c,E)(τ, z) est une solution fondamentale de∇(c,E) i.e.,
nous avons pour tout a∈ {0, . . . , s} et pour toutγ ∈ H2∗(X)

∇(c,E)
a

(
L(c,E)(τ, z)γ

)
= 0.

2. L’accouplement S(c,E) est∇(c,E)-plate et L(c,E)(τ, z) est une isométrie pour S(c,E) i.e., pour
tout u, v ∈ H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]] , nous avons

dS(c,E)(u, v) = S(c,E)

(
∇(c,E)u, v

)
+ S(c,E)

(
u,∇(c,E)v

)

S(c,E)(u, v) = S(c,E)
(
L(c,E)u, L(c,E)v

)

�

La dernière égalité de la proposition II.C.3, nous permet decalculer l’inverse deL(c,E) qui est
donné par :

L(c,E)(τ, z)
−1γ = γ +

s∑

a=0

〈〈
Ta

z− ψ, γ
〉〉(c,E)

τ

Ta

c(E)
.

Définition II.C.4. — La fonction J tordue par(c,E) est définie par

J(c,E)(τ, z) := zL(c,E)(τ, z)
−11

= z+ τ +
s∑

a=0

〈〈
Ta

z− ψ

〉〉(c,E)

τ

Ta

c(E)

Nous en déduisons que poura ∈ {0, . . . , s} :
L(c,E)(τ, z)

−1Ta = L(c,E)(τ, z)
−1z∇(c,E)

a 1 = ∂aJ(c,E)(τ, z).(II.C.5)

II.D. Cône tordu par (c,E) de Givental

Ce paragraphe est plutôt une version heuristique de l’appendice B dans [CCIT09] où les
auteurs emploient la géométrie algébrique formelle pour décrire « correctement » le cône la-
grangien. Dans ce mémoire, nous resterons à une descriptionplus heuristique.

PosonsH(c,E) := H2∗(X) ⊗ C[z±][[ Q, s]] et la 2-forme non dégénérée surH(c,E) définie par :
pour toutu, v ∈ H(c,E)

Ω(c,E)(u, v) := Resz=0 (u(−z), v(z))(c,E) dz.

Il n’est pas difficile de voir que (H(c,E),Ω(c,E)) est une variété symplectique. NotonsH+(c,E) :=
H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s]]. Nous pouvons identifier (H(c,E),Ω(c,E)) avec la structure canonique sur le
cotangent àH+(c,E). De plus si nous avons une fonction surH+(c,E) alors le graphe de sa différen-
tielle nous donne un sous-espace lagrangien deT∗H+(c,E).
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Notonst(z) la coordonnée surH+(c,E) c’est-à-dire

t(z) :=
∑

k≥0

tkz
k ∈ H2∗(X)C ⊗ C[z] où tk :=

s∑

a=0

ta
kTa(II.D.1)

Notons parL(c,E) ⊂ H(c,E) l’ensemble des points deH(c,E) qui s’écrivent

−z+ t(z) +
s∑

a=0

〈〈
Ta

−z− ψ

〉〉(c,E)

t(z)

Ta

c(E)
.

Nous avons déjà rencontré une élément deL(c,E) dans la définition II.C.4 :

J(c,E)(τ,−z) = −z+ τ +
s∑

a=0

〈〈
Ta

−z− ψ

〉〉(c,E)

τ

Ta

c(E)
.

Cherchons à décrire l’espace tangent àL(c,E). Les points deT fL(c,E) sont de la forme

∑

k≥0

s∑

a=0

ṫa
kTaz

k +
∑

k≥0

s∑

a=0

ṫa
k

〈〈
Taψ

k,
Ta

−z− ψ

〉〉(c,E)

t(z)

Ta

c(E)
(II.D.2)

Exemple II.D.3. — Un exemple important de vecteur tangent dansT fL(c,E). Considérons le
casṫa

k = δk0δab. Nous obtenons

Tβ +

s∑

a=0

〈〈
Tβ,

Ta

−z− ψ

〉〉(c,E)

t(z)

Ta

c(E)
∈ T fL(c,E)(II.D.4)

En particulier, d’après (II.C.5)

L−1
(c,E)(τ,−z)Tb = ∂tb0

J(τ,−z) ∈ TJ(c,E)(τ,−z)L(c,E).

Considérons le sous casb = 0 et développons (II.D.4) en puissance négative dez, nous obtenons

1− τ̃(t(z))
z
+O(z−2)(II.D.5)

où

τ̃ : H2∗(X) ⊗ C[z] → H2∗(X) ⊗ C[[Q, s]](II.D.6)

t(z) 7→
s∑

a=0

〈〈1,Ta〉〉(c,E)
t(z)

Ta

c(E)

Proposition II.D.7 (Proposition B.4 of [CCIT09]). — Soit f ∈ L(c,E). L’espace tangent
T fL(c,E) est unC[z][[ Q, s, τ]]〈z∂0, . . . , z∂s〉-module libre qui est engendré comme module par

∀a ∈ {0, . . . , s}, ∂aJ(c,E)(τ,−z) |τ=τ̃(t(z)) .

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons le lemme suivant qui nous donne une inter-
prétation géométrique de la fonctioñτ en (II.D.6).

Lemme II.D.8([Lemma B.6 of [CCIT09]). — L’espace tangent TfL(c,E) au point f = −z+
t(z) + · · · ∈ L(c,E) est le même que TJ(c,E) (̃τ(t(z)),−z)L(c,E) au point J(c,E)(̃τ(t(z)),−z) où τ̃(t(z)) est
donné par(II.D.6).
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Remarque II.D.9. — Nous pouvons donner une interprétation géométrique de cerésultat de
la façon suivante. CommeH−(c,E) := z−1.H2∗(X)C ⊗ C[z−1][[ Q, s, τ]] est en somme directe avec
n’importe quel espace tangent du côneL(c,E), nous en déduisons queT fL(c,E) ∩ {1+H−(c,E)} est
un unique point deH(c,E). Le développement de ce point en puissance dez (cf. (II.D.2)), nous
donne

1− τ̃(t(z))
z
+O(z−2).

La proposition II.D.7 implique le corollaire suivant.

Corollaire II.D.10. — L’application

J(c,E) : QDM(c,E)(X) → TJ(c,E)(τ,−z)L(c,E)(II.D.11)

Ta 7→ ∂aJ(c,E)(τ,−z) = L−1
(c,E)(τ,−z)Ta

est un isomorphisme deC[z][[ Q, s, τ]] -modules. De plus, il satisfaitJ(c,E)(z∇(c,E)
a Tb) = z∂aJ(c,E)Tb

i.e., c’est un isomorphisme deC[z][[ Q, s, τ]]〈z∂0, . . . , z∂s〉-modules.
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CHAPITRE III

D-MODULES QUANTIQUES, SYMÉTRIE MIROIR ET
DUALITÉ DE SERRE

III.A. D-modules quantiques des espaces projectifs à poids et symétrie miroir

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats de [DM13] à propos de la symétrie miroir
des espaces projectifs à poids. Soitw0,w1, · · · ,wn des entiers strictement positifs.

III.A.1. Coté A : D-modules quantiques des espaces projectifs à poids. —

III.A.1.a. Cohomologie orbifolde. —

Convention III.A.1. — Nous travaillons avec la topologie étale. Un champs de Deligne-
Mumford sera supposé séparé et de type fini surC. Nous supposerons toujours que son es-
pace grossier est un schéma. Nous emploierons le termeorbifold pour un champ de Deligne-
Mumford lisse avec un stabilisiteur générique trivial.

SoitX un champs de Deligne-Mumford lisse. Lechamps d’inertie deX noté IX est défini
par le produit cartésien suivant où∆ est la diagonal

IX X
∆

X ∆ X × X
Nous pouvons toujours écrireX comme un quotient global [X/G]. NotonsT l’ensemble des
classes de conjugaison dansG. Pour (g) ∈ T, notonsX(g) = {x ∈ X | g ∈ Aut(x)} et C(g) le
centralisateur deg dansG. Dans ce cas

IX =
∐

(g)∈T
IX(g) où IX(g) = [X(g)/C(g))]

La cohomologie orbifoldest défini ([CR04]) comme l’espace vectoriel

H∗orb(X) = H∗(IX).

Un point deIX est un couple (x, g) où g ∈ Aut(x). L’inversion g 7→ g−1 nous donne une
involution Inv : IX → IX.

Soit (x, g) ∈ IX. L’élément g agit sur l’espace tangentTxX. Les valeurs propres de
cette action sont des racines de l’unité car Aut(x) est un groupe fini, nous les notons
e2π
√
−1r1, . . . , e2π

√
−1rn avecr i ∈ [0, 1[∩Q. Le champX estGorensteinsi pour tout pointx et

pour toutg ∈ Aut(x), cette action est de déterminant 1. Remarquons que siX est Gorenstein



alors son espace grossier est Gorenstein. Définissons

age(x, g) =
n∑

i=1

r i ∈ Q

Cette âge ne dépend que de la composante connexe deIX et il est entier siX est Gorenstein.
Pour toute classeγ dansH∗(IX(g)).

degorbγ := degγ + 2 age(g) ∈ Q

Ainsi, l’espace vectorielH∗orb(X) est gradué par des rationnels. Nous avons également un dualité
de Poincaré qui est la somme directe des (·, ·)(g).

(·, ·)(g) : H∗(IX(g)) × H∗(IX(g−1))→ C

(γ1, γ2) 7→
∫

I(})
γ1 ∪ Inv∗ γ2

Remarque III.A.2. — Nous voudrions définir un cup produit sur cette cohomologie. Pour cela,
nous pouvons se rappeler que dans le cas des variétés, le cup produit est le produit quantique
où l’on ne considère que les applications constantes c’est-à-dire les termes de degréd = 0 dans
la formule II.B.3 avecc = 1 etE = 0. L’idée naturelle de Chen-Ruan dans [CR04] et [CR02]
est de définir un produit quantique orbifold puis de prendre seulement les termes de degré 0.

La théorie de Gromov-Witten pour les champs de Deligne-Mumford lisse ressemble à celle
pour les variétés avec les différences suivantes. Une très bonne référence pour cette définition
est l’article d’Abramovich-Graber-Vistoli [AGV08].

1. Les courbes sont des orbifoldsC c’est-à-dire qu’elles peuvent avoir des groupes d’auto-
morphisme aux points marqués et aux noeuds.

2. Les applications stablesf : C → X sont représentables c’est-à-dire qu’au niveau des
groupes d’automorphismes, on a une injection AutC(x) ֒→ AutX( f (x)).

Ainsi la formule explicite du cup produit orbifold est un peutechnique. Nous renvoyons
à Fantechi-Goettsche [FG03] pour une traitement plus complet. Soitγ1 ∈ H∗(IX(g)) et γ2 ∈
H∗(IX(h)), nous posons

γ1 ∪orb γ2 = ι∗(γ1 |XH .γ2 |XH .e(g, h)) ∈ H∗(IX(gh))

où H := 〈g, h〉, ι : XH ֒→ X(gh), e(g, h) est la classe d’Euler d’un fibréF(g, h) surXH construit
ainsi. Soienta, b, c les ordres deg, h, (gh)−1. SoitΣ → P1 une revêtement ramifié deP1 ayant

une ramificationa en 0,b en 1 etc en∞. On poseF(g, h) :=
(
TX |XH ⊗R1p∗(OΣ×XH )

)H
où p est

la projectionΣ × XH → X.
Nous avons la proposition suivante.

Proposition III.A.3. — Le cup produit orbifold est gradué, associatif, commutatifd’unité 1.
De plus(H∗orb(X),∪orb, (·, ·)X) est une algèbre de Frobenius.

Calculer l’anneau de cohomologie n’est pas une trivialité car il faut identifier ce fibréF(g, h).
Cet anneau a été calculé par Borisov-Chen-Smith [BCS05] pour les champs de Deligne-
Mumford toriques. Dans le paragraphe suivant nous explicitons l’anneau de cohomologie quan-
tique orbifold pour les espaces projectifs à poids.
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III.A.1.b. Combinatoire. — Pour décrire le petitD-module quantique de l’espace projectif à
poidsP(w), nous avons besoin de la combinatoire suivante.

Soitw0,w1, · · · ,wn des entiers strictement positifs. Posonsµ := w1 + · · · + wn Notons

F :=

{
ℓ

wi
| 0 ≤ ℓ ≤ wi − 1, 0 ≤ i ≤ n

}
= {0 = f1 < f2 < · · · < fk < fk+1 := 1}.

Pour f ∈ Q, nous définissons

S f := { j| wj f ∈ Z} ⊂ {0, · · · , n} et mi :=
∏

j∈S fi

wj .(III.A.4)

La multiplicité, notéedi, de fi est l’entier défini pardi := #S fi . Remarquonsd1 + · · · + dk = µ.

Soit c0, c1, · · · , cµ−1 une suite croissante

f1, · · · , f1︸     ︷︷     ︸
d1

, f2, · · · , f2︸     ︷︷     ︸
d2

, · · · , fk, · · · , fk︸     ︷︷     ︸
dk

Par récurrence, nous définissons la suite (a(k), i(k)) ∈ Nn+1 × {0, · · · , n} para(0) = (0, · · · , 0) ,
i(0) = 0 et

a(k + 1) = a(k) + 1i(k) où i(k) := min{i|a(k)i/wi = min
j

a(k) j/wj}.

En particulier,a(1) = (1, 0, · · · , 0), a(n + 1) = (1, · · · , 1), a(µ) = (w0,w1, · · · ,wn) and∑n
i=0 a(k)i = k. Posons

ck = a(k)i(k)/wi(k)

III.A.1.c. D-module quantique des espaces projectifs à poids. — NotonsP := c1(O(1)). No-
tonst1 la coordonnée surH2(P(w),C), q := exp(t1) et Corb(q) la matrice de l’endomorphisme
P•q de H∗orb(P(w),C) dans la base (1fi P

j). Dans [CCLT06] (ou aussi [GS08]), nous avons la
matrice

Corb(q) :=



0 0 0 · · · 0 aµq1−cµ−1

a1qc1−c0 0 0 · · · 0 0

0 a2qc2−c1 0
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...

0 · · · · · · 0 aµ−1qcµ−1−cµ−2 0



où

(III.A.5) ai :=


1/mj if i = d1 + · · · + d j

1 sinon.

Pour touti ∈ {0, · · · , µ − 1}, posons

(P•q)i := P •q · · · •q P︸         ︷︷         ︸
i fois

où (P•q)0 := 1f1.

D’après [CCLT06], nous avons

(III.A.6) (P•q)i = qci si1ci P
r(i)

où r(i) := #{k | k < i andck = ci} et si =
∏n

k=0 w−⌈ciwk⌉
k . En particulier, pour chaqueq , 0, les

classes de cohomologie ((P•q)i)0≤i≤µ−1 forment une base deH∗orb(P(w),C). Posons

A∞ :=
1
2

diag(degorb 1, degorb P, . . . , degorb(P•q)µ−1)
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Rappelons la connexion duD module quantique est donnée par oùδq = q∂q

∇δq = δq +
1
z
P•q

∇δz = δz −
1
z
µP •q +A∞

Proposition III.A.7 (Proposition 3.4.7 dans[DM13]). — La matrice de la connexion∇ dans
la base(1fi P

j) est

(III.A.8) −1
z
Corb(q)

dq
q
+

(
1
z
µCorb(q) + A∞

)
dz
z

La matrice de∇ dans la base((P•q)i) est
(
−µC(q)

z
− A∞ + H

)
dq
µq
+

(
µC(q)

z
+ A∞

)
dz
z

où H := diag(0, . . . , µ − 1) et

C(q) =



0 0 0 · · · 0 q/ww

1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
.. ... . · · · . .

.. ... . · · · . .

0 0 . · · · 1 0



.

Remarque III.A.9. — 1. Les deux bases (1fi P
j) et ((P•q)i) ne jouent pas exactement le

même rôle. En effet, dans la première, nous voyons des puissances rationnelles deq alors
que dans la seconde les puissances sont entières. Pour les variétés et pour les orbifolds,
les coordonnéest1, . . . , tr dans leH2(X) associée à la baseT1, . . . ,Tr , apparaissent tou-
jours dans une exponentielleeti

∫
d

Ti oùd ∈ NE(X). Ceci est dû à l’axiome du diviseur des
invariants de Gromov-Witten. Pour passer à la variableqi = eti , nous devons quotienter
H2(X) par une action du groupe de Picard qui est

L · Ti 7→ Ti − 2π
√
−1c1(L).

Dans le cas des variétés commec1(L) est une classe entière, nous pouvons remplacer sans
trop se poser de questionsqi := eti . Par contre, pour une orbifold, la classe est rationnelle
et donc il faut vérifier que tout passe au quotient. Ceci est fait en général par Iritani dans
[Iri09b ]. Pour les espaces projectifs à poids, nous obtenons que lessections (P•q)i sont
Pic(P(w))-équivariante c’est-à-dire qu’elle passe au quotient. Par contre les sections1fi P

j

ne le sont pas équivariantes donc elles ne passent pas au quotient.

2. Dans la suite, nous nous intéresserons à la limite enq = 0 et comment la calculer ?
Naïvement, nous pourrions poserq = 0 dans les matrices ci-dessus. Pour la première
base, comme les puissances sont rationnelles, la limite n’apas de sens et pour la seconde
base, celle-ci dépend elle-même deq. Dans la suite, nous verrons que la « bonne « limite
se calcule grâce au gradué par la filtration de Malgrange-Kashiwara.
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III.A.2. Coté B : Réseau de Brieskorn du polynôme de Laurent miroir. — La famille de
polynôme de Laurent miroir àP(w) est

(C∗)n+1 F

π

C

MB := C∗

où F(u0, . . . , un) =
∑n

i=0 ui et π(u0, . . . , un) = uw0
0 uw1

1 · · ·u
wn
n . Le morphismeπ est une fibration

en toreU = (C∗)n. Nous définissons le système de Gauss-ManinG de F et G0 son réseau de
Brieskorn

G =
Ωn(U)[x±, θ±]

(θdu − duF) ∧Ωn−1(U)[x±, θ±]

G0 =
Ωn(U)[x±, θ]

(θdu − duF) ∧Ωn−1(U)[x±, θ]

où du est la différentielle surU. Le C[x±, θ±]-moduleG est muni d’une connexion plate∇B

définie par

(III.A.10) ∇B
δθ
= δθ +

F
θ

and∇B
∂x
= ∂x −

1
θ
∂xF

oùL est la dérivée de Lie. Soit

ω0 =

du0
u0
∧ · · · ∧ dun

un

d(
∏n

i=0 uwi
i )

∈ G

Rappelons que lesa(k) ∈ Nn+1 sont définis dans III.A.1.c. Pourk ∈ {0, . . . , µ − 1}, posons

ωk :=
x

wa(k)0
0 wa(k)1

1 · · ·wa(k)n
n

ua(k)0
0 ua(k)1

1 · · ·ua(k)n
n ω0

Le théorème suivant nous donne un solution au problème de Birkhoff pour le réseau de
BrieskornG0.

Théorème III.A.11(Théorème 4.3.3 dans[DM13]). — Les classesω0, · · · , ωµ−1 forment
une baseω de G0 commeC[x±, θ]-module. Dans cette base, la connexion est

(
−µC(x)

θ
− A∞ + H

)
dx
µx
+

(
µC(x)
θ
+ A∞

)
dθ
θ

où H = diag(0, 1, · · · , µ − 1) et C(x) est définie dans la proposition III.A.7.

En comparant la proposition III.A.7 et le théorème III.A.11, nous obtenons le résultat de
symétrie miroir en terme de fibré holomorphe à connexion.

Théorème III.A.12(Théorème 5.1.1 de[DM13]). — Le petit D-module quantique
SQDM(P(w)) et le réseau de Brieskorn G0 sont isomorphes après identification deP1 × C∗q
avecP1 × C∗x via le morphisme(z, q) 7→ (θ, x) et l’isomorphisme P• j 7→ ω j.

Comme ces fibrés sont triviaux, nous pouvons les restreindreàz= 0 etθ = 0. En ce point, la
connexion donne un produit (voir [Sab02]). Comme attendu, nous obtenons un isomorphisme
d’anneaux entre la cohomologie quantique deP(w) et le quotient jacobien deF i.e.,

QH∗orb(P(w)) ≃ C[x±, u±0 , . . . , u
±
n]/〈∂u0F, . . . , ∂unF,

n∏

i=0

uwi
i − x〉 =: Jac(F)
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Ces deux fibrés ont comme baseP1 × C∗, et nous nous intéressons à la limite enP1 × {0}
(q = 0 du coté A etx = 0 du cotéB). Pour calculer cette limite correctement, il ne suffit pas
de poserq = 0 dans les matrices qui apparaissent dans la proposition III.A.7. Remarquons
que nous avons deux bases et ce n’est pas clair quelles matrices considérer. La théorie desD-
module nous donne la solution, il faut calculer la filtrationde Malgrange-Kashiwara et prendre
le gradué pour calculer cette limite.

Proposition III.A.13 (Proposition 6.2.1 dans[DM13]). — Le gradué par rapport à la filtra-
tion de Malgrange-Kashiwara deSQDM(P(w)) |z=0 est l’anneau de cohomologie orbifold de
P(w).

Ce résultat était attendue car heuristiquement, la limite en q = 0 donne le cup produit.

III.B. Dualités de Serre en termes deD-modules quantiques

III.B.1. Dualités de Serre cas général. —Soit QDM(c,E)(X) le D module quantique tordu par
(c,E) défini en II.C.1. Nous définissons une autre torsion, (c∗,E∨), définie pars∗k = (−1)k+1sk.
Notons QDM(c∗,E∨)(X) cet autreD module.La dualité de Serre quantiquerelie ces deuxD
modules (voir le théorème III.B.3).

Dans un premier temps, nous avons besoin de certaines notations. Définissons le morphisme
f : H2∗(X) ⊗ C[[Q, s]] → H2∗(X) ⊗ C[[Q, s]] par la formule :

(III.B.1) f (τ) =
s∑

a=0

〈〈
Ta, c∗(E∨)

〉〉(c,E)
τ Ta.

Définition III.B.2 . — La dualité de Serre quantique SQS est un accouplementzsesquilinéaire
surH2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]] donné par : pour toutu, v ∈ H2∗(X) ⊗ C[z][[ Q, s, τ]], on a

SQS(u, v) :=
∫

X
u(−z) ∪ v(z)

Notre premier théorème dans [IMM ] est le suivant.

Théorème III.B.3. — Les D-modules quantiques tordusQDM(c,E)(X) et f∗QDM(c∗,E∨)(X) sont
duaux par rapport à SQS. Plus précisément, nous avons pour tout u, v ∈ H2∗(X)⊗C[z][[ Q, s, τ]]

∂αS
QS(u, v) = SQS(∇(c,E)

α u, v) + SQS(u, ( f ∗∇(c∗ ,E∨))αv)

De plus, le morphisme

c(E) : QDM(c,E)(X)→ f ∗QDM(c∗,E∨)(X)

α 7→ c(E) ∪ α

respecte les connexions∇(c,E) et∇(c∗,E∨) et les dualités S(c,E) et S(c∗,E∨).

Pour démontrer, ce théorème nous utilisons les cônes lagrangiens de GiventalL(c,E) etL(c∗,E∨)

et le Corollaire 9 de [CG07], appelé « Quantum Serre », démontre quec(E)L(c,E) = L(c∗,E∨).
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Remarque III.B.4. — En voyant l’accouplement non dégénéréS(c,E) (voir Définition II.C.1)
comme un isomorphisme entre leD module et son dual, nous avons le diagramme commutatif
suivant. NotonsDM pour le dual au sens desD modules

QDM(c,E)(X)
SQS

S(c,E)

∼

D f ∗QDM(c∗,E∨)(X)

tc(E)

DQDM(c,E)(X)

Nous en déduisons queSQS est non dégénérée si et seulement sic(E) est un isomorphisme.

III.B.2. Dualités de Serre pour la classe d’Euler et un fibré E∨ concave. — Dans la
suite, nous allons spécialiser ce théorème au cas de la torsion par la classe d’Euler équiva-
riante (eλ,E). Considérons l’action deC∗ sur le fibréE par multiplication sur les fibres. La
cohomologieC∗ équivariante du point est notéC[λ]. Pour un fibréG de rangk, nous avons
eλ(G) =

∑k
i=0 λ

k−ici(G) oùci(·) est lai-ème classe de Chern non équivariante. Choisireλ signifie
spécialiser à

s0 := logλ and∀k ≥ 1, sk := (−1)k−1(k − 1)!λ−k.

Dans ce cas, nous travaillons surΛλ qui est la complétion deC[NE(X)][λ] par rapport à la
valuation

v(Qd) =
∫

d
ω andv(λ) = 0.

Pour la torsion (e∗
λ
,E∨), nous avonss∗k = (−1)k+1sk, nous considérons le même anneau de base

Λλ. NotonsΛ la limite non équivariante deΛλ i.e.,Λ := Λλ/λ.

Hypothèse 1. — Dans la suite, nous supposerons queE∨ est un fibré concave surX i.e., pour
tout morphismeg : P1→ X, nous avonsH0(P1, g∗E) = 0.

Remarquons que la concavité deE∨ implique la convexité deE. Cette hypothèse entraîne
queE0,n,d (voir Lemme II.A.4) est un fibré vectoriel surM0,n(X, d).

Supposons queE soit une somme direct de fibrés en droite amples,i.e., E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr .
SoitZ le zéro d’une section générique deE. Notonsι : Z ֒→ X. Le théorème de Lefschetz nous
dit que

H∗(Z) = Im ι∗ ⊕ kerι∗.

NotonsH∗amb(X) l’espace vectoriel quotientH∗(X)/ kerµe(E) où µe(E) est l’endomorphisme de
H∗(X) qui envoieγ 7→ e(E) ∪ γ où e est la classe d’Euler non équivariante. Notons QDM(Z) le
quantumD module deZ. Considérons le sous fibré trivial de QDM(Z) dont la fibre estι∗H∗(X).
Le corollaire 3 de [Iri11 ] implique que

ι∗(γ1 •(e,E)
τ γ2) = (ι∗γ1) •Z

ι∗τ (ι∗γ2)(III.B.5)

Ainsi, la connexion∇Z se restreint àι∗H∗(X). Ce D module quantique est appeléD module
quantique ambiant de Zet nous le notons QDMamb(Z).

Proposition III.B.6. — Soit E∨ un fibré concave sur X.

1. Le D module quantique tordu par(eλ,E) admet une limite non équivariante noté par
QDM(e,E)(X).

2. Le D module quantique tordu par(e∗λ,E
∨) admet une limite non équivariante qui est

QDM(E∨).
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3. Nous avons un morphisme surjectif

π : QDM(e,E)(X)→ QDMamb(Z)(III.B.7)

Le premier point de cette proposition est classique. Le second vient du fait qu’une applica-
tion application non constante d’une courbe nodaleC vers un fibré concaveE∨ est contenue
dans la section nulle. Nous en déduisons, via le théorème de localisation virtuelle de Graber-
Pandharipande [GP99] que

∫

[M0,ℓ(X,d)]vir


ℓ∏

i=1

e∗i γi

eλ−1(E∨0,ℓ,d) =
∫

[M0,ℓ(E∨,d)]vir


ℓ∏

i=1

e∗i γi



Le corollaire suivant se déduit du théorème III.B.3 et la proposition III.B.6.

Corollaire III.B.8 . — Soit E∨ un fibré concave sur X.

1. La dualité SQS
(e,E) est plate.

2. Le morphisme

e(E)∪ : QDM(e,E)(X) → f ∗QDM(E∨)

α 7→ e(E) ∪ α
est un morphisme de D-modules quantiques i.e., un morphismede fibrés à connexion.

3. Si E =
⊕k

i=1 Li où les fibrés en droite Li sont amples alors le morphisme ci-dessus se
factorise viaQDMamb(Z) c’est-à-dire que nous avons :

QDM(e,E)(X)

π

e(E)∪
f ∗QDM(E∨)

QDMamb(Z)

ϕ

oùϕ est injective.

En symétrie miroir, les chercheurs s’intéressent beaucoupaux invariants de Gromov-Witten
des hypersurfaces (ou des intersections complètes). Ainsi, l’injection ϕ : QDMamb(Z) →
f ∗QDM(E∨) nous dit que les informations de l’hypersurfaceZ font partie de QDM(E∨). Ceci
sera expliqué plus en détail dans le paragraphe III.C.

III.B.3. Dualités de Serre pour E = −KX. — Dans ce paragraphe, nous nous restreignons
au petitD module quantique avecE = −KX ample. Nous considérons donc SQDM(e,−KX)(X) et
SQDM(KX). Dans cette partie, nous noterons les torsions par e= (e,−KX) et (e−1) = (e−1,KX)
Nous définissons d’abord laseconde connexiondû à Dubrovin dans [Dub96, lecture 3] ( ou
§9.2 [Her02]). Considérons le fibré trivial, noté pařF, de fibreH2∗(X) surǓ ⊂ H2∗(X)×Cx où

Ǔ := {(τ, x) ∈ H2∗(X)C × Cx | •τ est convergent etE •τ −x est inversible}.
Soitσ ∈ C. Nous munissons ce fibré d’une connexion définie par :

∇̌(σ)
a = ∂a +

(
µ − 1

2
− σ

)
(E •τ −x)−1Ta•τ

∇̌(σ)
∂x
= ∂x −

(
µ − 1

2
− σ

)
(E •τ −x)−1.
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où

E =

s∑

a=0

(
a− deg(Ta)

2

)
taTa + c1(TX)

Définissions un accouplementOǓ×Cx
bilinéaire

ǧ(σ) : (F̌, ∇̌(σ)) × (F̌, ∇̌(−σ)) −→ OǓ×Cx

(Tα,Tβ) 7−→
∫

X
Tα ∪ Tβ ∪ (E •τ −x)−1

Cet accouplement est symétrique, non dégénéré et plat (voirThéorème 9.4.c dans [Her02]) où
il est appeléseconde métrique. Posons

Nd(z) :=



∑s
β=0

〈
Tβ

z−ψ

〉
0,1,d

Tβ si d , 0

1 si d = 0

Nous définissons deux fonctions à valeurs cohomologiques.

Définition III.B.9 . — Posonsρ = c1(TX).

Ie(τ2, z) :=
∑

d∈NE(X)

Nd(z)e
τ2
z +τ2(d)

∏ρ(d)
k=−∞(ρ + kz)

∏0
k=−∞(ρ + kz)

I (e−1)(τ2, z) :=
∑

d∈NE(X)

Nd(z)e
τ2
z +τ2(d)(−1)ρ(d)

∏ρ(d)−1
k=−∞ (ρ + kz)

∏−1
k=−∞(ρ + kz)

Pour la torsion (e,−KX) (resp.(e−1,KX)), développons la fonctionIe(τ2, z) (resp.. I (e−1)(τ2, z))
par rapport àz−1, nous obtenons

Ie(τ2, z) = ve
0(τ2)1+Ge(τ2)z

−1 +O(z−2)

I (e−1)(τ2, z) = 1+G(e−1)(τ2)z
−1 +O(z−2)

où Ge,G(e−1) : H2(X) → H2(X) et ve
0 est une fonctions inversible dans un voisinage du « large

radius limit ». Notons par Mire := Ge/ve
0 (resp.. Mir (e−1) := G(e−1)). Le théorème 2 et 2’ de

Coates-Givental [CG07] impliquent que ces applications miroirs satisfont les propriétés sui-
vantes

z
Ie(τ2, z)
ve

0(τ2)
= Je(Mire(τ2), z)(III.B.10)

zI(e
−1)(τ2, z) = J(e−1)(Mir (e−1)(τ2), z)(III.B.11)

Théorème III.B.12. — Nous avons les isomorphismes de fibré à connexions.

ψe :
(
F̌, ∇̌( n+1

2 )
)
|x=1 −→ Mir ∗e SQDM(e,−KX)(X) |z=1

ψ(e−1) :
(
F̌, ∇̌(− n+1

2 )
)
|x=1 −→ Mir ∗(e−1) SQDM(KX) |z=1

Remarque III.B.13. — Considérons la connexion, pour touta ∈ {0, . . . , s}

∇(σ)
a = ∂a +

1
z
Ta

∇(σ)
δz
= δz −

1
z
E + µ − 1

2
− σ
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où µ(Ta) = Ta(degTa − n)/2. Posons SQDM(σ)(X) ce D module quantique. Pourσ = −1/2,
nous obtenons exactement SQDM(X) défini dans la Définition II.C.1. Comme la transformée
de Laplace de SQDM(σ)(X) est (F̌, ∇̌(σ+1)) (cf. [Sab02, §.V.2.c]), ce théorème nous dit que
SQDM(KX) et SQDM(e,−KX)(X) peuvent être relier directement à SQDM(X) via une transformée
de Laplace. Avant ce résultat, il fallait utiliser le théorème de Quantum Lefschetz de Coates-
Givental [CG07] pour avoir ce lien.

Les isomorphismesψe etψe−1 sont explicites et nous renvoyons à [IMM ] pour une définition
plus précise. Ils se démontrent en voyant que les membres de gauche sont des transformés de
Laplace de SQDM(X) et que les fonctionsI sont aussi des transformées de Laplace de solution
fondamentales de SQDM(X).

Via ces isomorphismes, nous pouvons alors comparer ces deuxmétriques induites ˇg( n+1
2 ) et

SQS. Notonsψ−1→1
e le prolongement plat deψe entrez= 1 etz= −1.

Théorème III.B.14. — Pour tout a, b ∈ {0, . . . , s}, nous avons

ǧ( n+1
2 )(Ta,Tb) = (−1)

n−1
2 SQS(ψ−1→1

e (Ta), ψ(e−1)(Tb)).

Cette démonstration se fait en utilisant que les deux métriques sont plates et nous les com-
parons au « large radius limit ».

III.C. D-modules quantiques ambiants d’une intersection complètetorique et nef

Replaçons nous dans la situation du début du paragraphe III.B.2. Soit X une variété lisse
torique aveck fibrés en droite amplesL1, . . . ,Lk tels que (KX ⊗ L1 ⊗ · · · ⊗ Lr)∨ soit nef. Soit
Z le zéro d’une section générique deE := ⊕r

i=1Li. Notonsι : Z ֒→ X. Notons SQDMamb(Z) le
sousD module quantique de SQDM(Z) de fibreι∗H2∗(X). Nous avons un morphisme surjectif
de

π : SQDMe(X) → SQDMamb(Z)

Dans les articles, [GGZ87], [GKZ88], [GKZ89] et [GKZ90]), Gelfand-Kapranov-Zelinski
ont défini desD modules à la fin des années 80. Cependant, notre approche suitplutôt les
articles de Givental ou inspiré par lui [Giv95], [Giv98a], [CK99, §5.5.3 et §11.2] ou [Iri09b ].

NotonsΣ(1) les cônes de dimension 1 deΣ. Pourθ ∈ Σ(1), notonsDθ pour le diviseur torique
associé.

Notation III.C.1. — Soitd une classe dansH2(X,Z). Posons

∀θ ∈ Σ(1), dθ :=
∫

d
Dθ

∀i ∈ {1, . . . , k} dLi :=
∫

d
c1(Li)

Pour chaque nombre réela, posonsa+ = max(a, 0), a− = max(−a, 0) et nous avonsa = a+−a−.
Considérons l’anneau non commutatif :

D := C[q±, z]〈zδq, zδz〉 := C[q±1
1 , . . . , q

±1
r , z]〈zδq1, . . . , zδqp, zδz〉.

Remarque III.C.2. — Dans la définition deD, il faut prendrezδq comme un symbole qui
vérifie [zδq, q] = z et [zδz, z] = z. Ainsi, si l’on se restreint àz = 0, on obtient un anneau
commutatif ! Ainsi, la restriction d’un quotientD/I (où I est un idéal à gauche) àz = 0 est un
anneau commutatif.

46



Rappelons queT1, . . . ,Tr est une base fixée deH2(X). Pour chaque classeτ2 =
∑r

a=1 taTa ∈
H2(X), nous associons un opérateur différentiel

τ̂ :=
r∑

a=1

tazδqa ∈ D

En particulier, nous noteronŝLi := ĉ1(Li) et

ĉtop :=
k∏

i=1

L̂i ∈ D.

Définition III.C.3 . — 1. L’idéal GKZ associé à (Σ,L1, . . . ,Lr) est l’idéal, notéG à gauche
engendré par les opérateurs�d, d ∈ H2(X,Z) etE :

�d :=
k∏

i=1

d−Li∏

ν=1

(
L̂i + νz

) ∏

θ∈Σ(1)

d+
θ
−1∏

ν=0

(
D̂θ − zν

)
−

qd
k∏

i=1

d+Li∏

ν=1

(
L̂i + νz

) ∏

θ∈Σ(1)

d−
θ
−1∏

ν=0

(
D̂θ − zν

)

E := zδz+ ̂c1(TX) − ĉtop

Le GKZ système associé à cet idéal est le quotient à gauche deD parG i.e.,

M := D/G.

Nous noteronsM son faisceau associé.

2. L’idéal quotient(G : ĉtop) est l’idéal à gauche engendré par

{P ∈ D | ĉtop P ∈ G}.
Le module résiduelMres est défini par

Mres := D/(G : ĉtop)

Nous noteronsMres son faisceau associé.

A l’aide du théorème de Givental pour les intersections complètes nef dans des variétés
toriques lisses c’est-à-dire l’égalité (III.B.10).

Théorème III.C.4. — Supposons queL1, . . . ,Lk sont globalement engendrés tels que(KX ⊗
L1 ⊗ · · · ⊗ Lk)∨ soit nef. Le morphisme

ϕ :M→ Mir ∗e SQDMe(X)

P(q, z, δq, δz) 7→ P(q, z,∇δq,∇δz)1

est un isomorphisme de D modules.

La preuve de cette proposition se fait en plusieurs étapes :

1. Nous montrons queM est unC[q±, z]-module libre de rang dimH∗(X). Pour cela, nous
montrons de façon assez standard, en utilisant des arguments de D modules queM
est localement libre. Il reste à calculer son rang. Pour cela, nous nous restreignons à
z = 0 et nous obtenons un anneau (cf. remarque III.C.2) qui est à un anneau de Batyrev
« tordu » [Bat93]. Nous montrons que le spectre de cet anneau est localement libre de
rang dimH∗(X).
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2. Puis l’égalité (III.B.10) nous définit le morphismeϕ. En effet, la fonctionIe (voir III.B.9)
est solution des opérateurs�d etE.

3. Enfin, nous montrons que le morphisme est surjectif.

Nous en déduisons le théorème suivant.

Théorème III.C.5. — Soit X une variété lisse torique avec k fibrés en droite amplesL1, . . . ,Lk

tels que(KX ⊗ L1 ⊗ · · · ⊗ Lk)∨ soit nef. Soit Z le zéro d’une section générique de E:= ⊕k
i=1Li.

Supposons quedimC Z ≥ 3. Nous avons un isomorphisme de D-module entreMir ∗e SQDMamb(Z)
estMres.

Pour résumer nous avons la situation suivante

M ϕ
Mir ∗e SQDMe(X)

π

Mres ϕ
Mir ∗e SQDMamb(Z)

oùπ est défini en (III.B.7).

Remarque III.C.6. — Ce résultat répond à une question de [CK99, p.101 §.2]. En effet, on
savait que l’idéalG faisait partie des solutions mais qu’il était trop petit. Ainsi, notre idéal
résiduel (G : ĉtop) répond à cette question.

La preuve de ce théorème suit le même chemin que celle de la proposition ci-dessus. Mais
toutes les étapes sont plus délicates.

1. Nous montrons queMres est unC[q±, z] module libre de rang plus petit que dimH∗amb(Z).
Ceci se fait après une étude plus poussée des anneaux de Batyrev.

2. De même, le fait que le morphismeπ ◦ ϕ passe au quotient n’est pas clair à priori.

3. Enfin, la surjectivité deϕ vient de celle deϕ.

Remarque III.C.7. — Avec le résultat de [IMM ] c’est-à-dire le corollaire III.B.8, nous obte-
nons le diagramme commutatif suivant

M ϕ
Mir ∗e SQDMe(X)

π

e(E)∪
Mir ∗(e−1) SQDM(E∨)

Mres ϕ
Mir ∗e SQDMamb(Z)
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CHAPITRE IV

CONJECTURE DE RUAN

Depuis l’article [Rua06b] de Ruan, la conjecture de la résolution crépante a donné lieu à
une série de travaux soit pour la démontrer sur des familles d’exemples soit pour lui donner un
énoncé clair.

SoitX une orbifold Gorenstein c’est-à-dire qu’un chaque point deX le stabilisateur agit sur
l’espace tangent avec un déterminant 1. NotonsX son espace grossier. Supposons qu’on ait une
résolution crépante p: Z → X i.e., p∗KX = KZ. La conjecture prédit une relation entre les
invariants de Gromov-Witten orbifolds de genre 0 deX et ceux deZ. Remarquons que le fait
que la dimension deH∗orb(X) etH∗(Z) soit égale n’est pas trivial. Ceci a été démontré en général
par Yasuda dans [Yas04] en utilisant des techniques motiviques. Cependant, nous n’avons pas
d’isomorphisme naturel entre ces deux espaces de cohomologie.

Dans le paragraphe IV.B, nous donnerons plus de précisions sur l’historique des énoncés de
cette conjecture et dans §. IV.C, nous présenterons notre contribution.

IV.A. Cohomologie orbifold des espace projectifs à poids

Soit n ≥ 1 un entier etw := (w0, . . . ,wn) un (n + 1)-uplet d’entiers strictement positifs.
Considérons l’action deC∗ surCn+1 \ {0} par

λ(x0, . . . , xn) := (λw0 x0, . . . , λ
wnxn).

L’espace projectif à poidsest le champ quotientP(w) := [Cn+1 \ {0}/C∗]. Il est Gorenstein si et
seulement si chaque poidswi divise |w| := w0 + · · · + wn.

Des exemples de poids Gorenstein sont donnés par

(IV.A.1)

Dimension 2 Dimension 3
(1, 1, 1) (1, 1, 1, 1) (1, 2, 2, 5) (2, 3, 3, 4) (2, 3, 10, 15)
(1, 1, 2) (1, 1, 1, 3) (1, 1, 4, 6) (1, 2, 6, 9) (1, 6, 14, 21)
(1, 2, 3) (1, 1, 2, 2) (1, 2, 3, 6) (1, 4, 5, 10)

(1, 3, 4, 4) (1, 1, 2, 4) (1, 3, 8, 12)

Dans ma thèse [Man08], je donne une description de l’anneau de cohomologie orbifold
deP(w) qui est très combinatoire. Le résultat suivant en donne unedescription plus élégante.
Considérons l’algèbre sur le groupe des racines|w|-ème de l’unité que nous notonsC[µ|w|].
Dans [BMP09b], nous définissons une filtrationF surC[µ|w|] compatible au produit et un ac-
couplement non dégénéré (·, ·)|w| qui satisfait la propriété de Frobenius. Ces données passent au
gradué parF.



Théorème IV.A.2(Boissière-Mann-Perroni [BMP09b]). — L’algèbre de Frobenius
(H∗orb(P(w)),∪orb, (·, ·)P(w)) est isomorphe à(grF C[µ|w|], ·, (·, ·)|w|)

Exemple IV.A.3. — Regardons le casX = P(1, 1, 2, 2). Le champ d’inertie est

IX = P(1, 1, 2, 2)
∐
P(2, 2)

Le calcul d’âge nous donne

age(1)= 0, age(−1) =
1
2
+

1
2
= 1

Finalement, nous obtenons

H∗orb(X) =
H0(P(1, 1, 2, 2)) ⊕H2(P(1, 1, 2, 2))⊕ H4(P(1, 1, 2, 2))⊕ H6(P(1, 1, 2, 2))

⊕H0+2(P(2, 2))⊕ H2+2(P(2, 2))

Dans l’égalité ci-dessus, nous avons mis en évidence deux fois l’âge par un souligné 2. Comme
nous avonsH2k(P(w)) = C.c1(O(1))k si k ∈ {0, . . . , n} et 0 sinon, nous obtenons la base
1,P,P2,P3,P4, 11/2, 11/2P où P = c1(O(1)) et 11/2, 11/2.P est une base deH∗+2(P(2, 2)). La
dualité de Poincaré est donnée par les formules suivantes

(1,P3) = (P,P2) =
∫

P(1,1,2,2)

1
4
, (11/2, 11/2.P) =

∫

P(2,2)
P |P(2,2)=

1
4

IV.B. Énonce de la conjecture de Ruan

SoitX une orbifold Gorenstein d’espace grossierX. Soitρ : Z→ X une résolution crépante.
NotonsMρ(Z) ⊂ H2(Z,Z) le cône de Mori des classes de courbes contractées parρ. Supposons
également que ce cône soit engendré par un nombre fini de classes de courbesΓ1, . . . , Γm li-
néairement indépendantes surQ. Ainsi nous écrironsQΓ = Qd1

1 · · ·Q
dm
m oùΓ =

∑m
i=1 diΓi. Nous

définissons unpetit produit quantique corrigé parρ surH∗(Z) de la façon suivante. Pour tout
γ1, γ2 ∈ H∗(Z), nous posons

γ1 •ρQ γ2 :=
s∑

a=0

∑

Γ∈Mρ(Z)

QΓ〈γ1, γ2,Ta〉0,3,ΓTa.

Voici une liste non exhaustive du type d’énoncés de la conjecture :

1. Le premier énoncé que l’anneau de cohomologie (Horb(X),∪orb) est isomorphe à l’anneau
de cohomologie (H∗ρ(Z), •ρQ) où l’on évalue tous les paramètresQi à certaines racines de
l’unité. L’heuristique de cette conjecture vient du fait qu’une courbeC → X constante
est la même donnée qu’une courbeC → Z contracté parρ : Z → X. Or les courbes
constantes définissent le cup produit orbifold (cf. Remarque III.A.2). Ainsi, il est légi-
time de comparer le cup produit orbifold avec le produit quantique restreint aux courbes
contractées parρ i.e., le petit produit quantique corrigé parρ. Cet énoncé originel est dû
à Ruan dans [Rua06b].

2. Dans Bryan-Graber [BG09], les auteurs donnent une version de la conjecture où les po-
tentiels en genre 0 (voir (II.B.2)) sont égaux à un changement de variable près sous la
condition que l’orbifold soit « Hard Lefschetz »i.e., l’application Inv : IX → IX qui
envoieg→ g−1 préserve l’âge. Ils démontrent leur conjecture dans le cas deX = Symn C2

et Z = Hilbn C2.
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3. Dans [CIT09], Coates-Iritani-Tseng énonce une conjecture (conjecture 5.1 dansloc. cit)
en termes des cônes lagrangiens deX et deZ. Plus précisément, il existe une trans-
formation symplectiqueU : HX → HZ telle qu’après continuation analytique on ait
U(LX) = LZ. Ils la démontrent dans les deux cas suivantsP(1, 1, 2) etP(1, 1, 1, 3). Leur
conjecture est plus générale que celle de Bryan-Graber et leur article a mis en évidence
la condition Hard Lefschetz qui était absente de la premièreversion de [BG09]. Dans un
second papier Coates [Coa08] démontrent cette conjecture sur six exemples.

4. Dans [Iri10 ], Iritani utilise la structure entière définie sur lesD-modules quantiques dans
[Iri09b ] pour énoncé une conjecture plus précise qui prédit que QDM(X) et QDM(Z)
sont isomorphes après un changement de variables qu’il donne (voir Conjecture 3.31loc.
cit).

IV.C. Résultats de la conjecture de Ruan

Avec Samuel Boissière et Fabio Perroni nous nous sommes intéressés à la version ori-
ginale (cf. IV.B.1) de la conjecture sur certains exemples d’espaces projectifs à poids :
P(1, 1, 2), P(1, 2, 3), P(1, 1, 2, 2), P(1, 3, 4, 4) et P(1, . . . , 1, n). Les trois premiers découlent de
façon directes de la thèse de Perroni [Per07].

Théorème IV.C.1(Boissière, Mann et Perroni[BMP11], [BMP09a])
La variété |P(1, 3, 4, 4)| admet une unique résolution crépante Z. Pour(Q1, . . . ,Q4) ∈

{(
√
−1,
√
−1,
√
−1, 1), (−

√
−1,−

√
−1,−

√
−1, 1)}, on a un isomorphisme d’anneaux gradués

avec accouplements de Poincaré

H∗orb(P(1, 3, 4, 4)) ≃ H∗ρ(Z)(Q1,Q2,Q3,Q4)

La démonstration utilise les trois étapes suivantes :

1. Nous calculons explicitement la cohomologie orbifold.

2. La géométrie torique nous permet de trouver une résolution crépante torique et calculer
sa cohomologie.

3. Comme le problème est local, nous avons un argument pour lasingularitéA3-transversale
en [0 : 0 : x2 : x3] et un autre pour la singularité isolée1

3(1, 1, 1) en [0 : 1 : 0 : 0].
Pour la singularitéA3-transversale, comme les invariants de Gromov-Witten sontin-
variants par déformation, nous trouvons une déformations simultanée et explicite (ins-
piré par [Bri66]) de cette singularité et sa résolution pour nous ramener à un cas connu
(cf. [BMP11] pour les détails). Pour la singularité isolée, nous observons que nous pou-
vons prendreQ4 = 0 dans [BMP11], ce qui est assez troublant au vu de la conjecture.
Dans [BMP09a], nous montrons qu’on peut aussi prendreQ4 = 1 en utilisant les résultats
de [CIT09] pourP(1, 1, 1, 3).
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