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Remerciements

“La recherche, c’est l’acte par lequel une société avancée
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Mes remerciements vont également à Pascale DENIS, gestionnaire à l’école doctorale de l’UTT, pour sa
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disponibilité, et le soutien qu’elles m’ont apporté.
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1.4 Exemple du linéaire au non-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4.1 Analyse en composantes principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1.7.2 Méthode itérative du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.7.3 Apprentissage de la carte de pré-image . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Glossaire des notations et abr éviations

Notation Signification

IN ensemble des nombres entiers

IR ensemble des nombres réels

IE espérance mathématique d’une série statistique

Cov covariance

dim dimension d’un espace

[·]j jième composante de [·]

diag[·] opérateur indiquant la matrice diagonale

κ noyau reproduisant

X espace des observations

H espace de Hilbert à noyau reproduisant, associé à la fonction Φ: x ∈ X 7→ Φ(x) ∈ H

Φ fonction de mapping associée à l’espace de représentation H

〈·, ·〉H produit scalaire dans l’espace H

‖ · ‖H norme associée au produit scalaire 〈·, ·〉H

J(·) fonction coût

ACP Analyse en Composantes Principales (Principal Component Analysis)

RKHS espace de Hilbert à noyau reproduisant (Reproducing Kernel Hilbert Space)

MDS Échelle multidimensionnelle (MultiDimensional Scaling)

ERP Potentiels évoqués (Event Related Potentials)

MAE Erreur absolue moyenne (Mean Absolute Error )

PSNR Rapport signal sur bruit (Peak Signal-to-Noise Ratio)

AR AutoRégressif

ECG ElectroCardiogGramme

MIT-BIH Massachusetts Institute of Technology-Beth Israel Hospital

MSE Erreur quadratique moyenne (Mean Square Error )

SVM machine à vecteurs supports (Support Vector Machine)

SOM carte d’auto-organisation (Self-Organizing Map)

BMU unité correspondant le mieux (Best Matching Unit BMU)

PTB Physikalisch-Technische Bundesanstalt





Résum é

Durant les deux dernières décennies, les méthodes dites à noyaux ont favorisé l’essor de l’apprentis-

sage statistique pour le traitement de systèmes non-linéaires, souvent en pénurie d’information a priori.

L’idée principale de ces méthodes non-linéaires réside dans l’astuce du noyau, qui permet de transfor-

mer l’espace des observations en un espace plus pertinent, souvent de plus grande dimension. Ainsi,

en appliquant dans ce dernier les techniques classiques de traitement linéaire, ces méthodes sont-elles

aménagées pour une vaste classe de systèmes non-linéaires. Dans le foisonnement de ces méthodes,

dont les Machines à Vecteurs Supports sont le fer de lance, peu de travaux ont été menés sur le problème

inverse, c’est-à-dire le retour à l’espace des observations. Paradoxalement, bien que la transformation

non-linéaire induite par le noyau est fondamentale, le retour inverse à l’espace des observations est

souvent crucial. La résolution de ce problème, dit de la pré-image, permet de nouveaux domaines d’ap-

plication pour les méthodes à noyaux, dont la reconnaissance des formes, l’extraction de caractéristiques,

le débruitage de signaux, ou encore l’analyse de séries temporelles.

L’objectif de cette thèse est de montrer que les récentes avancées en théorie de l’apprentissage sta-

tistique apportent des solutions pertinentes à plusieurs problèmes soulevés en traitement du signal et des

images, et plus précisément dans le cas de signaux issus de capteurs physiologiques où la nonlinéarité

est extrêmement courante. Diverses méthodes à noyaux sont élaborées pour proposer des solutions en

reconnaissance des formes, analyse de séries temporelles, et classification d’anomalies.

La première partie de cette thèse porte sur la résolution du problème de la pré-image avec

contraintes. Nous étudions des contraintes imposées par la physiologie, et en particulier la non-négativité.

Nous nous intéressons dans un premier temps à la non-négativité du résultat. Dans un second temps,

nous tenons compte de l’additivité des contributions, induisant une certaine parcimonie dans le résultat.

En couplant ces développements avec l’analyse en composantes principales à noyaux, nous proposons

une extraction de caractéristiques avec contraintes pour des signaux électroencéphalographiques et le

débruitage des images.

La deuxième partie porte sur l’analyse de séries temporelles, selon une approche prédictive. Nous

élaborons alors des modèles autorégressifs dans l’espace transformé, la prédiction nécessitant la

résolution du problème de pré-image. Deux modèles prédictifs à noyaux sont étudiés en détail : une

méthode basée sur le problème de moindres carrés, et une sur la résolution des équations de Yule-

Walker. Une investigation de l’impact de la résolution du problème de pré-image est effectuée. Une étude

empirique montre la pertinence de ces modèles pour l’analyse d’électrocardiogrammes.

La dernière partie de cette thèse traite le problème de classification de signaux

électrocardiogrammes, afin de détecter des anomalies présentes dans les enregistrements. Nous

étudions les performances des machines à vecteurs supports, avec et sans extraction de ca-

ractéristiques, pour réaliser un détecteur d’anomalies. Une étude multi-classes est menée pour l’analyse

de différents types d’anomalies, en utilisant d’une part les cartes auto-organisatrices et d’autre part les



2 Résumé

machines à vecteurs supports.



Abstract

Over the past two decades, kernel-based methods have favored the development of the statistical

learning for the analysis of nonlinear systems, often with a lack of prior information. The main idea

behind these nonlinear methods is the kernel trick, which allows the transformations from the input space

into a high-dimensional feature space. Thus, by applying in this space standard linear techniques, these

methods provide nonlinear processing in the input space. During the proliferation of these methods,

where Support Vector Machines are the spearhead, little work has been done on the inverse problem of

the kernel trick, that is the return to the input space. Paradoxically, although the nonlinear transformation

induced by the kernel is fundamental, the return to the input space is often critical. This problem is called

the pre-image problem. Its resolution allows a new class of kernel-based machines.

The purpose of this thesis is to show that recent advances in statistical learning theory provide rele-

vant solutions to several issues in signal and image processing, and more specifically the case of signals

from physiological sensors where nonlinearities are extremely common. Several kernel-based methods

are elaborated to provide solutions in pattern recognition, time series analysis, and classification of ano-

malies.

The first part of this thesis covers the resolution of the pre-image problem with constraints. We study

the constraints imposed by physiology, and in particular the non-negativity. We are interested in the first

place with the non-negativity of the result. In a second step, we take into account the additivity of the

contributions, inducing some sparsity in the result. By combining these developments with the Kernel

Principal Component Analysis, we propose a constrained feature extraction for event related potential

signals and for denoising images.

The second part focuses on the analysis of time series, according to a predictive approach. Thus, we

develop autoregressive models in the feature space, where the prediction requires solving the pre-image

problem. Two kernel-based models for prediction are studied in detail : the first one is based on the least-

squares problem, and the second one is based on solving the Yule-Walker equations. An investigation

of the impact of the resolution of the pre-image problem is made. An empirical study demonstrates the

relevance of these models for the analysis of electrocardiograms.

The last part of this thesis deals with the problem of classification of electrocardiogram signals to

detect anomalies. We study the performance of support vector machines, with and without feature ex-

traction, to provide an anomaly detector. A study for multi-class is conducted to analyze various types

of anomalies using, on the one hand, self-organizing maps, and on the other hand the support vector

machines.





Introduction

Présentation g énérale

Durant ces deux dernières décenies, le domaine du traitement du signal a connu des progrès no-

tables grâce à l’émergence d’outils nouveaux pour le traitement des problèmes non-linéaires. En appren-

tissage automatique, nous pouvons citer la reconnaissance des formes, l’extraction de caractéristiques,

le débruitage de signaux ou des images, l’analyse de séries temporelles, sans oublier les problèmes

décisionnels tels que la détection et la discrimination à deux ou plusieurs classes. Les données dis-

ponibles dans ces domaines d’applications, provenant de systèmes naturels, sont très complexes et

ne peuvent hélas être expliquées par des modèles linéaires traditionnels. Par suite, les chercheurs ont

éprouvé la nécessité de proposer des algorithmes non-linéaires permettant d’appréhender une classe

étendue de problèmes. Les nouvelles approches visent à utiliser les méthodes à noyaux. Ces techniques

exploitent la théorie des noyaux reproduisants. L’idée principale est l’astuce du noyau, permettant de

transformer les données par le concours d’une application non-linéaire, dans un espace de dimension

élevée, où des méthodes linéaires peuvent être appliquées. Ces méthodes à noyaux ont été appliquées

avec succès pour de nombreuses applications et ont montré des performances remarquables. L’objectif

de cette thèse est de montrer que les méthodes à noyaux apportent des solutions pertinentes à plu-

sieurs problèmes soulevés en traitement du signal et des images, plus précisément dans le cas de

signaux biomédicaux. Différentes méthodes non-linéaires sont élaborées : la résolution du problème de

la pré-image sous contraintes de non-négativité pour la reconnaissance des formes, l’extraction des ca-

ractéristiques et le débruitage, le modèle autorégressif à noyaux pour la prédiction des séries temporelles,

et finalement les machines à vecteurs supports pour la discrimination afin d’améliorer les performances

en classification.

En reconnaissance des formes, dont l’extraction des caractéristiques et le débruitage des données,

parfois nous cherchons à identifier les formes ou les données afin de les interpréter ou de les représenter

dans l’espace des données où elles sont décrites. Ainsi, devons-nous faire le retour inverse de l’espace

de projection, désigné par espace fonctionnel, à l’espace des observations. Or, ce retour n’est pas tou-

jours aussi évident, puisque nous avons recours à utiliser des noyaux afin de faire la transformation

vers cet espace. La fonction inverse permettant le retour à l’espace d’entrée n’existant pas, ce problème

mal posé est le problème de la pré-image. Pour ce faire, nous cherchons à trouver une solution dans

l’espace des observations ayant comme image la fonction calculée dans l’espace fonctionnel. Une nou-

velle écriture de la pré-image est détaillée dans la thèse afin de représenter la solution en question.

Tenant compte de l’aspect physique des observations disponibles, le problème de la pré-image est sujet

aux contraintes imposées. Nous étudions en particulier les contraintes de non-négativité. Nous distin-

guons entre les contraintes sur les données elles-mêmes des contraintes sur des coefficients du modèle

définissant la pré-image. Une propriété importante, obtenue pour le second cas, est la parcimonie des
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résultats.

Confronté à des problèmes de vie, l’humanité a toujours été intéressée par l’avenir. Comme la ci-

vilisation avance, avec une sophistication croissante dans toutes les phases de la vie, la nécessité de

regarder vers l’avenir a grandi avec elle. De nos jours, chaque agence gouvernementale, entreprise, ou

industrie ainsi que le citoyen veulent et doivent être en mesure de prévoir et planifier des événements

futurs. En effet, pour prendre une décision dans le présent, nous devons avoir des plans pour l’avenir.

Aujourd’hui, les techniques liées à la prédiction des séries temporelles constituent un outil d’aide à la

décision. La recherche en matière de méthodes de prédiction est très intense. Le développement de ces

techniques a été attribué aux progrès réalisés en statistique et probabilités. Parmi les méthodes les plus

connues, nous citons le modèle autorégressif. Il prédit un échantillon futur à partir d’un certain nombre

d’échantillons de son passé. En utilisant les méthodes à noyaux, nous proposons alors d’étendre l’usage

de ce modèle pour les signaux pris sur des systèmes non-linéaires.

Autre que la prédiction, l’humanité a intérêt de classer les données. Il est indispensable de classer et

regrouper les données présentant les mêmes caractéristiques. Les méthodes de classification ont pour

objectif de classer un objet, dans une catégorie donnée suivant certains traits descriptifs. Elles peuvent

être appliquées pour différents problèmes, en particulier, le problème de la santé qui est un secteur

concernant tout le monde, comme le cas des problèmes cardiaques qui sont la première cause de mort

de nos jours. Dans ce manuscrit, nous proposons d’appliquer les méthodes à noyaux pour discriminer

les personnes présentant des anomalies cardiaques des personnes saines. Pour ce faire, les machines

à vecteurs supports, (SVM pour Support Vector Machines) sont utilisées pour la classification binaire

qui se compose soit d’une personne saine soit d’une personne malade. L’étude comporte alors une

décision entre deux hypothèses possibles. Or, les anomalies cardiaques sont présentes sous différentes

formes. Il est nécessaire de les classer en plusieurs catégories. Mêmes si les SVM sont conçues princi-

palement pour une discrimination binaire, cependant elles peuvent être appliquées pour distinguer entre

différentes classes. À cette fin, deux stratégies sont détaillées dans ce mémoire pour une discrimination

multi-classes, en décomposant le problème multi-classes en un ensemble de problèmes de discrimina-

tion binaire. Une autre technique pour une telle classification est la carte d’auto-organisation (SOM pour

Self-Organizing Map). Sa fonction principale est de faire correspondre les éléments de l’espace d’entrée

avec des unités ordonnées sur une carte qui est une représentation graphique où chaque unité est en-

tourée de ses voisins, les voisinages ayant été définis a priori. Une SOM est réalisée pour discriminer

différentes anomalies cardiaques.

Dans ce mémoire, nous étudions différentes techniques pour la reconnaissance des formes et le

traitement du signal en les combinant aux noyaux reproduisants. Les travaux sont divisés en quatre

axes :

– Résolution du problème de pré-image

– Contraintes de non-négativité de la pré-image

– Analyse et prédiction de séries temporelles

– Discrimination binaire et multi-classes
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Plan du document

Le manuscrit se compose de quatre chapitres. La progression suivante est adoptée pour exposer les

travaux réalisés.

Le premier chapitre a pour objectif de définir le cadre du travail. Dans un premier temps, il introduit

la théorie des noyaux reproduisants, tout en décrivant leur caractérisation. Il présente alors les prin-

cipes fondamentaux de cette théorie, qui sont le théorème de représentation et l’astuce du noyau. Ces

différents concepts sont illustrés pour l’analyse en composantes principales (ACP), tout en l’étendant

pour les systèmes non-linéaires par le biais des méthodes à noyaux. Finalement, le problème de la pré-

image confronté lors de l’usage des noyaux reproduisants est détaillé tout en décrivant les différentes

techniques présentes pour sa résolution. Une formulation de la pré-image est élaborée dans ce chapitre.

Le second chapitre de cette thèse tient compte de la résolution du problème de la pré-image

sous contrainte. Motivés par des contraintes physiologiques, nous étudions alors en particulier la non-

négativité. Dans un premier temps, la contrainte étudiée est celle du résultat. En d’autres termes, la

pr-image devra être non-négative. Ensuite, nous proposons la résolution du problème de la pré-image

sous contraintes de non-négativité des coefficients du modèle. Nous parlons alors de l’additivité des

contributions, induisant une certaine parcimonie au niveau du résultat. Finalement, ces deux approches

sont utilisées avec l’analyse en composantes principales à noyaux en extraction de caractéristiques et

en débruitage des images et de chiffres manuscrits.

Le troisième chapitre porte sur l’analyse de séries temporelles par un modèle autorégressif (AR).

Ainsi une présentation de ce modèle est-elle faite et une extension du cas linéaire à celui non-linéaire

est réalisée au moyen de noyaux reproduisants. Deux techniques pour la définition d’un modèle AR-à-

noyaux sont détaillées pour l’analyse de séries temporelles selon un modèle prédictif : la méthode des

moindres carrés et les équations de Yule-Walker. Trois approches différentes du modèle AR-à-noyaux

sont proposées. La première est basée sur l’idée principale des méthodes à noyaux pour lesquelles une

transformation de l’espace des observations à l’espace fonctionnel est réalisée. Cette approche nécessite

la résolution du problème de pré-image pour la prédiction d’un échantillon. Afin de surmonter le problème

de la pré-image, deux autres techniques à noyaux sont alors élaborées : la première est basée sur les

valeurs du noyau et la seconde représente un modèle hybride. Finalement, ces méthodes proposées

sont appliquées sur des séries temporelles unidimensionnelles et chaotiques multidimensionnelles. Ces

applications comportent de même une étude comparative entre les différentes techniques de pré-image.

Le quatrième chapitre de cette thèse tient compte de la classification de signaux

électrocardiogrammes basée sur ces méthodes à noyaux, plus précisément, nous détectons des

anomalies présentes dans ces signaux. Dans un premier temps, une comparaison entre les perfor-

mances des machines à vecteurs supports appliquées sur les caractéristiques extraites à l’aide, d’une

part de l’ACP classique, et de l’autre part de l’ACP-à-noyaux, est réalisée pour une discrimination

binaire détectant les signaux présentant des anomalies des signaux de sujets sains. Ensuite, une

classification multi-classes est faite pour détecter les différentes anomalies présentes en utilisant les
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machines à vecteurs supports. Cette discrimination est basée sur deux stratégies : “un-contre-un” et

“un-contre-tous”. Nous décrivons aussi la carte d’auto-organisation permettant la détection de différents

types d’anomalies. Enfin, les résultats d’application de ces techniques pour la discrimination des signaux

électrocardiogrammes sont présentés.

Ce document s’achève par une conclusion présentant des nouvelles perspectives de travail.
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1.1 Introduction

Au cours des deux dernières décennies, nous avons assisté à une prolifération des méthodes à

noyaux grâce à la diversité des traitements non-linéaires qu’elles autorisent avec un faible coût calcu-

latoire [STC04]. Depuis les Machines à Vecteurs Supports de Vapnik [Vap98, BGV92b, SBS98], elles

ont montré leurs performances dans plusieurs domaines aux finalités variées. Bien qu’elles soient ap-

pliquées avec succès pour résoudre des problèmes décisionnels non-linéaires, comme la classification,

la régression et la détection, souvent elles sont moins adaptées en ce qui concerne la reconnaissance

des formes. Cette condition est due essentiellement à la notion de l’astuce du noyau, ou kernel trick

en anglais, une “arme à double tranchant”. En fait, l’astuce du noyau fournit un moyen de transformer

implicitement les données dans un espace de caractéristique non-linéaire de grande dimension, ce qui

permet de construire des règles de décision non-linéaires, avec essentiellement le même coût de cal-

cul que celles des cas linéaires. En d’autres termes, l’idée principale réside dans l’interprétation d’un

noyau défini positif comme un produit scalaire dans un espace fonctionnel. Ainsi un tel noyau assure-t-il

le passage des données de l’espace des observations à l’espace dit de Hilbert à noyau reproduisant,

sans la nécessité d’exhiber la fonction de transformation non-linéaire associée. Cet espace de Hilbert

est initialement proposé pour les problèmes de régression par Kimeldorf et Wahba dans [KW71, Wah90].

Cette notion de non-linéarité par l’usage de noyau a été proposée par Aizerman et al. dans [ABR64]

dans le cadre d’un problème de classification, et renforcé par Vapnik dans [Vap98] avec la théorie de

l’apprentissage statistique dans un contexte plus général de classification et régression. C’est le cas de

l’Analyse en Composantes Principales à noyaux (ACP-à-noyaux). A l’instar de l’ACP classique, cette

extension non-linéaire vise à identifier un sous-espace pertinent pour les données en maximisant leur

variance projetée. Une telle projection se faisant implicitement dans le RKHS, néanmoins, nous n’avons

pas accès à la plupart des éléments de l’espace de Hilbert à noyau reproduisant, comme des éléments

ou caractéristiques estimés par l’ACP-à-noyaux [SSM98a].

L’importance du passage de l’espace des observations à l’espace de Hilbert à noyau reproduisant

est claire en classification et régression. Cependant, la fonction réciproque, de l’espace transformé à l’es-

pace des observations, est souvent indispensable, surtout pour retrouver le résultat dans l’espace des

observations, e.g., l’espace des signaux en traitement du signal. Or, les deux espaces ne sont pas en bi-

jection, et très peu d’éléments de l’espace transformé ont un antécédent dans l’espace des observations.

Le problème de la recherche de cet antécédent est connu sous le nom du problème de la pré-image. Il

consiste à trouver une observation dont l’image, par la fonction noyau considérée, soit la plus proche

possible de l’élément en question dans l’espace transformé. Plusieurs méthodes ont été proposées dans

la littérature afin de résoudre ce problème mal-posé.

Ce chapitre couvre tout d’abord la notion des noyaux reproduisants. Ensuite, les caractéristiques de

tels noyaux sont données. Après, nous introduisons les deux éléments fondamentaux des méthodes à

noyaux qui sont l’astuce du noyau et le théorème de Représentation. Dans la section 1.4, un exemple

d’algorithme linéaire précisément l’analyse en composantes principales est détaillé, tout en présentant
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son extension à l’aide des méthodes à noyaux pour le cas non-linéaire. La section 1.5 montre l’usage d’un

tel algorithme pour la reconnaissance des formes. Le problème de la pré-image confronté lors de l’utili-

sation d’un noyau est décrit dans la section 1.6, tout en présentant les méthodes pour sa résolution dans

la section 1.7. Finalement, une nouvelle écriture de la pré-image en fonction des données disponibles

est proposée dans la section 1.8.

1.2 Noyaux et espace de Hilbert à noyau reproduisant

Nous considérons l’espace des observations X , auquel est associé le produit scalaire 〈·, ·〉 et sa

norme correspondante ‖ · ‖2. Avant d’étudier des propriétés liées à la notion du noyau, il est nécessaire

de le définir.

Définition 1.1. (Noyau). Un noyau désigne une fonction de X × X dans IR à symétrie Hermitienne,

c’est-à-dire telle que κ(xi,xj) = κ(xi,xj).

À partir d’un noyau, nous construisons sa matrice de Gram comme donnée par la Définition 1.2.

Définition 1.2. (Matrice de Gram). Étant donné un noyau κ(·, ·) et n observations x1,x2, . . . ,xn, la

matrice définie par

(K)i,j = κ(xi,xj),

pour tout i, j = 1, 2, . . . , n est appelée la matrice de Gram de κ associée à l’ensemble x1,x2, . . . ,xn.

C’est une matrice de dimension n× n.

L’idée principale des méthodes à noyaux réside en l’utilisation de techniques linéaires classiques sur

des données transformées. Soit Φ(·) la transformation des données de l’espace des observations X , à

un espace fonctionnel H.

Cependant, dans certains cas, la fonction Φ(·) peut être opérée implicitement en utilisant un noyau

afin d’évaluer des produits scalaires dans H. Afin qu’une fonction κ(·, ·) représente un produit scalaire

dans l’espace fonctionnel H, elle doit satisfaire des conditions explorées dans la section suivante

1.2.1 Noyau d éfini positif et RKHS

Commençons tout d’abord par quelques définitions afin de déterminer la condition d’existence d’un

espace fonctionnel H.

Définition 1.3. (Noyau défini positif). Un noyau κ est dit défini positif sur X si et seulement si, il vérifie

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiαjκ(xi,xj) ≥ 0, (1.1)

pour tout n ∈ IN, x1, . . . ,xn ∈ X et α1, . . . , αn ∈ IR.
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Définition 1.4. (Espace de Hilbert). Un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉H est un

espace de Hilbert s’il est complet pour la norme associée au produit scalaire ‖ι‖2H = 〈ι, ι〉H (en d’autres

termes, toutes les suites de Cauchy convergent dans H).

Définition 1.5. (Espace de Hilbert à noyau reproduisant - RKHS). Soit (H, 〈·, ·〉H) un espace de Hil-

bert constitué par des fonctions de X dans IR. La fonction κ(xi,xj) de X × X dans IR est le noyau

reproduisant de H, sous réserve que celui-ci en admette un, si et seulement si

– la fonction κ(x, ·) : xj 7→ κ(x,xj) appartient àH, quel que soit x ∈ X fixé ;

– on a ι(xj) = 〈ι, κ(x, ·)〉H pour tout xj ∈ X et ι ∈ H.

Nous disons que H est un espace de Hilbert à noyau reproduisant, ou encore RKHS, acronyme de

Reproducing Kernel Hilbert Space.

Une propriété importante est tirée de cette définition.

Propri été 1.1. (Reproduction). La propriété reproduisante, définie par Aronszajn dans [Aro50], du noyau

κ induisant un espace de Hilbert H, est donnée par

〈κ(x, ·), f(·)〉H = f(x) pour tout f(·) ∈ H.

À partir de la Propriété 1.1, nous pouvons déduire facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. (Astuce du noyau). Tout noyau défini positif κ induisant un espace de Hilbert H définit le

produit scalaire dans cet espace, comme suit :

κ(xi,xj) = 〈Φ(xi), Φ(xj)〉H,

pour chaque xi,xj dans X .

La Figure 1.1 représente l’espace de Hilbert à noyau reproduisant H associé au noyau κ appliqué

sur l’espace des observations X . Nous définissons une transformation de X vers l’espace des fonctions

de X , noté H, ainsi

Φ : X → H

x 7→ κ(x, ·).

Dans cette expression, Φ(x) = κ(x, ·) désigne une fonction définie sur X , obtenue en fixant le premier

argument de κ à x.

1.2.2 Théor ème de Moore-Aronszajn

Le théorème suivant [Aro50], combiné avec les définitions précédentes, permet de faire le lien entre

un noyau défini positif et l’espace de Hilbert à noyau reproduisant.
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FIGURE 1.1: Espace de Hilbert à noyau reproduisant H associé au noyau κ appliqué sur l’espace des
observations X .

Théor ème 1.1. (Moore-Aronszajn [Aro50]). À tout noyau défini positif κ, il lui correspond un espace de

Hilbert à noyau reproduisant H unique, et réciproquement.

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que tout noyau reproduisant est défini positif. À cette fin, il

suffit de constater que
∑

i

∑

j αiαjκ(xi,xj) = ‖
∑

i αiΦ(xi)‖
2 ne peut être négatif. Réciproquement,

nous démontrons que tout noyau défini positif κ est le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert de

fonctions de X dans IR. Pour ce faire, un espace de Hilbert à noyau reproduisant H associé à un noyau

κ, est construit en considérant une fonction Φ(·) de X dans H, selon Φ(x) = κ(x, ·). L’espace H est

engendré par les fonctions Φ(x). Soient deux fonctions dans H

ι1 =

n
∑

i=1

αiΦ(xi), ι2 =

n
∑

j=1

βjΦ(xj),

où n est un entier naturel, αi et βj sont des réels et xi et xj appartiennent à X . Le produit scalaire entre

ces deux fonctions est donné par :

〈ι1, ι2〉H =
〈

n
∑

i=1

αiΦ(xi),
n
∑

j=1

βjΦ(xj)
〉

H
.

./Chap1/RKHS.eps
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TABLE 1.1: Les noyaux reproduisants couramment utilisés en apprentissage, avec les paramètres c, σ >
0, et q ∈ IN+.

Type Forme générale

P
ro

je
ct

if
Polynomial κq(xi,xj) = (c+ 〈xi, xj〉)

q

Polynomial de Vovk κPV (xi,xj) =
1−〈xi,xj〉

q

1−〈xi,xj〉

Exponentiel κE(xi,xj) = exp( 1
σ
〈xi, xj〉)

R
ad

ia
l

Laplacien κL(xi,xj) = exp(−1
σ
‖xi − xj‖)

Gaussien κG(xi,xj) = exp( −1
2σ2
‖xi − xj‖

2)

Quadratique rationnel κR(xi,xj) = 1−
‖xi−xj‖

2

‖xi−xj‖2+σ

En utilisant l’astuce du noyau, l’expression du produit scalaire devient

〈ι1, ι2〉H =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

αiβjκ(xi,xj).

Nous obtenons alors un espace pré-Hilbertien. Pour aboutir à un espace Hilbertien, il suffit de le

compléter conformément à [Aro50] afin que toute suite de Cauchy y converge.

La relation associant l’espace de Hilbert à noyau reproduisant à un noyau donné est décrite par le

biais du théorème de Moore-Aronszajn. Dans la suite, un noyau défini positif est désigné par un noyau

reproduisant. Le Tableau 1.1 résume les noyaux reproduisants les plus utilisés. Ils sont groupés sous

deux classes : les noyaux projectifs, de la forme

κ(xi,xj) = f(〈xi, xj〉), (1.2)

et les noyaux radiaux, de la forme

κ(xi,xj) = g(‖xi − xj‖
2). (1.3)

Les deux propositions suivantes sont considérées dans cette thèse afin de démontrer d’autres

résultats. Soit f (k)(ζ) la kème dérivée de la fonction f par rapport à ζ . Commençons par les noyaux

radiaux. Le résultat qui suit est dû à [CS02] et [Bur99, Proposition 7.2].

Proposition 1.1 (Noyaux radiaux). Une condition suffisante pour une fonction de la forme κ(xi,xj) =
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g(‖xi−xj‖
2) soit un noyau défini positif est sa monotonicité complète, c’est-à-dire, ses dérivées satisfont

(−1)kg(k)(ζ) ≥ 0

pour tout ζ > 0 et k ≥ 0.

C’est le cas du noyau Gaussien κG(xi,xj) = g(‖xi − xj‖
2) avec

g(k)(ζ) =
(

− 1
2σ2

)k
g(ζ),

ou encore le noyau quadratique rationnel avec

g(k)(ζ) = (−1)k k!
σ

(ζ + σ)k+1
.

Passons maintenant aux noyaux projectifs, le résultat suivant est donné dans [Bur99, Proposition

7.1].

Proposition 1.2 (Noyaux projectifs). Trois conditions nécessaires pour qu’une fonction κ(xi,xj) =

f(〈xi, xj〉) soit un noyau défini positif sont, pour tout ζ non-négatif :

f(ζ) ≥ 0

f (1)(ζ) ≥ 0

f (1)(ζ) + ζf (2)(ζ) ≥ 0

Il est facile de montrer ces conditions pour les noyaux projectifs donnés dans le Tableau 1.1.

1.3 Du mod èle lin éaire au mod èle à noyaux

Après avoir introduit les noyaux ainsi que leur caractérisation, nous passons maintenant à leur usage.

L’idée principale de l’usage des noyaux reproduisants est le passage de la linéarité à la non-linéarité.

Pour ce faire, les algorithmes linéaires sont modifiés à l’aide des deux éléments fondamentaux qui sont :

l’astuce du noyau [ABR64] et le théorème de Représentation [Wah90, SHS01].

1.3.1 Astuce du noyau

En utilisant le Corollaire 1.1, nous pouvons écrire le noyau reproduisant avec

κ(xi,xj) = 〈Φ(xi), Φ(xj)〉H,

quels que soient xi et xj dans X , où H est l’espace de Hilbert associé à ce noyau. Cette propriété,

dite astuce du noyau, permet de transformer les méthodes de traitement linéaire de données en des
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méthodes non-linéaires, sous réserve qu’elles puissent s’exprimer en fonction de produits scalaires des

observations 〈xi, xj〉, qui n’est autre le noyau linéaire. Ce produit scalaire est alors remplacé par un

noyau non-linéaire κ(xi,xj). Ainsi la structure des algorithmes demeure-t-elle inchangée, et le surcoût

calculatoire dû à l’évaluation des noyaux négligeable.

En fait, l’astuce du noyau fournit un moyen de représenter les observations implicitement dans un

espace fonctionnel. Par conséquent, le noyau reproduisant correspond à une généralisation du produit

scalaire canonique, et est donc une mesure non-linéaire de la similarité entre les observations. Il s’avère

que la plupart des algorithmes linéaires utilisés pour le traitement des données peuvent être facilement

reformulés en termes de produit scalaire dans l’espace des observations. Sa substitution par un noyau

offre des extensions non-linéaires des algorithmes classiques. Le concept de l’astuce du noyau est illustré

dans [SSM98b, RGT00] pour l’ACP-à-noyaux décrite dans la section 1.4.2.

1.3.2 Théor ème de Repr ésentation

Nous pouvons constater que sous certaines conditions, la solution optimale d’un problème d’op-

timisation dans H peut s’écrire sous la forme d’une combinaison de noyaux, indépendamment de la

dimension deH. Cette constatation est formulée par le théorème suivant :

Théor ème 1.2. (Théorème de Représentation [KW71, SHS01]). Soient un espace non vide X , un noyau

défini positif κ sur X ×X , un ensemble d’échantillons d’apprentissage (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ X × IR,

une fonction réelle g strictement monotone croissante sur [0,∞[, et une fonction coût arbitraire c. Soit

H l’espace de Hilbert associé au noyau κ, avec Φ(xi) = κ(xi, ·). Toute fonction fH ∈ H minimisant la

fonctionnelle de risque régularisée

c
(

(x1, y1, fH(x1)), . . . , (xn, yn, fH(xn))
)

+ g(‖f‖), (1.4)

admet une représentation de la forme

fH =

n
∑

i=1

αiΦ(xi).

Démonstration. Étant donné un ensemble x1, . . . ,xn, toute fonction fH ∈ H peut être décomposée en

une partie appartenant à l’espace engendré par les Φ(xi), et une partie orthogonale à celui-ci, selon

fH =

n
∑

i=1

αiΦ(xi) + υ,

où les α1, . . . , αn sont des réels et υ ∈ H vérifiant pour tout i

〈υ, Φ(xi)〉 = 0.
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En utilisant cette équation et la propriété reproduisante, l’évaluation de fH en tout échantillon arbitraire

xj donne

fH(xj) = 〈
n
∑

i=1

αiΦ(xi) + υ, Φ(xj)〉 =
n
∑

i=1

αi〈Φ(xi), Φ(xj)〉.

Par conséquence, le premier terme de l’expression (1.4) est indépendant de υ. Cependant pour le second

terme, puisque υ est orthogonal à
∑n

i=1 αiΦ(xi), et g est strictement monotone, nous obtenons

g(‖fH‖) = g
(

∥

∥

n
∑

i=1

αiΦ(xi) + υ
∥

∥

)

= g
(

√

√

√

√(‖
n
∑

i=1

αiΦ(xi)‖2 + ‖υ‖2)
)

≥ g
(

∥

∥

∑

i

αiΦ(xi)
∥

∥

)

,

où l’égalité se produit si et seulement si υ = 0. L’égalité entre
∥

∥

∑n
i=1 αiΦ(xi) + υ

∥

∥ =
√

(‖
∑n

i=1 αiΦ(xi)‖
2 + ‖υ‖2) est donnée par le théorème de Pythagore. Mettant υ à 0 n’influe pas

sur le premier terme de (1.4), tout en réduisant son second terme. Par conséquence, toute solution

s’écrit sous la forme

fH =

n
∑

i=1

αiΦ(xi).

1.4 Exemple du lin éaire au non-lin éaire

Dans la section précédente, les éléments fondamentaux des méthodes à noyaux sont présentés,

en mentionnant le passage de la linéarité à la non-linéarité. Nous présentons alors un exemple de ce

passage. Pour ce faire, nous détaillons la méthode de l’analyse en composantes principales en détaillant

son extension au cas non-linéaire.

1.4.1 Analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales (ACP) est un outil mathématique puissant pour révéler des

formes au sein d’un ensemble de données. Il s’agit d’une approche non-paramétrique, qui ne tient

compte d’aucune connaissance préalable du système, à l’exception de sa linéarité. Cette approche est

considérée comme une approche globale, par opposition à des méthodes telles que les modèles pa-

ramétriques ou décomposition en ondelettes, où les caractéristiques extraites dépendent fortement du

type de modèle ou du type d’ondelettes utilisé pour l’analyse.

En ACP, les caractéristiques choisies sont celles qui présentent le maximum de variance des

données. Nous pouvons montrer que les vecteurs propres donnent le maximum de variance des

données. Pour ce faire, ces caractéristiques sont obtenues par diagonalisation de la matrice de
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corrélation des données, tout en conservant seulement les vecteurs propres les plus pertinents, c’est-à-

dire, vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres. Ces vecteurs propres constituent alors

un ensemble d’axes orthonormaux présentant la plus grande variance dans les données. Considérons

un ensemble de n données {x1,x2, . . . ,xn} dans un espace donné X . Sans perte de généralité, nous

supposons que ces données sont centrées dans cet espace X . L’ACP cherche les m caractéristiques

v1,v2, . . . ,vm, comme les vecteurs propres du problème aux valeurs propres suivant :

λk vk = C vk,

où C = 1
n

∑n
j=1 xjx

⊤
j est la matrice de covariance, avec xj représentant un vecteur colonne et x⊤

j est

sa transposée. La pertinence de chaque vecteur propre vk est donnée par sa valeur propre correspon-

dante λk, qui mesure la proportion de la variance des données capturées. Puisque λk vk = C vk =
1
n

∑n
j=1〈xj, vk〉xj , les vecteurs propres appartiennent à l’espace engendré par les n données. Il est

important à noter que les données sont supposées centrées et que les vecteurs propres résultants sont

de norme unité.

1.4.2 Analyse en composantes principales à noyaux

L’un des inconvénients de l’ACP classique est sa linéarité. Elle n’identifie que les structures linéaires

dans un ensemble de données. Une technique plus généralisée a été mise en place pour apprendre

les non-linéarités en utilisant les noyaux, ladite ACP-à-noyaux. Cette dernière peut révéler les compo-

santes principales non-linéaires par le biais du noyau qui sont plus appropriées aux données complexes

tels que les images de visage, les chiffres manuscrits et les signaux naturels. A cet effet, les données

sont (implicitement) transformées dans un espace fonctionnel, où l’ACP classique est appliquée. Bien

que les vecteurs propres résultant soient obtenus par une technique linéaire dans l’espace fonctionnel,

ils décrivent des relations non-linéaires dans l’espace des observations. Afin de résoudre ce problème

non-linéaire, il est plus souhaitable d’appliquer l’astuce du noyau, et de ne pas calculer explicitement la

fonction non-linéaire de transformation.

Pour ce faire, l’algorithme de l’ACP est reformulé en termes de produit scalaire des données dans

l’espace fonctionnel. Soit Φ une transformation non-linéaire de l’espace des observations X à l’espace

fonctionnel H qui, à chaque xi lui fait correspondre son image Φ(xi). Ainsi l’ensemble des observations

transformées est {Φ(x1),Φ(x2), . . . ,Φ(xn)}. Nous souhaitons résoudre l’ACP (-à-noyaux), en terme

de produit scalaire dans l’espace fonctionnel, 〈Φ(xi), Φ(xj)〉H, pour tout i, j = 1, 2, . . . , n. La matrice

de covariance dans H est donnée par :

CΦ =
1

n

n
∑

j=1

〈Φ(xj), Φ(xj)〉H.

Les axes principaux, ϕk ∈ H, pour k = 1, 2, . . . ,m, correspondent aux vecteurs propres ayant des
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valeurs propres λk vérifiant l’expression suivante

λk ψk = CΦ ψk. (1.5)

Par analogie avec l’ACP classique, chaque solution ϕk se situe dans l’espace engendré par

les images des données par la fonction Φ(·). Cette écriture implique qu’il existe des coefficients

α1, α2, . . . , αn de sorte que

ψk =

n
∑

i=1

αk,iΦ(xi), (1.6)

puisque

λk ψk = CΦ ψk =
1

n

n
∑

j=1

〈Φ(xj), ψk〉HΦ(xj).

En remplaçant l’expression de CΦ et la représentation des axes principaux ψk de (1.6) dans

l’équation du problème aux valeurs propres (1.5), nous obtenons une nouvelle expression du problème

aux valeurs propres écrite en termes de produit scalaire, avec

nλk αk = Kαk, (1.7)

où K est une matrice de taille n × n d’éléments κ(xi,xj), et αk est un vecteur regroupant les n

coefficients, à savoir αk = [αk,1 αk,2 · · · αk,n]
⊤. Par ailleurs, deux mises au point sont à considérer

dans l’algorithme de l’ACP-à-noyaux final. Tout d’abord, les données doivent être centrées dans l’espace

fonctionnel. Cette condition est valide en remplaçant la matrice K par

(I− 1
n

1n)K(I− 1
n

1n),

où I est la matrice identité et 1n est la matrice unité de taille n×n telle que (1n)i,j = 1. Cette condition est

démontrée ici 1. Ensuite, et par analogie avec l’ACP classique les vecteurs correspondant dansH doivent

être de norme unitaire, c’est-à-dire 〈ϕk, ϕk〉H = 1. Nous pouvons facilement montrer que cette condition

1. Centrage des donn ées dans l’espace fonctionnel
Bien que le centrage dans l’espace des observations X est aisé, il n’est pas le cas dans l’espace fonctionnel H. Soit Φc(xi) la
fonction centrée dans H. Elle est définie par Φc(xi) = Φ(xi) −

1

n

∑n

k=1
Φ(xk). Chaque élément de la matrice de Gram de

celles-ci peut s’écrire

(Kc)i,j = 〈Φc(xi), Φ
c(xj)〉H

= 〈Φ(xi), Φ(xi)〉H −
1

n

n∑

k=1

〈Φ(xk), Φ(xj)〉H −
1

n

n∑

k=1

〈Φ(xi), Φ(xk)〉H +
1

n2

n∑

k,k′=1

〈Φ(xk), Φ(xk′)〉H.

Une écriture matricielle est alors :
K

c = K − 1

n
1nK − 1

n
K1n + 1

n2 1nK1n,

ce qui correspond à
K

c = (I − 1

n
1n)K(I − 1

n
1n).
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se fait par mise à l’échelle des vecteurs de poids αk suivant l’équation donnée par λk(αk · αk) = 1,

pour toutes les m caractéristiques k = 1, 2, . . . ,m.

1.5 L’ACP- à-noyaux pour la reconnaissance des formes

Deux domaines d’application principaux peuvent être considérés avec l’ACP classique : d’une part,

considérer les axes principaux pertinents comme des caractéristiques extraites, et d’autre part, proje-

ter les observations bruitées sur ces axes formant ainsi un sous-espace assurant le débruitage. Ces

deux domaines d’application sont étudiés dans l’espace fonctionnel, en utilisant l’ACP-à-noyaux avant de

proposer une vue unifiée.

1.5.1 Extraction des caract éristiques

Nous étudions dans cette partie l’extraction des caractéristiques dans le RKHS, avec l’ACP-à-

noyaux. Ce dernier définit un ensemble d’axes les plus pertinents dans l’espace fonctionnel. Soient

{ψ1, ψ2, . . . , ψm ∈ H} l’ensemble de ces axes. Alors chaque ψk est de la forme (1.6), comme suit

ψk =

n
∑

j=1

αk,j Φ(xj),

où αk,1, αk,2, . . . , αk,n sont obtenus du vecteur propre associé à la kème valeur propre dans (1.7). Par

analogie à l’ACP classique, ces axes absorbant la plus grande variance des données. Ainsi, les axes sont-

ils considérés comme étant une extraction des caractéristiques de ces données-ci, captant les variations

les plus grandes et sont orthonormaux les uns par rapports aux autres. De même, nous pouvons définir

le sous-espace pertinent de H, celui qui est engendré par ces axes principaux, ce qui nous permet de

débruiter les données, comme décrit dans la section suivante.

1.5.2 Débruitage

Nous étudions maintenant l’idée de débruitage des données. Soit x0 ∈ X un des échantillons d’ap-

prentissage (en particulier bruité). Alors, son image par la fonction non-linéaire Φ(·), désignée par Φ(x0),

est projetée sur le sous-espace pertinent décrit auparavant, donnant ainsi la forme débruitée en ques-

tion. Cette forme est donnée par le produit scalaire entre les transformées des échantillons par la fonction

non-linéaire qui sont projetées sur le sous-espace pertinent et les m axes principaux du sous-espace,

comme suit

ψ =

m
∑

k=1

〈Φ(x0), ψk〉H ψk.
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En substituant cette expression dans (1.6) et en appliquant l’équivalent entre l’opérateur du produit sca-

laire et la fonction noyau κ, nous obtenons

ψ =

m
∑

k=1

〈Φ(x0),

n
∑

i=1

αk,iΦ(xi)〉H

n
∑

j=1

αk,j Φ(xj)

=

m
∑

k=1

n
∑

i=1

αk,i κ(x0,xi)

n
∑

j=1

αk,j Φ(xj).

1.5.3 Une vue unifi ée

Nous proposons maintenant une vue unifiée pour confronter les deux problèmes de reconnais-

sance des formes décrits auparavant. Pour ce faire, nous écrivons la caractéristique extraite et la

forme débruitée comme une combinaison linéaire des données d’apprentissage projetées, avec ψk =
∑n

j=1 αk,j Φ(xj) et ψ =
∑n

j=1

[
∑m

k=1

∑n
i=1 αk,i αk,j κ(x0,xi)

]

Φ(xj). En regroupant tous ces

termes, nous aboutissons à une vue unifiée de ces deux cas, avec

ψ =

n
∑

j=1

γj Φ(xj). (1.8)

D’une part, la caractéristique extraite est donnée par ψ = ψk où

γj = αk,j,

et d’autre part, la forme débruitée est donnée par

γj =

m
∑

k=1

n
∑

i=1

αk,i αk,j κ(x0,xi).

Dans ce dernier cas, les coefficients γj dépendent de l’échantillon bruité x0, qui peut être soit une

nouvelle observation, soit une des données d’apprentissage. Le Tableau 1.2 résume ces deux domaines

d’application, et l’expression unifiée donnée par (1.8) nous permet de définir une forme générale pour le

problème d’optimisation pour les deux applications, celle de l’extraction des caractéristiques et celle du

débruitage.

1.6 Définition du probl ème de pr é-image

Les méthodes à noyaux permettent la transformation d’un espace des observations à un espace des

caractéristiques. Toutefois, souvent en reconnaissance des formes, nous sommes intéressés par la forme

elle-même. Nous cherchons plutôt l’équivalent dans l’espace des observations de la caractéristique obte-

nue dans le RKHS. Cependant le retour inverse de l’espace caractéristiques à l’espace des observations
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TABLE 1.2: Vue unifiée pour la définition de γj dans ψ =
∑n

j=1 γj Φ(xj)

Application γj

Extraction des caractéristiques αk,j

Débruitage de x0

m
∑

k=1

n
∑

i=1

αk,i αk,j κ(x0,xi)

x1

x
x2

x3

xn

x
∗

Φ(·)

Φ(x)

Φ(x1)

Φ(x2)

ψ

Φ(x3)

Φ(xn)?

X H

FIGURE 1.2: Schéma illustrant le problème de la pré-image qui consiste à trouver un retour inverse de
l’espaceH à l’espace des observations X afin de déterminer les éléments dont leurs images constituent
ce RKHS, surtout que la plupart des éléments du RKHS ne sont pas des images d’un élément de l’espace
des observations.

n’est pas évident.

Définition 1.6. (Problème mal-posé au sens de Hadamard). Un problème est dit mal-posé si l’une des

trois conditions caractérisant les problèmes bien posés au sens de Hadamard n’est pas satisfaite, à

savoir

– La solution existe

– La solution est unique

– La solution dépend de façon continue des données (condition dite de stabilité)

En fait, retrouver la pré-image est un problème mal-posé. Il suffit de se rappeler que l’espace fonction-

nel soit souvent de dimension plus grande que celle de l’espace des observations. Par suite, la solution

exacte de ce problème peut ne pas exister, ou si elle existe, elle peut ne pas être unique. Pour résoudre

ce problème, il peut s’avérer nécessaire de déterminer un élément x∗ de l’espace des observations tel

que son image, par la fonction non-linéaire Φ(·), soit la plus proche possible de ψ. Le retour inverse de

l’espace fonctionnel à l’espace des observations est le problème de la pré-image, illustrée par la Figure

./Chap1/mapping1.eps
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1.2. Il s’agit donc de résoudre le problème d’optimisation, en cherchant un x∗ vérifiant

x∗ = argmin
x∈X

1

2
‖ψ − Φ(x)‖2H, (1.9)

où ‖·‖H représente la norme dans le RKHS, donc nous fournit une mesure de distance entre les éléments

de l’espace fonctionnel, avec la norme de leur résidu. En particulier, nous considérons une fonction coût

J(x) qui mesure l’écart entre l’image Φ(x∗) et la fonction ψ

x∗ = argmin
x∈X

J(x).

En développant l’expression de la fonction coût dans 1.9, nous obtenons trois termes dont l’un ne dépend

pas de x, par suite, nous pouvons l’éliminer de l’expression, qui sera donnée par

J(x) = −
n
∑

i=1

γi κ(xi,x) +
1

2
κ(x,x). (1.10)

C’est un problème d’optimisation non-linéaire et non-convexe, à cause de la nature du noyau.

Récemment, un grand nombre de chercheurs se sont intéressés à ce problème et ont proposé des

éléments de solution. Nous présentons les solutions les plus étudiées dans la section suivante.

1.7 Méthodes de r ésolution

Dans cette section, nous présentons les différentes techniques existantes pour la résolution du

problème de la pré-image. Une étude est récemment réalisée dans [HR11] sur le problème de pré-image

et son lien avec le problème de réduction de dimension qu’il convient de rappeler ici.

1.7.1 Méthode de la descente du gradient

La descente du gradient est une technique d’optimisation du premier ordre se basant sur le gradient

de la fonction coût J(x) par rapport à x, noté ∇xJ(x). Son concept est alors de partir d’un point initial

et de se déplacer dans la direction opposée au gradient, en remplaçant à chaque itération x∗ par

x∗ − ηt∇xJ(x
∗),

où ηt est le pas. Le gradient de (1.10) par rapport à x est donné par

∇xJ(x) = −

n
∑

i=1

γi∇xκ(xi,x) +
1

2
∇xκ(x,x). (1.11)

C’est la forme générale pour tous les noyaux, par exemple les noyaux projectifs de la forme (1.2) comme

le noyau polynomial, ou encore les noyaux radiaux de la forme (1.3) comme le noyau Gaussien. Voir le
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TABLE 1.3: Gradient par rapport à x de la fonction coût (1.10), pour les noyaux les plus utilisés

.

Type ∇xJ(x)

Polynomial −

n
∑

i=1

γi q κq−1(xi,x)xi + q κq−1(x,x)x

Laplacien − 1
σ

n
∑

i=1

γi κL(xi,x)

Exponentiel − 1
σ

n
∑

i=1

γi κE(xi,x)xi +
1
σ
κE(x,x)x

Gaussien − 1
σ2

n
∑

i=1

γi κG(xi,x) (xi − x)

Tableau 1.1 pour les expressions des gradients des noyaux couramment utilisés, et l’Annexe A pour la

dérivation des expressions.

Puisque notre fonction coût est non-convexe et non-linéaire, des minima locaux sont présents. Pour

remédier à ce problème, cette technique devrait être initialisée aléatoirement à plusieurs reprises pour

essayer d’aboutir au résultat optimal. La descente du gradient n’est pas adaptée cependant, nous pou-

vons utiliser comme alternative à la descente du gradient, la méthode de Newton, mais elle représente

une complexité calculatoire plus grande que celle de la descente du gradient.

Le pas devra être bien choisi, sinon le calcul peut diverger ou converger à un minimum local. Donc, si

la valeur de ηt est trop grande, l’algorithme n’est pas stable et oscille autour d’une solution, et si la valeur

de ηt est trop petite, un très grand nombre d’itérations est nécessaire pour converger vers la solution,

et le risque de converger vers une solution locale est plus grand. Plusieurs critères d’arrêt peuvent être

définis : le nombre d’itérations maximal, ou l’erreur résiduelle minimale entre deux itérations successives.

1.7.2 Méthode it érative du point fixe

Les fonctions de noyaux reproduisants ont une structure fournissant des indications utiles pour

dériver des techniques d’optimisation plus appropriées, au-delà de la descente du gradient classique.

A l’optimum, le gradient par rapport à x s’annule, à savoir ∇xJ(x) = 0. Le problème d’optimisation est

alors simplifié, donnant lieu à une méthode itérative du point-fixe, avec un problème d’optimisation de la

forme x∗ = h(x∗). Il suffit alors de substituer, à chaque itération, la solution candidate x∗ par h(x∗).

Selon le type du noyau reproduisant utilisé, le gradient admet des expressions différentes.

Un calcul détaillé est présenté dans l’Annexe A. Prenons tout d’abord, les noyaux radiaux de la forme
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(1.3), le gradient de la fonction coût est donné par

∇xJ(x) = −

n
∑

i=1

γi g
(1)(‖xi − x‖2) (xi − x).

À l’optimum x∗, l’expression du point fixe est définie par

x∗ =

∑n
i=1 γi g

(1)(‖xi − x‖2)xi
∑n

i=1 γi g
(1)(‖xi − x‖2)

.

Un exemple de cette classe est le noyau Gaussien [MSS+99], avec la fonction coût

−
∑n

i=1 γi exp(−‖x − xi‖
2/2σ2), et son gradient donné dans le Tableau 1.3. En annulant ce dernier,

nous aboutissons à l’expression itérative du point fixe pour le noyau Gaussien

x∗ =

∑n
i=1 γi κG(xi,x

∗)xi
∑n

i=1 γi κG(xi,x
∗)

. (1.12)

Pour, les noyaux projectifs de la forme (1.2), le gradient de la fonction coût est donné par

∇xJ(x) = −
n
∑

i=1

γi f
(1)(〈xi, x〉)xi + f (1)(〈x, x〉)x.

A l’optimum x∗, l’expression du point fixe est définie par :

x∗ =

∑n
i=1 γi f

(1)(〈xi, x
∗〉)xi

f (1)(〈x∗, x∗〉)
.

Nous évaluons, pour un exemple de cette classe qui est le noyau polynomial de degré q [KT03], la

fonction coût et son gradient afin de calculer l’expression itérative pour ce noyau, avec

x∗ =

∑n
i=1 γi κq−1(xi,x

∗)xi
κq−1(x∗,x∗)

. (1.13)

Un calcul détaillé est présenté dans l’annexe A, pour dériver ces expressions du gradient des fonc-

tions radiales et projectives.

L’implémentation de cette technique nécessite le choix du point initial pour le calcul, et un critère

d’arrêt. Les résultats varient largement tenant compte des différents points de départ. De même, la tech-

nique du point-fixe peut être instable et aboutit à des minima locaux, et parfois peut ne pas converger.

On parle d’instabilité numérique lorsque le dénominateur est proche de zéro. Une technique est pro-

posée pour entraver les problèmes d’instabilité en utilisant une solution régularisée, à l’instar de [AH09]

donnée dans la section 1.7.6. Les problèmes liés à la méthode itérative du point-fixe sont probablement

dus à l’absence d’un paramètre de pas d’adaptation pour permettre un contrôle de la convergence de

l’algorithme.
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La méthode itérative du point-fixe présente un point positif par rapport à la méthode du gradient. La

pré-image obtenue réside dans l’espace des solutions admissibles écrite sous la forme de x∗ =
∑

i βixi

pour des coefficients β1, β2, . . . , βn à déterminer. Cette propriété est démontrée par le théorème 1.3.

Alors, la plage de recherche des pré-images est contrôlée, à l’opposition de la descente du gradient qui

décrit tout l’espace. Passons maintenant aux méthodes basées sur des données d’apprentissage et leurs

images transformées.

1.7.3 Apprentissage de la carte de pr é-image

Pour évaluer la carte de pré-image, une machine d’apprentissage est construite, avec des couples

d’éléments d’entraı̂nement de l’espace fonctionnel et des couples d’éléments dans l’espace des observa-

tions, comme suit : nous cherchons à estimer une fonction Γ: H 7→ X ayant la propriété, Γ(Φ(xi)) = xi

pour tout i = 1, 2, . . . , n. Donc, idéalement, Γ(ψ) donne x∗, la pré-image de ψ. Afin de réaliser cette

proposition, deux astuces sont considérés dans [BWS04, Bak05] et récemment dans [BSW07].

Lorsque nous devions utiliser la régression en utilisant les noyaux correspondant à H, nous recher-

chons simplement des vecteurs de coefficients dansH afin d’évaluer Γ. À cette fin, nous utilisons l’astuce

du noyau. Un moyen de faire ce calcul est de choisir un repère orthogonal souvent obtenu par la méthode

de l’ACP-à-noyaux défini par les axes ψ1 ψ2 . . . ψk. Une fois ce repère défini, chaque ψ ∈ H est écrit

dans ce repère, selon [〈ψ, ψ1〉 〈ψ, ψ2〉 . . . 〈ψ, ψk〉]
⊤. Ensuite, la carte de pré-image Γ est décomposée

suivant dim{X} afin d’estimer les composantes de x∗. A partir de ces considérations, nous pouvons

écrire Γ sous forme de Γ1,Γ2, . . .Γdim(X ). Ces fonctions peuvent être obtenues par la résolution du

problème d’optimisation

Γm = argmin
Γ

1

n

n
∑

i=1

∣

∣[xi]m − Γ(ψ)
∣

∣

2
+ η‖Γ‖2.

La solution à ce problème d’optimisation est donnée par une technique d’inversion de matrice. Cette

technique d’apprentissage est de plus en plus étudiée dans la littérature en tenant compte de l’information

sur le voisinage [ZL06], et une régularisation avec un apprentissage pénalisé [ZLY10] donnés dans la

section 1.7.6.

Ces techniques sont basées sur un ensemble de données dans l’espace des observations et leurs

images dans le RKHS. D’autres techniques se basant sur une étude des distance dans chaque espace

sont présentées.

1.7.4 Méthode de l’ échelle multidimensionnelle

Comme décrit avant, le problème de pré-image cherche à trouver des observations dans l’espace

des observations basées sur leurs images dans le RKHS. On parle alors de problème de réduction

de dimension des objects appartenant à un espace de haute dimension. Ce problème est souvent traité

sous le nom de l’échelle multidimensionnelle ou en anglais Multi-Dimensional Scaling (MDS) [CCC00]. Le
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d1d2

d3
dn

x∗

δ1δ2 δ3

δn

ψ

X

(a)

H

(b)
?

Φ(·)

FIGURE 1.3: Schéma illustrant la technique de l’échelle multidimensionnelle, pour laquelle chaque pré-
image est identifiée par les paires de distances dans l’espace des observations (a) et l’espace fonctionnel
(b).

lien entre la technique MDS et l’ACP-à-noyaux est étudié [Wil01]. Cette technique intègre des données

dans un espace de dimension réduite en conservant les distances de chaque couple. Cette approche

est utilisée pour résoudre le problème de la pré-image dans [KT03, KT04]. Considérons chacune des

distances dans le RKHS δi = ‖ψ−Φ(xi)‖H et son équivalent dans l’espace des observations ‖x∗−xi‖.

Idéalement, ces distances sont conservées, à savoir

‖x∗ − xi‖
2 = ‖ψ − Φ(xi)‖

2
H,

pour tout i = 1, 2, . . . , n. La Figure 1.3 illustre la méthode de l’échelle multidimensionnelle.

Pour résoudre ce problème, on minimise l’erreur quadratique moyenne entre ces distances, avec

x∗ = argmin
x∈X

n
∑

i=1

∣

∣

∣
‖x− xi‖

2 − ‖ψ − Φ(xi)‖
2
H

∣

∣

∣

2
.

Une technique itérative du point-fixe est proposée en mettant à zéro le gradient de l’expression au-

dessus, aboutissant alors à l’expression

x∗ =

∑n
i=1

(

‖x∗ − xi‖
2 − δ2i

)

xi
∑n

i=1

(

‖x∗ − xi‖2 − δ
2
i

) .

Pour réduire le calcul, un faible nombre de voisins est pris en compte comme dans le cas de la tech-

nique de l’intégration localement linéaire (en anglais locally linear embedding) en réduction de dimension

[RS00]. Cette technique a ouvert la porte à d’autres méthodes en réduction de dimension [ESK07].

./Chap1/fig3.eps
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1.7.5 Approche conforme

En partant de la technique de conservation de distance (MDS), une autre méthode est proposée

se basant sur la préservation de mesure du produit scalaire [HR09, HR10]. Dans ce cas, la mesure

angulaire est préservée, puisque x⊤
i xj/‖xi‖ · ‖xj‖ définit le cosinus de l’angle entre xi et xj dans

l’espace Euclidien. De ce fait, cette technique est dite l’approche conforme. Pour ce faire, un système de

coordonnées est construit dans le RKHS en isométrie avec celui de l’espace des observations.

Soient Ψ1, . . . ,Ψn les n fonctions définissant le système de coordonnées dans le RKHS. Selon

le théorème de Représentation 1.3.2, chacune des n fonctions de coordonnées s’écrit sous la forme

d’une combinaison linéaire des images, à savoir, Ψl =
∑n

i=1 θl,iΦ(xi), pour l = 1, 2, . . . , n, où les

paramètres θl,i sont à déterminer. Alors, les coordonnées de chaque élément de RKHS est obtenu en

les projetant sur ces fonctions, c’est-à-dire, chaque Φ(xi) peut être représenté suivant les n fonctions de

coordonnées comme suit : Ψxi
=

[

〈Ψ1, Φ(xi)〉 〈Ψ2, Φ(xi)〉 . . . 〈Ψn, Φ(xi)〉
]⊤

. Idéalement, le pro-

duit scalaire entre les observations dans l’espace Euclidien et entre leur image dans RKHS est conservé,

plus précisément

Ψ
⊤
xi
Ψxj

= x⊤
i xj,

pour tout i, j = 1, 2, . . . , n. Une méthode pour résoudre ce problème est de minimiser l’erreur quadra-

tique entre toutes les paires possibles, selon

min
Ψi,...,Ψn

n
∑

i,j=1

|x⊤
i xj −Ψ

⊤
xi
Ψxj
|2 + η

n
∑

l=1

‖Ψl‖
2
H,

où le second membre de l’expression est un terme de régularisation. En écrivant l’expression ci-dessus

pour tous les i, j allant de 1 à n sous forme matricielle et en tenant compte de la conservation du produit

scalaire dans les deux espaces, nous obtenons une expression simplifiée X⊤x∗ =
(

X⊤X−ηK−1
)

α,

ayant comme solution

x∗ =
(

XX⊤
)−1

X
(

X⊤X − ηK−1
)

α,

avec X = [x1 x2 · · · xn].

De plus, nous pouvons identifier les pré-images d’un ensemble d’élément de RKHS en utilisant cette

technique, puisque les termes entre parenthèses sont calculés une seule fois. Cette approche est prise

comme un achèvement des matrices (en anglais matrix-completion) décrit dans [YV07]. Cet achèvement

porte sur un produit matriciel autre que la matrice de Gram, c’est la matrice des valeurs de noyau.

Nous passons maintenant à définir un théorème proposé pour résoudre le problème de la pré-image, en

l’écrivant sous forme d’une combinaison linéaire des données présentes.
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1.7.6 Pré-image r égularis ée ou p énalis ée

Afin de fournir une estimation plus stable de la pré-image [AH09], la fonction coût est régularisée en

ajoutant un terme définissant la distance dans l’espace des observations, à savoir ‖x− x0‖
2. Par suite,

la fonction coût est donnée par

J(x) = −

n
∑

i=1

γi κ(xi,x) +
1

2
κ(x,x) + λ‖x− x0‖

2,

où x0 est l’échantillon bruité et λ est un paramètre non-négatif de régularisation non-négative. L’idée

principale de trouver la pré-image x∗ est qu’elle soit la plus proche possible de x.

Une méthodologie est proposée dans [ZLY10] en ajoutant deux types de pénalisations. Tout d’abord,

pour assurer l’apprentissage d’une pré-image bien définie, pour laquelle chaque donnée existe dans

l’espace des solutions admissibles, une contrainte de convexité est imposée pour l’apprentissage des

coefficients de la combinaison. Ensuite, une fonction pénalisée est intégrée comme étant une partie de

la fonction d’optimisation lors du processus d’apprentissage de la pré-image. La fonction coût à minimiser

est essentiellement de la forme

J(x) = −
n
∑

i=1

γi κ(xi,x) +
1

2
κ(x,x) + λFF (x),

où F (x) est la fonction de pénalisation. La fonction coût est sujette aux conditions que les coefficients

définissant la combinaison linéaire sont tous positifs et de somme unité. Donc x∗ =
∑

i βixi avec βi > 0

et
∑n

i=1 βi = 1.

1.8 Formulation de la pr é-image

En prenant toutes les méthodes de résolution du problème de la pré-image, nous trouvons que cha-

cune des solutions proposées correspond à une combinaison linéaire des observations d’apprentissage.

Le théorème suivant résume cette propriété pour les noyaux projectifs et radiaux.

Théor ème 1.3. (Modélisation linéaire d’une pré-image) La pré-image x∗ est donnée par une combinai-

son linéaire des données disponibles, sous la forme

x∗ =

n
∑

i=1

β∗i xi. (1.14)

Démonstration. Afin de prouver ce théorème, nous considérons les deux classes de noyaux : projectifs et

radiaux (voir Tableau 1.1). Utilisant l’expression du gradient (3.7) à l’optimum, nous avons∇xJ(x
∗) = 0,
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à savoir
n
∑

i=1

γi∇x∗κ(xi,x
∗) =

1

2
∇x∗κ(x∗,x∗). (1.15)

Commençons par les noyaux projectifs, de la forme (1.2). Alors, le premier membre de l’équation

s’écrit comme

n
∑

i=1

γi∇x∗κ(xi,x
∗) =

n
∑

i=1

γi∇x∗f(〈xi, x
∗〉) xi,

et le second membre est exprimé par

1

2
∇x∗κ(x∗,x∗) =

1

2
∇x∗f(〈x∗, x∗〉) 2x∗.

En combinant ces deux expressions (voir l’annexe A pour plus de détail), l’équation (1.15) devient

x∗ =

n
∑

i=1

γi
f (1)(〈xi, x

∗〉)

f (1)(〈x∗, x∗〉)
xi, (1.16)

de la forme x∗ =
∑n

i=1 β
∗
i xi.

Nous passons maintenant aux noyaux radiaux, de la forme (1.3). Dans ce cas, le terme ∇xκ(x,x)

s’annule. Le gradient à l’optimum s’écrit sous la forme

n
∑

i=1

γi∇x∗κ(xi,x
∗) = 0,

avec le premier terme donné par

n
∑

i=1

γi∇x∗κ(xi,x
∗) =

n
∑

i=1

γi∇x∗g(‖xi − x∗‖2) 2(x∗ − xi).

Le résultat final de (1.15) est alors écrit (voir l’annexe A pour plus de détail)

x∗ =

n
∑

i=1

γi
g(1)(‖xi − x∗‖2)

∑n
j=1 γj g

(1)(‖xj − x∗‖2)
xi, (1.17)

de nouveau de la forme x∗ =
∑n

i=1 β
∗
i xi.

Nous pouvons estimer les coefficients β∗i au lieu de la pré-image. Nous reprenons alors les

différentes méthodes de résolution du problème de la pré-image dans ce chapitre, et les réécrivons

comme des problèmes d’estimation des β∗i . Dans le chapitre suivant, nous utilisons cette formulation afin

d’imposer des contraintes sur la pré-image.
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1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les méthodes à noyaux. Tout d’abord, nous avons décrit la ca-

ractérisation des noyaux. Dans un second temps, nous avons détaillé l’astuce du noyau et le théorème du

représentant qui sont les deux éléments fondamentaux pour le passage du cas linéaire au non-linéaire.

Ensuite, l’analyse en composantes principales (ACP) classique est introduite, puis elle est étendue à

l’ACP-à-noyaux par le biais des méthodes à noyaux. Ces méthodes à noyaux assurent un passage de

l’espace des observations à un espace RKHS de haute dimension permettant ainsi diverses applications

comme par exemple la classification. Cependant, pour différents domaines d’applications tels que l’ex-

traction des caractéristiques et la reconnaissance des formes, l’utilisateur est plutôt à la recherche de

la forme ou caractéristique en question. Il s’avère alors nécessaire de faire le retour inverse de l’espace

RKHS à l’espace des observations, où la forme ou caractéristique est définie, ce problème est dit de

pré-image. Nous avons alors décrit ce problème tout en présentant les différentes techniques présentes

dans la littérature pour sa résolution, dont certaines sont itératives et d’autres ne le sont pas. Finalement,

nous avons proposé une nouvelle formulation de la pré-image.

Le chapitre suivant tient en compte le problème de la pré-image sous contraintes de non-négativité,

souvent imposées par la physiologie des données. D’une part, des contraintes sur les données elles-

mêmes sont considérées. De l’autre part, des contraintes sur l’additivité des contributions sont étudiées,

provoquant une certaine parcimonie dans les résultats.
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contraintes de non-n égativit é
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2.1 Introduction

Il s’avère que la contrainte de non-négativité est très essentielle dans de nombreux problèmes

d’optimisation. Cette propriété incorpore l’équivalence mathématique entre la non-négative et la non-

positive. Seules les méthodes itératives peuvent être utilisées pour résoudre les problèmes généraux

d’optimisation sous de telles contraintes. En outre, un schéma itératif pour la non-négativité peut servir

de base pour des problèmes d’optimisation plus complexes sous contrainte, tels que l’optimisation de

contraintes bornées. Depuis les années quatre-vingt, des contraintes de non-négativité ont été imposées

pour la déconvolution d’un signal par Thomas dans [Tho83] et Prost et al. dans [PG84], et étendues à la

déconvolution et le débruitage des images ont été étudiés respectivement par Thomas et al. dans [TS91]

et Snyder et al. dans [SSO92]. Durant la dernière décennie, une méthode plus générale pour l’optimisa-

tion itérative sous contraintes de non-négativité a été étudiée, initiée par Lantéri et al. [LRCA01], et plus

récemment pour l’apprentissage en ligne dans [CRH+10b], l’identification des systèmes [CRH+10a] et

la régression distribuée [CRHB10].
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La propriété de la non-négativité est nécessaire dans plusieurs domaines. L’analyse en compo-

santes indépendantes impose une factorisation non-négative des données dans [HO00], comme pour la

séparation aveugle des sources avec des sources “positives”. Dans [OP03], une analyse non-négative

en composantes principales (ACP) est proposée. Différentes études pour la reconnaissance des formes

sous contraintes ont été basées sur des algorithmes linéaires, tels que l’ACP pour le diagnostic du cancer

dans [Han10], la parcimonie non-négative dans [ZS07], la recherche de solutions optimales en appliquant

la procédure par séparation-évaluation dans [MWA06], et la recherche du vecteur propre dominant en

utilisant l’algorithme de l’espérance-maximisation dans [SB08].

Lors de la reconnaissance des formes ou le débruitage, nous sommes souvent à la recherche de

formes, ou de représentations dans l’espace des observations où elles sont décrites. De plus, inspirés par

la physiologie qui nécessite souvent une contrainte de non-négativité, nous élaborons alors la résolution

du problème de la pré-image sous contrainte de non-négativité. Pour ce faire, l’étude est décomposée

en deux parties. Dans un premier temps, elle porte sur les conditions de non-négativité sur la pré-image

estimée. Et dans un second temps, nous tenons compte de l’additivité des contributions ce qui mène

à la non-négativité des coefficients qui les définissent. En couplant ces développements avec l’analyse

en composantes principales à noyaux, nous étudions l’extraction de caractéristiques pour des signaux

potentiels évoqués, et le débruitage des images.

2.2 Méthodes à noyaux, pr é-image et non-n égativit é

Dans cette section, nous combinons le problème de la pré-image avec la condition de non-négativité

en étudiant les conditions pour lesquelles nous aboutissons à des résultats non-négatifs. En utilisant le

Théorème 1.3, nous pouvons établir un lien entre les coefficients dans les deux espaces des observations

et de caractéristiques.

Lemme 2.1. Pour des données d’apprentissages non-négatives, si les coefficients dans l’espace fonc-

tionnel sont non-négatifs, γ1, γ2, . . . , γn ≥ 0, alors les coefficients de la pré-image correspondante

sont aussi non-négatifs, i.e., β∗1 , β
∗
2 , . . . , β

∗
n ≥ 0. Par ailleurs, la non-négativité des données n’est pas

nécessaire pour les noyaux radiaux.

Démonstration. Pour les noyaux projectifs, les coefficients de la pré-image ont la forme (1.16)

β∗i = γi
f (1)(〈xi, x

∗〉)

f (1)(〈x∗, x∗〉)
.

Lorsque toutes les données d’apprentissages sont non-négatives, les dérivées ci-dessus sont non-

négatives suite à la Proposition 1.2. La même preuve peut être appliquée à l’équation (1.17) pour les

noyaux radiaux vérifiant la Proposition 1.1, avec

β∗i = γi
g(1)(‖xi − x∗‖2)

∑n
j=1 γj g

(1)(‖xj − x∗‖2)
.
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La non-négativité des coefficients γi est une condition imposée par les machines à vecteurs supports

(SVM) pour la classification et la régression, ainsi que d’autres méthodes d’apprentissage. Toutefois, ce

n’est pas le cas en général, avec l’ACP-à-noyaux par exemple. Nous ne nous limiterons pas au problème

convexe, mais considérons le problème non convexe plus général.

Pour le noyau Gaussien, nous avons

κG(xi,xj) = g(‖xi − xj‖
2) = exp( −1

2σ2
‖xi − xj‖

2)

alors la dérivée première du noyau Gaussien s’écrit comme suit

g(1)(‖xi − xj‖
2) = − 1

2σ2
κG(xi,xj),

et la dérivée seconde

g(2)(‖xi − xj‖
2) = 1

4σ4 κG(xi,xj).

Lorsque le noyau polynomial est appliqué, avec

κq(xi,xj) = f(xi · xj) = (c+ 〈xi, xj〉)
q,

alors la dérivée première du noyau polynomial s’écrit comme suit

f (1)(〈xi, xj〉) = q κq−1(xi,xj),

où κq−1(xi,xj) = f(〈xi, xj〉) = (c+ 〈xi, xj〉)
q−1.

2.3 Pré-image avec contraintes de non-n égativit é

En reconnaissance des formes, nous cherchons parfois des solutions avec contraintes. Il s’agit sou-

vent des contraintes de non-négativité. Par exemple, en traitement d’images, les données d’appren-

tissage sont des images ou des pixels dans une image, comme les données qui sont non-négatives

si les images sont codées en niveau de gris. Afin d’extraire une caractéristique ou aboutir à une ver-

sion débruitée du même type (même espace des observations avec une condition de non-négativité

de chaque pixel), nous imposons une contrainte de non-négativité sur la pré-image. Cependant, les

contraintes peuvent être appliquées soit sur les données elles-mêmes, soit sur les coefficients du modèle

en utilisant la combinaison linéaire définie dans (1.14).
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FIGURE 2.1: Schéma illustrant le problème de la pré-image sous contrainte de non-négativité. Étant
donné une observation bruitée x0, elle est transformée en Φ(x0) par la fonction non-linéaire Φ(·), en-
suite projetée sur le sous-espace engendré par les axes principaux les plus pertinents ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm.
Une fois que la forme débruitée ϕ est estimée, il est nécessaire de faire le retour inverse vers l’espace
des observations, afin de retrouver la pré-image de ϕ à savoir x∗, où le domaine admissible des résultats
est donné par la non-négativité dans l’espace des observations.

2.3.1 Contraintes de non-n égativit é sur la pr é-image

Dans cette section, nous considérons le problème général de résolution du problème de la pré-image

avec contrainte de non-négativité. Nous étudions le problème d’optimisation sous contrainte, en utilisant

la fonction coût J(·) définie par (1.10), alors notre problème est décrit par

x∗ = argmin
x
J(x) sous contrainte x ≥ 0, (2.1)

où l’expression x ≥ 0 désigne la non-négativité de toutes les composantes du vecteur x. Le gradient de

la fonction coût est donné dans le Tableau 1.3 pour différents types de noyaux. Ensuite, nous dérivons

une règle de mise-à-jour itérative qui mène à la non-négativité de la pré-image. L’idée de cette pré-image

avec contrainte de non-négativité est illustrée par la Figure 2.1.

Nous considérons le Lagrangien associé à ce problème d’optimisation avec contraintes donné par

(2.1). Le Lagrangien de ce problème n’est autre que

J(x)− µ⊤x,

où µ représente le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, tous non-négatifs. Pour la solution optimale

./Chap2/preimage.eps


2.3. Pré-image avec contraintes de non-négativité 39

x∗, il lui correspond un vecteur optimal des multiplicateurs de Lagrange soit µ∗. Les conditions du premier

ordre de (Karush-)Kuhn-Tucker à l’optimum se traduisent par

∇x

[

J(x∗)− µ∗T x∗
]

= 0

[µ∗]i [x
∗]i = 0 pour tout i = 1, 2, . . . , dim{X}

où [ · ]i représente la ième composante. Nous pouvons facilement voir que la première condition s’écrit

sous la forme∇x

[

J(x∗)]i−[µ
∗]i = 0 pour tout i. La combinaison de toutes ces conditions d’égalité nous

donne, pour chaque composante i = 1, 2, . . ., une contrainte active pour [x∗]i = 0 ou une contrainte

inactive pour [∇xJ(x
∗)]i = 0 avec [x∗]i > 0. Nous proposons de résoudre ce problème avec une

méthode itérative en s’inspirant de [LRCA01]. Ainsi, l’expression de mise-à-jour à l’itération t+1 est-elle

donnée par

[x(t+ 1)]i = [x(t)]i + ηi(t)p([x(t)]i) [−∇xJ(x(t))]i,

où le signe moins montre une technique de descente du gradient, p(x(t)) est une fonction positive sur

le domaine admissible du vecteur x, et ηi(t) représente un facteur de relaxation. Nous proposons dans

la suite deux techniques en variant l’expression de la fonction positive p([x(t)]i), d’une part pour donner

un pas fixe et d’autre part pour donner un pas variable dépendant du vecteur x lui-même.

2.3.1.1 Pas fixe

Dans ce paragraphe, nous fixons la valeur de la fonction positive p([x(t)]i) à l’unité. L’expression

ci-dessus est donnée par

[x(t+ 1)]i = [x(t)]i + ηi(t) [−∇xJ(x(t))]i.

Le pas d’adaptation ηi(t) est utilisé afin de contrôler la convergence. Ce pas d’adaptation ηi(t) doit

satisfaire une condition pour assurer cette non-négativité de toutes les composantes [x(t + 1)]i du

vecteur x(t + 1). Deux cas sont alors distingués : Si le gradient ci-dessus est inférieur ou égal à zéro,

c’est-à-dire [∇xJ(x(t))]i ≤ 0, aucune restriction n’est appliquée sur la valeur que peut prendre le pas ;

cependant, si ce gradient est supérieur à zéro, i.e. [∇xJ(x(t))]i > 0, alors le pas d’adaptation doit être

borné, selon

ηi(t) ≤
[x(t)]i

[∇xJ(x(t))]i
.

Même en utilisant une valeur du pas pour chacune des directions de descente du gradient, il est souvent

intéressant d’avoir une valeur unique pour ce pas pour chaque itération t. Nous définissons alors le pas

d’adaptation η(t) par

η(t) ≤ min
i

[x(t)]i
[∇xJ(x(t))]i

. (2.2)
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À partir de ces expressions, la règle de mise-à-jour sous forme matricielle est alors écrite

x(t+ 1) = x(t)− η(t)∇xJ(x(t)), (2.3)

où le pas est adapté comme présenté ci-dessus. Passons maintenant à une autre forme de la fonction

positive p([x(t)]i).

2.3.1.2 Pas variable

Inspirée par les travaux de Lantéri et al. [LTBM09], nous proposons une approche qui permet

une convergence plus rapide vers les valeurs nulles. À cette fin, nous remplaçons la fonction positive

p([x(t)]i) par le vecteur x en question en tenant compte de chacune des composantes [x(t)]i. Alors,

le pas d’adaptation est multiplié par la valeur de [x(t)]i correspondante, résultant en une rapidité de

convergence pour aboutir au zéro en question. Nous aboutissons alors à l’expression

[x(t+ 1)]i = [x(t)]i + ηi(t) [x(t)]i [−∇xJ(x(t))]i.

Notons que la non-négativité des composantes [x(t + 1)]i impose une condition sur le pas ηi(t). En

ré-écrivant l’expression de mise à jour de [x(t+ 1)]i nous obtenons la factorisation suivante

[x(t+ 1)]i = [x(t)]i
(

1 + ηi(t) [−∇xJ(x(t))]i
)

.

Afin de conserver la non-négativité à chaque itération, une condition apparait sur le terme entre pa-

renthèses, i.e., 1 + ηi(t) [−∇xJ(x(t))]i. Lorsque le gradient de la fonction coût est négatif, aucune

restriction n’est nécessaire sur le pas. Cependant, lorsque ce gradient est positif, la valeur du pas est

maximisée par

ηi(t) ≤
1

[∇xJ(x(t))]i
.

En pratique, nous pouvons utiliser un pas indépendant de la composante i, à condition qu’il soit

maximisé par le minimum sur tous les i de l’inverse du gradient

η(t) ≤ min
i

1

[∇xJ(x(t))]i
.

Écrite sous une forme matricielle, la règle de mise-à-jour est définie par

x(t+ 1) = x(t)− η(t) diag
[

x(t)
]

∇xJ(x(t)), (2.4)

où diag[·] est l’opérateur pour définir une matrice diagonale, précisément diag[x(t)] est la matrice

diagonale ayant comme éléments les composantes [x(t)]i du vecteur x(t). Dans cette expression, le

terme −diag[x(t)]∇xJ(x(t)) correspond à la direction de la descente du gradient. Il est clair alors
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FIGURE 2.2: Illustration de la pondération
du pas par la valeur de x correspondante.

que le pas pour les grandes valeurs de [x(t)]i est multiplié par une valeur plus importante que pour les

faibles valeurs. Cette propriété permet alors une convergene plus rapide vers les valeurs nulles, comme

illustrée dans la Figure 2.2.

2.3.2 Contraintes de non-n égativit é sur les coefficients du mod èle

En vertu du Théorème 1.3, la pré-image s’écrit selon une combinaison linéaire des observations

disponibles, utilisant la forme x∗ =
∑n

i=1 β
∗
i xi, avec des paramètres β∗i à déterminer [KHR+10]. Donc,

nous cherchons la pré-image optimale de la forme matricielle

x∗ = X⊤β∗,

où les vecteurs des données xi sont regroupés dans la matrice X = [x1 x2 · · · xn]
⊤ et les paramètres

β∗i à déterminer dans β∗ = [β∗1 β
∗
2 · · · β

∗
n]

⊤. Cette écriture nous permet de présenter une autre stratégie

pour résoudre le problème de la pré-image, cette fois en imposant une contrainte sur les coefficients dans

l’expression ci-dessus. Le problème de la pré-image sous contrainte de non-négativité des coefficients

est

x∗ = argmin
x
J(x) sous contrainte β ≥ 0,

où x = X⊤β.

Dans cette expression, la fonction coût (1.10) est donnée en fonction des coefficients β. Elle est

définie par

J(X⊤β) = −
n
∑

i=1

γi κ(xi,X
⊤β) +

1

2
κ(X⊤β,X⊤β). (2.5)

./Chap2/nonnegative.eps
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TABLE 2.1: Gradient de la fonction coût (1.10) par rapport à β défini par x = X⊤β, pour les noyaux les
plus utilisés.

Type ∇βJ(X
⊤β)

Polynomial −

n
∑

i=1

γi q κq−1(xi,X
⊤β)X xi + q κq−1(X

⊤β,X⊤β)X X⊤β

Laplacien − 1
σ

n
∑

i=1

γi κL(xi,X
⊤β)X xi

Exponentiel − 1
σ

n
∑

i=1

γi κE(xi,X
⊤β)Xxi +

1
σ
κE(X

⊤β,X⊤β)X X⊤β

Gaussien − 1
σ2

n
∑

i=1

γi κG(xi,X
⊤β)X (xi −X⊤β)

Le gradient de cette expression par rapport β vaut

∇βJ(X
⊤β) = X ∇xJ(x). (2.6)

Le Tableau 2.1 regroupe les expressions des gradients par rapport aux coefficients β des noyaux les plus

couramment utilisés. Il est important de noter, qu’il existe une relation entre les expressions du gradient

par rapport aux données x (Tableau 1.3) et le gradient par rapport aux coefficients β, et elle est définie

dans l’expression (2.6).

En tenant compte de l’expression qui lie les coefficients aux données à savoir x∗ = X⊤β∗, et en

prenant l’expression de la fonction coût (2.5), nous pouvons établir une nouvelle formulation du problème

d’optimisation sous contrainte de non-négativité appliquée sur les coefficients β∗. Pour ce faire, et par

analogie avec le problème d’optimisation sous contrainte de non-négativité sur la pré-image (2.1), nous

aboutissons alors à ce nouveau problème

β∗ = argmin
β
J(X⊤β) sous contrainte β ≥ 0.

Dans cette expression la fonction coût est définie par (2.5), avec un gradient par rapport aux coefficients

β donné par (2.6). Une règle de mise-à-jour est alors établie, par analogie avec (2.4), comme suit

β(t+ 1) = β(t)− η(t) diag[β(t)]X ∇xJ(x). (2.7)

Une fois les coefficients sont déterminés β∗1 , β
∗
2 , . . . , β

∗
n, nous pouvons ainsi déterminer la pré-image

avec x∗ = X⊤β∗. De cette expression, nous pouvons voir que dans le cas de la non-négativité des

données d’apprentissage, c’est-à-dire x1,x2, . . . ,xn ≥ 0, la pré-image résultante x∗ le sera alors aussi.
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2.3.2.1 La parcimonie

Une des propriétés utiles de forcer une contrainte sur les coefficients d’un modèle de combinaison

linéaire est la propriété de la parcimonie. En fait, la solution sans contrainte peut unir des contributions

additives et soustractives dans la combinaison linéaire ; une grande partie de ces contributions se neu-

tralisent alors entre elles. En fixant des contraintes de non-négativité sur les coefficients, il s’avère que

cet équilibre aboutira à un grand nombre de composants inactifs, c’est-à-dire, des coefficients proches

de zéro. C’est la propriété de la parcimonie, contribuant à la généralisation des algorithmes des Supports

Vecteurs [Vap98] et la littérature du compressive sampling [CW08]. Nous insistons sur le fait qu’il s’agit

d’un effet secondaire fortuit des contraintes de non-négativité, par opposition à une fonction principale

ayant pour objectif la parcimonie, où l’on contrôle le degré de parcimonie de la solution. La parcimonie

signifie qu’un grand nombre des coefficients est proche de zéro, ou en d’autres termes, seulement un

petit nombre de données d’apprentissage contribue à la solution finale. Cette propriété est probablement

due à la redondance dans les observations. En effet, dans la solution sans contrainte, cette redondance

entraı̂ne des coefficients additifs et soustractifs permettant de neutraliser leurs contributions.

La parcimonie est une propriété très souhaitable dans la reconnaissance des formes et dans l’appren-

tissage, ce qui contribue à une meilleure compréhension des résultats, en bioinformatique par exemple.

Il est à noter que la parcimonie n’est de la pré-image. De plus, l’inclusion explicite de la contrainte de par-

cimonie, comme la minimisation d’une fonction coût ℓ0 ou ℓ1, est coûteuse en ressources informatiques.

La parcimonie est étudiée avec une procédure par séparation-évaluation dans [MWA06]. La méthode

de Lasso tient en compte de la parcimonie de la solution et le coût calculatoire dans [Tib96]. Ce coût

calculatoire est étudié lors de l’implémentation de cette méthode Lasso dans Matlab [Sjo05], ainsi que

lors de son application sur les composantes principales dans [ZHT04]. De plus, une étude concernant le

coût de la parcimonie de la solution porte sur la maximisation de la variance des données dans [dEJL07].

Des études sont menées pour optimiser les modèles en imposant une pénalité de la parcimonie dans

[BJMO12], d’autres études tiennent en compte une optimisation convexe dans [BJMO11]. Elle est illustrée

dans la section d’expérimentations sur des ensembles de données artificielles et réelles.

2.4 Expérimentations

Dans cette section, nous illustrons l’efficacité de nos méthodes proposées, pour deux applications

différentes : l’extraction des caractéristiques détaillée dans 1.5.1 et le débruitage décrit dans la section

1.5.2.

2.4.1 Extraction des caract éristiques de signaux ERP

Nous considérons l’extraction des caractéristiques avec une application sur des signaux réels, plus

précisément des enregistrements mesurant l’activité du cerveau. Les potentiels évoqués ou Event-related
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FIGURE 2.3: Quelques signaux des potentiels
évoqués, enregistrés par le canal Cz. La diversité
de ces signaux est illustrée, avec quelques uns
n’ayant pas de composantes positives au voisinage
de 300 ms (voir par exemple —).
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potentials (ERP) en anglais représentent l’activité électrique du cerveau due à une réponse à une stimu-

lation bien spécifique, mesurée avec l’électroencéphalographe (EEG). Il y a un fort consensus sur les

composantes d’un enregistrement ERP, indépendamment des sujets ou du type de stimulation. Un tel

signal comprend une déviation négative (appelée N200) suivie d’une autre positive (appelée P300), se

produisant respectivement à environ 200 ms et 300 ms après le début de la stimulation. Durant l’acti-

vité cérébrale, une telle réponse unique n’est pas généralement visible dans ces enregistrements. Pour

contourner ce problème, de nombreux essais sont souvent effectués en utilisant la même stimulation. En

pratique, on prend la moyenne de ces réponses, ce qui donne un moment du premier ordre des enregis-

trements ERP. Nous donnons dans cette section une autre statistique tenant compte de la variance de

ces signaux, en combinant l’ACP-à-noyaux avec le noyau Gaussien d’une part, et la technique proposée

de pré-image d’autre part.

Pour les expériences, nous utilisons des signaux ERP collectés à partir d’expériences réalisées à

l’université de Kuopio [oK] et étudiées dans [Tar] ; pour plus d’informations, voir aussi [Geo07, Tar04].

La stimulation auditive est composée d’une série de deux signaux de tonalité en alternance, joués

aléatoirement avec un temps entre les stimuli (aussi appelé intervalle inter-stimulation ou ISI) d’une se-

conde. Ces stimuli correspondent soit à une tonalité à la fréquence de 800 Hz ou d’une autre tonalité

à 560 Hz, jouées avec un rapport de 85% pour le premier signal et 15% pour le second. Alors que les

signaux ERP sont des enregistrements à partir d’un EEG à 64 canaux, seule la ligne médiane du canal

central Cz, souvent très fiable, est utilisée pour la détection des potentiels. L’enregistrement capté dans

le canal Cz est segmenté en signaux afin de voir la réaction du sujet aux stimulations en utilisant une

fenêtre [0, 600] ms, où 0 correspond à l’instance de relance de chaque stimulation. Une telle fenêtre est

appropriée pour extraire les deux composantes N200 et P300 de l’ERP. Un ensemble de 87 signaux

de longueur 600 ms est recueilli, avec 151 échantillons chacun, comme illustré dans la Figure 2.3 où

seulement dix signaux choisis au hasard sont présentés pour afficher la diversité de ces signaux.

Nous appliquons l’ACP-à-noyaux pour extraire le premier axe principal de ces données, dans l’espace

fonctionnel associé au noyau Gaussien. L’approche de la pré-image nous a permis de revenir à l’espace

./Chap2/erpdata10.eps
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FIGURE 2.4: Extraction de caractéristiques des données des potentiels évoqués, avec l’algorithme ini-
tialisé au signal initial (figure à gauche). En évaluant la pré-image du premier axe principal de l’ACP-à-
noyaux, nous obtenons la caractéristique extraite (figure à droite).

des observations, qui est, l’espace des signaux étudiés. Ses signaux ont des composantes négatives 1

Nous appliquons la technique de pré-image sous contrainte de non-négativité sur les coefficients. Le

noyau Gaussien est utilisé, avec une largeur de bande définie à σ = 500, et la valeur du pas fixée à

η = 0.1. Nous étudions l’influence de l’initialisation de l’algorithme, selon deux initialisations différentes.

Tout d’abord, l’algorithme est initialisé à des données aléatoires, soit x(0) sans perte de généralité,

et le signal d’initialisation est illustré à la Figure 2.4 (figure à gauche). Cette valeur correspond à initialiser

le vecteur β à β(0) = (XX⊤)−1X x(0) pour les valeurs non-négatives, et à zéro autrement. En fixant

le nombre maximal d’itérations à t = 100, nous obtenons la caractéristique illustrée à la Figure 2.4 (figure

à droite). Il est facile de retrouver les deux composantes importantes de l’ERP, et qui sont les ondes N200

et P300.

Afin d’étudier l’évolution des coefficients à chaque itération, et par analogie à la pratique où la

moyenne est souvent considérée, nous considérons le cas d’initialisation où tous les coefficients sont

égaux, c’est-à-dire, βk = 1/n pour tout k = 1, 2, . . . , n. Ce qui correspond à la moyenne des données,

où le résultat provient d’une contribution uniforme de toutes les données disponibles. L’évolution de la

distribution de ces coefficients au cours des cinq premières itérations est donnée par les histogrammes

de la Figure 2.5. Ces résultats montrent que l’algorithme proposé, défini par l’expression (2.7), aboutit

à des représentations parcimonieuses, avec le niveau de parcimonie qui augmente à chaque itération.

La caractéristique qui en résulte est donnée dans la Figure 2.6, ce qui montre à la fois les composantes

N200 et P300, même avec très peu d’itérations. En comparant ces résultats, à la moyenne de dix si-

gnaux choisis aléatoirement dans la Figure 2.7 (figure à gauche), et à celle de tous les signaux de la

Figure 2.7 (figure à droite), nous pouvons voir que la méthode proposée ne nécessite qu’un petit nombre

1. Les mesures de l’activité du cerveau sont toujours positives. Cependant, les praticiens calibrent ces mesures, résultant
en des signaux de moyenne nulle.
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FIGURE 2.5: Distribution des coefficients
du modèle de la première itération
(première figure) jusqu’à la cinquième
itération (dernière figure). Ces figures
illustrent l’évolution des coefficients vers
une distribution parcimonieuse.
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FIGURE 2.6: Extraction des caractéristiques des
données des potentiels évoqués, obtenue à
l’itération t = 5 dans la Figure 2.5 (dernière fi-
gure). L’algorithme est initialisé à une contribution
uniforme de tous les signaux présents.
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de signaux pour en extraire les N200 et P300, à l’opposé des praticiens, il est indispensable de prendre

tous les signaux pour extraire ces composantes.

2.4.2 Débruitage de donn ées et des images

Dans cette partie, nous étudions le débruitage sur des données artificielles et sur des chiffres ma-

nuscrits réels pris de la base de donnée MNIST. Différentes comparaisons sont faites avec d’autres

./Chap2/erpinitmean_hist.eps
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FIGURE 2.7: La moyenne de 10 signaux choisis aléatoirement (figure à gauche) et la moyenne de tous
les signaux des potentiels évoqués (figure à droite).

méthodes.

2.4.2.1 Donn ées artificielles

Commençons tout d’abord avec l’ensemble de données artificielles. Afin d’illustrer les résultats, nous

considérons un espace à deux dimensions, et nous appliquons la technique de débruitage sur trois dis-

tributions de formes différentes : banane, anneau et cadre. L’ensemble de données formant une banane

est défini par une parabole de coordonnées (x, x2 + ξ), où x est uniformément réparti sur l’intervalle

[0.5, 2.5] de l’axe des abscisses, et ξ est une variable aléatoire qui suit la loi normale de moyenne nulle

et de déviation standard ν = 0.2. L’ensemble de données formant un anneau est défini par un cercle

ayant un rayon de 0.9, corrompu par un bruit de distribution uniforme sur [−ν, ν], où ν = 0.4. L’en-

semble de données formant un cadre est défini par quatre lignes, chacune de longueur 2. Les données

aléatoires sont uniformément distribuées sur ces lignes et corrompues par un bruit uniformément dis-

tribué sur [−ν, ν], avec ν = 0.2. Pour chaque distribution, un ensemble de n échantillons, illustré dans

la Figure 2.10 (première ligne), est généré pour la phase d’apprentissage des m vecteurs propres. Pour

la distribution sous forme de banane, ayant une forme quadratique, nous choisissons m = 2, cepen-

dant pour les autres formes qui sont plus compliquées, nous prenons m = 4. Un autre ensemble de N

échantillons est généré suivant les mêmes distributions, illustré par des très petits points bleus dans la

Figure 2.10. Les valeurs des paramètres utilisés pour chaqu’un des trois ensembles sont données dans

le Tableau 2.2. Il est clair que ces formes non-linéaires ne peuvent pas être proprement débruitées en

utilisant des approches linéaires, comme l’ACP classique.

Nous comparons l’approche de la pré-image non-négative avec d’autres techniques sans contraintes,

y compris la technique du point-fixe défini par (1.12) et l’estimation de la pré-image régularisée décrite

dans 1.7.6 et proposée dans [AH11]. Pour appliquer le débruitage par pré-image avec contrainte de non-
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TABLE 2.2: Valeurs des paramètres pour les trois distributions

Distributions
banane anneau cadre

Paramètre du bruit ν 0.2 0.4 0.2
Nombre de données d’apprentissage n 800 500 550
Nombre de vecteurs propres m 2 4 4
Largeur du noyau Gaussien σ 0.7 0.8 0.5
Nombre de données à débruiter N 200 100 510
Valeur du pas η 0.3 0.3 0.3
Nombre maximal d’itérations tmax 20 20 20

négativité, nous opérons une translation des échantillons définissant ces distributions vers le quadrant

positif, comme illustré dans la Figure 2.10 (première ligne). Pour tous ces algorithmes, la version bruitée

des données a été utilisée pour l’initialisation, i.e., x(t) pour t = 0, donnée par des très petits points

bleus dans la Figure 2.10. Avec un nombre maximal d’itérations fixé à 20 pour les algorithmes itératifs,

les échantillons débruités obtenus par ces techniques de pré-image sont représentés par des points

rouges. Les trajectoires obtenues lors de chaque itération sont représentées par des traits verts (excepté

la méthode d’estimation de la pré-image régularisée qui n’est pas itérative). Comme nous pouvons voir

suivant la taille de ces traits, l’algorithme du point-fixe (deuxième ligne) présente une convergence plus

lente par rapport à l’approche proposée (dernière ligne). Ceci est principalement dû à l’utilisation du pas

η, ayant ici une valeur fixe de η = 0.3 pour les trois ensembles de données. Il est à noter que les résultats

obtenus à partir de la technique de l’estimation de la pré-image régularisée peuvent aboutir à des minima

locaux.

Nous passons maintenant à l’approche pour laquelle la contrainte de non-négativité est appliquée

sur les coefficients du modèle. Les ensembles de données sont utilisés directement, et aucune res-

triction n’est nécessaire dans ce cas, donc, aucune translation n’est réalisée comme auparavant. Nous

comparons trois types de noyaux : le noyau Gaussien avec une largeur de bande σ = 0.7 comme dans

le cas précédent, le noyau polynomial quadratique où q vaut 2 et c vaut 1, et le noyau exponentiel avec

σ = 1 (voir le Tableau 1.1). Pour tous ces noyaux, la valeur initiale du vecteur β, étant donné une obser-

vation bruitée x0 a été fixée à la solution de x0 = X⊤β en ne retenant que les coefficients non-négatifs.

En d’autres termes, en utilisant une pseudo-inverse avec

β(0) = (XX⊤)−1X x0,

pour les valeurs non-négatives ; dans les autres cas, elle est fixée à zéro. Même avec une seule itération

(t = 1) et un petit pas valant η = 0.1, l’algorithme proposé a abouti à une pré-image résultante qui est

bien débruitée, comme le montre la Figure 2.8 (première ligne). En fixant le nombre maximal d’itérations

à t = 100, les trois noyaux ont donné des résultats comparables reflétant la forme de la banane, comme

le montre la Figure 2.8 (dernière ligne). Ce résultat est en opposition avec les résultats précédents ob-
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Noyau Gaussien Noyau Polynomial Noyau Exponentiel
κG(xi,xj) = exp

(

−1
2σ2
‖xi − xj‖

2
)

κ2(xi,xj) = (1 + 〈xi, xj〉)
2 κE(xi,xj) = exp(〈xi, xj〉)
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FIGURE 2.8: Débruitage, avec des contraintes sur les coefficients du modèle, de données qui suivent la
distribution sous forme de banane, pour une seule itération (première ligne) et après t = 100 itérations
(deuxième ligne). Trois noyaux différents sont comparés : Gaussien (colonne gauche), polynomial (co-
lonne au milieu), et exponentiel (colonne droite).

servés dans [KT03], où Kwok et al. réclament que seulement le noyau Gaussien peut être pré-imagé.

Cependant, en appliquant une contrainte de non-négativité des coefficients sur la solution, nous pouvons

voir que des noyaux autre que le noyau Gaussien aboutissent à des résultats pertinents.

Passons maintenant à l’analyse des coefficients du modèle, et la parcimonie de la solution. Pour

ce faire, nous considérons la distribution des coefficients β1, β2, . . . , βn pour chacun des N = 200

échantillons bruités. La Figure 2.9 montre l’histogramme d’une telle distribution, où chacune des couleurs

correspond à un échantillon débruité. Alors que nous représentons ici les résultats d’une seule itération,

des résultats similaires sont obtenus pour un grand nombre d’itérations. Ces résultats illustrent le fait que

les coefficients sont non-négatifs comme prévu, compris entre 0 et 0.018. En outre, la plupart d’entre

eux sont proches de zéro, à savoir inférieure à 0.002. C’est la propriété de la parcimonie, bien établie et

souvent exigée par une grande classe d’algorithmes dans la communauté d’apprentissage statistique.
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Noyau Gaussien Noyau Polynomial Noyau Exponentiel

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

 

 

50 100 150 200

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

 

 

50 100 150 200

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

 

 

50 100 150 200

FIGURE 2.9: Distribution des coefficients du modèle pour chacune des 200 données bruitées de la base
de données banane, après une seule itération de notre approche, correspondant aux résultats donnés
dans la Figure 2.8 (première ligne). Toutes les données débruitées (chacune présentée par une couleur
de la barre de couleur) jouissent de la propriété de la parcimonie, avec un grand nombre de valeurs
proches de zéro.

2.4.2.2 Donn ées r éelles : Chiffres manuscrits

Nous étudions le débruitage des images dans, sur des chiffres manuscrits réels, pris de la base

de données MNIST [LC]. MNIST regroupe des données compilées de la base de National Institute for

Standards and Technology NIST. Elle se compose de 60 000 échantillons pour l’apprentissage et 10 000

pour le test, où chaque échantillon est une image. Nous étudions l’ensemble des chiffres “0”. Chaque

image est de taille 28 × 28 pixels, codés en niveau de gris avec des valeurs comprises entre 0 et 255.

Chaque image est écrite sous la forme d’un vecteur de 784 composantes. Les images sont bruitées en

ajoutant un bruit de type sel-et-poivre de densité de 0.1. Une collection de 500 images est exploitée pour

l’apprentissage de l’ACP-à-noyaux.

Afin d’assurer le débruitage des images sous la contrainte de la non-négativité de la pré-image,

comme défini par (2.1), nous utilisons le noyau Gaussien avec une largeur de bande fixée à σ = 500,

pour toutes les techniques de pré-image. Pour construire le sous-espace optimal, 50 vecteurs propres ont

été retenus. Une autre collection de dix images, illustrées dans la Figure 2.11 (1ère ligne), bruitées par

le même type de bruit (2ème ligne) est utilisée pour le débruitage. La pertinence de la méthode proposée

est démontrée pour le débruitage d’images, et est comparée à différentes techniques : la descente du

gradient, celle itérative du point-fixe [MSS+99], celle de l’échelle multi-dimensionnelle [KT03], l’estimation

de la pré-image régularisée [AH11], et la pré-image pénalisée [ZLY10]. Comme nous pouvons le voir,

la méthode proposée présente le meilleur débruitage parmi toutes les autres. Nous évaluons l’erreur

absolue moyenne (MAE pour mean absolute error ) pour chacune des images débruitées en utilisant les
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TABLE 2.3: L’erreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées
où la densité du bruit vaut 0.1.

Numéro de l’image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 52,75 13,55 21,77 13,04 10,45 50,95 9,57 54,67 11,02 57,23
Technique MDS 31,31 30,49 25,15 20,83 27,89 25,87 24,92 24,86 24,04 25,85
Pré-image pénalisée 34,70 42,99 40,86 38,70 41,75 34,18 29,15 37,60 35,51 36,62
Pré-image régularisée 176,43 13,55 144,77 145,07 42,00 284,03 17,23 236,62 54,63 20,85
Notre méthode 21,29 13,55 19,46 145,07 42,00 16,18 71,59 126,24 54,63 17,90

TABLE 2.4: L’erreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées
où la densité du bruit vaut 0.25.

Numéro de l’image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 34,26 76,81 28,99 30,76 31,79 70,89 54,25 67,97 54,55 67,05
Technique MDS 47,56 47,73 41,34 44,13 63,94 44,81 52,43 43,91 58,12 47,39
Pré-image pénalisée 53,11 66,21 43,41 63,68 65,27 57,65 52,76 54,67 46,38 63,97
Pré-image régularisée 34,26 213,43 28,99 30,76 31,79 175,21 124,61 314,11 148,77 156,04
Notre méthode 34,26 30,93 28,99 30,76 31,79 33,25 32,83 30,80 35,77 32,10

différentes techniques de pré-image avec

MAE =
1

28× 28

28
∑

i=1

28
∑

j=1

|x∗
i,j − xi,j|,

où x∗
i,j est le (i, j)ème élément de l’image x∗ évaluée avec une technique de pré-image et xi,j est le

(i, j)ème élément de l’image correspondante initiale sans bruit. Les Tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 présentent

les MAE pour chaque image en utilisant les différentes techniques de pré-image où la densité du bruit

vaut 0.1, 0.25 et 0.5 respectivement. De même, nous évaluons le rapport signal sur bruit (PSNR pour

Peak Signal-to-Noise Ratio) pour chacune des images débuitrées en utilisant les différentes techniques

de pré-image avec

PSNR = 10× log10

( 2552

1
28×28

∑28
i=1

∑28
j=1 |x

∗
i,j − xi,j|2

)

,

où x∗
i,j est le (i, j)ème élément de l’image x∗ évaluée avec une technique de pré-image et xi,j est le

(i, j)ème élément de l’image correspondante initiale sans bruit. Le Tableau 2.6 montre le PSNR pour

chacune des images évaluées à l’aide des différentes techniques de pré-image où la densité du bruit

vaut 0.1.
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TABLE 2.5: L’erreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées
où la densité du bruit vaut 0.5.

Numéro de l’image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 77,8 93,51 72,51 60,92 72,86 80,57 77,25 90,47 75,78 60,29
Technique MDS 75,37 73,82 78,55 88,09 65,35 69,75 116,35 71,39 70,86 87,98
Pré-image pénalisée 82,51 91,71 75,82 75,90 86,30 83,39 80,85 87,02 83,15 88,68
Pré-image régularisée 142,89 272,87 62,22 60,92 158,47 58,71 109,55 63 403,75 60,29
Notre méthode 57,61 67,83 62,22 60,92 63,04 58,71 71,82 63 62,37 60,29

TABLE 2.6: Le rapport signal sur bruit pour chaque technique évaluée pour chacune des images
débruitées où la densité du bruit vaut 0.1.

Numéro de l’image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 12,91 12,89 7,45 8,94 7,61 7,37 13,44 14,21 9,23 7,99
Technique MDS 12,30 11,48 14,83 13,37 14,78 13,90 13,95 12,26 12,84 14,72
Pré-image pénalisée 10,50 7,80 8,10 8,15 7,89 9,78 8,80 9,57 9,09 9,71
Pré-image régularisée 14,04 12,95 -0,43 15,12 15,10 16,60 14,00 13,10 3,86 2,68
Notre méthode 15,27 12,97 14,04 8,61 15,16 6,71 14,22 14,52 8,26 12,80

2.5 Conclusion

Intéressée par la forme et la caractéristique, et plus spécifiquement la physiologie des observations,

certaines applications nécessitent des conditions, en particulier, des conditions de non-négativités de la

solution. Pour ce faire, nous avons introduit, dans ce chapitre, une nouvelle approche pour la résolution du

problème de pré-image sous contrainte de non-négativité. Deux types de contraintes ont été examinés.

Le premier type de contraintes s’applique sur la pré-image elle-même, où nous avons élaboré deux

approches pour une meilleure convergence de l’algorithme : le pas fixe, et le pas variable. La pré-image

s’écrivant sous la forme d’une combinaison linéaire des données, nous proposons alors un second type

de contraintes tenant en compte les coefficients de cette combinaison linéaire. Cette contrainte induit

souvent la parcimonie. La puissance de l’approche proposée a été illustrée sur trois cas d’applications

à savoir : l’extraction de caractéristiques des signaux ERP, le débruitage des données artificielles et

le débruitage des images (en l’occurrence des chiffres manuscrits). Notre approche a été comparée

avec succès aux méthodes de pré-image telles la descente du gradient, celle du point-fixe, la méthode

régularisée et celle pénalisée. Nous avons aussi montré empiriquement son intérêt dans la parcimonie

de la solution.
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FIGURE 2.10: Débruitage des données artificielles, pour les trois formes : banane (colonne gauche),
anneau (colonne au milieu) et cadre (colonne droite). Un ensemble de données d’apprentissage (▽ dans
la première ligne) est utilisé pour construire le sous-espace pertinent, en utilisant l’ACP-à-noyaux avec le
noyau Gaussien. Un autre ensemble de données (désignés par ·) est débruité (en •) par les méthodes
suivantes : celle du point-fixe (deuxième ligne), celle de l’estimation de la pré-image régularisée (troisième
ligne) et celle proposée (dernière ligne). L’évolution de la solution des méthodes itératives pour les 20
itérations est donnée par les traits (illustrés par —).
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Images initiales

Images bruitées
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(100 itérations)
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(100 itérations)
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FIGURE 2.11: Un ensemble de 10 images de chiffre “0” (première ligne) corrompues par un bruit sel-et-
poivre de densité 0.1 (deuxième ligne).Les résultats de la pré-image sont illustrés en utilisant la descente
du gradient (troisième ligne), l’algorithme itératif du point-fixe [MSS+99] (quatrième ligne), la méthode de
l’échelle multidimensionnelle ou MDS [KT03] (cinquième ligne), la méthode d’apprentissage de la pré-
image pénalisée [ZLY10] (sixième ligne), la technique de l’estimation de la pré-image pénalisée [AH11]
(septième ligne), la méthode de la pré-image non-négative avec un processus itératif (2.3) (huitième
ligne), et celle avec le pas adéquat de la pré-image non-négative (2.4) (dernière ligne).
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Sommaire

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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3.1 Introduction

Les techniques liées à la prédiction des séries temporelles constituent un outil d’aide à la décision

de première importance. Pour donner une idée sur l’ampleur de la recherche en matière de méthodes

de prédiction, nous pouvons citer des applications financières [Tsa05], économétriques [BT98, LBB+04],
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gestionnaires [BT10], statistiques [Ful96], sans oublier les applications météorologiques. De même, ces

méthodes sont utilisées en contrôle de processus [MWM83], et en traitement du signal comme les si-

gnaux biomédicaux [ZIP06]. Pour ce dernier cas, différentes études ont été réalisées ; nous pouvons en

citer le traitement par décomposition empirique [KCV11], la méthode de l’entropie maximale [Lin79], et

l’analyse en ligne [GS90].

Le développement des techniques de prédiction a été longtemps basé sur des progrès réalisés

en statistique et en probabilités. Les premiers modèles statistiques de prédiction sont sous forme de

modèles autorégressifs. Le modèle autorégressif (AR), ou prédictif linéaire, est omniprésent en sciences

et technologie, avec un rôle essentiel dans l’analyse des séries temporelles dans des applications al-

lant de la prédiction financière, à l’analyse météorologique. Pour le traitement de la parole par exemple,

afin de maintenir une conversation téléphonique, pour chaque 20 millisecondes, le téléphone portable

modélise la parole selon un modèle prédictif linéaire facilitant, ainsi la transmission de données [DMK09].

Le modèle prédictif linéaire décrit un échantillon en l’exprimant sous forme d’une combinaison linéaire

d’un certain nombre d’échantillons précédents. Afin d’évaluer cette combinaison linéaire, les paramètres

qui la décrivent sont estimés sur une série d’échantillons disponibles, avant de l’étendre à la prédiction

des futurs échantillons. Ce modèle autorégressif est facile à implémenter grâce à l’algèbre linéaire. Ce-

pendant, il est conçu pour les systèmes linéaires.

Les mathématiques sous-jacentes qui maı̂trisent le modèle autorégressif sont les équations de Yule-

Walker [Yul27, SS89]. Depuis ce temps, la communauté scientifique s’est investie sans cesse afin de

maı̂triser ces équations pour la prédiction linéaire [CG85]. Les équations de Yule-Walker sont le bloc de

construction du modèle linéaire AR, reliant ainsi les paramètres du modèle à la fonction de covariance du

processus. Les paramètres du modèle sont donc estimés à partir des covariances de la série temporelle.

La prédiction peut être considérée en appliquant le modèle prédictif qui en résulte. Toutefois, l’hypothèse

de linéarité est souvent insuffisante pour expliquer les phénomènes non-linéaires. Une première tentative

pour établir des équations de Yule-Walker non-linéaires est donnée dans [CB96] avec un modèle non-

linéaire d’ordre élevé.

Nous proposons dans ce chapitre un modèle autorégressif non-linéaire pour la modélisation et la

prédiction de séries temporelles, en utilisant les méthodes à noyaux et la résolution du problème de la

pré-image. Nous dérivons des modèles prédictifs non-linéaires, d’une part par la mise en œuvre de la

méthode des moindres carrés dans l’espace fonctionnel, d’autre part en tirant pleinement avantage des

équations de Yule-Walker. Cette dernière dérivation conduit à l’estimation des paramètres du modèle

en utilisant l’espérance des noyaux. Il est à noter que l’idée de l’espérance des noyaux a montré son

efficacité très récemment dans d’autres domaines applicatifs, voir par exemple [AGSJ11, AG11].

La modélisation non-linéaire et la prédiction n’ont pas encore tiré pleinement du profit des progrès

récents dans le domaine de l’apprentissage statistique, même si plusieurs essais ont été faits pour

développer des techniques non-linéaires pour l’analyse des séries temporelles, telles que la régression à

vecteurs de support [Vap98], le filtre de Kalman à noyau [RDB05] et la prédiction en ligne avec les noyaux

[RBH09]. Très peu de tentatives ont été faites pour aborder le modèle AR non-linéaire en apprentissage.
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Un premier travail dans cette direction, présenté par Kumar et al. [KJ07] propose un modèle AR dans

l’espace fonctionnel, cependant, sans la capacité de prédire les échantillons futurs. Trois modèles sont

à l’étude dans ce chapitre. Le premier modèle est basé sur l’idée sous-jacente des méthodes à noyaux,

à savoir la transformation des données. En appliquant un modèle AR sur les échantillons transformés,

la prédiction est définie dans l’espace RKHS. Pour interpréter l’échantillon prédit, il est nécessaire de

faire le retour inverse à l’espace des observations, à savoir l’espace des échantillons, par la résolution

du problème de la pré-image. Ensuite, nous proposons de contourner le problème de la pré-image, en

dérivant deux autres modèles. Dans le deuxième modèle, nous considérons le modèle AR sur les valeurs

obtenues en considérant le noyau choisi. Cette considération conduit à une résolution plus grossière du

problème. Dans le troisième modèle, nous proposons une formulation hybride, comme un compromis

entre les modèles précédents, à savoir entre le modèle itératif, affiné, et le modèle direct, général, évalué

sur le noyau.

Dans ce chapitre, nous présentons les séries temporelles, en définissant quelques propriétés im-

portantes utilisées pour l’analyse. Ensuite, le modèle autorégressif est défini en utilisant la méthode des

moindres carrés, ainsi qu’à partir des équations de Yule-Walker. Une extension de ce modèle pour l’ana-

lyse des séries temporelles issues de systèmes non-linéaires est proposée à l’aide des méthodes à

noyaux. Les trois techniques AR non-linéaires décrites ci-dessus sont détaillées dans ce chapitre. Fina-

lement, la pertinence de la technique autorégressive-à-noyaux est illustrée en l’appliquant à des séries

temporelles unidimensionnelles et multidimensionnelles [MOG97, Wan]. Commençons tout d’abord par

une introduction sur les séries temporelles.

3.2 Séries temporelles

Une série temporelle est une suite de valeurs numériques représentant l’évolution d’une quantité

spécifique au cours du temps. De telles suites de valeurs peuvent être exprimées mathématiquement

afin d’en analyser le comportement [Mad08], généralement pour comprendre leur évolution passée et

souvent pour en prévoir leur comportement futur. Une telle transposition mathématique utilise le plus

souvent des concepts de probabilités et de statistique.

Définition 3.1. (Série temporelle) Une série temporelle, {xt, t = 1, 2, . . . , n}, est une suite finie d’ob-

servations réelles d’un phénomène donné x, indexées par une date t.

La suite d’observations correspondant à une même variable décrit une série temporelle. La série est

caractérisée par sa variation en fonction du temps. L’instant auquel l’observation est prise correspond à

une information importante pour décrire le système. Nous pouvons calculer les statistiques descriptives

usuelles : moyenne, variance, coefficients d’aplatissement et d’asymétrie. La Figure 3.1 montre trois

séries temporelles, à gauche deux séries des indices du prix de l’once d’or en dollars et en euros, entre

les années 1998 et 2011, et à droite une série d’un enregistrement d’électrocardiogramme.
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FIGURE 3.1: Exemples de séries temporelles statistique à gauche et électrocardiogramme à droite

3.2.1 Processus stochastique

La première étape de l’analyse d’une série temporelle est la sélection d’un modèle mathématique

approprié pour les données. Il est naturel de supposer que chaque observation xt est une réalisation

d’une certaine variable aléatoire [BD09]. Nous avons besoin de définir précisément ce qu’on entend par

processus stochastique et ses réalisations.

Définition 3.2. (Processus stochastique) Un processus stochastique (ou aléatoire) est une famille de

variables aléatoires {xt, t = 1, 2, . . . , n} définies sur le même espace de probabilité.

Remarque 3.1. Dans l’analyse des séries temporelles, l’ensemble {t = 1, 2, . . . , n} est un ensemble

représentant le temps, très souvent {0,±1,±2, · · · }, {1, 2, 3, · · · }. Les processus stochastiques pour

lesquels l’ensemble représentant le temps n’est pas un sous-ensemble de IR ont également une impor-

tance, comme pour le cas des processus stochastiques géophysiques.

Nous passons maintenant à définir quelques propriétés des séries temporelles. Nous parlerons de la

stationnarité et de l’ergodicité.

3.2.2 Propri étés des s éries temporelles

Lors du travail avec un nombre fini de variables aléatoires, il est souvent utile d’évaluer la ma-

trice de covariance pour mieux comprendre la dépendance des données. Pour une série temporelle

{xt, t = 1, 2, . . . , n}, l’idée de la matrice de covariance est étendue à des collections infinies de va-

riables aléatoires. La fonction d’autocovariance nous fournit cette extension nécessaire pour une série

temporelle. Nous désignons par IE[·] l’espérance. Il est à noter que toutes les espérances dans ce docu-

ment sont prises sur le temps t.
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Définition 3.3. (Fonction d’autocovariance) Si {xt, t = 1, 2, . . . , n} est un processus de variance finie,

alors sa fonction d’autocovariance γx(·, ·) est définie par

γx(r, s) = Cov(xr, xs) = IE
[

(

xr − IE[xr]
)(

xs − IE[xs]
)

]

, pour r, s ∈ {1, 2, . . . , n}.

Définition 3.4. (Stationnarité) Le processus {xt, t = 1, 2, . . . , n} de moyenne constante, est dit station-

naire si

– IE[xt]
2 <∞ pour tout t ∈ {1, 2, . . . , n},

– γx(r, s) = γx(r + t, s+ t) pour tout r, s, t ∈ {1, 2, . . . , n}.

Remarque 3.2. La stationnarité comme définie ci-dessus est souvent connue sous le nom de stationna-

rité au sens large, ou stationnarité de second degré. Dans la pratique, le terme stationnarité fait référence

à la Définition 3.4.

Une autre notion de stationnarité, importante et fréquemment utilisée, la stationnarité au sens strict,

est donnée par la définition suivante.

Définition 3.5. (Stationnarité au sens strict) Le processus {xt, t = 1, 2, . . . , n} est dit un processus

stationnaire au sens strict si les distributions conjointes de (xt1 , · · · , xtk) et (xt1+h, · · · , xtk+h) sont les

mêmes pour tous les t1, · · · , tk, h ∈ {1, 2, . . . , n}.

La stationnarité au sens strict signifie intuitivement que les réalisations de la série temporelle, sur

deux intervalles de temps différents, doivent présenter des caractéristiques statistiques similaires.

Définition 3.6. (Ergodicité) Un processus stochastique {xt, t = 1, 2, . . . , n} est dit ergodique si toutes

les moyennes temporelles existent et ont même valeur indépendamment de l’instant choisi.

Cette notion d’ergodicité est très importante du fait que pratiquement, pour évaluer les moyennes sta-

tistiques, l’on ne dispose généralement que d’un échantillon sur lequel on estime une moyenne tempo-

relle. Cette définition n’a de valeur que si le processus stochastique étudié est stationnaire et ergodique.

3.3 Prédiction des s éries temporelles avec un mod èle autor égressif

Dans cette partie, nous décrivons le modèle autorégressif. Il est utilisé pour la prédiction et la

modélisation des séries temporelles. Soit la série temporelle x1, x2, · · · , xn.

Définition 3.7. (Processus autorégressif) Un processus est dit autorégressif (AR) d’ordre p s’il existe

α1, . . . , αp ∈ IR tel que

xt = α1 xt−1 + α2 xt−2 + . . . + αp xt−p + εt

=

p
∑

j=1

αj xt−j + εt (3.1)

où les constantes αk sont les paramètres du modèle, et εt est un bruit souvent supposé blanc Gaussien.
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FIGURE 3.2: Schéma illustratif du modèle
AR, où xt est défini par une combinai-
son linéaire de p échantillons précédents
xt−1, xt−2, . . . , xt−p, avec les paramètres
α1, α2, . . . , αp comme étant ses coefficients.

xt

xt−1
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Le processus autorégressif est donc caractérisé par son order p, et les paramètres α1, α2, · · · , αp

qui décrivent la combinaison linéaire. Il est basé sur la prédiction d’un échantillon à partir d’un certain

nombre d’échantillons de son passé, suivant une simple combinaison linéaire [Tsa05]. Bien que son prin-

cipe est simple, le modèle AR est largement utilisé en modélisation et prédiction de séries temporelles.

La Figure 3.2 illustre l’idée du modèle autorégressif.

Différentes méthodes ont été proposées dans la littérature pour le calcul des paramètres du modèle.

Nous citons les équations de Yule-Walker qui seront étudiées dans le chapitre suivant, la technique de

Levinson-Durbin, la méthode des moindres carrés...

3.3.1 Méthode des moindres carr és

Dans cette section, nous détaillons la méthode des moindres carrés. Cette méthode cherche à mini-

miser l’erreur quadratique de prédiction entre la vraie valeur de la série et la valeur prédite, à savoir

n
∑

t=p+1

(

xt −

p
∑

j=1

αjxt−j

)2
.

Pour aboutir aux valeurs optimales des αk recherchées, nous procédons par le calcul de la dérivée de

cette expression par rapport à α1, α2, . . . , αp. En définissant le vecteur α = [α1 α2 · · · αp]
⊤ des p

paramètres à estimer, ces paramètres sont estimés selon

α =
(

n
∑

t=p+1

xtx
⊤
t

)−1
n
∑

t=p+1

xtxt,

où xt comprend les p échantillons précédents, à savoir xt = [xt−1 xt−2 . . . xt−p]
⊤.

3.3.2 Équations de Yule-Walker

Nous passons maintenant à détailler les équations de Yule-Walker utilisées pour l’estimation des

coefficients α. Les paramètres α1, α2, . . . , αp sont directement liés à la fonction de covariance du pro-

cessus. Nous déterminons alors ces paramètres à partir de la fonction d’autocovariance. C’est l’essence

même des équations de Yule-Walker, comme illustré ci-dessous.
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Soit µ l’espérance des xt, c’est-à-dire

µ = IE[xt].

En appliquant l’espérance sur les deux membres de l’équation (3.1), nous avons alors l’expression de

l’espérance du bruit, selon (1 −
∑p

j=1 αj)µ = IE[εt]. Pour tout décalage positif τ , nous évaluons la

fonction d’autocovariance de chaque série temporelle. Soit r(·) la contrepartie empirique de la fonction

d’autocorrelation de la série temporelle, alors r(τ) =
∑p

j=1 αj r(τ − j), pour tout décalage τ . Puisque

la fonction d’autocorrelation est paire, i.e., r(−τ) = r(τ), nous obtenons sous forme matricielle les

équations de Yule-Walker

r = Rα,

où r est un vecteur regroupant les p fonctions d’autocorrelation empiriques pour tout décalage τ entre 1

et p, à savoir, r = [r(1) r(2) · · · r(p)]⊤, et R représente une matrice des fonctions d’autocorrelation

empiriques pour les décalages τ entre 0 et p− 1, donnée par

R =













r(0) r(1) . . . r(p− 1)

r(1) r(0) . . . r(p− 2)
...

...
. . .

...

r(p− 1) r(p− 2) . . . r(0)













.

En supposant que la matrice symétrique R de taille p× p est inversible, les coefficients α sont estimés

par le produit entre l’inversion de la matrice R et le vecteur r, selon α = R−1r.

Après avoir déterminé les paramètres α1, α2, · · · , αp, le modèle AR d’order p permet de prédire

directement un futur échantillon, selon l’équation (3.1) pour t = n + 1 (et au delà). Bien que cette

technique réussisse à prédire les futurs échantillons issus de systèmes linéaires, elle n’est pas adaptée

aux systèmes non-linéaires.

3.4 Modèle autor égressif à noyaux pour la pr édiction des s éries tempo-

relles

Nous passons maintenant à étendre le concept du modèle autorégressif pour des données des

systèmes non-linéaires. Dans le même esprit et par le biais des méthodes à noyaux, nous proposons

d’étendre le modèle AR à une approche non-linéaire dans un RKHS, en appliquant à chaque échantillon

une transformation non-linéaire.
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3.4.1 Modèle autor égressif dans l’espace fonctionnel

Considérons une fonction non-linéaire Φ(·) de l’espace des observations X à l’espace RKHS qui, à

chaque xt, fait correspondre son image Φ(xt). Le modèle AR décrit dans le RKHS est alors donné par

Φ(xt) =

p
∑

j=1

αjΦ(xt−j) + εΦt , (3.2)

où εΦt représente un bruit dans l’espace fonctionnel. Soit ϕt = [Φ(xt−1) Φ(xt−2) · · · Φ(xt−p)]

le vecteur regroupant les transformées, par la fonction Φ(·), des p échantillons précédents à xt. Nous

écrivons le modèle non-linéaire sous la forme matricielle

Φ(xt) = ϕtα.

Nous étudions deux méthodes pour estimer les coefficients α, d’une part la minimisation de la distance

quadratique dans l’espace fonctionnel, et d’autre part les équations de Yule-Walker dans cet espace

fonctionnel.

3.4.1.1 Minimisation de la distance quadratique dans l’esp ace fonctionnel

En se basant sur la méthode des moindres carrés présentée dans le paragraphe 3.3.1, nous minimi-

sons l’erreur quadratique moyenne, dans l’espace fonctionnel, entre la fonction prédite
∑p

j=1 αjΦ(xt−j)

et la vraie fonction de l’image Φ(xt). Ainsi le critère cité ci-dessus sera-il défini par :

min
α

n
∑

t=p+1

∥

∥

∥
Φ(xt)−

p
∑

j=1

αjΦ(xt−j)
∥

∥

∥

2

H
,

où ‖ · ‖H désigne la norme dans l’espace en question. En utilisant l’écriture matricielle, nous obte-

nons
∑n

t=p+1 (〈ϕtα, ϕtα〉H − 2〈ϕtα, Φ(xt)〉H + 〈Φ(xt), Φ(xt)〉H). En dérivant l’expression de l’er-

reur quadratique par rapport à α, et en annulant sa dérivée, nous aboutissons aux valeurs optimales des

paramètres avec

α =
(

n
∑

t=p+1

〈ϕt, ϕt〉
)−1

n
∑

t=p+1

〈ϕt, Φ(xt)〉H.

Il est clair que cette expression n’implique que le produit scalaire entre les couples d’images par la

fonction non-linéaire Φ(·) des données, définis par Φ(x1),Φ(x2), . . . ,Φ(xn), ce qui permet de l’évaluer

en utilisant simplement une fonction noyau κ(xt, xi) = 〈Φ(xt), Φ(xi)〉H.

3.4.1.2 Équations de Yule-Walker dans l’espace fonctionnel

Nous passons maintenant à une autre technique pour l’estimation des coefficients α dans l’espace

fonctionnel. Cette technique est basée sur les équations de Yule-Walker dans le RKHS, et tient compte
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xt−1

xt−2

xt−p+1

xt−p

x∗t

Φ(·)

Φ(xt−1)

Φ(xt−2)

Φ(xt−p+1)

Φ(xt−p)

αp

αp−1

α1

α2

ψt =

p∑

j=1

αjΦ(xt−j)

?

X H

FIGURE 3.3: Schéma illustrant le modèle AR-à-noyaux : les échantillons sont transformés de l’espace des
données X à l’espace fonctionnelH, où le modèle AR est appliqué sur les échantillons transformés. Une
fois que la fonction ψt est estimée, il est nécessaire de faire le retour inverse à l’espace des données
X , afin de trouver la prédiction x∗t . Une technique de pré-image est alors nécessaire pour prédire les
nouveaux échantillons dans l’espace initial.

de l’idée décrite dans le paragraphe 3.3.2. Bien que les échantillons xt sont supposés de moyenne nulle

dans l’espace des observations, ce n’est pas le cas pour les images Φ(xt) dans l’espace fonctionnel.

Soit µΦ l’espérance des fonctions Φ(xt) dans l’espace fonctionnel, à savoir

µΦ = IE[Φ(xt)].

En calculant l’espérance des deux membres de l’équation (3.5), nous obtenons une expression de

l’espérance de l’erreur donnée par (1 −
∑p

j=1 αj)µΦ = IE[εΦt ], sous l’hypothèse de stationnarité du

processus. D’un autre côté, nous définissons les fonctions centrées dans l’espace fonctionnel par

Φ(xt)− µΦ =

p
∑

j=1

αjΦ(xt−j) + εΦt − µΦ

=

p
∑

j=1

αj
(

Φ(xt−j)− µΦ
)

+ εΦt −
(

1−

p
∑

j=1

αj

)

µΦ.

En couplant ces résultats, et en considérant le produit scalaire dans l’espace fonctionnel entre les deux

membres de l’équation ci-dessus d’une part, et le terme (Φ(xt−τ )− µΦ) d’autre part, pour un décalage

./Chap4/KAR.eps
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positif τ , nous aboutissons à

〈Φ(xt)− µΦ, Φ(xt−τ )− µΦ〉 = 〈ε
Φ
t − IE[εΦt ], Φ(xt−τ )− µΦ〉+

p
∑

j=1

αj〈Φ(xt−j)− µΦ, Φ(xt−τ )− µΦ〉.

(3.3)

Par analogie avec le modèle AR linéaire, nous supposons que le bruit εΦt et la fonction Φ(xt−τ ) sont non

corrélés pour tout décalage positif τ . Par suite, en considérant l’espérance de l’expression (3.3) et sous

l’hypothèse de la stationnarité de la séquence, nous avons pour tout décalage τ supérieur ou égal à 1

IE[κc(xt, xt−τ )] =

p
∑

j=1

αj IE[κc(xt−j , xt−τ )], (3.4)

où κc(·, ·) est la version centrée du noyau κ(·, ·), définie par le produit scalaire des fonctions centrées,

comme suit

κc(xi, xj) = 〈Φ(xi)− µΦ, Φ(xj)− µΦ〉.

Finalement, nous considérons toutes les valeurs possibles du décalage, et nous écrivons l’expression de

l’équation (3.4) sous forme matricielle, avec

rκc = Rκc α,

où rκc regroupe les p valeurs des espérances des noyaux centrés pour les décalages entre 1 et p, à

savoir,

rκc =
[

IE[κc(xt, xt−1)] IE[κc(xt, xt−2)] · · · IE[κc(xt, xt−p)]
]⊤
,

et Rκc est la matrice définie par les espérances des noyaux, selon

Rκc =













IE[κc(xt, xt)] IE[κc(xt, xt−1)] · · · IE[κc(xt, xt−p+1)]

IE[κc(xt, xt−1)] IE[κc(xt, xt)] · · · IE[κc(xt, xt−p+2)]
...

...
. . .

...

IE[κc(xt, xt−p+1)] IE[κc(xt, xt−p+2)] · · · IE[κc(xt, xt)]













.

Le vecteur des coefficients α, obtenu en inversant cette matrice, est donné par

α = R−1
κc rκc .

En pratique, les espérances sont estimées sur un ensemble de n échantillons disponibles [CMR12]. La

version centrée du noyau est évaluée à partir de

κc(xi, xj) = κ(xi, xj)−
1

n

n
∑

k=1

κ(xi, xk)−
1

n

n
∑

k=1

κ(xj , xk) +
1

n2

n
∑

k,k′=1

κ(xk′ , xk).
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3.4.2 Le probl ème de la pr é-image comme technique de pr édiction

Une fois que les observations ont été transformées vers le RKHS, et les paramètres déterminés,

nous pouvons alors prédire un élément à partir de son passé, avec

ψt =

p
∑

j=1

αjΦ(xt−j). (3.5)

Comme illustré dans la Figure 3.3, cet élément appartient à l’espace engendré par les images des p

précédents échantillons, une interprétation est nécessaire dans le domaine des échantillons. Alors que

la fonction Φ(·) permet de passer de ce domaine au RKHS, la fonction inverse n’existe pas dans le cas

général. C’est le problème de la pré-image en méthodes d’apprentissage à noyaux décrit dans la section

1.6, qui consiste à déterminer l’échantillon x∗t dont l’image Φ(x∗) est la plus proche possible de ψt. En

utilisant la norme définie dans le RKHS, le problème d’optimisation est donné par

x∗t = argmin
x

1

2

∥

∥

∥

p
∑

j=1

αjΦ(xt−j)−Φ(x)
∥

∥

∥

2

H
, (3.6)

où les αk sont les paramètres déjà estimés.

Le problème d’optimisation s’écrit sous forme générale avec

x∗t = argmin
x
Jt(x),

où Jt(x) représente la fonction coût décrite par le développement de la norme de l’équation (3.6), elle

est définie par

Jt(x) = −

p
∑

j=1

αj κ(xt−j , x) +
1

2
κ(x, x).

Dans cette expression, le terme indépendant de x, donné par 1
2

∑p
k=1

∑p
j=1 αkαjκ(xt−k, xt−j), est

éliminé puisque sa dérivée par rapport à x s’annule.

Afin de résoudre ce problème, différentes techniques sont présentes dans la littérature. Une possibi-

lité est d’étudier le gradient de la fonction coût Jt(x) par rapport à x. A l’optimum, le gradient par rapport

à x s’annule, à savoir ∂Jt(x)/∂x = 0. Le gradient est alors défini par :

∂Jt(x)

∂x
= −

p
∑

j=1

αj
∂κ(xi−j , x)

∂x
+

1

2

∂κ(x, x)

∂x
. (3.7)

C’est la forme générale pour tout type de noyau. Cette expression peut être simplifiée pour la classe

des noyaux radiaux, comme le noyau Gaussien. Dans ce cas, la définition du noyau entraı̂ne l’annulation

de la dérivée du terme κ(x, x) par rapport à x, et le gradient est donné par le premier terme de (3.7),
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selon
∂Jt(x)

∂x
= −

1

σ2

p
∑

j=1

αj κ(xt−j , x) (xt−j − x).

En annulant ce gradient à l’optimum x∗t , nous obtenons l’expression itérative du point fixe

x∗t =

∑p
j=1 αj κ(xt−j , x

∗
t )xt−j

∑p
k=1 αk κ(xt−k, x

∗
t )

.

Ce résultat peut être interprété comme étant un modèle AR, à l’instar de (3.1), puisque nous avons

la forme x∗t =
∑p

j=1 βjxt−j , cependant les paramètres ne sont plus des constantes, avec

βj =
(

p
∑

k=1

αk κ(xt−k, x
∗
t )
)−1

αj κ(xt−j , x
∗
i ).

Pour le cas bien spécifique du noyau Gaussien, l’expression itérative est donnée par

x∗t =

∑p
j=1 αj exp(−‖xt−j − x

∗
t ‖

2/2σ2)xt−j
∑p

k=1 αk exp(−‖xt−k − x
∗
t‖

2/2σ2)
.

Pour le cas de noyau polynomial défini par κq(xi, xj) = (〈xi, xj〉+ c)q, où q est un entier positif, et

c est un paramètre non négatif, la fonction coût Jt(x) est donnée par

Jt(x) = −

p
∑

j=1

αj(〈xt−j , x〉+ c)q +
1

2
(〈x, x〉+ c)q,

menant à l’expression itérative du point-fixe décrite par

x∗t =
−
∑p

j=1 αj(〈xt−j , x
∗
t 〉+ c)q−1 xt−j

(〈x∗t , x
∗
t 〉+ c)q−1

.

En utilisant le Théorème 1.3, pour le cas du modèle autorégressif ; nous pouvons alors écrire la pré-

image comme étant une combinaison linéaire des données disponibles, à savoir x∗t =
∑p

j=1 δ
∗
j xt−j .

Nous prouvons cette déclaration pour les noyaux radiaux et projectifs.

Corollaire 3.1. Pour un modèle AR-à-noyaux d’ordre p, toute pré-image x∗t s’écrit sous la forme d’une

combinaison linéaire des p derniers échantillons, à savoir

x∗t =

p
∑

j=1

δ∗j xt−j

pour certains poids δ∗j .

Démonstration. Premièrement, nous étudions la classe des noyaux radiaux, définie par l’expression
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(1.3). Dans de pareils cas, le terme ∂κ(x, x)/∂x s’annule. Le gradient à l’optimum s’écrit comme

p
∑

j=1

αj
∂κ(xt−j , x

∗
t )

∂x∗t
= 0,

où le premier membre est donné par

p
∑

j=1

αj
∂κ(xt−j , x

∗
t )

∂x∗t
=

p
∑

j=1

αj
∂g(‖xt−j − x

∗
t ‖

2)

∂(‖xt−j − x
∗
t‖

2)
2(x∗t − xt−j).

Par conséquence, le résultat final s’exprime comme

x∗t =

p
∑

j=1

αj
g(1)(‖xt−j − x

∗
t ‖

2)
∑p

k=1 αk g
(1)(‖xt−k − x

∗
t ‖

2)
xt−j ,

donc de la forme x∗t =
∑p

j=1 δ
∗
j xt−j .

Passons maintenant à l’étude du cas des noyaux projectifs, de la forme (1.2). Dans ce cas, le gradient

est donné à l’optimum par
p

∑

j=1

αj
∂κ(xt−j , x

∗
t )

∂x∗t
=

1

2

∂κ(x∗t , x
∗
t )

∂x∗t
.

Nous évaluons le premier membre ainsi que le second respectivement en utilisant la forme du noyau, et

nous combinons les deux expressions pour aboutir à

x∗t =

p
∑

j=1

αj
f (1)(〈xt−j , x

∗
t 〉)

f (1)(〈x∗t , x
∗
t 〉)

xt−j ,

qui est aussi de la forme x∗t =
∑p

j=1 δ
∗
j xt−j .

3.5 Modèles autor égressifs- à-noyaux sans pr é-image

Le modèle AR-à-noyaux proposé auparavant nécessite la résolution du problème mal-posé de la

pré-image, pour chaque échantillon prédit. Dans cette section, afin de surmonter ce problème, nous

étudions l’estimation d’une fonction où la sortie désirée est la vraie valeur xt, et l’entrée est un vecteur xt

représentant les p échantillons précédents avec xt = [xt−1 xt−2 · · · xt−p]
⊤. Il s’agit alors d’une fonc-

tion à valeur réelle définie sur X p. Nous considérons alors des noyaux multivariés, définis sur X p ×X p.

En tenant compte de cette écriture, nous proposons deux modèles non-linéaires différents, et dérivons

les équations de Yule-Walker correspondantes.

Il est important de noter que pour le noyau Gaussien, cette approche correspond à considérer le
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noyau

κ(xt−j ,xt) = exp
(

−
1

2σ2
∥

∥xt−j − xt
∥

∥

2
)

,

où la distance entre les deux vecteurs xt−j et xt est donné par ‖xt−j−xt‖2 =
∑p

k=1

(

xt−j−k−xt−k
)2

.

Il est facile de voir de cette écriture mène à l’expression suivante du noyau Gaussien

κ(xt−j ,xt) =

p
∏

k=1

κ
(

xt−j−k, xt−k
)

,

donc reliant le noyau multivarié au noyau univarié utilisé dans les deux précédentes sections de ce

chapitre.

3.5.1 Modèle autor égressif sur les valeurs du noyau

Par opposition à la méthode ci-dessus, où nous appliquons le modèle autorégressif aux images des

observations par la fonction Φ(·) dans l’espace fonctionnel, nous considérons ici un modèle autorégressif

sur les valeurs du noyau. Le modèle proposé est défini par la prédiction de l’échantillon xt, avec

ϕ(xt) =

p
∑

j=1

βj κ(xt−j ,xt) + εt, (3.8)

où xt est un vecteur représentant les p échantillons précédents avec xt = [xt−1 xt−2 · · · xt−p]
⊤, et

ϕ(·) est la fonction définissant la prédiction des échantillons futurs tel que ϕ(xt) = xt.

Soit µx l’espérance de toutes les valeurs transformées ϕ(xt), et µj l’espérance de chaque noyau

κ(xt−j ,xt), j = 1, 2, . . . , p, à savoir

µx = IE[ϕ(xt)],

µj = IE[κ(xt,xt−j)].

En suivant les développements donnés dans la Section 3.4.1.2, et par analogie avec l’expression (3.3)

où le produit scalaire se fait sur les échantillons centrés, nous obtenons alors

IE[〈ϕ(xt)− µx, ϕ(xt−τ )− µx〉] =

p
∑

j=1

βj IE[〈κ(xt,xt−j)− µj, ϕ(xt−τ )− µx〉], (3.9)

pour tout décalage τ = 1, 2, . . . , p. En combinant toutes les valeurs possibles du décalage, nous avons

la forme matricielle

rκ = Rκ β,

où rκ, défini par l’espérance du produit scalaire entre les valeurs évaluées pour tout décalage, est donné
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par

rκ=
[

IE[〈ϕ(xt)− µx, ϕ(xt−1)− µx〉], · · · IE[〈ϕ(xt)− µx, ϕ(xt−p)− µx〉]
]⊤

(3.10)

et Rκ est la matrice décrite par l’espérance du produit scalaire entre les noyaux avec

Rκ =













IE[〈κ(xt,xt−1)− µ1, ϕ(xt−1)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)− µp, ϕ(xt−1)− µx〉]

IE[〈κ(xt,xt−1)− µ1, ϕ(xt−2)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)− µp, ϕ(xt−2)− µx〉]
...

. . .
...

IE[〈κ(xt,xt−1)− µ1, ϕ(xt−p)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)− µp, ϕ(xt−p)− µx〉]













.

Le vecteur des coefficients β est obtenu en inversant la matrice Rκ, avec

β = R−1
κ rκ.

Une fois que les paramètres β du modèle sont déterminés, nous pouvons directement prédire tout

échantillon futur, en utilisant x∗t = ϕ(xt), avec

x∗t =

p
∑

j=1

βj κ(xt−j ,xt). (3.11)

3.5.2 Un mod èle autor égressif hybride

Dans cette section, nous étudions un autre modèle AR, en estimant une fonction ϕ(·), telle que

ϕ : X p → X . Le modèle proposé est défini par

ϕ(xt) =

p
∑

j=1

βj κ(xt−j ,xt)xt−j + εt, (3.12)

de façon que l’image d’un échantillon xt par cette fonction ϕ(·) donne la valeur prédite, à savoir ϕ(xt) =

x∗t , qui n’est autre que la valeur de l’échantillon prédit dans l’espace des observations X , et xt est un

vecteur représentant les p échantillons précédents avec xt = [xt−1 xt−2 · · · xt−p]
⊤. La Section 3.5.3

détaille la motivation pour proposer ce modèle.

Soient µxj l’espérance du produit entre le noyau κ(xt−j ,xt) et l’échantillon xt−j pour tout j =

1, 2, . . . , p, à savoir

µxj = IE[κ(xt,xt−j)xt−j ],

et µx l’espérance de toutes les observations transformées ϕ(xt), précisément µx = IE[ϕ(xt)]. Par
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conséquent, et par analogie à ce qui est donné auparavant, nous obtenons

IE[〈ϕ(xt)− µx, ϕ(xt−τ )− µx〉] =

p
∑

j=1

βj IE[〈κ(xt,xt−j)xt−j − µxj, ϕ(xt−τ )− µx〉]. (3.13)

En considérant tous les décalages possibles, nous obtenons la forme matricielle rκ = Rκx β, où rκ

est défini par (3.10), et Rκx est la matrice décrite par les espérances du produit entre les noyaux et les

échantillons pour tout décalage possible, selon

Rκx=













IE[〈κ(xt,xt−1)xt−1 − µx1, ϕ(xt−1)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)xt−p − µxp, ϕ(xt−1)− µx〉]

IE[〈κ(xt,xt−1)xt−1 − µx1, ϕ(xt−2)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)xt−p − µxp, ϕ(xt−2)− µx〉]
...

. . .
...

IE[〈κ(xt,xt−1)xt−1 − µx1, ϕ(xt−p)− µx〉] . . . IE[〈κ(xt,xt−p)xt−p − µxp, ϕ(xt−p)− µx〉]













.

Le vecteur des coefficients β est obtenu en inversant la matrice Rκ, avec β = R−1
κ xrκ.

Une fois que les paramètres β sont évalués, le modèle autorégressif hybride permet de prédire un

échantillon futur en appliquant x∗t = ϕ(xt), à savoir

x∗t =

p
∑

j=1

βj κ(xt−j ,xt)xt−j . (3.14)

Nous passons maintenant à donner la motivation qui nous a permis de proposer ce modèle.

3.5.3 Lien entre le mod èle AR hybride et les mod èles propos és auparavant

La principale motivation du modèle AR hybride est sa relation avec les deux modèles proposés

auparavant, comme décrit dans cette section. Tout d’abord, nous considérons le modèle AR-à-noyaux,

comme défini dans la Section 3.4.1.2. Le Corollaire 3.1 montre que l’échantillon prédit à l’instant t prend

la forme

x∗t =

p
∑

j=1

δ∗j xt−j .

En limitant la solution à δ∗j = βj κ(xt−j ,xt), nous obtenons le modèle AR hybride défini par (3.14).

Ensuite, nous considérons le modèle AR sur les valeurs du noyau, décrit dans la Section 3.5.1, à savoir

x∗t =
∑p

j=1 βj κ(xt−j ,xt). En limitant βj à la forme βj xt−j , donc dépendant linéairement du jième

précédent échantillon, nous retrouvons le modèle AR hybride.

3.6 Expérimentations

Nous passons maintenant aux expérimentations afin d’étudier la pertinence de la méthode proposée.

Dans un premier temps, la méthode proposée est comparée à des méthodes non-linéaires connues
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dans la littérature : le perceptron multicouche, la régression à vecteurs de support [MOG97] et le filtre de

Kalman non-linéaire [RDB05]. Dans un second temps, une comparaison entre les différentes techniques

de pré-image est faite pour la méthode proposée : la descente du gradient, la méthode du point-fixe,

la technique multidimensionnelle, et l’approche conforme. Dans un troisième temps, une comparaison

entre les différents modèles AR-à-noyaux proposés est réalisée. A cette fin, nous prenons pour les deux

premières expérimentations quatre séries temporelles classiques, et les différents paramètres de ces

séries sont choisis comme dans [RDB05] afin de faire la comparaison avec les autres techniques, et pour

la troisième expérimentation, nous avons choisi un signal électrocardiogramme (ECG) de [GAG+13,

GAG+b]. Les séries sont définies par [Wan] :

– La série temporelle Laser provient des intensités des impulsions d’un laser NH3. La série est

chaotique et possède un attracteur de faible dimension. Cette série fait partie d’un ensemble ayant

fait l’objet d’une compétition organisée en 1992 par l’institut de Sante Fe à New Mexico [HAW89].

– La série temporelle Mackey-Glass fournit un modèle de l’évolution de la production des cellules

sanguines [Cas89]. Elle est définie par l’équation différentielle suivante

dx(t)

dt
= −0.1x(t) +

0.2x(t − τ)

1 + x(t− τ)10
.

Pour les valeurs de τ supérieures à 16.8, cette série temporelle possède un attracteur étrange et

les trajectoires montrent un comportement chaotique fortement non-linéaire [Cas89]. Pour τ = 30,

la série temporelle est désignée par MG30.

– La série temporelle Ikeda map réfère à une série bidimensionnelle de la dynamique du laser. A

partir d’un point initial, x(0) = [x1(0)x2(0)]
⊤, elle est définie par











ω(t) = c1− c3/(1 + x21(t) + x22(t))

x1(t+ 1) = r + c2(x1(t) cos ω(t) + x2(t) sinω(t))

x2(t+ 1) = c2(x1(t) sinω(t) + x2(t) cos ω(t))

où c1, c2, c3 et r sont des constantes ; dans notre cas, nous considérons c1 = 0.4, c2 =

0.84, c3 = 6.0, r = 1.0 et x(0) = [1 0.001]⊤.

– La série temporelle attracteur Lorenz est la solution du système défini par les équations

différentielles suivantes :











dx(t)
dt

= −a x(t) + a y(t)
dy(t)
dt

= −x(t) z(t) + r x(t)− y(t)
dz(t)
dt

= +x(t) y(t)− b z(t)

Les constantes sont fixées à a = 10, r = 28 et b = 8/3.

– Le signal ECG représente des enregistrements ECG des sujets référés au Laboratoire d’Arythmie

où les sujets inclus dans cette base de données ont été connus comme ayant aucune arythmie
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significative [GAG+b, GAG+13]. Les signaux ECG sont considérés comme stationnaires, car ils

sont pris durant une 1 minute.

– Le signal EMG représente des enregistrements d’électromyogrammes (EMG) ayant un problème

de neuropathie [Kim] où les données sont prises en insérant une aiguille sur le muscle antérieur

de la jambe pour chaque patient.

Les deux séries Laser etMG30 sont unidimensionnelles, tandis que Ikeda et Lorenz sont deux séries

chaotiques multidimensionnelles. Nous commençons tout d’abord par la comparaison avec d’autres tech-

niques de modélisation et prédiction.

3.6.1 Comparaison les techniques pr édictives non-lin éaires

Dans cette partie, nous prenons en compte une comparaison entre différentes techniques non-

linéaires de prédiction. Deux expériences ont été réalisées sur chacune de ces séries. Dans un premier

temps, nous prenons n = 300 échantillons pour l’apprentissage, l’estimation de la largeur de bande du

noyau Gaussien σ, et l’ordre optimal p. Lors des simulations, l’ordre optimal est choisi parmi les valeurs

{1, 2, . . . , 10}, et nous obtenons p = 3 pour l’attracteur de Lorenz et p = 6 pour toutes les autres séries.

Un ensemble formé des 300 échantillons suivants est utilisé pour évaluer les performances du modèle.

Le critère de la comparaison est l’erreur quadratique moyenne de prédiction (en anglais mean square

error (MSE)) qui est estimée sur les échantillons pris pour le test de performance :

err =
1

n

2n
∑

i=n+1

‖x∗t − xt‖
2,

où x∗t est la valeur prédite à l’instant t, xt est la vraie valeur de la série au même instant, et n est le

nombre d’échantillons pris pour chaque expérience.

Le Tableau 3.1 comporte les valeurs de la largeur de bande σ choisies pour chacune des séries

temporelles et utilisées pour chaque expérience. Afin de comparer les résultats obtenus avec d’autres

méthodes de prédiction non-linéaires, nous considérons les méthodes du perceptron multicouche, du

régresseur à vecteurs supports et du filtre de Kalman non-linéaire. Pour ces deux dernières méthodes

à noyaux, le noyau Gaussien a été utilisé. La non-linéarité utilisée pour le perceptron multicouche est

implémentée par une fonction tanh, et le code utilisé pour implémenter le perceptron multicouche et les

autres techniques de filtrage est pris de la boite à outil ReBEL de R. van der Merwe [WdM10]. L’appren-

tissage des séries temporelles multidimensionnelles avec des régresseurs à vecteurs supports est fait

en décomposant le problème d’apprentissage en autant de problèmes que de dimension des séries tem-

porelles. Pour toutes les expérimentations, la “régression ridge à noyau” avec un noyau Gaussien dont

sa largeur de bande est déterminée par rapport à la performance mesurée sur l’ensemble utilisé pour

l’apprentissage [RDB05] est utilisée. Une comparaison avec ces différentes méthodes est donnée dans

le Tableau 3.2.

Dans un second temps, un autre ensemble comprenant seulement n = 50 échantillons est
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TABLE 3.1: Valeurs de la largeur de bande σ du noyau Gaussien pour chaque série temporelle pour les
deux expériences.

Laser MG30 Ikeda Lorenz
1ere expérience : n = 300 0.3 0.015 0.0046 0.04
2nde expérience : n = 50 0.4 0.035 0.0255 0.035

TABLE 3.2: Erreur quadratique moyenne pour différentes méthodes de prédiction et plusieurs séries tem-
porelles.

Laser MG30 Ikeda Lorenz

perceptron multicouche 1.4326 0.0461 0.00071 0.2837
régression à vecteurs de support 0.2595 0.0313 0.00081 0.1811
filtre de Kalman non-linéaire 0.2325 0.0307 0.00077 0.3133
mod èle AR-à-noyaux (1ere expérience : n = 300) 0.0702 0.0008 0.00088 0.1792
mod èle AR-à-noyaux (2nde expérience : n = 50) 0.1813 0.0049 0.0053 0.2625

considéré. La même démarche est réalisée lors de l’apprentissage et les 50 échantillons suivants sont

utilisés pour tester l’efficacité de la méthode proposée. Même en prenant des séries courtes, avec

seulement 50 échantillons, l’approche proposée présente aussi de bons résultats. Cependant, elle peut

éventuellement présenter des résultats moins bonnes que d’autres méthodes comme dans le cas des

données Ikeda. Même pour des séries ayant un nombre d’échantillons élevé, notre approche donne de

meilleurs résultats, et l’amélioration des performances est considérable. Nous notons aussi sa simpli-

cité algorithmique, propriété héritée du modèle linéaire, où l’estimation des paramètres du modèle ne

nécessite qu’une simple inversion de matrice de taille p× p. Les autres méthodes non-linéaires souffrent

d’une charge calculatoire conséquente, comme c’est le cas de la régression à vecteurs supports qui

nécessite la résolution d’un problème d’optimisation quadratique avec contraintes.

Une autre expérience est faite pour faire une comparaison avec le modèle dynamique à noyau pro-

posé dans [RdB03]. À cette fin, nous réalisons la même configuration décrite dans [RdB03]. Chaque

série de taille T est notée par x1:T . Nous considérons une dimension d et un pas k tel que les vec-

teurs xt = (xt, xt−k, . . . , xt−(d−1)k)
⊤ sont utilisés. Dans un premier cas, pour la série MG17, nous

construisons des vecteurs de dimension d = 6 et un pas de k = 6. En utilisant cette configuration, nous

obtenons six séries indépendantes. Pour l’apprentissage, nous utilisons les 100 premiers points de S1,

cependant les 100 premiers points de S2 servent à choisir les hyperparamètres. L’erreur de prédiction

est mesurée en fonction des points dans l’intervalle 201 à 300 de la série S1. Dans un second cas, pour

la série Laser, la dimension est fixée à d = 3 et le pas à k = 1. La série est divisée comme suit. Les

100 premiers points sont utilisés pour l’apprentissage cependant les points entre 201 et 300 sont utilisés

pour la selection des hyperparamètres. L’erreur est calculée sur points entre 101 et 200. Le Tableau 3.3

présente l’erreur quadratique moyenne pour les méthodes de régression à vecteurs supports, le modèle
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TABLE 3.3: Erreur quadratique moyenne pour différentes méthodes de prédiction pour les séries tempo-
relles Laser et MG17.

Laser MG17

régression à vecteurs de support 15.81 0.0812
modèle dynamique à noyau 13.96 0.0859
mod èle AR à noyaux 3.37 0.0465

dynamique à noyau et le modèle AR à noyaux proposé pour les deux séries Laser et MG17. Le modèle

proposé présente la meilleure MSE pour les deux séries en considération.

Passons maintenant à une comparaison entre les différentes techniques de pré-image, en

considérant la méthode autorégressive proposée.

3.6.2 Comparaison entre les diff érentes techniques de pr é-image

Dans cette partie, une comparaison entre les techniques de pré-image pour la prédiction en utili-

sant un modèle autorégressif-à-noyaux est faite. Pour cette étude comparative, nous utilisons n = 300

échantillons des séries temporelles lors de l’apprentissage des paramètres. Nous estimons l’erreur de

prédiction quadratique sur les 300 échantillons suivants. Lors de l’apprentissage, les paramètres du

modèle et son ordre p sont estimés, ainsi que la largeur de bande du noyau Gaussien σ, le degré q

avec c = 1 pour le noyau polynomial, et le pas η. Les valeurs optimales pour la largeur de bande

σ et le pas η sont estimées en utilisant une recherche sur une grille de {2−12, 2−11, . . . , 211, 212}.

Pour le noyau polynomial, la valeur optimale du paramètre q est choisie de l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Pour chacune des techniques étudiées, les valeurs optimales de ces paramètres sont utilisées. Pour les

deux méthodes itératives, le nombre maximal d’itérations est fixé à 100 itérations. Le temps de calcul

est estimé en utilisant Matlab 2009 fonctionnant sur un ordinateur dual-core PC Pentium 3.4 GHz et de

mémoire vive (RAM) de 1.00 GO.

Les résultats sont donnés dans le Tableau 3.4 pour le noyau Gaussien et le Tableau 3.5 pour le noyau

polynomial. Il est évident que, indépendamment du type de noyau utilisé, les techniques itératives de pré-

image telles que la descente du gradient et la méthode itérative du point-fixe exigent plus de temps de

calcul que l’échelle multidimendionnelle MDS et l’approche conforme. Pour l’erreur quadratique moyenne,

excepté le cas des données Laser avec le noyau Gaussien, les deux méthodes itérative du point-fixe et

approche conforme présentent essentiellement l’erreur MSE la plus petite. Il est clair qu’en tenant compte

du temps de calcul, l’approche conforme est le meilleur compromis.

3.6.3 Comparaison entre les diff érentes techniques propos ées

Chaque série temporelle est décomposée en deux parties. Les premiers n = 300 échantillons

sont utilisés lors de l’apprentissage, pour l’estimation de la valeur de l’ordre p optimal choisi dans
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TABLE 3.4: Comparaison entre plusieurs techniques de pré-image appliquées sur différents types de
séries temporelles, en utilisant un noyau Gaussien.

Laser MG30 Ikeda Lorenz

G
ra

di
en

t
σ 2−10 2−6 2−3 23

MSE 876.1293 0.0832 0.7187 150.0145
temps (s) 3.0736 3.0953 6.0193 9.4399

P
t-

fix
e σ 22 2 210 26

MSE 16.5673 0.0162 0.5194 0.00035
temps (s) 5.6392 8.2743 12.8256 34.2385

M
D

S σ 210 2−10 210 22

MSE 11.5991 0.083 0.5825 99.2851
temps (s) 0.1002 0.1608 0.1976 0.2735

C
on

fo
rm

e σ 25 2 23 22

η 2−10 2−10 2−10 2−10

MSE 17.1484 0.0166 0.5201 0.1079
temps (s) 1.0172 0.9916 1.9249 2.3637

TABLE 3.5: Comparaison entre plusieurs techniques de pré-image, en utilisant le noyau polynomial.

Laser MG30 Ikeda Lorenz

G
ra

di
en

t q 2 5 6 2
η 2−10 2−2 2−12 2−11

MSE 876.1293 0.1000 0.7187 339.3405
temps (s) 1.9851 2.0025 3.7099 5.5710

P
t-

fix
e q 5 2 2 5

MSE 16.0169 0.0161 0.5246 0.007
temps (s) 7.2244 8.1867 19.0268 23.6776

C
on

fo
rm

e q 2 2 2 2
η 2−9 2−10 2−9 2−10

MSE 18.6591 0.0160 0.5171 0.0025
temps (s) 0.5113 0.4877 0.9250 1.2632

p ∈ {1, 2, . . . , 5}, les coefficients de l’expansion AR, et la largeur de bande σ du noyau Gaussien. Les

300 échantillons suivants sont utilisés pour évaluer la pertinence du modèle résultant, en considérant le

calcul de l’erreur quadratique moyenne de prédiction.

Le Tableau 3.6 regroupe l’erreur quadratique moyenne de prédiction et le temps de calcul mesuré sur

un Intel Core 2, avec une vitesse de 2.40 GHz et une mémoire vive de 1.00 GO, pour chacun des trois

modèles AR non-linéaires proposés, ainsi que le modèle AR linéaire. Pour la technique de pré-image,

le critère d’arrêt est donné par une borne inférieure sur la tolérance, qui vaut 10−6, tout en limitant le
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TABLE 3.6: Temps de calcul estimé et erreur quadratique moyenne de prédiction entre les valeurs prédites
et les vraies valeurs.

MG30 Lorenz ECG EMG-Neuro
Modèle AR linéaire MSE 0.0655 0.2907 0.0332 0.1397

(avec (3.1)) Time (s) 0.0107 0.0539 0.0126 0.0133
Modèle AR-à-noyaux (pré-image) MSE 0.00001 0.1498 0.0006 0.0001

(avec (3.4)) Time (s) 5.3201 10.5241 7.8921 9.0315
Modèle AR sur les valeurs du noyau MSE 3.7466 7276.8 4.8224 2.8418

(avec (3.9)) Time (s) 0.0619 0.1975 0.0632 7.3417
Modèle AR hybride MSE 0.0623 0.0213 0.0290 0.0061

(avec (3.13)) Time (s) 0.0861 0.6091 0.1834 0.1280

TABLE 3.7: L’erreur quadratique moyenne de prédiction pour différentes techniques non-linéaires de
prédiction comparées aux méthodes proposées.

MG30 Lorenz

Perceptron multicouche 0.0461 0.2837
Régression à support vecteur 0.0313 0.1811
Filtre de Kalman non-linéaire 0.0307 0.3133
Modèle AR-à-noyaux (pr é-image) 0.00001 0.1498
Modèle AR sur les valeurs du noyau 3.7466 7276.8
Modèle AR hybride 0.0623 0.0213

nombre maximal d’itérations à 50. Il est évident que le modèle AR-à-noyaux avec une technique de

pré-image présente la meilleure précision. Cependant, une telle mise au point nécessite d’importantes

ressources de calcul. Le modèle AR évalué sur les valeurs obtenues en calculant le noyau considéré

n’est pas approprié pour ces séries temporelles. Le modèle AR hybride présente un bon compromis

entre la précision et la complexité de calcul, et surpasse le modèle AR linéaire. Les résultats obtenus

pour les trois séries temporelles sont illustrés dans la Figure 3.4.

Les configurations expérimentales sont les mêmes que celles utilisées dans [RDB05] pour les deux

séries temporelles Lorenz et MG30. Ces configurations nous permettent de faire une étude compa-

rative avec les différentes techniques non-linéaires données par le papier cité auparavant, comme le

perceptron multicouche, le régresseur à vecteurs supports, et le filtre de Kalman non-linéaire. Le Tableau

3.6.3 montre l’erreur quadratique moyenne évaluée sur chacune des séries temporelles en utilisant les

différentes techniques non-linéaires de prédiction. Comme nous pouvons le voir, le modèle AR-à-noyaux

avec une technique de pré-image présente la meilleure erreur quadratique pour la série MG30, et le

modèle AR hybride présente la meilleure erreur quadratique pour la série temporelle attracteur de Lorenz.

Un modèle approprié est attribué à chaque série temporelle en fonction de la nature de ses données.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode autorégressive pour l’analyse et la prédiction

des séries temporelles. Deux méthodes ont été détaillées afin de déterminer les divers paramètres

nécessaires pour l’implémentation de cette méthode. Nous avons montré qu’à l’aide des méthodes à

noyaux, nous pouvons étendre l’usage de la technique AR pour les systèmes non-linéaires. Différents

modèles AR-à-noyaux ont été alors proposés, dont une nécessitant la résolution du problème de la pré-

image comme un schéma prédictif. Finalement, la méthode développée dans ce chapitre a été comparée

avec succès à la méthode AR linéaire et aux méthodes du perceptron multicouche, du régresseur à vec-

teurs supports et du filtre de Kalman non-linéaire. A cette fin plusieurs types de séries temporelles ont été

utilisés tel que des séries temporelles unidimensionnelles et chaotiques multidimensionnelles. Dans un

premier temps, une comparaison avec d’autres techniques non-linéaires de prédiction montre l’efficacité

de la méthode proposée même si un nombre d’échantillons réduit est utilisé lors de l’apprentissage. Dans

un second temps, une comparaison entre les différentes techniques de pré-image montre que l’approche

conforme est la technique de pré-image qui présente un compromis entre la précision et le temps de

calcul. Finalement, une comparaison entre les différentes techniques proposées ainsi qu’avec le modèle

AR linéaire montre que le modèle AR-à-noyaux avec pré-image présente la meilleure prédiction, au prix

d’importantes ressources calculatoires. De plus, le modèle AR basé sur les valeurs obtenues en évaluant

le noyau en considération n’était pas approprié pour les séries temporelles en question. De même, le

modèle AR hybride est un bon compromis entre l’efficacité de prédiction et le temps de calcul.
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Modèle AR linéaire Modèle AR-à-noyaux (pré-image) Modèle AR hybride
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FIGURE 3.4: Visualisation des résultats obtenus lors de la prédiction des quatre séries temporelles en
utilisant le modèle AR linéaire (première colonne), le modèle AR-à-noyaux avec pré-image (seconde
colonne) et le modèle hybride (dernière colonne). Les séries temporelles prédites sont données par des
lignes pointillées rouges, tandis que les lignes bleues définissent les données originales.

./Chap3/YWMGlin3.eps
./Chap3/YWMGpre3.eps
./Chap3/YWMGwoprewdata3.eps
./Chap3/YWLorenzlin3.eps
./Chap3/YWLorenzpre3.eps
./Chap3/YWLorenzwoprewdata3.eps
./Chap3/YWECGlin3.eps
./Chap3/YWECGpre3.eps
./Chap3/YWECGwoprewdata3.eps
./Chap3/YWNeurolin.eps
./Chap3/YWNeuropre.eps
./Chap3/YWNeurowoprewdata.eps


CHAPITRE 4
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4.1 Introduction

L’apprentissage est l’acquisition de connaissances et de compétences permettant la synthèse d’in-

formation. Un algorithme d’apprentissage permet le passage d’un espace des exemples à un espace

dit des hypothèses. Pour un ensemble de paramètres en entrée, l’apprentissage fournit un ensemble de

résultats en sortie. Par exemple, par apprentissage, les personnes saines sont distinguées des personnes

malades. Nous parlons alors de classification ou catégorisation. La classification est une opération de

structuration qui vise à regrouper les données ayant des propriétés similaires. Chaque groupement est

dit une classe. Différentes techniques sont présentes pour la classification. La méthode la plus connue

est celle des machines à vecteurs support.

L’idée des méthodes à noyaux est de plus en plus répandue suite à l’usage de ces machines à

vecteurs support (SVM pour Support Vector Machines). Initialement introduites par Vapnik [Vap95] dans
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le cadre de la théorie statistique de l’apprentissage, les SVM sont une méthode de classification binaire

par apprentissage supervisé [BGV92a, CV95]. Cette méthode permet alors de discriminer les données

par des algorithmes de traitement non-linéaires, i.e. linéaires dans un espace approprié. Depuis leur

parution, les SVM sont utilisées notamment pour la régression [CV95], la multi-classification [WW99], la

détection de nouveautés [SPST+01], et l’estimation de sorties multiples [EW02, PCCVSO+02]. Plusieurs

domaines du traitement du signal ont bénéficié de l’application de ces algorithmes. Nous pouvons en

citer la détection de visage [OFG97], la détection d’images tatouées (watermarking) [TW06], et même

l’identification d’un locuteur [WC00] et la reconnaissance de texte [Joa00]. L’idée essentielle consiste à

avoir recours à des espaces de Hilbert pour la discrimination des données. Décrite pour la première fois

dans les années 1960 [VL63], cette idée consiste à déterminer l’hyperplan séparateur à marge maximale.

Puisque le problème d’optimisation à résoudre est (convexe) quadratique, et ne souffre donc pas d’optima

locaux, contrairement aux réseaux de neurones, cette méthode s’avère en outre particulièrement bien

adaptée aux données de très grande dimension, telles que les images par exemple.

Un autre outil pour la classification est la carte d’auto-organisation. Initialement introduite par la

carte de Kohonen [Koh82], la carte d’auto-organisation est présentée récemment en statistique comme

une généralisation qui introduit une notion de voisinage entre les différentes classes [KSH01]. En

d’autres-termes, la carte organise les classes selon leur proximité. Dans un premier temps, cette carte

sera présentée comme un support graphique d’analyse du résultat de la classification en mettant en

avant la variété des représentations possibles. Certaines sont plutôt performantes pour synthétiser un

résultat, d’autres proposent une représentation des données de séries temporelles adaptée à leurs ca-

ractéristiques. Dans un second temps, cette carte est utilisée comme la représentation d’une surface

susceptible de regrouper le nuage de points.

Dans ce chapitre, nous présentons une étude de cas portant sur la discrimination. Pour ce faire,

nous étudions deux méthodes pour la classification des données en vue de la classification de signaux

électrocardiogrammes. La première, basée sur l’apprentissage supervisé, est les machines à vecteurs

support. Nous détaillons la classification binaire initialement traitée par les machines à vecteurs supports.

La mise en œuvre de ces dernières pour une tâche de classification multi-classes est étudiée avec deux

stratégies, qui sont : “un-contre-tous” et “un-contre-un”. La seconde, basée sur l’apprentissage non-

supervisé, est la carte d’auto-organisation. Nous étudions alors l’apprentissage de la carte afin de faire

une classification multi-classes. Les performances de ces techniques sont illustrées sur des signaux ECG

pris de deux bases de données [BKS, GAG+a] pour détecter les signaux venant de personnes saines

des signaux de personnes présentant une certaine arythmie.

4.2 Classification binaire par SVM

La classification est une action de discriminer les données d’entrée par classes ou par catégories.

Cette structuration vise à organiser les données en des classes homogènes afin de faciliter l’analyse

des informations. Une méthode bien connue pour la classification est les machines à vecteurs supports.
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Hyperplan

Vecteurs
de support

FIGURE 4.1: Schéma illustrant l’hyperplan avec les
vecteurs de support permettant la classification
binaire.

La théorie d’apprentissage statistique de Vapnik est la base de nouvelles méthodes d’apprentissage. En

1995, Cortes et Vapnik ont introduit les machines à vecteurs supports [CV95]. Voir aussi [BL07]. Les

SVM sont utilisées pour la classification non-linéaire des données. Elles reposent sur deux propriétés

qui expliquent leur succès : la première est celle de la marge maximale qui représente la distance entre

la frontière de séparation et les échantillons les plus proches appelés vecteurs supports, et la deuxième

est l’utilisation de fonction noyau permettant de transformer les données à un espace approprié à la

séparation linéaire.

Les SVM font partie des méthodes d’apprentissage supervisé. Les échantillons d’apprentissage sont

représentés par un ensemble de paires entrée/sortie où la sortie est une étiquette binaire pour une

discrimination à deux classes. Le but est de construire une fonction à partir de ces exemples d’ap-

prentissage qui peut prédire les sorties pour des entrées n’appartenant pas à l’ensemble des données

d’apprentissage. Les entrées peuvent être des descriptions d’objets et les sorties sont les classes de

ces objets données en entrées [Bur98]. Pour deux classes d’exemples donnés, le but de SVM est de

trouver un classifieur séparant les données en maximisant la distance entre ces deux classes. Dans la

plupart des problèmes réels, il n’y a pas de séparation linéaire possible entre les données. La mise en

œuvre d’une transformation non-linéaire, par l’usage de noyau (voir chapitre 1), permet de contourner

le problème. Pour les SVM, ce classifieur dans l’espace transformé est un classifieur linéaire appelé

hyperplan. La Figure 4.1 montre l’hyperplan pour la classification entre deux classes. Les points les

plus proches, qui seuls définissent l’hyperplan, sont appelés vecteurs supports. Plusieurs hyperplans

permettent une séparation valide, mais les SVM considèrent l’hyperplan dont la distance aux exemples

d’apprentissage est maximale. Cette distance est la “marge”. La Figure 4.2 montre deux exemples de

classification binaire, la première dont les données sont linéairement séparables et la seconde non-

linéairement séparables.

En SVM, le paramètre C dit de régularisation détermine le compromis entre la fraction de données

d’apprentissages mal classées et la régularité de la solution. De plus, à part ce paramètre, le choix du

noyau et de ses paramètres est crucial. Nous rappelons par exemple que le noyau Gaussien dépend
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FIGURE 4.2: Exemples de classification binaire, linéaire et non-linéaire dans IR2.

de sa largeur de bande. Voir le Tableau 1.1 pour les expressions des noyaux les plus utilisés. Pour une

application donnée, il est difficile de déterminer à l’avance quel type de noyau ou quels paramètres nous

donnent les meilleurs résultats. Notre objectif est d’optimiser les performances de classification. A cet

effet, la validation croisée à k-plis est utilisée afin de tenter cet objectif. La validation croisée à k-plis est

utilisée pour évaluer les classifieurs SVM étant donné les paramètres d’un certain noyau ainsi que celui

de régularisation. Elle consiste à partitionner équitablement les données d’apprentissage dans k plis,

où k − 1 plis sont utilisés à chaque fois pour l’apprentissage, et le pli qui reste, nommé ensemble de

validation, est utilisé pour les tests. De cette façon, toutes les données participent à la validation.

4.3 Classification multi-classes

En SVM, bien que les hyperplans séparateurs de marge maximale sont souvent développés pour les

problèmes de discrimination binaire, il est nécessaire de les adapter pour traiter des problèmes multi-

classes. L’idée est simplement de transformer le problème de classification de ℓ classes en plusieurs

classifieurs binaires. Il existe deux stratégies de décomposition, “un-contre-tous” (One-Against-All OAA)

et “un-contre-un” (One-Against-One OAO). Considérons un problème de ℓ classes, où nous avons n

échantillons d’apprentissage, l’entrée est un ensemble {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} de vecteurs d’apprentis-

sage xi ∈ X et les étiquettes correspondantes yi ∈ {1, 2, . . . , ℓ}.

4.3.1 Un-contre-tous

Cette stratégie “un-contre-tous” (en anglais One-Against-All (OAA)), la plus simple et la plus an-

cienne stratégie de décomposition, a été introduite par Vapnik en 1995 [Vap95]. Cette approche utilise

une architecture parallèle de ℓ classifieurs, un pour chaque classe. La formulation initiale de la méthode

./Chap5/linsep.eps
./Chap5/nonlinsep.eps


4.3. Classification multi-classes 83

FIGURE 4.3: Schéma des frontières binaires des
régions OAA pour un problème fondamental.

FIGURE 4.4: Schéma représentant les frontières
continues des régions OAA pour un problème fon-
damental.

un-contre-tous déclare qu’une donnée serait classée dans une certaine classe si et seulement si le clas-

sifieur de la classe associée l’a acceptée et les classifieurs de toutes les autres classes l’ont rejetée. Alors

que pour les classes de précision étroitement groupées, cette approche laisse des régions d’ambiguı̈té

pour lesquelles plus d’une classe les acceptent ou toutes les classes les rejettent. La Figure 4.3 illustre

cette formulation.

Une amélioration des performances de l’OAA a été proposé par Vapnik en 1998 [Vap98]. La solution

la plus simple pour résoudre un SVM multi-classes est de le décomposer en un ensemble de sous-

problèmes binaires et construire des SVM indépendant pour chacun d’eux. Cette stratégie, appelée “un-

contre-tous” consiste en la construction d’un nombre de SVM égal au nombre de classes. Chaque SVM

est ensuite entraı̂née pour séparer les données d’une classe étiquetée 1, de celles de toutes les autres

classes qui sont étiquetées −1. Ainsi, chaque SVM est associée à une classe et sa sortie avant seuillage

appartient à la classe. La règle de décision est l’application du principe “winner takes all”, elle est donc

généralement utilisée pour répartir les données inconnues à la classe correspondant au classifieur avec

la plus grande valeur de sortie [PC07, FHL08, MCS06]. La Figure 4.4 illustre cette idée.

4.3.2 Un-contre-un

Une autre stratégie de décomposition est “un-contre-un” (en anglais One-Against-One (OAO)),

également connue sous le nom “couplage par paires”, “toutes les paires” ou “round robin” [MCS06].

Cette stratégie consiste en la construction d’un classifieur pour chaque paire de classes, c’est-à-dire

ℓ(ℓ − 1)/2 classifieurs binaires pour un problème à ℓ classes. Chaque classifieur est entraı̂né pour

séparer les données d’une classe de celles d’une autre classe. En combinant les règles de décision des

différents (sous)-classifieurs, la règle de décision finale utilisée est généralement la méthode du vote

majoritaire appelé “max-wins voting”. En d’autres termes, chaque classifieur vote pour une classe et

l’échantillon étudié est finalement associé à la classe recevant le plus de votes [PC07, FHL08]. D’autres

méthodes de combinaison de règles de décision comprennent l’utilisation de graphes de décision pour

déterminer la classe sélectionnée de manière similaire à des tournois à élimination directe [Bur98]. La
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FIGURE 4.5: Schéma des frontières décisionnelles,
deux à deux, pour la méthode de décomposition
OAO dans le cas de trois classes.

Figure 4.5 illustre cette stratégie.

Les auteurs de [HL02] montrent que la stratégie “un-contre-un” a une meilleure précision que la

stratégie “un-contre-tous”, mais dans toutes les comparaisons, le taux de précision reste inférieur à 2%.

Même si la différence de précision est faible, il existe un argument plus important en faveur de la stratégie

“un-contre-un”, qui n’est autre que le temps nécessaire pour l’apprentissage. Pour cette méthode, le

temps est de 2 à 6 fois plus rapide que pour la stratégie “un-contre-tous”. Cette condition est due au

nombre de données beaucoup plus élevé de chaque classifieur binaire de cette dernière stratégie.

4.4 Carte d’auto-organisation

Une carte d’auto-organisation (SOM pour Self-Organizing Map) est un type de réseaux de neurones

artificiels qui est entraı̂né en utilisant l’apprentissage non supervisé pour produire une faible dimension

(typiquement deux dimensions) pour la représentation discrétisée de l’espace d’entrée des échantillons

d’apprentissage. Elle a été conçue comme une alternative aux réseaux de neurones traditionnels. Elle

est utilisée pour des tâches similaires à celles des réseaux de neurones, citons par exemple : la re-

connaissance des formes, la robotique, le contrôle de processus et même le traitement de l’information

sémantique. La ségrégation spatiale des différentes réponses et de leurs organisations dans les résultats

des sous-ensembles produisent un degré élevé d’efficacité dans les opérations typiques de réseaux de

neurones. Les cartes d’auto-organisation diffèrent des autres réseaux de neurones artificiels dans le

sens où elles utilisent une fonction de voisinage afin de préserver les propriétés topologiques de l’es-

pace des observations. Elles sont considérées comme un outil d’analyse des données et de prise de

décisions pour le pré-traitement et de sélection des algorithmes de classification. Les résultats formés

par les SOM sont plus orientés vers l’utilisateur permettant une forte interaction avec l’utilisateur pour

différentes tâches.

L’idée d’une carte d’auto-organisation a été initialement introduite par Kohonen [Koh82]. Mais ce

n’est que très récemment qu’elles sont utilisées pour résoudre des problèmes de grande dimen-

sion et non-linéaires telles que l’extraction de caractéristiques et la classification des images et des
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FIGURE 4.6: Carte simple de Kohonen.

modèles acoustiques, la commande adaptative de robots, la démodulation en transmission de signaux de

télécommunication, ainsi que pour l’organisation de collections de documents très volumineux [KSH01].

La SOM est actuellement utilisée comme l’un des outils des réseaux de neurones génériques pour la

visualisation de la structure des données à dimension élevée [Gac11]. Une carte d’auto-organisation se

compose d’éléments appelés nœuds ou neurones. Un vecteur de pondération de la même dimension que

les vecteurs de données d’entrées est associé à chaque nœud, qui possède une position bien précise

dans la carte. La disposition normale des nœuds est un espacement régulier dans un réseau hexagonal

ou rectangulaire, illustrée dans la Figure 4.6.

L’objectif de la SOM est de visualiser des données de dimensions élevées dans un espace de faible

dimension, généralement placé dans un plan de deux ou trois dimensions. Pour que cette visualisation ait

un sens, une exigence ultime est que cette représentation des données de grande dimension doit conser-

ver les propriétés topologiques de l’ensemble de données. Cette implication signifie que deux données

qui sont proches l’un de l’autre dans l’espace à haute dimension doivent préserver cette similarité (ou

ressemblance) lors de leur représentation sur la carte. Comme la plupart des réseaux de neurones artifi-

ciels, la SOM fonctionne en deux modes : l’apprentissage et la correspondance. Durant l’apprentissage,

la carte est construite à partir des échantillons d’entrées. Il s’agit d’un processus compétitif, également

appelé quantification vectorielle. La procédure de la mise en place d’une entrée de l’espace des données

sur la carte est de trouver le premier nœud ayant le vecteur le plus proche de celui avec le poids pris

de l’espace des données. Une fois que l’apprentissage est réalisé, la correspondance classifie automati-

quement une nouvelle entrée dans la classe appropriée.
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Phase d’apprentissage

L’objectif de l’apprentissage de la carte d’auto-organisation est de provoquer les différentes parties du

réseau pour répondre de manière similaire à certains modèles d’entrées. Chaque nœud possède une

position spécifique topologique (une coordonnée dans le treillis) et contient un vecteur de coefficients

de pondération de la même dimension que les vecteurs d’entrée. En d’autres termes, chaque nœud

contient alors un vecteur de pondération w, de même dimension que les données d’entrée. À partir

d’une distribution initiale de poids aléatoires, et sur plusieurs itérations, la SOM établit finalement une

carte avec des zones stables. Chaque zone est effectivement un classifieur de caractéristiques, de sorte

que la sortie graphique devient un type de carte de caractéristiques de l’espace des observations. Tous

les nouveaux vecteurs d’entrée présentés au réseau stimuleront les nœuds dans la zone des vecteurs

de poids similaires. L’algorithme pour l’apprentissage de la carte est donné dans l’algorithme 4.1. Lors de

la pondération du nœud, celui gagnant est communément connu sous le nom de l’unité correspondant

le mieux (Best Matching Unit ou BMU). À partir du BMU, le rayon de son voisinage est alors calculé. Il

s’agit d’une valeur initialement importante, typiquement réglée au “rayon” de la grille, mais qui diminue

à chaque itération. Plus un nœud est proche du BMU, plus son poids se modifie.

Initialization : Poids de chaque nœud← valeur aléatoire ;
pour t← 1 à nbr itération faire

Choix au hasard d’un vecteur dans l’ensemble de données d’apprentissage ;
Présentation du vecteur au réseau ;
Examination du nœud pour calculer une pondération la plus proche du vecteur d’entrée ;
Recherche de tous les nœuds trouvés dans le rayon de voisinage de BMU ;
Ajustement de chaque poids du nœud voisin pour les rendre similaire au vecteur d’entrée ;

fin

Algorithme 4.1: Algorithme d’apprentissage de la carte d’auto-organisation.

Identification du BMU

Pour déterminer l’unité correspondant le mieux, la méthode consiste à parcourir tous les nœuds et cal-

culer la distance Euclidienne entre le vecteur poids de chaque nœud et l’entrée utilisée. Nous désignons

par wk le vecteur poids du kième nœud. Soit xi l’échantillon sélectionné aléatoirement à l’itération t cou-

rante. Le nœud avec le vecteur poids le plus proche de l’échantillon courant est identifié comme étant la

BMU, en minimisant la distance Euclidienne, selon

min
k
‖wk − xi‖

2.

Le vecteur poids wk de chaque nœud k est alors ajusté s’il est dans le voisinage de la BMU, en

l’adaptant à

wk + ηtκG(wBMU ,wk)(xi −wk),



4.5. Expérimentations 87

où ηt est le taux d’apprentissage qui diminue à chaque itération selon l’équation suivante

ηt = η0 exp
(−t

λ

)

,

où λ est une constante du temps. Dans cette expression le noyau Gausien κG(wBMU ,wk) représente la

quantité d’influence que la distance du kième nœud à la BMU a sur son apprentissage, suivant l’équation

κG(wBMU ,wk) = exp
(−‖wBMU −wk‖

2

2σ2t (t)

)

Une caractéristique unique de l’algorithme d’apprentissage de Kohonen est que la zone du voisinage

se rétrécit à chaque itération. Cette caractéristique est accomplie en réduisant le rayon du voisinage avec

le temps. Pour ce faire, une fonction décroissante exponentielle est utilisée pour la largeur de bande du

noyau Gaussien ci-dessus, selon :

σt = σ0 exp(
−t

λ
),

où σ0 indique la largeur du treillis à l’itération initiale, et en pratique λ = nombre total d’itérations

log(o0)
. Le

voisinage se rétrécit au cours des itérations, pour ne contenir que la BMU.

4.5 Expérimentations

Dans cette section, nous présentons l’efficacité de la classification avec des méthodes à noyaux. Pour

ce faire, nous considérons un enregistrement d’électrocardiogramme (ECG), pris de [GAG+a, MM01].

Cet enregistrement est découpé en n segments, chacun comportant un battement commençant avant

l’onde P [CLS+07]. Il est important de noter que l’ECG est un signal irrégulier qui n’a pas de

période constante de sorte que le nombre d’échantillons des différents battements n’est pas unique.

Pour contourner ce problème, nous complétons les segments courts avec la moyenne des derniers

échantillons du segment [CCSK04].

4.5.1 Crit ères d’ évaluation de la classification

Après un test, l’une des quatre conclusions est tirée : TP qui représente un vrai positif (True Positive),

FP pour faux positif (False Positive), FN désigne faux négatif (False Negative) et TN pour vrai négatif

(True Negative). Si un battement anormal est classifié comme anormal, alors on dit que le battement est

classé TP. Tout battement normal qui est classifié comme un battement anormal par erreur donne alors

un résultat FN. Finalement, tout battement normal classifié comme normal produit un TN. Alors, TN et

FP représentent des personnes saines et TP et FN désignent des personnes malades.

Quatre critères d’évaluation sont utilisés dans la littérature pour évaluer la performance de chacune

des techniques de classification et d’extraction de caractéristiques : la spécificité, sensibilité, précision et

prédictivité positive. La spécificité est le rapport de personnes que le test considère sain parmi tous ceux
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TABLE 4.1: Les valeurs optimales des paramètres pour chacune des fonctions noyaux.

Noyau C paramètre du noyau

Linéaire 40 -
Polynomial 1 q = 10
Gaussien 100 σ = 0.8

qui sont vraiment en bonne santé. Une spécificité élevée indique qu’il y a une erreur de classification

mineure et moins de gens en bonne santé sont considérés comme malades. L’erreur produite par la

classification erronée est appelée erreur de première espèce (erreur de type I). La sensibilité est le

rapport de personnes que le test considère comme malades parmi tous ceux qui sont vraiment malades.

Une sensibilité élevée indique qu’il y a une erreur de classification mineure et moins de malades sont

considérés comme sains. L’erreur produite par la classification erronée est appelée erreur de second

type (erreur de type II). L’erreur de type II est plus dangereuse que l’erreur de type I puisque dans ce cas

une personne malade est considérée en bonne santé. Son traitement sera ignoré conduisant à de graves

problèmes. La précision est définie comme le rapport de battements classés correctement par rapport

au nombre total de battements. La prédictivité positive est le pourcentage des personnes ayant un test

positif et qui sont malades. Les erreurs de classification SVM peuvent souvent se produire à proximité

des frontières de décision, où les classes sont proches les unes des autres. Ces critères sont définis

comme suit :

1. Précision = TP+TN
TP+TN+FP+FN ∗ 100

2. Sensibilité = TP
TP+FN ∗ 100

3. Prédictivité Positive = TP
TP+FP ∗ 100

4. Spécificité = TN
TN+FP ∗ 100

4.5.2 Classification binaire

Dans cette partie, la classification binaire est prise en compte. Deux expérimentations sont faites. La

première tient compte des observations initiales tandis que la deuxième est appliquée sur les signaux

après avoir réduit leur dimension.

4.5.2.1 SVM binaire appliqu ée sur les observations initiales

Les fonctions noyaux utilisées sont, linéaire, polynomial et Gaussien. Le Tableau 4.1 résume les va-

leurs optimales des paramètres utilisés. Comme nous pouvons voir dans le Tableau 4.2, les résultats

obtenus avec le classifieur Gaussien sont mieux que ceux obtenus avec les classifieurs à noyaux linéaire

ou polynomial. Cette expérience révèle la supériorité de la classification SVM basée sur le noyau Gaus-

sien par rapport à d’autres techniques lors d’un traitement sur les données initiales transformées dans
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TABLE 4.2: Performance de la classification SVM binaire.

Méthode Précision Sensibilit é Spécificit é Prédictivit é
Positive

SVM linéaire 54 33 40 40
SVM polynomial 63 50 80 75
SVM Gaussian 68 58 80 77

FIGURE 4.7: Résultats de l’application du classifieur
Gaussien.

un espace fonctionnel de grande dimension. Les résultats de l’application du classifieur Gaussien sur les

données sont présentés dans la Figure 4.7.

4.5.2.2 Classification bas ée sur la r éduction des caract éristiques

Nous passons maintenant à l’application de la classification après avoir réduit les caractéristiques du

signal ECG.

Réduction des caract éristiques avec l’ACP

L’ACP détermine les axes principaux qui rendent compte du maximum de variance des données.

Pour ce faire, les vecteurs propres ayant la plus grande variance sont retenus, voir la Section 1.4.1. La

Figure 4.8 illustre les résultats de l’application de la classification SVM binaire combinée avec l’ACP.

L’algorithme 4.2 est appliqué pour la classification binaire avec l’analyse en composantes principales

pour lequel nous avons choisi le noyau Gaussien puisqu’il s’est révélé dans l’expérience précédente qu’il

est la fonction noyau la plus adéquate pour la classification des ECG. L’estimation des paramètres du

classifieur est faite via la méthode de la validation croisée à 5-plis comme illustré dans la Figure 4.8.

Réduction des caract éristiques avec l’ACP- à-noyaux

Passons maintenant à la réduction des caractéristiques avec l’ACP-à-noyaux. Comme le signal ECG a

./Chap5/gauss.eps


90 Chapitre 4. Étude de cas : les classifications binaire et multi-classes avec les méthodes à noyaux

Application de l’ACP sur les données d’apprentissage ;
Choix du classifieur SVM basé sur le noyau Gaussien ;
Apprentissage de ce classifieur sur les composantes principales ;
Estimation des paramètres du noyau Gaussien avec la méthode de la validation croisée à 5-plis;
Application de l’ACP sur les données du test;
Adoption du modèle d’apprentissage pour la classification des échantillons du test;

Algorithme 4.2: Algorithme de l’ACP-SVM.

FIGURE 4.8: Résultats de l’application de la classifi-
cation SVM binaire combinée avec l’ACP.

beaucoup de caractéristiques non-linéaires et puisque l’ACP extrait uniquement celles linéaires, nous

avons adopté l’ACP-à-noyaux pour extraire les composantes non-linéaires. L’algorithme ACP-à-noyaux

SVM est le même que ACP-SVM avec une seule différence, c’est que nous avons appliqué l’ACP-à-

noyaux comme méthode d’extraction de caractéristiques.

Pour trouver le nombre optimal de composantes principales extraites, nous exécutons le même algo-

rithme chaque fois pour une nouvelle autre dimension. Cette dimension réduite varie de un au nombre

de variables en augmentant une composante à chaque étape. La valeur qui génère l’erreur minimale sur

l’ensemble de validation est adoptée. Les meilleurs résultats obtenus dans SVM en utilisant l’entrée d’ori-

gine, sans extraction de caractéristiques, et en utilisant l’ACP avec les paramètres (C = 40 et σ = 10

pour les SVM) et l’ACP-à-noyaux avec les paramètres (C = 10 et σ = 0, 5 pour les SVM) pour l’extrac-

tion des caractéristiques sont donnés dans le Tableau 4.3. Ce Tableau montre que la classification SVM

couplée à l’extraction de caractéristiques à l’aide de l’ACP ou de l’ACP-à-noyaux présente une précision

supérieure à la classification SVM sans extraction de caractéristiques. De plus, la précision de l’ACP-à-

noyaux est meilleure que l’ACP classique, et elle est due à des composantes non-linéaires extraites par

la méthode à noyaux.

La Figure 4.9 illustre les résultats de l’application de la classification SVM binaire combinée avec

l’ACP-à-noyaux. Nous pouvons donc conclure que pour la classification binaire des signaux ECG, la

méthode la plus appropriée est de combiner les SVM avec l’ACP-à-noyaux.
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TABLE 4.3: Performance de la classification SVM binaire combinée avec l’ACP et l’ACP-à-noyaux.

Méthode Précision Sensibilit é Spécificit é Prédictivit é
Positive

SVM-Gaussien 68 58 80 77
ACP-SVM 85 80 88 90

ACP-à-noyaux-SVM 95 100 90 90

FIGURE 4.9: Résultats de l’application de la
classification SVM binaire combinée avec
l’ACP-à-noyaux.

4.5.3 Classification multi-classes

Nous passons maintenant à la classification multi-classes des signaux ECG. Pour ce faire, nous

avons appliqué les classifieurs SVM multi-classes mentionnés dans la Section 4.3 sur les signaux ECG.

Par conséquent, le signal lui-même est divisé en 3 classes. Dans notre étude, nous avons examiné trois

différentes classes : une classe pour le cas normal et deux classes pour les deux différents cas anor-

maux, contraction ventriculaire prématurée (Premature Ventricular Contraction PVC) et bloc de branche

gauche (Left Bundle Branch Block LBBB). Un PVC est une extrasystole impliquant les ventricules du

cœur, produisant parfois des palpitations accompagnantes, cependant un bloc de branche gauche est

l’échec de l’impulsion cardiaque de se propager vers le bas de la branche gauche, résultant en une

activation précoce de la partie droite du septum et un myocarde ventriculaire droit.

Notre objectif est d’optimiser les performances des classifieurs et d’atteindre un pourcentage de

bonne classification plus élevé. Les entrées de l’algorithme sont les données d’apprentissage, le pa-

ramètre σ du noyau Gaussien et le paramètre de régularisation C . Nous avons testé différentes valeurs

des paramètres avec la recherche de la meilleure solution en appliquant la validation croisée à 5-plis. Pour

la classification binaire, nous avons montré que le noyau Gaussien présente de meilleurs résultats que les

autres noyaux lorsqu’il s’agit de données initiales projetées dans un espace fonctionnel, en considérant

les valeurs retrouvées pour la précision, la sensibilité, la spécificité et la prédictivité positive. Ainsi, dans

la classification multi-classes, nous avons également examiné le noyau Gaussien. Après avoir appliqué la

méthode de validation croisée à 5-plis pour le noyau Gaussien, nous avons trouvé que pour le paramètre

de régularisation C de valeur égale à 100 et une largeur de bande σ égale à 1, la précision est maximale.
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FIGURE 4.10: Classifieur SVM avec un noyau Gaus-
sien en utilisant la stratégie OAO.

FIGURE 4.11: Classifieur SVM avec un noyau Gaus-
sien en utilisant la stratégie OAA.

FIGURE 4.12: Performances des classifieurs SVM
avec un noyau Gaussien pour les stratégies OAO
et OAA, ainsi que les perfomances lorsque les
stratégies sont combinées à l’ACP-à-noyaux.

Lors de la validation, nous avons utilisé 10 signaux normaux, 10 signaux anormaux présentant de PVC

et 14 signaux avec l’anomalie LBBB. Nous avons appliqué la classification multi-classes pour les signaux

ECG dans deux cas : sans extraction de caractéristiques et après extraction de caractéristiques. Les

Figures 4.10 et 4.11 montrent la classification multi-classes avec un noyau Gaussien pour les stratégies

de décomposition citées auparavant qui sont le “un-contre-tous” (OAA) et le “un-contre-un” (OAO).

Classification multi-classes SVM apr ès extraction des caract éristiques

Nous étudions la combinaison de l’ACP-à-noyaux avec les SVM. Après avoir appliqué la méthode

de validation croisée à 5-plis pour le noyau Gaussien, nous avons obtenu que pour le paramètre de

régularisation C égal à 100 et une largeur de bande σ égale à 0.1, la précision est maximale. Les

battements normaux présentent une précision de 100% dans les deux stratégies OAO et OAA en com-

binaison avec l’ACP-à-noyaux, les battements de cœur avec PVC ont une précision de 90% dans OAO

et 97.34% pour OAA, et les battements de cœur avec LBBB ont une précision 92.65% pour OAO et

94.85% pour la stratégie de OAA. Ces résultats illustrent la supériorité de l’ACP-à-noyaux avec OAA

lorsqu’il s’agit d’une classification multi-classes. La Figure 4.12 représente le pourcentage de signaux

ECG correctement classés dans chaque catégorie avec et sans extraction de caractéristiques. Les batte-
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TABLE 4.4: Liste faisant correspondre chaque couleur à son arythmie correspondante pour les signaux
ayant réduit leur dimension.

Couleur Arythmie
Rouge Bloc de branche gauche
Vert Normal
Bleu Pacemaker
Cyan Hypertrophie
Magenta Bloc de branche droite
Noir Cardiomyopathie
Orange Valvulopathie cardiaque
Jaune Infarctus du myocarde
Vert foncé Extrasystole auriculaire

ments normaux sont entièrement séparés des autres battements de cœur anormaux avec une précision

de 100%, les battements de cœur avec PVC ont une précision de 70% dans les deux stratégies OAO et

OAA, et les battements de cœur avec LBBB présentent une précision de 85.71% pour OAO et 92.85%

pour la stratégie de OAA.

4.5.4 Carte d’auto-organisation

Passons maintenant à une classification multi-classes en utilisant la carte d’auto-organisation. Deux

expérimentations sont réalisées. La première tient compte de la carte d’auto-organisation appliquée di-

rectement sur les signaux ECG, tandis que la seconde implique l’utilisation de l’ACP-à-noyaux sur les

signaux avant de les faire entrer dans l’algorithme de construction de la carte.

4.5.4.1 SOM appliqu ée sur les signaux ECG

Les signaux ECG sont pris de deux bases de données : Massachusetts Institute of Technology

[GAG+a] et Physikalisch-Technische Bundesanstalt [BKS]. L’ensemble de données est une matrice de

dimensions 63×42 composé de neuf classes : Normal (N), bloc de branche gauche (Left Bundle Branch

Block LBBB), bloc de branche droite (Right Bundle Branch Block RBBB), pacemaker (Pace Beat PB),

infarctus du myocarde (Myocardial Infarction MI), hypertrophie (Hyp), cardiomyopathie (Card), valvulopa-

thie cardiaque (Valvular Heart Disease Valv) et extrasystole auriculaire (Atrial Premature Beat Atr ). Le

Tableau 4.4 montre la correspondance couleur dans la SOM à une arythmie cardiaque bien donnée. Afin

de bien choisir la dimension et le nombre d’itérations les plus appropriés pour cette application, différents

tests ont été réalisés. Le Tableau 4.5 illustre ces différentes possibilités. À partir de ce Tableau, nous

avons choisi 40× 40 comme dimension pour la carte et le nombre d’itérations est fixé à 20 000. L’erreur

d’apprentissage est alors 0.000625%.

La Figure 4.13 montre le positionnement des maladies représentées chacune par une couleur. Grâce

à tous les tests réalisés, nous avons remarqué que les nœuds bleus qui représentent les signaux de
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TABLE 4.5: Valeurs de l’erreur d’apprentissage pour différentes dimensions et différents nombres
d’itérations.

Dimension ( o× o) Nombre d’it érations Erreur d’apprentissage ( %)
30 30000 0.0022
30 40000 0.0010
40 10000 0.0133
40 20000 0.000625
40 30000 0.0000138
40 40000 0.00000068

pacemaker sont toujours entourés par les nœuds rouges qui représentent les signaux avec un bloc de

branche gauche et les nœuds de couleur magenta indiquant les signaux avec un bloc de branche droite.

Il s’agit d’une mise en place correcte, puisque le pacemaker peut être placé soit sur le côté droit soit sur le

côté gauche de la poitrine. En d’autres termes, s’il est placé sur le côté gauche de la poitrine, il provoque

un signal RBBB, et un signal LBBB s’il est placé sur le côté droit de la poitrine. Tandis que s’il est centré

sur la poitrine, nous obtenons un signal de battement rythmé avec pacemaker. La Figure 4.13 illustre les

résultats obtenus lorsque les entrées sont les signaux ECG introduits suivant la liste ci-dessous :

1. Extrasystole auriculaire

2. Pacemaker

3. Bloc de branche droite

4. Bloc de branche gauche

5. Hypertrophie

6. Infarctus du myocarde

7. Normal

8. Valvulopathie cardiaque

9. Cardiomyopathie

4.5.4.2 ACP-à-noyaux et SOM appliqu ées sur les signaux ECG

Dans cette partie, nous avons appliqué l’ACP-à-noyaux afin de réduire la dimension des signaux

ECG. Une fois que la dimension est réduit, la carte d’auto-organisation est utilisée sur les signaux obte-

nus. La correspondance couleur et arythmie est donnée par le Tableau 4.4.

Plusieurs tests ont été réalisés afin de choisir la dimension et le nombre d’itérations adéquats pour

être utilisés sur les signaux à dimension réduite. Le Tableau 4.7 montre ces différents tests. Nous avons

alors choisi de prendre une dimension de 25 × 25 pour la carte et le nombre d’itérations fixé à 50 000.

L’erreur d’apprentissage est donnée par la moyenne de la distance qui sépare chaque nœud k de son

voisinage, pour ce cas, elle vaut 0.000625%. La carte ainsi formée est donnée par la Figure 4.15. Pour
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FIGURE 4.13: Carte SOM pour les données d’ap-
prentissage

FIGURE 4.14: Résultats du test appliqué sur la carte
SOM des ECG

TABLE 4.6: Valeurs de l’erreur d’apprentissage pour différentes dimensions et différents nombres
d’itérations pour les signaux ayant réduit leur dimension.

Dimension ( o× o) Nombre d’it érations Erreur d’apprentissage ( %)
20 20000 0.2250
20 25000 0.1345
20 40000 0.0572
25 30000 0.00140
25 50000 0.00063
30 20000 0.000053
30 40000 0.00004

valider cette approche, nous avons testé la carte en choisissant différents signaux ECG. La Figure 4.16

montre les résultats du test appliqué suivant la liste ci-après :

1. Bloc de branche droite

2. Normal

3. Extrasystole auriculaire

4. Bloc de branche gauche

5. Infarctus du myocarde

6. Hypertrophie

7. Cardiomyopathie

8. Pacemaker

9. Valvulopathie cardiaque

La SOM combinée à l’ACP-à-noyaux permet la plus grande précision même sur un ensemble de 100

signaux utilisés pour le test. Ces signaux sont répartis en différentes catégories, sains ou anormaux, où
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FIGURE 4.15: Carte SOM pour les données d’ap-
prentissage après réduction de dimension.

FIGURE 4.16: Résultats du test appliqué sur la carte
SOM après réduction de dimension.

TABLE 4.7: Résultats de la classification des signaux avec le taux de précision.

Classe du signal Correct Faux Place erron ée Total Précision
Bloc de branche gauche 15 0 – 15 100%
Normal 16 0 – 16 100%
Pacemaker 10 0 – 10 100%
Infarctus du myocarde 10 0 – 10 100%
Hypertrophie 10 0 – 10 100%
Cardiomyopathie 15 0 – 15 100%
Bloc de branche droite 4 0 – 4 100%
Valvulopathie cardiaque 10 0 – 10 100%
Extrasystole auriculaire 10 0 – 10 100%

les anomalies sont les huit cas cités auparavant. Le Tableau 4.7 regroupe les résultats de la classification

des signaux tout en indiquant le pourcentage de la précision.

Le Tableau 4.8 regroupe une synthèse générale des résultats obtenus lors de cette étude de cas, en

appliquant les classifications binaire et multi-classes. Comme nous pouvons le voir, le noyau Gaussien

est le plus utilisé dans de telles études. Le noyau Gaussien est plus adapté pour l’étude de signaux en

tenant compte de sa largeur de bande. Lorsque nous appliquons une réduction de caractéristiques, nous

obtenons de meilleurs résultats. Cette synthèse est valable dans le cas de classification binaire ainsi que

dans le cas de classification multi-classes.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré la puissance des méthodes à noyaux dans le domaine de la

classification des signaux biomédicaux. Deux techniques de classification ont été couplées aux méthodes
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TABLE 4.8: Synthèse générale de l’étude de cas sur la classification.

Classification Noyau et sp écification Précision pre (%)
Binaire Gaussien pre = 68

Binaire avec réduction Gaussien avec ACP-à-noyaux pre = 95

Multi-classes Gaussien avec stratégie Un-Contre-Tous 70 < pre < 100

Multi-classes avec Gaussien avec stratégie Un-Contre-Tous 95 < pre < 100
extraction combiné à l’ACP-à-noyaux
Carte d’auto-organisation Carte d’auto-organisation pre > 97

avec l’ACP-à-noyaux

à noyaux : les machines à vecteurs supports (SVM) et la carte d’auto-organisation (SOM). Les SVM

sont une méthode de classification basée sur l’apprentissage supervisé tandis que la SOM est basée

sur l’apprentissage non-supervisé. Nous avons introduit pour les SVM les classifications binaire et celle

multi-classes avec deux stratégies “un-contre-tous” (OAA) et “un-contre-un” (OAO), ainsi que l’algo-

rithme de la SOM pour une classification multi-classes. Les expérimentations pour séparer les signaux

des personnes saines de celles présentant des anomalies montrent que les SVM avec réduction des

caractéristiques présentent une précision meilleure que le cas sans réduction, plus spécifiquement les

SVM avec l’ACP-à-noyaux classent les données mieux que le cas avec l’ACP linéaire. De plus pour une

classification multi-classes des arythmies cardiaques, la stratégie OAA est meilleure que celle OAO, et la

précision de ces deux techniques augmente une fois elles sont couplées à l’ACP-à-noyaux. Finalement,

après avoir réduit la dimension des signaux ECG de l’espace des observations, la SOM présente une

classification parfaite de ces données avec une cartographie de dimensions réduites par rapport au cas

sans réduction de dimensions.
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Durant les deux dernières décennies, nous avons assisté à une prolifération des méthodes à noyaux

grâce à la diversité des traitements non-linéaires qu’elles autorisent avec un faible coût calculatoire. Un

élément fondamental, assurant le succès de ces méthodes, est l’astuce du noyau. Le principe clé réside

dans l’interprétation d’un noyau défini positif comme un produit scalaire dans un espace transformé. Ainsi

un tel noyau assure-t-il le passage des données de l’espace des observations à l’espace dit de Hilbert à

noyau reproduisant, sans la nécessité d’exhiber la fonction de transformation non-linéaire associée. L’ob-

jectif de ce mémoire est de proposer dans ce cadre des méthodes pour l’extraction des caractéristiques,

l’analyse de séries temporelles et la classification.

Dans un premier temps, nous avons présenté la théorie des noyaux reproduisants tout en décrivant

leurs caractéristiques, et en précisant les deux éléments fondamentaux des méthodes à noyaux qui sont

l’astuce du noyau et le théorème de représentation. L’Analyse en Composantes Principales (ACP)-à-

noyaux a été introduite après avoir décrit l’ACP classique qui échoue au traitement des données non-

linéaires. Ensuite, l’ACP-à-noyaux a été présentée pour la reconnaissance des formes, en vue de l’extrac-

tion des caractéristiques et le débruitage. Pour ces applications, le retour inverse de l’espace fonctionnel

à l’espace des observations est exigé. Pour ce faire, nous avons défini ce problème, dit de la pré-image.

L’état de l’art sur les différentes techniques de résolution de ce problème a été effectué, et nous avons

proposé une écriture de la pré-image sous la forme d’une combinaison des données disponibles.

Dans un second temps, il nous a paru indispensable de rajouter des contraintes qui sont liées à

la physiologie des données, en particulier la contrainte de non-négativité. Nous avons alors proposé la

résolution du problème de pré-image sous contraintes de non-négativité. Pour ce faire, deux approches

sont introduites. La première impose la non-négativité de la pré-image elle-même, tandis que la seconde

l’impose sur l’additivité des contributions qui sont les coefficients d’un modèle décrivant une solution

de la pré-image. Cette dernière approche illustre le principe de parcimonie des résultats. L’approche

proposée a été appliquée pour l’extraction des composantes de signaux électroencéphalogrammes, et le

débruitage de données artificielles et de chiffres manuscrits. Le débruitage des données artificielles ainsi

que des chiffres manuscrits a été réalisé en utilisant différentes techniques de pré-image. Les résultats de

la comparaison de cette approche avec d’autres techniques de pré-image telles la descente du gradient,

celle du point-fixe, la méthode régularisée et celle pénalisée, ont montré la pertinence de la méthode

proposée.

Dans un troisième temps, nous avons considéré les méthodes à noyaux pour l’analyse et la prédiction

de séries temporelles. Les séries temporelles sont des séquences de valeurs qui varient avec le temps.

Nous pouvons en citer les données financières, économétriques, gestionnaires et statistiques et les bio-

signaux dont les signaux électroencéphalogrammes et électrocardiogrammes. Pour ce faire, le modèle

prédictif linéaire dit autorégressif (AR) a été introduit, tout en proposant son extension pour le cas non-

linéaire. Le modèle AR est défini soir par la méthode des moindres carrés, soit les équations de Yule-
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Walker qui sont les mathématiques sous-jacentes maı̂trisant un tel modèle. Alors, nous avons élaboré

trois modèles AR-à-noyaux. Le premier nécessite une technique de résolution du problème de pré-image

pour la prédiction. Il tient compte de la définition des méthodes à noyaux, en d’autres termes la trans-

formation vers un espace fonctionnel où l’estimation de l’échantillon futur est réalisée. Une extension

de la méthode des moindres carrés est alors présentée dans l’espace fonctionnel, et une extension

des équations de Yule-Walker est réalisée dans cet espace afin de définir le modèle AR-à-noyaux en

question. Une fois, cette estimation est faite, il s’avère nécessaire de faire le retour inverse pour prédire

l’échantillon dans l’espace des observations. Le second modèle utilise directement les valeurs obte-

nues en évaluant le noyau considéré afin de prédire les échantillons futurs, tandis que le dernier est

un modèle hybride en lien avec les deux modèles précédents. Les séries temporelles utilisées lors

des expérimentations sont d’une part unidimensionnelles telles que les séquences MG30 et Laser

et les signaux électroencéphalogrammes et d’autre part chaotiques multidimensionnelles telles que les

séquences Ikeda et Lorenz. Les différentes expérimentations ont montré la pertinence de la méthode

proposée. L’efficacité des modèles proposés est montrée en les comparant au modèle AR linéaire, au per-

ceptron multicouche, au régresseur à vecteurs supports et au filtre de Kalman non-linéaire. La première

approche proposée donne des meilleurs résultats que les autres techniques au détriment du temps de

calcul. Le modèle hybride est un bon compromis entre temps de calcul et précision de la prédiction.

Il donne des résultats moins bons que la première approche proposée mais ses performances restent

au-delà de celles des méthodes traditionnelles.

Dans un dernier temps, la classification binaire et multi-classes ont été examinées. À cette fin,

deux méthodes sont utilisées. La première utilise les machines à vecteurs supports (SVM), en se ba-

sant sur l’apprentissage supervisé. Elles sont principalement conçues pour une classification binaire, et

sont adaptées pour une classification multi-classes selon deux stratégies de décompositions différentes,

“un-contre-un” et “un-contre-tous”. Cette méthode a été appliquée pour la discrimination des signaux

électrocardiogrammes pour distinguer les personnes saines des personnes présentant des anomalies

cardiaques, et pour différencier entre plusieurs problèmes cardiaques en utilisant ces deux stratégies.

Les résultats ont montré que pour une classification binaire, les SVM avec un noyau Gaussien après

réduction des caractéristiques donnent une précision plus élevée par rapport à une classification sur les

données sans réduction des caractéristiques. De plus, si la réduction est réalisée par l’ACP-à-noyaux,

la précision est meilleure et elle atteint 95%. De même, pour la classification multi-classes, les SVM

après extraction des caractéristiques classifient mieux les différentes anomalies. La seconde méthode

utilise la carte d’auto-organisation (SOM). Contrairement aux SVM, la SOM est basée sur l’apprentis-

sage non-supervisé. Elle est utilisée en vue d’une classification multi-classes sans et avec réduction de

la dimension des signaux. Les résultats ont montré que la SOM avec l’ACP-à-noyaux pour la réduction

de dimension présentent une précision presque parfaite.
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Perspectives

Notre travail ne s’achève pas à la fin de ce manuscrit. Un certain nombre de pistes méritent encore d’être

explorées :

Méthodes à noyau multiple. Nous avons appliqué les méthodes à noyau en choisissant une fonction

non-linéaire bien donnée. Une extension intéressante serait d’appliquer l’idée des méthodes à noyau mul-

tiple, impliquant la sommation de différents noyaux. Cette sommation est équivalente à la concaténation

des espaces fonctionnels. Il fallait alors voir la régularisation de ces noyaux multiples imposant ainsi une

certaine parcimonie.

La sélection des noyaux et des paramètres. Une perspective de travail intéressante serait la sélection

du noyau à partir des données, ainsi que le choix des hyperparamètres. Un plan d’étude consistera à

considérer conjointement l’apprentissage de la statistique et l’apprentissage du noyau, c’est-à-dire en

incluant tous les paramètres dans les variables du problème. Bien qu’aucun algorithme de résolution

global n’existe, il ne s’agit pas d’une impossibilité théorique : les méthodes actuelles de résolution de

problèmes sont simplement incompatibles avec la nature non-linéaire des fonctions à noyaux. Pour la

classification binaire, nous avons utilisé trois types de noyaux : le noyau Gaussien, le noyau polynomial

et le noyau exponentiel. Suite à ce choix, nous avons pris pour la classification multi-classes, le noyau

Gaussien pour discriminer les signaux ECG. Nous pensons que ce sujet mérite d’être approfondi afin de

mieux exploiter le potentiel des méthodes à noyaux. De plus, le choix du paramètre de régularisation C

est pris selon les données d’entrée. Des études sont nécessaires pour le développement de procédures

qui permettent l’optimisation de ce paramètre.

La factorisation non-négative. Il serait intéressant d’implémenter une méthode analogue à l’Analyse

en Composantes Principales, cependant en préservant la positivité des résultats. Nous parlons alors de

la factorisation non-négative (NonNegative Matrix Factorization soit NNMF ). Il serait alors avantageux

de comparer les résultats obtenus par une méthode classique de la pré-image de facteurs obtenus par

NNMF avec les résultats des méthodes proposées.

Les contraintes de boı̂tes et la parcimonie. Nous avons considéré la contrainte de non-négativité de

la pré-image ou des coefficients du modèle définissant la pré-image. Une extension vers les contraintes

de boı̂tes mérite d’être étudiée. Ces contraintes de boı̂tes, en anglais box-constraints, imposent des

conditions non seulement sur une borne mais sur les bornes, d’où vient le nom de boı̂te. À cette fin,

les limites supérieures et inférieures doivent être satisfaites, comme pour le traitement des images en

niveaux de gris. Les contraintes de non-négativité des coefficients du modèle définissant la pré-image

ont abouti à un effet secondaire qui est la parcimonie du résultat. Une étude intéressante serait de lancer

des investigations plus poussées vers des critères de parcimonie lors de l’application des méthodes à

noyaux en reconnaissance des formes.

Le modèle autorégressif. Le modèle autorégressif dépend de l’ordre, et des coefficients le définissant.

Différents critères, comme le critère d’information d’Akaike ou le critère d’information Bayesien et la fonc-

tion partielle d’autocorrelation, sont présents dans la littérature pour estimer cet ordre. Il serait souhaitable

d’élaborer ces critères dans l’espace fonctionnel. Un développement pourrait être envisagé pour des
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techniques d’estimation des paramètres, telles que la méthode de Levinson-Durbin. En outre, nous envi-

sageons l’utilisation des méthodes de processus Gaussiens où la fonction de covariance est la fonction

noyau. Il serait aussi souhaitable d’étendre l’approche proposée pour le modèle autorégressif à moyenne

mobile (ARMA pour autoregressive moving average).



ANNEXE A

Annexe

Dans cet annexe, nous dérivons les expressions, associées aux deux classes de noyaux, du gradient

de (1.10) par rapport à x, à savoir

∇xJ(x) = −

n
∑

i=1

γi∇xκ(xi,x) +
1

2
∇xκ(x,x). (A.1)

ainsi que les expressions de la méthode itérative du point fixe.

Pour cela, nous rappelons l’expression du gradient d’une composition de deux fonctions. Soient h2

une fonction à valeurs réelles définie sur IR et h1 une fonction à valeurs réelles définie sur X (nous

nous intéressons en particulier à h1(x) = 〈xi, x〉 ou encore h1(x) = ‖xi − x‖2, voir plus bas). Sous

condition de différentiabilité de la fonction h2 en h1(x), nous avons alors

∇x(h2 ◦ h1)x = h
(1)
2 (h1(x))∇xh1(x),

où h
(1)
2 (ζ) désigne la première dérivée de la fonction h2 par rapport à ζ , c’est-à-dire

h
(1)
2 (ζ) =

∂h2(ζ)

∂ζ
.

A.1 Noyaux projectifs

Les noyaux projectifs sont de la forme κ(xi,xj) = f(〈xi, xj〉). Dans ce cas,

∇xf(〈xi, x〉) = f (1)(〈xi, x〉)∇x(〈xi, x〉)

avec le gradient ∇x(〈xi, x〉) est donné par le vecteur dont la kième composante est

∂〈xi, x〉

∂[x]k
=

dim(X )
∑

j=1

[xi]j
[x]j
∂[x]k

=

dim(X )
∑

j=1

[xi]j δjk = [xi]k,

où δjk désigne le symbole de Kronecker. En d’autres termes, ∇x(〈xi, x〉) = xi, soit

∇xf(〈xi, x〉) = f (1)(〈xi, x〉)xi.
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D’autre part, il est facile de montrer que

∇xf(〈x, x〉) = 2 f (1)(〈x, x〉)x,

puisque
∂〈x, x〉

∂[x]k
=
∂‖x‖2

∂[x]k
= 2 [x]k.

Le gradient (A.1) s’écrit alors

∇xJ(x) = −
n
∑

i=1

γi f
(1)(〈xi, x〉)xi + f (1)(〈x, x〉)x.

A l’optimum x∗, c’est-à-dire lorsque l’expression ci-dessus s’annule, nous obtenons

n
∑

i=1

γi f
(1)(〈xi, x

∗〉)xi = f (1)(〈x∗, x∗〉)x∗,

ou encore sous la forme d’expression du point fixe :

x∗ =

∑n
i=1 γi f

(1)(〈xi, x
∗〉)xi

f (1)(〈x∗, x∗〉)
.

Le noyau polynomial est un cas particulier de noyaux projectifs, avec

κq(xi,xj) = (c+ 〈xi, xj〉)
q.

Nous avons alors

∇xκq(xi,x) = ∇x(c+ 〈xi, x〉)
q = q (c+ 〈xi, x〉)

q−1xi = q κq−1(xi,x)xi,

ce qui permet de déterminer l’expression du point fixe

x∗ =

∑n
i=1 γi κq−1(xi,x

∗)xi
κq−1(x∗,x∗)

.

A.2 Noyaux radiaux

Ne dépendant que de la distance, les noyaux radiaux sont de la forme κ(xi,xj) = g(‖xi − xj‖
2).

Nous avons alors

∇xg(‖xi − x‖2) = g(1)(‖xi − x‖2)∇x(‖xi − x‖2).
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Dans ce cas, il est facile de montrer que la kième composante du gradient ∇x(‖xi − x‖2) est :

∂(‖xi − x‖2)

∂[x]k
= −2([xi]k − [x]k),

ce qui permet d’écrire ∇x(‖xi − x‖2) = −2(xi − x), et par conséquent

∇xg(‖xi − x‖2) = −2 g(1)(‖xi − x‖2) (xi − x).

Le gradient (A.1) s’écrit alors

∇xJ(x) = −
n
∑

i=1

γi g
(1)(‖xi − x‖2) (xi − x).

Cette dernière s’annulant à l’optimum x∗, nous obtenons l’expression du point fixe

x∗ =

∑n
i=1 γi g

(1)(‖xi − x‖2)xi
∑n

i=1 γi g
(1)(‖xi − x‖2)

.

Un exemple de noyaux radiaux est le noyau Gaussien, avec κG(xi,xj) = exp
(

−1
2σ2 ‖xi − xj‖

2
)

.

Nous avons alors :

x∗ =

∑n
i=1 γi κG(xi,x

∗)xi
∑n

i=1 γi κG(xi,x
∗)

.





Bibliographie

[ABR64] M. A. Aizerman, E. A. Braverman, and L. Rozonoer. Theoretical foundations of the poten-

tial function method in pattern recognition learning. In Automation and Remote Control,

number 25, pages 821–837, 1964. 12, 17

[AG11] H. S. Anderson and M. R. Gupta. Expected kernel for missing features in support vector

machines. In IEEE Workshop on Statistical Signal Processing, Nice, France, 28-30 June

2011. 56

[AGSJ11] H. S. Anderson, M. R. Gupta, E. Swanson, and K. Jamieson. Channel-robust classifiers.

IEEE Transactions on Signal Processing, 59(4) :1421–1434, 2011. 56

[AH09] T. J. Abrahamsen and L. K. Hansen. Input space regularization stabilizes pre-images for

kernel PCA de-noising. In IEEE Workshop on Machine Learning for Signal Processing

(MLSP), pages 1–6, Grenoble, France, 2009. 27, 31

[AH11] T. J. Abrahamsen and L. K. Hansen. Regularized pre-image estimation for kernel pca

de-noising : Input space regularization and sparse reconstruction. Journal of Signal

Processing Systems, 65(3) :403–412, 2011. 47, 50, 54

[Aro50] N. Aronszajn. Theory of reproducing kernels. Trans. Amer. Math. Soc., 68 :337–404,

1950. 14, 15, 16

[Bak05] G. Bakir. Extension to kernel dependency estimation with applications to robotics. PhD

thesis, Technical University, Berlin, Germany, November 2005. 28

[BD09] P.J. Brockwell and R.A. Davis. Time Series : Theory and Methods. Springer Series in

Statistics. Springer, 2009. 58

[BGV92a] B. E. Boser, I. M. Guyon, and V. N. Vapnik. A training algorithm for optimal margin

classifiers. In Proceedings of the fifth annual workshop on Computational learning theory,

COLT ’92, pages 144–152, New York, NY, USA, 1992. ACM. 80

[BGV92b] B. E. Boser, L. M. Guyon, and V. Vapnik. A training algorithm for optimal margin classi-

fiers. In Proceedings of the 5th annual ACM workshop on computational learning theory,

pages 144–152. ACM Press, 1992. 12

[BJMO11] F. Bach, R. Jenatton, J. Mairal, and G. Obozinski. Structured sparsity through convex

optimization. CoRR, 2011. 43

[BJMO12] F. R. Bach, R. Jenatton, J. Mairal, and G. Obozinski. Optimization with sparsity-inducing

penalties. Foundations and Trends in Machine Learning, 4(1) :1–106, 2012. 43

[BKS] R. Bousseljot, D. Kreiseler, and A. Schnabel. The PTB diagnostic ECG database.

http://physionet.org/physiobank/database/ptbdb/. 80, 93

http://physionet.org/physiobank/database/ptbdb/


108 Bibliographie

[BL07] L. Bottou and C.-J. Lin. Support vector machine solvers. In Large-Scale Kernel Machines,

Neural Information Processing Series. MIT Press, 2007. 81

[BSW07] G. Bakir, B. Schölkopf, and J. Weston. On the pre-image problem in kernel methods.

In Eds. G. Camps-Valls and J.L. Rojo-Alvarez and M. Martinez-Ramon, Kernel Methods

in Bioengineering, Signal and Image Processing, pages 284–302. Hershey, PA : Idea

Group publishing, 2007. 28

[BT98] R. Bourbonnais and M. Terraza. Analyse des séries temporelles en économie. Économie
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2006. Université de Rennes 1, Suvisoft. 83

[MM01] G B Moody and R G Mark. The impact of the mit-bih arrhythmia database. IEEE Eng

Med Biol Mag, 20(3) :45–50, 2001. 87

[MOG97] S. Mukherjee, E. Osuna, and F. Girosi. Nonlinear prediction of chaotic time series using

support vector machines. In IEEE Workshop on Neural Networks for Signal Processing

VII, pages 511–519. IEEE Press, 1997. 57, 71

[MSS+99] S. Mika, B. Schölkopf, A. Smola, K.-R. Müller, M. Scholz, and G. Rätsch. Kernel PCA
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