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Glossaire des notations et abr éviations

Notation

ECG
MIT-BIH
MSE
SVM
SOM
BMU
PTB

Signification

ensemble des nombres entiers

ensemble des nombres réels

espérance mathématique d’une série statistique

covariance

dimension d'un espace

j*ém composante de [-]

opérateur indiquant la matrice diagonale

noyau reproduisant

espace des observations

espace de Hilbert a noyau reproduisant, associé a la fonction ®: x € X — &(x) € H
fonction de mapping associée a I'espace de représentation H

produit scalaire dans I'espace H

norme associée au produit scalaire (-, -)x

fonction co(t

Analyse en Composantes Principales (Principal Component Analysis)
espace de Hilbert a noyau reproduisant (Reproducing Kernel Hilbert Space)
Echelle multidimensionnelle (MultiDimensional Scaling)

Potentiels évoqués (Event Related Potentials)

Erreur absolue moyenne (Mean Absolute Error)

Rapport signal sur bruit (Peak Signal-to-Noise Ratio)

AutoRégressif

ElectroCardiogGramme

Massachusetts Institute of Technology-Beth Israel Hospital

Erreur quadratigue moyenne (Mean Square Error)

machine a vecteurs supports (Support Vector Machine)

carte d’auto-organisation (Self-Organizing Map)

unité correspondant le mieux (Best Matching Unit BMU)
Physikalisch-Technische Bundesanstalt






Résum é

Durant les deux derniéres décennies, les méthodes dites a noyaux ont favorisé I'essor de I'apprentis-
sage statistique pour le traitement de systémes non-linéaires, souvent en pénurie d’information a priori.
Lidée principale de ces méthodes non-linéaires réside dans I'astuce du noyau, qui permet de transfor-
mer |'espace des observations en un espace plus pertinent, souvent de plus grande dimension. Ainsi,
en appliquant dans ce dernier les techniques classiques de traitement linéaire, ces méthodes sont-elles
aménagées pour une vaste classe de systemes non-linéaires. Dans le foisonnement de ces méthodes,
dont les Machines a Vecteurs Supports sont le fer de lance, peu de travaux ont été menés sur le probléme
inverse, c'est-a-dire le retour a I'espace des observations. Paradoxalement, bien que la transformation
non-linéaire induite par le noyau est fondamentale, le retour inverse a I'espace des observations est
souvent crucial. La résolution de ce probleme, dit de la pré-image, permet de nouveaux domaines d'ap-
plication pour les méthodes a noyaux, dont la reconnaissance des formes, I'extraction de caractéristiques,
le débruitage de signaux, ou encore I'analyse de séries temporelles.

Lobjectif de cette thése est de montrer que les récentes avancées en théorie de I'apprentissage sta-
tistique apportent des solutions pertinentes a plusieurs problémes soulevés en traitement du signal et des
images, et plus précisément dans le cas de signaux issus de capteurs physiologiques ou la nonlinéarité
est extrémement courante. Diverses méthodes a noyaux sont élaborées pour proposer des solutions en
reconnaissance des formes, analyse de séries temporelles, et classification d’anomalies.

La premiere partie de cette thése porte sur la résolution du probléeme de la pré-image avec
contraintes. Nous étudions des contraintes imposées par la physiologie, et en particulier la non-négativité.
Nous nous intéressons dans un premier temps a la non-négativité du résultat. Dans un second temps,
nous tenons compte de I'additivité des contributions, induisant une certaine parcimonie dans le résultat.
En couplant ces développements avec I'analyse en composantes principales a noyaux, nous proposons
une extraction de caractéristiques avec contraintes pour des signaux électroencéphalographiques et le
débruitage des images.

La deuxiéme partie porte sur I'analyse de séries temporelles, selon une approche prédictive. Nous
élaborons alors des modeéles autorégressifs dans I'espace transformé, la prédiction nécessitant la
résolution du probleme de pré-image. Deux modeles prédictifs a noyaux sont étudiés en détail : une
méthode basée sur le probleme de moindres carrés, et une sur la résolution des équations de Yule-
Walker. Une investigation de I'impact de la résolution du probléme de pré-image est effectuée. Une étude
empirique montre la pertinence de ces modeéles pour I'analyse d'électrocardiogrammes.

La derniere partie de cette these traite le probleme de classification de signaux
électrocardiogrammes, afin de détecter des anomalies présentes dans les enregistrements. Nous
étudions les performances des machines a vecteurs supports, avec et sans extraction de ca-
ractéristiques, pour réaliser un détecteur d’anomalies. Une étude multi-classes est menée pour I'analyse
de différents types d’anomalies, en utilisant d’'une part les cartes auto-organisatrices et d’autre part les



Résumé

machines a vecteurs supports.



Abstract

Over the past two decades, kernel-based methods have favored the development of the statistical
learning for the analysis of nonlinear systems, often with a lack of prior information. The main idea
behind these nonlinear methods is the kernel trick, which allows the transformations from the input space
into a high-dimensional feature space. Thus, by applying in this space standard linear techniques, these
methods provide nonlinear processing in the input space. During the proliferation of these methods,
where Support Vector Machines are the spearhead, little work has been done on the inverse problem of
the kernel trick, that is the return to the input space. Paradoxically, although the nonlinear transformation
induced by the kernel is fundamental, the return to the input space is often critical. This problem is called
the pre-image problem. Its resolution allows a new class of kernel-based machines.

The purpose of this thesis is to show that recent advances in statistical learning theory provide rele-
vant solutions to several issues in signal and image processing, and more specifically the case of signals
from physiological sensors where nonlinearities are extremely common. Several kernel-based methods
are elaborated to provide solutions in pattern recognition, time series analysis, and classification of ano-
malies.

The first part of this thesis covers the resolution of the pre-image problem with constraints. We study
the constraints imposed by physiology, and in particular the non-negativity. We are interested in the first
place with the non-negativity of the result. In a second step, we take into account the additivity of the
contributions, inducing some sparsity in the result. By combining these developments with the Kernel
Principal Component Analysis, we propose a constrained feature extraction for event related potential
signals and for denoising images.

The second part focuses on the analysis of time series, according to a predictive approach. Thus, we
develop autoregressive models in the feature space, where the prediction requires solving the pre-image
problem. Two kernel-based models for prediction are studied in detail : the first one is based on the least-
squares problem, and the second one is based on solving the Yule-Walker equations. An investigation
of the impact of the resolution of the pre-image problem is made. An empirical study demonstrates the
relevance of these models for the analysis of electrocardiograms.

The last part of this thesis deals with the problem of classification of electrocardiogram signals to
detect anomalies. We study the performance of support vector machines, with and without feature ex-
traction, to provide an anomaly detector. A study for multi-class is conducted to analyze various types
of anomalies using, on the one hand, self-organizing maps, and on the other hand the support vector
machines.






Introduction

Présentation g énérale

Durant ces deux derniéres décenies, le domaine du traitement du signal a connu des progrés no-
tables grace a I'émergence d’outils nouveaux pour le traitement des probléemes non-linéaires. En appren-
tissage automatique, nous pouvons citer la reconnaissance des formes, I'extraction de caractéristiques,
le débruitage de signaux ou des images, I'analyse de séries temporelles, sans oublier les problémes
décisionnels tels que la détection et la discrimination a deux ou plusieurs classes. Les données dis-
ponibles dans ces domaines d’applications, provenant de systéemes naturels, sont trés complexes et
ne peuvent hélas étre expliquées par des modeles linéaires traditionnels. Par suite, les chercheurs ont
éprouvé la nécessité de proposer des algorithmes non-linéaires permettant d’appréhender une classe
étendue de problémes. Les nouvelles approches visent a utiliser les méthodes a noyaux. Ces techniques
exploitent la théorie des noyaux reproduisants. Lidée principale est I'astuce du noyau, permettant de
transformer les données par le concours d’'une application non-linéaire, dans un espace de dimension
élevée, ou des méthodes linéaires peuvent étre appliquées. Ces méthodes a noyaux ont été appliquées
avec succes pour de nombreuses applications et ont montré des performances remarquables. Lobjectif
de cette theése est de montrer que les méthodes a noyaux apportent des solutions pertinentes a plu-
sieurs problemes soulevés en traitement du signal et des images, plus précisément dans le cas de
signaux biomédicaux. Différentes méthodes non-linéaires sont élaborées : la résolution du probleme de
la pré-image sous contraintes de non-négativité pour la reconnaissance des formes, I'extraction des ca-
ractéristiques et le débruitage, le modéle autorégressif a noyaux pour la prédiction des séries temporelles,
et finalement les machines a vecteurs supports pour la discrimination afin d’améliorer les performances
en classification.

En reconnaissance des formes, dont I'extraction des caractéristiques et le débruitage des données,
parfois nous cherchons a identifier les formes ou les données afin de les interpréter ou de les représenter
dans I'espace des données ou elles sont décrites. Ainsi, devons-nous faire le retour inverse de I'espace
de projection, désigné par espace fonctionnel, a I'espace des observations. Or, ce retour n’est pas tou-
jours aussi évident, puisque nous avons recours a utiliser des noyaux afin de faire la transformation
vers cet espace. La fonction inverse permettant le retour a I'espace d’entrée n’existant pas, ce probléme
mal posé est le probleme de la pré-image. Pour ce faire, nous cherchons a trouver une solution dans
I'espace des observations ayant comme image la fonction calculée dans I'espace fonctionnel. Une nou-
velle écriture de la pré-image est détaillée dans la thése afin de représenter la solution en question.
Tenant compte de I'aspect physique des observations disponibles, le probléeme de la pré-image est sujet
aux contraintes imposées. Nous étudions en particulier les contraintes de non-négativité. Nous distin-
guons entre les contraintes sur les données elles-mémes des contraintes sur des coefficients du modéle
définissant la pré-image. Une propriété importante, obtenue pour le second cas, est la parcimonie des



6 Introduction

résultats.

Confronté a des problemes de vie, I'humanité a toujours été intéressée par I'avenir. Comme la ci-
vilisation avance, avec une sophistication croissante dans toutes les phases de la vie, la nécessité de
regarder vers I'avenir a grandi avec elle. De nos jours, chaque agence gouvernementale, entreprise, ou
industrie ainsi que le citoyen veulent et doivent étre en mesure de prévoir et planifier des événements
futurs. En effet, pour prendre une décision dans le présent, nous devons avoir des plans pour I'avenir.
Aujourd’hui, les techniques liées a la prédiction des séries temporelles constituent un outil d’aide a la
décision. La recherche en matiére de méthodes de prédiction est trés intense. Le développement de ces
techniques a été attribué aux progres réalisés en statistique et probabilités. Parmi les méthodes les plus
connues, nous citons le modele autorégressif. Il prédit un échantillon futur a partir d'un certain nombre
d’échantillons de son passé. En utilisant les méthodes a noyaux, nous proposons alors d'étendre I'usage
de ce modeéle pour les signaux pris sur des systémes non-linéaires.

Autre gue la prédiction, I'hnumanité a intérét de classer les données. Il est indispensable de classer et
regrouper les données présentant les mémes caractéristiques. Les méthodes de classification ont pour
objectif de classer un objet, dans une catégorie donnée suivant certains traits descriptifs. Elles peuvent
étre appliquées pour différents problemes, en particulier, le probleme de la santé qui est un secteur
concernant tout le monde, comme le cas des problémes cardiaques qui sont la premiére cause de mort
de nos jours. Dans ce manuscrit, nous proposons d'appliquer les méthodes a noyaux pour discriminer
les personnes présentant des anomalies cardiaques des personnes saines. Pour ce faire, les machines
a vecteurs supports, (SVM pour Support Vector Machines) sont utilisées pour la classification binaire
qui se compose soit d’'une personne saine soit d’'une personne malade. Létude comporte alors une
décision entre deux hypothéses possibles. Or, les anomalies cardiaques sont présentes sous différentes
formes. |l est nécessaire de les classer en plusieurs catégories. Mémes si les SVM sont congues princi-
palement pour une discrimination binaire, cependant elles peuvent étre appliquées pour distinguer entre
différentes classes. A cette fin, deux stratégies sont détaillées dans ce mémoire pour une discrimination
multi-classes, en décomposant le probleme multi-classes en un ensemble de problemes de discrimina-
tion binaire. Une autre technique pour une telle classification est la carte d’auto-organisation (SOM pour
Self-Organizing Map). Sa fonction principale est de faire correspondre les éléments de I'espace d’entrée
avec des unités ordonnées sur une carte qui est une représentation graphigue ou chaque unité est en-
tourée de ses voisins, les voisinages ayant été définis a priori. Une SOM est réalisée pour discriminer
différentes anomalies cardiaques.

Dans ce mémoire, nous étudions différentes techniques pour la reconnaissance des formes et le
traitement du signal en les combinant aux noyaux reproduisants. Les travaux sont divisés en quatre

axes :

Résolution du probléme de pré-image

Contraintes de non-négativité de la pré-image
Analyse et prédiction de séries temporelles

Discrimination binaire et multi-classes
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Plan du document

Le manuscrit se compose de quatre chapitres. La progression suivante est adoptée pour exposer les
travaux réalisés.

Le premier chapitre a pour objectif de définir le cadre du travail. Dans un premier temps, il introduit
la théorie des noyaux reproduisants, tout en décrivant leur caractérisation. Il présente alors les prin-
cipes fondamentaux de cette théorie, qui sont le théoréme de représentation et I'astuce du noyau. Ces
différents concepts sont illustrés pour I'analyse en composantes principales (ACP), tout en I'étendant
pour les systéemes non-linéaires par le biais des méthodes a noyaux. Finalement, le probléeme de la pré-
image confronté lors de I'usage des noyaux reproduisants est détaillé tout en décrivant les différentes
techniques présentes pour sa résolution. Une formulation de la pré-image est élaborée dans ce chapitre.

Le second chapitre de cette these tient compte de la résolution du probleme de la pré-image
sous contrainte. Motivés par des contraintes physiologiques, nous étudions alors en particulier la non-
négativité. Dans un premier temps, la contrainte étudiée est celle du résultat. En d'autres termes, la
pr-image devra étre non-négative. Ensuite, nous proposons la résolution du probléeme de la pré-image
sous contraintes de non-négativité des coefficients du modele. Nous parlons alors de I'additivité des
contributions, induisant une certaine parcimonie au niveau du résultat. Finalement, ces deux approches
sont utilisées avec I'analyse en composantes principales a noyaux en extraction de caractéristiques et
en débruitage des images et de chiffres manuscrits.

Le troisieme chapitre porte sur I'analyse de séries temporelles par un modele autorégressif (AR).
Ainsi une présentation de ce modele est-elle faite et une extension du cas linéaire a celui non-linéaire
est réalisée au moyen de noyaux reproduisants. Deux techniques pour la définition d’'un modéle AR-a-
noyaux sont détaillées pour I'analyse de séries temporelles selon un modele prédictif : la méthode des
moindres carrés et les équations de Yule-Walker. Trois approches différentes du modéle AR-a-noyaux
sont proposées. La premiéere est basée sur I'idée principale des méthodes a noyaux pour lesquelles une
transformation de I'espace des observations a I'espace fonctionnel est réalisée. Cette approche nécessite
la résolution du probleme de pré-image pour la prédiction d’'un échantillon. Afin de surmonter le probleme
de la pré-image, deux autres techniques a noyaux sont alors élaborées : la premiére est basée sur les
valeurs du noyau et la seconde représente un modele hybride. Finalement, ces méthodes proposées
sont appliquées sur des séries temporelles unidimensionnelles et chaotiques multidimensionnelles. Ces
applications comportent de méme une étude comparative entre les différentes techniques de pré-image.

Le quatrieme chapitre de cette thése tient compte de la classification de signaux
électrocardiogrammes basée sur ces méthodes a noyaux, plus précisément, nous détectons des
anomalies présentes dans ces signaux. Dans un premier temps, une comparaison entre les perfor-
mances des machines a vecteurs supports appliqguées sur les caractéristiques extraites a I'aide, d’'une
part de I'ACP classique, et de l'autre part de I'ACP-a-noyaux, est réalisée pour une discrimination
binaire détectant les signaux présentant des anomalies des signaux de sujets sains. Ensuite, une
classification multi-classes est faite pour détecter les différentes anomalies présentes en utilisant les
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machines a vecteurs supports. Cette discrimination est basée sur deux stratégies : “un-contre-un” et
“un-contre-tous”. Nous décrivons aussi la carte d’auto-organisation permettant la détection de différents
types d’anomalies. Enfin, les résultats d’application de ces technigues pour la discrimination des signaux
électrocardiogrammes sont présentés.

Ce document s’acheve par une conclusion présentant des nouvelles perspectives de travail.
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1.1 Introduction

Au cours des deux dernieres décennies, nous avons assisté a une prolifération des méthodes a
noyaux grace a la diversité des traitements non-linéaires qu’elles autorisent avec un faible co(t calcu-
latoire [STCO04]. Depuis les Machines a Vecteurs Supports de Vapnik [Vap98, BGV92b, SBS9g], elles
ont montré leurs performances dans plusieurs domaines aux finalités variées. Bien qu’elles soient ap-
pliguées avec succes pour résoudre des problémes décisionnels non-linéaires, comme la classification,
la régression et la détection, souvent elles sont moins adaptées en ce qui concerne la reconnaissance
des formes. Cette condition est due essentiellement a la notion de I'astuce du noyau, ou kernel trick
en anglais, une “arme a double tranchant”. En fait, I'astuce du noyau fournit un moyen de transformer
implicitement les données dans un espace de caractéristique non-linéaire de grande dimension, ce qui
permet de construire des régles de décision non-linéaires, avec essentiellement le méme coit de cal-
cul que celles des cas linéaires. En d’autres termes, I'idée principale réside dans l'interprétation d’un
noyau défini positif comme un produit scalaire dans un espace fonctionnel. Ainsi un tel noyau assure-t-il
le passage des données de I'espace des observations a I'espace dit de Hilbert a noyau reproduisant,
sans la nécessité d'exhiber la fonction de transformation non-linéaire associée. Cet espace de Hilbert
est initialement proposé pour les problemes de régression par Kimeldorf et Wahba dans [KW71, Wah90].
Cette notion de non-linéarité par 'usage de noyau a été proposée par Aizerman et al. dans [ABR64]
dans le cadre d’'un probléeme de classification, et renforcé par Vapnik dans [Vap98] avec la théorie de
I'apprentissage statistique dans un contexte plus général de classification et régression. C'est le cas de
'Analyse en Composantes Principales a noyaux (ACP-a-noyaux). A l'instar de I'ACP classique, cette
extension non-linéaire vise a identifier un sous-espace pertinent pour les données en maximisant leur
variance projetée. Une telle projection se faisant implicitement dans le RKHS, néanmoins, nous n’avons
pas acces a la plupart des éléments de I'espace de Hilbert a noyau reproduisant, comme des éléments
ou caractéristiques estimés par I’ACP-a-noyaux [SSM98al].

Limportance du passage de I'espace des observations a I'espace de Hilbert a noyau reproduisant
est claire en classification et régression. Cependant, la fonction réciproque, de I'espace transformé a I'es-
pace des observations, est souvent indispensable, surtout pour retrouver le résultat dans I'espace des
observations, e.g., I'espace des sighaux en traitement du signal. Or, les deux espaces ne sont pas en bi-
jection, et tres peu d’éléments de I'espace transformé ont un antécédent dans I'espace des observations.
Le probleme de la recherche de cet antécédent est connu sous le nom du probleme de la pré-image. Il
consiste a trouver une observation dont I'image, par la fonction noyau considérée, soit la plus proche
possible de I'élément en question dans I'espace transformé. Plusieurs méthodes ont été proposées dans
la littérature afin de résoudre ce probleme mal-posé.

Ce chapitre couvre tout d’abord la notion des noyaux reproduisants. Ensuite, les caractéristiques de
tels noyaux sont données. Aprés, nous introduisons les deux éléments fondamentaux des méthodes a
noyaux qui sont I'astuce du noyau et le théoreme de Représentation. Dans la section 1.4, un exemple
d’algorithme linéaire précisément I'analyse en composantes principales est détaillé, tout en présentant
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son extension a I'aide des méthodes a noyaux pour le cas non-linéaire. La section 1.5 montre I'usage d’un
tel algorithme pour la reconnaissance des formes. Le probléme de la pré-image confronté lors de I'utili-
sation d’'un noyau est décrit dans la section 1.6, tout en présentant les méthodes pour sa résolution dans
la section 1.7. Finalement, une nouvelle écriture de la pré-image en fonction des données disponibles
est proposée dans la section 1.8.

1.2 Noyaux et espace de Hilbert a noyau reproduisant

Nous considérons I'espace des observations X', auquel est associé le produit scalaire (-, -) et sa

norme correspondante || - [|2. Avant d’étudier des propriétés liées a la notion du noyau, il est nécessaire

de le définir.
Définition 1.1. (Noyau). Un noyau désigne une fonction de X x X’ dans IR a symétrie Hermitienne,
c'est-a-dire telle que x(x;, ;) = r(x;, x;).

A partir d’un noyau, nous construisons sa matrice de Gram comme donnée par la Définition 1.2.
Définition 1.2. (Matrice de Gram). Etant donné un noyau k(-,-) et n observations ¢, xa,...,T,, la

matrice définie par
(K)ij = k@i, ),

pour tout ¢, = 1,2,...,n est appelée la matrice de Gram de x associée a I'ensemble 1, xa, ..., Ty,

C’est une matrice de dimension n X n.

Lidée principale des méthodes a noyaux réside en I'utilisation de techniques linéaires classiques sur
des données transformées. Soit ®(-) la transformation des données de I'espace des observations X, a
un espace fonctionnel H.

Cependant, dans certains cas, la fonction ®(-) peut étre opérée implicitement en utilisant un noyau
afin d'évaluer des produits scalaires dans 7. Afin qu’une fonction (-, -) représente un produit scalaire
dans I'espace fonctionnel H, elle doit satisfaire des conditions explorées dans la section suivante

1.2.1 Noyau d éfini positif et RKHS

Commencons tout d’abord par quelques définitions afin de déterminer la condition d’existence d’un

espace fonctionnel H.
Définition 1.3. (Noyau défini positif). Un noyau « est dit défini positif sur X’ si et seulement si, il vérifie
n n
Z Z a;ak(Ts, i) > 0, (1.1)
i=1 j=1

pourtoutn € IN, z1,...,x, € Xetay,...,a, € R.
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Définition 1.4. (Espace de Hilbert). Un espace vectoriel 74 muni d'un produit scalaire (-, -) est un
espace de Hilbert s'il est complet pour la norme associée au produit scalaire HLH%{ = (1, L)y (en d’autres
termes, toutes les suites de Cauchy convergent dans H).

Définition 1.5. (Espace de Hilbert a noyau reproduisant - RKHS). Soit (H, (-, -)37) un espace de Hil-
bert constitué par des fonctions de X" dans IR. La fonction x(x;, x;) de X x X dans IR est le noyau
reproduisant de H, sous réserve que celui-ci en admette un, si et seulement si

— lafonction k(zx, ) : x; — r(x,x;) appartient a H, quel que soit & € X’ fixé;

— ona(x;) = (¢, k(x,-))y pourtout x; € X etr € H.
Nous disons que H est un espace de Hilbert a noyau reproduisant, ou encore RKHS, acronyme de
Reproducing Kernel Hilbert Space.

Une propriété importante est tirée de cette définition.

Propri été 1.1. (Reproduction). La propriété reproduisante, définie par Aronszajn dans [Aro50], du noyau
K induisant un espace de Hilbert H, est donnée par

<:‘€($, ')7 f()>7'l = f(w) pour tout f() EH.
A partir de la Propriété 1.1, nous pouvons déduire facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. (Astuce du noyau). Tout noyau défini positif x induisant un espace de Hilbert # définit le
produit scalaire dans cet espace, comme suit :

K(xi, xj) = (®(xi), P(x)))2,

pour chaque x;, x; dans X.

La Figure 1.1 représente I'espace de Hilbert a noyau reproduisant / associé au noyau ~ appliqué
sur I'espace des observations X'. Nous définissons une transformation de X vers I'espace des fonctions
de X, noté H, ainsi

® : X —-H

x — K(x,-).

Dans cette expression, ®(x) = (x, -) désigne une fonction définie sur X', obtenue en fixant le premier
argument de k a x.
1.2.2 Théoréeme de Moore-Aronszajn

Le théoreme suivant [Aro50], combiné avec les définitions précédentes, permet de faire le lien entre
un noyau défini positif et I'espace de Hilbert a noyau reproduisant.
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Z;

FIGURE 1.1: Espace de Hilbert a noyau reproduisant H associé au noyau « appliqué sur I'espace des
observations X.

Théoréme 1.1. (Moore-Aronszajn [Aro50]). A tout noyau défini positif «, il lui correspond un espace de
Hilbert & noyau reproduisant 7 unique, et réciproquement.

Démonstration. Nous montrons tout d’abord que tout noyau reproduisant est défini positif. A cette fin, il
suffit de constater que >, >, aiajr(mi, ) = || D, a;®(x;)||* ne peut étre négatif. Réciproquement,
nous démontrons que tout noyau défini positif x est le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert de
fonctions de X dans IR. Pour ce faire, un espace de Hilbert a noyau reproduisant / associé a un noyau
K, est construit en considérant une fonction ®(-) de X’ dans #, selon ®(x) = k(x, ). Lespace H est

engendré par les fonctions ® (). Soient deux fonctions dans H
n n
L = Zaii)(a:i), Ly = Zﬁjq)(a:j),
i=1 j=1

ou n est un entier naturel, o; et 3; sont des réels et x; et x; appartiennent a X'. Le produit scalaire entre

ces deux fonctions est donné par :

<L1, L2>7-[ = <Z Oéiq)(mi)v Zﬁj¢(m3)>7_{
i=1 J=1


./Chap1/RKHS.eps
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TABLE 1.1: Les noyaux reproduisants couramment utilisés en apprentissage, avec les paramétres ¢, o >
0, et q S H\I+.

Type Forme générale
. | Polynomial k(@i @;) = (c+ (x4, x;))?
I3 . 1wy, )9
.GEA Polynomial de Vovk kpv (2, fﬂj) = W
& | Exponentiel ke (e, x;) = exp(2(x;i, x;))
Laplacien ke (x;, ;) = eXP(%lei — ;)
= . _
S Gaussien kG(xi, xj) = exp(ﬁumi - -’Ej||2)
o . . I 21
Quadratique rationnel kr(zi,zj) =1 iz, [270
i J

En utilisant I'astuce du noyau, I'expression du produit scalaire devient
n n

(1, ) = D> sl ).
i=1 j=1

Nous obtenons alors un espace pré-Hilbertien. Pour aboutir a un espace Hilbertien, il suffit de le
compléter conformément a [Aro50] afin que toute suite de Cauchy y converge. O

La relation associant I'espace de Hilbert a noyau reproduisant a un noyau donné est décrite par le
biais du théoreme de Moore-Aronszajn. Dans la suite, un noyau défini positif est désigné par un noyau
reproduisant. Le Tableau 1.1 résume les noyaux reproduisants les plus utilisés. lls sont groupés sous
deux classes : les noyaux projectifs, de la forme

Kk(xi, z5) = f((@i, x5)), (1.2)
et les noyaux radiaux, de la forme
K@i, @) = g(||lzi — a4]%). (1.3)

Les deux propositions suivantes sont considérées dans cette thése afin de démontrer d’autres
résultats. Soit f(k)(C) la k®®¢ dérivée de la fonction f par rapport & (. Commencons par les noyaux
radiaux. Le résultat qui suit est di a [CS02] et [Bur99, Proposition 7.2].

Proposition 1.1 (Noyaux radiaux). Une condition suffisante pour une fonction de la forme x(x;, ;) =
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g(||z;—x;||*) soit un noyau défini positif est sa monotonicité compléte, c’est-a-dire, ses dérivées satisfont

(—=DFg® () >0
pour tout ¢ > O etk > 0.

C'est le cas du noyau Gaussien k¢ (i, z;) = g(||z; — x;||*) avec

g () = (- 5%)" 9(0),

ou encore le noyau quadratique rationnel avec

g

g™ (¢) = (1) k! Cr o)

Passons maintenant aux noyaux projectifs, le résultat suivant est donné dans [Bur99, Proposition
7.1].

Proposition 1.2 (Noyaux projectifs). Trois conditions nécessaires pour qu'une fonction k(x;, ;) =
f({xi, x;)) soit un noyau défini positif sont, pour tout { non-négatif :

f(¢)>0
P =0
FIQO+ @) =0

Il est facile de montrer ces conditions pour les noyaux projectifs donnés dans le Tableau 1.1.

1.3 Du mod éle lin éaire au mod ele a noyaux

Apres avoir introduit les noyaux ainsi que leur caractérisation, nous passons maintenant a leur usage.
Lidée principale de l'usage des noyaux reproduisants est le passage de la linéarité a la non-linéarité.
Pour ce faire, les algorithmes linéaires sont modifiés a I'aide des deux éléments fondamentaux qui sont :
I'astuce du noyau [ABR64] et le théoreme de Représentation [Wah90, SHS01].

1.3.1 Astuce du noyau

En utilisant le Corollaire 1.1, nous pouvons écrire le noyau reproduisant avec
K@i, xj) = (D(xi), D(x)))n,

quels que soient x; et x; dans X, ou H est I'espace de Hilbert associé a ce noyau. Cette propriéte,
dite astuce du noyau, permet de transformer les méthodes de traitement linéaire de données en des
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méthodes non-linéaires, sous réserve gu’elles puissent s’exprimer en fonction de produits scalaires des
observations (zx;, ;), qui n'est autre le noyau linéaire. Ce produit scalaire est alors remplacé par un
noyau non-linéaire k(x;, x;). Ainsi la structure des algorithmes demeure-t-elle inchangée, et le surcot
calculatoire di a I'évaluation des noyaux négligeable.

En fait, 'astuce du noyau fournit un moyen de représenter les observations implicitement dans un
espace fonctionnel. Par conséquent, le noyau reproduisant correspond a une généralisation du produit
scalaire canonigue, et est donc une mesure non-linéaire de la similarité entre les observations. Il s'avere
que la plupart des algorithmes linéaires utilisés pour le traitement des données peuvent étre facilement
reformulés en termes de produit scalaire dans I'espace des observations. Sa substitution par un noyau
offre des extensions non-linéaires des algorithmes classiques. Le concept de I'astuce du noyau est illustré
dans [SSM98b, RGT00] pour 'ACP-a-noyaux décrite dans la section 1.4.2.

1.3.2 Théoréeme de Repr ésentation

Nous pouvons constater que sous certaines conditions, la solution optimale d’'un probleme d'op-
timisation dans H peut s'écrire sous la forme d’une combinaison de noyaux, indépendamment de la
dimension de H. Cette constatation est formulée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. (Théoréme de Représentation [KW71, SHS01]). Soient un espace non vide X, un noyau
défini positif k sur X x X', un ensemble d’échantillons d’apprentissage (x1,41), ..., (Tn,yn) € X X IR,
une fonction réelle g strictement monotone croissante sur [0, co|, et une fonction co(t arbitraire c. Soit
‘H I'espace de Hilbert associé au noyau x, avec ®(x;) = k(x;, ). Toute fonction f; € H minimisant la
fonctionnelle de risque régularisée

c((@1,y1, fru(®1)), -+, (@, yn, Fre(@n))) + g(IF1), (1.4)

admet une représentation de la forme
n
fu=> ai®(m;).
i=1

Démonstration. Etant donné un ensemble x1, ..., x,, toute fonction f3; € H peut étre décomposée en
une partie appartenant a I'espace engendré par les ®(x;), et une partie orthogonale a celui-ci, selon

fu= ZaiCI)(a:,-) + v,
i=1

oules ay, ...,y sont des réels et v € H vérifiant pour tout ¢

(v, ®(x;)) = 0.
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En utilisant cette équation et la propriété reproduisante, I'évaluation de fz en tout échantillon arbitraire
x; donne
n n
Fr(a) = (3 cid(i) + v, D(x))) = D i ®(xi), D(x)).
i=1 1=1
Par conséquence, le premier terme de I'expression (1.4) est indépendant de v. Cependant pour le second
terme, puisque v est orthogonal a " ; a; ®(x;), et g est strictement monotone, nous obtenons

glllfaul) = g(Hiai@(mwvH):g( <Hiaz~¢><wi>u?+uvuz>)
oI 2 s @l]).

v

ou légalitt se produit si et seulement si v = 0. Légalit¢ entre ||Y7, a;®(x;) + v|| =

VIR ai®(z;)[]2 + [[v]|2) est donnée par le théoréme de Pythagore. Mettant v & 0 ninflue pas
sur le premier terme de (1.4), tout en réduisant son second terme. Par conséguence, toute solution

s'écrit sous la forme

=) a®(x).
i=1

1.4 Exemple du lin éaire au non-lin éaire

Dans la section précédente, les éléments fondamentaux des méthodes a noyaux sont présentés,
en mentionnant le passage de la linéarité a la non-linéarité. Nous présentons alors un exemple de ce
passage. Pour ce faire, nous détaillons la méthode de I'analyse en composantes principales en détaillant

son extension au cas non-linéaire.

1.4.1 Analyse en composantes principales

Lanalyse en composantes principales (ACP) est un outil mathématique puissant pour révéler des
formes au sein d'un ensemble de données. Il s'agit d'une approche non-paramétrique, qui ne tient
compte d’aucune connaissance préalable du systéme, a I'exception de sa linéarité. Cette approche est
considérée comme une approche globale, par opposition a des méthodes telles que les modéles pa-
ramétriques ou décomposition en ondelettes, ou les caractéristiques extraites dépendent fortement du
type de modele ou du type d'ondelettes utilisé pour I'analyse.

En ACP, les caractéristiques choisies sont celles qui présentent le maximum de variance des
données. Nous pouvons montrer que les vecteurs propres donnent le maximum de variance des
données. Pour ce faire, ces caractéristiques sont obtenues par diagonalisation de la matrice de
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corrélation des données, tout en conservant seulement les vecteurs propres les plus pertinents, c’est-a-
dire, vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres. Ces vecteurs propres constituent alors
un ensemble d’axes orthonormaux présentant la plus grande variance dans les données. Considérons
un ensemble de n données {x1, xs,...,x,} dans un espace donné X. Sans perte de généralité, nous
supposons gue ces données sont centrées dans cet espace X. LACP cherche les m caractéristiques
v1, V2, ..., Vmy,, COMme les vecteurs propres du probléme aux valeurs propres suivant :

A v, = C oy,

ouC = % Z;'L:1 mjar:jT est la matrice de covariance, avec x; représentant un vecteur colonne et a:]T est
sa transposée. La pertinence de chaque vecteur propre vy est donnée par sa valeur propre correspon-

dante A, qui mesure la proportion de la variance des données capturées. Puisque A\ v, = C v, =
1
n

important a noter que les données sont supposées centrées et que les vecteurs propres résultants sont

Z?zl(acj, vj) X, les vecteurs propres appartiennent a I'espace engendré par les n données. Il est

de norme unité.

1.4.2 Analyse en composantes principales  a noyaux

Lun des inconvénients de I'’ACP classique est sa linéarité. Elle n’identifie que les structures linéaires
dans un ensemble de données. Une technique plus généralisée a été mise en place pour apprendre
les non-linéarités en utilisant les noyaux, ladite ACP-a-noyaux. Cette derniére peut révéler les compo-
santes principales non-linéaires par le biais du noyau qui sont plus appropriées aux données complexes
tels que les images de visage, les chiffres manuscrits et les signaux naturels. A cet effet, les données
sont (implicitement) transformées dans un espace fonctionnel, ot I'ACP classique est appliquée. Bien
que les vecteurs propres résultant soient obtenus par une technique linéaire dans I'espace fonctionnel,
ils décrivent des relations non-linéaires dans I'espace des observations. Afin de résoudre ce probléme
non-linéaire, il est plus souhaitable d’appliquer I'astuce du noyau, et de ne pas calculer explicitement la
fonction non-linéaire de transformation.

Pour ce faire, I'algorithme de I'ACP est reformulé en termes de produit scalaire des données dans
I'espace fonctionnel. Soit ® une transformation non-linéaire de I'espace des observations X’ a I'espace
fonctionnel H qui, a chaque ; lui fait correspondre son image ®(x;). Ainsi 'ensemble des observations
transformées est {®(x1), (x2),...,P(x,)}. Nous souhaitons résoudre 'ACP (-a-noyaux), en terme
de produit scalaire dans I'espace fonctionnel, (®(x;), ®(x;))2, pour touti,j = 1,2,...,n. La matrice
de covariance dans H est donnée par :

n

D (@(z)), D(a)))n.

J=1

cr=1
n

Les axes principaux, ¢ € H, pour k = 1,2,...,m, correspondent aux vecteurs propres ayant des
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valeurs propres A vérifiant I'expression suivante
My g, = C® . (1.5)

Par analogie avec I'ACP classique, chaque solution ¢ se situe dans I'espace engendré par
les images des données par la fonction ®(-). Cette écriture implique qu'il existe des coefficients

a1, o, ..., 0, de sorte que

VY = Zak,i D (), (1.6)
i=1

puisque
n

1
A =C%y, == O(x;), O(x;).
k Yk (o n;( (), Yr)n®(x;)
En remplacant I'expression de C? et la représentation des axes principaux 1, de (1.6) dans
I'équation du probleme aux valeurs propres (1.5), nous obtenons une nouvelle expression du probleme

aux valeurs propres écrite en termes de produit scalaire, avec
n)\k Qp — Kak, (1.7)

ou K est une matrice de taille n x n d'éléments x(x;, x;), et a; est un vecteur regroupant les n
coefficients, a savoir o, = [O‘lal Qg * - ak,n]T. Par ailleurs, deux mises au point sont a considérer
dans l'algorithme de I'’ACP-a-noyaux final. Tout d’abord, les données doivent étre centrées dans I'espace
fonctionnel. Cette condition est valide en remplacant la matrice K par

(= 3 1) K (1= 510),

ou | est la matrice identité et 1,, est la matrice unité de taille n x n telle que (1n)i7j = 1. Cette condition est
démontrée ici. Ensuite, et par analogie avec 'ACP classique les vecteurs correspondant dans 7 doivent

étre de norme unitaire, c’est-a-dire (¢, k)% = 1. Nous pouvons facilement montrer que cette condition

1. Centrage des donn ées dans I'espace fonctionnel
Bien que le centrage dans I'espace des observations X’ est aisé, il n’est pas le cas dans I'espace fonctionnel . Soit ®°(x;) la
fonction centrée dans 7. Elle est définie par ®°(x;) = ®(x;) — £ >, ®(xx). Chague élément de la matrice de Gram de
celles-ci peut s’écrire

(K%i; = (®%(xi), O (;))n
= (@), D@)w— D (Ben), D)) — = S (B(), Dan))u+ 5 > (Baw), Daw))n
k=1 k=1 k,k/=1

Une écriture matricielle est alors :
K'=K-11,K-1K1,+ %1,K1,,

ce qui correspond a
K =(1-11)K(1-11,).
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se fait par mise a I'échelle des vecteurs de poids o, suivant I'équation donnée par A\i (o - o) = 1,
pour toutes les m caractéristiqgues k = 1,2,...,m.

1.5 LACP-a-noyaux pour la reconnaissance des formes

Deux domaines d’application principaux peuvent étre considérés avec I'ACP classique : d'une part,
considérer les axes principaux pertinents comme des caractéristiques extraites, et d’autre part, proje-
ter les observations bruitées sur ces axes formant ainsi un sous-espace assurant le débruitage. Ces
deux domaines d’application sont étudiés dans I'espace fonctionnel, en utilisant 'ACP-a-noyaux avant de
proposer une vue unifiée.

1.5.1 Extraction des caract éristiques

Nous étudions dans cette partie I'extraction des caractéristiques dans le RKHS, avec I'ACP-a-
noyaux. Ce dernier définit un ensemble d'axes les plus pertinents dans I'espace fonctionnel. Soient
{t1,%9,..., 1 € H} I'ensemble de ces axes. Alors chaque 1y, est de la forme (1.6), comme suit

Uk =Y o O(x)),
=1

ou g, 1,2, ..,y SONt Obtenus du vecteur propre associé a la k% valeur propre dans (1.7). Par
analogie a I'ACP classique, ces axes absorbant la plus grande variance des données. Ainsi, les axes sont-
ils considérés comme étant une extraction des caractéristiques de ces données-ci, captant les variations
les plus grandes et sont orthonormaux les uns par rapports aux autres. De méme, nous pouvons définir
le sous-espace pertinent de H, celui qui est engendré par ces axes principaux, ce qui nous permet de
débruiter les données, comme décrit dans la section suivante.

1.5.2 Débruitage

Nous étudions maintenant I'idée de débruitage des données. Soit ¢y € X un des échantillons d’'ap-
prentissage (en particulier bruité). Alors, son image par la fonction non-linéaire ®(-), désignée par ®(xg),
est projetée sur le sous-espace pertinent décrit auparavant, donnant ainsi la forme débruitée en ques-
tion. Cette forme est donnée par le produit scalaire entre les transformées des échantillons par la fonction
non-linéaire qui sont projetées sur le sous-espace pertinent et les m axes principaux du sous-espace,
comme suit

b= (D(x0), Yr)n Vi

1
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En substituant cette expression dans (1.6) et en appliquant I'équivalent entre I'opérateur du produit sca-
laire et la fonction noyau ~, nous obtenons

Y = (®(@0), Y ki ®(@))n Y ar; (w;)
i=1 J=1

n

n
Z i K(To, Ti) Z ak,; P(z;).
=1

i=1

Mz 117

B
Il
—

1.5.3 Une vue unifi ée

Nous proposons maintenant une vue unifiée pour confronter les deux problemes de reconnais-
sance des formes décrits auparavant. Pour ce faire, nous écrivons la caractéristique extraite et la
forme débruitte comme une combinaison linéaire des données d’'apprentissage projetées, avec 1, =

n n m n
Sk () et o= 30 [ DLy Yoy ak kg (@0, )| B(x;). En regroupant tous ces
termes, nous aboutissons a une vue unifiée de ces deux cas, avec

n
b= 7 (). (1.8)
j=1
D’une part, la caractéristique extraite est donnée par 1) = 1, ou

et d'autre part, la forme débruitée est donnée par

m n

V=) o g K(To, TS).

k=1 1i=1

Dans ce dernier cas, les coefficients v; dépendent de I'échantillon bruité xy, qui peut étre soit une
nouvelle observation, soit une des données d’apprentissage. Le Tableau 1.2 résume ces deux domaines
d’application, et I'expression unifiée donnée par (1.8) nous permet de définir une forme générale pour le
probléme d’optimisation pour les deux applications, celle de I'extraction des caractéristiques et celle du
débruitage.

1.6 Définition du probl éme de pr é-image

Les méthodes a noyaux permettent la transformation d’'un espace des observations a un espace des
caractéristiques. Toutefois, souvent en reconnaissance des formes, nous sommes intéressés par la forme
elle-méme. Nous cherchons plutot I'équivalent dans I'espace des observations de la caractéristique obte-
nue dans le RKHS. Cependant le retour inverse de I'espace caractéristiques a I'espace des observations
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TABLE 1.2: Vue unifiée pour la définition de y; dans i) = Z?:l v; P(x;)

Application Vi
Extraction des caractéristiques Q. j
m n
Débruitage de xg Z Qg g k(To, T;)
k=1 i=1
d(-

FIGURE 1.2: Schéma illustrant le probleme de la pré-image qui consiste a trouver un retour inverse de
I'espace H al'espace des observations X’ afin de déterminer les éléments dont leurs images constituent
ce RKHS, surtout que la plupart des éléments du RKHS ne sont pas des images d'un élément de I'espace
des observations.

n'est pas évident.

Définition 1.6. (Probléme mal-posé au sens de Hadamard). Un probléme est dit mal-posé si I'une des
trois conditions caractérisant les problemes bien posés au sens de Hadamard n’est pas satisfaite, a
savoir

— La solution existe

— La solution est unique

— La solution dépend de fagcon continue des données (condition dite de stabilité)

En fait, retrouver la pré-image est un probléeme mal-posé. Il suffit de se rappeler que I'espace fonction-
nel soit souvent de dimension plus grande que celle de I'espace des observations. Par suite, la solution
exacte de ce probléme peut ne pas exister, ou si elle existe, elle peut ne pas étre unique. Pour résoudre
ce probléme, il peut s’avérer nécessaire de déterminer un élément x* de I'espace des observations tel
gue son image, par la fonction non-linéaire ®(-), soit la plus proche possible de ). Le retour inverse de
I'espace fonctionnel a I'espace des observations est le probleme de la pré-image, illustrée par la Figure


./Chap1/mapping1.eps

1.7. Méthodes de résolution 25

1.2. Il s’agit donc de résoudre le probléme d’optimisation, en cherchant un x* vérifiant
2" = argmin | — ®(x)2 (1.9
zeX 2 Ho '

oU ||-||3 représente la norme dans le RKHS, donc nous fournit une mesure de distance entre les éléments
de I'espace fonctionnel, avec la norme de leur résidu. En particulier, nous considérons une fonction codt
J(x) qui mesure 'écart entre 'image ®(x*) et la fonction

x* = arg grgnelﬁ J(x).

En développant I'expression de la fonction codt dans 1.9, nous obtenons trois termes dont I'un ne dépend
pas de x, par suite, nous pouvons I'éliminer de I'expression, qui sera donnée par

J(x) = — Z% K(xz;, ) + %ﬁ(a:,a:). (1.10)
i=1

C’est un probleme d'optimisation non-linéaire et non-convexe, a cause de la nature du noyau.
Récemment, un grand nombre de chercheurs se sont intéressés a ce probleme et ont proposé des
éléments de solution. Nous présentons les solutions les plus étudiées dans la section suivante.

1.7 Meéthodes de r ésolution

Dans cette section, nous présentons les différentes techniques existantes pour la résolution du
probléme de la pré-image. Une étude est récemment réalisée dans [HR11] sur le probléeme de pré-image
et son lien avec le probléme de réduction de dimension qu'il convient de rappeler ici.

1.7.1 Meéthode de la descente du gradient

La descente du gradient est une technique d’optimisation du premier ordre se basant sur le gradient
de la fonction cot J(x) par rapport a «, noté V..J(x). Son concept est alors de partir d’un point initial
et de se déplacer dans la direction opposée au gradient, en remplacant a chaque itération x* par

" —mVgJ(x"),

ou 7); est le pas. Le gradient de (1.10) par rapport a x est donné par
- 1
Vol (x) = =) 7iVah(@i,x) + 5 Van(z, z). (1.12)
i=1

C’est la forme générale pour tous les noyaux, par exemple les noyaux projectifs de la forme (1.2) comme
le noyau polynomial, ou encore les noyaux radiaux de la forme (1.3) comme le noyau Gaussien. Voir le
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TABLE 1.3: Gradient par rapport a « de la fonction co(t (1.10), pour les noyaux les plus utilisés

Type V()
n
Polynomial | — Z Vi q Kg—1(xi, ) i + qRhg—1(x, ) x
i=1 .
Laplacien —-1 Z vi k1 (2, )
i=1
n
Exponentiel | —1 Z Yi kg (T, ) T + L rp(z, @) @
=1 n
Gaussien —0—12 Z vi kg (T, ) (x; — x)
i=1

Tableau 1.1 pour les expressions des gradients des noyaux couramment utilisés, et '’Annexe A pour la

dérivation des expressions.

Puisque notre fonction co(t est non-convexe et non-linéaire, des minima locaux sont présents. Pour
remédier a ce probléme, cette technique devrait étre initialisée aléatoirement a plusieurs reprises pour
essayer d’aboutir au résultat optimal. La descente du gradient n’est pas adaptée cependant, nous pou-
vons utiliser comme alternative a la descente du gradient, la méthode de Newton, mais elle représente
une complexité calculatoire plus grande que celle de la descente du gradient.

Le pas devra étre bien choisi, sinon le calcul peut diverger ou converger a un minimum local. Donc, si
la valeur de 7, est trop grande, I'algorithme n’est pas stable et oscille autour d’une solution, et si la valeur
de 7, est trop petite, un trés grand nombre d'itérations est nécessaire pour converger vers la solution,
et le risque de converger vers une solution locale est plus grand. Plusieurs criteres d'arrét peuvent étre

définis : le nombre d’itérations maximal, ou 'erreur résiduelle minimale entre deux itérations successives.

1.7.2 Meéthode it érative du point fixe

Les fonctions de noyaux reproduisants ont une structure fournissant des indications utiles pour
dériver des techniques d'optimisation plus appropriées, au-dela de la descente du gradient classique.
A l'optimum, le gradient par rapport a « s’annule, a savoir V,.J(x) = 0. Le probleme d’optimisation est
alors simplifié, donnant lieu a une méthode itérative du point-fixe, avec un probléme d’optimisation de la
forme * = h(x*). Il suffit alors de substituer, & chaque itération, la solution candidate =* par h(z*).
Selon le type du noyau reproduisant utilisé, le gradient admet des expressions différentes.

Un calcul détaillé est présenté dans I'’Annexe A. Prenons tout d'abord, les noyaux radiaux de la forme
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(1.3), le gradient de la fonction co(t est donné par
n
Vad (@) == 7 gV (@ — z|*) (z; — @),
i=1

A 'optimum x*, I'expression du point fixe est définie par

o= Zic 70V ([l — 2] 2
> i1 % 9B (|l — =|2)

Un exemple de cette classe est le noyau Gaussien [MSST99], avec la fonction cot
— Y viexp(—|l® — x;]|?/20?), et son gradient donné dans le Tableau 1.3. En annulant ce dernier,
nous aboutissons a I'expression itérative du point fixe pour le noyau Gaussien
* z?:l Vi kg (xi, *)

= . 1.12
v Yo i k(g ) (1.12)

Pour, les noyaux projectifs de la forme (1.2), le gradient de la fonction colt est donné par
n
Vad (@) = =Y 7 fD (@i, @) 2 + Y (2, 2)) 2.
i=1

A l'optimum x*, I'expression du point fixe est définie par :

o — S i fY (=i, @) @
B fO(z*, ) '

Nous évaluons, pour un exemple de cette classe qui est le noyau polynomial de degré ¢ [KT03], la
fonction co(t et son gradient afin de calculer I'expression itérative pour ce noyau, avec
o iy Vikg—1(xi, ) ®

x* = il : (1.13)
Kg—1(T*, x*)

Un calcul détaillé est présenté dans I'annexe A, pour dériver ces expressions du gradient des fonc-
tions radiales et projectives.

Limplémentation de cette technique nécessite le choix du point initial pour le calcul, et un critére
d’arrét. Les résultats varient largement tenant compte des différents points de départ. De méme, la tech-
nique du point-fixe peut étre instable et aboutit a des minima locaux, et parfois peut ne pas converger.
On parle d'instabilité numérique lorsque le dénominateur est proche de zéro. Une technique est pro-
posée pour entraver les problemes d'instabilité en utilisant une solution régularisée, a l'instar de [AH09]
donnée dans la section 1.7.6. Les problemes liés a la méthode itérative du point-fixe sont probablement
dus a I'absence d'un parameétre de pas d’adaptation pour permettre un controle de la convergence de
l'algorithme.
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La méthode itérative du point-fixe présente un point positif par rapport a la méthode du gradient. La
pré-image obtenue réside dans I'espace des solutions admissibles écrite sous la forme de x* = ). B;x;
pour des coefficients (1, 5o, ..., 5, a déterminer. Cette propriété est démontrée par le théoreme 1.3.
Alors, la plage de recherche des pré-images est contrdlée, a I'opposition de la descente du gradient qui
décrit tout I'espace. Passons maintenant aux méthodes basées sur des données d’apprentissage et leurs
images transformées.

1.7.3 Apprentissage de la carte de pr é-image

Pour évaluer la carte de pré-image, une machine d’apprentissage est construite, avec des couples
d’éléments d’entrainement de I'espace fonctionnel et des couples d’éléments dans I'espace des observa-
tions, comme suit : nous cherchons a estimer une fonction I': H — X" ayant la propriété, I'(®(x;)) = x;
pour tout ¢ = 1,2,...,n. Donc, idéalement, I'(¢)) donne =*, la pré-image de 1. Afin de réaliser cette
proposition, deux astuces sont considérés dans [BWS04, Bak05] et recemment dans [BSWO07].

Lorsque nous devions utiliser la régression en utilisant les noyaux correspondant a 7, nous recher-
chons simplement des vecteurs de coefficients dans # afin d'évaluer I". A cette fin, nous utilisons I'astuce
du noyau. Un moyen de faire ce calcul est de choisir un repéere orthogonal souvent obtenu par la méthode
de ’ACP-a-noyaux défini par les axes 1 ¥ ... 1. Une fois ce repére défini, chaque vy € H est écrit
dans ce repére, selon [(1), 1) (10, 12) ... (1, ;)] . Ensuite, la carte de pré-image I est décomposée
suivant dim{X’} afin d’estimer les composantes de x*. A partir de ces considérations, nous pouvons
écrire I' sous forme de I'y,I'y, ... Iyipx). Ces fonctions peuvent étre obtenues par la résolution du
probléme d’optimisation

1 n
I, = argmpin - E |[@i]m — P(¢)|2 +n||T1*.
i=1

La solution a ce probléme d’optimisation est donnée par une technique d'inversion de matrice. Cette
technique d’apprentissage est de plus en plus étudiée dans la littérature en tenant compte de I'information
sur le voisinage [ZL06], et une régularisation avec un apprentissage pénalisé [ZLY10] donnés dans la
section 1.7.6.

Ces techniques sont basées sur un ensemble de données dans I'espace des observations et leurs
images dans le RKHS. D’autres techniques se basant sur une étude des distance dans chaque espace

sont présentées.

1.7.4 Meéthode de I' échelle multidimensionnelle

Comme décrit avant, le probleme de pré-image cherche a trouver des observations dans I'espace
des observations basées sur leurs images dans le RKHS. On parle alors de probléeme de réduction
de dimension des objects appartenant a un espace de haute dimension. Ce probléme est souvent traité
sous le nom de I'échelle multidimensionnelle ou en anglais Multi-Dimensional Scaling (MDS) [CCCO00]. Le
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FIGURE 1.3: Schéma illustrant la technique de I'échelle multidimensionnelle, pour laquelle chaque pré-
image est identifiée par les paires de distances dans I'espace des observations (a) et I'espace fonctionnel

(b).

lien entre la techniqgue MDS et 'ACP-a-noyaux est étudié [Wil01]. Cette technique integre des données
dans un espace de dimension réduite en conservant les distances de chaque couple. Cette approche
est utilisée pour résoudre le probléeme de la pré-image dans [KT03, KT04]. Considérons chacune des
distances dans le RKHS ¢; = [|1)—®(x;)]|3 et son équivalent dans I'espace des observations ||x*—x;]|.
Idéalement, ces distances sont conservées, a savoir

lz* — @i|* = [l — @ ()3,

pour tout: = 1,2,...,n. La Figure 1.3 illustre la méthode de I'échelle multidimensionnelle.

Pour résoudre ce probléme, on minimise I'erreur quadratique moyenne entre ces distances, avec
n
* . 2 2 2
z* = argmin »  ||@ — @ ]* — |[v — B(@:)|[3] -
xeX 4 1
1=

Une technique itérative du point-fixe est proposée en mettant a zéro le gradient de I'expression au-

dessus, aboutissant alors a I'expression

* _ D i (H-’E* —x]|? — 522)-’1%
> (lz — |2 = 67)

Pour réduire le calcul, un faible nombre de voisins est pris en compte comme dans le cas de la tech-
nique de l'intégration localement linéaire (en anglais locally linear embedding) en réduction de dimension
[RS0Q]. Cette technique a ouvert la porte a d’autres méthodes en réduction de dimension [ESKO07].
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1.7.5 Approche conforme

En partant de la technique de conservation de distance (MDS), une autre méthode est proposée
se basant sur la préservation de mesure du produit scalaire [HR09, HR10]. Dans ce cas, la mesure
angulaire est préservée, puisque x, @, /| ;| - ||z;|| définit le cosinus de I'angle entre x; et x; dans
I'espace Euclidien. De ce fait, cette technique est dite I'approche conforme. Pour ce faire, un systéeme de
coordonnées est construit dans le RKHS en isométrie avec celui de I'espace des observations.

Soient ¥q,..., ¥, les n fonctions définissant le systtme de coordonnées dans le RKHS. Selon
le théoreme de Représentation 1.3.2, chacune des n fonctions de coordonnées s’écrit sous la forme
d’'une combinaison linéaire des images, a savoir, ¥; = > 0;;®(x;), pour I = 1,2,...,n, ol les
parametres ¢; ; sont a déterminer. Alors, les coordonnées de chaque élément de RKHS est obtenu en
les projetant sur ces fonctions, c'est-a-dire, chaque ®(x;) peut étre représenté suivant les n fonctions de
coordonnées comme suit : Wo, = [(Uy, (x;)) (¥a, D(x;)) ... (Uy, <I>(:1cl)>]T Idéalement, le pro-
duit scalaire entre les observations dans I'espace Euclidien et entre leur image dans RKHS est conserve,
plus précisément

T _ T
v, Ve, =z, xj,

pour tout ¢, 7 = 1,2,...,n. Une méthode pour résoudre ce probleme est de minimiser I'erreur quadra-
tique entre toutes les paires possibles, selon

n n
i S e W P S [0

ou le second membre de I'expression est un terme de régularisation. En écrivant I'expression ci-dessus
pour tous les ¢, j allant de 1 a n sous forme matricielle et en tenant compte de la conservation du produit
scalaire dans les deux espaces, nous obtenons une expression simplifice X | z* = (XTX —nK_l) Q,
ayant comme solution

2= (XX ' X(XTX —pK Va,

avec X =[xy xg -+ @p).

De plus, nous pouvons identifier les pré-images d’un ensemble d’élément de RKHS en utilisant cette
technique, puisque les termes entre parentheses sont calculés une seule fois. Cette approche est prise
comme un achévement des matrices (en anglais matrix-completion) décrit dans [YV07]. Cet achévement
porte sur un produit matriciel autre que la matrice de Gram, c’est la matrice des valeurs de noyau.
Nous passons maintenant a définir un théoréme proposé pour résoudre le probléme de la pré-image, en
I'écrivant sous forme d’'une combinaison linéaire des données présentes.
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1.7.6 Pré-image r égularis ée ou p énalis ée

Afin de fournir une estimation plus stable de la pré-image [AHO09], la fonction co(t est régularisée en
ajoutant un terme définissant la distance dans I'espace des observations, & savoir ||z — xg||?. Par suite,

la fonction codt est donnée par
= 1
J(x) = — z;'yi k(xi, @) + 5/1(:13, x) + Nz — 0%,
i

ou xq est I'échantillon bruité et A est un parametre non-négatif de régularisation non-négative. Lidée
principale de trouver la pré-image x* est qu'elle soit la plus proche possible de x.

Une méthodologie est proposée dans [ZLY10] en ajoutant deux types de pénalisations. Tout d’abord,
pour assurer I'apprentissage d’'une pré-image bien définie, pour laquelle chaque donnée existe dans
I'espace des solutions admissibles, une contrainte de convexité est imposée pour I'apprentissage des
coefficients de la combinaison. Ensuite, une fonction pénalisée est intégrée comme étant une partie de
la fonction d’optimisation lors du processus d'apprentissage de la pré-image. La fonction colt a minimiser

est essentiellement de la forme
= 1
J(x) = — z;'}’i k(x;, ) + 5:%(113, x)+ A\pF(x),
1=

ol F'(x) est la fonction de pénalisation. La fonction co(t est sujette aux conditions que les coefficients

définissant la combinaison linéaire sont tous positifs et de somme unité. Donc x* = ZZ Bix; avec 3; > 0

1.8 Formulation de la pr é-image
En prenant toutes les méthodes de résolution du probléeme de la pré-image, nous trouvons gue cha-
cune des solutions proposées correspond a une combinaison linéaire des observations d’apprentissage.

Le théoréme suivant résume cette propriété pour les noyaux projectifs et radiaux.

Théoreme 1.3. (Modélisation linéaire d’'une pré-image) La pré-image x* est donnée par une combinai-

son linéaire des données disponibles, sous la forme
n
Tt = E B x;. (1.14)
i=1

Démonstration. Afin de prouver ce théoréme, nous considérons les deux classes de noyaux : projectifs et

radiaux (voir Tableau 1.1). Utilisant I'expression du gradient (3.7) & I'optimum, nous avons V. J(x*) = 0,
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a savoir

1
Z% zr k(X ") = ivm*/{(az*,az*). (1.15)

Commencons par les noyaux projectifs, de la forme (1.2). Alors, le premier membre de I'équation
s'écrit comme

Z% zx K mz» Z’V@v f Zi, T >)mza

et le second membre est exprimé par
1 * * 1 * * *
ivwm(a: ) = ivwf«w , x')) 22",

En combinant ces deux expressions (voir I'annexe A pour plus de détail), I'équation (1.15) devient

mu x*)) ,
Z% f<1 e (1.16)

* n * .
de laforme x* = """ | BF x;.
Nous passons maintenant aux noyaux radiaux, de la forme (1.3). Dans ce cas, le terme Vx(x, x)

s’annule. Le gradient a I'optimum s’écrit sous la forme

Z ’Yivw*ﬁ(a:h w*) = 07
i=1

avec le premier terme donné par

Z% (@i Z% o9z — 2*|%) 2(2" - ).

Le résultat final de (1.15) est alors écrit (voir I'annexe A pour plus de détail)

Z m —o'|") T; (1.17)
S D (Jla; — 2 [2) " '

de nouveau de la forme * = 3" | 57 x;. a

Nous pouvons estimer les coefficients 3 au lieu de la pré-image. Nous reprenons alors les
différentes méthodes de résolution du probleme de la pré-image dans ce chapitre, et les réécrivons
comme des problémes d’estimation des 3. Dans le chapitre suivant, nous utilisons cette formulation afin
d’imposer des contraintes sur la pré-image.
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1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les méthodes a noyaux. Tout d’abord, nous avons décrit la ca-
ractérisation des noyaux. Dans un second temps, nous avons détaillé I'astuce du noyau et le théoreme du
représentant gqui sont les deux éléments fondamentaux pour le passage du cas linéaire au non-linéaire.
Ensuite, I'analyse en composantes principales (ACP) classique est introduite, puis elle est étendue a
I’ACP-a-noyaux par le biais des méthodes a noyaux. Ces méthodes a noyaux assurent un passage de
I'espace des observations a un espace RKHS de haute dimension permettant ainsi diverses applications
comme par exemple la classification. Cependant, pour différents domaines d’'applications tels que I'ex-
traction des caractéristiques et la reconnaissance des formes, I'utilisateur est plutét a la recherche de
la forme ou caractéristique en question. Il s’avere alors nécessaire de faire le retour inverse de I'espace
RKHS a I'espace des observations, ou la forme ou caractéristique est définie, ce probléme est dit de
pré-image. Nous avons alors décrit ce probleme tout en présentant les différentes techniques présentes
dans la littérature pour sa résolution, dont certaines sont itératives et d’autres ne le sont pas. Finalement,
nous avons proposé une nouvelle formulation de la pré-image.

Le chapitre suivant tient en compte le probleme de la pré-image sous contraintes de non-négativité,
souvent imposées par la physiologie des données. D’'une part, des contraintes sur les données elles-
meémes sont considérées. De l'autre part, des contraintes sur I'additivité des contributions sont étudiées,
provoquant une certaine parcimonie dans les résultats.
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2.1 Introduction

Il s'avere gue la contrainte de non-négativité est trés essentielle dans de nombreux problémes
d’optimisation. Cette propriété incorpore I'équivalence mathématique entre la non-négative et la non-
positive. Seules les méthodes itératives peuvent étre utilisées pour résoudre les probléemes généraux
d’optimisation sous de telles contraintes. En outre, un schéma itératif pour la non-négativité peut servir
de base pour des problémes d’optimisation plus complexes sous contrainte, tels que I'optimisation de
contraintes bornées. Depuis les années quatre-vingt, des contraintes de non-négativité ont été imposées
pour la déconvolution d'un signal par Thomas dans [Tho83] et Prost et al. dans [PG84], et étendues a la
déconvolution et le débruitage des images ont été étudiés respectivement par Thomas et al. dans [TS91]
et Snyder et al. dans [SS0O92]. Durant la derniere décennie, une méthode plus générale pour I'optimisa-
tion itérative sous contraintes de non-négativité a été étudiée, initi€e par Lantéri et al. [LRCAO01], et plus
récemment pour 'apprentissage en ligne dans [CRHT10b], I'identification des systémes [CRHT10a] et
la régression distribuée [CRHB10].
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La propriété de la non-négativité est nécessaire dans plusieurs domaines. Lanalyse en compo-
santes indépendantes impose une factorisation non-négative des données dans [HO00], comme pour la
séparation aveugle des sources avec des sources “positives”. Dans [OP03], une analyse non-négative
en composantes principales (ACP) est proposée. Différentes études pour la reconnaissance des formes
sous contraintes ont été basées sur des algorithmes linéaires, tels que I'’ACP pour le diagnostic du cancer
dans [Han10], la parcimonie non-négative dans [ZS07], la recherche de solutions optimales en appliquant
la procédure par séparation-évaluation dans [MWAOQ6], et la recherche du vecteur propre dominant en
utilisant I'algorithme de I'espérance-maximisation dans [SB08].

Lors de la reconnaissance des formes ou le débruitage, nous sommes souvent a la recherche de
formes, ou de représentations dans I'espace des observations ou elles sont décrites. De plus, inspirés par
la physiologie qui nécessite souvent une contrainte de non-négativité, nous élaborons alors la résolution
du probleme de la pré-image sous contrainte de non-négativité. Pour ce faire, I'étude est décomposée
en deux parties. Dans un premier temps, elle porte sur les conditions de non-négativité sur la pré-image
estimée. Et dans un second temps, nous tenons compte de I'additivité des contributions ce qui méne
a la non-négativité des coefficients qui les définissent. En couplant ces développements avec I'analyse
en composantes principales a noyaux, nous étudions I'extraction de caractéristiques pour des signaux
potentiels évoqués, et le débruitage des images.

2.2 Méthodes a noyaux, pr é-image et non-n égativit &

Dans cette section, nous combinons le probleme de la pré-image avec la condition de non-négativité
en étudiant les conditions pour lesquelles nous aboutissons a des résultats non-négatifs. En utilisant le
Théoréeme 1.3, nous pouvons établir un lien entre les coefficients dans les deux espaces des observations
et de caractéristiques.

Lemme 2.1. Pour des données d'apprentissages non-négatives, si les coefficients dans I'espace fonc-
tionnel sont non-négatifs, vy1,v2,...,7, > 0, alors les coefficients de la pré-image correspondante
sont aussi non-négatifs, i.e., 37, 55,..., 3, > 0. Par ailleurs, la non-négativité des données n’est pas
nécessaire pour les noyaux radiaux.

Démonstration. Pour les noyaux projectifs, les coefficients de la pré-image ont la forme (1.16)
g 10 @)
O (e, 7))

Lorsque toutes les données d’apprentissages sont non-négatives, les dérivées ci-dessus sont non-
négatives suite a la Proposition 1.2. La méme preuve peut étre appliquée a I'équation (1.17) pour les
noyaux radiaux vérifiant la Proposition 1.1, avec

V(e
S 90 (g — 2 )

i =
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La non-négativité des coefficients ; est une condition imposée par les machines a vecteurs supports
(SVM) pour la classification et la régression, ainsi que d’autres méthodes d’apprentissage. Toutefois, ce
n'est pas le cas en général, avec I'ACP-a-noyaux par exemple. Nous ne nous limiterons pas au probleme

convexe, mais considérons le probléme non convexe plus général.

Pour le noyau Gaussien, nous avons
R . 112y = =1l 112
ko (i, xj) = g(l|z; — =;||7) = eXp(ggz i — ;%)

alors la dérivée premiere du noyau Gaussien s’écrit comme suit

9 (|l — z5%) = — 5k k(i x;),

et la dérivée seconde
(2) ]2y — .
97 (|2 :Bj” )= P ’%G(wua:])'

Lorsque le noyau polynomial est appliqué, avec
Ke(Tis i) = f(Ti - x5) = (c+ (i, T5))7,
alors la dérivée premiére du noyau polynomial s’écrit comme suit
FO i, ) = qrga (i, 25),

ou ig—1(xi, ;) = f((zi, 25)) = (¢ + (@i, ;)T

2.3 Pré-image avec contraintes de non-n  égativit &

En reconnaissance des formes, nous cherchons parfois des solutions avec contraintes. Il s’agit sou-
vent des contraintes de non-négativité. Par exemple, en traitement d’'images, les données d'appren-
tissage sont des images ou des pixels dans une image, comme les données qui sont non-négatives
si les images sont codées en niveau de gris. Afin d’extraire une caractéristique ou aboutir a une ver-
sion débruitée du méme type (méme espace des observations avec une condition de non-négativité
de chaque pixel), nous imposons une contrainte de non-négativité sur la pré-image. Cependant, les
contraintes peuvent étre appliquées soit sur les données elles-mémes, soit sur les coefficients du modeéle

en utilisant la combinaison linéaire définie dans (1.14).
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FIGURE 2.1: Schéma illustrant le probléme de la pré-image sous contrainte de non-négativité. Etant
donné une observation bruitée x, elle est transformée en ®(x() par la fonction non-linéaire ®(-), en-
suite projetée sur le sous-espace engendré par les axes principaux les plus pertinents ¢©1,®s, ..., ©m.
Une fois que la forme débruitée ¢ est estimée, il est nécessaire de faire le retour inverse vers I'espace
des observations, afin de retrouver la pré-image de ¢ a savoir *, ot le domaine admissible des résultats
est donné par la non-négativité dans I'espace des observations.

2.3.1 Contraintes de non-n égativit &€ sur la pr é-image

Dans cette section, nous considérons le probleme général de résolution du probleme de la pré-image
avec contrainte de non-négativité. Nous étudions le probléme d’optimisation sous contrainte, en utilisant
la fonction codt J(-) définie par (1.10), alors notre probléme est décrit par

x* = argmin J(x) sous contrainte & > 0, (2.1)
€T

ou I'expression & > 0 désigne la non-négativité de toutes les composantes du vecteur x. Le gradient de
la fonction codt est donné dans le Tableau 1.3 pour différents types de noyaux. Ensuite, nous dérivons
une régle de mise-a-jour itérative qui mene a la non-négativité de la pré-image. Lidée de cette pré-image
avec contrainte de non-négativité est illustrée par la Figure 2.1.

Nous considérons le Lagrangien associé a ce probleme d’optimisation avec contraintes donné par
(2.1). Le Lagrangien de ce probleme n'est autre que

ou u représente le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, tous non-négatifs. Pour la solution optimale
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a*, il lui correspond un vecteur optimal des multiplicateurs de Lagrange soit p+*. Les conditions du premier
ordre de (Karush-)Kuhn-Tucker a I'optimum se traduisent par

Vm[J(a:*)—u*Ta:*] =0
(w*li[z*]; = 0 pourtouti=12,... ,din{X}

ou [-]; représente la i*™ composante. Nous pouvons facilement voir que la premiére condition s’écrit
sous laforme V[ J(x*)];—[1*]; = 0 pour tout 7. La combinaison de toutes ces conditions d’égalité nous
donne, pour chaque composante ¢ = 1,2, ..., une contrainte active pour [z*]; = 0 ou une contrainte
inactive pour [VgJ(x*)]; = 0 avec [z*]; > 0. Nous proposons de résoudre ce probléme avec une
méthode itérative en s’inspirant de [LRCAO1]. Ainsi, I'expression de mise-a-jour a l'itération ¢t + 1 est-elle
donnée par

[2(t + Dl = [2®))i + m@)p([z(®)]:) [-Vad (@),

o le signe moins montre une technique de descente du gradient, p(x(t)) est une fonction positive sur
le domaine admissible du vecteur x, et n;(t) représente un facteur de relaxation. Nous proposons dans
la suite deux techniques en variant I'expression de la fonction positive p([x(¢)];), d'une part pour donner
un pas fixe et d'autre part pour donner un pas variable dépendant du vecteur x lui-méme.

2.3.1.1 Pas fixe

Dans ce paragraphe, nous fixons la valeur de la fonction positive p([x(¢)];) & 'unité. Lexpression

ci-dessus est donnée par
[x(t+ D)) = [2@®)]i +mi () [-Vad (2(t))):-

Le pas d'adaptation 7;(t) est utilisé afin de contrdler la convergence. Ce pas d'adaptation 7;(t) doit
satisfaire une condition pour assurer cette non-négativité de toutes les composantes [z (¢ + 1)]; du
vecteur x(t + 1). Deux cas sont alors distingués : Si le gradient ci-dessus est inférieur ou égal a zéro,
c'est-a-dire [V, J(x(t))]; < 0, aucune restriction n’est appliquée sur la valeur que peut prendre le pas;
cependant, si ce gradient est supérieur a zéro, i.e. [V J(x(t))]; > 0, alors le pas d’adaptation doit étre
borné, selon

[z ()]
[Vad ()]’

Méme en utilisant une valeur du pas pour chacune des directions de descente du gradient, il est souvent

ni(t) <

intéressant d’avoir une valeur unique pour ce pas pour chaque itération ¢. Nous définissons alors le pas
d’adaptation 7(t) par

n(t) < min 2.2)
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A partir de ces expressions, la régle de mise-a-jour sous forme matricielle est alors écrite
ot +1) = x(t) —n(t) VaJ (2(1)), (2.3)

ou le pas est adapté comme présenté ci-dessus. Passons maintenant a une autre forme de la fonction
positive p([z(t)];).

2.3.1.2 Pas variable

Inspirée par les travaux de Lantéri et al. [LTBMO09], nous proposons une approche qui permet
une convergence plus rapide vers les valeurs nulles. A cette fin, nous remplacons la fonction positive
p([z(t)];) par le vecteur  en question en tenant compte de chacune des composantes [z(t)];. Alors,
le pas d’adaptation est multiplié par la valeur de [x(t)]; correspondante, résultant en une rapidité de

convergence pour aboutir au zéro en question. Nous aboutissons alors a I'expression

[2(t + Vi = [2®))i + m(t) [2(t)]i [V ((t))]i-

Notons que la non-négativité des composantes [z (¢ + 1)]; impose une condition sur le pas 7;(t). En
ré-écrivant 'expression de mise a jour de [z(t + 1)]; nous obtenons la factorisation suivante

[t + D) = [0 (1+m(t) [~ Vo (@(0)]:).

Afin de conserver la non-négativité a chaque itération, une condition apparait sur le terme entre pa-
rentheses, i.e., 1 + n;(t) [-VzJ(x(t))];. Lorsque le gradient de la fonction colt est négatif, aucune
restriction n’est nécessaire sur le pas. Cependant, lorsque ce gradient est positif, la valeur du pas est
maximisée par

mlt) < g
Vel @O

En pratique, nous pouvons utiliser un pas indépendant de la composante ¢, a condition qu'il soit
maximisé par le minimum sur tous les ¢ de l'inverse du gradient

n(t) < min

i [Vad(2(t))]:
Ecrite sous une forme matricielle, la régle de mise-a-jour est définie par
o(t+ 1) = o(t) — n(t) diaglz(t)] VaJ (x(1)), (2.4)

ol diag]:| est 'opérateur pour définir une matrice diagonale, précisément diag[x(t)| est la matrice
diagonale ayant comme éléments les composantes [x(t)]; du vecteur x(t). Dans cette expression, le

terme —diag[x(t)] Vg J(x(t)) correspond a la direction de la descente du gradient. Il est clair alors
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AJ(=)

—ndiag|x(t)] VaJ (x(t))

" FIGURE 2.2: lllustration de la pondération
3y du pas par la valeur de  correspondante.

que le pas pour les grandes valeurs de [x(t)]; est multiplié par une valeur plus importante que pour les
faibles valeurs. Cette propriété permet alors une convergene plus rapide vers les valeurs nulles, comme
illustrée dans la Figure 2.2.

2.3.2 Contraintes de non-n égativit € sur les coefficients du mod éle

En vertu du Théoréme 1.3, la pré-image s'écrit selon une combinaison linéaire des observations
disponibles, utilisant la forme «* = Y | 3* x;, avec des paramétres 3; a déterminer [KHR™10]. Donc,
nous cherchons la pré-image optimale de la forme matricielle

r* = XT,B*,

ou les vecteurs des données x; sont regroupés dans la matrice X = [z @2 - - - a:n]T et les parametres
N oz . * T ;o . L .
B adéterminer dans 3* = [ 85 --- (3] "' . Cette écriture nous permet de présenter une autre stratégie
pour résoudre le probleme de la pré-image, cette fois en imposant une contrainte sur les coefficients dans
I'expression ci-dessus. Le probleme de la pré-image sous contrainte de non-négativité des coefficients

est
¥ =argminJ(x)  sous contrainte 8 > 0,
T
otz =X'3.
Dans cette expression, la fonction codt (1.10) est donnée en fonction des coefficients 3. Elle est
définie par

JXTB) = = vinlan XB) + Lr(XTBXTB). @5)
i=1
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TABLE 2.1: Gradient de la fonction codt (1.10) par rapport a 3 défini par x = XTB, pour les noyaux les
plus utilisés.

Type Vgl (X ')

n
Polynomial | — Y yiqrg1(w:, X 'B) X @i+ qre (X8, X 'B) X X3

i=1
Laplacien —1 Z vi kp(zi, X '8) X x;
i=1
Exponentiel | —1 Z vikp(zi, X 'B) X+ Lrp(X '8, X'B) X X'
i=1
Gaussien —# Z vi ka(xi, X '8) X (x; — X '0)

=1

Le gradient de cette expression par rapport 3 vaut
V(X '8) = X V. J(x). (2.6)

Le Tableau 2.1 regroupe les expressions des gradients par rapport aux coefficients 3 des noyaux les plus
couramment utilisés. Il est important de noter, gu'il existe une relation entre les expressions du gradient
par rapport aux données x (Tableau 1.3) et le gradient par rapport aux coefficients 3, et elle est définie

dans I'expression (2.6).

En tenant compte de I'expression qui lie les coefficients aux données a savoir £* = XT,B*, et en
prenant I'expression de la fonction codt (2.5), nous pouvons établir une nouvelle formulation du probléme
d’optimisation sous contrainte de non-négativité appliquée sur les coefficients 3*. Pour ce faire, et par
analogie avec le probléme d’optimisation sous contrainte de non-négativité sur la pré-image (2.1), nous

aboutissons alors a ce nouveau probléme
B* = arg mgn J(X TB) sous contrainte 3 > 0.

Dans cette expression la fonction co(t est définie par (2.5), avec un gradient par rapport aux coefficients
3 donné par (2.6). Une regle de mise-a-jour est alors établie, par analogie avec (2.4), comme suit

Bt +1) = B(t) —n(t) diag[B(t)] X Vg (). (2.7)

Une fois les coefficients sont déterminés 37, 35, ..., 3,, nous pouvons ainsi déterminer la pré-image
avec z* = X ' 3*. De cette expression, nous pouvons voir que dans le cas de la non-négativité des
données d’apprentissage, c'est-a-dire 1, xo, ..., x, > 0, la pré-image résultante x* le sera alors aussi.
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2.3.2.1 La parcimonie

Une des propriétés utiles de forcer une contrainte sur les coefficients d'un modéle de combinaison
linéaire est la propriété de la parcimonie. En fait, la solution sans contrainte peut unir des contributions
additives et soustractives dans la combinaison linéaire ; une grande partie de ces contributions se neu-
tralisent alors entre elles. En fixant des contraintes de non-négativité sur les coefficients, il s’avére que
cet équilibre aboutira a un grand nombre de composants inactifs, c'est-a-dire, des coefficients proches
de zéro. C’est la propriété de la parcimonie, contribuant a la généralisation des algorithmes des Supports
Vecteurs [Vap98] et la littérature du compressive sampling [CWO08]. Nous insistons sur le fait gqu'il s'agit
d’'un effet secondaire fortuit des contraintes de non-négativité, par opposition a une fonction principale
ayant pour objectif la parcimonie, ou I'on contrdle le degré de parcimonie de la solution. La parcimonie
signifie qu'un grand nombre des coefficients est proche de zéro, ou en d’'autres termes, seulement un
petit nombre de données d’apprentissage contribue a la solution finale. Cette propriété est probablement
due a la redondance dans les observations. En effet, dans la solution sans contrainte, cette redondance
entraine des coefficients additifs et soustractifs permettant de neutraliser leurs contributions.

La parcimonie est une propriété trés souhaitable dans la reconnaissance des formes et dans I'appren-
tissage, ce qui contribue a une meilleure compréhension des résultats, en bioinformatique par exemple.
Il est a noter que la parcimonie n’est de la pré-image. De plus, 'inclusion explicite de la contrainte de par-
cimonie, comme la minimisation d’'une fonction co(t £, ou ¢, est colteuse en ressources informatiques.
La parcimonie est étudiée avec une procédure par séparation-évaluation dans [MWAOQ6]. La méthode
de Lasso tient en compte de la parcimonie de la solution et le codt calculatoire dans [Tib96]. Ce colt
calculatoire est étudié lors de I'implémentation de cette méthode Lasso dans Matlab [Sjo05], ainsi que
lors de son application sur les composantes principales dans [ZHT04]. De plus, une étude concernant le
co(t de la parcimonie de la solution porte sur la maximisation de la variance des données dans [dEJLO7].
Des études sont menées pour optimiser les modéles en imposant une pénalité de la parcimonie dans
[BIMO12], d’autres études tiennent en compte une optimisation convexe dans [BJIMO11]. Elle est illustrée
dans la section d’expérimentations sur des ensembles de données artificielles et réelles.

2.4 Expérimentations

Dans cette section, nous illustrons l'efficacité de nos méthodes proposées, pour deux applications
différentes : I'extraction des caractéristiqgues détaillée dans 1.5.1 et le débruitage décrit dans la section
1.5.2.

2.4.1 Extraction des caract éristiques de signaux ERP

Nous considérons I'extraction des caractéristiques avec une application sur des signaux réels, plus
précisément des enregistrements mesurant I'activité du cerveau. Les potentiels évoqués ou Event-related
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potentials (ERP) en anglais représentent I'activité électrique du cerveau due a une réponse a une stimu-
lation bien spécifiqgue, mesurée avec I'électroencéphalographe (EEG). Il y a un fort consensus sur les
composantes d'un enregistrement ERP, indépendamment des sujets ou du type de stimulation. Un tel
signal comprend une déviation négative (appelée N200) suivie d’une autre positive (appelée P300), se
produisant respectivement a environ 200 ms et 300 ms apres le début de la stimulation. Durant I'acti-
vité cérébrale, une telle réponse unique n’est pas généralement visible dans ces enregistrements. Pour
contourner ce probleme, de nombreux essais sont souvent effectués en utilisant la méme stimulation. En
pratique, on prend la moyenne de ces réponses, ce qui donne un moment du premier ordre des enregis-
trements ERP. Nous donnons dans cette section une autre statistique tenant compte de la variance de
ces signaux, en combinant I’ACP-a-noyaux avec le noyau Gaussien d’une part, et la technique proposée

de pré-image d’autre part.

Pour les expériences, nous utilisons des signaux ERP collectés a partir d’expériences réalisées a
l'université de Kuopio [0K] et étudiées dans [Tar]; pour plus d'informations, voir aussi [Geo07, Tar04].
La stimulation auditive est composée d'une série de deux signaux de tonalité en alternance, joués
aléatoirement avec un temps entre les stimuli (aussi appelé intervalle inter-stimulation ou ISI) d’'une se-
conde. Ces stimuli correspondent soit a une tonalité a la fréquence de 800 Hz ou d'une autre tonalité
a 560 Hz, jouées avec un rapport de 85% pour le premier signal et 15% pour le second. Alors que les
signaux ERP sont des enregistrements a partir d'un EEG a 64 canaux, seule la ligne médiane du canal
central Cz, souvent tres fiable, est utilisée pour la détection des potentiels. Lenregistrement capté dans
le canal Cz est segmenté en signaux afin de voir la réaction du sujet aux stimulations en utilisant une
fenétre [0, 600] ms, ou 0 correspond a I'instance de relance de chaque stimulation. Une telle fenétre est
appropriée pour extraire les deux composantes N200 et P300 de 'ERP. Un ensemble de 87 signaux
de longueur 600 ms est recueilli, avec 151 échantillons chacun, comme illustré dans la Figure 2.3 ou
seulement dix signaux choisis au hasard sont présentés pour afficher la diversité de ces signaux.

Nous appliquons I’ACP-a-noyaux pour extraire le premier axe principal de ces données, dans 'espace
fonctionnel associé au noyau Gaussien. L'approche de la pré-image nous a permis de revenir a I'espace
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FIGURE 2.4: Extraction de caractéristiques des données des potentiels évoqués, avec I'algorithme ini-
tialisé au signal initial (figure a gauche). En évaluant la pré-image du premier axe principal de 'ACP-a-
noyaux, nous obtenons la caractéristique extraite (figure a droite).

des observations, qui est, I'espace des signaux étudiés. Ses signaux ont des composantes négatives !
Nous appliquons la technique de pré-image sous contrainte de non-négativité sur les coefficients. Le
noyau Gaussien est utilisé, avec une largeur de bande définie a ¢ = 500, et la valeur du pas fixée a
7 = 0.1. Nous étudions I'influence de l'initialisation de I'algorithme, selon deux initialisations différentes.

Tout d’abord, I'algorithme est initialisé & des données aléatoires, soit (0) sans perte de généralité,
et le signal d'initialisation est illustré a la Figure 2.4 (figure a gauche). Cette valeur correspond a initialiser
le vecteur B4 3(0) = (X X T)~' X «(0) pour les valeurs non-négatives, et a zéro autrement. En fixant
le nombre maximal d'itérations a ¢ = 100, nous obtenons la caractéristique illustrée a la Figure 2.4 (figure
a droite). Il est facile de retrouver les deux composantes importantes de 'ERP, et qui sont les ondes N200
et P300.

Afin d'étudier I'évolution des coefficients a chaque itération, et par analogie a la pratique ou la
moyenne est souvent considérée, nous considérons le cas d'initialisation ou tous les coefficients sont
égaux, c’est-a-dire, B = 1/n pour tout k = 1,2, ..., n. Ce qui correspond a la moyenne des données,
ou le résultat provient d’une contribution uniforme de toutes les données disponibles. Lévolution de la
distribution de ces coefficients au cours des cing premiéres itérations est donnée par les histogrammes
de la Figure 2.5. Ces résultats montrent que l'algorithme proposé, défini par I'expression (2.7), aboutit
a des représentations parcimonieuses, avec le niveau de parcimonie qui augmente a chaque itération.
La caractéristique qui en résulte est donnée dans la Figure 2.6, ce qui montre a la fois les composantes
N200 et P300, méme avec trés peu d'itérations. En comparant ces résultats, a la moyenne de dix si-
gnaux choisis aléatoirement dans la Figure 2.7 (figure a gauche), et a celle de tous les signaux de la
Figure 2.7 (figure a droite), nous pouvons voir que la méthode proposée ne nécessite qu’un petit nombre

1. Les mesures de l'activité du cerveau sont toujours positives. Cependant, les praticiens calibrent ces mesures, résultant
en des signaux de moyenne nulle.
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de signaux pour en extraire les N200 et P300, a I'opposé des praticiens, il est indispensable de prendre
tous les signaux pour extraire ces composantes.

2.4.2 Débruitage de donn ées et des images

Dans cette partie, nous étudions le débruitage sur des données artificielles et sur des chiffres ma-
nuscrits réels pris de la base de donnée MNIST. Différentes comparaisons sont faites avec d'autres
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FIGURE 2.7: La moyenne de 10 signaux choisis aléatoirement (figure a gauche) et la moyenne de tous
les signaux des potentiels évoqués (figure a droite).

méthodes.

2.4.2.1 Donn ées artificielles

Commencons tout d'abord avec I'ensemble de données artificielles. Afin d'illustrer les résultats, nous
considérons un espace a deux dimensions, et nous appliquons la technique de débruitage sur trois dis-
tributions de formes différentes : banane, anneau et cadre. Lensemble de données formant une banane
est défini par une parabole de coordonnées (z, 2% + &), ol z est uniformément réparti sur l'intervalle
[0.5,2.5] de I'axe des abscisses, et £ est une variable aléatoire qui suit la loi normale de moyenne nulle
et de déviation standard ¥ = 0.2. Lensemble de données formant un anneau est défini par un cercle
ayant un rayon de 0.9, corrompu par un bruit de distribution uniforme sur [—v, v], ol v = 0.4. Len-
semble de données formant un cadre est défini par quatre lignes, chacune de longueur 2. Les données
aléatoires sont uniformément distribuées sur ces lignes et corrompues par un bruit uniformément dis-
tribué sur [—v, v], avec v = 0.2. Pour chaque distribution, un ensemble de n échantillons, illustré dans
la Figure 2.10 (premiere ligne), est généré pour la phase d'apprentissage des m vecteurs propres. Pour
la distribution sous forme de banane, ayant une forme quadratique, nous choisissons m = 2, cepen-
dant pour les autres formes qui sont plus compliquées, nous prenons m = 4. Un autre ensemble de NV
échantillons est généré suivant les mémes distributions, illustré par des treés petits points bleus dans la
Figure 2.10. Les valeurs des paramétres utilisés pour chaqu’un des trois ensembles sont données dans
le Tableau 2.2. Il est clair que ces formes non-linéaires ne peuvent pas étre proprement débruitées en
utilisant des approches linéaires, comme I'ACP classique.

Nous comparons I'approche de la pré-image non-négative avec d’autres techniques sans contraintes,
y compris la technique du point-fixe défini par (1.12) et I'estimation de la pré-image régularisée décrite
dans 1.7.6 et proposée dans [AH11]. Pour appliquer le débruitage par pré-image avec contrainte de non-
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TABLE 2.2: Valeurs des parametres pour les trois distributions

Distributions
banane anneau cadre

Paramétre du bruit v 0.2 0.4 0.2
Nombre de données d’apprentissage n 800 500 550
Nombre de vecteurs propres m 2 4 4

Largeur du noyau Gaussien o 0.7 0.8 0.5
Nombre de données a débruiter N 200 100 510
Valeur du pas n 0.3 0.3 0.3
Nombre maximal d'itérations tmax 20 20 20

négativité, nous opérons une translation des échantillons définissant ces distributions vers le quadrant
positif, comme illustré dans la Figure 2.10 (premiére ligne). Pour tous ces algorithmes, la version bruitée
des données a été utilisée pour linitialisation, i.e., x(t) pour ¢ = 0, donnée par des tres petits points
bleus dans la Figure 2.10. Avec un nombre maximal d'itérations fixé a 20 pour les algorithmes itératifs,
les échantillons débruités obtenus par ces techniques de pré-image sont représentés par des points
rouges. Les trajectoires obtenues lors de chaque itération sont représentées par des traits verts (excepté
la méthode d’estimation de la pré-image régularisée qui n’est pas itérative). Comme nous pouvons voir
suivant la taille de ces traits, I'algorithme du point-fixe (deuxieme ligne) présente une convergence plus
lente par rapport a I'approche proposée (derniere ligne). Ceci est principalement da a I'utilisation du pas
7, ayant ici une valeur fixe de 7 = 0.3 pour les trois ensembles de données. Il est a noter que les résultats
obtenus a partir de la technique de I'estimation de la pré-image régularisée peuvent aboutir a des minima
locaux.

Nous passons maintenant a I'approche pour laquelle la contrainte de non-négativité est appliquée
sur les coefficients du modéle. Les ensembles de données sont utilisés directement, et aucune res-
triction n’est nécessaire dans ce cas, donc, aucune translation n’est réalisée comme auparavant. Nous
comparons trois types de noyaux : le noyau Gaussien avec une largeur de bande ¢ = 0.7 comme dans
le cas précédent, le noyau polynomial quadratique ou g vaut 2 et c vaut 1, et le noyau exponentiel avec
o = 1 (voir le Tableau 1.1). Pour tous ces noyaux, la valeur initiale du vecteur 3, étant donné une obser-
vation bruitée x a été fixée a la solution de zo = X '3 en ne retenant que les coefficients non-négatifs.
En d'autres termes, en utilisant une pseudo-inverse avec

B(0) = (XX )X a,

pour les valeurs non-négatives ; dans les autres cas, elle est fixée a zéro. Méme avec une seule itération
(t = 1) et un petit pas valant = 0.1, l'algorithme proposé a abouti a une pré-image résultante qui est
bien débruitée, comme le montre la Figure 2.8 (premiere ligne). En fixant le nombre maximal d'itérations
at = 100, les trois noyaux ont donné des résultats comparables reflétant la forme de la banane, comme
le montre la Figure 2.8 (derniére ligne). Ce résultat est en opposition avec les résultats précédents ob-
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FIGURE 2.8: Débruitage, avec des contraintes sur les coefficients du modeéle, de données qui suivent la
distribution sous forme de banane, pour une seule itération (premiére ligne) et apres ¢ = 100 itérations
(deuxiéme ligne). Trois noyaux différents sont comparés : Gaussien (colonne gauche), polynomial (co-
lonne au milieu), et exponentiel (colonne droite).

servés dans [KT03], ou Kwok et al. réclament que seulement le noyau Gaussien peut étre pré-imageé.
Cependant, en appliquant une contrainte de non-négativité des coefficients sur la solution, nous pouvons
voir que des noyaux autre gque le noyau Gaussien aboutissent a des résultats pertinents.

Passons maintenant a I'analyse des coefficients du modeéle, et la parcimonie de la solution. Pour
ce faire, nous considérons la distribution des coefficients 31, s, ..., 8, pour chacun des N = 200
échantillons bruités. La Figure 2.9 montre I'histogramme d’'une telle distribution, ot chacune des couleurs
correspond a un échantillon débruité. Alors que nous représentons ici les résultats d’'une seule itération,
des résultats similaires sont obtenus pour un grand nombre d’itérations. Ces résultats illustrent le fait que
les coefficients sont non-négatifs comme prévu, compris entre 0 et 0.018. En outre, la plupart d’entre
eux sont proches de zéro, a savoir inférieure a 0.002. C’est la propriété de la parcimonie, bien établie et
souvent exigée par une grande classe d'algorithmes dans la communauté d’apprentissage statistique.
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FiGURE 2.9: Distribution des coefficients du modele pour chacune des 200 données bruitées de la base
de données banane, aprés une seule itération de notre approche, correspondant aux résultats donnés
dans la Figure 2.8 (premiére ligne). Toutes les données débruitées (chacune présentée par une couleur
de la barre de couleur) jouissent de la propriété de la parcimonie, avec un grand nombre de valeurs
proches de zéro.

2.4.2.2 Données réelles : Chiffres manuscrits

Nous étudions le débruitage des images dans, sur des chiffres manuscrits réels, pris de la base
de données MNIST [LC]. MNIST regroupe des données compilées de la base de National Institute for
Standards and Technology NIST. Elle se compose de 60 000 échantillons pour I'apprentissage et 10 000
pour le test, ou chaque échantillon est une image. Nous étudions I'ensemble des chiffres “0”. Chaque
image est de taille 28 x 28 pixels, codés en niveau de gris avec des valeurs comprises entre 0 et 255.
Chaque image est écrite sous la forme d'un vecteur de 784 composantes. Les images sont bruitées en
ajoutant un bruit de type sel-et-poivre de densité de 0.1. Une collection de 500 images est exploitée pour
I'apprentissage de ’ACP-a-noyaux.

Afin d'assurer le débruitage des images sous la contrainte de la non-négativité de la pré-image,
comme défini par (2.1), nous utilisons le noyau Gaussien avec une largeur de bande fixée a ¢ = 500,
pour toutes les technigues de pré-image. Pour construire le sous-espace optimal, 50 vecteurs propres ont
été retenus. Une autre collection de dix images, illustrées dans la Figure 2.11 (1% ligne), bruitées par
le méme type de bruit (2% ligne) est utilisée pour le débruitage. La pertinence de la méthode proposée
est démontrée pour le débruitage d’images, et est comparée a différentes techniques : la descente du
gradient, celle itérative du point-fixe [MSST99], celle de I'échelle multi-dimensionnelle [KT03], I'estimation
de la pré-image régularisée [AH11], et la pré-image pénalisée [ZLY10]. Comme nous pouvons le voir,
la méthode proposée présente le meilleur débruitage parmi toutes les autres. Nous évaluons I'erreur
absolue moyenne (MAE pour mean absolute error) pour chacune des images débruitées en utilisant les
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TABLE 2.3: Lerreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées
ou la densité du bruit vaut 0.1.

Numéro de I'image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 52,75 | 13,55 | 21,77 13,04 | 10,45 | 50,95 9,57 54,67 | 11,02 | 57,23
Technique MDS 31,31 | 30,49 | 25,15 20,83 | 27,89 | 25,87 | 24,92 | 24,86 | 24,04 | 25,85
Pré-image pénalisée 34,70 | 42,99 | 40,86 | 38,70 | 41,75 | 34,18 | 29,15 | 37,60 | 35,51 | 36,62
Pré-image régularisée | 176,43 | 13,55 | 144,77 | 145,07 | 42,00 | 284,03 | 17,23 | 236,62 | 54,63 | 20,85
Notre méthode 21,29 | 13,55 | 19,46 | 145,07 | 42,00 | 16,18 | 71,59 | 126,24 | 54,63 | 17,90

TABLE 2.4: Lerreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées

ou la densité du bruit vaut 0.25.
Numéro de I'image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 34,26 | 76,81 | 28,99 | 30,76 | 31,79 | 70,89 54,25 67,97 54,55 67,05
Technique MDS 4756 | 47,73 | 41,34 | 44,13 | 63,94 | 44,81 52,43 43,91 58,12 47,39
Pré-image pénalisée 53,11 | 66,21 | 43,41 | 63,68 | 65,27 | 57,65 | 52,76 | 54,67 | 46,38 | 63,97
Pré-image régularisée | 34,26 | 213,43 | 28,99 | 30,76 | 31,79 | 175,21 | 124,61 | 314,11 | 148,77 | 156,04
Notre méthode 34,26 | 30,93 | 28,99 | 30,76 | 31,79 | 33,25 32,83 30,80 35,77 32,10

différentes techniques de pré-image avec
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ou a:j] est le (i,7)%™ élément de limage x* évaluée avec une technique de pré-image et x; ; estle
(i,7)%" élément de I'mage correspondante initiale sans bruit. Les Tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 présentent
les MAE pour chague image en utilisant les differentes techniques de pré-image ou la densité du bruit
vaut 0.1, 0.25 et 0.5 respectivement. De méme, nous évaluons le rapport signal sur bruit (PSNR pour
Peak Signal-to-Noise Ratio) pour chacune des images débuitrées en utilisant les différentes techniques

de pré-image avec
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ou a:;*,j est le (7,7)%™ élément de I'mage x* évaluée avec une technique de pré-image et x; ; est le
(i,7)%m élément de limage correspondante initiale sans bruit. Le Tableau 2.6 montre le PSNR pour
chacune des images évaluées a l'aide des différentes techniques de pré-image ou la densité du bruit
vaut 0.1.
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TABLE 2.5: Lerreur absolue moyenne pour chaque technique évaluée sur chacune des images débruitées
ou la densité du bruit vaut 0.5.

Numéro de I'image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 77,8 93,51 | 72,51 | 60,92 | 72,86 | 80,57 | 77,25 | 90,47 | 75,78 | 60,29
Technique MDS 75,37 | 73,82 | 78,55 | 88,09 | 6535 | 69,75 | 116,35 | 71,39 | 70,86 | 87,98
Pré-image pénalisée 82,51 | 91,71 | 75,82 | 75,90 | 86,30 | 83,39 | 80,85 | 87,02 | 83,15 | 88,68
Pré-image régularisée | 142,89 | 272,87 | 62,22 | 60,92 | 158,47 | 58,71 | 109,55 63 | 403,75 | 60,29
Notre méthode 57,61 | 67,83 | 62,22 | 60,92 | 63,04 | 58,71 | 71,82 63 62,37 | 60,29

TABLE 2.6: Le rapport

signal sur bruit pour chaque technique évaluée pour chacune des images
débruitées ou la densité du bruit vaut 0.1.

Numéro de I'image 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 10th
Point-fixe 1291 | 12,89 | 7,45 8,94 7,61 7,37 | 13,44 | 14,21 | 9,23 7,99
Technique MDS 12,30 | 11,48 | 14,83 | 13,37 | 14,78 | 13,90 | 13,95 | 12,26 | 12,84 | 14,72
Pré-image pénalisée 1050 | 7,80 | 810 | 815 | 7,89 | 9,78 | 880 | 9,57 | 9,09 | 9,71
Pré-image régularisée | 14,04 | 12,95 | -0,43 | 15,12 | 15,10 | 16,60 | 14,00 | 13,10 | 3,86 | 2,68
Notre méthode 15,27 | 12,97 | 14,04 | 8,61 | 15,16 | 6,71 | 14,22 | 14,52 | 8,26 | 12,80

2.5 Conclusion

Intéressée par la forme et la caractéristique, et plus spécifiquement la physiologie des observations,
certaines applications nécessitent des conditions, en particulier, des conditions de non-négativités de la
solution. Pour ce faire, nous avons introduit, dans ce chapitre, une nouvelle approche pour la résolution du
probleme de pré-image sous contrainte de non-négativité. Deux types de contraintes ont été examinés.
Le premier type de contraintes s'applique sur la pré-image elle-méme, ol nous avons élaboré deux
approches pour une meilleure convergence de I'algorithme : le pas fixe, et le pas variable. La pré-image
s’écrivant sous la forme d’une combinaison linéaire des données, nous proposons alors un second type
de contraintes tenant en compte les coefficients de cette combinaison linéaire. Cette contrainte induit
souvent la parcimonie. La puissance de I'approche proposée a été illustrée sur trois cas d’'applications
a savoir : I'extraction de caractéristiqgues des signaux ERP, le débruitage des données artificielles et
le débruitage des images (en I'occurrence des chiffres manuscrits). Notre approche a été comparée
avec succes aux méthodes de pré-image telles la descente du gradient, celle du point-fixe, la méthode
régularisée et celle pénalisée. Nous avons aussi montré empiriquement son intérét dans la parcimonie

de la solution.
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banane anneau cadre

Données d’'apprentissage

Méthode du point-fixe

ee

égularisé

é-image régu

Pr

Technique proposée

FIGURE 2.10: Débruitage des données artificielles, pour les trois formes : banane (colonne gauche),
anneau (colonne au milieu) et cadre (colonne droite). Un ensemble de données d’apprentissage (v dans
la premiére ligne) est utilisé pour construire le sous-espace pertinent, en utilisant I’'ACP-a-noyaux avec le
noyau Gaussien. Un autre ensemble de données (désignés par -) est débruité (en e) par les méthodes
suivantes : celle du point-fixe (deuxieme ligne), celle de I'estimation de la pré-image régularisée (troisieme
ligne) et celle proposée (derniére ligne). Lévolution de la solution des méthodes itératives pour les 20
itérations est donnée par les traits (illustrés par —).
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Images initiales
Images bruitées

Descente du gradient
(100 itérations)

Point-fixe [MSST99]
(100 itérations)

Technique MDS [KTO03]

Pré-image pénalisée [ZLY10] _'

Pré-image régularisée [AH11]
100 itérations

Notre méthode (2.3)
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Notre méthode (2.4)
5 itérations

FIGURE 2.11: Un ensemble de 10 images de chiffre “0” (premiére ligne) corrompues par un bruit sel-et-
poivre de densité 0.1 (deuxieme ligne).Les résultats de la pré-image sont illustrés en utilisant la descente
du gradient (troisiéme ligne), I'algorithme itératif du point-fixe [MSS™99] (quatriéme ligne), la méthode de
I'eéchelle multidimensionnelle ou MDS [KTO03] (cinquieme ligne), la méthode d’'apprentissage de la pré-
image pénalisée [ZLY10] (sixieme ligne), la technique de I'estimation de la pré-image pénalisée [AH11]
(septieme ligne), la méthode de la pré-image non-négative avec un processus itératif (2.3) (huitieme
ligne), et celle avec le pas adéquat de la pré-image non-négative (2.4) (derniéere ligne).
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3.1 Introduction

Les techniques liées a la prédiction des séries temporelles constituent un outil d'aide a la décision
de premiere importance. Pour donner une idée sur 'ampleur de la recherche en matiére de méthodes
de prédiction, nous pouvons citer des applications financiéres [Tsa05], é&conométriques [BT98, LBB104],



56 Chapitre 3. Modeéles autorégressifs-a-noyaux : technique de prédiction

gestionnaires [BT10], statistiques [Ful96], sans oublier les applications météorologiques. De méme, ces
méthodes sont utilisées en controle de processus [MWM83], et en traitement du signal comme les si-
gnaux biomédicaux [ZIP06]. Pour ce dernier cas, differentes études ont été réalisées ; nous pouvons en
citer le traitement par décomposition empiriqgue [KCV11], la méthode de I'entropie maximale [Lin79], et
'analyse en ligne [GS90].

Le développement des techniques de prédiction a été longtemps basé sur des progres réalisés
en statistique et en probabilités. Les premiers modeéles statistiques de prédiction sont sous forme de
modéles autorégressifs. Le modéle autorégressif (AR), ou prédictif linéaire, est omniprésent en sciences
et technologie, avec un rdle essentiel dans I'analyse des séries temporelles dans des applications al-
lant de la prédiction financiere, a I'analyse météorologique. Pour le traitement de la parole par exemple,
afin de maintenir une conversation téléphonique, pour chaque 20 millisecondes, le téléphone portable
modélise la parole selon un modele prédictif linéaire facilitant, ainsi la transmission de données [DMK09].
Le modéle prédictif linéaire décrit un échantillon en I'exprimant sous forme d’'une combinaison linéaire
d’un certain nombre d’échantillons précédents. Afin d’évaluer cette combinaison linéaire, les paramétres
qui la décrivent sont estimés sur une série d’échantillons disponibles, avant de I'étendre a la prédiction
des futurs échantillons. Ce modele autorégressif est facile a implémenter grace a I'algébre linéaire. Ce-
pendant, il est congu pour les systemes linéaires.

Les mathématiques sous-jacentes qui maitrisent le modéle autorégressif sont les équations de Yule-
Walker [Yul27, SS89]. Depuis ce temps, la communauté scientifique s’est investie sans cesse afin de
maitriser ces éguations pour la prédiction linéaire [CG85]. Les équations de Yule-Walker sont le bloc de
construction du modéle linéaire AR, reliant ainsi les parametres du modéle a la fonction de covariance du
processus. Les parametres du modéle sont donc estimés a partir des covariances de la série temporelle.
La prédiction peut étre considérée en appliquant le modele prédictif qui en résulte. Toutefois, I’hypothese
de linéarité est souvent insuffisante pour expliquer les phénomeénes non-linéaires. Une premiére tentative
pour établir des équations de Yule-Walker non-linéaires est donnée dans [CB96] avec un modele non-
linéaire d'ordre élevé.

Nous proposons dans ce chapitre un modeéle autorégressif non-linéaire pour la modélisation et la
prédiction de séries temporelles, en utilisant les méthodes a noyaux et la résolution du probléme de la
pré-image. Nous dérivons des modeéles prédictifs non-linéaires, d’'une part par la mise en ceuvre de la
méthode des moindres carrés dans I'espace fonctionnel, d’autre part en tirant pleinement avantage des
équations de Yule-Walker. Cette derniere dérivation conduit a I'estimation des paramétres du modéle
en utilisant I'espérance des noyaux. Il est a noter que I'idée de I'espérance des noyaux a montré son
efficacité trés récemment dans d’autres domaines applicatifs, voir par exemple [AGSJ11, AG11].

La modélisation non-linéaire et la prédiction n'ont pas encore tiré pleinement du profit des progres
récents dans le domaine de l'apprentissage statistique, méme si plusieurs essais ont été faits pour
développer des technigues non-linéaires pour I'analyse des séries temporelles, telles que la régression a
vecteurs de support [Vap98], le filtre de Kalman a noyau [RDBO05] et la prédiction en ligne avec les noyaux
[RBHO09]. Tres peu de tentatives ont été faites pour aborder le modele AR non-linéaire en apprentissage.
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Un premier travail dans cette direction, présenté par Kumar et al. [KJ07] propose un modeéle AR dans
I'espace fonctionnel, cependant, sans la capacité de prédire les échantillons futurs. Trois modeles sont
a I'étude dans ce chapitre. Le premier modéle est basé sur I'idée sous-jacente des méthodes a noyaux,
a savoir la transformation des données. En appliquant un modéle AR sur les échantillons transformés,
la prédiction est définie dans I'espace RKHS. Pour interpréter I'échantillon prédit, il est nécessaire de
faire le retour inverse a I'espace des observations, a savoir I'espace des échantillons, par la résolution
du probleme de la pré-image. Ensuite, nous proposons de contourner le probleme de la pré-image, en
dérivant deux autres modeéles. Dans le deuxieme modele, nous considérons le modele AR sur les valeurs
obtenues en considérant le noyau choisi. Cette considération conduit a une résolution plus grossiére du
probleme. Dans le troisieme modéle, nous proposons une formulation hybride, comme un compromis
entre les modeles précédents, a savoir entre le modeéle itératif, affiné, et le modéle direct, général, évalué
sur le noyau.

Dans ce chapitre, nous présentons les séries temporelles, en définissant quelques propriétés im-
portantes utilisées pour I'analyse. Ensuite, le modele autorégressif est défini en utilisant la méthode des
moindres carrés, ainsi qu'a partir des équations de Yule-Walker. Une extension de ce modéle pour I'ana-
lyse des séries temporelles issues de systemes non-linéaires est proposée a I'aide des méthodes a
noyaux. Les trois techniques AR non-linéaires décrites ci-dessus sont détaillées dans ce chapitre. Fina-
lement, la pertinence de la technique autorégressive-a-noyaux est illustrée en I'appliquant a des séries
temporelles unidimensionnelles et multidimensionnelles [MOG97, Wan]. Commencons tout d’abord par

une introduction sur les séries temporelles.

3.2 Séries temporelles

Une série temporelle est une suite de valeurs numériques représentant I'évolution d’'une quantité
spécifiqgue au cours du temps. De telles suites de valeurs peuvent étre exprimées mathématiquement
afin d’en analyser le comportement [Mad08], généralement pour comprendre leur évolution passée et
souvent pour en prévoir leur comportement futur. Une telle transposition mathématique utilise le plus
souvent des concepts de probabilités et de statistique.

Définition 3.1. (Série temporelle) Une série temporelle, {z;,t = 1,2,...,n}, est une suite finie d'ob-
servations réelles d’'un phénomeéne donné z, indexées par une date t.

La suite d'observations correspondant a une méme variable décrit une série temporelle. La série est
caractérisée par sa variation en fonction du temps. Linstant auquel I'observation est prise correspond a
une information importante pour décrire le systéme. Nous pouvons calculer les statistiques descriptives
usuelles : moyenne, variance, coefficients d'aplatissement et d’asymétrie. La Figure 3.1 montre trois
séries temporelles, a gauche deux séries des indices du prix de I'once d’'or en dollars et en euros, entre
les années 1998 et 2011, et a droite une série d'un enregistrement d’électrocardiogramme.
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FIGURE 3.1: Exemples de séries temporelles statistique a gauche et électrocardiogramme a droite

3.2.1 Processus stochastique

La premiere étape de I'analyse d’'une série temporelle est la sélection d’un modéle mathématique
approprié pour les données. Il est naturel de supposer que chaque observation x; est une réalisation
d’une certaine variable aléatoire [BD09]. Nous avons besoin de définir précisément ce qu’on entend par
processus stochastique et ses réalisations.

Définition 3.2. (Processus stochastique) Un processus stochastique (ou aléatoire) est une famille de
variables aléatoires {z;,t = 1,2,...,n} définies sur le méme espace de probabilité.

Remarque 3.1. Dans l'analyse des séries temporelles, 'ensemble {t = 1,2,...,n} est un ensemble
représentant le temps, trés souvent {0,+1,£2,---}, {1,2,3,--- }. Les processus stochastiques pour
lesquels I'ensemble représentant le temps n’est pas un sous-ensemble de IR ont également une impor-

tance, comme pour le cas des processus stochastiques géophysiques.

Nous passons maintenant a définir quelques propriétés des séries temporelles. Nous parlerons de la
stationnarité et de I'ergodicité.

3.2.2 Propri étés des s éries temporelles

Lors du travail avec un nombre fini de variables aléatoires, il est souvent utile d'évaluer la ma-
trice de covariance pour mieux comprendre la dépendance des données. Pour une série temporelle
{z¢,t = 1,2,...,n}, lidée de la matrice de covariance est étendue a des collections infinies de va-
riables aléatoires. La fonction d’autocovariance nous fournit cette extension nécessaire pour une série
temporelle. Nous désignons par IE[-] I'espérance. Il est a noter que toutes les espérances dans ce docu-
ment sont prises sur le temps ¢.
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Définition 3.3. (Fonction d’autocovariance) Si {z;,t = 1,2,...,n} est un processus de variance finie,
alors sa fonction d’autocovariance (-, -) est définie par

Yz (1, 8) = Cov(xy, xs) = IE[(J}T — E[z,]) (zs — IE[:L'S]):|, pour  r,s€{1,2,...,n}.

Définition 3.4. (Stationnarité) Le processus {z;,t = 1,2,...,n} de moyenne constante, est dit station-
naire si

- E[z? < o0 pour toutt € {1,2,...,n},

= Yu(rys) =vx(r+t,s+1) pour tout , s, ¢t € {1,2,...,n}.
Remarque 3.2. La stationnarité comme définie ci-dessus est souvent connue sous le nom de stationna-

rité au sens large, ou stationnarité de second degré. Dans la pratique, le terme stationnarité fait référence
a la Définition 3.4.

Une autre notion de stationnarité, importante et frequemment utilisée, la stationnarité au sens strict,
est donnée par la définition suivante.

Définition 3.5. (Stationnarité au sens strict) Le processus {x;,t = 1,2,...,n} est dit un processus
stationnaire au sens strict si les distributions conjointes de (z¢, , - - - ,wtk) et (xt1+h, s ,wtk+h) sont les
mémes pour tous les t1, - ,tg, h € {1,2,...,n}.

La stationnarité au sens strict signifie intuitivement que les réalisations de la série temporelle, sur
deux intervalles de temps différents, doivent présenter des caractéristiques statistiques similaires.

Définition 3.6. (Ergodicité) Un processus stochastique {z;,t = 1,2,...,n} est dit ergodique si toutes
les moyennes temporelles existent et ont méme valeur indépendamment de l'instant choisi.

Cette notion d’ergodicité est trés importante du fait que pratiquement, pour évaluer les moyennes sta-
tistiques, I'on ne dispose généralement que d'un échantillon sur lequel on estime une moyenne tempo-
relle. Cette définition n’a de valeur que si le processus stochastique étudié est stationnaire et ergodique.

3.3 Prédiction des s éries temporelles avec un mod é€le autor égressif

Dans cette partie, nous décrivons le modéle autorégressif. Il est utilisé pour la prédiction et la
modélisation des séries temporelles. Soit la série temporelle z1, za, - - - , Ty.

Définition 3.7. (Processus autorégressif) Un processus est dit autorégressif (AR) d’ordre p s'il existe

at,...,0p € IR tel que

Ty = Ti—1+ T2+ ...+ apTip+ &

p
= ZO[J ,ZL't_j +€t (31)
7j=1

ou les constantes o, sont les parameétres du modele, et £, est un bruit souvent supposé blanc Gaussien.
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FIGURE 3.2: Schéma illustratif du modele
AR, ou xz; est défini par une combinai-
son linéaire de p échantillons précédents
T4—1,%4—2,...,Ti—p, avec les parametres
a1, 00,...,q, comme étant ses coefficients.

Le processus autorégressif est donc caractérisé par son order p, et les parametres aq, ao, - -+ , ay
qui décrivent la combinaison linéaire. Il est basé sur la prédiction d’'un échantillon a partir d’un certain
nombre d'échantillons de son passé, suivant une simple combinaison linéaire [Tsa05]. Bien que son prin-
cipe est simple, le modele AR est largement utilisé en modélisation et prédiction de séries temporelles.
La Figure 3.2 illustre I'idée du modele autorégressif.

Différentes méthodes ont été proposées dans la littérature pour le calcul des paramétres du modéle.
Nous citons les équations de Yule-Walker qui seront étudiées dans le chapitre suivant, la technique de

Levinson-Durbin, la méthode des moindres carrés...

3.3.1 Méthode des moindres carr és

Dans cette section, nous détaillons la méthode des moindres carrés. Cette méthode cherche a mini-
miser I'erreur quadratique de prédiction entre la vraie valeur de la série et la valeur prédite, a savoir

n

Z (azt — gajxt_j)z'

t=p+1

Pour aboutir aux valeurs optimales des «y, recherchées, nous procédons par le calcul de la dérivée de
cette expression par rapport a aq, ao, ..., o,. En définissant le vecteur o = [ g - -+ ap]T des p

parametres a estimer, ces parametres sont estimés selon
n - 1 n
o = ( E Ty > E L1Tt,
t=p+1 t=p+1

ol x; comprend les p échantillons précédents, & savoir &; = [¥4—1 T4—9 ... Tt_p]

3.3.2 Equations de Yule-Walker

Nous passons maintenant a détailler les équations de Yule-Walker utilisées pour I'estimation des
coefficients . Les parametres a1, aa, . .., oy sont directement liés a la fonction de covariance du pro-
cessus. Nous déterminons alors ces parametres a partir de la fonction d’autocovariance. C'est I'essence

méme des équations de Yule-Walker, comme illustré ci-dessous.
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Soit i 'espérance des x;, c'est-a-dire
= IE[x].

En appliguant I'espérance sur les deux membres de I'équation (3.1), nous avons alors I'expression de
I'espérance du bruit, selon (1 — ?:1 aj)p = IE[g]. Pour tout décalage positif 7, nous évaluons la
fonction d’autocovariance de chaque série temporelle. Soit 7(-) la contrepartie empirique de la fonction
d’autocorrelation de la série temporelle, alors r(7) = 25:1 a; (T — j), pour tout décalage 7. Puisque
la fonction d’autocorrelation est paire, i.e., 7(—7) = 7(7), nous obtenons sous forme matricielle les
équations de Yule-Walker

r=Ra,

ou 7 est un vecteur regroupant les p fonctions d’autocorrelation empiriques pour tout décalage T entre 1
et p, a savoir, r = [r(1) r(2) --- 7(p)]", et R représente une matrice des fonctions d'autocorrelation

empiriques pour les décalages 7 entre 0 et p — 1, donnée par

r(0) r(1) r(p—1)
ae| O O e
rp—1) r(p—2) ... r(0)

En supposant que la matrice symétrique R de taille p x p est inversible, les coefficients o sont estimés
par le produit entre I'inversion de la matrice R et le vecteur r, selon a« = R 'r.

Apres avoir déterminé les paramétres aq, o, - - , ap, le modéle AR d'order p permet de prédire
directement un futur échantillon, selon I'équation (3.1) pour ¢t = n + 1 (et au dela). Bien que cette
technique réussisse a prédire les futurs échantillons issus de systémes linéaires, elle n’est pas adaptée

aux systémes non-linéaires.

3.4 Modele autor égressif a noyaux pour la pr édiction des s éries tempo-

relles

Nous passons maintenant a étendre le concept du modele autorégressif pour des données des
systemes non-linéaires. Dans le méme esprit et par le biais des méthodes a noyaux, nous proposons
d’étendre le modéle AR a une approche non-linéaire dans un RKHS, en appliquant a chague échantillon
une transformation non-linéaire.



62 Chapitre 3. Modeéles autorégressifs-a-noyaux : technique de prédiction

3.4.1 Modéle autor égressif dans I'espace fonctionnel

Considérons une fonction non-linéaire ®(-) de I'espace des observations X a I'espace RKHS qui, a
chaque x4, fait correspondre son image ®(z;). Le modéle AR décrit dans le RKHS est alors donné par

P
O(we) = Y o ®(xy—;) + &7, (3.2)

j=1
ol £ représente un bruit dans l'espace fonctionnel. Soit ¢, = [®(z4-1) P(74-2) -+ P(z4-p)]

le vecteur regroupant les transformées, par la fonction ®(-), des p échantillons précédents a x;. Nous
écrivons le modéle non-linéaire sous la forme matricielle

O(xy) = .

Nous étudions deux méthodes pour estimer les coefficients ¢, d’'une part la minimisation de la distance
guadratique dans I'espace fonctionnel, et d'autre part les équations de Yule-Walker dans cet espace
fonctionnel.

3.4.1.1 Minimisation de la distance quadratique dans I'esp  ace fonctionnel

En se basant sur la méthode des moindres carrés présentée dans le paragraphe 3.3.1, nous minimi-
) : ) : : T D
sons l'erreur quadratique moyenne, dans I'espace fonctionnel, entre la fonction prédite Zj:l a;®(xi—j)
et la vraie fonction de I'image ®(z;). Ainsi le critére cité ci-dessus sera-il défini par :

n p
2
min ) — j —j
in 3 [fo0 - Sastte)|
t=p+1 j=1
ou || - ||l désigne la norme dans I'espace en question. En utilisant I'écriture matricielle, nous obte-
nons > iy ((prex, prar)a — 2(ppex, @(x4))3 + (P(21), ®(4))2). En dérivant l'expression de I'er-
reur quadratique par rapport a «, et en annulant sa dérivée, nous aboutissons aux valeurs optimales des

parameétres avec
-1

o= (3 lened) Y (o b

t=p+1 t=p+1
Il est clair que cette expression n’implique que le produit scalaire entre les couples d'images par la
fonction non-linéaire ®(-) des données, définis par ®(z1), ®(z2),. .., P(x,), ce qui permet de I'évaluer
en utilisant simplement une fonction noyau x(x¢, z;) = (®(x¢), ®(2;))x-

3.4.1.2 Equations de Yule-Walker dans I'espace fonctionnel

Nous passons maintenant a une autre technique pour I'estimation des coefficients o dans I'espace
fonctionnel. Cette technique est basée sur les équations de Yule-Walker dans le RKHS, et tient compte
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@)

Tt—p+1
Ti—1

() P
e = Z o P(xi—j)
=1

FIGURE 3.3: Schéma illustrant le modéle AR-a-noyaux : les échantillons sont transformés de I'espace des
données X a I'espace fonctionnel 7, ot le modeéle AR est appliqué sur les échantillons transformés. Une
fois que la fonction 1, est estimée, il est nécessaire de faire le retour inverse a I'espace des données
X, afin de trouver la prédiction z}. Une technique de pré-image est alors nécessaire pour prédire les
nouveaux échantillons dans I'espace initial.

de l'idée décrite dans le paragraphe 3.3.2. Bien que les échantillons z; sont supposés de moyenne nulle
dans I'espace des observations, ce n’est pas le cas pour les images ®(z;) dans I'espace fonctionnel.

Soit g 'espérance des fonctions ®(z;) dans I'espace fonctionnel, a savoir
po = B[O (z¢)].

En calculant I'espérance des deux membres de I'équation (3.5), nous obtenons une expression de
, , y . p o o , N . s
I'espérance de I'erreur donnée par (1 — ijl a;)pe = IE[ey], sous I'hypothése de stationnarité du
processus. D'un autre coté, nous définissons les fonctions centrées dans I'espace fonctionnel par

;@) +ef — pa

M-

() — po =

<
Il
—

I
.MB

aj (P(x4—j) — pao) + € — (1 - Zaj)/@.

j=1

<
Il
—

En couplant ces résultats, et en considérant le produit scalaire dans I'espace fonctionnel entre les deux
membres de I'équation ci-dessus d’une part, et le terme (®(x¢—,) — pg) d’autre part, pour un décalage
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positif 7, nous aboutissons a

p

(B(21) — pav, B(w1—r) — po) = (eF — BleF], ©(xer) — pa)+ Y 0j((24j) — pao, Y(e—r) — pia)-
j=1
(3.3)

Par analogie avec le modele AR linéaire, nous supposons que le bruit z—:? et la fonction ®(z;_,) sont non
corrélés pour tout décalage positif 7. Par suite, en considérant I'espérance de I'expression (3.3) et sous
I'hypothese de la stationnarité de la séquence, nous avons pour tout décalage 7 supérieur ou égal a 1

p
]E[ﬁc(xh xt—r)] = Z (&7 E[ﬁc(wt—jﬁ xt—T)L (3-4)
j=1

ou k(- -) est la version centrée du noyau (-, -), définie par le produit scalaire des fonctions centrées,

comme suit
Ke(@i, 25) = (P(2:) — pa, D(z;) — po).

Finalement, nous considérons toutes les valeurs possibles du décalage, et nous écrivons I'expression de
I'équation (3.4) sous forme matricielle, avec

= R, a,

ou 7., regroupe les p valeurs des espérances des noyaux centrés pour les décalages entre 1 et p, a

savoir, T
P = [Elke(en v-1)] Elko(zsai-2)] - Blko(onzi-p)]| |
et R, estla matrice définie par les espérances des noyaux, selon
Elkc(zt, 7t)] Elkc(zt, 21-1)] - Elke(@t, Bt—pt1)]

R. — E[ﬁc(wfth—l)] IE[%c(fvt,wt)] '.'-E[ﬁc(wm.wt—mz)]

Elrc(ze, e—p+1)] Elke(w, me—pi2)] -+ Elre(me, 24)]
Le vecteur des coefficients a;, obtenu en inversant cette matrice, est donné par
o= R,;lr,%.
En pratique, les espérances sont estimées sur un ensemble de n échantillons disponibles [CMR12]. La

version centrée du noyau est évaluée a partir de

n n n

1 1
Ke(zi, xj) = K(x;, x5) — - Zm(mi,xk) — k(xj,xp) + 2 Z K(zgr, g )-
k=1 k=1 ke k=1

S|
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3.4.2 Le probl éme de la pr é-image comme technique de pr édiction

Une fois que les observations ont été transformées vers le RKHS, et les paramétres déterminés,

nous pouvons alors prédire un élément a partir de son passé, avec
p
"(bt = E Otj(I)(I't_j). (3.5)
J=1

Comme illustré dans la Figure 3.3, cet élément appartient a I'espace engendré par les images des p
précédents échantillons, une interprétation est nécessaire dans le domaine des échantillons. Alors que
la fonction ®(-) permet de passer de ce domaine au RKHS, la fonction inverse n’existe pas dans le cas
général. C'est le probleme de la pré-image en méthodes d’'apprentissage a noyaux décrit dans la section
1.6, qui consiste a déterminer I'échantillon x;} dont 'image ®(z*) est la plus proche possible de ;. En
utilisant la norme définie dans le RKHS, le probleme d’optimisation est donné par

2

* 1 a
y = arg min 5” zzlaj(b(:nt_j) — @(:p)HH, (3.6)
j:

ou les oy, sont les parameétres déja estimés.

Le probléme d’'optimisation s’écrit sous forme générale avec
x; = argmin Jy(z),
xr

ol Ji(x) représente la fonction colt décrite par le développement de la norme de I'équation (3.6), elle
est définie par

P
1
Ji(x) = — ;aj K(xi—j,x) + iﬁ(w,w).

; oo . 1\P P
Dans cette expression, le terme indépendant de z, donné par 5> 7, _; ijl k(T , T4—j), est
éliminé puisque sa dérivée par rapport a x s’annule.

Afin de résoudre ce probleme, différentes techniques sont présentes dans la littérature. Une possibi-

lité est d’étudier le gradient de la fonction cot J;(x) par rapport a z. A 'optimum, le gradient par rapport
a z s'annule, a savoir 9.J;(x)/0x = 0. Le gradient est alors défini par :

Oox oz 2 Oz 3.7)

P
0Jy(z) Ok(zi—j,x) 10k(z,x)
=->_q +35 '
j=1
C’est la forme générale pour tout type de noyau. Cette expression peut étre simplifiée pour la classe
des noyaux radiaux, comme le noyau Gaussien. Dans ce cas, la définition du noyau entraine I'annulation
de la dérivée du terme k(z, x) par rapport a x, et le gradient est donné par le premier terme de (3.7),
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selon P
OJi(x 1
% = —; E Qa; li(xt_j,l') (xt—j - ‘T)
j=1

En annulant ce gradient a l'optimum z}, nous obtenons I'expression itérative du point fixe

o 21 0 K@, @) T

Eizl g K(Ty—k, T} )

Ce résultat peut étre interprété comme étant un modéle AR, a l'instar de (3.1), puisque nous avons
la forme x} = Z§:1 Bjx—j, cependant les parametres ne sont plus des constantes, avec

p -1
;= (o) oy s.a9)
k=1

Pour le cas bien spécifique du noyau Gaussien, I'expression itérative est donnée par

. P ajexp(—lmj — 27 ]?/20%) @y

k=1 0% exXp(= |z -k — 7]|?/20?)

Pour le cas de noyau polynomial défini par kg (z;, z;) = ((xi, z;) + ¢)9, ol ¢ est un entier positif, et
¢ est un paramétre non négatif, la fonction colt .J;(x) est donnée par

@) ==Y ay({me, 2 + AT+ 5z, 2) + o,
j=1

menant a I'expression itérative du point-fixe décrite par

. (e, o)+ o) ey

N (af, o) +c)a?

wt—

En utilisant le Théoréme 1.3, pour le cas du modéle autorégressif ; nous pouvons alors écrire la pré-
image comme étant une combinaison linéaire des données disponibles, a savoir x; = Z;’:l 5;? Tp—j.
Nous prouvons cette déclaration pour les noyaux radiaux et projectifs.

Corollaire 3.1.  Pour un modele AR-a-noyaux d’ordre p, toute pré-image x; s'écrit sous la forme d'une
combinaison linéaire des p derniers échantillons, a savoir

P

* * .

Ty = E 07 Ty—j
=1

pour certains poids 5;.

Démonstration. Premierement, nous étudions la classe des noyaux radiaux, définie par I'expression
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(1.3). Dans de pareils cas, le terme Ok(x, z) /Ox s'annule. Le gradient & I'optimum s’écrit comme

p
Z k(@i J?‘Tt):O
= o} ’

ou le premier membre est donné par

p

¢ k(- ]7xt Ig([|z1—; — zf|1%) .
Z:: ot Z @ 2(xy — 4—j)-

o[- J_:L't‘| )

Par conséguence, le résultat final s’exprime comme

0O (s — 272
xt_z s —il?)

k=1 0k 9D (e — 27[|?)

* p * .
donc de la forme z} = ijl 5j Ty_j.

Passons maintenant a I'étude du cas des noyaux projectifs, de la forme (1.2). Dans ce cas, le gradient
est donné a I'optimum par

Z":aaﬁ(xt—j,xr) _ 10k(a,x7)
— 7 Ox} 2 oxp

Nous évaluons le premier membre ainsi que le second respectivement en utilisant la forme du noyau, et
nous combinons les deux expressions pour aboutir a

S Sy

Iy = LTt—j,
2970 (a7, a7))
qui est aussi de la forme 7 = >0, 6% x4 O

3.5 Modeles autor égressifs- a-noyaux sans pr é-image

Le modele AR-a-noyaux proposé auparavant nécessite la résolution du probleme mal-posé de la
pré-image, pour chaque échantillon prédit. Dans cette section, afin de surmonter ce probléeme, nous
étudions I'estimation d’une fonction ou la sortie désirée est la vraie valeur z;, et I'entrée est un vecteur x;
représentant les p échantillons précédents avec x; = [x4—1 X¢—2 -+ - xt_p]T. Il s’agit alors d’une fonc-
tion a valeur réelle définie sur XP. Nous considérons alors des noyaux multivariés, définis sur AP x AP,
En tenant compte de cette écriture, nous proposons deux modeéles non-linéaires différents, et dérivons
les équations de Yule-Walker correspondantes.

Il est important de noter que pour le noyau Gaussien, cette approche correspond a considérer le
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noyau

1
K(@e—j, T4) = exp ( —gozles - th2)7

o . 2 _ NP , 2
ou la distance entre les deux vecteurs @;_; et &, estdonné par ||@;—;— || = >0 _; (z1—j—p—21—k) -
Il est facile de voir de cette écriture méne a I'expression suivante du noyau Gaussien

P
K(xi—j, @) = H l‘i(wt—j—kyxt—k)a
k=1

donc reliant le noyau multivarié au noyau univarié utilisé dans les deux précédentes sections de ce
chapitre.

3.5.1 Modéle autor égressif sur les valeurs du noyau

Par opposition a la méthode ci-dessus, ou nous appliquons le modéle autorégressif aux images des
observations par la fonction ®(-) dans I'espace fonctionnel, nous considérons ici un modele autorégressif

sur les valeurs du noyau. Le modéle proposé est défini par la prédiction de I'échantillon z, avec

p
o) = Z Bj (®1—j, @) + &1, (3.8)
Jj=1
ou x; est un vecteur représentant les p échantillons précédents avec x; = [x4—1 Ty—o - xt_p]T, et

©(-) est la fonction définissant la prédiction des échantillons futurs tel que p(x;) = ;.

Soit 11, 'espérance de toutes les valeurs transformées ¢(x;), et u; I'espérance de chaque noyau

K(xi—j,x¢), j = 1,2,...,p, & savoir

pe = Efp(w4)],
pj = Bl (zy, z1-5)].

En suivant les développements donnés dans la Section 3.4.1.2, et par analogie avec I'expression (3.3)

ou le produit scalaire se fait sur les échantillons centrés, nous obtenons alors
p
E[(p(@) — fta P(@i—r) — p)] = > B Bl(s(xe, 2i—s) — pjs o(x1—r) — pa)l,  (3.9)
j=1

pour tout décalage 7 = 1,2, ..., p. En combinant toutes les valeurs possibles du décalage, nous avons
la forme matricielle
r. = R; 0,

ou 7, défini par I'espérance du produit scalaire entre les valeurs évaluées pour tout décalage, est donné
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par
T
Ty= ]EK‘P(wt) — M, (P(wt—l) - ,Uac>]a ]EK‘P(wt) — M, (P(wt—p) - ,Uac>] (3.10)
et R, est la matrice décrite par I'espérance du produit scalaire entre les noyaux avec

E[(k(zt, xt—1) — p1, o(@i-1) — pa)| - - E[{K(@1, T1p) — pp, P(T1-1) — p)]

R _ E[(k(@s, ®i—1) — p1, p(@e—2) — piz)] - .. E[(5(@s, T1—p) — pp, P(Ti—2) — pia)]

E[(k(zt, xt—1) — p1, o(@Tt—p) — pa)] - E[{K(@1, T1p) — pip, P(T1t—p) — )]

Le vecteur des coefficients 3 est obtenu en inversant la matrice R,;, avec

B=R'r..

Une fois que les parameétres 3 du modele sont déterminés, nous pouvons directement prédire tout
échantillon futur, en utilisant 7 = (), avec

P
x; = Zﬁj K(T—j, Tt). (3.11)

Jj=1

3.5.2 Un mod ele autor égressif hybride

Dans cette section, nous étudions un autre modéle AR, en estimant une fonction ¢(-), telle que
p: XP — X. Le modéle proposé est défini par

p

p(x) = Z Bj k(®i—j, 1) Tr—j + et 3.12)
j=1

de facon que I'image d’un échantillon & par cette fonction ¢ (-) donne la valeur prédite, a savoir p(x;) =
xy, qui n'est autre que la valeur de I'eéchantillon prédit dans I'espace des observations X, et x; est un
vecteur représentant les p échantillons précédents avec x; = |41 x4—9 - - a:t_p]T. La Section 3.5.3
détaille la motivation pour proposer ce modéle.

Soient u,; I'espérance du produit entre le noyau x(x¢—;,x;) et I'échantillon x;_; pour tout j =
1,2,...,p, asavoir

,U/:B] = ]E[I{(mt, mt—j) xt—j]’

et 1, I'espérance de toutes les observations transformées ¢(x;), précisément g, = IE[p(xy)]. Par
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conséquent, et par analogie a ce qui est donné auparavant, nous obtenons

p

E[(p(@e) — piar 9(@e—r) — pa)] = > B Bl(k(2e, Te—j) T1j — pajy @(@1—r) — p)]. (3.13)
j=1

En considérant tous les décalages possibles, nous obtenons la forme matricielle r,, = Ry, 3, ou 7,
est défini par (3.10), et R, .. est la matrice décrite par les espérances du produit entre les noyaux et les
échantillons pour tout décalage possible, selon

E[{k(xt, Te—1)Tt—1 — a1, P(®1—1) = pa)] - B(E(®1, Be—p)Tt—p — fap, P(Te-1) — fa)]

R E[(k(2s, Tr—1)Te-1 — pa1, P(Ti—2) — pa)] - B[(K(T1, Tr—p)Ti—p — flap, P(T1—2) — )]

E[(k(Te, Te-1)Tt—1 — pat, P(Te—p) — frae)] - - - BUK(Tt, Te—p)Tt—p — Pap, P(Ti—p) — fa)]

Le vecteur des coefficients 3 est obtenu en inversant la matrice R,, avec 3 = R, .r..
Une fois que les parametres 3 sont évalués, le modéle autorégressif hybride permet de prédire un
échantillon futur en appliquant =7 = ¢(x;), & savoir

p
xf = Zﬁj K(Tt—j, Tt) Tr—j. (3.14)
=1

Nous passons maintenant a donner la motivation qui nous a permis de proposer ce modéle.

3.5.3 Lienentre le mod éle AR hybride et les mod éles propos és auparavant

La principale motivation du modele AR hybride est sa relation avec les deux modéles proposés
auparavant, comme décrit dans cette section. Tout d’abord, nous considérons le modele AR-a-noyaux,
comme défini dans la Section 3.4.1.2. Le Corollaire 3.1 montre que I'échantillon prédit a I'instant ¢ prend

P

* * .

Ty = g 07 Tp—j-
J=1

En limitant la solution a 5; = f; k(x1—j, x;), nous obtenons le modele AR hybride défini par (3.14).

la forme

Ensuite, nous considérons le modéle AR sur les valeurs du noyau, décrit dans la Section 3.5.1, a savoir

* p . . imi - . . A inAai -i&me
xy = ijl Bj k(xi—j,x¢). En limitant 5; a la forme (3; z;_;, donc dépendant linéairement du j
précédent échantillon, nous retrouvons le modeéle AR hybride.

3.6 Expérimentations

Nous passons maintenant aux expérimentations afin d’étudier la pertinence de la méthode proposée.
Dans un premier temps, la méthode proposée est comparée a des méthodes non-linéaires connues
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dans la littérature : le perceptron multicouche, la régression a vecteurs de support [MOG97] et le filtre de
Kalman non-linéaire [RDBO05]. Dans un second temps, une comparaison entre les différentes techniques
de pré-image est faite pour la méthode proposée : la descente du gradient, la méthode du point-fixe,
la technique multidimensionnelle, et I'approche conforme. Dans un troisieme temps, une comparaison
entre les différents modéles AR-a-noyaux proposeés est réalisée. A cette fin, nous prenons pour les deux
premieres expérimentations quatre séries temporelles classiques, et les differents parametres de ces
séries sont choisis comme dans [RDBO05] afin de faire la comparaison avec les autres techniques, et pour
la troisiéme expérimentation, nous avons choisi un signal électrocardiogramme (ECG) de [GAG 13,
GAG™b]. Les séries sont définies par [Wan] :

— La série temporelle Laser provient des intensités des impulsions d'un laser N Hs. La série est
chaotique et posséde un attracteur de faible dimension. Cette série fait partie d'un ensemble ayant
fait I'objet d’'une compétition organisée en 1992 par l'institut de Sante Fe a New Mexico [HAW89)].

— La série temporelle Mackey-Glass fournit un modele de I'évolution de la production des cellules
sanguines [Cas89]. Elle est définie par I'équation différentielle suivante

dx(t)
dt

02z(t —7)
1+ xz(t—71)10°

=—0.1z(t) +

Pour les valeurs de T supérieures a 16.8, cette série temporelle posséde un attracteur étrange et
les trajectoires montrent un comportement chaotique fortement non-linéaire [Cas89]. Pour 7 = 30,
la série temporelle est désignée par M Gs.

— La série temporelle Ikeda map référe a une série bidimensionnelle de la dynamique du laser. A
partir d'un point initial, (0) = [x1(0) 22(0)] T, elle est définie par

w(t) =cl —e3/(1+23(t) + 23(t))
z1(t+1) =r+c2(x1(t) cosw(t) + x2(t) sinw(t))
xo(t+1) = 2(z1(t) sinw(t) + x2o(t) cosw(t))
ou cl,c2,c3 et r sont des constantes; dans notre cas, nous considérons cl = 04,c2 =

0.84,¢3 = 6.0, = 1.0 et z(0) = [1 0.001]".
— La série temporelle attracteur Lorenz est la solution du systéeme défini par les équations

différentielles suivantes :

dfl_(tt) = —ax(t) +ay(t)
d?(Ji_(tt) = —x(t) 2(t) + rx(t) — y(t)

o = ta(t) y(t) — bz(t)

Les constantes sont fixées aa = 10, r = 28 et b = 8/3.
— Le signal ECG représente des enregistrements ECG des sujets référés au Laboratoire d’Arythmie
ou les sujets inclus dans cette base de données ont été connus comme ayant aucune arythmie
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significative [GAG b, GAGT13]. Les signaux ECG sont considérés comme stationnaires, car ils
sont pris durant une 1 minute.

— Le signal EMG représente des enregistrements d’électromyogrammes (EMG) ayant un probléme
de neuropathie [Kim] ou les données sont prises en insérant une aiguille sur le muscle antérieur
de la jambe pour chaque patient.

Les deux séries Laser et M (i3 sont unidimensionnelles, tandis que Ikeda et Lorenz sont deux séries

chaotiques multidimensionnelles. Nous commencons tout d’abord par la comparaison avec d'autres tech-
niques de modélisation et prédiction.

3.6.1 Comparaison les techniques pr édictives non-lin éaires

Dans cette partie, nous prenons en compte une comparaison entre différentes techniques non-
linéaires de prédiction. Deux expériences ont été réalisées sur chacune de ces séries. Dans un premier
temps, nous prenons n = 300 échantillons pour I'apprentissage, I'estimation de la largeur de bande du
noyau Gaussien o, et I'ordre optimal p. Lors des simulations, I'ordre optimal est choisi parmi les valeurs
{1,2,...,10}, et nous obtenons p = 3 pour I'attracteur de Lorenz et p = 6 pour toutes les autres séries.
Un ensemble formé des 300 échantillons suivants est utilisé pour évaluer les performances du modele.
Le critére de la comparaison est I'erreur quadratique moyenne de prédiction (en anglais mean square
error (MSE)) qui est estimée sur les échantillons pris pour le test de performance :

2n

1
err = — Z |z — 2%,

i=n+1

ou xj est la valeur prédite a l'instant ¢, x; est la vraie valeur de la série au méme instant, et n est le
nombre d’échantillons pris pour chagque expérience.

Le Tableau 3.1 comporte les valeurs de la largeur de bande o choisies pour chacune des séries
temporelles et utilisées pour chaque expérience. Afin de comparer les résultats obtenus avec d’autres
méthodes de prédiction non-linéaires, nous considérons les méthodes du perceptron multicouche, du
régresseur a vecteurs supports et du filtre de Kalman non-linéaire. Pour ces deux derniéres méthodes
a noyaux, le noyau Gaussien a été utilisé. La non-linéarité utilisée pour le perceptron multicouche est
implémentée par une fonction tanh, et le code utilisé pour implémenter le perceptron multicouche et les
autres techniques de filtrage est pris de la boite a outil ReBEL de R. van der Merwe [WdM10]. Lappren-
tissage des séries temporelles multidimensionnelles avec des régresseurs a vecteurs supports est fait
en décomposant le probleme d'apprentissage en autant de problemes que de dimension des séries tem-
porelles. Pour toutes les expérimentations, la “régression ridge a noyau” avec un noyau Gaussien dont
sa largeur de bande est déterminée par rapport a la performance mesurée sur I'ensemble utilisé pour
I'apprentissage [RDBO05] est utilisée. Une comparaison avec ces differentes méthodes est donnée dans
le Tableau 3.2.

Dans un second temps, un autre ensemble comprenant seulement n = 50 échantillons est
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TaBLE 3.1: Valeurs de la largeur de bande o du noyau Gaussien pour chaque série temporelle pour les

deux expériences.

Laser MGsg Ikeda Lorenz
1°7¢ expérience : n = 300 0.3 0.015 0.0046 0.04
onde expérience : n = 50 0.4 0.035 0.0255 0.035

TABLE 3.2: Erreur quadratique moyenne pour différentes méthodes de prédiction et plusieurs séries tem-

porelles.
Laser | MGsg Ikeda Lorenz
perceptron multicouche 1.4326 | 0.0461 | 0.00071 | 0.2837
régression a vecteurs de support 0.2595 | 0.0313 | 0.00081 | 0.1811
filtre de Kalman non-linéaire 0.2325 | 0.0307 | 0.00077 | 0.3133
mod ele AR-a-noyaux (1°"¢ expérience : n = 300) | 0.0702 | 0.0008 | 0.00088 | 0.1792
mod éle AR-a-noyaux (2"¢¢ expérience :n = 50) | 0.1813 | 0.0049 | 0.0053 0.2625

considéré. La méme démarche est réalisée lors de I'apprentissage et les 50 échantillons suivants sont
utilisés pour tester I'efficacité de la méthode proposée. Méme en prenant des séries courtes, avec
seulement 50 échantillons, I'approche proposée présente aussi de bons résultats. Cependant, elle peut
éventuellement présenter des résultats moins bonnes que d’autres méthodes comme dans le cas des
données Ikeda. Méme pour des séries ayant un nombre d’échantillons élevé, notre approche donne de
meilleurs résultats, et I'amélioration des performances est considérable. Nous notons aussi sa simpli-
cité algorithmique, propriété héritée du modéle linéaire, ou I'estimation des parametres du modele ne
nécessite qu’'une simple inversion de matrice de taille p x p. Les autres méthodes non-linéaires souffrent
d’'une charge calculatoire conséquente, comme c'est le cas de la régression a vecteurs supports qui
nécessite la résolution d’'un probléeme d’optimisation quadratique avec contraintes.

Une autre expérience est faite pour faire une comparaison avec le modéle dynamique a noyau pro-
posé dans [RdB03]. A cette fin, nous réalisons la méme configuration décrite dans [RdB03]. Chaque
série de taille T est notée par x1.7. Nous considérons une dimension d et un pas k tel que les vec-
teurs ¢y = (T4, Ty—k, - - ,a:t_(d_l)k)T sont utilisés. Dans un premier cas, pour la série M G17, nous
construisons des vecteurs de dimension d = 6 et un pas de k = 6. En utilisant cette configuration, nous
obtenons six séries indépendantes. Pour I'apprentissage, nous utilisons les 100 premiers points de S,
cependant les 100 premiers points de S5 servent a choisir les hyperparametres. Lerreur de prédiction
est mesurée en fonction des points dans lintervalle 201 a 300 de la série S;. Dans un second cas, pour
la série Laser, la dimension est fixée a d = 3 et le pas a £ = 1. La série est divisée comme suit. Les
100 premiers points sont utilisés pour I'apprentissage cependant les points entre 201 et 300 sont utilisés
pour la selection des hyperparameétres. Lerreur est calculée sur points entre 101 et 200. Le Tableau 3.3
présente I'erreur quadratique moyenne pour les méthodes de régression a vecteurs supports, le modele
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TaBLE 3.3: Erreur quadratique moyenne pour différentes méthodes de prédiction pour les séries tempo-
relles Laser et M G17.

Laser | MGy
régression a vecteurs de support | 15.81 | 0.0812
modéle dynamique a noyau 13.96 | 0.0859
mod éle AR a noyaux 3.37 0.0465

dynamique a noyau et le modele AR a noyaux proposé pour les deux séries Laser et M G17. Le modéele
proposé présente la meilleure MSE pour les deux séries en considération.

Passons maintenant a une comparaison entre les difféerentes techniques de pré-image, en
considérant la méthode autorégressive proposée.

3.6.2 Comparaison entre les diff érentes techniques de pr é-image

Dans cette partie, une comparaison entre les techniques de pré-image pour la prédiction en utili-
sant un modéle autorégressif-a-noyaux est faite. Pour cette étude comparative, nous utilisons n = 300
échantillons des séries temporelles lors de I'apprentissage des parameétres. Nous estimons I'erreur de
prédiction quadratique sur les 300 échantillons suivants. Lors de I'apprentissage, les parametres du
modele et son ordre p sont estimés, ainsi que la largeur de bande du noyau Gaussien o, le degré ¢
avec ¢ = 1 pour le noyau polynomial, et le pas 7). Les valeurs optimales pour la largeur de bande
o et le pas 7 sont estimées en utilisant une recherche sur une grille de {2712 2-11 2l 212}
Pour le noyau polynomial, la valeur optimale du parametre ¢ est choisie de I'ensemble {1,2,3,4,5,6}.
Pour chacune des techniques étudiées, les valeurs optimales de ces parameétres sont utilisées. Pour les
deux méthodes itératives, le nombre maximal d'itérations est fixé a 100 itérations. Le temps de calcul
est estimé en utilisant Matlab 2009 fonctionnant sur un ordinateur dual-core PC Pentium 3.4 GHz et de
mémoire vive (RAM) de 1.00 GO.

Les résultats sont donnés dans le Tableau 3.4 pour le noyau Gaussien et le Tableau 3.5 pour le noyau
polynomial. Il est évident que, indépendamment du type de noyau utilisé, les techniques itératives de pré-
image telles que la descente du gradient et la méthode itérative du point-fixe exigent plus de temps de
calcul que I'échelle multidimendionnelle MDS et I'approche conforme. Pour I'erreur quadratique moyenne,
excepté le cas des données Laser avec le noyau Gaussien, les deux méthodes itérative du point-fixe et
approche conforme présentent essentiellement I'erreur MSE la plus petite. |l est clair qu’en tenant compte
du temps de calcul, I'approche conforme est le meilleur compromis.

3.6.3 Comparaison entre les diff érentes techniques propos ées

Chaque série temporelle est décomposée en deux parties. Les premiers n = 300 échantillons
sont utilisés lors de I'apprentissage, pour I'estimation de la valeur de I'ordre p optimal choisi dans
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TABLE 3.4: Comparaison entre plusieurs techniques de pré-image appliquées sur différents types de
séries temporelles, en utilisant un noyau Gaussien.

Laser MG3g Ikeda Lorenz

g o 2—10 2—6 2—3 23
S MSE 876.1293 0.0832 0.7187 150.0145
O | temps (s) 3.0736 3.0953 6.0193 9.4399
® o 22 2 210 20
b MSE 16.5673 0.0162 0.5194 0.00035
o temps (s) 5.6392 8.2743 12.8256 34.2385
" o 210 2—10 210 22
% MSE 11.5991 0.083 0.5825 99.2851

temps (s) 0.1002 0.1608 0.1976 0.2735
© o 20 2 23 22
g n 9—10 9—10 9—10 9—10
S| MSE 17.1484 0.0166 0.5201 0.1079
O | temps (s) 1.0172 0.9916 1.9249 2.3637

TaBLE 3.5: Comparaison entre plusieurs techniques de pré-image, en utilisant le noyau polynomial.

Laser MGsg Ikeda Lorenz

= q 2 ) 6 2
% n 2—10 2—2 2—12 2—11
(‘DE MSE 876.1293 0.1000 0.7187 339.3405

temps (s) 1.9851 2.0025 3.7099 5.5710
o q 5 2 2 5
b MSE 16.0169 0.0161 0.5246 0.007
o temps (s) 7.2244 8.1867 19.0268 23.6776
) q 2 2 2 2
g n 99 9—10 99 9—10
"g MSE 18.6591 0.0160 0.5171 0.0025
O | temps (s) 0.5113 0.4877 0.9250 1.2632

p € {1,2,...,5}, les coefficients de I'expansion AR, et la largeur de bande o du noyau Gaussien. Les

300 échantillons suivants sont utilisés pour évaluer la pertinence du modele résultant, en considérant le

calcul de I'erreur quadratique moyenne de prédiction.

Le Tableau 3.6 regroupe I'erreur quadratique moyenne de prédiction et le temps de calcul mesuré sur

un Intel Core 2, avec une vitesse de 2.40 GHz et une mémoire vive de 1.00 GO, pour chacun des trois

modeles AR non-linéaires proposés, ainsi que le modele AR linéaire. Pour la technique de pré-image,

le critére d'arrét est donné par une borne inférieure sur la tolérance, qui vaut 1075, tout en limitant le
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TABLE 3.6: Temps de calcul estimé et erreur quadratique moyenne de prédiction entre les valeurs prédites

et les vraies valeurs.

MGsg Lorenz ECG EMG-Neuro
Modele AR linéaire MSE 0.0655 0.2907 0.0332 0.1397
(avec (3.1)) Time (s) | 0.0107 0.0539 0.0126 0.0133
Modeéle AR-a-noyaux (pré-image) MSE 0.00001 0.1498 0.0006 0.0001
(avec (3.4)) Time (s) | 5.3201 10.5241 | 7.8921 9.0315
Modele AR sur les valeurs du noyau MSE 3.7466 7276.8 4.8224 2.8418
(avec (3.9)) Time (s) | 0.0619 0.1975 0.0632 7.3417
Modele AR hybride MSE 0.0623 0.0213 0.0290 0.0061
(avec (3.13)) Time (s) | 0.0861 0.6091 0.1834 0.1280

TABLE 3.7: Lerreur quadratigue moyenne de prédiction pour différentes techniques non-linéaires de

prédiction comparées aux méthodes proposées.

MGsg Lorenz
Perceptron multicouche 0.0461 0.2837
Régression a support vecteur 0.0313 0.1811
Filtre de Kalman non-linéaire 0.0307 0.3133
Modéle AR-a-noyaux (pr é-image) 0.00001 0.1498
Modele AR sur les valeurs du noyau 3.7466 7276.8
Modéle AR hybride 0.0623 0.0213

nombre maximal d'itérations a 50. Il est évident que le modele AR-a-noyaux avec une technique de
pré-image présente la meilleure précision. Cependant, une telle mise au point nécessite d’'importantes
ressources de calcul. Le modéle AR évalué sur les valeurs obtenues en calculant le noyau considéré
n'est pas approprié pour ces séries temporelles. Le modele AR hybride présente un bon compromis
entre la précision et la complexité de calcul, et surpasse le modéle AR linéaire. Les résultats obtenus
pour les trois séries temporelles sont illustrés dans la Figure 3.4.

Les configurations expérimentales sont les mémes que celles utilisées dans [RDBO05] pour les deux
séries temporelles Lorenz et M (3. Ces configurations nous permettent de faire une étude compa-
rative avec les différentes techniques non-linéaires données par le papier cité auparavant, comme le
perceptron multicouche, le régresseur a vecteurs supports, et le filtre de Kalman non-linéaire. Le Tableau
3.6.3 montre I'erreur quadratique moyenne évaluée sur chacune des séries temporelles en utilisant les
différentes techniques non-linéaires de prédiction. Comme nous pouvons le voir, le modéle AR-a-noyaux
avec une technique de pré-image présente la meilleure erreur quadratique pour la série M Gsg, et le
modele AR hybride présente la meilleure erreur quadratique pour la série temporelle attracteur de Lorenz.
Un modele approprié est attribué a chaque série temporelle en fonction de la nature de ses données.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode autorégressive pour I'analyse et la prédiction
des séries temporelles. Deux méthodes ont été détaillées afin de déterminer les divers parametres
nécessaires pour I'implémentation de cette méthode. Nous avons montré qu'a l'aide des méthodes a
noyaux, nous pouvons étendre I'usage de la technique AR pour les systemes non-linéaires. Différents
modéles AR-a-noyaux ont été alors proposés, dont une nécessitant la résolution du probleme de la pré-
image comme un schéma prédictif. Finalement, la méthode développée dans ce chapitre a é&té comparée
avec succes a la méthode AR linéaire et aux méthodes du perceptron multicouche, du régresseur a vec-
teurs supports et du filtre de Kalman non-linéaire. A cette fin plusieurs types de séries temporelles ont été
utilisés tel que des séries temporelles unidimensionnelles et chaotiques multidimensionnelles. Dans un
premier temps, une comparaison avec d'autres technigues non-linéaires de prédiction montre I'efficacité
de la méthode proposée méme si un nombre d'échantillons réduit est utilisé lors de I'apprentissage. Dans
un second temps, une comparaison entre les différentes techniques de pré-image montre que I'approche
conforme est la technique de pré-image qui présente un compromis entre la précision et le temps de
calcul. Finalement, une comparaison entre les différentes techniques proposées ainsi gu’avec le modeéle
AR linéaire montre que le modele AR-a-noyaux avec pré-image présente la meilleure prédiction, au prix
d’importantes ressources calculatoires. De plus, le modéele AR basé sur les valeurs obtenues en évaluant
le noyau en considération n’était pas approprié pour les séries temporelles en question. De méme, le
modele AR hybride est un bon compromis entre I'efficacité de prédiction et le temps de calcul.
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FIGURE 3.4: Visualisation des résultats obtenus lors de la prédiction des quatre séries temporelles en
utilisant le modéle AR linéaire (premiere colonne), le modéle AR-a-noyaux avec pré-image (seconde
colonne) et le modele hybride (derniére colonne). Les séries temporelles prédites sont données par des
lignes pointillées rouges, tandis que les lignes bleues définissent les données originales.
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CHAPITRE 4

Etude de cas : les classifications binaire et
multi-classes avec les m éthodes a noyaux

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . L L e e 79
4.2 Classification binaire par SVM . . . . . . L 80
4.3 Classification multi-classes . . . . . . . .. 82
4.3.1 Un-contre-tous . . . . . . . . . . e 82
4.3.2 Un-contre-Un . . . . . . . . . v i e e e 83
4.4 Carte d'auto-organisation . . . . ... e e e e 84
4.5 Expérimentations . . . . . . ... e e 87
4.5.1 Criteres d’évaluation de la classification . . . . . . ... .. ... ... ... 87
4.5.2 Classification binaire . . . . . . . . .. .. oL 88
4.5.3 Classification multi-classes . . . . . . . . . . .. .. ... 91
4.5.4 Carte d’auto-organisation . . . . . . . . . . ... 93
4.6 Conclusion . . . .. e 96

4.1 Introduction

Lapprentissage est I'acquisition de connaissances et de compétences permettant la synthése d'in-
formation. Un algorithme d’apprentissage permet le passage d’'un espace des exemples a un espace
dit des hypothéses. Pour un ensemble de parametres en entrée, I'apprentissage fournit un ensemble de
résultats en sortie. Par exemple, par apprentissage, les personnes saines sont distinguées des personnes
malades. Nous parlons alors de classification ou catégorisation. La classification est une opération de
structuration qui vise a regrouper les données ayant des propriétés similaires. Chague groupement est
dit une classe. Différentes techniques sont présentes pour la classification. La méthode la plus connue
est celle des machines a vecteurs support.

Lidée des méthodes a noyaux est de plus en plus répandue suite a 'usage de ces machines a
vecteurs support (SVM pour Support Vector Machines). Initialement introduites par Vapnik [Vap95] dans
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le cadre de la théorie statistiqgue de I'apprentissage, les SVM sont une méthode de classification binaire
par apprentissage supervisé [BGV92a, CV95]. Cette méthode permet alors de discriminer les données
par des algorithmes de traitement non-linéaires, i.e. linéaires dans un espace approprié. Depuis leur
parution, les SVM sont utilisées notamment pour la régression [CV95], la multi-classification [WW99], la
détection de nouveautés [SPSTT01], et I'estimation de sorties multiples [EW02, PCCVSO102]. Plusieurs
domaines du traitement du signal ont bénéficié de I'application de ces algorithmes. Nous pouvons en
citer la détection de visage [OFG97], la détection d'images tatouées (watermarking) [TWO06], et méme
l'identification d’un locuteur [WCOQ] et la reconnaissance de texte [Joa00]. Lidée essentielle consiste a
avoir recours a des espaces de Hilbert pour la discrimination des données. Décrite pour la premiére fois
dans les années 1960 [VL63], cette idée consiste a déterminer I'’hyperplan séparateur a marge maximale.
Puisque le probléeme d’optimisation a résoudre est (convexe) quadratique, et ne souffre donc pas d’optima
locaux, contrairement aux réseaux de neurones, cette méthode s’avere en outre particulierement bien
adaptée aux données de trés grande dimension, telles que les images par exemple.

Un autre outil pour la classification est la carte d’auto-organisation. Initialement introduite par la
carte de Kohonen [Koh82], la carte d’auto-organisation est présentée récemment en statistique comme
une généralisation qui introduit une notion de voisinage entre les différentes classes [KSHO01]. En
d’autres-termes, la carte organise les classes selon leur proximité. Dans un premier temps, cette carte
sera présentée comme un support graphique d’analyse du résultat de la classification en mettant en
avant la variété des représentations possibles. Certaines sont plutot performantes pour synthétiser un
résultat, d’autres proposent une représentation des données de séries temporelles adaptée a leurs ca-
ractéristiqgues. Dans un second temps, cette carte est utilisée comme la représentation d'une surface
susceptible de regrouper le nuage de points.

Dans ce chapitre, nous présentons une étude de cas portant sur la discrimination. Pour ce faire,
nous étudions deux méthodes pour la classification des données en vue de la classification de signaux
électrocardiogrammes. La premiére, basée sur I'apprentissage supervisé, est les machines a vecteurs
support. Nous détaillons la classification binaire initialement traitée par les machines a vecteurs supports.
La mise en ceuvre de ces derniéres pour une tache de classification multi-classes est étudiée avec deux
stratégies, qui sont : “un-contre-tous” et “un-contre-un”. La seconde, basée sur I'apprentissage non-
supervisé, est la carte d’auto-organisation. Nous étudions alors I'apprentissage de la carte afin de faire
une classification multi-classes. Les performances de ces techniques sont illustrées sur des signaux ECG
pris de deux bases de données [BKS, GAG™a] pour détecter les signaux venant de personnes saines

des signaux de personnes présentant une certaine arythmie.

4.2 Classification binaire par SVM

La classification est une action de discriminer les données d’entrée par classes ou par catégories.
Cette structuration vise a organiser les données en des classes homogeéenes afin de faciliter I'analyse
des informations. Une méthode bien connue pour la classification est les machines a vecteurs supports.
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0 FIGURE 4.1: Schéma illustrant I'hyperplan avec les
O vecteurs de support permettant la classification
binaire.

La théorie d’apprentissage statistique de Vapnik est la base de nouvelles méthodes d'apprentissage. En
1995, Cortes et Vapnik ont introduit les machines a vecteurs supports [CV95]. Voir aussi [BLO7]. Les
SVM sont utilisées pour la classification non-linéaire des données. Elles reposent sur deux propriétés
qui expliguent leur succes : la premiére est celle de la marge maximale qui représente la distance entre
la frontiere de séparation et les échantillons les plus proches appelés vecteurs supports, et la deuxieme
est l'utilisation de fonction noyau permettant de transformer les données a un espace approprié a la
séparation linéaire.

Les SVM font partie des méthodes d’apprentissage supervisé. Les échantillons d’apprentissage sont
représentés par un ensemble de paires entrée/sortie ol la sortie est une étiquette binaire pour une
discrimination a deux classes. Le but est de construire une fonction a partir de ces exemples d'ap-
prentissage qui peut prédire les sorties pour des entrées n'appartenant pas a I'ensemble des données
d’apprentissage. Les entrées peuvent étre des descriptions d’objets et les sorties sont les classes de
ces objets données en entrées [Bur98]. Pour deux classes d’exemples donnés, le but de SVM est de
trouver un classifieur séparant les données en maximisant la distance entre ces deux classes. Dans la
plupart des problemes réels, il N’y a pas de séparation linéaire possible entre les données. La mise en
ceuvre d’'une transformation non-linéaire, par I'usage de noyau (voir chapitre 1), permet de contourner
le probleme. Pour les SVM, ce classifieur dans I'espace transformé est un classifieur linéaire appelé
hyperplan. La Figure 4.1 montre I'hyperplan pour la classification entre deux classes. Les points les
plus proches, qui seuls définissent I'nyperplan, sont appelés vecteurs supports. Plusieurs hyperplans
permettent une séparation valide, mais les SVM considérent I'hyperplan dont la distance aux exemples
d’apprentissage est maximale. Cette distance est la “marge”. La Figure 4.2 montre deux exemples de
classification binaire, la premiére dont les données sont linéairement séparables et la seconde non-
linéairement séparables.

En SVM, le paramétre C' dit de régularisation détermine le compromis entre la fraction de données
d’apprentissages mal classées et la régularité de la solution. De plus, a part ce parameétre, le choix du
noyau et de ses parametres est crucial. Nous rappelons par exemple que le noyau Gaussien dépend
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(a) Données linéairement séparables (b) Classification non-linéaire des données

FIGURE 4.2: Exemples de classification binaire, linéaire et non-linéaire dans IR2.

de sa largeur de bande. Voir le Tableau 1.1 pour les expressions des noyaux les plus utilisés. Pour une
application donnée, il est difficile de déterminer a I'avance quel type de noyau ou quels parameétres nous
donnent les meilleurs résultats. Notre objectif est d’optimiser les performances de classification. A cet
effet, la validation croisée a k-plis est utilisée afin de tenter cet objectif. La validation croisée a k-plis est
utilisée pour évaluer les classifieurs SVM étant donné les paramétres d’un certain noyau ainsi que celui
de régularisation. Elle consiste a partitionner équitablement les données d’apprentissage dans k plis,
ou k — 1 plis sont utilisés a chaque fois pour I'apprentissage, et le pli qui reste, nommé ensemble de
validation, est utilisé pour les tests. De cette facon, toutes les données participent a la validation.

4.3 Classification multi-classes

En SVM, bien que les hyperplans séparateurs de marge maximale sont souvent développés pour les
problemes de discrimination binaire, il est nécessaire de les adapter pour traiter des problemes multi-
classes. Lidée est simplement de transformer le probléme de classification de ¢ classes en plusieurs
classifieurs binaires. Il existe deux stratégies de décomposition, “un-contre-tous” (One-Against-All OAA)
et “un-contre-un” (One-Against-One OAOQ). Considérons un probléeme de / classes, oll nous avons n
échantillons d’apprentissage, I'entrée est un ensemble {(x1,41), .., (€, yn)} de vecteurs d’apprentis-
sage x; € X et les étiquettes correspondantes y; € {1,2,...,/(}.

4.3.1 Un-contre-tous

Cette stratégie “un-contre-tous” (en anglais One-Against-All (OAA)), la plus simple et la plus an-
cienne stratégie de décomposition, a été introduite par Vapnik en 1995 [Vap95]. Cette approche utilise
une architecture paralléle de ¢ classifieurs, un pour chaque classe. La formulation initiale de la méthode
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FIGURE 4.4: Schéma représentant les frontieres
FIGURE 4.3: Schéma des frontieres binaires des continues des régions OAA pour un prob|éme fon-
régions OAA pour un probleme fondamental. damental.

un-contre-tous déclare qu'une donnée serait classée dans une certaine classe si et seulement si le clas-
sifieur de la classe associée I'a acceptée et les classifieurs de toutes les autres classes I'ont rejetée. Alors
gue pour les classes de précision étroitement groupées, cette approche laisse des régions d’ambiguité
pour lesquelles plus d’'une classe les acceptent ou toutes les classes les rejettent. La Figure 4.3 illustre
cette formulation.

Une amélioration des performances de I'OAA a été proposé par Vapnik en 1998 [Vap98]. La solution
la plus simple pour résoudre un SVM multi-classes est de le décomposer en un ensemble de sous-
problemes binaires et construire des SVM indépendant pour chacun d’eux. Cette stratégie, appelée “un-
contre-tous” consiste en la construction d’'un nombre de SVM égal au nombre de classes. Chaque SVM
est ensuite entrainée pour séparer les données d’'une classe étiquetée 1, de celles de toutes les autres
classes qui sont étiqguetées —1. Ainsi, chague SVM est associée a une classe et sa sortie avant seuillage
appartient a la classe. La régle de décision est I'application du principe “winner takes all”, elle est donc
généralement utilisée pour répartir les données inconnues a la classe correspondant au classifieur avec
la plus grande valeur de sortie [PC07, FHL08, MCSO06]. La Figure 4.4 illustre cette idée.

4.3.2 Un-contre-un

Une autre stratégie de décomposition est “un-contre-un” (en anglais One-Against-One (OAQ)),
également connue sous le nom “couplage par paires”, “toutes les paires” ou “round robin” [MCS06].
Cette stratégie consiste en la construction d’un classifieur pour chaque paire de classes, c’est-a-dire
¢(¢ — 1)/2 classifieurs binaires pour un probleme a ¢ classes. Chaque classifieur est entrainé pour
séparer les données d'une classe de celles d’'une autre classe. En combinant les régles de décision des
différents (sous)-classifieurs, la régle de décision finale utilisée est généralement la méthode du vote
majoritaire appelé “max-wins voting”. En d’autres termes, chaque classifieur vote pour une classe et
I'eéchantillon étudié est finalement associé a la classe recevant le plus de votes [PC07, FHLO8]. D'autres
méthodes de combinaison de régles de décision comprennent I'utilisation de graphes de décision pour
déterminer la classe sélectionnée de maniére similaire a des tournois a élimination directe [Bur98]. La
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FIGURE 4.5: Schéma des frontieres décisionnelles,
deux a deux, pour la méthode de décomposition

OAOQ dans le cas de trois classes.

Figure 4.5 illustre cette stratégie.

Les auteurs de [HLO2] montrent que la stratégie “un-contre-un” a une meilleure précision que la
stratégie “un-contre-tous”, mais dans toutes les comparaisons, le taux de précision reste inférieur a 2%.
Méme si la différence de précision est faible, il existe un argument plus important en faveur de la stratégie
“un-contre-un”, qui n'est autre gque le temps nécessaire pour I'apprentissage. Pour cette méthode, le
temps est de 2 a 6 fois plus rapide que pour la stratégie “un-contre-tous”. Cette condition est due au
nombre de données beaucoup plus élevé de chaque classifieur binaire de cette derniére stratégie.

4.4 Carte d’auto-organisation

Une carte d’auto-organisation (SOM pour Self-Organizing Map) est un type de réseaux de neurones
artificiels qui est entrainé en utilisant I'apprentissage non supervisé pour produire une faible dimension
(typiguement deux dimensions) pour la représentation discrétisée de I'espace d’entrée des échantillons
d’'apprentissage. Elle a été congue comme une alternative aux réseaux de neurones traditionnels. Elle
est utilisée pour des taches similaires a celles des réseaux de neurones, citons par exemple : la re-
connaissance des formes, la robotique, le controle de processus et méme le traitement de I'information
sémantique. La ségrégation spatiale des différentes réponses et de leurs organisations dans les résultats
des sous-ensembles produisent un degré élevé d'efficacité dans les opérations typiques de réseaux de
neurones. Les cartes d’auto-organisation different des autres réseaux de neurones artificiels dans le
sens ou elles utilisent une fonction de voisinage afin de préserver les propriétés topologiques de I'es-
pace des observations. Elles sont considérées comme un outil d'analyse des données et de prise de
décisions pour le pré-traitement et de sélection des algorithmes de classification. Les résultats formés
par les SOM sont plus orientés vers I'utilisateur permettant une forte interaction avec I'utilisateur pour
différentes taches.

Lidée d'une carte d'auto-organisation a été initialement introduite par Kohonen [Koh82]. Mais ce
n'est que trées récemment gu'elles sont utilisées pour résoudre des probléemes de grande dimen-
sion et non-linéaires telles que I'extraction de caractéristiques et la classification des images et des
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FIGURE 4.6: Carte simple de Kohonen.

modeles acoustiques, la commande adaptative de robots, la démodulation en transmission de signaux de
télécommunication, ainsi que pour I'organisation de collections de documents trés volumineux [KSHO1].
La SOM est actuellement utilisée comme 'un des outils des réseaux de neurones génériques pour la
visualisation de la structure des données a dimension élevée [Gacll]. Une carte d’auto-organisation se
compose d’éléments appelés nceuds ou neurones. Un vecteur de pondération de la méme dimension que
les vecteurs de données d’entrées est associé a chaque nceud, qui possede une position bien précise
dans la carte. La disposition normale des nceuds est un espacement régulier dans un réseau hexagonal
ou rectangulaire, illustrée dans la Figure 4.6.

Lobjectif de la SOM est de visualiser des données de dimensions élevées dans un espace de faible
dimension, généralement placé dans un plan de deux ou trois dimensions. Pour que cette visualisation ait
un sens, une exigence ultime est que cette représentation des données de grande dimension doit conser-
ver les propriétés topologiques de I'ensemble de données. Cette implication signifie que deux données
qui sont proches I'un de l'autre dans I'espace a haute dimension doivent préserver cette similarité (ou
ressemblance) lors de leur représentation sur la carte. Comme la plupart des réseaux de neurones artifi-
ciels, la SOM fonctionne en deux modes : I'apprentissage et la correspondance. Durant I'apprentissage,
la carte est construite a partir des échantillons d’entrées. Il s’agit d’un processus compétitif, €galement
appelé guantification vectorielle. La procédure de la mise en place d’'une entrée de I'espace des données
sur la carte est de trouver le premier nceud ayant le vecteur le plus proche de celui avec le poids pris
de I'espace des données. Une fois que I'apprentissage est réalisé, la correspondance classifie automati-
guement une nouvelle entrée dans la classe appropriée.
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Phase d’apprentissage

L'objectif de I'apprentissage de la carte d’auto-organisation est de provoquer les différentes parties du
réseau pour répondre de maniére similaire a certains modeles d’entrées. Chaque nceud posséde une
position spécifique topologique (une coordonnée dans le treillis) et contient un vecteur de coefficients
de pondération de la méme dimension que les vecteurs d’entrée. En d’autres termes, chaque nceud
contient alors un vecteur de pondération w, de méme dimension que les données d’entrée. A partir
d’'une distribution initiale de poids aléatoires, et sur plusieurs itérations, la SOM établit finalement une
carte avec des zones stables. Chaque zone est effectivement un classifieur de caractéristiques, de sorte
gue la sortie graphique devient un type de carte de caractéristiques de I'espace des observations. Tous
les nouveaux vecteurs d'entrée présentés au réseau stimuleront les nceuds dans la zone des vecteurs
de poids similaires. Lalgorithme pour I'apprentissage de la carte est donné dans l'algorithme 4.1. Lors de
la pondération du nceud, celui gagnant est communément connu sous le nom de l'unité correspondant
le mieux (Best Matching Unit ou BMU). A partir du BMU, le rayon de son voisinage est alors calculé. Il
s’agit d’'une valeur initialement importante, typiqguement réglée au “rayon” de la grille, mais qui diminue
a chaque itération. Plus un nceud est proche du BMU, plus son poids se modifie.

Initialization : Poids de chaque nceud < valeur aléatoire ;
pour t < 1 a nbr itération faire
Choix au hasard d’'un vecteur dans I'ensemble de données d’apprentissage ;
Présentation du vecteur au réseau ;
Examination du nceud pour calculer une pondération la plus proche du vecteur d’entrée ;
Recherche de tous les nceuds trouvés dans le rayon de voisinage de BMU ;
Ajustement de chaque poids du nceud voisin pour les rendre similaire au vecteur d’entrée ;
fin

Algorithme 4.1: Algorithme d’apprentissage de la carte d’auto-organisation.

Identification du BMU

Pour déterminer I'unité correspondant le mieux, la méthode consiste a parcourir tous les nceuds et cal-
culer la distance Euclidienne entre le vecteur poids de chaque nceud et I'entrée utilisée. Nous désignons
par wy, le vecteur poids du k**™® nceud. Soit x; I'échantillon sélectionné aléatoirement a l'itération ¢ cou-
rante. Le nceud avec le vecteur poids le plus proche de I'échantillon courant est identifié comme étant la
BMU, en minimisant la distance Euclidienne, selon

min [y, — ]

Le vecteur poids w;. de chaque nceud & est alors ajusté s'il est dans le voisinage de la BMU, en
'adaptant a

wy, + kg (wpmU, W) (T — wy),
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ou 7, est le taux d’apprentissage qui diminue a chaque itération selon I'équation suivante
—t
Nt = 7o €Xp (7>7

ou A est une constante du temps. Dans cette expression le noyau Gausien g (w i, Wy ) représente la
quantité d’influence que la distance du k£**™® nceud a la BMU a sur son apprentissage, suivant I'équation

—|lwpnmu — wkHQ)

Une caractéristique unique de I'algorithme d'apprentissage de Kohonen est que la zone du voisinage
se rétrécit a chaque itération. Cette caractéristique est accomplie en réduisant le rayon du voisinage avec
le temps. Pour ce faire, une fonction décroissante exponentielle est utilisée pour la largeur de bande du

noyau Gaussien ci-dessus, selon :

_7)7

ol o indique la largeur du treillis & I'itération initiale, et en pratique \ = Bombre t°tlz:é(‘oi;)itérati°ns. Le

o = opexp(

voisinage se rétrécit au cours des itérations, pour ne contenir que la BMU.

4.5 Expérimentations

Dans cette section, nous présentons I'efficacité de la classification avec des méthodes a noyaux. Pour
ce faire, nous considérons un enregistrement d’électrocardiogramme (ECG), pris de [GAG™a, MMO1].
Cet enregistrement est découpé en n segments, chacun comportant un battement commencant avant
l'onde P [CLST07]. Il est important de noter que 'ECG est un signal irrégulier qui n'a pas de
période constante de sorte que le nombre d’échantillons des différents battements n’est pas unique.
Pour contourner ce probléme, nous complétons les segments courts avec la moyenne des derniers
échantillons du segment [CCSK04].

451 Critéres d’ évaluation de la classification

Apres un test, I'une des quatre conclusions est tirée : TP qui représente un vrai positif (True Positive),
FP pour faux positif (False Positive), FN désigne faux négatif (False Negative) et TN pour vrai négatif
(True Negative). Si un battement anormal est classifi€ comme anormal, alors on dit que le battement est
classé TP. Tout battement normal qui est classifi€ comme un battement anormal par erreur donne alors
un résultat FN. Finalement, tout battement normal classifi€ comme normal produit un TN. Alors, TN et
FP représentent des personnes saines et TP et FN désignent des personnes malades.

Quatre criteres d’évaluation sont utilisés dans la littérature pour évaluer la performance de chacune
des techniques de classification et d’extraction de caractéristiques : la spécificité, sensibilité, précision et
prédictivité positive. La spécificité est le rapport de personnes que le test considére sain parmi tous ceux
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TABLE 4.1: Les valeurs optimales des parameétres pour chacune des fonctions noyaux.

Noyau C | parametre du noyau
Linéaire 40 -
Polynomial 1 qg=10
Gaussien 100 0=0.38

qui sont vraiment en bonne santé. Une spécificité élevée indique qu'il y a une erreur de classification
mineure et moins de gens en bonne santé sont considérés comme malades. Lerreur produite par la
classification erronée est appelée erreur de premiere espéce (erreur de type I). La sensibilité est le
rapport de personnes que le test considére comme malades parmi tous ceux qui sont vraiment malades.
Une sensibilité élevée indique qu'il y a une erreur de classification mineure et moins de malades sont
considérés comme sains. Lerreur produite par la classification erronée est appelée erreur de second
type (erreur de type Il). Lerreur de type Il est plus dangereuse que I'erreur de type | puisque dans ce cas
une personne malade est considérée en bonne santé. Son traitement sera ignoré conduisant a de graves
problemes. La précision est définie comme le rapport de battements classés correctement par rapport
au nombre total de battements. La prédictivité positive est le pourcentage des personnes ayant un test
positif et qui sont malades. Les erreurs de classification SVM peuvent souvent se produire a proximité
des frontieres de décision, ou les classes sont proches les unes des autres. Ces critéres sont définis

comme suit :

Lo TP+TN
1. Précision = TPITN+FPIFN * 100

S, TP
2. Sensibilité = TP+FN * 100

’ . « e s e _ TP
3. Prédictivité Positive = TPiFP * 100

4. SPECficité = 7 * 100

4.5.2 Classification binaire

Dans cette partie, la classification binaire est prise en compte. Deux expérimentations sont faites. La
premiére tient compte des observations initiales tandis que la deuxieme est appliquée sur les signaux
aprés avoir réduit leur dimension.

4.5.2.1 SVM binaire appliqu ée sur les observations initiales

Les fonctions noyaux utilisées sont, linéaire, polynomial et Gaussien. Le Tableau 4.1 résume les va-
leurs optimales des paramétres utilisés. Comme nous pouvons voir dans le Tableau 4.2, les résultats
obtenus avec le classifieur Gaussien sont mieux que ceux obtenus avec les classifieurs a noyaux linéaire
ou polynomial. Cette expérience révele la supériorité de la classification SVM basée sur le noyau Gaus-
sien par rapport a d’autres techniques lors d’un traitement sur les données initiales transformées dans
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TABLE 4.2: Performance de la classification SVM binaire.

Méthode Précision | Sensibilit &€ | Spécificit &€ | Prédictivit &
Positive
SVM linéaire 54 33 40 40
SVM polynomial 63 50 80 75
SVM Gaussian 68 58 80 77
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Gaussien.

un espace fonctionnel de grande dimension. Les résultats de I'application du classifieur Gaussien sur les
données sont présentés dans la Figure 4.7.

4.5.2.2 Classification bas ée surlar éduction des caract éristiques

Nous passons maintenant a I'application de la classification aprés avoir réduit les caractéristiques du
signal ECG.

Réduction des caract éristiques avec I'ACP

LACP détermine les axes principaux qui rendent compte du maximum de variance des données.
Pour ce faire, les vecteurs propres ayant la plus grande variance sont retenus, voir la Section 1.4.1. La
Figure 4.8 illustre les résultats de I'application de la classification SVM binaire combinée avec I'ACP.

Lalgorithme 4.2 est appliqué pour la classification binaire avec I'analyse en composantes principales
pour lequel nous avons choisi le noyau Gaussien puisqu’il s’est révélé dans I'expérience précédente qu'il
est la fonction noyau la plus adéquate pour la classification des ECG. Lestimation des paramétres du
classifieur est faite via la méthode de la validation croisée a 5-plis comme illustré dans la Figure 4.8.

Réduction des caract éristiques avec 'ACP- a-noyaux
Passons maintenant a la réduction des caractéristiques avec I’ACP-a-noyaux. Comme le signal ECG a
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Application de I’ACP sur les données d'apprentissage ;

Choix du classifieur SVM basé sur le noyau Gaussien ;

Apprentissage de ce classifieur sur les composantes principales ;

Estimation des paramétres du noyau Gaussien avec la méthode de la validation croisée a 5-plis;
Application de I’ACP sur les données du test;

Adoption du modeéle d’apprentissage pour la classification des échantillons du test;

Algorithme 4.2: Algorithme de 'ACP-SVM.

Binary SVM combined with PCA

150 -
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FIGURE 4.8: Résultats de I'application de la classifi- 450
cation SVM binaire combinée avec I'ACP.

beaucoup de caractéristigues non-linéaires et puisque I’ACP extrait uniquement celles linéaires, nous
avons adopté I’ACP-a-noyaux pour extraire les composantes non-linéaires. Lalgorithme ACP-a-noyaux
SVM est le méme que ACP-SVM avec une seule difféerence, c’est que nous avons appliqgué I'ACP-a-
noyaux comme méthode d’extraction de caractéristiques.

Pour trouver le nombre optimal de composantes principales extraites, nous exécutons le méme algo-
rithme chaque fois pour une nouvelle autre dimension. Cette dimension réduite varie de un au nombre
de variables en augmentant une composante a chaque étape. La valeur qui génére I'erreur minimale sur
I'ensemble de validation est adoptée. Les meilleurs résultats obtenus dans SVM en utilisant I'entrée d’ori-
gine, sans extraction de caractéristiques, et en utilisant 'ACP avec les parametres (C = 40 et 0 = 10
pour les SVM) et 'ACP-a-noyaux avec les parametres (C' = 10 et 0 = 0, 5 pour les SVM) pour I'extrac-
tion des caractéristiques sont donnés dans le Tableau 4.3. Ce Tableau montre que la classification SVM
couplée a I'extraction de caractéristiques a I'aide de 'ACP ou de ’ACP-a-noyaux présente une précision
supérieure a la classification SVM sans extraction de caractéristiques. De plus, la précision de 'ACP-a-
noyaux est meilleure que I’ACP classique, et elle est due a des composantes non-linéaires extraites par
la méthode a noyaux.

La Figure 4.9 illustre les résultats de I'application de la classification SVM binaire combinée avec
I’ACP-a-noyaux. Nous pouvons donc conclure que pour la classification binaire des signaux ECG, la
méthode la plus appropriée est de combiner les SVM avec I'ACP-a-noyaux.
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TABLE 4.3: Performance de la classification SVM binaire combinée avec I'ACP et ' ACP-a-noyaux.

Méthode Précision | Sensibilit &€ | Spécificit & | Prédictivit &
Positive
SVM-Gaussien 68 58 80 77
ACP-SVM 85 80 88 90
ACP-a-noyaux-SVM 95 100 90 90

Binary SVM combined with KPCA

FIGURE 4.9: Résultats de I'application de la
o8 ‘ ‘ . : . ; ] classification SVM binaire combinée avec
- I'’ACP-a-noyaux.

4.5.3 Classification multi-classes

Nous passons maintenant a la classification multi-classes des signaux ECG. Pour ce faire, nous
avons appliqué les classifieurs SVM multi-classes mentionnés dans la Section 4.3 sur les signaux ECG.
Par conséquent, le signal lui-méme est divisé en 3 classes. Dans notre étude, nous avons examiné trois
différentes classes : une classe pour le cas normal et deux classes pour les deux différents cas anor-
maux, contraction ventriculaire prématurée (Premature Ventricular Contraction PVC) et bloc de branche
gauche (Left Bundle Branch Block LBBB). Un PVC est une extrasystole impliquant les ventricules du
cceur, produisant parfois des palpitations accompagnantes, cependant un bloc de branche gauche est
I'echec de l'impulsion cardiaque de se propager vers le bas de la branche gauche, résultant en une
activation précoce de la partie droite du septum et un myocarde ventriculaire droit.

Notre objectif est d’optimiser les performances des classifieurs et d’atteindre un pourcentage de
bonne classification plus élevé. Les entrées de I'algorithme sont les données d’apprentissage, le pa-
ramétre o du noyau Gaussien et le parameétre de régularisation C'. Nous avons testé différentes valeurs
des parametres avec la recherche de la meilleure solution en appliquant la validation croisée a 5-plis. Pour
la classification binaire, nous avons montré gue le noyau Gaussien présente de meilleurs résultats que les
autres noyaux lorsqu'il s’agit de données initiales projetées dans un espace fonctionnel, en considérant
les valeurs retrouvées pour la précision, la sensibilité, la spécificité et la prédictivité positive. Ainsi, dans
la classification multi-classes, nous avons également examiné le noyau Gaussien. Aprés avoir appliqué la
méthode de validation croisée a 5-plis pour le noyau Gaussien, nous avons trouvé que pour le parameétre
de régularisation C' de valeur égale a 100 et une largeur de bande o égale a 1, la précision est maximale.
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Gaussian OAA multi-SVM classifier

Gaussian OAOD multi-SVM classifier 350

FIGURE 4.10: Classifieur SVM avec un noyau Gaus- FIGURE 4.11: Classifieur SVM avec un noyau Gaus-

sien en utilisant la stratégie OAO. sien en utilisant la stratégie OAA.
120
100 A
60 — e L EMormal
HPVC
WLBBB
40 — — 1
e 20 g ! |
FIGURE 4.12: Performances des classifieurs SVM
avec un noyau Gaussien pour les stratégies OAO | o1 ] : ;
. . Gaussian OAQ-SWVM  Gaussian OAA-SVM  Gaussian OAO-5VM  Gaussian OAA-SVM
et OAA, ainsi que les perfomances lorsque les with KPCA with KPCA

stratégies sont combinées a I'’ACP-a-noyaux.

Lors de la validation, nous avons utilisé 10 signaux normaux, 10 signaux anormaux présentant de PVC
et 14 signaux avec I'anomalie LBBB. Nous avons appliqué la classification multi-classes pour les signaux
ECG dans deux cas : sans extraction de caractéristiques et aprés extraction de caractéristiques. Les
Figures 4.10 et 4.11 montrent la classification multi-classes avec un noyau Gaussien pour les stratégies
de décomposition citées auparavant qui sont le “un-contre-tous” (OAA) et le “un-contre-un” (OAO).

Classification multi-classes SVM apr  es extraction des caract éristiques

Nous étudions la combinaison de I'ACP-a-noyaux avec les SVM. Apres avoir appliqué la méthode
de validation croisée a 5-plis pour le noyau Gaussien, nous avons obtenu que pour le paramétre de
régularisation C' égal a 100 et une largeur de bande o égale a 0.1, la précision est maximale. Les
battements normaux présentent une précision de 100% dans les deux stratégies OAO et OAA en com-
binaison avec I'’ACP-a-noyaux, les battements de coeur avec PVC ont une précision de 90% dans OAO
et 97.34% pour OAA, et les battements de cceur avec LBBB ont une précision 92.65% pour OAO et
94.85% pour la stratégie de OAA. Ces résultats illustrent la supériorité de I'ACP-a-noyaux avec OAA
lorsqu’il s’agit d’une classification multi-classes. La Figure 4.12 représente le pourcentage de signaux
ECG correctement classés dans chaque catégorie avec et sans extraction de caractéristiques. Les batte-
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TABLE 4.4: Liste faisant correspondre chaque couleur a son arythmie correspondante pour les signaux
ayant réduit leur dimension.

Couleur Arythmie

Rouge Bloc de branche gauche
Vert Normal

Bleu Pacemaker

Cyan Hypertrophie

Magenta Bloc de branche droite
Noir Cardiomyopathie
Orange Valvulopathie cardiaque
Jaune Infarctus du myocarde
Vert foncé | Extrasystole auriculaire

ments normaux sont entierement séparés des autres battements de cceur anormaux avec une précision
de 100%, les battements de cceur avec PVC ont une précision de 70% dans les deux stratégies OAO et
OAA, et les battements de cceur avec LBBB présentent une précision de 85.71% pour OAO et 92.85%
pour la stratégie de OAA.

4.5.4 Carte d’auto-organisation

Passons maintenant a une classification multi-classes en utilisant la carte d’auto-organisation. Deux
expérimentations sont réalisées. La premiéere tient compte de la carte d’auto-organisation appliquée di-
rectement sur les signaux ECG, tandis que la seconde implique I'utilisation de 'ACP-a-noyaux sur les
sighaux avant de les faire entrer dans I'algorithme de construction de la carte.

4.5.4.1 SOM appliqu ée sur les signaux ECG

Les signaux ECG sont pris de deux bases de données : Massachusetts Institute of Technology
[GAGTa] et Physikalisch-Technische Bundesanstalt [BKS]. Lensemble de données est une matrice de
dimensions 63 x 42 composé de neuf classes : Normal (N), bloc de branche gauche (Left Bundle Branch
Block LBBB), bloc de branche droite (Right Bundle Branch Block RBBB), pacemaker (Pace Beat PB),
infarctus du myocarde (Myocardial Infarction Ml), hypertrophie (Hyp), cardiomyopathie (Card), valvulopa-
thie cardiaque (Valvular Heart Disease Valv) et extrasystole auriculaire (Atrial Premature Beat Atr). Le
Tableau 4.4 montre la correspondance couleur dans la SOM a une arythmie cardiaque bien donnée. Afin
de bien choisir la dimension et le nombre d'itérations les plus appropriés pour cette application, différents
tests ont été réalisés. Le Tableau 4.5 illustre ces différentes possibilités. A partir de ce Tableau, nous
avons choisi 40 x 40 comme dimension pour la carte et le nombre d'itérations est fixé a 20 000. Lerreur
d’apprentissage est alors 0.000625%.

La Figure 4.13 montre le positionnement des maladies représentées chacune par une couleur. Grace
a tous les tests réalisés, nous avons remarqué que les nceuds bleus qui représentent les signaux de
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TABLE 4.5: Valeurs de l'erreur d’apprentissage pour differentes dimensions et différents nombres
d'itérations.

Dimension ( o x 0) | Nombre d'it érations | Erreur d’apprentissage (%)
30 30000 0.0022
30 40000 0.0010
40 10000 0.0133
40 20000 0.000625
40 30000 0.0000138
40 40000 0.00000068

pacemaker sont toujours entourés par les noeuds rouges qui représentent les signaux avec un bloc de
branche gauche et les noeuds de couleur magenta indiquant les signaux avec un bloc de branche droite.
Il s’agit d’'une mise en place correcte, puisque le pacemaker peut étre placé soit sur le coté droit soit sur le
cOté gauche de la poitrine. En d’autres termes, s'il est placé sur le c6té gauche de la poitrine, il provoque
un signal RBBB, et un signal LBBB s'il est placé sur le c6té droit de la poitrine. Tandis que s'il est centré
sur la poitrine, nous obtenons un signal de battement rythmé avec pacemaker. La Figure 4.13 illustre les
résultats obtenus lorsque les entrées sont les signaux ECG introduits suivant la liste ci-dessous :

1. Extrasystole auriculaire
Pacemaker

Bloc de branche droite
Bloc de branche gauche
Hypertrophie

Infarctus du myocarde
Normal

Valvulopathie cardiaque

© ©® N o g » W b

Cardiomyopathie

4.5.4.2 ACP-a-noyaux et SOM appliqu ées sur les signaux ECG

Dans cette partie, nous avons appliqué '’ACP-a-noyaux afin de réduire la dimension des signaux
ECG. Une fois que la dimension est réduit, la carte d’auto-organisation est utilisée sur les signaux obte-
nus. La correspondance couleur et arythmie est donnée par le Tableau 4.4.

Plusieurs tests ont été réalisés afin de choisir la dimension et le nombre d'itérations adéquats pour
étre utilisés sur les signaux a dimension réduite. Le Tableau 4.7 montre ces différents tests. Nous avons
alors choisi de prendre une dimension de 25 x 25 pour la carte et le nombre d'itérations fixé a 50 000.
Lerreur d’apprentissage est donnée par la moyenne de la distance qui sépare chaque nceud k de son
voisinage, pour ce cas, elle vaut 0.000625%. La carte ainsi formée est donnée par la Figure 4.15. Pour
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FIGURE 4.14: Résultats du test appliqué sur la carte

SOM des ECG

FIGURE 4.13: Carte SOM pour les données d'ap-

prentissage

TABLE 4.6: Valeurs de l'erreur d'apprentissage pour differentes dimensions et différents nombres

d'itérations pour les signaux ayant réduit leur dimension.

Erreur d’apprentissage (%)

0.2250

0.1345

0.0572
0.00140

0.00063
0.000053

0.00004

Nombre d’it érations

20000
25000
40000
30000
50000
20000
40000

Dimension ( 0 X 0)

20
20
20
25
25
30
30

valider cette approche, nous avons testé la carte en choisissant différents signaux ECG. La Figure 4.16

-apres :

montre les résultats du test appliqué suivant la liste ci

1. Bloc de branche droite

2. Normal

3. Extrasystole auriculaire

4. Bloc de branche gauche

Infarctus du myocarde

5.

Hypertrophie

6

7. Cardiomyopathie

8. Pacemaker

9. Valvulopathie cardiaque

ble de 100

€cision méme sur un ensem

I’ACP-a-noyaux permet la plus grande pré

N

7

eea

La SOM combin
signaux utilisés pour le test. Ces signaux sont répartis en différentes catégories,

sains ou anormaux, ou
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FIGURE 4.15: Carte SOM pour les données d'ap- FIGURE 4.16: Résultats du test appliqué sur la carte
prentissage apres réduction de dimension. SOM apres réduction de dimension.

TABLE 4.7: Résultats de la classification des signaux avec le taux de précision.

Classe du signal Correct | Faux | Place erron ée | Total | Précision
Bloc de branche gauche 15 0 - 15 100%
Normal 16 0 - 16 100%
Pacemaker 10 0 - 10 100%
Infarctus du myocarde 10 0 - 10 100%
Hypertrophie 10 0 - 10 100%
Cardiomyopathie 15 0 - 15 100%
Bloc de branche droite 4 0 - 4 100%
Valvulopathie cardiaque 10 0 - 10 100%
Extrasystole auriculaire 10 0 - 10 100%

les anomalies sont les huit cas cités auparavant. Le Tableau 4.7 regroupe les résultats de la classification
des signaux tout en indiquant le pourcentage de la précision.

Le Tableau 4.8 regroupe une synthése générale des résultats obtenus lors de cette étude de cas, en
appliquant les classifications binaire et multi-classes. Comme nous pouvons le voir, le hoyau Gaussien
est le plus utilisé dans de telles études. Le noyau Gaussien est plus adapté pour I'étude de signaux en
tenant compte de sa largeur de bande. Lorsque nous appliquons une réduction de caractéristiques, nous
obtenons de meilleurs résultats. Cette synthése est valable dans le cas de classification binaire ainsi que
dans le cas de classification multi-classes.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré la puissance des méthodes a noyaux dans le domaine de la
classification des signaux biomédicaux. Deux techniques de classification ont été couplées aux méthodes
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TABLE 4.8: Synthese générale de I'étude de cas sur la classification.

Classification Noyau et sp écification Précision pre (%)
Binaire Gaussien pre = 68
Binaire avec réduction Gaussien avec ACP-a-noyaux pre =95
Multi-classes Gaussien avec stratégie Un-Contre-Tous | 70 < pre < 100
Multi-classes avec Gaussien avec stratégie Un-Contre-Tous | 95 < pre < 100
extraction combiné a 'ACP-a-noyaux
Carte d’auto-organisation Carte d’auto-organisation pre > 97

avec I'’ACP-a-noyaux

a noyaux : les machines a vecteurs supports (SVM) et la carte d’auto-organisation (SOM). Les SVM
sont une méthode de classification basée sur I'apprentissage supervisé tandis que la SOM est basée
sur I'apprentissage non-supervisé. Nous avons introduit pour les SVM les classifications binaire et celle
multi-classes avec deux stratégies “un-contre-tous” (OAA) et “un-contre-un” (OAO), ainsi que I'algo-
rithme de la SOM pour une classification multi-classes. Les expérimentations pour séparer les signaux
des personnes saines de celles présentant des anomalies montrent que les SVM avec réduction des
caractéristiqgues présentent une précision meilleure que le cas sans réduction, plus spécifiquement les
SVM avec I'ACP-a-noyaux classent les données mieux que le cas avec I'’ACP linéaire. De plus pour une
classification multi-classes des arythmies cardiagques, la stratégie OAA est meilleure que celle OAQ, et la
précision de ces deux techniques augmente une fois elles sont couplées a I’ACP-a-noyaux. Finalement,
aprés avoir réduit la dimension des signaux ECG de I'espace des observations, la SOM présente une
classification parfaite de ces données avec une cartographie de dimensions réduites par rapport au cas
sans réduction de dimensions.
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Durant les deux derniéres décennies, nous avons assisté a une prolifération des méthodes a noyaux
grace a la diversité des traitements non-linéaires qu’elles autorisent avec un faible codt calculatoire. Un
élément fondamental, assurant le succes de ces méthodes, est I'astuce du noyau. Le principe clé réside
dans l'interprétation d’'un noyau défini positif comme un produit scalaire dans un espace transformé. Ainsi
un tel noyau assure-t-il le passage des données de I'espace des observations a I'espace dit de Hilbert a
noyau reproduisant, sans la nécessité d'exhiber la fonction de transformation non-linéaire associée. L'ob-
jectif de ce mémoire est de proposer dans ce cadre des méthodes pour I'extraction des caractéristiques,
I'analyse de séries temporelles et la classification.

Dans un premier temps, nous avons présenté la théorie des noyaux reproduisants tout en décrivant
leurs caractéristiques, et en précisant les deux éléments fondamentaux des méthodes a noyaux qui sont
I'astuce du noyau et le théoréme de représentation. LAnalyse en Composantes Principales (ACP)-a-
noyaux a été introduite aprés avoir décrit I'ACP classique qui échoue au traitement des données non-
linéaires. Ensuite, 'ACP-a-noyaux a été présentée pour la reconnaissance des formes, en vue de I'extrac-
tion des caractéristiques et le débruitage. Pour ces applications, le retour inverse de I'espace fonctionnel
a I'espace des observations est exigé. Pour ce faire, nous avons défini ce probléme, dit de la pré-image.
L'état de I'art sur les différentes techniques de résolution de ce probleme a été effectué, et nous avons
proposé une écriture de la pré-image sous la forme d’'une combinaison des données disponibles.

Dans un second temps, il nous a paru indispensable de rajouter des contraintes qui sont liées a
la physiologie des données, en particulier la contrainte de non-négativité. Nous avons alors proposé la
résolution du probleme de pré-image sous contraintes de non-négativité. Pour ce faire, deux approches
sont introduites. La premiéere impose la non-négativité de la pré-image elle-méme, tandis que la seconde
I'impose sur I'additivité des contributions qui sont les coefficients d’'un modéle décrivant une solution
de la pré-image. Cette derniere approche illustre le principe de parcimonie des résultats. Lapproche
proposée a été appliquée pour I'extraction des composantes de signaux électroencéphalogrammes, et le
débruitage de données artificielles et de chiffres manuscrits. Le débruitage des données artificielles ainsi
gue des chiffres manuscrits a été réalisé en utilisant différentes techniques de pré-image. Les résultats de
la comparaison de cette approche avec d’autres techniques de pré-image telles la descente du gradient,
celle du point-fixe, la méthode régularisée et celle pénalisée, ont montré la pertinence de la méthode
proposeée.

Dans un troisieme temps, nous avons considéré les méthodes a noyaux pour I'analyse et la prédiction
de séries temporelles. Les séries temporelles sont des séquences de valeurs qui varient avec le temps.
Nous pouvons en citer les données financiéres, économétriques, gestionnaires et statistiques et les bio-
signaux dont les signaux électroencéphalogrammes et électrocardiogrammes. Pour ce faire, le modéle
prédictif linéaire dit autorégressif (AR) a été introduit, tout en proposant son extension pour le cas non-
linéaire. Le modeéle AR est défini soir par la méthode des moindres carrés, soit les équations de Yule-
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Walker qui sont les mathématiques sous-jacentes maitrisant un tel modeéle. Alors, nous avons élaboré
trois modeles AR-a-noyaux. Le premier nécessite une technique de résolution du probléme de pré-image
pour la prédiction. Il tient compte de la définition des méthodes a noyaux, en d’autres termes la trans-
formation vers un espace fonctionnel ou I'estimation de I'échantillon futur est réalisée. Une extension
de la méthode des moindres carrés est alors présentée dans I'espace fonctionnel, et une extension
des équations de Yule-Walker est réalisée dans cet espace afin de définir le modele AR-a-noyaux en
guestion. Une fois, cette estimation est faite, il s’avere nécessaire de faire le retour inverse pour prédire
I'eéchantillon dans I'espace des observations. Le second modele utilise directement les valeurs obte-
nues en évaluant le noyau considéré afin de prédire les échantillons futurs, tandis que le dernier est
un modéle hybride en lien avec les deux modeles précédents. Les séries temporelles utilisées lors
des expérimentations sont d’'une part unidimensionnelles telles que les séquences M Ggy et Laser
et les signaux électroencéphalogrammes et d’autre part chaotiques multidimensionnelles telles que les
séquences [keda et Lorenz. Les différentes expérimentations ont montré la pertinence de la méthode
proposée. Lefficacité des modeles proposés est montrée en les comparant au modele AR linéaire, au per-
ceptron multicouche, au régresseur a vecteurs supports et au filtre de Kalman non-linéaire. La premiére
approche proposée donne des meilleurs résultats que les autres techniques au détriment du temps de
calcul. Le modele hybride est un bon compromis entre temps de calcul et précision de la prédiction.
Il donne des résultats moins bons que la premiére approche proposée mais ses performances restent
au-dela de celles des méthodes traditionnelles.

Dans un dernier temps, la classification binaire et multi-classes ont été examinées. A cette fin,
deux méthodes sont utilisées. La premiére utilise les machines a vecteurs supports (SVM), en se ba-
sant sur I'apprentissage supervisé. Elles sont principalement congues pour une classification binaire, et
sont adaptées pour une classification multi-classes selon deux stratégies de décompositions différentes,
“un-contre-un” et “un-contre-tous”. Cette méthode a été appliquée pour la discrimination des signaux
électrocardiogrammes pour distinguer les personnes saines des personnes présentant des anomalies
cardiaques, et pour différencier entre plusieurs problemes cardiaques en utilisant ces deux stratégies.
Les résultats ont montré que pour une classification binaire, les SVM avec un noyau Gaussien apres
réduction des caractéristiques donnent une précision plus élevée par rapport a une classification sur les
données sans réduction des caractéristiques. De plus, si la réduction est réalisée par 'ACP-a-noyaux,
la précision est meilleure et elle atteint 95%. De méme, pour la classification multi-classes, les SVM
aprés extraction des caractéristiques classifient mieux les différentes anomalies. La seconde méthode
utilise la carte d’auto-organisation (SOM). Contrairement aux SVM, la SOM est basée sur I'apprentis-
sage non-supervisé. Elle est utilisée en vue d’'une classification multi-classes sans et avec réduction de
la dimension des signaux. Les résultats ont montré que la SOM avec I’ACP-a-noyaux pour la réduction

de dimension présentent une précision presque parfaite.
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Perspectives
Notre travail ne s’acheve pas a la fin de ce manuscrit. Un certain nombre de pistes méritent encore d’étre
explorées :

Méthodes a noyau multiple. Nous avons appliqué les méthodes a noyau en choisissant une fonction
non-linéaire bien donnée. Une extension intéressante serait d’appliquer I'idée des méthodes a noyau mul-
tiple, impliquant la sommation de différents noyaux. Cette sommation est équivalente a la concaténation
des espaces fonctionnels. Il fallait alors voir la régularisation de ces noyaux multiples imposant ainsi une
certaine parcimonie.

La sélection des noyaux et des paramétres. Une perspective de travail intéressante serait la sélection
du noyau a partir des données, ainsi que le choix des hyperparamétres. Un plan d’étude consistera a
considérer conjointement I'apprentissage de la statistique et I'apprentissage du noyau, c’est-a-dire en
incluant tous les parametres dans les variables du probleme. Bien qu'aucun algorithme de résolution
global n'existe, il ne s'agit pas d’'une impossibilité théorique : les méthodes actuelles de résolution de
problemes sont simplement incompatibles avec la nature non-linéaire des fonctions a noyaux. Pour la
classification binaire, nous avons utilisé trois types de noyaux : le noyau Gaussien, le noyau polynomial
et le noyau exponentiel. Suite a ce choix, nous avons pris pour la classification multi-classes, le noyau
Gaussien pour discriminer les signaux ECG. Nous pensons que ce sujet mérite d'étre approfondi afin de
mieux exploiter le potentiel des méthodes a noyaux. De plus, le choix du parametre de régularisation C'
est pris selon les données d’entrée. Des études sont nécessaires pour le développement de procédures
qui permettent I'optimisation de ce paramétre.

La factorisation non-négative. Il serait intéressant d'implémenter une méthode analogue a I'’Analyse
en Composantes Principales, cependant en préservant la positivité des résultats. Nous parlons alors de
la factorisation non-négative (NonNegative Matrix Factorization soit NNMF). Il serait alors avantageux
de comparer les résultats obtenus par une méthode classique de la pré-image de facteurs obtenus par
NNMF avec les résultats des méthodes proposées.

Les contraintes de boites et la parcimonie. Nous avons considéré la contrainte de non-négativité de
la pré-image ou des coefficients du modéle définissant la pré-image. Une extension vers les contraintes
de boites mérite d'étre étudiée. Ces contraintes de boites, en anglais box-constraints, imposent des
conditions non seulement sur une borne mais sur les bornes, d’ou vient le nom de boite. A cette fin,
les limites supérieures et inférieures doivent étre satisfaites, comme pour le traitement des images en
niveaux de gris. Les contraintes de non-négativité des coefficients du modele définissant la pré-image
ont abouti a un effet secondaire qui est la parcimonie du résultat. Une étude intéressante serait de lancer
des investigations plus poussées vers des criteres de parcimonie lors de I'application des méthodes a
noyaux en reconnaissance des formes.

Le modele autorégressif. Le modele autorégressif dépend de I'ordre, et des coefficients le définissant.
Différents criteres, comme le critére d’information d’Akaike ou le critere d’'information Bayesien et la fonc-
tion partielle d’autocorrelation, sont présents dans la littérature pour estimer cet ordre. Il serait souhaitable
d’élaborer ces critéres dans I'espace fonctionnel. Un développement pourrait étre envisagé pour des
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techniques d’estimation des paramétres, telles que la méthode de Levinson-Durbin. En outre, nous envi-
sageons l'utilisation des méthodes de processus Gaussiens ou la fonction de covariance est la fonction
noyau. Il serait aussi souhaitable d'étendre I'approche proposée pour le modeéle autorégressif a moyenne
mobile (ARMA pour autoregressive moving average).



ANNEXE A

Annexe

Dans cet annexe, nous dérivons les expressions, associées aux deux classes de noyaux, du gradient
de (1.10) par rapport a x, a savoir

Z%V k(xi,x) + = V k(x, x). (A1)

ainsi que les expressions de la méthode itérative du point fixe.

Pour cela, nous rappelons I'expression du gradient d’'une composition de deux fonctions. Soient hs
une fonction a valeurs réelles définie sur IR et hy une fonction a valeurs réelles définie sur X (nous
nous intéressons en particulier a h1(x) = (x;, «) ou encore hy(x) = ||z; — x||?, voir plus bas). Sous
condition de différentiabilité de la fonction kg en hy(x), nous avons alors

Va(ha o 1) @ = h§Y (hy () Vahi (),

ou hgl)(() désigne la premiére dérivée de la fonction ho par rapport a , c’est-a-dire

0h3 ()
oc

nM(¢) =

A.1 Noyaux projectifs

Les noyaux projectifs sont de la forme x(xz;, ;) = f({x;, ;)). Dans ce cas,

Vo f (@i, @) = fO (i, @) Ve((@i, 2))

avec le gradient V((z;, x)) est donné par le vecteur dont la k**™¢ composante est

dim(X) dim(X)

o{x;, x
W:Z[ Z i Ok = [@ilk,

j=1 j=1

oul d, désigne le symbole de Kronecker. En d’autres termes, V((x;, x)) = x;, soit

Vaf (@i, 2)) = fO (@i, @) ;.
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D’autre part, il est facile de montrer que

wa«w? w>) = 2f(1)(<113, a:>)a:,

puisque )
ow, z) _dlel?
Ol Ol ok

Le gradient (A.1) s'écrit alors
n
Vol (@) = = > % FO (@, @) x; + O (2, x)) 2.
i=1
A l'optimum x*, c’est-a-dire lorsque I'expression ci-dessus s’annule, nous obtenons
n
> V(@i 22 = FO (", 2")
i=1

ou encore sous la forme d’expression du point fixe :

o = S i fY (=i, @) @
B fO(x, x*)) '

Le noyau polynomial est un cas particulier de noyaux projectifs, avec
Kf](mhmj) = (C+ <mi7 mj>)q'

Nous avons alors

Vakq(xi ®) = Va(c+ (xi, )1 = q(c+ (x4, )T 2y = qrg_1(xi, T) x4

ce qui permet de déterminer I'expression du point fixe

r* = Doiey Vi Kg—1(®mi, ) T
Kg—1(x*, x*)

A.2 Noyaux radiaux

Ne dépendant que de la distance, les noyaux radiaux sont de la forme x(z;, z;) = g(||z; — z;|?).
Nous avons alors
Veg(lzi — zl) = ¢V (|2 — 2|*) Valllzi — |?).
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Dans ce cas, il est facile de montrer que la k**™ composante du gradient V. (||z; — z||?) est:

O(llz; — x[*)

ce qui permet décrire V. (||z; — x||?) = —2(x; — x), et par conséquent
Vag(|@i —z|*) = =240 (|z; — @) (z; — ).
Le gradient (A.1) s'écrit alors

Vad (@) ==Y 79V (e — 2|) (2 — ).
i=1

Cette derniére s’annulant a I'optimum x*, nous obtenons I'expression du point fixe

e i g V(e — ] 2
> i1 i 9B (|l — |2)

xr

Un exemple de noyaux radiaux est le noyau Gaussien, avec k¢ (x;, ;) = exp (55 [|lz; — @;|?).

Nous avons alors : " .
¥ — > iz Vi k(@ ") @
z?:l Vi KG(mia m*)
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