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PREAMBULE

Ce travail a été effectué dans le cadre d’un contrat CIFRE liant 'ANRT,
I’Ecole Centrale de Lyon et la société Dowell Schlumberger. Il concerne I’élabo-
ration d’un code numérique permettant de simuler et d’étudier la progression
d’une fracture sous l'effet de la pression d’un fluide, dans un milieu tridimen-
sionnel. L'aspect Industriel du probléme et la réalisation pratique du travail au
sein de la société, ont fait que ’accent a surtout été porté sur le cdté numérique
et informatique.

Le plan général peut se décrire ainsi:
o Equilibre statique d’une fracture plane (Chapitres I a I1I)

o Progression quasistatique d’une fracture sous V’effet d’un fluide injecté
(Chapitres IV a VI).

e Annexes
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Quelques notations

On adopte tout le long la convention de sommation d'Einstein. u est un vecteur de R3,

p un scalaire.

Divers

Uiy = %;i:'

Up(z) = grad(p) = p.e
(Vu)i; = tiy

V. = div(u) = wig
¥ T
Uiy = Au = 5
¢; : ieme vecteur de base de R3
N, : iéme fonction de base de ’espace éléments finis

0%5¢ symbole de Krecenecker

Elasticité:

E : module d’Young

v: coefficient de Poisson

\, u: coefficients de Lamé

u = uge; : champ de déplacements R® — R
o: tenseur des contraintes

¢: tenseur des déformations

L : opérateur d’élasticité

™ : opérateur de traction

U: tenseur de Kelvin

T™: tenseur élémentaire des contraintes
K,: facteur d’intensité de contraintes
K,.: ténacité

Fracture et fluide:

T, : surface reguliére de R?, lieu de la fracture au temps t
n, : normalea I au point z

[ulp = [uire; : saut de u a travers [

o = |u|.n.: ouverture de la fracture R*— R

p : pression du fluide (I' — R)

s: contrainte de fermeture (I' — R) u : viscosité du fluide
g: débit rapporté a deux dimensions (I' — R?)

Qinj: débit d’injection






INTRODUCTION

Présentation du probleme.

introduit le probléme de la fracturation hydraulique tel
de stimulation d’un puits de pétrole, en présentant

pour ’élaboration d’une modélisation. On décrit
objet de ce travail.

Dans ce chapitre, on
qu’il se pose dans 'opération
quelques points importants
ensuite rapidement les modeles existants et celui qui fait I’






1. Introduction

1.1. La fracturation hydraulique

Dans le domaine de la production pétroliére, la fracturation hydraulique
est une opération de stimulation visant & créer dans la formation rocheuse un
drain tres conducteur, dans lequel le pétrole pourra g’écouler plus facilement
vers le puits. Pour cela, une fracture est initiée, puis propagée par injection
sous haute pression d’un fluide visqueux (gel de polymeres). On incorpore
au fluide un agent de soutainement (sable) qui se dépose peu 3 peu dans la
fracture. Pour limiter les pertes de fluide & travers les parois poreuses de la
fracture, un agent chimique contenu dans le fluide forme peu a peu un dépot
colmatant sur ces parois, le gateau).

En fin de traitement, le fluide est retiré et la fracture se referme alors
sur une véritable langue de sable, trés perméable, qui draine le pétrole de la
formation vers le puits (voir figure 1).

1.2. Quelques caractéristiques géometriques et physiques
importantes pour la modélisation

La fracture est initiée dans une couche géologique poreuse, contenant du
pétrole, la zone productrice. Ces couches se trouvent a des profondeurs pouvant
aller jusqu’ad plusieurs kilometres. A ces profondeurs, la température élevée
peut modifier les caracteristiques du fluide.

Le fluide casse la roche perpendiculairement 3 la direction de contrainte
minimale. Lorsque celle-ci est constante et horizontale, comme dans la plupart
des cas, la fracture se propage dans un plan vertical [1].

La présence d’autres couches géologiques au dessus et au dessous de la zone
productrice, ou |’état de contraintes horizontal et les propriétés mécaniques
de la roche sont différents, peut avoir pour conséquence soit de contenir la
fracture dans la zone productrice, soit au contraire de |’entrainer vers des zones
pouvant renfermer de ’eau par exemple (ce qui est bien sfr préjudiciable a la
production). Un bon controle de la longueur et de la hauteur de la fracture
est primordial pour la réussite du traitement.

Les dimensions de la fracture en hauteur (quelques meétres) et en longueur
(des centaines de metres) sont tres grandes devant son épaisseur (quelques
millimetres). La fracture peut donc raisonnablement étre modélisée par une
surface de R® (et méme de R? si elle se propage dans un plan vertical, comme
on le supposera par la suite), et [’écoulement du fluide décrit par un modele
bidimensionnel.



1.3. Les principaux phénomeénes

Différents phénomenes entrent en jeu lors de la propagation de la fracture.
Ils restent couplés et les principaux sont les suivants:

a) Déformation de la roche sous l'effet d’une pression interne dans la frac-
ture, qui s’oppose a |'état de contrainte existant deja (contraintes dites de
confinement ou de fermeture ). Ouverture de la fracture.

b) Rupture de la roche.
¢) Ecoulement du fluide dans la fracture.

d) Transport de chaleur s’accompagnant de modifications des proprietés
du fluide.

e) Pertes de fluide & travers les parois poreuses de la fracture.
f) Transport de I’agent de soutainement.

Il est difficile de tenir compte de tous ces aspects dans un méme modele,
et nous nous sommes limités aux trois premiers.

2. Modélisation
2.1. Les modeles existants

Il est bien entendu souhaité que la fracture reste contenue dans la zone a
traiter, ¢ - le fluide soit le plus efficace possible pour la propager, transporter
et placer i’agent de soutainement. Etant donné la difficulté du controéle ef-
fectif de la géometrie de la fracture, de 'efficacité du proppant, on comprend
I'importance de la modélisation du processus.

De fagon générale, le comportement de la roche est modélisé par ’elasticité
linéaire, et le fluide est le plus souvent incompressible, newtonien ou en “lot
puissance”. L’évolution de la fracturation étant tres lente, elle est modélisée
par une suite d’états d’équilibre élastostatique.

Parmi les premiers modeles développés (années 60), ceux de de Chris-
tianovich (2] (et al.) et Perkins & Kern (3] (voir figure 2) supposent la fracture
verticale, plane et de hauteur constante. Christianovich résoud le probleme
de ’élasticité dans un plan horizontal (élasticité bidimensionnelle) en faisant
I’approximation des déplacements plans, ce qui suppose théoriquement la frac-
ture de hauteur infinie, mais qui est une approximation acceptable pour une
fracture de hauteur “suffisante” et constante. Perkins & Kern résolvent des
problémes d’élasticité bidimensionnels dans des plans verticaux. perpendicu-
laires & I’axe de la fracture. Dans chacun de ces plans, la fracture est modélisée
par une fracture rectiligne de longueur constante soumise & une pression uni-
forme (ouverture elliptique). L’écoulement du fluide est unidimensionnel, dans



la direction principale (horizonta.le) de la fracture. Les problémes posés dans
les plans verticaux sont seulement couplés par I’écoulement et la conservation

du fluide.

A coté de ces modeles simplifiés, des modeles plus réalistes ont été développés
ces derniéres années.

Les modeles pseudo-3D essayent de décrire I’évolution de la hauteur et de
la longueur sans résoudre vraiment le probleme couplé de Iélasticité tridimen-
sionnelle et de ’écoulement bidimensionnel du fluide. Ils emploient pour cela
deux sortes de méthodes. Les plus simples utilisent des valeurs moyennées
des inconnues, en imposant une forme & la fracture (elliptique). Le probléeme
depend alors d’un petit nombre de parametres [4]|. Les autres résolvent des
problemes bidimensionnels, posés dans des coupes verticales de la fracture
(comme Perkin & Kern, mais dans chaque plan, les fractures sont de hauteur
différentes). Ces modeles utilisent un écoulement unidimensionnel horizontal,
dans la direction de 'axe de la fracture. Les plans verticaux ne sont couplés
que par I’écoulement et la conservation du fluide (pas de couplage en élasticité).

Ces modeles Pseudo-3D sont utilisés par les ingénieurs du champ, partout
ou des simulations en temps réel sont nécéssaires.

Des modeles plus sophistiqués, encore 3 l’étude, couplent les équations de
I’équilibre élastostatique tridimensionnel, avec un écoulement bidimensionnel
de fluide. L’élasticité tridimensionnelle peut étre résolue classiquement a l'aide
d’éléments finis sur tout I’espace. Cette méthode trés générale est cependant
difficile 2 mettre en ceuvre lorsqu'il sagit de faire progresser le maillage. On
lui préfere souvent des méthodes dites “d’éléments frontiere” qui utilisent des
représentations intégrales des champs et conduisent a la résolution d’équations
intégrales singulieres sur la surface de la fracture, qui seule est maillée. La
dimension du probléme est ainsi réduite de 1, mais ces singularités sont source
de difficultés numeériques.

2.2. Le modele proposé

Dans le présent travail on a mis au point un modéle de propagation de frac-
ture hydraulique dans un milieu tridimensionnel. La fracture est modélisée
comme une surface plane, lieu de discontinuité du champ de déplacements.
Pour le probléme de |"équilibre, une représentation en double couche de ce
champ conduit classiquement ((16],[17]) a une équation intégrale a noyau sin-
gulier sur cette surface, dont I'inconnue est le saut du champ de déplacements.
Le probléme est ainsi réduit & deux dimensions d’espace .

Pour éviter les difficultés numeériques liées a ces singularités, nous utilisons



la formulation variationnelle a noyau régulier introduite par Bamberger et
Nedelec (voir (8] et [9]). Cette formulation est ensuite couplée avec un modele
d’ écoulement bidimensionnel d’un fluide newtonien incompressible. Seule est
prise en compte la composante normale du saut de déplacement: 'ouverture
de la fracture. Les trois inconnues du probléme sont les champs scalaires
de 'ouverture, et de la pression, sur la surface plane de la fracture, ainsi
que cette surface elle méme (la géométrie de la fracture). Le probleme est
numériquement résolu par éléments finis sur un maillage mobile.

La propagation est approchée par une suite d’états d’équilibre, d’ol les deux
parties de I’étude:

Dans une premiére partie, on considere le probléme statique de ’équilibre
d’une fracture soumise d’une part A une pression interne, qui tend a 'ouvrir,
d’autre part a des contraintes de fermeture. La fracture a une géometrie donnée
et ne se propage pas, et on calcule simplement son ouverture (qui peut étre nulle
par endroit a cause des contraintes de fermeture) , et un critere de propagation
qui permet de savoir localement si la rupture de la roche aura lieu ou non. Le
critére de propagation choisi (facteurs d’intensité de contraintes) est calculé
a partir de la valeur de 'ouverture prés du bout de la fissure. Les résultats
numeériques sont comparés aux valeurs analytiques disponibles dans des cas
simples (fissure circulaire, elliptique,rectangulaire) pour les ouvertures et les
facteurs d’intensité de contrainte.

Dans une deuxiéme partie, on traite le probleme d’évolution. L’équilibre
statique est couplé avec Pécoulement d’un fluide & Dintérieur de la fracture.
La pression interne tendant & ouvrir la fracture est & présent une inconnue du
probléme, ainsi que la géométrie de la fracture, dont 1'évolution est calculée
4 partir du critére de rupture. Le modéle d’écoulement du fluide est celui
d’un fluide newtonien incompressible entre plaques (écoulement de Poiseuille).
Un procédé géomeétrique simple permet de faire progresser continuement le
maillage sans refaire tous les calculs.

Les résultats numériques sont comparés a ceux obtenus par des modeles
pseudo-3D dans des cas plus ou moins favorables a leur application, et permet-
tent ainsi de juger du domaine de validité de ceux-ci.
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Figure 1: La fracturation hydraulique
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Extrait de la référence

(2a) et de Perkins et Kern (2b). (

Figure 2: Modeles de Christianovich
26)

11

e O NNy YN U N



M o A e o & A St



CHAPITRE 1

Généralités sur ’élasticité.

Dans ce chapitre, on rappelle les équations d’équilibre en élasticité linéaire,
et la forme qu’elles prennent dans le cas d’un milieu infini homogéne présentant
une surface de discontinuité pour les champs. On donne une représentation
intégrale du champ de déplacement en fonction de ses discontinuités a travers

cette surface.

C’est par une telle surface qu’une fracture sera ensuite modélisée. Les
représentations intégrales permettront de transformer les équations differen-
tielles posées sur tout l’espace, en équations intégrales sur la surface de dis-

continuité.
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1. Problemes d’équilibre élastostatique

Dans toute la suite, on se place dans R3, rapporté a un repere orthonormé
(O,€e1,€2,€3). (1 est un ouvert borné de R3, i frontiére réguliere 02, ' son
complémentaire. R® est le lieu d’un milieu homogeéne, élastique, isotrope.

1.1. Les équations d’équilibre

Ces équations décrivent I’équilibre de chaque élément de volume V C R%.
V est soumis d’une part & un champ de forces volumiques extérieur (gravité
par exemple) de densité f, d’autre part aux forces de pression exercées par le
reste du milieu a travers sa surface V.

On note o le tenseur des contraintes, de composantes 0i;. Tout élément
de surface dS, en un point z, de normale n = n;e;, subit de la part du milieu
situé du coté de n, une force dont la densité surfacique vaut:

o(z).n = oijn;

Figure 1: Contraintes

On appellera o(z).n: “ contrainte en dans la direction n”, bien que ce
vecteur n’aie pas forcément la direction du vecteur n. (Entendre par contrainte
normale a une surface, quelque chose comme “dérivée normale”, qui n’est pas
forcément un vecteur perpendiculaire & la surface)

La résultante de la pression exercée sur V a travers AV a pour composantes:

F:(V) = /av oiyn; dS

et celle des forces volumiques:

F'(V) = /V fidv .

13
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I’équation d’équilibre pour I’élément V s’écrit, en transformant 'intégrale
de surface en intégrale de volume:

(st + fal] 4V =0, ¥i=1.3,

Ceci étant vrai YV, on a:

0ii(z) + fi(z) = 0. (1)

Si on suppose que le milieu a un comportement élastique, et si on se
place dans I'hypothese des petites déformations, on définit, pour un champ
de déplacement u = uje, le tenseur des déformations, &, de composantes €;;
par:

1
E(u) = E(Vu + 'Vu),
et I’on a la relation linéaire entre € et o

€&j = Aijklo'kl- (2)

Par des considérations d’isotropie, le tenseur d’ordre 4, A, se réduit a deux
parametres indépendants. On peut choisir , classiquement, deux parametres
parmi les suivants:

les coefficients de Lamé: X et p, le module d’Young : E et le coefficient
de Poisson: v. On donne les relations entre ces parametres, qu’on utilisera
indifféremment par la suite:

__E \ = vE
FE ) T -2 +)
2
A= e
1 —2v
u >0, o<v <=
La relation (2) s’écrit :
1+v 1%
6 = —p 05 T Eokkéq

14



Que I'on peut inverser en:

oij = 2ue; + /\Ekké.'j i

bi; est le symbole de Krenecker

On peut récrire alors ['équation (1) en fonction du champ de déplacement,
v (Equation de Navier):

Lu(z) = (A + (A +w)VV.)u(z) = —f(z). (3)

L est un opérateur du deuxieme ordre, linéaire, elliptique (opérateur d’élasticite).

C’est cette forme de l’équation d’équilibre que l'on gardera par la suite,
I'inconnue étant le champ vectoriel de déplacement u.

Un probleme d’équilibre élastique consiste en la donnée d’un domaine sur
lequel I’équation (3) est vérifiée et de conditions aux limites sur la frontiere
éventuelle de ce domaine, ou a 'infini. L’étude mathématique de ces problémes
repose sur le choix d’un espace fonctionnel dans lequel la solution existe et
est unique. Les problemes qui nous intéressent sont ceux avec des conditions
aux limites en contraintes (conditions de Neumann). Les solutions de tels
problemes ne sont uniques qu’a un champ de déplacement rigide pres, et c’est
3 ce sens qu'on parlera de solution ( on quotiente les espaces par les champs
de déplacements rigides).

1.2. Espaces fonctionnels utilisés

On rappelle simplement ici la définition de deux espaces utilisés respec-
tivement sur des domaines bornés (() et des domaines non bornés (). Sur
ces derniers, il est nécessaire de préciser le comportement des fonctions & 'infini
(décroissance rapide) pour avoir unicité des solutions, d’ou I'introduction d’espaces

de Sobolev avec poids. On renvole pour plus de détails au travail de Giroire
((23))-

On note:

H'(Q) = {heD'(Q),he L), VhE (LA()°} .

Les traces de fonctions de H'(fl) sont dans un sous espace de L*(30) :

H?(90).

On note d’autre part:
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1 n oy h 2y 2 "3
Wa() = {heD(ﬂ)—,————(IHxl)% e L}(Q),Vh e (LX)}

Les traces de fonctions de Wg,(Q') sur 0 sont aussi dans H} (00)).
On note : H~1(80Q) le dual de H3i(80).

1.3. Formules de Green pour l'opérateur d’élasticité

On se place sur 'ouvert (1. Pour tout couple de déplacements admissibles
u,v, on peut ecrire la premiére formule de Green pour l'opérateur d’élasticite:

/nvLu dV = —b(u,v) + /an v/en0(u).n dS (4)

avec

bluv) = [ (ei(w)ess(0) + 2ueis(w)eis())dV. ()

Lorsque u et v sont dans (H'(Q2))?, v/sn est la trace de v sur 90, et
appartient 3 (H?(80))°.
Le vecteur o.n peut etre considéré comme un élément de (H-%(an))3

Pour u et v dans (Wk(Q'))3, on a la méme formule, sur V' (au signe prés
pour le terme de contour a cause de l'orientation de la normale).

On peut définir 'opérateur de traction, " par:

™(u) = ou)n,
d’ou:

2uv
1—-2v

"y = 2u(Vu+f Vu)n + nV.u

On a alors pour tout volume V', et tout couple de déplacements admissibles
uetuv:

/V(uLv ~ wLu)dV = /M(ur"v — vr"u)dS . (6)

16

—— - M e . A . AS



C’est la formule de Betti (deuxiéme formule de Green pour l'opérateur
L). L’opérateur d’elasticité et 'opérateur de traction jouent respectivement
les réles du laplacien et de la derivée normale dans la théorie classique des

potentiels.

1.4. Problémes intérieurs et extérieurs

On s'intéresse & deux problémes particuliers, posés sur (1 et (', sans forces
volumiques et avec des conditions aux limites en contraintes.

Probléme intérieur:
Le probléme d’équilibre est posé sur I'ouvert (1, sans forces volumiques
(f = 0) et avec des conditions type Neumann sur la frontiére:

Lu = 0 sur (1
™ (u) = g sur 91

On obtient une formulation variationnelle en utilisant (4) et (5):

b(u,v) = I(v) Yve V(Q)
I(v) = /an v/a0.9 dS .

Pour obtenir lellipticité de la forme b, on doit quotienter H!(fl) par
I’espace R des déplacements rigides, ce qui donne le cadre fonctionnel:

Dans ces conditions, le probléme interieur Py vérifie les hypotheéses du
théoreme de Laz-Milgram et admet une solution unique.

ue V()
Pa: ! b(u,v) =I(v) YveV(Q)
g€ H-5(30)

Probléme exterieur:
Le probléme d’équilibre est posé sur I'ouvert (1, avec des conditions type
Neumann sur la frontiére. La formulation variationnelle est la méme. Le cadre

fonctionnel utilisé est cette fois:
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V(@) = (We(0))®,
On obtient existence et unicité de la solution pour le probléme Pq::

u e V()
Par i { b(u,v) =1(v) Yve V()
ge H3(80)

2. Potentiels de simple et double couche

2.1.

Solutions élémentaires de I'opérateur d’élasticité

On appelle “°™¢ solution élémentaire” de |’opérateur L, la solution du
probléme d’équilibre dans R3, avec une force volumique f “ponctuelie” en O,
dans la direction e;. Si on note :

U; = Uije; cette solution, on a donc:

LUi(z) + éo(z).ei=0.

ou 6o est la distribution de Dirac au point O.

Ui(z) est le vecteur déplacement au point z, engendré par une densité de
force é.¢; en O. Ui(z) ne dépend que de la position du point z par rapport a O.
Si on placait cette force en un point quelconque y, le champ de déplacement
résultant serait : Ui(z — y).

En dimension 3, l’expression de U;; est la suivante:

1
Uilz —y) = —————[(3=40)6i; + 272, s
(I y) 16”“(1 - U)r[( V) J +r1 Irl )]
avec:
r=lz-yl = (Ei(xi—yi)z)%a
7 — 8r __ zi-y
- ro°
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Figure 2: Tenseur de Kelvin.
Le tenseur U = Ui; est appelé tenseur de Kelvin. Il est symétrique. Sa

eme ¢olonne sont les coordonnées dela:

1°™¢ ligne et sa ¢ eme solution élémentaire.
On note indifféremment U; la iéme ligne ou la iéme colonne de U.

U(z —y) est singulier pour z = ¥, c’est a dire au point d’application de la
force ponctuelle.

Par linéarité, une force 6,.f de composantes 6, f;.¢; engendre en X un
déplacement:

u(z) = Uiz - v)fily) = Ulz—9)f()-

On remarque que le tenseur U étant symétrique, la ieme coordonnée du
champ de déplacements u est donnée par le produit scalaire:

wi(z) = Uilz - v).f(¥) - (7)

En utilisant 'opérateur 7%, on obtient une expression du champ de con-
traintes engendré par la force ponctuelle 6,.€; appliquée au point y. Comme il
y a deux points entrant en jeu, on note n, la normale au point z & un éléement
de surface dS. L’expression des contraintes en z dans la direction n, est donc:

on, = T"’(U.‘(I -y)) = iz = Y)
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T est le champ vectoriel des contraintes engendrées en tout point z dans
une direction constante n, par une force ponctuelle unité en y dans la direction

du ieme vecteur de base. "

T x,-y)
n
n i
n
T (x.z'y) Vi
y i
e -
L
n
n -
T (x3 y)

X g
Figure 3: Champ de contraintes élémentaires.

Par linéarité, le champ de contraintes engendré par une force ponctuelle if
appliquée en y, a pour expression:

on, = Tn’(Ui(I - y))f.'(y) .

Si on note T™* le tenseur dont la 1™ colonne est : Ui(z — v),
T = [ (Uh), 7™ (U2), 7™ (Us)]
on a:
on, = 1™.f,
ou encore:

(on2)i = T5'f;

De facon générale, K etant un tenseur d’ordre 2, de iéme colonne K;, on
convient de noter 7*(K) le tenseur dont la ieme colonne est 7"(K;). Si bien
que:
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T = ™ (U).
Le tenseur T™ n'est pas symétrique. Il a pour expression:

1 or

Iy = _Srr(l—u)rzlan,

(1 —2v)6i; + 3r.27s;)

—(1 - 2’/)(72,‘ (nz)i - rz-‘(nz)i)] :

Remarque: on a un tenseur IT"* pour chaque direction n, on pourrait tout
regrouper dans un méme tenseur d’ordre 3 en posant:

Tiie = Tir.

Utilisation des solutions élémentaires

Lorsque le probléme d’équilibre est posé sur R3 tout entier, avec une densité
de forces volumiques f, et des conditions de décroissance rapide du champ de
déplacement & I'infini, la solution en déplacement, u, est donnée par linéarité:

we) = [ Uslz-)fi) & = U+N(E)

On note par la suite dV} et dS; les éléments de volume et de surface au point
y.

Cette expression est valide pour u régulier sur R®, pourvu que le produit
de convolution existe.

On a de la méme fagon l'expression du champ de contraintes:
ou(z)ne, = (T * f)(z) .

2.2. Potentiels singuliers

On renvoie pour cette section a la référence (15] (Kudpradze).

Le probleme d’équilibre étant posé sur R* tout entier, on suppose a présent
que le champ de déplacements u et ses dérivées peuvent avoir une discontinuité
3 travers une partie I' C 0. T est supposée réguliere. On oriente [ par la
normale extérieure & (. On note I'* la face de ' qui est du coté de 0. I'”
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autre. Si g est une fonction discontinue a travers ', on note g* et g7 les
valeurs (les traces) de g sur I'* et I~. Onnote [g|r = gt — ¢~ lesautdega
travers I'.

[u]r(y) est le saut de u a travers T, au point y de I’

[r™ (u)]r (z) est le saut de la contrainte normale a I' (contrainte dans la direction
n,) au point y de I

Figure 4: Surface de discontinuité

Le champ u vérifie sur (1 et ()’ I’équation d’équilibre. On écrit la deuxieme
formule de Green sur 0 et O, pour u et § € (D(R®))*, une fonction test. On
obtient en sommant les deux formules (la normale étant orientée vers l’extérieur

de Q):

R [ uLlodv = - [ ) s + [ @).lulr d5. (&)

Et ce V8 € (D(R?))*.
On définit la distribution: 77(gér) par:

< t"(gér),8 > = - /rg.r"(ﬁ) ds ,

pour g défini sur I.

L’équation (7) peut alors s’écrire aussi:
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< LLL/cl,ﬁ > - < Lu/d,() > = —-< [T"(u)]pér‘,e > - < T"([u]pér),a > .

Lu,4 représente la distribution associée & Lu et Luj. sa partie réguliere.
Lorsque u vérifie I’équation déquilibre, Lu;q = — f sur 0 et 0.

On a donc au sens des distributions sur R3:

LU./d + f - [Tn(u)]['5r - Tn([u]p5[‘) =0

f est la densité de forces volumiques, [7"(u)|rér est appelée densité de
simple couche sur T et 7"((u]pér) densité de double couche.

Les discontinuités de u et de ses dérivées engendrent des forces volumiques
singulieres, distribuées sur I

On peut noter les densités de simple et de double couche:

fs
fa

~[r"*(u)]rér ,
—7"([u]rér) .

L’équation au sens des distributions est toujours de la forme:

Lu + F =0,

avec F = f + fy + fa.

Une représentation intégrale de u peut toujours étre obtenue par produit
de convolution.

La ieme coordonnée du champ de déplacements u, engendré par la seule
densité volumique f sera (voir I’équation (7)):

(wlily) = [, Uz =9)-(9) ¥,

La ieme coordonnée du champ de déplacements u, engendré par la seule
densité de simple couche f, sera:

(uS)i(y) =< fs(y)’Ui(I - y) = _/[,Uf(r - y).[r"-”(u)]r(y) ds, .

La ieme coordonnée du champ de déplacements engendré par la densité de
double couche f4 sera:
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(wa)i(y) = < fa(y), Uiz —y) > = — < ™ ([u]eér) (v), Ui(z — ¥) >

= & [u]p(y)ér,r"’ (U.'(I - y)) > = /;f"’(U"(I - y)).[u]p(y) dSv .
Finalement:

u(z) = (U= F)(z)
= ANLMx—y»fw)dv;—3Acuz—ythWunrw)dsy+;ﬁ‘vwch-ynwwrw>dsw

(La transposée qui devrait apparaitre pour les 3 potentiels, disparait pour les
deux premiers du fait de la symétrie de U.)

Le champ u se décompose en la somme d’un potentiel volumique, d’un
potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche (voir Kudpradze,
(15)). Les deux derniers potentiels sont singuliers quand z tend vers la surface
=,

Réciproquement, v et w etant deux fonctions vectorielles réguliéres sur [',
nulles au bord, on définit les deux potentiels:

Viz) = [Ulz,u)oly) dS,
et
W(z) = [ (U u)wl) 4,
Ces potentiels vérifient I'équation d’équilibre élastostatique. de plus:
o V et r"(W) sont continus & travers T
o r"Vp = v
o Wlr = w

Ce sont des potentiels élastostatiques de simple et de double couche.

2.3. Interprétation physique

Une densité de simple couche sur une surface I' peut étre considérée comme
une “couche” de forces ponctuelles réparties sur [, et une densité de double
couche comme une couche de doublets de forces ponctuelles, comme le montre
la figure (3).



Figure 5: Simple couche et double couche
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CHAPITRE 2

Equilibre d’une fracture plane

On décrit ici la modélisation de I’équilibre d'une fracture plane, soumise
d’une part a des forces de pression internes, tendant a 'ouvrir, d'autre part
aux contraintes de “fermeture” in situ tendant 3 la refermer. On s’intéresse au
calcul de I'ouverture de la fracture, considérée comme la discontinuité normale
du champ de déplacements, nouvelle inconnue du probléme. On utilise la
formulation variationelle introduite par Nedelec et Bamberger ((8],[9]) dans le
cas plus général de la propagation d’ondes élastiques, et par Bonnemay (10]
dans le cas de l’élasticité bidimensionnelle. On renvoie a leurs travaux pour
plus de précisions.
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1. Formulation intégro-variationnelle
1.1. Modélisation d’une fracture

L’épaisseur de la fracture est de plusieurs ordres de grandeur plus petite
que ses autres dimensions (longueur, hauteur). Il est alors naturel de considérer
la fracture comme une surface de R3. Sur cette surface, le milieu n’a plus de
cohésion. Cette absence de cohésion engendre une possibilité de discontinuité
des champs & travers cette surface (contraintes et déplacements).

Par exemple, sous ’effet d’une traction, la fracture s’ouvre physiquement.
Cette ouverture (petite), n’est pas modélisée géométriquement, mais est con-
sidérée comme une discontinuité du champ de déplacements (on est toujours
sous I’hypothése des petits déplacements).

D’autre part, on peut supposer que le champ de contraintes normal, 7*(u),
reste continu & travers la fracture. En effet, si la fracture s’ouvre sous ’effet
d’une contrainte extérieure, ses deux lévres se séparent, et les contraintes nor-
males y sont nulles des deux cotés. Si elle est ouverte par la pression d’un
fluide y circulant, la continuité du champ normal de contraintes signifie que la
pression du fluide est la méme sur les deux lévres.

SiI’on suppose le milieu homogene, les résultats exposés au chapitre précédent
permettent de représenter le champ de déplacement sur tout l'espace par un
potentiel de double couche, utilisé pour transformer la formulation variation-
nelle classique en formulation intégro-variationnelle comme on le verra par la
suite. (La partie “simple couche” est nulle du fait de I’hypothése de continuité
du champ de contraintes & travers la surface de la fracture)

Sur le plan de la modélisation, on perd I’hétérogénéité du milieu. Lorsque le
milieu est composé de plusieurs couches géologiques, les coefficients d’élasticité
de ces couches sont différents. Mais la différence de contraintes in situ dans
ces couches semble plus importante que la différence des modules d’élasticité
pour la progression et la forme de la fracture (d’ailleurs, cette différence de
contraintes résulte aussi de la différence de modules). Pour notre modele,
les couches different les unes des autres seulement par des différences de con-
traintes in situ.

Dans la suite, on note I' la surface de R3, réguliére, lieu de la fracture, 95
son complémentaire dans R3. T est définitivement orientée par le choix du sens
de sa normale, n, on noté I'" et I'~ les deux cotés de ' (T* du coté de n). u”
et u- sont les traces de u sur I't et ['~. T est le bord de .

Le milieu élastique, homogene, est soumis a un champ de contraintes in
situ qui constitue les conditions aux limites 3 l'infini. Ces contraintes sont
compressives et tendent naturellement a refermer la fracture. On note o° le
tenseur des contraintes in situ.
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Figure 1: Modélisation de la {racture

Le probleme posé est le suivant:

Calculer 'ouverture de la fracture a 1’état d’équilibre, connaissant:

o la géométrie de la fracture,
o |’état de contraintes a 'infini,

e la pression appliquée a intérieur de la fracture (c’est & dire la contrainte
normale résultant de cette pression sur I'" et |y 8

Le probléeme peut s'écrire:

Lu = 0 dans &
o = o' al'infini
r™(u) = pn sur TreI".

p est un champ scalaire définisur I'. La solution est unique a un déplacement
rigide pres. Par superposition, ce probléme est équivalent, a un déplacement
rigide pres au probléeme:
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Lu = 0 dans Q'
o =0 al'infini
(u) = pn—o'n sur T'T etl".

Sipn — o'n = g € (H ¥(T))%, le probléme admet une solution unique
dans V(Q') = (W4(Q))® (voir Nedelec (8], Bamberger (9], Giroire (23]).

La formulation variationnelle de ce probléme peut s’écrire: trouver u € V(0')
tel que pour tout v € V(Q1'):

bu,v) = I(v) = /Fv(z).(pn(a:)—o’.n(:c)) ds.

b(u,v) étant défini dans le chapitre précédent. Cette formulation est de
facon classique équivalente & minimiser I'énergie potentielle totale du systeme:

E(u) = %b(u,u)-—l(u)
puisque:

(VE)(u).v = b(u,v) —I(v).

1.2. Le probléme en discontinuités de déplacements

Ce qui nous intéresse est en fait de pouvoir calculer ’ouverture de la frac-
ture, c'est & dire la discontinuité du champ de déplacement a travers I'! (u]r.
On va donc essayer d’obtenir une formulation variationnelle dont Iinconnue
serait cette discontinuité notée a présent:

lur = ¢

Si u est dans V(Q)'), © qui est la trace de u™ — u™, et qui est nulle sur T’

est dans (Hoé(I‘)):’, fonctions de (H(,J"(I‘))3 nulles sur la frontiére oT" de I'. Cet
espace est noté Vo(T).

On peut donc a tout champ de déplacement de V(1)) associer de fagon
unique son saut dans V,(T'). Réciproquement, a toute fonction ¢ de V,(I'), on
peut associer de fagon unique la solution dans V(Q') du probléme d’équilibre
élastique (voir [10]):
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Lu = 0 dans
[ (w)]lr = 0
[ulr = ».
Le changement d’inconnue envisagé est donc justifié. Reste'a voir comment

'opérer pratiquement dans la formulation variationnelle.

Si u est solution du probléme d’équilibre, la premiere formule de Green pour
I’opérateur d’élasticité (formule (4) du chapitre I), écrite sur deux ouverts dont
la frontiere commune contient I' (de part et d’autre de I') donne:

buv) = [[ulr@™()0) 45, = [l (@)) és,

On peut définir une formulation variationnelle du probléme d’équilibre (on
note ¥ = [v]r):

Trouver p € Vo(T') tel que:

Yy € Vo(T)
blo,¥) = I(¥)
b, p) = [ wlz)ru(z) ds. (1)
) = [olw)wly) ds,
et:

g€ (HHI)®.

Le tout est d’exprimer b(, ) en fonction de p et ¢. Cela a été réalisé par
Nedelec et Bamberger ([8],(9]) dans le cas du laplacien, et pour le probleme
plus général de la propagation d’ondes élastiques, et par Bonnemay ([10]) pour
le cas de ’élasticité plane.

Pour cela, on utilise la représentation en double couche décrite au chapitre
précédent. On rappelle ’expression intégrale du champ de déplacements solu-
tion de ’équation d’équilibre:

u(z) = [ (U - )el) ds,

n, etant la normale au point y.
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Le noyau de cette expression est singulier (U(z - y) est en L;i—vT) Pour un
point z en dehors de I', on peut appliquer aux deux membres ['opérateur 772,
ce qui donne une expression intégrale du champ de contraintes:

) = [ (UG - 0)el) 45, ()

Remarque:

On connait la trace du premier membre sur T : c’est la fonction g(z) =
p(z) — o*(z).n,. Prise pour z sur T, I'expression précédente conduit donc a
une équation intégrale & noyau singulier (Vintégrale étant alors prise en partie
principale). L’inconnue en est le saut de déplacement, ©.

Au lieu de procéder ainsi, on utilise la représentation en double couche
pour calculer b(p, %) en fonction de p et 1. Sion remplagait directement dans
la forme bilinéaire (1) r™u(z) par son expression donnée par (2), ’équation
variationnelle deviendrait formellement:

[ (U - ) e(eel) d5ids, = [[s)ols) 5,

Mais l'intégrale sur I' xI' n’est pas définie a cause de la double dérivation qui
porte sur le tenseur de Kelvin U. On peut cependant faire passer les dérivations
en z et en y respectivement sur les fonctions ¥ et p (sorte d'intégration par
parties), voir (8],(9], [10].

1.3. Cas d’une fracture plane

L’expression de b(p, ¥) est simple dans le cas d’une fracture plane. Sil’on
convient de prendre le troisiéme axe du repére normal au plan de la fracture,
cette expression est la suivante:

1
b(o,¥) = ﬁ/m E—_—y—lij(x)-ij(y) dS; dS, —

ﬁ’/r‘xr |z i y|[(a«)2 - atpl)(‘r) X (% - %)(y)] dS. dS, .

9z, Oz, oyr 9
Avec:
g = 2wOFH) M
4m(A+2p) 4m(X +2u)
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(L’obtention de cette expression est décrite en détail dans (9], pages 43-47 .)

Ce probléme est toujours équivalent & minimiser ’énergie potentielle totale
dont l’expression est a présent:

E(g) = 3ble.e) = (o).

2. Simplifications et adaptations

Ouverture en mode I

On se place dans le cas d’une fracture plane.

On suppose de plus que la fracture se propage en mode I, c’est & dire que
la discontinuité ¢ du champ de déplacements n’a qu’une composante normale.
Cette simplification est en accord avec le fait que la fracture soit plane, une
discontinuité tangentielle {cisaillement) causant généralement une déviation
de la fracture hors de son plan. On suppose donc (le troisiéme axe etant
perpendiculaire au plan de la fracture):

w1 = p2 = 0.

Pour des raisons pratiques, on continue de noter :

Y = @3
i
qui est 3 présent un champ scalaire de Hg (I') noté encore Vo(T), ainsi que .

Dans ce cas, la formulation variationnelle se simplifie en:

Trouver p € Vo(T') tel que
Vi € Vo(T')
b(p,¥) = I(¥)

avec cette fois:

b(o,¥) = B Vo(z).V¥(y) dS, dS,

r=r |z — Y|

et:
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ol s est la fonction scalaire définie sur I':

s = (o’.n)s,

troisitme composante de o’.n. L'inconnue du probléme est un champ scalaire,
¢, sur I'. Les données sont deux champs scalaires p et s, pression du fluide et
contrainte de fermeture.

2.2. Condition d’unilatéralicité

Jusqu’a présent, rien n’empéche I'ouverture © d’étre négative. Cela peut
se produire lorsque les contraintes de fermeture sont trop grandes devant la
pression. Cette interpénétration est bien sir impossible physiquement. Il
convient donc de rajouter au probléme de minimisation de I’énergie potentielle,
la contrainte ¢ > 0.

Si 'on note K l’ensemble des fonctions de Vo(T') positives, la minimisation
avec contrainte est équivalente a résoudre I’inéquation variationnelle:

Trouver o € K tel que

Yy e K
bo, ¥ — ) =l —p) 20.
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CHAPITRE 3

Résolution numérique du probleme statique.

On présente ici la formulation discrétisée en élements finis du probleme
statique, et quelques résultats numériques, comparés sur des cas simples avec
les solutions analytiques du probléme d’équilibre.

34






Traitement numérique

Nous utilisons des élements finis triangulaires P1. V), est l'espace des
fontions continues, affines par morceau sur une triangulation de T, V2 le
sous espace de V}, des fonctions nulles au bord, h désignant la finesse de la
discrétisation.

On convient de numéroter de 1 & N les nceuds internes, de N+1 & Ny les
nceuds du bord AT de I'. Ny, désigne donc le nombre total de nceuds. On note
z; le :*™ nceud. On note (Ni)i=1,N.. les fonctions de base de V. N; vaut 1 au
iome nceud, 0 aux autres (Ni(z;) = &;). La base (Ni)i=1,n engendre l'espace
des fonctions de V0.

Les fonctions de Hé(l‘) sont approchées par celles de V).

A toute fonction v de Hé(l’), on associe la fonction v, de V) définie par:

Uh(:lt) = u(:z:‘-)N‘-(z) = U.'N"(I)

que 1'on continue de noter v.

Aux fonctions ¢, p, et s sont associées respectivement:

(p est nulle sur dT, p et s ne le sont pas.)

Si I'on oublie la contrainte ¢ > 0, le probléme d’équilibre ainsi discrétisé
s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire de Ny, équations a Vi, inconnues:

A;pr,- — b; = 0.

Le probléme de minimisation avec contraintes, a Vi, inconues, s’écrit en
notant V,* le cone des fonctions positives de Ve

Trouver o dans V;* réalisant le minimum de:

1
EwiAij"abj — b

pour tout ¥ de V.

ou:

1
o= V N,(z).VN; dz dy,
AJ ﬁ/;"xf‘ lI—yl (I) J(y) r
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On note B la matrice N X Nyy:

B.'j = /;‘N,'(I)NJ'(I) dz

ou ¢ variede 1 A N et j de 1 & Nyy; on a alors:

bi = Bij(pj — 85)-

La matrice A est assez longue & calculer, mais le calcul ne présente aucune
difficulté ( voir annexe 1). L’intégrale sur I' x ' se réduit en fait a l'intégrale
sur le produit des supports S; x S; et se calcule semi-numériquement, a cause
du péle pour z = y.

Il est intéressant de noter que l'utilisation d’une formulation intégro-variati-
onnelle fait porter les dérivations sur les fonctions ¢ et ¢, alors qu’une méthode
de résolution par équations intégrales singuliéres conserve les dérivations sur
le noyau.

Si bien que lorsque I’on approche les fonctions ¢ et ¥ par des fonctions poly-
nomiales par morceau de degré n, ces derniéres se transforment par dérivation
en fonctions de degré n — 1, ce qui simplifie I'intégration numérique. Dans
notre cas par exemple, les fonctions P1 ont des gradients constants.

Pour ce probléme de minimisation, on utilise une sur-relaxation avec pro-
jection sur 'espace des fonctions positives, pour traiter la contrainte p; > 0 71
(méthode classique de minimisation avec contraintes, voir [18]).

2. Résultats numeériques
2.1. Fracture circulaire soumise 4 une pression uniforme

Ce cas a été étudié analytiquement par Sneddon. I est un disque de rayon
a. soumis & une pression interne p, sans contraintes de confinement. La solution
analytique est la suivante:

2p(A + 2u)
(A + u)

i

(a* = %)

0 (z)

ou r est la distance du point r au centre.
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La figure (1) représente une interpolation graphique de 'ouverture calculée
numériquement sur I' et permet une meilleure visualisation des déformations.
(Lorsque dans les figures on parle d’interpolation, c'est qu’au lieu de représenter
une fonction sur le maillage de calcul, on interpole sur un maillage beaucoup
plus fin, uniquement pour une meilleure visualisation.)

Nous donnons sur la figure (2) les résultats pour deux maillages, le premier
de 80 éléments seulement, I'autre de 148. La courbe pleine est celle de la
solution analytique, les points sont les résultats numériques obtenus pour les
nceuds situés sur un diameétre. L’erreur par rapport 3 la solution analytique est
toujours inférieure & 5%. Les maillages sont réalisés avec le code MODULEF
(voir [24]). Le temps de calcul sur Vax/780 est de 4mn dans le premier cas,
1mn dans le deuxiéme.

Dans ce cas, il n'y a pas de contraintes de fermeture. Il n’y a donc pas
de risques d’interpénétration, la fracture est ouverte sur toute sa surface. La
contrainte de minimisation: ¢ > O est inactive (Le minimum absolu de I’énergie
potentielle est & I’intérieur du convexe des fonctions positives).

.

.

AR RS A L B

Figure 1: Ouverture interpolée.

37



= e B S B . B e e



OUVERTURE CALCULEE COUPE CALCULEE

Fissure circulaire - 80 éléments.
Coupe suivant un diametre.
Temps CPU (vax 780): 1lmn
Légende:
¢ : Numérique
— : Sneddon
3
- a8 [

o
AXE CF THE OWOSS BECTION

OUVERTURE CALCULEE COUPE CALCULEE

Fissure circulaire - 148 éléments.
Coupe suivant un diameétre.
Temps CPU (vax 780): 4mn
Légende:
e : Numérique
— : Sneddon
E /‘.’ ¥ i —
Y >
~.
< ~
N .
.
[
3
- -l L] ot

Figure 2: Comparaison avec des résultats analytiques dans le cas d'une fracture circulaire.
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2.2. Fracture de forme rectangulaire

Mémes conditions que pour le cas précédent, mais la fracture est cette
fois rectangulaire. Il n'y a pas de solution analytique pour une telle fracture.
Mais si le rectangle est suffisamment long, on peut faire une approximation en
déplacements plans, dans un plan médian, perpendiculaire a ’axe du rectangle
(voir figure 3).

Dans ce plan, la trace de la fracture est un segment. La solution analytique
donnée par Sneddon pour |'ouverture d'une fracture rectiligne de longueur 2a
en approximation “déplacements plans” est la suivante:

p(/\+2/i)( 2 2)%

ele) = p(A+p)

C’est a cette valeur que 'on compare les résultats numeériques obtenus sur
la ligne médiane de la fracture dans la figure (3). Le "maillage” présenté ne
correspond pas au maillage éléments finis. Il faut en fait diviser chaque rectan-
gle en deux par une diagonale pour avoir le maillage éléments finis réellement
utilisé (la visualisation est meilleure comme ga).

2.3. Cas d’une fracture partiellement ouverte

Dans les deux cas précédents, la contrainte ¢ > 0 était inactive. On donne
a présent deux exemples ou il y a une contrainte de fermeture, et ou la pression
interne n’est pas suffisante pour s’opposer a la contrainte de fermeture sur toute
la surface de la fracture.

Le premier exemple est celui d’une fracture circulaire soumise a une pres-
sion interne constante, mais aussi & une contrainte de fermeture qui varie
comme z* dans la direction Oz, et comme |y| dans la direction Oy . Dans
de telles conditions, seule une partie de la fracture en forme de bande parallele
a Oy est ouverte. Dans la figure (4), la zone fracturée est le-disque inscrit dans
le carré sur lequel 'interpolation graphique est faite.

Dans le deuxiéme exemple (figure 5), une fracture circulaire. soumise a
une contrainte de fermeture constante, est réouverte progressivement par une
pression interne constante s’appliquant sur un disque de rayon de plus en plus
grand. On voit le bout de la zone ouverte passer d’une pente nulle a une pente
infinie quand 'extrémité de la fracture est atteinte (voir chapitre suivant).

39



M amn . . M -



FRACTD - OUVERTURE NTERPOLEE ) FRACTURE EN 2D - COLFE

Figure 3: Comparaison avec des résultats analytiques dans le cas d'une fracture rectangulaire.
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Figure 4: fracture circulaire partiellement ouverte. OQuverture interpolée.
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Figure 5: fracture circulaire se réouvrant progressivement.
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CHAPITRE 4

Critére de rupture,

Calcul des facteurs d’intensité de contraintes.

On présente ici un critére de “rupture fragile” d'un milieu élastique. Ce
critere est basé sur I’analyse asymptotique du comportement du champ de
déplacements & I'extrémité de la fissure. Des coefficients, les facteurs d’intensité
de contrainte, calculés a partir des valeurs de I'ouverture prées du bout de la
fissure, sont comparés a une valeur critique caractérisant la cohésion du milieu:
la ténacité.

Des résultats numériques sont comparés, dans des cas simples, & des solu-
tions analytiques classiques.
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1. Singularités en bout de fissure

On décrit dans ce paragraphe le comportement asymptotique des champs
de déplacements et de contraintes au voisinage de la pointe de la fissure. On
verra pour plus de détails les références [6] et [7].

1.1. Les trois modes de rupture

On distingue classiquement trois modes de rupture, suivant les axes d’un
repére dont le troisiéme axe est perpendiculaire au plan de la fracture (figure

1).

Figure 1: Les trois modes de rupture

1.2. Cas du probléme bidimensionel

En dimension 2 (approximation contraintes planes ou déplacements plans),
la fracture est une courbe. On choisit un repere centré sur I’extrémité O, dont
le premier axe Oz est dirigé suivant la tangente A cette courbe, de fagon a ce
que la fracture soit dans un voisinage de O, dans le demi plan z < 0, comme
le montre la figure (2). Dans un systéme de coordonées polaires (r,6), si on
cherche la solution de ’équation d’équilibre sous la forme:

ui(r, ) = r*gi(8) + ofr®),

on trouve (voir [12]):
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U L‘-L(z-'—’)é(k—cow)cos% + %(#)é(k+cosﬂ+2)sin%

Ug = f—:(#)%(k - cosa)sin% + %(;’;)%(k + cosf — 2)008%

avec:

k=3—4v en deformations planes

k= %f_—: en contraintes planes .
FRACTURE

Figure 2: Repére de téte de fracture

o 0 -1
Les contraintes en bout de fissure varient donc comme K;r~ 3. K et K

sont deux coefficients appelés: facteurs d’intensité de contraintes. Le critere
de rupture ne porte pas sur les contraintes, qui sont infinies en bout de fissure,
mais sur les valeurs des coefficients K;. Quand ces coefficients atteignent un
seuil critique, caractéristique du milieu, la ténacité, la propagation a lieu.

Dans le cas d’un chargement antiplan (mode III), on met en évidence de
la méme maniere un troisieme facteur Kj.

On peut calculer les facteurs d’intensité de contraintes & partir des valeurs
des sauts de déplacements au voisinage de extrémité de la fracture. Pour les
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valeurs § = 7 et § = —, les discontinuités normale et tangentielle s’expriment
comme suit:
0

[wa) = Bk +1)(35)?

fua] = B2k + 1)(£)}

On voit que le premier facteur, Kj, correspond a une discontinuité nor-
male, le deuxiéme, K, & une discontinuité tangentielle. Si K; = 0, on dit
que la fracture est en mode “ d’ouverture” (mode I). C’est ce mode qui nous
intéresse puisque I'on a supposé que seule la discontinuité normale du champ
de déplacements était non nulle. On met en évidence une valeur critique, K.,
de K, A partir de laquelle la rupture a lieu.

On montre classiquemnent que ce critére est équivalent a un autre critere
basé sur un bilan énergétique: le taux de restitution de I’énergie. Lorsqu’il
n’y a pas d’accroissement d’énergie cinétique, on dit que la propagation est
stable. Clest le cas lorsque les facteurs d’intensité sont exactement égaux a
leurs valeurs critiques. En mode d’ouverture:

K, < K). pas de propagation
K, = K. propagation stable
K, > K,. propagation instable .

Si I’on suppose qu’a chaque instant la propagation est stable, K. étant
connu, on a une expression simple de 'ouverture en bout de fissure.

1.3. Cas d’une fissure plane

En chaque point zo du bord de la fissure, on définit les facteurs d’intensité
de contraintes comme la limite :

. 1
Ki(zg) = lim oir2
T—ZIn
ou r est un point du plan de la fissure, extérieur au domaine T, et r sa distance
3 zo (voir figure 3).

On retrouve alors ’expression du saut de la composante normale du saut
de déplacements correspondant a |’approximation “déplacements plans” du
probléme bidimensionnel:

o 4(1-v) T
[U]1—K1—-—u (5)
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Figure 3: Facteurs d’intensité de contraintes pour une fissure plane

2. Calcul numérique des facteurs d’intensité de contrainte

La singularité du champ de contraintes au voisinage de la pointe de fis-
sure induit des difficultés numériques lorsque les contraintes sont directement
impliquées dans le calcul (et qu’il s’agit d’intégrer numériquement des fonc-
tions singuliéres). Le calcul des déplacements est lui méme peu précis losqu’on
utilise des fonctions de forme (méme P2) dont le comportement est éloigné de
celui de la solution réelle.

On peut, pour contourner ces difficultés, utiliser des éléments spéciaux en
pointe de fissure, ou encore raffiner localement le maillage.

Parmi les éléments spéciaux, les éléments dits Quarterpotnt sont des éléments
iso-paramétriques, o les degrés de liberté du transport sont utilisés non pas
pour courber I’é]lément, mais pour “forcer” les fonctions d’interpolation a pren-
dre la forme voulue en pointe de fissure. Par exemple, on utilise un transport
P2 sur tes triangles ou 'interpolation est P2, deux des nceuds des milieux des
cotés sont envoyés au quart des cotés dont la pointe est un sommet (voir figure
4), si bien que les fonctions de forme "image” sont en ri. ce qui est bien la
forme voulue pour les déplacements.

De tels éléments sont faciles a inclure dans un programme existant. Il suffit
de déplacer les noeuds de la moitié au quart. Ils donnent de bons résultats
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lorsque ’on résoud classiquement (par élements finis) les équations d’équilibre
(voir [24]).

Transport P2

/ﬂ

Noeuds
®Quarterpoint”

Element de reference

Fractunre

3 173 >«
x=\§
Figure 4: Les éléments Quarterpoint

On peut aussi utiliser des éléments spéciaux ol l'interpolation est directe-
L
ment en r3.

Avec la méthode intégro-variationnelle, nous avons constaté une bonne
précision sur les ouvertures en bout de fissure (donc sur les facteurs d’intensité)
sans avoir 2 mettre en ceuvre de tels éléments. Nous avons tout au plus raf-
finé le maillage en bout de fissure. Nous donnons dans les paragraphes suiv-
ants quelques exemples. Les valeurs numériques obtenues sont comparées aux
valeurs analytiques disponibles pour certains cas simples. Ces bons résultats
peuvent étre dus a l'effet de moyenne créé par I'intégrale double de la for-
mulation variationelle. En effet, pour une matrice de forme classique, chaque
terme résulte d’une intégration locale. Les termes correspondant aux éléments
de bout de fracture sont entachés d’erreur lorsqu’on utilise des éléments clas-
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qu’avec une formulation intégro-variationnelle, on intégre sur des couples de
triangles, et 'importance relative de |’erreur commise sur les éléments de bout
de fissure est moins grande puisque pondérée par I'influence du reste du mail-
lage.

2.1. Fractures circulaires et elliptiques uniformément chargées

Pour une fracture elliptique uniformément chargée, ’expression du facteur
d’intensité de contrainte K est la suivante (voir référence (25]):

(M) = D) (@Psind(6) + breost (@)
= (- G4
E(k) = /0%(1 — ksin?(8))} do.

a et b sont les demi axes de Dellipse, ¢ est I’angle défini par la figure (5).

-, 4 o

Figure 5: Parametres pour une fracture elliptique

Pour une fracture circulaire, cette expression se simplifie en:

1

K1=2p( )3.

ST
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Figure 6: Facteur d’intensité de contrainte pour une fissure rectangulaire

La figure (7) donne pour différentes valeurs de § le calul numérique de K
et la comparaison avec la valeur analytique. L’angle ¢ variant dans {0, f] (un
quart de l’ellipse décrit).

2.2. Fracture rectangulaire

On reprend le cas de la fracture rectangulaire présenté dans le chapitre
précédent. On calcule le premier facteur K; sur le grand c6té du rectangle.
On s'attend donc & trouver, au centre du coté, la valeur analytique pour une
fissure plane ( [—a,al) correspondant au cas de déplacements plans (rectangle
treés long). C’est en effet ce que donne le calcul numérique avec une bonnne
précision (figure 6).
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Figure 7: Facteurs d’intensité de contraintes
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FACTEUR D'INTENSITE X,

3| Fissure elliptique a/b =1 (circulaire)
K, sur 1/4 du périmeétre.

' Légende:
e : Numérique
! — : Sneddon
]
3 s 41

FACTEUR D’INTENSITE K,

Fissure elliptique a/b = 0.5
o Kisur 1/4 du périmétre.

s Légende: [
? o : Numérique
— : Sneddon

FACTEUR D'INTENSITE K,

Fissure elliptique a/b = 0.1
K, sur 1/4 du périmétre.

Légende:
o : Numeérique

]
a' — : Sneddon
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CHAPITRE 5

Couplage élasticité-fluide,

Schéma numeérique.

Dans le probléme d’évolution étudié a présent, la fracture se propage. Sa
géométrie n'est plus une donnée, ainsi que la pression interne qui cette fois
résulte de 1’écoulement d’un fluide injecté par le puits.

Ce chapitre est consacré au couplage entre les équations d’élastostatique
et celles de l’écoulement du fluide. On utilise un écoulement de Poiseuille
bidimensionnel pour un fluide newtonien et une formulation variationnelle de
I’équation de conservation, qui est discrétisée en éléments finis. Les problémes
discrétisés d’équilibre élastique et d’écoulement du fluide sont couplés dans un
schéma numérique réalisé sur un maillage mobile.
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1. Ecoulement du fluide

1.1. Le probleme

Le fluide est introduit dans la fracture par les perforations faites le long
du puits. On ne tient pas compte de la présence du puits qui n’a d’influence
que sur les premiers métres de la propagation (le rayon du puits est trés petit
devant la taille atteinte par la fracture). On suppose que le fluide est injecté
par un point avec un débit Qinj(t) donné (ou par plusieurs points sans difficulté
supplémentaire). La fracture s’ouvre et se propage sous |’effet de la pression
du fuide injecté. La figure (1) décrit le phénomene.

Figure 1: Injection et propagation

A un instant t, on note Iy la surface (plane) de la fracture, de frontiere 9T
réguliere. On note At un incrément de temps. On suppose qu’on a toujours:

Ft g rt+Al f

Le débit d’injection étant donné, les inconnues du probléme sont la position
de la fracture T, & l'instant ¢, ainsi que les champs scalaires de l'ouverture
©(z,t), et de la pression du fluide p(z,t) en tout point z de Ty (z = (z1.72))-

1.2. Equation de conservation

On se place a l'instant t. Si le fluide est injecté par un seul point O, la
densité de débit est: Qin; (t)6(0). On note q(z,t) le vecteur densité linéique de
débit (débit “ramené” a deux dimensions, voir annexe 2) défini de la maniere

suivante:
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q(z,t) = /p u(z,z3,t) dzs,
0

ou u est le vecteur vitesse du fluide au point de coordonnées (1:1,1:2,:1:3) 52
étant la cote perpendiculaire au plan de T (u est un vecteur de R*caruz; =0
pour un écoulement laminaire, voir annexe 2).

Si dl est un segment élémentaire de la surface T; centré sur le point z €
T, n; la normale a dl, g(z,t).n dl est donc le débit a travers une section
élémentaire perpendiculaire au plan de la fracture dl x p & linstant t (voir
figure 2).

& Ncy

Figure 2: Conservation de la masse

Soit A une portion d’aire réguliere de I';, de normale extérieure n;, comme
le montre la figure (2).

Dans le domaine A, du fluide entre et sort 3 travers la frontiére 9 A, est stocké
par augmentation de I’épaisseur de la fracture @, et est éventuellement injecté
en un point O. Un bilan de conservation de la masse sur A donne, en supposant
le fluide incompressible:

0
gmdl + [ 22dS = €Qinilt)
A 8

avec ¢ = 1 si O € A, e = 0 sinon. Ce qui donne en transformant |'intégrale de
contour en intégrale de surface:

fA(%{ + V.- Qin(t)8(0)) dS = 0.
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Et ce ¥ A, d’ou ['équation de conservation:

%0 +V.q = Qm(1)5(0). (1

Cette équation de conservation est vraie en tout point z intérieur a Te.

Equation de Poiseuille et formulation variationnelle

Le fluide est supposé newtonien, incompressible. L’écoulement est modélisé
par un écoulement laminaire entre plaques (voir annexe 2). Cet écoulement
est régi par I’équation de Poiseuille:

o3
q = 12“‘711 : (2)
Cette équation d’écoulement n'est en toute rigueur plus valable au voisinage
du bord de T';. Entre les instants t et t + At, on la suppose néanmoins vraie a
I'intérieur de la surface T, mais pas entre I'; et Terac Sur le bord de T, elle
conduirait a un débit nul (p = 0), ce qui n’est pas le cas @ priori puisque la
fracture avance et que le fuide s'écoule dans le volume créé.

En reportant cette équation dans ’équation de conservation (1), il vient:

d 1
2 - VPV = Qu(6(0). (3
A o donné, cette équation est elliptique en p. On obtient une formula-
tion variationnelle en multipliant par un champ de pression auxiliaire p, et en
intégrant sur I';. On fait cette formulation variationnelle sur 'équation (1)
plutot que sur [’équation (3) qui ne convient pas au bord de I' (le terme de
bord serait nul, ce qui n’est pas le cas):

[ 302 ds. + [ BT ale) 852 = Qm(HO)

On note s ’abscisse curviligne sur oT,, n, la normale exterieure a ;. En
appliquant une formule de divergence a la deuxiéme intégrale:

/r p(z)V.qdS;: = —/1" q(z).Vp(x) d5; + /” p(s)q;ar.3).n, ds

On suppose que le débit q/sr, est un vecteur normal a 9T, et on note: ¢(s) =
q/ar,.n,. On a alors en remplagant sur T'; le débit g par son expression (2):



Figure 3: Terme de contour

A cause du ©° sous l'intégrale, (et du terme en ¢ comme on le verra plus tard),
le probléme est non linéaire.

Finalement, 2 ’instant ¢, on a un probléme d’écoulement dans un domaine
T, d’épaisseur p variable avec un terme source (injection) et des conditions en
débit au bord (g*) que I’on n’a pas encore définies. Ces conditions sont liées au
couplage avec 1'élasticité et plus exactement le phénomene de rupture en bout
de fissure. Pour l'instant, on conserve le terme ¢ tel quel. On verra dans la
section 3 comment on le calcule.

Remarque:

Cette condition en débit en bout de fissure évite d’avoir a fixer une pression
arbitraire du fluide en bout de fissure pour avoir une condition aux limites aux
équations d’'écoulement comme cela est fait dans certains modeles, ou encore
de calculer la pression au bord en fonction de la distance au centre en utilisant
des solutions semi-analytiques pour fractures circulaires (leading edge).
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2. Discrétisation en éléments finis
2.1. Discrétisation des équations d’écoulement

Le pas de temps est noté At, le temps correspondant a |'étape n: t,. Le
pas de temps peut étre variable sans difficulté supplémentaire. On le suppose

constant pour alléger les notations:

tn+1 = tn + At

On note aussi: [, = I'y,. On note: o™(z) = p(z,tn), P"(2) = p(z,tn). On
discrétise ici sur ' [’écoulement entre t, et tnsl.

Les fonctions " et p" sont toutes deux approchées par des fonctions
linéaires par morceaux sur la méme triangulation de T',.

Avec les mémes notations que précédemment, concernant les nceuds in-

terieurs et ceux du bord, on a:

N est le nombre de nceuds internes, Ny le nombre total de nceuds de I'n
(on n’indice pas par n pour alléger). o7 et p sont les i¢m¢ coordonnées de
’ouverture et de la pression au temps t, sur la base des fonctions MV;.

Le fluide est injecté par un (ou plusieurs) nceuds d_u_maillage. Le terme
correspondant & l'injection au neeud z; avec un débit @;™ (tn) est donc:

QP (ta) Ni(zs) = Q™ (tn) -
La 1™ composante de %%(t,,) sur la base des fonctions NN; est approchée par :

a(P : (p:H-l. N
() =

= 2" lail
ot At
Ce qui donne en reportant dans ’équation variationnelle (4), un systéme dont

la iéme équation est:

,an+l o n+1l
#; —O [ NN;jds + B / PBYN, VN, dS = -Q) + QM (¢t
At Jr. NidS + o ..(Lp IR %+ @)
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pour ¢ variant de 1 a Niot. J varie de 1 & N pour les ouvertures, de 1 a
N, pour les pressions. (Il n'y a bien sir pas de sommation pour les indices
correspondant au temps et placés en haut.)

On a noté Q! la i*™ composante du terme correspondant au débit ¢* sur 9T
(qu'on n’indice pas par n):

Q= /a M) (o) ds.

Ces termes Q! sont nuls pour les nceuds z; intérieurs a I'n. On verra comment
les calculer dans la section suivante.

On peut écrire I’équation discrétisée sous la forme d’un systeme non linéaire
de Ny, équations, avec N inconnues p; et Ny, inconnues p;:

tB:tj(p?+1 + Cir;((pn+1)p?+l — ‘B";QO;‘ _ leAt + Q:nj(tn)At
avec:

B = /r NiN; dS, 1=1,N j=1 N

At

cn n+ly _—
17 (w ) 12‘1‘ Pn

(go"+1)3VN.-VN,- dS, 1,7 =1,Ny.

La matrice ‘B & Ny, lignes et NV colonnes est bien la matrice transposée de celle
rencontrée dans I’équation d’équilibre élastostatique. La matrice C" dépend
de la solution @™*!. Ces deux matrices sont creuses.

Finalement, sur le maillage I',, I’écoulement du fluide se discrétise en
un systéme d’équations dont les inconnues dépendent aussi de la solution en
élasticité, et dont certains termes correspondant aux conditions aux limites
pour le fluide (en débit) seront calculés a partir du critére de rupture.

2.2. Traitement de la non linéarité

Pour traiter la non-linéarité due au terme ® dans la matrice C", un pre-
mier essai a été de linéariser par un développement au premier ordre le terme:
(2" 1)V pttl, Cette linéarisation est décrite dans I'annexe 3.

Pour des raisons de vitesse de convergence, observées expérimentalement,
on a préféré recalculer la matrice C", qui est creuse et vite calculée, régulierement
pendant le processus de résolution.
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La méthode de résolution employée étant une sous-relaxation, on calcule
a chaque étape k de sous-relaxation une solution partielle cp?'k. Toutes les p
étapes de sous-relaxation, on recalcule C(p**) qu’on utilise comme nouvelle
matrice (voir section 4).

3. Couplage avec I’élastostatique

Il s’agit a présent de coupler les équations d’élastostatique avec celles
d’écoulement, sur un domaine qui évolue. On ne tient pas compte pour sim-
plifier, de la condition d’unilatéralicité. Il suffira de projetter sur l'espace des
ouvertures positives lors de la procédure de sous-relaxation.

La solution au probléme au temps t. est le triplet: (Cn,™,p"). Sup-
posant cette solution au temps t, connue, on cherche 2 calculer le triplet:
(Tner, 0"t p"!) au temps tns1. Pour cela on procéde en deux étapes.

La premiére étape consiste 3 résoudre les équations d’élastostatique et
d’écoulement sur un maillage fixe de la surface T,. On détermine ainsi une
solution partielle que I'on devrait noter :(I’n,@"*%,p"*%), mais pour alléger et

comme elle correspond en fait au temps tnt1, ON la note (Tn, ™", 0™ 1).

La deuxiéme étape est celle de la progression du maillage, qui permet de
passer de I'y & I'nyq. Les solutions en ouverture et en pression sont légérement
modifiées sur le bord du maillage a cause de |’ajolit éventuel de nouveaux
nceuds, mais sont toujours notées o™l et p*t!. Le triplet (Tper, o™t 0™ )
ainsi obtenu est appelé solution finale au temps ¢ns1.

Ces deux étapes sont elles-mémes “couplées” a travers le comportement de
ouverture au bord de T', et le calcul des termes Q¢. Dans la premieére étape,
ol la fracture ne se propage pas, l’écoulement en bout de fracture est calculé
en fonction de ce que sera la propagation 3 'étape suivante, et que I’on connait
3 travers les valeurs de la solution partielle en ouverture "t prés du bord de
|

3.1. Résolution sur [',: couplage des systemes

Entre t, et tny1, on résoud sur I'n a la fois le probleme d'élastostatique et
celui d’écoulement du fluide. On réunit les deux systémes en un seul systeme
de (N + Niot) équations et (N + Ni) inconnues:
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n, n+l n n+l — n,.
{A-'j@f - Biip; Bjjs

BLeltt + CR(e™)p* = BRe} - QIAt+ QY (ta)At

ou Q° reste encore & définir.

En posant :
‘(] 0Ny DT BN) = 27

on peut noter le systéme global §™:

sn: An¢n+1 - Bn¢n + Qn

olt A" est une matrice (N + Nio¢) X (N + Nyo¢) dont certains termes dépendent
de ¢"*!, B" est une matrice (N + Niot) X (N + Nig) et Q" un vecteur qui
regroupe les termes d’injection au puits Q;" et les termes de débit au bord Q*

qu'il reste A définir et qui, comme on le verra , dépendent non linéairement de
QO"+I' .

Remarque

Dans de premiers essais, on résolvait $” sur un domaine plan P incluant
toutes les surfaces I',. Les fonctions o et p étaient des fonctions de P & valeurs
dans R. Dans ce cas, le systéme S est le méme, au terme Q® pres qui cette
fois est nul (la fracture ne dépasse jamais le domaine P). Le maillage éléments
finis était fixe, la géométrie de la fracture était déterminée par les nceuds sur
lesquels on avait ¢ # 0 (Il n'y avait qu’une seule “étape” par pas de temps). Les
nceuds sur lesquels ¢ = 0 étaient déterminés par la condition d’unilatéralicité.
Cette méthode correspondait en fait  la réouverture d’une fracture (K. = 0).
Elle conduisait & des instabilités sur le bord de I',,. Elle est exposée de fagon
plus détaillée dans |’annexe 4.

1.1. Méthode de progression du maillage

Cette méthode est décrite dans I'annexe 5. On en donne ici simplement les
points clefs.

La progression de la fracture est basée sur la supposition qu’a chaque in-
stant, la rupture est stable, ce qui donne une relation simple entre I'ouverture
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en chaque point voisin du bout de la fracture et sa distance au bout de la
fracture (voir chapitre 4):

Kir? . _ (5)

Il

p(r)
Pour simplifier, on a noté K. ce qui jusqu’a présent était:

4(1 —v)

‘-,U»\/i; ’

Ky

(1 est le deuxieme coefficient de Lamé).

La progression du maillage est basée sur la supposition que cette relation
reste valide lorsque r est la distance qui sépare un nceud voisin du bord du
maillage, au bord du maillage lui méme.

Comme on l'explique dans 'annexe 5, 4 chaque instant ta, le maillage I'n
est divisé en deux maillages: un maillage intérieur, le maillage de base noté

» .. et un maillage annulaire I’entourant, la couronne, noté Ch,,.

n
COUT'

Figure 4: Maillage de base et couronne.

L’intéret d’une telle division réside dans le fait que par construction on a

3 tout instant tn:

n n+l
Mbau g Mbaae :

Ainsi, d'un pas de temps a Pautre, la plus grande partie du maillage de
base reste la méme (la totalité le plus souvent). La matrice A d'élasticité, la

61



plus longue & calculer (elle est pleine), n’est pas recalculée sur les éléments

+1
communs de M},,, et de M{J,.

Avec cette construction, au temps t,, les nceuds voisins du bord de I',, sont
les nceuds du bord de M},,, (voir figure 4). On note ces nceuds pour simplifier:
(z7...z7), et r} la distance de z' au bord de I'n. '

On doit avoir pour tout t,:
n

o=

(p:‘)Z

.. (6)

Les nceuds z; restant en place pour le pas de temps suivant (ou a peu pres,
voir annexe 5), on doit avoir aussi:

n+1
n P
".'H = (’Fm’)2 (7)

Cette relation va permettre de calculer la position du bord de T'hyy en
fonction des valeurs de I'ouverture ©"*! (solution partielle) aux nceuds z;.

Remarques

n+1
'

Comme on a supposé I', C Ty (en temps que surfaces), si 7
prend ri*!

t

n
< r;,on

_— Tt
= wpidl

D’autre part, 'utilisation de la relation (6) suppose que le mileu a une énergie
de cohésion (K. # 0).

La facon la plus simple de procéder est ensuite de dilater la couronne.
Cependant, lorsque des éléments de la couronne atteignent une taille limite,
ils sont intégrés au maillage de base (voir annexe 5).

Mais la relation (7) donne aussi le moyen de calculer en fonction de fp?“

aux nceuds z; le volume de fracture créé par rupture, et par conséquent le
volume fluide qui 8’y engouffre si I’on suppose que celui-ci remplit la fracture
jusqu’au bout. C’est ainsi que |'on peut calculer les termes Q°.

3.3. Calcul des termes Q!

Ce calcul des termes de débit en bout de fissure est décrit plus en détail
dans I'annexe 6. On en donne ici le principe.

On note y” les nceuds du bord de [',. Ces nceuds lors d’une dilatation de

la couronne prendraient la position y**! au pas de temps tn4y (voir figure 3),
n+1

1
position définie par la valeur de ri*1 et donc de ©
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Figure 5: Progression par dilatation et débit “discrétisé”.

On peut pour simplifier discrétiser ['écoulement en bout de fissure en
posant:

¢ =2 ae),

c'est a dire considérer un écoulement "concentré” en chaque nceud du bord de
[

On a alors:

Q = / Nigds = ¢},
aln

et Q% = 0 sur les nceuds intérieurs a ['n.

Comme le montre la figure 6, q¢ est pris égal a la différence de volume
entre la solution partielle notée ici go"*§ et la solution finale ©™*! (qui sont
égales en z; mais dont les volumes en bout de fracture sont différents). Cette
différence de volume est prise localement en bout de fissure autour du nceud
y; (voir annexe 6).

L
. . s n+ 3 +1
On comprend que g" sera une fonction non linéaire des o, “(z.) = »%

pour les nceuds intérieurs z; voisins de z,.

Le débit en bout de fssure défini ainsi assure de plus la conservation du
volume entre ([, ", p") et (Cas1, ™!, p"*!) puisqu'il comporte en plus d’une
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Figure 6: Débit en bout de fracture.

partie due a I'avancée de la fracture notée qq sur le dessin, une partie qui corrige
’erreur que l’on fait en prenant la fonction v.:""'é au lieu de p"*! sur [',, notée
g sur le dessin. Lorsqu’on passe de la solution partielle a la solution totale, le
volume ajouté “artificiellement” en bout de fissure a été pris en compte dans
les termes d’écoulement Q;.

3.4. Calcul de la “solution finale”

Aprés avoir fait progresser le maillage, On attribue aux nceuds du bord de
T,.+1 des valeurs de p"*! interpolées a partir de celles de la solution partielle.

Les valeurs de ©™*! sont nulles en ces nceuds. Les valeurs de ©"*! sur les

nouveaux nceuds éventuellement créés (voir annexe 5) sont également obtenues
par interpolation des valeurs de la solution partielle.

4. Résolution numérique
4.1. résolution du systéme S"

On se place & un instant t,, et 'on suppose connu (Cny2",p" )

La résolution du systéme S$™ sur un maillage de T, se fait par sous-relaxation.
Le coefficient de sous-relaxation w est fixe (apres essais: w = 0.8).
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Il est & noter que dans les régimes de débits utilisés, la contrainte ¢ > 0
n’est pas active. Cependant, sion avait tenu compte des pertes de fluide (ce qui
peut toujours étre fait avec un modeéle simple), cette contrainte serait devenue
active aprés 'arrét du pompage, lors de la refermeture de la fracture. Dans
I’algorithme, on projette quand méme sur le sous espace des fonctions positives.

On note d)?'k la solution obtenue & la kiéme étape de sous-relaxation. On
note N le nombre total de coordonnées de ¢™:

N =N + Niot -

On suppose pour simplifier (et quitte a renuméroter) que les Nin, premieres
coordonnées de ¢" correspondent a la pression et 3 l'ouverture aux nceuds
intérieurs a Myqs. Comme la solution varie plus en bord de fracture qu’au
centre de [',,, on ne fait qu’une fois sur p; (p1 étant fixé, py = 10 par exemple)
une relaxation sur toutes les coordonnées de ¢". Les py — 1 autres fois, la
relaxation n'est faite que sur les N — Nin nceuds du bord. C’est-a-dire, pour
i S Nl'nt:

PP = o™ 51 mod(k,pr — 1) #0.

Cela permet un gain de temps significatif sur les calculs.

Pour traiter la non linéarité de la matrice C™ et des termes Q!, on recalcule
ceux-ci régulierement, toutes les p; étapes de sous-relaxation (p, = 3). Si on
note C™* et Q™* la matrice C et le vecteur Q° utilisés pour la kieme étape de
sous-relaxation du pas de temps n, on a:

Cn.kpg-i-m - Cn(pn,kpl) 0 S m < ps,

et:

Qn,kp-;-i-m - Qn((pn,kpl) OS m < pg .

On note A™* et O™* la matrice du systéme S™ et le vecteur du second
membre contenant les termes de débit au bord , utilisés pour la kieme étape
de sous-relaxation (définis par le choix de Cnk et Q™* ). Sil'on tient compte
de la contrainte de minimisation v > 0, on a I'algorithme classique de sous
relaxation avec projection (voir référence [18]):

nk+ 4 i=1 gnk nk+l N nk nk Ak
ort = (T AG T + D AT - =)
n,k+%

)

1
q’J?'k“ = P((ll - w)d)?'k) + wo;
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4.2.

avec P(z) = z si z > 0, P(z) = 0 sinon.

La résolution du systéeme S$™ donne la solution partielle: (Tn,™tt, p™ ).

Organisation générale du programme

Le plan général de l’algorithme peut se résumer comme suit (il est décrit
en détail dans I'annexe 7).

Premiére étape, initialisation:

Pour initialiser les ouvertures et pressions, on impose au départ une pres-
sion (juste supérieure aux contraintes de fermeture) sur une petite frac-
ture initiale en forme de disque. Cela consite simplement a résoudre le
probleme statique décrit au chapitre 3.

Le maillage est ensuite modifié en fonction de la solution en ouverture

©°.

Puis pour chaque pas de temps: (pas de temps n: passage de tad tny):

Calcul de la matrice A" sur le maillage I',, (seulement de la partie de A
modifiée par I’avancée) , calcul des matrices B" et C™° = C"(p"). Calcul
du second membre (Q™° = Q™(¢") ).

Procédure de relaxation durant laquelle la matrice C et la partie du sec-
ond membre correspondant au débit en bout de fissure sont recalculées
régulierement en fonction de ’évolution de la solution en ouverture pen-
dant les étapes de relaxation. Lorsque la convergence est obtenue, on a
les valeurs de p"*! et p"*! sur T'n.

Progression du maillage en fonction de la solution ©"*! obtenue (Soit
simple dilatation de la couronne, soit ajolt d'éléments, voir annexe 5).
On passe donc de I'n & T'nyy. Interpolation des valeurs de p"*! et si
nécessaire de ©"*! pour avoir la solution finale sur I'ni;.

Remarque

On peut reprocher a cette méthode le fait que la solution (Tpay, »™71,
p"*!) ne corresponde pas exactement a un équilibre, puisque la matrice A"
est calculée sur le maillage de ', une fois pour toutes pour le passage de t, a

tn*l'

Mais si on rajoute une étape consistant a recalculer un equilibre statique

a partir de (Tny1, A™7H, p"*!), on n'observe pratiquement aucune diftérence
dans la solution, pour un cofit en calculs beaucoup plus important.
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CHAPITRE 6

Expériences numériques sur le probléme couplé.

Ce chapitre décrit plusieurs simulations numériques de propagation de
fracture pour des cas variés. Des comparaisons avec des modeles pseudo-
tridimensionnels utilisés couramment sur le terrain sont également présentées.
On trouvera dans ’annexe 8 des comparaisons avec des solutions analytiques
simplifiées,disponibles dans le cas de fractures circulaires ou rectangulaires.
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On résoud ici le probleme couplé élasticité-fluide sur un maillage mobile.

1. Essais qualitatifs

Ces premiéres expériences s'intéressent plus 2 la géométrie de la frac-
ture qu'aux valeurs numeériques de l'ouverture et de la pression. On donne
I’évolution des maillages pendant la simulation dans des cas variés, plus ou
moins réalistes. Ces exemples donnent une idée des possibilités de la méthode
de progression automatique du maillage et de ses limites.

Pour tous ces essais, le module d'Young a été pris assez bas, 3000 MPa (ce
qui correspond 2 un calcaire assez mou). Le coefficient de Poisson est de 0.25,
la viscosité du fluide de 3. 10~2Pa.s (30 ¢Po, fluide peu visqueux).

Figures 1 et 2

Lorsque les contraintes de fermeture sont constantes sur le plan de la frac-
ture, celle-ci garde dans sa progression la forme d’un disque centré sur le point
d’injection (fracture dite circulaire car ', est un cercle pour tout n). On
observera sur cet exemple le fonctionnement de la méthode de maillage au-
tomatique, la croissance de la couronne, qui ici bien sir est uniforme le long
de la circonférence (voir annexe 5), et la fagon dont la couronne se fixe a par-
tir d’une taille limite, et est relayée par une autre couronne. Les trapezes de
la couronne, quand ils sont inclus dans le maillage de base, se divisent soit
en 2 triangles, soit en 3 lorsqu’il devient nécéssaire d’augmenter le nombre
d’éléments de la couronne.

Figures 3 a9

Ces figures sont extraites d’une animation de la progression du maillage,
pour différentes géométries du terrain (zone productrice et état de contraintes).
L’état de contraintes dans la zone productrice est toujours pris inférieur a celui
régnant en dehors( fractures bien contenues). Dans le cas des deux barriéres
(figure 9), 'état de contraintes est & peine supérieur dans la zone productrice,
si bien qu'une fois la barriére la plus faible franchie, la fracture se propage dans
la zone adjacente.

Dans ces exemples, la géométrie de la zone productrice est variable, ainsi
que la présence et la position d’obstacles ou de barrieres de contraintes.

Sur toutes les figures, excepté les deux premiéres, c’est le maillage déformé
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qui est représenté (ouverture). On y voit aussi le puits, la surface du sol et
méme le derrick (en aucun cas pris en compte dans les calculs...). On remarque
le maillage initial, petit disque centré sur le puits (paraissant décentré a cause
de la perspective) qui reste présent dans tous les états postérieurs du maillage.

Dans les cas présentant des obstacles, il arrive que la simulation s’arréte
pour cause de chevauchement de maillage.
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Figure 1: Lorsque P’état de contraintes est cons



i,



MAILLAGE - TEMPS : 13 mn 26







Figure 3: Il peut arriver pratiquement que état de contraintes in situ augmente avec la

profondeur. Dans ce cas, la fracture n’est pas contenue et se propage en direction de la

surface.
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mentant avec

Figure 4: Cas d’une fracture bien contenue par un gradient de contraintes aug

la distance a un plan horizontal.
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Figure 5: Ici, la zone productrice a la forme d'un V que la fracture épouse. Ce cas de figure

peut arriver pratiquement.
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) dans la zone productrice. La fracture

Figure 6: Deux obstacles (zones de fortes contraintes

les contourne.
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Figure 7: Un seul obstacle dans la zone productrice, qui cette fois stope la fracture & cause

de la facilité qu'a celle-ci de se propager de 'autre coté.
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Figure 8: Cas d’une faille verticale. La partie gauche de la zone productrice est plus large

que la partie droite.
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rétée par une barriére de fortes contraintes (en bas) mais passe a

Figure 9: La fracture est ar
Un obstacle a été placé dans la zone productrice

travers la barriere supérieure, plus faible.
(cas completement non symétrique).
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2. Comparaisons avec des modéles pseudo tridimensionnels

La deuxiéme étape en vue de valider le modele développé a été de comparer
de facon précise les résultats, dans plusieurs cas, avec ceux obtenus par des
modeles pseudo-tridimensionnels (pseudo-3D) décrits dans 'introduction, et
qui sont utilisés par les ingénieurs du champ.

Deux sortes de modéles pseudo 3D sont mis en cause. Le premier et le
plus simple utilise des valeurs moyennes des inconnues sur la fracture. Le
probléme est réduit a quelques degrés de liberté seulement (il utilise un peu les
mémes idées que les modéles PKN et KGD dont on parle dans I'introduction).
On 'appelera “modéle pseudo-3D réduit”. Le second utilise une discrétisation
basée sur un découpage en plans verticaux paralléles, perpendiculaires au plan
de la fracture (voir figure 10). On 'appélera “modele pseudo-3D discret”.

Pour étre plus complet, il faut dire que dans le cas de fracture circulaire,
le code correspondant & ce dernier type de modele utilise des soltions semi-
analytiques (approximations, voir référence (5)).

Il est & noter que la méthode de calcul d’avancée de la fracture nous oblige
4 prendre un facteur d’intensité de contraintes non nul, alors qu'il est nul dans
les modeles pseudo-3D utilisés. On a donc choisi pour notre modéle un K.
aussi faible que possible (de fagon a ce que ’avancée calculée & chaque pas
de temps n’excéde pas la longueur maximale autorisée pour les éléments de la
couronne.

Les modeéles pseudo-3D utilisent une description unidimensionnelle de 'écoulement
du fluide, ce qui est préjudiciable a leur réalisme lorsque la fracture se propage
dans une autre direction que celle imposée par |a modélisation de I’écoulement.
Le modéle pseudo-3D discret utilise un écoulement dans une direction perpen-
diculaire aux plans de discrétisation. Dans le cas d’un état de contraintes
croissant avec la profondeur, la frature se dirige vers le haut et I’écoulement
du modele est perpendiculaire a I’écoulement réel.

Les exemples présentés correspondent d’ailleurs & des situations de plus en
plus défavorables a I’hypothése d’unidimensionnalité de I’écoulement.

Dans tous les cas proposés, les parametres principaux sont les suivants: mod-
ule d’Young 30000 M Pa (gres ou calcaire moyens), coefficient de Poisson 0.3,
ténacité 10 M Pa+y/m, viscosité 0.25 Pa.S (viscosité correspondant au plateau
newtonnien d’un fluide de fracturation réellement utilisé. A titre de compara-
ison, c’est & peu pres la viscosité de I'huile pour les moteurs d'automobiles),
débit d'injection 30 m?®/s. On compare généralement les dimensions en hau-
teur et longueur de la fracture, et les valeurs au point d'injection (puits) de
'ouverture et de la pression.

Dans le premier cas seulement, on compare avec le modele pseudo-3D
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Figure 11: Géométrie de la formation pour le premier cas.
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CONCLUSION

Ce travail a permis de mettre en évidence I'intérét de I'utilisation d’une
méthode intégro-variationnelle pour le calcul de I’équilibre élastostatique d’une
fracture plane. Il a abouti & 1’élaboration d’un programme de simulation de
propagation de fracture hydraulique, d’utilisation importante dans le domaine
de la production pétroliere. Il a nécéssité la mise au point d’une méthode
de résolution numérique du couplage de la progression quasi-statique avec
’écoulement du fluide et le phénomeéne de rupture. Un procédé de maillage
évolutif permettant une progression continue de la fracture a également été
réalisé.

Comme c’est le cas pour tous les modéles existant dans ce domaine, les
simplifications effectuées (élasticité du milieu, homogénéité, rhéologie sim-
ple du fluide...) sont souvent trop importantes pour prétendre & un bon
réalisme par rapport au probléme réel de la production pétroliere. De plus,
les données nécessaires (état de contrainte in situ) sont difficilement évaluables
avec précision.

Néanmoins, notre modéle permet une étude prédictive du comportement
d’une fracture hydraulique dans une gamme de cas de figures plus large que
celle accessible aux méthodes pseudo-tridimensionnelles habituelles. Un état
de contraintes quelconque peut étre appliqué, et I’écoulement bidimensionnel
permet de s’adapter & toutes les directions de propagation. Les résultats sont
en bon accord avec les solutions analytiques disponibles dans des cas simples.
Les comparaisons effectuées ont permis de mieux juger du domaine de validité
des modéles pseudo-tridimensionels utilisés sur le terrain.

Des améliorations restent & mettre au point. Un remaillage a intervalles
réguliers limitera le nombre total d’éléments qui croit continuellement avec la
technique utilisée. Un modeéle simple de pertes de fluide & travers les parois
de la fracture peut étre ajouté sans difficulté, et I’extension aux fluides en “loi
puissance” peut étre facilement réalisée.

La méthode employée n’est pas limitée au cas de fracture planes. L’étude
de fractures non planes présente cependant des difficultés d’ordre géométriques
pour la construction évolutive du maillage. Nous espérons que dans un avenir
proche un programme de simulation de propagation non plane utilisant les
techniques integro-variationnelles pourra étre réalisé.
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Annexe 1 Calcul des matrices A, B et C

1. Calcul et stockage de la matrice A

On indique ici comment la matrice A a été calculée de facon semi-numérique. Il
suffit de calculer la contribution de chaque couple de triangles (T, T1) sur 4;;. On
note ay; cette contribution:

1
Ay = YV N;(z).VYN,(y) dz dy.
ki [th‘ iz — ] i(z) i(v) y

Cette contribution n'est non nulle que si T} et T; sont respectivement inclus dans
les supports de N; et N; notés S; et S;. Pour obtenir A,;, il suffit de sommer tous
les ay; pour de tels couples de triangles:

Ai; = Z ar

TeCS; TICS;

La matrice A est symétrique, mais pleine. Avec I'interpolation de Lagrange P1
choisie, les gradients des fonctions de forme sont constants. Il s’agit simplement

alors d’intégrer l—:—i;‘- sur le produit des triangles.

Premier cas: T, NT; # 0

Pour des nceuds z; et z, voisins, S; et S; ont un ou deux tiangles en commun. Il
peut donc arriver que T = T, ou que ces deux triangles aient un sommet ou un coté
commun. A cause du pdle pour z = y, il est délicat d’intégrer de fagon entierement
numérique. L’intégration est faite numériquement pour 'une des variables, £ € T
par exemple, analytiquement pour Pautre, y € T;.

On choisit n points de Gauss dans Ti: Zi...Zn (pratiquement 3 ou 6). Pour
chaque z;, il sagit de calculer:

/ - dy.
7 |zi — |

Pour cela on construit trois triangles T7 de sommet commun 1, et de c6té opposé
chaque coté du triangle Tj, comme le montre la figure 1 dans le cas ou T}, = Ti.

Sur chaque triangle T, on utilise les coordonnées polaires centrées sur z; (voir
figure 1):
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Xy

A/

Figure 1: Calcul de la matrice A

1 s h o =\1"
/Tj;rdrdﬂ = /;l c—(r(”'do— h[log(tg(—2-+z))] .

0,
Il y a deux cas de figure possibles. Si z; est & Pintérieur de T}, alors T; = UT,
et ay est la somme des trois intégrales sur les triangles T,

Si le point z; est en dehors de T; (c’est le cas lorsque T # Ti) il suffit d’enlever
I’intégrale sur le triangle T7 entiérement & I’extérieur de T; de la somme des intégrales
calculées sur les deux autres.

Deuxiéme cas: T, NT1 =0

Dans ce cas, aucun probléme, z ne peut jamais étre confondu avec y. et l'on
peut intégrer numériquement, avec sur chaque triangle trois ou six points de Gauss.
Le programme écrit permet également dans ce cas une intégration semi-analytique
(plus précise).
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Stockage:

La matrice A est pleine et symétrique. On ne calcule et ne stocke que sa
partie triangulaire inférieure dans deux vecteurs. Le premier contient la partie
fixe de A, qui ne doit plus étre recalculée (simplement réactualisée au fur et a
mesure de ’ajoit de nouveaux éléments au maillage de base), cette partie corre-
spond & l'intégration sur le “produit”: (Maillage de base) x (Maillage de base). Le
deuxieme, recalculé a chaque pas de temps, correspond a I'intégration sur le “pro-
duit”: (Couronne)x (Maillage total).

2. Calcul et stockage des matrices B et C

La matrice B ne présente aucune difficulté. La matrice C est calculée également
par une méthode de Gauss. Ces deux matrices étant creuses sont stockées par
I’intermédiaire d’une matrice de voisins. (B;j et Ci; sont nuls seulement si les nceuds
¢ et j ne sont pas voisins).

On définit pour cela une “matrice de voisins® V;; & Ny, lignes (nombre total de
nceuds) et Npnqz + 1 colonnes (nombre maximum de voisins d’un nceud + 1). Vi
contient le nombre de voisins du neeud z; de numéros inférieurs ou égaux a1 (pour
exploiter la symétrie des matrices), puis V;; pour j=2aVi+1les numéros de ces
voisins.

La matrice C, par exemple, est stockée dans un tableau C (Vioe ¥ Nmaz), avec:

Ci; = Civijpr -

Ainsi aucun zéro n’est stocké.
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Annexe 2 Ecoulement de Poiseuille.

On rapelle ici comment obtenir ’équation d’écoulement laminaire d’un
fluide newtonien incompressible entre deux plaques paralléles.

On considére les deux plans paralléles distants de p: z3 = 0 et T3 = p. Dans
notre cas, z; et 3 sont horizontaux.

X9

\7

%

f

Figure 1: Ecoulement de Poiseuille entre plaques paralleles

On note u = (uy,u2,us) la vitesse du fluide, p sa masse volumique, 4 sa
viscosité. Les équations de Navier-Stokes s’écrivent:

du
Vp = —pst— —p(uV)u + uViu .
On néglige les forces d’inertie devant les pressions. On n’a pas tenu compte
des forces de pesanteur, il suffit de les intégrer & la pression sous forme d’un
terme hydrostatique en posant: p° = p— pgzIy. Les équations de Navier-Stokes

se simplifient:
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ol u est la vitesse du fluide, p sa pression, p sa masse volumique, ¢ son coeffi-
cient de viscosité dynamique (& ne pas confondre avec le deuxiéme coefficient
de Lamé...).

On fait les 3 hypotheses simplificatrices suivantes:
1- L’écoulement est laminaire (pas de mouvement latéral): u3 =0
2- Le mouvement est permanent: 3% =0

3- Les variations dans la troisitme direction sont grandes devant celles
dans les deux autres directions (I’épaisseur est négligeable par rapport aux
autres dimensions et la vitesse est supposée nulle aux parois). En particulier,
les dérivées secondes des vitesses dans la 3éme direction sont prépondérantes

) v s . 0 3,
devant les dérivées secondes dans les deux autres directions: Viu, = "a—z“,*.
3

Les équations d’écoulement deviennent:

S — 8y
dzy ”’azs
dp 8%y
3z, = M
9 —

323

La pression restant constante sur Ozs, on peut intégrer les deux premieres
équations:

1 9p z? ; :
b= 232 4 Gl ) + Ol 2

pour ¢t = 1,2.
En prenant comme condition aux limites une vitesse nulle sur les parois (u;(0) =
ui(@) = 0), cela donne:

1o dp
ci=--222 ci=o0
! u2 81:‘» 2
et donc:
= 1op, (z )
i = 2 Bz, 3\Z3 — ¥

Le profil des vitesses est parabolique. On gardera comme vitesse du fluide la
vitesse moyenne entre les entre les parois, qui a pour expression:

1 ¢
v(zy,22) = —/ u(z1, L2, 23) dz3 .
o Jo
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Ce qui donne 'équation d'écoulement bidimensionnel:

2
v = —LVp .
12u

En notant g le vecteur débit a travers une section ds x p:

v .
q = _/; u(zy, Z2,Z3) dTs = pv.

|g| est homogéne & des m?/s . Le volume de fiuide passant a travers une
surface ds X ¢ pendant dt est donné par:

dv = g¢.ndsdt.

Figure 2: Débit rapporté a deux dimensions

On a finalement ’équation d’écoulement:
3
= ——Vp.
q 124 P

Le calcul fait n’est valable que pour @ constant. On supposera en premiere
approximation que I’expression du débit reste la méme pour ¢ variant peu, ce
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qui est le cas pour les parois d'une fracture (sauf au bout) et constitue une
approximation du méme ordre que celles déja faites.
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Annexe 3 Linéarisation du terme non linéaire en 3.

Il s’agit de linéariser le terme:

/;‘(¢"+1)3(I)Vp"+l(z).VN,-(:J:) dz .

En développant au premier ordre et en notant At le pas de temps (At =

tn+1 - tn):

oVp

at)At

TR = (V) + 3 TR () At + (0"

En remplacant (32)" par ert e o (2Z2)" par Zﬂ;—:ﬂi, on a:

(tpSVp)M'l ~ 3(lp2vp)n(pn+l + ((pS)ann+l = 3(tp3Vp)" '

Ce qui donne en reportant dans le systéme correspondant 3 ’écoulement et la
conservation du fluide:

At At
o7 /F(N.-Nj + EN:'(SOZVP)"VN-') dz + PV,

WY N, YN, dz =
2, r(w) N;VN;dz

At
cp;-‘/;N.-N,- dz + p?a/;(tpz)"VN.-VNj dz — Q@ + QinmAt.
On note D la matrice creuse défnie par:
At n
D,’j = ,/1" Z;INJ(QOzvp) VN, dz .

Cette linéarisation a été programée, et 'utilisateur peut choisir entre elle
et la méthode qui consiste a recalculer la matrice C™ pendant le processus de
résolution. On a cependant constaté que cette derniere était plus efficace du
point de vue de la vitesse de convergence.
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Annexe 4 Premiers essais de couplage numérique.

1. La méthode

Dans un premier essai, on considére le probléme de la réouverture d’une
fracture plane (K1 = 0). La fracture ' est initialement fermée par les con-
traintes in situ. Du fluide est alors injecté en un ou plusieurs points deT, et
la fracture se réouvre progressivement sous J’effet de la pression du fluide.

On utilise un maillage fixe de la fracture, noté M. Les équations d’élasticité
et d’écoulement sont couplées sur I, avec cette fois des conditions en débit
nulles sur AT (il n’y a pas de propagation par rupture).

A chaque pas de temps, I' comprend une zone ouverte (o > 0) et une
zone fermée (¢ = 0). Les deux zones sont déterminées par la condition
d’unilatéralicité: ¢ > 0 qui est ici active. Avec cette méthode, un élement ne
pouvant étre qu’ouvert ou fermé, la fracture avance par a-coups, ce qui conduit
3 des instabilités numériques en pointe de fissure, constatées expérimentalement.

- OULVERTURE CALCULEE

Figure 1: Maillage fixe déformé
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2. Quelques simulations

[ est un carré, maillé comme le montre la figure 1. Le fluide est injecté
par le noeud central.

2.1. Contraintes uniformes

Dans ce premier cas, ’état de contraintes in situ est uniforme. La zone
ouverte de la fracture doit théoriquement se propager en gardant la forme
d’un disque. Cela est réalisé dans les limites permises par le maillage grossier
comme le montre la figure 2, qui représente les éléments ouverts a différents
pas de temps, et la figure 3 qui montre une interpolation de 'ouverture sur le
maillage pour une meilleure visualisation.

2.2. Contraintes augmentant avec la distance a un plan horizontal

Les contraintes augmentent exponentiellement en fonction de la distance a
un plan horizontal (distance & 'axe xx’ dans la figure 4).

Dans ce cas la zone ouverte de la fracture prend une forme elliptique comme
le montre la figure 4.

Dans les deux cas précédents, il a fallu péniblement ajuster les pas de temps
et la viscosité pour éviter des oscillations en bout de fissure. La simulation
s'arréte quand il est impossible d’éviter ces oscillations et que ’algorithme ne
converge plus. Ces difficultés nous ont orientés vers une méthode a maillage
mobile, permettant une avance réguliére de la fracture.

Les derniéres figures montrent un cas ou il a été possible d’aller j'usqu’au
bout de la réouverture de la fracture carrée.
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Annexe 5 Progression du maillage.

Pour chaque pas de temps, I’avancée du maillage est calculée a partir des
valeurs de I'ouverture prés du bout de la fissure. On décrit dans cette annexe
ce calcul et la réalisation de la progression du maillage.

Le principe général est le suivant:

A chaque pas de temps tn, le maillage de la surface de la fracture [, se divise
en deux parties:

1- Une partie centrale, ou maillage de base. On note M}, le maillage de
base de ['».

2- Une partie annulaire entourant cette partie centrale, la couronne. On
note C7,, la couronne de I'n.

I'intérét d’une telle division réside dans le fait que par construction on a
pour tout n:

mse © Mime -

base = base

Ainsi, d’un pas de temps a l’autre, la plus grande partie du maillage de
base reste la méme (la totalité le plus souvent). La matrice A™ d’élasticité,
la plus longue & calculer (elle est pleine), n’est pas recalculée sur les éléments

communs de M}, et de MpL

La couronne, elle, progresse régulierement d’un pas de temps a l'autre. Lorsque
localement certains de ses élements atteignent une taille limite définie a I’avance,
Ropaz, ils sont “intégrés” au maillage de base, et une nouvelle couronne est re-
construite. Lorsqu'a la fin d’un pas de temps, aucun élément de la couronne
n’a atteint la taille limite, la couronne est simplement dilatée.

1. Construction de la couronne

Les nceuds du bord de My,,, sont numérotés consécutivement dans le sens
direct de rotation (pour faciliter la construction de la couronne). On les
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note pour simplifier: (z%...z;). La couronne est construite sur les bissectri-

ces extérieures & MP,,, aux points z? (approximation des normales extérieures
au domaine non discrétisé correspondant) comme le montre la figure 1. Les
nceuds de la couronne qui sont face aux nceuds z7 sont notés y*. On note r? la
distance (z] y!'). On note n; les vecteurs unitaires des bissectrices extérieures
aux points z?. On a donc:

yr o= @ +ring,1=1,p.

Un nceud supplémentaire est ajouté au centre de chaque couple de nceuds
(y?, yP,) consécutifs et le maillage de la couronne est réalisé comme le montre
la figure 1. On numérote yy,; le nceud de la couronne situé entre y et yl,
(sauf yj, qui est entre yy et yr, d’ailleurs on sous-entendra par la suite ce genre
d’exceptions pour les numérotations, dues a la structure circulaire).

Figure 1: Numérotation et rayons.

Un maillage de base (maillage interne) étant donné, la couronne est donc
entieremen: déterminée par la seule donnée des valeurs r;, pour ¢ variant de 1

ap.

La premiére fois qu'une couronne est construite, tous les r, ont la meme
valeur. Rmun, fixée a l’avance (taille minimale de la couronne).
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2. Progression du maillage

La progression de la fracture est basée sur la supposition qu'a chaque in-
stant la rupture est stable, c’est a dire qu’en tout point s de ['n:

Kl(s) = ch .

Cela donne une relation simple entre I’ouverture en un point pres du bout
de la fissure, et la distance r de ce point au bout de la fissure (voir chapitre
4). Quitte & renormaliser, on a :

o(r) = Kuri, (1)

pour r assez petit (approximation au premier ordre). La renormalisation con-
siste a appeler K| ce qui jusqu’a présent était:

4(1 - v)
1 u /——Zﬂ_ ’

et permet de simplifier les notations (u est le deuxiéme coefficient de Lamé).

K

En suposant que la relation (1) reste valide pour les nceuds du bord du
maillage de base, on doit avoir pour tout n, et pour 1= 1,p:

n (p? 2

ri = (7 2
(ch) ! ( )
C’est cette relation qui permet de calculer ’'avancée de la fracture. L’utilisation

de cette relation suppose que Kj # 0, c’est-a-dire que le milieu a une énergie

de cohésion.

2.1. Progression de la couronne par simple dilatation.

Comme on le voit dans le chapitre 5, pour calculer la solution (Trrty 0™t p™th),

au temps tn41, on résoud en un premier temps le systéme $™ sur I'n. On obtient
ainsi une solution partielle en ouverture o™+, Clest en fonction des valeurs de
™1 aux nceuds z; du bord de Mj,,, que sont calculées les nouvelles valeurs
des rayons:
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Figure 2: Dilatation de la couronne

La facon la plus simple de procéder est alors de dilater la couronne, c’est-
3-dire de modifier uniquement la position des nceuds y7’ st =1,2p:

l .
o= o+ rting ,i=1,p,
1
1 1 :
y;‘-:-p = —(y:H- +y?:11) t=1,p.

2

Bien siir, on ne peut pas faire cela indéfiniment. Aussi, quand la couronne
atteint localement une taille limite (r?*! > Rmaz), les éléments correspondants
sont “intégrés” au maillage de base et la séquence des nceuds ] est modifiée.

2.2. Intégration d’éléments de la couronne au maillage de base.

Si pour un ¢ au moins r,'-1+1 > Rum.r. UN nouveau nceud appartenant au

maillage de base est fixé sur le rayon ¢ a une distance r; — R..in. de sorte que
lorsque la couronne est reconstruite, le nceud extérieur de la couronne ait bien
avancé de r**! — r*, comme le montre la figure (3).

i
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En réalité, la construction de nouveaux éléments réellement employée est
légérement plus compliquée que celle présentée, dans le cas ol les éléments
ainsi construits seraient trop aplatis. On voit sur la figure (4) deux possibilités
d’intégration d’un trapeéze de la couronne au maillage de base, suivant que le
rapport de la diagonale du trapeze (la moyenne des diagonales) 3 Rma; est
supérieure ou non a une valeur critique, R4, fixée par Putilisateur. Cette
valeur permet de décider s'il faut ou non augmenter le nombre d’éléments
de la couronne (lorsque le trapeze est divisé en trois triangles, le nombre de
nceuds extérieurs du nouveau maillage de base est augmenté d'un). Le trapeze
est divisé en deux triangles si ce rapport est inférieur & Rgiqg, trois sinon.

A la fin de cette construction, les nceuds sont renumérotés, de maniere a
ce que les nceuds du bord de My, et ceux du bord de T, soient facilement
repérables (classés en fin de numérotation, 4 partir d’un numéro connu).

Cela est trés utile pour les procédures de résolution des systémes numeériques
qui doivent écarter les nceuds externes pour le calcul de 'ouverture, nulle en
ces nceuds la.

La figure (5) montre I’évolution d’un maillage par dilatation de la couronne,
puis ajoit d’éléments au maillage de base. Le maillage circulaire de départ est
employé pour le démarrage de toutes les simulations. Dans le cas présent,
les contraintes de fermeture augmentent avec la distance 3 I’axe horizontal, la
fracture prend une forme elliptique.

Remarque

Que l'on fasse progresser le maillage par dilatation ou avec ajoiit de nou-
veaux nceuds, on augmente le volume “artificielement” en bout de fracture,
c’est-a-dire qu’on ajoute un volume de fluide qui n’a pas été pris en compte dans
I’équation d’écoulement, mais qui entre dans ’équation de conservation dans
les termes @, comme on l'explique dans I’annexe suivante (voir figure 6). Ce
volume provient a la fois de la progression de la fracture et de ’approximation
qui consiste & résoudre sur I' (la solution partielle ©™*! reste nulle sur oL,
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- = = Couronne
—— Mdillage de base

Figure 3: Insertion déléments de la couronne au maillage de base.
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Z Rdiag

(Moyenne diag.)/ Rmaz

(Moyenne diag.)/Rmaz < Hiiag

Figure 5: Premiére évolution d’un maillage dans un cas simple.
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Figure 6: Volume ajouté par progression.
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Annexe 6 Calcul des termes de débit au bord.

On explique ici le calcul des termes Q® qui correspondent aux conditions
en débit sur le bord de la fracture pour les équations d’écoulement.

On renvoie & I’annexe précédente pour les notations des nceuds du bord du
maillage de base M}, et des nceuds extérieurs de la couronne (), au temps
t., ainsi que des “rayons” r{' et des vecteurs unitaires des normales extérieures

ng.

On note ici: (I',.,go"*é,p"*%) la solution partielle au temps tny (voir
chapitre 5). C’est la solution du probléme couplé d’élasticité et d’écoulement
sur I'n.

Figure 1: Trapézes de la couronne.

On note Z!* le trapéze de la couronne dont la petite base est (z['z},;) (on
sous-entend les probléemes de numérotation dus a la structure circulaire) et la
grande base (yl'yl,)-

On note Z™*! le trapéze de petite base (z7'z},), et de grande base (7' yr),

ot yI'*! est défini par:
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Z‘."“ est le trapeze de la couronne au temps fny; correspondant a une
simple dilatation.

1
On note V,-"+’ le volume de ©™* 3% sur Z*, c'est-a-dire:
vt = [ ertids

i = Jm v .

On note V,**! le volume de ™*! sur Z["*.

L
La différence AV; = V;**' - V"7 egt considérée comme étant le volume de

fluide qui traverse la base extérieure (y7', y7y;) de Z* pendant At.

C’est (voir annexe 5) le volume de fluide que I'on rajoute en bout de fracture
lors de la progression du maillage par simple dilatation.

Les nceuds z! et les directions n; étant fixés, AV; est une fonction non
linéaire de ! et Y facilement calculable.

On peut pour simplifier discrétiser ’écoulement en bout de fissure en
posant:

2p
¢ = > a6,
=1

avec, pour ¢t = 1,p

gat = ;(Viaa + V)

1
4
GpriDE = Vi

Et donc:
QAL = /F N At ds = ¢(p™)At .
aln

Les termes @’ sont déterminés en fonction des valeurs sur les nceuds du
bord de Myq, de @™}, La résolution du systéme $™ par une méthode numérique
décrite dans le chapitre 5 donne la solution partielle (T, ™!, p"* ). Une fois
cette solution calculée, le maillage est effectivement modifié en conséquence, et
on a bien conservation de volume:

Qmj(tn)‘it S Vn.+1 - Vna

puisque les termes Q! ont étés calculés pour cela. On a du moins conserva-
tion lorsque le maillage se propage par simple dilatation, sans ajoit de nceuds.
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Sinon, on commet une légere erreur, mais la precision reste quand méme sat-
isfaisante.( Les pas o de nouveaux nceuds sont ajoutés sont en petit nombre
devant ceux ot la couronne est simplement dilatée).
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Annexe 7 Description du code.

-On décrit ici les possibilités du programme, et son organisation générale. Le
programme est indépendant. On peut cependant, dans le cas d’une utilisation
statique, utiliser le mailleur du programme d’éléments finis MODULEF mis
au point & 'INRIA (voir [24]).

1. Possibilités

Au niveau des calculs, le code permet principalement deux choses:

e Le calcul de I’équilibre statique d’une fracture de géométrie donnée soumise
A une pression interne donnée et a une contrainte de fermeture donnée,
avec condition d’unilatéralicité. Le programme calcule simplement ’ouver-
ture de la fracture. Les principales entrées sont:

— Les caractéristiques du milieu élastique: module d’Young, coefficient
de Poisson.

- Le maillage plan de la fracture (un programme séparé permet de
convertir les sorties d¢ MODULEF en entrées convenables pour le
code).

- La pression interne, fonction définie sur le plan de la fracture a valeurs
dans R.

_ La contrainte de fermeture, fonction définie sur le plan de la fracture
a valeurs dans R.

e Le calcul de I’évolution d’une fracture dans laquelle on injecte un fluide a
débit donné (qui peut étre variable), connaissant I’état des contraintes de
fermeture. Le programme calcule 'ouverture de la fracture, sa géométrie
et la pression du fluide, & chaque instant. Les principales entrées sont:

— Les caractéristiques du milieu élastique : module d’Young, coefficient
de Poisson.

— Le critere de rupture: ténacité du milieu.
- Un petit maillage initial (automatiquement généré).
— Les caractéristiques du fluide newtonien: viscosité, débit d’injection.

_ La contrainte de fermeture, fonction définie sur le plan de la fracture
a valeurs dans R.

Le pas de temps est calculé entre des valeurs limites fixées par |'utilisateur
de facon & ce que I’avancée moyenne du maillage soit & peu prés réguliere
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d’un pas de temps a l'autre. L’utilisateur fixe aussi quelques caractéris-
tiques géomeétriques du procédé de progression automatique du maillage,
comme la taille maximum des éléments de la couronne.

Au niveau des sorties, un gros effort & été porté sur ’aspect graphique. On
peut ainsi:

¢ Visualiser le maillage, les numéros de nceuds et d’éléments.

¢ Visualiser les valeurs de l'ouverture ou de la pression sur un maillage
déformé.

o Réaliser des coupes quelconques (d’un point donné & un autre) du mail-
lage déformé et avoir ainsi les valeurs de l'ouverture et de la pression par
tranches.

o Réaliser les courbes décrivant en fonction du temps I’évolution de parame-
tres clés comme:

- L’ouverture au puits.
- La pression au puits.
- La hauteur au puits.
- La longueur.
- Le rayon moyen.
e Réaliser trés simplement une animation de I’évolution de la fracture.

Le code est d'utilisation relativement facile, grice & un programme de
commande interactif qui permet de mettre en ceuvre tous les modules a travers
différents menus.

2. Organisation du programme

On commente ici plus en détail le schéma de la page suivante.

Lecture des données

Les données comprennent:

¢ Un fichier contenant les données d’élasticité, la viscosité du fluide, le débit
d’injection, les pas de temps extrémaux, quelques données géométriques
pour la construction de la couronne.

e Un fichier contenant le maillage “initial”, qui est soit un maillage généré
par MODULEF (par exemple) dans le cas d’une utilisation statique, soit

116



Structure générale du programme

ﬁ Lecture des donnéesj

( Premier pas statique J

\ ~_ Sortie si utilisation
l 7 statique souhaitée
—

Calcul de A, (couronne)
Calcul des matrices B, C,et D
[ l

\alcul du
Deuxiéme membre

Y

[Conservation
Sorties

Ly Réactualisation

E{ésolution du systeme l'_> - de la matrice C I
1 T - du deuxiéme membre ]

|

Convergence

Fonstructlon d:\ —— Vi, i < Ropor——
la couronne

v

Modification du maillage de base
Renumérotation

Réactualisation de Ap \
Réactualisation des tableaux

}

t > Trmaz

l

fin
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un petit maillage circulaire généré par un programimie indépendant dans
le cas d’une utilisation dynamique.

Les contraintes de fermeture sont générées par une fonction que l'utilisateur
doit écrire lui méme.

Pas statique:

Ce premier pas statique a deux fonctions:

e Si le programme est utilisé pour un calcul statique, c’est a ce moment le
seul pas du programme.

e Sile programme est utilisé pour un calcul d’évolution, il sert d’initialisation
aux “pas d’évolution”.
La structure de ce pas statique est a peu pres la méme que celle des
“pas d’évolution”: calcul des matrices, des tableaux, du deuxiéme membre,
résolution du systéme (qui ici est linéaire).

Les tableaux

L o= =22

On appelle ainsi tous les vecteurs ou matrices contenant des renseignements
par triangle ou par noeud, comme par exemple le tableau des voisins, celui des
gradients des fonctions de forme ou des surfaces des supports.

Les matrices

FEA= I T

La matrice A, symétrique, est stockée dans deux vecteurs (voir annexe 1).
On a noté A celui correspondant 3 la couronne, Ay celui correspondant au
maillage de base (voir annexe 1). La «réactualisation” de As consiste simple-
ment & rajouter & Ay les termes provenant de I’adjonction de nouveaux éléments
au maillage de base.

La matrice D apparait lorsqu’on linéarise le terme en ° (voir annexe 3).
Elle n’est calculée que si 'utilisateur demande une telle linéarisation.

Les matrices B, C, D sont stockées par I'intermédiaire du tableau des
voisins (seuls les termes non nuls sont stockés).

Deuxieme membre

Le deuxiéme membre du probléme d’évolution comprend deux parties:
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e Une partie qui dépend de la solution du pas de temps précédent.

e Une partie (@) qui dépend de la solution du pas de temps courant. Ce
terme est réguliérement réajusté en fonction de la solution partielle au
cours de la procédure de résolution jusqu’a ce que la convergence ait lieu.

Résolution du systéeme

La méthode la plus efficace parmi celles essayées est la sous-relaxation. Le
parametre de sous-relaxation n’est pas calculé, mais a été fixé apres quelques
essais 3 0.8, On itére plus sur les nceuds du bord, ou la solution varie plus
d'un pas de temps 3 l'autre, que sur les nceuds internes. Dans certains cas,
la convergence est trés lente, ou n’a pas lieu. Il faut alors jouer sur le pas de
temps pour essayer d’y remédier.... A intervalles réguliers, la matrice C et le
deuxieme membre sont recalculés.

Renumérotation

Pour gagner du temps dans les modules de résolution, il est utile de savoir
directement (sans passer par des tableaux supplémentaires) quels sont les
nceuds et les éléments qui sont dans la couronne, et ceux qui sont dans le mail-
lage de base. D’autre part, une numérotation organisée des noeuds extérieurs
du maillage de base et de ceux de la couronne facilite la construction de celle-ci
(voir annexe 5). Apres 'ajolit de nouveaux éléments au maillage de base, il
faut donc renuméroter les nceuds, les éléments et les tableaux.

Conservation

A la fin de chaque pas de temps, on vérifie la conservation relative du
volume. Celle-ci va en général de 0.01% & moins de 5%.
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Figure 2: Fracure circulaire: comparaison des ouvertures au centre.

Fracture rectangulaire

Lorsque la fracture se propage dans une couche de hauteur constante
limitée en haut et en bas par des couches ou les contraintes de fermeture
sont plus importantes, la fracture peut épouser la forme de cetle couche (elle
peut aussi déborder dans les autres couches suivant les valeurs du débit et de
Ja viscosité). La fracture prend alors une forme a peu prés rectangulaire (fig
3).

On obtient pour ce cas, en faisant I’approximation des déplacements plans,
une expression analytique approchée de I'ouverture au point d’injection [28].

Pour v = 0.25, cetle expression est la suivante:

NQLZ i
2(0) = 21| ——
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Figure 3: Fracture rectangulaire

ou h est la hauteur de la fracture, L sa longueur. En utilisant ’aproximation:
m
V ~ Etho(O)

el ¥V = 1 on obtient:

1

8.82 Q%p%)a t

(0) :
w ~ 3
m hiG:
On donne la comparaison entre cette solution approchée (fig 4) et les
résultats obtenus avec les modeéles pseudo-3D et 3D.

La grande différence au début de la simulation s’explique par le fait que,
pour la solution analytique, la frature a une forme rectangulaire de hauteur A
des le début, alors que dans les modeles numériques, la fracture est d'abord
circulaire j'usqu’a ce qu’elle atteigne les bords de la zone de production.
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Annexe 8

Comparaison des résultats de propagation a des solutions analy-
tiques approchées.

1. Fracture circulaire

Pour le cas de contraintes de fermeture constantes (fracture circulaire), et
un débit d’injection constant, en un point O, on peut obtenir (par approxi-
mation) des formules analytiques donnant la pression et I'ouverture au puits,
ainsi que le rayon de la fracture en fonction du temps ([28]). On compare ici les
exposants de ces formules avec ceux que I’on obtient avec notre modele 3D. Les
formules analytiques donnent en fonction du temps, ¢, les résultats suivants:

4
R~ 10
]
plO) ~1t0
1
p(O) ~t 3

FRACTURE ©ZIRCULAIRE

e)
o
—
w w
O
4+ -
a o /
X o LEGEND
— & - Modele 30 [
8 e
_JD
o 1
0 0.8 1.6 2.4 3.2 4 4.8

LOG (TEMPS) + CST

Figure 1: Courbe Log(rayon) / Log(temps)

En faisant une régression linéaire sur les valeurs de log R, log ¢(O). et
log p(O) en fonction de logt, on trouve avec notre modele les résultats suivants
(voir fig. 1):
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R ~ t0.40
(,D(O) ~ t0.12
p(O) . t_0'30

Plus précisément, Geertsma et de Klerk ([28]) donnent, dans le cas d’une
fracture circulaire et d’un débit constant, ’approximation suivante pour I’ouverture
au point d’injection (pour v = 0.25):

o(0) ~ 2 (%)%,

ou G est le deuxiéme coefficient de Lamé. D’autre part, le volume de la fracture
peut s’écrire:

V = f(R)p(O)R?

ol f(R) est un facteur de forme, qui tend tres rapidement vers une valeur
imite /. Pour R assez grand, on peut considerer que ([28]):

—

. 8
S

15

Si le débit d’injection, @, est constant, et si le fluide remplit toute la fracture,
on a d’autre part:

Vo= Qt

Ce qui donne comme expression de I'ouverture au centre en fonction du temps:

1
15@3 #2 9 .
0) m 2222 K ) 4
e(0) (16 T G?

On a comparé (fig2 ) a cette solution analytique les résultats obtenus avec
un modele pseudo-3D discret qui utilise dans le cas d’une fracture circulaire
une solution analytique pour calculerla progression en hauteur, et notre modeéle
3D. Il faut dire que, pour notre modele, la tenacité ne peut pas étre prise nulle
(le calcul de la propagation étant fait & partir de la valeur de la tenacité) alors
que la solution analytique suppose une tenacité nulle. D’olt une sur-estimation
de 'ouverture.
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Figure 4: Fracure rectangulaire: comparaison des ouvertures au centre.
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