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Résumé 

Cette thèse porte sur les problèmes de prise de décisions séquentielles sous incer­
titudes dans un système mono ou multi-agents. Les processus décisionnels de Markov 
offrent un modèle mathématique permettant à la fois de formaliser et de résoudre de tels 
problèmes. Il existe de multiple travaux proposant des techniques efficaces pour la résolu­
tion des processus décisionnels de Markov. Néanmoins, trois facteurs, dits malédictions, 
limitent grandement le passage à l'échelle de ces techniques. Le premier facteur, la malé­
diction de la dimension, est le plus connu. Il lie la complexité des algorithmes au nombre 
d'états du système dont la croissance est exponentielle en fonction des attributs des états. 
Le second facteur, la malédiction de l'historique, a été identifié plus récemment. Il lie la 
complexité des algorithmes à la dimension exponentielle de l'espace des historiques à 
prendre en compte afin de résoudre le problème. Enfin, le dernier facteur, là malédiction 
de la distributivité, est identifié dans cette thèse. Il lie la complexité des algorithmes à la 
contrainte du contrôle distribué d'un système, résultant sur une complexité doublement 
exponentielle. 

À travers nos contributions, nous proposons une réponse à chacune des trois malédic­
tions. Nous atténuons à la fois la malédiction de la dimension et la malédiction de l'his­
torique en exploitant les dépendances causales soit entre états soit entre historiques. Sui­
vant cette idée, nous proposons une famille d'algorithmes exacts et approximatifs, nom­
mée programmation dynamique topologique, visant à résoudre les processus décision­
nels de Markov complètement ou partiellement observables. Ces algorithmes permettent 
de réduire considérablement le nombre de mises à jour d'un état ou d'un historique. Ainsi, 
lorsque les problèmes sont munis d'une structure topologique, la programmation dyna­
mique topologique offre une solution efficace. Pour pallier aux effets de la malédiction 
de la distributivité, nous avons proposé d'étendre la planification centralisée au cadre du 
contrôle distribué. Nous proposons une analyse formelle des problèmes de contrôle dis­
tribué des processus décisionnels de Markov sous le regard de la planification centrali­
sée. De cette analyse, de nombreux algorithmes de planification centralisée ont vu le jour. 
Parmi eux, figure point-based incremental pruning (PBIP), l'algorithme approximatif pour 
la résolution des processus de Markov décentralisés, le plus efficace à ce jour. 



Abstract 

This thesis addresses the computational issues in sequential decision-making under 
various sources of uncertainty for either single or multi-agent systems. In particular, we 
will be concerned in problems that can be modeled as Markov decision processes. In ad­
dition, we address extensions of Markov decision process, which involve uncertainty re­
sulting from other agents in the world, and partial observability. 

We present several strategies that improve the performances of state-of-the-art tech­
niques for solving Markov decision processes. We suggest a general method, namely topo­
logical dynamic programming, that exploits the causal relation between states to deal with 
two key issues. First, it detects the structure ofthe problem as a means of overcoming both 
dimensionality and history curses. Secondly, it circumvents the problem of unnecessary 
backups and builds optimal and approximate solutions based on a topological order in­
duced by the underlying problem structure. Moreover, we introduce the centralized plan­
ning for distributed control of Markov decision processes. We provide theoretical basis for 
further work in that direction. This analysis results in a number of efficient exact as well 
as approximate algorithms for solving decentralized Markov decision processes. Among 
many, point-based incremental pruning algorithm turns out to be the most efficient so 
far. The centralized planning for distributed control opens a number avenues, including 
a bounded sufficient statistic for a general model of decentralized Markov decision pro­
cesses. 
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Chapitre 1 

Introduction 

« L'essentiel, quand on a un commandement, c'est de prendre une décision, quelle qu'elle soit. On s'effraie 
au début, puis avec l'expérience, on s'aperçoit que cela revient à peu près au même... quoi qu'on décide. » 

Jean Anouilh 
extrait de L'alouette 
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LE contrôle d'un système évoluant dans le temps est un problème que nous ren­
controns dans diverses situations : qu'il s'agisse pour un pilote d'effectuer une 
séries de manœuvres afin de procéder à l'atterrissage d'un avion ; pour une meute 
d'hyènes affamée de s'organiser afin de capturer un zèbre ; pour un courtier 

de chercher à tirer profit des variations des prix d'une obligation suite aux fluctuations 
des taux d'intérêts ; ou tout simplement, pour une mère de suivre une recette de cuisine 
pour la préparation du gâteau préféré de ses enfants. Toutes ces situations sont autant 
d'exemples qui requièrent la prise de décisions, puis l'observation des effets, suivies d'une 
nouvelle prise de décisions, de l'observation d'autres effets, et ainsi de suite. Ces situations 
sont qualifiées de problèmes de prise de décisions séquentielles, certaines d'entre elles 
peuvent être facilement formalisées, mais leur résolution n'est généralement pas simple. 
Dans ce contexte, l'objectif de cette thèse est alors double. D'une part, elle présente les 
modèles de formalisation des problèmes de prise de décisions séquentielles. D'autre part, 
elle propose des méthodes efficaces exactes ou approximatives de résolution de ces mo­
dèles. 

L'optimisation des problèmes de prise de décisions séquentielles est au cœur de nom­
breux domaines de recherche. En économie par exemple, les chercheurs s'intéressent es­
sentiellement aux problèmes de prise de décisions séquentielles, où l'évolution du sys­
tème est souvent modélisée à l'aide de variables continues représentant des quantités 
telles que : la vitesse angulaire de l'avion ; la position du zèbre ; ou la valeur en temps réel 
dune obligation. Les problèmes de contrôle modélisés à l'aide de variables continues sont 
souvent traités sous couvert de la théorie du contrôle. Au contraire, en recherche opéra­
tionnelle et en intelligence artificielle, les recherches partent bien souvent de variables 
à valeurs discrètes, telles que les décisions suivantes par exemple : procéder au virage à 
gauche de l'avion ; faire avancer la meute d'hyènes ; ou encore effectuer la vente d'une 
obligation de son portefeuille. Les problèmes où les décisions de différents acteurs im­
pliquent parfois des influences mutuelles ont été essentiellement étudiés en théorie des 
jeux. Par exemple, les déplacements du zèbre contraignent la meute d'hyènes à adapter sa 
stratégie de chasse, et vice-versa. 

Quel que soit la discipline, l'essence de la prise de décisions séquentielles est le choix 
d'une décision dont l'impact est à la fois immédiat et à long terme. En effet, le choix 
de la meilleure décision est intimement lié aux situations futures et à leur gestion. Dans 
cette thèse, nous explorons des stratégies algorithmiques afin d'automatiser le choix de la 
meilleure décision face à divers problèmes de prise de décisions séquentielles, du point de 
vue des chercheurs en intelligence artificielle. Chaque chapitre de cette thèse présente un 
modèle général de prise de décisions séquentielles ainsi que les algorithmes exacts et/ ou 
approximatifs de résolution de ce modèle. Dans le reste de ce chapitre, nous définissons 
le contexte scientifique, puis nous discutons des caractéristiques des problèmes de prise 
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de décisions séquentielles abordés dans cette thèse. 

1.1 Contexte scientifique 

Cette section situe la thèse à l'intersection de plusieurs disciples desquelles mes contri­
butions se sont fortement inspirées. Nous y offrons, un bref exposé des interconnections, 
avantages et inconvénients des différents domaines s'appliquant à résoudre les problèmes 
de prise de décisions séquentielles, à savoir : la théorie du contrôle ; la recherche opéra­
tionnelle ; et l'intelligence artificielle. 

1.1.1 Problématique inter-disciplinaire 

FIGURE 1.1 -Problématique inter-disciplinaire. 

Dès les années 80, de nombreux chercheurs se sont consacrés au développement d'une 
théorie à l'intersection de ces trois domaines de recherche [Albus, 1985, Meystel, 1986, 
Pao, 1986, Sari dis, 1986]. Dans ce contexte, ils ont suggéré la théorie des machines intel­
ligentes - de telles machines étaient originalement conçues pour le traitement des tâches 
anthropomorphiques avec le minimum d'interactions humaines [Saridis, 1986]. Ces ma­
chines requéraient en outre des mécanismes de contrôle dits intelligents, offrant des pres­
tations telles que : l'utilisation de la mémoire ; l'apprentissage ; et la prise de décisions en 
réponse à des requêtes. Un contrôle intelligent était alors considéré comme une décision 
inspirée à la fois des mathématiques, des méthodes linguistiques, et de l'algorithmique. 
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La théorie du contrôle intelligent, proposée par [Saridis, 1989, Tou and Fu, 1973], com­
bine ainsi de puissants outils mathématiques et statistiques de prise de décisions et de 
modélisation, aux techniques linguistiques de prise en compte d'informations imprécises 
ou incomplètes. Cette théorie est considérée comme l'intersection selon [Cai, 1997, Sari­
dis, 1989] de l'intelligence artificielle, la recherche opérationnelle et la théorie du contrôle, 
comme cela est illustré en Figure 1.1. Cette idée de contrôle intelligent joue aujourd'hui un 
rôle majeur dans la conception des systèmes intelligents et autonomes au sein de ces trois 
disciplines. 

1.1.2 Théorie du contrôle 

La théorie du contrôle, appelée également l'automatique, est une discipline des ma­
thématiques appliquées. Elle a pour objet l'étude des systèmes et la conception des com­
posants de contrôle, nommés régulateurs. En théorie du contrôle, un système est une 
modélisation d'un procédé en fonctionnement, impliquant : des variables d'entrée (r, e 
), des variables de sortie (y ), et des variables de contrôle (u). Ainsi, la modélisation de 
la préparation d'un gâteau, requiert la connaissance de l'intensité du four, de la quantité 
d'ingrédients initiaux, ou encore des caractéristiques du gâteau désiré. Contrôler un sys­
tème signifie alors influencer son comportement afin d'atteindre un état désiré. Pour le 
contrôle de systèmes, les ingénieurs suggèrent des composants qui incorporent diverses 
techniques mathématiques. Ces composants vont du régulateur à boules de J. Watt conçu 
en 1788, durant la révolution industrielle anglaise, aux contrôleurs de microprocesseurs 
inclus dans différents produits de haute technologie tels que les robots industriels ou les 
pilotes automatiques d'avions. L'étude de ces régulateurs et de leurs interactions avec les 
éléments contrôlés constituent l'objet de la théorie du contrôle. 

Il existe deux grands courants de travaux en théorie du contrôle. Un de ces courants est 
basé sur l'idée selon laquelle nous disposons d'un bon modèle de l'objet à contrôler et que 
nous désirons uniquement optimiser son comportement. Par exemple, les principes phy­
siques et les spécifications d'ingénieurs peuvent être utilisés afin de calculer la trajectoire 
d'un avion en plein atterrissage, de sorte à minimiser le temps de vol et la consommation 
de carburant. Le résultat final consiste en un plan d'atterrissage. Les techniques utilisées 
dans ce courant sont très proches de celles employées en théorie de l'optimisation et ses 
domaines d'application. Le contrôle, illustré en Figure 1.2, qui en résulte est qualifié de 
contrôle en boucle ouverte. Il s'agit d'un contrôle qui ignore à la fois la réaction de l'ob­
jet contrôlé mais aussi celle de l'environnement dans lequel l'objet évolue. Par exemple, 
le régulateur de l'intensité du four est incapable de s'ajuster selon l'humidité du gâteau à 
moins d'une intervention humaine. Un pilote automatique guidant la phase d'atterrissage 
d'un avion et fonctionnant avec un contrôle en boucle ouverte ne réagira pas si le plan est 
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défaillant, l'avion pourrait dévier et conduire à une catastrophe. Le contrôle en boucle 
ouverte est néanmoins utile pour des systèmes bien définis où des formules mathéma­
tiques peuvent synthétiser la relation entre les variables d'entrée et les variables de sortie. 
Ce type de contrôle est également utilisé pour sa simplicité et son moindre coût. Ceci est 
notamment vrai pour des applications où la besoin de prendre en compte les réactions du 
système est jugée négligeable. 

r e —KD—*- Régul ateur Système y 

FIGURE 1.2 - Contrôle en boucle ouverte. 

Afin d'éviter des catastrophes telles que celles qui pourraient se produire si un pi­
lote automatique fonctionnait avec un contrôle en boucle ouverte, un deuxième type de 
contrôle a été proposé. Il fait l'objet du second courant majeur de la théorie du contrôle. 
Ce courant est basé sur la prise en compte des contraintes imposées par l'incertitude du 
modèle de l'objet à contrôler ou encore de l'environnement dans lequel l'objet évolue. 
L'idée centrale de ce courant est la prise en compte de la rétroaction (ym ) afin de corri­
ger les déviations de l'objet par rapport à son comportement désiré. Par rétroaction, nous 
entendons la prise en compte dans le contrôle courant de la réponse du système suite au 
contrôle (u) effectué précédemment. Le contrôle qui en résulte est qualifié de contrôle en 
boucle fermée. Un tel contrôle est illustré à la Figure 1.3. Ainsi, notre mère de famille jet­
tera un coup d'œil régulier à la recette de tuisine afin de prendre en compte l'état de pro­
gression de la préparation du gâteau et les instructions de la recette. De même, le pilote 
d'avion prendra compte des instructions de la tour de contrôle de l'aéroport afin d'assurer 
un atterrissage sans créantes. Comme nous le verrons par la suite, ces schémas de contrôle, 
loin d'être propres à la théorie du contrôle, sont également utilisés en prise de décisions 
pour le contrôle de systèmes complexes dans d'autres disciplines y compris l'intelligence 
artificielle. 

^.cy- Régulateur Système 

Capteurs 

FIGURE 1.3 - Contrôle en boucle fermée. 

Dès les premières heures des développements industriels et la production de maté­
riaux et processus nécessitant un contrôle, des techniques du contrôle automatiques furent 
suggérées. Ainsi, les besoins dans l'industrie de la téléphonie conduirons respectivement 
Nyquist (1932), Bode (1945) et bien d'autres à développer les mécanismes de réponses 
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et rétroactions, dont une large application ne se ferra que bien plus tard. C'est durant la 
seconde guerre mondiale et après, avec la conception des avions, des missiles et autres 
armes, que le besoin de nouvelles techniques de contrôle bien plus efficaces s'est fait 
sentir. Dans la période 1945-1965, des techniques de contrôle dites standards basées sur 
des représentations graphiques et des fonctions mathématiques complexes permettront 
de résoudre bon nombre de problèmes dans l'industrie pétrolière et chimique. Au cours 
de la période 1960-1990, la théorie des matrices à variables multiples, munie de fonda­
tions théoriques telles que l'algèbre linéaire et la théorie des opérateurs, aboutira au dé­
veloppement de la théorie du contrôle linéaire. Ces avancées théoriques permettront une 
meilleure représentation et compréhension des problèmes de contrôle, et cela de façon 
plus appropriée. Certains de ces problèmes sont encore aujourd'hui au centre des préoc­
cupations des chercheurs en automatique, comme en témoigne les travaux sur le contrôle 
optimal d'un modèle « pilote véhicule » que menait parallèlement le département d'as­
trophysique de la NASA et le centre de recherche Bolt Beranek and Neumann Inc. [Klien-
man and Braon, 1970, Levison, 1972,1970]. La théorie du contrôle trouve de nombreuses 
applications dans divers problèmes de prise de décisions, tels que : 

- le contrôle d'un engin. Le contrôle autonome d'un engin est une application récur­
rente en théorie du contrôle. Cette dernière offre les outils mathématiques de prise 
de décisions, comme l'illustre de nombreux exemples : que ce soit le contrôle d'un 
hélicoptère afin qu'il soit de façon autonome capable de décoller, atterrir, maintenir 
une position et effectuer des trajectoires simples [Abbeel et al., 2005, 2006] ; ou en­
core le contrôle d'un véhicule que l'on doit munir de capteurs intelligents capables 
automatiquement d'ajuster la vitesse en fonction des réponses de l'environnement 
et des perceptions extérieures [Hébert et al., 1997, Kiencke et al., 2006]. 

- le contrôle de multiples engins. La croissance de l'automatisation du contrôle des 
véhicules pourrait cantonner les hommes à un rôle de supervision. Cela pourrait en 
outre permettre une réduction considérable des embouteillages interminables aux 
heures de pointe. 

Cependant, la rigueur mathématique de la théorie du contrôle ne garantie pas le suc­
cès commercial des applications. La complexité des applications réelles restreint considé­
rablement l'application des techniques mathématiques extrêmement rigoureuses mais à 
coûts exorbitants. L'échec dans de nombreuses applications réelles de l'encodage de ces 
techniques mathématiques hautement estimables conduira à l'émergence de deux disci­
plines souvent opposées à tord, à savoir la recherche opérationnelle et l'intelligence artifi­
cielle. 
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1.1.3 Recherche opérationnelle 

La recherche opérationnelle s'est considérablement développée durant la seconde guerre 
mondiale grâce : d'une part, aux innombrables tâches militaires pour lesquelles elle a été 
originellement conçue ; et d'autre part, à l'explosion des capacités de calculs des ordina­
teurs. La recherche opérationnelle, ou encore nommée l'aide à la décision, est une branche 
interdisciplinaire des mathématiques et des sciences formelles. Elle fait appel aux mé­
thodes de modélisation mathématique, aux statistiques et à l'algorithmique, afin d'abou­
tir à des solutions optimales ou presqu'optimales pour des problèmes complexes. L'objec­
tif premier de la recherche opérationnelle est de proposer des modèles conceptuels pour 
analyser des systèmes complexes. Cela permet ainsi d'offrir des critères objectifs et quali­
tatifs sur lesquels les décideurs doivent fonder leurs stratégies. Les domaines d'application 
des techniques de la recherche opérationnelle vont des problèmes combinatoires, stochas­
tiques, aux problèmes concurrentiels. Ces problèmes, loin d'être la panacée de la recherche 
opérationnelle, trouvent également des solutions, parmi les meilleures, en intelligence ar­
tificielle. Nous proposons un rappel succinct de ces problèmes et des difficultés qu'il peut 
y avoir à les résoudre. 

Optimisation combinatoire 

On appelle problème d'optimisation combinatoire, un problème comprenant un très 
grand ensemble de solutions discrètes possibles, parmi lesquelles l'on recherche un opti­
mum. Dans sa forme la plus générale, un problème d'optimisation combinatoire consiste 
à trouver, dans un ensemble discret, la meilleure solution, parmi toutes les solutions pos­
sibles. La notion de meilleure solution est définie par une fonction, appelée fonction ob­
jectif. Cette fonction est utilisée en optimisation mathématique. Concrètement, une fonc­
tion objectif associe une valeur à une instance d'un problème d'optimisation. Le but du 
problème d'optimisation combinatoire est alors de déterminer l'instance (l'ensemble des 
instances) qui minimise ou maximise cette fonction. 

Notre pilote en phase d'atterrissage pourrait chercher le plus court chemin entre sa 
position courante 1 et le point d'atterrissage 4, comme illustré par exemple en Figure 1.4. 
En effet, l'ensemble des solutions discrètes possibles correspond à l'ensemble des trajec­
toires allant de 1 à 4. En outre, la fonction objectif correspond à la longueur d'une trajec­
toire donnée, allant de 1 à 4. 

Trouver une solution optimale dans un ensemble discret et fini est un problème facile 
en théorie : il suffit d'énumérer toutes les solutions possibles; puis de définir la fonction 
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Fenêtre temporelle [5,7] 

~2 

Origine 
Pas de fenêtre temporelle 

Fenêtre temporelle [3,10] 

temporelle [5,9] 

Fenêtre temporelle [6,10] 

FIGURE 1.4 - Problème de plus court chemin. 

objectif qui associe une valeur à chaque solution possible ; et enfin d'identifier celle qui 
minimise ou maximise cette fonction. En pratique, cependant, l'énumération de toutes 
les solutions possibles requière parfois un temps non négligeable. Or, le temps d'une enu­
meration exhaustive par un ordinateur est un facteur très contraignant. Il s'élève parfois 
à plusieurs dizaines voire plusieurs centaines d'années de calculs. C'est pour cette raison 
que les problèmes d'optimisation combinatoires sont réputés si difficiles. 

Optimisation stochastique 

Un problème consistant à trouver une solution optimale, face à un système dont la 
dynamique est incertaine, est appelé problème d'optimisation stochastique [Doob, 1953]. 
Dans cette thèse, nous associons à tout problème d'optimisation stochastique deux fac­
teurs : (1) un processus stochastique pouvant être perçu en informatique comme une 
tâche en pleine exécution ou simulation ; et (2) un critère objectif par rapport auquel on 
tente de contrôler le processus et d'influencer son évolution notamment au travers de 
la fonction objectif. Un problème d'optimisation stochastique consiste ainsi au contrôle 
d'un processus stochastique, tel qu'un processus de Poisson, ou un processus de Markov, 

Par exemple, connaissant la distribution décrivant le nombre d'avions entrant dans 
un aéroport à une certaine heure et la distribution décrivant la durée de leur escale, il est 
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possible de déterminer le nombre minimum de pistes à ouvrir afin qu'un avion ait moins 
de 5% de chances de devoir attendre plus de 15 minutes avant d'amorcer son atterrissage. 

Nous distinguons un processus stochastique d'un processus déterministe. Un proces­
sus déterministe ne peut transiter que vers un seul et unique état du système. A la diffé­
rence, un processus stochastique transite vers un état quelconque du système avec une 
certaine probabilité. En d'autres termes, bien que l'on sache précisément l'état initial du 
processus stochastique, il est impossible de prévoir avec certitude quelle trajectoire sui­
vra ce processus, même si certaines sont plus probables que d'autres. Bien qu'il ait eu de 
nombreux modèles de processus stochastiques introduits afin de formaliser et résoudre 
les problèmes de prise de décisions séquentielles, les modèles de contrôle des processus 
décisionnels de Markov se sont imposés comme des modèles de référence. 

Optimisation multi-agents 

Un problème consistant à la recherche d'une solution optimale ou un équilibre, face 
à un système dont l'évolution dépend des interactions entre les décisions de différents 
agents du système, est appelé problème d'optimisation multi-agents. La fixation d'une 
politique de prix de vente, sachant que les résultats d'une telle politique dépendent de la 
politique que les concurrents adopteront en est un exemple classique. Ces problèmes sont 
le plus souvent étudiés dans le cadre de la théorie des jeux. 

La théorie des jeux constitue une branche des mathématiques appliquées. Elle est étu­
diée aussi bien en recherche opérationnelle, en économie, qu'en intelligence artificielle 
[John von Neumann and Morgenstern, 1944]. La théorie des jeux s'intéresse à l'étude ma­
thématique des comportements dans un problème de stratégie, où les choix d'un agent 
dépendent des choix d'autres agents. Bien qu'initialement introduite afin d'étudier les in­
teractions entre deux protagonistes, elle a été étendue afin de prendre en compte un plus 
large nombre de protagonistes et différents types d'interactions (coopération, compéti­
tion, etc). Les jeux étudiés en théorie des jeux sont simplement des objets mathématiques. 

Un jeu est un tuple constitué d'un ensemble de joueurs, un ensemble de coups ou 
stratégies par joueur, ainsi que les récompenses associées pour chaque combinaison de 
stratégies. Un jeu est caractérisé par un équilibre : une solution disposant de propriétés sa­
tisfaisantes. Cette notion d'équilibre a été introduite afin de caractériser des solutions de 
plus ou moins bonne qualité à défaut d'une solution optimale. Dans un équilibre, chaque 
joueur adopte une stratégie de sorte qu'il n'existe aucun joueur qui ait une récompense 
à gagner en déviant unilatéralement de sa stratégie courante tandis que les autres main­
tiennent la leur. Parmi plusieurs équilibres, l'équilibre de Nash tente de saisir ce concept 
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[Nash, 1950]. Selon les jeux, les joueurs disposent d'information parfaite ou imparfaite, et 
complète ou incomplète. 

Un jeu à information parfaite correspond à une situation où chaque joueur connaît 
toutes les stratégies effectuées par les autres joueurs avant de faire son choix. Un jeu est dit 
à information complète si lors de la prise de décision, chaque joueur connaît : ses actions 
possibles; les stratégies possibles des autres joueurs; les récompenses qui en résultent; 
ainsi que les motivations des autres joueurs. Un jeu est en revanche dit à information in­
complète si l'une des ces hypothèses n'est pas vérifiée. Malheureusement, les applications 
réelles sont rarement à information complète. Cette propriété sert néanmoins en pratique 
à établir un estimé des comportements optimistes. Afin d'étudier et résoudre les jeux à in­
formation incomplète, un modèle générique a été introduit. Il s'agit des jeux stochastiques 
à information incomplète [Hansen et al, 2004, Kuhn, 1953]. 

1.1.4 Algorithmes et heuristiques 

Afin de combattre la complexité liée à l'énumération exhaustive de l'ensemble des 
solutions possibles d'un problème, plusieurs méthodes génériques ont vu le jour. La re­
cherche heuristique en est un exemple majeur. La recherche heuristique a été introduite 
à l'origine par Herbert Simon et fût développée par la suite par [Heath and Tversky, 1991, 
Tversky and Kahneman, 1974]. Il s'agit de règles simples et efficaces, acquises avec l'expé­
rience, permettant de réduire considérablement l'ensemble des solutions possibles à énu­
mérer. En effet, selon [Pearl, 1984], une heuristique est une méthode capable de produire 
une solution satisfaisante pour les utilisateurs dans de nombreux cas pratiques, mais pour 
laquelle il n'existe pas de preuve formelle de son optimalité. Alternativement, une heuris­
tique peut être optimale mais incapable de trouver une telle solution sans faire appel à 
une quantité démesurée de ressources. Les heuristiques sont souvent utilisées lorsqu'il n'y 
a aucune méthode connue pour le déterminisme d'une solution optimale sous certaines 
contraintes en ressources, telles que le temps. Malgré la relative simplicité des concepts 
qui caractérisent la plupart des heuristiques, leur adaptation efficace à un problème parti­
culier nécessite un grand effort de modélisation et une bonne connaissance des propriétés 
du problème à traiter. Les heuristiques peuvent se classer en quatre catégories : 

1. Les heuristiques constructives se contentent de construire pas à pas une seule solu­
tion, c'est le cas des méthodes dites gloutonnes. Elles se caractérisent par une grande 
rapidité de construction d'une solution satisfaisante mais dont la valeur, selon la 
fonction objectif, est loin d'être optimale. 

2. Les heuristiques de recherche locale travaillent quant à elles sur une solution qu'elles 
tentent d'améliorer itérativement. C'est le cas d'un algorithme tabou [Glover, 1989], 
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ou de l'algorithme Monté Carlo. Lors d'une itération, la solution courante est légè­
rement modifiée afin d'obtenir une solution voisine. Ces heuristiques obtiennent 
en général des solutions de valeurs supérieures à celles des heuristiques construc­
tives. Malheureusement, elles n'ont pas toujours une grande capacité à explorer des 
régions très différentes les unes de autres. Leur recherche progresse de régions voi­
sines en régions voisines, jusqu'à ce que l'espace entier de toutes les solutions pos­
sibles soit exploré. 

3. Les heuristiques évolutives agissent sur une population d'individus (des solutions 
ou des morceaux de solutions) qui coopèrent et s'adaptent individuellement. C'est 
par exemple le cas des algorithmes à inspiration biologique, tels que les algorithmes 
génétiques [Goldberg, 1989, Holland, 1975] ou des fourmis [Dorigo, 1992]. Elles ont 
la plupart du temps une grande capacité à construire des solutions très différentes 
les unes des autres. Cependant, elles manquent souvent d'agressivité, car malgré la 
diversité des solutions rencontrées, celles-ci ne sont pas toujours de grande qualité. 

4. Les heuristiques les plus puissantes connues à ce jour consistent à intégrer une heu­
ristique de recherche locale (souvent un algorithme tabou [Glover, 1989]) à une mé­
thode évolutive. Ceci afin de leur confiner l'agressivité qui fait souvent défaut. Ces 
méthodes sont appelées heuristiques évolutives hybrides. 

Certaines de ces heuristiques se sont avérées non seulement extrêmement efficaces 
mais aussi optimales pour un très large ensemble d'applications, si bien qu'elles sont au­
jourd'hui considérées comme des algorithmes à part entière. Parmi les algorithmes les 
plus réputés dans la résolution des problèmes d'optimisation, on compte l'algorithme de 
séparation et évaluation (ou encore selon le terme anglo-saxon branch-and-bound) [Land 
and Doig, 1960] ; l'algorithme A* [Peter E. Hart and Raphael, 1968] ; et la programmation 
dynamique [Beïïman, 1957]. 

Recherche heuristique 

L'algorithme de séparation et évaluation est une méthode générique de résolution des 
problèmes d'optimisation et plus particulièrement des problèmes d'optimisation combi­
natoire. Il s'agit d'une méthode d'énumération implicite : toutes les solutions possibles 
du problème peuvent être énumérées mais, l'analyse des propriétés du problème permet 
d'éviter l'énumération de larges sous-ensembles de solutions sous-optimales. L'explora­
tion des solutions possibles du problème se fait suivant une fonction heuristique. Cette 
fonction heuristique est d'une importance majeure. En effet, lorsque la fonction heuris­
tique ne sous-estime (respectivement surestime) jamais la valeur réelle d'une solution, 
l'algorithme retourne à terme une solution optimale. Elle s'apparente en ce sens à l'algo­
rithme A*. 
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L'algorithme A* se distingue de l'algorithme de séparation et évaluation de part le 
mode d'exploration des solutions. L'algorithme A* énumère les solutions dans l'ordre du 
meilleure d'abord suivant la fonction heuristique. Cet algorithme tire sa popularité des 
propriétés dont elle dispose. En particulier, aucun autre algorithme de recherche mum de 
la même fonction heuristique n'est garanti d'énumérer moins de nœuds que A*. 

Programmation dynamique 

La programmation dynamique est une méthode d'optimisation mathématique pour 
la résolution des problèmes d'optimisation. Cette méthode requiert que toute solution 
optimale puisse être construite à partir de sous solutions optimales afin de garantir l'op­
timalité de la solution globale : c'est le principe d'optimalité de Bellman. Lorsque ce prin­
cipe est vérifié, cet algorithme nécessite très peu de temps pour résoudre le problème en 
comparaison aux méthodes classiques telles que celles associées au principe variation-
nel [Goldstein et al., 2002]. La programmation dynamique permet de résoudre des pro­
blèmes combinatoires, sans générer explicitement l'espace entier de recherche. Il permet 
également de résoudre efficacement les problèmes d'optimisation stochastique (y com­
pris déterministe). En particulier, il existe un algorithme dérivé de la programmation dy­
namique, pour la résolution des problèmes d'optimisation à temps discret et horizon fini, 
nommé induction rétrograde [Putterman, 1994]. Cet algorithme a servi de fondation aux 
algorithmes d'approximation itérative de politiques ou de valeurs dans les problèmes de 
prise de décisions séquentielles à horizon infini [Howard, 1960, Putterman, 1994]. Les pro­
blèmes de recherche de plus court chemin de toute paire de nœuds d'un graphe peuvent 
également être résolus en utilisant l'algorithme de Floyd basé sur la programmation dy­
namique [Cormen et al., 2001]. 

La programmation dynamique souffre néanmoins de trois facteurs qui limitent consi­
dérablement sont utilisation même pour des applications vérifiant le principe d'optima­
lité de Bellman. Le premier facteur, identifié par [Bellman, 1957] en personne, et certai­
nement le plus connu, est la malédiction de la dimension. Il s'agit d'un phénomène selon 
lequel la complexité de la résolution d'un problème d'optimisation croît avec leur nombre 
de paramètres et la taille de leurs domaines respectifs. Le second facteur, identifié par [Pi­
neau et al., 2003b],correspond à la malédiction de l'historique. Ce facteur s'observe essen­
tiellement lorsque le système à contrôler fournit en rétroaction une information incom­
plète. Ce facteur caractérise le fait que le contrôle d'un tel système ne dépend plus de l'état 
du système mais des historiques des choix d'actions et des informations perçues jusqu'ici. 
Malheureusement, ces données croissent de façon exponentielle dans le temps. Le dernier 
facteur, introduit et motivé dans cette thèse, est nommé la malédiction de la distributivité 
[Dibangoye et al., 2009b]. Il apparaît lors du contrôle distribué d'un système multi-agents. 



Chapitre 1. Introduction 13 

C'est le moins connu de tous les facteurs de limitation de l'usage de la programmation dy­
namique, et de loin le plus contraignant. Dans le contexte du contrôle distribué, nous dé­
montrons que le choixdes actions à un instant donné est conditionné par l'ensemble des 
historiques accessibles à cet instant. A la décharge de la programmation dynamique, ces 
facteurs sont des difficultés des problèmes à résoudre. Tout autre méthode peinerait tout 
autant à les surmonter. Fort de ces observations, il est naturel de se demander : « com­
ment surmonter ces facteurs tout en utilisant un outil dont l'efficacité sur un très grand 
nombre d'applications n'est plus à démontrer? » 

1.1.5 Intelligence Artificielle 

Cette section introduit l'ensemble des définitions élémentaires en intelligence artifi­
cielle qui offrirons un cadre cohérent pour la formalisation et la résolution des problèmes 
de prise de décisions séquentielles. Le lecteur intéressé par une introduction historique de 
l'intelligence artificielle peut se référer à l'ouvrage de [Russell and Norvig, 2003]. Notre pré­
sentation se focalise essentiellement sur le problème de la prise de décisions séquentielles 
comme le voient les chercheurs en intelligence artificielle. Le cadre dans lequel nous nous 
situons tout au long de cette thèse est celui représentant un processus d'apprentissage par 
l'interaction afin d'atteindre un but [Sutton and Barto, 1998]. 

L'agent 

L'apprenti1, renvoie à une entité physique, par exemple le robot de nettoyage d'une 
salle ; le décideur d'une entreprise ; le pilote d'un avion en pleine atterrissage ; la mère 
préparant un gâteau, ou une entité abstraite, par exemple un programme informatique de 
gestion des achats sur internet. Cette entité interagit avec son environnement. Lors de ses 
interactions séquentielles, l'agent exécute des actions auxquelles l'environnement répond 
via une rétroaction en présentant de nouvelles situations, auxquelles l'agent doit réagir, et 
ainsi de suite. La rétroaction de l'environnement inclut deux signaux, le premier est asso­
cié à une nouvelle situation présentée à l'agent et le second correspond à un nombre réel 
nommé récompense (respectivement coût) que l'agent aura à maximiser (respectivement 
minimiser) au cours du temps. 

L'agent est caractérisé d'une part, par sa capacité à percevoir son environnement, pou­
vant contenir d'autres agents, aux travers de capteurs. D'autre part, il est caractérisé par 

1. dit acteur en économie, dit décideur en recherche opérationnelle, dit contrôleur en automatique ou 
encore « agent » en intelligence artificielle. 
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sa capacité à agir sur l'environnement via ses actionneurs. Les agents sont des entités au­
tonomes ou semi-autonomes et situés. C'est à dire que chaque agent a un certain nombre 
de responsabilités dans la résolution du problème et une certaine connaissance soit de ce 
que font les autres agents, s'il y en a, soit de comment ils le font. Chaque agent accomplit 
une sous tâche du problème entier indépendamment et il peut soit en percevoir le résultat 
tout seul ou avec l'ensemble des autres agents. Chaque agent n'est sensible qu'à son envi­
ronnement immédiat et bien souvent il est « inconscient » de la présence d'autres agents 
ou même de la totalité de l'environnement. Ainsi, la connaissance d'un agent se limite 
bien souvent à la tâche en cours sans aucune « conscience » de l'ensemble des tâches à 
résoudre afin de résoudre le problème tout entier. 

FIGURE 1.5 -Agent interagissant avec son environnement. 

Lorsque plusieurs agents interagissent ensemble, il est dit qu'ils sont interactionnels. 
Cela signifie qu'ils forment une collection d'entités qui coopèrent ou sont en compétition 
pour la satisfaction d'une certaine tâche. Cette notion signifie qu'un tel groupe d'agents 
peut dans une certaine mesure être perçu comme une microsociété disposant de ses connais­
sances, capacités, responsabilités, et cela même lorsque les agents en question sont co­
opératifs. Un groupe d'agents est également dit structuré. En effet, dans presque la totalité 
des stratégies de résolution d'un problème multi-agents, chaque agent se coordonnera 
avec les autres agents dans le processus de résolution du problème tout entier. Et cela 
bien que chaque agent individuellement ne perçoit que son environnement immédiat et 
ne dispose que de ses propres capacités. Enfin, cet ensemble de propriétés intrinsèques 
aux agents conduit à un comportement global cohérent : c'est l'émergence. 

Plusieurs définitions sont proposées afin d'expliquer ce concept, les deux suivantes 
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me semblent des plus pertinentes dans le cadre de cette thèse : « l'ensemble ne fait pas 
plus que la somme des ses parties. Cela signifie qu'il n'est pas nécessairement possible 
de prédire le comportement de l'ensemble des agents parla seule analyse de ses parties. » 
Fort de toutes ces observations, il est possible de définir un agent comme un élément de la 
société qui peut percevoir parfois de façon limitée les aspects de l'environnement et affec­
ter cet environnement soit directement soit au travers d'une coopération avec les autres 
agents. Bon nombre de méthodes de résolution de problèmes très complexes requièrent 
une variété d'agents. Cela est en particulier vrai pour les agents centraux se contentant de 
recevoir les informations partielles en provenance de certains agents ; les agents de coordi­
nation facilitant les interactions entre agents ; agents de recherche permettant d'examiner 
l'ensemble des informations et d'en extraire des concepts ou des généralisations utiles ; 
et les agents de décisions qui sont capables à la fois de dispatcher les tâches mais aussi 
d'apporter de solutions quant à la manière de satisfaire ces tâches. 

La planification 

Il existe deux approches distinctes d'apprentissage par interaction. La première est 
appelée planification. Elle s'applique lorsque nous disposons d'un modèle d'interaction. 
C'est à dire de règles qui relient les actions exécutées par l'agent aux rétroactions de l'en­
vironnement. La deuxième est dite apprentissage par renforcement, elle s'applique lors­
qu'au contraire nous ne disposons d'aucun modèle d'interaction. Il faut alors construire 
ce modèle puis procéder à la planification. Au cours de cette thèse, nous nous intéressons 
dans un premier temps à la planification, nous n'aborderons l'apprentissage par renforce­
ment que très brièvement. En effet, qu'il s'agisse d'apprentissage par renforcement ou de 
planification, certaines opérations élémentaires sont essentiellement les mêmes. Bien que 
cette thèse n'aborde pas de façon frontale la question de l'apprentissage par renforcement, 
bon nombre de nos contributions peuvent être très utiles dans ce contexte. Afin d'illustrer 
l'exposé sur la planification, nous utiliserons des exemples issues de la robotique. En effet, 
la robotique a été longtemps un des domaines de recherche en intelligence artificielle qui 
fournissait le plus d'intuitions dans la consolidation du concept de la résolution orientée 
agent d'un problème. 

La recherche en planification a été le fruit d'un effort concerté afin de concevoir des ro­
bots qui pourraient réaliser des tâches avec un certain degré de flexibilité et une certaine 
capacité de réponse au monde extérieur. En somme, planifier suppose qu'un robot soit ca­
pable de réaliser des actions atomiques. Ce domaine tente de trouver une séquence d'ac­
tions qui permettra d'accomplir une tâche de haut niveau, telle que traverser une pièce 
pleine d'obstacles.La planification est un problème difficile pour un certain nombre de 
raisons, parmi lesquelles nous citerons la taille de l'ensemble des séquences de mouve-
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ments possibles pour un robot. Même un robot extrêmement simple est capable de géné­
rer un vaste nombre de séquences de mouvements potentiels. Imaginons, par exemple, un 
robot qui soit capable de se déplacer en avant, en arrière, à droite, ou à gauche, et consi­
dérons le nombre de moyens qu'a ce robot pour se déplacer dans une pièce. Supposons 
aussi qu'il y ait des obstacles et que le robot soit obligé de sélectionner un chemin qui lui 
permettrait de se déplacer autour de ces mêmes obstacles de manière efficace. Ecrire un 
programme qui soit capable de découvrir le meilleur chemin sous ces circonstances, re­
quiert des techniques sophistiquées pour la représentation de la connaissance spatiale et 
le contrôle de la recherche à travers divers types d'environnements. 

Une des méthodes utilisée en planification est la décomposition hiérarchique du pro­
blème [Dietterich, 2000, Erol et al., 1994]. Si vous planifiez un voyage de la ville de Caen à la 
ville de Québec, vous aurez notamment à suivre séparément les étapes suivantes : réserver 
le vol ; vous rendre à l'aéroport ; procéder au changement d'avions lors des escales ; et trou­
ver un moyen de transport dans Québec. Chacun de ces sous problèmes pourrait être en­
core décomposé en sous problèmes de plus petites tailles et ainsi de suite. Non seulement 
cette approche permet de réduire considérablement l'espace de recherche, mais en plus 
elle permet la mémorisation fréquente de sous plans utiles pour un usage futur. Bien que 
les humains planifient sans un réel effort, créer un programme qui soit capable de faire de 
même est une tâche très complexe. Une tâche telle que celle qui consiste à décomposer un 
problème en sous problèmes plus simples et indépendants requiert des heuristiques très 
sophistiquées et une grande connaissance du domaine d'application. Déterminer quels 
sous plans devraient être mémorisés et comment ils pourraient être généralisés pour un 
usage futur constituent autant de problèmes difficiles. 

Outre la capacité à réduire l'espace de recherche, le robot doit également être capable 
d'organiser ses plans afin de répondre au mieux aux rétroactions imprévues de l'environ­
nement. Souvent, un robot aura à construire un plan sur la base d'informations incom­
plètes et corriger par la suite son comportement lors de l'exécution de ce plan. Un robot 
peut ne pas avoir les capteurs adéquats afin de localiser tous les obstacles sur son chemin. 
Un tel robot doit se déplacer à travers la pièce sur la base de se qu'il aura perçu puis il doit 
corriger par la suite son chemin lors de la détection des autres obstacles. 

Frustrer à la fois par la complexité de la représentation de l'espace de recherche, et par 
la définition des techniques de recherche adéquates pour la planification traditionnelle, 
les chercheurs, y compris [Agre and Chapman, 1987] et [Brooks, 1991], ont redéfini le pro­
blème sous la forme d'un problème d'interactions de plusieurs agents semi-autonomes 
ou autonomes. Chacun des agents ayant la responsabilité de sa propre portion du pro­
blème, de sorte qu'à travers leur coordination une solution du problème originale émerge. 
Aujourd'hui, la recherche en planification a largement dépassée les frontières de la robo-
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tique. Elle inclut désormais la coordination de plusieurs ensembles complexes de tâches 
ou buts. Les planificateurs modernes sont appliqués aux agents logiciels [Nilsson, 1994] 
aussi bien qu'aux agents physiques. 

1.2 Prise de décisions séquentielles 

Compte tenu de la diversité des problèmes abordés dans cette thèse, nous nous sommes 
inspirés de [Putterman, 1994] dans la conception de notre formalisme. Le caractère abs­
trait de ce formalisme est nécessaire afin d'offrir un exposé cohérent aussi bien pour la 
présentation de l'état de l'art que pour celle des contributions de la thèse. 

Cette section introduit la problématique de prise de décisions séquentielles. Cette pro­
blématique est représentée symboliquement au travers de la Figure 1.6. À un instant quel­
conque (T -1) dans le temps, un agent perçoit une information wT_i sur l'état 5T_i du sys­
tème (ce qu'on voit). Muni de l'historique des paires d'états et d'actions hT-\ = (so,ao,coi,--- ,aT-2,coT 

(ce qu'on infère), le décideur choisit une action aT_i (ce qu'on voit). Le choix de cette ac­
tion produit deux effets : d'une part, le décideur reçoit une récompense immédiate rT_i 
(respectivement un coût immédiat) et d'autre part, le système transite vers un nouvel état 
en tenant compte de l'information coT recueillie sur cet état (ce qui se passe). Ce problème 
se répète tant que l'agent le désire. 

Ce qui se passe : — 

FIGURE 1.6 - Processus de prise de décisions séquentielles [Pineau, 2004]. 
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1.2.1 Différents types de modèles 

Les problèmes de prise de décisions séquentielles recouvrent un vaste éventail de pro­

blématiques. Ces dernières décrivent les caractéristiques et propriétés de l'environnement ; 
des contraintes de planification ou d'exécution ; et des propriétés spécifiques des agents 
intervenant dans la résolution de la tâche globale. Toutes ces propriétés peuvent être vues 
comme des propriétés de l'environnement ou des agents individuellement [Russell and 
Norvig, 2003]. 

Décisions séquentielles 

Les problèmes de prise de décisions séquentielles sont décomposés en instants de dé­

cisions ­ ces derniers correspondent à la division du temps opérée par le décideur quant 
aux instants où un agent interagit avec l'environnement en exécutant une action et per­

cevant ensuite les informations sur l'état suivant du système. Lorsqu'un même problème 
de prise de décisions séquentielles se répète sur plusieurs épisodes, il est dit épisodique. 
Comme il s'agit essentiellement du même problème, nous ne traitons dans cette thèse 
qu'un seul épisode : 

1. continu ­ discret 
Les décisions sont prises à différents instants dans le temps. Nous utiliserons la va­

riable N N afin de représenter le nombre de décisions à prendre. L'ensemble des 
instants de décisions correspond à un sous­ensemble de réels non négatifs. On en 
distingue de deux catégories, les ensembles d'instants de décisions continus ou dis­

crets. On parle alors de problèmes de prise de décisions séquentielles à temps continu 
ou discret, respectivement. S'il s'agit d'un ensemble discret, nous dirons que les dé­

cisions sont prises aux instants T = 0, !,■•• ,N— 1 fixés. Si au contraire il s'agit d'un 
continuum, les décisions sont prises soit suivant des instants choisis aléatoirement, 
soit selon la détection d'un certain nombre d'événements prédéfinis, ou encore de 
façon continuelle dans le temps. Dans cette thèse, nous n'aborderons que des pro­

blèmes de prise de décisions séquentielles à temps discrets. Lorsque que nous se­

rons confrontés à un problème à temps continu, nous procéderons à une discrétisa­

tion du temps. 

2. horizon fini ­ horizon infini 
L'ensemble des instants de décisions peut être fini, si T = 0,l,­­­ , N ­ 1 pour tout 
entier N < oo, ou infini dans le cas où T = 0,1, • • • pour tout entier N = oo. Lorsque 
A/est fini, tout problème de prise de décisions séquentielles est appelé problème 
à horizon fini ; le cas échant, il sera dit à horizon infini. La grande partie de mes 
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contributions concerne les problèmes à horizon infini, cependant nous aborderons 
au Chapitre 5 les problèmes à horizon fini comme base pour la résolution des pro­
blèmes à horizon infini aborder au Chapitre 6. 

Propriétés du système 

1. Morkovien-nonMarkovien 
Un système dont l'évolution futur ne dépend de l'historique qu'au travers de l'état 
courant : c'est la propriété de Markov. De tels systèmes sont dits Markoviens. Un sys­
tème est dit non Markovien s'il est souvent nécessaire de se souvenir de tout ou par­
tie des historiques afin d'en estimer avec exactitude l'information suffisante afin de 
construire un plan des décisions futures. Dans cette thèse, tous les systèmes étudiés 
sont munis de la propriété de Markov. Nous démontrons au Chapitre 5 que dans une 
certaine mesure tout problème de prise de décisions séquentielles peut être modé­
lisé comme un système Markovien. 

2. statique - dynamique 
Lorsque le système est capable de transiter d'un état à un autre alors même que 
l'agent est en pleine délibération, le système est dit dynamique. Le cas échéant, le 
système est dit statique, il s'agit des situations où le décideur est capable de délibérer 
suffisamment vite de sorte que le système ne transite d'un état à un autre qu'à la 
suite de l'exécution d'au moins une action. 

3. stochastique - déterministe 
Lorsque le système transite toujours vers un unique état successeur de l'état cou­
rant suite à l'exécution d'une action donnée, le système est dit déterministe. Le cas 
échéant, il est dit stochastique. Dans un tel système, les transitions sont dictées par 
une distribution de probabilités sur l'espace des états possibles du système, et cela 
pour chaque action possible. 

4. synchrone - asynchrone 
Dans le cas de systèmes synchrones, la mesure du temps est l'exécution par l'agent 
d'une action. En d'autres termes, la transition d'un état du système à un autre ne 
se produit qu'à la suite de l'exécution d'une action. Lorsque plusieurs agents sont 
considérés, nous supposerons qu'ils sont synchrones c'est à dire qu'à chaque instant 
de décision, ils exécutent tous une action individuelle - éventuellement l'action « ne 
rien faire ». Nous ne considérons pas les systèmes asynchrones, c'est à dire les sys­
tèmes pour lesquels la transition d'un état à un autre n'est pas nécessairement due à 
l'exécution d'une action : le système n'attend pas que l'agent ait exécuté son action 
avant de transiter vers un nouvel état. Dans cette thèse, nous n'abordons pas non 
plus le problème de synchronisation des agents, nous supposerons que les agents 
exécutent leurs actions de façon synchrone. 
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5. mono agent - multi-agents 
Afin de simplifier l'exposé d'un algorithme ou d'un problème, nous nous restrein­
drons souvent au cas d'un ou de deux agents. Cependant, les modèles utilisés prennent 
en compte plus de deux agents en général. La résolution de problèmes multi-agents 
requiert bien souvent la prise en compte des caractéristiques du systèmes, par exemple 
les interactions entre agents, ou de tout autre restriction permettant de réduire la 
complexité. Ces aspects ne sont pas abordés dans cette thèse. Néanmoins nos contri­
butions peuvent s'imbriquer aux méthodes d'exploitation des interactions entre agents. 

6. compétitif- coopératif 
Lorsqu'un système inclut plusieurs agents en compétition dans le but de minimi­
ser les gains d'un adversaire et de maximiser les siens : le problème est dit com­
pétitif. Lorsque les agents doivent s'entre aider afin de maximiser les gains de l'en­
semble des agents : le problème est dit coopératif. Bien que les approches proposées 
dans cette thèse puissent très facilement s'étendre dans le cas compétitif, nous nous 
concentrons exclusivement aux problèmes coopératifs. 

7. contrôle centralisé - contrôle distribué 
Lorsque le système est contrôlé par plus d'un agent, ces derniers peuvent prendre 
leurs décisions individuelles d'un commun accord. Par exemple, ils peuvent s'en re­
mettre aux choix d'un agent central. Il s'agit alors d'un contrôle centralisé. Lorsqu'au 
contraire les agents exécutent leurs actions séparément et indépendamment des dé­
cisions prises par les autres agents, on parle alors de contrôle distribué. 

1.2.2 États, Actions et Observations 

À chaque instant de décision, le système est dans une configuration donnée, appe­
lée état. L'ensemble des états du système est noté S. . Si à un instant de décision, le dé­
cideur observe complètement l'état du système (co = s),), il peut d'après la propriété de 
Markov choisir d'exécuter une action a parmi toutes les actions possibles. On note A 
des actions possibles. Il arrive parfois que l'agent soit incapable d'observer complète­
ment l'état du système [co \£ s), mais seulement une information partielle co. On appelle 
observation une telle information, notée co. L'ensemble des observations perçues par le 
décideur est noté CL Nous nous intéresserons essentiellement aux ensembles S, A et D. 
finis. Parfois l'agent doit baser le choix de l'action à exécuter sur ses observations et ac­
tions passées. C'est à dire que le choix de l'action a- est conditionné par l'historique ho:r = 
(ao,co\,a\,co2,--- ,aT-\,coT), oùwT et ar dénotent l'observation perçue et l'action exécutée 
par l'agent à l'instant T. Lorsque l'agent perçoit complètement l'état s du système, l'his­
torique s'écrit /ZO:T = («o,5i,ai,52,--- ,aT_i,5T). L'historique ho:r est alors donné récursive-
ment par IIQ:T = (/zo:x-i,flT-i,WT)- On note HQ:X l'ensemble de tous les historiques ho:T de 
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longueur T + l. Notons que Ho:i = AxQ, H0.2 = Ax Q. x Ax Q. et Ho:T = D.xAxQ.x---xAxQ., 
enfin H0-T satisfait l'induction H0:T = HO.T-1 x A x Q.Les actions peuvent être choisies de fa­
çon aléatoire ou déterministe. On note £?[A) l'espace des distributions de probabilités sur 
A. Choisir une action aléatoirement revient à sélectionner une distribution de probabili­
tés dans P(-) e &(A), puis sélectionner l'action a avec la probabilité P(à). Un cas dégénéré 
des sélections aléatoires d'actions est le cas déterministe, c'est à dire : soit P{a) = 1 soit 
P(à) = 0. 

États du système 

À chaque instant de décision le système est dans un état. Il s'agit des différentes confi­
gurations dans lesquelles le système peut se retrouver. Par exemple, la position dans l'es­
pace d'un avion en phase d'atterrissage, ou encore les caractéristiques du gâteau en cours 
de cuisson. 

1. continu -discret 
Bien que ces configurations correspondent parfois à des espaces continus, il existe 
des méthodes de discrétisation d'espaces continus afin de les rendre discrets [Scher-
rer, 2005]. Nous nous intéresserons plus particulièrement aux ensembles d'états fi­
nis, aux Chapitres 2 et 4. Lorsque nous aborderons des modèles où l'information 
suffisante pour planifier appartient à un continuum, nous procéderons à des stra­
tégies de planification sur un ensemble discrets du continuum. C'est notamment 
le cas aux Chapitres 2,3,4, 5 et 6. Cette information suffisante est encore appelée la 
statistique suffisante. C'est une distribution de probabilités qui est suffisante pour 
sélectionner les actions, ou politiques à chaque instant de décision. Souvent la sta­
tistique suffisante est vue comme l'état courant du système 

2. complètement observable - partiellement observable 
Si les capteurs de l'avion en phase d'atterrissage fournissent la position exacte de 
l'avion dans l'espace ; si les perceptions de la mère quant à l'état de cuisson du gâ­
teau sont exactes, il est alors dit que ces perceptions ou encore observations sont 
complètes. Cela signifie que ces observations fournissent toute l'information utile 
en vue de déterminer l'état courant du système. Lorsque ces perceptions permettent 
de déterminer sans incertitude l'état du système, le problème de prise de décisions 
est dit complètement observable. Le cas échéant, il est dit partiellement observable. 
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Actions disponibles 

L'ensemble des actions A décrit les différents effets des décisions sur l'état du système. 

1. continu ­ discret 
L'ensemble des actions peut être soit discret soit continu. Une fois de plus nous ne 
nous intéresserons qu'au cas discret. Lorsqu'un environnement dispose d'un en­

semble continu d'actions, nous supposerons qu'une méthode de discrétisation lui 
aura été appliquée afin de nous ramener dans le cas discret. 

2. fini ­ infini 
Dans cette thèse, nous n'aborderons que le cas des ensembles finis d'actions, le cas 
général des espaces infinis d'actions accroît considérablement la complexité des 
problèmes. 

En résumé, nous aborderons dans cette thèse des problèmes, à temps discrets et hori­

zon fini ou infini, de contrôle centralisé ou distribué d'environnements statiques, stochas­

tiques, synchrones, coopératifs, stationnaires ou non stationnaires, markoviens, et mono 
agent ou multi­agents. 

1.2.3 Politiques et règles de décisions 

Une politique, un plan contingenté, ou encore une stratégie, est une application qui 
spécifie la procédure de sélection d'une action à chaque instant de décision. Une politique 
propose aux agents l'action à exécuter pour tout état ou historique du système. Il existe un 
large éventail de classes de politiques allant des politiques Markoviennes déterministes 
aux politiques aléatoires dépendant de l'historique, comme illustrer à la Figure 1.1. Plus 
formellement, une politique n est une séquence de règles de décisions, (dQ, d\, ■ ■ ■, <ijv­i)> 
où dr e D* représente une règle de décisions pour instant de décision T = 0,1, • ■ •, N ­ 1 , et 
NtuCoo, avec x une des classes de politiques. Soit n* l'ensemble de toutes les politiques de 
la classe x> c'est à dire n* = DQ X D \ X ■ ■ ■ x DX

N_V où D* représente l'ensemble des règles 
de décisions de la classe x à l'instant T < N ^ oo. 

Le tableau 1.1 donne une classification des règles de décisions. Un règle de décisions 
est une application qui associe à tout rétroaction de l'environnement une action. Dans la 
classe des règles de décisions stationnaires et déterministes DSD, une règle de décisions 
est une application d : S — A invariante par rapport au temps, et qui associe à tout état 
s e S , une action a e A. Une politique dans l'espace des politiques stationnaires et déter­
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Choix de l'action 
Dépendance Déterministe Aléatoire 

Stationnaire DSD 

d: S ^ A 
D S A 

d: S^&(A) 

Markovien D M D 

d: ST — AT 

D MA 

d: Sr-+&(Ar) 

Non-markovien D H D 

dT : H0:T - AT 

D H A 

dr:Ho :r^&(AT) 

TABLE 1.1 - Classification des règles de décisions 

ministes nSD, est alors donnée par n = (d,d,d, •••) où la règle de décisions est la même 
quelque soit l'instant de décision. C'est dans ce cas précis, qu'il est admis d'identifier abu­
sivement une politique n à une règle de décisions d. 

Malheureusement, la diversité des problèmes traités dans cette thèse nous oblige à dif­
férencier la politique n des règles de décisions associées, sauf contre indication. En effet, 
dans la classes des règles de décisions non Markoviennes et déterministes, par exemple 
DHD„ une règle de décisions est une application dT : HO_T —• Â qui associe à un historique 
JZO.T e Ho;T une action a e A. Une politique dans la classe des politiques non Markovienne 
et déterministe est quant à elle une séquence de règles de décisions (do,di,--- ,dT-\), dif­
férentes les unes des autres. 

On appelle politique Markovienne toute politique dont la sélection de l'action à exé­
cuter ne dépend que de l'état courant du système et non de l'historique. Une politique 
est déterministe si elle choisit toujours la même action pour le même état ou historique, 
quelque soit l'instant de décision. Nous disons qu'une politique est dépendante de l'his­
torique si la sélection de l'action à exécuter dépend de l'historique. De façon équivalente 
nous dirons qu'elle est non Markovienne le cas échéant. Enfin, une politique est aléa­
toire si la sélection de l'action à exécuter à instant T dépend non seulement de l'état ou 
l'historique, mais aussi d'une distribution de probabilités sur le choix de l'action ou de la 
règles de décisions à exécuter. Pour tout état 5T (resp. historique fto_T), l'action a est exé­
cutée avec une probabilité P(a - aT|5T) (respectivement P(a = aT|/io:T))- On peut dès lors 
classifier les politiques en quatre catégories de politiques : les politiques markoviennes et 
déterministes nM D ; les politiques markoviennes aléatoires nMA ; les politiques non Mar­
koviennes et déterministes nH D ; et les politiques non Markoviennes et aléatoires n 1^. La 
synthèse de cette discussion est fournie au Tableau 1.1. Nous appelons politique station-
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naire toute politique no:T telle que dT = d pour tout T = 1,2, • • • , N ­ 1 . On peut voir une po­

litique déterministe comme un cas dégénéré de politique aléatoire telle que P(a = aT\­) = 1 
ou P(a = aT |) = 0. Une politique stationnaire est de la forme JtQ:r = (d, d, ■ • •), nous la no­

terons pour simplifier d sans distinction de l'instant de décision. Une politique est dite 
pure si elle est stationnaire et déterministe. Il en résulte deux autres classes de politiques : 
politiques stationnaires et déterministes DSD et les politiques stationnaires et aléatoires 
D ^ . 

1.3 Contributions de la thèse 

De nombreux modèles de prise de décisions dans l'incertain ont été proposés par des 
chercheurs en planification, théorie de la décision, recherche opérationnelle, théorie du 
contrôle, ou encore en économie. Bon nombre de ces formulations s'inscrivent dans un 
modèle plus général appelé modèle de contrôle des processus décisionnels de Markov 
[Bertsekas, 2005, Putterman, 1994]. Ce modèle prend en compte non seulement les ef­

fets des actions courantes mais aussi ceux des actions à venir. Cela permet en outre de 
modéliser une large panoplie d'applications réelles. La famille des modèles de contrôle 
des processus décisionnels de Markov peut être vue comme une généralisation des mo­

dèles classiques de planification, y compris STRIPS [Fikes and Nilsson, 1971] et GraphPlan 
[Blum and Furst, 1995]. En effet, les planificateurs en Intelligence Artificielle se sont ini­

tialement cantonnés à la recherche de séquences d'actions permettant d'atteindre un but 
prédéfini suivant une représentation logique [Hoffmann et al., 2006] ou symbolique [?] 
d'un système déterministe : c'est la planification déterministe. Les modèles de contrôle 
des processus décisionnels de Markov généralisent ces modèles de planification détermi­

niste. D'une part, ils offrent une plus grande diversité sur la nature des actions possibles. 
Certaines des actions sont en effet stochastiques : les effets de l'exécution de ces actions 
sont incertains. D'autre part, les modèles de contrôle des processus décisionnels de Mar­

kov offrent de plus riches critères de sélection d'un plan. Plutôt que de sélectionner un 
plan quelconque capable d'atteindre le but prédéfini, ils différentient les plans selon une 
fonction objectif minimisant des coûts ou maximisant des récompenses. De plus les mo­

dèles de contrôle des processus décisionnels de Markov permettent de formaliser les ap­

plications dont la rétroaction du système offre une information partielle sur l'état courant 
du système [Lovejoy, 1991, Sondik, 1978, ?]. Enfin, ils peuvent intégrer l'influence d'un ou 
de plusieurs agents à la fois. En particulier, ils offrent la possibilité d'étudier le contrôle 
distribué d'un système par un groupe d'agents. Ce dernier modèle est nommé modèle de 
contrôle distribué des processus de Markov (DEC­POMDPs/DEC­MDPs) [Bemstein et al., 
2000, 2002, Pynadath and Tambe, 2002]. 
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Les modèles de Markov tombent ainsi dans une classe plus vaste des modèles de pla­
nification probabiliste. Il s'agit des modèles dont les transitions d'un état à un autre se font 
suivant une distribution de probabilités. Il est à noter que la classe des modèles probabi­
listes inclus : 

1. la planification conditionnelle avec actions non probabilistes : ce type de modèles 
produit une séquence d'actions formant un plan dont le succès est garanti quelque 
soit les conditions rencontrées [?]. 

2. la planification contingentée avec actions non probabilistes : contrairement au cas 
précédent, ce type de modèles produit des plans contingentés. Il s'agit de plans dont 
les effets et le choix des actions sont conditionnés par les rétroactions du système. 
Comme les actions sont déterministes, le planificateur doit alors rechercher un plan 
dont le succès est assuré quelque soit les circonstances. On parle alors de plan uni­
versel. 

3. la planification conditionnelle avec actions probabilistes : ces planificateurs sont 
similaires à ceux introduits au cas (1), à l'exception les actions sont stochastiques. 
Dès lors, le planificateur doit rechercher une séquence d'actions dont la probabilité 
de succès est la plus grande [Nicola et al., 2001]. 

4. la planification contingentée avec actions probabilistes : comme dans le second cas, 
le planificateur produit des plans contingentés. De façon similaire au cas (3), les ac­
tions probabilistes permettent au planificateur de sélectionner le plan dont la pro­
babilité de succès est la plus grande. D'autres critères peuvent être utilisés lors de la 
sélection de ces plans contingentés. Parmi de nombreux critères possibles, on note : 
la minimisation de la longueur du plan ; ou encore la maximisation de l'espérance 
des récompenses du plan [Blum and Langford, 1998]. 

Les processus décisionnels de Markov et ses extensions tombent dans la catégorie des 
modèles de planification contingentée avec actions probabilistes. Cette dernière inclut 
toutes les autres catégories. Malheureusement, la caractère générique des processus déci­
sionnels de Markov et ses extensions s'accompagne de très grandes difficultés quant à la 
résolution des applications réelles qu'ils parviennent à modéliser. 

Dans cette thèse, nous faisons références à ces difficultés au travers des trois facteurs 
suivants : la malédiction de la dimension [Bellman, 1957] ; la malédiction de l'historique 
[Pineau et al., 2003b] ; et la moins connue de toutes et sans doute la pire la malédiction 
de la distributivité. Nous proposons en particulier de réduire l'impact de toutes ces malé­
dictions au travers d'algorithmes efficaces. D'une part, nous réduisons la complexité liée 
à la fois à la malédiction de la dimension et la malédiction de l'historique via une ap­
proche nommée planification topologique pour le contrôle centralisé des processus de 
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Markov (Section 1.3.1). Dans sa version courante cette approche propose une famille d'al­
gorithmes très performants pour la résolution des problèmes de contrôle centralisé des 
processus décisionnels de Markov. D'autre part, nous démontrons qu'une planification 
centralisée pour le contrôle distribué des processus de Markov est possible. Et surtout, 
nous offrons une analyse formelle d'une telle approche (Section 1.3.2). Les algorithmes de 
planification centralisée pour le contrôle distribué offrent une bonne réponse à la malé­
diction de la distributivité. Ils sont, à ce jour, les meilleurs pour la résolution des problèmes 
de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov. 

1.3.1 Planification topologique pour le contrôle centralisé 

L'une des méthodes en planification pour le contrôle centralisé des processus de Mar­
kov consiste à rechercher une politique en maximisant une fonction de valeurs. La fonc­
tion de valeurs fait office de fonction objectif dans les processus décisionnels de Mar­
kov. L'approche construit efficacement une politique optimale ou presqu'optimale. En ef­
fet, elle permet de comparer numériquement différents choix d'actions permettant d'at­
teindre ou de satisfaire un but tout en optimisant un critère objectif. Cependant, recher­
cher le plus rapidement et précisément la fonction de valeurs requiert des efforts consé­
quents en calculs. De nombreuses tentatives ont été proposées afin d'accélérer les algo­
rithmes classiques, y compris l'algorithme d'itération de valeurs [Howard, 1960] et l'algo­
rithme d'itération de politiques [Putterman, 1994]. Parmi ces approches, les algorithmes 
dits prioritises suggèrent des solutions aux problèmes de l'ordre des mises à jour des en­
trées de la dite fonction de valeurs. Les algorithmes prioritises permettent de réduire consi­
dérablement le nombre requis de mises à jour. Néanmoins, ils rajoutent un coût addition­
nel parfois prohibitif. Se pose alors la question suivante : « est-il possible de réduire sub­
stantiellement le nombre de mises à jour de la fonction de valeurs tout en ne rajoutant 
qu'un coût additionnel négligeable ? » 

C'est à cette question que tente de répondre la planification topologique que nous pro­
posons dans le cadre du contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov. Selon 
la classe des processus de Markov à laquelle on est confronté, l'approche est sensiblement 
différente mais le principe général est invariant. 

Dans le cas le plus simple des problèmes de contrôle centralisé des processus décision­
nels de Markov complètement observables (MDPs), la fonction de valeurs associe à tout 
état du système une valeur réelle. La planification topologique dans ce contexte procède 
d'abord à l'étude des dépendances causales entre les états du système. Puis elle extrait la 
structure des dépendances causales associée aux états, aussi nommée structure topolo­
gique. Enfin, elle effectue des mises à jour de la fonction de valeurs suivant l'ordre inverse 
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de l'ordre topologique sur cette structure. 

Dans le cas le plus complexe des problèmes de contrôle centralisé des processus dé­
cisionnels de Markov partiellement observables (POMDPs), la fonction de valeurs asso­
cie à tout historique d'actions et d'observations une valeur réelle. La planification topo­
logique se décline dans ce cadre d'abord en l'étude des dépendances causales entre les 
historiques. Puis, elle procède à l'extraction de la structure topologique associée. Et en­
fin, elle réalise la mise à jour des historiques suivant l'ordre inverse de l'ordre topologique 
induit par la dite structure. 

L'efficacité de ce raisonnement réside dans le fait qu'en regroupant et ordonnant les 
états ou historiques selon leur degré de dépendance, nous réduisons considérablement le 
nombre de mises à jour inutiles. En effet, chaque groupe d'états ou d'historiques est vir­
tuellement mise à jour une et une seule fois. De façon similaire aux MDPs et POMDPs, ce 
raisonnement peut s'étendre au cadre général de la prise de décisions séquentielles. De 
plus, nous montrons que cette approche s'intègre facilement dans des paradigmes anté­
rieurs de calcul de la fonction de valeurs, y compris la recherche par chaînage avant et la 
recherche par chaînage arrière. Enfin, cette approche a été validée sur différents domaines 
de la littérature des MDPs et POMDPs. Elle a montré des performances remarquables sur 
l'ensemble de ces domaines. Elle offre de meilleures performances lorsque le domaine est 
naturellement structuré. Certaines applications sont tout naturellement plus appropriées 
à cette approche. En particulier, les applications liées aux chaînes d'approvisionnement, 
où la tâche principale peut se décomposer en plusieurs tâches avec des dépendances cau­
sales strictes entre elles. 

1.3.2 Planification centralisée pour le contrôle distribué 

À la différence des problèmes de contrôle centralisé, le contrôle distribué des proces­
sus décisionnels de Makov (DEC-POMDPs) offre un challenge de taille. En effet, l'analyse 
de complexité de ce modèle révèle que est NEXP-difficile ou indécidable. Outre cette com­
plexité, la recherche en DEC-POMDPs est très récente et explique en partie l'écart tant du 
point de vu théorique que du point de vu algorithmique en comparaison aux sous-classes 
MDPs et POMDPs. Les approches proposées à ce jour peuvent-être classées comme des 
approches de planification distribuée pour le contrôle distribué des processus décision­
nels de Markov. Nous nommons ainsi ces approches car elles consistent en la distribu­
tion du problème général en plusieurs sous-problèmes représentant chacun un problème 
mono-agent. Cela de sorte à pouvoir utiliser les techniques de planification developées 
dans le cadre du contrôle centralisé. Ainsi, la résolution du problème entier correspond 
en la résolution de l'ensemble des problèmes mono-agent 
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À la différence des problèmes de contrôle centralisé, le contrôle distribué des proces­
sus décisionnels de Markov (DEC-POMDPs/DEC-MDPs) offre un challenge de taille. En 
effet, l'analyse de complexité de ce modèle révèle que le problème de décision associé 
est indécidable dans le cas à horizon infini et NEXP-difficile dans le cas à horizon fini. 
Outre cette complexité, la recherche en DEC-POMDPs est très récente et explique en par­
tie l'écart tant du point de vu théorique que du point de vu algorithmique en comparaison 
aux sous-classes MDPs et POMDPs. Les approches proposées à ce jour peuvent être clas­
sées comme des approches de planification distribuée pour le contrôle distribué des pro­
cessus décisionnels de Markov. Nous nommons ainsi ces approches car elles consistent 
en la distribution du processus de résolution du problème en plusieurs processus de réso­
lution. Ils représentent chacun un problème mono agent. Cela de sorte à pouvoir utiliser 
les techniques de planification développées dans le cadre du contrôle centralisé. Ainsi, la 
résolution du problème entier correspond en la résolution d'un ensemble des problèmes 
mono agent [Hansen, 1998, Kaelbling et al., 1995, Putterman, 1994]. 

Contrairement à la planification distribuée pour le contrôle distribué des processus 
décisionnels de Markov, nous proposons une approche fondamentalement différente. Elle 
est nommée la planification centralisée pour le contrôle distribué des processus décision­
nels de Markov. La différence réside dans le fait que l'ensemble des agents est vu mainte­
nant comme un et un seul agent central. Parce que lors du contrôle distribué des proces­
sus décisionnels de Markov, un agent n'a aucune connaissance des perceptions des autres 
agents, il est difficile d'envisager une planification centralisée pour le contrôle distribué 
des processus décisionnels de Markov. Néanmoins, nous décrivons et démontrons qu'il 
est non seulement possible de planifier de façon centralisée pour le contrôle distribué 
des processus décisionnels de Markov, mais surtout qu'il est possible de le faire de ma­
nière exacte. Nous généralisons, pour y parvenir, un grand nombre de résultats théoriques 
connus dans le cadre des MDPs et POMDPs au cadre général des processus de prise de 
décisions séquentielles, y compris au cadre des DEC-MDPs et DEC-POMDPs. Nous réin­
troduisons et démontrons tous les concepts de base, y compris le critère d'optimalité, les 
équations d'optimalité, le principe d'optimalité, et la statistique suffisante, pour la résolu­
tion des problèmes de contrôle des processus de Markov à temps discrets. Nous offrons en 
outre une nouvelle analyse sur les origines de la complexité des DEC-POMDPs à travers la 
notion de la malédiction de la distributivité. 

Fort de cette étude théorique du problème, nous généralisons les algorithmes d'ité­
ration de valeurs et politiques pour des DEC-POMDPs à horizon infini. De même, nous 
proposons un algorithme d'induction rétrograde pour la résolution des DEC-POMDPs 
à horizon fini. Puis nous dérivons de ces algorithmes des versions approximatives bien 
plus efficaces, à mémoire limitée ou spécialisées aux sous-classes de DEC-POMDPs. Sur 
l'ensemble des benchmarks, ces algorithmes approximatifs sont de loin les meilleurs. La 
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planification centralisée pour le contrôle distribué des processus décisionnels de Markov 
est une approche prometteuse permettant d'exploiter au mieux l'ensemble des propriétés 
des systèmes à contrôler. Elle ouvre la voie à une nouvelle famille d'algorithmes exactes et 
approximatifs. L'une des contributions des plus importantes de cette thèse est la preuve 
d'une grande similarité entre l'ensemble des problèmes de prise de décisions séquen­
tielles. Cette observation est de taille car cela signifie qu'une connaissance acquise dans 
un modèle peut toujours être exploitée dans l'ensemble des autres modèles. Elle s'op­
pose de ce fait à l'idée communément admise selon laquelle un POMDP serait très dif­
férent d'un DEC-POMDP : « de mon point de vue le premier correspond au second plus 
la contrainte de distributivité. » 

1.4 Sommaire de la thèse 

Cette thèse inclut à la fois une analyse rigoureuse des problèmes de prise de décisions 
séquentielles ainsi que de nouveaux algorithmes efficaces pour la résolution de ces pro­
blèmes. Les chapitres de cette thèse sont partagés en deux grandes parties. L'une établit 
l'état de l'art sur les modèles de contrôle des processus décisionnels de Markov, y compris : 
les MDPs ; les POMDPs ; et les DEC-POMDPs. L'autre partie décrit nos contributions dans 
chacun de ces modèles et plus généralement dans la résolution des processus de prise de 
décisions séquentielles : 

Chapitre 1 — Introduction 

Chapitre 2 — Contôle centralisé des processus décisionnels de Markov. Nous y discutons 
des systèmes mono agent, à savoir les processus décisionnels de Markov complè­
tement observable (MDPs) ou partiellement observable (POMDPs). Nous revenons 
succinctement sur ces modèles ainsi que sur les algorithmes dont les plus perfor­
mants à ce jour. Ce chapitre permet au lecteur d'avoir un regard général sur l'en­
semble des méthodes de résolution des MDPs et POMDPs. 

Chapitre 3 — Contôle distribué des processus décisionnels de Markov. Nous y discutons 
des systèmes multi-agents. En particulier, nous motivons et expliquons l'intérêt du 
contrôle distribué. Nous introduisons par la suite le modèle des DEC-POMDPs ainsi 
que ses innombrables sous-classes. Nous rappelons les algorithmes classiques pour 
la résolution des DEC-POMDPs à horizon fini aussi bien qu'à horizon infini. Nous 
discutons en profondeur des approches approximatives tout en soulignant leurs dif­
férences, forces et faiblesses. 

Chapitre 4 — Résolution topologique pour le contrôle centralisé. Nous abordons les contri­
butions de cette thèse dans la résolution des problèmes de contrôle centralisé des 
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processus décisionnels de Markov. Nous introduisons l'idée de la planification to­
pologique ainsi que les motivations théoriques et ses applications. Nous décrivons 
l'ensemble des algorithmes exactes et approximatifs pour la résolution des MDPs 
mais aussi des POMDPs, dans ce cadre. 

Chapitre 5 — DEC-POMDPs à Horizon fini. Ce chapitre expose mes contributions aux pro­
blèmes du contrôle distribué des processus décisionnels de Markov partiellement 
observables, à temps discret et horizon fini. Nous y refondons, introduisons et dé­
montrons tous les concepts de base, y compris : le critère d'optimalité ; les équations 
d'optimalité ; le principe d'optimalité ; et la statistique exhaustive pour la résolution 
des problème de contrôle des processus de Markov à temps discrets et horizon fini, 
dont les MDPs, POMDPs, DEC-MDPs et DEC-POMDPs. Ces résultats sont soit des 
extensions des résultats existants dans le cadre des MDPs et POMDPs soit des résul­
tats spécifiques au contrôle distribué, c'est à dire les DEC-MDPs et DEC-POMDPs 
et ses sous-classes. Outre l'étude théorique de la planification centralisée, nous pro­
posons également une famille d'algorithmes de résolution des problème de prise de 
décisions séquentielles et plus particulièrement des DEC-POMDPs à temps discrets 
et horizon fini. 

Chapitre 6 — DEC-POMDPs à Horizon infini. À l'instar du chapitre 5, ce chapitre expose 
des contributions aux problèmes de contrôle distribué des processus décisionnels 
de Markov à temps discrets et à horizon infini. 

Chapitre 7 — DEC-MDPs. Ce chapitre introduit la planification centralisée pour le contrôle 
distribué des processus de Markov munis de l'hypothèse d'observabilité conjointe 
totale. Cette hypothèse additionnelle distingue un DEC-POMDP d'un DEC-MDP. 
Sous cette hypothèse, nous montrons que la statistique suffisante pour la planifi­
cation exacte un DEC-MDP est la distribution des probabilités sur l'ensemble des 
observations conjointes. Ce résultat tranche radicalement avec l'état de l'art. En ef­
fet, jusqu'ici dans le cadre du contrôle distribué des processus de Markov, il n'exis­
tait pas de statistique suffisante. Il fallait alors considérer l'ensemble des historiques 
possibles de tous les agents afin de résoudre les problèmes modéliser sous forme de 
DEC-MDPs. Ce résultat offre des perspectives prometteuses, dont une plus grande 
capacité d'applicabilité du modèle au applications réelles. 

Chapitre 8 — Conclusion globale. Nous y rappelons l'ensemble des contributions de la 
thèse. Nous discutons en outre des perspectives possibles des contributions de cette 
thèse. D'une part, nous soutenons que la planification topologique s'applique tout 
naturellement au cadre du contrôle distribué des processus de Markov (DEC-POMDP 
DEC-MDP ND-POMDP,... ). D'autre part, nous soulignons que l'effort réalisé dans 
l'analyse des DEC-POMDPs (Chapitre 5) servira à établir des résultats très promet­
teur dans le cadre des DEC-MDPs, offrant ainsi des perspective jusqu'ici inespérées. 
Nous y discutons également les questions toujours ouvertes à ce jour. 
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« Intuition and concepts constitute... the elements of all our knowledge, so that neither 
concepts without an intuition in some way corresponding to them, nor intuition without 
concepts, can yield knowledge. » 

Immanuel Kant 



Chapitre 2 

Contrôle centralisé des processus 
décisionnels de Markov 

« Now comes the "Funny Quote", written in italics. » 
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CONSIDÉRONS le problème de construction d'une politique permettant de guider 
un robot dans sa mission d'exploration de la planète Mars. L'échantillonnage 
de roches puis le déplacement d'une roche à une autre, requiert l'usage des 
capteurs du robot. Lorsque ces capteurs sont complètement fiables, le robot 

perçoit complètement l'état du système. Malheureusement, dans la grande majorité des 
cas, les capteurs des robots ne sont que partiellement fiables, ainsi le perception de l'état 
du système est partielle. 

Ce chapitre rappelle les modèles mono-agent de contrôle des processus décisionnels 
de Markov complètement ou partiellement observables, utiles respectivement en cas de 
capteurs complètement fiables - Section 2.1 - ou partiellement fiables - Section 2.3. En 
outre, nous y discutons des méthodes de contruction de politiques de contrôle de ces pro­
cessus décisionnels de Markov en Section 2.2,2.4 et 2.5. 

le problème de construction d'une politique permettant de guider un robot dans sa 
mission d'exploration de la planète Mars. L'échantillonnage de roches puis le déplace­
ment d'une roche à une autre, requiert l'usage des capteurs du robot. Lorsque ces capteurs 
sont complètement fiables, le robot perçoit complètement l'état du système. Malheureu­
sement, dans la grande majorité des cas, les capteurs des robots ne sont que partiellement 
fiables, ainsi le perception de l'état du système est partielle. 

Ce chapitre rappelle les modèles mono agent de contrôle des processus décisionnels 
de Markov complètement ou partiellement observables. Ces derniers sont utiles respecti­
vement en cas de capteurs complètement fiables - Section 2.1 - ou partiellement fiables 
- Section 2.3. En outre, nous y discutons des méthodes de construction de politiques de 
contrôle de ces processus décisionnels de Markov en Section Section 2.2,2.4 et 2.5. 

Hypothèses 1. Nous supposons tout au long de ce chapitre que : 

1. S, A, etQ. sont discrets et finis, 

2. T, et R sont des distributions de probabilités stationnaires, 

3. les récompenses sont bornées, \R(s, à) | ^ M < oo, pour tout (s, à ) e S x A. 
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2.1 Processus décisionnels de Markov 

Dans cette section, nous abordons la modélisation et la résolution des problèmes mono 
agent de prise de décisions séquentielles à temps discrets, à horizon T = 0,l,--- ,N fini 
(N < oo) ou infini (N = oo), pour les environnements complètement observables, comme 
illustrer à la Figure 2.1. L'hypothèse d'observabilité complète signifie que lors de l'exécu­
tion d'une action aT-i dans un tel environnement, le décideur central perçoit de l'envi­
ronnement une information coT qui révèle entièrement l'état courant du système 5T. Plus 
formellement, nous avons P(5T|wT) = 1. Cela lui permet par la suite de sélectionner une 
nouvelle action aT à exécuter, pour tout horizon T = 0,1, • • •, N - 1 . Un tel processus d'ob­
servation complète de l'état courant du système, puis de sélection d'une action à exécuter 
, est appelé processus décisionnel de Markov (MDP). 

FIGURE 2.1 - Processus décisionnel de Markov - adapté de Pineau [2004]. 

La Figure 2.1 illustre le cycle de contrôle d'un processus décisionnel de Markov com­
plètement observable. Nous y distinguons trois principales composantes. La première com­
posante « ce qui se passe » décrit l'évolution du système dans le temps, c'est à dire la 
transition d'un état sT-i à un autre du système : c'est le point de vu d'un observateur ex­
térieur. La seconde composante « ce qu'on voit » représente l'interaction du décideur 
central avec son environnement : c'est la perception de la rétroaction de l'environnement 
(coT, r r-i) suite à l'exécution d'une action aT-\. Enfin, la dernière composante « ce qu'on 
infère » illustre l'information courante extraite par le décideur central suite aux interac­
tions avec son environnement. En conséquence de l'hypothèse d'observabilité complète, 
le décideur central peut extraire de la rétroaction (coT, rT-i) issue de l'environnement, l'état 
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courant 5T du système. Ce formalisme permet tout aussi bien de modéliser un problème 
général de planification qu'une application issue du monde réel et vérifiant l'hypothèse 
d'observabilité complète [Powell, 2006, Putterman, 1994, Si et al., 2004, Zilberstein et al., 
2001]. 

2.1.1 Le formalisme d'un MDP 

Définition 1. Un processus décisionnel de Markov est défini par un 4-uplet (S, A, T, R), où : 
- S = {5o,5i,--- ,5JV} dénote l'ensemble fini des états sT possibles du système, pour tout 

horizon T = 0,1, • • •, N - 1. 
- A = {ao, «i, • • •, o/v-i} représente l'ensemble fini des actions aT disponibles, pour tout 

horizon r = 0,1,• • • , N - 1 . 
- La loi de transition d'un état à un autre est définie par T(s'\s, a) et telle que : 

T(s'\s,à) - P(5T = 5'|5o,a0,5i,fli,---,5T_i = 5,<zT_i = a) (2.1) 
= _P(5T = 5'|5T_i=5,flT_i = fl) (2.2) 

pour tout horizon r = 0,1,2, • • •, N - 1 . Le passage de l'équation (2.1) à l'équation (2,2) 
est dû à la propriété de Markov. T(5'|5, à) est une distribution de probabilités carac­
térisant la probabilité de transiter dans l'état sT = 5', suite à l'exécution de l'action 
a r-\ = a dans l'état sT~i = 5, et cela pour tout triplet (s, a, s'). 

- R(s, à): S x A — iH associe à toute paire état action (s, a) une valeur numérique réelle 
quantifiant l'utilité d'exécuter l'action a dans l'état s. Lafonction de récompenses peut 
également s'écrire comme R(s) : S —>9ï. Il s'agit alors d'associer à tout état de l'agent 
une valeur réelle. 

2.1.2 Problème décisionnel de Markov 

On appelle problème décisionnel de Markov, tout processus décisionnel de Markov 
muni d'un critère d'optimisation. Ce problème a pour hypothèses, une connaissance com­
plète et exacte des lois qui régissent la dynamique du système. En particulier, il est mum 
d'une loi stochastique T de transition d'un état à un autre et une fonction de récompenses 
ou coûts R. Il est communément choisi comme critère d'optimisation l'espérance mathé­
matique sur la somme cumulée des récompenses rT, pour tout T = 0,l,--- ,N. En effet, 
étant donné un MDP, l'objectif de l'agent est de sélectionner une politique n lui permet­
tant de maximiser le total espéré des récompenses cumulées au cours du temps. 
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Propriétés des poli tiques 

D'après la propriété de Markov, une politique n d'un tel processus ne dépend de l'his­

torique hT qu'au travers de l'état courant 5T. Ainsi, pour T et R stationnaires, il existe tou­

jours une politique it e Tl™*­ dans l'ensemble des politiques Markoviennes et aléatoires 
qui soit optimale pour le contrôle d'un MDP [Blackwell, 1965]. De plus, Putterman [1994] 
démontre qu'il existe toujours au moins une politique pure. C'est à dire une politique dé­

terministe et Markovienne, dont le total espéré des récompenses cumulées soit au moins 
aussi élevé que celui d'une quelconque politique Markovienne et aléatoire. Ces propriétés 
permettent de simplifier considérablement la représentation des politiques à rechercher. 
Ceci est possible en les restreignant dans la classe des politiques pures n = (d, d, ■ • ■, d), où 
d e DMD est une règle de décisions. En d'autres termes, plutôt que de rechercher des poli­

tiques aléatoires et non Markoviennes n = (do,d\,­­­, djv­i), il nous est possible de limiter 
notre recherche dans les règles de décisions pures d e DMD. Nous rappelons que dans ce 
contexte, il est possible de remplacer (abusivement) la règle de décisions d par sa politique 
pure associée n = (d,d,­­­,d). 

Critères d'optimisation 

Afin de différencier deux règles de décisions, nous utilisons l'espérance mathéma­

tique, vQ.N. Elle représente le total espéré des récompenses cumulées au cours des ins­

tants de décisions T = 0, 1,­­­,IV­1. Mathématiquement, cela s'écrit différemment selon 
que nous soyons dans le cas fini N < oo, 

4 N ( s 0 ) = Erf \ t . XTR(ST>
 ar) + ATi?(5iv) I d{Sr) = aT [ (2.3) 

ou dans le cas infini AT = oo, 

v^.N(s0) = EdlfjATR(ST,aT)\d(Sr) = ar \ (2.4) 

Dans ce dernier cas, il est nécessaire d'introduire un facteur de décompte noté A e [0,1). 
Ce facteur permet de garantir que le total espéré des récompenses cumulées reste borné. 
Ce paramètre, essentiel dans le cas à horizon infini, peut être également introduit dans 
le cas à horizon fini. Il peut s'expliquer par le poids attribué aux récompenses futures. Le 
critère d'optimisation est alors défini comme le total espéré des récompenses cumulées et 
décomptées. Ce critère n'affecte pas les performances des algorithmes. Cependant, il peut, 
dans tous les cas, modifier les préférences du décideur ou de l'agent quant à la politique 
optimale 
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Dans la théorie des processus décisionnels de Markov et ses algorithmes, l'objectif pre­

mier est : d'une part, la recherche d'une règle de décisions d* e D™0 dont le total espéré 
des récompenses cumulées est maximal ; et d'autre part, la caractérisation de la valeur de 
cette règle de décisions pour chaque état du système. En d'autres termes, cela revient à 
rechercher une règle de décisions d* telle : 

«&,(*) Z vd
N(s), V s e S ^ d e D ™ . (2.5) 

Une telle règle de décisions d* ainsi que la politique n* = (d*,d*,­■■ ,d*) sont dites opti­

males. Dans certain cas, soit une telle règle de décisions n'existe pas soit les ressources né­

cessaires pour sa construction sont exorbitantes. Il est alors préférable de rechercher une 
règle de décisions à e de l'optimum. Plus formellement, cela revient à rechercher, pour 
tout réel e > 0, une règle de décisions d* telle que : 

v£r(«) + £ > vd
N(s), VseS,VdeD M J ) . (2.6) 

Une telle règle de décisions d* ainsi que la politique n* = (d*,d*,­­­ ,d*) sont dites e­

optimales. Dans les modèles à horizon infini, nous recherchons une règle de décisions d 
dont la valeur est la plus large : 

vd(s) = lim vi.fj(s), V5eSVrfeDMD. (2.7) 

Grâce au facteur de décompte A, la valeur vd(s) ne diverge pour aucun état se S. Les vec­

teurs de valeurs associés aux règles de décisions sont appelés fonctions de valeurs. 

Sachant un MDP, l'objectif premier est : d'une part, la recherche d'une règle de déci­

sions d* e DM D dont le total espéré des récompenses cumulées est maximal ; et d'autre 
part, la caractérisation de la valeur de cette règle de décisions pour chaque état du sys­

tème. En d'autres termes, cela revient à rechercher une règle de décisions d* telle : 

vd'N(s) > vd.N(s), VseS^deD*™. (2.8) 

La règle de décisions d* et la politique n* = (d*,d*,­•• ,d*) sont dites optimales. Dans 
certain cas, soit une telle règle de décisions n'existe pas soit les ressources nécessaires 
pour sa construction sont exorbitantes. Il est alors préférable de rechercher une règle de 
décisions à e de l'optimum. Plus formellement, cela revient à rechercher, pour tout réel 
e > 0, une règle de décisions d* telle que : 

v$Nis) + e > vd
N(s), V se S, VdeDM D . (2.9) 

Une telle règle de décisions d* ainsi que la politique n* = (d*,d*,­­­,d*) sont dites e­

optimales. Dans les modèles à horizon infini, nous recherchons une règle de décisions d 
dont la valeur est la plus large : 

vd(s) = lim v d ( s ) , V5eSVrfeDMD . (2.10) 

Grâce au facteur de décompte A, la valeur vd(s)ne diverge pour aucun état se S. Les vec­

teurs de valeurs associés aux règles de décisions sont appelés fonctions de valeurs. 
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2.1.3 Fonction de valeurs 

Nous caractérisons la fonction de valeurs VQ.N d'un problème décisionnel de Markov 
comme la valeur satisfaisant : 

v*0.N(s) = max vd.N(s), V5eS. (2.11) 
de_DMD 

Ainsi le total espéré des récompenses cumulées d'une règle de décisions d* satisfait : 

vd*N(s) = v*.N(s), y se S (2.12) 

et la valeur d'une règle de décisions ^-optimales satisfait : 

v^N(s) + e ^ v*0:N(s), y se S (2.13) 

Passons à la limite infinie les équations (2.11),(2.12), et (2.13). Pour les modèles à horizon 
infini munis du facteur de décompte ?, les équations résultantes caractérisent respective­
ment la fonction de valeurs optimales, 

v*(s) = max vd(s), M se S, (2.14) 
d e D M D 

le total espéré des récompenses cumulées et décomptées d'une règle de décisions d* : 

vd'(s) = v*(s), Vse S (2.15) 

et la fonction de valeurs d'une règle de décisions £-optimales : 

vdhs) + e ^ v*(s), VseS (2.16) 

Le lecteur notera qu'il n'est pas toujours nécessaire de construire une règle de déci­
sions optimales d* pour tout état initial 5o e S. En effet, parfois le décideur à connaissance 
de l'état initial de l'agent. Dès lors, il lui suffit de construire une règle de décisions dont 
le total espéré des récompenses cumulées à long terme est maximal uniquement pour 
cet état. Alternativement, le décideur peut ne pas connaître avec exactitude l'état initial 
de l'agent. Il se peut qu'il ne dispose que d'une distribution de probabilités P(5o = 5) sur 
l'ensemble des états du système. Il est alors facile de montrer qu'une règle de décisions 
optimales dans ce cas est donnée par la recherche d'une règle de décisions dont la va­
leur VQ.N(S) est maximale pour tout état 5 dans lequel l'agent pourrait être initialement 
(P(5o = 5) ^ 0). Dans tous les cas, une règle de décisions satisfaisant l'équation (2.12) est 
optimale. 
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2.1.4 Prise de décisions optimales 

Cas à horizon fini 

Nous introduisons maintenant les équations d'optimalité (aussi appelées équations de 
Bellman) ainsi que le principe d'optimalité de Bellman [Bellman, 1957, Putterman, 1994]. 
Soit 

v*T.N(s) = sup vd.N(s), \ /seS, (2.17) 
de_0M D 

Le supremum est défini sur l'ensemble des politiques Markoviennes et déterministes pos­

sibles des totaux espérés des récompenses cumulées à long terme. Les équations d'opti­

malité sont alors définies par : 

1. pour tout horizon T = 0, l , ­ ­ ­ ,N­ 1, 

VT:N(S) = sup \ R(s,a) + £ T(s'\s,a)­Vr+hN(s') \ (2.18) 
a d [ S'ES \ 

2. pour l'horizon T = N, pour tout état 5 e S, nous avons la condition limite, 

VN­.N(S) = Ris) (2.19) 

Le supremum, équation (2.18), est toujours atteint car les ensembles A et S sont finis. 
Dès lors, il est possible de remplacer l'opérateur « sup » par l'opérateur « max » comme 
suit, 

Vr­.Nis) = max \ R(s,a) + Y T(s'\s,a) ­Vr+vMs') \ (2.20) 
a&A { s'eS J 

Une solution au système d'équations (2.18) et (2.19) est une séquence de fonctions de va­

leurs optimales v*.N : S — 91, pour tout horizon T = 0,1, • ■ •, iV, avec la propriété que v*N:N 

satisfait l'équation (2.19), v*N_VN satisfait la (iV?l)­ème équation, v*N_2.N satisfait la (JSR2)­

ième équation, et ainsi de suite [Bellman, 1957, Putterman, 1994]. Parfois le déterminisme 
des fonctions de valeurs optimales est laborieux. Pour cette raison, nous nous conten­

tons des fonctions de valeurs e­optimales. Putterman [1994] a montré qu'en construisant 
une règle de décisions telle que : pour chaque état 5T, la valeur UT:JV(5T) soit à (N­r ) f j 
de la valeur optimale v*.N(sT), on est alors garantie d'obtenir une règle de décisions d* 
^­optimales. Plus formellement, cela peut se réécrire, 

V^N(S) + ( N ­ T ) ^ ^ v*r:N(s) (2.21) 

pour tout horizon r = 0,1, • • •, N, et pour tout état 5 e S. 
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Cas à horizon infini N = oo 

Nous pouvons alors reformuler les équations d'optimalité, en passant à la limite infi­

nie 

v(s) = max <R(s, a)+ X Y T(s'\s,a)-v(s')\ (2.22) 
aeA { s'zS J 

Nous définissons alors H : (S — _?t) — (S — _vH) comme un opérateur qui à toute fonction 
de valeurs ? associe une nouvelle fonction de valeurs, donnée sous forme matricielle par : 

Hv= max {Rd + XTd-v} (2.23) 
d € D M D 

où Rd est le vecteur de récompenses pour tout état 5 lorsque la règle de décisions d est 
exécutée Rd(s) = R(s, d(s)) ; Td est la fonction de transitions d'un état 5 à un état 5' lorsque 
l'agent suit la règle de décisions 5', de sorte que Td(s'\s) = T{s'\s,d(s)). Cet opérateur est 
dit opérateur de mises à jour. Nous noterons par abus VQ,V\,--- ,VT ,---, la séquence V 
des fonctions de valeurs produite par l'application successive de l'opérateur 0-0 en par­
tant d'une fonction de valeurs VQ quelconque. On montre alors que l'opérateur 0-0 muni du 
facteur de décompte A e [0,1), est un opérateur de contraction sur V pour les modèles à 
horizon infini : pour toute paire de fonctions de valeurs v ,ueV, 

I I H V - H K I K A I I V - U I I (2.24) 

où l'opérateur || • || indique la norme max. Par conséquent, il existe toujours une fonction 
de valeurs optimales v * au terme des application de l'opérateur H. Elle est caractérisée par 
la propriété suivante : 

Hv* = v* (2.25) 

Les deux équations précédentes (2.24) et (2.25) peuvent s'interpréter comme suit : L'ap­
plication successive de l'opérateur H, partant d'une fonction de valeurs initiale VQ quel­
conque, permet des approximations V\,V2,--- successives de la fonction de valeurs opti­
males v *. Ce processus continu jusqu'à ce que 0-OuT = v T. Dès lors, la fonction de valeurs vT 

est égale à la fonction de valeurs optimales v*. 

2.2 Résolution exacte de MDPs 

Dans cette section, nous rappelons les méthodes classiques de résolution de MDPs. 
Nous exposons les unes après les autres, les principales approches de résolution de MDPs, 
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y compris : par des approximations successives de la fonction de valeurs optimales ; puis 
par approximation de la politique optimale, en 2.2.1 ; et enfin par le déterminisme du 
temps passer par le système dans un état, en 2.2.3. Certains de ces algorithmes sont dits 
synchrones car les mises à jour des valeurs des états sont effectuées en parallèle, c'est à 
dire sans préférence ou priorité d'une partie des états sur les autres. 

2.2.1 La programmation dynamique synchrone 

La programmation dynamique est une méthode générale de résolution des problèmes 
d'optimisation séquentielle à temps discret [Bellman, 1957]. En particulier, elle définit le 
cadre général de deux des méthodes classiques de résolution des MDPs à savoir : l'algo­
rithme d'itération de valeurs ; et l'algorithme d'itération de politiques. 

Algorithme d'itération de valeurs 

Cet algorithme se décline en deux versions dédiées respectivement au cas à horizon 
fini et au cas à horizon infini. Dans le cas horizon fini, l'algorithme d'itérations de valeurs 
consiste en la résolution des équations d'optimalité de Bellman (2.18) ainsi que la condi­
tion limite (2.19). L'algorithme 1 qui en résulte est alors appelé algorithme d'induction 
rétrograde (ou selon l'acronyme anglais backward induction) et noté BI [Bellman, 1957]. 

Algorithme 1 Algorithme d'induction rétrograde pour les MDPs. 
procedure BI(S, A, T, R, N) 

Posons T — N et v*N.N(s) *- R(s) pour tout état 5 e S. 
pour tou t r = N - 1, ••• ,0 faire 

Calculons v *.N (s) pour tout état s e S par : 

v*T.N(s) - max {R(s,a)+YjT(s'\s,d)v*T+1.N(s')\- (2.26) 

5: fin pour 
6: Retourner la politique optimale, 

d*(s) - argmax \ R(s, a) + £ r(5'|5, a)VQ.N(s') i (2.27) 

7: fin procedure 

L'attrait de cet algorithme réside dans sa simplicité et son efficacité. L'étude de sa com-
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plexité révèle qu'il ne requiert que A/]A||S|2 opérations élémentaires afin de déterminer 
la fonction de valeurs optimales VQ.N, et par conséquent la règle de décisions optimales. 
Bien qu'il y a (|_A|'S,)N-1 politiques déterministes et Markoviennes possibles, la complexité 
<!_?(Af|A||S|2) en fait un algorithme d'une efficacité remarquable. En outre, il n'est pas né­
cessaire de mémoriser l'ensemble des fonctions de valeurs successives, il suffit de garder 
en mémoire la dernière fonction de valeurs UT+I.JV afin de calculer la fonction de valeurs 
courantes VT:N- Soit une complexité en mémoire de <??(|S|). 

Dans le cas à horizon infini, l'algorithme d'induction rétrograde est modifié comme 
décrit Algorithme 2. Il se nomme alors l'algorithme d'itération de valeurs ( VI). Cet al­
gorithme détermine une règle de décisions e-optimales, d*, et une approximation de sa 
fonction de valeurs. 

Algorithme 2 Algorithme d'itération de valeurs pour les MDPs. 
procedure VI (S, A, T, R, A) 

Sélectionnons une fonction de valeurs initiales VQ € V, E > 0, et T = 1. 
répéter 

Calculons vT+i (s) pour tout états se S par : 

vT+i(5) — max\R(s,a) + XYT(s'\s,a)-vT(s')\- (2.28) 
.aeA *? 

Poser T = (T + 1). 
jusqu'à \\VT+l-Vr\\^e-%P 
Si retourner la règle de décisions e-optimales, 

d*(s) — argmax^fl(5,fl) + A^r(5' |5,a)-uT + 1(5')l (2.29) 
aeA s' 

8: fin procedure 

Cet algorithme possède de nombreuses propriétés dont celles relatives à sa conver­
gence vers une règle de décisions ^-optimales. En particulier, on montre que \\vd* -v* \ \ ^e 
[Putterman, 1994]. Comme dans le cas fini, la complexité en temps de l'algorithme d'ité­
ration de valeurs est de @(\ A||S|2), tandis que celle en mémoire est de &(\S\). 

Algorithme d'itération de politiques 

L'algorithme d'itération de valeurs permet de déterminer une règle de décisions e-
optimales par une succession d'approximations de la fonction de valeurs optimales. Bien 
qu'efficace en général, il arrive parfois que le taux de convergence de cet algorithme vienne 
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à décevoir. Certaines applications réelles disposent de propriétés qui préconisent une re­
cherche dans l'espace des règles de décisions. Il est alors préférable d'utiliser l'algorithme 
d'itération de politiques plutôt que l'algorithme d'itération valeurs. De l'aveux de son au­
teur, l'algorithme d'itération de politiques (PI) ne peut-être efficace que dans le cas infini 
(JV=oo). 

Algorithme 3 Algorithme d'itération de politiques pour la résolution des MDPs. 
procedure PI (S, A, T, R, X) 

Soient une règle de décisions quelconque do, e > 0, et T = 0. 
répéter 

Évaluation de la règle de décision : calcul de vdr en résolvant, 

(l-XTdT)-v - Rdr (2.30) 

Amélioration de la règle de décision : choix de dT+\ satisfaisant, 

d r+i — argmaxl.Rd + A7d-i/*r} (2.31) 

définir dT+\ — dT si possible. 
Poser T —(T + 1). 

jusqu'à dT+i — dT 

d* - dT. 
fin procedure 

L'algorithme d'itération de politiques décrit Algorithme 3 se décompose en deux sous 
routines : d'une part, l'évaluation de la fonction de valeurs associée à la règle de décisions 
courantes ; d'autre part, la modification de la règle de décisions courantes. L'évaluation de 
la règle de décisions courantes d est donnée par : 

vd(s) = Rd(s) + XYJTd(s'\s)vd(s') (2.32) 
s' 

ou sous forme matricielle, 

vd = Rd + XTdvd. (2.33) 

Il s'ensuit que ?d satisfait le système d'équations, 

(\-XTd)v = Rd (2.34) 

Le calcul de la fonction de valeurs d'une règle de décisions étant assez coûteux, on se 
contente parfois d'une simple approximation. Pour y parvenir, il suffit de mettre à jour 
successivement vd comme indiqué équation 2.32. Ce processus se reproduit jusqu'à ce 
que deux fonctions de valeurs issues de mises à jour successives soient assez proches. On 
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pourrait par exemple utiliser le critère d'arrêt de l'algorithme d'itération de valeurs. Lors 
de l'amélioration de la règle de décisions courantes dT, il suffit de choisir la règle dT+\ 
comme une règle de décisions telle que : 

A Rd r+ l+lTdT+ .va<>Rd j+XTdrv d, (2.35) 

avec une inégalité stricte dans au moins une des composantes. L'algorithme d'itération de 
politiques est garanti de converger vers une politique optimale. 

i / °< i / d l ^ • • • O dN . (2.36) 

En pratique, on observe que le nombre d'itérations utiles est considérablement réduit en 
comparaison de celles requises par l'algorithme d'itération de valeurs. Cependant l'étape 
d'évaluation de la règle de décisions courantes est si prohibitive qu'en somme le coût total 
n'est pas garanti d'être en faveur de l'algorithme d'itération de politiques. 

Exemple 1. Considérons le problème de la grille 4x4 illustré à la Figure 2.3. 

1 2 3 

4 5 6 7 

8 9 10 11 

12 13 14 ■ actions 

FIGURE 2.2 ­ Problème de la grille 4x4. 

L'ensemble des états non terminaux est donné par l'ensemble S = {1, •• •, 14}. 1/ existe 4 
actions A s {haut,bas,gauche,droite}. Ces dernières causent la transition déterministe 
(pour simplifier) d'un état vers un autre. Les actions qui mèneraient à la sortie de l'agent 
hors de la grille, laissent l'agent dans l'état courant. Ainsi, nous avons _T(6|5, droite) = 1 
tandis que T(10|5, droite) = 0, et T(7\7, droite) = 1. Il s'agit ici d'un problème épisodique 
à récompenses décomptées. La récompense est de 11 pour toute transition. Et cela jusqu'à ce 
que l'agent atteigne l'état final. L'état final est représenté par la cellule en rouge. 

Illustrons les différences entre les algorithmes d'itération de valeurs et de politiques, 
Figure 2.3. La colonne de gauche décrit une séquence d'approximations successives de 
la fonction de valeurs vr, pour tout horizon T = 0,1,2, • • •, N. La colonne de droite illustre 
une séquence de politiques gourmandes. Il s'agit de politiques extraites en sélectionnant 
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FIGURE 2.3 ­ Convergence de l'algorithme d'itération de politiques. 

l'action qui maximise la fonction de valeurs pour un état donné. Les flèches indiquent les 
actions maximisant la fonction de valeurs vT à l'horizon T = 0,1,2, • • •, N. Le lecteur obser­

vera qu'à l'itération T = 3, l'algorithme d'itération de politiques a déjà convergé vers une 
politique optimale, tandis que l'algorithme d'itération de valeurs doit procéder à des itéra­
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tions additionnelles. Cette convergence de l'algorithme d'itération de politiques peut être 
liée : soit à la structure quasi acyclique du problème ; soit à la nature quasi déterministe 
de la fonction de transitions; etc. La convergence vers une politique optimale de l'algo­

rithme d'itération de politiques n'est bien sûr pas toujours aussi rapide. Mais dans tous les 
cas elle requiert toujours un nombre d'itérations moindre en comparaison à l'algorithme 
d'itération de valeurs. □ 

2.2.2 Programmation dynamique asynchrone 

Le principal inconvénient des algorithmes de programmation dynamique présentés 
précédemment réside dans le fait que les opérations de mises à jour s'appliquent sur l'en­

semble des états du système. Ainsi si l'ensemble S des états est très large, une seule mise à 
jour requiert des ressources considérables. Par exemple, l'ensemble des états du jeu Back­

gammon s'élève à plus de IO20 états. Même si nous pouvions mettre à jour un million 
d'états en une seconde, il nous faudrait plus d'un million d'années pour effectuer une 
seule mise à jour [Sutton and Barto, 1998]. La programmation dynamique asynchrone, en 
opposition à la programmation dynamique synchrone, correspond à des algorithmes de 
mises à jour partielles de la fonction de valeurs : seule une partie des états de la fonction de 
valeurs est mise à jour. Ces algorithmes mettent à jour les valeurs des états dans un ordre 
quelconque, en utilisant les valeurs les plus récentes des autres états comme base. Cer­

tains états peuvent voir leur valeur mise à jour plusieurs fois tandis que d'autres valeurs 
d'états ne seront mises à jour qu'une seule fois. Néanmoins, afin de garantir la conver­

gence, tout algorithme de programmation dynamique asynchrone doit mettre à jour tous 
les états du système suffisamment souvent. 

Algorithmes de mises­à­jour prioritisées 

Les algorithmes prioritises, tels que prioritized value iteration (PVI) [Wingate and Seppi, 
2005] décrit Algorithme 4, se caractérisent par la mémorisation d'un certain nombre d'in­

formation supplémentaires. En particulier, ils mémorisent la fonction de valeurs va : S — 
3R associée à chacune des actions a e A. Cette dernière fonction de valeurs est encore ap­

pelée Q­valeurs. 

Les premiers algorithmes de mises à jour prioritisées ont été développés simultané­

ment et indépendamment par Moore and Atkeson [1993] et Peng and Williams [1993]. Il 
s'agit de deux exemples d'algorithmes de programmation dynamique asynchrones. L'idée 
est d'effectuer une propagation des valeurs des états buts vers les états initiaux. Comme il 
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Algorithme 4 Algorithme à mises à jour prioritisées 
1: procedure PVI (S, A, T, R, X) 
2: Soient, e > 0, s = 50, Q = 0 
3: répéter 

4: 

5: 

a* — argmax <R(s,a) + XYT(s'\s,a)max va'(s') \ 
aeA [ s> a'eA 

R(s, a*) + X Y T(s'\s, a*)max va(s') [ - v a ' (s) 
y aeA j 

e(5) -

Si e(s) > e, insérer (5, a*) dans une pile Q de priorité e. 
Sélectionner (5, a) en-tête de la pile Q puis calculer va(s) comme suit : 

va(s) - R(s, a) + XY T(s'\s,a)max va'(s') 

Pour tout état-action (s, à) e S x A tel que _T(5|5, à) > 0 : 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

e(5) - R(s, à) + XY T(s'\s, â) max va(s') \ - v -v a(s) (2.40) 

si e(5) > e insérer (5, à) dans la pile Q avec la priorité e. 
7: jusqu'à Q zé 0 
8: Retourner la fonction de valeurs e-optimale v* donné par : 

vt(s) — maxfa(5) 
6 a.A 

(2.41) 

9: fin procedure 

n'est pas toujours possible d'identifier les états buts des états initiaux, les auteurs utilisent 
les valeurs courantes des états pour effectuer leurs mises à jour. Imaginons que la fonction 
de valeurs soit invariante par application de l'opérateur de mise à jour. Puis, suite à une 
modification dans l'environnement, un état voit sa valeur modifiée. Il paraît évident que 
plusieurs autres états doivent également voir leur valeur modifiée. Mais seule les paires 
« états prédécesseurs et actions » menant à l'état dont la valeur a été modifiée, sont di­
rectement concernées. Lors de la mise à jour de ces paires d'états et d'actions, les valeurs 
associées à aux états prédécesseurs pourraient également être modifiées. Si cela s'avère 
être le cas, les paires « états prédécesseurs et actions » menant aux états dont les valeurs' 
ont été précédemment modifiées, doivent être mises à jour, et ainsi de suite. De cette ma­
nière, il est possible d'effectuer des mises à jour par propagation arrière. Et ainsi, il est 
possible de réduire les mises à jour inutiles. D'autres algorithmes prioritises, inspirés par 
cet algorithme, ont vu le jour par la suite [Andre et al., 1998, Wingate and Seppi, 2005]. 
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Tous sont munis de cette idée d'ordonner les mises à jour des valeurs des états suivant 
une erreur entre deux mises à jour successives. L'erreur entre deux fonctions de valeurs 
successives est nommée l'erreur de Bellman (notée e(0) et s'écrit : 

e(5) = \ R(s, a*) + X Y T(s'\s, a*) max va(s') \ - va* (s) 
l < aeA \ 

(2.42) 

où a* dénote l'action optimale pour l'état s sachant une fonction de valeurs. Cependant, il 
n'est pas garantie qu'en ordonnant les mises à jour suivant l'erreur de Bellman, le gain dû 
à la réduction des mises à jour domine le coût occasionné par le maintient de ses erreurs 
pour les états prédécesseurs de l'état mis à jour. 

Algorithme topologique d'itération de valeurs 

La recherche d'ordres de mise à jour des états est reconnue comme un moyen utile 
pour accélérer la vitesse de convergence vers une fonction de valeurs optimales [Moore 
and Atkeson, 1993, Peng and Williams, 1993]. Cependant, cette recherche peut nécessiter 
des efforts non négligeables. Cela est essentiellement dû à la nature dynamique des ordres 
de mises à jour calculés dynamiquement à chaque mise à jour des algorithmes prioriti­
ses tels que generalized prioritized value iteration [Moore and Atkeson, 1993, Peng and 
Williams, 1993]. Ainsi, bien que le nombre de mises à jour est réduit, dans la majorité des 
approches basées sur cette idée, les bénéfices ne se manifestent pas à travers le temps total 
de calcul de la fonction de valeurs optimales. En conséquence, d'autres approches ayant 
recours aux ordres stationnaires de mises à jour ont été proposées [Abbad and Boustique, 
2003, Bonet and Geffner, 2003a]. 

C'est dans ce contexte que l'algorithme topologique d'itération de valeurs a vu le jour 
[Dai and Goldsmith, 2007]. Il s'agit d'un algorithme de recherche d'un ordre stationnaire 
de mises à jour de la fonction de valeurs afin de pallier aux inconvénients des approches 
prioritisées. L'idée des algorithmes topologiques est d'exploiter la dépendance causale 
entre les états. Considérons par exemple trois états 5, 5' et 5". Si s précède l'état 5' et s' 
précède 5", alors la valeur v(s) est influencée par toute modification de la valeur v(s') et de 
même la valeur u(s') est influencée par toute modification de la valeur v(s") : 

v(s) = max \R{s,a) + X Y T(s'\s,à)v(s')\ (2.43) 
a E A l s'eu{s,a) J 

où ^(5, a) = {5'| T(s'\s, a) > 0}. Suite à ces observations, il est légitime de procéder aux mises 
à jour des états 5, s' et s" suivant l'ordre s" puis 5' et enfin s. Malheureusement, dans les 
processus décisionnels de Markov, il est courant que l'état 5" précède l'état s' qui pré­
cède l'état 5 et inversement. On dit alors que ces états sont mutuellement dépendants. Un 
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MDP dont tout ou partie de ses états sont mutuellement dépendants, est dit cyclique. Le 
cas échéant on parle de MDP acyclique. Pour tout MDP, les auteurs proposent de grou­
per l'ensemble Sk des états mutuellement dépendants, pour tout k = 0,1, • • • K où K ^ |S|. 
Pour y parvenir, on considère le graphe orienté dont les nœuds correspondent aux états du 
MDP et les arcs (s, si) reliant l'état s à l'état 5' existent si et seulement si Y.aeA T(s'\s, a) ^ 0, 
pour toute paire d'états (s, s') e S2 . Le MDP réduit dont les états, appelés aussi macro 
états, correspondent aux composantes fortement connexes {SfcU , est acyclique. L'ordre 
des mises à jour de la fonction de valeurs est donné par l'inverse du tri topologique du 
graphe acyclique. Les macro états Sjt sont mis à jour virtuellement une seule fois suivant 
l'ordre inverse du tri topologique. La mise à jour d'un macro état S^ correspond à l'ap­
plication de l'algorithme d'itération de valeurs jusqu'à convergence mais uniquement sur 
Sk, pour tout fc = 0,1,• • • ,K. 

Malgré les performances de cet algorithme, il est utile de noter qu'il ne produit un 
ordre optimal que pour les MDPs acycliques. Le cas échéant, l'algorithme se réduit à l'ap­
plication de l'algorithme d'itération de valeurs sur tout ou partie des états du MDP Dès 
lors, se pose la question de la démarche à suivre lorsque tous les états sont mutuelle­
ment dépendants. En somme cet algorithme montrera de très bonnes performances si 
le MDP est acyclique. Autrement, il n'est pas meilleur que l'algorithme d'itération de va­
leurs. Outre l'exploitation de la dépendance causale, cet algorithme topologique exploite 
également l'analyse d'accessibilité afin d'élaguer les états inaccessibles d'un état initial 
donné. Le Chapitre 4 étant cette idée au cas général des processus décisionnels de Mar­
kov. Nous montrons comment les dépendances causales inter états peuvent être utilisées 
afin de réduire le taux de convergence des algorithmes de programmation dynamique. 

Autres algorithmes 

Les idées de recherche d'ordres de mise à jour et d'exploitation de l'analyse d'accessi­
bilité ont également été proposés dans d'autres paradigmes algorithmiques. Que se soit, 
la recherche heuristique par chaînage avant (selon le terme anglo-saxon forward search) 
y compris RTDP [Barto et al., 1993], LRTDP [Bonet and Geffher, 2003b], LAO* [Hansen 
and Zilberstein, 2001] et HDP [Bonet and Geffner, 2003a] ; ou la recherche heuristique par 
chaînage arrière (selon le terme anglo-saxon backward search) telle que IPS [McMahan 
and Gordon, 2005]. Tous tentent de calculer de bonnes séquences d'états à mettre à jour 
tout en évitant les sous-espaces d'états inaccessibles. Les heuristiques de recherche par 
chaînage avant sont duales aux heuristiques de recherche par chaînage arrière. Les heu­
ristiques de recherche par chaînage avant correspondent à la simulation de l'exécution 
(5o,oo>si,fli>••• ,flAr-i,5jv) d'une règle de décisions d en partant d'un état initial 5o, telle 
que a r = d(sT). La séquence d'états (s&,Si,••• ,SN) ainsi construite est par la suite mise à 
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jour dans l'ordre inverse v (SN), V(SN­I), ■•­, v(so). La règle de décisions d est souvent ini­

tialisée par la règle de décisions optimales pour le MDP déterministe associé au MDP à 
résoudre [Bonet and Geffner, 2003b] ou par tout autre règle de décisions associée à une 
fonction de valeurs supérieures à celles de la fonction de valeurs optimales. Le cadre gé­

néral des heuristiques de recherche par chaînage avant est décrit à la Figure 5. À noter 
que les performances de ces heuristiques sont intimement liées à la qualité de la fonction 
de valeurs initiales ou de la règle de décisions initiales. Plus la distance Hi/*0 ­ vd || entre 
la règle de décisions initiales do et la règle de décisions optimales d* est petite plus la 
convergence est rapide et vice versa. Les résultats empiriques de LRTDP sont par exemple 
extrêmement impressionnants lorsque le MDP à résoudre est presque déterministe et que 
la règle de décisions utilisées est la règle de décisions du MDP déterministe extrait du MDP 
à résoudre. 

Algorithme 5 Heuristique de recherche par chaînage avant. 
i 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

procedure F S 
Soient v, d et 5o­ Posons T — 0. 
MISES À IOUR À BASE DE TRAJECTOIRES(5T) 

si v n'a pas convergée alors 
Poser T — (T + 1). 
MISES À JOUR À BASE DE TRAJECTOIRES(5T). 

sinon 
Retourner d. 

fin si 
fin procedure 

Algorithme 6 Mises à jour à base de trajectoires. 
procedure MISES À JOUR À BASE DE TRAJECTOIRES(5T) 

si 5T n'est pas un état but alors 
Choisissons l'action aT — d(sT), 
Échantillonnons sT+i de T(­|5T,flT), 
MIS À JOUR À BASE DE TRAJECTOIRES(5T+I). 

fin si 
Mettre à jour v(sT) et d. 

fin procedure 

2.2.3 Programmation linéaire 

Cette section aborde la résolution des processus décisionnels de Markov complète­

ment observables via la programmation linéaire (PL), alternative à la programmation dy­

namique. À ce jour, il y a pas d'évidence que la programmation linéaire est une méthode 
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efficace dans le cas général des MDPs à récompenses décomptées. Cependant, les re­
cherches en PL pourrait changer cet état de fait. 

Nous proposons un bref exposé de la formulation d'un programme linéaire pour la 
résolution des MDPs, car la PL offre une élégante théorie, permettant d'incorporer des 
contraintes de façon aisée. De plus, elle permet l'analyse de sensibilité et robustesse de la 
solution trouvée. 

Formulation du problème 

Si une fonction de valeurs v e V satisfait l'inégalité 

v > r d + XPd-v (2.44) 

pour toute règle de décisions d e D, alors v est une borne supérieure sur la fonction de 
valeurs optimales v*. Cette observation donne les bases de la forme primale du PL pour la 
résolution d'un MDP. 

Programme primai 

j— Programme linéaire primai 

l. Minimiser <", 

"^™* 

C - £ b(s)v(s) 
seS 

(2.45) 

avec Ls b(s) — 1 et b(s) ^ 0, pour tout état 5 e S, et tel que : * 

v{s) ^ R(s, A) + A Y. T(s'\s,a)v(s') 
s'eS 

(2.46) 

pour tout état se S. 

FIGURE 2.4 - Programme linéaire primai. 

Bien que cette formulation soit valide, sa forme duale décrite à la Figure 2.5 offre un 
meilleur cadre algorithmique pour l'analyse et la compréhension du modèle. En obser­
vant le primai, on constate qu'il possède |S| colonnes et |S||A| lignes, tandis que le dual 
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r Programme linéaire dual  ■ 

1. Maximiser C, 

Ç = 52 H x(s,à)­R[s,a) 
seSaeA 

(2.47) 

tel que : * 

£ X(5', fl) ­ A X E r ^ ' l 5 ' a^x^s> ÏÏ ~ b ^ 
aeA seSaeA 

(2.48) 

avec x(s, à) ^ 0 pour toute action A e A et tout état 5 e S. 

FIGURE 2.5 ­ Programme linéaire dual. 

possède |S| lignes et |S|| A| colonnes. Par conséquent, il est préférable de résoudre le dual. 
De récents travaux sur la résolution des MDPs suggérèrent que la programmation linéaire 
peut dominer la programmation dynamique notamment lorsqu'une partie des attributs 
des états est définie sur des espaces continus [Altman, 1998, Dolgov and Durfee, 2006b]. 

Lien entre les solutions du dual et celles du primai 

Rappelons que x(s, à) correspond à une solution réalisable du programme dual en Fi­

gure 2.5 si et seulement si il est non négatif et satisfait l'équation (2.48) pour tout état 5 e S. 

1. Pour toute règle de décisions d e D™*, pour tout 5 e S, et pour toute A e A, si xd(s, a) 
est donné par : 

xd(s,a) ­. £ M 5 ) £ A T 1Pd(sT = s,ar = a\si = 5). 
seS T = 1 

(2.49) 

alors xd(s, a) est une solution réalisable du programme dual. 

2. Si nous disposons d'une solution réalisable du programme dual x(s, à), alors nous 
pouvons définir une règle de décisions stationnaires et aléatoires dx comme suit : 

JC(5, a ) 
P{dx(s) = a} = 

TxàeA x (S ,à ) 
(2.50) 

alors xdx(s,à) défini par l'équation (2.49) est une solution réalisable de programme 
dual et xdx (s, à) = x(s, à) pour tout a e A et tout 5 e S. 
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représentent le produit total des probabilités décomptées partant de la distribution 
initial be&>(S), déterminant la probabilité que l'agent soit dans l'état 5 et choisisse d'exé­
cuter l'action a. En multipliant cette valeur par R(s, fl) et en sommant sur l'ensemble des 
pairs états et actions, nous parvenons à calculer le total espéré des récompenses cumulées 
et décomptées à long terme pour la règle de décision dx . C'est à dire, 

£ > ( 5 ) - T A ( 5 ) = E L x(s,a)-R(s,a). (2.51) 
seS seSaeA 

En résumé, le premier point identifie les solutions réalisables à travers les règles de 
décisions stationnaires et aléatoires. Le second point, montre comment générer une poli­
tique stationnaire et aléatoire à partir d'une solution réalisable, et établit ainsi une équi­
valence entre la quantité xdx et x. C'est à dire une relation qui associe à toute règle de 
décisions stationnaires et aléatoires, une solution. 

2.3 Les MDPs partiellement observables 

Le modèle de contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov complètement 
observables (MDPs) est incapable de formaliser les interactions d'un robot d'exploration 
dont les capteurs sont partiellement fiables. Plus précisément, la politique d'un tel robot 
ne peut se réduire en une fonction qui à tout état associe une action car l'état n'est pas 
directement perçu par le robot. Le robot doit alors se souvenir d'informations antérieures 
afin de construire « une croyance » sur son état courant. La totalité des informations dont 
dispose un agent correspond à l'ensemble des historiques possibles d'actions et d'obser­
vations. En effet, lors de la simulation des interactions entre un tel robot et son environne­
ment, suite à l'action aT sélectionnée, l'environnement renvoie une information sur l'état 
courant - l'observation coT+\ - et une récompense rT+\. Ce processus est modélisé par le 
modèle de contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov partiellement obser­
vables (POMDPs). Outre cette capacité à formaliser les problèmes de navigation pour les 
robots dont les capteurs ont une fiabilité partielle, le modèle des POMDPs est un formi­
dable outil de modélisation d'un large éventail d'applications réelles, y compris des ap­
plications d'aide aux patients à mobilité réduite [Pineau et al., 2003a] ou encore d'aide à 
l'extraction des préférences d'un utilisateur [Boutilier et al., 2009]. 

La Figure 2.6 illustre le cycle de contrôle d'un processus décisionnel de Markov par­
tiellement observable. Comme dans le cas de MDPs, nous distinguons trois principales 
composantes. Les deux premières composantes sont similaires à celles rencontrées lors 
du contrôle d'un MDP. La troisième composante « ce qu'on infère » illustre la « croyance 
» de l'agent central quant à l'état courant du système. Comme les POMDPs ne supposent 
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FIGURE 2.6 - Cycle de contrôle d'un POMDP - adpaté de Pineau [2004]. 

pas l'observabilité complète à la différence des MDPs, l'état courant 5T du système dé­
pend de l'historique hT = (5o,flo,--- ,AT_I,WT) entier. Plus formellement, l'état courant sT 

du système est donné par la probabilité P(5T | hT). La distribution de probabilités P(5| h) sur 
l'ensemble des états 5 e S pour tout historique h, est appelé la croyance de l'agent central. 

2.3.1 Cadre formel 

Définition 2. Un processus décisionnel de Markov partiellement observable est un 6-uplet 
(S, A, H, T, R, O) donné par : 

- Les observations. Q = {COQ, O>I , • • •, wjvl dénote l'ensemble fini des observations cor pos­
sibles, pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. 

- La fonction d'observations. O: S x A — £?(.*.) est la distribution de probabilités 

O(s,a,co) = P(coT+i =co\sT = s,aT = a) VT = 0 , ! , • • • , N - 1 (2.52) 

définissant la probabilité que l'agent perçoive l'observation co après avoir exécuté l'ac­
tion a dans l'état s. Il est utile de noter que 0(s, a, co) étant une probabilité condition­
nelle, £ w 0(5, fl, o») = 1 pour toute paire d'état et d'action [s, a). 

- (S, A, T, R) est unA-uplet identique à celui défini dans le cadre des processus décision­
nels de Markov complètement observables. 
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2.3.2 Prise de décisions optimales 

De manières similaires aux MDPs, dans le modèle des POMDPs, l'objectif est de construire 
une politique aussi proche que possible de l'optimum afin de guider l'agent dans la satis­

faction de sa tâche. Nous choisissons une fois encore le critère relatif au total espéré des 
récompenses cumulées dans le cas fini et le critère relatif au total espéré des récompenses 
cumulées et décomptées dans le cas infini. 

-

Historique 

Afin de différencier les politiques, il est utile de pouvoir les évaluer. Hors cela n'est pos­

sible que si l'on parvient à lier l'information collectée lors des interactions de l'agent avec 
l'environnement aux états du système, et par conséquent aux récompenses à maximiser. 
Par chance, à chaque réalisation d'un historique h^ = (SQ,OO,COI,­­­ , AW­I,WJV) correspond 
une séquence de récompenses {ro(ho, OQ) ,r\(h\, a\),­ ■ • , rjv(ftjv)}­ Notons qu'un historique 
hr+\ est donné par hx+\ = (hr,coT+i), pour tout horizon T = 0,l,­­­ , N ­ 1 et par ho = (5o) 
à l'horizon T = 0. La récompense immédiate pour tout horizon T = 0,1, • • •, N ­ 1 , est alors 
donnée par : 

rT+i(hr+i,aT+i) = P(5T+i|ftT,flT,toT+i)­.R(5T+i,flT+i) (2.53) 

Le lecteur notera que le caractère stationnaire de la fonction R n'est pas important dans 
l'équation (2.53). En effet, la récompense rT+\ (hT+i, flT+i) est non stationnaire quand bien 
même R serait stationnaire. Pour cette raison, dans le cadre des processus décisionnels 
de Markov partiellement observables, la nature stationnaire des fonctions R et T peut­être 
relaxée. Néanmoins, sans perte de généralité, nous considérons uniquement le cas où R et 
T sont stationnaires. 

Dans le cadre du contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov partielle­

ment observables, il est démontré que la statistique suffisante pour un historique hr est 
résumée par une distribution de probabilités sur l'ensemble des états du système. Cette 
distribution de probabilités est appelée l'état de croyance (ou croyance) [Astrôm, 1965]. 
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Elle est donnée par l'équation suivante : pour tout horizon T = 1,2, • • •, N, 

br(s') = P(5T=5' |M (2-54) 
= P(5T = 5'|frT_i,flT-i,wT) (2.55) 

P( f r T _ l , f l T _ l ,W T ) , 5 T = 5') 
(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

P ( h T _ l , A T _ ! , W T ) 

P(50,Ao,faJi,---,a>T-i,AT-i, COr,Sr = s') 
£5TP(5T|fcT_i,flT-i,ttT) 

L5T-1Q(^T-l»flT-l.^T) 7 /UT-I . AT-i,5')bT_i(5T-i) 
LSrP(5T|^T_i,flT_i,WT) 

YxSr., Q ( 5 T - i , f l T - i , f a J T ) r ( 5 T - i , f l T - i , 5 , ) f o T _ 1 ( 5 T - i ) 

T.s T TxS T ^O(Sr- \ ,a r - i ,C0r)T(Sr- i ,a r - \ ,Sr)br- i (Sr- i ) 

À l'horizon T = 0, le décideur dispose d'un état de croyance initial b0(s) = P(50 = 5), 
pour tout état se S. Soit, pour tout horizon T = 1,2, • • •, N et pour tout état 5' e S, 

, , K Ls 0(S, A,û>) T(5, A, 5')ftT-i(5) 
^ ( s ) = .-, ^ », T-jT, -T7 TT. (2.60) 

Ls' Ls 0(s, a,co) T(s, A, s')br-i(s) 
où le dénominateur est également nommé facteur de normalisation. Muni de l'état de 
croyance, il est facile d'estimer la récompense pour tout horizon T = 0,1, • ••, JV-1, 

rT(hr,a) = R(hr,d) (2.61) 

= EMs)-i?(5,fl) (2.62) 

et pour l'horizon r - N, rjv(fyv) = L s ^N(S) • R(s). La première équation (2.61) s'explique 
par le fait que R soit stationnaire. La seconde est déduite d'après la définition de l'état 
de croyance. Ainsi, l'état de croyance est suffisant pour conditionner la sélection des ac­
tions, donc la construction de la politique optimale. Seulement contrairement aux états 
du système, l'ensemble des états de croyance est un continuum décrivant l'ensemble des 
distributions de probabilités sur l'ensemble fini S des états du système. Ainsi lorsque le 
nombre d'états du système croît, maintenir et mémoriser l'ensemble des états de croyance 
nécessite d'énormes ressources en temps et en mémoire. D'où l'intérêt grandissant pour 
des méthodes permettant de déterminer les états de croyance utiles pour une planifica­
tion optimale ou presqu'optimale [Pineau, 2004, Pineau et al., 2003b, Smith and Simmons, 
2004]. Bien que le calcul des états de croyance sur lesquels sera effectué la sélection des 
actions est un facteur crucial comme nous le verrons plus bas, la complexité de calcul de 
la politique optimale est la principale raison de la difficulté de résolution des POMDPs. 
Nous distinguons pour ce faire deux cas, le cas à horizon fini N < 00 et le cas à horizon 
infini N = oo. 
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2.3.3 Cas à horizon fini 

Tout comme dans le cas des processus décisionnels de Markov complètement obser­

vables, sachant un POMDP le décideur central doit construire une politique qui guidera 
le choix des actions de l'agent. De façon similaire aux MDPs, nous avons choisi de dif­

férencier les politiques selon le critère du total espéré des récompenses cumulées à long 
terme. Mais contrairement aux MDPs, l'agent ne perçoit pas l'état dans lequel il se trouve 
à chaque instant de décision. Dès lors, les actions sont conditionnées par l'historique ou 
l'état de croyance correspondant. 

Représentations des politiques 

À défaut de l'hypothèse d'observabilité complète du système, la classe des politiques 
d'un POMDP est restreinte aux politiques non Markoviennes et aléatoires n 1^. En d'autres 
termes, une politique it est donnée par une séquence de règles de décisions (do, d w ■, djv­i). 
une pour chaque instant T = 0,1,• *• , N ­ 1 . De plus, chaque règle de décisions dT : Ho:T —• 
gP(A) est une application qui à tout historique hT e HQ.T associe une distribution de pro­

babilités sur les actions a e A , pour tout T = 0, 1,• • •, AT­1. Cependant, on démontre qu'il 
existe toujours une politique non Markovienne et déterministe it* e nH D dont le total es­

péré des récompenses cumulées est au moins aussi élevé que celui de tout autre politique 
non Markovienne et aléatoire [Putterman, 1994]. Pour cette raison, il est possible de res­

treindre la recherche des politiques optimales dans la classe des politiques et règles de 
décisions non Markoviennes et déterministes nH D et DHD respectivement. La recherche 
d'une telle politique requiert des ressources en temps et en mémoire considérables. En 
effet, à chaque horizon T, il faudra déterminer une règle de décision dT définie sur un en­

semble d'historiques H0:T potentiellement infini. 

Lorsque le décideur central est muni d'une information sur l'état initial du système bo 
associé à un historique initial ho, la classe des politiques recherchées peut­être réduite. En 
effet, seules les croyances accessibles de la croyance initiale bo requièrent le calcul d'une 
action. En d'autres termes, la règle de décisions d0 ne doit être définie que pour l'histo­

rique initiale ho ; la règle de décisions d\ ne doit être définie que pour les croyances b\ ex­

traite de toute séquence (ho, AQ, COI) ; la règle de décisions d­ ne doit être définie que pour 
les croyances bT extraites des séquences (hT­\, aT­i,coT) ; et ainsi de suite jusqu'à l'horizon 
N ­ l . Une telle politique équivaut à un arbre de décisions où les nœuds sont étiquetés par 
des actions et les arcs par des observations, comme illustré à la Figure 2.7. 

Définition 3. Un arbre de décisions noté ôT:t\ correspond à un arbre de profondeur ( N ­ r ) , 
pour tout horizon T = 0,1, • • •, N— 1. La racine de cet arbre prescrit l'action initiale à exécuter 
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pour un historique ho donné. Par la suite, selon l'observation perçue par l'agent, un arc de 
l'arbre étiqueté par cette observation pointe sur un sous-arbre, la racine de ce dernier est 
l'action suivante à exécuter, et ainsi de suite. Cet arbre de décisions définit la politique pour 
tout historique de longueur £ = 0,1, • • •, T. 

La différence entre une politique définie sans connaissance de l'historique initial ho 
et celle construite avec cette information est de taille. En effet, l'espace de définition de 
règles de décisions de la première est gigantesque, tandis que l'espace des politiques dé­
finies sous forme d'arbres de décisions est réduit aux nombre de croyances accessibles. 
Néanmoins l'espace des politiques sous forme d'arbres de décisions croît de façon expo­
nentielle avec le nombre d'observations et l'horizon de planification comme nous le ver­
rons par la suite. Notons enfin qu'il est possible de déterminer la politique optimale dans 
le cas où l'on ne dispose d'aucune information initiale. Pour cela, il suffit de conserver 
pour chaque croyance initial possible bo e g?(S) un arbre de décisions. 

FIGURE 2.7 -Arbre de décisions de profondeur T. 

Critères d'optimisation 

Afin d'identifier la politique optimale parmi l'ensemble de toutes les politiques, il est 
nécessaire de les différencier les unes des autres. La section suivante détaille les différents 
critères de différenciation des politiques sous forme d'arbres de décisions. De façon simi­
laire au cas des MDPs, on associe à chaque politique n un fonction de valeurs vn donnant 
l'espérance mathématique des récompenses cumulées à long terme si l'agent suit cette 
politique. La fonction de valeurs vn est donnée par : 

N - l 
v%.N(b0) = E* < Y. r ^ b r > a r ) + rN(hN) I dT{bT) = a 

T=0 •I (2.63) 
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où bT(s) = P(sT = 5 | bT-i,ar-i,coT) correspond à l'état de croyance associé à l'historique 
hT. Déterminer la politique optimale, c'est chercher une politique n* e n1115 telle que : 

v^N(b0) > v^.N(b0), Vb0e&(S) (2.64) 

pour toute politique n e nH D . Lorsqu'une telle politique n'existe pas ou alors que les res­
sources disponibles ne permettent pas de la construire, on a recours à la construction 
d'une politique e-optimale notée n* et telle que : 

vn
0fN(b0) + e ^ vlN(bo), Vb0e&(S) (2.65) 

pour toute politique n e ITHD. La fonction de valeurs optimales v*.N d'un problème déci­
sionnel de Markov partiellement observable satisfait : 

v*.N(b0) = maxv£N(bo), Vb0e&(S). (2.66) 
_renHD 

Ainsi, la fonction de valeurs de la politique optimale satisfait : 

v*0:N(b0) = vn
0*N(bo), Vb0e&(S). (2.67) 

et la fonction de valeurs de la politique e-optimale satisfait : 

vn
QjN(b0) + e > v*0:N(bo), Vb0e&(S). (2.68) 

Selon Sondik [1978], on peut ainsi voir un POMDP comme un cas particulier de MDP où 
l'état est une distribution de probabilités sur les états sous-jacents du système. Dans ce 
contexte, le maximum sur l'ensemble des politiques non Markoviennes et déterministes 
est donné par : 

v*r.N(bT) = max vn
T.N(bT), VbTe&(S), VT = 0,1,--- ,N. (2.69) 

7reIIHD 

Les équations d'optimalité peuvent alors se décliner comme suit :\/beg?>(S), 

v*r.N(b) = max \ R(b, A) + E p(b'\b>a)v*T+l.N(b') ï , (2.70) 
aeA I wen J 

où b' = P(b,a,co). La fonction de valeurs v*.N est la fonction de valeurs optimales pour 
tout historique allant de l'horizon T à l'horizon N. On peut extraire la règle de décisions 
optimales d* correspond à la fonction de valeurs optimales v*.N comme suit : Vi» e 2?(S), 

d*(b) = argmax \ R(b,d) + E P(b'\b,a)v*+l:N(b') \ (2.71) 
aeA [ wen j 

La mise à jour d'une telle fonction de valeurs est très laborieuse car l'espace des états 
de croyance est le continuum & (S). Dans ce contexte, Sondik [1978] a montré que les fonc­
tions de valeurs VT:N peuvent être représentées comme un ensemble de fonctions de va­
leurs : AT = {và.N], pour tout T = 0,1, • • •, N - 1 . Chacune des fonctions de valeurs v5

T.N repré­
sente alors la fonction de valeurs d'un arbre de décisions ô. L'ensemble AT correspond plus 



Chapitre 2. Contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov 61 

précisément à un ensemble d'hyperplans v^.N de dimension |S|, un pour chaque arbre de 
décisions ôr:N­ U est alors possible de déterminer la valeur d'une croyance quelconque, 
comme suit : 

v r N (b)= max vô
T.N(b) (2.72) 

Cela est notamment possible car la fonction de valeurs v*.N est prouvée convexe et linéaire 
par morceaux [Sondik, 1978], pour tout horizon T = 0,1,­­ ,N. Ainsi, nous associons à 
chaque fonction de valeurs v\\.N e AT une action correspondant à l'action en racine de 
l'arbre de décisions ÔT:N­ H est facile de démontrer que l'ensemble AT est borné car le 
nombre d'arbres de décisions possibles pour chaque horizon T est fini. 

Pour tout arbre de décisions ô, le total espéré des récompenses cumulées à long terme 
en suivant un tel arbre de décisions s'écrit : 

vô(s) = fits.a^ + l ^ ï ï s ' l i . a f f l l O t w I w ^ ' ^ ' t s ' ] (2.73) 
s'eSojeQ. 

où a(ô) correspond à l'action en racine de l'arbre ô ; p(ô,co) dénote le sous arbre de ô ac­

cessible de l'arc étiqueté par l'observation co. La fonction de valeurs v s correspond à l'hy­

perplan associé à l'arbre de décisions ô. Un arbre de décisions ô est dit dominé s'il n'existe 
aucun état de croyance be£?(S) pour lequel la fonction de valeurs vô est maximale. Plus 
formellement, si pour tout état de croyance b e g?(S), il existe un tout autre arbre de déci­

sions 5, tel que : 

E vô(s) ■ b(s) ­z% Y vê(s) ■ b(s) (2.74) 
seS seS 

alors Ô est un arbre de décisions dominés. On démontre plus généralement que toute po­

litique n est une politique sous optimale si et seulement si tout ou partie de l'ensemble 
d'arbres de décisions associés est dominé. Le programme linéaire Algorithme 7, permet 
d'éliminer les arbres de décisions dominés. 

L'ensemble des résultats énoncé ici s'étend par passage à la limite infinie, lorsque l'ho­

rizon de planification est infini N = oo. 

2.3.4 Cas à horizon infini 

Dans cette section, nous nous intéressons au cas du contrôle centralisé des processus 
décisionnels de Markov partiellement observables à horizon infini. Nous y discutons de la 
représentation des politiques et des critères d'optimisation. En outre, nous soulignons les 
principales différences ou similitudes avec le cas à horizon fini. 
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Algorithme 7 Algorithme d'élagage des arbres de décisions dominés (POMDP). 
procedure ELAGAGE(,2) 

pour tout ô e £1 faire 
Maximisons e, sachant que V<5 e Q\{8], 

vS(b) + e ^ v6(b) (2.75) 

avec Ls b(s) — 1 et b(s) ^ 0, pour tout état 5 e S. 
si e < 0 alors 

Éliminer ô de SU. 
fin si 

fin pour 
Retournera. 

fin procedure 

Représentations des politiques 

Nous avons vu qu'il était possible de représenter une politique par un ensemble fini 
d'arbres de décisions dans le cas fini. Malheureusement, lorsque le nombre de décisions à 
prendre est potentiellement infini, les arbres de décisions considérés doivent alors être de 
profondeurs infinies. Il est possible, en utilisant un facteur de décompte, de déterminer 
une profondeur d'arbres de décisions au delà de laquelle les gains escomptés sont négli­
geables. Ainsi, nous pouvons borner la taille des arbres de décisions recherchées. Néan­
moins, cela ne suffit pas à valider l'encodage sous forme d'arbres de décisions. En effet, 
non seulement cette représentation permet d'obtenir une politique approximative, mais 
en plus la profondeur de ces arbres de décisions pourrait être beaucoup trop élevée. Nous 
devons alors adopter une nouvelle représentation compacte pour toute politique à hori­
zon infini. Hansen [1997] a proposé de représenter une politique n comme un automate 
d'états fini. 

Définition 4. Un automate d'états fini 8 est donné par un tuple (X, a, p, xo), où : 

1. X dénote un ensemble fini d'états possibles; 

2. a : X — A définit une fonction qui associe à tout étatx e X une action a e A; 

3. p : X x Q. — X décrit la fonction de transitions d'un état à un autre, selon l'observation 
perçue; 

4. et XQ est l'état initial. 

L'exemple Figure 2.3.4 illustre une telle représentation de politiques. On constate que 
cette représentation de la politique permet d'extraire une séquence infinie d'actions. Par 
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exemple, pour une séquence d'observations (coi,coi,co2), l'automate produit l'historique 
(a(xo),co\,cx(x\),coi,cx(xo),co2), et l'action associée à cette historique est cx(x2). 

start ­*■ 

FIGURE 2.8 ­ Exemple de politique sous forme d'un automate. 

Cette représentation est différente de celle des arbres de décisions. Par exemple, lors­

qu'on ne dispose pas d'information initiale sur le système, il faut conserver plusieurs arbres 
de décisions afin de construire une politique optimale. Or, en utilisant les automates, un 
seul automate suffit à représenter une politique optimale, si elle existe. En effet, il est pos­

sible d'extraire autant d'automates différents d'un seul automate que de nœuds dans cet 
automate. En particulier, en changeant l'état initial d'un automate, ce dernier est considé­

rablement modifié alors même que ni les nœuds ni les transitions de l'automate ne sont 
modifiés. Ces différents automates sont optimaux pour certaines croyances. Comme le 
nombre de croyances est potentiellement infini, il faut alors un nombre potentiellement 
infini de nœuds dans l'automate afin de garantir l'optimalité. Or l'automate est par dé­

finition muni d'un nombre fini de nœuds. Cette contradiction permet de conclure qu'il 
n'existe pas toujours de politique optimale représentable sous forme compacte. 

Critères d'optimisation 

S'il n'est pas possible d'avoir un nombre infini de nœuds dans de tels automates, il est 
cependant possible augmenter le nombre de nœuds tant que le manque à gagner n'est 
pas en dessous d'un certain seuil e > 0. L'objectif est donc de calculer une politique e­

optimale. Pour y parvenir, nous reformulons les équations de Bellman (2.70) en passant à 
la limite infinie : 

v(b) = max <R(b,a)+X Y P( b ' \ b , aMb ' ) \ , \/be&>(S), 
aeA 

(2.76) 
weÇl 

où A e [0,1) est le facteur de décompte. De manière similaire, il est possible d'étendre l'en­

semble des résultats établis dans le cas à horizon fini. 
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La connaissance des critères d'optimisation permet de définir des méthodes de construc­
tion des solutions optimales, ^-optimales, ou approximatives. 

2.4 Résolution de POMDPs 

Cette section propose un survol des méthodes de résolution exacte des POMDPs. Compte 
tenu de la similitude des critères d'optimisation dans le cas fini et infini, la description 
dans le cas horizon fini sert de base pour le cas horizon infini. Comme d'une part, la sé­
lection d'un arbre de décisions est identique quelque soit la croyance initial, et d'autre 
part, tout politique n est composée d'un ensemble d'arbres de décisions ô, nous nous 
contentons de décrire le processus de construction d'un arbre de décisions optimales ou 
^-optimales pour une seule croyance. 

Une des premières idées quant à la construction d'une politique optimale ou ^-optimale 
d'un POMDP à horizon fini consiste à énumérer toutes les politiques puis à les évaluer afin 
d'en extraire la meilleure. 

2.4.1 Algorithme d'énumération de politiques 

Nous présentons un simple algorithme de calcul d'un arbre de décisions optimales 
ÔO-.N-I d'un POMDP à horizon fini muni d'un état de croyance initial bo e^ (S) , voir Al­
gorithme 8. L'idée intuitive de cet algorithme est la suivante : l'algorithme commence par 
construire tous les arbres de décisions .SW-I.JV-I = {ÔN-I-.N-Ï} correspondants aux der­
nières décisions; il construit ensuite les arbres de décisions £IN-2:N-I = {ÔN-2-.N-I} cor­
respondants aux deux dernières décisions T = N - 2 et T = N - 1 ; et ainsi de suite jusqu'à la 
construction de l'ensemble des arbres de décisions ^O.N-I = (ÔW-il correspondants aux 
décisions de l'horizon initial à l'horizon final T = 0,1, • • • , N - 1 . 

L'algorithme d'énumération des arbres de décisions décrit, Algorithme 8, consiste en 
deux principales étapes : 

1. l'énumération des arbres de décisions BT: i\-i, à chaque horizon T = 0,1, • • •,N, 
2. l'élagage de arbres de décisions dominés, à chaque horizon r = 0,1, • • •, N. 
L'énumération des arbres de décisions se fait de façon incrémentale. Elle débute par la 

construction de l'ensemble des arbres de décisions possibles ^N- I - .N- I que l'agent pour­
rait suivre pour le choix de sa dernière action. Il s'agit d'arbres de profondeur 1 c'est à 
dire d'actions, <2jv-i.iv-i = A. L'ensemble des arbres de décisions ainsi construit peut être 
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Algorithme 8 Algorithme d'énumération des arbres de décisions pour les POMDPs. 
procedure ENUMERATION DES ARBRES DE DÉCISIONS 

Soit T ♦­ N, .SJV­I.JV­I — A­

répéter 
T ­ ( T ­ l ) , 
Générer l'ensemble des arbres de décisions £ ­ T : N ­ \ 

Élaguer les arbres de décisions dominés 

&T­.N­1 *~ ENUMERATION DE P O L I T I Q U E S ( ^ T ; A / _ I ) (2.77) 

jusqu'à T = 0 
Retourner QQ­.N­

fin procedure 

élagué afin d'éliminer les actions dominées pour tout état de croyance. Le programme li­

néaire permettant de réaliser cela est décrit à la Figure 7. L'état suivant de l'algorithme 
d'énumération des arbres de décisions consiste en l 'énumération des arbres de décisions 
&N­2­.N­\­ Pour ce faire, on procède à une mise à jour exhaustive des arbres de décisions 
i2jv­i:iv­i. C'est à dire que pour chaque action, on associe à toute observation possible un 
arbre de décisions issue de Q N ­ \ ­ . N ­ \ ­ Ainsi si l'on dispose initialement de |<2T_._v­i I arbres 
de décisions, |A| actions disponibles, et |Q| observations, il y aura |A||i2T:w­il | n ' arbres de 
décisions dans l'ensemble i2T_i :N­i, pour tout horizon T = 0,1, ••• , N ­ 1 . Après cette enu­

meration exhaustive des arbres de décisions, une étape d'élagage est effectuée. Ces sous 
routines de génération puis élagage d'arbres de décisions se poursuivent jusqu'à ce que 
l'horizon souhaité soit atteint. Bien qu'inefficace en pratique, cet algorithme sert de base 
pour la construction d'algorithmes plus efficaces dans le cas mono et multi­agents. 

Afin de comprendre la complexité de l'algorithme d'énumération exhaustive des po­

litiques, il convient d'analyser la taille de l'espace de recherche des arbres de décisions 
non dominées ­_2T:AT_I. Comme nous l'avons souligné précédemment, la génération ex­

haustive des arbres de décisions ôT:1\­\ G __ST:iv­i partant des arbres de décisions 5T_i :^_i e 
& T ­ I : N ­ I , requiert la construction de |A||<2T_i:jv­il |n' arbres de décisions avec |<2;v­i.;v­il = 
|A|. Dès lors, le nombre d'arbres de décisions possibles à horizon T est donné par : 

l ^ j v ­ l l = |A| |^T_1 : J V­i l | n | (2.78) 

^ |A|(|A||i2T_2:iv­il |n |) inl (2.79) 
jniVn | 

^ |A|(|A|(|A||^T_3:iv­il | n |) i n i) (2.80) 
^ ••• (2.81) 

^ \ A f t ­ o m ' (2.82) 
imT+1­i 

= |A|"iïSR­ (2.83) 
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pour tout horizon T = 0,1, • • •, N - 1. Au regard de l'espace de recherche de l'algorithme 
d'énumération exhaustive des arbres de décisions, les recherches se sont tournées vers 
des approches susceptibles de distinguer les arbres de décisions non dominées des poli­
tiques dominées sans au préalable avoir à les énumérer de façon exhaustive. Une des ap­
proches la plus réputée pour cela est l'approche préconisée dans le cadre de la résolution 
des MDPs : l'algorithme d'itération de valeurs. 

2.4.2 Algorithme d'itération de valeurs 

Cet algorithme est une généralisation de l'algorithme d'itération de valeurs pour la 
résolution des MDPs. Contrairement aux MDPs, en POMDPs la statistique suffisante résu­
mant tout historique est l'état de croyance. Partant d'un POMDR il est possible de mettre 
à jour l'état de croyance à l'aide du théorème de Bayes sur le calcul des probabilités condi­
tionnelles. Comme l'état de croyance constitue la statistique suffisante pour la prise de dé­
cisions optimales, il est possible l'utiliser afin de définir un type particulier de MDP avec 
un ensemble infini d'états [Astrôm, 1965]. Dans ce contexte, les équations d'optimalité 
peuvent se réécrire comme suit : 

1. pour tout horizon T = 0,1,--- , N - 1 , 

Vr-N(b) = max\R(b,a) + XYP(co\b,a)v r+i.N{b')\ (2.84) 
a e A { weCl J 

avec b'(s) = P(s'\b,a,co), P(s',co\b,a) = 0(co\s,a)T(s'\s,a). 

2. pour T = N on a la condition limite : 

VN-N(b) = max R(b, à) (2.85) 
aeA 

La valeur vT.^(b) ne peut être calculée directement pour chaque état de croyance b e SP(S), 
car il y a un nombre infini d'états de croyance. Cependant, il est possible de calculer l'en­
semble des fonctions de valeurs AT:JV par une séquence d'opérations sur l'ensemble des 
fonctions de valeurs AT+I:JV, pour tout horizon T = 0, l,--- , N - 1. Il est utile de noter que 
l'ensemble des fonctions de valeurs, à l'horizon T = N, est donné par : 

A N : N ^ R W ' VaeA. (2.86) 

De plus, l'équation (2.84) peut se réécrire comme suit : 

v r N[b) = max \R(b,à) + X Y max P(co\b,a)v(b')\ (2.87) 
aeA I w e n v e A I + i : N 
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Mise à jour de VT:N = HvT+ V.N 

1. La première opération consiste en la génération des ensembles intermédiaires 
A ^ et A ^ , pour toute action aeA, pour toute observation coeiiet pour tout 
horizon T = 0, 1,--.,N-1 : 

K'*N *" v**{s)--R(s,à) (2.88) 
AT-N - vfù>(s) = XYT(s'\s,a)0(co\a,s')vi(s'), (2.89) 

SES 

Vyi e AT+i;jv où ua,w et u,- sont des fonctions de valeurs sur S. 

2. Par la suite, nous créons un ensemble A".^ pour toute action a e A , par la 
somme croisée sur les observations. Ceci de sorte que l'ensemble résultant i 
contienne des fonctions de valeurs construites en sommant |H| fonctions de 
valeurs, une pour chaque observation : 

KN = K>KÏÏ®Kiï®---®<T (2.90) 

3. Enfin, nous prenons l'union des ensembles A£N : 

AT:JV = UaeAK.N (2-9D 

La fonction de valeurs VT:N peut alors être extraite de AT:# comme prescrit à 
l'équation (2.87). 

FIGURE 2.9 - Opérateur H de mises à jour pour les POMDPs 

Malheureusement, dans le pire des cas, l'algorithme de mise à jour de la fonction de 
valeurs VT-N, décrit à la Figure 2.9, requiert un temps doublement exponentiel selon le 
nombre d'observations et l'horizon de planification. Afin de comprendre ce résultat, ob­
servons tout d'abord que l'étape (1) de l'algorithme 2.9 génère |A||Q||AT+1:AH fonctions de 
valeurs A. En outre, l'étape (2) opère |A||AT+i:jvl'n| sommes croiséesl. Ainsi, dans le pire 
cas, l'opération de mise à jour génère : 

\AT:N\ = 0(|A||AT+1:,vl|n|) (2.92) 
iniT+1-i 

= &(\A\ i«Fï ) (2.93) 
(2.94) 

1. La somme croisée de deux ensembles A = {1,2} etB = {3,4} notée A®B est égale à {(1 + 3), (1 +4), (2 + 
3), (2+ 4)} soit l'ensemble {4,5,5,6}. 
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fonctions de valeurs à l'horizon T. De plus, ces fonctions de valeurs peuvent être calculées 
en temps 0(|S|2|A||AT+i:jvl |n|). D est utile de noter la similarité des dimensions, entre l'es­
pace des arbres de décisions, équation (2.83), et celui des fonctions de valeurs à horizon r, 
équation (2.94). Cela s'explique du fait que toute fonction de valeurs de l'ensemble AT:JV 

correspond à la fonction de valeurs d'un arbre de décisions. 

Heureusement, bon nombre de fonctions de valeurs v e AT:I\ générées sont complè­
tement dominées par une autre fonction de valeurs ou par une combinaison linéaire de 
fonctions de valeurs : 

Vi(b) < vj(b), Vbe&>(S) (2.95) 

Ces fonctions de valeurs dominées peuvent alors être supprimées sans avoir aucun im­
pact sur la fonction de valeurs VT:N- Une fois de plus, comme toute fonction de valeurs de 
Ar:jv est la fonction de valeurs d'un arbres de décisions, le programme linéaire 7 permet 
également d'éliminer les fonctions de valeurs dominées. 

La recherche des fonctions de valeurs v e AT:N complètement dominées est coûteuse 
en temps. En effet, vérifier si une fonction de valeurs est complètement dominées requiert 
la résolution d'un programme linéaire avec |S| variables et |Arjy| contraintes. Seulement 
cette tâche d'élagage des fonctions de valeurs complètement dominées est utile car elle 
peut permettre de ne conserver qu'un nombre raisonnable de fonctions de valeurs. Mal­
gré de nombreuses méthodes d'élagage des fonctions de valeurs dominées, dans la grande 
majorité des cas pratiques les ensembles de fonctions de valeurs AT:JV croissent de façon 
exponentielle avec l'horizon de planification T = 0,1, • • •, N. L'une des principales raisons 
de la difficulté à appliquer les POMDPs comme modèle de formalisation de certains pro­
blèmes réels réside dans cette complexité inhérente à l'espace mémoire nécessaire pour 
le résoudre. 

Exemple 2. Considérons un problème, illustré à la Figure 2.10, à 5 états. L'agent est initia­
lement dans un état quelconque avec une probabilité uniforme. Dans ces états, la fonction 
d'observations offre une connaissance floue de l'état courant de l'agent. En prenant l'action 
a, l'agent se déplace de façon stochastique entre l'état S\ et l'état 52. Tandis qu'en exécutant 
l'action â, l'agent se déplace vers les états 53 et 54. L'état 55 est un état absorbant. La fonction 
de récompenses est telle qu'il est bon (+100) de se déplacer vers l'état 53, et néfaste (-100) de 
se déplacer vers l'état 54. La récompense est nulle partout ailleurs. La fonction de transitions 
Ta(s, s') et la fonction d'observations 0e0 (s) (dépendant exclusivement de la paire d'état et 
d'observation (s,co)) sont illustrées à la Figure 2.10. 

En observant ce POMDP, il apparaît que seul deux états dans les fonctions valeurs se­
ront améliorés par application de l'opérateur de mises à jour H, à savoir les états s\ et 52. 
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FIGURE 2.10 ­ Exemple de POMDP simple, et sa représentation graphique G. 

Cela s'explique par le fait que les états 53, 54 et 55 obtiennent leurs valeurs optimales, au 
travers de leur récompense immédiate +100, ­100 et 0, respectivement. Pour cette raison, 
nous focaliserons notre attention uniquement sur les deux composantes représentant les 
états 5i et 52. 

Afin de commencer la résolution de ce problème, un ensemble d'hyperplans initiaux 
A0 est extrait de la fonction de récompenses, en incluant un hyperplan va'* par action 
a e A : 

Ao va'*(s) = R(s,a), y a e A . (2.96) 

La Figure 2.11 montre la fonction de valeurs initiales fo­ Cette figure montre unique­

ment les deux dimensions représentant les états S\ et 52. En effet, seules les valeurs corres­

pondantes aux états {5i, 52} peuvent varier. 

La Figure 2.12 décrit les étapes qui permettent de construire l'ensemble des hyper­

plans Ai à horizon T = 1. La première étape consiste en la projection de l'ensemble Ao sui­

vant chaque paire « action / observation », comme décrit à l'équation (2.89). La seconde 
étape décrit le produit croisé, équation (2.90). Dans ce cas, parce que chaque ensemble 
AQ'W contient un seul hyperplan, le produit croisé se réduit alors en une somme. L'étape 
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finale procède à l'union des deux ensembles AQ et Ag comme décrit dans l'équation (2.91). 
Cela produit la solution à horizon T = 1 pour le problème à 5 états. La fonction de valeurs 
correspondantes est illustrée à la Figure 2.13. 

v0(b) 

Pr(5i) Pr(52) 

FIGURE 2.11 - Fonctions de valeurs initiales VQ. 
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FIGURE 2.12-Ensemble d'hyperplans à horizon T = 1, Ai. 

La Figure 2.14 décrit les étapes menant à la solution à horizon T = 2. C'est à dire la 
fonction de valeurs U2 s A2. Cela commence par la projection de l'ensemble Ai suivant 
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vi(b) 

Pr(5i) Pr(52) 

FIGURE 2.13 ­ Fonction de valeurs à horizon T = 1, v\. 
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FIGURE 2.14­Ensemble d'hyperplans à horizon T = 2, A2. 

chaque paire « action / observation ». Dans ce cas, il y a deux hyperplans Ai, donc il y aura 
deux hyperplans dans chaque ensemble A"'". Puis, le produit croisé est réalisé sur les en­

sembles A*w et A*'0*. Enfin, on les somme, en combinaison avec A*'*. Dans le cas de l'en­

semble Afi cela conduit à quatre hyperplans identiques. En effet, chaque ensemble Aa,ÙJ et 
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Aa'w contient deux copies d'un même hyperplan. La dernière étape procède à l'union des 
ensembles A | et A|. Dans ce cas, il suffit de préserver une seule copie de cet hyperplan 
dans A". L'ensemble A2 contient alors cinq hyperplans, comme illustré à la Figure 2.15. 
Des itérations supplémentaires peuvent être réalisées de sorte à déterminer une fonction 
de valeurs pour des horizons plus élevés. Ceci met fin à la discussion sur cet exemple. D 

v2(b) 

Pr(si). Pr(52) 

FIGURE 2.15 - Fonctions de valeurs à horizon T = 2, i>2. 

2.4.3 Algorithme d'itération de politiques 

Outre l'algorithme d'itération de valeurs, il existe également des approches d'itération 
de politiques pour la résolution des POMDPs [Hansen, 1997, 1998, Ji et al., 2007, Sondik, 
1971,1978]. La meilleure implementation de l'algorithme exacte d'itération de politiques 
présentée ici est due à [Hansen, 1997]. Cet algorithme se décompose en deux étapes : 
d'une part, une étape d'évaluation de la politique courante est effectuée ; d'autre part, une 
étape d'amélioration de cette dernière est mise en œuvre. Nous nous contentons par la 
suite du déterminisme d'une politique e-optimale car nous avons la certitude qu'il existe 
toujours un automate fini d'états pouvant représenter une telle politique. 

L'étape (1) de l'évaluation de la politique procède au calcul de la fonction de valeurs 
v71 = AT associée à la politique n courante. La résolution de l'équation (2.97) permet de 
déterminer la fonction de valeurs v" représentée par l'ensemble fini de fonctions de va­
leurs A r. Lorsque la politique n est représentée sous forme d'un automate d'états finis ô, 
on dénote vx la fonction associée à chaque état x e X. L'évaluation d'une politique repré­
sentée sous forme d'un automate d'états finis consiste alors en la résolution du système 
d'équations linéaires suivant : 

vx(s) = i?(5,a(;c)) + A E T(s'\s,a(x))0(co\s',a(x))v^x<u))(s') 
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Algorithme 9 Algorithme d'itération de politiques. 
1: procedure PI 
2: Soit n *- KQ un arbre de décisions donné, et T — 0, 
3: répéter 
4: ÉVALUATION DE LA POLITIQUE : calculer AT en résolvant, 

(l-XTn)v Rn (2.97) 

5: MISE À IOUR DE LA FONCTION DE VALEURS : 

6: 

A T + i 

TRANSFORMATION DE LA POLITIQUE : 

HAT 

Tt * - T R A N S F O R M E R ( A T , 7 T ) 

7: jusqu'à || A T - A T + i l K e ^ 
8: 

9: fin procedure 
Retourner n* — n. 

(2.98) 

(2.99) 

pour tout état x e X et tout état 5 e S. L'ensemble des fonctions de valeurs AT est donné 
par l'ensemble des fonctions de valeurs {vx}Xex- L'étape (2) de mise à jour de la fonction de 
valeurs correspond à l'utilisation de l'opérateur de mises à jour H, introduit dans le cadre 
de l'algorithme d'itération de valeurs. Mettre à jour la fonction de valeurs v11, représen­
tée par AT, revient à transformer l'ensemble de fonctions de valeurs AT par un ensemble 
de fonctions de valeurs améliorées AT+i, comme indiqué à l'équation (2.98). La dernière 
étape procède à la transformation de la politique courante n afin de prendre en compte les 
dernières modifications de la fonction de valeurs vn , représentée par AT+i. Pour ce faire, 
une simple comparaison des ensembles AT et AT+i est suffisante. La transformation de la 
politique courante n représentée sous forme d'un automate <_> se fait en utilisant les en­
sembles AT et AT+i. Elle se base sur une représentation arborescente de la fonction de va­
leurs d'un état x e X comme illustré à la Figure 2.16. On appelle dans cette représentation 
arborescente de la fonction de valeurs vx , état successeur de x noté p(x,co), l'ensemble 
des états accessibles en partant de x puis en percevant une observation co. Dans l'exemple 
Figure 2.16, les successeurs de l'état xy sont les états xo et JC2 pour les observations co\ et 
C02, respectivement. Nous somme dès lors prêt à présenter les règles de transformation de 
la politique courante. 

Premièrement, notons que certaines des fonctions de valeurs vx e AT+i sont dupli­
quées dans AT, c'est à dire que leurs actions, leurs états successeurs et leurs valeurs pour 
tout état 5 e S sont identiques. Tout état de l'automate courant ô pour lequel il existe 
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start 

FIGURE 2.16 - Représentation arborescente de la fonction de valeurs vXl d'un état Xi. 

Transformation de la politique courante 

Soit une politique n représentée par un automate fini d'états ô de fonction de valeurs 
v" représentée par AT, et e > 0 un entier arbitraire. 

1. Pour toute fonction de valeurs vx e AT+i : 

(a) Si l'action a(x) et les états successeurs p(x,co) associés à vx dupliquent 
ceux de ÔT, alors conserver l'état x inchangé dans <5T+i. 

(b) Si vx domine une fonction de valeurs vy e AT pour tout état 5 e S et tout 
état y de l'automate ô, remplacer l'action ainsi que les états successeurs * 
de y par ceux utilisés dans la construction de x. 

(c) Sinon ajouter un état ayant l'action et les états successeurs de x à l'auto­
mate ÔT+i. 

2. Finalement, élaguer tout état n'ayant pas de fonction de valeurs dans AT+i, tant 
qu'il n'est pas accessible par un état x dont la fonction de valeurs vx est inclut 
dans AT+i. 

FIGURE 2.17 -Algorithme de transformation de la politique courante. 

une fonction de valeurs dupliquées dans AT+i est conservé comme tel dans l'automate 
amélioré ô'. Les fonctions de valeurs de AT+i qui ne sont pas dupliquées conditionnent 
les transformations de la politique courante. Si une fonction de valeurs non dupliquées 
vx e AT+i domine une fonction de valeurs vy e AT, l'état y est modifié de sorte que son 
action et ses états successeurs correspondent à ceux de l'état JC. Si une fonction de va­
leurs non dupliquées vx e AT+i ne domine pas une fonction de valeurs vy e AT, l'état x est 
ajouté dans Ô'. S'il existe des états n'ayant de fonction de valeurs correspondantes dans 
AT+i, elles devraient être supprimées, à moins que leurs états y soient accessibles partant 
de certains états x dont les fonctions de valeurs sont stockées dans AT+i. Cet algorithme 
d'itération de politiques garantie non seulement une croissance monotone de la qualité 
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de la fonction de valeurs, fo ^ f i ^ • • • ^ VN, mais aussi une convergence vers un politique 
e-optimale, en un nombre fini d'itérations [Hansen, 1997]. 

En outre l'analyse de complexité indique que l'algorithme d'itération de politiques n'a 
pas une complexité si différente de celle de l'algorithme d'itération de valeurs. En effet, 
outre les étapes d'évaluation de la politique (étape 1) et de transformation de la politique 
(étape 3), cet algorithme est identique à l'algorithme d'itération de valeurs. Hors, l'étape 
d'évaluation de la politique correspond à la résolution de l'équation (2.97) pour tout état 
x de l'automate représentant la politique courante. Cette procédure nécessite <9(|AT||S|3) 
opérations élémentaires au temps T. L'étape de la transformation de la politique requiert 
simplement &(\AX\ + |AT+i|) opérations élémentaires. En somme, la complexité de l'algo­
rithme d'itération de politiques est dominée par celle de la mise à jour de la fonction de 

mi r+1-i 
valeurs, soit tf(\A\ in|-1 ) comme dans le cas de 1 algorithme d'itération de valeurs. 

S'il est possible de calculer la fonction de valeurs optimales v*, ou ^-optimales v*, sur 
la totalité des états de croyance, le nombre de fonctions de valeurs A issue des mises à jour 
exactes sera exponentiel par rapport à l'horizon. C'est pour cette raison que les approches 
exactes présentées précédemment ne peuvent résoudre que des problèmes jouets. Ces 
dernières observations motivent la recherche d'algorithmes approximatifs capables de 
faire face à des applications réelles, en particulier au travers du calcul de la fonction de 
valeurs sur un sous-ensemble représentatif des états de croyance. 

2.5 Approximation de POMDPs 

De nombreuses approches ont été proposées afin de surmonter la complexité de ré­
solution exacte des POMDPs. Cette section propose un survol des grandes familles d'ap­
proches approximatives. 

2.5.1 Méthodes à base d'états de croyance 

La fonction de valeurs e-optimales, v*, peut être approximée progressivement en pro­
cédant à des mises à jour sur un sous-ensemble représentatif des états de croyance B Q 
2?(S). Ce type de mises à jour de la fonction de valeurs est nommée mises à jour à base de 
points [Lovejoy, 1991, Pineau, 2004, Smith and Simmons, 2005, Spaan and Vlassis, 2005]. 
Pour tout état de croyance b e B, la mise à jour de la fonction de valeurs représentée par 
l'ensemble des fonctions de valeurs A est définie par A' — HA, tel que l'opérateur fil soit 
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défini par : 

v"°fs) = E 0 M « , S ' ) T ( 5 ' | 5 , A M 5 ' ) (2.100) 
s'eS 

va = R(a) + X E aigmax(b-vao) (2.101) 
ùje i ïv a o :ve j \ 

vb = aigmax(b-va) (2.102) 
v a : aeA 

pour tout état de croyance b e B, où A' = {vb \ b e B], A = {v}. Les principaux attraits de 
cette approche résident d'une part, dans la complexité polynomiale 0(|B||.A||Q||A|) de 
l'opérateur H et d'autre part dans le fait que la dimension de la fonction de valeurs ap­
proximatives VN = A soit bornée à terme par le nombre |5 | des états de croyance, soit 
|A| ^ \B\. La politique extraite d'une fonction de valeurs e-optimales sur B est de bonne 
qualité si elle se généralise bien aux états de croyance b & B à l'extérieur de l'ensemble 
B. Une fonction de valeurs v se généralisa d'autant plus facilement à un état de croyance 
b t B que sa valeur v(b) n'est pas très éloignée de la valeur optimale v* (b). Cette propriété 
explique l'importance d'une sélection pertinente des états de croyance. Sachant que seuls 
les états de croyance accessibles et noté &(S) conditionnent les actions d'une politique, il 
est clair que le calcul exact d'une fonction de valeurs sur l'ensemble des états de croyance 
accessibles produit une politique £-optimale à l'exécution. Fort de ce constat, de nom­
breux algorithmes de mises à jour à base de points ne considèrent qu'un sous-ensemble 
B £ &(S) des états de croyance accessibles à partir de l'état de croyance initial bo [Pineau, 
2004]. Les techniques de mises à jour à base des états de croyance diffèrent néanmoins 
de part leur routine individuelle de sélection des états de croyance B mais aussi de part 
l'ordre suivant lequel ces états de croyance sont mises à jour. 

Algorithme PBVI [Pineau et al., 2003b] 

L'algorithme d'itération de valeurs à base d'états de croyance (PBVI) a été un des pre­
miers algorithmes d'approximation de la fonction de valeurs sur un ensemble sélectionné 
d'états de croyance parmi tous les états de croyance accessibles [Pineau et al., 2003b]. En 
particulier, PBVI calcule alternativement l'ensemble des états de croyance BT et la fonc­
tion de valeurs e-optimales, vr = AT, sur l'ensemble BT. L'algorithme débute en considé­
rant l'ensemble des états de croyance initiaux fîo = {bo) comprenant l'état de croyance 
initial b0, il calcule la fonction de valeurs e-optimales AQ sur l'ensemble Bo, puis étend 
l'ensemble Bo à l'ensemble Bl en y incorporant certains des états de croyance successeurs 
des états de croyance de B0 et calcule une fois de plus la fonction de valeurs Ai £-optimale 
sur Bi. Cette procédure se répète tant qu'un critère d'arrêt n'est pas atteint. 

En plus d'hériter des propriétés de complexité en temps et mémoire des algorithmes 
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Algorithme 10 Algorithme PBVI. 
1: procedure PBVI 
2: Soient Ao, Bo — {bo}, T —0. 
3: répéter 
4: Ajouter AT — HAT(d), pour tout b e BT. 
5: Étendre l'ensemble des états de croyance, 

BT+i ­ BT (2.103) 
BT+i — argmax min ||è'­fa|| i (2.104) 

V=(b,a,a>) b 

Poser T — (T + 1). 
jusqu'à un critère d'arrêt est atteint 
Retourner AT. 

fin procedure 

à base de points, PBVI se distingue par sa borne sur l'erreur résultant de l'approximation 
de la fonction de valeurs e­optimales sur un ensemble fini d'états de croyance. Soit rœ = 
maxa,5 R(s, d) la récompense maximale possible, l'algorithme PBVI retourne une fonction 
de valeurs A^ telle que : 

IIAAT­A^IIOO < ^ ^ + A N | | A O ­ A * H C O (2­105) 

oùeB=maxb / e B X j 4 x nminb e B \\b'­b\\i. 

2.5.2 Méthodes à base de trajectoires d'états de croyance 

Une des approches de mises à jour à base d'états de croyance, parmi les plus répan­

dues, sélectionne les états de croyance par simulation de l'exécution d'une politique n. 
Une telle simulation produit un historique foo.iv pour tout N < oo. De cet historique, il est 
possible d'extraire (N+ l) états de croyance comme suit : pour tout historique ho­T, pour 
tout temps T = 0,1, • • •,N— 1, 

br(s) = P(s\h0:T) (2­106) 

avec fto,T+i = (hoiT,aT,coT+i) où AT = 7t(ho:r) et coT+i est échantillonné à partir de la dis­

tribution de probabilités 0( ­ |A T + I ,5 T + I ) et l'état sT+i est également échantillonné à partir 
de la distribution de probabilités _T(­|AT,5T+I). En particulier 5o est échantillonné à partir 
de bo ■ Ainsi la simulation d'une politique produit une trajectoire bo, b\, • • •, b^ d'états de 
croyance, et les méthodes qui génèrent ainsi B sont dites méthodes à base de trajectoires 
[Bonet and Geffner, 1998, Shani et al., 2007, Smith and Simmons, 2004, 2005]. 
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FIGURE 2.18 ­ Illustration des approches de mises à jour à base de trajectoires. 

Algorithme FSVI [Shani et al., 2007] 

Par exemple, l'algorithme d'itération de valeurs par chaînage avant (FSVI) utilise la po­

litique UMDP du MDP sous­jacent2 au POMDP à résoudre afin de sélectionner les actions 
permettant par la suite de générer l'ensemble des états de croyance. 

Algorithme 11 Algorithme FSVI. 
procedure FSVI 

Soient A, TÏMDP et bo­

Échantillonner 5o de bo, et poser T — 0. 
répéter 

MISES À JOUR À BASE DE TRAJECTOIRES(bT, sT) 
jusqu'à A n'a pas convergé 
Retourner A. 

fin procedure 

De plus, les algorithmes à base de trajectoires procèdent aux mises à jour de leurs états 
de croyance par chaînage arrière. Considérons la trajectoire d'états de croyance bo, b\, • • •, b>\­

Les mises à jour se font dans le sens inverse de la trajectoire. C'est à dire vbN,vbN~1,­ ■ ■ ,vb°. 
De cette manière la dépendance causale entre les états de croyance est respectée et la pro­

pagation des valeurs est plus grande. Par conséquence, la convergence est plus rapide en 
général. Bien que FSVI soit une approche efficace en pratique elle ne dispose à ce jour 
d'aucune garantie théorique quant à la qualité de la politique construite. 

L'avantage de l'algorithme FSVI réside dans le fait que le calcul de la politique rtMDP re­

quiert un temps négligeable. Il en est de même pour la sélection des actions AT, pour tout 

2. Le MDP sous­jacent d'un POMDP correspond aux attributs (S, A, P, R) d'un MDP dans le modèle 
(S, A, P, R, O, Q) du POMDP 
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Algorithme 12 Routine de mises à jour dans l'algorithme FSVI. 
i 

2 

procedure MISES À JOUR À BASE DE TRAJECTOIRES^, 5T) 

si 5T n'est pas un état but alors 
Choix de l'action a- •— JTMDP(^T). 

Échantillonner 5T+i de r(-|5T,AT). 
Échantillonner wT+i de 0 ( - |A T ,5 T + I ) . 

Mises à jour à base de trajectoires (bT+i, sT+i). 
fin si 
Ajouter la fonction de valeurs vbj à A. 

fin procedure 

T = 0,1, • • •, N. Néanmoins, un des inconvénients de FSVI est son incapacité à reconnaître 
les trajectoires capables d'améliorer l'information concernant l'état du système. En effet, 
en utilisant la politique ituDPi FSVI limite sa capacité à construire des trajectoires sus­
ceptibles de visiter des états susceptibles de produire des observations utiles. De plus, la 
politique UMDP étant stationnaire, les trajectoires générées sont identiques quelque soit 
la fonction de valeurs courantes. En conséquence, dans certaines applications, FSVI re­
tourne une fonction de valeurs sous-optimales sur l'ensemble des états de croyance visi­
tés. 

Algorithme HSVI [Smith and Simmons, 2004,2005] 

Dans la famille des algorithmes à base de trajectoires, l'algorithme de construction 
heuristique de la fonction de valeurs, HSVI, a démontré d'impressionnantes performances 
sur un grand nombre de benchmarks. À la différence de FSVI, cet algorithme construit ses 
trajectoires en sélectionnant les actions a- suivant une borne supérieureAT et une borne 
inférieure AT sur la fonction de valeurs A* recherchée, pour tout r = 0,1, • • • ,N avec N ^ 
cx). Le lecteur notera que bien qu'il soit possible de résoudre des POMDPs à horizon infini 
en utilisant HSVI, la longueur des trajectoires considérées est toujours finie. 

Algorithme 13 Algorithme HSVI. 
i 

2 

procedure HSVI 
Initialiser AQ et Ao, et T = 0. 
répéter 

EXPLORER^ , AT,AT). 
jusqu'à AT(fcT)-AT(bTKe 

fin procedure 

Chacune des trajectoires d'états de croyance bo,b\,--' ,bs commence par un état de 
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Algorithme 14 Routine d'exploration de l'algorithme HSVI. 
i: procedure EXPLORER 
2: si AT (bT) - AT (bT) > jr alors 
3: Choix de l'action AT — arg max AT (bT, a), 

aeA 
4: Choix de l'observation coT+i 

coT+i — argmax (AT(bT+i) - AT(bT+i)) 
coeCl 

oùbT+i^-(b r,aT,coT+i). 
5: EXPLORER(_bT+i,ÀT,AT) 
6: Mettre à jour la borne inférieure : AT — vbr. 
7: Mettre à jour la borne supérieure : AT — tA (b-). 
8: fin si 
9: fin procedure 

croyance initial bo- Les actions AT simulées correspondent toujours à l'action la meilleure 
prescrite par la borne supérieure AT. L'états de croyance bT+\ succédant à bT est l'état 
de croyance pour lequel la distance AT(bT+i) - AT(bT+\) entre les deux bornes est maxi­
male. Lorsque la trajectoire est complètement générée, les états de croyance sont mises à 
jour dans l'ordre inverse de leur génération. Les trajectoires générées sont d'autant plus 
bonnes que la distance entre les bornes est négligeable. Malheureusement, le maintient 
des ces bornes requiert des efforts considérables. De fait, le gain en temps résultant du 
nombre réduit des mises à jour n'est que partiellement perceptible par rapport au temps 
total de résolution du POMDP 

2.5.3 Méthodes de réduction de la dimension 

Le domaine de recherche sur les processus décisionnels de Markov partiellement ob­
servables est un domaine extrêmement dynamique, comme le prouve le nombre des ap­
proches proposées ces dernières années. Sa complexité PSPACE-difficile a orienté les cher­
cheurs vers des méthodes approximatives capables de faire face aux énormes besoins en 
mémoire. 

Famille Exponentielle de PCAs En particulier, [Roy et al., 2005] proposent une méthode 
de planification dans des sous-espaces de croyances de dimensions réduites. Ceci est pos­
sible notamment à travers une technique similaire à celle de l'analyse en composantes 
principales (PCA) [Jolliffe, 2002]. Les auteurs proposent également une méthode de pla-
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nification étant donnée ces sous-espaces de croyances. Les résultats expérimentaux sont 
assez impressionnants. En effet, la complexité de résolution dans certains exemples de 
POMDPs est réduite de façon exponentielle. 

Exploitation de l'historique La principale idée derrière les approches visant à tirer par­
tie de l'historique, est de se détacher du concept d'état de croyance. Ceci avec l'objectif 
de représenter les politiques directement comme des fonctions conditionnées par des sé­
quences d'observations. L'avantage de ces méthodes est qu'elles ne requièrent pas de mo­
dèle de la dynamique de système. Elles ne basent le processus d'optimisation que sur les 
données observées à savoir : actions ; observations ; ou récompenses immédiates. 

L'algorithme UTree, proposé par [McCallum, 1995], offre une approche dans laquelle 
les historiques d'observations sont représentés sous forme d'arbres de suffixes, et où les 
branches croissent lorsqu'une nouvelle observation apparaît. 

La représentation prédictive des états (PSR) en est un autre exemple [Littman et al., 
2001]. Elle est basée sur des prémices similaires. Cependant, en lieu et place des histo­
riques, la politique est conditionnée par des tests de prédictions. Un test correspond à 
une séquence d'observations futures. Dans ce contexte, les états sont exprimés en termes 
de probabilités sur les séquences d'observations. L'ensemble des tests peut être appris di­
rectement par exploration des données [Rosencrantz et al., 2004, Singh et al., 2003]. 

L'avantage principale de ces approches est qu'elles ne nécessitent pas la connaissance 
du modèle. Cela peut s'avérer problématique dans des domaines où le coût d'exploration 
est exorbitant. 

Recherche en ligne D'autres approches par contre tentent de faire face à la complexité 
prohibitive des POMDPs en alternant phase de planification et phase d'exécution : il s'agit 
de la planification en ligne [Bonet and Geffner, 1998, Paquet et al., 2005, Ross and Chaib-
draa, 2007]. L'avantage de ces approches réside dans le fait qu'elles ne sont pas contraintes 
à résoudre le problème en totalité. Seuls de très petits horizons sont résolus. Puis la fonc­
tion de valeurs récoltées est exploitée afin de prendre les décisions courantes lors de la 
phase d'exécution. 
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2.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons discuté des problèmes de contrôle centralisé des pro­
cessus de Markov, qu'ils soient complètement observables (MDPs) ou partiellement ob­
servables (POMDPs). Nous avons présenté les modèles, les équations de Bellman qui ré­
gissent la sélection des politiques, ainsi que les principaux algorithmes exacts et approxi­
matifs. Nous avons, en particulier, décrit les algorithmes d'itération de valeurs et de poli­
tiques dans les deux modèles. 

Si les algorithmes classiques semblent les plus appropriés en générale, nous avons sou­
ligné l'importance des approches spécialisées, soit dans l'organisation des opérations de 
mises à jour de la fonction de valeurs ou de la politique, soit dans la compression de l'es­
pace mémoire requis par les approches classiques. Nous avons en particulier mis en évi­
dence les performances des approches de recherche heuristique sur la base de trajectoires. 
Que se soit en MDP ou en POMDP, ces approches ont montré des performances parmi les 
meilleures et gagneraient à être considérées dans d'autres domaines étendant les modèles 
MDPs et POMDPs. 

La théorie de la planification centralisé exacte ou approximative pour le contrôle cen­
tralisé des processus de Markov complètement ou partiellement observables est extrême­
ment riche. Les principaux travaux se tournent désormais vers l'application de cette théo­
rie sur de problèmes de taille réelle. En POMDPs, la recherche théorique en planification 
après avoir connue un croissance considérable ces dix dernières années semble désormais 
s'orienter vers la validation sur des applications : en Médecine ; dans le E-commerce ; et 
bien d'autres domaines. Ces applications offrent, en effet, des hypothèses additionnelles 
pouvant contraindre l'espace des croyances ou des politiques et ainsi réduire la com­
plexité théoriques des POMDPs. En MDPs, les applications sont légions, et ne cessent de 
nourrir la théorie. 

La solidité de ces théories tranche avec lajeunesse des modèles Markoviens introduits 
récemment dans le cadre du contrôle des processus multi-agents. En particulier, lorsqu'il 
s'agit du contrôle distribué d'un système multi-agents, le modèle des processus décision­
nels de Markov partiellement observables et décentralisés est adopté. Les ébauches de 
théorie de la planification dans ce cadre très générique ont consisté pour l'essentiel à 
adapter au cadre multi-agents plusieurs des techniques rudimentaires décrites dans ce 
chapitre. 



Chapitre 3 

Contrôle distribué de processus 
décisionnels de Markov 

« L'essentiel, quand on a un commandement, c'est de prendre une décision, quelle qu'elle soit. On s'effraie 
au début, puis avec l'expérience, on s'aperçoit que cela revient à peu près au même... quoi qu'on décide. » 

Jean Anouilh 
extrait de L'alouette 
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I'USQU'ICI nous avons décrit les problèmes de prise de décisions séquentielles du 
point de vue d'un seul agent interagissant avec son environnement : qu'il s'agisse 
du pilote d'avions, du courtier ou des parents préparant le repas du soir. Ce point 
de vue est une simplification grossière de la modélisation des acteurs influençant 

lution des problèmes de prise de décisions séquentielles. Par exemple, la poursuite 
d'une proie par une meute d'hyènes affamées requiert la prise en compte de divers point 
de vue, un pour chacun des acteurs interagissant au cours de ce processus. De façon gé­
nérale, la majorité des applications d'envergure font intervenir une multitude d'acteurs, 
allant parfois jusqu'à des millions. 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème du contrôle distribué d'un sys­
tème de prise de décisions séquentielles, multi-agents et coopératif. Dans les problèmes 
de prise de décisions séquentielles abordés précédemment, le contrôle étant centralisé, 
quelque soit le nombre d'agents, les interactions de l'ensemble des agents avec l'environ­
nement étaient perceptibles de tous. À la différence, dans le problème général du contrôle 
distribué, non seulement les effets de actions individuelles sont incertaines et les obser­
vations individuelles sont partielles, mais en plus les récompenses sont conjointes. Pour 
cette raison, un grand nombre de résultats établis dans le cadre du contrôle centralisé 
(Chapitre 2) sont à réviser. 

Ce chapitre introduit d'une part, le modèle général de contrôle distribué des systèmes 
de prise de décisions séquentielles, multi-agents et coopératifs - en Section 3.1. D'autre 
part, il passe, Section 3.2, 3.4, 3.3 et 3.5, en revue l'ensemble des méthodes exactes et ap­
proximatives. Nous y abordons en outre et de façon brève les modèles des sous-classes 
munies d'hypothèses simplificatrices - en Section 3.6 et 3.7. 

3.1 DEC-POMDPs 

Le modèle général de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov par­
tiellement observables (DEC-POMDP) offre un cadre général de formalisation et résolu­
tion des problèmes de contrôle distribué des systèmes multi-agents et coopératifs, comme 
illustré à la Figure 3.1. En général, le système multi-agents est soumis à plusieurs contraintes. 
D'une part, chaque agent perçoit différente information imparfaite sur l'état du système 
et les effets des actions conjointes sont incertaines, tout en ne percevant les récompenses 
que conjointement. D'autre part, à l'exécution chaque agent doit disposer de sa propre 
politique individuelle, lui permettant ainsi d'exécuter cette dernière indépendamment 
des autres agents. Cette dernière contrainte est une condition nécessaire et suffisante du 
contrôle distribué dont sont exemptes les modèles dont nous avons parlé jusqu'ici : MDPs 
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et POMDPs. 

FIGURE 3.1 - Chaque agent perçoit différente information partielle sur l'état du système. 

3.1.1 Cadre formel 

Un DEC-POMDP est un formalisme multi-agents du contrôle distribué d'un proces­
sus décisionnel de Markov. Chaque agent dispose de ses actions et observations indivi­
duelles, mais il ne peut les communiquer aux autres agents lors de la phase d'exécution. 
L'ensemble des fonctions de récompenses, de transitions et d'observations, dépendent 
quant à elles des actions et parfois des observations conjointes de l'ensemble des agents. 

Définition 5. Un DEC-POMDP est donné par un 7-uplet (S, A, Q, T, R, O, J ) où : 

1. Les états. S est l'ensemble fini des états du système, 

2. Les actions. A = A1 x A2 x ••• x A1^1 est l'ensemble fini des actions conjointes a e A 
de l'ensemble des agents J . Chaque agent i e J dispose d'un ensemble A1 d'actions 
individuelles. 

3. Les observations. Q = Q1 x Q2 x ••• x Q,J?I correspond à l'ensemble des observations 
conjointes coeQ.de l'ensemble des agents. Chaque agent i e j? dispose d'un ensemble 
C d'observations individuelles. 

4. La fonction de transitions. T(s, a, s) représente la probabilité P(s\ s, a) de transiter vers 
un état s après avoir exécuté l'action conjointe a dans l'état s. 

5. La fonction de récompenses ou de coûts. R(s, à) définit le modèle de récompenses du 
système, c'est à dire la récompense (resp. coût) perçue lorsque dans l'état conjoint s 
l'ensemble des agents exécute l'action conjointe a. 

http://coeQ.de
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6. Les fonctions d'observations. 0(5, A,CO, S) décrit la probabilité P(co\s, a, s) que l'en­

semble des agents perçoive l'observation conjointe oo lorsque dans l'état s, ils exécutent 
l'action conjointe a et transitent dans l'état s. 

3.1.2 Politiques conjointes 

Partant d'un DEC­POMDP, l'objectif est de déterminer une politique individuelle n1 e 
n 1 ^ pour chaque agent i e J . Les politiques individuelles n1 pour tout i e J appar­

tiennent à l'ensemble des politiques non Markoviennes et aléatoires U1^ par défaut. En ef­
fet, il n'existe aucun résultat théorique garantissant qu'il existe une sous­classe Ux c n1^, 
de définition des politiques individuelles n1, pour tout agent i e j?'. 

Le problème de déterminisme de la plus petite classe % des politiques dans laquelle il 
est garantie de déterminer la politique conjointe n = (n1, n2, ■ ■ ■, n^^) optimale pour tout 
DEC­POMDR est à ce jour un problème ouvert. 

Encore une fois, ce problème est fondamental car plus la classe des politiques est res­

treinte, plus simple est l'encodage de cette politique, plus facile sera la recherche, et par 
conséquent plus performantes seront les méthodes utilisées à cette fin. Néanmoins, cer­

taines des méthodes que nous décrirons restreignent sans preuves théoriques la recherche 
dans l'espace des politiques non Markoviennes et déterministes nH D , bien qu'il se pour­

rait qu'une politique optimale dans l'espace des politiques non Markoviennes et détermi­

nistes n H D soit sous optimale dans l'espace des politiques non Markoviennes et aléatoires 
n™. 

Comme nous l'avions souligné dans le cadre des POMDPs, il existe deux principales re­

présentations d'une politique individuelle ou conjointe d'un DEC­POMDR à savoir l'arbre 
de décisions préconisée dans les cas à horizon fini et la machine à états fini utilisée dans 
les cas à horizon infini. Nous allons présenter l'une et l'autre de ces représentations de 
politiques. 

Arbres de décisions 

Une politique individuelle n1 e I1HD d'un agent i e J , peut être représentée comme un 
ensemble d'arbres de décisions de profondeur N<oo, lorsque le nombre de décisions sé­

quentielles à prendre est un nombre fini N. Chacun des arbres de décisions associe à toute 
séquence d'observations (co[ x co\ x • ■ • x col

H) individuelles de longueur H ^ N , une action 
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individuelle A' e A'. La Figure 3.2 illustre l'exemple d'un arbre de décisions d'une poli­
tique individuelle n1, pour tout î e J . Cet arbre de décisions décrit un plan contingenté 
où la décision initiale de l'agent i sera d'exécuter l'action individuelle À. Puis si l'agent 
perçoit l'observation individuelle oo (resp. co), il choisira d'exécuter l'action individuelle A 
(resp. d). Lorsqu'on dispose d'une information quant à l'état initial du système, une po­
litique individuelle peut être définie partiellement. Ainsi, un seul arbre de décisions peut 
être suffisant pour représenter une politique individuelle en connaissance de l'état initial 
ou de l'historique initial du système. 

FIGURE 3.2 - Un arbre de décisions de profondeur N = 2 d'une politique individuelle. 

Machines à états finis 

Lorsque le nombre de décisions séquentielles à prendre est infini N = oo, il faudrait 
un ensemble d'arbres de décisions de profondeur infinie pour représenter une politique 
individuelle d'un agent. Bien entendu, un tel arbre est impossible à représenter. S'il est 
impossible de garantir un encodage pour toute politique individuelle quelconque lorsque 
N = oo, certaines d'entre elles peuvent néanmoins être encodées en utilisant une machine 
à états finis. 

Une politique représentée sous forme d'une machine à états finis est une application 
qui associe à toute séquence d'observations individuelles (possiblement infinie) un ac­
tion individuelle. Ainsi, certaines politiques individuelles n1 e n 1 ^ (resp. n1 e n H D ) d'un 
agent i pour tout i e & peuvent être représentées par un ensemble de machines aléatoires 
(respectivement déterministes) à états finis. 

Définition 6. Une machine à états finis est un A-uplet (X, a, n, xo), où : 

1. X est un ensemble fini d'états, où chaque état représente un nœud muni d'une action 
individuelle a1 eA l . 

2. a: X —> A1 pour tout i e J1', où a(x) est l'action individuelle at e A1 exécutée lorsque 
la machine se trouve à l'état x ; 
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3. 77: X x Q1 — &>{X) pour tout i e J?, où n(x,ool,x) est la fonction de transitions. Elle 
décrit la probabilité de transiter vers l'état successeur x e X suite à l'observation co1 e 
fi' en partant de l'état x e X. Lorsque la fonction de transitions est déterministe, la 
machine est dite déterministe, le cas échéant elle est dite stochastique; 

4. L'état représenté par XQ est l'état de départ de la machine. 

La Figure 3.3 illustre une de ces machines déterministes à états finis. Cette machine dé­
terministe décrit un plan infini où la décision de départ a(x^) est celle associée à l'état JCO. 
Puis pour toute séquence d'observations individuelles de longueur quelconque, il suffit de 
suivre la fonction de transitions n. L'action individuelle associée à l'état terminal sera celle 
à exécuter. Considérons par exemple, la séquence d'observations < co,oo, 00,00,00,00, 00,co >. 
En partant de l'état de départ, la fonction de transitions nous fournit la séquence de paires 
d'état et d'observation suivante < xo, 00, xi, 00, XQ,CO, X\, co, X2,(o, X\,oo, XQ, co, X\,co,X2>. Ainsi, 
l'état terminal de la séquence < 00,00,00,00,00,00,00,00 > est l'état X2 et l'action à exécuter est 
celle qui y est associée, c'est à dire a(x2). 

start 

FIGURE 3.3 - Une machine déterministe à états finis. 

3.1.3 Fonction de valeurs 

Afin de différencier deux politiques conjointes n et it, il nous faut choisir un critère 
d'optimisation, selon que le nombre de décisions à prendre soit fini N < 00 ou infini N = 
0 0 : 

1. Si N < 00 (cas à horizon fini) le critère d'optimisation communément admis est ce­
lui du total espéré des récompenses cumulées. La fonction de valeurs lorsque l'en­
semble des agents I suit la politique conjointe n = (n1, n2, • • •, 7r|J?l) est alors donnée 
par: 

< N ( * > ) = E. {i V - l 

T=0 
OT ) + R ( S N ) |50,7T (3.1) 
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2. Si N = oo (cas à horizon infini) le critère communément admis est celui du total es­

péré des récompenses cumulées et décomptées. La fonction de valeurs lorsque l'en­

semble des agents suit la politique conjointe n = (nl,it2,­­­ ,7r|Jîr|) est alors donnée 
par: 

t/Uo) = Ej£yT i?(5T ,AT) |50 ,7r | (3.2) 

où y e [0,1) est le facteur de décompte. 

3.1.4 Prise de décisions optimales 

La théorie de la résolution des DEC­POMDPs est encore à ses balbutiements. Ainsi, 
il n'existe à ce jour aucun équivalent aux équations de Bellman dans le cas des DEC­

POMDPs. Les chapitres 5 et 6 apporterons les équivalents aux équations de Bellman dans 
le cadre du contrôle distribué. En effet, la majorité des approches proposées jusqu'ici pro­

cèdent en deux principales étapes : (1) génération exhaustive de l'ensemble des politiques 
conjointes possibles ; (2) évaluation de chacune de ces politiques conjointes puis sélection 
de celle dont la fonction de valeurs est la meilleure selon un état initial 5o et le critère d'op­

timisation choisi. Lorsqu'on ne dispose que d'une distribution bo sur l'ensemble des états 
possibles, il suffit de comparer les fonctions de valeurs pondérées, vn (bo) = Lses bo (^f71 (s), 
afin de déterminer la politique conjointe dont la fonction de valeurs est la meilleure. Nous 
exposons une première série d'explications justifiant l'usage récurrent de ces deux étapes. 

Lorsqu'on fait référence au contrôle distribué d'un système, l'une des premières idées 
qui nous vient à l'esprit est de distribuer également la phase de planification. C'est à dire 
de déterminer pour chacun des agents sa politique individuelle, et cela indépendamment 
des autres agents. En DEC­POMDPs, cette approche requiert de ressources en temps et 
en mémoire considérables. Ainsi, à échelle réelle, cette approche reste peu applicable en 
pratique. Pour mieux comprendre, il faut analyser de plus près les traces d'interactions 
d'un agent avec son environnement en comparaison de celles issues de l'interaction de 
l'ensemble des agents avec l'environnement. 

Observons la trace issue de l'exécution d'une politique individuelle n1 illustrée à la 
Figure 3.4, pour tout agent i e y . Cette trace correspond exclusivement à une séquence 
d'observations individuelles (oo[ x ool

2 x ■ • ■ x ool
N) pour tout agent i eJ^ .Ony observe éga­

lement, qu'au cours des interactions avec son environnement, un agent ne peut percevoir 
individuellement les récompenses conjointes. Or, la sélection d'une politique (même indi­

viduelle) requiert la connaissance du total espéré des récompenses cumulées lorsque cette 
politique est suivie. La Figure 3.4 illustre ainsi parfaitement le fait qu'en distribuant le pro­
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FIGURE 3.4 - Un agent perçoit des informations incomplètes et imparfaites limitant sa 
capacité à construire indépendamment sa politique individuelle. 

cessus de planification et en restreignant le processus de sélection des politiques exclu­
sivement sur les informations collectées par chaque agent indépendamment les uns des 
autres, il est impossible de construire une politique individuelle n1 optimisant un quel­
conque critère basé sur les récompenses. En effet, par hypothèse, la fonction de récom­
penses R(s, A) est définie exclusivement pour un état et une action, tous deux conjoints. 

Le choix d'une politique individuelle n1 ne peut donc se faire indépendamment des 
choix de politiques des autres agents, comme l'illustre la Figure 3.5. Plus précisément, 
seule la connaissance à priori de l'ensemble £lfl des politiques individuelles de l'ensemble 
des agents sauf l'agent i à tout horizon T = 0,1, • • •, N, permet de générer une trace propre à 
l'agent i composée de paires « observation individuelle - récompense conjointe » (to\, rx+\), 
pour tout agent î e J , comme illustré à la Figure 3.5. Une telle trace est suffisante pour sé­
lectionner une politique individuelle de façon à optimiser le critère du total espéré des 
récompenses cumulées. Nous ne surmontons pas pour autant la difficulté à résoudre le 
problème initial, car ce raisonnement est circulaire. En effet, si nous avons besoin de la 
politique individuelle de nos coéquipiers afin de construire la notre, eux également ont 
besoin de notre politique individuelle afin de construire les leurs. Ce raisonnement circu­
laire explique pourquoi il est souvent utile de générer dans un premier temps l'ensemble 
des politiques individuelles de chacun des agents avant d'en sélectionner les meilleures -
d'où les deux étapes ci-dessus. Bemstein et al. [2002] ont établi que lorsque le nombre de 
décisions séquentielles à prendre est fini N < oo, un DEC-POMDP peut être résolu de fa­
çon optimale en temps au plus doublement exponentiel. En particulier, un DEC-POMDP 
à horizon fini et à deux agents est NEXP-difficile en général, le cas infini est indécidable en 
général. 
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rN .# v y | 

FIGURE 3.5 - Un agent percevant des informations partielles mais muni des politiques in­
dividuelles des autres agents, peut construire indépendamment sa politique individuelle. 

3.1.5 Statistique suffisante 

La statistique suffisante est une donnée essentielle dans la représentation des poli­
tiques et la conception des algorithmes. En effet, la connaissance de la statistique suffi­
sante permet de focaliser les efforts de recherche d'une politique optimale dans un espace 
plus restreint. Par exemple, dans le cadre des processus décisionnels de Markov partielle­
ment observables, nous avons mentionné que la statistique suffisante était la croyance, 
c'est à dire une distribution de probabilités b e g?(S) sur l'ensemble des états du système. 

La croyance centrale 

En simulant conjointement les politiques individuelles de l'ensemble des agents, les 
traces qui en résulte sont des historiques conjoints. Il convient de se demander si cette 
information n'offre pas un moyen efficace de calculer la politique conjointe optimale ou 
e-optimale d'un DEC-POMDP Cette question est à ce jour ouverte. Contrairement aux 
POMDPs, dans le cadre des DEC-POMDPs, il n'est en effet pas prouvé que la croyance 
conjointe soit suffisante pour la planification exacte. Cette question fondamentale trouve 
également sa réponse aux chapitres 5 et 6. 
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La croyance individuelle 

La construction de la politique conjointe optimale peut se faire en utilisant la notion de 
croyance individuelle d'un agent. Cette information a été introduite afin de permettre la 
sélection d'une politique individuelle d'un seul agent si l'on dispose de l'ensemble des po­

litiques conjointes possibles des autres agents [Hansen et al., 2004, Nair et al., 2003]. En ef­
fet, en observant à nouveau la Figure 3.5, on constate que la trace ((oo'0, ri), (co\, r2), • • ■, (û)jy_ii r^)) 
pour tout agent i e «y permet de sélectionner une action individuelle a\ pour tout T = 
0,1, • ■ •, N. Par conséquent, cette trace permet de calculer une politique individuelle ni.L' informati 
J et l'ensemble des politiques individuelles des autres agents £*!N est suffisante pour sé­

lectionner les actions individuelles de l'agent i e J . 

Soit £ l
0.N l'ensemble des politiques individuelles et potentielles de l'agent i e ^ . Po­

sons £IQ.1N = .SQ.JY X £L\Q.N X • • • X S Q ^ X ig^+J x ••• x £&£*. l'ensemble des politiques conjointes 
de l'ensemble des agents J \ {i}. La croyance individuelle bi de l'agent i e J est donnée par 
une distribution de probabilités sur l'ensemble S x £S^N, telle que bi e SP(S x £2Q.'N). 

La dimension de l'espace des croyances individuelles d'un agent est variable suivant 
l'horizon T. En effet, elle varie avec la dimension de l'ensemble £*.l

N des politiques pos­

sibles des autres agents, pour tout T. Il faut néanmoins noter que dans le cas d'un proces­

sus de prise de décisions séquentielles à horizon fini, l'ensemble des politiques conjointes 
possibles _ST:^ est borné. Par conséquent, la dimension de l'ensemble des croyances in­

dividuelles possibles d'un agent est également bornée lorsqu'on a connaissance d'une in­

formation initiale. Néanmoins, le nombre de politiques conjointes possibles est bien sou­

vent de dimension doublement exponentielle comme nous le verrons par la suite. De sorte 
qu'en pratique il ne soit pas possible de les énumérer de façon exhaustive en temps rai­

sonnable. Cependant, lorsque la dimension de l'espace des croyances individuelles n'est 
pas trop élevée, il est possible de faire usage des croyances individuelles afin de résoudre 
un DEC­POMDP. Dans ces rares cas la croyances individuelle est en général la statistique 
suffisante pour la planification distribuée en vue du contrôle distribué des processus de 
Markov. 

3.2 Résolution de DEC­POMDPs à horizon fini 

Dans cette section, nous proposons un exposé des méthodes exactes (ou presque) de 
résolution des problèmes de contrôle distribué des processus de Markov partiellement 
observables. En particulier, nous nous intéressons dans un premier temps au cas où le 
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nombre de décisions séquentielles à prendre est fini. Nous discuterons ensuite du cas à 
horizon fini N < oo. La complexité NEXP-difficile des DEC-POMDPs à horizon fini, sug­
gère que tout algorithme confronté au calcul d'une solution optimale ou même e-optimale 
pour un tel problème nécessitera un temps doublement exponentiel dans le pire des cas. 

Malgré ce constat accablant, l'intérêt des approches exactes réside dans le fait qu'elles 
offrent un cadre essentielle au développement de bonnes méthodes approximatives. Ces 
méthodes permettent d'identifier les routines qui requièrent le plus de ressources en temps 
et/ou mémoire. Ces routines peuvent alors être remplacées par des méthodes approxima­
tives. 

Nous commençons par exposé deux méthodes exactes inspirées de la programmation 
dynamique - Section 3.2.2. Nous présentons ensuite en Section 3.2.4 une autre approche 
intuitive mais inspirée cette fois-ci de la recherche heuristique. Enfin, la Section 3.2.5 dé­
crit les méthodes exactes de programmation mathématique permettant de résoudre des 
DEC-POMDPs à horizon fini. 

Hypothèses 2. Tout au long de cette section, nous supposons que : 

1. les ensembles A, etQ. sont finis. 

2. l'horizon de planification est fini, N <oo. 

3. il existe toujours une politique conjointe déterministe et optimale. 

3.2.1 Enumeration exhaustive 

Le problème d'identifier une politique conjointe pour l'ensemble des agents d'un DEC-
POMDP, est un problème combinatoire. En effet, il s'agit d'identifier la politique conjointe 
dont le total espéré des récompenses cumulées est le plus élevé parmi l'ensemble fini des 
politiques conjointes possibles. La nature fini de l'ensemble des politiques conjointes pos­
sibles n'en fait pas un problème simple. Pour s'en convaincre, il nous faut tout d'abord no­
ter que par hypothèse une politique conjointe optimale existe toujours dans l'espace des 
politiques conjointes déterministes et non Markoviennes nHD , pour tout DEC-POMDP 
Cette propriété est une hypothèse des méthodes discutées ci-dessous, elle sera formelle­
ment prouvée au Chapitre 5. De plus, nous avons mentionné précédemment que toute po­
litique incluse dans l'espace des politiques déterministes et non Markoviennes nHD , pou­
vait être représentée par un ensemble fini d'arbres de décisions de profondeurs N < oo. En 
particulier, une politique conjointe d'un DEC-POMDP peut être représentée par un vec­
teur d'ensembles finis d'arbres de décisions, où chaque ensemble d'arbres de décisions 
correspond à la politique individuelle d'un agent i e J . Enfin, comme les ensembles A 
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et H sont finis, l'ensemble des vecteurs d'ensembles finis d'arbres de décisions possibles 

Slowest f in i ,e tdedimension: to 

T = N - 1 

r = N 
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FIGURE 3.6 - Génération exhaustive des politiques. 

Partant d'une information initiale, l'état initial ou de la distribution de probabilités sur 
les états initiaux, il est possible de sélectionner un seul arbre de décisions afin de représen­
ter la politique individuelle d'un agent. Cette politique est alors optimisée pour la portion 
accessible des croyances individuelles de cet agent. 

Lorsque nous ne disposons d'aucune information initiale, nous sélectionnons un arbre 
de décisions individuel maximal pour chaque état s e S: soit un ensemble de |S| arbres de 
décisions, en pire cas pour chaque agent i e J ' . Malheureusement, la nature finie de l'en­
semble des vecteurs d'ensembles finis d'arbres de décisions possibles SIO-.N ne simplifie 
en rien la difficulté du problème. Pour s'en convaincre considérons un exemple simple et 
illustrons la croissance de l'espace de recherche avec l'horizon de planification. 

Considérons un DEC-POMDP à deux agents, munis chacun de deux actions indivi­
duelles | A11 = 2 et deux observations individuelles \Lïl | = 2. Le nombre de vecteurs d'arbres 
de décisions à générer pour obtenir une solution optimale à horizon N = 1 est de 4. À ho­
rizon N - 2, il est de 64 vecteurs. À horizon N = 4, il faudrait générer plus d'un milliard 
de vecteurs d'arbres de décisions. Le nombre d'arbres de décisions à générer croît de fa­
çon doublement exponentielle avec l'horizon de planification N, et cela même pour un 
DEC-POMDP insignifiant. Ce constat limite grandement l'applicabilité de la méthode de 
génération exhaustive puis de sélection de la politique conjointe optimale. 
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3.2.2 Programmation dynamique 

La programmation dynamique est une méthode générale de résolution des problèmes 
combinatoires pour lesquels le principe de Bellman est valide : « toute solution optimale 
est construite à partir de sous solutions optimales ». Ainsi, il est important de s'assurer 
que le processus de sélection de la politique conjointe optimale d'un DEC­POMDP vé­

rifie le principe de Bellman. Il est facile de se convaincre que toute politique optimale 
est constituée de sous politiques optimales en observant la fonction de valeurs. En effet, 
l'évaluation d'une trace d'exécution d'une politique optimale doit être telle que toute par­

tie de cette trace soit de valeurs maximales. Cet argument intuitif ne constitue certes pas 
une preuve formelle, mais nous nous en contenterons pour l'instant. Encore une fois, la 
preuve formelle sera détaillée au chapitre 5. 

Programmation dynamique exhaustive 

Etant donné le principe d'optimalité de Bellman, Hansen et al. [2004] ont proposé 
le premier algorithme de programmation dynamique capable de déterminer la politique 
conjointe optimale d'un DEC­POMDP. Cette méthode consiste en la construction incré­

mentale de l'ensemble des politiques conjointes pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. En parti­

culier, à l'horizon T = N, à l'étape de la dernière décision à prendre, chaque agent doit exé­

cuter une seule action individuelle. Cette action individuelle peut être représentée comme 
un arbre de décisions de profondeur 1. Ainsi, l'ensemble des politiques conjointes £N­.N 
à l'horizon T = N correspond à l'ensemble des actions conjointes A. Comme nous ne 
souhaitons garder que les meilleures sous politiques, nous évaluons les différents vec­

teurs d'arbres de décisions ô e __2/V.N, pour tout état 5 e S, et ne gardons que les poli­

tiques conjointes non dominées. Un vecteur d'arbres de décisions ô = (ô 1^ 2 , • • • ,5 | j r |) est 
non dominé, s'il existe une croyance individuelle b e g?(S x <2^!N), pour tout agent b e 
^•(Sx £­M'.N), pour laquelle aucun autre vecteur d'arbres de décisions S = (S1, S2, ■ ■ • ,<5|J?I) 
n'obtient une plus grande valeur. L'algorithme décrit à la Figure 15 est un programme li­
néaire permettant de supprimer les arbres de décisions dominés pour tout agent i e j , e t 
tout horizon T = 0,1, •• • ,2V. Un arbre de décisions peut ainsi être supprimé si la variable e 
se révèle négative. Cet algorithme est appliqué à l'ensemble des agents i e J1'. 

L'étape suivant de l'algorithme de programmation dynamique est de générer l'ensemble 
&N­1­.N des politiques conjointes. Comme lorsque l'horizon T = N — 1, il ne reste que 
deux décisions à sélectionner, l'ensemble S&N­V.N correspond à l'ensemble des vecteurs 
d'arbres de décisions de profondeur 2 construit à partir de l'ensemble HHN­.N­ C'est à dire 
que pour chaque action individuelle a1 e A1 et chaque observation individuelle co' eQ.1, 
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Algorithme 15 Algorithme d'élimination d'arbres de décisions dominés (DEC-POMP). 
i: procedure ELIMINATION D'ARBRES DE DÉCISIONS DOMINÉS(_2T:JV) 

Soit e un réel, T = 0,1, • • •, N, et b e 3»(S x 2 # N ) . 
pour tout i e j? faire 

pour tout 5' e £ll
x.N faire 

Maximiser e, tel que : V<5' e £}l
r.N\{ô1}, 

Y H s . Ô ^ V j - M s J ' ô ^ + e ^ Y b{s,Ô*i)vrMs,ôiÔftt) (3.4) 
Sftte*t:H seS,ô^e^N 

où L ^ S A » * * 1 b(s,Ô^) = l e t v ^ '> 5 ) e s x ®Î!.N b.s.0*1) > 0. 
6 si e < 0 alors 
7 Supprimer Ô' de <S^.N. 
8 fin si 
9 fin pour 

10 fin pour 
11 fin procedure 

Agent 1 Agent 2 
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FIGURE 3.7 - Génération exhaustive et élagage des arbres de décisions dominés. 

un arbre de décisions est choisi dans l'ensemble Ql
N.N, pour tout agent i e J . Ainsi, si 

l'agent dispose de \£l
N.N\ arbres de décisions de profondeur 1, \Al | actions individuelles, et 

|f2'| observations individuelles, il y aura | A'11.2^.^1|n'' arbres de décisions de profondeur 
2. À l'issue de cette seconde génération exhaustive des arbres de décisions pour chaque 
agent i e y , nous élaguons à nouveau l'ensemble des vecteurs d'arbres de décisions afin 
de réduire le nombre de vecteurs conservés. Ces générations exhaustives et élagages conti­
nuent jusqu'à l'horizon T = 0, comme illustré à la Figure 3.7. L'algorithme de programma­
tion dynamique exhaustif qui en résulte est illustré Algorithme 16. 

De façon identique à l'approche de génération exhaustive, cet algorithme de program­
mation dynamique nécessite la construction de vecteurs d'arbres de politiques en pire 
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cas. 
in'iJV+1-i 

ieJf 

L'élagage des arbres de décisions dominés est extrêmement coûteuse, car elle requiert le 
calcul de l'ensemble des fonctions de valeurs associées à chaque vecteur d'arbres de poli­
tiques, soit une complexité en pire cas de 

m'i^+'-i 
@(\S\2 f ] \Al\ m'i-i ). (3.6) 

i e J 

Néanmoins, cette étape d'élagage est bénéfique car il est utile de réduire les arbres de 
décisions possibles à chaque horizon T = 0,1, • • •, N, pour tout agent i e J . 

Algorithme 16 Algorithme de programmation dynamique (DEC-POMDP). 
i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

procedure DP 
Soit T = N. 
répéter 

pour tout i e J faire 
Générer exhaustivement l'ensemble Si.* N . 

fin pour 
pour tout i e J? faire 

Élimination d'arbres de décisions dominés(_ST:JV) 
fin pour 
Décrémenter T *- (T -1) , puis retourner à l'étape 2. 

jusqu'à T = 0 
Retourner Slo-.N-

fin procedure 

3.2.3 Exploitation des croyances accessibles 

Nous avons souligné l'importance qu'il y avait à réduire le nombre de d'arbres de déci­
sions &l

T.N mémoriser pour chacun des agents i e J , pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. Cela 
est d'une importance cruciale afin de simplifier la complexité de la construction des arbres 
de décisions pour les horizons suivants. Dans cette direction, de nombreuses tentatives 
ont vu le jour. Dans le cadre de la programmation dynamique : d'une part, des approches 
procèdent aux mises à jour de la fonction de valeurs exclusivement sur les croyances in­
dividuelles accessibles ; d'autre part, certaines méthodes proposent des encodages plus 
compactes des politique, en particulier sur la base des croyances individuelles accessibles. 
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Programmation dynamique à base de croyances 

En particulier, Szer and Charpillet [2006] a proposé la première méthode de planifica­

tion pour les DEC­POMDPs basée sur l'exploitation de l'accessibilité des croyances indi­

viduelles de chaque agent. L'idée est détendre au cadre des DEC­POMDPs l'algorithme à 
base de croyances introduit dans le cadre des POMDPs [Lovejoy, 1991, Pineau, 2004, Smith 
and Simmons, 2005, Spaan and Vlassis, 2005]. À la différence des approches exactes précé­

dentes, celle­ci peut effectuer l'élagage des arbres de décisions dominés en utilisant exclu­

sivement les croyances individuelles accessibles par opposition à l'ensemble de toutes les 
croyances individuelles possibles. La difficulté de cette méthode réside dans l'extraction 
d'un échantillon représentatif de l'ensemble des croyances individuelles accessibles. 

Les croyances individuelles d'un agent i e J1 sont représentées par un vecteur de plu­

sieurs croyances b\ s (bf*, b]'*, bf1, ■ ■ ■, b l
T~u, b \ + u , • • •, b1/1'1), où bf1 est une distribution 

de probabilités sur l'espace des états b?'1 e 5s(S) représentant la croyance de l'agent i sur 
la position de l'ensemble des agents dans l'espace des états à l'horizon T = 0,1,••■ ,N;bJ

T'1 

est une distribution de probabilités sur l'ensemble des arbres de décisions de l'agent j 
c'est à dire bJ

T'1 e 2?(£ïJ
r.N) pour tout agent / e ^\{i} représentant la croyance de l'agent! 

quant à l'arbre de décisions que l'agent j exécutera à l'horizon T = 0,1, • • ■, N. 

La difficulté de génération des croyances individuelles b\ pour tout agent i e J?', vient 
de la nécessité de connaître les politiques conjointes potentielles £ÏO:N­T de l'ensemble 
des agents J .Enef fe t , toutarbrededécisionsôo.N peut se décomposer en deux parties. 
La première englobe (N ­ T) premiers horizons, et elle correspond à un unique arbre de 
décisions ÔO­.N­T­ La seconde partie correspond aux arbres de décisions qui pourraient être 
exécutés pour les T derniers horizons : ces arbres de décisions sont notés ÔT:N e £2T:N. 

Ainsi, afin d'élaguer ces derniers, il faut avoir une connaissance des premiers. La Figure 
3.8 illustre cet état de fait. Supposons qu'il s'agit d'un arbre de décisions de profondeur 
N = 3. Afin de définir les meilleurs sous arbres de profondeur T = 2 (ellipse), il nous a fallu 
définir un arbre de décisions et de profondeur N ­ r = l (cercle). 

La connaissance d'un vecteur d'arbres de décisions ÔO­.N­T > permet d'extraire les croyances 
individuelles b\ utiles afin de mener à bien l'élagage des arbres de décisions dominées 
dans l'ensemble J3T:N­ Les équations suivantes donnent le moyen d'y parvenir : pour tout 
état 5 E S, 

b?J(s) = P(s\ho:N­T,So)P(ho:N­r\Ôo:N­r) 0.7) 

où ho­N­T est un historique d'observations de l'ensemble des agents J pour les (N ­ T) 
premières observations, et extrait du vecteur d'arbres de décisions ÔO­.N­T ', Pour tout ô3

vN e 
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r 

N - T 

FIGURE 3.8 - Déterminisme des arbres de décisions utiles (cercles) à partir d'arbres de 
décisions prédéfinis à priori (ellipse). 

£-J
r.N, et pour tout agent j e J\{i}, on a : 

#V T : i V ) = Y. P(ô[.N\hlN_T,ôT,N)-P(hlN^\ôT.N) (3.8) 
'0:_V-T 

où hl
Q.N_T est un historique d'observations locales de l'agent i pour les ( N - T ) premières 

observations, et extrait de l'arbre de décisions Ô'T.N lui-même extrait du vecteur d'arbres 
de décisions ÔT:N ; 

L'algorithme 17 résume l'ensemble des étapes de résolution d'un DEC-POMDP via 
la méthode à base de croyances individuelles. Une fois l'ensemble des croyances indivi­
duelles {B\}iEj généré, le problème de l'élagage des arbres de décisions dominés est alors 
équivalent à celui rencontré dans le cadre des POMDPs. 

Algorithme 17 Algorithme à base de croyances individuelles (PBDP). 
i: procedure PBDP 
2: Poser T *- N. 
3: répéter 
4: Génération exhaustive de £l

T.N, pour tout i e J . 
5: Générer l'ensemble des croyances individuelles accessibles {B1 .}^. 
6: Élaguer les arbres de décisions dominés dans £-'T.N, pour i e j?'. 
7: Décrémenter T «— ( T - 1). 
8: jusqu'à T = 0 
9: Retourner iSo.iv-

10: fin procedure 
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Le principal inconvénient de cette approche réside dans l'étape de génération des his­
toriques. Afin de bien comprendre cela, notons tout d'abord que si nous disposons pour 
tout horizon T = 0, l,--- ,N de la politique conjointe optimale ÔQ.N_T, alors les politiques 
conjointes préservées dans l'ensemble £HX-N seront utiles pour la politique conjointe opti­
male ÔQ.N. Malheureusement, cette méthode ne donne aucune garantie sur la qualité des 
politiques conjointes potentielles utilisées dans la génération des historiques. On pour­
rait légitimement se demander quelle serait la qualité de la politique conjointe ÔO-.N ainsi 
construite si la politique conjointe optimale ÔQ.N_T n'est jamais inclus dans les ensembles 
de politiques QQ-.N-T prédéfinis à priori ; ou encore peut-on toujours construire une poli­
tique conjointe optimale sur des historiques extraits de politiques conjointes sous-optimales ? 
Les auteurs n'abordent guère ces questions. 

Cette dépendance mutuelle entre les données nécessaires à la construction de la solu­
tion et la solution elle même affaiblit considérablement l'applicabilité de cette méthode. 
En somme, cette méthode exacte produit une politique conjointe optimale sur l'ensemble 
des historiques générés. Szer and Charpillet [2006] a proposé également une version ap­
proximative de cette méthode. Cette dernière procède à l'échantillonnage des politiques 
conjointes potentielles utiles dans la génération des croyances individuelles. De façon 
identique au cas précédant, aucune garantie n'existe sur la qualité de la politique conjointe 
ainsi construite - autre que celle liée à l'e-optimalité sur l'ensemble des historiques gêné- , 
rés. 

Regroupement des croyances équivalentes 

L'approche proposé par Oliehoek et al. [2009] suggère de réduire le nombre de croyances 
individuelles considérées pour chaque agent i e J en regroupant celles qui sont dites 
équivalentes. 

L'approche proposé par Oliehoek et al. [2009] suggère de réduire le nombre de croyances 
individuelles considérées pour chaque agent i e J? en regroupant celles qui sont dites 
équivalentes. 

Définition 7. Deux croyances individuelles h1 et h1 sont dites équivalentes 5! : 

\ J^i , \J sP(s ,h^ i \h i ) = P(s,h* i \h i) (3.9) 

En réduisant le nombre de croyances individuelles pour chaque agent i e ^ , l'on par­
vient à réduire le coût consacré à l'élagage des arbres de décisions dominées. Les auteurs 
surmontent le problème des garanties dont nous discutions précédemment en générant 
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l'ensemble des croyances individuelles possibles. Bien que la réduction du nombre des 
croyances individuelles soit une idée intéressante en théorie, en pratique elle n'a que peu 
d'impact. 

En effet, la complexité de la résolution d'un DEC-POMDP dépend des deux opéra­
tions précédemment énoncées. Malheureusement, cette méthode n'a pas ou presque pas 
d'influence sur ces deux opérations. D'abord, la génération des politiques individuelles 
de chacun des agents à chaque horizon n'est en aucun cas influencée par la réduction 
du nombre de croyances individuelles. On pourrait éventuellement penser que la réduc­
tion du nombre de croyances individuelles aurait un impact sur le nombre de politiques 
individuelles préservées. Malheureusement, il n'en est rien. En effet, deux croyances in­
dividuelles équivalentes ont la même valeur quelle que soit la politique individuelle sé­
lectionnée. Ainsi, éliminer des croyances individuelles ne peut en rien réduire le nombre 
de politiques individuelles préservées. En outre, le temps d'identification des politiques 
individuelles non dominées n'est pas significativement réduit. Ceci parce que le temps re­
quis afin de regrouper les croyances individuelles équivalentes est non négligeable et peut 
s'avérer prohibitif pour le coût total de résolution du problème original. Les résultats ex­
périmentaux compilés par les auteurs montrent cependant une amélioration du temps de 
calcul, d'une part, et des horizons de planification, d'autre part. 

Compression de l'espace des politiques conjointes 

L'encodage compacte des politiques conjointes est une autre alternative possible afin 
de combattre la croissance exponentielle de l'espace mémoire nécessaire pour la résolu­
tion des DEC-POMDPs. Boularias and Chaib-draa [2008] ont suggéré d'étendre une mé­
thode de compression de l'espace des croyances introduite dans le cadre des POMDPs afin 
de compresser l'espace des politiques dans le cadre des DEC-POMDPs. Pour ce faire, les 
auteurs notent tout d'abord qu'une politique représentée sous forme d'un arbre de déci­
sions peut de façon équivalente être représentée sous forme d'un ensemble d'historiques 
composés de paires d'actions et d'observations. Comme le montre la Figure 3.9, un arbre 
de décisions est composé d'un nombre fini de branches, chacune d'elles représente un 
historique. 

Fort de cette observation, les auteurs définissent une matrice de correspondance entre 
un ensemble fini d'arbres de décisions et un ensemble fini d'historiques de longueurs 
finies et identiques. Ils montrent par la suite qu'il existe un sous-ensemble de ces his­
toriques, suffisant pour encoder l'ensemble des arbres de décisions. C'est de la que la 
méthode tire son avantage par rapport à la représentation d'une politique sous la forme 
d'arbres de décisions. En effet, l'ensemble des évaluations des politiques se fait sur l'enco-
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dage compact de ces politiques. Ainsi, si cet encodage est plus compact, les étapes d'éva­

luation et d'énumération des politiques sont significativement améliorées. Cela est en par­

ticulier vrai pour des horizons de planification relativement petits T < 10. 

Néanmoins, il est nécessaire de garder en mémoire l'encodage sous forme d'arbres 
de décisions. C'est le point qui affaiblit cette méthode. En effet, lorsque l'horizon croît 
seules les coûts d'évaluation de la valeurs des politiques restent relativement réduits. À la 
différence, les coûts de d'énumération exhaustif des politiques sous la forme d'historiques 
vont toujours croître de façon doublement exponentielle avec l'horizon de planification. 
Or, en DEC­POMDPs, la complexité d'une mise à jour est largement dominée par l'étape 
d'énumération exhaustive. 
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FIGURE 3.9 ­ Politiques sous­forme d'historiques et de matrices ­ extrait de [Boularias and 
Chaib­draa, 2008]. 

L'algorithme de programmation dynamique par compression de politiques selon l'acro­

nyme anglo­saxon « dynamic programming with lossless policy compression » (DPLPC) 
est décrit Algorithme 18. Il s'agit essentiellement d'un algorithme de programmation dy­

namique, auquel les routines de d'évaluation et d'énumération sur les arbres de décisions 
ont été substituées à des routines d'évaluation et d'énumération sur des ensembles d'his­

toriques. 

Cette méthode souffre d'un certain nombre de points faibles. D'abord, le fait qu'il faille 
maintenir deux encodages équivalents, à savoir celui utilisant les arbres de décisions £2^.N 

et celui faisant recours aux historiques de base Basis(H^.iV) pour chaque agent i e J'. 
C'est d'ailleurs cette remarque qui limite considérablement un usage systématique de 
cet encodage plus compacte. Les résultats expérimentaux compilés pour cet algorithme 



Chapitre 3. Contrôle distribué de processus décisionnels de Markov 103 

Algorithme 18 Algorithme DPLPC - extrait de Boularias and Chaib-draa [2008]. 
1: procedure DPLPC 
2: Poser T — N. 
3: répéter 
4: Générer de façon exhasutive Q\.N, pour tout i e J . 
5: Générer de façon exhaustive les bases de l'ensemble des historiques Hl

T.N : 

Basis(HlN) - A1 x Q1 x Basis(_HJ_1:JV) (3.10) 

6: Évaluer les fonctions de valeurs sur les historiques de base Basis(H^), pour 
tout i e j . 

7: Élaguer les arbres de décisions dominés des ensembles Q\.N, pour tout i e J ' . 
8: Supprimer les historiques hors base dans les ensembles Basis(H^.N), pour tout 

i e J . 
9: Décrémenter T — ( T - 1). 

10: jusqu'à T = 0 
11 : Retourner <2o.__v-
12: fin procedure 

montrent une sensible amélioration des performances en comparaison des algorithmes 
de programmation dynamique exhaustive et celle de programmation dynamique à base 
de croyances. 

3.2.4 Recherche heuristique 

La recherche heuristique offre une méthode générale et alternative de résolution des 
problèmes combinatoires. L'une des heuristiques des plus utilisée en Intelligence Artifi­
cielle est l'heuristique nommée A*. Elle permet d'éviter l'énumération exhaustive de l'en­
semble des solutions possibles d'un problème combinatoire. Pour ce faire, elle utilise une 
mesure approximative sur la qualité de la meilleure solution afin de guider la recherche 
vers celle-ci tout en éliminant définitivement certains sous-espaces entiers de solutions 
potentielles. En outre, l'heuristique A* offre parfois des garanties quant à la qualité de la 
solution retournée si la recherche s'achève. La solution retournée est optimale si la mesure 
approximative utilisée est optimiste par rapport à la qualité réelle de la solution optimale. 
De plus, il a été prouvé que cette heuristique évalue un nombre minimum de nœuds en 
comparaison à tout autre heuristique muni de la même mesure de qualité [Dechter and 
Pearl, 1985]. 
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Szer et al. [2005] ont proposé le premier algorithme de recherche heuristique (MAA*) 
pour la résolution des DEC­POMDPs. Cet algorithme consiste à l'usage de l'heuristique A* 
dans l'espace des politiques conjointes muni d'une mesure optimiste sur la fonction de 
valeurs optimales. L'identification des mesures optimistes sur la fonction de valeurs opti­

males est assez facile. En effet, il suffit de considérer les fonctions de valeurs optimales des 
relaxations possibles des DEC­POMDPs, à savoir : POMDPs multi­agents (MPOMDPs) ou 
MDPs multi­agents (MMDPs). Les auteurs supposent que l'information sur l'état initial du 
système est disponible. Dans ce cas, la politique conjointe Optimale peut se restreindre en 
un vecteur d'arbres de décisions, comme discuté ci­dessus. Afin de faciliter l'implémen­

tation de cet algorithme, les auteurs utilisent la représentation sous forme de vecteurs 
d'arbres de décisions ô~o:T = (ôl­r,Ôl.T, ■ ■ • , ô ^ ) , un arbre de décisions par agent. 

Algorithme MAA* 

L'algorithme MAA* développé par Szer et al. [2005] génère un arbre de recherche où 
les nœuds de profondeur T = Q,l,­­­ ,N sont étiquetés par un vecteur d'arbres de déci­

sions <5o:T. Contrairement à un algorithme de recherche exhaustive, MAA* ne développe 
qu'une partie des nœuds possibles. En effet, MAA* évalue chaque nœud feuille de l'arbre 
de recherche via une mesure optimiste, puis développe uniquement le nœud feuille dont 
la mesure est la meilleure selon les critères choisis. La Figure 3.10 illustre une portion de 
l'arbre de recherche développé par MAA*. Le calcul de la mesure optimiste v(s,Ôo.T) d'un 
nœud feuille 5o:T considère deux estimés : d'une part, l'estimé exact v(s,Ôo:T) du nœud 
5o:T; d'autre part, l'estimé optimiste û(5,AT+i:jv) des compléments AT+i:^ possibles du 
nœud 5o:T ­ de sorte que {ÔQ:T, AT + \ :N} constitue un vecteur d'arbres de décisions ÔO­.N et 
tel que : 

V(S,ÔO:T) = V(S,Ôo:T) + Y^P(s\S,Ôo:r)v(S,Ar+i:N) (3.11) 
s 

La Figure 3.11 illustre un arbre de décisions ÔQ­.N et ces différentes composantes <5O.T (el­

lipse) et AT+1:jv encerclé. 

Il est crucial que la mesure optimiste v(s,AT+ï:N) soit non seulement facilement cal­

culable mais aussi proche que possible de la vrai mesure. La vrai mesure v (s, AX+I:N) du 
complément AT+LN du nœud Ôo:r correspond à une fonction de valeurs vr+i:jv du DEC­

POMDP à résoudre. Or, la fonction de valeurs optimales VT+I­.N du MMDP ou du MPOMDP 
sous­jacent à ce DEC­POMDR est une mesure optimiste telle que VT+I:N(S) ^ v(s, A T + I : N), 

pour tout complément AT+I­.N et pour tout état se S. Ainsi, une mesure optimiste du nœud 
<5O.T est donnée par : 

Î>(S,ÔO­.T) = V(S,ÔO­.T) + Y*P<<S\S,ÔO:T)VT+1:N(S) (3.12) 
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FIGURE 3.10- Portion de l'arbre de recherche développé par l'algorithme MAA* montrant 
un vecteur de deux arbres de décisions. Deux agents contrôlent le processus de Markov, 
muni chacun de 2 observations individuelles (co,co) et 2 actions individuelles (a, à). 

où vT+i:N N est la fonction de valeurs optimales du MMDP ou MPOMDP sous-jacent au 
DEC-POMDP à résoudre. 

De façon similaire aux méthodes exactes précédemment citée, MAA* est exponentielle 
en pire cas. En effet, bien qu'il ne développe qu'un seul nœud pour chaque profondeur 
T, il doit évaluer l'ensemble des nœuds de profondeur T afin de sélectionner le nœud à 
développer. Les performances de l'algorithme MAA* sont intimement liées à la proximité 
de la mesure optimiste utilisée par rapport à la fonction de valeurs optimales du DEC-
POMDP à résoudre. 
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AT+\:N 

FIGURE 3.11 - Représentation d'un arbre de décisions du point de vue d'un algorithme 
de recherche heuristique de type MAA* : la portion entourée d'une ellipse correspond à 
l'arbre de décisions courant <Î)O.T tandis que le reste correspond à son complément AT+I:JV. 

Algorithme MAA* généralisé (GMAA*) 

Différentes mesures optimistes de la fonction de valeurs optimales d'un DEC-POMDP 
ont été proposées. Oliehoek et al. [2008] ont proposé un cadre différent d'utilisation de 
ces mesures. Comme nous l'avons noté plus haut ces mesures sont extraites des fonctions 
de valeurs optimales de l'ensemble des relaxations possibles des DEC-POMDPs. La plus 
simple des relaxations d'un DEC-POMDP est le MMDP sous-jacent, c'est à dire un DEC-
POMDP privé de sa fonction d'observations et pour lequel le contrôle est centralisé. Dans 
la littérature des POMDPs [Littman et al., 1995], cette mesure optimiste est appelée Q-
MDP et est donnée par : 

v?XN(a,b) = Y,b(s)-v™™N(s,a) 
seS 

(3.13) 

où v[^^N(s, d) est la fonction de valeurs optimales du MMDP sous-jacent au DEC-POMDP, 
lorsqu'à l'état 5, l'action a est choisie. L'avantage de cette mesure optimiste est son coût 
extrêmement faible, et cela même pour des horizons très larges. Malheureusement, la dis­
tance entre cette mesure et la fonction de valeurs optimales du DEC-POMDP à résoudre 
est très large en général. 

Afin de réduire la distance entre la mesure optimiste v et la fonction de valeurs opti­
males, il faut relaxer le moins possible le DEC-POMDP Szer et al. [2005] ont proposé le 
MPOMDP sous-jacent au DEC-POMDP à résoudre comme relaxation raisonnable. Ils in­
troduisent ainsi la mesure optimiste basée sur la fonction de valeurs optimales du MPOMDP 
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sous-jacent au DEC-POMDP à résoudre et donné par : 
-POMDP f_ M _ ,.POMDP r_ j . - , , Q 1 / n 
VT+l:N ^ a ' b ' V T+1:N W'" ) (3.14) 

où ^+f!1°p correspond à la fonction de valeurs optimales d'un MPOMDP à l'horizon(T+1), 
et t>r+^°p(fl» b) représente la valeur de la croyance b e &(S) lorsque l'on choisie l'action 
a. Encore une fois la relaxation d'un DEC-POMDP sous forme d'un MPOMDP consiste 
essentiellement à réduire le contrôle distribué en un contrôle centralisé. Cette mesure op­
timiste est bien entendue plus proche de la fonction de valeurs optimales du DEC-POMDP 
à résoudre, mais son coût est excessif en générale car la résolution d'un MPOMDP est ex­
trêmement difficile. 

La dernière mesure optimiste proposée, afin de guider au mieux la recherche dans l'es­
pace des politiques conjointes d'un DEC-POMDP, est basée sur la reformulation du pro­
blème de résolution d'un DEC-POMDP comme celui de la résolution d'une série de jeux 
bayésiens. Dans ce contexte, Oliehoek et al. [2008] ont proposé un mesure optimiste no­
tée ôJJfi.M où le contrôle du DEC-POMDP est centralisé mais différé d'une étape. Ils éta­
blissent également une hiérarchie des mesures optimistes : 

v* < vBG < f»P0MDP < ÔM D P n 15) 
V T + 1 : N ^ V T + 1 : N ** U T + 1 : N ^ V T + 1 : N (3.13) 

Le lecteur doit néanmoins garder à l'esprit que l'intérêt d'une mesure optimiste dans la 
recherche d'un solution d'un problème combinatoire dépend de deux facteurs antago­
nistes : d'une part, la mesure optimiste doit être aussi proche que possible de l'estimé 
exacte de la solution recherchée ; d'autre part, le coût de construction de cette mesure ne 
doit pas être prohibitive au point qu'au total le gain escompté ne soit pas au rendez-vous. 
Pour ces raisons, en pratique la mesure la plus utilisée pour la résolution DEC-POMDP 
reste encore celle issue du MMDP c'est à dire v^+yx-

Les algorithmes de recherche heuristique basés sur l'algorithme A* offrent un moyen 
efficace de construction de politiques conjointes d'un DEC-POMDP À l'image de l'algo­
rithme A*, l'algorithme de séparation et évaluation peut également être utilisé afin de 
construire des politiques conjointes d'un DEC-POMDP. La programmation mathématique 
offre un cadre de formulation du problème de construction de telles politiques et l'algo­
rithme de séparation et évaluation y est utilisé afin de résoudre ce problème. 

3.2.5 Programmation mathématique 

Aras et al. [2007b] ont introduit un programme linéaire mixte afin de résoudre un DEC-
POMDP Cette approche est basée sur une représentation différente des politiques indivi­
duelles. En effet, contrairement au représentations précédemment introduites, les auteurs 
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se proposent de représenter une politique individuelle d'un agent sous forme séquentielle 
[Aras et al., 2007b]. Il s'agit, en d'autres termes, de voir une politique individuelle comme 
un ensemble d'historiques « d'actions et d'observations » pour chaque agent. L'objectif 
est ainsi d'identifier les séquences individuelles non dominées au travers d'un programme 
linéaire mixte en nombres entiers (MILP). 

Bien que cette approche fasse appel à des algorithmes mathématiques longuement 
éprouvés de type séparation et évaluation, les résultats bien que sensiblement meilleurs 
que ceux produits par la programmation dynamique exhaustive ou à base de croyances, 
ne prouvent pas la supériorité de l'approche. L'une des raisons de ces résultats mitigés 
provient du fait que dans ce contexte, de nombreuses questions fondamentales restes 
sans réponses. Ces réponses seraient utiles afin de concevoir nos propres algorithmes 
de recherche heuristiques permettant d'exploiter pleinement les spécificités des DEC-
POMDPs, y compris éventuellement au travers de cette représentation. À ce jour, le fait 
de changer l'encodage des politiques individuelles de la forme arborescente à la forme sé­
quentielle n'a pas encore montré tout son intérêt. Il serait intéressant de réaliser une étude 
comparative plus exhaustive des deux encodages et cela indépendamment des méthodes 
qui les exploitent. Par exemple, quelles seraient les performances d'un programme dyna­
mique utilisant un encodage séquentielle ? comment ce programme se différencie t-il par 
rapport à l'approche de programmation dynamique à base de croyances ? Autant de ques­
tions dont les réponses permettraient de clarifier les zones d'ombres quant à la supériorité 
de l'encodage séquentiel sur l'encodage arborescent. 

3.3 Approximation des DEC-POMDPs à horizon fini 

Compte tenu des difficultés liées soit à la complexité intrinsèque des DEC-POMDPs 
soit à la méconnaissance actuelle du problème, il semble plus prometteur de concentrer 
les efforts de résolution des DEC-POMDPs dans la direction des approches approxima­
tives. Malheureusement, la complexité du problème de calcul d'une solution e-optimale 
pour un DEC-POMDP reste NEXP-difficile, comme l'ont prouvé [Rabinovich et al., 2003]. 
Ce constat suggère que le seul moyen de résoudre des DEC-POMDPs de tailles raison­
nables est de sacrifier la qualité de la solution afin de réduire considérablement la com­
plexité du problème. 

Rappelons qu'à la différence du sens strict donné au terme « approximation » en In­
formatique théorique, où il s'agit essentiellement d'algorithmes dont le résultat est muni 
d'une borne sur l'erreur. En Intelligence Artificielle, ce sens est légèrement affaibli, car par 
algorithmes approximatifs nous entendons tous les algorithmes pour lesquels la solution 
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retournée n'est ni optimale ni ^-optimale. Il s'agira dans certain cas d'heuristiques sans 
aucunes garanties, mais dont les résultats empiriques sont satisfaisants en comparaison 
aux algorithmes exacts ou à e de l'optimum. Ces résultats empiriques extraits sur la base 
d'un ensemble d'exemples de problèmes de la littérature des DEC-POMDPs, permettent 
notamment de comparer ces algorithmes approximatifs les uns aux autres. 

3.3.1 Algorithme de maximisation alternative 

Nair et al. [2003] ont présenté une classe d'algorithmes, appelée « Recherche de po­
litiques à base d'équilibre conjoint » (JESP), qui ne recherche pas une solution globale­
ment optimale d'un DEC-POMDP, mais une solution localement optimale. La meilleure 
implementation de cette famille d'algorithmes, DP-JESP, incorpore trois idées différentes 
détaillées Figure 3.12. 

f- Algorithme IESP. 

1. D'abord, la modification de la politique individuelle d'un agent se fait en consi­
dérant que les politiques individuelles des autres agents soient fixées. 

2. Ensuite, la programmation dynamique est utilisée afin de générer l'ensemble 
des politiques individuelles candidates pour chaque agent comme dans les cas -\-
exacts. 

3. Enfin, seules les croyances individuelles accessibles sont considérées lors de 
l'élagage des politiques individuelles dominées. 

FIGURE 3.12-Algorithme JESP 

Cette méthode permet d'accroître l'horizon de planification des problèmes à résoudre 
en comparaison aux approches exactes. Notamment parce que, l'élagage se fait indépen­
damment pour chaque agent sur un ensemble de croyances individuelles certes expo­
nentielle mais largement inférieur à l'ensemble doublement exponentielle des croyances 
conjointes utiles si l'élagage est réalisé conjointement. 
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3.3.2 Programmation dynamique à base de croyances 

Une approche de calcul d'une solution approximative d'un DEC-POMDP serait dé­
tendre les algorithmes utilisés dans le cadre des POMDPs au cadre des DEC-POMDPs, 
en particulier les algorithmes à base de croyances. Malheureusement, la majorité des ap­
proches à base de croyances introduites dans le cadre des POMDPs font appel aux croyances 
conjointes. Or, le problème du calcul d'une politique conjointe pour un DEC-POMDP en 
utilisant les croyances conjointes reste encore un problème ouvert. Ceci essentiellement 
parce qu'à l'exécution, un agent n'a pas accès aux croyances des autres agents. Ainsi, géné­
raliser les algorithmes existant dans le cadre des POMDPs n'est pas trivial. Cette question 
est au centre de l'analyse formelle que nous proposons aux chapitres 5 et 6. 

Néanmoins, de nombreuses tentatives d'extension des approches à base de croyances 
ont vu le jour dans le cadre des DEC-POMDPs. Parmi d'autres, nous citerons l'approche 
introduite par Szer and Charpillet [2006] et utilisant les croyances individuelles plutôt 
que les croyances conjointes. Néanmoins, les méthodes parmi les plus efficaces suggèrent 
d'utiliser les croyances conjointes de l'ensemble des agents. 

3.3.3 Programmation dynamique à mémoire limitée 

Cette méthode est une extension de la programmation dynamique à base de croyances 
conjointes, comme dans le cadre des POMDPs [Lovejoy, 1991, Pineau, 2004, Smith and 
Simmons, 2005, Spaan and Vlassis, 2005]. À la différence qu'ici les croyances utilisées sont 
conjointes à l'ensemble des agents. Seuken and Zilberstein [2007b] argumentent à juste 
titre ce choix de la façon suivante : « Si lors du contrôle, les agents n'ont accès qu'à leurs 
observations individuelles durant la phase de planification, un contrôleur central peut au­
toriser les agents à partager leurs observations individuelles et obtenir ainsi une croyance 
conjointe à l'ensemble des agents ». Il reste cependant à résoudre la question de savoir 
comment cette croyance conjointe doit-elle être utilisée dans le cadre de la planification 
pour la résolution des DEC-POMDPs. En annexe à cette question, se pose celles encore 
ouvertes de savoir s'il est possible de planifier de façon optimale en utilisant les croyances 
conjointes? et si oui comment? Les auteurs n'apportent pas de réponses à ces questions. 
Ils se focalisent sur la résolution du problème de la complexité en mémoire des DEC-
POMDPs en bornant le nombre maximum d'arbres de décisions (conjoints) à garder à 
chaque horizon r = 0,1, • • • ,N. 

La Figure 3.13 décrit symboliquement l'approche de programmation dynamique à mé­
moire limitée. Cette méthode à l'instar de l'ensemble des méthodes présentées jusqu'ici 
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procède de la façon suivante : d'abord elle génère de façon exhaustive l'ensemble des 
possibles pour chaque agent ! e J^en partant des arbres de dé­

issue de l'horizon T = 0,1, • • •, N; ensuite, un nombre fini et borné K d'entre 
eux sont retenus comme les arbres de décisions possible pour l'horizon de planification 
courant. 

arbres de décisions &\_X.N 
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FIGURE 3.13 ­ Construction d'arbres de décisions ­ adapté de [Seuken and Zilberstein, 
2007b]. 

La sélection de K arbres de décisions 5j._j.ry par agent est faite en identifiant les meilleures 
vecteurs d'arbres de décisions <_>T­i.;v pour chaque croyance conjointe b e 3?(S). C'est à 
dire les vecteurs d'arbres de décisions dont les valeurs sont maximales pour au moins 

http://5j._j.ry
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une croyance conjointe. Ces croyances conjointes sont sélectionnées comme l'indique 
la Figure 3.13. C'est à dire en collectant les traces d'exécution d'une politique conjointe 
quelconque du MPOMDP sous-jacent au DEC-POMDP à résoudre. En particulier les au­
teurs font appel à différentes politiques conjointes afin de sélectionner les traces utilisées 
comme croyances conjointes. Ainsi, l'approche utilise en quelque sorte une programma­
tion dynamique à mémoire limitée. 

L'algorithme de programmation dynamique à mémoire limitée selon l'acronyme an­
glais « memory bounded dynamic programming » (MBDP) est décrit Algorithme 19. Il 
se décompose en six étapes : la première correspond à l'initialisation c'est à dire la défi­
nition des actions individuelles Ql

N.N qu'un agent i e J pourrait exécuter à la dernière 
étape de prise de décision T = N. La second étape consiste à collecter l'ensemble des K 
croyances conjointes BT pour chaque horizon de planification T = 0,1, • • •, N. Vient par la 
suite, l'étape de génération exhaustive des arbres de décisions £2\_ V N à partir des arbres de 
décisions <2|.N, pour chaque agent i e J . Afin de ne conserver que K arbres de décisions 
par agent, l'on considère l'ensemble des vecteurs d'arbres de décisions £2T- \ :N donné par 
le produit croisé I L e ^ ^ - i i v Chaque vecteur d'arbres de décisions ô*T_i:._v e ^T-I-.N est 
alors évalué pour chaque croyance conjointe b e BT_! comme suit : 

V(b,ÔT-l:N) = Y_b(sMs,ôT-i:N) (3.16) 
s 

Nous sélectionnons ensuite par agent les K arbres de décisions individuelles qui com­
posent les meilleurs vecteurs d'arbres de décisions. L'étape suivante permet de vérifier si 
nous disposons d'une solution complète (T = 0), si oui elle est retournée. Le cas échéant, 
l'horizon de planification est décrémenté (f «- T -1 ) puis l'algorithme retourne à la troi­
sième étape, comme décrit Algorithme 19. 

Algorithme 19 Algorithme MBDP - adapté de Seuken and Zilberstein [2007b]. 
i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

procedure MBDP 
Poser T — N, £ l

N .N *- A1, pour tout agent i e _y. 
répéter 

Générer l'ensemble des croyances conjointes {BT}T=o,i,-,Ar. 
Générer l'ensemble des arbres de décisions Sll

x_VN, pour chaque agent i e J . 
Élaguer les arbres de décisions dominés dans __2T+i:jv, suivant BT+\. 
Décrémenter T *- (T -1) . 

jusqu'à T = 0 
Retourner «So.jv ; 

fin procedure 

Cette approche ne dispose malheureusement pas de garanties théoriques. En particu­
lier, il est difficile de comparer la qualité de la solution ainsi construite avec une solution 
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optimale. En outre, la méthode d'échantillonnage des croyances conjointes ne prend pas 
en compte la nature du contrôle, à savoir le fait que ie contrôle soit distribué. L'intérêt prin­
cipal de cette approche réside dans sa capacité à passer à l'échelle du moins en compa­
raison aux autres approches approximatives. En effet, sa capacité à passer à l'échelle reste 
en réalité limité par le nombre d'actions ; d'observations ; et de politiques individuelles 
conservées. Lorsque par exemple le nombre de politiques individuelles à conserver dé­
passe cinq, l'algorithme est incapable de résoudre même les problèmes les plus insigni­
fiants. Ce constat a conduit les auteurs à envisager une version approximative de cette 
approche elle même déjà approximative. 

Les limites de passage à l'échelle dont peut souffrir l'algorithme approximatif MBDP 
peuvent trouver certaines de leurs origines dans le nombre d'observations individuelles 
par agent dont le problème dispose. En effet, MBDP procédant à l'énumération exhaus­
tive des politiques individuelles de chacun de ses agents, et cela à chaque horizon. Ainsi, la 
complexité de cette opération est d'autant plus grande que le nombre d'observations indi­
viduelles est élevé. L'approximation de MBDP nommée IMBDP selon l'acronyme anglais 
« improved memory bounded dynamic programming » consiste donc à ne considérer 
qu'un sous-ensemble de ses observations individuelles. C'est à dire à réduire, du moins 
artificiellement, le nombre d'observations individuelles considérées par agent. 

Se pose alors la question de savoir comment choisir les observations individuelles qui 
feront partie du sous-ensemble d'observations individuelles considérées lors de la phase 
de planification. Pour les sélectionner, les auteurs préconisent de procéder à un échan­
tillonnage. Cette technique permet notamment de se concentrer sur les observations indi­
viduelles les plus probablement accessibles lors de la phase de contrôle. L'échantillonnage 
se fait de façon globale, c'est à dire que l'on échantillonne les observations conjointes, car 
la fonction d'observations est définie conjointement pour l'ensemble des agents. Puis, l'on 
extrait les observations individuelles sélectionnées pour chaque agent. Ces observations 
individuelles seront les seuls à intervenir dans le processus de génération exhaustive des 
politiques individuelles par agent, pour l'horizon suivant. La Figure 3.14 donne un aperçu 
de la méthode générale. 

La spécificité de cette méthode est sa phase de génération des politiques individuelles 
pour l'horizon suivant. À la différence de l'algorithme MBDP, l'algorithme IMBDP construit 
chaque politique individuelle comme illustré Algorithme 20. D'abord une action indivi­
duelle est sélectionnée ; puis pour chacune des observations individuelles choisies précé­
demment, on affecte une politique individuelle de l'horizon courant; pour les autres ob­
servations individuelles une politique par défaut leur est assignée. On parle alors de mise à 
jour partielle des politiques individuelles d'un agent pour l'horizon suivant. Comme la gé­
nération des politiques pour l'horizon suivant n'est exhaustive que sur un sous-ensemble 
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FIGURE 3.14 - Construction d'arbres de décisions partiels - adapté de [Seuken and Zilber­
stein, 2007a]. 

des observations conjointes, la complexité générale de cette opération est considérable­
ment réduite en comparaison à MBDP En contre partie, la qualité de la solution est en 
général réduite. Cette contre partie peut être bornée, comme le discutent les auteurs. 

Les meilleurs algorithmes approximatifs à ce jour, MBDP IMBDP et MBDP-OC tentent 
tant bien que mal de réduire la complexité de la programmation dynamique de deux ma­
nières : (1) en sélectionnant un nombre limité de politiques individuelles à conserver à 
chaque horizon de planification ; (2) en réduisant le rôle exponentiel des observations par 
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Algorithme 20 Algorithme IMBDP - adpaté de Seuken and Zilberstein [2007a]. 
1: procedure IMBDP 
2: Poser T «- N, £ l

N .N — A1, pour tout agent i e j . 
3: répéter 
4: Générer l'ensemble des croyances conjointes {BT}T=o,i,...,jv. 
5: Échantillonner les observations conjointes fl c Q. 
6: Générer l'ensemble des arbres de décisions &\_X.N> pour chaque agent i e J 

suivant fl. 
7: Élaguer les arbres de décisions dominés dans i2T+i.iv. suivant BT+\. 
8: Décrémenter T — (T - 1). 
9: jusqu'à T = 0 

10: Retourner £2O-.N . 
il: fin procedure 

la sélection des plus probablement accessibles à l'exécution. Cependant, le choix du bon 
nombre K de politiques individuelles à conserver pour un DEC-POMDP quelconque n'est 
pas trivial. En outre, tenter d'ajuster ce nombre au cours de la planification peut accroître 
les coûts de planification. De plus, l'utilité de la sélection d'un sous-ensemble des ob­
servations conjointes n'est perceptible que pour certains problèmes. En effet, certaines 
applications peuvent voir la qualité de la solution chutée de façon significative, et cela 
simplement parce que certaines des observations individuelles n'ont pas été intégrées 
lors du processus de planification. Enfin, la complexité en pire cas de ces algorithmes 
reste exponentielle à chaque horizon de planification. Les solutions sont construites en 
temps exponentielle en fonction du nombre K de politiques individuelles conservées ; du 
nombre maxObs d'observations conjointes considérées; du nombre \^\ d'agents, c'est à 
dive@(\S2\\A\\Q\maxTreesmax0bsW+l). 

La principale limitation de l'ensemble des algorithmes de programmation dynamique 
y compris les approches approximatives MBDP, IMBDP, et MBDP-OC, est l'opération de 
génération exhaustive. Cette opération consiste à générer de façon exhaustive l'ensemble 
des politiques conjointes possibles sachant un certain nombre de paramètres. Et cela bien 
qu'à l'issue de cette opération, la grande majorité des politiques individuelles générées 
soit trivialement dominées. À ce jour aucune approche n'a tenté d'exploiter cette observa­
tion, nous proposons le premier algorithme approximatif permettant de surmonter cela 
au Chapitre 5. 
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3.4 Résolution de DEC-POMDPs à horizon infini 

Dans cette section, nous présentons les algorithmes de résolution exacte des problèmes 
de contrôle distribué des processus de Markov dans le cas où le nombre de décisions sé­
quentielles à prendre est infini - on parle alors du cas à horizon infini N = oo. De façon 
similaire aux algorithmes développés dans le cas fini, tout algorithme exacte de résolu­
tion d'un DEC- POMDP excédera très vite les limites disponibles en mémoire et en temps. 
Encore une fois, l'intérêt principal de ces approches est de donner un cadre propice au 
développement d'algorithmes approximatifs efficaces. 

Avant toute chose, signalons que les algorithmes exacts dont nous discuterons ont tous 
recours à la représentation des politiques sous la forme des machines à états finis - déter­
ministes ou stochastiques. Ainsi, les algorithmes que nous exposerons sont plus précisé­
ment des approches e-optimales que des approches exactes. Comme de plus les DEC-
POMDPs à horizon infini sont indécidables, il est peut probable de trouver un algorithme 
optimal. 

3.4.1 Itération de politiques 

À l'instar des approches de programmation dynamique introduites dans le cadre fini, 
l'algorithme d'itération de politiques (qui est un algorithme de programmation dynamique) 
procède à chaque itération en deux étapes : d'une part, à la génération exhaustive des po­
litiques conjointes possibles ; et d'autre part, à l'élagage des politiques individuelles domi­
nées. 

Bemstein et al. [2005] ont présenté le premier algorithme de résolution des DEC-POMDPs 
à horizon infini convergeant vers une solution e-optimale. Cette technique fait appel aux 
machines à états finis stochastiques. Compte tenu des limites en mémoire dont souffrent 
les approches de résolution des DEC-POMDPs, plus la représentation de la politique est 
compacte plus performant est l'algorithme. Afin de réduire la taille des politiques tout en 
conservant leur qualité, les auteurs ont proposé d'ajouter à la politique individuelle de 
chaque agent un outil commun de corrélation. 
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FIGURE 3.15 - Un DEC-POMDP dont la politique conjointe optimale à mémoire limitée 
requiert une corrélation - extrait de Seuken and Zilberstein [2008]. 

Utilité de la corrélation 

La Figure 3.15 illustre un problème de contrôle distribué des processus décisionnels 
de Markov pour lequel la corrélation est importante. Dans cet exemple, on considère deux 
états, deux agents, deux actions individuelles (A et B) par agent et une observation conjointe. 
Parce qu'il n'y a qu'une observation conjointe, les agents ne peuvent distinguer les états 
du système. Ci-dessous nous comparons deux représentations à mémoire limitée des po­
litiques conjointes : 

1. Comme les agents ne connaissent pas l'état dans lequel ils sont, une politique déter­
ministe sera arbitrairement mauvaise à long terme. Si les deux agents peuvent intro­
duire de l'aléa dans leur stratégie, le mieux qu'ils puissent faire est de sélectionner 
soit l'action A soit l'action B suivant une distribution uniforme à chaque étape. Avec 
une récompense de -R/2 par étape cela conduit à une récompense à long terme de 
- i? /2( l -y) . 

2. Si les agents corrèlent leurs politiques individuelles en utilisant une source com­
mune d'aléa, la meilleure politique consistera à exécuter l'action conjointe AA avec 
une probabilité de 1/2 et l'action conjointe BB avec une probabilité de 1/2. Soit un 
gain espéré à long terme de 0. Ainsi, la différence entre l'usage ou non de la cor­
rélation peut conduire à des divergences considérables de la qualité de la solution 
retournée. Ces divergences peuvent être arbitrairement grandes selon la valeur don­
née au paramètre R. 
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Cet exemple souligne l'utilité de la corrélation lorsque la représentation de la politique 
est à mémoire limitée. Dans ce cadre spécifique de la planification pour le contrôle distri­
bué, les auteurs introduisent un outil de corrélation sous la forme d'une machine à états 
finis additionnelle. L'outil de corrélation est un processus de création d'aléa qui n'a pas ac­
cès aux observations individuelles que perçoivent les agents durant la planification. Tout 
se déroule comme si tous les agents avaient accès à un signal de plus en provenance de 
l'outil de corrélation à chaque étape de la phase d'exécution, mais les agents ne peuvent 
échanger d'information à travers cet outil. Par définition un outil de corrélation est tuple 
(C,r/),où: 

- C est un ensemble d'états finis. 
- n : C — AC est une fonction de transitions. 

La définition d'une politique individuelle doit être étendue afin d'y inclure l'outil de 
corrélation. L'action individuelle sélectionnée par un agent et la fonction de transitions 
de sa machine dépendra désormais du signal c en provenance de l'outil de corrélation. À 
chaque étape, l'outil de corrélation transite vers un nouvel état et tous les agents peuvent 
percevoir cet état. La fonction de valeur d'une politique conjointe représentée sous forme 
d'une machine à états finis et muni d'un outil de corrélation est donnée par : pour tout 
état 5 e S, toute politique conjointe ô e SI, et un état de l'outil de corrélation ceC, 

v(s,ô,c) = £P(a|<5,c) R(s,a)+y YJ P(s,co\s,a)P(ô'\ô,a,co,c)P(c\c')v(s,Ô,c') 
scoôc' 

où: 
- P(a\ô, c) := a(xo, a, c), rappelons que JCO est l'état initial de la machine à états finis Ô 

et a(Xo, fl, c) est sa fonction de transition incorporant le signal c. 
- P(s,co\s,a) := r(5|5, fl)0(w|5,fl) est la fonction de transition du système définie à par­

tir des fonctions de transitions T et d'observations O. 
- P(ô'\ô, fl,co, c) := r)(x,oo, c, x') est la probabilité de transiter de l'état x représentant Ô 

à l'état x' représentant ô' après perception conjointe de l'observation conjointe oo. 
- P(c|c') := 77(c, c') illustre la fonction de transition de l'outil de corrélation. 

Algorithme d'itération de politiques 

Comme nous l'avons souligné l'algorithme d'itération de politiques (DEC-PI) est avant 
tout un algorithme de programmation dynamique. Ainsi, à chaque itération de cet algo­
rithme il procède d'une part à la génération exhaustive des politiques individuelles de 
chaque agent. Dans la cadre spécifique de l'algorithme d'itération de politiques, il s'agit 
d'ajouter | A*||X\\|n' ' états à la machine à états fini composée des états X1., pour tout agent 
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i e J>', et toute étape T. De plus, l'algorithme procède à une phase d'élimination des états 
individuels inutiles - on parlera de transformation de la machine à états finis. Cette phase 
est accomplie par l'intermédiaire d'un programme linéaire garantissant soit que la ma­
chine à états finis résultant de la transformation soit de taille réduite et de qualité iden­
tique soit de meilleure qualité et de taille identique. Le programme mathématique à ré­
soudre consiste à rechercher la meilleure machine à états finis telle que : sachant deux 
machines D et C à états finis muni chacune d'un outil de corrélation avec pour états res­
pectifs Q et R, nous disons qu'une machine à états finis transformée de C à D préserve la 
qualité s'il existe deux fonctions f : Q, -» Ai?,- pour chaque agent i et fc : Qc — ARC telles 
que: 

Comme nous l'avons souligné, l'algorithme d'itération de politiques (DEC-PI) est avant 
tout un algorithme de programmation dynamique. Ainsi, à chaque itération de cet al­
gorithme, on procède d'abord à la génération exhaustive des politiques individuelles de 
chaque agent. Dans la cadre spécifique de l'algorithme d'itération de politiques, il s'agit 
d'ajouter | A' \\XX | | n ' ' états à la machine à états fini composée des états Xl

T, pour tout agent 
! e J , et toute étape T. Ensuite, l'algorithme procède à une phase d'élimination des états 
individuels inutiles - on parlera de transformation de la machine à états finis. Cette phase 
est accomplie par l'intermédiaire d'un programme linéaire garantissant que la machine à 
états finis résultant de la transformation soit de taille réduite et de qualité identique ; ou de 
meilleure qualité et de taille identique. Le programme mathématique à résoudre consiste 
à rechercher la meilleure machine à états finis telle que : sachant deux machines D et C 
à états finis, toutes deux munis d'un outil de corrélation avec pour états respectifs Q et 
R, nous disons qu'une machine à états finis transformée de C à D préserve la qualité s'il 
existe deux fonctions f : Q, -» Ai?, pour chaque agent ! et fc: Qc — Ai?c telles que : 

v(s,Ô) = £>(r|5)v(s, r), V s e S , ô e Q (3.17) 

L'algorithme d'itération de politiques est décrit Algorithme 21. L'algorithme termine 
à l'itération T si yT+1 • ^ ^ > e, où i?max représente la récompense immédiate maximale. 
Intuitivement, l'algorithme exploite la décroissance résultant du facteur de décompte y. 
En effet, à une certaine itération r les récompenses cumulées au-delà sont négligeables. 

Cet algorithme jette le trouble sur certain nombre de questions. L'une des motiva­
tions de l'introduction de l'outil de corrélation est sa supériorité apparente sur l'exemple 
proposé. Néanmoins, les auteurs n'apportent aucune information sur l'existence ou non 
d'une politique déterministe de même qualité. L'approche suivante est en ce sens rassu­
rante, car elle se propose de construire une politique e-optimale dans l'espace des poli­
tiques conjointes déterministes. Malheureusement, ces deux approches à horizon infini 
sont extrêmement difficiles à comparer. D'abord parce qu'elles n'utilisent pas la même re-
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Algorithme 21 Algorithme DEC-PI - adapté de Bemstein et al. [2009]. 
1 
2 

3 

procedure DEC-PI 
Poser T — 0, initialiser ôo et C. 
répéter 

Evaluer la machine à états finis ÔT muni de l'outil de correlation C. 
Générer de façon exhaustive les nouveaux états à ajouter à ÔT de sorte à créer 

ÔV+1-
Incrémenter T *- (T +1). 

j u s q u ' à y T + 1 - ^ > e 
Retourner ÔT. 

fin procedure 

présentation des politiques. Ensuite parce que contrairement au cas fini où-il est possible 
de mesurer la qualité de la solution à chaque horizon, dans le cas infini la qualité de la 
solution par horizon n'a pas de sens. Enfin, même en supposant que les deux méthodes 
utilisent des machines à états finis, et en basant la comparaison sur le nombre d'états 
des machines construites, il est fort probable dé biaiser la comparaison. En effet, si l'une 
des méthodes utilise des machines stochastiques et l'autre des machines déterministes, le 
nombre d'états ne constitue pas un point de comparaison, car pour un état extrait d'une 
machine stochastique, il faut bien souvent y associer plusieurs états d'une machine déter­
ministe. Le seul critère reste donc la solution dont la valeur est la plus grande. 

3.4.2 Recherche heuristique 

Szer and Charpillet [2005] ont proposé d'appliquer la méthode générale de recherche 
heuristique afin de résoudre des DEC-POMDPs à horizon infini. Cette méthode s'inspire 
de l'algorithme MAA* introduit dans le cas fini. À la différence de MAA*, les auteurs font 
usage des machines à états finis déterministes afin de représenter les politiques indivi­
duelles des agents. Cet algorithme recherche la meilleure politique conjointe pour un 
nombre prédéterminé d'états. Il s'agit alors d'un algorithme à mémoire limitée, comme 
illustré à la Figure 3.16. 

L'idée de cette approche est de rechercher les assignations d'actions aux états et d'ob­
servations aux arcs permettant de construire une machine de valeur maximale. Cette re­
cherche se fait de façon incrémentale, en rajoutant un élément à la fois comme l'illustre la 
Figure 3.17. 

Plus formellement, il s'agit de définir progressivement les fonctions qui caractérisent 
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FIGURE 3.16 ­ Trois étapes de la construction d'une machine à trois états, à gauche : ma­

chine vide ; Au milieu : la machine partiellement complétée ; à droite : la machine complè­

tement définie. 
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FIGURE 3.17 ­ Une section de l'arbre de recherche montrant les politiques conjointes et 
partielles de deux agents, l'une ayant une contrainte en plus que l'autre. 

les machines ô1 s (X1, a, successeurs, xl
Q) à états finis de chaque agent i e £ . L'astuce est 

de supposer qu'initialement ces fonctions peuvent prendre toutes les valeurs possibles ; 
puis de progressivement contraindre les valeurs admissibles ; jusqu'à ce qu'il n'y ait plus 
qu'une seule assignation possible. Considérons pour ce faire les deux fonctions suivantes : 

­ la fonction des actions : 

A(x) = 
{a(x)}, si a est définie sur JC 
A1, sinon. 
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- la fonction de transitions : 

„ , [ {Î](X,OO)}, si n est définie sur (x,co) 
l.(x,co)-\ . 

I fl, sinon. 

Ainsi, il est possible d'évaluer la politique conjointe partielle de l'ensemble des agents 
comme suit : 

v(s,x,Ô) = max <R(s,a) + r 
aeA(x) 

yP(5,w|5,fl) max v(s,x',ô) 
x'e\l{x,(v) t SCO 

(3.18) 

Cette équation correspond à l'équation d'évaluation d'une politique dans le cas où l'en­
semble des agents a accès à l'ensemble des observations à l'exécution. En ce sens, il s'agit 
d'une borne supérieure sur la valeur exacte de la politique conjointe optimale d'un DEC-
POMDP. 

Il est dès lors possible de définir un MDP équivalent à partir d'un DEC-POMDP et 
d'une politique sous forme d'une machine à états finis déterministe. Pour y parvenir, il 
suffit de définir le MDP augmenté (S, Â, f, R) donné par : 

1. s:=rw*'*s, 
2. Â - U i e j r ^ x U ^ n i X 1 , 

3. f((s,x), (a,successeurs), (s,x')) := T(s\s, a) • Lcoen-. T,{X,IO,X')=I O(co, S\S, a), 
4. R((s,x), (fl,successeurs» := R(s, a). 

La résolution d'un tel MDP peut se faire selon les techniques classiques telles que la 
programmation dynamique, aboutissant à une fonction de valeurs sur l'espace augmenté 
des états S, et l'équation de Bellman correspondante suivante : 

v(s,x,Ô) = max \R(S,a) + r 
aeA{x) 

y_P(5,to|5,fl) max v(s,x',ô) 
L sio x'eUix.cv) 

(3.19) 

V(SQ,Ô) = maxv(so,x,ô) (3.20) 
xeX 

Cette fonction de valeurs peut être utilisée comme heuristique admissible dans le cadre 
de la résolution des DEC-POMDPs à horizon infini, pour une politique sous forme d'une 
machine à états finis et à mémoire limitée. Il apparaît en effet qu'au fur et à mesure que les 
fonctions A(-) et n(-, •) sont contraintes, la fonction de valeurs v décroît jusqu'à atteindre 
la fonction de valeurs exactes de le machine à états finis de valeur maximale. 

Cette approche est très originale et à montrer que pour des machines à états finis de 
même dimension (nombre d'états), une machine déterministe pouvait obtenir une so­
lution de qualité aussi bonne voire meilleure que les machines à états finis stochastiques 
préconisées par l'approche précédente. Néanmoins, il n'existe toujours pas de preuve théo­
rique qui prouve l'existence systématique d'une machine déterministe à états finis au 
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moins d'aussi bonne qualité que toute machine stochastique à états finis. Nous notons 
un seul inconvénient de taille à cette approche : la nécessité de prédéfinir la dimension de 
la politique à priori. Cette remarque n'est pas propre à cette méthode, c'est un problème 
récurrent des méthodes à mémoire limité. Comment déterminer une dimension pas trop 
grande afin que nous puissions calculer la solution en temps limité et la mémoriser ai­
sément. Et cela tout en garantissant qu'elle soit pas inutile en pratique. Par exemple, on 
pourrait considérer des machines munis d'un grand nombre d'états. Pour y parvenir, de 
nombreuses approches approximatives ont été introduites. 

3.5 Approximation de DEC-POMDPs à horizon infini 

Les méthodes e-optimales discutées ci-dessus souffrent du fait qu'elles sont très vite li­
mitées en mémoire, comme c'est le cas pour les approches f-optimales dans le cas fini. À la 
différence de la stratégie de recherche opérée par les chercheurs en POMDPs, et consistant 
essentiellement à transférer les connaissances acquises dans le cas fini afin de résoudre le 
cas infini, en DEC-POMDPs, la démarche est différente. Le cas fini et infini sont très lar­
gement considérés - à mon avis à tord - comme deux cas significativement différents. De 
sorte que les travaux qu'ils soient exacts ou approximatifs produits pour le cas fini ne sont 
généralement pas étendus au cas infini. L'argument serait, bien qu'il en soit de même en 
POMDPs, que ces deux cas font appel à des représentations différentes des politiques ; ou 
encore, que toute tentative d'extension serait non triviale. En somme les méthodes ap­
proximatives introduites pour la résolution des DEC-POMDPs à horizon infini sont assez 
éloignées de celles proposées à horizon fini. 

3.5.1 Itération de politiques à mémoire limitée 

La première approche proposée pour la résolution approximative des DEC-POMDPs 
à horizon infini, s'inspire de l'approche exacte d'itération de politiques. Il s'agit à l'ori­
gine d'une méthode introduite dans le cadre des POMDPs et étendue au cadre des DEC-
POMDPs. Elle permet de constmire une politique sous contrainte de mémoire limitée 
[Bemstein et al., 2005]. Similaire à l'approche précédente, elle consiste en l'optimisation 
des valeurs d'un certain nombre de paramètres d'une machine stochastique à états finis 
et de dimension fixée. La différence essentielle avec l'algorithme d'itération de politiques 
précédemment discuté réside dans la dimension prédéfinie de la politique. Seules les dis­
tributions de probabilités, les actions associées aux états et leurs distributions de proba­
bilités, peuvent changer. 
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L'algorithme dit d'itération de politiques à mémoire limitée commence ainsi avec une 
distribution arbitraire sur l'ensemble des K états de la machine stochastique à états fi­
nis. Cette dernière est initialement de valeur quelconque. La machine conjointe munie de 
l'outil de corrélation est alors améliorée par une opération de mise à jour dite à mémoire 
limitée, jusqu'à ce qu'elle atteigne un optimum local. À chaque itération de l'algorithme, 
un état x1 de la machine de l'agent î e J est choisi. L'amélioration d'une machine à indi­

viduelle se fait en modifiant les paramètres de la distribution de probabilités condition­

nelles P(al,ô"\ô,,co1,c) pour tout observation individuelle co' eQ1 . Cela est réalisé grâce à 
un programme linéaire assurant que les nouveaux paramètres améliorent la qualité de la 
machine conjointe pour chaque état du système ; chaque état de chaque machine indivi­

duelle; et chaque état de l'outil de corrélation. Une fois les nouveaux paramètres identi­

fiés, une nouvelle itération peut débuter. L'amélioration de l'outil de corrélation est réali­

sée de façon similaire. 

Bemstein et al. [2005] ont prouvé que la mise à jour à mémoire limitée, appliquée à 
une machine individuelle ou un outil de corrélation, produit une machine conjointe de 
qualité au moins aussi bonne que la précédente, pour toute distribution de probabilités 
sur l'état initial. Ce résultat induit une propriété de croissance monotone de la qualité 
de la politique construite par la mise à jour à mémoire limitée. Malheureusement, l'algo­

rithme retourne un optimal local, car l'optimisation se fait indépendamment pour chaque 
machine individuelle. 

3.5.2 Programmation non­linéaire 

L'approche de programmation non linéaire vise à pallier la principale limite de l'algo­

rithme d'itération de politiques à mémoire limitée à savoir la qualité des solutions retour­

nées. Amato et al. [2007] ont introduit un programme non linéaire capable de trouver une 
solution optimale pour une dimension prédéfinie. Afin d'y parvenir, les auteurs proposent 
d'améliorer conjointement les politiques individuelles des agents. En plus du programme 
linéaire initial, ils font également usage de la valeur de chaque nœud de la machine à amé­

liorer dans chacun des états se S, v(x l, x2, ■ ■ ■, x^J\ s). Pour s'assurer des la validité des va­

leurs, des contraintes non linéaires représentant les équations de Bellman sont ajoutées au 
programme. Des contraintes additives sont nécessaires afin de garantir que les politiques 
individuelles soient indépendantes. C'est à dire que les actions aux nœuds et les transi­

tions locales ne dépendent que des informations disponibles localement, pour chaque 
agent. Après réduction de la complexité de la représentation, la nouvelle formulation cor­

respond à un programme linéaire sous contraintes quadratiques noté QCLP Malheureu­

sement, les QCLPs sont bien plus difficiles à résoudre que des programmes linéaires. La 
description complète du QCLP est donné Algorithme 3.18. 
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f— Programme non-linéaire. 

- Soient les variables Ç{x, a, x, co) et Ç(x, s) 
- Maximiser £5P(5|ftoKU.s). sachant les contraintes, 

1. Vx,s,Ç(x,s) 

Y \Y(.x,a,x,iû)\R(s,a) 
a LV x I 

+ J Y T ^ S > a î Y O.to\s, fl) Yt(x> a> x> WK(*> s) 
s (v x 

2. VJC,Û), 

Y^(x,a,x,co) = 1 (3.21) 
x,a 

3. Vx,co,a, 

Y((x,a,x,oo) = ^C(x,fl,Jt:,a>') (3.22) 
X X 

4. yx,a,x,co, 

((x,a,x,co) ^ 0 (3.23) 

* 

FIGURE 3.18 - Programme non-linéaire. 

Il est à noté que cet algorithme est similaire dans son objectif (déterminisme d'une 
solution optimale mais à mémoire limitée) que l'approche heuristique proposée par Szer 
and Charpillet [2005]. La différence entre ces deux approches réside dans l'espace de re­
cherche. L'approche heuristique effectue sa recherche dans l'espace des politiques déter­
ministes, bien qu'encore une fois il n'y a aucune preuve théorique de l'optimalité de ses 
politiques en générale. L'approche de programmation non linéaire quant à elle effectue sa 
recherche dans l'espace des politiques stochastiques. Bien que nous soyons sur d'y trou­
ver la politique optimale, l'espace des politiques stochastiques est beaucoup trop vaste 
pour assurer le passage à l'échelle de cette approche. Les auteurs argumentent que cela 
est un avantage lorsque la politique conjointe recherchée est à mémoire limitée. Quand 
bien même cela serait vrai, il faut remarquer que la dimension réelle d'une politique sto­
chastique à n nœuds n'est en rien comparable à celle d'une politique déterministe à n 
nœuds. 



Chapitre 3. Contrôle distribué de processus décisionnels de Markov 126 

3.6 Sous classes des DEC-POMDPs 

Cette section aborde des sous-classes des problèmes de contrôle distribué des proces­
sus décisionnels de Markov partiellement observables. L'une des principales sources de 
la complexité de ces problèmes est l'impossibilité des agents à communiquer aux autres 
agents leurs informations individuelles. De nombreux modèles permettant de prendre 
en compte différentes conditions ou protocoles de communication ont vu le jour ainsi 
que quelques algorithmes de résolution de ces modèles. Nous discuterons essentielle­
ment d'une sous-classe qui s'il y avait communication permettrait d'avoir connaissance 
conjointe de l'état sous-jacent de système. 

3.6.1 Processus décisionnels de Markov distribués 

Si à chaque étape de prise de décisions l'ensemble des agents a accès à l'ensemble des 
perceptions de l'ensemble des agents, et que cela permet d'avoir connaissance de l'état 
sous-jacent du système, nous disons qu'il y a observabilité conjointe totale. Il existe de 
nombreuses situations où cela peut se produire. Par exemple, les satellites de surveillance 
aérien devant couvrir conjointement une région, dispose localement d'une connaissance 
partielle sur l'état de la région mais d'une connaissance conjointe complète de l'état de la 
région. Nous appelons un problème de contrôle distribué des processus décisionnels de 
Markov partiellement observables muni de la propriété d'observabilité conjointe totale, 
une problème de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov conjointement 
complètement observable noté DEC-MDP : 

O(w|5,fl)>0 => P(s\co) = l (3.24) 

Cadre formel 

Un DEC-MDP est un formalisme multi-agents du contrôle distribué des processus dé­
cisionnels de Markov conjointement complètement observables. De façon similaire aux 
DEC-POMDPs, chaque agent dispose de son propre ensemble d'actions et d'observations, 
à la différence que bien qu'inaccessible à l'exécution, l'information conjointe des l'en­
semble des agents fournie une connaissance sur l'état du système, à noter qu'il ne s'agit 
pas explicitement de communication des observations individuelles des uns aux autres, 
car cela remettrait en cause le contrôle distribué. Non, les agents n'ont toujours pas accès 
aux informations locales des autres agents du moins à l'exécution. 
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Définition 8. Un DEC­MDP est un tuple (S, A,Q,T,R, O, J ) donné par : 

1. L ensemble fini S des états du système. 
2. L'ensemble fini A = A1xA2x­­­x A1 j r | des actions conjointes des agents, chaque agent 

i e ^ dispose de son propre ensemble d'actions individuelles A1. 

3. L'ensemble fini fl s fl1 x fl2 x ■■■ x fl|J?l d'observations conjointes de l'ensemble des 
agents, chaque agent i e J dispose de son propre ensemble fini d'observations indivi­

duelles Q1. 

4. La fonction de transitions T(s\s, a) représentant la probabilité de transiter vers l'état 
s après avoir exécuter l'action a à l'état s. 

5. La fonction de récompenses ou de coûts R(s, a) définit un modèle de récompenses 
(resp. coûts) du système perçus lorsque dans l'état conjoint s l'ensemble des agents 
exécutant conjointement l'action a et perçoivent conjointement un signal réel. 

6. La fonction d'observations O(co\s, a) décrivant la probabilité que l'ensemble des agents 
perçoive l'observation conjointe ? lorsque dans l'état s les agents exécutent conjointe­

ment l'action a et transitent dans l'état s '. Cette fonction est telle que si as O(oo 15, d) > 0 
alors il existe une corrélation entre l'observation oo et l'état s c'est à direP(s\co) ­ 1. 

Prise de décisions optimales 

À ce jour, il n'existe pas de théorie de la planification pour les problèmes de contrôle 
distribué des processus décisionnels de Markov conjointement complètement observables. 
En particulier, il est communément admis à tord que la propriété de d'observabilité conjointe 
totale n'apporte aucune simplification significative à cette sous­classe en comparaison 
aux DEC­POMDPs. Cette opinion est soutenue par la complexité NEXP­difficile des DEC­

MDPs à horizon fini. En somme la théorie de la planification se résume à la connaissance 
que nous avons des DEC­POMDPs. En d'autres termes, la théorie se résumerait à la re­

cherche d'une politique n e n 1 ^ telle que : 

7r* =argmax7tt/
r(5), VseS (3.25) 

Nous argumentons au Chapitre 7 que l'exploitation de la propriété d'observabilité conjointe 
totale rend ce modèle général l'un des plus simples à résoudre. Malheureusement, au­

cun des travaux actuels n'exploite cette propriété. En conséquence, il n'existe aucun al­

gorithme de résolution générale des DEC­MDPs à ce jour. Effrayer par la complexité ap­

parente des DEC­MDPs, tous les travaux en DEC­MDPs concernent exclusivement des 
sous­classes des DEC­MDPs. Nous n'en ferrons pas un état de l'art complet car il y a pres­

qu'autant de sous­classes que d'applications réelles. 
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3.6.2 Hypothèses d'indépendances 

L'ensemble des applications réelles que le modèle des problèmes de contrôle distri­

bués des processus décisionnels de Markov ambitionne de formaliser et résoudre, ne re­

quiert pas l'ensemble des contraintes du modèle général. Au contraire, certaines de ces 
applications réelles sont telles que les effets des actions, ou les perceptions des agents, 
sont plus ou moins corrélées. Il existe en effet un grand nombre de cas pratiques où le 
problème correspond en réalité à plusieurs sous problèmes distribués plus ou moins fai­

blement corrélées. Il est donc important d'accorder une place à l'étude des hypothèses de 
dépendances de tout ou partie des composantes d'un problème de contrôle distribué. Ces 
indépendances peuvent transparaître à travers les fonctions de transitions, observations 
ou récompenses. Becker et al. [2004b] proposa la première exposition des hypothèses d'in­

dépendances ainsi que quelques unes des propriétés associées. 

L'analyse de ces propriétés repose bien souvent sur un modèle factorisé des DEC­

POMDP. Nous appelons DEC­POMDP factorisé un DEC­POMDP M. decomposable en it 
sous­DEC­POMDPs M\,M2 , • ■ • ,Mk, où chaque sous DEC­POMDP est défini par un tuple 
(Sj,Aj,Qj,Tj,Rj,Oj,J) pour tout j = 1,2,■■• ,k. 

DEC­POMDP à transitions indépendantes 

Un DEC­POMDP factorisé M définit par (S,A,Q, T,R,0,J) est dit à transitions indé­

pendantes si et seulement s'il peut être décomposé en plusieurs composantes Ji \ ,Mz, •■•, M,\ 
telle que : 

ifc 
T«5i,52,­­­,5jk),<fli,fl2,­'­,fljfc),<5i,52,­­­,5jfc» = \ \ Tj(Sj,aj ,Sj) 

DEC­POMDP à observations indépendantes 

De façon similaire au cas précédent, il est possible de définir un DEC­MDP à observa­

tions indépendantes. Un DEC­POMDP factorisé M définit par (S, A, fl, T, R, O, J ) est dit à 
observations indépendantes si et seulement s'il peut être décomposé en plusieurs com­

posantes M\,M2,••■,Mie telle que : 
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ifc 
0((5i,52,­­­,5ifc>,<fli,fl2,­­­,flÀ:>.(Wl,W2,­­­,Wfc),(5i,52,­­­,5jt» = f ] Oj(Sj, a j , Ù)j,Sj) 

;'=i 

DEC­POMDP à récompenses indépendantes 

Enfin, il est également possible de définir l'hypothèse d'indépendances des récom­

penses. Un DEC­POMDP factorisé M définit par (S, A, fl, T, R, O, J ) est dit à récompenses 
indépendantes si et seulement s'il peut être décomposé en plusieurs composantes M\, M2, •■•, M^ 
telle que : 

R((S\,S2 , • ■ ■ , 5jfc>, (fll, fl2, • • • , Ait), (5i, 52, • • • , 5fc» = <JO(RI,R2 , • •• ,i?jt) 

où q) est une fonction d'agrégation, en particulier op(R\,R2,­­ ■ ,Rk) = Lj Rj­

3.6.3 DEC­POMDPs à base de tâches 

Les problèmes de prise de décisions séquentielles peuvent modéliser un multitude 
d'applications réelles, y compris des applications dont l'objectif principale est d'accomplir 
un ensemble fini de tâches prédéfinies. Nous parlerons de DEC­POMDPs à base de tâches. 
Ce modèle permet d'encoder des applications allant des problèmes de planification d'une 
stratégie commune pour un jeux de football en robotique ; ou encore de l'ordonnance de 
la satisfaction d'une série de tâches organisées selon une structure de precedences tem­

porelles illustrant les célèbres missions spatiales de la NASA [Zilberstein and Mouaddib, 
2000, Zilberstein et al., 2001, ?]. En encodant une application suivant ces modèles, il est 
possible de réduire de façon exponentielle la complexité du DEC­POMDP jusqu'à une 
complexité polynomiale dans les meilleures cas. Cela a pour conséquence, d'augmenter 
la capacité à résoudre des problèmes de dimensions bien plus larges. 

DEC­MDPs à base de buts 

L'une des premières sous­classes de DEC­MDPs à base de tâches, consiste en un mo­

dèle de DEC­MDPs disposant d'un ensemble fini de sous buts à satisfaire (GO­DEC­MDP). 
Il s'agit pour l'essentiel d'un DEC­MDP composé d'une unique tâche qui consiste à at­

teindre à un certain moment T, un ou plusieurs des états buts prédéfinis. Une récompense 
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est perçue en cas de succès. Becker et al. [2003] ont définit un DEC-MDP à base de buts et 
à horizon fini comme un DEC-MDP satisfaisant les contraintes suivantes : 

1. Il existe un ensemble d'états buts ^czS. 

2. La fonction conjointe de récompenses est indépendante et définie comme suit : 
R(s, fl) = Li R(s> #')> pour tout agent i e J . 

3. Une récompense conjointe additive est définie et donnée pour tout état but s e 'S 
atteint avant le temps T' < T par, R(s). 

Cette classe de DEC-MDP peut être simplifiée en considérant certaines propriétés telles 
que les hypothèses d'indépendances. C'est ainsi que Becker et al. [2004a], Seuken and 
Zilberstein [2008] prouve qu'un GO-DEC-MDP avec observations et transitions indépen­
dantes est NP-difficile. De plus, lorsque cette dernière classe est munie d'un seul état but 
et d'une fonction de coûts uniformes, le problème est alors P-difficile 

DEC-MDP à base de coût occationné 

La seconde approche de DEC-MDPs à base de tâches considère un ensemble fini de 
|_y | MDPs complètement distribués M\, JI2 ,-••, M\j\. Ce modèle fût proposé initialement 
par Beynier and Mouaddib [2005, 2006] et nommé selon l'acronyme anglo-saxon oppor­
tunity cost DEC-MDP (OC-DEC-MDP). 

Définition 9. Un DEC-MDP à base de coût occationné J i est définit par un ensemble fini 
de\J \ MDPs Mi et donné par le tuple (S1, A1, T l,R l), pour chaque agent i = 1,2, ••• ,\^\ où: 

1. S1 représente l'ensemble des états individuels de l'agent i. 

2. A' est l'ensemble fini des actions individuelles de l'agent i. 
> 

3. T l(s l\s l,a l) est la fonction de transitions de l'agent i. 
4. R1 (s1, a1) est la fonction de récompenses ou de coûts de l'agent i. 

Dans ce modèle chaque agent est modélisé indépendamment via un MDP lui-même 
encodant une tâche ou plusieurs tâches. La principale difficulté réside dans la corréla­
tion existante entre les tâches individuelles à un agents et entre les tâches de l'ensemble 
des agents. En effet, les auteurs supposent l'existence de dépendances causales entre les 
tâches. Ces dépendances peuvent se traduire de différentes manières. En particulier, elles 
peuvent se traduire à travers des relations de precedences temporelles. L'encodage de ces 
dépendances se fait à travers un graphe dit de mission. En particulier, les auteurs ne consi­
dèrent que des graphes de missions acycliques. En d'autres termes, il existe toujours un 
ordre topologique < sur l'ensemble des tâches assignées aux agents. Ainsi en résolvant 
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indépendamment chacune des tâches incluses dans les MDPs des agents J1 suivant l'in­
verse de l'ordre topologique, les auteurs parviennent à construire une politique indivi­
duelle n1 e nM D pour chaque agent i e J . L e lecteur doit faire attention à ne pas confondre 
une résolution indépendante d'une exécution indépendante. S'il est possible de résoudre 
ce modèle indépendamment pour chacun des agents, il ne reste pas moins vrai que l'exé­
cution peut se faire non seulement de façon distribuée mais aussi simultanément pour 
toute ou partie des agents. 

Notons cependant que les politiques individuelles ainsi construites sont définies dans 
l'espace des politiques markoviennes et déterministes YlMD. Cette restriction de l'espace 
de définition des politiques suggère de deux choses l'une : soit que le cadre environne­
mentale considéré est localement complètement observable pour chaque agent (cas 1) ; 
soit que l'hypothèse d'observabilité locale complète restreint la complexité du problème. 
Dans le premier cas, l'approche peut produire une solution conjointe optimale, mais le 
problème résolu n'est pas un DEC-MDP. 

3.7 Autres modèles associés 

3.7.1 Le modèle MTDP 

Le problème du contrôle distribué des processus décisionnels de Markov a également 
été formalisé via le modèle MTDP nommé selon l'acronyme anglo-saxon « multi-agents 
team decision problem » et introduit par Pynadath and Tambe [2002]. Ce formalisme, 
alternatif et prouvé équivalent au modèle DEC-POMDP [Seuken and Zilberstein, 2008], 
est une extension d'un modèle qui avait été proposé afin de modéliser la planification 
multi-agents [Pynadath and Tambe, 2002]. 

Définition 10. Un MTDP est définit par un tuple (S, A, fl, P, R, O, B, J ) , où : 
1. S est l'ensemble fini des états conjoints se S, 
2. A = A1 x A2 x • • • x A|Jf ' est un ensemble fini d'actions conjointes a e A, et A1 pour tout 

agent i e J ' un ensemble fini d'actions individuelles de l'agent i. 
3. fl = fl1 x fl2 x • • • x fl|J?l est un ensemble fini d'observations conjointes co e fl, etQ' est 

un ensemble fini d'observations individuelles pour tout agent i e J , 

4. P(s\ s, A) est la probabilité de transiter de l'état conjoint s à l'état conjoint s après l'exé­
cution de l'action conjointe a, 

5. R(s, A) est la récompense (coût) perçu par l'ensemble des agent suite à l'exécution de 
l'action conjointe a dans l'état conjoint s, 
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6. O(s,co\s,d) est la probabilité de percevoir l'observation conjointe oo lorsque l'ensemble 
des agent transite de l'état conjoint s à l'état conjoint s après avoir exécuté l'action a, 

7. B = B l x B2 x • • • x B | J? | est l'ensemble des croyances conjointes, etB' est l'ensemble des 
croyances individuelles pour tout agent i e J . 

L'une des différences fondamentales avec le modèle DEC-POMDP réside dans l'ajout 
de l'ensemble des croyances conjointes B. Pour cette raison, il est possible que les solu­
tions retournées par les deux formalismes soient différentes. En effet, il est possible que 
l'ensemble des croyances conjointes considérées par MTDP ne soit pas suffisant pour le 
déterminisme d'une stratégie conjointe optimale pour l'ensemble des agents. Néanmoins, 
il est toujours possible des déterminer une stratégie conjointe optimale pour l'ensemble 
des agents sur l'ensemble des croyances conjointes considérées. 

3.7.2 POMDPs Interactifs 

L'étude des interactions des agents comme moyen de formaliser des problèmes de pla­
nification multi-agents est largement répandue dans le cadre du contrôle distribué. Nous 
citerons par exemple, l'approche Interact-DEC-MDP inspirée des modèles biologiques et 
proposée par Thomas et al. [2004] ; ou encore celle de MOMAP se focalisant sur les inter­
actions locales entre agents, afin de définir des stratégies heuristiques de construction de 
politiques conjointes approximatives [Mouaddib et al., 2007]. La principale critique for­
mulée à l'égard des ces approches est celle de savoir à quelle distance de l'optimum ces 
solutions se trouvent-elles ? 

L'une des raisons de la complexité des modèles MTDPs et DEC-POMDPs s'explique 
par la nécessité de prendre en compte l'ensemble des perceptions des agents au cours 
du contrôle lors de la planification. Doshi [2004] se propose de n'étudier un tel système 
qu'à travers le regard d'un seul agent, laissant les autres agents comme partie intégrante 
de l'environnement avec lequel l'agent en question est en interaction. Il s'agit du modèle 
I-POMDP selon l'acronyme anglais interactive POMDP. Le principe fondamental de l'I-
POMDP est de capturer les informations locales perçues par un agent et inaccessibles des 
autres agents, en particulier les croyances et les règles de décisions. 
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3.7.3 ND-POMDP 

Il existe cependant un modèle permettant de traduire les interactions entre agents 
dans le cadre du contrôle distribué [Marecki et al., 2008, Nair et al., 2005, Varakantham 
et al., 2007]. Le modèle ND-POMDP selon l'acronyme anglo-saxon network distributed 
POMDP est un DEC-POMDP factorisé. 

Définition 11. Un ND-POMDP est donné par un tuple (S, A, fl, P, R, O) où : 
L S = YliEj! S1 x Su est l'ensemble fini des états conjoint s e S. S1 correspondu l'ensemble 

des états individuels s1 e S1 pour tout agent i e J ' .Su correspond à un ensemble d'états 
non contrôlables par l'ensemble des agents. 

2. A = rijej? A1 est l'ensemble fini des actions conjointes a e A, où A1 est l'ensemble fini 
des actions individuelles a1 e A1 pour tout groupe d'agents i e J . 

3. fl s WizjQ1 est l'ensemble fini des observations conjointes, où Q1 est l'ensemble fini 
des observations individuelles co1 e Q1 pour tout groupe d'agents i e J . 

4. P(5|5,A) = P(IM|5U) •]liej?P(5'|5!,fl') est la fonction de transitions. 
5. 0(w|5, A) = riiej* P(o l\s l,su, A') est la fonction d'observations. 
6. R(s, fl) = L ie j R(s l,su, A') est la fonction de récompenses. 

où l'ensemble J? est un ensemble d'ensemble d'agents, en d'autres termes i e J représente 
un indice d'un groupe d'agents. 

Le lecteur notera que le modèle ND-POMDP est muni de propriétés intéressantes, à sa­
voir l'indépendance des observations, des transitions et la séparabilité des récompenses 
(ce problème est tout au plus NP-difficile si J? est un ensemble d'agents). En un sens, 
un ND-POMDP peut être perçu comme un graphe de DEC-POMDPs. Cette dernière re­
marque est importante. En effet, bien qu'il soit naturellement possible d'encoder des ND-
POMDPs allant jusqu'à une dizaine d'agents, les cliques d'agents ne contiennent jamais 
plus de deux agents. Cela nous ramène malheureusement aux dimensions des problèmes 
de la littérature des DEC-POMDPs. Ces problèmes ne surpassent pas non plus deux agents. 
En d'autres termes en parvenant à résoudre des DEC-POMDPs modélisant plus de deux 
agents, nous augmenterons également notre capacité à passer à l'échelle dans l'ensemble 
des sous-classes et modèles similaires. 

3.8 Résumé 

Nous avons proposé un état de l'art des recherches en planification pour le contrôle 
distribué dans le cadre des processus décisionnels de Markov. Nous avons volontairement 
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J— Questions ouvertes en DEC-POMDPs. 

- Planification en DEC-POMDP : 

1. Existe t-il une statistique suffisante pour la planification pour le contrôle dis­
tribué plus compacte que la croyance multi-agents ? 

2. Quelle est la classe de politiques conjointes la plus compacte contenant tou­
jours au moins une politique conjointe optimale pour tout problème de 
contrôle distribué ? 

3. Est-il possible de procéder à une construction incrémentale des politiques 
conjointes évitant ainsi l'opération d'énumération exhaustive à chaque ho­
rizon ? 

4. Peut-on déterminer une politique conjointe d'un problème de contrôle distri­
bué en utilisant les croyances conjointes ? Si oui, comment ? 

5. Est-il possible de construire une politique conjointe optimale pour un pro­
blème de contrôle distribué en utilisant des trajectoires d'historiques? Si oui, 
comment ? 

- Planification en DEC-MDP : 

1. Existe t-il une statistique suffisante plus compacte pour la planification des 
DEC-MDPs en comparaison à celle des DEC-POMDPs ? 

2. Existe t-il un algorithme général de résolution des DEC-MDPs qui soit moins 
complexe que ceux existant dans le cadre des DEC-POMDPs ? 

3. Comment l'hypothèse d'observabilité conjointe complète simplifie t-elle la 
théorie du contrôle distribué. 

FIGURE 3.19 - Questions ouvertes en DEC-POMDPs. 

mis l'emphase sur les aspects algorithmiques, en accord avec l'objectif premier de cette 
thèse. Bien qu'il existe de nombreux modèles (MTDP ou DEC-POMDP) pouvant formali­
ser ces problèmes de contrôle distribué et ainsi de permettre leur résolution, nous avons 
fait le choix de présenter essentiellement le modèle qui au fil des années à fait le consen­
sus dans le littérature du contrôle distribué, à savoir le modèle des DEC-POMDPs. Ce mo­
dèle est le plus général et permet de prendre en compte l'ensemble des spécificités des 
problèmes du contrôle distribué. Nous avons tout au long de notre exposé souligner la 
jeunesse du champs de recherche expliquant un nombre considérables de questions en­
core ouvertes et résumées à la Figure 3.19. En particulier, le fait qu'il n'existe aucune étude 
rigoureuse de la théorie de la planification pour le contrôle distribué. La quantité et la 
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nature des questions encore ouvertes expliquent la divergence des innombrables orien­
tations des recherches parfois antagonistes. Contrairement aux recherches en POMDPs, 
« il n'existe malheureusement pas en DEC-POMDP un consensus sur les principaux en­
jeux ou axes de recherches sur lesquelles la communauté des chercheurs dans ce domaine 
peut se pencher afin d'améliorer à coup sûr les connaissances ». Nous proposons dans les 
chapitres 5 et 6 suivants des réponses à certaines des questions jusqu'ici ouvertes, avec 
l'espoir qu'elles permettront de réduire l'écart théorique existant entre la théorie de la pla­
nification et l'apprentissage dans le cadre du contrôle distribué (DEC-POMDPs) et celle 
antérieure du contrôle centralisé (MDPs, POMDPs). 

Nous avons également donné un bref aperçu des modèles des sous-classes des DEC-
POMDPs. Ces modèles tentent d'apporter des réponses à la complexité générale des DEC-
POMDPs en exploitant diverses sources de réduction de cette complexité. Bien qu'utiles 
en pratique, ni ces modèles ni leurs méthodes associées n'apportent de connaissances 
nouvelles sur le problème général. Bien au contraire, ces classes s'appliquent à exploi­
ter des aspects communs à l'ensemble des systèmes multi-agents indépendamment du 
type de contrôle auquel le système est soumis. Plutôt que d'explorer l'ensemble infini des 
sous-classes possibles des DEC-POMDPs, dont l'étude n'apporte aucune information sur 
le problème général, nous soutenons qu'il est préférable de concentrer notre attention 
sur l'analyse formelle du problème général. À l'issue de cette analyse, nous pourrons fu­
sionner les connaissances acquises aux connaissances génériques sur les systèmes multi­
agents afin d'implémenter des systèmes multi-agents réels et soumis au contrôle distri­
bué. 

Afin de soutenir la recherche de nouveaux modèles de contrôle distribué, de nombreux 
chercheurs argumentent que le modèle DEC-POMDP est inapproprié pour le contrôle réel 
des systèmes multi-agents compte tenu de sa complexité en pire cas. Ils suggèrent ainsi 
qu'il existerait un tout autre modèle capable de formaliser les problèmes de contrôle dis­
tribué à échelle réelle et de permettre leur résolution en pratique. S'il est vrai qu'il existe 
des problèmes de contrôle distribué pouvant être formalisés de sorte à exploiter bien plus 
d'hypothèses simplificatrices que celles considérées dans le cadre des DEC-POMDPs, il 
est impossible que ces modèles parviennent à formaliser tous les problèmes de contrôle 
distribué que formalise un DEC-POMDP, tout en garantissant une complexité en pire cas 
moindre. La complexité d'un DEC-POMDP est donnée par la complexité des problèmes 
les plus difficiles qu'elles peut formaliser. L'intérêt de cet outil est de traduire les proprié­
tés mathématiques observées dans les applications réelles. Plus le modèle est général plus 
grande est l'impact des propriétés observées, et vice-versa. 
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« Knowledge is limited; but imagination encircles the world. » 

Albert Einstein 



Chapitre 4 

Résolution topologique pour le contrôle 
centralisé 

Une partie de ce chapitre est apparu précédemment dans les papiers : « Topological Order Planner for 
POMDPs » [Dibangoye et al., 2008b,c, 2009c] rédigés avec Guy Shani, Brahim Chaib-draa etAbdel-Illah Mouad­
dib; «A Novel Prioritization Technique for SolvingMarkov Decision Processes» [Dibangoye etal., 2008a] avec 
Brahim Chaib-draa etAbdel-Illah Mouaddib; et « Periodic real-time resource allocation for teams of progres­
sive processing agents » [Dibangoye etal , 2007] avec Abdel-Illah Mouaddib et Brahim Chaib-draa. 

LES modèles mono agent de contrôle des processus décisionnels de Markov offrent 
des cadres expressifs pour la modélisation et la résolution des problèmes de 
contrôle centralisé, comme discuté au Chapitre 2. Cependant, de nombreux fac­
teurs limitent l'utilisation des processus de Markov dans la modélisation et ré­

solution d'applications de dimensions réelles. Ces facteurs incluent, d'une part, la malé­
diction de la dimension (où la dimension d'un problème de planification est directement 
reliée aux nombre d'états) [Bellman, 1957], et d'autre part, la malédiction de l'historique 
(où le nombre de plans contingentés croît exponentiellement avec l'horizon de planifica­
tion) [Pineau, 2004]. 

Dans ce chapitre, nous présentons l'ensemble de nos contributions dans le cadre de 
la résolution centralisée des modèles mono agent de contrôle des processus de Markov, 
qu'ils soient partiellement ou complètement observables. L'ensemble des algorithmes conçus 
à cette fin exploite les dépendances causales du système afin de réduire la complexité des 
mises à jour de la fonction de valeurs. Cela a pour conséquence d'accélérer le calcul de 
la politique optimale ou approximative. Nous proposons plusieurs algorithmes dits de 
programmation dynamique topologique (TDP), qui étendent et généralisent l'approche 
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introduite par [Dai and Goldsmith, 2007] et discutée au Chapitre 2. Ce chapitre se décom­
pose en trois grandes parties. Les deux premières sont consacrées respectivement à la ré­
solution topologique des processus de Markov complètement observables (MDPs) et à la 
résolution topologique des processus de Markov partiellement observables (POMDPs). La 
dernière partie est consacrée à l'étude et la résolution d'un problème de défense navale 
nommé NEREUSl. Ce problème réel exhibe les propriétés structurelles exploitées par la 
programmation dynamique topologique. 

La Section 4.2 explique les propriétés structurelles prérequises à l'application d'un al­
gorithme de programmation dynamique topologique dans la résolution des MDPs. Nous 
montrons ensuite comment exploiter ces propriétés afin de trouver un juste équilibre 
entre deux facteurs de performances : d'une part, le temps consacré à l'organisation des 
mises à jour de la fonction de valeurs en vue d'améliorer la convergence de celle-ci; et 
d'autre part, le temps total nécessaire afin de résoudre le problème original. La Section 4.3 
étend non sans mal cette idée au cadre des POMDPs. Nous y décrivons les conditions et 
les algorithmes de programmation dynamique topologique exacts et approximatifs de ré­
solution d'un POMDP Enfin, la Section 4.5 illustre les performances de la programmation 
dynamique topologique en l'appliquant à un problème réel nommé NEREUS. 

4.1 Motivation 

Soit un environnement où un agent dispose d'un ensemble d'actions lui permettant 
de se mouvoir d'un état à un autre. Supposons en outre que les effets de certaines actions 
prises dans certains états sont définitifs. Par exemple, dans une fabrique de jouets, les ro­
bots peuvent coller deux composants ; une fois les composants collés, il est impossible 
de les décoller. De façon similaire, un robot d'exploration sur Mars peut échantillonner 
une roche. Mais le succès de cette action, modifie définitivement l'intérêt du robot pour 
la roche échantillonnée. Ainsi, les transitions vers les états où les composants ont été col­
lés ; ou la roche échantillonnée, ne peuvent être traversées dans le sens inverse. Dans ces 
cas, nous pouvons décomposer les états de l'environnement en couches. C'est à dire en 
groupe d'états. De sorte que l'agent puisse se déplacer d'un état à un autre à l'intérieur 
d'une même couche. Mais une fois sorti d'une couche, il ne peut y revenir. Ce type de 
structure est appelé structure topologique. Cette propriété structurelle est incluse dans 
de nombreuses applications réelles, y compris : les problèmes de chaînes approvisionne­
ment ; de chaînes de montage ; ou encore de réseaux routier et ferroviaire. 

1. Naval Environnement for Resource Engagement in Unpredictable Situations. 
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4.1.1 Exemples d'applications 

station 0 station 1 station 2 station 3 

FIGURE 4.1 - Chaîne de montage de véhicules. 

Considérons par exemple, le problème d'une chaîne de montage de véhicules illustrée 
dans la Figure 4.1. Pour simplifier, nous ne considérons que quatre stations k = 0,1,2,3 -
dans lesquelles le véhicule peut transiter dans un des trois états suivants : 

1. à l'état 531, le véhicule arrive dans la station courante et a été correctement assemblé 
dans les stations précédentes (s'il y en a) - c'est l'état initial de la station k ; 

2. en 53jt+i, le véhicule a été assemblé à la station courante - les pièces disponibles à 
cette station lui ont été installées. Cependant, les robots de montage munis de leurs 
capteurs perçoivent des dysfonctionnements ; 

3. en s3ic+2, le véhicule a été correctement assemblé à la station courante - il peut être 
envoyé à la station suivante. 

Les opérations ou actions disponibles dans chacune des stations sont les suivantes : 

1. l'action «o correspond au montage des pièces disponibles à cette station sur le véhi­
cule s'y trouvant ; 

2. l'action a\ démonte les pièces montées à la station courante sur le véhicule s'y trou­
vant; 

3. et l'action «2 envoie le véhicule de la station courante à la station suivante. 

Lorsque le véhicule est effectivement envoyé à la station suivante il n'est plus possible qu'il 
revienne à la station courante. On en déduit alors que le problème de gestion d'une chaîne 
de montage de véhicules est bien muni d'une structure topologique. 

Le graphe illustré à la Figure 4.2 correspond au graphe des transitions des états de la 
chaîne de montage de véhicules. Il est facile de voir que les groupes d'états {53̂ ,53̂ +1} 
et {53Jt+2) constituent des couches d'états, pour toute station k = 0,1,2,3. Par exemple, le 
groupe d'états {56,57} est une couche d'états pour notre problème de chaîne de montage 
de véhicules. 

Vérifier qu'un problème donné est ou non muni d'une structure topologique peut se 
faire à l'aide d'un simple test. Il s'agit du déterminisme de l'existence ou non de plusieurs 
couches telles que définies ci-dessus. 
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FIGURE 4.2 - Représentation graphique d'une chaîne de montage de véhicules. 

Plus formellement, les dépendances causales d'un problème de prise de décisions sé­
quentielles M peuvent être représentées au travers d'un graphe orienté GJC = (V,E), où 
l'ensemble des états du problème correspond à l'ensemble des nœuds E du graphe, et 
l'ensemble des transitions d'un état à un autre correspond à l'ensemble des arcs V du 
graphe. 

Définition 12. On appelle couche d'états d'un problème de prise de décisions séquentielles 
M , toute composante fortement connexe du graphe Gjt - ce graphe est aussi appelé graphe 
de transitions. 

Dès lors, déterminer si un problème M possède une structure topologique revient au 
calcul des couches d'états du problème. Il s'agit du calcul des composantes fortement 
connexes du graphe de transitions GM - par exemple le graphe illustré en Figure 4.2 -
associé au problème de gestion d'une chaîne de montage de véhicules. 

En théorie des graphes orientés, une composante fortement connexe est un sous-ensemble 
des nœuds, où toute paire de nœuds 5,5' e V est mutuellement accessible. C'est à dire 
5 -v» s' et s' *"+ s. Il existe deux principaux algorithmes de complexité linéaire permettant 
de calculer les composantes fortement connexes d'un graphe : l'algorithme de Tarjan et 
celui de Kosaraju [Cormen et al., 2001, Tarjan, 1972]. 

Par exemple, dans le cas du problème de gestion d'une chaîne de montage de véhi­
cules, les états so et S\ sont mutuellement accessibles. En effet, il existe un arc (5o,5i) et 
un autre arc (5i,5o) dans le graphe de transitions GM illustré à la Figure 4.2. Pour cette 
raison, les états {5o,5iJ font partie d'une même composante fortement connexe. De plus, 
comme il n'existe pas d'autres états s mutuellement accessibles avec {5o,5i}, l'ensemble 
{5o, 5i}est une composante fortement connexe. La Figure 4.3 identifie le graphe des com­
posantes fortement connexes associées au graphe des transitions du problème de gestion 
d'une chaîne de montage de véhicules. 

L'ensemble des couches d'états d'un problème de prise de décisions séquentielles est 
noté {Ŝ >}£=0. Le graphe orienté GJ I appelé graphe réduit, dont les nœuds sont les couches 
d'états et les arcs sont les transitions d'une couche à une autre, est par construction acy­
clique. Un tel graphe est illustré à la Figure 4.3, cette figure correspond au graphe réduit 
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FIGURE 4.3 - Graphe réduit du problème de gestion d'une chaîne de montage de véhicules. 

du problème de gestion d'une chaîne de montage de véhicules. Cette propriété facilite le 
calcul d'une politique optimale pour un problème de prise de décisions séquentielles. 

En effet, soit M un processus décisionnel de Markov complètement observable. Consi­
dérons par exemple le graphe réduit représenté à la Figure 4.3. Il apparaît que la valeur 
v* (s\2) de l'état 512 est indépendante de toute autre valeur de tout autre état sauf 512. Par 
conséquent, la seule connaissance de la récompense immédiate i?(5i2,fl) est suffisante 
pour déterminer la meilleure action à prendre dans cet état : d* (s^) = aigmaxaEA i?(5i2, fl) 
et f*(5i2) = R(s\2,d*(s\2)). Nous avons pu déterminer la valeur optimale pour l'état 512 
sans pour autant avoir connaissance ne fusse qu'une valeur approximative de tout ou par­
tie des autres états. 

Considérons maintenant l'état Su , il est facile d'observer que sa valeur v* (su) ne dé­
pend d'aucun autre état sauf de la valeur v* (s^). Cela peut se vérifier en écrivant l'équa­
tion de Bellman pour l'état 5n : 

v*(su) = argmaxaeA {i?(5n,fl) + Af*(5i2)f. (4.1) 

On y voit clairement que seul l'état successeur de Su, c'est à dire l'état 5i2, peut influencer 
la valeur u*(5n). Par. conséquent, comme nous avons connaissance de la valeur exacte 
v* (su), le calcul de v* (su) est immédiat. Le processus continue jusqu'à ce que l'ensemble 
des valeurs optimales de chacune des couches d'états soit déterminé. 

Ce principe algorithmique peut être perçu comme la décomposition d'un problème 
M de prise de décisions séquentielles quelconque en plusieurs sous problèmes {-#/}J_0 

Chaque sous problème Me est une restriction de M à une seule couche d'états Sg. De plus, 
il existe un ordre de priorité dans la résolution de ces sous problèmes. Ils sont ordonnés 
suivant l'inverse de l'ordre topologique sur le graphe réduit GM- En outre, la résolution 
du problème initial M peut se faire en utilisant l'algorithme d'induction rétrograde sui­
vant l'inverse de l'ordre topologique. Dans le cadre de la prise de décisions séquentielles, 
ce principe n'est donc ni plus ni moins que le principe de Bellman en application. De 
nombreux chercheurs l'ont utilisé avec succès pour la résolution des processus de Markov 
complètement observables [Abbad and Boustique, 2003, Bonet and Geffner, 2003a, Dai 
and Goldsmith, 2007]. 
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4.1.2 Exemples de la littérature 

Bon nombre d'applications réelles consistent à satisfaire un ensemble de sous tâches. 
Dans ces cas, la dimension du problème croît au moins linéairement par rapport au nombre 
de sous tâches à effectuer. Afin de jeter un coup d'œil sur ces applications, nous considé­
rons deux exemples de la littérature des processus décisionnels de Markov complètement 
et partiellement observables. 

Exemple 3. Soit M un processus de Markov complètement observable où toute paire d'états 
de ce MDP est mutuellement accessible. Soit C QS un ensemble d'états identifiant chacun 
une état but à visiter, et SQ e C l'état initial. Dès lors le problème du commis de voyage sto­
chastique (STSP) [Tang and Mi lier-Hooks, 2007] définit par(M, C,so) consisted trouverune 
politique (plus probablement non stationnaire et non markovienne n e YlHD) qui minimise 
le total espéré du temps nécessaire afin de visiter au moins une fois chacun des états buts 
s e C, en partant de l'état initial so et en y revenant qu'après avoir visiter l'ensemble des 
états buts s e C . Bien que STSP soit un problème non stationnaire, afin de coller au cadre 
des processus décisionnels de Markov complètement observables, nous créons un MDP aug­
menté M' . Ce dernier augmente l'ensemble des états de M avec \C\ variables booléennes 
indiquant quels états dans C doivent être visités. Ainsi, l'état but dans le MDP augmenté 
M ' consiste en l'état augmenté où toutes les variables booléennes sont « vrai » lorsque le 
commis retourne à l'état so- Ceci, de sorte qu'il soit possible de restreindre la recherche des 
politiques de M ' à l'ensemble des politiques pures. 

Fenêtre temporelle [5,7] 

Ville de dépar > 
Pas de fenêtre temporelle 

Fenêtre temporelle [3,10] 

3~ 

2 -^Fenêtre temporelle [5,9] 

Fenêtre temporelle [6,10] 

FIGURE 4.4 - Illustration du problème du commis de voyage stochastique avec fenêtres 
temporelles. 
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Des problèmes similaires ont été proposés dans le cadre des processus décisionnels de 
Markov partiellement observables. En particulier, [Smith and Simmons, 2004] proposent 
un problème d'échantillonnage de roches, problème de dimension non négligeable, nommé 
« Rocksample » selon l'acronyme anglais. Ce problème modélisé un véhicule d'explora­
tion sur Mars. 

Exemple 4. Considérons le problème d'échantillonnage de roches Figure 4.5, illustrant une 
des missions spatiales de la NASA. Dans ce problème, un véhicule peut cumuler des récom­
penses en échantillonnant les roches dans son environnement immédiat. En continuant son 
exploration, s'il parvient à retourner à la base, il récolte également des récompenses. Dans 
sa version de simulation, les positions initiales du véhicule et des roches sont connues, mais 
seule une partie des roches est « bonne ». Cela indique que le véhicule peut récolter des ré­
compenses en les échantillonnant. L'opération d'échantillonnage est coûteuse. Ainsi, le vé­
hicule est équipé d'un senseurde grande portée mais dont la précision n'est pas très bonne. 
Ce senseur peut être utilisé afin de l'aider à déterminer si la roche est bonne avant de s'en 
approcher et de l'échantillonner. 

FIGURE 4.5 -Véhicule utilisé dans le cadre d'une mission exploration spatiale. 

Une instance de scénario de simulation prend en entrée la taille de l'espace d'explo­
ration, c'est à dire une grille c x c et fc roches, dénotée RockSample[c, k] [Smith and Sim­
mons, 2004]. Le problème de prise de décisions séquentielles est décrit comme suit : l'en­
semble des états est le produit croisé de (c +1) positions possibles du véhicule Position= 
{(l,l),(l,2),---,(c,c)} et k variables binaires TypeRoche,- = [Bonne,Mauvaise} pour tout 
i = 1,2,-•• ,k indiquant lesquelles des roches sont bonnes. On y ajoute un état termi­
nal additionnel, accessible lorsque le véhicule se dirige à gauche de la grille. Le véhicule 
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dispose en outre de (k + 5) actions comprenant Nord, Sud, Est, Ouest, 'Echantillonner, 
Vérifier i,---,Vérifier *;. Les quatre premières actions sont des actions de déplacement du 
véhicule. L'action 'Echantillonner échantillonne la roche correspondant à la position cou­
rante du véhicule. Si la roche est bonne, le véhicule perçoit une récompense de (+10) et la 
roche devient mauvaise. Si au contraire la roche est mauvaise, le véhicule reçoit une pé­
nalité (?10). En retournant à sa base, le véhicule perçoit également une récompense de 
(+10). De tout autre action, il ne résulte aucune récompense ou coût. Chacune des ac­
tions Vérifier, correspond à l'application du senseur de longue portée sur la roche i, pour 
tout i = 1,2, • • •, k. Cette action retourne une réponse floue dans l'ensemble Bonne, Mau­
vaise. Le bruit du senseur de longue portée est déterminé par un facteur d'efficacité (. 
Ce dernier décroit de façon exponentielle suivant la distance Euclidienne du véhicule à la 
roche. Lorsque le facteur ( = 1, le senseur renvoie systématiquement l'état réel de la roche. 
Lorsque C = 0, il y a 50% de chance qu'il renvoie l'état réel de la roche. Initialement, une 
roche à autant de chance d'être bonne que mauvaise. 

so 
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Croche à échantillonner 
5Q état initial 

FIGURE 4.6 - Une instance du problème d'échantillonnage de roches. 

Ces deux exemples sont munis de structures topologiques que les approches de pro­
grammation dynamique topologique tentent d'exploiter. Dans le cas du problème d'échan­
tillonnage de roches par exemple, lorsqu'une roche « bonne » a été échantillonnée, elle 
devient « mauvaise ». Et par conséquent, elle ne pourra plus jamais retrouver son état « 
bonne » précédant son échantillonnage. Ces propriétés topologiques induisent un ordre 
partielle sur l'ensemble des états, comme discuté à la section suivante. 

La programmation dynamique topologique est principalement motivée par la recherche 
de bonnes séquences de mises à jour de la fonction de valeurs afin d'accélérer sa vitesse 
de convergence vers une fonction de valeurs ^-optimales. Cela explique pourquoi nous 
nous intéressons maintenant à une classe spécifique de problèmes de prises de décisions 
séquentielles. En effet, la recherche de bonnes séquences de mises à jour de la fonction de 
valeurs peut conduire à des coûts prohibitifs. Ainsi, seules certaines classes de problèmes 
offrent les structures permettant l'extraction de séquences de bonnes qualités en temps 
raisonnable. À noter que l'objectif n'est pas de trouver les meilleures séquences à tout prix 
mais de trouver les meilleures séquences dans un laps de temps relativement restreint. 
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Ceci de sorte que le temps total de calcul de la fonction de valeurs soit réduit en compa­

raison au temps requis par une approche classique. Cette contrainte explique la simplicité 
des opérations d'ordonnancement des mises à jour que nous allons proposer. 

4.2 Programmation dynamique topologique pour les MDPs 

Nous nous intéressons ici aux problèmes de prises de décisions séquentielles munis 
d'un ordre partiel sur l'ensemble des partitions. Cet ordre permet d'organiser les mises à 
jour de la fonction de valeurs. Dans un premier temps, nous introduisons des partitions 
d'un processus décisionnel de Markov complètement observable ayant la forme d'un en­

semble orienté (M, <\). 

Définition 13. Un ensemble orienté (M, <i) est un ensemble M = {Mg}^=0 de sous MDPs, 
où l'ensemble des sous MDPs est ordonné selon Tordre total <\ comme suit : Mo <\ M\ <\ 
■■■ < i M i . 

Cet ordre total indique la dépendance causale d'un sous problème par rapport aux 
autres sous problèmes. Par exemple, Mo <\ M\ signifie que la résolution du sous pro­

blème M\ est un prérequis à la résolution du sous problème Mo. Ainsi tout ensemble 
orienté (M, < \ ) possède la propriété qu'en résolvant les sous problèmes M g suivant l'ordre 
total <i, il est possible de résoudre de façon exacte le problème composite M . Notons 
néanmoins que bien qu'il soit possible de résoudre chacun des sous problèmes MI in­

dépendamment et suivant l'ordre <i, il est cependant nécessaire d'utiliser la fonction de 
valeurs composite v incorporant les fonctions de valeurs vg des sous problèmes Mg déjà 
résolus. 

Un processus décisionnel de Markov complètement observable M équivaut à un en­

semble ordonné (M, <\) si et seulement si M est muni d'une structure topologique. Soit 
M un MDP muni d'une structure topologique. Soit {Mg}L

(=Q l'ensemble des sous MDPs 
associé chacun à la restriction de M à une couche d'états Sg, pour tout t = 0, !,• •• ,L. L'in­

verse de l'ordre topologique sur le graphe réduit GM définit un ordre partiel <i sur les 
couches d'états {Sg}^=Q. Et par conséquent, il définit un ordre partiel sur les sous MDPs 
1­^1 £=0­ Cet ordre partiel peut être étendu en un ordre total en résolvant les égalités par 
l'usage de l'ordre lexicographique sur les ensembles S(, pour tout i = 0,1, • • • ,L. Tout autre 
ordre de préférence peut être utilisé afin de résoudre les égalités. Dès lors, (M,<\) est 
bien un ensemble orienté muni de la propriété qu'en résolvant les sous MDPs Mg suivant 
l'ordre total <i, en utilisant soit un algorithme d'itération de valeurs ou un algorithme 
d'itération de politiques, il est garanti de déterminer une politique ^­optimale. 
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Si l'approche précédente paraît naturelle, elle souffre de certaines limites. La plus diffi­

cile à surmonter est celle où l'ensemble des états du problème constitue une seule couche 
d'états : le problème n'est pas muni d'une structure topologique. On pourrait également 
se demander qu'en est­il des performances de cette approche lorsque la dimension d'une 
seule couche d'états est extrêmement élevée. Notre contribution dans la résolution des 
processus de Markov complètement observables est motivée par ces observations. En ef­

fet, l'approche décrite ci­dessus n'est rien de plus qu'un algorithme classique tel que l'al­

gorithme d'itération de valeurs. Pire, dans certains cas, le temps total de calcul de la poli­

tique optimale serait en faveur de l'algorithme classique car il faudrait considérer le temps 
inutile consacré à la vérification de l'existence d'une structure topologique. 

4.2.1 L'ordre interne aux couches d'états 

Nous nous intéressons maintenant à l'organisation des mises à jour à l'intérieur d'un 
sous MDP Mg, pour tout £ = 0,1, • • • ,L. En particulier, nous recherchons un ensemble or­

donné (Mg,<2). On appelle ensemble ordonné (Mg,<2), tout problème Mg = {M^}^=0, 
composé de partitions de sous MDPs Mg, tel que l'on puisse y associer une séquence 
M® <2 M j <2 ■•• <2 ­4{f~l <2 Mf. A la différence d'un ensemble orienté (M,<\), un 
ensemble ordonné (Mg, <2) ne peut être résolu en résolvant indépendamment chacune 
des partitions suivant l'ordre <2. Afin de garantir la convergence vers une fonction de va­

leurs e­optimale, il est en effet nécessaire de résoudre suffisamment souvent l'ensemble 
des sous problèmes {M*}%=0, jusqu'à ce que la fonction de valeurs vg converge. Ainsi, 
l'ordre <2 n'indique qu'une préférence quant à l'ordre de résolution des sous problèmes. 
Une fois de plus un ensemble ordonné peut être extrait d'un sous MDP Mg. Cela se fait 
en décomposant la couche d'états S en plusieurs sous­couches {S^}^=0. Il existe de nom­

breux moyens de déterminer de bonnes partitions des couches Sg, mais nous ne nous 
intéressons qu'aux approches garantissant que la phase de décomposition et d'organisa­

tion ne soit pas de coût prohibitif. En effet, certaines approches issues de la théorie des 
graphes permettent d'obtenir de bonnes partitions mais à coût trop exorbitant. En parti­

culier, en utilisant le graphe de transitions sur l'ensemble des états d'une couche Sg, il est 
possible d'en déduire les composantes biconnexes, ou triconnexes ou encore fc­connexes 
[Hopcroft and Tarjan, 1973, Tarjan, 1972]. Seulement ces approches sont très coûteuses 
en temps de calcul et n'offrent pas nécessairement de bonnes séquences de mises à jour. 
C'est pour cette raison que nous nous sommes tournés vers une approche simple et peu 
coûteuse. Néanmoins, les performances de l'ordre ainsi déterminé sont encourageantes. 
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4.2.2 Algorithme topologique interne aux couches 
y 

Considérons un véhicule automatisé de navigation dans un environnement donné. 
Pour simplifier, les états de l'environnement sont identifiés par un ensemble de cellules : 
les cellules blanches correspondent aux états accessibles et les cellules colorées corres­

pondent aux états inaccessibles ou aux murs, voir Figure 4.7. La mission pour ce véhicule 
consiste à se déplacer d'un état initial 5o à un état final sg. Le véhicule dispose de quatre 
actions motrices à savoir gauche, droite, haut et bas. Les effets de ces actions sont incer­

tains et parfois impossibles, par exemple le véhicule ne peut transiter vers un état inacces­

sible. Cependant, il peut transiter vers tout autre état de son voisinage immédiat. Compte 
tenu de cette dynamique du système, le graphe de transitions d'un tel problème de prise 
de décisions séquentielles est constitué de deux seules couches d'états accessibles. L'une 
d'entre elles ne comprend qu'un seul état, l'état final 5g. Ainsi le problème est essentiel­

lement sans structure topologique exploitable pour le calcul efficace d'une politique opti­

male. 
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FIGURE 4.7 ­ Deux exemples du problème Hallway (sans et avec couches). Lorsque l'agent 
atteint un état étiqueté par " — ", il ne peut retourner en arrière. 

Afin de définir un ordre interne à une couche d'états Sg, considérons les relations de 
dépendances entre les états de cette couche. En particulier, considérons les cellules dé­

notées 5g_i et 5g_2 précédant l'état final 5g. Un ordre approximatif de mises à jour des 
valeurs des états 5g_i, 5g_2 et sg serait de mettre à jour tout d'abord l'état final 5g puis ses 
états prédécesseurs c'est à dire 5g_i et 5g_2­ En effet, cet ordre favorise la propagation de 
la valeur u(5g) aux valeurs des états 5g_i et 5g_2. Ainsi les états 5g_i, 5g_2 et 5g seraient 
ordonnés comme suit 5g_i <2 5g_2 <z Sg­ Puis, répéter ce processus en considérant dé­

sormais les états 5g_i et 5g_2 comme états finaux, et ainsi de suite jusqu'à l'état initial 5o. 
L'ordre résultant est bien entendu très loin d'être optimal dans la majorité des cas, mais 
il est très efficace en pratique comme nous le verrons. Malheureusement, toutes les ap­

plications qui nous intéressent ne disposent pas nécessairement d'un état final 5g. Nous 
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devons être capable d'extraire cet ordre indépendamment de l'état final. Afin d'y parvenir, 
nous notons que cet ordre met à jour en priorité les états les plus éloignés de l'état initial 
5o- Nous allons exploiter cette observation afin d'extraire un ordre de mises à jour interne 
aux couches d'états. 

Le calcul d'un tel ordre d'ordonnancement des mises à jour revient au calcul de la dis­
tance minimale distance* (5) de tout état 5 e S à l'état initial 5o - l'ordre <2 est alors défini 
par la distance distance* (5). Nous considérons une fois de plus le graphe de transitions 
G M = (V,E) associé au MDP M à résoudre. De plus chaque arc V est muni d'un poids de 
(+1). Et le nœud initial est 5o. L'idée est d'ordonner les mises à jour dans le sens décroissant 
des valeurs distance* (5). Intuitivement la mesure distance* (5) dénote le nombre de mises 
à jour exhaustives qu'il faudrait réaliser avant que l'état s ne bénéficie de la valeur de l'état 
sg si ce dernier existait. Pour ce faire, il suffit de déterminer le plus court chemin dans 
le graphe pondéré GM- Pour y parvenir, il est possible d'utiliser l'algorithme de Dijkstra 
nécessitant un temps de calcul de 0(\E\ log | V*|). 

Lorsqu'on dispose de l'état final 5g, nous optons pour un algorithme qui permet de 
procéder entre autres à l'élagation des états inaccessibles. Cet algorithme se décompose 
en deux étapes : (1) Nous effectuons tout d'abord un parcours en profondeur du graphe 
GM et collectons l'ensemble des états accessibles en partant de l'état initial 5o ; (2) Nous 
considérons ensuite la transposé du graphe GM réduit exclusivement aux états accessibles 
et noté GM. Nous procédons par la suite au parcours en largeur du graphe GT

M, en partant 
de l'état final 5g. L'ordre FIFO (selon acronyme anglais first-in-first-out ) suivant lequel le 
parcours en largeur traite les nœuds est l'ordre de mises à jour que nous recherchons. Lors 
du traitement d'un état s, l'algorithme lui assigne sa valeur distance* (5) égale au nombre 
d'états précédemment traités. U est facile de montrer qu'un algorithme d'itération de va­
leurs utilisant l'ordre de mises à jour décrit converge vers une politique e-optimale - car il 
ne s'agit ni plus ni moins qu'un algorithme d'itération de valeurs. En particulier, cet algo­
rithme peut être utilisé dans une seule couche d'états. L'algorithme, nommé i TVI et décrit 
en Figure 22, synthétise l'approche d'ordonnancement des mises à jour des couches in­
ternes. 

4.2.3 Évaluation Empirique 

Afin de valider notre algorithme, nous l'avons testé sur une variété de problèmes de 
la littérature des MDPs. Nous avons comparé au cours de ces expérimentations iTVI aux 
algorithmes classiques tels que VI [Bellman, 1957], aussi bien qu'aux algorithmes prioriti­
ses à savoir TVI [Dai and Goldsmith, 2007] et PS [Wingate and Seppi, 2005] (resp. PI [Ho­
ward, 1960], et IPS [McMahan et al., 2005]). Nous avons également considéré une version 
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procedure i'TVI(S, A, T, R, X) 
pour tout Sg dans l'ordre <i faire 

Calculer l'ordre <2 de mises à jour à l'intérieur de chaque couche Sg. 
répéter 

pour tout S£ dans l'ordre <2 faire 
Mettre à jour la sous-couche d'états SK

f. 
fin pour 

jusqu'à critère d'arrêt est atteint. 
fin pour 

fin procedure 

de i'TVT munie d'une heuristique et notée i'TVI+. C'est le cas de certains des algorithmes 
auxquels nous nous comparons. Comme les algorithmes topologiques tendent à éviter les 
mises à jour inutiles, nous nous intéressons plus particulièrement à l'analyse de la vitesse 
de convergence vers une politique e-optimale. Nous prouvons empiriquement que Î'TVI 

converge bien plus vite sur les problèmes testés en comparaison aux autres approches. 

L'ensemble des algorithmes a été exécuté sur la même machine disposant d'un pro­
cesseur Intel Core Duo 1.83GHz avec une mémoire de lGiga. Le temps total d'exécution 
ainsi que le nombre de mises à jour effectuées ont été collectés minutieusement. 

4.2.4 Discussion et méthodes associées 

Dans cette section, nous discutons des principales limites de la programmation dy­
namique topologique face aux POMDPs. En particulier, nous situons la programmation 
dynamique topologique par rapport aux autres approches susceptibles d'apporter des so­
lutions à ces mêmes problèmes. 

La malédiction de la dimension 

L'une des principales sources de complexité des processus décisionnels de Markov 
complètement observables est la malédiction de la dimension. Bien que la complexité 
de résolution des MDPs soit classée P-complet, il n'est pas toujours très facile de déter­
miner la politique optimale ou même e-optimale. En effet, le problème peut devenir très 
riche et subtile lorsque l'on introduit l'incertitude liée aux effets des actions. Mais le prin­
cipal challenge apparaît lorsque le nombre d'états |S |, le nombre d'actions \A\ et les va-
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algorithme temps (sec.) 
en ligne hors ligne total 

# mises à jour 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type Ml large (20424 states, 4 actions) 
Gaufi-SeidelVI 119 0 119 IO8 

PS [Wingate and Seppi, 2005] 97.8 0 97.8 141880 
TVI [Dai and Goldsmith, 2007] 0.05 6.18 6.23 18864 

i-TVI 0.23 0 0.23 107800 
, i'-TVI+ 0.05 6.18 6.23 18840 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type Ml large (41856 states, 4 actions) 
Gaufi- Seidel VI 371 0 371 IO9 

TVI [Dai and Goldsmith, 2007] 29.8 104- 133.8 1858100 
i-TVI 31.1 0 31.1 6425272 

I-TVI+ 31.3 104 135 1858100 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type M2 large -bi (20720 states, 4 actions) 
Gaufi-Seidel VI 138 0 138 IO8 

PS [Wingate and Seppi, 2005] 102 0 102 145212 
TVI [Dai and Goldsmith, 2007] 0.39 7.96 8.35 99892 

i-TVI 0.25 0 0.25 110192 
I-TVI+ 0.05 7.96 8.01 18864 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type M2 larger-bi (41856 states, 4 actions) 
Gaufi-SeidelVI 381 0 381 1010 

TVI [Dai and Goldsmith, 2007] 30.1 105 135.1 5687312 
i-TVI 32.2 0 32.2 5704068 

i-TVI+ 30.5 105 135.5 5687312 

TABLE 4.1 - Statistics for different MDP models. 

riables d'encodage des états croient. En d'autres termes, lorsque nous n'avons plus à faire 
à quelque dizaines d'états mais à des millions d'états ; lorsque les encodages utilisés pour 
ces états ne sont plus des entiers mais des vecteurs à plusieurs composantes. Considé­
rons par exemple la version multi-agents du problème de contrôle de véhicules sur une 
piste de rallye. Les états d'un véhicule sont encodes en utilisant des vecteurs de réels de 
la forme (x, y, x, y) représentant la position et la vitesse du véhicule dans une grille 2D . 
Comme il y a plusieurs véhicules, ces variables seront requises pour chacun des véhicules. 
Ainsi, pour un tel problème, les tailles de l'espace des actions et l'espace des états sont 
exponentielles. On a donc à faire à une malédiction de la dimension. Faire face à ce phé­
nomène est un problème fondamental de la théorie des processus décisionnels de Markov 
complètement observables. 

La première classe de techniques qui a fait face à ce problème suppose que l'on dis-
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algorithme temps (sec.) 
en ligne hors ligne total 

#mi 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type Ml and A1-A2 c -large (20424 states, 4 actio 
GauB-SeidelVI 22.7 0 22.7 

HDP (h = 0) 310 0 310 
LRTDP {h = 0) 2.70 0 2.70 1 
LAO* (h = 0) 6.50 0 6.50 9 

HDP (h = /imm) 0 21.0 21.0 
LRTDP (h = h^n) 2.14 21.0 23.14 1 
LAO*(/!=^imin) 4.20 21.0 25.2 6 

TVI (Dai & Goldsmith 2007) 1.43 0.43 1.86 2 
i-TVI 0.60 0 0.60 2 

!-TVT+ 1.23 0.43 1.66 1 
Statistiques pour les modèles de MDPs de type Ml and A1-A2 c-larger (41856 states, 4 actio 

Gaufi-SeidelVI 66.4 0 66.4 
HDP (h = fcmin) 0 66.5 66.5 

TVI (Dai & Goldsmith 2007) 52.9 91.3 144 1. 
!-TVI 50.8 0 50.8 1. 

i-TVI+ 17.7 91.3 109 8 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type M2 and A1-A2 c-large-bi (20720 states, 4 acti 
GauB-SeidelVI 26.8 0 26.8 
HDP (h = hmin) 0 26.9 26.9 

LRTDP (h = hmin) 370 26.9 397 
TVI (Dai & Goldsmith 2007) 16.0 11.2 27.2 4 

i-TVI 15.7 0 15.7 4 
i-TVI+ 3.33 11.2 14.5 2 

Statistiques pour les modèles de MDPs de type M2 and A1-A2 c-larger-bi (41856 states, 4 act 
Gaufi-SeidelVI 65.3 0 65.3 
HDP (h= /Imin) 0 65.6 65.6 

TVI (Dai & Goldsmith 2007) 55 90.5 145 1. 
i-TVI 50.3 0 50.3 1. 

i-TVT 3.4 90.5 93.9 8 

TABLE 4.2 - Statistiques pour différents modèles de MDPs. 

pose d'un modèle de simulation du MDP. C'est à dire que sachant un état 5 et une action 
a, l'algorithme peut accéder à un modèle (boîte noire) qui lui retourne un état succes­
seur 5'. Les algorithmes de recherche de politiques supposent une telle représentation de 
la dynamique du système [Baxter and Bartiett, 1999, Ng and Jordan, 2000, Ng et al., 1999, 
Sutton et al., 1999]. Ils utilisent cette représentation afin de simuler des trajectoires d'exé-
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cutions et déterminer de bonnes politiques d'une classe de politiques paramétriques. Ces 
méthodes sont pertinentes lorsque le MDP dispose d'espaces d'actions et d'états continus. 

La seconde classes de techniques suppose que la dynamique du système peut être 
encodée sous une forme de représentation compacte comme par exemple : celle des ré­
seaux bayésiens dynamiques (DBNs) [Boutilier et al., 1996] des arbres de décisions; des 
diagrammes algébriques de décisions (ADDs) [Hoey et al., 1999] ; ou encore des langages 
de planification probabiliste de type STRIPS [Dearden and Boutilier, 1997]. Malheureu­
sement, la majorité des algorithmes de résolution des MDPs utilisent une représentation 
explicite des états et de la dynamique du système. Certaines approches tentent de pallier 
à cet état de fait. Par exemple, [Boutilier et al., 2000] résolvent un MDP qui utilise un DBN 
afin de définir la dynamique du système et un arbre de décisions afin de représenter le 
modèle de récompenses. Pour ce faire, il généralise les méthodes de programmation dyna­
mique classique afin de construire des fonctions de valeurs et des politiques encodées via 
des arbres de décisions. [Guestrin et al., 2002] calcule une approximation de la fonction de 
valeurs en ayant recours à un modèle factorisé du MDP muni d'une propriété additive sur 
les fonctions de récompenses. Les techniques de réduction du modèle prennent en entrée 
un MDP factorisé et construisent un MDP bien plus petit, avec une représentation expli­
cite de la dynamique construite en agrégeant les états dits équivalents. Cette approche a 
initialement été proposée par [Dean and Givan, 1997, Givan et al., 2003], puis elle a connu 
de nombreux raffinements liés à la notion d'équivalence. En particulier, [Ferns et al., 2004, 
Kim and Dean, 2003] ont proposé de n'agréger les états que selon un critère d'équivalence 
dit faible. Le lecteur peut percevoir la programmation dynamique topologique comme 
une des ces approches, à l'exception que notre approche n'utilise pas la dynamique du 
système afin de déterminer les partitions du MDPs - seul le graphe de transitions GM est 
utile. Cette différence est de taille car elle nous permet d'obtenir des partitions plus faci­
lement même si les classes d'applications sont plus restreintes en comparaison aux tech­
niques d'équivalence ou de bissimulation [Dean and Givan, 1997, Givan et al., 2003]. Ces 
dernières souffrent néanmoins du coût exorbitant nécessaire afin de réduire le problème 
initial en un problème de taille plus petite. 

Plusieurs chercheurs ont suggéré différentes méthodes de décompositions hiérarchiques 
permettant de représenter les macro actions (ou options) et les macro états (ou couches 
d'états) dans des MDPs de très grandes tailles [Dietterich, 1998]. [Dean and Lin, 1995] 
ont défini les fondements des techniques de décomposition des MDPs en décrivant en 
cadre général pour la décomposition de MDPs en sous MDPs de plus petites tailles, de 
sorte que ces derniers puissent être résolus indépendamment les uns des autres. Des raf­
finements de cette idées ont notamment conduit à l'idée des macro actions comme un 
moyen de résoudre efficacement les MDPs [Laroche et al., 1999, Meuleau et al., 1998, Parr, 
1998, Precup et al., 1998, Singh and Cohn, 1998]. Sachant une partition de l'espace des 
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états, un ensemble de politiques appelées macro actions, est calculé pour chaque par­
tition d'états. Une fois la dynamique du système transformées de sorte à être en accord 
avec les macro actions, un MDP abstrait (contenant uniquement des états périphériques 
aux partitions) est résolu en utilisant ces macro actions. Le principal inconvénient avec 
ces techniques est que la qualité de la solution calculée dépend grandement du nombre et 
de la qualité des macro actions pré-calculées. Afin de garantir, une presqu'optimalité de la 
fonction de valeurs recomposée, il faudrait calculer un nombre exponentiel de macro ac­
tions, à moins que le problème soit faiblement couplé [Meuleau et al., 1998, Mouaddib and 
Zilberstein, 1998, Parr, 1998]. En outre, ces techniques présupposent souvent l'existence 
d'une partition du problème. Récemment, des extensions de ces travaux ont été suggérés 
afin de faire face à des classes particulières des MDPs, y compris les MDPs multi objectifs 
[Lane and Kaelbling, 2002] et les MDPs sous contraintes de ressources [Dolgov and Dur-
fee, 2004b]. En particulier, [Dolgov and Durfee, 2004b, 2006b] utilise la programmation 
mathématique (programmation linéaire mixte) en y incorporant les propriétés liées aux 
interactions faibles entre les membres d'une équipe d'agents ayant à réaliser une tâche en 
commun. Cette approche a montré des performances intéressantes car elle permet d'évi­
ter l'explicite enumeration de l'ensemble des états du système. De façon, similaire notre 
approche procède en décomposant le MDP à résoudre en plusieurs partitions, puis effec­
tue les mises à jour de la fonction de valeurs suivant un ordre sur les partitions. À la diffé­
rence de méthodes de décomposition discutées, nous résolvons nos partitions suivant un 
ordre prédéfini et parvenons à garantir l'optimalité de la politique retournée. Encore plus 
important, nous ne résolvons que les partitions accessibles à partir d'un état initial 5o. 

Il existe de nombreuses tentatives visant à faire usage de l'accessibilité des états afin 
de contraindre l'espace des états sur lesquels il est utile de planifier [Barto et al., 1993, 
Bonet and Geffner, 2003a,b, Hansen and Zilberstein, 2001, McMahan et al., 2005, Smith 
and Simmons, 2006]. Il s'agit essentiellement d'algorithme de mises à jour de la fonction 
de valeurs à travers des trajectoires simulées d'états. En mettant à jour la fonction de va­
leurs uniquement au travers de trajectoires, ces approches garantissent de ne mettre à 
jour que des états accessibles et cela proportionnellement à la probabilité d'y accéder. La 
majorité de ces approches sont des algorithmes de recherche heuristique permettant d'ex­
plorer uniquement un sous-ensemble accessible des états d'un MDP disposant d'un très 
large espace d'états. Ces techniques consistent souvent à l'alliance entre une borne infé­
rieure et une borne supérieure sur la fonction de valeurs optimales, et une connaissance 
de l'état initial du système 5o. À la différence des algorithmes classiques de programma­
tion dynamique, à savoir l'algorithme d'itération de valeurs ou l'algorithme d'itération de 
politiques, ces algorithmes ne calculent la politique optimale que sur le sous-ensemble 
des états accessibles de l'état initial. Cela permet notamment de consacrer les efforts de 
mises à jour uniquement sur le sous-ensemble des états accessibles de l'état initial 5o- Mal­
heureusement, dans certains cas ces approches heuristiques peuvent montrer des per-
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formances très décevantes. Dans certaines applications en effet, les trajectoires simulées 
peuvent se trouver coincées dans un sous-espace des états accessibles et ne pas pouvoir en 
sortir. Cela a pour conséquence d'accroître considérablement le temps de planification. La 
programmation dynamique topologique parvient à surmonter ce problème en résolvant 
séparément chaque couche d'états - ceci est essentiellement dû au fait que les algorithme 
de programmation topologique pour MDPs que nous avons introduit ne procèdent pas 
aux mises à jour de la fonction de valeurs via des trajectoires. 

La lenteur du taux de convergence 

Pour converger correctement dans le cas d'un MDP général, les algorithmes de pro­
grammation dynamique doivent de façon itérative mettre à jour les valeurs de tous les 
états jusqu'à ce que cette mise à jour converge. Cependant, lorsque la dimension du MDP 
est considérable, même une seule mise à jour de la fonction de valeurs peut s'avérer extrê­
mement coûteuse. Cela explique pourquoi le taux de convergence des algorithmes de pro­
grammation dynamique classique est souvent lent lorsqu'ils font face aux MDPs de très 
grande taille. Cette observation souligne la nécessité d'améliorer le taux de convergence 
des algorithmes de résolution des MDPs. Le taux de convergence peut être considérable­
ment amélioré en évitant les mises à jour inutiles ou redondantes de la fonction de va­
leurs. Les méthodes dites asynchrones parviennent en effet à améliorer le taux de conver­
gence des algorithmes classiques, à la différence des approches synchrones. Le Chapitre 
2, Section 2.2.2, donne un état de l'art des approches asynchrones. Malheureusement, ces 
méthodes procèdent au calcul dynamique de séquences de mises à jour de la fonction 
de valeurs. Ces calculs dynamiques contrastent avec les ordres statiques suggérés par la 
programmation dynamique topologique. Or, la nature dynamique du calcul des ordres de 
mises à jour de la fonction de valeurs augmente considérablement le coût total de la pla­
nification. 

4.3 Résoudre des POMDPs 

Les processus décisionnels de Markov partiellement observables (POMDPs) offrent 
un puissant cadre de formalisation et résolution des problèmes de prise de décisions sé­
quentielles dans des environnements pour lesquels les agents ont des perceptions impar­
faites et dont les effets de leurs actions sont incertaines. Bien que les algorithmes exactes 
existent, ils ne peuvent résoudre que des problèmes de tailles insignifiantes, à l'opposé les 
méthodes approximatives, telles que les méthodes à base de croyances (Chapitre 2, Sec-
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non 2.5.1), ont montré de bien belles aptitudes à résoudre des problèmes de tailles plus 
conséquentes. Dans de nombreux cas de figures, les environnements réels sont munis de 
structures. De façon similaire aux cas des processus décisionnels de Markov complète­
ment observables, un certain nombre de structures ont été exploitées dans le cadre de pro­
cessus décisionnels de Markov partiellement observables [Pineau et al., 2003a, Shani et al., 
2008]. Les algorithmes exploitant ces structures ont bien sûr montré de bien meilleurs per­
formances que les approches génériques. 

Dans cette section, nous montrons que lorsqu'un environnement est doté d'une struc­
ture topologique, il est possible de spécialiser les algorithmes à base de croyances afin de 
focaliser leur attention sur un seul sous-ensemble de croyances à la fois. Il s'agit en théorie 
du sous-ensemble de croyances où la fonction de valeurs peut être significativement amé­
liorée tout en réduisant les mises à jour redondantes ou inutiles. En effet, lors de l'applica-
tions des algorithmes génériques, bon nombre de mises à jour exécutées correspondent 
à des mises à jour dont les effets sur la fonction de valeurs sont soit nuls soit insignifiants 
[Pineau et al., 2003b, Shani et al., 2007, Smith and Simmons, 2005]. Comme les opérations 
de mises à jour à base de croyances sont au cœur des algorithmes à base de croyances, ré­
duire le nombre de mises à jour exécutées revient à accélérer considérablement la vitesse 
de convergence d'un algorithme. 

Dans ce contexte, nous proposons l'algorithme TOP (selon l'acronyme anglais « To­
pological Order Planner ») qui fait usage de l'ordre topologique du MDP sous-jacent au 
POMDP à résoudre afin de trouver les bonnes trajectoires de croyances à mettre à jour. 
L'algorithme TOP groupe ensemble des états mutuellement dépendants - il s'agit des couches 
d'états. TOP crée ainsi un graphe acyclique de couches d'états. Les couches d'états comme 
dans le cas des MDPs sont résolus dans le sens inverse de l'ordre topologique induit par le 
graphe acyclique des couches d'états. Les trajectoires de croyances sont orientées dans 
le sens des couches d'états résolvables. Une fois qu'une couche est résolue, les trajec­
toires sont arrêtées lorsqu'elles atteignent cette couche - il en résulte que les trajectoires 
se raccourcissent au fur et à mesure des mises à jour et par conséquent il y a de moins 
en moins de mises à jour effectuées. Cependant, avant de choisir TOP comme algorithme 
pour la résolution d'un POMDP nous devons nous assurer que le MDP sous-jacent au 
POMDP à résoudre soit mum d'une structure topologique. Dans ce qui suit, nous décri­
vons une famille d'algorithmes topologiques et nous expliquons quand est-ce que cette 
famille d'algorithmes est susceptible de déterminer une politique optimale. Nous présen­
tons ensuite deux instances de cette famille - tout en expliquant les difficultés d'implé-
mentation des différentes parties de ces algorithmes dans le cadre des POMDPs. Nous 
proposons enfin des tests expérimentaux intensifs, sur divers environnements de la lit­
térature des POMDPs, montrant combien ces algorithmes gagnent en efficacité plus le 
nombre de couches est grand. 
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4.3.1 Structure topologique dans les POMDPs 

Une structure topologique dans l'espace des états d'un MDP sous-jacent du POMDP 
à résoudre peut induire une structure topologique dans l'espace des croyances du dit 
POMDP Considérons par exemple une croyance b tel que : d'une part, la probabilité b(s) 
soit non nulle pour certains états 5 d'une couche Sg ; et d'autres part, toutes les probabili­
tés b(si) soient nulles pour tout état si appartenant aux couches parents de Sg. En d'autres 
termes, si un agent observe la croyance b, il n'y a aucune chance qu'il se retrouve à moyen 
ou à long terme dans une croyance b', telle que la probabilité b'(s') soit non nuile pour 
tout état si appartenant à une couche parent de Sg. Considérons par la suite une croyance 
b' successeur (pas nécessairement immédiat) de la croyance b. En outre, supposons que la 
croyance b ait une probabilité nulle sur l'ensemble des états dans la couche Sg. Alors, bien 
que l'agent puisse observer la croyance b puis la croyance b', il est impossible qu'il puisse 
observer la croyance bi puis la croyance b. Cependant, comme l'espace des croyances est 
infini, il est difficile en général d'identifier ce type de relations. En conséquence, il est diffi­
cile d'identifier les couches de croyances c'est à dire les composantes fortement connexes 
au sein de l'espace des croyances. De plus, il n'y a pas de lien direct entre les couches 
d'états du MDP sous-jacent et les couches de croyances du POMDP associé. En effet, il 
est possible qu'une croyance ait une probabilité non nulle sur des états appartenant à di­
verses couches d'états. Néanmoins, dans certaines applications, il est possible d'identifier 
assez facilement les couches de croyances. 

- ^ 0 ^ r ~ ® k / - ^ ^ 
^ U ] *v- f S i ) ^ (.Sw 

FIGURE 4.8 - Représentation graphique d'une chaîne de montage de véhicules. 

Considérons à nouveau notre chaîne de montage de véhicules dont le graphe de tran­
sitions est illustré en Figure 4.8. En plus de disposer d'une structure topologique sur l'es­
pace des états, cette application est munie d'une autre caractéristique intéressante. En 
effet, dans chacune des stations de montage des véhicules, les robots chargés du mon­
tage des pièces, sont munis de capteurs. Ces derniers servent à identifier l'état dans lequel 
se trouve le véhicule au sein d'une station. Ainsi, lorsque le véhicule transite d'une sta­
tion à une autre, il est impossible que le système perçoive les mêmes observations dans 
les deux stations. Les observations sont alors caractéristiques de la station dans laquelle 
le véhicule se trouve. Dans ce contexte, l'incertitude de l'agent quant à l'état du système 
est restreinte aux observations au sein d'une seule station, c'est à dire de sous-ensembles 
d'états à la fois. Si de plus ces sous-ensembles d'états sont organisés suivant une structure 
topologique, alors les croyances de l'agent peuvent également être organisée suivant une 
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structure topologique. Le théorème suivant énonce des conditions suffisantes à l'identifi­
cation de couches de croyances dans un POMDP. 

Théorème 1. Soit un POMDP M, supposons qu'il existe : 

1. d'une part, une fonction bijectivef: {Qr}^=0 — {STJ^LQ qui associe à une partition QT 

sur l'espace des observations une unique partition ST sur l'espace des états - tel que, 
pour tout état s'e ST et pour toute action aeA, LajenzO(oo\ s1, a) = 1. 

2. d'autre part, une dépendance causale entre les ensembles d'états ST telle que le graphe 
de transition sur ces ensembles soit acyclique. 

Alors M est muni d'une structure topologique, et les couches B- de croyances sont données 
par : 

B- = 5>(/(QT)) = 0>(ST), pourtoutT = 0 , 1 , - - - , N (4.2) 

Démonstration. La preuve du théorème ci-dessus est construite par l'absurde. Supposons 
qu'il existe deux croyances b et b' appartenant à deux ensembles de croyances J5T et BT+i, 
construits comme décrit ci-dessus - tels qu'il existe une séquence de transitions menant 
d e b k b ' et vice versa. En particulier, cela revient à supposer qu'il existe un chemin menant 
d'un état s e ST à un état 5' e ST+i et vice versa. Or, si un tel chemin existe alors les états 5 et 
5' appartiennent à la même couche d'états. Cela est impossible car par hypothèse il existe 
une dépendance causale stricte entre ST et ST+\ (le graphe de transitions des ensembles ST 

et ST+i est acyclique). Il s'ensuit alors qu'il n'existe pas de séquence de transitions menant 
de b à b' et vice versa : les ensembles {BT}^=0 sont bien de couches d'états croyance pour 
le POMDP M . D 

Algorithme 23 Algorithme de couplage, 
i: procedure COUPLAGE (S,?) 
2: Identifier l'ensemble QT des observations 00 telles que : 0(5, -, 00) > 0, pour tout seS T 

3: S'il existe un couplage entre Q r et ST retourner la paire (QT, ST). 
4: Sinon, ajouter dans l'ensemble Sr toutes les couches d'états Sg comprenant les 

états 5, tels que : 0(5, -,oo) > 0, pour tout co e Q r. 
5: fin procedure 

Le lecteur notera que les ensembles f(Qr) identifiés dans le théorème ci-dessus ne 
sont pas nécessairement des couche d'états {Sg}^=Q. Il peut s'agir d'un ensemble de plu­
sieurs couches d'états. L'algorithme du couplage « ensemble d'observations - ensemble 
d'états » est décrit à la Figure 23. L'algorithme de couplage construit de façon incrémen­
tale la paire (f2T,ST). Tout d'abord, il sélectionne une composante fortement connexe ST 

non couplée jusqu'ici. Puis, il identifie l'ensemble des observations QT perçu lorsque l'agent 
se trouve dans un des états 5 e ST. L'algorithme vérifie ensuite le couplage (QT,ST). S'il est 
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valide, ce couple est retourné. Et l'algorithme reprend avec un nouvel ensemble ST ini­
tialement égale à une nouvelle couche d'états Sg. Si certains des états 5 où l'agent peut 
percevoir une observation oo e QT ne sont pas inclut dans ST, l'algorithme identifie leurs 
couches d'états et les rajoute à l'ensemble ST, puis reprend la vérification du couplage. 

Algorithme 24 Algorithme de génération des couches de croyances. 
i 
2 

3 

4 

5: 

6 

7: 

8 

9 

10 

11 

procedure GÉNÉRATION DES COUCHES DE CROYANCES 

Poser T — 0, £ — L 
pour tout S g faire 

si Sg non couplée alors 
S T — Sg 

(Qr,ST) — COUPLAGE(ST) 

Poser f(Or)*-ST . 
Calculer la couche de croyances BT donnée par BT — g?(f(QT)). 

fin si 
fin pour 

fin procedure 

Une fois l'ensemble des couples identifié il est facile de construire l'ensemble des couches 
de croyances comme l'illustre la Figure 24. Bien que cet algorithme identifie des couches 
de croyances, il n'est pas vrai que deux croyances quelconques d'une même couche soient 
mutuellement accessibles. En effet, il se pourrait qu'à l'intérieure de cette couche il existe 
d'autres couches de croyances, en particulier les couches constituées des croyances inac­
cessibles. Néanmoins le critère de dépendance retenu ici est celui lié à l'impact sur la fonc­
tion de valeurs. En effet, toute modification de la valeur d'une croyance dans une couche 
peut en principe influencer la valeur de tout autre croyance dans la même couche - qu'ils 
soient ou non mutuellement accessibles. 

4.3.2 Planification topologique exacte 

Lorsque le POMDP M à résoudre est muni d'une structure topologique, un algorithme 
exact du calcul de la fonction de valeurs e-optimales peut être défini. Cet algorithme gé­
nérique décrit en Figure 4.9, démontre comment exploiter la structure topologique afin 
de surmonter à la fois la complexité liée à la malédiction de la dimension du.POMDP à 
résoudre mais aussi la complexité liée à la malédiction de l'historique c'est à dire l'espace 
des croyances. 

La malédiction de la dimension est surmontée en effectuant exclusivement des mises 
à jour partielles. On appelle une mise à jour partielle, toute modification de la fonction de 
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f— Algorithme topologique d'itération de valeurs pour les POMDPs 

1. Sélectionner BT suivant l'ordre inverse de l'ordre topologique sur {Br}T. 

2. Mettre à jour la fonction de valeurs vT exclusivement sur les états ST. 

3. S'il n'y a plus de couches de croyances, retourner v donnée par : * 

v(b) = vT(b), si b e B r , pour tout T = 0, !,-••, N. (4.3) 

FIGURE 4.9 -Algorithme d'itération de valeurs topologique pour POMDPs. 

valeurs exclusivement sur un sous-ensemble des états ST Q S, pour tout T = 0,1, • • •, N. 

La malédiction de l'historique est surmontée : d'une part, en effectuant un échan­
tillonnage des croyances accessibles comme expliqué par [Pineau et al., 2003b] ; d'autre 
part, en associant à chaque croyance b un ensemble BT. Ce dernier point a pour but d'or­
ganiser les mises à jour des croyances suivant l'ordre de priorité des ensembles BT. L'im­
plémentation des mises à jour partielles quant à elle mérite cependant un certain nombre 
de détails. 

La processus de calcul de la fonction de valeurs e-optimales v* se déroule de façon 
inductive. On commence tout d'abord par calculer la fonction de valeurs v*N e-optimale 
sur l'ensemble des croyances BN comme suit : pour tout b e BN, 

v*N(b) = max R(b,d), pour tout b e BN- (4.4) 
aeA 

En connaissance de v*N et en vertu de la dépendance causale entre les ensembles B N - I et 
BN, il est par la suite possible de calculer la fonction de valeurs vN_x comme suit : 

v*N Ab) = maxlR(b,a) + A Y P(b'\b,a,co)v(b')\ (4.5) 
«eM *&_, I 

m - i t * ? ' sib:eBN' ™ 
[ v(b) = vN_ l(b') sinon. 

L'équation 4.5 s'explique par le fait que toute croyance b e BN- I ne peut avoir comme 
croyance successeur b', qu'une croyance appartenant exclusivement soit à BN-I soit à BN, 
par construction des couches de croyances {_BT}T=o,i,-,N- Ainsi, la fonction de valeurs v* 
pour tout T = 0,1 • • •, N est donnée par l'équation : pour tout b e B r , 

v*(b) = mwt\R{b,a) + \ y P ( b ' \ b , a , c o M b ' ) \ (4.7) 
<*A \ Jknr j 
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où v(b') ­ v*(b1) si b' eBg, pour tout £ = T,T+ 1,­­­ ,N. Bien que les équations 4.4, 4.5, et 
4.7 soient valides, la nature continue des couches {­BT}T=O,I,­,._V rend difficile la résolution 
directe de ses équations. Afin de pallier à cette difficulté, nous proposons un opérateur H 
dont l'application itérative sur une fonction de valeurs vT pour tout T = 0,1, • • •, N, permet 
progressivement de déterminer une fonction de valeurs e­optimales v*. 

J— Opérateur de mises à jour de vT. 

1. Nous commençons tout d'abord par calculer les ensembles de fonctions de va­

leurs intermédiaires A '̂* et A"'w : pour toute action a e A , toute observation 
coeQT, pour tout état s e ST, et la fonction de valeurs courantes v = A : 

A?'* ­ v?'*(s) = R(a,s) (4.8) 
Aa,oj _ vW{s)r=\ £ P(s'\s,a,co)u(s'), u e A (4.9) 

S'­Sj­.N 

où ST:N ­ ml1} St et u e A est une fonction de valeurs définie sur un sous­

ensemble Sg avec £ e [T + 1,T + 2, • • •, N]. 

2. Nous créons par la suite un ensemble de fonctions de valeurs A£ pour toute 
action fl e A, en effectuant une somme croisée sur l'ensemble des observations 
coeQT: 

AT° = A?'* © A f 1 © Ar'"2 © • • • © A?'"""71 (4.10) 

3. Par la suite, nous prenons l'union des ensembles A* : 

Ar = U a £ A K (4.11) 

Si deux ensembles successifs _HAT et AT ne diffère que d'un petit réel e, c'est 
à dire ||HAT ­ AT Hç» ^ e alors la fonction de valeurs v* est donnée par v* (b) = 
maxUl£AT Vi ■ b, pour toute croyance b e BT. Sinon retourner à l'étape 1. 

4. Enfin, l'ensemble des fonctions de valeurs AT est inclus dans l'ensemble des 
fonctions de valeurs A. Lorsque T = 0, on peut alors extraire la fonction de 
valeurs e­optimales v* comme suit : v*(b) = v*(b) si b e BT, pour tout T = 
0 , 1 , ­ , N . 

* 

FIGURE 4.10 ­ Opérateur de mises à jour de la fonction de valeurs vT. 

L'opérateur H détermine la fonction de valeurs e­optimales v* en procédant aux cal­
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culs des fonctions de valeurs e­optimales v* pour tout T = 0,1,­ •• ,N suivant l'inverse de 
l'ordre topologique sur les couches de croyances {BT}^_Q, comme illustrer à la Figure 4.10. 
Cet opérateur peut être vu comme une adaptation de l'opérateur classique de mises à jour 
exacte de la fonction de valeurs d'un POMDP décrite au Chapitre 2 à la Figure 2.9. De 
même que pour l'opérateur classique, il est également possible d'élaguer au fur et à me­

sure les fonctions de valeurs dominées dans les ensembles A?'*, A%,w', A", et AT en utilisant 
le programme linéaire décrit au Chapitre 2. Le Théorème suivant garantit que toute appli­

cation successive de l'opérateur H sur l'ensemble A comme décrit à la Figure 4.10, conduit 
non seulement au calcul des fonctions de valeurs e­optimales v* pour tout T = 0,1, • • •, N 
mais et aussi à la fonction de valeurs e­optimales v *. 

Théorème 2. L'opérateur H est un opérateur de contraction pour toute fonction de valeurs 
vT définie sur une couche BT, pour toutr = 0,1, • • • ,N, et pour la fonction de valeurs v définie 
sur l'espace des croyances AS. 

Démonstration. La preuve de ce théorème est construite par induction. Considérons l'hy­

pothèse suivante : soient deux fonctions de valeurs vT et v'T définies sur la couche BT, pour 
tout T = 0,1, • • •, N, il vient alors que : 

HHVT­HÏ/T||OO < M\vr­v'T\\ (4.12) 

Tout d'abord, notons que la fonction de valeurs e­optimales v*N définie sur la couche BN 
est donnée par 

vUb) = max R(b,a) (4.13) 
iv aeA 

pour toute croyance^ e BN­ Ainsi MVN ­ f AT, l'hypothèse d'induction est vraie pour T = N. 
Supposons que l'hypothèse d'induction soit vraie pour T ^ £, montrons qu'il en est de 
mêmepourr = (£­1). Soient deux fonctions de valeurs vg+\ e t v ' e i définies sur la couche 
Bg­\. On a successivement : pour toute croyance b e Bg­\, 

Hve­i(b)­Wv', Ab)4. R(b,a)+AYP{b'\b,a,to)v(b') 
(4.14) 

­(R(b,à)+AYtP(b,\bia,ù>)v,(b')) 
Hvg­i(b)­Ht/e_.(b) = A£P{tf\b,a,mO)(ve­i;N{V)­i/i_1.N{l/)) (4.15) 

= A£P(_bU,a,<w)(v/­i(tf)­i/,_1tf/)) (4.16) 
^ A'/YP{lJ\b,a,(û)\\ve­.i­ve_1\\00 (4­17) 

= A| | t v_ i ­ t / ^ Iloo " (4­18) 

où les fonctions de valeurs v et v' sont les fonctions de valeurs globales associées aux 
fonctions de valeurs locales vg+\ et ifg_. ; les fonctions de valeurs vg­\­N et v'e_VN cor­

respondent aux fonctions de valeurs vT pour tout T = £­!,£,••■ ,N.'La passage de l'équa­

tion 4.14 à l'équation 4.15, s'explique par le fait que les fonctions de valeurs vT pour tout 
T = £, £ +1, • • •, N sont identiques pour les deux fonctions de valeurs I^­LAT et v'e_hN. 
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On en déduit alors que l'opérateur H est un opérateur de contraction pour toute fonc­
tion de valeurs vT pour tout T = 0,l,--- ,N, et de la fonction de valeurs v. Il vient alors 
que l'application successive de l'opérateur H conduit à la fonction de valeurs e-optimales 
v*. D 

L'algorithme topologique exacte, dont l'opérateur de mises à jour est présenté en Fi­
gure 4.10, pour la résolution des POMDPs munis d'une structure topologique est bien plus 
efficace que tout autre approche exacte. Pour s'en convaincre, nous proposons une brève 
analyse de sa complexité. Cette dernière est intimement liée à la complexité de l'opéra­
teur H. Observons tout d'abord que l'étape (1) produit |A||QT||A| fonctions de valeurs. La 
seconde étape procède à |A||A|nr sommes croisées. Ainsi dans le pire des cas, n mises 

mTin+1-i 
à jour d'une couche BT produisent 0(\A\ IQTI-I ) fonctions de valeurs et cela en temps 
^(|ST:ivl2|A||A||nrl) - où ST:N - uf=T-!v Le Tableau 4.3 donne un aperçu de la complexité 
de l'opérateur de mises à jour topologique en comparaison à l'opérateur classique. On 
constate que la complexité est réduite de façon exponentielle, et cela d'autant plus que le 
nombre de couches est grand. 

Types d'opérateurs H 
Complexité Topologique Classique 

Mémoire 
m*i«+i-i 

N\A\ e-i-i 
im"+1-i 

\A\ im-i 

Temps IVIS^IAHAI1"*1 |S|2|A||A| |n| 

TABLE 4.3 - Comparaisons des opérateurs, où Q* = maxT QT. 

Comme nous l'avons souligné plus haut, résoudre un processus décisionnel de Mar­
kov partiellement observable de façon exacte est extrêmement difficile et cela quand bien 
même le problème serait de dimension insignifiante - par exemple \S\ = 2. Pour cette rai­
son l'ensemble des efforts de la communauté des chercheurs dans ce domaine est orienté 
vers la recherche d'approches approximatives capables de résoudre des problèmes de 
tailles plus réalistes. Compte tenu de la complexité que nous avons mise en évidence, 
une approche topologique et approximative est très souhaitable. À l'instar des autres ap­
proches approximatives, une approche topologique et approximative consiste en la construc­
tion de la fonction de valeurs v exclusivement sur des ensembles finis B- pour tout T = 
0,1, '" ,N. Ces ensembles peuvent être générés par échantillonnage. Une telle approche 
vise non seulement à approximer un POMDP quelconque en un POMDP à structure to­
pologique, mais aussi à approximer la fonction de valeurs exactes du POMDP à structure 
topologique. 
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Types d'opérateurs IH 
Complexité Topologique Classique 

Mémoire N\BX\\A\\Q*\\SZ-.N\ |B||A||Q||S| 

Temps iV|flT||A||n*||ST:iv|2 |fl||A||0||S|2 

TABLE 4.4 - Comparaisons des opérateurs à base de croyances, où Q* = maxT OT . 

Comme les ensembles Br pour tout r = 0,1, • • •, N sont finis, il n'est pas nécessaire d'ap­
pliquer l'opérateur H, il suffit au contraire d'appliquer l'opérateur de mises à jour à base 
de croyances fil défini comme suit : pour tout seS T , 

va,bJ(s) = Y. 0(oo\a,s')T(s'\s,a)v(s'), pour tout co e QT (4.19) 
seS T : N 

va(s) = R(a,s) + A £ argmax,^, : v£A [ i f^-b] (4.20) 
coeClj 

vb(s) = R(a,s) + A £ argmax^a .^ [va-b) (4.21) 
weCïT 

où A est un ensemble composite de fonctions de valeurs pour les différentes couches de 
croyances. Le Tableau 4.4 récapitule les complexités des opérateurs approximatifs qu'ils 
soient topologiques ou classiques. La différence essentielle se situe dans le temps consacré 
à la mises à jour d'états 5 e S. Soit parce que cela est redondant soit parce que cela est 
prématuré. En organisant l'ordre des mises à jour, l'approche topologique permet de ne 
mettre à jour qu'un sous-ensemble ST d'états à la fois permettant ainsi non seulement un 
gain en temps de calcul de la fonction de valeurs v mais aussi un gain en mémoire car les 
fonctions de valeurs sont restreintes aux ensembles d'états ST, pour tout T = 0,1, • • •, N. 

Malheureusement, dans la grande majorité des applications réelles, les processus de 
décisions de Markov partiellement observables ne sont pas muni d'une structure topolo­
gique. Il faut alors trouver un moyen de lui associer une structure topologique. Une solu­
tion consiste à exploiter la structure topologique (exacte ou non) de son MDP sous-jacent. 
Afin d'exploiter cette idée, nous avons recours à une approche approximative d'identifica­
tion des couches de croyances du POMDP associé. Lorsqu'un POMDP est tel que le MDP 
sous-jacent est muni d'une structure topologique, la section suivant offre un moyen de 
déterminer approximativement les couches de croyances. 
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4.3.3 Planification approximative à base d'ordres topologiques 

Etant donné des couches d'états (ou de croyances), un algorithme peut exploiter cette 
information afin de mettre à jour ces états (ou croyances) de façon intelligente. Les cycles 
dans l'espace des états forcent les algorithmes d'itération de valeurs ou de politiques à 
mettre à jour de façon répétitive la valeur du même état, jusqu'à convergence. Dans notre 
cas, les cycles n'existent qu'à l'intérieur d'une couche. En effet, le graphe des couches est 
par construction acyclique. Pour cette raison, il est possible de résoudre chaque couche 
une seule fois. Afin de définir l'ordre correcte suivant lequel les couches devrait être mises 
à jour, nous introduisons les notions de couches résolues et couches résolvables. Une 
couche S g est résolue si pour tout état s e Sg,v(s) est à e de sa valeur optimale. Ainsi, 
la valeur de tout état dans une couche résolue ne peut être améliorée de façon significa­
tive. Une couche Sg est dite resolvable si elle ne dispose d'aucune couche successeur, ou 
alors si toutes les couches successeurs de Sg sont résolues. Un algorithme de mises à jour 
topologique réalise les mises à jour uniquement sur les états des couches résolvables, car 
les mises à jour sur les états des couches résolues n'améliorent pas la fonction de valeurs 
v. Lorsque l'environnement dispose d'états finaux ou terminaux c'est à dire des états ab­
sorbants, ces états forment chacun une couche. Ces dernières sont toujours résolvables. 

Théorème 3. Un algorithme de mises à jour topologique qui procède aux mises à jour 
uniquement sur les états des couches résolvables, converge vers une fonction de valeurs e-
optimales si : 

1. Chaque couche devient resolvable au cours de l'exécution de l'algorithme. 
2. Chaque couche resolvable est résolue éventuellement. 

Démonstration. La preuve découle directement de la preuve de convergence de l'algo­
rithme topologique applicable au cadre des processus décisionnels de Markov complè­
tement observables. En particulier, un processus décisionnels de Markov partiellement 
observable est équivalent à un processus de Markov complètement observable où l'en­
semble des états n'est ni plus ni moins que l'ensemble des croyances. Ainsi si l'on parvient 
à grouper ces croyances en couches, le théorème est valide. D 

4.3.4 Planification à base d'ordres topologiques pour les POMDPs 

En POMDPs, parce que nous ne pouvons pas toujours déterminer avec faciliter la struc­
ture topologique, l'implémentation d'un algorithme topologique requiert quelques ap­
proximations. Un algorithme topologique pour POMDP requiert un certain nombre de 
composantes clés : 



Chapitre 4. Résolution topologique pour le contrôle centralisé 166 

1. Identifier qu'une couche est résolue. 

2. Identifier qu'une couche est resolvable. 

3. Déterminer les croyances appartenant à une couche resolvable. 

Ci-dessous, nous expliquons les difficultés et nous suggérons des solutions à toutes 
ces composantes. L'approche est motivée par la famille des algorithmes de résolution des 
POMDPs à base de trajectoires. Nous exécutons les trajectoires de croyances en direction 
des couches résolvables, et mettons à jour les croyances qui appartiennent aux couches 
résolvables uniquement. 

Identifier les couches de croyances 

Comme nous l'avons expliqué ci-dessus, il est difficile d'identifier les couches de croyances 
dans le cas général des POMDPs. Même si nous parvenions à le faire, le temps requis se­
rait prohibitif et ainsi le gain escompté n'apparaîtrai pas dans le temps total de résolu­
tion du POMDP. Nous allons donc procéder à une association entre les couches d'états du 
MDP sous-jacent au POMDP à résoudre et les couches de croyances du dit POMDP. Pour 
y parvenir, nous exécutons des trajectoires à la fois dans l'espace des états et dans l'es­
pace des croyances simultanément, comme dans le cadre de l'algorithme FSVI voir Figure 
4.11. Nous générons ainsi des trajectoires de paires (s,b) état - croyance. On dit qu'une 
paire (s, b) appartient à une couche Sg si 5 e Sg. Cette approche n'est qu'une approxima­
tion des véritables couches de croyances. En effet, il se pourrait qu'une croyance puisse 
être incluse dans plusieurs couches d'états du MDP sous-jacent. De plus, cette méthode 
associe différentes couches de croyances du POMDP à la même couche d'états du MDP 
sous-jacent. Néanmoins, comme nous le verrons plus tard, cette approximation est très 
utile en pratique, et elle nous permet d'estimer si une croyance appartient ou non à une 
couche resolvable. 

FIGURE 4.11 - Simulation d'une trajectoire de paires état-croyance. 

Plus formellement, une couche S g est résolue si pour tout état s e Sg, et toute croyance 
b tel que b(s) > 0, la valeur issue de 5 et influençant la valeur de b, ne peut plus être amé­
liorée. En d'autres termes, si v est la fonction de valeurs courante, et v* la fonction de 
valeurs optimales, soit v (b) = v*(b), alors v(5) = v*(s). Bien que la propriété précédente 
soit valide, il est difficile de vérifier l'ensemble des croyances b dont la probabilité en 5 
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est non nulle car le nombre des croyances possédant cette propriété est probablement 
infini. Nous surmontons cela en maintenant un estimé sur le fait que les croyances asso­
ciées à un état peuvent ou non voir leurs valeurs être améliorées. Pour chaque état s, nous 
maintenons une valeur 0(5) qui est un estimé du potentiel d'amélioration des croyances 
associées à l'état s. Nous initialisons 0(5) = maxai?(5,fl). À chaque fois qu'une croyance 
associée à 5 est mise à jour, nous posons 0(5) = 0. Lorsque la mise à jour d'une croyance 
b associé à 5' produit une nouvelle fonction de valeurs Vb améliorant la valeur de l'état 5' 
de Ô, nous parcourons les prédécesseurs de s'. Pour chaque prédécesseurs 5 de s', nous 
posons 0(5) = max{5-_T(5'|5,-),0(5)}. Ainsi, un état et toutes ses croyances associées sont 
résolus lorsque tous les états successeurs et leurs croyances sont résolus. 

FIGURE 4.12 - Phase de mises à jour : (513̂ 15) appartient à une couche resolvable. 

Une fois la trajectoire d'états et de croyances générée, se pose alors la question de la 
mise à jour des croyances. Fidèle au paradigme des algorithmes de mises à jour à base 
de trajectoires, TOP procède au parcours de la trajectoire générée par chaînage arrière, 
comme illustré à la Figure 4.12. Pour chaque paire d'état et de croyance rencontrée, TOP 
vérifie le statut de la couche à laquelle cette paire appartient. En particulier, la paire (513 fris) 
appartient à la couche d'états incluant l'état 513. C'est à dire une couche resolvable. TOP 
peut donc mettre à jour la valeur de la croyance b\s et de même que la fonction 0 pour 
les états 513 et ses prédécesseurs. Comme 0(513) = 0, on en déduit que la couche {513} est 
résolue et par conséquent la couche {512} est resolvable. 

Traversée des couches 

TOP est un algorithme à base de trajectoires c'est à dire qu'il exécute des trajectoires 
dans l'espace des croyances, puis procède aux mises à jour des croyances qui ont été pro­
duites dans l'ordre inverse de la génération des trajectoires. Comme nous ne nous intéres­
sons qu'aux couches résolvables, nous avons besoin de construire des trajectoires au sein 
de ces couches. Pour y parvenir, nous parcourons à la fois les états du MDP et les croyances 
du POMDR comme suggéré par l'algorithme FSVI. Avant la génération d'une trajectoire, 
nous commençons par la sélection aléatoire d'un état initial 5o et d'un état but sg acces­
sible de 5o. Lorsqu'il n'y a pas de couche résolue, l'état but 5g peut être ou un état terminal 
de l'environnement si un tel état existe, ou tout état dans une couche resolvable. Lorsque 
les couches ont été résolues, nous choisissons un état but. Ce dernier est l'un des états 
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des couches dernièrement résolues et accessible de l'état initial. Les trajectoires partent 
de l'état initial vers l'état but en suivant le chemin le plus probable dans l'espace des états. 
Nous utilisons l'algorithme de Floyd-Warshall, afin de calculer ces chemins. Comme nous 
ne sélectionnons pas arbitrairement nos actions, toutes les trajectoires générées sont as­
surées d'aboutir à l'état but. Lors de la construction d'une trajectoire, nous maintenons 
les paires d'états et de croyances. Une fois la construction de la trajectoire terminée, nous 
exécutons les mises à jour dans l'ordre inverse. Cependant, nous limitons les mises à jour 
de la fonction de valeurs aux paires d'états et de croyances appartenant à une couche re­
solvable. Après la mises à jour, nous vérifions si les couches résolvables qui été mises à jour 
sont désormais résolues. Si tous les états dans une couche ont un potentiel d'amélioration 
0(5) ^ e, nous concluons que la couche est résolue. Autrement, la couche reste resolvable. 
L'algorithme termine lorsque toutes les couches sont résolues. 

FIGURE 4.13 -Phase de mises à jour : b\s peut être mis à jour. 

Comme nous l'avons observé précédemment la couche {512} devient resolvable à l'is­
sue de la mise à jour de b ^ . Lorsque TOP traite la paire (512̂ 14) voir Figure 4.14, cette 
dernière appartient à une couche resolvable donc TOP peut mettre à jour bu. Une fois de 
plus les valeurs v(s\2), 0(5io), et 0(5g) sont mises à jour. On en déduit que la couche {512} 
est résolue et la couche [5io, 59} devient resolvable. 

FIGURE 4.14 - Phase de mises à jour : bu peut être mis à jour. 

Comme {510,59} est désormais resolvable, lorsque TOP traite les paires (510&12) et (510^13). 
il peut mettre à jour les croyances bn et b\3. Seulement, la mise à jour de 0(5io) et 0(5g) neper me tpas 
est résolue. Il faut alors générer une nouvelle trajectoire d'états et de croyances mais cette 
fois-ci elles doivent s'arrêter à l'état 512. 

Un fois toutes les couches résolues, l'algorithme est terminé et retourne la fonction de 
valeurs ainsi calculée. 
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FIGURE 4.15 - Phase de mises à jour : [fri2, fri3} peuvent-être mis à jour. 
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FIGURE 4.16 - Phase de mises à jour : terminer lorsque toutes les couches sont résolues. 

r Algorithme TOP 

1. Choisir l'état initial 5o. 

2. Choisir l'état terminal sg. 

3. Exécuter TOPTRIAL(5O, 5g, fro). 
4. Si v n'a pas convergé retourner à l'étape 1. 

5. Sinon retourner u. 

FIGURE 4.17 - Méthode TOP(fr0). 

r - Sous-routine TOPTRIAL 

- Si l'état 5 n'est pas résolu, faire : 

1. 5'-^PICKNEXTSTATE(5,5g). 

2. a — PICKACTION(5,5'). 

3. O *- PICKNEXTOBSERVATION(5', fl). 

4. ExécuterTOPTRIAL(5',sg,r(b,a,ci)). 

- Si la paire (5, fr) appartient à une couche resolvable exécuter UPDATE(fr, v). 

FIGURE 4.18 - Méthode TOPTRIAL(5, sg, fr). 
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4.4 Évaluation expérimentales 

Nous évaluons les performances de l'algorithme TOP en comparaison à celles des al­
gorithmes approximatifs les plus compétitifs tels que HSVI [Smith and Simmons, 2005], 
FSVI, PVI un algorithme prioritise pour les POMDPs [Shani et al., 2006], PBVI [Pineau et al., 
2003b], et SCVI [Virin et al., 2007]. Les performances ont été collectées sur une même ma­
chine muni d'un processeur Intel Core Duo 1.83GHz CPU avec 1Gb de mémoire princi­
pale. 

4.4.1 Performances 

Nous commençons par souligner l'avantage de TOP au fur et à mesure que le nombre 
de couches croît. Afin d'y parvenir, nous modifions un problème de navigation classique 
dans la littérature des POMDPs - Hallway et Hallway2. Nous y introduisons des entrées à 
sens uniques comme illustrer Figure 4.7. Ces entrées sont dirigés dans le sens des états ter­
minaux. Comme nous pouvons le constater dans la Table WI, tandis que les performances 
de HSVI et FSVI restent sensiblement identiques bien que le nombre de couches croît, TOP 
au contraire ne cesse d'améliorer ces performances. 

Comme nous l'avons expliquer plus haut, TOP réduit le nombre de mises à jour redon­
dantes. De telles mises à jour sont de diverses sources - certaines proviennent du fait que 
des croyances ont déjà atteint leur valeur maximale ; d'autres proviennent du fait que les 
croyances mises à jour possèdent des croyances successeurs qui n'ont pas encore été mis à 
jour ; ou encore des mises à jour qui améliorent la fonction de valeurs mais sont effectuées 
bien trop tôt. Dans le dernier cas, des mises à jour additifs seront nécessaires sur la même 
croyance. Afin d'estimer les deux premières sources de mises à jour redondantes, nous 
comptons le nombre de mises à jour qui n'améliore pas la fonction de valeurs v, on les ap­
pelle les mises à jour inutiles. Afin d'estimer le dernier type de mises à jour redondantes, 
nous pouvons comparer le nombre de mises à jour utiles, en soustrayant le nombre de 
mises à jour inutiles du total des mises à jour. 

Nous continuons la comparaison des performances de TOP aux autres algorithmes 
sur des problèmes bien connus dans la littérature des POMDPs. Sur des problèmes sans 
structures topologiques, il n'y a aucune raison que TOP surpasse FSVI, car les deux algo­
rithmes utilisent le même principe de sélection des trajectoires. Nous modifions alors des 
problèmes sans structures topologiques en y introduisant des issues à sens unique orienté 
vers les états buts. Le problème d'échantillonnage de roches (selon le terme anglo-saxon 
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Méthode ADR V(fro) W\ Temps 
(sec) 

#Misesàjour #Misesàjour 
inutiles 

Croissance 

Hallway-layered # lay ers-.10 
HSVI 0.62 1.46 143 27 199 35 x6.75 
FSVI 0.62 2.08 337 57 612 143 xl4.2 
PBVI 0.60 2.18 249 155 3659 1289 x38.7 
SCVI 0.62 1.88 693 58 1420 104 xl4.5 
PVI 0.50 0.36 64 288 120 12 x72 
TOP 0.62 1.43 25 4 127 0 x l 

Hallway-layered # l a y e r s : 15 
HSVI 0.62 1.54 57 11 123 10 x l l 
FSVI 0.62 2.21 266 49 612 139 x49 
PBVI 0.62 2.24 127 87 2581 1045 x87 
SCVI 0.62 2.0 609 56 1430 109 x56 
PVI 0.50 0.36 64 288 120 11 x288 
TOP 0.62 0.47 12 1 34 0 x l 

Hallway2-layered # l aye r s :10 
HSVI 0.48 0.60 357 200 473 64 xlO.5 
FSVI 0.48 0.60 450 127 408 293 x6.68 
PBVI 0.47 0.64 32 94 795 23 x4.94 
SCVI 0.48 0.65 1448 435 2230 148 x22.9 
TOP 0.48 0.34 63 19 135 6 x l 

Hallway2-layered iïlayers: 15 
HSVI 0.57 2.42 368 244 1114 258 xlO.2 
FSVI 0.57 1.51 290 71 357 60 x2.95 
SCVI 0.57 1.61 482 120 1280 127 x5 
TOP 0.57 0.95 48 24 164 0 x l 

Hallway2-layered #layers-.20 
HSVI 0.57 2.73 296 201 1102 133 xl4.4 
FSVI 0.57 1.55 218 65 357 38 x4.64 
SCVI 0.57 1.58 388 48 1240 109 x3.43 
TOP 0.57 0.77 38 14 104 8 x l 

TABLE 4.5 - Mesures des performances des problèmes de navigation Hallway à structures 
topologiques. 

« RockSample ») Figure 4.5 est le seul qui dispose déjà d'une structure topologique, et 
dans les différentes instances de ce domaine TOP surpasse tous les autres algorithmes. 
Nous pouvons constater que cette amélioration est principalement due au fait que TOP 
exécute très peu de mises à jour en comparaison aux autres méthodes. En outre, il ne pro­
cède presque pas à l'exécution de mises à jour redondantes ou prématurées et cela sur 
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Méthode ADR V(fro) in Temps 
(sec) 

#Mises à jour #Mises à jour 
inutiles 

Croissance 

cit-layered # l aye r s : 12 
HSVI 0.83 0.66 492 2170 873 370 x50 
FSVI 0.83 0.68 403 1278 1122 718 x29.7 
SCVI 0.83 0.72 535 224 550 5 x 5 
TOP 0.83 0.16 36 43 134 0 x l 

Mit-layered et aye r s : 11 
HSVI 0.90 0.85 731 1515 1076 214 x39 
FSVI 0.90 0.80 164 494 1275 248 x l 3 
SCVI 0.90 0.63 496 101 520 4 x2.65 
TOP 0.90 0.53 47 38 196 0 x l 

Rock Sam pie (4,4) # laye r5:17 
HSVI 18.04 17.92 173 11 239 33 x5 
FSVI 18.04 13.63 79 7 98 12 x3 
SCVI 16.80 15.93 405 520 16350 797 x260 
TOP 18.04 13.60 37 2 63 0 xl 

Rock Sample (5,7) # laye r5:12 9 
HSVI 24.2 22.96 208 2754 461 124 x5 
FSVI 22.2 14.97 353 4057 384 12 x8 
SCVI 21.3 20.22 432 535 800 147 xl.09 
TOP 24.3 14.51 68 488 95 0 x l 

Rock Sample (7,8) ë l aye r5:25 7 
HSVI 20.1 19.69 178 7641 226 31 x6.87 
FSVI 19.7 18.43 105 4503 185 16 x4.04 
TOP 20.1 17.68 73 1112 72 0 x l 

TABLE 4.6 - Mesure de performances dans les domaines à strucutres topologiques, 

l'ensemble des problèmes 

Discussion 

D'autres chercheurs ont suggéré d'exploiter différents types de structures afin d'accé­
lérer le taux de convergence vers une politique approximative. Par exemple, [Shani et al., 
2008] explique comment résoudre des POMDPs factorisés en utilisant des diagrammes 
de décisions algébriques et [Pineau et al., 2003a] propose de créer une hiérarchies de 
POMDPs afin de résoudre des problèmes de plus grandes tailles. Exploitation des struc­
tures topologiques est en ce sens une approche orthogonale à ces approches. Il est néan-
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moins possible qu'un POMDP factorisé possède également une structure topologique si­
gnificative, de telle sorte que notre approche puisse être à juste titre être perçue comme 
une approche complémentaire à la majorité des autres approches exploitant diverses types 
de structures différentes. De plus notre approche peut assez facilement s'intégrer dans ces 
autres techniques structurées. Cependant, comme l'algorithme TOP se focalise essentiel­
lement sur les structures topologique sur les états, il serait nécessaire d'apporter quelques 
modifications afin de l'intégrer dans d'autres techniques. Nous travaillerons à l'étude des 
conditions propices à de telles intégrations. 

L'idée d'utiliser la structure topologique des états a été étudiée à plusieurs reprise dans 
le contexte des MDPs [Bonet and Geffner, 2003a, Dai and Goldsmith, 2007]. Dans les MDPs, 
une fois les couches (composantes fortement connexes) ont été identifiées, nous pouvons 
exécuter l'itération de valeurs uniquement sur les états dans une seule couche resolvable, 
jusqu'à ce que cette dernière soit résolue. 

Comme nous l'avons signalé plus haut, une application directe de cette idée au cadre 
des POMDPs est difficile. Tout d'abord, le MDP où les états correspondent aux croyances 
et équivalent à un POMDP dispose d'un espace d'états infini - ceci rend l'identification 
des composantes fortement connexes difficile. 

Notre algorithme possède également des similarités avec les algorithmes prioritises. 
[Wingate and Seppi, 2005] fait un état de l'art des approches d'ordonnancement des mises 
à jour dans le cadre des MDPs, en utilisant l'erreur de Bellman. Dans ce contexte, la priorité 
d'un état est le potentiel d'amélioration de sa valeur dans la fonction de valeurs courante 
s'il est mis à jour. [Shani et al., 2006] a étendu ces idées au cadre des POMDPs. Ces der­
niers utilisent également l'erreur de Bellman, mais appliqué désormais sur les croyances. 
Signalons, cependant, qu'une erreur de Bellman élevée n'indique pas qu'une croyance ap­
partient à une couche resolvable. Une croyance fr, tel que fr(5) > 0 et R(s, d) > 0 peut ini­
tialement avoir une erreur de Bellman élevée, même si 5 appartient à une couche éloignée 
des couches résolvables. Mais néanmoins, TOP mettra à jour fr tardivement dans le pro­
cessus de résolution du problème. 

Une autre technique d'ordonnancement des mises à jour a été suggérée par [Virin 
et al., 2007]. L'algorithme SCVI groupe les états en clusters d'états selon leurs valeurs ex­
traites de la fonction de valeurs du MDP sous-jacent. Les auteurs collectent un ensemble 
fini de croyances et assignent des poids de clusters des croyances basés sur les probabilités 
des états dans ces clusters. Puis, ils itèrent sur les clusters en réduisant leurs valeurs et en 
mettant à jour les croyances qui y sont associées. Il est possible d'interpréter SCVI comme 
s'il induisait des couches dans des domaines apriori sans structures topologiques. SCVI 
n'est pas un algorithme à base de trajectoires, mais il se pourrait que ses idées puissent 
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être importées dans l'algorithme TOP afin d'introduire des couches artificielles dans une 
POMDP quelconque. 

En ce qui concerne les algorithmes à base de trajectoires, il est essentielle de trouver 
un équilibre entre l'identification de bonnes trajectoires, et le temps requis pour leur gé­
nération. HSVI utilise une borne supérieure et une borne inférieure sur la fonction de va­
leurs recherchée afin d'identifier les croyances pour lesquelles la différence entre ces deux 
bornes peut être réduite. Les trajectoires ne sont alors pas nécessairement directement 
dirigées vers les régions où la borne inférieure, qui contrôle la politique, peut être amélio­
rée. De plus, la maintenance de la borne supérieure est extrêmement coûteuse, ainsi HSVI 
passe énormément de temps à calculer ses trajectoires. 

FSVI, d'autre part, est très rapide dans la génération de ses trajectoires. Comme il uti­
lise essentiellement une fonction de valeurs statique du MDP sous-jacent, calculer l'état 
suivant est très facile. Cependant, FSVI ne modifie pas sa stratégie de génération des tra­
jectoires au fur et à mesure que la fonction de valeurs est mises à jour. Ainsi, FSVI pourrait 
visiter encore et encore des régions de l'espace des croyances qui ont déjà été résolues. 

Tous les deux algorithmes FSVI et HSVI exécutent de nombreuses mises à jour redon­
dantes de la fonction de valeurs, comme ils ne disposent d'aucun mécanisme de détection 
de bénéfice d'une mise à jour, ou encore s'il faudra des mises à jour supplémentaires plus 
tard. Comme nous l'avons démontré plus haut, TOP réduit le nombre de mises à jour re­
dondants car il ne considère que les couches résolvables. 

Conclusion intermédiaire 

Nous avons introduit une nouvelle méthode de résolution des POMDPs - nommée 
TOP (de l'acronyme anglais « topological order-based planning »), qui utilise les proprié­
tés structurelles des POMDPs afin de réduire le nombre extrêmement coûteux de mises 
à jour de la fonction de valeurs. Notre méthode utilise les couches des états du MDP 
sous-jacent afin d'identifier les couches des croyances. TOP met à jour exclusivement les 
croyances appartenant aux couches résolvables et par conséquent réduit considérable­
ment le nombre de fois qu'une croyance est mis à jour. Nous avons démontré comment 
TOP surpasse les autres algorithmes de résolution de POMDPs dans des domaines conte­
nant une structure topologique significative. 

Nous avons dans ce chapitre identifié les conditions nécessaires pour l'application de 
l'algorithme TOP, et nous avons suggérer une implementation possible pour les POMDPs. 
Dans le future, nous nous intéresserons à l'intégration des autres méthodes telles que 
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les méthodes d'ordonnancement basées sur l'erreur de Bellman ou encore les méthodes 
de regroupement basée sur la fonction de valeurs du MDP sous-jacent. Nous nous in­
téressons également à l'application de TOP dans des domaines factorisés, en particulier 
étendre TOP de sorte à formaliser les couches d'états sous forme de couches de variables 
d'états. 

4.5 Exemple applicatif : le projet « NEREUS » 

Dans cette section, nous nous intéressons à un exemple applicatif réel extrait d'un pro­
blème de défense anti attaques d'une frégate de l'armée canadienne [Dibangoye et al., 
2007]. Nous formulons cette application comme un problème de recherche d'une stra­
tégie d'allocation périodique de ressources limitées à plusieurs cibles en vue de définir 
une stratégie de défense la plus efficace possible. À cette fin, nous proposons un algo­
rithme de programmation dynamique nommé RTDA*, exploitant deux propriétés du pro­
blème afin d'éviter l'explosion combinatoire due aux multiples combinaisons d'alloca­
tions de ressources à considérer. D'une part, l'allocation des ressources à période de dé­
cisions suit l'ordre décroissant des priorités sur les cibles. Nous exploitons l'indivisibilité 
des ressources, toute ressource assignée à une cible ne peut être simultanément assignée à 
une autre cible. D'autre part, les protocoles d'engagement des différentes ressources sont 
structurées, de sorte que certaines ressources ne peuvent être utilisées qu'à la suite de 
l'usage de certaines autres ressources. En somme, il existe une relation de dépendance 
causale entre les différentes ressources. Ces contraintes inscrivent naturellement ce pro­
blème comme un problème topologique. Cela explique l'usage d'une architecture de re­
présentation des dépendances causale entre les ressources et de structuration de la stra­
tégie efficace de calcul d'une solution en temps réel. Cette architecture nommée « cyclic 
progressive reasoning unit » (CPRU) étend l'architecture acyclique proposée par [Mouad­
dib and Zilberstein, 1995], afin de gérer des structures plus complexes, en particulier les 
structures topolpgiques. Grâce à l'identification de cette structure, RTDA* peut, dans une 
phase hors ligne, déterminer une politique pour chaque cible apparaissant indépendam­
ment les unes des autres ; dans une seconde phase en ligne, RTDA* réussi à combiner les 
stratégies individuelles en une stratégie globale et presqu'optimale. 

Le problème de défense anti attaques d'une frégate que nous étudions ici est une ver­
sion simpliste d'une application réelle de l'armée canadienne nommée NEREUS (Naval 
Environment for Resource Engagement in Unpredictable Situations). NEREUS est une ap^ 
plication de contrôle de plates-formes militaires munies d'armes plongées dans de vastes 
environnements maritimes. NEREUS a pour objectif de rechercher des stratégies de dé­
fense de ces plates-formes afin d'éviter qu'elles soient détruites par d'éventuels missiles 
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ennemis tout en contrôlant l'usage des ressources. Afin d'y parvenir, NEREUS doit parve­

nir à détruire les missiles ennemis ou parvenir à les détourner des plates­formes. 

Compte tenu des contraintes liées aux mécanismes de commandes et contrôles au­

tomatiques des armes, les ressources à disposition sur les plates­formes doivent être uti­

lisées dans un certain ordre afin de garantir le bon déroulement de l'engagement d'une 
arme par exemple. Ces contraintes définissent la structure d'un engagement, définie au 
travers d'une famille de sous tâches organisées dans un certain ordre suivant lequel ils 
doivent être déclenchés. Comme illustrer à la Figure 4.19, la tâche d'engagement d'un mis­

sile ennemi est définie comme suit : 

1. La première sous tâche consiste à l'illumination de la cible faisant appel aux radars 
(STIR et CIWS). 

2. Une fois l'illumination de la cible réussie, la seconde sous tâche est déclenchée. Elle 
consiste à l'interception de la cible en usant d'armes (SAM, GUN, et CIWS). Notons 
que s'il est possible d'utiliser les armes SAM et GUN après une illumination via le 
radar STIR, l'arme CIWS ne peut être utiliser qu'après avoir illuminé la cible avec 
son propre radar. 

3. Finalement, le système de commande et contrôle peut effectuer l'étape de vérifica­

tion de la destruction de la cible. 

Les cibles peuvent également être détournées ou encore leurs radars brouillés par 
deux armes : CHAFF et JAMMER. Ces dernières peuvent être utilisées à tout moment sans 
conditions préliminaires aucunes, et même simultanément. 
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FIGURE 4.19 ­ Tâche d'engagement d'une cible. 

L'application que nous venons de décrire implique de nombreuses variables aléatoires 
influençant l'état du système. Ces variables aléatoires capturent l'incertitude de diverses 
sources telles que les cibles apparaissant dans le temps aléatoirement, les échecs des enga­

gements effectués, les échecs des interactions entres les différentes ressources dans le sys­
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tème de commande et contrôle, etc. Par exemple, les interactions entre les différentes res­
sources peuvent aboutir à des effets négatifs. Comme illustrer à la Figure 4.19, si le nuage 
produit par l'arme CHAFF, afin de détourner un missile ennemi, est libéré, il pourrait affai­
blir la qualité des radars d'illumination. D'un autre côté, des effets positifs peuvent résulter 
de l'usage simultané du CHAFF et JAMMER, améliorant ainsi l'effet brouillard du CHAFF. 

Ce problème de gestion de ressources peut être vu comme un problème d'allocation 
stochastique de ressources aux différentes cibles apparaissant au cours du temps. Ces 
cibles sont alors considérées comme des agents auxquels il faut assigner des ressources. 
Ces agents sont représentées par l'architecture CPRU comme décrit à la Figure 4.19. Les 
actions des agents (cibles) correspondent à l'assignation de ressources suivant l'ordre de 
la CPRU, en vu de leur destruction ou leur détournement. L'architecture CPRU est une 
simple tâche structurée, à la différence de l'architecture PRU « progressive reasoning unit 
» [Mouaddib and Zilberstein, 1995], où les échecs d'exécution mènent l'architecture à 
boucler au même niveau, à la même sous tâche. Malheureusement, l'architecture PRU 
ne permet pas de prendre en compte ce type de domaine. Expliquant ainsi l'introduction 
de l'architecture appelé « cyclic progressive reasoning unit » (CPRU) permettant de cap­
turer les caractéristiques énoncés précédemment. Cette dernière correspond à un MDP 
cyclique, mais topologique. Ce constat est facile à prouver en observant les différentes 
couches de l'architecture où les transitions cycliques n'apparaissent qu'au sein d'une même 
couches. Afin de résoudre ce problème, nous avons eu recours à un algorithme topolo­
gique exécuté en temps réel. Ces exécutions son entrelacées par des exécutions des poli­
tiques partielles construites durant la phase d'exécution de l'algorithme. 

4.6 Conclusion partielle 

Ce chapitre a décrit une sous-classe de problèmes décisionnels de Markov (complè­
tement ou partiellement observables) ainsi que les algorithmes de résolution associés à 
ces mêmes problèmes. Les principales contributions concernant ce travail sont résumées 
dans cette section. 

Exploitation de structures topologiques. Les algorithmes topologique l'TVT et TOP sup­
posent l'existence d'une structure topologique sous-jacent au MDP ou POMDP. Après 
extraction de la structure topologique du problème, ils remplacent les opérateurs de 
mises à jour classiques par d'avantageux opérateurs topologiques. Ces derniers sont 
capables d'organiser les mises à jour par couche d'états ou de croyances, de sorte à 
éviter ou les mises à jour redondantes ou les mises à jour prématurées. 

Heuristique d'exploration. La structure topologique exploitée dans ce chapitre peut éga-
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lement être perçue comme une heuristique informelle. En effet, elle permet de gui­
der la sélection des croyances à mettre à jour et surtout elle permet d'ordonner les 
mises à jour de ces croyances de sorte que le moins souvent une croyance soit mise 
à jour avant l'heure. Lorsque le problème est complètement observable et acyclique, 
cette structure permet d'effectuer une seule mise à jour par état, réduisant ainsi la 
complexité de la résolution d'un MDP de polynomiale à linéaire. 

Amélioration des performances empiriques. Que ce soit I'TVI ou TOP tous deux ont dé­
montré des performances plus que satisfaisantes. Sur la totalité des problèmes testé 
dans le cadre des MDPs.fTVI surpasse l'ensemble des approches de l'état de l'art. 
TOP a démontré sa capacité à réduire le temps de planification sur un large nombre 
de problèmes de la littérature des POMDPs, à savoir RockSample, les versions to­
pologiques des domaines Hallway, CIT et MIT En ne mettant à jour les croyances 
que lorsqu'elles sont estimées solvables, TOP parvient à réduire considérablement 
le nombre de mises à jour superflus. En orientant, les trajectoires vers les régions 
de croyances les plus nécessiteuses, il parvient à construire une fonction de valeurs 
uniforme (empiriquement) sur l'espace des croyances accessibles. 



Chapitre 5 

DEC-POMDPs à Horizon Fini - « la 
malédiction de la distributivité » 

« Le désert est la seule chose qui ne puisse être détruite que par la construction.. 

Boris Vian 
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Une partie de ce chapitre est apparu précédemment dans les papiers : « Incremental Policy Generation for 
Finite-Horizon DEC-POMDPs » [Amato et al., 2009] co-rédigé avec Christopher Amato et Shlomo Zilberstein ; 
et « Point-based Incremental Pruning Heuristic for Solving Finite-Hori.zon DEC-POMDPs » [Dibangoye etal., 
2008d,e, 2009b] avec Abdel-Illah Mouaddib et Brahim Chaib-draa. 

LES modèles généraux de contrôle distribué des problèmes de prise de décisions 
séquentielles ont été proposés il y a bientôt dix ans. L'étude de ces modèles, 
d'une très grande expressivité, fait état de problèmes de complexité soit NEXP-
difficiles soit indécidables. La principale stratégie de résolution de ces problèmes 

distribués est leur conversion en plusieurs sous problèmes centralisés, un par agent. Il 
s'agit alors d'une approche essentiellement distribuée. Ce chapitre introduit une théorie 
de la planification centrale pour le contrôle distribué des problèmes de prise de décisions 
séquentielles. Cette théorie offre la première analyse formelle de la résolution centrale des 
problèmes de contrôle distribué, en s'inspirant du formalisme introduit par Putterman 
[1994]. 

Dans ce chapitre, nous exposons nos contributions aux problèmes du contrôle distri­
bué des processus décisionnels de Markov à temps discret et horizon fini. Nous offrons 
ainsi la première analyse formellel de la planification centrale pour la résolution des mo­
dèles de contrôle distribué des problèmes de prise de décisions séquentielles. 

Dans ce cadre, nous introduisons et démontrons tous les concepts de base, y compris 
le critère d'optimalité en Section 5.2, les équations d'optimalité, le principe d'optimalité 
en Section 5.3, et propriétés des politiques en Section 5.4. Ces résultats sont soit des ex­
tensions des résultats existants dans le cadre des MDPs et POMDPs soit des résultats spé­
cifiques au contrôle distribué, c'est à dire DEC-MDPs, ND-POMDPs et DEC-POMDPs. La 
Section 5.5 décrit un nouvel algorithme non trivial pour le déterminisme d'une politique 
optimale ou e-optimale et des illustrations de son usage à travers des exemples simples. 
La Section 5.6 propose plusieurs variantes de cet algorithme, y compris des algorithmes 
approximatifs dont l'erreur est bornée. On y trouve également l'évaluation de tous ces al­
gorithmes sur des exemples issus de la littérature en Section 5.7. 

Hypothèses 3. Nous supposons tout au long de ce chapitre que : 
1. S, A, et Q sont discrets, 
2. l'horizon de planification est fini N<oo, 
3. les récompenses sont bornées, | rT (5, fl) | ^ M < 00, pour tout (5, fl) G S x A. 

1. « Nous exhortons très fortement le lecteur à revoir les Chapitres 2 et 3 pour une révision des définitions 
de base et des modèles de contrôle des processus décisionnels de Markov, avant de plonger dans ce chapitre. 
Votre effort sera largement récompensé car vous pourrez envoyer tout l'état de l'art aux oubliettes. » 
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5.1 Motivation 

Considérons un système multi-agents et coopératif dont l'objectif est de contrôler de 
façon distribuée et conjointe un processus décisionnels de Markov. Un tel problème peut 
se formaliser comme un DEC-POMDP. 

À l'issue du choix puis de l'exécution d'une politique, un agent ne peut percevoir les 
récompenses rT à chaque horizon T = 1,2,••• , N - 1 que conjointement avec le reste de 
ses coéquipiers. Comme ces récompenses ne peuvent être perçues que par l'ensemble 
des agents, un décideur central peut être requis afin de collecter les récompenses. Bien 
qu'elles ne soient observables que lors du contrôle, le décideur peut simuler le contrôle 
distribué afin de percevoir les récompenses rT à chaque horizon T = 1,2, • • • ,N - 1 d'une 
simulation. Par simulation du contrôle distribué, nous entendons l'exécution d'une po­
litique distributive n e fl1^ c IT1^. Nous appelons politique distributive toute politique 
correspondant à un ensemble de politiques, une politique pour chaque agent. Ce concept 
est plus amplement abordé en Section 5.4.2. Tous les résultats que nous énoncerons ci-
dessous, dans un cadre plus général, sont applicables au cadre du contrôle distribué en 
restreignant l'espace des politiques à l'ensemble des politiques distributives non Marko­
viennes et aléatoires n 1 ^. 

FIGURE 5.1 - Simulation d'un contrôle distribué des processus décisionnels de Markov. 

La Figure 6.1 illustre l'exécution par un décideur d'une politique pour la simulation 
du contrôle distribué d'un processus de Markov partiellement observable. Comme ces ré­
compenses ne peuvent être perçues avant le choix puis la simulation d'une politique, le 
décideur doit voir la séquence des récompenses comme aléatoire. Dans ce contexte, l'ob­
jectif du décideur est de choisir une politique telle que la séquence aléatoire des récom­
penses associée soit aussi grande que possible. Il est nécessaire alors de se prémunir de 
méthodes permettant de choisir la politique optimale selon les séquences aléatoires de 
récompenses observables lors de l'exécution de celle-ci. Nous rappelons en Section 5.2.2 
que l'espérance des récompenses cumulées est le critère permettant de distinguer les po-
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litiques puis d'en choisir une parmi toutes les politiques possibles. 

De façon similaire aux récompenses, le décideur ne perçoit les observations coT sur 
l'état du système, qu'après avoir choisi puis exécuté une politique. De ce fait, il doit égale­

ment voir une séquence d'observations comme aléatoire. Il se doit dès lors de maintenir 
une information complète sur ses croyances quant à l'état courant du système afin d'es­

timer les récompenses. Bien qu'il ne puisse déterminer avec certitude l'état courant du 
système, le décideur peut extraire, des séquences (5o, coi, • ■ ­, coT) aléatoires d'observations, 
l'information sur l'état 5T du système, pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. Nous démontrons, 
Section 5.2.2, qu'à toute séquence aléatoire d'observations (5o, tû\, • • • ,coT), correspond une 
distribution sur les historiques de l'ensemble H r, c'est à dire l'ensemble des historiques hT 

collectés à chaque horizon T = 0,1, • • •, iV. 

Les résultats établis dans les sections 5.2 et 5.3 peuvent être vus comme des générali­

sations des résultats similaires existants dans le cadre du contrôle centralisé des processus 
décisionnels de Markov complètement Putterman [1994] ou partiellement observables, à 
temps discrets et horizon fini. De tels résultats n'étaient pas établis pour le contrôle distri­

bué des processus de Markov, et en encore moins dans le cadre de la planification centrale. 
Nous nous restreindrons par la suite, sections 5.4.2, 5.5 et 5.6, au cas des propriétés spéci­

fiques du contrôle distribué des processus de Markov partiellement observables, à temps 
discrets et horizon fini. 

5.2 Critères d'optimalité 

Cette section introduit les outils de base pour l'analyse des problèmes de contrôle dis­

tribué dans le cadre de la planification centralisée. Après un court rappel des notations 
utilisées, nous spécifions les critères de différenciations des traces de simulation de poli­

tiques en Section 5.2.2. Puis, nous décrivons les critères de différenciation des politiques 
en Section 5.2.3. Et enfin, nous rappelons l'algorithme d'évaluation d'une politique en Sec­

tion 5.2.4. 

5.2.1 Rappels 

Par convention, nous noterons, sauf contre indication, les horizons de définition d'une 
fonction en index. Soit par exemple ng­g+K une politique pour les décisions sur les hori­

zons r = £,£ +1,­­­ ,£ + K, avec deux entiers naturels £ ^ 0 e t K ^ . N ­ l . Pour alléger les 
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notations, nous désignons nT la politique 7TO.T définie sur les horizons allant de 0 à T, et 
en particulier nous dénotons n la politique no^­i­ Une politique n = (do,d\,­­­ ,dN­\) 
désigne une politique non Markovienne et aléatoire. C'est à dire qu'à chaque horizon 
T = 0,1, • • •, N ­ 1 , le décideur en possession de n choisira l'action à simuler selon la règle 
de décisions d­ : Hr — 2?(AT), une règle de décision non Markovienne et aléatoire qui as­

socie à tout historique hT une action aT suivant une distribution de probabilités P ^ (­| frT). 
Rappelons que HT = QQ X AO X ••• x AT_i x QT est l'ensemble des historiques d'actions et 
d'observations précédents l'horizon (T +1). Comme décrit au Chapitre 2, chaque politique 
n e n 1 ^ génère une distribution de probabilités Pn

H (•) sur l'ensemble HN. Nous dénotons 
D ^ l'ensemble des règles de décisions dT non Markoviennes et aléatoires, pour tout ho­

rizon T = 0, !,­•• , N ­ 1. 

5.2.2 États et récompenses 

À chaque réalisation d'un historique h = (so,ao,coi,­­­ ,aN­i,coN) correspond une sé­

quence de récompenses {ro(Jio,«o)»riCïi»fli)>'" >nv­i(fyv­i,fl;v)>nv(^iv)}, où l'historique 
hm est défini récursivement comme suit hT = (JzT_i,flT,a>r),pourtouthorizonT = 1,2,­­­ ,N 
et pour T = 0. En outre, un historique ho est donné. Dans certain cas le décideur à connais­

sance de l'état initial SQ du système et dans ce cas ho = Uo). La récompense immédiate est 
alors donnée par : 

rr(hT,aT) = P(5T|frT­i,aT­i,a.T).R(5T,flT), (5.1) 

pour tout T = 0,1, • • ­, N ­ 1 ; et par 

rN(hN) = P(sN\hN­i,aN­i,­oN)R(sN), (5.2) 

pour T = N. 

SoitpT = rT(hT,aT) la récompense aléatoire perçue pour tout horizon T = 0, l,­­­, N—l, 
et pour T = N, PN = /"^(/ÎAT). Nous dénotons p = (po,Pi,­­­ ,PN) la séquence aléatoire des 
récompenses perçues pour tout horizon T = 0,1, • • •, N, et O l'ensemble de toutes les sé­

quences aléatoires de récompenses p. Une politique n induit alors une distribution de 
probabilités PJ(­) sur l'ensemble O : 

P£(p) = P" {[so, ao, o)\, • ■ ■, aN­i,coN)\p = (ro(h0, flo), ■ • •, rN­i (hN­i, aN­\) , rN(hN))} 

En d'autres termes, la probabilité Pj(p) de la séquence aléatoire de récompenses p = 
(ro(ho, OQ), ■•■, r/v­i (hjv­i, «N­ I ) , /"iv(̂ Af)) est conditionnée par l'historique hN = (so, flo, co\,­ ■ ■, «iv­i» w 
correspondant, c'est à dire P£(p) = P^ (ftjv)­
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Par un raisonnement parallèle au précédent, nous démontrons qu'une politique n in­

duit une distribution de probabilités PnA~l(­) sur l'ensemble HT, pour tout horizon T = 
0,1,■• • • ,N. En effet, à une réalisation d'une séquence aléatoire d'observations (5o, oo\, 002, • ■ ■, (DT) 
pour tout horizon T = l,­­­ ,N, correspond un historique hT ­ (so,ao,co\,a\,­­­ ,a­­\,ooT), 
avecflT = dT(hT­i,aT­x,coT) pour tout horizon T = l , ­ ­ , N, et p o u r r a 0, OQ = d0(^o)­Nous 
dénotons rz(HT, dT) la récompense perçue par le décideur et donnée par : 

rT(HT,d­) = En{rT(hT,aT)} (5.3) 

= £ P%­l{fh) Z P£(«rlWrT(fcr»«r­l), (5­4) 
h T eH T OjeAr 

pour tout horizon T = 0,1, • • •, N ­ 1 ; et par : 

rN(HN) = ­.n{rN(hN)} (5.5) 

= L KT^hN^N(hN), (5.6) 
hueHu 

pour T = AT. 

Soit vN(Ho) le total espéré des récompenses cumulées de l'horizon x = 0 à l'horizon 
T = N, si la politique n est utilisée et que le système est dans l'état 5o e S initialement. Pour 
toute politique n e n1^, cette quantité est définie par : 

«JrCHo) = EJYt r T (H T , d T ) + rN(HN)\ (5.7) 

Par hypothèse les récompenses sont bornées, c'est à dire \rT(HT,dT)\ ^ M < 00, et les 
ensembles S et A sont discrets. Alors, vN existe et est bornée pour chaque politique n e 
fl1^ et chaque horizon N. 

5.2.3 Politique et valeur optimales 

Pour un problème de contrôle des processus décisionnels de Markov, l'objectif est de 
déterminer une politique n* e n 1 ^ dont l'espérance des récompenses est la plus grande 
possible, et caractériser sa valeur. En d'autres termes, nous cherchons une politique n* e 
n 1 ^ telle que : VH0, 

vN\Ho) > vN(H0), (5.8) 

pour toute politique n e IIHA. On appelle politique optimale une telle politique. Dans cer­

tain cas, une politique optimale n'existe pas, on recherche alors des politiques dites e­

optimales. Pour tout e > 0, une politique e­optimale et notée n* est telle que : VHo, 

v*jj(Ho) + e > vn
N(H0), (5.9) 
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pour toute politique n e n 1^. 

Nous recherchons également à caractériser la valeur vN associée à un problème de 
contrôle des processus décisionnels de Markov, définie par : VHo, 

vN(H0) = sup t^(Ho), (5.10) 
TrenHA 

et lorsque le supremum est atteint, nous la réécrivons comme suit : VHo, 

v*N(Ho)=maxvN(H0), (5.11) 
neiiP* 

L'espérance des récompenses d'une politique optimale n* est telle que : VHo, 

vn
N\Ho)=v*N(Ho), (5.12) 

de même la valeur d'une politique e-optimale n* est telle que : VHo, 

v$(Ho) + e>vN(Ho), (5.13) 

Par définition d'un supremum, une politique e-optimale n* existe toujours pour tout 
e > 0. Nous avons supposé que le décideur désirait sélectionner une politique optimale 
pour tous les états initiaux possibles du système. En pratique, il peut connaître l'état ini­
tial du système et ainsi n'avoir qu'à sélectionner la politique optimale pour ce seul état. Le 
cas échant, il cherchera une politique qui maximise Z$P(5 = so)v*N(Ho), avec P(-) la dis­
tribution de probabilités sur l'état initial du système. Clairement, il pourrait résoudre ce 
problème en déterminant une politique optimale pour tous les états 5 du système tels que 
P(5 = 50) > 0. 

Nous appelons problème de contrôle des processus décisionnels de Markov un pro­
cessus de Markov centralisé ou distribué et complètement ou partiellement observable 
conjointement avec un critère d'optimalité. Cette classe de problèmes inclut les MDPs, 
POMDPs, DEC-MDPs et DEC-POMDPs. Les problèmes auxquels nous nous intéressons 
dans ce chapitre sont des problèmes de contrôle des processus décisionnels de Markov à 
temps discrets, à horizon fini. De plus, ils disposent comme critère d'optimisation l'espé­
rance des récompenses. Nous nous intéressons plus particulièrement au contrôle distri­
bué dans les dernières sections de ce chapitre. 

5.2.4 Évaluation d'une politique quelconque 

La théorie de la décision dans les processus de Markov est basée sur l'usage du raison­
nement rétrograde (programmation dynamique) afin d'évaluer récursivement les récom-
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penses espérées. Dans cette section, nous exposons une méthode d'évaluation de l'espé­

rance des récompenses pour une politique donnée. 

Soit n = (di, d2, ■ • •, flw­i) une politique aléatoire et non Markovienne. Posons u* : HT — 
OU l'espérance des récompenses obtenues en utilisant la politique n aux horizons T, T + 
!,"• , N ­ 1. Si l'ensemble des historiques à l'horizon T est H­, alors nous définissons u* 
pour tout T < N par : 

<(HT) = E* \ f. reWe>d<) + rN(HN) [ (5.14) 

et soit U N (HN) = rN(HN), pour HAT = Hv_i x AJV­I x QN­ Il est possible de lier ces deux 
valeurs par u*(HT) = v^.N(Hr), pour tout T = 0,1, ■ • •, N. 

Nous démontrons maintenant comment calculer vN en évaluant par un raisonnement 
inductif u*. Nous appelons cet algorithme l'algorithme d'évaluation d'une politique à ho­

rizon fini. Cet algorithme peut être simplifié. Pour ce faire, l'on restreint la classe des po­

litiques aux politiques n e nH D non Markoviennes et déterministes. D'un autre côté, les 
résultats à venir requièrent ce niveau d'abstraction. 

Algorithme d'évaluation d'une politique à horizon fini 

1. Posons T = N et U N (HN) = TN(HN) pour tout HN­

2. Si T = 0, arrêter, sinon aller à l'étape 3. 

3. Posons T — (T ­1) et calculons u"(HT) pour chaque HT par : 

un
T(H~) = rT(Hr,dT) + u^+l(Hr+i) (5.15) 

notons que HT+i = HT*ATx nT + i . 

4. Retourner à l'étape 2. 

Nous dérivons la valeur Uj(HT), équation (5.15), pour tout T = 0,1, • • •, N, comme suit : 
pour toute observation conjointe o = (001,002, • ■ ■ ,CON), 

<(HT) = r.(HT,dT) + En{un
T+l(HT,AT,coT+l)} (5.16) 

= rT(HT,dT) + <+1(HT+1) (5.17) 

L'équation (5.16) tient par définition de la valeur u*, en effet l'espérance des récom­

penses à l'issue de l'exécution d'une politique, n sur les horizons T,T + 1,­­­ ,N, lorsque 
l'ensemble des historiques à l'horizon T est HT, est égale à la récompense immédiate re­

çue en sélectionnant la règle de décisions dT plus l'espérance des récompenses sur le reste 
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des horizons. L'équation (5.17) s'explique par le fait qu'il n'existe qu'un seul successeur 
possible à l'ensemble HT à savoir l'ensemble HT+i = HT x AT * QT+i, pour tout horizon 
T = 0,1, • • •, N - 1. Ce raisonnement inductif réduit le problème du calcul de l'espérance 
des récompenses sur un horizon de AT à une séquence de ( N - 1) calculs similaires avec 
comme récompense immédiate r- et récompenses finales u*+l. Le théorème suivant ré­
sumant cette discussion, établit formellement que l'algorithme ci-dessus trouve en effet 
u*. La preuve est construite par induction avec comme index d'induction T. 

Théorème 4. Soit n e UHA, supposons que u* ait été généré par l'algorithme d'évaluation 
d'une politique à horizon fini. Il s'ensuit alors que pourtoutT ^ N l'équation (5.14) est vraie, 
etvN(H0) = UQ(HQ) pour tout Ho. 

Démonstration. Le résultat est trivialement vrai pour T = N, par hypothèse V N . N (HN) -
U N (HN) - rN(HN) pour tout HN- Supposons maintenant que l'équation (5.14) soit vrai 
pour tout horizon T + 1,T + 2,--- , N. En utilisant la définition de u* équation (5.16) et l'hy­
pothèse d'induction, il vient alors que : 

u?(HT) = rAH r ,dT) + En 
f N-l 

E J Y. rg(Hg,dg) + rN(HN) 
[e=T+i 

(5.18) 

= rT(HT,dT) + E,J £ rg(Hg,dg) + r N (H N ) \ (5.19) 

= E* j £ rg(Hg, dg) + rN(HN) Y (5.20) 

I V - 1 
= ^ ^ ( H / . d / î + fivCHjv) (5.21) 

Le terme entre crochets de l'égalité (5.18) est réduit au terme entre accolades dans l'équa­
tion (5.19) car la transition de l'ensemble d'historiques HT à l'ensemble d'historiques HT+1 = 
HT x A- x QT+1 est déterministe. De plus, comme HT est connu à l'horizon T, le premier 
terme de l'égalité (5.19) peut être inclut dans l'espérance, cela établit le résultat équation 
(5.20). À horizon T, il n'existe qu'un seul ensemble HT, ainsi se déduit le résultat souhaité, 
équation (5.21). D 

5.3 Principe d'optimalité 

Dans cette section, nous étendons les équations d'optimalité appelées équations de 
Bellman au cadre général du contrôle des processus décisionnels de Markov quels qu'ils 
soient, et nous étudions les propriétés de ces équations dans ce contexte. Nous montrons 
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par la suite que les solutions de ces équations correspondent aux fonctions de valeurs 
optimales et permettent d'extraire les politiques optimales. 

5.3.1 Équations d'optimalité 

Soit 

v*T.N(HT) = sup V$.N(HT) 
Tien™ 

(5.22) 

L'équation (5.22) dénote le supremum sur l'ensemble des politiques n e n 1 ^ non Mar­

koviennes et aléatoires, sur la somme espérée des récompenses cumulées aux horizons 
T, T + 1, • • •, N ­ 1, pour l'ensemble d'historiques HT. Pour T > 1, nous n'avons pas à consi­

dérer toutes les politiques pour estimer le supremum ci­dessus. Sachant l'ensemble d'his­

toriques HT, nous ne considérons que les politiques partielles nT:N­\ partant de l'horizon 
T. C'est à dire que nous ne devons calculer que le supremum sur les politiques nT_N­\ = 
(dT,dT+i,­­­ ,dN­\), telles que nT.N­\ e ï i \ ^ _ v Nous rappelons que l'ensemble des poli­

tiques n ^ _ j est donné par n \^_ . = D ^ x D ^ x ... x D ™ v 

/— Equations d'optimalité : 

Les équations d'optimalité sont alors définies comme suit : 

VT­.N(H­Ç) = sup {rT(HT,dr) + vT+i:N(HT+i)} 
dxeD™ 

(5.23) 

pout tout horizon T = 0,1, • • •, N ­ 1 et HT+i = HT* ATx OT+I • Pour T = 
tons la condition limite suivante : 

= N, nous rajou­ 4b 

VN­.N(HN) = rN(HN) (5.24) 

avec Hv = Hv­i x Ajv­i x Ojv­

Le supremum de l'équation (5.23) est atteint car l'ensemble A est fini. Nous pouvons 
alors remplacer l'opérateur sup par l'opérateur max, l'équation (5.23) devient dès lors : 

V T : N ( H T ) = max [rT{HT,dT) + vr+i;N(HT+1)} 
dxeD™ 

(5.25) 

Une solution au système d'équations (5.25) ou (5.23) et à la condition équation (5.24) 
est une séquence de fonctions VX­N­ {HT} — % avec r = !,­■■ ,N. Elles ont la propriété que 
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VN-.N satisfait l'équation (5.24), VN-.N-I satisfait la (N -l)-ème équation où VN est substitué 
au côté droit de la (N -l)-ème équation, et ainsi de suite. Nous signalons que l'ensemble 
{HT} des ensembles d'historiques correspond à tous les ensembles d'historiques acces­
sibles pour tout historique initial hoe HQ. Comme la transition d'un ensemble HT à un 
ensemble HT+\ est déterministe, la cardinalité de {HT} est égale à celle de l'ensemble des 
historiques initiaux |Ho|. Bien que l'ensemble des historiques initiaux est un continuum, 
Ho c g?(S), c'est à dire l'ensemble des distributions de probabilité sur les états initiaux du 
système, le Lemme 1 ci-dessous établit qu'il suffit de déterminer les solutions des équa­
tions d'optimalité sur l'ensemble des états 5 e S afin de garantir l'optimalité pour tout 
historique de Ho, et plus généralement l'optimalité sur HQ. Ainsi, sans perte de généralité 
on peut mettre l'accent uniquement sur le cas où l'ensemble des historiques initiaux est 
restreint à un état Ho = {(5o)}, pour tout état 5o e S. 

Lemme 1. Soit w une fonction intégrable sur un ensemble de Borel W d'un espace mesu­
rable (&, o, P). Il vient alors que, 

sup w(u)^ I P(u)w(u) (5.26) 
ueW JueW 

Démonstration. Soit w* = supu e W w(u). Si W est un continuum il vient alors que, 

>*= [ P ( u ) w * ^ [ 
JueW Jm 

w* = \ P(u)w*^ \ P(u)w(u). (5.27) 
lueW 

D 

Le Lemme 1 est en particulier vrai lorsque w est une fonction à valeurs réelles sur un 
ensemble discret W, dans ce cas simple l'intégrale est remplacé par l'opérateur somme. 

5.3.2 Propriétés des solutions 

Les équations d'optimalité sont des outils fondamentaux pour les problèmes décision­
nels de Markov. Ils offrent de nombreuses et importantes propriétés, y compris les proprié­
tés suivantes : 

1. les solutions de ces équations d'optimalité sont les valeurs optimales pour les pé­
riodes allant de T à N ; 

2. ces équations offrent une méthode de vérification de l'optimalité d'une politique ou 
d'extraction d'une politique optimale ; 
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3. si l'espérance des récompenses d'une politique nr:N satisfait les équations d'opti­
malité alors cette politique est optimale sur les horizons T, T +1, • • • ,N; 

4. ces équations sont également les bases pour la conception de méthodes efficaces 
afin de construire des politiques et fonctions de valeurs optimales ; 

5. enfin, elles peuvent être utiles pour l'identification des propriétés structurelles de la 
fonction de valeurs ou de la politique. 

Le théorème suivant résume les propriétés des solutions des équations d'optimalité. 
La preuve est construite par induction et illustre bon nombre des principes de program­
mation dynamique. Elle se décompose en deux parties. Tout d'abord, nous établissons que 
les solutions des équations d'optimalité constituent des bornes supérieures par rapport à 
v*.N et par la suite nous démontons l'existence d'une politique n pour laquelle u?.« est 
arbitrairement proche de VT:N-

Théorème 5. Étant donné vT une solution à (5.23) pour T = 1, • • •,N— 1, etvn satisfaisant 
la condition limite (5.24). Il s'ensuit alors que, pour tout ensemble d'historiques HT et tout 
horizon r = 1,--- ,N, 

VT-.N(HT) = v*T:N(HT), (5.28) 

et pour r = N, 

VN-.N(HN) = rN(HN)- (5.29) 

pour tout ensemble d'historiques HN-

Démonstration. La preuve se décompose en deux parties. Premièrement, nous établis­
sons par induction que pour tout Hg et £ = 0,1,--- , N : 

vg-MHg) Z v*g:NW> (5-30) 

Comme aucune décision n'est prise à l'horizon £ = N, 

VN.N(HN) = rN(HN) = VN: N {H N ) , (5.31) 

pour tout Hv et n e n 1 ^. 

Supposons maintenant que VT:N(HT) ^ v*.N(HT), pour tout HT à tout horizon T = (£ + 
1), • • •,N. Soit rt' = (d[, d!v • • •, d'N_x) une politique non Markovienne et aléatoire n e n 1^. 
Pour T = £, l'équation d'optimalité s'écrit : 

vg:N(Hg)= sup {rg(Hg,dg)+Vg+i:N(Hg+1)} (5.32) 
dfeD™-
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Il s'ensuit par hypothèse d'induction : 

vg-.N(Hg) ^ sup {rg(Hg,dg) + v*e+l.N(H£+l)} (5.33) 
d(€D™ 

^ sup {rg(Hg,dg) + v*'+1.N(Hg+i)\ (5.34) 
d/eD™ l ' 

^ rg(Hg,d'e)+vnè+l.N(Hg+l) (5.35) 

= vfN(Hg) (5.36) 
L'inégalité (5.33) suit directement de l'hypothèse d'induction. L'inégalité (5.34) est déduite 
de la définition de v*£+l.N, en effet v*e+l.N(Hg+i) ^ v"'+1.N(Hg+i) pour toute politique n' et 
pour tout horizon £ = 0,1, • • • ,N. L'inégalité (5.35) résulte par définition de l'opérateur sup. 
La dernière égalité (5.36) suit de l'équation (5.15) et du Théorème 4. 

Comme n' est arbitraire, il s'ensuit que : pour toute politique n e n 1^, 

vg-.N(Hg) ^ vn
tN(Hg) (5.37) 

Par conséquent vg-N(Hg) ^ v*(,N(Hg) et l'hypothèse d'induction est vérifiée. 

Maintenant, nous allons établir que pour tout e > 0, il existe une politique n' e n ^ 
pour laquelle, 

vng'.N(Hg) + (N-£)e ^ vg:N(Hg) (5.38) 

pour tout Hg et tout horizon £ = 0,1, • • • ,N. Afin d'y parvenir, nous construisons une poli­
tique n1 = (d\,d2,---, AN-I) en choisissant dn telle que : dg e D ^ et, 

rg(Hg, dg) + vg+X:N(Hg+i) + O ve,N(Hg) (5.39) 

Nous établissons le résultat équation (5.38) par induction. Sachant V N , N (HN) = VN-.N(HN), 
l'hypothèse d'induction tient pour T = N. Supposons maintenant que 

vn
x'.N(HT) + (N-T)e ^ vT:N(HT) (5.40) 

pour tout horizon T = ( £ + 1 ) , ( £ + 2) ,--- ,N. 

Il vient alors d'après l'équation (5.15) et le Théorème 4 et l'inégalité (5.39) que : 

v*[N(Hg) = rg(Hg,dg) + v*'+1.N(Hg+1) (5.41) 
^ rg(Hg,dg) + v g + h N ( H g + i ) - ( N - £ - l ) e (5.42) 
^ vg : N(Hg : N)-(N-£)e (5.43) 

L'inégalité (5.41) suit directement l'évaluation d'une politique équation (5.15). L'hypo­
thèse d'induction pour T = £ + 1 permet de déduire (5.42) et enfin l'inégalité (5.43) est 
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donnée par la définition de la politique n' à l'inégalité (5.39). Ainsi l'hypothèse d'induc­

tion est satisfaite pour T = £ et l'inégalité (5.38) tient pour T = 0,1, • • •, N. Donc pour tout 
e > 0, il existe une politique n' e n 1 ^ pour laquelle : 

v*.N(Hg) + (N­£)e > vfN(He) + (N~£)e (5.44) 
^ v*g:N(Hg) (5.45) 

□ 

Le théorème ci­dessus établit que les solutions des équations d'optimalité sont les 
fonctions de valeurs optimales pour les horizons T et au­delà. Le résultat suivant montre 
comment utiliser les équations d'optimalité afin d'extraire les politiques optimales, et de 
vérifier qu'une politique est optimale. 

Théorème 6. Soient les fonctions v*.N, pour r = 0,1, • • •, N, solutions des équations d'opti­

malité (5.25) et satisfaisant la condition (5.24). Soit également n* = (d^.d^,­­­ ,dN_A e n 1 ^ 
une politique, telle que : 

rAHT,d;)+v*T+l.N(HT+l) = max{rAHT,dT) + v;+1.N(HT+1)} (5.46) 
d j e D ™ 

pout tout T = 0,1, • • •, N. Il vient alors que, pour chaque T = 0,1, • • •, N, et tout ensemble 
d'historiques HT, 

vn
T*N(HT) = v*rN(HT), (5.47) 

Démonstration. La preuve est construite par un raisonnement inductif. Il est facile de 
montrer que VN*.N(HN) = r̂ v(Hiv) = v* (HN), pour tout ensemble d'historiques HN à l'hori­

zon TV. 

Supposons maintenant que le résultat équation (5.46) soit vérifié pour T = (£+1), • • •, N. 
Par suite, pour tout Hg = Hg^\ x Ag­\ x Qg, 

v*£.N(Hg) = max {rg(Hg,dg) + v*e+1.N(Hg+l)\ 
deeDf* 

= rg(Hg,d*e) + vn/+l.N(H£+1) 

La première égalité suit directement l'équation (5.46) et la seconde égalité est une consé­

quence de l'hypothèse d'induction, tandis que la dernière suit le Théorème 4. Donc l'hy­

pothèse d'induction est satisfaite et le résultat est vérifié. 
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L'équation (5.46) peut être réécrite comme suit, 

d* = argmax{rT(HT,dT)) + v*+1.N(HT+i)} (5.48) 
dxeD™ 

Le théorème 6 établit qu'une politique optimale est trouvée en résolvant tout d'abord les 
équations d'optimalité, puis en choisissant pour chaque ensemble d'historiques HT une 
règle de décision parmi l'ensemble des règles de décision non Markoviennes et aléatoires 
D ^ . S'il existe plusieurs règles de décision maximales, alors il y a plus d'une politique 
optimale. 

5.3.3 Enoncé du principe d'optimalité 

Le Théorème 6 offre une présentation formelle du principe d'optimalité, résultat fon­

damental de la programmation dynamique. Une des toutes premières citations de ce prin­

cipe remonte à Bellman : 

j— Enoncé du principe d'optimalité 

«An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial decision 
are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard to the state 
resulting from the first decision. » ♦ 

[Bellman, 1957]. 

Le principe d'optimalité tel qu'énoncé alors par Bellman n'est pas valide pour les pro­

cessus de Markov partiellement observables, car l'état courant du système y est inconnu. 
Cependant si l'on considère l'état comme étant l'information exhaustive collectée durant 
tous les horizons de l'horizon 0 à l'horizon T, c'est à dire les ensembles d'historiques HT, 
alors le principe d'optimalité reste valide et s'étend aisément au contrôle centralisé ou dis­

tribué des processus décisionnels de Markov partiellement observables, à temps discrets 
et horizon fini. Ainsi, toute politique n* satisfaisant l'équation (5.46) possède ces proprié­

tés, de plus une telle politique existe toujours car les maximums sont atteints. 

Dans le cas où le supremum (5.23) n'est pas atteint, ou alors que les ressources dispo­

nibles ne permettent pas de calculer la politique optimale TT*, il est possible de calculer 
une politique arbitrairement proche de la politique optimale ­ c'est à dire une politique e­

optimale. Afin d'y parvenir, nous modifions le théorème précédent comme suit. La preuve 
est construite sur la base de celle du Théorème 5. 
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Théorème 7. Soite > 0 un réel arbitraire. Supposons les fonctions v*.N, pourx = 0,1, • • •, N, 
solutions des équations d'optimalité (5.23) et (5.24). Soitne = (df,d|,­­. ,d£

N_l) e n 1 ^ une 
politique non Markovienne et aléatoire telle que : 

rAHr,d
e

T)+v;+1.N(HT+l) + ^­ > sup {rT(HT,dT) + v;+l.N(H r+i)} (5.49) 
N a\eD™ 

avec HT+i = HT* AT* QT+\ et T = 0,1, • • •, N. Il vient alors que, 

1. pourchaquer = 1,2,■ •• ,N, 

V**N(HT) + ( N ­ T ) ^ > V*T:N(HT) (5.50) 

2. nE est une politique e ­optimale, c'est à dire pour tout Ho, 

v^,N(Ho) + £>v*o:N(Ho) (5.51) 

Démonstration. Nous établissons ce résultat suivant un raisonnement par induction. Clai­

rement, l'hypothèse d'induction tient pour T = N, car v^.N(HN) = TN(HN) = V*N.N(HN)­

Supposons maintenant que : 

v£N(Hr) + ( N ­ T ) j ­ > v*r.N(HT) (5.52) 

pour tout horizon T = (£ + 1), • • •, N. Il vient alors d'après l'équation (5.15), le Théorème 5 
et l'inégalité (5.52) que : 

vf.N(Hg) = rg(Hg,dg)+vf+l.N(Hg+l) (5.53) 

= rg(Hg,dg)+v*e+1.N(Hg+l) + ( N ­ £ ­ l ) ^ (5.54) 

= v*.N(Hg) + ( N ­ £ ) ^ (5.55) 

L'hypothèse de récurrence est ainsi vérifiée pour T = £, et l'inégalité (5.52) tient pour T = 
0,1, • • •, N. Donc pour tout e > 0, il existe une politique nE e n 1 ^ pour laquelle : 

v£N(Hg) + ( N ­ £ ) ^ > vfN(Hg) + ( N ­ £ ) ^ (5.56) 

^ v*e:N(Hg) (5.57) 

en particulier pour T = 0, t/1' (Ho) + e ^ v * (Ho). 

D 
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5.4 Existence de politiques optimales et pures 

Dans cette section, nous étudions les propriétés structurelles des politiques optimales. 
Du point de vue des applications qui motivent cette recherche, plus la classe des poli­
tiques est restreinte plus facile est l'implémentation et l'évaluation des politiques corres­
pondantes. Par exemple, il est bien plus facile d'implémenter et d'évaluer une politique 
markovienne déterministe n e nMD qu'une politique pure n e nHSD et encore moins une 
politique non Markovienne aléatoire n e n1^. Nous démontrons section 5.4.1 respecti­
vement, qu'il existe toujours une politique déterministe et stationnaire, c'est à dire une 
politique pure, optimale pour tout problème de contrôle des processus décisionnels de 
Markov à temps discrets et horizon fini. 

«Encore une fois ces résultats généralisent celui concernant l'existence d'une poli­
tique markovienne et déterministe optimale dans le cadre des MDPs [Putterman, 1994], et 
celui concernant l'existence d'une politique pure optimale dans le cadre des DEC-POMDPs 
[Oliehoek et al., 2008]. Le lecteur se rapportera Chapitre 2 Section 1.2.3 pour plus de détails 
sur les classes de politiques et leurs relations.» 

5.4.1 Politiques déterministes 

Nous démontrons dans le théorème ci-dessous qu'il existe toujours une politique op­
timale ou e-optimale et non Markovienne déterministe, pour tout problème de contrôle 
distribué des processus décisionnels de Markov. 

Théorème 8. Les assertions suivantes sont vraies : 
1. Pour toute > 0, il existe toujours une politique e -optimale qui soit non Markovienne 

et déterministe n* e nHD. 
2. Soitv*.N une solution des équations (5.23) et satisfaisant (5.24) et supposons que pour 

chaque horizon T et ensemble d'historiques HT, il existe une politique non Marko­
vienne et déterministe n* = (dç,dl,--- ,dN_]), telleque: 

rAH-.d;) + vn
T'+1(HT,d;,QT+l) = sup {rAHT,dT) + v*T+l.H(HT,dT,QT+1)} (5.58) 

dTeD™ 

Il existe alors une politique non Markovienne et déterministe qui soit optimale : 

v;.N(HT) = v^N(HT) (5.59) 

pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. 
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Démonstration. Nous établissons tout d'abord que pour tout e > 0, il existe une politique 
it' e n ™ déterministe et non Markovienne telle que : 

vf.N(Hg) + (N­£)£ > Vg:N(Hg) (5.60) 

pourtoutH^­ et^ = 0, l,­­­, N. Afin d'y parvenir, nous construisons une politique n' = (do,d\,­­­ ,djv­i 
en choisissant une règle de décision déterministe dg telle que : 

rg(Hg,dg) + Vg+i:N(Hg+i) + e ^ Vg:N(Hg) (5.61) 

Établissons l'équation (5.60) par un raisonnement inductif. Comme VN(HN) = /N(HV), 
l'hypothèse d'induction tient pour l'horizon T = N. Supposons que v^.N(HT) + ( N ­ T ) E ^ 
VT.N(HT) pour tout T = 0,1,­­­ ,N. Il s'ensuit d'après le Théorème (4) et l'équation (5.57) 
que: 

vng,N(Hg) = rg(Hg,dg) + vn
e'+l.N(Hg+i) (5.62) 

^ rg(Hg,dg) + Vg+hN(Hg+l) + ( N ­ £ ­ l ) e (5.63) 
^ vg:N(Hg) + (N­£)e (5.64) 

L'hypothèse d'induction est satisfaite et l'équation (5.60) est vérifiée pour tout horizon 
T = 0,1, • • •, N. On en déduit l'existence d'une politique e­optimale non Markovienne et 
déterministe pour tout problème de contrôle des processus décisionnels de Markov. 

Nous démontrons ensuite l'équation (5.61) par un raisonnement inductif. Clairement 
VX.N(HN) = rjv(H/v) = V*N.N(HN). Supposons maintenant que l'hypothèse d'induction soit 
vérifée pour tout horizon T = (£ + !),­■■ ,N. ' 

v].N(Hg) = sup {r£(Hg,dg) + v*+l.N(Hg+1)\ (5.65) 
deeDf* 

= re(Hg,d*) + vf+l.N(Hg+l) (5.66) 
= vf.N(Hg) (5.67) 

L'égalité (5.66) résulte de l'hypothèse équation (5.58) et la dernière égalité résulte de l'équa­

tion (5.15). L'hypothèse d'induction est vérifiée et l'équation (5.59) est vrai. 

5.4.2 Malédiction de la distributivité 

Nous établissons dans cette section les conditions sous lesquelles une politique déter­

ministe calculée par un décideur centrale peut être distribuée à un ensemble J d'agents, 
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afin de permettre le contrôle distribué. Nous y établissons également un résultat aussi im­
portant que restrictif d'un point pratique, à savoir qu'en raison de la nécessité d'avoir des 
politiques distributives pour le contrôle distribué, la statistique exhaustive minimale est 
une croyance sur l'ensemble des historiques HT, pour tout horizon T = 0,1,--- ,N. C'est 
dans ce contexte que nous parlons de malédiction de la distributivité. 

agent 1 

décideur 

agent 2 

0 Q 
. FIGURE 5.2 - Politique distributive et déterministe pour 2 agents. 

Définition 14. Nous appelons politique déterministe et distributive, toute politique déter­
ministe n e nH D separable en plusieurs politiques individuelles et déterministe n1 e nH D , 
une pour chacun des agents i e J . 

Définition 15. ATous appelons règle de décisions déterministe et distributive, toute règle 
de décisions déterministe dT e D™ separable en plusieurs règles de décisions déterministes 
individuelles d\ e DHD, une pour chacun des agents, pour tout horizon r = 0,1, • • •, N. 

Soit n H D l'ensemble des politiques déterministes et distributives. De même, nous dé­
notons D™ l'ensemble des règles de decisions déterministes et distributives, pour tout 
horizon T = 0,1,-",N. L'exemple Figure 5.2 illustre une politique déterministe et distri­
butive représentée sous forme d'un arbre de décisions, pour un problème de contrôle 
distribué des processus décisionnels de Markov à 2 agents. On y observe qu'à la réalisa­
tion de toute historique hr du décideur équivaut un ensemble d'historiques individuels 
{hl

T}izj; un pour chaque agent i e j?, et cela pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. Malheureu­
sement, la connaissance d'un historique n'est pas suffisante pour la sélection d'une action 
contrairement au cas du contrôle centralisé des processus de Markov (voir Chapitre 2)). 
Plus généralement, nous démontrons que la prise de décisions centralisées dans le cadre 
du contrôle distribué ne peut se faire qu'en fonction de l'ensemble des historiques HT, 
pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. Le théorème suivant résume cette discussion. 
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Théorème 9. Soit v*.N une solution aux équations d'optimalité (5.23) et de la condition 
limite (5.24), pour tout horizon T = 0,1, • • •, N. La fonction de valeurs v*.N dépend de l'en­
semble des historiques HT, pour chaque horizon x = 0,1, • • •, iV. 

Démonstration. Dire que la fonction de valeurs v*.N dépend de l'ensemble des historiques 
HT, revient à dire que la sélection de la règle de décisions dr se fait conjointement pour 
l'ensemble des historiques HT. Afin de s'en assurer, raisonnons par l'absurde. Supposons 
qu'il existe un historique h e HT dont la sélection de l'action associée dT(h) soit indépen­
dante de l'ensemble des autres historiques HT\{h}. En outre, supposons que l'historique h 
équivaut à un ensemble d'historiques individuelles comprenant l'historique individuelle 
h1 de l'agent i e J * . 

Soit un historique h! e HT\{h} dont l'historique individuel de l'agent i e y est égale­
ment h1. 

Supposons que la sélection de action d?(h) assignée à l'historique h se fasse indépen­
damment de la sélection de l'action dT(h') assignée à l'historique h'. Il est alors possible 
que l'action individuelle assignée l'historique individuelle h1 soit différente selon que l'on 
considère l'action conjointe dr (h) ou dT(h'). En d'autres termes, l'agent i pourrait exécuter 
deux actions individuelles différentes pour le même historique, d'où la contradiction. Par 
conséquent la fonction de valeurs v*.N dépend conjointement des historiques HT, pour 
chaque horizon T = 0, l,--- ,N. D 

Afin d'illustrer ce théorème, considérons à nouveau l'exemple Figure 5.2. Supposons 
que nous puissions sélectionner indépendamment des autres historiques, l'action à as­
signer à h = (fl2fl2,to2fc>2). Soit («2fl2) l'action sélectionnée pour l'historique h indépen­
damment des autres historiques. Considérons maintenant l'historique h' = (a2a2,co2~o\) 
et («i A2) l'action qui lui est assignée indépendamment de h. En extrayant l'historique 
individuel de l'agent 1, h1 = («2,0^2), nous constatons que l'action individuelle qui lui 
est assigné dépend de l'historique conjoint considéré. Si nous considérons l'historique 
conjoint h, alors l'action exécutée par l'agent 1 sera et «2. Si nous considérons l'historique 
h', alors l'agent 1 exécutera l'action a,\. La sélection des actions individuelles dépend ainsi 
de l'historique conjoint considéré. Or par définition, lors du contrôle distribué les agents 
ne perçoivent que leurs propres observations impossible alors de construire un historique 
conjoint. D'où la dépendance mutuelle de l'ensemble des historiques HT dans le proces­
sus de sélection de leurs actions. 

Nous établissons maintenant que la distribution de probabilités sur l'ensemble des 
historiques HT est la statistique exhaustive pour la planification dans le cadre du contrôle 
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distribué des problèmes décisionnels de Markov partiellement observables, à temps dis­
crets et à horizon fini. 
Théorème 10. La distribution de probabilités sur l'ensemble des historiques HT est la sta­
tistique exhaustive pour la sélection des règles de décisions lors du contrôle distribué des 
processus de Markov, pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. 

Démonstration. La preuve est construite à partir du Théorème 9 ci-dessus. Nous avons 
montré que la fonction de valeurs v*.N dépendait de la totalité des historiques HT, pour 
tout horizon x = 0,1, • • •, N. Elle est donnée par : 

v*T.N(HT) = max Y P(h)-rAh,d(h))+v*T+l.N(HT+l) (5.68) 
d-DHD

 h £ H T 

= max T P(h)YP(s\h)R(s,d(h)) + v;+l.N(HT+i) (5.69) 
d z D m heHr seS 

où H T + i = HTdTcoT. 

D 

5.5 Programmation dynamique 

La programmation dynamique offre une méthode efficace de résolution des processus 
décisionnels de Markov à temps discrets et horizon fini. Dans cette section, nous intro­
duisons de nouveaux algorithmes de la programmation dynamique centralisée et montre 
qu'ils peuvent être utilisés soit pour calculer des politiques e-optimales soit des politiques 
approximatives dont l'erreur est bornée. Ces algorithmes sont basés sur les résultats théo­
riques énoncés aux sections précédentes. 

5.5.1 L'algorithme optimal 

Nous présentons l'algorithme pour des modèles dont le maximum est atteint pour 
l'équation d'optimalité (5.23), de sorte que nous soyons assuré d'obtenir une politique 
déterministe et optimale plutôt qu'une politique déterministe et £-optimale. L'algorithme 
résout de façon optimale les équations d'optimalité (5.23) et la condition limite (5.24). 

L'un des avantages majeurs de cet algorithme optimal est qu'il donne un cadre gé­
nérique pour les versions approximatives. En effet, l'applicabilité d'un tel algorithme est 
limitée à la résolution de problèmes pour des horizons relativement limités x ^ 10. 
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Algorithme 25 Algorithme d'induction rétrograde (DEC­POMDPs). 
1 
2 

procedure BI 
Posons x = Net V*N(HN) = Hv(Hv) pour tout HN­

répéter 
Posons T — ( T ­ 1 ) . 

Calculons v*.N(Hz) pour chaque HT par : 

v*.N(HT) ­ max {rT(HT,dr)+t/;+1.JV(HT+1)} (5.70) 
dmeD™ 

d; ­ argmax{rT(HT,dT) + vT*+1.N(HT+i)} (5.71) 
dreD?D 

notons que HT+1 — HT x Ar x O T + 1 . 
6: jusqu'à T = 0 
7: fin procedure 

Nous distinguons deux méthodes de représentation de la solution retournée par deux 
approches différentes du calcul d'une politique distributive optimale (respectivement une 
politique jointe optimale) dans le cadre du contrôle distribué d'un processus décision­

nel de Markov partiellement observable. L'une procède au calcule systématique de l'en­

semble des politiques distributives possibles pour chaque horizon x = N ­ l , N ­ 2 , ­ ­ ­ ,0. 
L'autre s'intéresse à l'ensemble des règles de décisions desquels elle extrait la meilleure 
pour chaque horizon x = N ­ l , N ­ 2 , ■■■ ,0. Comme illustré, en cherchant dans l'ensemble 
des règles de décisioris, nous devons avoir une certaine connaissance de l'ensemble _DHD 

d'où est extrait ces règles de décisions. Pour ce faire, nous pouvons énumérer de façon ex­

haustive l'ensemble DHD des ces règles de décisions. Pour chaque horizon x = 0,1, • • •, N, 
cela correspond à un ensemble de dimension \D™\ doublement exponentielle : 

|D™| = f ] IA'11^1 (5.72) 
i e J 

= n i ^ i | n ' | T t5­73) 
i e J 

A la différence de l'approche de génération exhaustive de politiques conjointes, notre ap­

proche met énormément d'efforts lors de la résolution des derniers horizons x = N ­ \ , N ­

2, • • •. Or ces horizons sont censés être résolus en premier. 

En effet, pour chaque règle de décisions à un horizon T = £ + 1 , toutes les méthodes 
de programmation dynamique à ce jour doivent considérer une action puis choisir un en­

semble de sous politiques jointes de sorte à construire une politique jointe de profondeur 
T, pour toute action a e AT et pour tout horizon x = N ­ 1 , N ~ 2 , ­ ­ ,0. L'approche que 
nous proposons d'étendre au cadre général du contrôle distribué bien que nouvelle est 
néanmoins relativement exigeante. Le déterminisme d'une règle de décision dr requiert 
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la connaissance de l'ensemble d'historique HT, or ce dernier est à priori inconnu. En géné­
rant l'ensemble des ensembles d'historiques Jt?T = [HT], nous pouvons supprimer celles 
qui sont dominées parmi les règles de décisions D™ générées, en utilisant la fonction de 
valeurs vT!N(Hr) donnée par : 

v^N(HT) = rAHT,dT) + v*T+hN(HT+l) (5.74) 
<+1:N(HT+1) = max vf;.\N(HT+l) (5.75) 

dT + ieDH D 

Nous disons qu'une règle de décisions d- est dominée si et seulement si il n'existe aucun 
ensemble d'historiques HT pour lequel d- est la règle de décisions optimale : VHT e <_̂fT, 

v*.TN(HT)<v*T.N(HT) (5.76) 

L'intérêt est de ne conserver qu'un nombre minime de règles de décisions, plutôt qu'un 
ensemble de dimension doublement exponentielle de valeurs pour chaque ensemble _i5fT, 
pour tout horizon x = 0,1,--- ,N. Pour restreindre encore plus l'ensemble des règles de 
décisions conservées il est nécessaire de dégrader légèrement la qualité de la solution 
souhaitée. En recherchant une solution e-optimale, nous pouvons réduire un peu plus 
le nombre de règles de décisions à conserver. En effet, une règle de décisions dr est e-
dominée si et seulement pour tout ensemble d'historique HT e J^T il existe une autre règle 
de décisions dT telle que : 

v%f{Hr) ^ vd^N(HA + e ^ (5.77) 

Algorithme 26 Algorithme d'induction rétrograde à base de croyances. 
1: procedure PB BI 
2: Posons x = N. 
3: Générons les ensembles JîfT, VT = 0,1, • • •, N. 
4: répéter 
5: Posons T — (T- 1). 
6: Générons l'ensemble des règles de décisions D™. 
7: Supprimons les règles de décisions e-dominées dans D™. 
8: jusqu'à T = 0 
9: fin procedure 

5.5.2 Convergence et bornes sur l'erreur 

Pour tout ensemble d'historiques HT e ^fr pour tout horizon x = 0,1,--- ,N, l'algo-
rithme d'induction rétrograde produit une fonction de valeurs vT.N. Nous montrons main­
tenant que l'erreur entre cette fonction de valeurs et la fonction de valeurs optimales v*.N 

est bornée. 
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La borne est inspirée de celle introduite dans le cadre de l'algorithme à base de croyances 
PBVI [Pineau et al., 2003b]. La borne dépend de comment Jfl?T est échantillonné par rap­

yp 
port à J7é °̂ ; plus l'ensemble ^ x est proche de < ^ ° , plus vT.^ est proche de v*.N. Soit VT:N 
(resp. V .̂N) est la matrice \S\ x |HT| associée à la fonction de valeurs vT*N représentée par 
un ensemble d'hyperplans, un pour chaque historique de HT (resp. H'.). Soit BT (resp. B'.) 
une matrice |HT| x \S\ représentant l'ensemble des distributions de probabilités associées 
à chaque historique h e HT (resp. H'T). Afin d'établir l'erreur \ \V^ ­ ICMIOO produite par 
notre algorithme, pour tout horizon x = 0,1, • • •, N, nous commençons par définir la den­

sité CT dans l'ensemble Jc°T comme la distance maximale de tout ensemble d'historiques 
H'T e J£^y à tout ensemble d'historiques HT e J7€x. Plus précisément, nous avons, 

CT = max min | |HT­HT | | i (5.78) 
H'mexXfH^eX­

où la norme Li est donnée par \ \H­ H'\\\ = maxf.£H,h'.H' W(h) ­ P(h')\\i. Nous pouvons 
dès lors prouver le résultat suivant : 

Théorème 11. L'erreur introduite par l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances 
pour tout horizon x = 0, l,­­­ ,N, en planifiant sur J€T plutôt que sur J ^ ° , est bornée par : 

T]T<(N­x)ÇT\r\oo (5.79) 

où J76*?0 l'ensemble de la totalité des ensembles H­; CT = \(*ffîj°,J€­\ est la norme­1; et 
\r\00^maxSia\R(s,a)\. 

Démonstration. Soit H'T l'ensemble des historiques dans J%*?° pour lequel l'algorithme 
d'induction rétrograde à base de croyances fait sa pire erreur et HT e JîfT l'ensemble d'his­

toriques le plus proche de H'T suivant la norme || ■ || i • Soit dr la règle de décisions maximale 
pour l'ensemble d'historiques HT et d'T la règle de décisions maximale pour l'ensemble 
d'historiques H'.. En ne parvenant pas à conserver d'T dans l'ensemble des règles de dé­

cisions non dominées à l'horizon x, notre algorithme fait une erreur d'au plus iÇN[l%) ­

vd]N(H'x). De plus, comme nous avons vx]N(HT) ^ vd*N(HT) + e par définition d'une règle 
de décisions ^­dominée. Ainsi, 

= ^ N (H^­v^ N (H ' T ) + (v^N(HT)­v^N(Hr)) (5.81) 

< ^ ^ T ) ­ ^ ( H ; ) + ^ ( H T ) ­ I ; ^ ( H T ) (5.82) 
= (V;.N­VT:N)AB'r­BT) (5.83) 
^ IV^­Vr jv loo­ i i ^ ­Br l i ­ (5.84) 
^ IIVT':N­VT.;VIIOO­CT (5.85) 

< (iV­TÎ­Irloo­Cr (5­86) 
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D 

Théorème 12. Pour tout ensemble X = {JfT}T, l'erreur produit par l'algorithme d'induc­

tion rétrograde à base de croyances est bornée par : 

£<iV-C-|rloo (5-87) 

où( = maxT CT • 

La borne décrite dans cette section dépend du degré de densité de l'ensemble _iïfT 

par rapport à 7̂6*?°. L'ensemble J ^ ° n'est constituée que des ensembles d'historiques 
HT accessibles par échantillonnage. Il est facile d'observer que la borne est valide pour 
f̂T = x ^ ° . Néanmoins, il peut être assez difficile d'échantillonner assez densément l'en­

semble j7t°T afin d'obtenir une borne de bonne qualité. Plutôt que de sélectionner à priori 
l'ensemble J7t°T, il est possible d'en sélectionner les sous­ensembles HT au fur et à mesure 
de l'estimation de la fonction de valeurs. Cela permettrait de réduire l'erreur sur l'algo­

rithme dans les régions de l'ensemble ^ ° où cela est nécessaire. Cette perspective sera 
envisagée dans des travaux à venir. 

5.5.3 Génération des ensembles {Jt°T\j 

La génération des ensembles o3?T se fait par simulation de l'exécution d'une politique 
déterministe et distributive n à partir d'un historique initial ho, pour tout horizon x = 
0,!,•■• ,N. Ces politiques peuvent être construites soit aléatoirement soit de façon heu­

ristique. Une heuristique de génération des ensembles < ?̂T, consiste à générer plusieurs 
ensembles HT pour différentes politiques conjointes it. Pour y parvenir, sélectionnons une 
politique conjointe n et un historique initial ho (pouvant par exemple être un état s e S). 
Puis simulons à chaque horizon x l'action dT(hT) ainsi qu'une observation u)x+\, de sorte 
que (hT, dT (hT),coT+i) constitue l'historique à l'horizon suivant (comme illustré à la Figure 
5.3). Le processus se poursuit pour toute les politiques conjointes sélectionnées. Les en­

sembles d'historiques HT collectés sont alors stockés dans J€T. 

5.5.4 L'algorithme à base de croyances et à mémoire limitée 

Dans cette section, nous présentons l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances 
et à mémoire limitée noté ÀT­PBBI et présenté Algorithme 27. 

La dimension des ensembles d'historiques HT est un véritable frein aux approches pré­

cédentes. Afin d'augmenter leur capacité à passer à l'échelle, nous préconisons de borner 
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FIGURE 5.3 - Illustration des approches de mises à jour à base de trajectoires. 

le nombre d'historiques à conserver dans les ensembles HT. Puis de ne planifier que sur 
ces historiques, en s'assurant néanmoins que la règle de décisions soit entièrement dé­
finie. Le choix des K historiques de l'ensemble HT à conserver est naturellement orienté 
par leur influence sur la fonction de valeurs. Nous choisissons de conserver les historiques 
h e Hr dont la probabilité P(h) est parmi les K plus élevés. Aux autres historiques il faudra 
assigner des actions garantissant la distributivité de la politique résultante. 

f— Création de politiques déterministes et distributives heuristiques 

1. Résoudre le problème de contrôle centralisé associé à celui du contrôle distri­
bué. 

2. Décomposer la politique déterministe n ainsi trouvée en plusieurs politiques 
individuelles pour chaque agent i e ^ . 

3. Simuler l'ensemble des politiques distributives résultant du produit croisé des 
politiques individuelles des agents ^ . 

* 

* 
FIGURE 5.4 - Création de politiques déterministes et distributives heuristiques. 

De même que pour l'algorithme précédent, nous pouvons établir une borne sur l'er­
reur produite par l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances et à mémoire 
limitée. Nous montrons que pour tout horizon x = 0,1, • • •, AT, la fonction de valeurs défi­
nie sur les K plus probables historiques des ensembles HT e < ?̂T, et représentée par l'en­
semble d'hyperplans V^N est bornée. De même que dans le cas précédent, l'erreur est 
fonction du degré de densité de l'ensemble J?fT mais aussi des K historiques sélectionnés 
pour chaque ensemble HT G jF r . L'erreur ainsi produite, || V ^ - V * ^ ^ , est bornée par : 

IVSr-t£wloo-< 1 1 ^ - ^ 1 1 » +II V^-V^Hoo (5.88) 
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Algorithme 27 Algorithme JJT-PBBI. 
1: procedure K-PBBI 
2: Posons T = N et K un entier. 
3: répéter 
4: Générons les ensembles J3?T tel que |HT| ^ K^JK pour tout horizon x. 
5: Posons T — ( T - 1 ) . 

6: Générons l'ensemble des règles de décisions Yliej? \Al \K-
7: Supprimons les règles de décisions e-dominées. 
8: jusqu'à T = 0 
9: fin procedure 

d'après l'inégalité du triangle. Le second terme est bornée par N • C • I r loo d'après le Théo­
rème 12. Le reste de cette sous-section établit et prouve la borne sur l'erreur du premier 
terme. 

Théorème 13. L'erreur introduite par l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances 
et à mémoire limitée pour tout horizon x, en planifiant sur l'ensemble Ĵ fT plutôt que l'en­
semble^^0 est donné par : 

q. < l-EP(fcjfc) +CT 
k=\ ) 

(N-x)- \ r \œ (5.89) 

où(T est la densité de l'ensemble J¥ X ;ethk est un des K historiques sélectionnés pour chaque 
HT e JF r , pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. 

Démonstration. La preuve de ce résultat est construite en considérant l'erreur , (N-x ) -
\r\oo, en pire cas produite par la non prise en compte pour tout historique h e HT, pour 
tout horizon x - 0,1, • • •, N. En somme, l'erreur produite par la non utilisation de ces his­
toriques est donnée par (l - T.f=1 P(hk)) • (N-x) - \r\oo. 

Théorème 14. Pour tout ensemble J7€ = {^T}, l'erreur produite par l'algorithme d'induc­
tion rétrograde à base de croyances et à mémoire limitée est donnée par : 

e < [ p + C]-AHr|oo (5.90) 

oùC = maxTCT etp = maX{hkh:Hx (l-£f=1P(/ijfc)). 

La borne sur l'erreur produite par l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances 
et à mémoire limitée dépend de la densité de J7€- mais aussi des K historiques sélectionnés 

file:///r/oo
file:///r/oo
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pour chaque ensemble HT e JfT, pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. Plus la somme des pro­
babilités sur ces K historiques est proche de 1 plus l'erreur produite est proche de celle de 
l'algorithme d'induction rétrograde à base de croyances. Bien que sélectionner les K plus 
probables historiques semble à première vue une bonne heuristique, il faut néanmoins 
tenir compte de valeurs des différentes historiques. En effet, un historique de probabilité 
faible peut être associé à une valeur relativement élevée. 

5.6 L'algorithme PBIP 

Dans cette section, nous proposons l'algorithme induction rétrograde à base de croyances 
et à mémoire limitée, nommée « point-based incremental pruning » (PBIP). Cet algorithme 
vise à remplacer l'opérateur de mise à jour de tout algorithme de programmation dyna­
mique communément nommé opérateur de « génération exhaustive ». En effet cet opéra­
teur, permettant de générer l'ensemble des politiques £IT:N à chaque horizon x = 0,1, • • •, N, 
requiert des efforts en temps et en mémoire. Nous proposons de le remplacer par un opé­
rateur de recherche heuristique des K meilleures politiques individuelles par agent et ho­
rizon de planification. 

L'algorithme PBIP est un algorithme itératif. C'est pour cette raison que nous limite­
rons notre exposé à un seul horizon T = 0,1, •• • ,N de planification. Pour chaque horizon 
T, nous voulons sélectionner _K"|jr| politiques déterministes et distributives ÔT:N G &.-.N- En 
particulier, pour tout historique hr e Ho.T et un ensemble de politique déterministes et dis­
tributives i2T+i:jv> il s'agit de construire la politique déterministe et distributive sous forme 
d'un arbre de décisions ÔT:N dont la valeur est maximale pour l'historique hT. Un tel arbre 
de décisions est construit en sélectionnant d'une part une action conjointe CI(ÔT:N) = a 
et d'autre par pour chaque observation une sous politique déterministe et distributive 
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<5T+I:JV
 e &T+1­.N tel que r/(ô\.jv>w) = °VH­JV­ Cela de sorte que l'arbre de décisions ainsi 

construit soit distributif. 

5.6.1 Espace de recherche 

Hypothèses 4. Tout au long de cette section, nous supposons que chacun des agents dispose 
d'un ensemble d'observations individuelles de même dimension K ­ \ol \, pour tout agent 
i e J? . Cette hypothèse peut être satisfaite en compensant les ensembles d'observations indi­

viduelles par des observations individuelles fictives et imperceptibles à l'exécution. 

La recherche d'une politique déterministe et distributive dont la qualité est la meilleure 
pour un historique prédéfini se fait par commodité dans l'espace des arbres de décisions 
conjoints correspondant chacun à un \^\­tuple d'arbres de décisions individuelles, un 
pour chaque agent i e J . Compte tenu de la contrainte de distributivité de la politique re­

cherchée, nous introduisons la propriété suivante des politiques déterministes et distribu­

tives. Ces propriétés permettent de simplifier la représentation des politiques distributive 
et par conséquent réduire l'espace de recherche et les efforts consacrés à son exploration. 

Théorème 15. Soit n e fiHD une politique déterministe et distributive. Il existe alors un 
I J\­tuple (n l,n2,­­­ ,7T|J?I) de politiques déterministes individuelles, une pour chaque agent 
i e J , telle que les contraintes ̂ i et ̂  suivantes soient satisfaites : 

1. Vi: a(n) = (a(nl),a(Tt2),­­­,a(Ttw)) 

2. ^2­.q(n,hT) = (q(n\h} t),­­­,q(n^,h[J])) 

où hT = (h\, h2., ■ • ■, h[ ), a est une application associant à tout politique n l'action en ra­

cine, etrj une application qui associe à tout couple (n, hT) une sous politique. 

Démonstration. La preuve est construite directement à partir de la définition d'une poli­

tique déterministe et distributive. 

Cette propriété est en particulier vraie lorsque la politique déterministe et distributive 
est représentée sous forme d'un arbre de décisions ô s (ôl,Ô2,­­­ ,5 |J?I). Les contraintes^ 
et ^ se déclinent alors comme suit : 

1. c€ l:a(Ô) = (a(ô l),a(82) l­­­,a(8^)) 

2. ^2­q(o,oj) = ( v ( o \ o o ' ) , ­ ­ , q ( o ^ , o o w ) ) 
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Ces contraintes permettent de construire de façon centralisée un arbre de décisions cor­

respondant à une politique déterministe et distributive. Comme l'illustre la Figure 5.5, en 
construisant un arbre de décisions sur un sous­ensemble bien choisi des observations 
conjointes, il est possible de construire un \^\ ­tuple d'arbres de décisions individuelles, 
un pour chaque agent i e J?. En connaissance de ce \J\­tuple d'arbres de décisions indi­

viduelles, on peut reconstruire l'arbre de décisions complet correspondant à une politique 
déterministe et distributive. 

agent 1 
( a 2 \ 

agents Ç \ fÇ\ 

/ S 

B © 
—â&ft*­3

Jte r 
«2 

Q & 

FIGURE 5.5 ­ Construction d'un arbre de décisions distributives de deux agents. 

Afin d'énoncer les conditions pour lesquelles cela est possible, nous introduisons quelques 
définitions. Nous appelons un ensemble d'observations conjointes de base, tout sous­ensemble 
minime d'observations conjointes Q* c Q, telles que chaque observation individuelle y est 
représentée au moins une fois. Considérons par exemple un problème de contrôle distri­

bué d'un processus de Markov impliquant deux agents muni chacun d'un ensemble de 
deux observations individuelles co' s {001,002}, pour i = 1,2. L'ensemble des observations 
conjointes {002001,001CO2} est un ensemble d'observations conjointes de base, car chacune 
des observations individuelles de chacun des agents y est représentée, de plus cette en­

semble est de taille minime car la suppression d'une des observations conjointes rend 
caduque la satisfaction du premier critère. 

Nous appelons politique de base, toute politique définie exclusivement sur des histo­

riques h­ = (ao,co\, «i, • • ­, AT_I, wT) formées de séquences d'actions et d'observations pour 
lesquelles les observations 001,002,­■ ­co­ appartiennent à un même ensemble d'observa­

tions conjointes de base Q, pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. Une fois de plus revenons sur 
l'exemple précédent, et considérons la politique de base illustrée à la Figure 5.5. Il apparaît 
alors que cette politique de base est suffisante pour construire une politique déterministe 
et distributive. 
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Théorème 16. Toute politique déterministe de base n est une politique déterministe et dis­

tributive. 

Démonstration. Par construction une politique déterministe et distributive ft équivaut un 
|^|­tuple de politiques individuelles (nl,Tt2,­­­ , n ^ ) . 

D 

Ainsi à toute politique de base correspond une unique politique déterministe et dis­

tributive. Pour cette raison, l'algorithme PBIP focalise son attention à l'assignation d'une 
sous politique ÔT+I :N à chaque observation de base ooeQ, une fois définie il est facile de 
déterminer les affectations de sous politiques aux observations co' eQ\Q dits hors base. 
C'est à ce niveau que les contraintes ^ i et ^2 sont utiles. En effet, connaissant une poli­

tique de base it, nous pouvons extraire le \J\ ­tuple de politiques individuelles (n1, n2, ­ ­ ■, 71^') 
correspondant. Puis, d'après la contrainte ^2. nous pouvons identifier les sous politiques 
assignées aux observations hors base 00' eQ\Q. Considérons encore notre exemple à deux 
agents illustrer à la Figure 5.5. Nous constatons que suite à l'assignation de sous politiques 
(«2fli) et («2fli) respectivement aux observations de base (002CO1) et (oo\oo2), nous avons 
pu construire la paire de politiques individuelles à droite. Dès lors il nous est possible 
d'identifier les sous politiques à assigner aux observations hors base. Considérons par 
exemple l'observation 002CO2, d'après la contrainte ^2, q(S,co2C02) = (q(ôl ,co2),q(ô2,002)). 
Soit n(Ô,002(02) ­ (fl2fli), en observant les politiques individuelles ô1 et ô2 des agents 1 et 2. 

L'espace de recherche de l'algorithme d'élagation incrémentale à base de croyances 
est alors celui des politiques déterministe de base. Ces dernières seront représentées sous 
forme d'arbres de décisions. Cet espace de recherche est plus compacte que celui des po­

mi­i 
litiques déterministes conjointes de dimension | A| imN+1­i, car sa dimension n'est que de 

ini­i 
\A\ iàN+1i­i. Cet espace de recherche requiert bien moins d'efforts de calculs que l'espace 

, . in'1­1 
des politiques déterministes et distributives de dimension YlieS \Al I,Q'' ­1 • La différence 
réside dans la nécessité de vérifier la contrainte ^2 autant de fois qu'il y a d'observations 
hors base. Malgré un réduction exponentielle de l'espace de recherche par rapport à l'es­

pace des politiques déterministes, et de temps par rapport à l'espace des politiques dé­

terministe et distributives, il ne reste pas moins vraie que cette espace est de dimension 
exponentielle. C'est dans ce contexte que s'inscrit notre algorithme de recherche heuris­

tique. 
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5.6.2 Heuristiques d'exploration de l'espace de recherche 

Cette section propose des stratégies d'exploration de l'espace de recherche constitué 
des politiques déterministes de base sous forme d'arbres de décisions. La première stra­
tégie d'exploration de l'espace de recherche est de définir une estimation heuristique de 
la valeur d'une politique. Si cette valeur est optimiste par rapport à la valeur réelle de la 
politique recherchée, alors elle peut être utilisée afin de guider la recherche. La seconde 
stratégie d'exploration de l'espace de recherche est de définir un critère de différencia­
tion de deux ensembles d'observations de base. En effet, il est fort probable que selon 
l'ensemble d'observations de base sélectionné les efforts de recherche requis soient dif­
férents. Enfin, en combinant les deux premières stratégies, la troisième stratégie consiste 
à concentrer le maximum d'efforts dans les régions des croyances qui sont susceptibles 
d'améliorer significativement la qualité de la politique en construction. 

Estimations heuristiques 

Afin de définir une estimation heuristique d'une politique sous forme d'un arbre de 
décisions, nous procédons comme suit : pour tout historique hT, nous sélectionnons une 
action conjointe CÏ(ÔT:N) = aT, et des sous politiques q(ôr-.N,ooT) = 5T+i:iv u n e P o u r chaque 
observations de base ooT e Q, telle que : 

1. la valeur exacte si la sous politique <5T+i.;v e ^T+I-.N est assignée à l'observation coT 

est donnée par : 

vô*+1N(hT+1) = £P(s'\hT+i)vô*+i-N(s') (5.91) 
s'eS 

où hT+i = hxaTcoT etP(s\h r+i) = Zses^(s\hT)T(s'\s,aT)0(ooT\s,aT). 

2. la valeur exacte d'une politique ÔT_N si nous avons connaissance de l'ensemble des 
assignations de sous politiques aux observations est donnée par : 

vô-N(hT) = £P(5|/iT)i?(5,flT)+ Y* «**rJ""r)(ftr+i) (5.92) 
seS wTeCï 

3. la valeur optimiste d'une politique ÔT:N si seuls les observations co\ ont été associées 
à une sous politique chacune, et les autres observations 002 sont encore à assigner, 
est donnée par : 

vôr»(hT) = Y , R ^ r , a T )+ £ vô" l N(hT + 1)+ £ v(hT+i) (5.93) 
seS aiTefi i Wi-ef^ 
* „ . ' > x , ' 

G(hz,ôT:N) mhr.ôr-N) 
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oùR(hT,a­) = P(s\hAR(s,a­),hT+i = (hT,aT,ooT+i),ÔT+i:N = q(ÔT­M,^ 

Théorème 17. Pour toute politique <_fT.jv obtenue à partir de la politique ÔX­N en y assi­

gnant des sous politiques aux observations non affectées, vSjN(hT) ^ vôrN(hT) , pour tout 
historique hT et pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. 

Démonstration. La preuve de ce théorème est triviale par construction de la fonction de 
valeurs vôj. En effet, cette heuristique est basée sur la décomposition de la valeur d'une 
politique ÔT:N en deux estimés. Le premier estimé, G(hT,ôr:N), est la valeur exacte issue de 
la récompense immédiate et des sous politiques sélectionnées en accord avec la contrainte 
^2­ Le second estimé, H(hr,ôr.N), est une borne supérieure sur la valeur exacte des sous 
politiques restant à assigner. 

D 

Ce théorème prouve que l'heuristique î) est une heuristique admissible, et peut être 
ainsi utilisée afin de guider la recherche de la politique de valeur maximale pour un histo­

rique donné. 

Sélection des observations de base 

Comme nous l'avons énoncé d'entrée l'espace de recherche de l'algorithme d'élaga­

tion incrémentale de politiques à base de croyances est restreint à l'espace des politiques 
de base. Plus précisément, il s'agit en pire cas de l'ensemble Q\+X.N> P o u r tout horizon 
T = 0,1,­­­ , N ­ l . Or à partir d'un historique hr, nous pouvons éliminer certaines po­

litiques candidates à l'assignation pour chacune des observations de base coT e Q. Soit 
■̂ T+i­AT l'ensemble des politiques non dominées pour une observation de base coT, un his­

torique hT et un ensemble _­2T+I:N donnés. Le meilleur ensemble d'observations de base 
correspond alors à un ensemble dont l'espace de recherche YloTeù &T+\­N

 aP rès élimina­

tion des politiques dominées est le plus petit, pour tout horizon r = 0,1, •• • , N ­ 1 . 

L'idée est donc de remplacer l'espace de recherche en pire cas â ' ,.« par un espace 
plus compact V[w €Q &T+\­N' P o u r t o u t h°r i z o n T = 0,1, • ■ •, N ­ 1 . Si nous souhaitons construire 
la politique sous forme d'arbre de décisions dont l'action à la racine est aeA, nous devons 
décider quelle sous politique <!>T+I.N

 e Q.+\­.N doit être exécutée après avoir observé une 
observation oo­ e o, pour tout horizon T = 0,1,• • • , N ­ 1 . Plutôt que de considérer toutes 
les possibilités d'assignations, nous maintenons uniquement les politiques de l'ensemble 
■^T+iiv Q1" s o n t utiles pour tout historique hT, et les politiques des autres agents £yl

+l.N­ \ 
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En d'autres termes, une politique ô'T+l.N e Q l
x+VN d'un agent i e J est dite non dominée 

si la valeur de cette politique est plus élevée que celle de tout autre politique pour une dis­
tribution de probabilités sur les politiques des autres agents Sx'+l.N et les états possibles et 
pour un historique hT donné par le programme Figure 5.6. Il s'agit d'un simple programme 
discret, de complexité 0(|i2||O||S|) pour chaque politique individuelle à tester - soit une 
complexité globale en pire cas de 0(|,22||Q||S|). 

f— Programme linéaire d'élimination de sous politiques dominées 

1. Soit une action A e A, un historique h e H, une politique individuelle ô' et une 
observation individuelle co1. 

2. Posons co = utto**, S = 8*$** e t ô = 0*8**. 

3. Maximiser C, sachant : V<5' e £ ' \ { ô ' } , Vw*' e co*', 

feaô^Wrô) *ç<\Ytas*t)'ifih) (5.94) 
Xs*' I W ' ) 

où LottCio**) = l , h = hoco et^(Ô*[) ^ 0. 

4. Si la variable C est négative (C ^ 0) alors supprimer Ô' de 21 '. 

FIGURE 5.6 - Programme linéaire d'élimination de sous politiques dominées. 

:(!.« vd, D 

[{JC, 

agent t agent 2 

< Hx.Tlj 

'agent 1 agpnt 2 

O O O 
FIGURE 5.7 - Illustration du critère de domination de sous arbres de décisions. 

Considérons par exemple un problème de contrôle distribué des processus de Mar-
kov(S,A\A2 ,T,R,Q\Q2 ,0) défini comme suit : S = {0,1}, A1 = A2 = {0,1,?} et fî1 = O2 = 
{0,1,?}. Les ensembles des politiques individuelles à horizon x = N sont restreints aux 
ensembles d'actions individuelles. Si nous souhaitons construire une politique conjointe 
sous forme d'arbre de décisions avec pour action initiale (1,1), nous devons assigner une 
action conjointe pour chacune des observations conjointes. Seulement compte tenu du 
nombre exponentiel de possibilités d'assignation, nous voulons savoir à priori quelles po­
litiques de l'horizon x = N est inutile pour notre arbre de décisions en construction. De 
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plus, nous disposons d'une croyance, c'est à dire un historique ho. Dès lors nous pouvons 
utiliser ces données afin d'appliquer la méthode ci-dessus d'élimination des politiques 
dominées. En particulier, nous aimerons savoir si la politique individuelle « 1 » domine 
la politique individuelle « ? » pour l'observation individuelle « ? » de l'agent 2 - voir Fi­
gure 5.7. Les variables x et y sont paramétriques et peuvent prendre n'importe quels va­
leurs dans {0,1, ?}. La Figure 5.7 traduit le fait que si pour tout historique individuel lxy de 
l'agent 1, les récompenses cumulées pour l'historique conjoint (lxy, 1?1) sont supérieures 
à celles cumulées pour l'historique conjoint (lxy, 111), alors la politique individuelle 1 est 
dominée par la politique individuelle « ? » pour l'action conjointe (1,1) et l'observation 
individuelle « ? » de l'agent 2. 

Nous démontrons maintenant que l'algorithme d'élimination des politiques indivi­
duelles ô l

r+l.N n'élimine pas des politiques individuelles qui aurait contribué dans la construc­
tion de la politique conjointe ÔT:N maximale pour un historique donné. 

Lemme 2. Tout politique individuelle ô l
+ l . N supprimée par l'algorithme d'élimination de 

politiques individuelles dominées est une sous politique individuelle d'une politique conjointe 
ÔT:N dominée pour un historique hT donné. 

Démonstration. Nous montrons en particulier que si la politique individuelle ô1 de l'agent 
i e J ' a une sous politique non maintenue par l'algorithme d'élimination de politiques 
individuelles dominées, alors Ô' doit être dominée par une distribution de probabilités sur 
les politiques individuelles non dominées <5'. Cela est déterminé par l'équation suivante : 

v5(h) ^ £C(#)V(fe), Vtf*' (5.95) 
S' 

oi iÔ = (Ô i ,Ô* i )e tÔ = (Ô i,Ô* i). 

Considérons maintenant l'ensemble des politiques individuelles de l'agent i e J com­
mençant par l'action conjointe a. Si l'agent perçoit par la suite l'observation individuelle 
o'. et choisit la politique individuelle ô'. n'appartenant pas à l'ensemble des sous politiques 
utiles, alors nous pouvons montrer que Ô1 doit être dominé par un ensemble de politiques 
identiques à la politique individuelle <_>' sauf qu'au lieu^de choisir ô1., une distribution de 
probabilités sur les politiques individuelles dans l'ensemble £2l est choisie. 

Comme la sous politique individuelle ô1. = q(ôl,ool.) n'a pas été maintenue dans l'en­
semble __â' ,, nous savons ainsi qu'il existe une distribution de probabilités sur des sous 

a'.io'j ^ 
arbres qui la domine pour toute action conjointe a et observation individuelle oo1. : 

* i if-(ha(0])^Y*U6jrfi(haû,j)> v 5 f (5-96) 

6) 
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où ôj = ô'JS** etÔj = 0*0^ de même co-, = tùKtû*1. 1 j J j J J 

Sachant cette distribution ((S1.) nous pouvons calculer une distribution de probabili­
tés sur les sous politiques qui permettent de choisir les politiques de ô'. lorsque l'observa­
tion individuelle co'- est perçue, le cas échéant choisir les mêmes sous politiques que celle 
inclus dans ô1. La valeur de la politique ainsi construite est donnée par : 

ifnhatafi^^Çiê^ifnh-m-Oj), Vôt1 (5.97) 

G 

Exploitation du « poids » des croyances 

Rappelons que nous voulons construire pour toute croyance h, une politique à hori­
zon T sous forme d'un arbre de décisions, dont l'action en racine est a et les sous arbres 
correspondent à des assignations à chacune des observations ooeQ d'arbres de décisions 
Ô construits pour l'horizon (T +1). Nous avons vu que cela pouvait être accomplit en assi­
gnant d'abord une sous politique à chacune des observations de base oo e Q. La question 
est donc de savoir comment sélectionner au mieux ces observations de base. Dans ce sous 
section, nous nous intéressons en particulier aux poids de croyances comme autre critère 
de sélection des observations de base. 

Bien que cela ne soit pas systématique, il arrive qu'une observation oo soit impercep­
tible à la suite d'une croyance h donnée, c'est à dire P(co\ ha) = 0. Dans ce cas précis l'obser­
vation doit être exclue des observations de base potentielles. Il arrive plus généralement 
que les récompenses cumulées à la suite d'une croyance suivi d'une observation donnée 
soit bornées par un petit réel positif e, en d'autres termes, 

max 
s 

£ P(s\haoo)vô(s) ^ e (5.98) 

Dans ce cas, en supprimant l'observation oo des observations de base potentielles, la qua­
lité de la politique construite à partir des observations de base excluant oo est préservée à e 
près. Cela signifie que n'importe quelle politique Ô à horizon (T +1) peut être assigné à ces 
observations sans détériorer significativement la qualité de politique à horizon x, tant que 
ô satisfait la contrainte cé?2- Nous appelons critère d'élimination des observations de base 
potentielles le critère symbolisé par l'équation 5.98 et l'ensemble des observations de base 
potentielles est noté Q. 
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Comme nous souhaitons déterminer l'espace de recherche le plus compacte possible, 
il nous faut sélectionner les observations de base co e Q. telles que la dimension n w e n \&a<o\ 
soit la plus petite possible. Ce problème est un simple problème combinatoire, et en ce 
sens il peut être résolu via un simple algorithme de recherche heuristique de type A* ou de 
façon équivalente l'algorithme de séparation et évaluation. La solution recherchée est bien 
évidemment un ensemble d'observations {oo\,002, • • • ,00^} constituant l'ensemble des ob­

servations de base. Plus formellement, il s'agit d'assigner à |Ù| variables v e Y une valeur 
parmi l'ensemble des observations de base potentielles 2>v = Q. L'idée de l'algorithme est 
de contraindre progressivement les domaines 2>v des variables v de sorte qu'à terme il 
ne reste qu'une seule valeur par domaine, celle d'une observation de base. Ainsi la valeur 
heuristique d'une solution partielle (i>\, V2,"•, v^) est donnée par : 

v(v i ,V2 , ­ ­ ­ , v { ù l ) = 7 m i n I*2*»! t5­") 
v oeDn 

Afin de contraindre les domaines Q)v associés aux variables v, de restreindre tout ou par­

tie des variables v à un domaine ne contenant qu'une seule observation Dv = {co} ­ on 
dira alors que v est assigné. En connaissance des variables assignées, il est possible de 
contraindre les domaines des autres variables en vertu de la contrainte cé?2­ Le lecteur no­

tera que lorsque l'ensemble des domaines 2>v est restreint à une seule valeur, v(v\, 1̂ 2,••■, v,­^) 
v(v\, V2, • ■ ■, f|Q|). Le problème peut se formuler comme un problème d'optimisation sous 
la contrainte 0^,^,0), v) définit comme suit : 

1. Y = {v\, V2,­­­, f|à|} correspond à l'ensemble des variables, chacune représentant 
une observation de base. 

2. ^ = ^2 est la principale contrainte du problème, il s'agit d'une contrainte sur l'en­

semble des variables Y. 

3. @ = {aviver définit l'ensemble des domaines ®„ = Q, incluant l'ensemble des ob­

servations de base potentielles, des variables veY. 

4. v est l'heuristique d'évaluation admissible des solutions candidates du problème. 

De nombreux algorithmes de la littérature des COP s permettent de résoudre efficace­

ment ce type de problèmes. La solution d'un tel algorithme correspond aux observations 
de base recherchées. Malheureusement, résoudre un COP est NP­difficile en générale or 
la sélection des observations de base n'est qu'une sous routine parmi d'autres. Nous pou­

vons réduire considérablement le temps consacré à cette tâche en utilisant un algorithme 
de recherche gloutonne. En particulier, nous pouvons affecter une variable v après l'autre 
en leur assignant l'observation 00 dont l'espace des politiques |­_âflJ est le plus petit, tout 
en satisfaisant la contrainte ^2­ Nous pourrions ainsi construire en temps linéaire un en­

semble d'observations de base de dimension réduite sans nécessairement être minime. 
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5.6.3 Application du branch­and­bound 

Le problème de constmction d'un arbre de décisions à horizon x, sachant un ensemble 
d'arbres de décision 21 a horizon (T + 1), une action a et un historique h, équivaut à un 
problème d'optimisation sous contraintes similaire à celui définit précédemment. Soit 
M s (Y, c€, @, v) un COP définit comme suit : 

1. Y s {v\, vz, ■ • •, i/|Q|} correspond à l'ensemble des variables, une variable pour chaque 
observation de base. 

2. *€ = ^2 est la principale contrainte du problème, il s'agit d'une contrainte sur l'en­

semble des variables Y garantissant la distributivité de l'arbre à construire. 
3. Q) = {2>v}vey définit l'ensemble des domaines @>v = 2lav, incluant l'ensemble arbres 

de décisions non dominées pour l'observation o associée à la variable v. 
4. v est l'heuristique d'évaluation admissible des solutions candidates du problème. 
En assignant un arbre de décisions à chacune des observations de base représentées 

par les variables v eY, nous définissons une politique de base. En connaissance d'une 
politique de base et des observations de base, la contrainte S^ nous permet de construire 
la politique correspondante. L'heuristique v évalue une solution partielle ou complète de 
façon progressive, orientant ainsi la recherche dans un sens ou un autre. Une fois de plus 
il existe de nombreux algorithmes efficaces de résolution de ce type de problèmes dans la 
littérature des COPs. 

FIGURE 5.8 ­ Construction progressive d'une politique conjointe et distributive. 

5.6.4 Illustration sur un exemple jouet 

Considérons l'exemple jouet illustrant la construction d'un arbre de décisions maxi­

mal pour un historique donné. En particulier, nous considérons connu les arbres de déci­

sions à horizon 0 correspondants à l'ensemble des actions conjointes A ­ {a\ a\, «2 ai, fli «2» «2 #2}­
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procedure PBIP 
Initialiser x - N, SelectionN — A. 
répéter 

Poser T*- ( T - 1 ) . 

Poser 2lT — SelectionT 

Poser SelectionT-i — 0. 
Construire les arbres de décisions Selection r-i pour K historiques. 

jusqu'à T = l 
Retourner Selectiono-

fin procedure 

Le tableau Figure 5.9, illustre les valeurs exactes si à l'issue de l'exécution de l'action conjointe 
(«2fl2 les agents venaient à percevoir conjointe une des observations (en ordonnée) et exé­
cuter une des politiques (en abscisse). Par exemple si les agents perçoivent conjointement 
l'observation 002002 et exécutent l'action conjointe «2 «2 les récompenses cumulées seront 
de-1.00. 

La Figure 5.10 représente l'état initial de l'algorithme, avec d'une part la politique par­
tielle de base (dans le cercle orange) et une politique individuelle non contrainte permet­
tant de visualiser l'impact des assignation de sous arbres de décisions aux observations de 
base ; et d'autre part son évaluation branche par branche. Initialement, c'est à dire avant 
tout assignation de sous arbre de décisions à une quelconque observation de base, la va­
leur optimiste de l'arbre de décisions maximale est de -3.48. Il est également à noter que 
les observations de base choisie sont {001001,002002}. 

La Figure 5.11 illustre la seconde étape de l'algorithme PBIP, elle correspond à l'assi­
gnation du sous politique fl2fl2 à l'observation de base 002002. Cette assignation contraint 
les choix possible de chaque politique individuelle de chaque agent. En particulier, nous 
pouvons constater que l'arbre de décisions d'un des agents est plus contraint pour l'ob­
servation o>2- En outre, contenu de la propagation des effets de la contrainte ^2 sur les 
observations hors base, l'heuristique 0 pour la politique courante est revue à la baisse, en 
effet les valeurs pour l'observation oo\co2 est revue à la baisse. Au final, la politique partielle 
courante est de valeur -4.0. 

La Figure 5.12 illustre la troisième étape de l'algorithme PBIP appliqué à notre exemple 
jouet. Durant cette étape, l'algorithme assigne à la seconde observation de base oo\co\ la 
sous politique «2«2- Cette assignation a pour effet de contraindre un peu plus la poli­
tique individuelle d'un des agents, elle est complètement définie. Noter que la définition 
complète de la politique conjointe de base coïncide avec celle des politiques individuelles 
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fllfll d i d ] fll £2 «2^2 

<W|(_(_>] -1.40 -1.00 -6.02 -3.94 

iV2mO\ -3.94 -0.60 -4.30 -6.02 

io,io> -5.16 -0.88 

{ 

-11.3 -1.40 

lOjOti -2.75 -7.48 -1.40 1.00 

FIGURE 5.9 - Tableau des estimations des sous politiques pour une politique dont l'action 
en racine est (a2ai). 

des agents. Cette contrainte additionnelle ne réduit pas la valeur de l'heuristique v qui se 
maintient à -4.0. Comme la politique de base est complètement défini, et par conséquent 
la politique conjointe l'est aussi, l'estimation heuristique est en fait la valeur réelle de cette 
politique conjointe. Cette politique conjointe ainsi que sa valeur vont désormais servir de 
témoin pour toutes les autres politiques construites par la suite. 

La Figure 5.13 illustre la quatrième étape de l'algorithme PBIP dans le processus de 
résolution de notre exemple jouet. Comme l'étape précédente illustrait la définition com­
plète d'une politique de base. L'algorithme tente désormais de vérifier si la dernière as­
signation ne peut être améliorée en changeant la sous politique assignée. Or comme la 
valeur heuristique v est la même avant et après l'assignation de la sous politique «2«2 à 
l'observation de base co\co\, quelque soit la sous politique remplaçant fl2fl2, la valeur ne 
pourrait être plus élevée que celle de la meilleure politique conjointe courante. 
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agent 1 

« i I to2 ! 

\, / 

Cv C m mm 

\ not expanded trees 

j joint policy-trees 

-3.48 

5-32^2,^1^1 
„020l 
6a2û2, ( t J2w l 
„ a 2 a i 
5<22Û2,___>lt_J2 

- " 2 Û 2 
Ô-32a2,W2to2 

-1.00 

-0.60 

-0.88 

-1.00 

-3.48 

FIGURE 5.10 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 1. 

agent 1 

i «ci j CL>2 

OO o 
„ a 2 a i 
6.22 fl2,toi (t-i 
p a 2 a i 
6a2a2,to2toi 

. m\Qt\m\\\JÛ\to)2 

j a a - a -
[ i5a2a2,to2to2 

-1.00 

-0.60 / s 
-1.40) 
-1.00 

-4.00 | 

-3.48 

V 

FIGURE 5.11 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 2. 

La Figure 5.14 illustre la cinquième étape de l'algorithme PBIP dans le processus de ré­
solution de notre exemple jouet. Une fois de plus, l'algorithme procède à un « backtrack » 
vers la politique de base où aucune des observations de base n'est assignée. Puis il tente 
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agent 1 

G? m>2 

O O 

p f l 2 « l 
5a2tf2, toiû_ii 
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-1.00 
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\ y 

FIGURE 5.12 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 3. 

Ô û 

agent 1 

(•ni I U>2 

O o 
„ a 2 a x 
OQ2Cl2,--}\mO\ 

~ a 2 a i 

6fl2<22»w2fc>i 

P-Û2Û2 

oa2a2,co\ti>2 

p a 2 a 2 

0(32^2-^2^2 

-1.00 

-0.60 

-1.4 

-1.00 

-4.00 

FIGURE 5.13 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 4. 

d'y assigner une sous politique (la meilleure) afin de vérifier s'il est possible d'améliorer la 
politique conjointe courant. Il s'avère que la meilleure valeur possible serait -7.74 soit une 
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FIGURE 5.14 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 5. 

valeur inférieure à -4.0. Il vient alors que le développement de ce noeud est interrompu. 

toi 0 ) 2 

C V Cv Cv 

CTa2°l 
& a 2 a 2 , ( s j [ ù i i 

! 6û2Û2,W2Wi 

£ , a 2d 2 
o (32 (32 ,to 11__»2 

„a iû2 
o (32 a 2 , ù ) 2 a j 2 

-1.00 

-3.941 

-1.410 

-1.40 

-7.74 | 

FIGURE 5.15 - Illustration de l'algorithme PBIP : étape 6. 

La Figure 5.15 illustre la dernière étape de l'algorithme PBIP. Comme l'ensemble des al-
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ternatives possibles a été exploré en vain, l'algorithme PBIP retourne la politique conjointe 
courante. 

5.6.5 Propriétés théoriques 

Dans cette section, nous introduisons quelques propriétés théoriques garantissant les 
performances de l'algorithme PBIP, y compris la complétude, l'optimalité, et la complexité. 

Théorème 18. La recherche heuristique de l'algorithme PBIP est complète. 

Démonstration. L'algorithme PBIP terminera éventuellement dans le pire des cas après 
enumeration de toutes les arbres de décisions possibles. C'est à dire après avoir visité l'es­
pace complet des politiques distributives. La meilleure solution pour un historique cor­
respondra à celle dont la valeur exacte est la plus élevée. 

D 

Théorème 19. L'algorithme PBIP retourne la politique maximale pour un historique et les 
sous politiques donnés. 

Démonstration. Il est possible de voir l'algorithme PBIP comme un algorithme de type A*. 
En effet, il visite les politiques complètes dans l'ordre décroissant de leurs valeurs heuris­
tiques v. Puis, si l'algorithme PBIP termine et retourne une politique conjointe ô, la pro­
priété de convergence de A* et l'admissibilité de l'heuristique v garantissent l'optimalité 
de la solution sachant l'historique h et les sous politiques en entrées. 

Notons que dans le pire des cas, l'algorithme PBIP reste exponentiel en temps suivant 
le nombre d'agents et la dimension \Q\ de l'ensemble des observations de base. Dans le 
meilleur des cas, cependant, sa complexité est de @(\Q\). La preuve de ce résultat est liée 
aux observations suivantes : 

Premièrement, comme l'algorithme PBIP énumère éventuellement l'ensemble des po­
litiques possibles, dans le pire des cas sa complexité en temps est exponentielle ; mais dans 
le meilleur des cas, l'algorithme PBIP ne requiert que \Q\ étapes afin de construire une po­
litique conjointe complète. Néanmoins, le temps total nécessaire peut être influencer par 
les étapes de calculs préliminaires qui requièrent en somme <??(|S2||A||n|.K'',/|) opérations. 
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Bien que l'algorithme PBIP soit basé sur l'algorithme de recherche heuristique A*, il ne 
souffre pas des mêmes limites en mémoire. En effet, la sous-routine de construction des 
politiques maximales, une pour les K historiques choisis à chaque horizon, ne requiert 
qu'une complexité linéaire <9(|Q|), c'est à dire la longueur de chemin de la racine de l'arbre 
de décisions à l'assignation d'une sous politique à la dernière observation de base. Cela 
est possible car l'ensemble des valeurs heuristiques des sous politiques est pré-calculé à 
l'avance. Finalement, la complexité spatiale de l'algorithme PBIP est de ©(\ A\\Q\K). 

5.7 Expérimentations 

Dans cette section, nous proposons une série de tests expérimentaux visant à mesurer 
les performances des différentes versions de l'algorithme PBIP. En effet, nous utiliserons 
les acronymes PBIP et PBIP-IPG afin de désigner deux implementations différentes de l'al­
gorithme PBIP. L'acronyme PBIP désignera l'algorithme PBIP sans aucune optimisations : 
l'ensemble des observations de base est quelconque; les ensembles de sous politiques 
pour chaque observations correspondent chacune à l'ensemble des politiques à l'hori­
zon suivant sans élagation aucune. Tandis que l'acronyme PBIP-IPG désigne l'algorithme 
PBIP pour lequel il y a eu élagation de sous politiques dominées à priori pour chacune 
des observations. Le lecteur notera que de nombreuses optimisations restent à tester, par 
exemple celle incluant la sélection du meilleur ensemble d'observations de base, qui lui 
aussi est un problème difficile. 

Afin de mesurer les performances de nos algorithmes, nous les avons comparés aux 
meilleurs algorithmes approximatifs à ce jour. En particulier, l'algorithme MBDP et ses ex­
tensions IMBDP et MBDP-OC ayant montré les meilleures performances sur l'ensemble 
des exemples issues de la littérature des DEC-POMDPs. Ces exemples de la littérature des 
DEC-POMDPs incluent : L'ensemble des algorithmes a été testé suivant les mêmes para­
mètres de contrôle de sélection des heuristiques du portefeuille, à savoir K représentant 
le nombre d'historiques par horizon; L représentant le nombre maximum d'observations 
sur lesquelles la planification « exacte » est effectué. Nous rappelons que seul les algo­
rithmes IMBDP et MBDP-OC font usage du paramètre L. 

Le Tableau 5.1, les Figures 5.16, 5.17, 5.18 et 5.19 présentent les résultats expérimen­
taux pour PBIP. Parmi les critères de performances retenus, nous comptons : 

1. La valeur escomptée moyenne (VEM) - afin d'atténuer la nature aléatoire l'ensemble 
des algorithmes testés car selon les K historiques sélectionnés la valeur de la solu­
tion retournée peut être sensiblement différente ; 

2. Le temps d'exécution de l'algorithme (CPU) en secondes est reporté. Comme l'en-
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semble des algorithmes est codé en JAVA, proprement optimisé et exécuté sur une 
même machine, cette mesure a du sens. 

3. Le nombre de nœuds en pourcentage 100 x ^ j ^ développé par l'algorithme PBIP, 
il s'agit là d'une mesure de la performance de la sous-routine de recherche heuris­
tique. 

Algorithm MBDP IMBDP MBDP-OC PBIP 

N AEV CPU AEV CPU AEV CPU AEV CPU % 
MABC p r o b l e m m a x T r e e s - 3 

100 90.29 0.190 N.A. N.A. 90.29 0.060 39 
1000 900.29 2.270 N.A. N.A. 900.29 0.940 38 

10000 9000.29 51.93 N.A. N.A. 9000.29 38.48 38 
MA-TIGER problem maxTrees = 20 

10 12.5 67.1 N.A. N.A. 13.6 5.55 7.83 
20 25.8 159 N.A. N.A. 26.8 15.1 12.4 
50 73.9 438 N.A. N.A. 74.2 45.3 15.3 
100 149 901 N.A. N.A. 147 94.2 12.9 

COOPÉRATIVE BOX-PUSHING problem maxTrees = 3 maxObs = 3 
10 N.A. 99.59 7994.6 89.94 7994.4 102.5 11.8 10.9 
20 N.A. 102.6 17031 135.0 17194 198.0 25.0 10.3 
50 N.A. 82.99 44708 272.70 44210 422.2 61.6 9.07 
100 N.A. 73.88 89471 440.08 90914 786.4 113 9.62 

AEV = valeur escomptée moyenne N.A. = not applicable % = pourcentage of expanded nodes 

TABLE 5.1 - Performances de PBIP. 

5.7.1 Discussion 

Le Tableau 5.1 présente les performances de l'algorithme PBIP sur l'ensemble des trois 
exemples choisis. Comme nous l'avons signalé les algorithmes PBIP et MBDP retournent 
des solutions identiques s'ils disposent des entrées identiques, car ils ne diffèrent qu'à 
travers la manière qu'ils ont de construire la solution maximale pour chaque historique 
et chaque horizon. Les résultats montrent clairement que l'algorithme PBIP surpasse en 
temps d'exécution les algorithmes MBDP, IMBDP ou encore MBDP-OC et parvient même 
à résoudre des instances de dimensions supérieures à celles solvables par MBDP. 

Pour les instances disposant de très petit nombre d'observations conjointes, les algo­
rithmes PBIP et MBDP rétournent tous deux la même solution approximative (pour des 
entrées identiques), cependant l'algorithme PBIP est toujours bien plus rapide que l'al­
gorithme MBDP. Par exemple, la résolution du problème MABC à horizon 1000 est réso­
lution en moyenne en 560 secondes par l'algorithme PBIP tandis que l'algorithme MBDP 
requiert en moyenne 1094 secondes, soit le double du temps requis par l'algorithme PBIP. 
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Les performances de l'algorithme PBIP les plus impressionnantes par rapport à l'algo­

rithme MBDP concernent celles du pourcentage de nœuds développés. Pour la résolution 
du problème MA­TIGER à horizon 10, l'algorithme PBIP développe seulement 7.83% du 
nombre de nœuds (solutions candidates) que l'algorithme MBDP considère dans le cadre 
de la routine de génération exhaustive de toutes les solutions possibles à chaque hori­

zon. Malheureusement, nous constatons que lorsque l'horizon de planification augmente 
ce pourcentage augmente également puis se stabilise selon le problème et les différents 
paramètres utilisés. La résultat sur le problème cooperative box­pushing souligne la capa­

cité des deux approches (PBIP et MBDP) à passer à l'échelle. Comme l'algorithme MBDP 
est incapable de résoudre ce dernier problème même pour de très petits horizons, nous 
avons fait appel à des approches réduisant la complexité de MBDP en ne sélectionnant 
qu'un sous­ensemble des observations conjointes sur lesquelles la planification doit être 
effectuée. Il s'agit des approches IMBDP et MBDP­OC. En ne planifiant que sur un sous­

ensemble des observations conjointes, ces algorithmes retournent plus rapidement une 
solution, cependant cette solution est de qualité réduite, à la différence des algorithmes 
IMBDP et MBDP­OC, l'algorithme PBIP est capable de retourner une solution de valeur 
maximale compte tenu des entrées. Bien que l'algorithme PBIP n'inclut pas la planifica­

tion sur un sous­ensemble des observations conjointes, il parvient néanmoins à résoudre 
plus rapide et à retourner des solutions de meilleures qualités pour les instances de di­

mensions les plus élevés de la littérature des DEC­POMDPs, et cela en comparaison des 
algorithmes IMBDP et MBDP­OC. En moyenne, l'algorithme PBIP est 1.78 fois plus rapide 
que l'algorithme MBDP­OC et 10 fois plus rapide que l'algorithme IMBDP. Le lecteur no­

tera que les performances des algorithmes IMBDP et MBDP­OC n'ont pu être définis en 
moyenne compte tenu du temps requis par une seule simulation. Il se pourrait alors que 
ces résultats diffèrent sensiblement d'une simulation à l'autre, sans pour autant remettre 
en cause les conclusions ci­dessus. 
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FIGURE 5.16 ­ Performances for MA­TIGER problem with T = 10. 

Ces différences deviennent de plus en plus prononcés au fur et à mesure le paramètre 
K croît. Comme souligner à juste titre par [Seuken and Zilberstein, 2007a,b], en augmen­

tant la valeur du paramètre K, il est possible d'accroître la valeur de la solution retour­
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FIGURE 5.17 - Performances for MA-TIGER problem with T = 10. 

née, mais cela à un prix. En effet, accroître K conduit nécessairement à l'accroissement 
de l'espace de recherche fonction du paramètre K. Nous illustrons les performances des 
algorithmes MBDP et PBIP lorsque le paramètre K croît. La Figure 5.16 montre les temps 
d'exécution des deux algorithmes pour le problème MA-TIGER. Tandis que la Figure 5.17 
répertorie les valeurs des solutions pour les différentes valeurs du paramètre K. L'objectif 
des résultats répertoriés des Figures 5.16 et 5.17 est de montrer comment les performances 
des ces deux algorithmes sont influencées par différentes valeurs de K. Nous observons 
que l'algorithme MBDP excède la limite en temps fixée à 1 heure au-delà de K = 35 pour la 
résolution du problème MA-TIGER à horizon 10, tandis que l'algorithme PBIP parvient à 
résoudre ce problème au-delà de K = 100. Cela permet en particulier à l'algorithme PBIP 
d'améliorer la valeur des solutions retournées pour ce problème. Afin de confirmer la ca­
pacité de l'algorithme PBIP à passer à l'échelle, nous augmentons le paramètre .K" jusqu'à 
K = 7, pour le problème cooperative box-pushing à horizon 10, comme illustrer en Figures 
5.18 et 5.19. Nous n'avons pu reporter que les performances de l'algorithme PBIP car les 
algorithmes MBDR IMBDP et MBDP-OC excèdent très rapidement la limite en temps fixée 
à 10 heures. En somme, il apparaît que l'algorithme PBIP montre de bien meilleures per­
formances que l'ensemble des autres approches approximatives et cela sur la totalité des 
instances testées. Néanmoins, en augmentant la valeur du paramètre K, nous pouvons 
nous rendre compte des limites de l'algorithme PBIP. Par exemple, lorsque K = 7 l'algo­
rithme PBIP requiert approximativement 8 heures afin de venir à bout du problème, alors 
qu'il ne requiert qu'une heure et demi pour K = 6. Certaines des idées non testées ici mais 
introduite ci-dessus permettraient de palier à cet état de fait. 

Nous examinons maintenant comment la suppression des sous politiques dominées 
dans l'algorithme PBIP-IPG accroît les performances de l'algorithme PBIP. Nous utilisons 
pour cela les mêmes domaines que ceux utilisés plus haut. 

Les résultats expérimentaux sont exposés dans la Table 5.2. Nous pouvons voir que 
PBIP est incapable de résoudre le problème « Meeting Gird » de dimension 3 x 3 ou en-
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FIGURE 5.18 - Performances de l'algorithme PBIP pour le problème COOPERATIVE BOX-

PUSHING à horizon N = 10. 
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FIGURE 5.19 - Performances de l'algorithme PBIP pour le problème COOPERATIVE BOX-

PUSHING à horizon N = 10. 

core le problème « Mars Rover » pour plusieurs horizons dans les délais de 12 heures. En 
incorporant l'élimination des sous politiques, PBIP-IPG est capable de résoudre ces pro­
blèmes pour de très grands horizons. Sur le problème « BoxPushing », l'algorithme PBIP 
est capable de résoudre le problème pour tous les horizons testés, mais PBIP-IPG le fait 
toujours bien plus rapidement. Ces résultats soulignent l'importance de réduire l'espace 
de recherche dans lequel l'approche heuristique PBIP procède à la construction incré­
mentale des politiques. 

La Figure 5.20 montre les temps de calculs pour différents choix du paramètre K (nombre 
de politiques individuelles par agent à chaque horizon) pour le problème « Box Pushing » 
à horizon N = 10. Alors que le temps de calculs croît naturellement pour les deux ap­
proches, le taux de croissance est plus accentué pour l'algorithme PBIP qu'il ne l'est pour 
l'algorithme PBIP-IPG. En particulier, pour un problème identique, il est possible de le ré­
soudre via PBIP-IPG pour un paramètre K plus grand an comparaison avec PBIP. Cela est 
essentiellement dû à l'efficacité dans l'élimination des sous politiques par PBIP-IPG. 
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N PBIP PBIP-IPG vô(h0) 
Meeting Grid 3 x 3, \S\ = 81, | A1 \ = 5, \Q'\ = 9 

10 x 3525 3.85 
100 X 30845 92.12 
200 X 138755 193.39 

Box Pushing, \S\ = 100, |A'| = 4, |Û f | = 5 
100 5365 1815 598.40 

1000 50685 21475 5707.59 
2000 101075 44375 11392.03 
Stochastic Mars Rover, \S\ = 256, \A ' \=6, \Q' \ = 8 

2 1065 195 5.80 
10 JC 9765 21.18 
20 X 149475 37.81 

TABLE 5.2 - Temps de calculs (en secondes) et valeur de la fonction de valeurs à la croyance 
initiale pour chaque horizon. 

- PBIP-IPG 
P8IP 

gSHS 

number of trees ( M AXTBCXS) 

FIGURE 5.20 - Temps de calculs pour différents valeurs de K pour le problème « Box Pu­
shing » à l'horizon N = 10. 

5.8 Discussion 

Ce chapitre propose deux types d'approches : celles basées sur la recherche des arbres 
de décisions et celles basées sur la recherche de règles de décisions. U s'agit de deux stra­
tégies fondamentalement différentes. Le tableau suivant donne un aperçu des complexi­
tés des différentes stratégies proposées dans ce chapitre, où \A*\ = max^^lA1! et |Q*| = 
maX(-e.y|0'|. 

La première approche est communément nommée recherche par chaînage arrière (ou 
selon le terme anglo-saxon backward search). Elle débute avec l'ensemble des actions in-
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dividuelles de chaque agent, puis construit progressivement des arbres de décisions de 
profondeurs de plus en plus élevées, jusqu'à ce que ces arbres atteignent la profondeur 
désirée. Ces méthodes sont également connues comme étant des méthodes de généra­
tion exhaustive de politiques conjointes. Leur complexité est établie au Tableau 5.3. 

La seconde approche est communément nommée recherche par chaînage avant (ou 
selon le terme anglo-saxon forward search). Elle débute avec un ensemble d'historiques 
initiaux, identifie la ou les règles de décisions pour cet ensemble. Par la suite, cet en­
semble d'historiques est étendu, puis la ou les règles de décisions sont assignées pour cet 
ensemble. Et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'horizon de planification soit atteint. La com­
plexité en mémoire et en temps de ce type d'approche est également résumée au Tableau 
5.3. 

Propriétés à chaque horizon x 
Méthodes Complexité en mémoire Complexité en temps 

Génération exhaustive 

de politiques conjointes 

|A*| I«*I-I 
( \ a m \ T + 1 - i \ ^ \ 
\\A*\ »*i-i 

Induction rétrograde [\A*\vrf] [\A*\vrr)w 

Induction rétrograde 
à base de croyances 

(|A-|IOT)W ( | ^ | | Û - | ' ) W 

TABLE 5.3 - Propriétés des méthodes d'induction rétrograde. 

Nous avons proposé un algorithme approximatif nommé PBIP inspiré de l'approche 
par chaînage arrière. Cet algorithme peut tout aussi bien être adapté dans le cadre de 
l'approche par chaînage avant. À noter cependant que l'algorithme PBIP servira alors de 
simple borne supérieure sur la valeur de la politique conjointe à calculer. 

5.9 Conclusion 

Ce chapitre offre dans un premier temps une analyse formelle de la planification cen­
tralisée dans le cadre de la prise de décisions séquentielles et distribuée. Cette analyse à 
conduit à la proposition d'une grande variété d'algorithmes exacts et approximatifs, dont 
la plupart ont été caractérisés par des erreurs bornées. Parmi ces algorithmes figure l'ai-
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gorithme PBIP pour la résolution des problèmes de contrôle distribué des processus déci­
sionnels de Markov. Cet algorithme est basé sur l'observation selon laquelle la complexité 
de tout algorithme de programmation dynamique pour la résolution des problèmes de 
contrôle distribué peut être significativement amélioré en améliorant la résolution du mé­
canisme de mises à jour. En proposant une heuristique permettant d'éviter l'approche 
exhaustive jusqu'ici employée, nous sommes parvenus à améliorer considérablement les 
performances d'un grand nombre des approches auxquels cette heuristique à été greffée. 
En outre, ce chapitre propose d'explorer l'analyse d'accessibilité comme moyen de faire 
face à la complexité en mémoire mais aussi en temps des algorithmes, y compris PBIP. La 
méthode qui en résulte, nommée IPG-PBIP, permet en effet d'améliorer les performances 
de l'algorithme PBIP. 

L'analyse théorique proposée dans ce chapitre à mis fin à tout espoir de résoudre de 
façon exacte le modèle général des DEC-POMDPs pour des instances de tailles moyennes. 
Même les approches approximatives ne parviendront à résoudre des instances de tailles 
moyennes qu'au prix d'une marge d'erreur non négligeable par rapport aux solutions op­
timales ou e-optimales. Cependant, cette analyse sera très utile dans l'étude des cas munis 
de quelque hypothèse simplificatrice, en particulier les DEC-MDPs dont la complexité est 
également NEXP-complète. 



Chapitre 6 

DEC-POMDPs à Horizon Infini - « avec 
récompenses décomptées » 

« Le désert est la seule chose qui ne puisse être détruite que par la construction. » 

Boris Vian 
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La grande majorité de ce chapitre n'a été publiée nulle part. Seule une toute petite partie est apparue 
dans le papier : « Policy Iteration Algorithms for DEC-POMDPs with Discounted Rewards » [Dibangoye et al , 
2009a] co-rédigé avec Brahim Chaib-draa etAbdel-Illah Mouaddib. 

DANS ce chapitre, nous poursuivons la discussion sur la théorie de la planifica­
tion centralisée pour le contrôle distribué. Cette discussion est débutée au 
chapitre 5 dans le cadre des problèmes de contrôle distribué à temps discret 
et à horizon fini. Nous retendons au cadre du contrôle distribué des proces­

sus de Markov à temps discret et horizon infini. 

Malgré l'existence d'une multitude d'autres critères, nous appuyons cette analyse sur 
le critère d'optimalité le plus étudié à ce jour, à savoir le total espéré des récompenses cu­
mulées et décomptées en Section 6.1. Nous nous appesantissons plus particulièrement sur 
l'établissement des équations d'optimalité en Section 6.2. Nous établissons les conditions 
d'existence d'une solution à ces équations. Encore plus important, nous introduisons des 
algorithmes simples de résolution exacte et approximative des équations d'optimalité en 
Section 6.3, 6.4, 6.5, et 6.6. 

Hypothèses 5. Nous supposons tout au long de ce chapitre que : 

1. S, A, et Q sont discrets et dénombrables, 

2. l'horizon de planification est infini N - oo, 

3. les récompenses et les transitions sont stationnaires ; 

4. les récompenses sont bornées, \ r (s, a) | ^ M < oo, pour tout (s, a)eS*< A. 

5. les récompenses futures sont décomptées suivant le facteur de décompte 0 ^ A < 1 ; 
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6.1 Critères d'optimalité 

À l'issue du choix puis de l'exécution d'une politique conjointe Tt = (nl,n2,--- ,7r|j7') 
d'un ensemble d'agents J , nous pouvons observer une séquence infinie de paires de va­
riables (ooT, r-), pour tout horizon x = 0,1, • • •, N. La première composante ooT de cette paire 
de variables représente les perceptions courantes de l'ensemble des agents J , tandis que 
la seconde composante rT indique la récompense perçue mutuellement par ces agents 
à l'horizon x = 0,l,--- ,2V. Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, la perception 
courante a»T de l'ensemble des agents n'est en générale pas suffisante pour sélectionner 
l'action conjointe à exécuter. Seule la connaissance de l'ensemble des historiques HT col­
lectés jusqu'à l'horizon courant x permet de déterminer la règle de décisions conjointes 
dr e £>HD à exécuter sachant la politique conjointe n : 

n(H T ) = dT 

FIGURE 6.1 - Simulation d'un contrôle distribué des processus décisionnels de Markov. 

6.1.1 Définitions 

Pour toute politique conjointe n fixée, il est important d'y associer une fonction de 
valeurs vn afin de légitimer le processus de sélection de la meilleure politique conjointe. 
L'ensemble des fonctions de valeurs suivantes permet d'associer à toute séquence infinie 
de récompenses {rT}T=o,i,-,N à l'issue de l'exécution d'une politique n une valeur, pour 
tout ensemble initial d'historiques Ho : 

1. la fonction de valeurs vn relative au total espéré des récompenses cumulées pour toute 
politique conjointe n e ftAH, est donnée par : 

vn(H0) = lim E? \ £ r(Hr,dT) \ = lim vN+l(H0), 
A/—oo rT , N—oo 
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où v$f+l dénote la fonction de valeurs d'un processus à horizon fini et dont la der­
nière récompense est nulle ; et N est fini. Le lecteur notera que vn(Ho) peut être -oo 
ou +00, on dit alors que la fonction de valeurs diverge. De plus, il existe des cas où 
cette limite n'existe pas, pour un état donné. Ce critère de mesure de performance 
d'une politique est par conséquent peu approprié en général. 

2. la fonction de valeurs vn relative au total espéré des récompenses cumulées et dé­
comptées pour toute politique conjointe n e Tl**1, est donnée par : 

vn(Ho) = lim E* \ Y. XT - l r (H„dT ) \ , (6.1) 
N~°° [T=1 J 

avec 0 ̂  A < 1. La limite de l'équation 6.1 existe si les récompenses sont bornées : 

supsup \R(s,a)\ = M<oo, . (6.2) 
seS aeA 

dans ce cas, nous obtenons alors \vn
x(H)\ ^ (1 - A ) - 1 -M pour tout ensemble d'histo­

riques H et toute politique conjointe n e ÏÎAH. Lorsque la limite existe, nous pouvons 
substituer la limite avec l'opérateur d'espérance. Ainsi si l'expression 6.2 est valide, 
nous pouvons écrire : 

v\(Ho) = E^|Çr(HT,dT)| 

3. la fonction de valeurs vn relative à la moyenne des récompenses ou gains pour toute 
politique conjointe n e nAH, est donnée par : 

vn(Ho) = lim ^ - E n W r ( H T , d A (6.3) 

= i™^™ "(6'4) 
Lorsque la limite Équation 6.4 n'existe pas, nous définissons la limite inf notée iri et 
sup notée v% de la fonction de valeurs v11, telles que : 

vn_(Ho) = lim i n f - v N + 1 ( H o ) 
JV—00 J V 

vl(H 0) = lim s u p — vn
N+x(Ho) 

N—00 j \ 

Les fonctions de valeurs v" et vr\\ offrent des bornes supérieure et inférieure sur la 
fonction de valeurs v71 pour toute politique conjointe distributive n e fl**1. Le lec­
teur notera que vn n'existe que si vn_(Ho) = v^(#o) pour tout ensemble initial d'his­
toriques H0. 
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6.1.2 Évaluation des machines à états finis 

Dans cette section, nous développons une méthode d'évaluation de toute politique 
conjointe et distributive Tt e fiAH, pour le critère du total espéré des récompenses cumu­
lées et décomptées. Cette méthode constitue la base des algorithmes et des preuves pro­
posées dans ce chapitre. 

Comme conséquence du Théorème 5.58, nous pouvons restreindre l'espace des poli­
tiques conjointes considérées. En effet, pour chaque état 5 e S, il existe toujours une poli­
tique conjointe et distributive déterministe fi e fiHD dont le total des récompenses cumu­
lées et décomptées est supérieur ou égal à celui d'une quelconque politique conjointe et 
distributive it e ÛAH. De sorte que, 

V*X(S) S SUp V^(s) 
Tien*11 

= sup v\(s). 
AeIÎH D 

En particulier, comme nous l'avons indiqué aux chapitres précédents, une politique 
n* e fiHD peut parfois être représentée au moyen de machines déterministes à états finis 
ô = (xo, a,77,X). Pour tout état x e X, nous définissons rx(s), px(s\s) et ox(oo\s) par : 

rx(s) = R(s,cc(x)) 

puis pour tout état s, se S, 

px(s\s) = T(s\s,cx(x)) 

et enfin pour état se S, toute observation a» £ O, et tout état x e X, 

ox(x,oo\s) = 0(a_i|a(x),5)-77(jc|jt,w) 

Soit rx une matrice de dimension \S\, dont la 5-ème composante est donnée par rx(s), 
Px la matrice \S\ x \S\ avec comme entrée (s, s) donnée par px(s\s), et enfin Ox la matrice 
\S\ x |fi| x |X| avec comme entrée (s,co,x) donnée par ox(oo, x\s). 

Nous nous référerons à rg = {rx}x£x comme étant la matrice des récompenses; Pg = 
{Px)xex représente la matrice de transitions de probabilités ; et O5 = {Ox}x€x dénote la ma­
trice des observations. Toutes ces matrices sont associées à la machine déterministe à états 
finis Ô = (XQ,CX,T},X). 
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Nous associons à chaque état x e X, un hyperplan vx e Ps, de sorte que l'ensemble 
des hyperplans de Ô soit donné par A5 = {vx}xtzx­ Nous dirons également que la fonction 
de valeurs vô d'une machine déterministe à états finis est représentée sous forme d'un 
ensemble fini d'hyperplans A8. De façon général, à toute fonction de valeurs v d'une poli­

tique, nous associons un ensemble d'hyperplans A. 

Soit Y un ensemble des fonctions de valeurs v à valeurs bornées, et de dimension 
IX||S| où |X| est le nombre d'hyperplans associés av. Y est muni d'un ordre partielle 
sur les composantes v(x, s) des fonctions de valeurs. De plus, Y dispose d'une norme 
IMI s supVjEA supseS |VX(5)|. 

Pour tout 0 ^ A < 1, l'expression vx s (rx + XPx ­Ox ­v) représente le total espéré des ré­

compenses décomptées à l'issue de l'exécution de l'action <x(x) plus les récompenses ter­

minales en provenance de la fonction de valeurs v. Il est alors facile de montrer le Lemme 
suivant. 

Lemme 3. Soient S un ensemble discret; \r(s, d)\ < M, pour tout a e A et tout se S ; et 
0 ^ A < 1. Pour toute fonction de valeurs v et toute politique ô = (xo, a,q,X). Il vient alors 
quev8 eY. 

Démonstration. Par conséquence de l'hypothèse sur r(5, d), 

| r«| = supllrj 
xeX 

< M, 

donc rg e Y. Lorsque Pg est une matrice de transitions, ||P$|| = 1, de même ||Q$|| = 1, de 
sorte que 

MVOj­vl ^ HPtflHIOffII­IMI 
= IMI 
= SUp SUp \VX(5)| 

xeX seS 

Par conséquent, Pg • Og • v e Y pour toute fonction de valeurs v, et donc v6 e Y. 

À l'exécution d'une machine à états finis ô correspond une séquence {xo, to\, x\, 002, X2, • ■ ■}, 
où l'état xr dénote l'état x e X dans lequel la machine se trouve à l'issue de x prises de dé­

cisions x et perceptions d'observations co. La composante (s, s) de la matrice de transitions 
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à l'étape x notée PT
Ô satisfait : 

PT
ô(s\s) = [ P X T , P X T ^ , ­ , P X I ] ( S \ S ) 

= Pfi (5T + i=5 |5 T = 5) 

de même, la composante (x, co, s) de la matrice des observations à l'étape x notée 0T
Ô satis­

fait: 

QT
5(x,co\s) = [0X T ,0X T^,­ ­ ­ ,OX . ] (X,CO\S) 

= Og(X T + i =X,COT + i = 0 0 \ S r + i = s ) 

L'espérance correspondant à la chaîne de Markov associée à la machine à états finis Ô 
est calculée comme suit : 

Ef{u(5T)} = [Prg­l­Or
ô­1­v](s), 

pour toute fonction de valeurs v et 1 ^ x ^ oo. 

Comme conséquence de cette représentation de l'espérance, et de la définition de la 
fonction de valeurs vn

v pour tout 0 ^ A < 1, 

v 
OO 

E A ^ ­ P ^ ­ O ^ 1 ­ ^ (6.5) 
T=l 

Suivant l'équation 6.5, et posant Pg = 1, l'équation 6.1 peut être réécrite sous forme 
vectorielle comme suit : 

>«_­*__/ 

T = l 

= r^ + AJVO^­r^+A1 . 
= rX0 + XPX0­OX0­{rXl+XPXl­OXl­rX2 + ­ ­ ) , 

T = l 

= r^ + AP^­Ojc, ■ rXl+\ lPX0­OX0­PXl ­®x, ­rX2 + 

de sorte que, 

v\ = rXo + XPXQ­®Xo­v{ (6.6) 

où S = Ui, a, 77, X). L'équation 6.6 montre que la récompense décomptée associée à la poli­

tique Ô est donnée d'une part, par la récompense immédiate rXo reçue à la première étape 
T = 0 du problème, et d'autre part, par le total espéré des récompenses cumulées et dé­

comptées associé à la politique S. Cette interprétation est simple mais elle permet d'ex­

traire l'équation suivante : 

vXo(s) = rXo(5) + A ^ Y. E Pxo(s\s)­oXo(x2,co\s)­vx.(s) (6.7) 
wen x\eX seS 
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Les équations 6.6 et 6.7 sont valides pour toute politique représentée sous forme d'une 
machine à états finis ô ; cependant, ces équations peuvent se simplifier un peu plus, en 
posant v0 (x) = vx. Ainsi, l'équation 6.7 devient pour tout état x e X, 

vô(x,s) = rx(s) + XY. L L Px(s\s)-ox(x,co\s)-vô(x,s) (6.8) 
mei. xeX seS 

et l'équation 6.8 devient, 

vô = Ug + XPg-Og-vô (6.9) 

où U ô = [ r X o , r X l , - - - , r X m ] , P g = [P X o ,P X l , - - - ,P X m ] , et enfin O s = [ O X 0 , O X l , - , O X i X i ] . Donc, 
Vs satisfait le système d'équations, 

v = Rg + APg-Og-v (6.10) 

En fait, nous montrons ci-dessous que pour 0 ̂  A < 1, vô est l'unique solution de l'équa­
tion 6.10. 

Pour toute fonction de valeurs v eY, nous définissons la transformation linéaire Lg 
par: 

Lg-v = P.g + APg-Og-v. 

Comme conséquence du Lemme 3, nous pouvons établir que l'application Lg : Y — Y est 
une application qui associe à toute fonction de valeurs dans Y une fonction de valeurs 
dans Y. Suivant cette notation, l'équation 6.9 devient alors, 

v6
x = Lg-v{ 

Cela signifie que vô
x est un point fixe pour l'application Lg dans l'espace des fonctions de 

valeurs Y. Les théorèmes sur les points fixes nous offrent d'excellents outils pour l'analyse 
de convergence. 

La discussion ci-dessus ainsi que le corollaire suivant mènent à un important résultat, 
énoncé juste après : 

Corollary 1. Soit Q un opérateur de transformations linéaires défini sur un espace de Ba­
nach Y, supposons que le déterminant p(Q) soit inférieur à 1. Alors (1 - Q) - 1 existe et satis­
fait, 

N 

(1-Q)-1 = lim £ Q " 
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Théorème 20. Supposons queO ^ A < 1. Alors pour toute machine déterministe à états finis 
6, v0. est l'unique solution dans l'espace Y des fonctions de valeurs de l'équation, 

v = Rg + xlPg-Qg-v. (6.11) 

Déplus, vô
x peut s'écrire comme suit : 

v{ = d-APg-ogr^-ms-

Démonstration. En réécrivant l'équation 6.11, nous obtenons 

(l-XPg-Og)-v = Ug. (6.12) 

Comme ||P5|| = 1 et A = || AP5|| ^ p(AP5), le Corollaire 1 établit pour 0 ̂  A < 1 que (1 - AP5 • 
Og)~l existe, de sorte qu'à partir de l'équation 6.12 nous ayons, 

v = ( l -XPg-Ogr^Rg 
oo 

T = l 

n 

6.2 Équations d'optimalité 

Les équations optimalité et leurs solutions jouent un rôle central dans la théorie du 
contrôle distribué des processus décisionnels de Markov à récompenses cumulées et dé­
comptées. Dans cette section, nous montrons successivement que : (1) Les équations d'op­
timalité ont une unique solution dans l'espace des fonctions de valeurs Y ; (2) La fonction 
de valeurs vô

x d'un problème de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov 
satisfait les équations d'optimalité. 

6.2.1 Motivation et définitions 

Sous les hypothèses de ce chapitre, l'équation d'optimalité 5.23 peut être exprimé dans 
le cas à horizon infini comme suit : pour tout 5n = (JCO, a, q, Xn), 

v\n+l(x,s) = s u p | ^ ( 5 ) + A ^ Y. E Px(s\s)-ox(x,û)\s)-vô
x

n(x,s)\ (6.13) 
Sn+i [ cueû. xeXn seS J 
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pour tout état x e Xn+\, où ôn+\ = (xo,a,q,Xn+\) est une politique résultant du dévelop­
pement de <_>„, nous y reviendrons plus en détails ci-dessous. 

Le passage à la limite de l'équation 6.13 suggère que les équations de la forme sui­
vante caractériseront les ensembles de fonctions de valeurs et les politiques conjointes 
optimales pour les modèles infinis des problèmes de contrôle distribué des processus dé­
cisionnels de Markov : 

v(x,s) = sup <rx(5) + A Y L E Px(s\s)-ox(x,co\s)-v(x,s)\ (6.14) 
<5 l coei. x e X seS J 

Nous nous référerons à ce système d'équations 6.14 comme étant les équations d'optima­
lité ou encore les équations de Bellman pour les modèles infinis des problèmes de contrôle 
distribué des processus décisionnels de Markov. 

Nous utilisons en outre la représentation vectorielle suivante dans le reste du chapitre. 
Pour toute fonction de valeurs v e Y , nous définissons l'opérateur non linéaire i f sur Y 
par: 

££-v = suoWg + APg-Og-v) (6.15) 

où le supremum est déterminé en accord avec l'ordre partielle sur Y. En d'autres termes, 
ce dernier est déterminé en comparant la valeur v8

x(s) pour chaque état se S séparément 
pour toutes les politiques ô. Lorsque le supremum est atteint, il est facile d'établir que 
i f • v e Y, pour toute fonction de valeurs v e Y. Nous définissons également l'opérateur L 
par: 

s 

L-v = max{Pmg + APg-Og-v} (6.16) 
s 

L'opérateur L correspond à l'opérateur 5£ dans le cas où le supremum à l'équation (6.15) 
est atteint. C'est en particulier le cas sous les hypothèses du chapitre en recherchant une 
politique e-optimale ô*. 

6.2.2 Opérateur de mise à jour 

Cette section propose une implementation de l'opérateur de mise à jour S£ de la po­
litique ô d'un problème de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov via 
sa fonction de valeurs v e Y. En particulier, nous proposons le détail des mécanismes de 
calcul des hyperplans Aôn+1 sachant les hyperplans A8", donnée par : VJC e Xn+\, V5 e S, 
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A 6 n + l s ç£.pSn 

v6
x

n+l(x,s) = sup \ rx(s) + 1 [ [ [ px(s\s) ■ ox(x,co\s) ■ v\n(x,s) \ 
8„+i [ weù xeX„ seS J 

La politique 5„+i correspond ainsi à la politique de valeur maximale dont les décisions 
immédiates de valeurs maximales sont celles associées aux états Xn+\, et les décisions 
suivantes de valeurs maximales sont celles de la politique ôn . Cela signifie que l'ensemble 
des états Xn+\ de la politique ôn+i est construit sur la base des états Xn de la politique Ôn. 
De sorte que tout état x e Xn+\ soit défini comme suit : 

1. l'action associée à l'état x est telle que cx(x) e A, 

2. l'état successeur, pour toute observation conjointe oo e Q, est q(x, oo) e Xn, 

3. la politique sous forme de machine à états finis (5* = (x,a.,77,X„+i) doit être distribu­

tive. 

La dernière condition est centrale pour la garantie de la distributivité de la politique ôn+\ 
finale. Cette condition est également la principale différence avec les opérateurs de mises 
à jour développés dans le cadre des problèmes de contrôle centralisé des processus déci­

sionnels de Markov. 

Préservation de la distributivité 

Préserver la distributivité des politiques au fur et à mesure des mises à jour est essen­

tiel pour garantir la distributivité de la politique retournée. Nous établissons une condi­

tion nécessaire et suffisante pour la préservation de la distributivité des politiques lors de 
l'application de l'opérateur de mises à jour SB. Pour y parvenir, nous établissons un lien 
entre la représentation des politiques à horizon fini et celles à horizon infini. Ainsi, nous 
pourrons utiliser les résultats établis dans le cas fini pour établir des résultats similaires 
dans le cas infini. 

Rappelons qu'une politique déterministe et distributive n e n H D à horizon fini est 
composée de règles de décisions d e DHD également distributives, comme discuté à la 
Section 5.4.2. Or, toute politique représentée sous forme d'une machine à états finis ô peut 
être associée à un arbre de décisions de hauteur quelconque. En particulier, une arbre de 
décisions où les x premières décisions sont des actions atomiques, puis les décisions sui­

vantes sont sous politiques à horizon infini. La Figure 6.3 illustre un tel encodage. Fort de 
cette astuce, il est facile d'endéduire une condition nécessaire et suffisante de préservation 
de la distributivité. 
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agent 1 

FIGURE 6.2 - Représentation arborescente et finie d'une politique à horizon infini. 

agentsJ? = {l,2} 

FIGURE 6.3 -Arbre de décisions Ôxim2 correspondant à une politique à horizon infini. 

En particulier, nous appelons l'arbre de décision d'un état x e Xn+i, l'arbre de déci­
sions à horizon 2 noté ôx dont la racine est l'état x et l'arc étiqueté par oo transite vers l'état 
q(x,co), pour tout ooeQ, comme illustré à la Figure 6.3. Le lemme suivant offre des condi­
tions nécessaires et suffisantes pour qu'une politique produite par 5£ soit distributive. 

Lemme 4. Soitôn = (xo,a,q,Xn) une machine distributive à états finis. SoitXn+\ l'ensemble 
des états de <5„+1 donné pour tout x e Xn+\ par, 

x: 
a(x) e A 
q(x,co)eXn 

Si pour tout x e Xn+\, l'arbre de décisions ôx est distributive, alors la machine à états finis 
Ôn+i = (xo,cx,q,Xn+i) est distributive. 
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Démonstration. Toutes les machines à états finis (x,a,q,Xn+i) sont indépendantes les 
unes des autres, pour tout x e Xn+\. Par analogie, le lecteur peut les assimiler à un en­
semble d'arbres de décisions indépendants. De plus chaque machine à états finis (x, a, q, Xn+\) 
est distributive car 8X est distributive. En effet, la règle de décisions do(0) = a(x) à la pre­
mière étape de décisions est distributive; en outre la règle de décisions d\(co) = q(x,co) à 
la seconde étape de décisions est également distributive car 8X est distributive ; enfin les 
règles de décisions aux étapes suivantes sont également distributives car ô~n est distribu­
tive. 

D 

Algorithme de mises à jour 

Nous sommes désormais prêts à proposer une implementation de l'opérateur if. 
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ç- Algorithme de mises à jour de la politique conjointe ôn 

1. Nous commençons par créer les ensembles intermédiaires Afl>* et Aa,U}, pour 
toute action a e A, et pour toute observation co e Q : 

Aa'* - va'*(s) = R(s,d) 

et 

Aa,o, _ V%W(s)=YPa(s\s)-Oa(00\s)-Vx(s), V* £ Xn 
s 

2. Par la suite, nous créons un ensemble Aa (Va e A) de vecteurs de fonctions 
de valeurs (va

x\°x ,vay2
2,--- ,vx. '"'), le produit-croisé sur l'ensemble des obser­

vations de base ooeQ, qui inclut un hyperplan u?'w issue d'un ensemble Aa,ù). 
i CD. À chaque vecteur d'hyperplans ( v ^ 1 ,vay2

2,--- ,vx. in>) nous associons une po­
litique de base ôx sous forme d'une arbre de décisions, où l'état x est donné 
par 

a(x) = a 
q(x,ooj) = Xj 

pour tout co j e f l . À partir de l'arbre de décisions de base Ôx, nous pou­
vons construire une arbre de décisions complet ôx. Notons que l'ensemble des 
états X^+1 correspond à l'ensemble des états x associés aux politiques Ôx ainsi 
construites. 

3. Enfin, nous considérons l'union sur l'ensemble des états X"+1 pour toute action 
conjointe a e A e t l'ensemble des états précédents Xn : 

Xn+\ <— Xn ~}aeA X„+j. 

et pour tout état x e Xn+i, 

FIGURE 6.4 -Algorithme de mises à jour de la politique conjointe Ôn. 

Avant d'aller plus loin, il est utile de considérer un exemple simple de DEC-POMDP 
à horizon infini. Initialement introduit par [Nair et al., 2003], il nous permettra d'illustrer 
l'ensemble des concepts de ce chapitre. 
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FIGURE 6.5 - Problème du tigre multi-agents [Nair et al., 2003]. 

Exemple 5. Considérons deux agents en face de deux portes closes S\ et 52. Derrière une des 
portes se tient un tigre affamé et derrière l'autre porte se trouve un trésor. Les agents ne savent 
pas derrière laquelle des portes se tiennent le tigre. Cependant, en écoutant conjointement 
(action a2) une des portes, les agents peuvent accroître leur croyance sur la position du tigre. 
Mais procéder à l'écoute a un coûtR(s, a) et une telle écoute ne fournie pas une absolue certi­
tude sur la position du tigre. De plus, les agents ne peuvent partager leurs observations l'un 
avec l'autre. À chaque étape, chaque agent peut indépendamment soit écouter soit ouvrir 
une des portes (actions ai ou a2). Si un des agents ouvre la porte derrière laquelle se trouve 
le trésor, ils reçoivent tous deux une récompense. Si un des agents ouvre la porte derrière 
laquelle se tient le tigre, une pénalité leur est attribuée. Afin de résoudre ce problème, les 
agents doivent alors se prémunir d'une politique conjointe permettant d'écouter puis d'ou­
vrir finalement une des portes. Dès l'ouverture d'une des portes et l'attribution d'un gain ou 
d'une pénalité, le problème est initialise à nouveau. 

En observant le problème du tigre, on peut extraire les ensembles d'observations in­
dépendantes {(co\,coi), (002,002)} et {(001,002), (002,001)} - ce sont des ensembles de base par 
définition. Considérons par exemple l'ensemble {(001,002), (co2,co\)}. Nous observons que 
toutes les observations individuelles de chacun des agents y sont représentées une et une 
seule fois : c'est donc un ensemble de base. À noter que la cardinalité, de ces ensembles 
est de 2 soit le nombre d'observations individuelles de chaque agent. 

L'exemple Figure 6.6 décrit la construction d'une politique distributive. Observons que 
Dolitique de base 8X\X 

distributive et complète. 
la politique de base 8 ^ ^ (états en traits pleins) permet de déterminer la politique ô^i^ 

FIGURE 6.6 - Construction d'un hyperplan valide à partir d'un hyperplan de base (en traits 
plein) et un hyperplan hors base (en tirets). 

Afin d'illustrer le mécanisme de mise-à-jour d'une fonction de valeur à travers l'en­
semble des hyperplans, considérons à nouveau le problème du tigre. L'ensemble d'hyper-
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plans initiaux est extrait directement de la fonction de récompense : 

tA«-_R(a), VaeA 

vô°(b) 

Pris) Pr(l - 5) 

FIGURE 6.7 - Fonctions de valeurs extraites directement de la fonction de récompenses. 

La Figure 6.7 montre la représentation géométrique de la fonction de valeur associée 
à l'ensemble v8°. Compte tenu de la quantité d'hyperplans qui résulte de l'application de 
l'opérateur if, nous n'expliquons que les étapes de génération d'une seule fonction de 
valeurs. 

1. La première étape consiste en la génération des ensembles intermédiaires Aa>* et 
Aa,ù) pour toute action conjointe a e A e t toute observation conjointe co e Q : 
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vaiai,. _ (20,-50) 

<«3 , W i a" = (-50,-50) 

AT2"3 2 = (-7-5,-7.5) 

,.«1«2 r y e _ 7 5 > 
uaia\,û)i<j)2 l ' J - ' 

-.«..«3 _ r 5 0 _ 5 0 - ) 

2. Calculer l'ensemble Aa des fonctions de valeurs va correspondant à l'ensemble des 
états x tels que : 8x est donné par, 

a(x) = a 
q(x,co2C02) = a\a2 
q(x,ooico\) = a\az 

et 8X est distributive. La Figure 6.8 montre la politique associé à la fonction de va­
leurs v a i a i calculée comme suit : 

,,aifli _ ,,«i«i_* i 1 f,,a_.ai.wiW2 a1al,w2-Ji ...aiai.coiui ,.,aiai,cû2oj2\ u — u - r / \ \ u a i a 2 Tv-nas ~ r ua1a3 ' T U a\a 2 ) 

= (-83.5,-153.5) 

plus précisément, 

vaiai(sx) = 20+ 0.9-(-50-7.5-50-7.5) 

v
a i °i (s2) = -50 + 0.9 • (-50 - 7.5 - 50 - 7.5) 

Nous laissons le lecteur le soin de vérifier la distributivité de cette politique 8X. 
3. La Figure 6.9 décrit une partie des fonctions de valeurs v01 — i f -v8° construite après 

une application de l'opérateur if. Elle correspond à l'ensemble des fonctions de 
valeurs associées aux états X\ = Xo UaeA X". 

L'une des premières remarques est que i f génère un très grand nombre | Ai | de fonc­
tions de valeurs en comparaisons à l'ensemble Ao de fonctions de valeurs initiales. Mais 
plus important encore, si l'on ne regarde que l'enveloppe supérieure de cet ensemble de 
fonctions de valeurs, on constate qu'il est bien plus élevé que celui de l'ensemble initial. 
Cette dernière observation tend à conforter un de nos objectifs à savoir la construction 
d'un opérateur de contraction - reste à vérifier cette hypothèse. 
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(O2Ù)I W2Ù)2 witoi (0\a)2 L\ 
i « l « 2 i i- «i«3 > [ a i a 2 \ («i«3.1 i 

FIGURE 6.8 - Politique correspondant à la fonction de valeurs v"1"1. 

t /1 (b) 

P{s) P( l -5) 

FIGURE 6.9 - Vingt des fonctions de valeurs générées à l'issue de i f • v8°. 

Élagation des états individuels dominés 

En pratique, bon nombre des états x e X"+1 sont dominés par un état x e X„+i. Il est 
crucial de supprimer ces états, afin de garantir l'efficacité de l'opérateur de mises à jour. 
Cependant, il faut garder à l'esprit que contrairement aux problèmes de contrôle centra­
lisé, lors du contrôle distribué nous devons préserver la distributivité de la politique. Plutôt 
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que de supprimer les états une fois construits, nous suggérons de la faire en amont. C'est à 
dire bien avant leur construction explicite. En d'autres termes, nous souhaitons supprimer 
les états individuels x1 e Xl

n inutiles pour la construction des états x e Xn+X non dominés, 
et cela pour tout agent i e J ' . Muni de la représentation sous forme d'arbre de décisions 8X 

de tout état x e X n , nous pouvons utiliser le même critère introduit dans le cas à horizon 
fini à la Section 5.6.2. 

< 

(x,?) 

agent 1 agent 2 

y ) i 

FIGURE 6.10 - Critère de domination dans le cas à horizon infini. Ces deux structures re­
présentent des sous politiques à horizon infini. 

L'algorithme 6.11 propose un adaptation de l'algorithme 5.6 introduit dans le cas à 
horizon fini. L'élimination d'états individuels dominés se fait de façon incrémentale, en 
effet nous utilisons d'une part l'algorithme 6.11 afin d'éliminer les états individuels de 
l'ensemble Xl

n pour chaque ensemble de fonctions de valeurs Aa,ÙJ, et d'autre part l'algo­
rithme 6.12 afin d'éliminer les états individuels x1 e Xl

n+1 dominés. 

f- Programme linéaire d'élimination de sous politiques dominées 

1. Soient aeA, x' e X'n et oo1 eQ ' . 

2. Posons co = co1 co*1, x = xlx*1 et x - xlx*1. 

3. Maximiser £, sachant : VJc' e X^\{x'}, Veo*' e Q*', Vs e S, 

Y((x^ i)-vx 'ù)(s) 
\x i*t 

où 2^,1 ((x*1) = 1 et ((x*{) ^ 0. 

4. Si la variable £ est négative (£ ̂  0) alors supprimer x1 de Xl
n. 

(6.17) 

FIGURE 6.11 - Programme linéaire d'élimination d'états individuels x' e Xl
n dominées. 
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Programme linéaire d'élimination de sous politiques dominées 

1. Soit x' e Xl
n. Posons x = x'x*1 etx = x lx*'. 

2. Maximiser £, sachant : VJcJ e Xl
n\{xi}, V5 € S, 

\ Z ( ^ i ) ­ v x { s ) \ + ^ \ Y . a x , t i ) ­ v x { s ) 
U* 1 U* 

où Zx*i ((x*1) = 1 et CU5"') ^ 0. 
3. Si la variable £ est négative (£ ̂  0) alors supprimer x1 de X'n. 

(6.18) * 

FIGURE 6.12 ­ Programme linéaire d'élimination d'états individuels x1 e Xl
n+1 dominées. 

Comme dans le cas à horizon fini, nous offrons des garanties quant à la préservation 
de la distributivité et la qualité de la politique construite à l'issue de l'application de la 
méthode d'élagation d'états individuels. 

Lemme 5. Tout état individuel x1 e Xl
n supprimé par l'algorithme d'élimination des états 

individuels dominés est un état individuel qui produit des états x e Xn+i dominés. 

Démonstration. En considérant chaque état individuel x1 comme une arbre de décisions 
8xi et chaque état x comme une arbre de décisions 8X, il est facile de démontrer le résultats 
ci­dessus de manière similaire à celle utilisée au Lemme 2. 

□ 

6.2.3 Solutions aux équations d'optimalité 

Dans cette section, nous utilisons le théorème de point fixe de Banach afin d'établir 
l'existence d'une solution aux équations d'optimalité. Nous y mentionnons également 
une preuve constructive car elle offre les bases des certains des algorithmes développés 
par la suite. 

Tout d'abord rappelons que si °ll est un espace de Banach, alors °U est un espace li­
néaire muni d'une norme II • ||. Il est dit qu'un opérateur H : °il — ^ est un opérateur de 



Chapitre 6. DEC­POMDPs à Horizon Infini ­ « avec récompenses décomptées » 251 

contraction s'il existe un réel A, 0 ̂  A < 1 tel que : 

\\Hv­Hu\\^Â\\v­u\\ 

pour tout u et v appartenant à <%". 

Théorème 21. (Pointfixe de Banach) 
Soit°li un espace de Banach etH­ .^ — ^ u n opérateur de contraction. Il vient alors, 

1. qu'il existe une unique solution v* e°U telle que Hv* = v* ; et 

2. que pour toute solution arbitraire v° e °cY, la séquence {vn} définie par 

v
n + x = Hvn = Hn+1v 

converge vers v*. 

Afin d'appliquer ce théorème dans notre cas, nous montrons maintenant que l'opé­

rateur i f est un opérateur de contraction sur l'ensemble Y, espace des ensembles des 
fonctions de valeurs définis sur S et muni de la norme supremum. 

Théorème 22. Soit 0 ̂  A < 1. Il vient alors que les opérateurs LetS£ sont des opérateurs de 
contractions sur Y. 

Démonstration. L'opérateur L associe à tout ensemble de fonctions de valeurs dans Y un 
ensemble de fonctions de valeurs dans Y. Soit u s i r et v = Y8 deux ensembles de fonc­

tions de valeurs appartenant à Y, où v(h) = maxJcext, T.ses P(s\h)­vx (s) pour tout historique 
conjoint h e H. Fixons he H, et supposons que L • v(h) ^ L • u(h), et soit 

x*h e argmax {P(h) ■ (rx + AP* • O* • vx)}. 
x: S^f.™ 

Il vient alors d'une part que, 

0 ^ L­v(h)­L­u(h) 

et d'autre part que, 

L • v(h) ­ L ■ u(h) ^ P(h) ­(rx* + XPx*h ■ Ox. • Vxv ­ rx* ­ APX. • Oxj • vXu] 

= AP(fc).Pxj­Px.­K,­t/,J 
^ ÀPlW­Pjrf­Orf­lv^­t/jJ 

rt fi 

= AWVJC­VXJ 

où xv e Xv et xu e Xu. En répétant l'argument dans le cas où L­ v(h) ^ L• u(h), nous dédui­

sons que : 

\L­v(h)­L­u(h)\^X\\vXv­vXu\\ 
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pour tout historique he H.Le supremum sur l'ensemble des historiques dans l'expression 
ci-dessus donne le résultat escompté. Une preuve que l'opérateur if soit également un 
opérateur de contraction suit le même argument que celui utilisé pour l'opérateur L. 

D 

Nous établissons maintenant le résultat le plus important de cette section. Ce résultat 
est fondamental pour la théorie de la décision dans le cadre des problèmes de contrôle 
distribué des processus de Markov à horizon infini et à récompenses décomptées. 

Théorème 23. Soient 0 ^ A < 1, S un ensemble d'états finis, et r(s,d) une fonction de ré­
compenses bornées. 

1. Dès lors, il existe une solution v* eY satisfaisant Lv* = v*. De plus, v* est le seul 
élément de Y muni de cette propriété et égal à v*x. 

2. Pour chaque politique 8 e nHD, il existe une unique solution veY satisfaisant Lgv-
J 8 v. De plus, v est Tunique solution et équivaut àv8. 

Démonstration. Comme Y est un espace linéaire complet muni d'une norme, le Théo­
rème 22 établit que L et if sont des opérateurs de contractions de sorte que les hypothèses 
du Théorème 21 soient satisfaites. Dès lors, il existe une unique solution v* eY à l'équa­
tion Lv = v ou ifu = v. En utilisant if v = v, il est facile d'établir que v* = v*x. La partie (2) 
se démontre de façon similaire en choisissant A = {8}. 

D 

6.2.4 Existence d'une politique optimale 

Aussi bien du point de vue des calculs que de l'implémentation des politiques, nous 
aimerions restreindre notre attention aux politiques à horizon infini représentées sous 
forme de machines à états finis lorsque nous recherchons les politiques optimales. Bien 
entendu, une politique optimale dans l'espace des machines à états finis peut être sous 
optimale dans l'espace des politiques à horizon infini flHD. Cette section, vise à mon­
trer que l'existence d'une politique à horizon infini qui atteint le supremum équation 6.13 
pour v = v*x, implique l'existence d'une politique à horizon infini représentée sous forme 
d'une machine à états finis 8. Elle vise également à montrer comment identifier une telle 
politique et établir les conditions sur les fonctions de récompenses et de transitions qui 
garantissent que le supremum soit atteint. 
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Nous commençons cette section par un résultat proposant une méthode triviale d'iden­
tification des politiques optimales pour les modèles de contrôle distribué des processus 
décisionnels de Markov. Afin de l'implémenter, nous considérons une politique 8, l'éva­
luons, puis vérifions si sa valeur v8 satisfait l'équation d'optimalité. 

Théorème 24. Une politique n* e nH D est optimale si et seulement si vn
x est urte solution 

de l'équation d'optimalité. 

Démonstration. Soit n* une politique optimale. Il vient alors que vn
x = v*x. D'après le 

Théorème 23 (1) il s'ensuit que vn
x satisfait ifu = v. Supposons que iff"* = vn

x . Cela 
implique alors que vn

x = v*x, donc n* est optimale. 

D 

Pour tout v e Y, nous appelons 8V e nH D une politique v-améliorante si 

8V e argmax {rg + APg -Og-v} 
Selî a D 

De façon équivalente, 

r ^ + A P ^ - O ^ - u = max {rô +AP5-Og-v} 
<5eÔH D 

ou encore 

Lôuv = Lu 

Sous forme non matricielle, 8V est u-améliorante si pour toute croyance be&(S), 

E &(5) ' r x v (s )+Y E E ^Pxv(s\^-°XV(X,00\S)-Vx(s) = 
seS \ coeû. xeX seS t 

max \ Y b(s) - \ r x (s )+Y E E ^Px(s\s)-ox(x,oo\s)-vx(s) \ 
x : 8 x e n m [s(iS \ coeL. xeX seS }) 

où8 v = (xv,a,q,Xv). 

Les politiques 8 qui sont u*-améliorantes sont d'un ordre particulier. Nous parlerons 
plutôt de politiques conservatrices. En d'autres termes, une politiques 8* est conservatrice 
si 

Lg*v*x = rg> +APÔ. -Og. -v*x = v*x (6.19) 

ou encore de façon équivalente, 

8* e argmax {rô + APg-Og-v*x} 
5efiHD 
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Le théorème suivant prouve que ces politiques sont optimales. Il est l'un des plus im­

portants résultats de ce chapitre. Il offre l'un des principaux outils de la théorie de la dé­

cision pour le contrôle distribué des processus décisionnels de Markov : c'est à dire une 
méthode d'identification des politiques optimales. 

Théorème 25. Soit S un ensemble fini d'états, et supposons que le supremum soit atteint à 
l'équation (6.15) pour toutv e Y. Il vient alors, 

1. qu'il existe une politique conservatrice 8* e nH D ; 

2. que si 8* est conservatrice, alors 8* est une politique optimale ; et 

3. quev*x = supgetlHDV8
x. 

Démonstration. Le point (1) se déduit en notant que v*x e Y et le supremum est atteint 
pour l'équation (6.15). Nous déduisons que v*x est l'unique solution de l'équation Lf = v. 
Il s'ensuit alors de l'équation 6.19, que 

v\ = Lv*x = rg* + APg> • 0$* • v\ = Lg'V*x. 

Donc, il vient d'après le Théorème 20 que 

Le résultat (3) est une conséquence immédiate de (2). D 

Notons que la partie (3) implique que le supremum du total espéré des récompenses 
cumulées et décomptées sur l'ensemble des politiques déterministes est égale à celui sur 
l'ensemble des politiques ; c'est à dire, pour tout se S, 

sup vx = sup vx 
5en H D neÛ™ 

Notons également que la même politique déterministe est optimale pour tout se S. 

Nous réétablissons le théorème ci­dessus sous sa forme non matricielle. 

Corollary 2. Supposons que pour tout v e Y et pour toute croyance b e £?(S), il existe un 
état xv

beXv, tel que 

Y bis)­\rxv(s)+ Y E Y xPxl^s^°xv
b(x,co\s)­vx(s)\ = 

seS v. wen xeX seS ) 

sup \ Y Hs)■ \rx(s) + Y L E APxis\s)­ox(x,to\s)­vx{s) 
x: Sxe\îH0 seS \ wen xeX seS 
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77 existe alors une politique déterministe et distributives*. De plus, si8*(h) = x*h où 

x*h e argmax l Y b ^ ' 
jc:5xefiHD [seS 

alors 8* est optimale. 

r x ( s ) + Y E Y ÛPx(s\s)-ox(x,co\s)-vx(s)\[, 
wen xeX seS I I 

Lorsque le supremum équation (6.15) n'est pas atteint, il n'existe pas de politique op­
timale. Dans ce cas, nous recherchons une politique e-optimale. Nous disons qu'une po­
litique n* est e-optimale pour e > 0 si, pour toute croyance b e ë?(S), 

vn
xhb) = v*x(b)-e 

Théorème 26. Soit S un ensemble fini d'états. Alors pour toute > 0, il existe une politique 
déterministe distributive et e-optimale. 

Démonstration. D'après le Théorème 23, ift/J = v*x. Choisissons e > 0 et sélectionnons 
une politique déterministe n£ e flHD satisfaisant 

r»,+AP»,-<VvA > SUP {rn + l P n ' 0 „ ' v l } - ( l - X ) e e 
Tien™ 

= v*x-(l-A)ee 
* 

Comme vx = (1 - AP^«)_1 • rn*, en réarrangeant les termes et en les multipliant par (1 -
AP**)-1 nous montrons que 

_* 

de sorte que n* soit e-optimale. 

D 

6.3 Algorithme d'itération de valeurs 

L'algorithme d'itération de valeurs est l'algorithme de mieux connu et certainement 
le plus utilisé dans le cadre des problèmes de contrôle centralisé des processus décision­
nels de Markov (complètement ou partiellement observables) : c'est à dire pour les mo­
dèles MDPs, MMDPs, POMDPs, ou encore MPOMDPs. Cependant, il n'existe pour ainsi 
dire aucun algorithme d'itération de valeurs pour les problèmes de contrôle distribué des 
processus décisionnels de Markov. Il s'agit d'un algorithme permettant de déterminer une 
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politique e-optimale 8* en calculant des approximations successives de la fonction de va­
leurs v8*. Le succès de cet algorithme réside dans la simplicité de son implementation bien 
que son efficacité dans le cadre des modèles de contrôle distribué ne soit pas prouvée. 

Cette section se propose d'exposer une implementation de l'algorithme d'itération de 
valeurs pour les modèles de contrôle distribué, dans sa forme la plus basic. Nous sup­
posons dans cette section que le maximum en 6.14 et de façon équivalente le maximum 
en 6.15 soit atteint pour toute fonction de valeurs v e Y. Ce qui est possible par exemple 
lorsque le nombre de croyances b e ^ ( S ) accessibles est fini. Bien que cette hypothèse ne 
soit pas requise pour garantir la convergence de notre algorithme d'itération de valeurs, 
nous l'adoptons pour simplifier l'exposition de l'algorithme. Par conséquence, nous se­
rons amenés à résoudre le système d'équations suivantes, pour tout be£?(S), 

v(x,b) = max < Y b ^ \rx(s)+Â Y E E Px(s\s)-ox(x,t0\s)-v(x,i) j 
8 [seS \ wen xeX seS ) J 

où 8 = (xo,a,q,X). 

6.3.1 L'algorithme 

L'algorithme suivant détermine une politique déterministe et distributive e-optimale 
8* e nH D , ainsi qu'une approximation de sa fonction de valeurs. 

Algorithme 29 Algorithme d'itération de valeurs (DEC-POMDP). 
procedure VI 

Sélectionner v° e Y. 
Spécifier e > 0, et poser n = 0. 
répéter 

Calculer vn+1 comme suit : 

Incrémenter n de 1. 
jusqu'à \\vn+1-vn\\ < ^ ^ 
Vfc0 e 5* (S), sélectionner 8^ 

.n+l vn+L — Lvn (6.20) 

8* - 8boeaigmaxgx{vn+l(x,b0)\ (6.21) 

9: fin procedure 
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6.3.2 Convergence et borne sur l'erreur 

Le théorème suivant offre des garanties quant à la convergence de l'algorithme d'ité­
ration de valeurs. 

Théorème 27. Soient v° e Y, e > 0, et soit {vn} une séquence satisfaisant l'équation 6.20 
pour toutn^.1.11 vient alors que, 

1. vn converge vers v*x, 
2. il existe un entier N pour lequel l'équation 

\ W n + l - v n \ \ < E - ^ - (6.22) 

est satisfait, pour tout n^-N. 

3. la politique 5* définie en 6.21 est e-optimale. 

4. nous avons \\vn+1 - v ̂ || < | si l'équation 6.22 est satisfaite. 

Démonstration. Les parties (1) et (2) se déduisent immédiatement du Théorème 21. Sup­
posons par ailleurs que l'équation 6.22 soit satisfaite pour un n et 8E satisfasse l'équation 
6.21. Alors, 

Comme vx est un point fixe de l'opérateur Lge, et par conséquent de l'équation 6.21, 
Lgevn+1 = Lvn+1, la première expression à droite de l'équation 6.23 satisfait, 

\\v8
x*-vn+1\\ = \\Lôev8

x<-vn+l\\ 

^ I I L ^ - l t ^ H + IILu^1-^1!! 
= \ \ l s v ô J - l 6 v n + 1 \ \ + \ \ lv n + l - lv n \ \ 

^ A | | t / ! f -< / , + 1 | | +A | | i / l + 1 - i / ' | 

où les dernières inégalités proviennent du fait que les opérateurs L et Lg£ soient des opé­
rateurs de contraction sur l'ensemble Y. En réarrangeant les termes, nous obtenons alors, 

\W5
X<-vn+l\\ ^ -L . \ \v n + l -v n \ \ . 

Dans le second argument de l'expression à droite de l'équation 6.23, il en résulte l'in­
égalité suivante : 

\\vn+1-V*x\\ ^ - ^ - r \ \ v n + l - V n \ \ . 
i — A 
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Donc lorsque l'équation 6.22 est satisfaite, chacune des expressions à la droite de l'équa­
tion 6.23 est bornée par I, de sorte que, 

| t f - * î l < e. 

Cela établit les partie (3) et (4). 

n 

Ainsi l'algorithme d'itération de valeurs pour les modèles de contrôle distribué à hori­
zon infini et récompenses décomptées, détermine une politique 8* déterministe et distri­
butive e-optimale en un nombre fini d'itérations. 

6.4 Algorithme d'itération de politiques 

L'algorithme d'itération de politiques 30 est une méthode générale de résolution de 
processus de Markov. Elle recherche la politique optimale directement dans l'espace des 
politiques. Contrairement à l'algorithme d'itération de valeurs présenté ci-dessus, il existe 
un algorithme d'itération de politiques pour les modèles de contrôle distribué des pro­
cessus décisionnels de Markov. À la différence de cet algorithme, celui présenté ici est 
en tout point identique à ces homologues introduits pour la résolution de modèles de 
contrôle centralisé (MDPs, POMDPs). Cette grande similitude est un atout pour une plus 
grande facilité de compréhension et d'implémentation. Outre cela, cet algorithme et sur­
tout ses versions optimisées sont bien plus performantes que ceux proposées récemment 
par [Bemstein et al., 2009]. 

6.4.1 L'algorithme 

L'algorithme d'itération de politiques 30 pour les problèmes de contrôle distribué des 
processus décisionnels de Markov est décrit comme suit : 

Cet algorithme construit une séquence de politiques déterministes et distributives {8n} 
et de fonctions de valeurs {vn}. La séquence est finie si le critère d'arrêt <5„+i = 8n est sa­
tisfait, et infinie sinon. Nous rappelons qu'une telle séquence n'est finie que si l'ensemble 
des croyances b e &>(S) accessible est fini - en addition des hypothèses du chapitre. 
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Algorithme 30 Algorithme d'itération de politiques (DEC-POMDP). 
procedure PI 

Posons n = 0, et sélectionnons une politique arbitraire 8Q e fiHD. 
répéter 

(Évaluation de la politique) Déterminer vn en résolvant 

( l-APô n)-v = rôn. 

(Amélioration de la politique) Choisir 8n+i tel que 

8n+i e argmax {rô + APg •©$ -vn} 
«5efiHD 

posons 8n + \ — 8n si possible. 
Incrémentons n de 1. 

jusqu'à 8 n + i - 8 n 

Posons 8* — 8 n . 
fin procedure 

(6.24) 

(6.25) 

L'étape 2 de l'algorithme 30 est appelé communément évaluation de la politique car 
elle correspond via la résolution de l'équation 6.24, au calcule du total espéré des récom­
penses cumulées et décomptées de la politique 8n . Cela pourrait s'implémenter en utili­
sant la méthode Gaussienne d'élimination ou tout autre méthode de résolution d'équa­
tion linéaire. 

L'étape 3 de l'algorithme 30 consiste en la sélection d'une politique 8n + \ dite f "-améliorante. 
Afin d'éviter des phénomènes cycliques, nous vérifions que 8n+\ ne soit égale à 8n . À noter 
que, l'implémentation de l'équation 6.25 est faite de sorte que seules les politiques 8n + \ 
composées d'une décision immédiate a e A et de sous politiques extraites de 8n sont ex­
plorés. Cela permet d'éviter l'énumération exhaustive de toutes les politiques possibles à 
la fois. Ainsi, l'équation 6.25 permet d'identifier l'ensemble des politiques 8 qui soit v8n-
améliorante pour au moins une croyance. En d'autres termes, il s'agit de ne garder que 
l'ensemble des états x e Xn+\ tels que, 

rx + APx-Ox-vn > rôn+APôn-Ogn-vn 

avec au moins une inégalité stricte pour une croyance be 3? (S). 
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6.4.2 Monotonie 

Le résultat suivant établit la monotonie de la séquence {vn}. C'est une propriété es­
sentielle des algorithmes d'itération de politiques dans les modèles de contrôle centralisé. 
Nous aimerions l'étendre au cadre des modèles de contrôle distribué. 

Théorème 28. Soitvn etvn+l des fonctions de valeurs successives générées par l'algorithme 
d'itération de politiques. Il vient alors vn+l ^ vn. 

Démonstration. Soit 8n+\ une politique satisfaisant l'équation 6.24 c'est à dire 

r*n+1+AP*II+I-OwvB > rgn + AP8n-®gn-vn = vn 

En réarra ngeant les termes, nous obtenons 

rgn+1 > ( l -XP ô n Jv n 

En multipliant les deux côtés par (1 - AP,5n+1)_1, nous obtenons 

vn+1 = (l-APgn+.)- lrgn+l>vn 

6.5 Algorithme modifié d'itération de politiques 

Une des implementations des plus efficaces de l'algorithme d'itération de politiques 
dans le cadre des MDPs, est celle de l'algorithme modifié d'itération de politiques. Elle 
consiste essentiellement à remplacer l'étape d'évaluation exacte de la politique en une 
évaluation approximative utilisant par exemple l'algorithme d'itération de valeurs jusqu'à 
un certain seuil. Bien que cette modification soit intéressante dans le cadre de la réso­
lution des MDPs, en DEC-POMDP cette astuce est pour le moins inefficace. En effet, la 
complexité principale de l'algorithme d'itération de politiques provient véritablement de 
l'opérateur de mise à jour de la politique et de la fonction de valeurs associées. Le principal 
intérêt de cette version réside dans le critère d'arrêt permettant de garantir la terminaison 
systématique de l'algorithme sous les hypothèses exclusives du chapitre et cela avec une 
garantie quant à l'erreur produite. 
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6.5.1 L'algorithme 

Soit {mn} une séquence d'entiers non négatifs. 

L'algorithme modifié d'itération de politiques illustré à la Figure 6.13, combine à la fois 
des aspects de l'algorithme d'itération de politiques et ceux de l'algorithme d'itération de 
valeurs. Tout comme l'algorithme d'itération de valeurs, c'est un algorithme qui débute 
(étape 1) par une fonction de valeurs arbitraire v°. De même le critère d'arrêt utilisé à 
l'étape 3(b) est identique à celui de l'algorithme d'itération de valeurs. Lorsque ce critère 
est satisfait la politique résultant est e-optimale. Le déterminisme de la fonction de valeurs 
uQ

n a l'étape 3(a) ne requiert guère de calcul supplémentaire, car elle a déjà été établit à 
l'étape 2 lors du calcul de l'argmax à l'équation 6.30. 

Tout comme l'algorithme d'itération de politiques, l'algorithme 6.13 contient l'étape 
d'amélioration de la politique, étape 2, et une étape d'évaluation de la politique, étape 3. 
Cependant, l'évaluation de la politique n'est pas exacte, nous nous contentons d'une éva­
luation approximative. En effet, cette évaluation est effectuée de façon itérative à l'étape 
3(c), et répétée mn fois à l'itération n de l'algorithme. En conséquence de l'égalité 6.29, 
l'étape 3 peut être représenté par : 

v n + l = (Lgn+1)m»+lvn 

La séquence {mn} peut être définie de diverses manières : en fixant mn = m pour tout 
n ; ou en sélectionnant mn de sorte que || u„" + l - u™n || < e. Il nous est possible de prou­
ver que l'algorithme 6.13 converge quelque soit la séquence |m„l en adaptant l'argument 
utilisé dans le cadre des processus décisionnels de Markov [Putterman, 1994]. 

6.6 Algorithme d'itération de politiques à mémoire limité 

Compte tenu de la complexité souvent prohibitive des problèmes de contrôle distri­
bué, il est essentiel de développer des méthodes capables de faire face aux applications de 
grandes tailles. L'un des moyens communément utilisés est celui relatif à l'approximation 
de la fonction de valeurs optimales. En particulier, il est possible de calculer une fonction 
de valeurs optimales sur un sous-ensemble des croyances B c ^ (S) . De tels méthodes 
sont dites à base de points; lorsque qu'il existe un entier positif K tel que |B| ^ K, nous 
parlerons de méthodes à mémoire limitée. 
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Algorithme modifié d'itération de politiques 

1. Sélectionner v° e Y, spécifier e > 0, et fixons n - 0. 

2. (Amélioration de la politique) Choisir une politique Sn+1 satisfaisant, 

8 n + l e argmax {rs + APg-Q>g-vn} 
Sen™ 

posant 8n+i = 8n si possible, (quand n > 0). 

3. (Évaluation partielle de la politique). 

(a) Poser fc = 0 et 

u°n= max \rg + APg-Og-vn\ 
5eftHD 

(b) Si || u°n - v n \ \ ^ £ ^ , aller à l'étape 4. Autrement aller à l'étape (c). 

(c) Si fc = mn, aller à l'étape (e). Autrement, calculer u£+1 donné par 

(6.26) 

(6.27) 

u 
Jfc+l = r5 n + 1+AP5 n + 1-Q5 n + 1-^ (6.28) 

(6.29) 

(d) Incrémenter fc de 1 et retourner à l'étape (c). 

(e) Poser vn+1 = u%", incrémenter n de 1, et aller à l'étape 2. 

4. Poser 8E = 8n + \ , et arrêter. 

FIGURE 6.13 -Algorithme modifié d'itération de politiques. 

6.6.1 L'algorithme 

L'algorithme à base de points (ou à mémoire limitée selon les cas) illustré à la Figure 
6.14, correspond au calcul d'une fonction de valeurs approximatives sur un ensemble fini 
de croyances b e B. Cela peut aussi se faire dans le cadre de l'algorithme d'itération de va­
leurs, ou celui d'itération de politiques. Nous avons choisit d'implémenter le calcul d'une 
fonction de valeurs optimales sur un ensemble fini de croyances dans le cadre de l'algo­
rithme modifié d'itération de politiques. À la différence de l'algorithme modifié d'itération 
de politiques, nous construisons à chaque itération n et chaque croyance b, une politique 
8„+1, comme défini à l'équation 6.30. L'ensemble des politiques fl*+1 constitue par la suite 
une même politique 8n+i. Outre l'étape 2 d'amélioration de la politique, l'ensemble des 
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Algorithme modifié d'itération de politiques et à mémoire li mité 

1. Soit B c ^ ( S ) . Sélectionner v° e Y, spécifier e > 0, et fixons n - 0. 

2. (Amélioration de la politique) Choisir une politique 8n+\ satisfaisant, 

8 n + i - 8b
n+1 e argmax {rg + APg-Og-vn}-b, V b e B (6.30) 

5efiHD 

posant <5„+i = 8 n si possible, (quand n > 0). 

3. (Évaluation partielle de la politique). 

(a) Poser fc = 0 et 

u°n= max \rg + APg-®g-vn\ (6.31) 
_5enHD 

(b) Si || u°n - v n II ^ ^ r 1 ' ^ e T à 1 > é t a P e 4- Autrement aller à l'étape (c). 

(c) Si fc = m n , aller à l'étape (e). Autrement, calculer u„ + l donné par 

"n+ 1 = rgn + 1+APô n + l-Ogn + rvk
n 

(d) Incrémenter fc de 1 et retourner à l'étape (c). 

(e) Poser v n + l = u™n, incrémenter n de 1, et aller à l'étape 2. 

4. Poser 8£ = 8 n + i , et arrêter. 

FIGURE 6.14 -Algorithme modifié d'itération de politiques et à mémoire limité, 

autres étapes reste inchangé. 

Il est possible de modifier les algorithmes d'itération de valeurs et de politiques de 
sorte à incorporer cette amélioration de la politique courante sur la base d'un ensemble 
fini de croyances B. L'opérateur LB qui permet la construction d'une telle politique 8n + i 
est dit f"-améliorante sur la base des croyances B. Nous proposons deux implementa­
tions possibles de cet opérateur. La première génère l'ensemble des fonctions de valeurs 
possibles puis en sélectionne la meilleure suivant les croyances B. La seconde construit 
pour chaque croyance b e B la meilleure politique 8b

n+l de façon heuristique. 
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6.6.2 Opérateur de mise à jour LB 

Nous commençons par créer les ensembles intermédiaires Aa , t Aa,w (étape 1) : Va e A, 
Va; eO, 

et Vf x e vn, 

Aa,­ <_ „«.­(5) = r(5>fl) 

Aa,oj _ v^to(s) = AYP(s\s,a)0(co\s,d)vx(s) 
seS 

Puis, nous créons l'ensemble des fonctions de valeurs Aa (Va e A). Pour y parvenir 
nous générons l'ensemble des vecteurs (va'*,va'Wl,­ • • ,va'(0^) où va,w e Afl,w et va'* e Aa'*. 
Seulement la fonction de valeurs va = va'* ©Wen t»a,w ne correspond pas nécessairement 
à une politique distributive. Pour pallier cet état de fait nous avons recours aux objets 
de base. Nous construisons tout d'abord un ensemble de vecteurs (va,*,va,m,­­­ ,ua,ww) 
dits de base, où va'm e Aa,ù) etco eÙ. Ces vecteurs de base correspondent exactement à 
des politiques de base 8. En conséquence, il est possible d'y associer un vecteur complet 
(va,*,va,u>i,­ ­ ■ ,va,ù)M) correspondant à une politique déterministe et distributive 8 e nHD . 
Ainsi la fonction de valeurs va = va'* ©wen f a'w est une fonction de valeurs d'une politique 
déterministe et distributive. 

Par la suite, nous considérons l'union des ensembles Aa pour toute action conjointe 
a e A. 

An+i — ufl£ji A". 

Finalement, nous incluons l'ensemble A„ des hyperplans correspondant à la fonction 
de valeurs vn dans Aw+i afin de préserver l'intégrité de la politique 8n+\. Il est ainsi pos­

sible de sélectionner la politique 8b
n+l maximale pour chaque croyance b e B, et par consé­

quent de construire la politique 8 n + \ . 

6.6.3 Implementation B&B de l'opérateur LB 

Cette méthode a pour objectif de construire une fonction de valeurs vn+\ d'une po­

litique dite vn­améliorante pour un ensemble de croyance B. Contrairement au cas pré­

cédent, il s'agit d'éviter l'étape d'énumération exhaustive de l'ensemble des hyperplans 



Chapitre 6. DEC­POMDPs à Horizon Infini ­ « avec récompenses décomptées » 265 

possibles avant l'élimination des hyperplans dominés pour un ensemble de croyances B 
donné. Pour ce faire, nous construisons directement l'hyperplan maximal pour chaque 
croyance b e B. En d'autres termes partant de l'ensemble d'hyperplans A„ représentant la 
fonction de valeurs vn, nous construisons l'ensemble d'hyperplans A„+i représentant la 
fonction de valeurs vn+\ mais exclusivement pour les croyances B. 

Le problème du déterminisme de l'ensemble des hyperplans An+i sachant l'ensemble 
des croyances B et l'ensemble des hyperplans intermédiaires Afl'* et Aa,bJ pour toute ob­

servation conjointe coeQ, correspond au problème du déterminisme du vecteur d'hyper­

plans de base (va­ *, va,ù)1 ,­■•, ua,wi"i ) de sorte l'hyperplan v b e An+1, soit maximal pour une 
croyance b, et cela pour toute croyance b e B. 

Afin de décrire cette méthode, les définitions suivantes sont requises : 

1. va est un vecteur d'hyperplans, un pour chaque action conjointe a e A. 

2. va(co) est un hyperplan va'° e Aa,œ assigné pour l'observation conjointe coeQ. 

La méthode de recherche par chaînage avant dans l'espace des vecteurs d'hyperplans 
peut être considérée comme une méthode de construction incrémentale du vecteur d'hy­

perplans maximal pour une croyance b e B, basée sur une heuristique admissible sur la 
valeur de vecteurs d'hyperplans partiellement définis. À chaque étape de la recherche, 
le vecteur d'hyperplans partiellement définis le plus prometteur selon l'estimation heu­

ristique est sélectionnée et développé. Lorsque qu'un vecteur d'hyperplans va est com­

plètement défini, nous sommes alors capable de déterminer l'hyperplans correspondant 
va = va'* +YT.ûjenVa(co). Nous pouvons dès lors définir notre problème d'optimisation 
comme suit : 

Vb = argmax^ (va • b) 

Notons qu'un vecteur d'hyperplans dits partiellement défini correspond à un vecteur d'hy­

perplans où certaine des observations conjointes n'ont pas de représentant dans le vec­

teur. Afin d'en estimer néanmoins la valeur, nous remplaçons ces valeurs nulles par les 
hyperplans va,w e Aa,w de valeurs maximales pour la croyance b e B concernée. La va­

leur d'un tel vecteur d'hyperplans est une estimation heuristique optimiste sur la valeur 
exacte de l'ensemble des vecteurs d'hyperplans qui résulterait de ce vecteur partiellement 
défini. Ainsi, nous avons recours à cette valeur afin de déterminer si oui ou non nous de­

vons développer un nœud correspondant à un vecteur partielle d'hyperplans, pour toute 
croyance b e B. Nous définissons l'estimation heuristique construite comme la somme de 
deux estimations. La première, G(va, b), correspond à l'estimé exacte en provenance des 
hyperplans va(co) déjà définis. La seconde, H(va, b), correspond à la borne supérieure sur 
une assignation possible d'hyperplans aux observations conjointes pour lesquelles il n'y 
a pas encore d'hyperplans va(co) d'assignés. Nous proposons deux ensembles évolutifs, 



Chapitre 6. DEC­POMDPs à Horizon Infini ­ « avec récompenses décomptées » 266 

Qi et O2 tels que Q = d u ^2­ Ces ensembles correspondent à l'ensemble des observa­

tions conjointes pour lesquelles un hyperplan a été assigné, et l'ensemble d'observations 
conjointes pour lesquelles il faut assigner des hyperplans, respectivement. 

v(va, b ) = / ' + _ l X « » • b + A Y max (va'w ■ b) 
ùjeQi , wen2

 v 

G(v",b) H{v",b) 

Par la suite, nous proposons un détail de l'exécution de l'algorithme pour une seule 
croyance b e B, et une seule action aeA. Cet algorithme d'implémentation heuristique de 
l'opérateur L pour un ensemble de croyances B (noté LB) prend en entrée : une croyance 
b e B; une action conjointe a e A ; ainsi que les ensembles intermédiaires Aa'* et Aa,w, 
voir l'Algorithme 6.15. 

Nous commençons par initialiser un ensemble de nœuds notés Live avec un vecteur 
partiellement défini v% où aucun des hyperplans v (̂00) n'est défini, pour toute observa­

tion conjointe co e Q, et la valeur associée à la Solution initiale est nommée Incumbent 
(étape 1). À chaque itération de l'heuristique, le nœud vf possédant l'estimation heuris­

tique la plus élevée est extrait de l'ensemble Live, puis développer (étapes 2, 3 et 4). Le 
développement d'un nœud correspond à la completion d'une des observations de base 
ooeQ.De plus, pour chaque nœud fils généré vf , les hyperplans âf(co) qui peuvent­être 
définis sur la base de ceux déjà définis, sont complétés et l'estimation heuristique cor­

respondante mise à jour. Lorsqu'un nœud correspond à un vecteur complètement défini, 
son estimation heuristique correspond à sa valeur exacte. Cette dernière est alors com­

parée à .'Incumbent, et la meilleure solution des deux est retenue (étape 5). Si le vecteur 
complètement défini dispose d'une estimation heuristique inférieure à ï Incumbent, ce 
nœud est supprimé, car aucun des nœuds fils de ce nœuds ne disposera d'une valeur su­

périeure à Y Incumbent. Le cas échéant, le nœud est inséré dans l'ensemble Live (étape 6). 
Lorsque l'arbre de recherche a été complètement exploré, l'algorithme est rappelé avec 
une autre action conjointe et d'autres ensembles intermédiaires, mais en maintenant la 
solution courante. Et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'ensemble des actions conjointes ait 
été exploré pour chaque croyance b e B. 

6.6.4 Sélection des croyances B 

Comme la sélection de l'ensemble des croyances B est cruciale pour la qualité de la 
solution des algorithmes à base de croyances, nous avons recours à une méthode qui à 
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f— Implementation B&B de l'opérateur LB 

1. Initialiser Incumbent = 0(0, b), Live = {$$} 

2. Sélectionner un vecteur d'hyperplans va. (oo) e Live maximal pour b, c'est à dire : 

ViiJeLive:ô(ûJ,b) ^ v(vf,b) 

i 

a cm. r rnrxArrxnt­ ? , a T, a 

3. Poser Live := Live \ {vf} 

4. Développer vf en générant vf ,­■■ ,vf 

5. Si vecteur iï? est tel que : 
l p 

(a) v(v? ,b) > Incumbent, 
l p 

(b) vf est complètement défini 
*__. 

alors 

Incumbent = v(vf ,b) 
*o 

Solution = va'*+A Y vf (oo) 
wen 

pour tout p ­ 1,2,­­,k. 

6. Sinon Live = Live u {v" } 
' p 

7. Si Live ^ 0, retourner à l'étape 2, autrement retourner Solution. 

FIGURE 6.15 ­ Implementation B&B de l'opérateur l#. 

fait ses preuves. En particulier, [Pineau et al., 2003b] a décrit une méthode de simulation 
centralisée générant un ensemble de croyances. La procédure débute par la sélection d'un 
ensemble de croyances initiales BQ := {bo} incluant la croyance initiale bo à l'instant x = 0. 
Puis, à chaque instant x = 1,2, • • •, elle étend BT à BT+i en y ajoutant toute les croyances 
ba,w produites, et cela Vb e BT, Va e A, Vo e Q, de sorte que P(co\b, a) > 0. L'ensemble des 
croyance À := u^0fîT ainsi construit est l'ensemble de croyances accessibles durant la 
simulation centralisée. Il suffit alors de planifier de façon centralisée sur ces croyances afin 
de construire soit une politique conjointe exacte ou approximative, pour toute croyance 
initiale bo. Malheureusement, il est fort probable que l'ensemble À soit trop large. Dès 
lors, plutôt que de retenir l'ensemble des croyances ba,ù>, nous pouvons retenir une seule 
croyance ba '*. Celle dont la distance Li à l'ensemble courant B est maximale. Puis nous 
l'ajoutons à l'ensemble B, si et seulement si la distance Li est au­delà d'un certain seuil. 
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6.6.5 Propriétés théoriques 

Dans cette section, nous présentons certaines des propriétés théoriques de l'algorithme 
d'itération de politiques utilisant l'opérateur B&B LB, cet algorithme sera noté LB-PL En 
particulier, nous abordons les questions relatives à la convergence, la borne sur erreur 
ainsi que la complexité de l'algorithme LB-PI. 

Convergence 

Les algorithmes d'itération de politiques basés sur un ensemble de croyances B, bien 
qu'étant des algorithmes approximatifs, héritent plusieurs des propriétés désirables des 
algorithmes d'itération de politiques dans le cadre du contrôle centralisé [Hansen, 1997, Ji 
et al., 2007], y compris : 

1. Il existe une fonction de valeurs vn+1 dite vn -améliorante si l'algorithme ria toujours 
pas convergé. Cette fonction de valeurs vn+i est construite à l'issue de l'application 
de l'opérateur LB- De plus, elle améliore la valeur vn(b) d'au moins une croyance 
b e B et ne détériore la valeur d'aucune croyance b e B . 

2. L'algorithme LB-PI converge vers une fonction de valeurs et donc une politique dé­
terministe et distributive en un nombre fini d'itérations. 

3. L'erreur produite par l'application de l'opérateur LB afin de mettre à jour la fonction 
de valeurs est bornée et lorsque B = g?(S) cette erreur est inférieure à e. 

Borne sur l'erreur 

Nous démontrons maintenant que l'erreur entre la fonction de valeurs vn = L^uo résul­
tant de n applications de l'opérateur LB et la fonction de valeurs optimales v*x est bornée. 
La borne dépend de la densité de l'ensemble des croyances B échantillonné dans l'en­
semble de toutes les croyances accessibles SP~(S) : plus l'échantillonnage de B est dense, 
plus vn se rapproche de v*x. En arrêtant les itérations de l'algorithme LB-PI à un nombre 
suffisamment large d'itérations n, nous savons que la différence entre la fonction de va­
leurs vn et la fonction de valeurs optimales v*x n'est pas très significative. L'erreur total de 
l'algorithme LB-PI est alors donnée par : 

IK-vJlloo ^ IK-v^l loo+K-vl I loo (6-32) 

Comme l'opérateur LB au même titre que l'opérateur L est un opérateur de contrac­
tion, le second terme à droite de l'équation 6.32 est borné par A"\\VQ - t̂ Hoo (voir [Bert-



Chapitre 6. DEC­POMDPs à Horizon Infini ­ « avec récompenses décomptées » 269 

sekas, 2005]). Dans le reste de cette section, nous établissons et prouvons la borne sur 
l'erreur de premier terme à droite de l'équation 6.32 ||i>„ ­ u* Hc». Nous montrons que la 
borne de [Pineau et al., 2003b] est tout à fait applicable pour l'algorithme LB­PI, bien que 
compte tenu de la nature « itération de politiques» de l'algorithme LB­PI, il soit possible 
d'établir une borne plus serrée. 

Dans un premier temps, nous prouvons tout d'abord le Lemme suivant : 

Lemme 6. L'erreur introduite par l'opérateur LB lors d'une mise à jour de la fonction de va­

leurs sur l'ensemble des croyances B, plutôt que sur l'ensemble & (S) de toutes les croyances 
accessibles, est bornée par : 

q < l^eB, (6.33) 
1­7 

0Ù||r||oo = maxj;>fliî(5,a)eteB = maxb,eÀminbeB \\b­b'\\i. 

Démonstration. Afin d'avoir une intuition sur cette preuve, nous proposons une illustra­

tion à la Figure 6.16. Soit b e &(S)\B une croyance pour laquelle l'opérateur LB fait la plus 
large erreur lors de la mise à jour de la fonction de valeurs. Soit b e B la croyance la plus 
proche selon la norme Li de la croyance b. Soit vb l'hyperplan qui aurait été maximal pour 
la croyance b si l'opérateur L avait été utilisé, et v b l'hyperplan maximal pour la croyance 
b. En ne parvenant pas à insérer l'hyperplan v­b dans l'ensemble des hyperplans An repré­

sentant la fonction de valeurs vn, l'opérateur LB produit une erreur d'au plus, 

v*r­b­Vb­b 

D'autre part, nous savons par hypothèse que 

vb • b ^ vb ■ b 

Ainsi, 

ajout de zéro 
Vb est également maximal pour b 
collecte des termes 
inégalité de Holder 
définition de EB 

y v­ b­b ' ­v b­b ' 
= v y b 1 ­ v b ­ b ' + (v b ­b­v b ­b) 
< v b ­ b ' ­ a x ­ b ' + V b ­ b ­ v b ­ b 
= (v b ­v b ) ­ (b ' ­b ) 
< WVb­VbWooWb'­bh 
^ \\V­b­Vb\\oo£B 

^ l­A b B 

□ 

Le reste de cette établit et prouve la borne sur l'erreur produite par l'algorithme LB­PI 
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V(b) 

Pr(50) Pr(5j) 

b" 

FIGURE 6.16 ­ Erreur réalisée par l'opérateur LB pour la croyance b \t B par rapport à son 
plus proche voisin b e B. 

Théorème 29. Pour tout ensemble de croyance B, et toute itération n, l'erreur qT = 
v*n lloo produite par l'algorithme LB ­PI est bornée par : 

\ \ V n ­

q . ^ _­£B> 
(1­7) 2 

■ 

où\\r\\oo = maxs>aR(s,d) etEB = maxbl£iiminb&B \\b­b'\\i. 

Démonstration. 

|W;z­<lloo (définition de 7?T) 
= ||LBv„_1­Lu*_1|| (définition de L B et L) 
^ HLfi^­i­LUn­i lloo + \\Lvn­\­Lv*n_l lloo inégalité du triangle 
s.$ q + || L v n ­ 1 ­ Lv* _ t lloo (définition de 77) 
^ ly + AHVrt­i­u^Hoo (contraction) 
^ q + Aq n ­ i (définition de 7/„_i) 
^ 

(1­A): ■EB (série des sommes) 

n 

Notons qu'une borne sur l'erreur produite par l'algorithme LB­PI un peu plus serrée 
peut être dérivée en exploitant la nature de l'algorithme. En effet, nous n'estimons uni­

quement la perte due à l'élagation à l'issue de l'application de l'opérateur LB, nous ne 

file:////Vn


Chapitre 6. DEC-POMDPs à Horizon Infini - « avec récompenses décomptées » 271 

prenons absolument pas en compte l'étape d'évaluation de la politique ainsi que le main­
tient d'hyperplans issues des itérations précédentes. 

6.7 Expérimentations 

Nous avons implémenté plusieurs algorithmes de résolution des processus décision­
nels de Markov partiellement observables à horizon infini et muni du critère des récom­
penses décomptées : 

f— Acronymes des algorithmes 

1. L'algorithme exact d'itération de valeurs noté L-VI, voir Algorithme 29. 

2. L'algorithme exact d'itération de politiques noté L-PI, voir Algorithme 30. 

3. L'algorithme d'itération de politiques à base de croyances noté Lg-PI, voir Algorithme 6.14. 

4. L'algorithme PI à base de croyances avec B&B noté Lg-PI, voir Algorithme 6.15. 

Les expérimentations proposées ici sont réalisées en accord avec les problèmes extraits 
de la littérature des DEC-POMDPs : 

Problèmes testés 

1. Le problème « multi-access broadcast channel » noté (MABC) [Hansen et al., 2004]. 

2. Le problème « multi-agentstiger » noté (TIGER) [Nair et al., 2005]. 

3. Le problème « meetinggrid » noté (MEETING-GRID) [Bemstein et al., 2005]. 

4. Le problème « recycling-robot» noté (RECYCLING-ROBOT) [Sutton and Barto, 1998]. 

6.7.1 Résultats 

Les tables 6.1,6.2, et 6.3 ainsi que les figures 6.17 et 6.18 présentent les résultats de nos 
algorithmes ainsi que les algorithmes constituant l'état de l'art des méthodes de résolution 
des DEC-POMDPs à horizon infini. Il est important de signaler que les performances re­
portées ici sont extraites des divers articles de la littérature, voir la Table 6.1. Comme nous 
le verrons, il n'est pas nécessaire d'exécuter ces algorithmes compte tenu des différences 
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notables par rapport aux nôtres. 

Pour chacun des problèmes et chacun de nos algorithmes, nous reportons : 
1. la fonction de valeurs pour la croyance initiale bo, c'est à dire v(bo). Nous distinguons 

la fonction de valeurs v8 et v provenant respectivement des algorithmes d'itération 
de politiques et ceux d'itération de valeurs. Cette distinction peut sembler superflue, 
néanmoins elle reste essentielle dans le choix d'une des deux méthodes. 

2. la taille |A|, de la politique conjointe retournée, ou de façon équivalente le nombre 
d'hyperplans dans les ensembles A8 et A, selon les méthodes. 

3. le temps CPU de calcul de la dite politique conjointe et reporté en secondes. Comme 
l'ensemble des méthodes n'est pas exécuté sur la même machine, ce critère ne ser­
vira qu'à comparer nos propres algorithmes. 

6.7.2 Discussion 

Dans cette section, nous nous proposons d'analyser les résultats expérimentaux col­
lectés pour l'ensemble des algorithmes. Nous commençons tout d'abord par rappeler les 
performances des algorithmes de l'état de l'art. Puis, nous discuterons de nos algorithmes 
exacts. Enfin, nous terminerons cette section par les performances des approches approxi­
matives que nous avons proposées. 

Algorithmes à mémoire limité 

La Table 6.1 présente les performances des algorithmes de l'état de l'art qui pour l'es­
sentiel sont des algorithmes à mémoire limitée. Il s'agit plus précisément des algorithmes 
BPI et NLP. Rappelons que ces algorithmes à mémoire limité consistent à la recherche 
d'une politique dans l'espace des machines aléatoires à états finis. Le paramètre limité 
est le nombre d'états dont dispose la politique recherché. Comme abordé au Chapitre 3, 
ces méthodes à mémoire limité stagnent souvent dans un optimum local. Sur le problème 
le plus simple de la littérature, MABC, l'algorithme BPI est incapable de construire une 
politique optimale pour chacun des paramètres sélectionnés. Il en est de même lorsque 
le nombre d'états des machines considérées est restreint à un seul état. Bien que l'algo­
rithme NLP détermine une politique optimale pour les machines à un seul état, le coût 
requis pour la construction des politiques de dimensions plus larges est prohibitif. En par­
ticulier, l'algorithme NLP est incapable de déterminer une politique de dimension 16 pour 
le problème MABC. Sur le problème TIGER, l'algorithme BPI produit des politiques de qua­
lité médiocre tandis qu'à la surprise générale l'algorithme NLP produit des politiques de 
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bonnes qualités. En effet, nous constatons que NLP produit une politique à un état avec 
une valeur initiale de -2.66. Nous reviendrons sur cette performance en comparaison avec 
des approches que nous proposons. À noter d'ors et déjà que pour une machine détermi­
niste à un seul état, il est impossible d'obtenir une telle performance. Cette observation a 
longtemps été à l'origine d'une fausse bonne idée selon laquelle l'espace des politiques 
aléatoires « dominait » celui des politiques déterministes. La différence est qu'un état 
d'une machine aléatoire équivaut au moins à |A| états d'une machine déterministe. En 
d'autres termes, la comparaison ne doit pas se faire sur la dimension des politiques mais 
directement sur les meilleures politiques construites par chacune des méthodes. Sur le 
problème RECYCLING-ROBOT , les deux algorithmes BPI et NLP produisent des politiques 
avec sensiblement les mêmes performances à l'état initial, c'est à dire entre 24 et 32. De 
manière générale, ces algorithmes souffrent de plusieurs faiblesses : 

ils sont souvent coincés dans des optimums locaux. 

il n'existe aucune borne sur l'erreur des performances des politiques qu'ils construisent. 

le temps qu'ils requièrent pour la construction de politiques de dimension raison­
nable est prohibitif. 

m 
BPI 

vù(b0) m CPU (s) 
NLP 

vô(bo) m CPU (s) 
MABC 

1 4.68 1 1 9.1 1 1 
2 4.06 4 1 9.1 4 3 
3 8.63 9 2 9.1 9 764 
4 7.85 16 5 9.1 16 4061 

Tiger-A 
1 -125 1 t.e. -2.66 1 1 
2 -95 2 t.e. -1.33 2 23 
3 -195 3 t.e. -1.33 3 300 
4 -115 4 t.e. -1.00 4 1700 

Recycling-Robot 
1 6.20 1 500 18.0 1 1 
2 18.3 2 1000 28.0 2 25 
3 18.3 3 1700 32.0 3 700 
4 24.0 4 2800 31.3 4 2200 

TABLE 6.1 - Résultats expérimentaux des algorithmes BPI et NLP, où « t.e. » signifie temps 
requis excédé. 
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Nos algorithmes exacts : L-VI et L-PI 

Nos résultats indiquent clairement que les politiques produites ont des performances 
bien plus élevées que celles des politiques produites par les méthodes précédentes. 

En particulier, la Table 6.2 montre sur le problème RECYCLING-ROBOT que l'algorithme 
L-PI produit des politiques dont les performances par rapport à la croyance initiale sont de 
l'ordre de 58.23. Le meilleur des algorithmes précédents n'obtient que 31.3 pour le même 
problème, voir la Table 6.1. 

Cependant, il est à noter que l'algorithme NLP obtient des performances supérieures à 
celle de L-PI, pour le problème TIGER. Nous devons avouer que nous ne nous l'expliquons 
pas. La seule explication serait que le modèle utilisé soit différent ou alors que ces valeurs 
ne constituent que des bornes supérieures sur la valeur exacte que produirait NLP. Comme 
nous pouvons le voir, l'algorithme L-VI obtient la meilleure performance de tous -0.36. 

Il est cependant fort probable que cette valeur ne soit qu'une borne supérieure sur la 
valeur exacte. En effet, à chaque itération de l'algorithme L-VI la fonction de valeurs mises 
à jour ne correspond pas nécessairement à celle de la politique courante. Elle n'est qu'une 
estimation heuristique. C'est seulement à la convergence de cet algorithme que la fonc­
tion de valeurs est définie à E près de la fonction de valeurs optimales si cette dernière 
existe. Ainsi, une politique qui a besoin de plusieurs mises à jour de la fonction de valeurs, 
disons 100, et qui débute avec une valeur initiale élevée par exemple +10, l'algorithme L-
VI nécessitera plusieurs itérations avant d'obtenir la fonction de valeurs exactes de cette 
politique. C'est pour cette raison, que parfois l'algorithme L-VI maintient une borne su­
périeure sur la fonction de valeurs réelles pendant plusieurs itérations avant d'atteindre la 
fonction de valeurs exactes. 

Néanmoins, sur l'ensemble des quatre problèmes traités, nous ne pouvons pas vérita­
blement favorisé un de nos deux algorithmes exacts. Il faudra fort probablement les diffé-
rentier sur d'autres benchmarks. Une chose est à noter néanmoins, ces algorithmes ont de 
biens meilleures performances et garanties que les algorithmes précédents. Le principal 
point faible des ces méthodes reste leur incapacité à passer à l'échelle. En effet, assez vite 
l'espace mémoire requis devient prohibitif. Il est alors crucial d'étudier les performances 
lorsque ces algorithmes sont à mémoire limité. 
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1 
2 

L-VI 
#i v(b0) m CPU (s) 

L-PI 
v°(b0) 

MABC 

Tiger-A 

Recycling-Robot 

Meeting-Grid 
0.47 
0.99 

15 
1995 

0.03 
9.39 

3.06 
4.75 

25 
10404 

CPU (s) 

• 1 1.00 4 0.01 9.1 1 0.04 
2 2.59 30 0.05 9.1 4 0.11 
3 3.87 80 0.45 9.1 24 0.20 
4 4.40 144 2.87 9.1 90 0.53 
5 5.11 238 13.1 9.1 195 3.96 
6 5.83 272 47.9 9.1 340 25.3 
7 6.12 528 113.7 9.1 529 109.3 

1 -2.0 4 0.05 -19.99 1 0.04 
2 -3.8 25 0.18 -19.99 9 0.12 
3 -5.42 120 0.57 -19.99 49 0.27 
4 -4.09 156 9.52 -10.93 306 1.58 
5 -0.36 840 34.6 -10.66 1722 117.8 

1 7.81 1 0.01 49.27 1 0.09 
2 17.8 9 0.04 52.06 9 0.21 
3 25.6 49 0.19 54.48 42 0.42 
4 30.1 132 2.07 55.32 121 1.92 
5 36.1 255 19.3 57.64 342 15.7 
6 40.5 675 108.7 58.23 870 252.5 

3.48 
35.8 

TABLE 6.2 - Performances des algorithmes L-VI et L-PI 

Algorithme force brute à base de croyances : LB-PI 

L'algorithme force brute à base de croyances, noté LB-PI, est basé sur la sélection des 
hyperplans maximaux pour un ensemble de croyances. Cela est possible d'une part, par 
la génération exhaustive, et d'autre part, par la sélection des hyperplans non dominés 
sur B. Comme nos algorithmes exacts ont été incapables de construire des politiques de 
très grande qualité compte tenu de l'exigence de l'optimalité, l'objectif de ces algorithmes 
est de sacrifier l'optimalité pour la faisabilité. Nous illustrons les performances de l'algo­
rithme LB-PI à la Table 6.3. Il est utile de noter que cet algorithme produit des politiques 
de qualités très proches de celles produites par l'algorithme exact L-PI, pour les mêmes 
itérations. 
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Par exemple, l'algorithme LB-PI parvient à déterminer une politique dont les perfor­
mances sont identiques à celles de l'algorithme exact L-PI pour le problème RECYCLING-

ROBOT. Et cela sur la totalité des 6 itérations au terme desquelles l'algorithme L-PI s'arrête. 
Bien que nous soyons ainsi parvenus à réaliser quelques itérations de plus que celles réali­
sées par les algorithmes exacts, nous ne sommes toujours pas parvenus à la convergence. 
Cela est dû cette fois ci non plus à la mémoire mais plutôt à la complexité en temps ré­
sultant de la génération exhaustive. Pour pallier cet état de fait, nous discutons les perfor­
mances d'une implementation plus efficace utilisant la recherche heuristique : séparation 
et évaluation (selon l'acronyme anglais branch-and-bound). 

Algorithme B&B à base de croyances : LB-VI et LB-PI 

Les Figures 6.17 et 6.18 illustrent les performances de l'algorithme d'itération de poli­
tiques à base de croyances B. Il est développé suivant l'approche de séparation et évalua­
tion. Selon qu'il s'agisse d'un algorithme d'itération de valeurs ou de politiques, il est noté 
LB-VI et LB-PI, respectivement. 

Pour chaque problème nous proposons deux graphes : à droite, nous montrons les 
performances en temps des deux versions de l'algorithme ; à gauche, nous illustrons les 
performances des politiques construites par ces deux versions, et cela à chacune de leurs 
itérations. La bonne nouvelle est que toutes les deux versions convergent dans trois des 
quatre problèmes traités. De plus, de façon similaire à leurs versions «force brute», les 
performances des politiques à chaque itération sont très proches de celle des algorithmes 
exacts. La mauvaise nouvelle est qu'il reste difficile de départager les deux versions. La 
version « itération de politiques » converge après très peu d'itérations sur les problèmes 
MABC, MEETING-GRID et TIGER, comme nous pouvions nous attendre. Cependant, la ver­
sion « itération de valeurs» est plus rapide sur le problème RECYCLING-ROBOT. En somme, 
tant que l'étape d'évaluation de la politique dans la version « itération de politiques » n'est 
pas très coûteuse en temps de calcul, l'algorithme LB-PI est plus rapide. Or la complexité 
de cette étape dépend du nombre d'hyperplans conservés à chaque itération de l'algo­
rithme. Ainsi, lorsque ce nombre devient trop grand, l'avantage de l'algorithme LB-PI dis­
paraît au profit de l'algorithme LB-VI. Sur le problème RECYCLING-ROBOT par exemple, 
nous notons que bien que l'algorithme LB-PI requiert moins d'itérations que l'algorithme 
LB-VI, ce dernier requiert bien moins de temps que l'algorithme LB-PI afin de converger. 
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FIGURE 6.17 - Performances des algorithmes LB-VI et LB-PI (1) 
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FIGURE 6.18 - Performances des algorithmes LB-VI et LB-PI (2) 
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6.8 Conclusion 

Ce chapitre offre dans le cas à horizon infini la suite de l'analyse de la théorie de la 
planification centralisée pour le contrôle distribué des processus décisionnels de Markov. 
Nous avons proposé tout comme dans le cas à horizon fini, des approches de construction 
de politiques conjointes e-optimales, ou à erreurs bornées. Sous l'hypothèse de la planifi­
cation centralisée, nous avons établi les équations d'optimalité ; et proposé des méthodes 
de résolution y compris : les algorithmes d'itération de valeurs et de politiques. Nous 
avons également proposé un mécanisme d'élimination de politiques conjointes inutiles. 
Parmi l'ensemble des méthodes proposées, l'algorithme de recherche heuristique de poli­
tiques conjointes s'avère être le meilleur. Il étend l'algorithme PBIP dans le cadre de DEC-
POMDPs à horizon infini. Les expérimentations sur l'ensemble des benchmarks montrent 
des performances remarquables, surpassant celles des tous les autres algorithmes ap­
proximatifs. De plus, cette approche offre des garanties quant à la qualité de la politique 
conjointe retournée. 
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LB-VI 

#/ v(b0) m CPU (s) 
LB-PI 

vd(b0) in CPU (s) 
MABC-|S| = 19 

1 1.00 1 0.01 9.1 ] 0.04 
2 2.59 2 0.03 9.1 ] L 0.11 
3 3.29 3 0.09 9.1 ] L 0.29 
4 3.92 4 0.16 9.1 ] L 0.41 
5 4.48 3 0.27 9.1 ] L 0.53 
6 5.33 5 0.39 9.1 ] L 0.67 
7 5.73 5 0.54 9.1 ] L 0.81 
8 6.09 6 0.71 9.1 ] L 0.97 
9 6.41 5 0.91 9.1 L 1.14 

Tiger-A - \B\ = 10 
1 -2.0 4 0.01 -19.99 1 0.03 
2 -3.8 16 0.06 -19.99 9 0.09 
3 -5.42 28 0.27 -19.99 25 0.23 
4 -3.00 36 0.82 -10.93 64 0.68 
5 -0.17 100 1.93 -10.66 169 3.49 
6 -2.04 121 9.01 -10.66 289 27.5 
7 -3.07 121 25.0 -4.87 256 131.8 
8 -3.86 121 49.7 -4.87 256 293.7 
9 -4.57 121 82.9 t.e. t.e. t.e. 
10 -5.20 121 125.1 t.e. t.e. t.e. 

Recycling-Robot - |B| = = 66 
1 7.81 1 0.01 49.27 1 0.09 
2 17.8 9 0.05 52.06 9 0.21 
3 24.0 36 0.28 54.48 25 0.51 
4 30.3 81 2.80 55.32 49 1.87 
5 37.8 144 17.0 57.64 90 7.39 
6 41.2 132 70.0 58.23 132 27.3 
7 44.7 272 154.5 60.26 182 80.1 
8 48.2 272 401.6 60.59 210 197.4 
9 50.4 418 803.7 62.37 255 406.3 
10 t.e. t.e. t.e. ' 62.49 306 751.6 

Meeting-Gric - | B | = . L2 
1 0.47 6 0.03 3.06 9 3.47 
2 0.99 56 0.69 4.75 25 8.24 
3 1.43 126 51.9 5.43 72 22.9 
4 1.99 368 371.9 5.82 143 122.4 
5 t.e. t.e. t.e. 5.92 208 668.3 

TABLE 6.3 - Performances des algorithmes LB-VI et LB-PI. 



Chapitre 7 

Planification centralisée des DEC-MDPs 

LE modèle général de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov 
est un formalisme aussi expressif que complexe, pour la modélisation des pro­
blèmes de contrôle distribué, multi-agents et coopératifs. En effet, la recherche 
a montré que résoudre un DEC-MDP pouvait être soit NEXP-difficile soit indé­

cidable. Dans ce contexte, toutes les tentatives de résolution des DEC-MDPs ont été axées 
sur des modèles plus restreints, comme discuté au Chapitre 3. Et encore plus important, 
les méthodes de résolution du problème général, n'ont reçu aucune attention, aussi sur­
prenant que cela puisse paraître. 

Dans ce chapitre, nous exhibons un certain nombre de propriétés, y compris celles 
liées à la dimension bornée de la statistique suffisante pour la planification en DEC-MDPs 
- en Section 7.2. En outre, nous restreignons les équations d'optimalité, Section 7.4. Nous 
exploitons par la suite ces propriétés afin de concevoir le premier algorithme optimal et 
non trivial de résolution des DEC-MDPs, Section 7.5. 

7.1 Le modèle des DEC-MDPs 

Définition 16. Le modèle de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov (DEC-
MDP) est défini par un tuple (J, S, {A'}, T, {Q1}, O, R, AO où : 

- _y est l'ensemble des agents i = 1, • • •, n ; 
- S symbolise l'ensemble fini des états; 
- A1 représente l'ensemble fini des actions individuelles de l'agent ieJ^.A = Alx---xAn 

est l'ensemble fini des actions conjointes à l'ensemble des agents, o ù a - (a1, • • •, a") 
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est une action conjointe; 
­ T(s'\s,a) est une fonction de transitions, représentant la probabilité de transiter de 

l'état s à l'état s'lorsque l'action conjointe a est exécutée. 
­ Q1 définit l'ensemble fini des observations individuelles disponibles pour l'agent i. 

Q = Q1 x • • • x Qn est un ensemble fini des observations conjointes, où co = (co1, • • ■ ,con) 
est une observation conjointe ; 

­ 0(a>\s',a) est une fonction d'observation, qui décrit la probabilité de percevoir l'obser­

vation conjointe co sachant que l'action conjointe a a été exécutée et a abouti à l'état 
s'; 

­ R(s, a) est une fonction de récompenses, décrivant la récompense perçue lors de l'exé­

cution de l'action conjointe a dans l'état s ; 
­ N est l'horizon de planification. C'est à dire le nombre de décisions à prendre. 
­ L'hypothèse d'observabilité conjointe totale signifie que «le |./|­tuple d'observa­

tions individuelles pris ensemble détermine totalement l'état réel du système ». Plus 
formellement, si O(co\s', a) > 0 alorsP(s'\co) = 1. 

Soit7r = (do,d\,­­­, du) une politique conjointe aléatoire et non­Markovienne, où dT: HT ­*&>(A) 
est une règle de décisions et HT = So x Ai x • • • x AT_i x QT est un ensemble d'historiques 
de paires d'observations et d'actions générées avant l'étape x. On note V^(HQ) le total es­

péré des récompenses décomptées et cumulées durant les N étapes de décisions, lorsque 
la politique conjointe it est exécutée et que le système est dans l'ensemble des historiques 
Ho à l'étape de décision initiale x = 0. Pour toute politique aléatoire et non­Markovienne, 
cette valeur est donnée par : 

vn
N(H0) = E J t lYX t r T (H T ,n T ) + XNrN(HN)ï (7.1) 

où 1 < A < 0 est le facteur de décompte. Ainsi, résoudre un DEC­MDP revient alors à déter­

miner une politique conjointe n* dont le valeur v7^ est la plus élevée. En d'autres termes, 
nous recherchons une politique conjointe aléatoire et non­Markovienne n* telle que : 

1. SiN<oo, 

v^(Ho) ^ vn
N(Ho) (7.2) 

2. Si N = oo, par passage à la limite nous obtenons 

vn'(H0) < vn(HQ) (7.3) 
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7.2 Statistique suffisante 

Cette section établit la principale propriété des DEC­MDPs, en opposition aux DEC­

POMDPs. En particulier, nous définissons les conditions pour lesquelles les observations 
conjointes constituent la statistique suffisante pour la planification exacte en DEC­MDPs. 
Du point des applications réelles, qui motivent ce travail, nous trouvons confortable qu'en 
restreignant notre attention aux observations conjointes oo eQ, simplifiant l'implémen­

tation et la recherche des politiques conjointes, nous puissions atteindre des politiques 
de valeurs aussi grandes que si nous utilisions les ensembles d'historiques HT, à chaque 
étapes de décisions x = 0,1, • • •, N. 

Lemme 7. Pour tout DEC­MDP (J?, S, {A1}, T, {Q1}, O, R, N), il existe une application injec­

tive op : Q — S, qui à toute observation conjointe associe un état. 

Q <P ^ S 

FIGURE 7.1 ­Application injective cp pour les observations conjointes Q ­ {000,001,002,002} 
et les états S = {so, S\,S2, S3}. 

Démonstration. Soit op~l : S —■ Q u {0} une application qui à tout état associe un élément 
dans Q u {0} où 0 représente une observation conjointe non définie. Cette application est 
donnée par : 

­ i t . \ 00 iflZa£A0(oo\s,a)>0, 
I 0 autrement. 

D'après l'hypothèse d'observabilité conjointe totale, chaque état 5 est associé à au plus 
une observation. Par définition, l'application tp'1 est alors injective. Par conséquent, ((p­1)­1 : Hu 
{0} ­» S est surjective. Donc l'application ip: Q — S donnée par op(oo) ­ (op'1) '1^), est une 
application injective. D 

Nous sommes maintenant prêt à énoncer le résultat principal de la planification cen­

tralisée en DEC­MDPs. 
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Théorème 30. L'ensemble des distributions de probabilités &>(Q), sur l'ensemble des ob­

servations conjointes, constitue une statistique suffisante pour la planification centralisée 
exacte en DEC­MDPs. 

Démonstration. Durant la simulation centralisée d'une politique conjointe quelconque, 
à chaque réalisation d'un historique hT = (so,Oo,co\,a\,­­­ ,coT) correspond une séquence 
(so,ao,(p(co\),a\,­­­ ,(p(coT)). En d'autres termes, la simulation centralisée de l'historique 
h r révèle une séquence d'états et d'actions (so,ao,Si,a\,­­­ ,sT). En effet, l'état 5T = op(coT) 
est révélé pour toute observation conjointe coT par l'hypothèse d'observabilité conjointe 
totale, et cela à chaque étape de décision x = 0,1, • • •, N. Ainsi, l'état courant sT dépend de 
l'historique hT seulement au travers de l'observation conjointe courante coT du système. 
Finalement, la nature Markovienne du modèle suffit à conclure. D 

7.3 Représentation des politiques 

En conséquence du Théorème 30, il est facile de montrer qu'une politique individuelle 
d'un DEC­MDP est une application déterministe nl

T : Q1 —■ A1 qui à toute observation in­

dividuelle associe une action individuelle, pour tout agent i = 1,2,­­­ ,\.f\, et à chaque 
étape de décisions x = 0,1,­­­ , N ­ 1 . Ainsi, une politique conjointe d'un DEC­MDP est 
une application déterministe nT : Q — A, qui à toute observation conjointe associe une 
action conjointe, à chaque étape de décisions r = 0,1,•••,JV­1. Dès lors, la valeur d'une 
politique conjointe n r partant d'une distribution de probabilités s, notée b(co) s P(co), est 
donnée par : 

vK(b) = Yb((o)\r„(co) + A Y Y°x(û\slpn(s\(o)­v*(co)\, \ /be&(Q), (7.5) 
ot [ ojeimses J 

OÙ 

s = (p(co) 

rn(co) = R(s,n(co)) 

Pn(s\C0) = T(s\s,Tt(C0)) 

on(co\s) = 0(ô»|_s,7r(a_i)) 

Donc, v11 satisfait l'équation 

v = rn + AP„v (7.6) 

Pour chaque fonction de valeurs v e V , nous définissons une transformation linéaire Mn 

par: 

Unv = rn + AP„v (7.7) 
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Sous cette notation, l'équation (7.10) devient : 

v11 = H*!/1 (7.8) 

Cela signifie que la fonction de valeurs v71 est un point fixe pour l'application Hn. Nous 
rappelons que les théorèmes des points fixes constituent un outil important pour l'analyse 
des modèles à récompenses décomptées. 

Par la suite, nous appelons politique d'un DEC-MDP une ensemble de politiques II = 
{nb | b e B}, où B est tout ou partie de l'ensemble ^ (Q) . Il est possible de montrer que 
l'ensemble IL est fini lorsque N < oo, et potentiellement infini lorsque N = oo. Cela est 
notamment possible en s'inspirant de la théorie de planification en POMDPs. En effet, 
dans le cas fini, le nombre |B| de distributions de probabilités accessibles partant d'une 
distribution initiale est fini. Il est alors possible d'associer à chaque distribution bT une 
politique nT, d'où la dimension fini de l'ensemble des politiques IL Cette discussion s'ap­
plique bien entendu à la fonction de valeurs d'un DEC-MDP. En effet, elle correspond à 
l'ensemble v* s {vn | n e U*}. Comme l'ensemble n* est fini dans le cas N < oo, la fonction 
de valeurs v* est également finie dans le cas N < oo. Un raisonnement similaire permet de 
conclure dans le cas infini. 

7.4 L'équation d'optimalité 

Dans cette section, nous introduisons l'équation d'optimalité pour la planification cen­
tralisée des DEC-MDPs. Nous montrons, en outre, que les solutions de cette équation sont 
les fonctions de valeurs optimales. 

Pour toute fonction de valeurs vr e V, l'équation d'optimalité est donnée par : 

vT+i s max{rn + APjtVj} (7.9) 
71 

Le passage à la limite de l'équation (7.9) suggère que l'équation suivante caractérise aussi 
bien les valeurs que les politiques conjointes optimales dans le cas N = oo : 

v = max{rn + APnv} (7.10) 

Pour toute fonction de valeurs veV, nous définissons une application (non linéaire) H sur 
l'ensemble V par : 

Hv = max{rn + APnv} (7.11) 
n 

= v (7.12) 
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Nous pouvons maintenant appliquer le théorème de point fixe de Banach afin d'établir 
l'existence d'une solution à l'équation d'optimalité. 

Lemme 8. Supposons 0 < X < 1 ; il vient alors que l'application H est un opérateur de 
contraction sur V. 

Démonstration. Comme Q est un ensemble fini, H associe à toute fonction de valeurs 
dans V une fonction de valeurs dans V. Soit a et f deux fonctions de valeurs dans V, 
supposons Hv ^ Hu, et soit 

n* = argmax^lr^ + AP^y} (7.13) 

Alors, 

O ^ H v ­ H u ^ APn*(v­u) (7.14) 

^ AP*. I lu ­" I l (7.15) 
^ X\\v­u\\ (7.16) 

En répétant cet argument dans le cas Ha ^ Hv, cela implique que 

|Hv­Hu| ^ A\\v­u\\ (7.17) 

□ 

En conséquence du Lemme 8, il existe une fonction de valeurs v* e V satisfaisant 
Hv* = v* et une politique conjointe n* est optimale si et seulement si vn =v*. 

7.5 Algorithme d'itération de politiques 

L'algorithme d'itération de politiques illustré Algorithme 31 est une méthode générale 
de programmation dynamique pour la résolution des processus décisionnels de Markov. 
L'algorithme d'itération de politiques pour le contrôle décentralisé des processus déci­

sionnels de Markov avec récompenses décomptées suit. 

A noter que la politique conjointe Û n'est pas nécessairement unique, d'où la spécifica­

tion fl = n si possible, afin d'éviter les cycles. Cet algorithme d'itération de politiques dif­

fère dans son implementation de l'opérateur max dans l'équation (7.19) qui est sous forme 
matricielle contrairement au cas mono agent. Cela est essentiellement dû à la contrainte 
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Algorithme 31 Algorithme d'itération de politiques (DEC-MDP). 
procedure PI 

Sélectionner une politique conjointe arbitraire n. 
répéter 

(Évaluation de politique) Obtenir v en résolvant 

v n * - ( l - A P n Y l r n (7.18) 

(Amélioration de politique) Choisir n satisfaisant 

tt e argmax^(rn + APnv) (7.19) 
Poser ft *— n si possible. 

jusqu'à n = n 
Retourner n* ^ I L 

fin procedure 

de décentralisation du contrôle. Cela signifie que nous devons évaluer toutes les poli­
tiques conjointes possibles n ; puis choisir la meilleure d'entre elles ft, pour chaque dis­
tribution P(co) possible. Malheureusement, le nombre ®"=1|A'|'n'' de toutes les politiques 
conjointes possibles est exponentiel en fonction du nombre d'observations et d'agents. 
Néanmoins, lorsque ce nombre n'est pas trop prohibitif, l'algorithme d'itération de poli­
tiques peut-être utilisé. Afin de résoudre des problèmes de dimensions supérieures, il fau­
dra remplacer l'opérateur d'énumération exhaustive de toutes les politiques possibles par 
une opérateur de recherche heuristique dans l'espace de toutes les politiques possibles, 
comme nous avons discuter dans le cadre des DEC-POMDPs. 

7.6 Conclusion 

Nous avons tenté de montrer l'intérêt de l'analyse théorique de la planification centra­
lisée pour le contrôle distribué débutée aux Chapitres 5 et 6. L'application de cette analyse 
au cadre des DEC-MDPs, offre des perspectives jusqu'ici inespérées. En effet, la difficulté 
majeur d'application des modèles de contrôle distribué (DEC-POMDPs, DEC-MDPs,... ) 
réside essentiellement dans quantité exorbitante des ressources qu'elles requièrent. En 
particulier, les politiques conjointes en DEC-POMDPs sont définies au mieux dans l'es­
pace des politiques conjointes déterministes et non-Markoviennes ; la statistiques suffi­
sante est de dimension variable, dont la croissance est exponentielle. A la différence, nous 
avons établit que dans le cadre des DEC-MDPs, l'hypothèse d'observabilité conjointe to­
tale simplifie considérablement le problème. D'abord, la statistique suffisante pour la pla-
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nification centralisée est l'ensemble des distributions de probabilités sur les observations 
conjointes, de dimension fixe ; de plus, les politiques conjointes sont définies sur l'espace 
des politiques pures (stationnaires et déterministe) ; enfin la fonction de valeurs associe 
une seule valeur pour chaque observation conjointe. Toutes ces propriétés ont permis la 
définition d'un opérateur de mise à jour d'une fonction de valeurs arbitrairement choisie, 
propice à la construction d'algorithme d'itération de politiques, ou valeurs, et bien d'autre 
encore. Encore plus important, ces propriétés permettent le transfert de presque la tota­
lité des travaux réalisés dans le cadre des MDPs au cadre des DEC-MDPs, y compris les 
approches de recherche heuristique par chaînage avant ; de compression de l'espace des 
observations ; d'apprentissage des modèles ; Les perspectives du modèle général des 
DEC-MDPs sont bien plus prometteuses que celles que nous pourrions envisager dans le 
cadre des DEC-POMDPs. L'application de ce modèle sur un problème réel n'est certaine­
ment plus qu'une question de temps. 



Chapitre 8 

Conclusion 

DANS cette thèse, nous avons abordé les problèmes de prise de décisions sé­
quentielles. Nous avons exposé les modèles adoptés par la communauté des 
chercheurs en Intelligence Artificielle, en particulier les problèmes de contrôle 
centralisé ou distribué des processus décisionnels de Markov complètement 

observables (MDPs / DEC-MDPs), les processus décisionnels de Markov partiellement ob­
servables (POMDPs / DEC-POMDPs). 

8.1 Planification topologique pour le contrôle centralisé 

Le contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov bénéficie d'une riche litté­
rature comprenant une théorie complète, ainsi que des algorithmes exacts et approxima­
tifs analysés en profondeur. Néanmoins, force est de constater que face à des problèmes de 
dimensions considérables, cette théorie et ces algorithmes sont souvent mis à défaut. En 
particulier, les algorithmes de programmation dynamique visant à calculer une succes­
sion d'approximations de la fonctions de valeurs optimales ou de la politique optimale, 
font systématiquement usage d'un opérateur dit de mises à jour. La complexité de résolu­
tion des problèmes de contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov est ainsi 
fonction du nombre de fois que l'opérateur de mises à jour est utilisé. Afin d'améliorer 
significativement le temps de résolution de tels problèmes, l'un des moyens consiste à 
trouver une méthode utilisant le moins souvent l'opérateur de mises à jour tout en par­
venant à calculer la politique désirée. C'est dans ce contexte que s'inscrit notre première 
contribution (Chapitre 4), permettant d'exploiter la structure topologique des problèmes 
afin de réduire le nombre d'application de l'opérateur de mises à jour. 
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8.1.1 Processus décisionnels de Markov 

Dans le cadre des MDPs, nous avons proposé un algorithme de programmation dyna­
mique prioritise et nommé iTVL Cet algorithme se propose d'exploiter des relations cau­
sales dans les domaines non acycliques, cela permet en particulier de faire face aux limites 
de l'algorithme TVI. En exploitant les dépendances causales entre états à l'intérieur d'un 
sous-ensemble d'états non acyliques, /TVI parvient à accroître empiriquement le taux de 
convergence de TVI, dans l'ensemble des domaines testés. 

8.1.2 Processus décisionnels de Markov partiellement observables 

Nous avons identifié les propriétés structurelles permettant de caractériser un POMDP 
comme étant un problème topologique. Dans ce contexte, nous avons tout d'abord décrit 
un algorithme exact, permettant d'exploiter astucieusement cette structure particulière, 
afin de fournir une solution £-optimale. Bien souvent le passage à l'échelle des approches 
optimales ou e-optimales est limité. Pour cette raison, nous avons proposé un deuxième 
algorithme, approximatif nommé TOP, permettant de faire face à des domaines de dimen­
sions plus conséquentes. 

L'algorithme TOP se distingue des approches génériques de résolution des POMDPs, 
par sa capacité à identifier la structure plus ou moins topologique d'un problème. TOP 
procède par la suite, suivant un ordre topologique préétablis en construisant des séquences 
d'états et de croyances ordonnées. Cette organisation permet à TOP de choisir la croyance 
qu'il convient de mettre à jour et surtout à le moment où il faut la mettre à jour. En sé­
lectionnant l'ordre et le moment où les croyances les plus probablement accessibles sont 
mises à jour, TOP parvient à réduire significativement le nombre de mises à jour gratuites. 
Cela à pour conséquence d'accélérer la convergence de l'algorithme surpassant ainsi l'en­
semble des algorithmes génériques sur l'ensemble des benchmarks topologiques testés. 

Cette approche à été appliquée avec succès dans le cadre des MDPs, puis des POMDPs. 
Elle peut s'appliquer également dans le cadre des DEC-POMDPs. En effet, dans le cadre 
de la planification centralisée, un DEC-POMDP peut être perçu comme un POMDP. Ainsi, 
les propriétés exploitables en POMDPs, peuvent également l'être en DEC-POMDPs, en 
particulier les propriétés structurelles telles que la topologie sur les états du système ou 
les agents. 
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8.2 Planification centralisée pour le contrôle distribué 

Le contrôle distribué des processus décisionnels de Markov (DEC-POMDPs) est un 
champ de recherche récent, il a été formellement introduit par [Bemstein et al., 2000] il 
y a tout juste une dizaine d'années. Cependant, très vite la communauté des chercheurs 
en planification à reconnu la grande expressivité de ce modèle. L'analyse de complexité 
des DEC-POMDPs a révélé qu'il s'agit d'un problème dont la résolution est soit NEXP- dif­
ficile dans le cas horizon fini, soit indécidable dans le cas infini. Ce résultat a orienté la 
recherche vers l'identification de sous-classes de moindre complexité. 

Nous avons proposé dans un premier temps une analyse rigoureusement de la plani­
fication centralisée pour le contrôle distribué. Nous avons défini les critères d'optimalité ; 
les équations d'optimalité ; la statistique suffisante pour la résolution centralisée des pro­
blèmes de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov. Ces résultats tiennent 
pour l'ensemble des modèles de contrôle distribué des processus de Markov, à savoir DEC-
POMDPs ; DEC-MDPs ; ND-POMDPs ; . . . 

Nous avons en outre proposé un algorithme exact de planification centralisée pour le 
contrôle distribué. Cet algorithme recherche les règles de décisions maximales à chaque 
horizon de planification. Comme la dimensions de la statistique suffisante selon laquelle 
la sélection des règles de décisions se fait croît de façon exponentielle tout comme le 
nombre de règle de décisions à considérer, cette approche ne sert que de cadre pour la 
conception d'approche approximatif à erreur bornée. 

Nous avons par la suite introduit plusieurs approches approximatives, à mémoire li­
mitée. Parmi ces approches, l'algorithme PBIP à montré les meilleures performances. Cet 
algorithme sélectionne un ensemble de croyances sur lesquelles il base sa mise à jour de 
la politique conjointe. A chaque horizon, et pour chaque croyance, PBIP procède à une 
recherche heuristique dans l'espace de toutes les politiques conjointes possibles afin d'en 
extraire celle qui maximise la croyance. Cette recherche heuristique permet d'éviter l'opé­
ration de génération exhaustive de l'ensemble des politiques conjointes comme préconi­
ser par l'ensemble des approches jusqu'ici. 

Les tests expérimentaux réalisés sur l'ensemble des benchmarks montre que PBIP est 
le meilleur algorithme approximatif de résolution des DEC-POMDPs. 
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8.3 Travaux à venir 

8.3.1 Planification topologique 

Bien que les algorithmes topologiques aient démontré d'excellentes performances, 
leur applicabilité reste restreinte aux problèmes structurés, en particulier ceux disposant 
d'une structure topologique. Cette propriété n'est malheureusement pas partagé par l'en­
semble des problèmes de prise de décisions séquentielles. 

Il existe de récents travaux dans la Uttérature des processus décisionnels de Markov 
tendant à prouver l'intérêt de cette propriété même lorsque celle-ci n'existe pas. [Dai et al., 
2009] montre qu'il est possible de construire des politiques de bonnes qualités sur des do­
maines sans aucune structure topologique. Pour y parvenir, certains états voient contraint 
à un plus petit nombre d'actions possibles, le domaine qui en résulte peut alors être à 
structure topologique quand bien même il n'en était rien auparavant. En appliquant une 
technique similaire, dans le cadre des processus décisionnels de Markov partiellement ob­
servables, il nous est possible de calculer des politiques exactes ou approximatives sur des 
problèmes topologiques extraits du problème initial. 

En outre, cette approche peut s'appliquer dans le cadre de la résolution des problèmes 
de contrôle distribué des processus décisionnels de Markov partiellement observables. 
Tout comme dans le cadre du contrôle centralisé des processus décisionnels de Markov, 
les problèmes rencontrés lors du contrôle distribué sont parfois munis d'une structure 
topologique. Si tel est le cas, nous pouvons l'exploiter dans le cadre d'un algorithme de 
planification centralisé pour le contrôle distribué des processus décisionnels de Markov, 
comme le en discuterons au chapitre suivant. Cette perspective offre l'opportunité de ré­
soudre des problèmes de dimensions encore plus grande. 

8.3.2 Planification centralisée pour le contrôle distribué 

L'approche de construction heuristique proposée dans le cadre de l'algorithme PBIP 
est applicable bien au-delà du cadre des DEC-POMDPs. En effet, le principale problème 
auquel cet approche fait face est celui de la mise à jour de la fonction de valeurs courante. 
Cette problématique est identique dans de nombreux problèmes de contrôle distribué. 
C'est notamment le cas en théorie des jeux, dans le cadre des jeux stochastiques à ré­
compenses identiques. Il est possible de montrer que l'algorithme PBIP offre une solution 
optimale à tout problème de jeux bayésiens à récompenses identiques. 
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Au regard de l'analyse formelle réalisée aux Chapitres 5 et 6, il apparaît que la résolu­
tion des DEC-POMDPs est impraticable pour des applications réelles. Fort heureusement, 
l'analyse de sa sous-classe, DEC-MDP, indique un potentiel de passage à l'échelle non né­
gligeable. Dans ce contexte, nous envisageons de développer des algorithmes exacts et 
approximatifs pour la résolution centralisée de DEC-MDPs. En particulier, nous comp­
tons transférer la théorie de la décision développer dans le cadre des POMDPs et MDPs, 
pour la résolution centralisée des DEC-MDPs. 

Afin d'augmenter la capacité de nos algorithmes à passer à l'échelle, nous comptons 
également exploiter les différentes dépendances relationnelles entre agents. Le modèle 
ND-POMDP offre un cadre propice à l'analyse de notre approche de planification centra­
lisée pour le contrôle distribué dans ce cadre. En exploitant ces dépendances, nous pour­
rons augmenter considérablement le nombre d'agents interagissant durant le contrôle du 
processus. 

8.4 Résumé 

La majeure partie des applications réelles sont de dimensions si grandes qu'ils sont 
bien souvent difficile à résoudre de façons optimale. Cependant, bon nombre de ces ap­
plications disposent de propriétés structurelles sous-jacentes. En définissant des algo­
rithmes qui permettent d'exploiter ces propriétés, il est possible de produire des solutions 
approximatives de très bonnes qualités. 

Cette thèse offre un large éventail de stratégies d'exploitation des propriétés structu­
relles des modèles Markoviens, sous différents angles y compris : les propriétés topolo­
giques ; les propriétés de la planification centralisées ; la propriété de distributivité ; ou 
encore l'hypothèse d'observabilité conjointe totale. Toutes ces propriétés offrent de puis­
sants outils de résolution exacte ou approximative des modèles Markoviens. Conjointe­
ment, ces techniques constituent un arsenal de choix pour la planification et l'apprentis­
sage centralisée afin de contrôler de façon centralisée ou distribuée des systèmes de très 
grandes dimensions. 
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