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Avant-propos

De ce mémoire

Ce document n’est pas son objet. Si tel était le cas, la seconde partie,
qui occupe ici pres de quatre-vingt pages, n’en occuperait que neuf :
c’est suffisant pour prouver ex nihilo son unique résultat, et ’énoncer
dans une forme qui révele d’elle-méme sa signification. Pour ce faire, il
faudrait s’abstenir de décrire les étapes successives de la démarche qui y
a conduit, et donc renoncer a valoriser le progres accompli; en un mot,
rendre ce document inadéquat a son usage.

Ce manuscrit est donc construit de maniére a correspondre a ce qui
est attendu d’'un mémoire : d’une part, le contenu logique est exposé et
trouve son utilité justifiée, permettant I’évaluation des résultats ; d’autre
part, la progression est visible, particulierement dans 1’enchainement
des chapitres de la seconde partie, qui est bien de la forme canonique :

situation initiale (une étude des requétes conjonctives acycliques)

élément déstabilisateur (dichotomie pour la classe duale)

résolution (dichotomie généralisée).

Si le chemin parcouru est visible dans la forme actuelle du manuscrit,
le but a atteindre reste bien d’effacer ce chemin et ses errements —
jeter I’échelle apres y étre monté — et de présenter finalement un objet
autonome, cohérent et simple; ce document ne vise qu’a convaincre le
lecteur que tous les matériaux nécessaires ont été réunis.

Si ce mémoire ne constitue pas en lui-méme le projet dont il décrit
I’avancement, en revanche il en illustre la démarche : prenant acte de
I'inflation du corpus actuel d’articles scientifiques, et de la variété de
notions (souvent redondantes ou d’une complexité inutile) qui en découle,
il met en place une sélection des notions et formalismes associés. Il pro-
meut ainsi par ’exemple 'usage de certains au détriment d’autres ; ceux
utilisés le sont a titre expérimental, et sont conservés ceux qui s’averent
pertinents, c’est—a—dire qui permettent simultanément les développe-
ments les plus simples et ’émergence d’un sens clair. Ainsi, certaines
notions — méme tres classiques — ont finalement été abandonnées car
facteurs de complication sans réelle utilité.

Par ailleurs, ce mémoire se rapproche de ’ambition de son objet :
étre capable de justifier sa masse de papier dans les archives du lecteur
par une masse supérieure d’articles qui peuvent en étre retirés car
rendus ainsi obsoletes : la premiere partie par exemple propose des
algorithmes d’énumération qui rendent respectivement inutiles au moins
deux algorithmes optimaux de décision chacun.

Finalement, ce manuscrit présente certaines des caractéristiques
de son objet : le souci d’autonomie et la recherche du minimalisme,
particulierement visibles dans la seconde partie. I’autonomie s’y exprime
par 'usage de notions primitives : ensembles, n-uplets et fonctions; et
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par la construction de toutes les autres a partir de ces premieres. Le
minimalisme consiste, quant a lui, a faire usage du moins de nouvelles
notions possibles, et a choisir les notations qui permettent I’expression
la plus limpide des résultats et les preuves les plus concises.!

Notes sur la forme

Evidemment, cette recherche de la forme la plus légére serait un échec
sans une typographie cohérente avec ce but. La encore, ce document
est 'occasion d’une expérience, de typographie en 'occurrence, dont les
choix ont été guidés par trois grands axes :
s’exprime par la norma-
lisation des notations, et par la minimisation des structures de texte :
par exemple les symboles intégrés aux figures sont considérés comme
homogenes a des formules, et sont, a ce titre, exprimés a ’aide de la
méme police, taille et graisse que les formules « normales ».2
particulierement cruciale pour évi-
ter les interférences visuelles entre éléments structurants, s’est heurté
a la nécessité de disposer d’une hiérarchie « profonde » : parties,
chapitres, sections, sous-sections, sous-sous-sections, paragraphes ou
environnement logiques (qu'il s’agit de différencier!), et finalement
sous-paragraphes comme les listes ou les formules hors-lignes.
se traduit par un usage exclusif du noir,? de
polices restant lisibles sur des tirages de mauvaise qualité et par une
mise en page relativement compacte qui limite le nombre de pages
du document ; autant d’éléments qui permettent une impression

abordable.

1 La notation choisie pour les hypergraphes est a cet égard une réussite : trés
peu de notations leur sont spécifiques, leur définition permettant de réutiliser les
notations ensemblistes, et les énoncés des lemmes et leur preuves sont tres concis.

2 Ceci a fait 'objet d’un travail particulier dans la mesure ou il s’agissait de
produire des figures dans le langage tout a fait malcommode du processeur de texte
(voir [RM12, Ro0s99].) lui-méme, aussi on a dii programmer un logiciel qui exploite et
compléte un logiciel de rendu graphique pour produire des figures dans le langage du
processeur de texte. C’est un apport dans la mesure oli, a notre connaissance, aucun
logiciel ne produit de représentation pour les hypergraphes, un objet pourtant de
plus en plus courant en informatique.

3 Les « gris » employés sont destinés & étre simulés via des remplissages par points
par une imprimante noir et blanc. Une impression réellement en gris (en couleur
grise) donnerait un gris trop homogeéne qui choquerait par son contraste avec le gris
de texte, tres granuleux.



Introduction

L’homme de Science le sait bien, lui, que, sans la Science, ’homme
ne serait qu'un stupide animal sottement occupé a s’adonner aux
vains plaisirs de I'amour dans les folles prairies de I'insouciance,
alors que la Science, et la Science seule, a pu, patiemment, au fil
des siecles, lui apporter ’horloge pointeuse et le parcmetre auto-
matique sans lesquels il n’est pas de bonheur terrestre possible.

Pierre Desproges — Vivons heureux en attendant la mort

L’objet d’étude de 'informatique est le traitement de 'information ; la
majeure partie des travaux traite essentiellement d’analyse d’information
qui consiste, a partir de données de taille variable, a produire une donnée
unitaire. Le probléeme de décision est la formalisation de cette approche,
et joue un role central en algorithmique et en complexité. Ceci dit, si
considérer uniquement des problémes de décision permet de se focaliser
sur 'analyse de I'information d’entrée, le prix a payer en est I’escamotage
de toute considération sur la production de I'information de sortie. Cette
vue partielle se reflete a travers toute 'informatique : par exemple la
notion de fonction, omniprésente y compris dans I’architecture méme
des processeurs, reflete la vue d’'un calcul comme la production d’un
objet de taille fixe.

On va s’intéresser a la synthese d’information en lui donnant une
importance non moindre que celle accordée a I'analyse de 'information.
Pour ce, on se place dans un cadre presque classique : les objets produits
sont encore et toujours de taille constante, mais en nombre indéterminé
cette fois. On aborde donc le flux de sortie d’'un programme comme
un ensemble plat, non structuré, de données de méme nature. Malgré
cette limitation, on va tout de méme pouvoir établir le bien-fondé de ce
modele dans deux domaines bien distincts qui justifient le découpage de
ce document.

Dans une premiére partie, nous interrogeons la pertinence du probleme
d’énumération dans un cadre extrémement classique : la logique propo-
sitionnelle. Le résultat fondamental, le théoreme de Schaefer [Sch78], a
déja été replacé dans un cadre d’énumération par Nadia Creignou et
Jean-Jacques Hébrard [CH97] : alors que les seules classes traitables
pour Sat sont les classes de Schaefer auxquelles ils faut ajouter les classes
artefacts zéro-valide et un-valide, Creignou et Hébrard ont montré que,
en revanche, si 'on considere le probleme de satisfaisabilité non tri-
viale, alors les seules classes polynomiales sont les classes de Schaefer,
ce qui suggere fortement que le « vrai » probleme de décision est le
probleme de satisfaisabilité non triviale. Ils montrent aussi que ces
classes polynomiales sont précisément les classes admettant un algo-
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rithme d’énumération a délai polynomial, ce qui établit le lien entre
décision et énumération.

Nous appuyons cette conclusion en donnant, pour chacune de ces
classes, un algorithme a délai linéaire O(|F|) (et méme mieux) apres le
temps de la décision :

pour le cas bijonctif, nous explicitons I’algorithme de Feder [Fed94]

qui énumere a délai optimal apres précalcul linéaire, et le généra-

lisons a ’énumération des Horn-renommages;

pour le cas Horn, nous proposons un algorithme d’énumération a

délai quasi-linéaire, voire sans doute linéaire ;

le cas affine ne requiert qu'une seule astuce simple, présentée dans

la these, pour étre énumérable & délai optimal apres un précalcul

correspondant a la décision.
Le résultat important est que, au regard de ceux-ci, il ne peut pas
exister d’algorithme de satisfaisabilité non triviale qui améliore les bornes
(linéaires) données par les algorithmes d’énumération. Ceci prouve qu’il
n’y a pas de véritable algorithme de décision pour la satisfaisabilité non
triviale. On en conclut que ’énumération est le seul véritable probleme
dont la complexité permet de distinguer les « vraies » classes faciles des
classes difficiles.

Dans une seconde partie, nous partons du résultat de dichotomie de G.
Bagan [Bag09, BDG07] pour I’énumération des requétes conjonctives :
celle-ci se fait & délai constant apres un précalcul linéaire si et seulement
si la requéte est a-acyclique, c’est-a-dire que son hypergraphe est a-
acyclique.

D’abord, nous proposons un formalisme simple et clair qui permet
déja de prouver simplement des résultats informellement connus pour
beaucoup et d’en apporter de nouveaux. Il nous permet aussi de simplifier
et compléter le résultat de Guillaume Bagan et d’apporter des réponses
claires et définitives a ses questions ouvertes.

Ensuite, grace a un nouvel algorithme, nous proposons un résultat
similaire et un peu surprenant sur les requétes conjonctives dont les
atomes sont niés : elles sont décidables en temps quasi-linéaire si et
seulement si elles sont S-acycliques. De plus, le résultat de facilité s’étend
a tout le premier ordre existentiellement quantifié. Il n’est pas difficile
d’étendre ce résultat a I’énumération.

La clef de voiite de cette partie est une généralisation du résultat clas-
sique de combinatoire de Brouwer et Kolen[BK80], qui permet d’unifier
I’ensemble des résultats de cette partie sous forme d’une seule dichotomie
simple pour I’énumération dont les deux dichotomies susmentionnées
se trouvent étre des corollaires. Cet ilot de traitabilité optimal étend
les requétes conjonctives a-acycliques, et comble leurs lacunes les plus
évidentes. Une dichotomie pour la totalité du premier ordre existentiel
semble désormais accessible.

Par ailleurs, cette dichotomie établit I’équivalence entre la facilité
de I’énumération d’une requéte conjonctive signée et la facilité de la
décision d’une requéte conjonctive signée comportant un atome nié de
plus, qui contient I’ensemble des variables libres de la premiere. Ceci
établit un lien fort entre décision et énumération qui accorde a cette
derniére une pertinence au moins aussi fondée que celle du probleme de
décision.
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Si les deux parties de cette these établissent des résultats de classification
dichotomique de la complexité, notons qu’il existe par ailleurs dans la
littérature une grande variété de résultats de classification, portant en
général sur des probléemes de décision et la distinction polynomial/com-
plet pour une classe difficile par réduction polynomiale. Sans vouloir
étre exhaustifs, citons entres autres :
la dichotomie de Schaefer susmentionnée, et ses variantes sur
la logique propositionnelle, par exemple [CH96, CH97, CKS01,
CCHS10, BP11];
des résultats et conjectures de dichotomie sur les CSP [FV98,
BCF12]; et
des classifications / dichotomies pour les requétes conjonctives
ou du premier ordre [PY99, GSS01] ou du second ordre [GKS04].
La problématique principale de cette these est la complexité de 1’énu-
mération comparée a celle de la décision, ceci dans deux cadres de la
logique classique. 11 faut noter que les problémes d’énumération ont été
étudiés dans des cadres et perspectives divers dans la littérature. Citons
principalement :
algorithmes d’énumération por-
tant sur les graphes (voir par exemple [Uno98, Uno01]), ou encore
en lien avec la complexité, l'article classique [JPY88] ou la logique
[Fed94].
en logique propositionnelle [CH97], en lo-
gique du premier ordre [DO06, DG07, BDG07, BDGOO08, KS11] ou
du second ordre [Bag06, Cou09, Str10, DS11, KSJ.
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Premiere partie

Logique propositionnelle






Introduction a la premiére partie

De I'énumération en logique propositionnelle

Un probléme de décision particulierement classique (le plus classique ?)
est le probleme de satisfaisabilité d’une formule propositionnelle. Nous re-
prenons le résultat fondamental, le théoreme de Schaefer, et le replacons
dans un cadre d’énumération.
Le théoreme de dichotomie de Creignou et Hébrard [CH97] établit
I’équivalence entre :
les classes polynomiales pour le probleme de ’existence de solu-
tions non triviales (concrétement autres que « faux partout » et
« vrai partout »)/!
les classes admettant un algorithme d’énumération a délai poly-
nomial,
les fameuses classes de Schaefer (voir par exemple [CKSO01]), que
l’on peut considérer comme les classes réellement pertinentes.®
Nous renforcons cette dichotomie en donnant des algorithmes optimaux
pour chacune des classes de Schaefer :
on présente, au chapitre 1, un algorithme simple a délai constant
apres le temps de la décision pour les formules affines ;
on présente, au chapitre 2, pour la premiere fois, une version
lisible de 'algorithme de Feder [Fed94], qui énumere les modeéles
d’une formule bijonctive a délai constant apreés précalcul linéaire ;
on présente, au chapitre 3, un premier algorithme d’énumération
pour une formule de Horn & délai (quasi-°) linéaire.
Ces algorithmes ont ceci d’instructif qu’ils se trouvent rendre obsolete
tout algorithme de satisfaisabilité non—triviale, prouvant ainsi qu’il n’y
a pas d’algorithme de décision non—triviale intrinseque, c¢’est—a—dire qui
soit autre chose qu’une version mutilée de ’algorithme d’énumération.
On a de plus une dichotomie tres nette entre génération NP-difficile
des trois premiéres solutions’ et énumération trés efficace — seule la
premiere solution cotite, les autres sont au pire linéaires, au mieux
gratuites; ce qui rejoint I’adage connu a propos des pas qui coiitent.
On en conclut que, du moins dans le cadre propositionnel, le probleme
d’énumération, bien loin d’étre un probleme exotique ou une variante
quelconque, est en fait un probleme tout ce qu’il y a de plus pertinent.

4 Les deux classes polynomiales triviales pour la décision sont la classe des
formules zéro-valides et celle des formules un-valide, pour lesquelles il est facile de
tester I'existence d’une telle solution triviale, mais NP-difficile de tester I’existence
d’une solution non triviale.

5 Les classes de Schaefer sont les classes bijonctives, affines, Horn et anti-Horn.

6 Voir remarque en fin de la premiére partie.

7 Soit la décision est NP-compleéte, soit I'unicité est NP-compléte (ex : zéro-valide),
soit le probléme d’existence d’une troisiéme solution est NP-complet (ex : a la fois
zéro-valide et complémentif).
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Organisation de cette partie

Le premier chapitre introduit formellement la problématique, montre
que l'algorithme de Davis et Putnam [DP60, DLL62| est adaptable pour
I’énumération sans perte de ses « bonnes » propriétés, et résout d’emblée
le cas facile des formules affines.

Le second chapitre présente l'algorithme de Feder [Fed94] pour I’énu-
mération des modeles d’une formule bijonctive, en reprenant toutes les
étapes, y compris les plus classiques, a travers un exposé qui comprend
illustrations, algorithmes et exemples. Si une amélioration de la qualité
de la rédaction est encore nécessaire, on a d’ores et déja tous les éléments
pour construire un bon support de cours sur ce sujet.

De plus, une généralisation du probléme de décision des formules
bijonctives, le probleme du Horn-renommage d’une formule F, est lui
aussi traité. Sa décision et son unicité étaient connues comme linéaires
[Héb94, HéDLIS) ; on généralise ce résultat en prouvant que I’énumération
est & délai O(|F|) (et en espace total O(|F))).

On généralise finalement simultanément cet algorithme et 1’algo-
rithme de Feder en proposant un algorithme d’énumération des Horn-
renommages, qui énumere les k — 1 premiers renommages d’une formule
F a délai O(|F]), ou k est la longueur maximale d’une clause de F (donc
majorée par n le nombre de variables de F'), puis les suivants a délai
O(n), le tout en espace total O(|F|+ min(n?, k|F|)).

Le troisiéme chapitre est Particle [BB12b| soumis a Information Proces-
sing Letters, qui présente un algorithme d’énumération a délai (quasi-8)
linéaire. Si notre algorithme s’avere finalement une variante généralisée
de celui présenté dans [BFS95], on n’a été en mesure de comprendre
leur article qu’apres en avoir réinventé les points essentiels.

Aussi notre travail est finalement, encore une fois, d’ordre pédago-
gique. A ce titre, nous lui avons trouvé une forme réellement satisfaisante :
I’algorithme sans doute le plus compliqué de ce mémoire est présenté en
moins de dix pages, en trois étapes pertinentes, et donne (presque) le
sentiment d’étre facile.

8 Voir & ce propos les remarques en fin de premiére partie.
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énumération

Dans le monde réellement renversé, le vrai est un moment du

faux.
Guy Debord — La société du spectacle §9
1 Logique propositionnelle . . . .. ... ... ... ...... 6
1.1 De la logique propositionnelle aux formules CNF . . 7
1.2 Satisfaisabilité et énumération. . . . . . .. ... ... 8
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Ce chapitre

Ce chapitre vise déja a formaliser la problématique esquissée dans
I'introduction, et & poser quelques notations. Dans une premiere section,
on introduit, d’abord trés informellement, la logique propositionnelle, son
lien intime avec les formules CNF, et des faits extrémement classiques
a propos des formules CNF. Si le ton de cette section est trés naif,
en revanche la maniere de présenter ’algorithme de Davis et Putnam
[DP60, DLL62] et la remarque sur 'importance de 'ordre sont tout sauf
innocentes.

La seconde section énonce la dichotomie de Creignou et Hébrard
[CHI7], ce qui constitue la formalisation annoncée de la problématique.
Enfin, une section consacrée aux formules affines permet de traiter
d’emblée ce cas facile, 1a ou un chapitre est consacré a chacun des autres
cas.

Ce chapitre est une ébauche tres sommaire d’un éventuel futur papier
de synthese sur cette partie entiere, et est clairement le chapitre le moins
abouti de ce mémoire. Espérons que le lecteur saura s’en accommoder
et pourra rapidement passer aux autres chapitres.

5



6 Chapitre 1. Logique propositionnelle et énumération

1 Logique propositionnelle

La logique propositionnelle est la plus simple des logiques. Il ne s’agit
pas tant d’une logique que d’une proto-logique, c’est-a-dire un élément
constitutif d’une vraie logique, comme la logique du premier ordre,
considérée dans la seconde partie de ce mémoire.
En effet, la logique propositionnelle prend comme éléments indivi-
sibles des propositions, et non des objets.
Par exemple, si je dis :
Il n’y a pas de fumée sans feu
Il y a de la fumée
Conséquemment, il y a du feu.
C’est un raisonnement qui se tient. Pour exactement les mémes raisons
Il n’y a pas de poisson sans bicyclette
Il y a un poisson
Conséquemment, il y a une bicyclette.
se tient tout autant. Il n’est aucunement question ici de la validité de
faits dans le monde, il est uniquement question de validité du discours
dans sa forme, indépendamment du sens qu’il peut avoir.
Dans un premier temps, nous introduisons le formalisme de cette
logique.

Définition 1 (formule propositionnelle) Une proposition — que 'on
appelle formule, nommée en général FF — est I'une des expressions
suivantes :
la conjonction de deux formules Fy et Fy qui signifie Fy et Fy
(vraie quand Fy et Fy sont vraies), notée FyAFy,
la disjonction de deux formules Fy et Fy qui signifie F} ou Fy
(vraie quand F; est vraie, ou quand Fy est vraie, ou les deux),
notée FyV Fs,
I’implication de deux formules F; et Fy qui signifie Fy implique
Fy (vraie quand « si Fy est vraie, Fy aussi »), notée F; — Fy,
la négation d’'une formule Fy qui signifie il est fauz que Fy (vraie
quand F; est fausse), noté —Fy,
la constante L (toujours faux) ou la constante T (toujours vrai),
ou alors une proposition indivisible, encore nommée atome ou
variable propositionnelle, en général désignée par une lettre mi-
nuscule.

Identifions les propositions dans ces exemples. Le premier cas peut étre
réécrit :

(il est fauz que ((il y a de la fumée) et il est fauz que (il y a du feu)))
et (il y a de la fumée) impliquent (il y a du feu).

Si on écrit feu pour signifier il y a du feu et fumée pour signifier ¢ y
a de la fumée, et que I'on applique les notations mentionnées, alors les
choses deviennent plus lisibles :

(= (fumée A—feu)) Afumée) — feu

Il s’agit 1a d’une écriture largement inspirée des expressions arithmé-
tiques; ce n’est pas un hasard si la logique propositionnelle porte aussi
le nom de calcul propositionnel.
A cette formule nous associons plusieurs questions :
Est-elle valide ? (toujours vraie, indépendamment du sens des
propositions) Ex : Le ciel est bleu ou le ciel n’est pas bleu.
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Transformation Résultat
_>
/N 7/ N\
- b - C
\ \
a b
A h
— A A
AN — N ™~
A B / ? T
A B / B
i / \ N
VRN = VRN \ \
A B _“ T - c
|
A B a b
R
|
? | A A
/N 7\
A T,
a C

Figure 1.1 : Un exemple de transformation d’une formule propositionnelle
en CNF. Etape 1 : on normalise la formule.

Est-elle satisfaisable ? (Parfois vraie, suivant le sens des proposi-

tions) Ex : Le ciel est bleu.

Est-elle contradictoire ? (toujours fausse, indépendamment du

sens des propositions) Ex : Le ciel est bleu et il n’est pas bleu.
Une proposition valide ne dit rien, on ’appelle encore lapalissade ou
tautologie, ou encore théoreme. Une proposition satisfaisable divise
les mondes possibles en deux catégories : ceux pour lesquels elle est
effectivement vraie, et ceux pour lesquels elle ne 'est pas; par exemple,
les lois de la physique sont des propositions satisfaisables, car vérifiées
dans notre monde, mais non valides, sans quoi elles ne diraient rien. Une
proposition contradictoire n’est vraie dans aucun monde.

La négation d’une proposition contradictoire est valide, une proposi-

tion qui n’est pas contradictoire est satisfaisable.

1.1 De la logique propositionnelle aux formules CNF

On va maintenant voir que ’on peut construire, pour toute formule
propositionnelle, une formule normalisée qui lui est équivalente, et a une
taille proportionnelle.

Pour ce, on va présenter le procédé a travers un exemple. Considérons
une formule :

(manb) — (=bVe)

On peut se la représenter comme un arbre, que l'on peut transformer

en un second arbre qui, lui, n’utilise que A et = comme connecteurs. On

peut simplifier : =—F = F. Un exemple est présenté figure 1.1.
Toujours sur le méme exemple, on peut ajouter des variables repré-
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sentant les valeurs intermédiaires :

Finalement, les modeéles ' de F sont les modeles de :
(i =-h)A(h = fAGA(f =dAD)A(d = —a)A(g = bAe)A(e = —c)Ai

Comme F = F' et (F — F')A(F' — F) sont équivalents, on a :

a=-b & (a— -b)A(-b—a)
< (maV-b)A(aVd)
a=bAd & (a— (bAC))A((bAC) — a)
< (a—=b)A(a = )N (-bV-eVa)

& (maVb)A(—aVe)A(=bV—cVa)

ainsi on a pu construire une formule normalisée — sous forme d’une
conjonction de disjonctions — qui est logiquement équivalente? & notre
formule de départ, et de taille proportionnelle. On introduit maintenant
plus formellement cette forme normalisée.

1.2 Satisfaisabilité et énumération

Définition 2 (CNF, clause, litteral, modéle) On appelle Formule Nor-
male Conjonctive (CNF) une conjonction de clauses. Par extension, on
assimilera cette conjonction a un ensemble, aussi () désignera la conjonc-
tion vide, qui est donc équivalente & T2

Une clause est une disjonction de littéraux. Un littéral est soit
directement une variable x, dont on dit alors qu’il est un littéral positif,
soit une variable niée -z, dont on dit alors qu’il s’agit dun littéral négatif.
On appelle littéral opposé d’un littéral I, noté I, le littéral portant sur
la méme variable mais qui est positif si | est négatif et réciproquement.
Par extension, on assimilera une clause & un ensemble de littéraux; en
particulier, la clause vide () désignera la disjonction vide, qui est donc
équivalente a L.

Ainsi donc, une CNF de la forme 0 est tautologique, alors qu’une
formule de la forme {(} U..., c’est-a-dire contenant la clause vide est
contradictoire ; en particulier, une CNF sans variables est soit 0, la
tautologie, soit {0}, la contradiction sans variables.

On appelle solution ou modéle d’'une formule F, portant sur les
variables Vars(F'), une affectation des variables f : Vars(F) — {1, T}
telle que, si on remplace chacune des variables z par son affectation

1 On appelle modeéle une valuation des variables qui rend la formule vraie. L’en-
semble des modeles constitue en quelque sorte le « sens » d’une formule.

2 Ces deux formules sont équivalentes dans le sens suivant : a tout modéle de la
premiere correspond un unique modele « prolongé » de la seconde, c’est-a-dire qui
coincide sur les variables communes ; et & tout modele de la seconde correspond un
unique modele « projeté » de la premiere, c’est-a-dire qui ne conserve que I'affectation
des variables présentes dans la premiere formule.

3 Les deux constantes T et | désignent respectivement « toujours vrai » ou encore
1 et « toujours faux » ou encore 0. Astuce mnémotechnique : T pour « Toujours vrai »,
1 pour « Jorlonre gnx », voir citation d’ouverture du chapitre.
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f(z) dans F, alors la formule est équivalente & T, i.e. chacune des
clauses est vraie. Autrement dit, un modele d’une formule F de la
forme F(z1,...,z,), c’est-a-dire portant sur les variables x1,...,x, est un
n-uplet (a1, as,...,a,) € {L, T}" tel que F(ay,...,a,) est vraie. On assimile
le modele m d’une formule F(z1,...,z,) & une conjonction de littéraux C
telle que :
toutes les variables x; de F' sont présentes dans cette conjonction,
on ne peut trouver un littéral et son opposé dans cette conjonction,
et 'unique modele de la conjonction est un modele de F.
On assimile aussi cette conjonction a un ensemble. En particulier, les
algorithmes décriront les modeéles sous cette forme; ainsi (} désignera
le modele vide de la CNF sans variables et satisfaisable, i.e. la CNF
tautologique 0.

Exemple 1 Considérons la formule :
F(a,b,c,d) = (aV—-cVb)A(=a)A(—cV-d)A(bVd)

F est un exemple de formule CNF. Dans ce cas, (aV—cVb) est une clause,
et a et —c¢ sont des littéraux.

Par abus de notation, on écrira = € F pour signifier que la variable z
apparait dans la formule F.

On a vu que l'on peut toujours supposer une formule proposition-
nelle sous forme CNF. On va maintenant montrer comment on peut
procéder a la décision de 'existence d’un modele et a I’énumération des
modeles d’une telle formule. Précisons d’abord la notion de complexité
de I’énumération.

Définition 3 (énumération) On appelle algorithme d’énumération un
algorithme qui va successivement écrire toutes les solutions d’un pro-
bleme, ici les modeles d’une formule.

On appelle délai le temps qui sépare ’écriture d’une solution de
I’écriture de la précédente, ainsi que le temps entre I'écriture de la
derniere solution et I'arrét. Si on considere le délai au sens large, le
début de ’exécution est considéré comme 1’écriture d’une 0° solution
fictive. Sinon, on dira que l'algorithme d’énumération a un précalcul et
le temps de ce précalcul sera explicitement mentionné.

L’algorithme 1.1 est un algorithme tres classique, dii & Davis et
Putnam [DP60, DLL62] pour trouver un modeéle d’'une formule CNF,
que nous avons ici adapté pour qu’il énumere ses modeles au lieu d’en
trouver seulement un. Bien noter que tant le temps de décision que le
délai d’énumération sont susceptibles d’avoir des valeurs de 'ordre de
O(2"|F|) ol n est le nombre de variables de la formule F et |F| la taille
de F définie comme la somme des cardinalités respectives de ses clauses.

Définition 4 (clause unitaire, littéral pur) On appelle aussi clause uni-
taire une clause singleton. On appelle littéral pur d’'une CNF F un littéral
I tel que [ n’apparaisse dans aucune clause de F.

La correction du traitement associé aux clauses unitaires et aux
littéraux purs dans l'algorithme tient a ces deux faits :
Si {l} € F, alors les modeles de F sont exactement les modeles de
la formule simplifiée F’ construite a partir de F' en remplacant [
par T et [ par L, auxquels on rajoute le littéral i.
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Affecte(F\l) :
pour C € F:
sileC:
‘ Retirer C de F

sileC:
‘7 Retirer [ de C

| renvoyer F'
EnuméreDP(F,V) :
sifeF:
L arréter
sivV=0:
siF=0:
| produire (
u alors si {l} € F:
pour m € EnumereDP (Affecte(F, 1), V~{1,1}) :
| produire m U {I}

o

ou alors si [ est pur dans F':
pour m € EnumereDP(Affecte(F, 1), V~{1,1}) :
produire m U {I}
si m U {I} satisfait F :
. produire m U {I}

sinon

pour m € EnumereDP (Affecte(F, —z), V{z}) :
. produire m U {-z}

pour m € EnumereDP (Affecte(F, z), Va{z}) :
| produire mU{ z}

® Algorithme 1.1 : Variante de I’algorithme de Davis et Putnam pour 1’énu-
mération des modeles d’une formule F' portant sur les variables V.

= Si [ est pur dans F, les modeéles de F sont les modeles de FA{l}

auxquels on peut ajouter certains * modeéles m’ obtenus a partir des

modeles m de FA{l} en inversant le signe de [, i.e. m’ = m~{l} U {I}.
L’intérét de ces traitements est exposé ultérieurement.

1.3 Des cas particuliers faciles

Définition 5 (classes de CNF) On dit d'une clause qu’elle est :
zéro-valide® si elle est vide ou contient au moins un littéral négatif,
un-valide si elle est vide ou contient au moins un littéral positif,
Horn si elle contient au plus un littéral positif,
anti-Horn si elle contient au plus un littéral négatif,
bijonctive si elle contient au plus deux littéraux.

On dit d’'une CNF qu’elle est zéro-valide (resp. un-valide, Horn, anti-

Horn, bijonctive) lorsque qu’elle est uniquement composée de clauses

zéro-valides (resp. un-valides, Horn, anti-Horn, bijonctives).

4 On construit tous les m’ comme indiqué, on ne conserve que ceux qui sont
effectivement des modeles. Ce faisant, on est stir d’avoir tous les modeles.

5 Une clause zéro-valide qui comporte des variables est satisfaite si on les instancie
toutes a zéro, i.e. L avec les notations choisies. Le méme raisonnement tient pour les
clauses un-valides, avec « un » signifiant T.
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Théoréme 1 (facilité de certaines classes de CNF)

Toutes ces classes de CNF sont faciles & décider.
Pour chaque classe :
il suffit de tester la présence d’une clause vide. S’il n’y
en a pas, (L,..., L) est une solution.
il suffit de tester la présence d’une clause vide. S’il n’y en
a pas, (T,..., T) est une solution.
On verra que l'algorithme de Davis et Putnam présenté le
décide en temps linéaire (voir ci-dessous).
Ce cas se ramene facilement au cas Horn.
Ce cas fait I'objet du prochain chapitre.

On montre que les CNF de Horn sont décidables en temps linéaire
par ’algorithme 1.1.

Notons d’abord qu’une formule CNF zéro-valide est bel et bien
décidée par I'algorithme 1.1 le temps d’une descente (sans backtrack)
qui est borné par un temps quadratique (linéaire, méme).

Une formule de Horn qui n’est pas zéro-valide contient nécessairement
une clause de taille un, dite unitaire, qui porte un littéral positif. Alors,
cette variable est instanciée a T, et le reste de la formule est satisfaisable
si et seulement si la formule originelle I’était. Au bout d’un certain
nombre d’instanciations & T par propagation unitaire, soit la clause vide
apparait, soit la formule est devenue zéro-valide.

Noter que l’algorithme 1.1 trouve un modele de Horn en temps
polynomial, linéaire, méme, & bien y regarder.

Remarque 2 (importance de I'ordre) 1’ensemble € de formules, défini
ainsi :

E={0}U{F|0eF}

g =&U{F |3l (L est pur dans F V {I} € F) A Affecte(F,l) € £}

a la propriété suivante : toute formule de cet ensemble est traitée par
'algorithme 1.1 d’une maniere telle que la derniére alternative (le sinon)
n’est jamais considérée. Cela signifie que la formule est décidable unique-
ment par propagation unitaire et par instanciation des littéraux purs.
Il s’ensuit que les modeles de la formule sont énumérés a délai linéaire
O(]F]), dans un ordre lexicographique correspondant & ’élimination des
clauses unitaires et des littéraux purs.

En revanche, si 'on impose 'ordre lexicographique d’énumération,
trouver le premier modele devient NP-difficile. Pour le prouver, considé-
rons une CNF quelconque, par exemple :

F (xla"'amn) = /\Cz
Définissons a partir de F' une formule F’ € £ de taille O(|F]) :
F/(.’Eo,..., xn) = /\Cion

Il est facile de prouver que trouver le premier modele de F’ dans 'ordre
lexicographique (z, ..., z,,) permet de décider F', un probleme NP-difficile.

Le choix de 'ordre d’énumération n’est donc pas anodin : on peut,
suivant le choix de I'ordre, avoir une énumération a délai linéaire ou bien
une recherche NP-difficile du premier élément. Les algorithmes d’énu-
mération efficace pour les formules de Horn et les formules bijonctives,
qui font 'objet des deux prochains chapitres, tireront précisément leur
efficacité d’un choix judicieux de l'ordre d’énumération.
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2 Satisfaisabilité généralisée

On se place maintenant dans le cadre élaboré par Schaefer [Sch78] (Voir
[CKS01, BCRV03, BCRV04].) ou l'on fixe la forme des clauses, c’est-a-
dire que ’on dispose, pour écrire une formule, d'un ensemble de « clauses
généralisées » fixé, que l'on fait librement porter sur les variables de notre
choix. Séparer ainsi le type de clauses que l'on s’autorise, et 'usage que
I’on en fait permet précisément de définir des « classes » de problémes.

Il est important de comprendre que les résultats de facilité pour les
CNF s’étendent au probleme de satisfaisabilité généralisé, et que, réci-
proquement, les résultats de difficulté pour le probleme de satisfaisabilité
généralisé s’étendent aux formules CNF.

2.1 Décision : dichotomie de Schaefer

Le probleme de satisfaisabilité généralisée est un probléme paramé-
tré par une structure S. Une structure est ici un ensemble de rela-
tions sur le domaine booléen. Soit une structure S constituée des rela-
tions Ry,..., R, d’arités respectives as,...,a,. Le probléme Sat(S) (resp.
ExumSar(S)) consiste, étant donnée une formule définie comme une
conjonction ou les atomes sont de la forme R;(xf(;j1),..., Tf(ja,)), & déter-
miner si la formule est satisfaisable (resp. énumérer ses modeles).
Par exemple, si on définit la structure S ainsi :

S={Rpe ={(T,L, L), (L, T,1),(L,L,T)}}
alors Sar(S) consiste & décider I'existence d’un modele d’une formule de
la forme :

A Roc (T g(i), Tg(i)s Tn(i))

1<i<m

ou R,. est une relation booléenne ternaire qui n’est vraie que lorsqu’un
seul de ses arguments est vrai.

Définition 6 (classes de structures) On dit d’une relation R qu’elle est
de la classe ... lorsqu’elle est :
exprimable par une CNF zéro-valide
exprimable par une CNF un-valide
exprimable par une CNF Horn
exprimable par une CNF anti-Horn
exprimable par une CNF bijonctive
exprimable par une conjonction de clauses Iy ® 1y @... ou a®b &
(a,b) € {(L,T), (T, 1)}
On dit d’une structure S qu’elle est zéro-valide (resp. un-valide, Horn,
anti-Horn, bijonctive, affine) lorsque chacune des relations qu’elle contient
est zéro-valide (resp. un-valide, Horn, anti-Horn, bijonctive, affine).

Théoréme 2 (Schaefer [Sch78])

Le probleme Sar(8S) est dans P si S est dans une des classes suivantes :
zéro-valide, un-valide, Horn, anti-Horn, bijonctive, affine. Dans les autres
cas, il est NP-complet.
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Les symboles grisés correspondent aux classes dans P, les symboles noirs aux
classes NP-completes. Les classes sont désignées ainsi :

zéro-valide

un-valide

Horn

anti-Horn

complémentive (i.e. 'inversion d’un modele est un modele)

affine

bijonctive
Les autres sont définies par I'intersection des classes les contenant.

Figure 1.2 : Dichotomie de Schaefer présentée dans le treilli de Post.

2.2  Enumération : dichotomie de Creignou & Hébrard
Théoréme 3 (Creignou et Hébrard [CHI7])

Le probléme ExumSAT(S) est & délai polynomial si S est dans une des
classes suivantes :

Horn

anti-Horn

bijonctive

affine
Dans les autres cas, le probleme Sat*(8S), qui consiste a décider I'existence
d’un modele autre que (L,..., L) et que (T,..., T), est NP-complet, ce qui
implique que le délai d’énumération est non polynomial sous ’hypothese
P#£NP.

Le résultat de facilité est donné par l'algorithme 2. On le présente
ici parce qu’il est le seul algorithme simple de réduction du probleme
d’énumération au probleme de décision. Le délai d’énumération est le
temps de la décision multiplié par le nombre de variables.

Cet algorithme sera encore plus pertinent dans la seconde partie
de ce mémoire, dans le cadre de laquelle il établira un lien fort entre
complexité de la décision et complexité de ’énumération.

Remarque 3 (de I’algo de Creignou et Hébrard) Cet algorithme gé-
nérique, dans sa forme, nous montre une propriété notable : on peut
I'utiliser pour énumérer les modeles dans n’importe quel ordre lexico-
graphique. On verra dans les deux chapitres suivants qu’en exploitant



14 Chapitre 1. Logique propositionnelle et énumération

Figure 1.3 : Dichotomie de Creignou et Hébrard, méme légende que la
figure précédente, a la différence que les symboles grisés correspondent aux
classes énumérables a délai polynomial, et les symboles noirs aux classes pour
lesquelles ce n’est pas le cas, sous ’hypothese P#NP.

Enum(F(x1,...,2,), 1) :
si F'(x1,...,x,) est satisfaisable :
sii>n:
produire ()
sinon
pour m € Enum(F(zy,..., 2n) Az, i+ 1) :
produire m U {—-z;}
pour m € Enum(F(zy,...,zn)A i, i+ 1) :
produire m U { z;}

Algorithme 1.2 : Algorithme de Creignou et Hébrard [CH97]. On I’appelle
initialement avec la formule en premier argument et 1 en second argument.

un certain ordre structurel de la formule, on peut obtenir des délais
bien meilleurs, pour un ordre d’énumération qui est une sorte® d’ordre
lexicographique. L’enjeu des prochains chapitres est donc de s’adapter a
la formule au lieu de lui imposer un ordre arbitraire, en contrepartie de
quoi on pourra procéder a une énumération réellement efficace.

3 Des formules affines

Le probléme de la décision et du calcul d une solution d’une formule affine
est un cas particulier de la résolution d’un systéme d’équations linéaires,
celui ol le corps de base est Fy = (Z/27,®,®). Un tel systeme est résolu
en temps mn? (pour m équations & n inconnues) par l’algorithme de
Gauss qui permet de décider s’il a au moins une solution, et si oui d’en
trouver une.

On va présenter cet algorithme sous une forme adaptée a la logique,
et on va montrer qu’a partir d’une telle solution, on peut énumérer
toutes les solutions & délai O(n), ceci en utilisant I’énumération d’un
code de Gray.

6 Voir les remarques en fin de partie sur 'ordre d’énumération.
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Par souci de complétude et d’homogénéité des définitions et des
notations, on redéfinit d’abord les notions de base adaptées aux formules
affines, puis on décrit et justifie les deux algorithmes successifs de décision
DécideAffine et d’énumération EnumA ffine.

3.1 Définitions

Puisque 'on se place dans un cadre logique, on notera encore L et T les
éléments 0 et 1 du domaine de base.

Définition 7 (formule affine) Une clause affine est de la forme :
Tiy DXy ... Dxy, & T, ou bien :
Ti Dxi, D... Dy,
ou k > 0 et les z;; sont des variables telles que iy < iy <... <iy. La encore,
on confondra une clause avec ’ensemble de ses opérandes.
Une formule affine est une conjonction de clauses affines que 1’on
assimile aussi a ’ensemble de ses clauses.

Exemple 4 La clause de type 1 est l’ensemble {z;,,x;,,...,2;,, T}; en
particulier, si k =0, la clause {T} est tautologique; & I'inverse, la clause
vide 0 (de type 2) est contradictoire.

3.2 Décision et précalcul

On se réfere ici a Palgorithme 1.3. L’algorithme DécideAffine décide pour
une formule affine si elle a un modele, et si oui en construit un. Soit F
une formule affine & n variables z1,...,z,. Pour chacune des variables z;,
on va choisir 7 une clause C[i] qui, moralement, représente les contraintes
qui pesent sur z;. La propriété fondamentale de la conjonction des
clauses C[i] que I'on va construire est d’étre équivalente a la formule F
toute entiere :
Fe N cp
1<i<n

Autrement dit, la conjonction des C[i] est une forme normalisée de F.

Pour ce faire, notons d’abord le fait suivant : soit C; et Cy deux
clauses affines quelconques. Alors :

CinCy & Cl/\(CQ eTd T) & 01/\(02 eCL P T)
Par conséquent, ’opération :

{CaClil®T|z, € CeF}
{CeF|x ¢&C}

dans l’algorithme DécideAffine maintient 1’équivalence entre F avant
modification et C[i{]AF apres modification. L’intérét de cette opération
est de faire disparaitre la variable z; de F : les clauses qui ne portaient
pas z; restent identiques, et les clauses qui portaient z; ne le portent plus
(puisque z; & z; peut étre supprimé). Il s’ensuit qu’a l'issue de I'exécution
de la premiere boucle de la procédure DécideAffine(F'(z1,...,x,)), F ne
contient plus de variables. On a 'alternative :

Soit F' contient la clause vide, et est donc contradictoire ;

sinon, F' ne contient que des clauses tautologiques, donc la conjonc-

tion des C[i] est équivalente a la formule initiale. Dans ce cas,

pour chacune des variables z1,...,z, :

F+U

7 N’importe quelle clause contenant z; fera I'affaire.
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DécideAffine(F(x1,...,x,)) :
pour i € [1,...,n] :
si xT; ¢ F:
.\ Cli] «+ {T}
sinon
Ci] < Choisir C € F telle que z; € C
{CaClil®T|x;, €CeF}

FeUicer|m¢y

sie F:
. renvoyer 0,0

pour i € [n,...,1] :
siCli] A{T}:
pour z; € Cli]|i # j :
- Clij«ClileCljleT

pouriel,..,n]:

si T eCli:
V[« L

sinon
V[« T

renvoyer V.,C'

Gray(m) :
sim>0:
Gray(m — 1)
écrire m
Gray(m — 1)

EnumAffine(F(zy,..., 2,))
V,C < DécideAffine(F(x1,..., Tn))
siV=0:
L arréter
pouri € {l,...,n}|C[i] #{T}:
R} {j|= € Cl5]}
[0y me] 4= [0 € [1,..,m] [ Ci] = {T}]
pour i € Gray(k) :
Vim] < Vim]e T
pour j € R[m;] :
Vil eVileT

écrire V[1],...,V[n]

® Algorithme 1.3 : Décision et énumération des formules affines.

- soit C[i] = {T}, on dira alors que z; est un paramétre,
- soit C[i] contient z; et Vz; € C[i] j > i.
Autrement dit, s’il n’est pas contradictoire, le systeme d’équations
associé aux C[i] est triangulaire, de dimension n — k ou k est le nombre
de parameétres et il est clair que la formule F posséde 2* solutions,
correspondant a toutes les affectations possibles des variables parametres,
les autres variables z; étant alors déterminées de fagon unique par les
Clil.
La seconde boucle permet d’assurer la propriété suivante : chaque
C[i] non tautologique ne contient que z; et des parametres z; avec j > i.
Enfin, la troisiéme boucle calcule une premiere solution de la formule
F, celle ou tous les parametres ont été affectés a L.
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3.3 Enumération

On note z,,...z, la liste des variables parametres. Les modeles de F
peuvent étre générés ainsi : pour chaque affectation (ay,...,ax) € {1, T}*
des variables zr, ,..., 2, , simplifier les clauses C[i] de maniere a déterminer
la valeur de z;. En procédant ainsi, le délai est la somme des tailles
des C[i], donc O(n?). Pour obtenir un délai O(n) on utilise des codes de
Gray.

Définition 8 (code de Gray) Un code de Gray de ’ensemble {L, T}
est un ordre de cet ensemble dans lequel deux éléments successifs ne
difféerent que d’un bit i.e. I’élément qui succede & w,...w; est de la forme

wn...wi+1zﬂwi_1...w1 .

La fonction Gray de l'algorithme 1.3 énumere les indices dont le bit
est modifié. Par exemple, Gray(3) va produire successivement :

Génération d’indices Combinaison
111
Gray(1) 1| LLT
Gray(2) 2 2 LTT
Gray(l) 1 LTL
Gray(3) 3 3 3, TTL
Gray(l) 1| TTT
Gray(2) 2 2 TLT
Gray(l) 1 TLL

On va donc énumérer les solutions a délai O(n) a partir d’une énu-
mération des 2% interprétations possibles des paramétres selon un code
de Gray.

Pour une variable parametre z;, on note R[i] ’ensemble des indices
des variables z; telles que z; € C[j]. On rappelle que z, ,..., z,, désignent
les variables parametres.

Chaque pas de la boucle finale de 'algorithme EnumAffine ne mo-
difiant l'interprétation que d’un seul parametre z,,, les seules autres
variables dont les interprétations sont également modifiées sont les x;
d’indice j € R[m;], que 'on obtient par un parcours séquentiel de R[m;].
Ceci garantit un délai O(n) pour ’énumération des 2% solutions de F.

Conclusion

On a précisé formellement la problématique esquissée dans I'introduction,
et traité le cas facile des formules affines, pour lesquelles on a prouvé
que I’énumération se fait a délai O(n) apres le temps nécessaire a la
procédure standard de décision.

Pour traiter la question soulevée, il ne reste « plus qu’a » traiter les
cas bijonctif et Horn. C’est ’objet des deux autres chapitres de cette
partie.






Formules bijonctives et
Horn-renommages

Donnez le si

Il pousse un if

Faites le tri

Il nait un arbre

Jouez au bridge, et le pont s’ouvre
Engloutissant les canons les soldats

Au fond, au fond affectionné

De la riviere rouge

Ah, oui les Anglais sont bien dangereux.

Boris Vian — Je voudrais pas crever
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Introduction

Les formules bijonctives sont bien connues pour étre décidables en
temps linéaire [EIS76]', ce qui demeure le cas méme si on considére
des formules quantifiées [APT79]. Feder a montré [Fed94] que I'on peut
énumérer ses modeles a délai O(n) ol n est le nombre de variables, apres
un précalcul linéaire. Une premieére section est consacrée a expliciter
I’algorithme que Feder explique de maniére vraiment lapidaire, et que
I’on modifie de fagon a énumérer dans un ordre lexicographique, sans
altérer le délai.

Par ailleurs, l'intérét des formules de Horn n’est plus & démontrer.
Pour I’étendre un peu, la notion de formule Horn-renommable a été
proposée, qui permet d’agrandir cette classe (en sacrifiant la stabi-
lité par conjonction). Cette notion a fait ’objet d’un intérét marqué

1 Le probleme de satisfaisabilité des formules bijonctives est aussi appelé 2Sat.
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V(G) :
renvoyer (J;_, ;yeg{%:J}
Parcours(G,i,n) :
si ordreli] =0 :
ordre[i] + —1
pourke{jli—jeG}:
n «Parcours(G,k,n)
ordre[i] < n
n+<n+1
renvoyer n
ParcoursInverse(G,i,n) :
si cfc[i] =0:
cfeli] < n
pourke{jlj—i€G}:
ParcoursInverse(G,k,n)

CFC(G) :

n<+1

pour i € V(G) :
ordre[i] + 0
cfeli] <0

pour i € V(G) :
n «Parcours(G,i,n)

pour i € V(G) par ordre[i] décroissant :
ParcoursInverse(G,i,i)

G + {cfeli] — cfclj]|i — j € G}
renvoyer {i — j € G|i # j}

Algorithme 2.1 : Construction des Composantes Fortement Connexes.

[Asp80, Lew78, LS89, MMS85, CCH*90]. Tester si une formule est Horn-
renommable se fait en temps linéaire [Héb94|, tester si elle admet un
unique Horn-renommage se fait également en temps linéaire [Héb95].

Nous allons dans une seconde section généraliser simultanément ces
résultats sur le Horn-renommage et sur I’énumération des solutions des
formules bijonctives grace a un algorithme qui énumere les & —1 premiers
Horn-renommages d’une formule F & n variables composée de clauses
de longueur au plus k& a délai linéaire O(|F|), puis énumere les suivants
a délai O(n), tout ceci en espace total O(|F| + min(n?, k|F|)).

1 Des formules bijonctives

1.1 Décision et précalcul

Dans cette partie, on rappelle comment trouver une solution d’une
formule bijonctive, non seulement parce qu’il s’agit du probleme le
plus simple, mais aussi parce que cela constitue une étape nécessaire a
I’énumération.

1.1.1 Décision et premiére solution

On considere le « graphe d’implication » G(F) d’une formule bijonctive
F. Ses sommets sont les littéraux [ et leur négations I. Les arcs de G(F)
sont tous les arcs de la forme I; — I ou de la forme Iy — 1, pour toutes
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Figure 2.1 : Exemple de calcul de composantes fortement connexes.
En haut, le graphe original, dont on souhaite déterminer les composantes
fortement connexes.
A gauche, I'arbre construit par la recherche en profondeur. La premiére passe
permet de déterminer les ordres postfixés, indiqués en exposant.
La seconde passe permet de déterminer la classe d’équivalence de chaque
sommet, indiquée en indice.
A droite, le graphe acyclique résultant de la contraction des composantes
fortement connexes du graphe original.

les clauses [; Vi, de F. Autrement dit :
g(F) = {fl — l2 | (ll\/lg) € F ou (lQ\/ll) S F}

Ce graphe peut étre vu comme une conjonction de clauses implicatives
équivalente a la formule F, aussi on assimile dans la suite la formule et
son graphe d’implication.

Des algorithmes désormais classiques (voir [Tar71, Tar72, CLR91,
AHU74, Weg02]) permettent de construire les composantes fortement
connexes (CFC) d’un graphe en temps linéaire. Se reporter a l’algo-
rithme 2.1 et a la figure 2.1. Si une composante fortement connexe de
G(F) contient a la fois un littéral et son opposé, on voit immédiatement
que la formule est contradictoire puisque la nécessaire équivalence entre
les deux littéraux opposés est impossible. Si ce n’est pas le cas, on va
voir que F est satisfaisable et surtout comment énumérer ses solutions.
On contracte les composantes fortement connexes, et on suppose donc
qu’aucune ne contient simultanément un littéral et son opposé; le graphe
d’implication ainsi obtenu ne contient qu’un seul littéral par CFC, et
est donc acyclique.

Choisissons un ordre anti-topologique > quelconque des littéraux, ce
que l'on sait faire en temps linéaire, par simple effeuillage. Compte-tenu
de la symétrie du graphe d’implication, on peut toujours s’arranger pour
que Pordre soit symétrique, i.e. | < z; < [ > —x;, avec | ou bien de la
forme z; ou bien de la forme —z;.

Plus précisément, on instancie chaque variable z & T (vrai) si -z >
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z, et & L (faux) sinon (i.e. x > -z puisqu’il n’y a pas égalité). Il
suffit de trouver la fin d’un ordre topologique comprenant au moins
une occurrence de chaque variable. 1l est facile de vérifier qu’une telle
instanciation des variables ne viole aucune clause : par conséquent cette
instanciation est un modele.

On conserve précieusement notre solution : elle sera utile a 1’énumé-
ration.

1.1.2 Suite du précalcul : normalisation

Maintenant que ’on dispose d’une solution, on renomme chacune des
variables vraies dans la solution en son opposé. Le probleme reste
exactement le méme : les solutions obtenues devront seulement faire
I’objet d’exactement le méme renommage afin d’étre celles de la formule
initiale. La formule ainsi transformée a acquis une propriété intéressante :
elle est L-valide, c’est—a—dire vraie dans l'interprétation ou chaque
variable est mise a L (faux). Cela équivaut aussi a dire que chaque
clause de F contient au moins un littéral négatif, et est donc d’une des
deux formes suivantes :

x;V-xj, que I'on écrira —z; — —x; ;

—z; V-, équivalente a z; — -z, et a x; — ;.
II est facile, en temps linéaire, de renuméroter les variables de F' dans
un ordre topologique du graphe d’implication, c¢’est—a—dire un ordre
respectant les clauses de la forme 1, autrement dit tel que l'on ait
toujours i < j pour toute clause —z; — —z; de F. A la suite de cette
renumérotation, chaque clause de la forme 2 sera écrite sous la forme
d’une implication respectant cet ordre : z; — —z; avec i < j. Au final, F
est équivalente & une conjonction de clauses de la forme

-z, — —xj ou

Ty — TTj,
avec toujours i < j. Cette propriété fondamentale permettra d’obtenir
une énumération extrémement efficace.

Par exemple, la formule L-valide (—z1V-z2)A(z1V—xs)A(x1V-xg) A
(2 V —xs) A (mx3 Vxzg) A (—xg V —as) A (—xg V—as) a pour clauses de la
forme 1 les implications —x; — —x3, =21 — —24, €t —z2 — —x5 qui
respectent déja l'ordre croissant des indices, et qui ne demande donc
aucune renumérotation des variables. La formule F peut se réécrire sous
la forme de son graphe d’implication G(F) ainsi simplifié (plus de double
représentation des clauses) ou tout arc (implication) va de gauche a
droite (indices croissants) et de haut en bas (chaque implication a pour
conclusion un littéral négatif) :

1 2 3 \4 5
-1 -2 _-3 -4 =5
—_— 7
Pour simplifier, dans ce schéma comme dans les algorithmes qui vont
suivre, on confond chaque variable avec son indice.

1.2 Enumération

On a vu comment trouver une solution en temps linéaire, et on a utilisé
cette solution pour normaliser la formule et lui donner des propriétés
que nous allons maintenant exploiter.
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dy={L,T}
dy={L,T}
ds={L,T}
dy={L,T}
d5 = {J_ﬂ T}
/ AN
1 T
dy ={L,T} dy = {1}
ds ={1} ds={L, T}
dy ={1} dy={L, T}
ds = {J-a T} ds = {J_, T}
11 1T TL
dy ={Ll} dy ={Ll} dy={L,T}
dy = {L} dy = {1} dy={L, T}
ds = {1} ds ={L, T} ds = {1}
111 1TL TLL TLT
dy={Ll} dy={Ll} dy={L,T} dy = {1}
ds ={L} ds ={L, T} ds ={L} ds ={L}
| | /N |
1111 1T T TLLT TLTL
ds ={L} ds={L, T} ds={Ll} ds={Ll} ds={Ll}
| / N\ | / |
11111 ATL1 L AT41T T4 TLALTL TALTLL

Figure 2.2 : Exemple d’exécution de I’algorithme naif.

En se ramenant & cette situation normalisée, on a bien entendu
modifié 1égerement ’ensemble des solutions, mais il devrait étre clair
pour le lecteur que ce nouvel ensemble de solutions est en bijection avec
I’ancien, et qu’il est trés facile? de calculer une solution de la formule
originelle & partir de son image dans ’ensemble des solutions de la
nouvelle formule.

Nous allons présenter ’algorithme d’énumération par étapes succes-
sives. On part de ’algorithme le plus naif, que I’on modifie successivement
jusqu’a aboutir a I’algorithme de Feder que 1’on améliorera finalement.

1.2.1 Approche type contraintes (naive)

Un algorithme de recherche naif typique de la programmation par
contraintes exécuté sur la formule de I’exemple précédent est figuré
par larbre de recherche de la figure 2.2. La notation d; y représente le
domaine de la variable i.

Un premier constat peut étre fait : comme ce sont toujours les valeurs
T (vrai) qui sont retirées des domaines — puisque les conclusions des
implications sont toujours négatives, et que ’on instancie les variables
dans le méme ordre croissant— on peut simplifier le filtrage (et son
annulation) en se contentant d'un compteur de « tentatives » de retrait

2 Cela se fait en temps linéaire avec la taille d’une solution.
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Initialisation :
pour1 <i<n:
ali] <0
Initialisation : vli] « L
ourl1 <i<n:
P a[i]_<—_0 aln+1]+0
; pour (i — —j) € F :
Enum(1) aljl + alj] +1
Enum.(i.) H Enum(l)
ste=n Jr L Enum(i) :
écrire v N
" sit=n+1:
arreter écrire v
sz:'_(J_z ) EF arréter
P alf] G[Jj] T Enum (min ({k > i | alk] = 0}))
) i+ T
Enum(i + 1) pour (—i — —j) €
pour (—i — —j) € F : alj] + alj] —
alj) - alj] -1 pour ( i — —j) €
si a[z][:]O: alj] < alj] +
vlE] T ,
pour (i —+ ~j) € F : - <m§<{k)> Z'a[’ﬂ =0)
. : i —
alj] < alj] +1 P alj] [J]
Enum(i 4 1)
our (—i — =
pour(z—>ﬂ])€F: P (H ﬁ
alj] < alj] — ,
vfi] + L
Algorithme 2.2 : Remplacement du Algorithme 2.3 : Parcours avec
domaine par I'activité. contraction des branches unaires.

d’une valeur T. On appellera activité de i le compteur associé a la
variable 4, qui sera noté a[i]. C’est le nombre d’implications ol —i est la
conclusion et dont la prémisse est vraie, donc de la forme j — —i avec j
a T ou —j — —i avec j & L. Intuitivement, c’est le nombre d’implications
qui obligent la variable ¢ a étre mise a L. La condition pour mettre
la variable ¢ & T devient donc ali] = 0; on s’est ainsi débarrassé de
I'utilisation de domaines explicites.

En simplifiant ainsi ’algorithme naif, on obtient ’algorithme 2.2.
Ce nouvel algorithme est identique a l'algorithme naif en termes de
parcours : la figure 2.2 décrit aussi son exécution, seulement il est plus
simple. Une version avec les activités est donnée figure 2.3.

Comme le précédent, cet algorithme a une propriété particuliére
qui découle justement de ce que seule la valeur T peut étre retirée du
domaine : tout nceud de larbre (binaire) de recherche méne a au moins
une solution évidente, la solution partielle actuelle complétée avec des L.
En conséquence de quoi, entre deux solutions successives, ’algorithme
parcourt 2n nceuds au pire. Le délai polynomial est donc évident.

En fait, ce délai est linéaire, c’est—a—dire O(|F|). Pour le constater,
il suffit de noter que lors d’une descente — qui aboutit toujours a la
production d’une solution — chaque clause est considérée au plus une
fois, et qu’il en est de méme pour le backtrack correspondant.

Cet algorithme de base va subir dans la suite une série de transfor-
mations, dont il s’agira de montrer qu’elles sont équivalentes. Ce seront,
en fait, des transformations de 'arbre de recherche par équivalence.
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Figure 2.3 : Mise en paralléle de ’exécution des algorithmes 2.2, 2.3 et 2.4.
Les valeurs déja instanciées et les activités sont mises bout a bout —la valeur
des variables non instanciées, et I'activité des variables instanciées présentant
peu d’intérét— et dans ’ordre des variables. x est utilisé pour signifier 0 en
mettant en avant la particularité de cette valeur.

L’algorithme 2.5 a le méme arbre de recherche que 'algorithme 2.4, et produit
la séquence 1#3#34#4124#54#521# qui nous donne bien successivement :
TAL L, TATL L, T T, ITA L, ITA AT, LTI L.

1.2.2 Parcours de I'arbre de recherche

Algorithme 2.3 Une premiere étape importante est de ne permettre
d’effectuer un choix que sur la prochaine variable pouvant étre mise a
la valeur T. Pour ce faire, nous exploitons le fait que (L,..., L) est une
solution, on complete donc le précalcul de maniére & partir du cas ou
toutes les valeurs sont fausses (L), c’est-a-dire que 'on va donc effectuer
lors du précalcul tous les filtrages liés a la valeur L d’une variable.

Ainsi, on pourra « sauter » tous les filtrages liés a des variables
d’activité non nulle, et donc se préoccuper uniquement de la prochaine
variable d’activité nulle.

Cette maniere de faire affecte la maniere dont on procede au filtrage :
au lieu d’effectuer des filtrages liés au choix des valeurs, on effectue des
filtrages liés au changement par rapport a la valeur 1. Ainsi, lorsque
I’on ré-instancie une variable a T, il s’agit a la fois d’effectuer le filtrage
lié & cette valeur, mais aussi d’annuler celui lié a la valeur L ; a la fin de
chaque appel, on restaurera la situation ou la variable courante vaut L.

Une variable fictive n + 1 est introduite, dont ’activité est tou-
jours nulle, qui sert de garde pour le calcul du minimum de I’ensemble
{k >i|alk] = 0}.
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EnumPFeder :
pourl <i<n:
afi] < 0
vfi] « L
pour (=i — —j) € F': ) )
alj] = alj] + 1 e v
, ecrire +1
Enum(0) pour (—i — —j) €
Enum(i) : alj] < alj] —
ofi =T pour ( i — —j) €
pour (76 = ) € ail < a1
alj] + alj] - si orofond .
profondeur paire :
pour ( i — —j) € écrire #
alj] + alj] + pour ig € {k > i|alk] =0} :
écrire v Enum (i)
pour Z,-O € {k > i|alk] = 0} : si profondeur impaire :
Enum(io) écrire #
pour ( i — —j) € pour ( 1 — —j) €
alj] < alj] - alj] < alj] -
pour (=i — —j) € pour (—i — —j) €
alj] < alj] + alj] < alj] +
v[i] + L écrire —i

Algorithme 2.4 : Parcours n-aire Algorithme 2.5 : Algorithme final.
avec production a chaque noeud.

Algorithme 2.4 Au lieu d’effectuer une recherche binaire sur les valeurs,
et de produire des solutions en arrivant sur les feuilles de I’arbre binaire
de choix, nous allons exploiter la consistance toujours maintenue pour
produire les solutions a chaque nceud. En effet, on sait en arrivant a
chaque noeud que l'instance courante des variables est une solution. On
va donc la produire sur le champ, et s’assurer que les appels récursifs
produisent de nouvelles solutions. Pour ce, au lieu d’effectuer le choix
binaire, on choisit la plus petite variable modifiable que 1’on puisse
mettre a T. Le choix ne porte donc plus sur les deux valeurs possibles
de la variable courante, mais bien sur le nombre de variables actives que
I’on va délibérément laisser a L. En termes de transformation d’arbre de
recherche, on utilise la classique équivalence entre arbre binaire étiqueté
aux feuilles et arbre général (d’arité quelconque) étiqueté aux nceuds.

Noter I'introduction d’une variable fictive 0 qui permet de parcourir
toutes les variables d’activité nulle.

Algorithme 2.5 Tout appel entraine une écriture. Entre 'appel et la
premiere écriture s’écoule un temps O(n) ou n est le nombre de variables.
Entre la derniere écriture et le retour, on aimerait bien prouver qu’il ne
s’écoule que O(n), mais c’est sans espoir.

Le probleme n’est pas la descente dans I’arbre — qui cotite O(n) a
chaque nouvelle solution — mais bien la remontée : on est bien incapable
de connaitre le nombre de retours avant une nouvelle descente. Et si
on inverse la génération et le parcours? Eh bien on a le probléme
exactement inverse.

Fort heureusement, Feder [Fed94] a trouvé une astuce — simple
et étonnante — qui permet de trouver le compromis recherché. Les
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« étages » pairs, on génere avant de parcourir les fils; les « étages »
impairs, apres. Cela fonctionne : tous les trois nceuds au pire, on génere
une solution. D’une maniére générale, on peut énumérer les nceuds d’un
arbre n-aire a délai constant (précisément, au plus tous les trois nceuds
visités) en utilisant cette astuce : si le noeud est de profondeur paire,
I’écrire, puis parcourir ses fils; dans le cas contraire parcourir ses fils
puis I’écrire. On peut démontrer par I’absurde que, effectivement, cela
fonctionne. La question est développée dans ’annexe.

Il nous reste a produire les solutions sous forme différentielle, c’est-
a~dire sous forme d’une liste d’indices de variables ayant changé de
valeur depuis la derniére solution produite. Pour ce, le plus simple est
de produire I'indice d’une variable a chaque fois qu’elle change, et de
produire un caractére de fin de liste avant le parcours des fils si la
profondeur est paire, ou apres dans le cas contraire. De la sorte, on est
siir de la correction, et qu'un caractere de fin de liste # est bien produit
au pire apres trois caracteres autres.

Noter qu’au début de ’exécution et a la toute fin, 'algorithme produit
respectivement un +0 et —0 parasites, qui sont sans conséquence.

Déja, on va préciser un point qui n’est pas explicite dans I’écriture de
I’algorithme. Le parcours des fils, qui sont en fait les variables d’activité
nulle, doit étre fait par indice décroissant. Cela aura son importance
pour les questions de complexité. L’autre implication importante est
que, dans ce cas, le parcours de 'arbre se fait dans un ordre ou les
solutions sont découvertes dans 'ordre lexicographique. Sur la figure 2.3,
ce fait s’exprime par la contrainte que le parcours se fait en profondeur
mais de droite a gauche.

1.2.3 Finalement

Complexité L’algorithme 2.5 est correct. On veut montrer qu’il est a
délai O(n), ou n est le nombre de variables.

La seule difficulté est de maintenir a jour une liste doublement
chainée représentant I’ensemble des variables d’activité nulle. Pour ce,
on suppose 'existence d’une liste globale [, (partagée par tous les appels
récursifs), & jour au moins pour les variables d’indices supérieurs a i lors
de Pexécution de Enum(i). Lors du filtrage, on constitue une liste locale
l;. Pour parcourir les fils, on le fait dans I'ordre inverse des variables,
en intégrant [; a [, a la volée. Ainsi, chaque opération de fusion donne
lieu & un appel récursif, qui produit une solution : ainsi le colit est
constant par solution produite. La liste I, utilisée par ’appel récursif
valide ’hypothese de récurrence : elle est bien & jour sur sa partie utile.

Post-traitement 1.’algorithme 2.6 énumeére clairement dans I'ordre lexi-
cographique : il suit le parcours de ’arbre de recherche de I'algorithme
de Feder, mais cette fois, les instructions # ne servent pas a indiquer le
modele a écrire, mais servent uniquement d’horloge.

L’algorithme de Feder produit chaque symbole de sortie au bout
d’un temps O(n), et tous les trois symboles au plus, un symbole #
apparait. A ce moment, notre post-traitement doit produire un nouveau
modele, qui est le modele qui suit le dernier modeéle écrit dans ’ordre
de parcours préfixe.

11 suffit donc, pour prouver le délai O(n), que le temps qui sépare la
lecture du # et ’écriture du modele soit lui aussi O(n). Les opérations
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EnumLex(F) :
f < FileVide
m <+ (L,...,1)
pour 0 € EnumFeder(F) :
sio=#:
o' + Défile(f)
tant que o’ est de la forme —¢ :
mli] + L
o < Défile(f)
mlo'] + T
produire m
sinon

f + Enlfile(f, o)

Algorithme 2.6 : Enumération dans I'ordre lexicographique & délai O(n).

élémentaires entre les deux sont toutes clairement en temps constant, il
faut donc seulement prouver le fait que la boucle itere O(n) fois.

Ce fait est évident si on voit bien que les éléments de la forme —i
correspondent & des remontées dans I'arbre, il ne peut donc y en avoir
successivement plus que la profondeur de I’arbre, qui est au plus n.

On a prouvé que le délai est O(n), mais on ne prouve pas la taille
O(n) de la file. On I'affirme tout de méme, en reportant une preuve claire
de cette affirmation & une version ultérieure (publication & soumettre).

2 Des formules Horn-renommables

Le probléme de décision du Horn renommage a été prouvé linéaire
[Héb94] ; le probleme d’unicité aussi [Héb95]; nous franchissons une
nouvelle étape en prouvant que son énumération se fait a délai linéaire
O(|F|) (et en espace total O(|F|)), ce qui généralise de fait les précédents
résultats : notre algorithme est encore une fois une généralisation des
algorithmes précédents connus, qui ne sont a posteriori que des versions
abrégées de notre algorithme.

De plus, nous fournissons un autre algorithme, dont le précalcul
est légerement plus cotiteux : il prend un temps O(n|F|) et un espace
O(|F| + min(n?, k| F|)), o k est la longueur maximale d’une clause, mais
dont le délai est bien meilleur : O(n).

On propose finalement un algorithme synthétique qui énumere les
k premiers Horn-renommages a délai linéaire O(|F|), puis les suivants
a délai O(n), tout ceci en espace total O(|F| + min(n? k|F|)) ol k est la
longueur maximale d’une clause.

2.1 Décision

Cette section vise a trouver un Horn-renommage d’une formule normale
conjonctive quelconque. Pour ce faire, on réduit linéairement le probléeme
de recherche d’un Horn-renommage a la recherche d’une solution d’une
formule bijonctive.

On reprend ici ce qu’énonce [Héb94].
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2.1.1 Définitions

On rappelle quelques définitions.

Une formule normale conjonctive (CNF) est une conjonction de
clauses F = C1A...AC,,, ou chaque clause C; est une disjonction de
littéraux. Une telle formule est dite de Horn si chacune des clauses C;
contient au plus un littéral positif.

Définition 9 (Horn-renommage) On appelle renommage des variables
T1,..., 2, d’'une CNF F un n-uplet r = (rq,...,r,) € {L, T}". Pour chaque
variable z;, on note :

i = |
r(xi):{ x; sir;

X si r; =T

Le renommage r s’étend naturellement aux littéraux, aux clauses de F,
et a la formule F elle-méme.

Définition 10 (Horn-renommage) Soit F une formule normale conjonc-
tive & m clauses et n variables zy,...,z,, de la forme :

m n(i)
F=A\#
i=1j=1
ol n(7) est la cardinalité de la i-iéme clause C; = \/;Lg I et I/ est le j-ieme
littéral de C;. On dit qu'un renommage r des variables z1,...,z, est un
Horn-renommage de F si la formule renommée r(F) est une formule
de Horn : chaque clause r(C;) = \/?g r(IJ) contient au plus un littéral
positif. On note alors r € HornRen(F).
On note HORNREN (resp. ENUMHORNREN) le probleme de savoir si une
formule CNF posseéde ou non un Horn-renommage (resp. le probleme de

I’énumération de ses Horn-renommages).

2.1.2 Réduction de HornRen a Auplus1Sat

Définition 11 (Auplusl) On appelle Auplusl opérateur sur les booléens
qui est satisfait (T) si et seulement si au plus un de ses arguments vaut
T ie. Auplusl(ly,....ly) < (GACAL) YV, (GACALZIAG AL A AT).

Lemme 1 (HornRen = AupluslSat) Soit A", V;Lg I/ une CNF & n va-
riables z1,...,z,. On a, Vr e {L, T}" :

m n(i)

r € HornRen /\ \/ I s rE 7\ Auplusl E

i=1j=1 i=1 1<i<n (i)

Par conséquent :

HORNREN = AUPLUSISAT

ENUMHORNREN = ENUMAUPLUS1SAT

ol, bien entendu, les problémes AuPLUSISAT et ENUMAUPLUSISAT désignent
respectivement les probleémes de satisfaisabilité et celui de I’énumération
des modeles d’une conjonction de clauses Auplusl.

Par définition du Horn-renommage. Bien noter que
r est vu comme un renommage dans la partie gauche de 1’équivalence,
c’est-a-dire que L signifie « reste en ’état » et T signifie « est inversé » ;
alors que dans la partie droite de I’équivalence, il s’agit d’une affectation
des variables.
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2.1.3 Réduction linéaire de AupluslSat a 2Sat

Cette réduction permettra de trouver, en temps linéaire, une solution
au probleme AUPLUSISAT, ce qui est un préliminaire nécessaire a 1’énumé-
ration ; malheureusement, I’extension de cette réduction a I’énumération
ne sera pas possible, car le nombre de solutions n’est pas préservé dans
cette réduction, aussi on en utilisera une autre.

On transforme une conjonction de clauses Auplusl en une conjonction
de clauses bijonctives utilisant de nouvelles variables existentiellement
quantifiées. Ceci se fait par la réduction élémentaire suivante.

Lemme 2 (réduction linéaire) Pour toute conjonction de clauses
Auplusl, il existe une formule bijonctive dont certaines variables sont
quantifiées existentiellement, équivalente et de taille linéaire.

L’idée de cette réduction est d’introduire, pour cha-
cune des clauses Auplusl, des variables « compteurs » y; qui indiquent
s’il existe un I; avec j > i valant T. Dans ce cas, la mise a T de [; est
prohibée ; ainsi un seul /; peut étre mis a T. Formellement, la clause
Auplusl(ly,...,l;;) donnera lieu a la formule bijonctive :

k-1
(e = yr) A /\ (li = yi) ANl = ~Yir 1) A(Yir1 — yi)
i=1
Visuellement, la formule bijonctive ressemble & :

z+1

NN

Yi—1 yz+1

ou a——=} signifie @ — —-b. Prouvons 1’équivalence entre la clause

Auplusl et la formule bijonctive associée pour toute interprétation m
des littéraux Iy,..., 1.

Supposons m = Auplusl(l;). On a deux cas. S’il existe un littéral

l;,, Nécessairement unique, tel que m (I;,) = T, alors on est dans la

situation suivante :

NN AN

Yi—1 Yi+1

209

La partie :
Yi—1 =— T

nous montre comment va se propager la valeur T pour tous les y;
avec j < i, alors que :

T
Yi—1

nous prouve que ;41 vaudra L, qui lui se propagera en remontant
N e e . L R

la chaine d’implication y; — y;—1 qui est équivalente a —y,;_1 — —y;.

Finalement, on a bien :

INOSIRINION
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Dans l'autre cas, i.e. lorsque tous les /; sont a 1, il s’agit de trouver
I’affectation des y; telle que :

1 Yi Yi+1 Yk

On voit tout de suite les solutions : 'affectation des y; est soit de la
forme (T,...,T,1,..., 1) soit ils sont tous a L.

Par transitivité des implications I; — v, v; — yi—1, et v; — l;_1, on
tire les implications l; — (y1A...Ay;) et I; — (I1A...Ali—1), ¢’est-a-dire
Auplus1({l; |1 <i < n}).

Ce lemme justifie donc la transformation de toute clause Auplusl a &
arguments en une conjonction de moins de 3k clauses bijonctives.

Cette transformation s’étend immédiatement en une réduction li-
néaire F' — F’ du probléme AupLUsISAT au probleme 2SaT. On note aussi
que toute solution (modele) de la formule bijonctive F” ainsi obtenue a
partir d’'une donnée F du probléeme AupLusiSaT fournit immédiatement
une solution pour la formule initiale F : il suffit pour cela de restreindre
le modeéle de F’ aux variables z; de F. Finalement, on a prouvé la
proposition suivante.

Théoréeme 4 (Horn-renommage [Héb94])

On peut décider le probléeme HORNREN en temps linéaire et dans le méme
temps en trouver une solution particuliére, s’il en existe une.

2.2 Forme canonique

On montre maintenant comment exploiter le résultat de la section
précédente pour procéder a une énumération efficace. Pour ce, on va
dans un premier temps procéder a une normalisation du probleme en
temps linéaire.

A partir de cette section, les résultats sont nouveaux.

2.2.1 Simplifions

Soit F une formule normale conjonctive (CNF) & m clauses et n variables.
On vient de voir comment trouver un Horn-renommage de F, rg €
{L, T} (s'il en existe un) en temps linéaire. Soit F” la formule renommée
par rq, c’est-a-dire, en considérant les formules comme des fonctions
booléennes, F'(x1,...,z,) = F((x1,..., Tp) &pn 7o), OU :

(xl,...,xn) Sn (yly--~7yn) = (I1@y1,---,$n@yn)

déﬁr;tion

ol (z1,...,xn) € {L, T}, (Y1,--yyn) € {L, T}" et ou & désigne le « ou
exclusif » (xor). Par définition, F’ est de Horn et tout Horn-renommage
v’ de F’ est tel que r’ &, o = r est un Horn-renommage de F. Cela
fonctionne dans l'autre sens, i.e r&ry = ' (tout renommage est involutif),
aussi énumérer les Horn-renommages d’une formule normale conjonctive
revient exactement & énumérer les Horn-renommages d’une formule de
Horn.

Dans la suite, on suppose donc que F' est une formule de Horn a m
clauses et n variables, c’est-a-dire de la forme :

l n(3) m  n(i)

/\ JUcu,mv\/TL’C(i,J‘) A /\ \/ﬁifcuu‘)

i=1 j=1 i=l+1j=1
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ol n(i) est le nombre de littéraux négatifs de la i-ieme clause et C(i, 5)
est I'indice de la j-ieme variable négative de la i-ieme clause, 'indice
C(3,0) désignant bien siir la variable positive unique le cas échéant.

2.2.2 Réduction et composantes fortement connexes

Par le lemme 1, les Horn-renommages de la formule de Horn F de
la forme générale donnée ci-dessus sont exactement les modeles de la
formule :

l
Fy = A\ Awplust (=00, (2065 <<

i=1

A /\Auplusl ((xc(i’j))lﬁjgn(i)>
i=l+1
On note que Fy peut se réécrire de fagon équivalente sous la forme de la
formule « mixte » suivante :
l ’VL(i) m
F'= NN (zcig = zcan) A\ Auplust (zcq.)
i=1j=1 i—1 1<5<n(3)

De toutes ces remarques, on déduit immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3 Soit F' = FiAF, et F""= FyAF} ou :
1 n(i)

= /\ /\ (xc(i,j) - xC(i,O))

i=1j=1
m

) /:\1 Aplus] (zo@g)

B=N\ N (zcuj— zcunr)
i=11<j<k<n(i)

On note les quatre points suivants :
Les modeles de la « formule mixte » F’ sont exactement les Horn-
renommages de la formule de Horn F.
Les formules F; et Fj étant équivalentes, la conjonction F/ = Fy AF,
est équivalente a la formule bijonctive F” = FyAFj.
La clause F; occupe clairement une place O(|F)).
Les CFC (composantes fortement connexes du graphe d’implication)
de la formule bijonctive F” sont les CFC 3 de F} ; en particulier, toute
CFC de F” est constituée de littéraux de méme signe.

En dépit du fait que la taille de la formule F} et donc celle de
F" = Fy\F} est O(|F|*), les points 3 et 4 du lemme 3 justifient qu’on
puisse calculer les CFC (du graphe d’implication) de F” en temps O(|F}|)
donc O(|F]), et supposer que chaque CFC qui n’est pas réduite a un
élément est un ensemble de littéraux positifs.

Lemme 4 On peut transformer en temps linéaire la formule F’ en
une formule équivalente de méme forme mais acyclique, c’est-a-dire de
graphe d’implication sans circuit.

Pour chaque CFC de F’, il suffit de remplacer les
occurrences des éléments de la CFC par le plus petit élément, ce que

3 Les arcs d'implication zc(;,;) = —@c,x) de Fy partant chacun d’un littéral positif
et aboutissant a un littéral négatif ne peuvent pas participer a un circuit.
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Partons d’une formule mixte F’' = Fy AF, ol :

Fy = (xg—x3)Nag— 1) Aoz — 1) A(xg—x3)
Fy = Auplusl(xy, z2) AAuplusl(zs, x4, 5)

La représentation de la formule normalisée équivalente F"' = F; AF} avec les
implications de la forme | — —z; avec [ de la forme z; ou bien —x;, et 7 < 7,
est la formule suivante :

Z1 T2 zs3 T4 Zs
X ) T3 = Xy X5

Les implications du type —a — —b représentent bien Fj et celles du type
a — —b constituent F3.

Figure 2.4 : Exemple de normalisation.

l’'on peut faire en temps total linéaire* Suite & cela, on affecte & L
les variables qui apparaissent plusieurs fois dans une clause Auplusl. Il
ne reste plus qu’a propager ces affectations a L en suivant les regles
suivantes :

Pour chaque clause z; — 1, on peut remplacer z; par L.

Toute clause de la forme 1. — _ est a supprimer.

Les L apparaissant dans des clauses Auplusl peuvent étre suppri-

més.
La correction ne pose pas de probleme. La propagation est destructive
donc linéaire.

Point essentiel : on suppose désormais que la formule F” est acyclique,
et de la forme :
F = /\ SLp(i) = L) A /\ Auplusl(zc; ;)

1<i<p 1<i<l 1<5<n(d)

Fl F2

avec les variables renumérotées dans un ordre topologique du graphe
d’implication acyclique de F’, autrement dit de F, c’est-a-dire tel que
h(i) < g(i) pour tout i, 1 <7 < p. Un exemple est présenté figure 2.4.

2.3  Enumération

On énumere les modeles de F” en utilisant — directement, ou en adaptant
lalgorithme de Feder — I’énumération des formules bijonctives exposée
a la section précédente.

La réduction linéaire présentée ci-dessus pour trouver un Horn-
renommage introduit beaucoup trop de variables quantifiées existentiel-
lement : il devient difficile d’assurer un délai décent. On procede donc a
I’énumération des solutions via une réduction plus naive. Pour pallier
les défauts de celle-ci, on propose deux méthodes distinctes :

une utilisation paresseuse de la réduction F’' — F” présentée
ci—dessus lors de I’énumération, qui permet au précalcul de rester

4 On peut toujours supposer que chaque variable donne accés a la liste de ses
occurrences.
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linéaire : on manipule directement la formule mixte F' = Fy AFy,

de taille linéaire, au lieu de manipuler F” = F; A F», de taille
quadratique,

un traitement plus lourd lors du précalcul, qui permet d’améliorer
le délai.

On proposera finalement une combinaison des deux méthodes qui allie
leurs avantages respectifs.

Avant cela, on montre a travers un algorithme « naif » I'intérét de
la forme de F’ obtenue au point précédent. La encore, on confondra
chaque variable z; avec son indice 3.

2.3.1 Enumération « naive »

Dans un premier temps, on présente un algorithme « naif », la procédure
EnumNaif de Ialgorithme 2.7, qui exploite déja la canonicité de F’
obtenue au point précédent.

Lemme 5 L’algorithme 2.7 énumere les modeles de F” & délai linéaire
O(IF"]).

Pour avoir le délai linéaire, il suffit de bien voir que
lors d’une descente dans ’arbre de recherche, les opérations sont cu-
mulativement linéaires en la taille de la formule, et que la recherche ne
connait pas d’échec.

Il est & noter que cet algorithme énumere les solutions dans leur ordre
lexicographique inverse. Ce n’est pas anodin : on réutilisera cette pro-
priété pour concevoir l'algorithme final (présenté également dans ’algo-
rithme 2.7).

2.3.2  Enumération par extension

Théoréme 5 (énumération des Horn-renommages (adaptation))

On peut énumérer les Horn-renommages d’une formule F & délai linaire
O(F)).

On cherche directement a intégrer le filtrage 1ié aux
clauses Auplusl a l'algorithme 2.5 (pour 2Satr). Pour ce, il suffit de
remplacer la séquence :
pour (i — —j) € F':

alj] < aljl +1
par sa généralisation naturelle :
pour Auplusl(S) € F|lie€ S :
pourje€S|j>i:
alj] < aljl +1

et faire de méme pour 'annulation du filtrage. On appelle algorithme 2.5’
I’algorithme 2.5 ainsi modifié. Il n’y a pas de difficulté particuliére, si ce
n’est qu’au lieu de cofliter O(n), le filtrage cotite désormais O(|F|) ou |F)|
est la taille de la formule.

Un indice simple de la « supériorité » de l’algorithme 2.5 sur l’algo-
rithme précédent (la procédure EnumNaif de 2.7) est que, si on lui
soumet une formule bijonctive, on procédera a I’énumération de ses
Horn-renommages (qui sont ezactement ses modeles) a délai O(n) ou n
est le nombre de variables : il généralise I’algorithme de Feder, ce que
ne fait pas 'algorithme naif.
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2.3.3 Enumération par réduction

On réduit chacune des clauses Auplusl a son équivalent sous forme d’une
conjonction de clauses bijonctives, de taille nécessairement quadratique.

Désormais, on appelle k la longueur maximum d’une clause de
la formule F originelle; par conséquent, k¥ majore aussi la longueur
maximum d’une clause Auplusl.

Lemme 6 On peut, en k — 1 étapes, colitant chacune un temps
O(|F]), et en espace total O(|F|+ n?), construire une formule bijonctive
F" équivalente a F’ et qui porte sur exactement les mémes variables.

On réduit la formule mixte F/ = F; AF, a sa forme
bijonctive F” = Fy AFj. Autrement dit, F; ne change pas.

L’équivalence suivante est évidente :

Auplusl (xc(i,j)) < Auplusl (xc(i,j)) A /\ (xc(m) — —wn(i))
1<j<n(3) 1<j<n(i) 1<j<n(i)
I1 suffit de 'appliquer k& — 1 fois, tout en veillant a retirer les doublons
parmi les clauses, pour obtenir la formule F”. On a construit F”, mais
sans redondances. La taille de F” étant bornée par n2, on utilise I’espace
annonce.

Ce lemme prouve que 'on peut énumérer les Horn-renommages d’une
formule F & n variables a délai O(n) apres un précalcul en temps O (k|F|)
et en espace O(|F| + n?), mais on préfere I'exploiter directement au point
suivant pour prouver un résultat meilleur.

2.3.4 Combinaison des différents algorithmes

Théoréme 6 (énumération des Horn-renommages (synthése))

N

L’algorithme 2.7 énumere les k—1 premiers modeles de F’ a délai O(|F'|),
puis les suivants a délai O(n), ou k est la longueur maximale d’une
clause, et n le nombre de variables.
L’algorithme 2.7 combine ’algorithme naif et ’algo-
rithme EnumLex® (2.6) de la section précédente en utilisant le lemme 6.
Cet algorithme est construit comme suit. On utilise 1’algorithme naif
pour générer les k—1 premiéres solutions a délai O(|F|). A I'occasion
de cette énumération, on intercale entre la production de deux de ces
solutions successives une partie de la construction de la formule F” (voir
lemme 6). Ainsi, on peut dissimuler le temps (non linéaire) nécessaire a
la construction de F” dans le délai entre les k—1 premieres solutions.
Une fois ces k—1 solutions produites, on peut lancer I’énumération
de I'algorithme de Feder ou sa variante EnumLex appliquée & la formule
F”. Pour vérifier que le précalcul de ces algorithmes reste linéaire, il
faut noter qu’il ne dépend que de la partie F}; de F”, qui a bien une
taille linéaire. La production de solutions a délai O(n) commence alors.
Le probléme, dans tout cela, c’est que, parmi les solutions produites,
on va répéter chacune des k—1 premieres solutions. Pour y remédier, on

5 On aurait pu utiliser I'algorithme Feder généralisé au lemme 5 en combinaison
avec lalgorithme de Feder (algorithme 2.5) & la formule F” (lemme 6) pour avoir le
méme résultat.

Il suffirait, par exemple, d’utiliser le premier pour générer une solution sur deux
des 2k—2 premiéres solutions a délai linéaire, puis d’utiliser le second pour générer le
reste a délai O(n).
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Affecte(F\l) :
pour C € F:
sile C : Retirer C de F

B sile C: Retirer [ de C

si [ de la forme z; :
pour Auplusl(S) € F'|z; € S :
- F < F~{Auplusl(S)} U {{—z;}|z; € S\{x;}}

ou alors si [ de la forme —z; :
pour Auplusl(S) € F'|z; € S :
| F + F~{Auplusl(S)} U {Auplusl(S~{z;})}

| renvoyer F

EnumNaif(F i) :

sit=n+1:

| produire
sinon
si {—z;} ¢ F :
pour m € EnumNaif(Affecte(F,z;),i 4 1) :
. produire m W {x;}

pour m € EnumNaif(Affecte(F,~z;),i + 1) :
produire m W {—z;}

EnumHornRen(F(z1,..., z,,))

Construire F’ la formule mixte correspondante

141

F" +— {(~z; = —x;) € F'}

pour m € EnumNaif(F,1) :

pour Auplusl(S) € F’ :

pour j € {i+1,...,Card (S)} :
P FPU{(=S[i VS Y

produire m

sit=k—1:
mgp<—m
interrompre
sinon
‘ 141+ 1

pour m/ € EnumLex(F") :
sim' =myg :
| interrompre

produire m’

® Algorithme 2.7 : Enumération des Horn-renommages par synthése de 1’al-
gorithme naif et de la réduction a I’énumération des modeles d’une formule
bijonctive dans ’ordre lexicographique.

s’est arrangé pour que l'algorithme naif énumere dans ’ordre lexicogra-
phique inverse; et pour proposer un post-traitement a ’algorithme de
Feder, EnumLex, qui permet d’énumérer dans ’ordre lexicographique.
Nos deux algorithmes vont donc énumérer dans des ordres inverses.

Le premier algorithme sert a produire les k—1 derniéeres solutions
dans 'ordre lexicographique, et le second toutes les autres, en partant de
celle minimale pour I'ordre lexicographique, puis en les énumérant toutes
dans cet ordre. Pour éviter les répétitions, il suffira donc d’interrompre la
seconde énumération au moment ou elle produira la (k—1)-ieme solution
avant la fin, que l'on a stockée dans la variable myq. |
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Conclusion

On a completement explicité I’algorithme de Feder pour I’énumération
des modeéles d’une formule bijonctive, et proposé un post-traitement qui
rend lexicographique 'ordre d’énumération, sans altérer le délai.

On a généralisé cet algorithme en proposant un algorithme d’énu-
mération des Horn-renommages qui énumere les & — 1 premiers Horn-
renommages d’une formule F a délai O(|F|), ou k est la longueur maxi-
male d’une clause de F, puis les suivants a délai O(n). Cet algorithme
généralise aussi la recherche d’un Horn-renommage en temps linéaire
[Héb94] et le test d’unicité d’'un Horn-renommage lui aussi en temps
linéaire [HéDIS).

Annexe :
énumération des noeuds d’un arbre a délai constant

Comment parcourir cet arbre ?
[ ]
. / \ .
[ ] [ ] ‘.
: [ ] / \ [ J
0N
[ ] [ ]

On peut essayer de le parcourir en profondeur, par exemple.

/\

o 74 / Q

15

/

Essayons en préfixe : au bout de combien d’étapes obtient-on chaque
neeud ?

2 1 7
PN )

19
10
o )4 g N
3

\\

13\\13

14/ 17
L Q
4 ° 16

Ca ne fonctionne pas. En postfixe, on a évidemment le probléme inverse.
Le probleme, c’est 'existence de séquences de remontées dans le cas
préfixe, et de redescente dans le cas postfixe qui ne sont pas bornées
(exemple simple : 'arbre unaire...).
L’astuce, justifiée par la figure 2.5, consiste a produire les noeuds de

profondeur impaire lors de la descente, et ceux de profondeur paire lors
de la remontée :

\

11 12



38 Chapitre 2. Formules bijonctives et Horn-renommages

(@ N
/\/ \T
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\
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—>—0o—oeo

T °
/ \ /
A ANA
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| |
) 1

On étudie les différents cas possibles : on part du principe qu’un nceud vient
d’étre produit, et on se demande quel sera le suivant.

On peut lire 'arbre de cas ainsi : un nceud qui vient d’étre produit I’a été soit
en descendant (a) soit en remontant (b). Dans le premier cas, soit le fils du
nceud n’a pas de fils (¢) auquel cas il est produit, soit il a un fils qui est produit
(d). La deuxiéme moitié de ’arbre se lit de la méme manieére.

Il manque bien entendu les cas suivants, encore plus simples : le nceud a
été produit en remontant mais n’a pas de pere; le noeud a été produit en
descendant mais n’a pas de fils. Le premier cas est trivial : la racine vient d’étre
produite en remontant : ’énumération est arrivée a son terme (si la racine est
considérée de profondeur 1), ou bien on a une contradiction (si la racine est
considérée de profondeur 0). Le second est simple : Soit le pére du neeud a
un fils, qui est produit, soit pas. Dans le second cas, soit le pére est la racine,
auquel cas I’énumération est soit terminée, soit il y a contradiction (comme
précédemment). Sinon, le grand-pére est produit.

!

—— o —

- — 00— —

Figure 2.5 : Etude de cas exhaustive pour prouver le délai constant de
I’énumération alternée.




Models of Horn Formulas are
Enumerable at Linear Delay

Abstract 'The unique satisfiability problem of Horn formulas was proved
to be quadratic by Minoux (1992) [Min92]. Using ideas based on those
of [Min92], Berman, Franco, and Schlipf (1995) [BFS95] proved it to be
nearly linear. We simplify the presentation of their algorithm and adapt
it slightly in order to perform enumeration of the solutions at a delay
that ¢s their unique solution decision time, i.e. O(«(|F|)|F|) where |F| is
the formula size and « is the inverse Ackermann function, or (at choice)
O(nlogn + |F|) where n is the number of variables of F.
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Introduction

Counting the models of a propositional Horn formula is a #P-Complete
problem [Val79], therefore not tractable. Nevertheless, the unique
satisfiability problem, which can be considered as a (very) limited way
of counting, i.e. it answers one of the three “numbers” 0, 1, or atleast 2,
was proved to be nearly linear by [BFS95]. We can generalize this
“bounded counting” to the problem of counting up to k, for any fixed k,
that returns a value in the set {0,1,...,k — 1, atleast k}.

This paper provides an algorithm that extends the unique solution
decision algorithm of [BFS95], and performs exhaustive model enumera-
tion at nearly linear delay. A straightforward corollary of our result is
that counting up to k can be done in time O(ka(|F|)|F]), with production
of the corresponding solutions in the same time.

Organisation of this Paper We present the algorithm in three steps. First
of all, we give an overview of the algorithm (algorithm 3.1), with the
logical argument (called Trick1) proving its correctness, and explaining

39
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the main idea. Nevertheless, this algorithm, if implemented poorly, has
a O(n|F|) delay, which is the complexity of the naive algorithm. In
sections 2 and 3, we give a more explicit writing of the algorithm on
its critical part, with more implementation details, that allow to reach
the expected complexity. Each section has its main argument, denoted
respectively by Trickl, Trick2, and Trick3, that are arguments on logic
that are the key points leading to properties of correctness and/or
complexity. Note that algorithms 3.2 and 3.3 below only explicitly
describe the critical part of the algorithm and are justified resp. by
Trick2 and Tricks.

Preliminaries

We assume the reader is familiar with propositional logic. In the whole
chapter, I will be a Horn CNF formula on n variables. Since F is
assumed in CNF, we will see it as a set of clauses, which are seen as
sets of literals, we therefore will use set notations accordingly, e.g., P e F’
means “F contains an empty clause.” We define F(l) = {Ce F|leC}
and F[l] = {O\{l}|Ce F~F(l)}. The formula F[l] is obtained by setting I
to 1 (true') in the formula F and simplifying it accordingly. We assume
no formula contains a tautological clause.

We use the RAM model (see [Gra96]). In this model, an input of size
N is a sequence of N integers identified to their binary representation,
each one in the interval [0, N[. This sequence is contained in N registers
of size |log(N —1)| + 1 (the size of the binary representation of N — 1)
or O(log N).

As suggested by [BFS95], we can see the formula as a bipartite graph
where one of the vertex sets is the set of literals, and the other is the set
of clauses; in this graph there is an edge between a literal and a clause
if, and only if the literal belongs to the clause. With this model, as
in [BFS95], the size N = |F| of a formula is the total number of variable
occurrences.

1 A First Approach

1.1 Algorithm Overview

This section starts by stating the adopted search strategy, and shows how
it leads to an algorithm, which is presented in Algorithm 3.1. The main
idea is the following: we want to perform a recursive search, but with
no backtracking due to failure, i.e. the recursive enumeration procedure
should always produce at least one solution before backtracking.

That is why, as a precomputation step, we perform positive unit
propagation. This way, if the formula is satisfiable, then it is zero-
valid (i.e. (0,...,0) is a model); the algorithm terminates at this point
otherwise. In algorithm 3.1, this is done in the procedure EnumHorn,
lines 2-5. In the whole algorithm, models are considered as sets of
literals, where every variable appears once. Lines 7-8 can therefore
be read as “for every model of the zero-valid formula obtained after
positive unit propagation, complete it with the positive literals that were
propagated.” Zero-validity is the key property that will be maintained

1 In this chapter, we write 0 instead of L and 1 instead of T.
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EnumHorn(F, V):

S0

while 3z € V {z} € F:
F < Flx]
S« Sw{z}

if 0 ¢ F:
for M € EnHy(F,V~\.5):

yield M & S

EnHy(F,V): :
ifV=0:
yield
elsif 3z e VWy e V{—x,y} ¢ F:
for M € EnHy(F[-z], V~{z}):
yield M @ {—z}
if {-a} ¢ F:
for M € EnHy(Flz], V~{z}):
yield M w {z}

else
Let S = {z1,...,x1} a circuit of G(F)
foreach z; € S do
Replace z; by 1 in F
Replace —x; by -z in F
S S~Ax1}
for M €EnHg (F,V\.5):
ifxy € M:
yield M v S
else
yield M W {—z |z € S}

Undo the replacements in F'

Algorithm 3.1: Basic algorithm.

as an invariant, and that guarantees satisfiability is maintained, which
is Trickl.

We will perform enumeration of the models of this zero-valid for-
mula with the recursive procedure EnHj in algorithm 3.1. We need to
recursively get rid of variables in a way that maintains zero-validity.
Since the considered Horn formula is guaranteed to be zero-valid, two
different situations occur. In both situations, checking zero-validity is
maintained for each recursive call is easy; correctness follows.

The first situation is the case where affecting a given variable z to 1
does not make a positive unit clause appear, i.e. there is no y such that
{=z,y} € F. This case splits into two sub-cases. If {-z} € F, then the
case is easy to deal with. In the other case, x can be set indifferently
to 0 or to 1 without affecting the zero-validity property of F, we have
therefore to make one recursive call on F[-z] and one on F[x].

The second situation is the case where, for every variable x, we can
find y such that {—z,y} € F. As a consequence, the implication digraph
G(F) of the formula F, essentially introduced by [Min92] and defined
as G(F) = {z — y|{-=z,y} € F}, has a circuit (of length at least two):
we can therefore replace, in the formula, any variable appearing in the
circuit, by a given variable of the circuit; in every model, they have the
same value.
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EnH(F, V, visitList):

else
if visitList = ():
Take x € V
else
x + Peak(visitList)
Take z € {y e V|{—-z,y} € F'}
while x ¢ visitList:
Push(visitList, z)
Take z € {y € V|{—z,y} € F}
S0
while Peak(visitList) # x:
y < Pop(visitList)
S+ Su{y}
Replace y by = in F'
for M € EnHy (F, V.S, visitList) :
Undo the changes of F

Algorithm 3.2: Incremental circuit building, where lines 11-15 of algo-
rithm 3.1 have been substituted by lines 11-23 (with obvious changes), and
lines 25-29 are just the same as the lines 17-21 in algorithm 3.1, except the
substitution of x; by x.

1.2 First Complexity Considerations

Consider algorithm 3.1. The precomputation is linear, we do not need
to actually consider it. What is the cost of the instruction “Undo” on
line 217 We can imagine that, every time a value is changed in memory,
a backup save is made and pushed on some stack without affecting
the complexity up to a constant factor; therefore undoing the changes
costs at most as much as performing them, consequently we do not
need to take it into account. This is the case of line 21, but not only:
in particular, in the recursive calls of lines 5 and 8, FJ[i] (where [ is
either —z or z) is computed in time proportional to the “difference’
between F and F[i], i.e. the part of F that is removed, provided F[I]
is computed in-place. We therefore compute it in-place, but need to
restore F' after the recursive call. We can do it in the same time for the
reason mentioned in previous paragraph. As a consequence, the first
part (lines 2-9) is responsible for a linear delay O(|F]), i.e. the delay
is linear if we exclude the time cost of everything else, that is to say
the time needed for computing a circuit, and the variables replacements
(lines 11-14).

)

2 Incremental Circuit Building

We are now concerned with building a circuit of G(F) (circuit, for short)
incrementally, i.e. continuing each time what was begun before. In
order to do so, we need to detail. To find a circuit, we only need to take
any variable, and then to follow a path until we find a variable that was
already considered. Then this variable and all the variables that were
considered after this first variable form a circuit. Building this circuit is
done in algorithm 3.2, with the use of instructions on stacks:
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adds a value on the top of the stack and returns the
modified stack,
removes the value on the top of the stack and returns this
value, and
returns the values on the top of the stack.
Trick2 is the following invariant of this algorithm: the set of visited
variables and edges forms a path of G(F), maintained as a stack called
visitList (assumed initialised to the empty list) in the algorithm. This
is the case since after a circuit contraction, the whole circuit becomes
a single variable, which is on the top of the stack. It is not hard to
see that the first part of the algorithm (corresponding to lines 2-9 of
algorithm 3.1) can only remove a variable that is on the top of the stack
or unvisited, therefore maintaining the key property that the stack is a
set of variables forming a path.
If we except the “Replace” instruction (line 23 of algorithm 3.2),
this part is responsible for a linear delay. From now the goal is finding
a way to avoid actually replacing the variables.

3 The Final Algorithm

3.1 Using an Union-Find Algorithm

We are concerned with having replacements made more easily. To do
so, instead of replacing actually variables in the formula, we define
equivalence classes, and search for equivalence class while considering
a literal in a clause. This allows to make explicit use of the classical
union-find algorithm.

Take a data structure representing a partition. The union-find
procedures are the following operations:

determines which set, given by its representative, z is in;
merges the two sets represented respectively by z and y

into a single set, returns the representative of this new set; and

makes a new set {z}, represented by z.
We are concerned by the time cost of n calls to Union and m calls to
Find, where m > n. By a result of [Tar75], this cost, depending on the
union-find variant used, takes either O(nlogn + m) or O(a(m)m) (see
also [BFS95] for details).

In the algorithm, the sets will be sets of variables, meaning two
variables belong to the same set when they are equal in all models. Sets
are initially the singletons corresponding to variables; when a circuit
is collapsed, all sets corresponding to variables occurring in the circuit
are merged with calls to Union. Between two consecutive solutions,
obviously, there cannot be more than n — 1 calls to Union.

When considering some elements of a clause, such as “the positive
literal hold by a clause”, or such as “the first variable visiting a clause”
(see below), instead of actually considering the variable, that may have
been previously merged with another, we consider the representative of
this variable = thanks to a call to Find(x). This way, when a circuit is
collapsed, we don’t need to actually replace the occurrences of variables
of the circuit by one given representative z, we will just have to look at
literals instances through the lens of Find.

Since every instance will be considered a constant number of times
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while z ¢ visitList :
Push(visitList, z)
for C € longCl(z):
if firstVisit(C') # L:
len(C) < len(C) — 1
longCl(z) < longCl(z)~{C}
if len(C) =1:
y + Find(firstVisit(C'))
longCl(y) + longCl(y)~{C}
shortCl(y) «+ shortCl(y) W {C}

else firstVisit(C) + z
Take z € {Find(y) €V |{-z,y} €shortCl(x)}

last < x; S < 0

while Peak(visitList) # last:
y < Pop(visitList)
S+ Su{y}
z < Union(z, y)
longCl(z) «+ longCl(z) W longCl(y)
shortCl(z) « shortCl(z) & shortCl(y)
T4z

Algorithm 3.3: Final algorithm, where lines 16-23 of algorithm 3.2 have
been substituted by lines 16-35.

between two consecutive solutions, Find will be called |F| times in the
same time. We will see the delay is therefore either O(nlogn + |F|) or
O(a(|F|)|F|) since clearly |F| > n.

3.2 The Final Algorithm

We present here the implementation details needed for getting the
presented complexity; we have kept almost the same notations and
arguments as those of [BFS95]. The main point of this part is a logical
argument of importance (7Trick3, explained below), based on Davis-
Putnam resolution and on clause subsumption, that allows to guarantee
two given sets of clauses are disjoint, which permits to compute their
union in constant time (line 33).

Clauses are considered differently according to the number of negative
literals they contain, called their length : len(C) = Card ({x € V |-z € C}).
When their length is 1, they are short clauses else they are long clauses.
Since the formula can be seen as a bipartite graph, and contains no
positive unit clause, clauses are accessed through the negative literals
they hold. We define shortCl(z) as the set of short clauses holding —x
and longCl(z) as the set of long clauses holding —z. To each clause C
we associate a variable firstVisit(C) that is the first wvisited variable z
such that C holds —z, and is initialized to L. Notice both sets shortCl(z)
and longCl(z) can be implemented as circular doubly-linked lists of
pointers on clauses; this way removing an element from such a list or
concatenating two disjoint lists — reflecting the union of the disjoint
sets they represent — can be done in constant time.

Algorithm 3.3 describes how to use and maintain this representation
on the critical part of the algorithm; it is easy to see how to adapt
the rest of the algorithm with this notation. We assume MakeSet(z)
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was already called for every x €V during the initialisation, i.e. in the
function EnumHorn (see algorithm 3.1).

Now we want to show how we can manage to proceed to union
(line 33) of the clauses holding some -z and the clauses holding some
-y in constant time when collapsing a circuit. To do so, we need the
respective sets of long clauses associated to the different variables of the
circuit to be pairwise disjoint (if we consider that clauses differing only
by their address are different). Trick3 consists, for every considered
variable z, in considering every clause holding —x, and, if not already
visited, in marking it as “first visited by z”. If it was already visited,
then it was by some y, previously visited, that means with a path from
z to y in G(F) and therefore such that the implication y — = holds by
transitivity. The clause C is in the form —zVv-yvC’. We can perform
resolution of the “clauses” C' and —yVz, and deduce —yvC’, which
subsumes C. We can therefore replace C by —yVvC’ without affecting
the set of models of the formula. This last clause does not hold -z,
and has one negative literal less than C. This justifies lines 20-21 of
algorithm 3.3. There only remains to manage the case this clause has
become a short clause, which is done in lines 22-25. This way we can
make sure the respective sets of long clauses associated to the different
variables of the circuit are pairwise disjoint.

Now we give some details that clarify a point the reader might find
not so obvious. First of all, short clauses containing a positive literal, i.e.
in the form {—z,y}, and short clauses not containing a positive literal, i.e.
in the form {-z}, should be stored in two separate lists, say shortCl, (z)
and shortCly(x). This is easy to maintain. Now we want to prove testing
whether there is some z such that no y is such that {-z,y} € F' can be
done in constant time. To do so, we need to maintain the following
invariant: the first clause in shortCl, (x) (if this set is not empty) is
not tautological, i.e. not in the form {-z,y}, with Find(z) = Find(y).
The critical point is the following: when a circuit is collapsed into a
single variable z, shortCl; (z) may begin by a tautological clause. To
know it, we just have to test whether Find(y) = x where y is the positive
literal hold by the first clause in shortCl, (z). If so, remove this clause
and repeat the operation until the property is restored. This will cost
at most |F| calls to Find between the production of two consecutive
solutions.

Recall that the number of calls to Union is at most n — 1 where n
is the number of variables. This justifies that the enumeration delay
complexity of this algorithm is as it is claimed.

Conclusion

We considered that giving the full algorithm would not be a good way
to explain it; instead, we gave the main arguments, that make the
announced result credible. We let the reader complete the less critical
parts of the algorithm, in order to convince himself it has the announced
complexity; we made sure no new difficulty would arise.

Acknowledgment The author would like to thank professor Etienne
Grandjean for multiple, in-depth readings of this paper, providing
valuable feedback on its clarity.






Remarques et synthese

Remarques sur I'énumération des formules bijonctives

Dans [APT79] il est montré que la décision des formules bijonctives
quantifiées se fait en temps linéaire. Le témoin de la validité d’une telle
formule est une stratégie gagnante. On peut se demander si I’on peut
énumérer de tels témoins : la question n’est pas évidente dans la mesure
ou il faudrait déja fixer en quelque sorte la forme attendue pour une
stratégie gagnante.

En fait, dans le cas d’une formule bijonctive quantifiée F, les stra-
tégies gagnantes admettent une forme canonique simple, que ’on peut
effectivement énumérer a délai O(n) apres précalcul O(|F)|), en se rame-
nant facilement a I’énumération des formules bijonctives.

Remarques sur I'énumération des modeles de Horn

L’article de Pretolani [Pre93] indique que le probléme d’unicité pour
Horn se fait en temps linéaire. Le coeur de 'argument tient essentielle-
ment & ce que le probleme union-find se traite en temps linéaire quand
les classes d’équivalence sont des intervalles, ce qui est aussi le cas dans
notre solution, argument reposant sur [GI91]. On a toujours un doute
sur la validité de cet argument !
Si argument n’est pas valide, le temps de décision des algorithmes
respectifs de [Pre93] et de [BFS95] est O(a(|F|)|F|) ou « est la
fonction de Ackermann inverse ; leurs algorithmes sont alors des
cas particuliers du notre.
Si 'argument est valide, notre algorithme en 1’état énumere en
fait (et a notre insu!) a délai linéaire O(|F|), et est donc optimal,
par conséquent tout algorithme de test d’unicité en temps linéaire
est encore un cas particulier du notre.
Dans les deux cas, notre prétention a généraliser le meilleur algorithme
d’unicité connu est fondée. Par souci d’optimalité, cependant, il serait
souhaitable que ’argument de Pretolani soit effectivement valide. Nous
n’avons malheureusement pas dans I'immédiat le temps de le vérifier.

Remarques sur I'ordre d’énumération

La question de 'ordre d’énumération a son importance dans la mesure
ou elle reflete la structure de algorithme (I'ordre et la maniére de
construire des solutions partielles) et ou la structure du probléme peut
étre respectée a travers des contraintes d’ordre, qui permettent des
énumérations efficaces. Les remarques 2 (page 11) et 3 (page 13) vont
clairement dans ce sens.
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Ainsi, la possibilité d’utiliser ’algorithme de Creignou et Hébrard
[CH97] pour énumérer dans une grande diversité d’ordres différents se
paye assez cher : la complexité souffre d’'un facteur n supplémentaire. Si
au lieu de plaquer sur une instance I'attente d’un ordre donné, on se
laisse guider par un ordre « naturel » de cette instance, on peut alors
énumérer avec un délai équivalent au temps de la décision non triviale.

On définit brievement ce que ’on entend par ordre lexicographique
étendu. On dit d’un ordre < sur les n-uplets (z1,...,x,) € {L, T}" qu’il
est lexicographique étendu s’il existe i € {1,...,n} et un signe s € {—, 0}
tels que :

pour toute paire de n-uplets = = (z1,...,z,) €t y = (y1,..-,Yn), Si
s(x;) > s(y;) alors = > y;
I'ordre < restreint a I’ensemble des n-uplets de la forme

(xla”'vxifla J—a Lit1yeees ‘rn)

est un ordre lexicographique étendu, et
de méme avec T.
Dans ce cas, on dit que i est le bit de poids fort, et que s est sa polarité.
Quelles contraintes peésent sur I’ordre d’énumération ?
L’algorithme de Creignou et Hébrard énumeére dans n’importe
quel ordre lexicographique étendu.
L’algorithme que 'on fournit pour les formules affines pose uni-
quement des contraintes de polarité.
L’algorithme de Feder avec notre post-traitement énumere dans
un ordre lexicographique étendu complétement contraint.
L’algorithme d’énumération de Horn pose uniquement des con-
traintes de bit de poids fort.

On laisse au lecteur le soin de constater que les ordres d’énumération
de la seconde partie de ce mémoire sont tous des ordres lexicographiques
classiques, qui imposent une pondération des variables qui est exactement
un ordre d’élimination (au sens expliqué dans cette partie) reflétant la
structure du probléme.

Syntheése

Pour la classe générale des formules propositionnelles CNF et ses classes
polynomiales pour I’énumération, ainsi que pour les problemes de déci-
sion, d’unicité, et d’énumération des Horn-renommages, les meilleures
complexités connues sont les suivantes.

Décision Unicité Enumération
énéral NP-complet CoNP-difficile | NP-difficile
B [CooT1, Lev73) [BG82] = CoNP-difficile
i . O(|F) O(|F)) délai O(n) apres O(|F|)
bijonctive = prgrs APTT9] [HJ85] [Fed94]
O(|F]) O(|F)) délai O(|F]) puis O(n)
Horn-ren. 1y 80, CCH*90] [H6b95] [Chapitre 2]
ten O(F) O(a(|F|)|F]) | délai O(alF|[F])
[DG84, IM82] [BFS95] [Chapitre 3]
délai O(n) apres Gauss
affine Gauss Gauss [Chapitre 1]

Dans ce tableau, |F| et n désignent respectivement la taille de la formule
et le nombre de variables.
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Introduction a la seconde partie

~

A quoi reconnait-on une question difficile ?

Par question, on signifie le probléme de savoir si un énoncé logique est
valide dans le monde, c’est—a—dire dans ’ensemble des faits. L’énoncé
porte sur I'articulation logique des faits entre eux.

Un exemple de question peut étre : est-il vrai qu’« il n’y a pas de
fumée sans feu » 7 Ici ’énoncé est I’assertion entre guillemets ; répondre
a cette question consiste a considérer 'ensemble des faits et, a leur
lumiere, déterminer si, en effet, I’énoncé est bien vrai dans ce contexte.

Par difficulté d’une question, on entend I’expression du temps requis
pour y répondre uniquement en fonction de I’étendue du monde considéré.
On ignore ainsi la composante de discours pur, le temps passé a jouer
logiquement avec ’expression de la question, et on se focalise plutot sur
le temps passé a considérer les différents faits qui composent le monde.

Ainsi, lorsqu’un énoncé est en fait un théoréme, la question associée
sera considérée comme facile, puisque la réponse sera « oui » indépen-
damment du monde considéré, et par conséquent, il n’est pas méme
nécessaire de regarder le monde pour y répondre. Evidemment, cette
facilité élude le temps nécessaire a établir la nature tautologique de
I’énoncé. On ne s’intéresse donc a la complexité d’une question que dans
son rapport au monde, et non dans son rapport au discours.

A ce stade, il devient difficile de repousser encore I'introduction du
formalisme. Les énoncés considérés seront exprimés dans la langue un
peu limitée du fragment existentiel de la logique du premier ordre. Le
terme existentiel signifie que le probleme considéré est un probléme de
satisfaisabilité, c’est-a-dire d’existence d’un état de faits. Un énoncé aura
ainsi la forme ¢ = 3x...3z, 1 ol ¥ est une formule sans quantificateurs.
Une question sera donc un objet Q(¢) qui signifie exactement : est-ce
que ¢ est bien vraie dans le monde considéré ? C’est—a—dire que Q(¢) est
une fonction qui & un monde M associe une réponse notée Q(¢)(M).

Nous décrirons la difficulté d’une question par une fonction qui
exprime le temps requis pour y répondre en fonction de la taille du
monde. Ainsi, si une question posée dans un monde M de taille |M]|
trouve sa réponse au pire au bout d’un temps k| M| log | M|, on dira d’elle
qu’elle est facile; si au contraire le temps nécessaire n’est borné par
aucune fonction de la forme k| M|(log | M|)** alors on dira d’elle qu’elle
est difficile.

Le résultat de cette seconde partie du mémoire est une condition
nécessaire et suffisante que doit remplir un énoncé pour que la question
associée soit facile. Cette condition ne porte en fait que sur la maniere
dont les éléments atomiques de la formule se partagent les variables; les
autres aspects de I’énoncé sont ainsi prouvés sans pertinence.
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Organisation de cette partie

Le quatriéme chapitre procede a une étude systématique ex nihilo de
la classe des requétes conjonctives acycliques, une classe bien connue
(voir par ex. [CM77, Yan81, Fag83, Fag93, AHV95, GSS01, FFGO02,
Kol03, FGO06]), et propose des énoncés et des preuves claires de faits
informellement connus ou nouveaux. Il s’agit d’une ébauche d’article
qui contient toutes les définitions fondamentales sur les requétes.

Le cinquiéme chapitre est 'article [BB12a] paru a la conférence CSL 2012.
Il étudie la classe duale de celle des requétes conjonctives, les requétes
conjonctives négatives. Une requéte conjonctive est de la forme :

¢ = dri...dx, /\ai

Il s’agit du probléme de satisfaisabilité d’une conjonction d’atomes
positifs, qui est NP-complet [CM77, AHV95]. Son probléme dual :

dual(¢) = V..V, \/ai
i
est le probleme de validité d’une disjonction d’atomes, connu pour étre
CoNP-complet. Pour le décider, on peut décider sa négation :

—dual(¢) = Fzy...3x, /\ﬁai

La conclusion de ce chapitre suggere fortement que la classe des
requétes de la troisieme forme, que 'on appelle conjonctives négatives,
a le pouvoir d’exprimer des requétes conjonctives dites signées qui
généralisent cette classe et la précédente. En quelque sorte, si les requétes
conjonctives constituent un cas particulier un peu trivial de requétes
conjonctives signées, en revanche la classe des requétes conjonctives
négatives est une forme normalisée sous laquelle toutes les requétes
conjonctives signées peuvent se mettre.

On peut aussi voir cette classe comme une généralisation des formules
CNF. Alors que les dichotomies de Schaefer et de Creignou et Hébrard
donnent un critére sur la structure qui permet de savoir si la difficulté
du probleme va étre polynomiale ou NP-difficile, ce chapitre donne un
critere sur la classe d’équivalence de la formule, donnée par le bidual de
son hypergraphe (qui peut étre obtenu en assimilant tous les sommets
portés par un méme ensemble d’arétes a un seul d’entre eux), qui
détermine si le temps de décision sera linéaire ou pas.

Le sixiéme chapitre unifie et généralise les deux chapitres précédents a
travers un résultat simple et riche d’enseignements. Ce résultat met en
jeu le réle central d’un nouveau concept associé aux requétes signées :
I’hypergraphe bicolore et une notion d’acyclicité associée qui généralise
simultanément ’alpha et la béta-acyclicité. La difficulté tient essentiel-
lement a la combinatoire dans la mesure ou les outils algorithmiques,
pour l'essentiel, étaient déja présents dans le chapitre précédent.

Le septiéme chapitre fournit une preuve bien plus simple du résultat
de combinatoire du chapitre précédent qui permet d’unifier les carac-
térisations des différentes notions d’acyclicité des hypergraphes, et de
plus apporte la seule preuve de combinatoire qui manquait pour que
I’ensemble de nos preuves soit pleinement autonome.



About Conjunctive Queries

The general form of proposition is the essence of proposition.

Ludwig Wittgenstein — Tractatus logico-philosophicus §5.471

Abstract Acyclic conjunctive queries have known a much deserved
interest (see, for example [Fag83] and [BFMY83]). Moreover, [BDGO7,
Bag09] proved (almost) the following dichotomy:

Conjunctive Queries can be decided optimally fast if and only if

they are acyclic.
Furthermore, they defined a combinatorial criterion such that the solu-
tions of a conjunctive query can be enumerated optimally fast if and
only if this criterion is satisfied. We come back on these results, and
provide a simple, clean formalism allowing both concise and complete
proof of these results, with the proof giving ready-to-use algorithms as
a bonus.

We provide extensions of our result with lexicographically ordered

enumeration, counting and quantified versions of this problem.
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Introduction

Motivations This chapter is about classifying queries with regards to
their data complexity. This goal illustrates an attempt to provide
an adequate formalism to reason about data complexity of queries.
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Expressed with this formalism, previously informally known results find
both clear statements and simple proofs. We also show that natural
questions arising while considering such issues find a natural translation
into this formalism, that are once again answered with simple proofs.
This paper is at least as concerned with didactics as by stating new
facts; the new results are just side-effects of our formalism: when things
are well-formulated, some facts become obvious.

As an example, the Q(¢)(S) notation we use is very similar to the
often used ¢(S) notation, except this is well-typed, allows fixed-query
complexity considerations to be completely natural, and additionally
allows to consider problems other than enumeration. Another aspect
of this quest of notation adequacy is exploiting finiteness of considered
worlds in order to get rid of some heavy formalism inherited from
mathematics. A typical example of this would be hypergraphs: we see
hypergraphs as sets of sets. Not mentioning the set of its vertices is not a
problem since we can define it as the union of all its edges. This leads to
significant simplifications in writings, and allows for tautological-looking
definitions such as “a subhypergraph is a subset of an hypergraph”.
More generally, we will be only manipulating very simple objects: sets,
tuples, natural numbers, and functions.

Preliminaries 1In a preliminary first section, we introduce notions having
a classifying effect. On one hand, we introduce complexity-based notions
of absolute easiness/hardness; on the other hand, we introduce a notion
of comparative expressive power. The first one is described through
the respective complexity classes of different problems we can associate
to a query: decision, count, enumeration, and Jeth. For each problem,
we consider three kinds of complexity classes we call optimal, easy and
tractable that reflect different levels of tractability particularly relevant
when considering database applications.

The second one is expressed by a simplistic yet essential reduction <.
This reduction can be thought as “is a particular case of”; it fits the idea
of compared expressive power, which is more precise than compared
complexity. Absolute hardness-based criteria are rougher than <: while
two queries reducing to each other have exactly the same complexities
for all problems, two queries having the same complexity with regards
to every problem may nevertheless still be incomparable under our
reduction. Moreover, proving a reduction gives an algorithm; since all
easiness results are proved with the reduction < and its extension <, this
document provides all the algorithms granting the (numerous) proposed
easiness results, with a greatly factorized code. Our reduction < also
allows for defining another natural notion we need: the equivalence of
two queries. Having this reduction between two problems done in both
ways is an equivalence relation ~ that reflects the intuitive idea that
the two problems are the same up to irrelevant encoding conventions.

Around expressive power The second section develops on comparative
expressive power, mostly on equivalence classes. First of all, we introduce
queries in a slightly unusual way: we write them with explicit distinct
domains symbols for each variable, which is a writing borrowed from
Constraint Satisfaction Problems. This notational choice is strongly
motivated: with this notation, every directed graph problem belongs to
the equivalence class of some query, and so do some undirected graph
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problems; this means such queries include many of the most natural
problems. Furthermore, distinguishing relation symbols have no impact
on expressive power. We show that, in atoms, only the set of variables
matters. We investigate the notion of subquery, and prove that variables
weak removal reflects such a notion, thanks to our reduction again.

We also state an informally known result about the most studied
restriction of queries, conjunctive queries. We prove that their equiva-
lence class only depends on an object reflecting how the variables are
shared between atoms: the hypergraph. Furthermore, we give a notion
of pseudo-minor' that is close to the intuitive notion of a minor, and
such that any conjunctive query with a given hypergraph has more
expressive power than any conjunctive query admitting a pseudo-minor
of this hypergraph as its hypergraph. All these results are summarized
in Theorem 8 and Theorem 9.

Getting a classification In a third section, we proceed to queries classi-
fication with regards to their complexity. The results of the previous
section makes it really easy to focus on the essential. For each problem,
we prove that acyclicity-based notions are equivalent to the different
problems membership to the given complexity classes. In particular, we
find Bagan’s dichotomy [BDGO07, Bag09] again expressed by a clearer
statement, this time with no hypergraph conformity assumption, and
under an irreducible canonical complexity hypothesis. Hardness proofs
are all based on the previous section result on pseudo-minors; easiness
proofs all rely on that any tractable existential conjunctive query be-
longs to the equivalence class of some quantifier-free conjunctive query;
the easiness of these are proved in an ad hoc way for each problem:
differences between problems are only considered then.

This sum of facts results in the concluding figure 4.5 which gives a
clear — thanks to equivalence class — and complete picture of existential
conjunctive query complexity for all the mentioned problems. This
picture is striking in its simplicity, and in the fact that enumeration
alone, if we also consider its all-lexicographical-order variant, can lead to
the full classification, the other problems just “follow” this classification.

1 Optimal Enumeration Class and Reduction

First of all, we introduce complexity classes of interest: in particular, we
will focus on time-optimal complexity class for enumeration problems.
We will introduce the (very few) complexity tools we use that will make
complexity statements and their respective proofs concise yet intuitive.

1.1 Optimal Enumeration Class

First of all, we introduce some naive complexity class that we would
like to reflect the intuitive idea of “time optimal for writing output”, in
particular, “time optimal for enumeration”. The idea is to define the
class of enumeration algorithms that only take the minimal required
time to produce their output.

1 A similar notion was recently defined by [AGK12].
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Definition 12 (ConstD) We call constant-delay, written ConstD, an enu-
meration problem for which there is an algorithm that produces objects
such as the time between two consecutive objects a and b is O(|a| + |b]).
The beginning and the end of enumeration are considered as objects of
constant size.

Example 5 Given two sets E and F, producing {(a,b) € (EUF)*|a # b}
is in ConsTD if sets are implemented as sorted lists:
Enum(E, F):
S0
for © €SortedListFusion(E, F):
forye S:
yield (z,y)
yield (y, z)
S+ Su{z}

Notice that:
if sets are just implemented as lists, we supposedly cannot have
such a low complexity;
even ordered list with duplicates would not work — this input
must be canonical;
if sets are defined as vectors in {T, L}", describing membership of
elements 1,...,n to the corresponding set, this still does not work;
this would not work either if we had to compute another set
operation instead of union;
the algorithm is quite tricky considering the simplicity of the
problem:;
the important property we want is just that the first solution
must be generated in a time not depending on output size, i.e.
not quadratic.

This shows how membership to this class depends on the chosen data
structure, which is the main objection: this class is not robust. This
example also shows other defects such as over-constraining definition and
need for tricky thus needlessly complicated algorithms. As a consequence,
we introduce a similar class allowing a precomputation in linear time,
that can be used to produce convenient data structures. This gives this
new class its robustness: the precomputation time allows for normalizing
this input, putting it in the best fitting form.

Our definitions are based on the RAM model as defined and stud-
ied in a series of paper [Gra94a, Gra94b, Sch97, GS02, BG02, BG04,
G004, Gra96, DG07, BDGOO08] which allows to define robust complex-
ity classes, DL for linear-time decision and ConstDoLiv [BDGOO0S] for
enumeration (see below), that is usually referred to as CDy,. 2

Definition 13 (ConstDoLin) We call deterministic linear (linear, for short)
a problem in DLIN (Liv, for short) such as defined in [Gra96, GS02, Sch97,
GOO04]. By extension, we consider that a function producing its result
in time linear in input size is also in Lin.

We call ConsTDoLIN the class of enumeration problems for which there
is an algorithm A proceeding to the enumeration at constant delay after
linear precomputation, i.e. A € CoNsTDoLIN iff A = go f with g € ConsTD
and f € Lin.

2 See also [GS89, Gra90, Reg93] for some discussions on linear time and quasi or
nearly linear time complexity classes and their robustness properties.
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Intuitively, this class consists in enumeration problems for which testing
emptiness of the resulting set is done in linear time — which means
optimal emptiness decision complexity — and generation of the resulting
set has optimal delay, and starts just after decision time.

One particular aspect of this is that enumeration is exactly as easy
as decision, since once decision is made (requiring only input reading),
additional time is only devoted to writing the output. Therefore, no
time is spent “thinking” without reading or writing, which gives its
optimal aspect to this class.

To prove membership to ConstDoLIN (directly, or with the reduction),
we will only be needing the following complexity point:

Theorem 7 ([Gra96])

Sorting is in LiN; therefore set operations (intersection, union, difference)
and filtering/mapping with a linear function also are.

Example 6 Given two sets E and F, producing {(a,b) € (ENF)*|a # b}
can be done in CoNsTDoLIN:
A(E,F):
G+ ENF
forz e G:
fory € G:

ifx#y:
yield (z,y)

Notice how simple and explicit this algorithm is, compared to the
one of the previous example. We can check we match the definition:

A=Ew {(a,b) €E® |[a#b} o(E,F)— ENF

g€ ConsTD feLN

Definition 14 (optimal, easy, tractable) We define enumeration com-
plexity classes other than ConstDoLiN, that will allow for further classifi-
cation. We introduce LocDoLIN (logarithmic delay after linear precomp.),
a variant of ConstDoLIN where the precomputation still takes a linear
time in the input size |I|, and the delay between production of succes-
sive objects a and b is in the form O((Ja| + |b]) log |I|). We say that an
enumeration problem is in QLIND (quasi-linear delay) when the delay
between two objects is O(||(log|I])*) for some fixed k.

These complexity classes can be used to describe the complexity
of problems other than enumeration: in fact any algorithm producing
something can be thought as an enumeration algorithm; their complexity
may admit a simpler description. We sum it up in the following table.

Optimal Easy Tractable
CoNSTDoLIN LoGDoLIN QLIND
Decision LIN LIN QLIN
Enumeration | CoNSTDoLIN  LoGDoLIN QLIND
Counting 1] + 0] 1| + |0l log|I|  |1].|O|(log |1])"*
Jeth CoNsTDoLIN  LoGDoLIN QLIND

Notice the implicit use of O@. In the cases we study, these will admit
much simpler expressions, since the size of an output object can be
bounded by O(log |I]) in case of counting for example.
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1.2 A Reduction

We now introduce the main tool for deriving complexity results: a
reduction allowing to transfer membership to ConsTDoLIN between certain
problems. This reduction is to enumeration what linear time reduction
is to decision. This will be a little more complicated, but not much.

Definition 15 (nice reduction <) We call a nice reduction written <
from an enumeration problem P; to an enumeration problem P, a
reduction in the following form, with f, f' € LN, g € ConstD, and:

EnumPq (1) = L"j g(f'(Ih),02)
02 € EnumP2(f(I1))

where g(f'(11),02) is always a non-empty set. or, more explicitly:

P, P EnumPq(I):
L f I:2 Iy + f(Il)
Y I« f'(I)
I 7  BnumPs for 0o € EnumPs(l2):
oy for 01 € g(I1, 02):
01 09 yield oq

This algorithm is a valid enumeration algorithm, i.e. it generates all the
solutions of P;, each exactly once, from the solutions of P;.

Notice that if f’ is constant, the writings are much simpler. In the
whole document, not mentioning f’ means this is constant, and g(I’, o)
is therefore written g(o).

Example 7 We call a (directed) graph a set of ordered pairs, called
edges. Edges are ordered pairs of elements called vertices. We define
the problem EnumPath(k) which consists in enumerating the non-strict
(directed) paths of length k of the graph. By non-strict, we mean a
vertex can occur several times, and an edge can be used several times in
the same path; that is to say a non-strict path of length % is a &+ 1-tuple
of vertices (zo,...,zx) such that (z;,z;11) is an edge for every i < k. We
will prove:

EnumPath(k) < EnumPath(k — 1)

We just have to check the following is a nice reduction:
EnumPath(k)(G):
G2 « {(a,b) € G|3c (b,c) € G}
G+ G
for (zg,...,25—1) € EnumPath(k — 1)(G2):

for (zo,...,zx) € {(x0s..., k) | (Tp—1,2%) € G'}:
yield (zo,..., k)

This writing makes it clear that:
= G —  {(a,b) € G|3c(b,c) € G}
f = G — G
g=G,(z0,....,xk—1) = {(z0,..., i) | (Tr—1, 2K) € G}

We can state expected properties, that are once more a transposition of
those of the linear reductions for decision.

Lemma 7 The nice reduction is transitive: if P, < P, and P, < Ps,
then P, < Ps.
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The class ConsTDoLIN is closed under nice reduction:
Py < PoAP, € ConSTDoLIN = P; € CoNsTDoLIN

We will prove transitivity. We call f; and g; the parameters of
the first reduction, and f, and g, those of the second one.

Py < P, = P3 P1 Ps
Il 12 13 Il — =T
, N , 2 : f=f2ofy

¢f1 ¢/f2 : \Lf,
01# g1 '02P 92 OV3 /,'"Vg Y

01 03

We can check the following is correct: f = foo f1, f/(I) = (fi(I), f5(f1(I)))
and:
g(<I{7Ié)’O3):
for 09 € go(15,03):
for 01 € g1(11,02):
yield o,

Let us prove closure. Assume P, € COoNSTDoLIN i.e. P, = g0 fo with
f2 € Liv and g2 € ConstD, and P; reduces to P, with parameters fi, fi,
g1- The following proceeds in CoNSTDoLIN.
EnumP1(I):

I, 15« fi(h), f2(f1(11))

for 09 € go(15):

for 01 € g1(I1,02):
yield oq

This concludes the proof.

Example 8 We have seen EnumPath(k) < EnumPath(k — 1). By transi-
tivity, EnumPath(k) < EnumPath(1). Since EnumPath(1) € CoNsTDoLIN (it
consists in listing the edges) we finally have EnumPath(k) € CoNsTDoLIN.

This way of proving membership to ConstDoLiN will be the only one we

will use. First, prove successive reductions (recursive, in fact) up to a

trivial problem; then prove directly membership of the trivial problem.
Note this incidentally gives explicit algorithms.

Definition 16 (nice reduction < (cont.)) We write P, = P, to mean
P, < P, we say in this case that P, expresses Ps.

If P, reduces parsimoniously to P, — i.e. for all I1 and o, g(f'(11), 02)
is a singleton set {01} — we write P; < P,. If we also have P, < Py, then
we write P; =~ P,. We say in this case P, and P, are equivalent.

We call closed class, or class a set of problems closed by parsimonious
reduction. In particular, reasonable time complexity classes are classes
in this sense.

We call equivalence class a set of pairwise equivalent problems; in
some sense elements of an equivalence class are different formulations of
the same problem.

Example 9 Let us define the problem EnumColPath(k)((G1,..., Gx)) which
consists in enumerating every path of length k for which the first edge
belongs to a given set of edges G, the second one to another set of
edges G5, etc. We have:

EnumPath(2) ~ EnumColPath(2)



60 Chapter 4. About Conjunctive Queries

Reduction of the first one to the second one is easy: f =G —
(G,G) and g = z — {z}. The other way is more tricky:

f=(G1,G2) = {((2,1),(y,2)) | (z,9) € G1} W{((«,2), (y,3)) | (z,y) € G2}

and g = ((z,1), (y,2), (2,3)) — {(z,y,2)}. Let us prove the correctness of
this reduction. For any input (G1,G2) of EnumColPath(2) and its corre-
sponding input G = f(G1,G2) of EnumPath(2), the following assertions
are equivalent:

(X,Y, Z) € EnumPath(2)(G);

there exists (a unique) (z,y,z) such that X = (2,1), Y = (y,2),

Z = (z,3), (z,y) € G1, and (y, 2) € Go;

the unique tuple (z,y, z) in the singleton ¢ ((X,Y, Z)) belongs to

EnumColPath(2)(G1, G2).

We leave the proof of the following generalization as an exercise:
EnumPath(k) ~ EnumColPath(k)

This example is not innocent: a part of the proof of Lemma 12 below is
a reformulation and generalization of the same trick.

Note that equivalent problems also have the same complexity for count-
ing (and many other problems). We could say they are the same problem
up to the encoding. Let us make it formal.

Définition 17 Let #P denote the problem of counting the output el-
ements of the problem P: #P : I — Card(P(I)) and xP denote the
problem of producing the Jeth element of the output of the problem
P (for some unspecified order). We formalize it as an enumeration
problem : given a list of ranks L = iy,1s,..., producing the list of the
corresponding elements P([I)[i1], P(I)[is],... of P(I):

«P: I (L [P(I)]i]|i € L])

Lemma 8
#P, < #PNH#Py < #P
LIN LIN

P=P =
*Pl 4*P2 A *P2 4*P1

This means that the respective counting problems associated to P; and
P, belong to the same time complexity class, provided that class is
reasonable — stable under optimal (linear) time reduction; the same
remark holds for the problems «P; and xPs.

The functions f and g proving parsimonious reduction from P
to P, can be used to prove the reductions. The expression #P; = #Py o0 f
proves the first statement, and the second one is proved by the reduction
itself:
*Py(I1)(L):
for oo € xPy(f(11))(L):

{o1} <= g(02)
yield oq

which ends the proof.

With these simplistic complexity tools, we will be able to prove
easily dichotomic complexity results in the following sections.

Essentially, parsimonious reduction (%) will allow to exhibit equiv-
alence classes, and will be used to prove hardness results, while (non-
parsimonious) reduction (<) is used to prove the easiness results.
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2 Properties of Queries Classes

First of all, we introduce four classes of queries, from the most general
to the most specific. In this section, we establish properties of the
equivalence subclasses of these and in the next section, we will focus on
giving explicit results about membership to what we call “easy classes”:
classes that are already optimal for decision, counting, and enumeration,
but not necessarily for every problem.

qu(ljl]\; aslseeI;ces Easy Class
Queries sec.2.1
Conjunctive Queries® | sec.2.2 sec.3.2.2
Existential C.Q. sec.2.3.1 sec.3.2.1
Quantifier-Free C.Q. sec.3.1 sec.3.1

2.1 Queries Definition and Basic Properties
2.1.1 Definitions and Examples

In this section, we define the notion of (first-order) query. This notion
establishes a bridge between descriptive complexity — the logical ex-
pression describing a problem — and computational complexity of the
problem thus defined. We will see that the class of problems definable
by queries is rather natural.

In this section, instead of giving results of membership to a given
class, we will give equivalence relations between problems, and mainly
exhibit equivalence classes of problems defined by similar expressions.
The main question we deal with in this section is “what in a given
expression gives the related query its expressive power, and what does
not matter?”

But first of all, we introduce a notion of structure in finite model
theory, see [CK73, EF95, Imm99, Lib04, Kol03, GKL*07].

Definition 18 (signature, structure) A signature o is a set of relation
symbols, together with an arity Ar that associates natural numbers to
each symbol R of o, therefore called its arity and written Ar(R). A
o-structure S or structure of signature o consists in associating a set
of Ar(R)-tuples to each of the relation symbols R of & which is called
interpretation of R in S, and written RS. Some relation symbols of arity
1 may be used in a particular way, and are then called domain symbols.

Example 10 If we define:

s {R={1L3T)
S~ {14),(2,1),(5,5)}

then we have S° = {(1,4),(2,1),(5,7)} that is to say the interpretation
of S in this structure S is {(1,4),...}. We have Ar(S) = 2, meaning S
has arity 2. Notice how we write tuples of length 1: we just give the
element.

Definition 19 (query) A first-order query — query for short — ¢ is an
expression describing a set, which is written in two parts?

4 This is the same as writing sets with expressions like {f(a)|a satisfies a given
criterion}.
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The first part is a tuple of variables—domain symbols pairs written
(z1 €Dy, ..., 2y € D), with distinct domain symbols attached to different
variables. It reflects that the defined set will be a subset of Dy x...x D,,.
The second part reflects the criterion that must be satisfied by a

given element to be in the defined set. This criterion is given as what
we call a relativized first-order formula +(z1,...,z,) over the variables
Z1,...,Z, mentioned in the first part. By relativized first-order formula,
we mean a first-order formula adapted to the finite world assumption;
that is to say quantification is relativized with set membership like in
Jz € X |[..]. To be formal, a formula E(x,...,2,) belongs to the set of
relativized first-order formulas we can build on a set of predicates o —
written FO, (o) — if, and only if it is in one of these forms:

Qz € P|E'(z1,...,xn,2) with Q € {3,V}, P € 0 and E’ € FO,(o~

{P});

-E'(z1,...,25) With E' € FO,(0);

(E1(x1,...,70)) Op (E2(x1,..., z,)) with Op € {\,A —, <} and E;, E> €

FO:(0);

E'(xpay,...,vppy) With f:{1,...k} = {1,...,n} and E' € FO,(0).

R(z1,...,x,) where R € o
The whole query is therefore in the form:

¢ = (x1€D1,...,xn €Dy) |U(x1,..., Tp)

where ¢ € FO,(0) with {D1,...,D;} No = . Since ¢ may be assumed in
prenex form we can, without loss of generality, assume that the whole
query is in the form:

o= (x1€D1,....,tn €Dy) | Q1 Znt1 €EDpi1.-Qr Tkt € Dok V(214 -eey Tke)
where 1 is a quantifier-free formula built on predicates in ¢’ where
o' =o~{D1,..., Dpir}, which is written ¢ € QF —FO,.(¢").

Notice that we may in some cases manipulate queries whose domain
symbols are non-pairwise distinct. We say in this case that the query
is odd. We only do it when proving that, in fact, it does not matter.
However, the statements of the theorems always assume domain symbols
are pairwise distinct.

Example 11 This is a query:
¢ = (Il EDl,Z‘QEDg) | R(.’El,.’lig)/\ﬂxg, € D3 S(.%‘Q, I3)
P(z1,72)

Notice that each variable has its own domain symbol. It can be put into
prenex form:

¢ = ((El GDl,.’IJQEDg) | dxs € D3 R(xhl'z)/\S({EQ,(Eg,)

P’ (x1,T2,23)

Definition 20 (answering a query) Let:

¢ = (x1€D1,...,xn €Dy) | Q1Zn+1 € Dpy1... QrTnyk € Dy pt0(1,.., )
where ¢ € QF—FO,(0), and S be a o W {D;}-structure. Answering the
query ¢ on the structure S consists in producing the set defined by:
{(a eD?,...,a, €DY) ’ Q1%n41 €DS 1. Qranik €D5
SE Y (a1, -ny Tyt1yeeny Ttk }

We write Q(¢) the problem of answering a given query ¢.
We consider this problem as a parameterized problem: given a fixed
query, we have a particular enumeration problem.
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Example 12 Many classical problems on graphs can be seen as in-
stances of query answering. As an example, we consider the problem
EnumTriangle which consists in enumerating each triangle in a given
graph G, i.e. producing:

Hzr, w0, 23} [{z1, 22} € GA {22, 23} € GN{23,21} € G}
We can see this expression is not a query, but it is equivalent to the
Odd5 query Q ((Il S D, To € D, x3 ED) | R(l‘l, 172)/\R($2, {Eg)/\R(l‘l, ZE3))

In one way:

D—V(G)
R {(z,y) [ {z,y} € Grz <y}
and g : (a,b,c) — {{a,b,c}}, where V (G) is the set of vertices of G.

In the other way, we use the same kind of trick as we did for
equivalence between EnumPath(k) and its colored version:

{{(a,1), (b,2)} | (a,b) € R}
f:8—= < w{{(a,2),(b,3)}]|(a,b) € RS}
e{{(a, 1), (b,3)}| (a,b) € R®}
and g : {(a,1),(b,2),(c,3)} — {(a,b,c)} (Notice that this works only
because the last atom is R(x1,x3), with R(z3,z1) it wouldn’t be so

f:g'—hS':{

easy.)
In this case, we can make this query non-odd by proving its equivalence
with the query:

Q ((1‘1 €V1,$2 E‘/g,l‘g EVg) ‘ R(xl,x2)/\R(x2,m3)/\R(m1,x3))

Reducing the first problem to the second one is obvious; the
reverse reduction uses almost the same trick, except for the domains:
{(a,1)|aeV®}
D~ < w{(a,2)]|acVs}
fi8m W{(a,3)|a€Vs’}

R { {((a,1), (5,2)) | (a,b) € RS} w...

(
and ¢ : ((a,1),(b,2),(c,3)) = {(a,b,c)}.

Example 13 Parameterized problems can be described by parameter-
ized queries. We can generalize the previous example to the problem
consisting in enumerating cliques of a given size k present in a graph.
We leave the proof as an exercise.

Now consider the slightly different problem of finding an independent
set of a given size k. Open question: can we use the same trick to prove
this is equivalent to the query:

/\ -R(x;, xj)>

Q ((351 eV ok €Vy)
i<j<k

In the following, we will see two different kinds of properties: properties
of invariance, showing that some aspects of query writing does not affect
its expressive power; and closure properties, giving a transformation that
changes a query into a query that is at least as easy. Such properties
will be systematically studied for all considered classes of queries.

5 It is an odd query since z;, z» and z, have the same domain symbol D.
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2.1.2 Class Invariance Property

Without loss of generality, any query considered in the rest of this
document will be assumed to have pairwise distinct relation symbols,
and every tuple of variables will be presented in increasing order of
subscripts, with no repetition in the tuple. This is justified by the
following invariance property.

Definition 21 (nice, simple, sorted) We say a query Q(¢) is nice if, for
any two different atoms A and B of ¢, they hold a different tuple® of
variables.

We say a query is simple (see[BDGO7]) if every relation symbol
occurs in at most one atom. Given a query Q(¢), we say Q(¢') is the
simple form of Q(¢) if ¢’ is obtained from ¢ by changing only relation
symbols, such that Q(¢’) is simple.

We say a query is sorted is every tuple of variables is sorted with no
repeating. Given a query Q(¢), we say Q(¢') is the sorted form of Q(¢)
if ¢’ is obtained from ¢ by replacing every tuple of variables by a tuple
holding the same variables, in increasing order with no repetitions.

Lemma 9 A nice query is equivalent to the sorted form of its simple
form. Another formulation is: let ¢ = (z1,..., %) Q1Y1---Qumym F(A1,..., Ag)
with:

v; € {$17...7In,y1,...7ym}*

A; = Ry (v;) with
s (vi) wi {f:{l,...,k}—>N

where F is a propositional formula, i.e. F(Aj,..., Ax) is built using any
connectives, and atoms in {44,..., 4, }, and such that the v; are pairwise
distinct. We call s; the set of variables occurring in v; i.e. in A;. The
equivalence class of ¢ only depends on the “expression”:

{z1, ey Tn} Q1y1--- QmYm F(51,..., Sk)
Let Q(¢1) a nice query. We call Q(¢,) the simple form of Q(¢y).
We call Q(¢3) the sorted form of Q(¢2). We first prove Q(¢1) ~ Q(¢2)
and then we prove Q(¢2) ~ Q(¢3).
It is obvious that Q(¢1) % Q(¢2). Let us prove Q(¢2) X Q(¢1). In ¢y,
we call v(z, 7) the subscript of the jeth variable hold by the ieth atom, r(7)
its relation symbol, n(i) its length. For example, in a formula whose Jeth
atom is S(z7,z1,23,23), v(i,1) =7, r(i) = S, n(i) = 4. Given a structure
83, we need to build a structure S; such that Q(¢1)(S1) = Q(¢2)(S2). To
do so, we define:

o = UL (01,000 1), s g, 0060 0) [ 01,0 0000) €75}

?

and we convert the domains: D2 = D' x {i}. Since Q(¢1) is nice, we
have a “superposition” of relations without “interferences”. Defining ¢
as ((a1,b1),..., (an, b)) — {(a,...,a,)} concludes.

In order to prove Q(¢s) ~ Q(¢3), we prove two steps : First, we
prove that Q(¢2) is equivalent to the query Q(¢%) obtained from ¢, by
removing multiple occurrences of a variable. Then we prove this last
query is equivalent to Q(¢3). In order to prove that Q(¢,) and Q(¢5) are
equivalent, we only have to prove that a simple query where a variable
occurs twice in a given atom is equivalent to the same query where the
second occurrence of the variable has been removed.

6 The tuples (x,y) and (y,x) are different, so are (x,y) and (x,x,y).
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Assume we have any simple query ¢ whose quantifier-free part is
1, with pairwise distinct relation symbols, and let R(z;q),...,z;n)) be
an atom of . Assume we have two variables that are the same, i.e.
i(a) =i(b), a < b, for some a and b. We call ¢' the query obtained from
¢ by substituting the atom by R(zi(1),.., Ti(b—1), Ti(b+1)»-- Ti(n)). Let us
prove Q(¢) and Q(¢’) are equivalent (by ~). To do so, we just have to
prove the left to right reduction:

RS = { (@i(1)s-er Qi(b—1)5 Qi(b41) s+ Ti(n)) ‘ (@i(1),--@i(n)) ERS/\ai(a):ai(b)}

Applying repeatedly this fact allows to prove Q(¢2) =~ Q(¢h).

Now we prove Q(¢5) ~ Q(¢s3). In order to do so, we also proceed to
a series of equivalences. Now let m be a permutation of {i(1),...,i(n)},
and ¢ any simple query. We call ¢’ the query obtained from ¢ by
substituting the atom by R (2,(i(1)),---s Zr(i(n)))- Let us prove Q(¢) and
Q(¢’) are equivalent:

RS — { (@r(i(1))s-e Or(in))) ‘ (ai(1),---i(n)) eRS}

and g : (a1,...,an) = {(ar-1(1),., ar-1()) } does it. Applying this fact for
each atom proves Q(¢5) =~ Q(¢3).

Example 14 Vertex-colored and edge-colored versions of the triangle
enumeration problem are equivalent to the basic version of this problem.
All these are equivalent (in sense ~):

EnumTriangle(G)

Q((z1€D ,z9€D ,xz3€D )R (21,22)AR (z2,23)AR (21,23))
Q((x1€D1,29€ Do, 236 D3) R (21,22)AR (x2,23)AR (x1,23))
Q((x1 € D1, 29€ Do, x5 € D3) Ry (21, x2) ARo (2, 23) AR3(x1,z3))
Q((x1 € D1, 29€ Do, x5 € D3) Ry (21, x2) ARo(x2,23) AR3(x3, 1))
Q((x1€D1,29€ Do, 236 D3) R (x1,22)AR (x2,23)AR (x3,21))

(1)~(2): By definition, justified in previous example.

(2)=(3): This was proved in previous example. This is not easily

generalized: we use the asymmetric aspect of {(1,2),(2,3),(1,3)}

which would not work for: {(1,2),(2,3),(3,1)}.

(3)=(4)=(5)=(6): By previous lemma.
Notice that this proves that finding a triangle in an undirected graph
and finding A3, in a directed graph are equivalent, and that they both
express finding a directed triangle, i.e. A\, in a directed graph, while
the converse probably does not hold.

Remark 15 (about symbol diversity) The case of the triangle illus-
trates that in some cases, symbol diversity brings no expressive power.
In the general case, all we know is that:

# Domains
' obvious #Relations Lemma 9 .
=Domains = Domains
#Relations _ g pvious obvious . =Relations
=Domains
=Relations

where the arrow means “expresses parsimoniously” i.e. *=; and that,
when a query with one domain and one relation symbol is able to express
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the same with different domains, they are all equivalent, which is the
case for the clique-of-size-k problem, in particular the triangle problem.

From now on, in most cases we will omit to mention the domains
of the variables of a query in most cases. Typically, the expression
(z1,...,xy) ¥ stands for the query (z1 € Dy,...,x, € Dy ).

2.1.3 Closure Property

Here we give a first idea of what a subquery is. We prove (easily) that,
if we take any query Q(¢), and remove some variable z, i.e. we remove
any occurrence of z from ¢, then the obtained query Q(¢') is easier than
Q(¢). This means variable removal reflects the idea of subquery.

Lemma 10 Let ¢ be a nice query, and x be a variable appearing
in the formula of ¢. Let ¢’ be the query obtained by removing every
occurrence of x in ¢, that is to say removing the Q. z € D, if z is quantified,
or removing z from the output part, and removing z in atoms where it
occurs. Then Q(¢) expresses parsimoniously Q(¢').

By virtue of Lemma 9, we can assume that every relation
appears once in ¢, with associated variables in increasing order. The
variable x is assumed to be the minimal element for the order. To define
f, we will just define how a given relation R is transposed between S;
and S,. If z does not appear in the corresponding atom, there is no
difference i.e. RS2 = RS,

In the other case, R appears as R(z,Zq(1),..., Tqk)) i ¢, With a :
{1,....k} — {1,..n}. R appears as R(zq(1),...,Tq(k)) in ¢'. From now on,
defining the reduction is easy:

RS2 = {(1, 81,000, 88) | (S1..,5) € Rsl}
Defining D32 = {1} ends the definition of f. If x was quantified, take
g:y+— {y}, else g: (a,b1,....;b) = {(b1,...,00)}.

2.2 Conjunctive Queries

A well-studied class of queries are conjunctive queries. We define them
now in a generalized version with quantifiers 3 and V.

2.2.1 Definition

Definition 22 (Conjunctive Queries) A conjunctive query — CQ for
short — is a query in prenex form for which the quantifier-free formula
part is a conjunction of atoms. A conjunctive query is said existential
— ECQ for short — when the quantification part is only composed of
existential quantifiers.” A conjunctive query is said quantifier-free —
QFCQ for short — when the quantification part is empty.

We will prove the complexity of a conjunctive query is only determined
by what we call the hypergraph of the query, which reflects only the
way variables are shared between atoms of the conjunction.

Example 16 This is a simple example of a quantifier-free conjunctive

query (QFCQ):

7 Note that our class of conjunctive queries is larger than EC(Q which is the
classical class of conjunctive queries.
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¢ - (xla 332,3:3,1:4) | Rl(xl,$3)AR1(,1;27-T2)/\R2(JU4,1'1, 3:3)/\R3($1, 1‘3,$4)

Notice that, in the above example, the third and the fourth atoms hold
the same variables, but in different order; that R; appears twice with
different variables, and finally that a variable may appear several times
in the same atom. We will see later that none of those points matters.

Example 17 Some previously defined problems can be formulated as

conjunctive queries:
/\ R (x4, J'3z‘+1))

1<i<k

A fasn)

1<i<k

EnumPath(k) =Q ((1:1, ey Tf)

EnumColPath(k) =9 ((acl, ey Tk)

Remark 18 (on domains) Conjunctive queries are traditionally defined
without domains, because domains can be easily inferred from relations
— provided every variable appears in the conjunction. We have three
major objections to this way of doing — in addition to its uselessness:
Variables not appearing in the conjunction stay undefined.
We cannot generalize this with V quantifiers, since they do not
make sense anymore®
Our Lemma 12 (see below) does not hold anymore, even if we
could fix it dirtily, causing its statement, and the statement of
all its consequences to become really unclear.
Using this not-so-handy shorthand does finally not seem to be a so good
idea.

Lemma 11 A conjunctive query Q(¢) is always equivalent to another
conjunctive query Q(¢’) where all the variables explicitly appear in the
conjunction.

We call ¢ the quantifier-free part of ¢. Build ¢’ as follows: make
it a copy of ¢ for now. In ¢', for each variable x; of domain D; not in 1,
append AD;(x;) to ¢. Equivalence is then obvious.

From now on, we always assume variables all appear in the conjunction.

2.2.2 Class Invariant: Formula Hypergraph

We will see that the expressive power of a conjunction is neither de-
pendent on the order of variables in atoms, nor on the order of atoms.
Moreover, duplicates do not matter. To express this, we introduce an
object reflecting all that matters: the way variables are shared between
atoms. This object is called a hypergraph.

Definition 23 (hypergraph notations) We call hypergraph a set of non-
empty sets, namely the edges. We call V(#) the union of edges; its
elements are called vertices.
Let ¢ be a conjunctive formula whose conjunction is:

AR @019, Totn0.))

el
We call hypergraph of this query, written H(¢), the hypergraph:

{zgwis-Tgmn} | i € T}

8 This point is strongly related to the discussion in [AHV95], chapter 5 about the
so-called sane queries in the relational calculus of databases.
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Example 19 Let:
¢ 2(561,1‘2,133) | 3174 Rl(xl,$3)/\R1($2,582)/\R2($4,1‘1,ZE3)/\R3(1‘1, 173,.1E4)
¢'=(z1, 2, 23) | Fx4 Ri(x1,23)AR3(22) AR (21,73, 24)

Then H(¢) = H(¢') = {{z1, x5}, {z2}, {x1, 23,24} }. The following lemma
will establish that consequently they are equivalent.

Lemma 12 Let ¢ = (1., Tn)Q1Y1--QmYm ¥ (T1,-ee; Tnays Y1, -, Ym) DE &
conjunctive query. The equivalence class of Q(¢) depends only on the
quantifier string Q1y1...Qm¥ym and on the hypergraph H(v).

Let:

O = (21,00 Tn) Q1Y1-+- QY V(T1,eeey Ty Y1y eeey Ym)
with ¥(z1,...,2n, Y1,..., ym) = \; Ai where:

A; = Ry () with {fe{ et
We can assume w.l.o.g. that the v; are pairwise distinct (i.e. the query
is nice): if two atoms A; and A; hold the same tuple of variables, then
this query is trivially equivalent to the same query where A; has been
removed.
We therefore can apply Lemma 9, the equivalence class of Q(¢) only
depends on:

{xl,...,xn} Qlyl-“mem (317~-~7 Slc)

where each s; is the set of variables of v; (i.e. of A4;). Notice the formula
doesn’t have to be mentioned, because we know it is a conjunction.
Since the conjunction is commutative, the equivalence class of Q(¢)
finally only depends on:

{‘/El?"‘? xn} QlyL”mem {817"" S’ﬂ}
——
H(Y)
Furthermore, all variables appear in the conjunction by Lemma 11. Con-
sequently, we have {z1,...,z,} = V(H(¥))~{v1,..., ym }, the set {z1,...,z,}

therefore does not need to be mentioned (it can be inferred), which
concludes.

Remark 20 Applying Lemma 8 to the previous results gives:
#Query(é1) < #Query(¢2)
JethQuery(¢1) X JethQuery(¢p2)

The basic fact that same equivalence class implies same complexity class
for any problem gives the equivalence its interest. Every equivalence
result must therefore be seen through this consequence.

Higr) = H(p2) = {

2.2.3 Class Properties Written with Hypergraphs

First of all, we re-write previously defined class closure with hypergraphs.

Definition 24 (hypergraph induction) We call induction of a hyper-

graph H on S C V(M) written H[S], the following transformation:
H[S]={enS|eec H} {0}

H[S] is the hypergraph obtained by keeping only the vertices in S. We

write H[NS] to mean H[V(H)~\S]. The hypergraph #H[\S] is obtained from

H by removing the vertices in S. The two first columns of figure 4.3
illustrate induction.
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From previous lemma, it becomes relevant to extend hypergraph nota-
tions directly to conjunctive formulas.

Example 21 Definition of induction gives:

Hat Az v Ay 23 {2, 23] = o} {z}}
Extending hypergraph notations to conjunctive queries consists in writ-
ing, in the same spirit:

((@,9) |32 R(@)AS(2,y) AT (y, 2))[{z, 2}] = (2) |3z R(z)AS(x)AT(2)

Lemma 13 A conjunctive query expresses parsimoniously every in-
duced sub-query:

VS5 Q([5]) = Q(¢)

This is proved by applying Lemma 10 to all variables that are
not in S.

We have seen that a query expresses parsimoniously every induced sub-
query, but note that, even in the case of conjunctive queries, Q(¢') with
¢ C ¢ (the conjunction of ¢’ is a subset of the conjunction of ¢) does
not necessarily reduces to Q(¢). This shows an induced subquery is
expressed in a query, but a subquery which is just a subset of the given
query is not. Induction therefore best describes what a subquery is.

Example 22 Applying this lemma to Example 21 leads to:
Q((2)[3z R(z)AS(x)AT'(2)) % Q((z,y) |3z R(x)AS(x, y) AT (y, 2))

We introduce a class invariant property, also based on hypergraphs.

Definition 25 (minimization r}) We call r. the operation consisting in
removing an edge included in another edge, that is to say H + H~{e}
where 3¢/ € H | e C €. We call minimization, written r* (or M in
chapters 6 and 7) the operation consisting in applying r. until not
possible. We define these operations similarly for conjunctive queries.

The following lemma proves that this operation does not affect corre-
sponding query complexity.

Lemma 14 (minimization equivalence) For every ECQ Q(¢), we

have (1) Q(¢) = Q(re(¢)) and (2) Q(¢) = Q(ri(¢)).

We have to prove:

Q(.../\R(xl,...,mn)) ~ Q(/\R(ml,,xn)/\S’(xz(l),,xl(k)))
with {i(j)|j € {1,....k}} C {1,..n}. In both directions, g = z — {z},
and f=38; — S with Rf2 = Rfl for all relations R; except for R
and S. These are treated differently: in the case of =, we perform
filtering;:

R$2 = {(ah...,an) S Rsl | (ai(1)7...,ai(k)) S SSI}
while in the case of <, we compute a projection:

952 — {(ai(l),...,ai(k)) [3... (a1,..yap) € RSI}

R52 _ R51
this is a direct consequence of (1) and of reduction transitivity
(Lemma 7).
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2.3 Additional Properties and Summary
2.3.1 Existential Conjunctive Queries Pseudo-Minor Closure

We have seen that conjunctive queries properties rely on a notion of
hypergraph. We therefore express closure properties of these queries
as closure properties of their associated hypergraphs. The main point
consists in defining the widest possible notion of hypergraph minor such
that any conjunctive query complexity class is minor-closed. We have
seen induction is an operation satisfying this condition. We will see
another one, corresponding to edge contraction for graphs.

This leads to a simple definition of subquery making the following
statement true: “A query expresses any of its subqueries”.

This will prove to be quite an essential tool for deriving hardness
results. We will give in section 3 a family of “canonical hard queries”
such that any “hard” query expresses one of these.

Definition 26 (edge contraction) We call edge contraction of a hyper-
graph H the operation consisting in replacing all occurrences of some
vertex y by another fixed vertex z, provided z and y both belong to
some common edge. We extend this definition to ECQ.

Exemple 23 The contraction of the atom R;(x,y,z) in the ECQ
(z,y,t) [ 2R (2, y, 2) ARa(y, 1)

by replacing y by x (resp. z by y) gives:
(z,t) | 3zRy (2, 2) ARa(x, 1) (resp. (z,9,1t) |R1(x,y)/\R2(y7t))

Lemma 15 FExistential Conjunctive Query complexity classes are
closed under edge contraction, i.e. if some ECQ Q(¢') is obtained from
some ECQ Q(¢) by edge contraction, then Q(¢) = Q(¢').

Assume ¢’ is obtained by contracting the atom R(z,y, 21,..., 2,)
in ¢ by the replacement of y by x in ¢. Then the reduction only consists
in setting D5? = D3, setting RS2 = {(a,a,b1,...,bn) | (a,b1,..., bn) € RS1)}
and keep other relations unchanged.

Definition 27 (pseudo-minor) We say that H’ is a pseudo-minor (or,
for short, minor) of # if H' =H or if we can build H' by:
removal of an arbitrary vertex of some pseudo-minor of H,
edge contraction of some pseudo-minor of H,
or removal of an arbitrary edge of some pseudo-minor of H,
provided some other edge includes it.

Note that the “only” difference with the standard minor definition
on graphs (see [Diel0, Ber69, BM08, CLZ10, Lov06]) consists of the
“provided some other edge includes it” condition.

We have just (Feb. 2013) discovered that almost the same notion of
hypergraph minor has been defined and studied by [AGK12].

Lemma 16 (pseudo-minor) A query of hypergraph H expresses par-
simoniously every query of hypergraph a pseudo-minor of H.

By Lemma 13, Lemma 14, and Lemma 15.
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2.3.2 Summary

In this section, we have shown how certain aspects of formula expression
do not affect the membership to a given equivalence class; another way
of saying is that only few aspects of a formula define the equivalence
class of the associated query:

Theorem 8 (equivalence classes)

Let ¢ = (z1,..., 2n)Q1Y1.-.QmYm F (A1, ..., Ay) be any query with A; =Ry ;) (v;)
with v; € {z1,..., Tn, Y1,--, ym ¥ and f:{1,....k} — N. We call s; the set of

variables appearing in v; (in A;). If ¢ is a [...] then its equivalence class
depends only on [...]:
general Query {150, T } QY1 QY F (515, S1)
Conjunctive Query Q1y1---QumYm {51, Sn}
Existential Conjunctive Query {1y, T {51,y S0 }
Quantifier-Free Existential Conjunctive Query {51,y Sn}

We justify each line :
Line 1 is given by Lemma 9.
Line 2 is given by Lemma 12.
Line 3 is the same as the previous one, except that quantifiers
are existential, so their order does not matter. We therefore just
need to know which variable is quantified and which is not; we
choose to give those that are not.
Line 4 is the same except every variable is in the output part.

Additionally, we have seen invariance and closure properties:

Theorem 9 (invariance and closure)

The following query families exhibit invariance properties (for =) and
closure properties (for <). These are summed up here:

Invariance Closure
seneral Queries variable removal
[Lemma 10]
minimization r} | hypergraph induction

Conjunctive Queries [Lemma 14] [Lemma 13]

edge contraction
[Lemma 15]

pseudo-minor
[Lemma 16]

Existential C.Q.

2.3.3 Queries Complexity Classes

Recall that Definition 14 defines optimal as the complexity class CoNsTDoLIN
(constant delay after a linear precomputation), easy as LocDoLiN (log-

arithmic delay after a linear precomputation), and tractable as QLIND

(quasi-linear |S|(log |S |)O(1) delay). In the particular case of queries, we

can simplify complexities of related problems accordingly.

Optimal Easy Tractable
Decision, Counting | LIN LN QLIN
Enumeration, Jeth | CoNsTDoLIN  LOGDoLIN  QLIND

Notice that the differences for certain problems may become slight —
Optimal Decision Vs Tractable Decision — and even nonexistent — e.g.
Optimal Count Vs Easy Count. As we will see, the distinction between
easy Jeth and optimal Jeth will have importance.
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3 Conjunctive Queries and Acyclicity

3.1 Quantifier-Free Conjunctive Queries and Acyclicity

We now try to answer the following question: which queries are optimal,
i.e. in ConsTDoLIN 7 We have seen the equivalence class of a quantifier-free
conjunctive query (QFCQ) relies only on the hypergraph of its formula.

In a first time, we give a known (c.f. [BDGO07]) hypergraph property
that is both necessary and sufficient for the corresponding queries to be
easy: this is called a-acyclicity, and is also known as the criterion such
that decision is optimal or easy — meaning linear.

In a second time, we extend and refine this result: we give a
similar dichotomy for the existential case, we introduce the issue of
lexicographically—ordered enumeration, and finally introduce the so-
called trivial class, that can’t express anything interesting but is the
only one allowing optimal complexity for every associated problem.

3.1.1 Acyclicity: Definition and Properties

First, let us define several notions of reduction of a hypergraph by edge
or vertex removal.

Definition 28 (r., ry, r*) We call the remainder of a hypergraph #,
written r*, the hypergraph obtained after applying the following opera-
tions until none can be performed:
Remove an isolated vertex, that is to say H < H[N{z}] where z only
belongs to one edge of H.
— as previously defined — remove an edge included in another
edge, that is to say H «+ H~{e} where 3¢’ € H | e C €.
> was defined as the operation consisting in applying r, until not possible;
similarly, we define r%. We admit (for now) the remainder is the same
regardless the order in which transformations r, and r. are performed.
We therefore could write r* = (rir})*.

This is the original GYO (Graham, Yu, Ozsoyoglu) non deterministic
algorithm described by [Gra79, YOT79] (see also [AHV95] ex. 5.29 p 151
and [FMU82]).

In order to reflect the order in which vertices are removed during
this process, we introduce a notion we call elimination order, defined
inductively as follows.

Definition 29 (elimination order) The empty tuple is the only elimina-
tion order of the empty hypergraph. If H is non-empty, (z1,...,2,) is a
reverse elimination order of H iff one of the following hold:

(21,...,2,) is a reverse elimination order of r.(#), or

z, is isolated in H and (z1,...,x,_1) is a reverse elimination order

of HN{zn}].

Note that we may simply say elimination order for reverse elimination
order. Notice that, with this definition, an elimination order of H is an
elimination order of r.(H) and conversely. Furthermore, it is easy to
see that a hypergraph is acyclic iff it admits an elimination order (see
Theorem 10).

We introduce notation required to state the standard result we use as
a starting point. This result will consist in three equivalent statements
describing acyclicity.
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Figure 4.1: TIllustration of Definition 30. The first figure represents a
hypergraph, where (¢, e,d, b, a) is a chordless cycle. The second one is a join
tree, whose nodes are written x;(y).

Definition 30 (standard definitions) We call join tree a tree with a
labeling function I which maps vertices of the tree to sets which satisfies
the following so-called join property: for any pair of vertices of the tree
(a,b), any vertex c on the path between the two is such that I(a)NI(b) C I(c).
We call join tree associated with a hypergraph H a join tree for which
the set of images of vertices through [ is H, and [ is injective. We say
that a hypergraph is acyclic when it has a join tree.

We say that two vertices x and y are neighbours in H when Je € H
such that {z,y} C e. We call clique of H a set K of pairwise neighbours in
H. A hypergraph is said to be conformal when every clique is contained
in some edge. We call (chordless) cycle of H a tuple (z1,...,z,) such
that the set of neighbours pairs is exactly {{z;,z;41}} U {{z1,2,}}. A
hypergraph is said to be cycle-free when no chordless cycle can be found.

An example is provided figure 4.1.

The following result will be used as a starting point to prove every re-
sult on hypergraphs; some results may therefore appear as consequences
of this result, while a proof from scratch would rather use these results
to prove the following one.

Theorem 10 (standard result)

The following statements are equivalent for any hypergraph #:
H is acyclic (i.e. has a join tree).
*(H) =0
H is conformal and cycle-free.

Note that the equivalence of the first two is easy to prove, and that
equivalence of the second and the third will be proved in chapter 7.
An example is provided figure 4.2.
First of all, we give a simple lemma.

Lemma 17 (cleaning) Let t be a join tree t with labeling . For
any vertex z of ¢ such that there exists a vertex y # x of ¢ such that
I(z) Cl(y), we can manage to build (in linear time) a join tree without
the vertex x.

The vertex z has one neighbour leading to y that we call z. By
join property, I(z) Ci(z). Every edge {x,u} with u # z may be replaced
by {z,u}, the tree would remain a join tree. Now z is a leaf, and can be
safely removed.
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{{m’y7 Z},{J»‘, y’ t}?{y7 u7 U}? {{x’ y? t}7{y7 Z? t}?
{u, v}, {v, wi} {z 2t} {z,u}, {y,v}}

Hypergraph
{z.ty {v,u}

Join Tree [ [ none
{Z, &€, y} - {yv v, ’U,} - {Uv w}

Remainder 0

Elimination | w, {v}, {v,u}, 2, t, =, {y}, u, v
Conformity conformal and (z,y,2) is a
and Cycles cycle-free chordless cycle

Figure 4.2: The left one is acyclic while the right one isn’t.

This lemma can be used to prove that from any join tree ¢, we can build
another join tree ¢’ having the same set of images except (), with an
injective labeling function.

Lemma 18 Acyclicity is minor-closed.

We have three points to prove: acyclicity is closed by induction,
minimization, and edge contraction. In each, assume # is acyclic, and ¢
is a join tree of #H, with labeling I.

Take S a subset of V(#). Then the tree t with labeling I : z — I(z)NS
is a join tree of H[S] except for some vertices mapping to empty set,
and several vertices mapping to the same set. This is not a problem
due to Lemma 17.

The same lemma can be used to build a join tree of ro(H).

Assume we have two vertices a and b such that some edge of H
contains them both. Then, by the join property, the set of vertices v
such that a € I(v) or b € I(v) is a subtree of . Therefore, the modified
labeling:

;o I(x) ifb¢l(x)
: _zH{ l(z)~{b}U{a} ifbel(z)

preserves the join property, and (¢,1’) is a join tree of the hypergraph
obtained by the edge contraction, once again up to some duplicate
images, which is solved by Lemma 17.

We now re-write the standard result (Theorem 10) as a slightly
different triple definition of acyclicity: one statement being used as its
definition, and allowing easy reasoning on acyclicity in the next sections,
one being a “positive” statement used to prove the easiness part of the
dichotomy theorem, and the last one being a “negative” statement used
to prove the hardness part of the dichotomy. Most hypergraph theorems
we will give will have a similar structure.
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The negative statement is about the presence of certain induced
hypergraphs; we introduce them now.

Definition 31 (Tetra— and Cycle—graphs) We define, for any & > 3:
Cycle(k) = {{i,i+1}|1 <i < k}U{{1,k}}
Tetra(k) = {{1,...,k}~{z} |z € {1,...,k}}

Hypergraphs of the first kind may also be called cycle-graphs and those
of the second kind tetra-graphs.
In particular, Tetra(3) = {{1,2},{2,3}, {3,1}} = Cycle(3).

Remark 24 The name “Tetra” comes from “tetrahedron”: the hyper-
graph Tetra(3) describes a triangle (a set of three edges, where two edges
always share one vertex) and the hypergraph Tetra(4) describes a regular
tetrahedron (a set of four faces, where two faces always share an edge).
This can be generalized to spaces on k dimensions.

Theorem 11 (acyclicity)

The following statements are equivalent:

H is acyclic (i.e. has a join tree or, equivalently, is conformal

and cycle-free)

r*(H) = 0 (or, equivalently, H admits some elimination order)
We cannot find S such that r}(#[S]) is either isomorphic to
Cycle(Card (S)) or to Tetra(Card (S)).
‘H does not admit any Tetra(k), k > 3, as a pseudo-minor.
An example is provided at figure 4.3.

We have to prove the equivalence between “H is conformal
and cycle-free” and the first negative formulation. Equivalently, by
Theorem 10, we have to prove a hypergraph is non-conformal or has a
chordless cycle if and only if there is a set S of vertices such that the
hypergraph r}(#[S]) is either a cycle-graph of order > 3 or a tetra-graph
of order > 3.

The “if” part is obvious: if there is a set S of vertices such that the
hypergraph r*(#[S]) is a cycle-graph then # cannot be cycle-free hence
not acyclic by Theorem 10; and if it is a tetra-graph of order > 3, then
‘H is non-conformal hence not acyclic.

We prove the “only if” part. This can be done in two points:
first of all prove that if there is a cycle, then for some S, r*(H[S])
is Cycle(Card (S)), and then, as a second point, prove that if a cycle-
free hypergraph H is non-conformal, then we can find S such that
X (H[S]) = Tetra(Card (S)).

First point: if there is a chordless cycle (zi,...,x,) in H, then
H[{z1,...,z,}] is & cycle with additional singleton edges, therefore the
hypergraph r*(H[{z1,...,z,}]) is isomorphic to Cycle(n), which is the first
point.

Second point: assume H is a cycle-free and non-conformal hyper-
graph. Take K the smallest non-conformal clique of #, that is to say
it is not included in an edge of H. Assume we can find r € K such
that K~ {z} is not an edge of H[K]. Then K~ {z} is a non-conformal
clique smaller than K, contradiction. Therefore {K~{z}|z € K} C H[K].
Since every other edge of H[K] is contained in some edge K~ {z}, we
have ro(H[K]) = Tetra(Card (K)). By definition, K contains at least three
elements, but assuming it contains three elements exactly contradicts
absence of cycles in H.
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H={{zy,t}{y, 2, t},  H{z,y 2} ={{z,y}, | s(H[{z,y,2}]) =
{z,x,th {z,ub {y, 0}y {y, 2h{z2b {=h{vyy (o yh iy, 2h {2 2})

Figure 4.3: Tllustration of Theorem 11.

Cyc(k) —= -+ —> Cvc(3)
[
Cyclic TRI = Cyclic

l v

TET(3) TET(4) TET(k)

Figure 4.4: Illustration of Theorem 12. A non-acyclic query is either cyclic
or not. The first one — Cyclic in the figure — expresses some Q(Cycle())
with ¢ > 3, and therefore Q(Tetra(3)); the second one — —Cyclic — some
Q(Tetra(i)) with ¢ > 4. Cyc(k) is a shorthand for Q(Cycle(k)). Arrows mean
%= and double arcs means ~. Notice that horizontal arrows mean reduction by
edge contraction, while the other ones mean reduction by induction and/or
minimization.

Obviously, if # does not contain any Tetra(k), £ > 3, as a minor,
in particular, we cannot find S such that r}(#[S]) is either isomorphic
to Cycle(Card (S)) — since it would admit Tetra(3) as a minor — or to
Tetra(Card (S)). The converse is a direct consequence of Lemma 18.

3.1.2 Consequences on Quantifier-Free Conjunctive Queries

Recall that, in the rest of the document, relation symbols are assumed
to always occur once in formulas.

First of all, we can show how to decide an acyclic ECQ in linear time.
We will establish a linear-time reduction from the decision problem ?Q(¢)
to the decision problem ?9Q(r,(¢)); and also from the decision problem
?79(¢) to the decision problem ?Q(r.(¢)); finally, we notice 7Q(R()) is
trivially decidable in linear time by some algorithm A,. When ¢ is
acyclic, this will give a linear-time algorithm deciding ?Q(¢):
7Q(¢):

if ¢ only contains R() (i.e. has no variable left):
return Ag

elsif ¢ contains something like R(Z,7)AS(Z):
Reduce to 7Q(re(9))

elsif ¢ contains R(y, ) with z isolated:
Reduce to 7Q(ry(¢))

else ¢ is not acyclic !!!

Algorithm 4.1 shows how to proceed to the reductions, and it is easy
to see they are in LiN, i.e. performed in linear time. The next lemma is
a generalisation of this.
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7Q()(S):

if ¢ contains just R():
if RS #0: return True
else return False

elsif ¢ contains something like R(Z,7)AS(T):
RS + {(a,b) € RS |a € S5}
Remove S(X) from ¢
return 7Q(¢)(S)

elsif ¢ contains R(y,z) with x isolated:
RS « {(a)|(a,b) € RS}
Replace R(g,z) by R(7) in ¢
return 7Q(¢)(S)

Algorithm 4.1: Decision of acyclic existential conjunctive queries.

Lemma 19 Let ¢ be an acyclic QFCQ. Then Q(¢) and #Q(¢) there-
fore 79Q(¢) are optimal (ConsTDoLIN, resp. LiN) and xQ(¢) is easy (LoGDoLiN).
Algorithm 4.2 shows how to count and enumerate the solutions
of an acyclic QFCQ), in linear time in the first case, at constant delay
after linear precomputation in the second one. The correctness of both
algorithms is justified by Theorem 11; it is basically the same idea
as in the decision case. The reader, if not familiar with this kind
of “functional-flavoured imperative programming style”, is invited to
consider the execution on a very simple example, this alone should be
enough to make things clear.

In the case of the counting algorithm, we deal with a slightly more
general problem : the sum of weighted solutions. The idea is to asso-
ciate, to every tuple @ belonging to some relation R® a weight noted
w(a) = fg(a), which is initially set to 1. The weight w(a) reflects the
number of “continuations” of a given tuple @ in the relations that were
previously removed. It is easy to see how the storage of this function can
be efficiently implemented: we can implement each relation R as a list
of ordered pairs (a@,w(a)) for @ € RS. This way, we can consider simul-
taneously every tuple @ € R together with its image by w(a) = f5(a).
This is easy to maintain.

In the case of the enumeration algorithm, f§ is now the set of
continuations, but the way things work is the same as for counting.
The main new feature of this algorithm is that, instead of returning
the calculated value, we proceed to enumeration of ordered pairs (m, f),
where each m is a partial model, and f is a function that associates
to some relation symbol R, the value of f§(m') where m’ is the partial
model m projected onto variables that R holds (i.e. the atom holding
R).

Finally, algorithm 4.3 shows the easiness of the Jeth problem. Here
L is the list of respective ranks of desired solutions, that we expect no to
be read until the precomputation is done, then, we want the delay before
the reading of an element of L and the production of the corresponding
solution to be O(log|S|). We chose to ignore silently (in constant time)
ranks that are greater than the count of the query.

In this algorithm, the fr functions correspond to those of counting,
while gr functions correspond to fr functions of enumeration with the
difference that, instead of saving the set of continuations, it saves it
together with a cumulative count.
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#Q(¢)(S):
if ¢ only contains R():
if RS #£0:

- return f5(())

return 0
Isif ¢ contains something like R(Z,5)AS(Z):
i« (@b) = f3(a@,b) x 5 (a)
RS «+ {(a,b) € RS | a € S5}
Remove S(Z) from ¢
return #Q(6)()
Isif ¢ contains R(7,x) with z isolated :
f8 < (@)~ Z(a,b)eRS f5(a,b)
RS « {a|3b(a,b) € RS}
Replace R(y,z) by R(7) in ¢
return #Q(6)(5)

[¢]

[¢)

A)(S):

if ¢ only contains R():
if RS #0:

- vield (), R f3(0))

Isif ¢ contains something like R(Z,y)A\S(Z):
£ @5) ~ (F3(@.5), £5()
R® < {(a,b) € R® |a € S°}
Remove S(Z) from ¢
for (m, f) € Q(¢)(5):

(f(R), f(5)) < f(R)
yield (m, f)

Isif ¢ contains R(y,x) with x isolated :
f8+ (@)~ {(b, f5(a,b)) | (ab) € RS}
RS « {a |3b(a,b) € RS}

Replace R(g,z) by R(7) in ¢
for (m, f) € Q(¢)(5):
for (b, f') € f(R):
f(R) < f'
yield ((m,b), f)

0]

]

® Algorithm 4.2: Count and enumeration for acyclic quantifier-free conjunctive
queries.

Definition 32 (Tetra problem) We call Ter(k) the problem of, given a
hypergraph #, producing the set:

{ECV(H)|Vz € E Ex{z} € H}

In particular, we call Tri = TET(3), which is the triangle problem.

> Lemma 20 Ter(k) =~ Q(Tetra(k)).
Proof. Analog to the one of Example 14. |

» Theorem 12 (QFCQ conditional dichotomies)

Under and only under the complexity hypothesis that for every k& >
3, Ter(k) (resp.?TeT(k), #TET(k), *TET(K)) is not easy (resp. optimal,
tractable), a quantifier-free conjunctive query enumeration (resp. deci-
sion, count, Jeth) problem is easy (resp. optimal, tractable) only if the
hypergraph of the query is acyclic.

As a corollary, (and by previous lemma) under the reasonable hy-
pothesis that deciding ?Ter(k) is not tractable for any k > 3, the following
are equivalent for any QFCQ ¢:
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*Q(¢)(S)(L):
if ¢ only contains R():
if RS #0:
forie L:
if i < f3(0):
yield ((), R — (i,95(0)))

elsif ¢ contains something like R(Z,7)AS(T):
15— @b) = [5(@.b) x £ (@)
g7  (@b) = (97 (@ b), g5 (@), f§ (@)
RS « {(a,b) € RS |a € S5}
Remove S(Z) from ¢
for (m, f) € xQ(¢)(S)(L):
(n, (9r, 95, fs)) « f(R)
£(8) < ((n mod fs), gs)

1) (3] .9n)
yield (m, f)
elsif ¢ contains R(y, z) with x isolated:
i (@) =Yg peps FR(@b)
g}% < (&) = {(b, 9}5%(67 b)a Zac<ab fg(da C)) | (ZL, b) € RS}
RS « {a |3b(a,b) € RS}
Replace R(g,z) by R(7) in ¢
for (m, f) € xQ(¢)(S)(L):
(n,9) < f(R)
Look for (b, gr,w) € g such that w < n with w maximal
f(R) < (n—w,gR)
yield ((m, b), f)

Algorithm 4.3: Jeth for acyclic quantifier-free conjunctive queries.

¢ is acyclic
Q(¢) is optimal/easy /tractable
7Q(¢) is optimal/easy/tractable
#09(¢) is optimal/easy/tractable
*xQ(¢) is easy/tractable
We call easy such a query.
By Theorem 11, Lemma 19, and Lemma 16.

3.2 Existential Conjunctive Queries and Acyclicity-based
Properties

We now introduce acyclicity-based properties allowing to give an analog
of the previous dichotomy theorem but in the more general case of
existential conjunctive queries (ECQ), then to refine this result with
the concern of enumerating in some lexicographical order, and finally
introduce a class we call trivial that is shown to be the only one allowing
enumeration in every lexicographical order, and getting the Jeth element
in constant time (versus logarithmic time in the easy case). As often
as possible, we will give extensions of easiness results to the general
(First-Order) conjunctive queries.

The presented properties are defined once again as three equivalent
statements on hypergraphs: one is simple, used for defining and checking
the property in reasonable time, another one is based on the existence
of some variable elimination order, and is used to show how such a
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property allows for answering certain queries in ConstDoLiN, and the last
is defined as the absence of a certain induced pattern, that would express
something “hard”.

3.2.1 Starring Property

The following is a simple lemma, which allows a much simpler proof of
Bagan’s result [BDGOT].

Lemma 21 (glue) Let H be a hypergraph; if both hypergraphs #[S]
and H~\H[S|U{S} are acyclic, then we can build a join tree of H U H[S]
with a join tree of H[S] as a subtree.

By Theorem 10, we have ¢; and ¢ two join trees resp. of H[S]
and H~H[S] U {S}. Consider the neighbours z; of the vertex labeled S
in t3. Remove the vertex labeled S, we get a forest, and for any i # j,
l(z;) Ni(x;) € S. Each z; can be connected to the vertex labeled i(z;) N S
in t;. We have I(x;) N (I(z;) NS) = I(z;) NS, the join property is therefore
preserved.

Definition 33 (starred hypergraph) We say that a hypergraph # is
starred with respect to S, or S-starred, with S C V (H) if both H and
H U{S} are acyclic.

Example 25 {{z,y,v},{t,u,v},{y, 2z}} is {z,t,v}-starred but not {z,z}-
starred.

Remark 26 With this definition, it should be clear that, if some hyper-
graph H is S-starred, then #[S’] is SN.S’-starred, and that # is S-starred
if and only if 2 (#) is.

We now give an alternative characterisation of the starring property.

Lemma 22 The following statements are equivalent:
Both hypergraphs H and H U {S} are acyclic.
Both hypergraphs #[S] and H~\H[S] U {S} are acyclic.

By Lemma 21, if H[S] and H~\H[S]U{S} are acyclic, then so is
HUH[S]; since r5(H) = r5(HUH[S]), H is then also acyclic. By Lemma 18,
H is acyclic implies that so do H[S]. Since rf(HU{S}) = rf(H~H[S]U{S}),
HU{S} is acyclic iff H\H[S|]U{S} is.

Theorem 13 (S-starred)

The following are equivalent:
Both # and # U {S} are acyclic.
H admits an elimination order that eliminates vertices of V(H)~\S
before those of S.
H is acyclic and H U {S} does not admit the triangle as a minor.
In order to prove equivalence between the first two points,

by Lemma 22, we only need to prove equivalence between:

Both #H[S] and H~\H[S]U{S} are acyclic.

‘H admits an order of elimination of variables that eliminates

vertices of V(#H)~\ S before those of S.
We prove the second point implies the first one. Assume S = {z1,..., 21},
V(H) ={x1,....,zn}, and (z1,...,x,) is an elimination order of . Then it
is easy to check that (x1,...,z,) is an elimination order of H~\H[S] U {S},
and that (z1,...,zx) is an elimination order of H[S].
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The first one implies by previous lemma that we have a join tree of
H U H[S] in which vertices mapping to subsets of S are a subtree. We
show that we can use the tree to get an order of elimination of variables.
We proceed by induction on the size (i.e. |H| =" ., Card(e).) of H.

Assume this is the case for all hypergraphs of size n or less. Take H
of size n+1, S CV(H) such that both #[S] and H~\H[S]U{S} are acyclic.
If V(H) =S, the result is obvious; we assume V (H) # S. If r3(H) # H,
then the induction hypothesis concludes. We assume 1% (H) = H.

By Lemma 21, # U H[S] has a join tree which contains a join tree
of H[S]. Therefore, the join tree of H U#[S] contains a leaf a such that
l(a)\S # (. Since r%(H) = H, the neighbour b of a is not such that i(a) C
1(b). Therefore l(a)\l(b) is not empty. Assuming I(a)\I(b) C S contradicts
the join property. We therefore have a vertex x € I(a)~I(b) that is not
in S. By join property, z is isolated in #. By the induction hypothesis,
we have some elimination order (z1,...,z,) of HN{z}] that eliminates
vertices of V(H[N{z}])~.S before those of S. Therefore (z1,...,z,,z) is the
desired elimination order of H.

Assume H is acyclic. We want to prove equivalence between:

H U{S} is acyclic.

HU{S} does not admit the triangle as a minor.
By Theorem 10, we already know the first implies the second. Assume
H U{S} is not acyclic. We know there must be some S’ such that the
hypergraph H' = r(H U {S}[S']) = r2(H[S]U{S N S'}) is isomorphic to:

either {{1,....k}~{z} |z € {1,....k}} with k > 3,

or Cycle(k) = {{i,i+ 1} |1 <i <k} U{{1,k}} with k£ > 3.
If the edge SN S’ does not belong to H', then H' = rX(H[S']), therefore H
is not acyclic, contradiction. Therefore SN S’ € H’'. Assume H’ is in the
first form. Then (H'~{S N S'})[S] is also in the same® form, with k > 2.
Hence this latter hypergraph is not acyclic, therefore r(#H[S' N .S]) is not
acyclic, so H is not acyclic, contradiction. Then #H’ is a cycle, which
proves that H U {S} admits the triangle as a minor.

Lemma 23 Let ¢ = (z1,..., k) | 3xp11... 320 ¥(21,...,2,) be an existen-
tial conjunctive query, with v its quantifier-free part. If the hypergraph
H(p) U{{z1,...,xx}} is acyclic, then Q(d[{x1,...,zx}]) = Q(d).

We proceed by induction on the number of quantifiers n — k. If

H(o) U {{x1,...,zx}} is acyclic, then, obviously, it is {z1,..., 2} }-starred,
therefore there is an elimination order that eliminates every z; with
i > k before the z; with i < k. In particular, there is some z; that is
isolated in re(H(¢)). By Lemma 14, we have both:

Q(6) = Qre(¢))

Q(re(re(¢)NMzi}])) = Qlre(oNMzi}])) =~ Qo w:}])
We therefore just have to prove that, if z; is isolated in ¢, then Q(¢) =
Q(¢Nz;}]). The right-left reduction is Lemma 13. We prove the reduc-
tion in the other way. We have:

¢ = (21,0, k) | FIThp1...Fv—1 w1 T T (21,0 T0)
—_———
P (L1 s T 15T i 1y T)
We can put ¢’ in the following form:

¢I($17..., (Eifl,l'iJrl,..wl'n) = ’(/J//(!’El,...,.’lfifl,$i+1,...,{En)/\afEiR(,...,.’Ei,...)

9 Take H; = {Ki\{z} |z € K1}. Choose e = Ki~{y} € H1. Consider H, = Hi~{e}[e].
We have H, = {Ki~{y}~{z} |z € Ki~{y}}. If we define K, = K, \{y}, we have
Ho = {Ko~{z} |z € K> }.
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where R is the only relation holding z;, say in jeth position, for a total
of k variables. Therefore, defining:

.RS2 = {(a’la'-'ﬂaj*lva’j‘f’l""’ak) | (a17.'.7ak) € RSl}

proves Q(¢) X Q(¢Nz;}]). Finally, the hypergraph (HU{z1,...,zx})Nz:}]
which is the same as H[N{z;}] U {z1,...,2x} is also acyclic, hence, by
induction hypothesis, Q(¢N=z:}]) = Qo =i H[{z1,...,zx}]).- This last
query is exactly Q(o[{z1,...,zx}]).

Definition 34 (decision hardness hypotheses) We call the triangle hy-
pothesis the complexity hypothesis that checking the presence of a
triangle in a graph with n vertices cannot be done in O(n?). We call the
tetrahedron hypothesis the (non-standard) complexity hypothesis that,
for all k& > 3, 7Q(Tetra(k)) cannot be decided in linear time.

We now define a notion of starred query that is equivalent to Bagan’s
notion of free-connex query, that were defined in a complicated fashion.®

Definition 35 (starred query) We say that an ECQ Q(¢) with F the
set of free variables in ¢ is starred when H(¢) is F-starred.

Theorem 14 (ECQ dichotomy)

Under the triangle and the tetrahedron hypotheses, an ECQ is in
ConstDoLIN if and only if it is starred.
We strongly rely on Theorem 13.

By previous lemma, if ¢ = (z1,...,zx) | Izg41... 320 (21,0, Tp), With
H() {z1,...,x }-starred, then Q(¢) X Q(é[{z1,...,xx}]) € CONSTDOLIN.

A non-acyclic ECQ expresses by Lemma 16 the ?Q(Tetra(k)) problem,
for some k > 3; if k > 3, the tetrahedron hypothesis concludes, else the
triangle hypothesis does.

By Lemma 16 again, an acyclic but non starred ECQ expresses the
query Q ((z,y) 3z | R(z,z)AR(y, z)) which cannot be done in linear time,
by the triangle hypothesis.

3.2.2 Ordering Property

We introduce a notion of ordering, that will be proved equivalent to the
notion of elimination order, but which is more convenient.

Definition 36 (ordered hypergraph) We say that a hypergraph H where
V(H) ={x1,....,xn} is (z1,...,x,)-ordered when H is {x1,..., z) }-starred for
all k € {1,...,n}.

Theorem 15 (ordering)

Let H be a hypergraph where V (H) = {x1,...,2,}. The following state-
ments are equivalent:
H is (z1,..., zn)-ordered, i.e. {x1,..., x}-starred for all ke {1,...,n}.
H admits (z1,...,z,) as a reverse elimination order.
H is acyclic and we can’t find ¢ < j < k such that, in H, z; and z
are neighbours, z; and z; are neighbours, but z; and z; are not, i.e.
such that rf (H[{z;, z;, z}]) = {{zs, &}, {zj, zk}}.

10 Precisely: a query Q(¢) with F the set of free variables in ¢ is free-conner when
H(¢) is F-connex, i.e. admits a join tree ¢ that is F-connex by C-extension, i.e. which
is a join tree of H(¢) UH(¢)[F] where the set of all nodes labeled with edges included
in F form a connex part (a subtree) of ¢.
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If H is not acyclic, all three statements are false. From now
on, we assume # is acyclic. We prove separately the equivalence of the
statement based on the definition with the positive statement, and the
equivalence of the statement based on the definition with the negative
statement.

If # admits (x1,...,z,) as a reverse elimination order, then
it admits an elimination order that removes xyy1,..., z, before z1,..., z
for all K < n. Then, by Theorem 13, it is {x1,..., zx}-starred for every
k <n.

Now assume H is {z1,..., zx }-starred for all k € {1,...,n}, i.e. every HU
{{z1,...,xx}} is acyclic. As a consequence, H[{x1,...,xx+1}] iS {z1,..., 21 }-
starred for all k£ € {1,....,n — 1}.

We prove by induction that for all & < n, H[{z1,..., zx+1}] admits
(z1,...,7;) as an elimination order. If & = 1, the result is obvious. As-
sume this is the case for a given k. The induced hypergraph H' =
H[{x1,..., xk+1}] is {z1,..., z }-starred, therefore, by Theorem 13, it admits
an elimination order that eliminates {xy.1} before {z1,...,z}, that is to
say that eliminates x4 in first place. Since H'Nzk+1}] = H'[{z1,..., 2k }]
admits (z1,...,zx) as an elimination order by induction hypothesis, fi-
nally, by definition of an elimination order, #' admits (z1,...,zx4+1) as an
elimination order, which concludes the proof.

Recall that # is supposed to be acyclic.

We prove that, if H is acyclic but not (z1,..., z,)-ordered, then we can
find i < j < k such that v (H[{z;, z;, zx}]) = {{zi, z}, {zj, 2 }}. Assume
H is not {w1,...,zx}-starred for some k. Then, by Theorem 13, H U
{{z1,...,zx}} contains the triangle as a minor. This means we can find
S C V(H) such that H' = r¥((H U {{z1,...,xx}})[S]) is a chordless cycle.
Take x,, € S, such that m is maximal. In H’, z,, has (exactly) two
neighbours z; and z;, we assume i < j. In H, z; (resp z;) and =z, are
neighbours.!! Assume some edge of H contains z;, z; and z,,. Then so
does some edge of H’, contradiction with the assumption that the cycle
is chordless. Assume some edge of H contains z; and z; but not z,,.
Then H contains a triangle, and is therefore not acyclic, contradiction.
Therefore, z; and z; are not neighbours in H. We have found i < j <k
such that rf (H[{z;, z;, zx}]) = {{zs, zx}, {zj, zu}}.

Now we prove that % cannot be (z1,...,2,)-ordered if we can find
i < j < k such that riH[{z;, z;, zx}] = {{zi, x}, {z;, 21 }}. Assume we
can find ¢ < j < k such that, in H, z; and z;, are neighbours, z,; and
zp, neighbours, but no edge includes all three. In this case, they are
pairwise neighbours in (H U {{z1,...,x;}}), but not included all three in
the same edge, therefore % U {{z1,...,z,}} is not acyclic, hence H is not
{z1,...,x;}-starred, which concludes.

Definition 37 (order hypothesis) We call order hypothesis the state-
ment that the query Q ((z1,x2,x3) | R(x1,z3)AR(22,z3)) cannot be enu-
merated in ConsTDoLIN in the lexicographical order (xq,z2,z3).

Theorem 16 (ordered enumeration dichotomies)
Under the order hypothesis, A QFCQ is in ConstDoLIN for the lexico-
graphical order (z1,...,x,) if and only if it is (z1,..., z,)-ordered.

Under the order hypothesis, the triangle hypothesis, and the tetra-
hedron hypothesis (see Theorem 14), an existential conjunctive query

11 This is because induction and minimization do not affect neighbourhood (except,
of course, for vertices that were lost during induction).
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Q(¢) is in ConsTDoLIN for the lexicographical order (z4,...,x,) if and only
it H(¢) is {z1,..., zn }-starred and H(¢)[{z1,...,zn}] is (21,..., 2, )-ordered.
We rely on Theorem 15.

A QFCQ that is (z1,..., z,)-ordered admits this order as a reverse
elimination order, therefore our enumeration algorithm can be used to
enumerate in the corresponding lexicographical order.

A QFCQ that is not (z1,..., z,)-ordered expresses parsimoniously the
problem of the enumeration in the (x1,z2,z3) lexicographical order of
Q ((x1, 2, x3) | R(x1, 23) AR(z2,23)) which is presumably hard.

The second point is a direct consequence of the first one and of
Theorem 14.

3.3 The Whole Picture

We have defined two classes of existential conjunctive queries: those
which can be decided fast — characterized by their acyclic hypergraph
— and a subset of those that can be enumerated at constant delay —
characterized by their starring property.

We now see a last class which is the most favourable case: the
class of queries that can be enumerated at constant delay in every
lexicographical order, and also those admitting an optimal algorithm
for the Jeth problem. Unfortunately, such queries are equivalent to
tautological queries.

3.3.1 The Trivial Class

We are interested in the class of queries that allow to enumerate optimally
fast in every lexicographical order. We introduce the corresponding
hypergraph notion.

Definition 38 (trivial hypergraph) We say that a hypergraph is trivial
when each connected component is included in an edge.

We characterize this notion in terms of starring property (starred w.r.t.
any set), in terms of ordering property (ordered for any permutation)
and in terms of excluded minor.

Theorem 17 (trivial)

Let H be a hypergraph with V (#) = {z1,...,z,}. The following state-
ments are equivalent:
Each connected component of # is included in an edge (# is trivial).

The hypergraph # is S-starred for any S C V (H).
The hypergraph # is (z(1),..., Zr(n))-ordered for any permutation .
We cannot find three vertices z, y and z such that X (H[{z,y, z}]) =

.y} {y, 21}

Notice that the statement 4 implies trivially that # is acyclic.
It must be therefore be thought as “4 and H is acyclic”.
The equivalence between 2 and 3 is by definition of ordering; the
equivalence between 3 and 4 is a straightforward consequence of Theo-
rem 15; and the equivalence between 4 and 1 is rather obvious.

Definition 39 (trivial query) We call trivial a query equivalent to a
tautological query, i.e. a query in the form Q ((x1 € D1,...,xz, €D,) | T).
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We establish the equivalence, for QFCQ, between being trivial and
having a trivial hypergraph.

Lemma 24 A conjunctive query Q(¢;1) where ¢; = (z1 € Dy,...,zn €
D,)|T cannot express parsimoniously the query Q(¢2) where ¢, =
(z,y,2) | Ra(z,y) ARa(y, 2).

A QFCQ query Q(¢) is trivial iff its hypergraph H(¢) is trivial.

Assume Q(¢1) could express parsimoniously Q(¢2). In this case,
every structure Sy can be reduced in linear time to some structure
Sy, therefore such that |S;| = ©(|Sz|) by linearity of the reduction and
#Q(h1)(S1) = #Q(¢2)(S2) by parsimony of the reduction.

We define a family of structures Sy(i), i € N. Let ¢(i) = [\ﬂj and
r(i) =i —q(i)*. Notice r(i) = (Vi— [Vi])(Vi+ [Vi]) = O(Vi).

R = {(z,1) |z € {1,..,q()}} W {(2,2) |z € {1,..., (i)}
B = {(1,2)] 2 € {Lsq()}} 0 {(2,1))

We have [Sy(i)| = ©(Vi) and #0Q(¢2)(S2(7)) = q(i)? + r(i) = i. In particu-
lar, this is true when ¢ is a prime number. In this case, the only possible
way for #Q(¢1)(81(i)) = [];<, Card (D] D5 )) to be i, is that one Dsl()
exactly has cardinality 4, i.e. |S;(i)| is of size O(i), therefore ©(|S (i )\ %,
contradictory. This proves the first point of the lemma.

Now we prove that a QFCQ query ¢ is trivial iff its hypergraph H(¢)
is trivial. Assume we have a QFCQ ¢ such that H = H(¢) is not trivial.
By Theorem 17, we know we can find z,y, z such that:

re(Hl{z,y,2}]) = {{=z, y}, {y, 2}}
Then Q(¢) expresses parsimoniously a query in the form of Q(¢s). There-
fore, by the first point of the lemma, Q(¢) cannot be equivalent to some
query in the form Q(¢1), therefore Q(¢) cannot be trivial.
Now assume H(¢) is trivial with [ connected components. This means
r5(H(¢)) is in the form {{z1,...,x} },...,{z}, ...z} }}, i.e. has [ pairwise

disjoint edges. That is to say Q(¢) is equivalent to the query:
/\ Ri(2?,....2)
1<5<1 i ( ! ki )
which is the Cartesian product [[,.;; Q((...) | Rj(z,..., xij)) that is equiv-
alent to [[,.,<, Q((z; € D;)|T) which is the tautological query:
(ZZ?1 €Dy,...,x EDZ) ‘ Dl(.rl)/\...Dl(l‘l)

So Q(¢) is trivial, which achieves the proof of the second point of the
lemma.

Assume H = H(¢) is not trivial. Then, by Theorem 17, we can
find z, y and z such that r3(H[{z,v, z}]) = {{z,y},{y,z}}. This implies
Q(¢) = Q((x,y,2) | Ri(z,y)AR2(y, z)). This completes the proof.

Theorem 18 (trivial conjunction)

Let ¢ be a quantifier-free conjunction. Let ¢ = (...) |, i.e. Q(¢) is the
QFCQ having ¢ as conjunction. Under the triangle, tetrahedron, and
order hypotheses, the following statements are equivalent:
Q(¢) is trivial, i.e. equivalent to a tautological query.
Q(¢) can be enumerated in any lexicographical order in CoNSTDoLIN.
Every existential conjunctive query having « as its quantifier-free
part is in CoNsSTDoLIN.
*Q(¢) is in ConstoLIN, under hypothesis xQ((x,y, z) | Ri(z, y)\Ra(y, 2))
is not in CONSToLIN.
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By Theorem 17, Lemma 24, Theorem 14 and Theorem 16,
we have equivalence of the first three points. They are all equiva-
lent to the fact that Q(¢) cannot express parsimoniously the query
O((.y.2) | Rulw, y) ARa(y, 2)).

We prove the first implies this last statement. Assume xQ(¢) €
ConstoLIN and Q(¢) expresses parsimoniously Q((z,y, z) | Ri(z,y)ARz(y, 2)).
Then we contradict the fact that xQ((x,y,z) | Ri(z,y) AR2(y, 2)) is not in
CONSTOLIN.

Assume H(¢) is trivial. Then Q(¢) is equivalent to some tautological
query. Getting the Jeth solution of a tautological query consists in
getting the Jeth element of a Cartesian product:

*Q((xl € Dla“'axn € Dn) | T)[Z] = (Dl[al(z)]7aDn[0n(Z)])
1
with o (1) = \‘Hj>k Card (Dj)J mod Card (D) 1<k<n
We can get the Jeth element of Q(¢) in the same (constant) time.

This can be thought as “a conjunction whose corresponding QFCQ
enumeration can be done easily in any lexicographical order is also
a conjunction for which any ECQ is easy; such a conjunction has no
expressive power at all”. As a corollary, any “interesting” conjunction
can be used to build hard ECQ, and QFCQ that have lexicographical
orders for which the best possible enumeration algorithm relies on the
decision algorithm.

Theorem 19 (trivial query)

Let Q(¢) be an existential conjunctive query whose set of free variables
is z1,...,xn. Q(¢) is trivial if and only if H(¢) is {1,..., 2, }-starred and
o[{z1,...,x,}] is a trivial quantifier-free conjunctive query.
If H(¢) is {z1,...,x,}-starred, then by Theorem 14, Q(¢) =~

Q(¢[{z1,..,zn}]); if this last query is trivial, then Q(¢) is also trivial.

Now assume Q(¢) is trivial. Then it can be enumerated at constant
delay after linear precomputation, therefore it is {z1,..., z, }-starred. By
Theorem 14, Q(¢) is therefore equivalent to Q(¢[{z1,..., z,}]), which is
a trivial QFCQ, which has therefore a trivial hypergraph, therefore
H(P)[{z1,..,zn}] is & trivial hypergraph.

Remark 27 We have seen trivial queries are optimal for all mentioned
problems: decision, counting, enumeration in any lexicographical order
and Jeth in any lexicographical order, while starred ECQ are optimal for
decision, counting, enumeration in some lexicographical order, but are
only easy for the Jeth problem and tractable for the all-lexicographical
order enumeration problem.

3.3.2 The Whole Picture

Now all classes are defined, we can draw the full picture. Before that, a
last lemma.

Lemma 25 An acyclic ECQ is tractable for enumeration in any
lexicographical order.
By reduction to the decision problem (self-reducibility principle)
through Creignou and Hébrard algorithm, see algorithm 2.
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ECQ
~QFCQ. . @ Acyclic
Trivial ® o @ Starred
@ Acyclic @ Starred ® Trivial
Ao (H) A Ao (H) A

H, free vars. F | A, (H) Ao (HU{F})  VE AL(H[F|U{E})

Decision Tract., Opt.

Enumeration Tractable? Easy, Optimal

Enum.V <jex Tractable? Easy, Optimal
Counting Tract.? , Opt.

Jeth Tract.© , Easy = Optimal

a By Lemma 25.
b (Not so reasonable) If counting ones in boolean matrix product can’t be QLN.
¢ (Weaker) If getting the Jeth one in boolean matrix product can’t be QL.

Figure 4.5: The whole picture of ECQ problems complexity.

We could prove enumeration in any lexicographical order can be done
at linear delay (instead of quasi-linear) but it would require a (very
slightly) more complicated proof, that can be found in [Bag09].

We finally have a simple classification (under complexity hypotheses)
of existential conjunctive queries up to equivalence. That is why, on
figure 4.5, the class ~<QFCQ is the set of ECQ that are equivalent
to some QFCQ. On this figure, we can see three classes of growing
tractability.

The largest one is acyclic ECQ, which can be characterised by one of
the following equivalent statements: ECQ whose hypergraph is acyclic,
ECQ that are tractable (or, at choice, easy) for decision, ECQ that are
easy for decision and ECQ that are tractable for enumeration in some
(or, at choice, in all) lexicographical order. This is summed up by the
column “Acyclic” in the figure.

The second class is starred queries, characterised by each of the
following: queries that are both acyclic and in the equivalence class of
some QFCQ, ECQ whose hypergraph is starred w.r.t. the set of free
variables, ECQ that are easy (or, at choice, optimal) for enumeration in
some lexicographical order, ECQ that are tractable (or, at choice, easy
or optimal ) for counting, ECQ that are tractable (or, at choice, easy )
for the Jeth problem. This is summed up by the column “Starred” in
the figure.

Finally, the third class is trivial queries, that are ECQ that are in
the equivalence class of a QFCQ whose hypergraph is trivial. They
can also be characterised, among others, by the following equivalent
properties: ECQ that are easy (or, at choice, optimal) for enumeration
in all lexicographical order, and ECQ that are optimal for the Jeth
problem.
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Now we make some comments on this picture. Distinguishing QFCQ
and ECQ looks relevant for decision, but decision ignores the quantified
aspect. The only difference is that some ECQ that are tractable for
enumeration are not easy. We can merely consider only QFCQ. In that
case, tractable and easy are surprisingly synonyms for every problem.
Easy and optimal also are, which is less surprising, except for the Jeth
problem. This exception together with the problem of enumerating in
any lexicographic order defines a subclass of queries optimal for every
problem, that seriously lacks expressive power, since they are equivalent
to queries of the tautological formula.

In the (pessimistic) case where the two complexity hypotheses (b)
and (c) mentioned in figure 4.5 fail, the picture becomes:

/ @ Acyclic
\
QFCQ  Tractable Count

|
Tractable Jeth
~

® Starred
\
® Trivial

3.3.3 Conjunctive Queries

A natural question is the following: can the classification results obtained
for existential conjunctive queries be generalized to all conjunctive
queries, i.e. for any quantification?

Lemma 26 Let ¢ be an (z1,..., z,)-ordered conjunctive query having
its quantification part of the form Qpzy...Q,z,. Then we have the
equivalence Q(¢[{z1,...,zx-1}]) = Q(¢). In particular ¢[{zy,...,xp_1}] is
trivial if and only if ¢ is.

Remark 28 The following three queries are easy, but the first two have
defects that would make them hard if quantifiers where just 3, and
the third one exhibits a query can be easy even if no elimination order
matches the nesting order of quantifiers.

() |VavVyVz R(z,y) AR(z,y) AR(x, 2) acyclicity defect
(x,2) | Yy R(z,y) AR(z,y) starring defect
() |Vz3yVz R(z, z) AR(y, 2) ordering defect

We can conclude the condition given in the previous statement is suffi-
cient but not necessary. A tighter result would be:

Conjecture
A conjunctive query of hypergraph H and of the form:
(#1500 Zm) | VZ1 01V, Jyn ¢

where ¢ a quantifier-free conjunction belongs to the equivalence class of
H[{z1,..., 2m }] When:

Vk AQ(H [{lenvzmvmlay17"°7xk7yk}] U {xluylv"'axkv Zlyeeey Zm})

Remark 29 This statement regards as easy the first two above counter-
examples. What about the third?
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Abstract 1t is known that the data complexity of a Conjunctive Query
(CQ) is determined only by the way its variables are shared between
atoms, reflected by its hypergraph. In particular, Yannakakis [Yan81,
BFMY83] proved that a CQ is decidable in linear time when it is a-
acyclic, i.e. its hypergraph is a-acyclic; Bagan et al. [BDGO07] even
state:

Any CQ is decidable in linear® time iff it is a-acyclic (under

certain hypotheses).

A natural question is the following: since the complexity of a Negative
Conjunctive Query (NCQ), a conjunctive query where all atoms are
negated, also only depends on its hypergraph, can we find a similar
dichotomy in this case?

To answer this question, we revisit a result of Ordyniak et al. [OPS10]
— that states that satisfiability of a g-acyclic CNF formula is decidable
in polynomial time — by proving that some part of their procedure can
be done in linear time. This implies, under an algorithmic hypothesis ?
that is likely true:

1 We mean a query on a structure S can be decided in time O(|S]).
2 Precisely: one cannot decide whether a graph is triangle-free in time O(n2 log n)
where n is the number of vertices.

89
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Any NCQ is decidable in quasi-linear® time iff it is B-acyclic.
We extend the easiness result to Signed Conjunctive Query (SCQ)
where some atoms are negated. This has great interest since using
some negated atoms is natural in the frameworks of databases and CSP.
Furthermore, it implies straightforwardly the following;:
Any B-acyclic existential first-order query is decidable in quasi-
linear® time.

Introduction

This paper ([BB12a]) gives descriptive complexity results in a finite
model theory framework. According to [Lib04], “Finite model theory
studies the expressive power of logic on finite relational structures”. Here
we emphasize the complexity aspect of expressive power, in relation
with the considered (first-order) logic fragment.

A fragment of great interest is the primitive positive fragment, i.e.
the set of sentences one can build using only atoms — relations between
variables —, the conjunction A and the existential quantifier 3. This
fragment, also known as Conjunctive Queries (CQ), is fundamental in
database theory (see [CM77] for example) and in Constraint Satisfaction
Problems (CSP) (see [DP89]). While general queries (first-order sen-
tences) are PSPACE-complete in terms of combined complexity, conjunc-
tive queries are “only” NP-complete in terms of combined complexity,
or W[1]-Complete ([GSS01]) in terms of parametrized complexity.

An important tractable class of conjunctive queries are the a-acyclic
(or acyclic, for short) conjunctive queries. They are tractable in a very
strong sense: Yannakakis [Yan81] proved that an a-acyclic conjunctive
query ¢ on a relational structure S can be decided in time O(|¢|.|S|); in
particular, it is fixed-parameter linear, i.e. it has linear data complexity.
Bagan et al.([BDGOT7]) even states (partially) that a-acyclicity is a
necessary condition of linear data complexity. Another result giving
relevance to this class is that Gottlob et al. ([GLS01]) proved a-acyclic
CQ to be LOGCFL-complete for combined complexity.

Acyclic CQ [Kol03] have met a great interest essentially because they
are the basis of important tractable classes of queries: they have been
extended to several notions of queries not-too-far from a-acyclicity. In
particular, this notion was extended to bounded treewidth CQ, a notion
of bounded distance from being a tree, leading to classification results,
see [GSS01]; and to the notion of bounded hyper-treewidth CQ [GLS02],
for example. These classes allow polynomial reduction to acyclic CQ.

Nevertheless, in a database context, polynomiality is not a sufficient
notion of tractability: a quadratic dependency on the database size
is often considered intractable. A more reasonable notion would be
quasi-linear time n(logn)®® (see [GS89]), which we take as a definition
of tractability. Notice that, according to this definition of tractability,
tractable CQ are still exactly CQ that have an a-acyclic hypergraph.

One can naturally ask oneself which queries, besides a-acyclic CQ),
are tractable. Notice that there are some obviously tractable queries
that are not in CQ, in particular some sets operations; e.g., the query
Jdxz R(x)A—S(x) that can be interpreted as “is R~\.S non-empty?”. This
example leads to a quite natural question: which extensions of CQ where

3 We mean a query on a structure S can be decided in time O(|S|log |S]).
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some atoms are negated, which we call Signed Conjunctive Queries
(SCQ), are tractable?

In order to answer this question, we investigate a simpler question:
Which queries that are conjunctions of only negated atoms, that we call
Negative Conjunctive Queries (NCQ), are tractable? The advantage of
this simpler case is that we can use the same tool as the known CQ
case: the notion of hypergraph. The hypergraph of a query is quite a
simple object reflecting the way variables are shared between atoms. It
is a widespread intuitive idea that the complexity of a CQ only depends
on its hypergraph, and in fact it is easy to prove this also holds in the
case of NCQ.

One might think that a NCQ can be immediately reduced to a CQ
by complementing the relations. However, computing the complement
is clearly not in FPT, and a fortiori not in quasi-linear time.

We will prove for this case a dichotomy similar to the one known
for CQ: a NCQ is tractable iff it is S-acyclic, which means that its
hypergraph is S-acyclic. We finally extend the easiness result by proving
that g-acyclic SCQ are tractable.

Structure of this Paper This paper is organized as follows:
Section 1 introduces the main definitions and states the results;
Section 2 refines a result from Ordyniak et al. [OPS10] by proving
Davis-Putnam resolution w.r.t. a variable that is a nest point is
done in linear time;
Section 3 proves the easiness result;
Section 4, after introducing some technical points, establishes the
hardness result.

1 Preliminaries and Results

We introduce here the respective statements of the two results with all
necessary definitions.

1.1 Preliminaries

Definition 40 (sentence, structure, query, CQ, NCQ, SCQ)
A signature o is:
a set of relation symbols,
and an arity Ar that associates a number to each symbol R,
denoted Ar (R).
A o-structure S consists in associating a set of Ar(R)-tuples to each of
the relation symbols R of ¢ which is called the interpretation of R in
S, and denoted RS. Some relation symbols of arity 1 may be used in a
particular way, and are then called domain symbols.

An ezistential first-order sentence, or sentence for short, is a usual
existential first-order sentence where each variable has a distinct asso-
ciated domain symbol D;. More formally, a o-sentence has the form
dzy € Dy..3x, € D, ¢ where D; is a domain symbol belonging to o
and ¢ is a usual quantifier-free o’-formula where ¢’ is ¢ without the
D, ..., D,, previously mentioned. In the whole document, ¢ will refer to
the quantifier-free part of ¢.



92 Chapter 5. A Negative Conjunctive Query is Easy iff it is Beta-Acyclic

We call query of a sentence ¢, denoted ?Q(¢), the problem of, given a
structure S, deciding whether ¢ holds in S. Depending on the quantifier-
free formula v, we define classes of queries of interest:

when ¢ = A\, R; (xior"’xim(ai))v 79(¢) € CQ the existential Con-
junctive Queries;
when ¢ = A, _‘Ri(xio»""xim(m))’ ?Q(¢) € NCQ the ezistential
Negative Conjunctive Queries;
when ¢ = A\, oiR; (xio,...,xiAr(Ri))
ing), 7Q(¢) € SCQ the existential Signed Conjunctive Queries;
when ¢ is unrestricted, i.e. written using any connectives (A, V,
—, -, etc.) 7Q(¢) € EQ the existential Queries.
Considering the particular form of the first three classes, we may consider
these formulas as conjunctions of so-called conjuncts, i.e. when 4 is in
the form: ¢ = A, o R; (xio,...,:vl-Ar(Ri)) each C; = o, R; (xio""’xim(ai)) is a
conjunct. When (i) is € (resp. —), we say that C; is a positive (resp.
negative) conjunct.

, where o; is either - or € (noth-

Remark 30 Defining sentences with distinguished domains symbols
attached to variables is a bit unusual. Let us justify it briefly through a
simple example. Consider:

¢1 = Jx13xoTwzTry R(xy, 22) AR(z3, 29) AR(21, 24) AR(23, 24)
¢o = Jx1Ix0TX33 24 R(.Z’l,.’lﬁg)/\R(l‘Q, 3?3)/\R($4,$1)/\R(.’173,ZE4)

The sentences ¢; and ¢, obviously have the same hypergraph (see below)
but 79Q(¢1) is obviously easy (it consists in deciding whether a directed
graph has at least one edge), while 7Q(¢2) is presumably not as easy (it
consists in deciding whether a directed graph has a circuit of size 4).
Using our formalism guarantees that:
the complexity of a CQ (or a NCQ) depends only on its hyper-
graph, and
the easiness results (of a-acyclic CQ and g-acyclic SCQ) still hold
with the usual definition, i.e. when the variables all have the
same domain.

Definition 41 (complexity classes) These definitions are based on the
paper [Gra96], see it for more details. We call QLIN (resp. LiN) the set of
problems decidable in time O(nlogn) (resp. O(n)) on a RAM machine
where n is the size of the input. In particular, sorting is in LN by a
result of [AHU74], and [Gra96].

Remark 31 This definition of QLN looks quite restrictive: n(logn)©®)
would be much more reasonable, as suggested by [GS89]. In fact, all
our results hold in both cases. We chose the restrictive one in order to
put the emphasis on the easiness result.

The main object of our discourse will be how the restriction of the
way variables are shared in a formula allows easy decision. The way
variables are shared can be described by a very simple yet powerful
notion: the hypergraph.

Definition 42 (hypergraph of a query) We call hypergraph H a set of
non-empty sets, called the edges of H. We call V (#) the union of its
edges; the elements of V (H) are called the vertices of H.

We write H(¢) the hypergraph of the sentence ¢ defined as the set
of variables sets appearing in atoms of ¢:
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H(p) = {Vars (A) | A is an atom of ¢}

where Vars (Ri (xil’”"xiAr(R-))) = {miw'“’xim(g)}

Example 32 If we consider the SCQ 7Q(¢) where:
(b =dxi1 €Dy dro€ Dy dx3€ D3y dxy € Dy ’(/J
= Ri(z1,22) NRo(x2, x3) AR3(x1, X2, x3) A~ Ra(x4, x3) AR5 (T4, T4)

then we have H(¢) = {{z1, 22}, {z2, x5}, {x1, x2, 23}, {ws, x4}, {74} }.

In this case, Rj(z1,22) is a positive conjunct. By contrast, Rs(z4, z4)
is an atom but not a conjunct in this formula, while —=R5(x4,z4) is a
negative conjunct.

We will see that the complexity of ?Q(¢) depends only on H(¢$). We now
define the criterion that discerns easy queries from hard queries.

1.2 Acyclicity Notions

We will see that some interesting properties of hypergraphs are several
notions of acyclicity, which are different extensions of the (classical)
graph acyclicity property.

Definition 43 (induced hypergraph, nest point) Let # be a hyper-
graph. We define its induced hypergraph w.r.t. S CV (#), denoted H[S],
as follows:

H[S]={enS|eec H}~{0}

We write H[N\S] as a shorthand for H [V (H)~\S]. In particular, HN{z}] is
the hypergraph obtained by weak vertex removal of z.

We say that z is a nest point of H when for any two distinct edges
e1; and ey containing z, either e; C e or ex C e;. In other words, the set
{e € H |z € e} is linearly ordered w.r.t. set inclusion.

Fagin’s originally defined ([Fag83]) a-acyclicity of a hypergraph
H, here denoted A,(H). We assume the reader is familiar with the
notion of a-acyclicity, that is the most classical notion of acyclicity for
hypergraphs. He also defined $-acyclicity as follows:

Definition 44 (B-acyclicity) We say that a hypergraph H is g-acyclic,
denoted Az(H), if each of its subsets, i.e. every H' C H, is a-acyclic.

This characterisation says that S-acyclicity is the “hereditary” closure
of a-acyclicity.

We give a second characterisation of B-acyclicity. This inductive
characterisation from [Dur08, Dur09], based on a result of [BK80], is
useful for the algorithm we give for 3-acyclic queries (easiness result).

Lemma 27 (B-acyclicity inductive characterisation) A hypergraph

H is B-acyclic iff either it is empty, or such that:

we can find x € V (H) such that z is a nest point of H and

H N{z}] is also p-acyclic.
We say that the ordered list (x,..., z,,) of the vertices of an hypergraph H
is a Reverse Elimination Order (REQ) of H when, for alliin {1,...,n}, z;
is a nest point of H[{z1,...,z;—1}]. By this characterisation, a hypergraph
is B-acyclic iff it has a REO.
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Here is the third characterisation of g-acyclicity. It will be used to
obtain our hardness result. This characterisation uses the notion of
B-cycle defined here.

Definition 45 (B-cycle) A chordless cycle is a graph isomorphic to:
Hri, w1} |1 <i < kU {{zg, 211}

for some k. A S-cycle of a hypergraph H is a subset of some induced
sub-hypergraph of H that is a chordless cycle. More formally, we say
that C is a B-cycle of H when C is a chordless cycle and:

IS CV(H) C CH[S]

Lemma 28 (B-acyclicity as absence of 3-cycles) An hypergraph H
is B-acyclic iff it does not have a S-cycle.

1.3 Statement of the Results

With all these notations, we are now able to state our results:

Theorem 20 (dichotomy)

Under hypothesis that the presence of a triangle in a graph of n vertices
cannot be decided in time O(n?logn), we have:

Vo e NCQ ?7Q(¢) €l & Ag(H(9))

Lemma 36 proves the implication <« (easiness result) and
Lemma 41 proves the implication = (hardness result).

Remark 33 This is to be compared to the positive conjunctive queries
dichotomy contained in [BDGO7]: for any ¢ € CQ such that H(¢) is
4-conformal,* we have:

VpeCQ 7Q(¢) € Lin & Ai(H(9))
under hypothesis we cannot decide the presence of a triangle in a graph
G in time O(|G)).
Notice that this result also holds if we replace LiN by QLIN; in that

case the hypothesis becomes “deciding the presence of a triangle in a
graph is not in QLIN".

Theorem 21 (easiness)
We have:

Vo €eEQ  7Q(¢) €qaliv = As(H(9))
That is to say any S-acyclic existential first-order sentence is decidable
in time O (|S]log|S)).
Let P be a property on hypergraphs. Under the previously mentioned
complexity hypothesis (about the triangle problem), we have:

(Vo € EQ P(H(¢)) =79(¢) € QLIN) & (VH P(H) = Ag(H))
This means: any property of the hypergraph of a query grants it quasi-
linear decision time if and only if this property implies S-acyclicity.
Put ¢ in Disjunctive Normal Form, distribute (existential) quan-

tification over disjunctive clauses which is correct since 3z(A(z)vVB(z)) &
(FzA(z))V(3zB(z)). Each clause is a SCQ whose hypergraph is a subset

4 A hypergraph is said to be k-conformal when every clique of cardinality > k is
contained in an edge.
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of H(¢), each clause is therefore a S-acyclic SCQ; by Lemma 36, it has
a QLIN decision time, therefore so has their disjunction ¢.

Second point is a direct corollary of this easiness result (part <) and
the hardness part of the NCQ dichotomy (part =).

2 Davis-Putnam Resolution w.r.t a Nest Point

This section gives an algorithmic result needed for the easiness result; it
can be independently read for its own, or may be skipped by admitting
it. This part consists in exploiting a particular property of a variable
in a CNF formula to perform efficient Davis-Putnam resolution with
respect to this variable.

2.1 Definition and Properties

Definition 46 (CNF formula—-related) A CNF formula F(z1,...,z,) is
a classic propositional formula on the variables zi,...,z, that is in Con-
junctive Normal Form, i.e. F(z,...,z,) = A\, C; where C; are clauses, i.e.
sub-formulae in the form C; =/ 351) I/ where I} are literals. Literals are
either positive literals — variables taken in {xi,...,2,} — or negative
literals — negated variables —x; where z; € {z1,...,2,}. A formula in
CNF can be thought of as a set of clauses, which are sets of literals.

We say that a clause C holds a variable z when either z € C or -z € C
(or both, but the clause is tautological in this case). The set of variables
held by a clause C is denoted Vars(C) = {«;| z; € C or —~z; € C}. We
write F, the set of clauses of F holding a variable z. We say a variable
x; is a nest point of F(z1,...,x,) (see [OPS10]) when for all C; and Cy in
F,,, either Vars (Cy) C Vars (Cy) or Vars (Cy) C Vars (Cy).

We define the resolvent of F(z1,...,x,) w.r.t. the variable z;:

(C1V 1) € F(21,...,z,) and }

Res (F ey y) = C1VC
GS( ,$1)<3317 ,33) { 1 2 (C2v—|x1)€F(x17~~vxn)

The following results are from [OPS10].

Lemma 29 (resolvent properties) The following propositions hold:
the Davis-Putnam resolution is correct:

Vai,...,x, Res (F,z1) (x1,...,x,) < Jx1 Fyp  (21,...,240)
if 21 is a nest point of a formula F, then:

Res (F,z1) is a subset of {C~\{x1,~x1}|C € Fy, }

Correctness of the resolution is classical [DP60] and easy.

Let z; be a nest point of F. We just have to consider F,,. Since z;
is a nest point of F,,, in F,, we can rename variables as zy, ..., z, by
growing size of the smallest clause containing them. Obviously, z = z1,
and all clauses C are such that Vars (C) = {x1,..., 2} with £ <n. When
the computation is over, we just have to give their original names back
to the variables.

Take any two clauses C;Vz and CyV—z involved in resolvent compu-
tation. We know Vars (Cy) C Vars (C3) or the converse. Assume, w.l.o.g,
Vars (C1) C Vars (C3). If some variable is present with different signs in
Cy and Cs, then the resolvent is tautological. Assume this is not the
case. Therefore C1VCy = Cs.
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ComputeResolvent(S_, Sy ):
Res +
i+ 1514 <1
while i_ < n_ and iy < ny:
if S_[i_] is a prefix of Sy[iy]:
Res < Res U {S4[i4+]}
Increment iy
elsif S;[i4] is a prefix of S_[i_]:
Res < ResU{S_[i_]}
Increment i_
elsif S+ [l+] < S5_ [’Lf] H
Increment 74
elsif Sy [iy] > S_[i_]:
Increment i_

return Res

Algorithm 5.1: Resolvent computation.

2.2 Algorithm and Complexity

Here we prove that the resolution can be done in linear time, which is
our addition to the main result of Ordyniak et al. ([OPS10])

Lemma 30 (resolvent computation) Let F(z,...,z,) be a CNF sen-
tence whose z; is a nest point. We can compute the resolvent of
F(z1,...,x,) w.r.t. z; in time O(|F|).

The main algorithmic point consists in adopting a handy rep-
resentation of the formula. Like in proof of Lemma 29, since z; is a
nest point of F, we can rename variables in F,, by growing size of
the smallest clause containing it, therefore all clauses C are such that
Vars (C) = {z1,...,xz} with k¥ <n. Clauses can therefore be encoded as
words over the alphabet {—, +}. For example, x1V-zoV—z3Vz, is encoded
as + — —+.

Let us consider subsumed clauses, i.e., clauses C such that we can find
C’ such that ¢’ C C. With this encoding, C, encoded be w;, subsumes
Cs, encoded by ws, if and only if w; is a prefix of ws. Getting rid of
subsumed clauses is done by applying the following simple algorithm,
where L is the list of words encoding the set of clauses.
RemovePrefixed(L):

Sort lexicographically L
n<+1
for ¢ from 2 to Card (L):
if L[n] not prefix of L[i]:
L[n + 1] «+ L[4
n<n+1
L[n + 1] < End-Of-List

It is easy to see that this algorithm is correct, i.e. eliminates (in-place)
any word that is prefixed by another. Sorting in lexicographical order,
here denoted <, can be done in linear time using algorithm 3.2 page
80 in [AHU74], see also definition 41. Therefore previous algorithm is
linear.

In order to compute the resolvent of F with respect to z1, we just
need to consider pairs of clauses such that one is in the form +... and
the other in the form —... Let us construct the lexicographically ordered
sub-lists S_ and S of words beginning with —, resp. +, without their
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leading —, resp. +. Two clauses C; and Cy respectively encoded by
words w; and wy have a non-tautological resolvent on z; if and only if
w1 € S_ and wy € Sy (or the converse), and w; is a prefix of wy: in this
case, their “resolvent” is wy itself, i.e. Co~{z1}.

Algorithm 5.1, where S_ (resp. S, ) is represented by a sorted list L;
(resp. Lo) of ny (resp. nz) elements, is a variant of the fusion algorithm
of two sorted lists. It is obviously linear.

In order to prove Algorithm 5.1 is correct, we consider the bipartite
directed graph where a — b means a is a prefix of b, and where words
are represented in growing lexicographical order (from left to right).

St X X X X X X
S_ i in\x

The constraints of this graph are given by the assertions 1-4 given below.
As a preliminary, we let the reader convince himself the following fact
holds: if a word «a is a prefix of a word b, then for all words w and W
such that w < a < W and none is a prefix of another, w < b < W.
The in-degree of the graph is at most one: assuming the contrary
leads to Ju,v € S_ (resp. S;) with u prefix of v.
The graph has no path of length 2: exactly the same proof.
Edges do not cross each other. By symmetry, only two cases have
to be considered: b .
Edges do not cross each other in this fashion: a‘°><'2‘ i.e.
we can’t have ¢~ prefix of a™ and b~ prefix of b+ with a= < b~
and a™ > bT. Assume this is the case. a~ is prefix of a* and
inferior and not prefix of b=. Therefore a™ < b~. Since b~ is a
prefix of b7, b~ < b, therefore a* < b (by the preliminary fact),

contradictory.
+e o T
a

Edges don’t cross each other in this fashion: Z"><'b’ i.e. we
can’t have a~ prefix of ™ and b+ prefix of b~ with a= < b~ and
a™ > bT: essentially the same proof, but using the preliminary
fact twice.
The neighbourhood of a vertex is contiguous, i.e. if a~ is a prefix of
both b* and c¢*, then for all b+ < d* < ¢*, a™ is a prefix of d™.
All these facts together prove that no pair (a,b) where a is a prefix of b
is “forgotten” by the given algorithm, which is therefore correct.

3 Easiness Result

In this section, we prove that one can decide a g-acyclic SCQ with n
variables on a structure S in time O(n|S|log|S|). We prove it a bottom-up
fashion: each step reduces to or generalizes the previous one:
first step uses results of the first section (Davis-Putnam resolvent
computation w.r.t. a nest point in linear time) to decide S-acyclic
NCQ-BoolD fast,
second step generalizes it to S-acyclic SCQ-BoolD, and
third step reduces B-acyclic SCQ to S-acyclic SCQ-BoolD.

For the sake of simplicity, we always assume a sentence is simple in
the following sense: relation symbols all appear once, and in an atom,
each variable appears at most once, and in any order of our convenience.
This is justified by Corollary 22, page 103.
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3.1 NCQ on the Boolean Domain

Here we make use of the results of previous section in order to get the
announced complexity.

Definition 47 (NCQ-BoolD, SCQ-BoolD) We say a NCQ (resp. SCQ)
is over the boolean domain when all its domains are fixed to {0, 1} instead
of being defined with domain symbols; we write it NCQ-BoolD (resp.
SCQ-BoolD).

As an example, if ¢ =3z, € Dy...x, € Dy, ¥(21,...,2,) is & NCQ, then
¢ = Jzr.xy € {0,114 (21,..., 2,) is @ NCQ-BoolD.

The main result of this subsection, Lemma 32, gives an easiness
result for NCQ-BoolD having a -acyclic hypergraph. This result is
obtained using inductively the following lemma jointly with the inductive
characterisation of -acyclicity by nest points.

Lemma 31 (NCQ-BoolD nest point) Let ¢ be a NCQ-BoolD, S a
structure, and x a nest point of H(¢). We can build another NCQ-BoolD
¢’ and another structure &' in time O(|S|) (independent of |¢|) such that
7Q()(S) ©7Q(¢)(S") and H(¢') = H(¢)Na}].

Take ¢ = 3x1...x, € {0, 1} (21, ..., 2,) With:

(@1, Tp) = /i\ﬁRi (Tf(i,1)5- T f (i (i)

The main point of the proof is transforming the assertion S F v into
an equivalent CNF formula, and then applying CNF nest point results.
For all (z1,...,x,) € {0,1}", we have:

S E ¢(x1,...,xn) <~ /\ﬁR;S (xf(i,l)v'”axf(i,n(i)))

A\ A (Tf(i1)se0 Tf(iin(i))) F (A150ee; Qn(i))

% (al,...,an,(i))GRf

Ci(a1,s0n())
Ci(ar,..., an(y) & (Tpi1) # A1)V V(T (i) # On(i))
o= J(al)mf(ivl) V...\/O’(an(i))ff(i,n(i))

where ¢ maps 1 to — and 0 to e. Finally, for all z4, ..., z,, we have the
equivalence:

SEY(x1,.yzpn) & /\ /\ U(al)xf(i,l)\/'-'\/U(an(i))xf(ia"(i))
i (al,...,an(i))eRf

F(Ilﬁ'“wzn)

Clearly, z is a nest point of F(z1,...,z,) (see the note at the end of
previous definition). The transformation (¢, S) — F is done in time O(|S|)
— i.e. linear time® It is rather easy to see that the reverse transformation
(from the propositional formula back to the corresponding NCQ-BoolD)
can be done in linear time.

Lemma 29 states that Res (F, z) is a subset of F, where z was removed,
and that Davis-Putnam resolution is correct:

V21,...,xn Res (F,x) (z1,...,2n) & Tz Fp(x1,..., 25)

Notice that z € {z1,...,z,}. Furthermore, Lemma 30 states that this can
be done in linear time.

5 Not exactly: the variables of the CNF are “bigger” than the 0/1 present in the
structure. Nevertheless, when applying resolution, they will be encoded as signs, i.e.
either 4+ or —. In fact, the CNF form explains correctness but is not an actual step.
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The following algorithm uses previous notations and is justified by
the arguments above.
RemoveNestPoint(¢,z,S):
// W is in the following form: A\, - R; (xf(i,l),...,xf(im(i)))
// Recall that o(1) = -, 0(0) =€
F = Ni Naoosaniyers, 0(00)T5i,1) VeV 0 (n(0) )2 £ (5,n(2))
Replace = R(z1,..., Tp, ) by “R(Z1,...,x,) in ¢
F < Res(F,x)
Rebuild S from F
return (4,S)

This algorithm clearly uses linear time, i.e. O(|S]).

We now state the NCQ easiness result. This lemma is stated and proved
in order to give a simplified view of Lemma 34 below.

Lemma 32 (NCQ-BoolD easiness) A NCQ-BoolD ¢ with n vari-
ables such that #H(¢) is S-acyclic can be decided in time O (n|S]).

The following does it:

NCQ — BoolD(¢)(S):
We know (z1,...,2,) is a REO of ¢.
for ¢ from n to 1:
(¢, S) + RemoveNestPoint(¢,z;,S)
while ¢ contains some negative conjunct ~R():
if RS #(): return False
Remove —R() from ¢

return True

Let us justify its correctness. By previous -acyclicity characterisation,
we know we can apply nest point removing until there is no variable
left.

While nest points are inductively removed, some relations become
of arity 0. The interpretation of these relations R is either empty — in
this case, the assertion —R() is a tautology and can be removed from the
conjunction — or non-empty, i.e. contains only the empty tuple. In this
case, the assertion —R() is a contradiction, and the query should return
“false” to mean this conjunction is not satisfiable (i.e. the sentence is
not satisfied).

Since resolvent computation is done in linear time, each loop turn
takes linear time, which happens n times.

3.2 Easiness Result for SCQ on the Boolean Domain

We now refine previous result, instead of using it. It is barely more
complicated.

Instead of proving easiness of general 3-acyclic NCQ, we directly
treat the case of SCQ. A first reason is that domains will be positive
relations, therefore a NCQ is already a kind of SCQ); treating directly
SCQ avoids treating domains specifically. The other reason is discussed
after the following lemma.

This trick is a (weak) variant of the one presented in [ZH02|, and was
inspired by it. It looks simple but is the key point allowing extension of
the NCQ easiness result to wider classes.



100 Chapter 5. A Negative Conjunctive Query is Easy iff it is Beta-Acyclic

?7SCQ — BoolD(¢)(S):
We know (21,...,2,) is a REO of ¢.
for ¢ from n to 1:
while there is more than one positive conjunct containing x; in ¢:
Take R(y,z,x;) and S(Z,x;) among them
RS « {(a,h.c) € RS | (bc) € 5)
Remove S(z,x;) from ¢

if z; in contained in a positive conjunct R} (7, z):
Build (R} ,)°, (R;)® from (RT)S
Replace R} (7, z;) by RI | (§)A—-R; (7, ;) in ¢
(¢,S) + RemoveNestPoint(¢,z;,S)
(Ra_1)° < (R_)°\(R)®

else
(¢, S) < RemoveNestPoint(,z;,S)

while ¢ contains a negative conjunct = R() (resp. positive R()):
if RS # () (resp. RS =0):
return False

Remove —R() (resp. R()) from ¢

return True
Algorithm 5.2: SCQ-BoolD decision algorithm.

Lemma 33 Let R} be a boolean relation of arity a. We can build
in linear time the boolean relations R}, of arity a — 1 and R of arity a
such that, for all zy,...,z,€{0,1}%:
RE (21,0 m0) & RY (21,0, 1) A= Ry (21,00, 4)
(%1, %a) € Ry = (21,0, Ta—1) € R,
Let:
R | ={(e1,-.,ea_1)|Feqa RI(e1,...;eq)}
Ry = (RS, x {0,1})~ R}

We could transform a SCQ-BoolD into a NCQ-BoolD, at the cost
of an additional n factor, that would affect the complexity of general
SCQ. However, by making a somewhat ad hoc algorithm, we can treat
the SCQ-BoolD case directly and get the expected complexity O(n|S|).

Lemma 34 (SCQ-BoolD easiness) A SCQ-BoolD ¢ with n vari-
ables, and whose hypergraph #(¢) is S-acyclic can be decided in time
O (n|S]).

Notice the statements of the proof of Lemma 32 still hold.
Apply Algorithm 5.2. If several positive conjuncts hold a given nest
point, then we can proceed to filtering as follows: take any two positive
conjuncts. The set of variables hold by one includes the set of variables
held by the other, we can sort them in a lexicographical order such that
the set of shared variables have the strong weight of the lexicographical
order; we can finally proceed to filtering in linear time. g-acyclicity is
preserved, and the REO is maintained by edge removal. In the end,
there is only one positive conjunct holding the nest point.

Now the positive conjunct can be managed with Lemma 33, summed

up in the following, where R/a means the relation R has arity a.
(R:_1 )% /a—1

Lemma 33 obvious,
(RH)S/d e TNRE )Sja -1
(R;)%/a "L (R;)S Ja—1
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We build (R )%, (R;)® from (R])S in linear time. After linear time
resolvent computation, (R;)® has arity a — 1 (the nest point has been
removed) and we can proceed to a simplification in linear time justified
by the equivalence:

(R;_l)s(.’]&‘h...,l‘a,1)/\ﬁ(R;)$(.’E1,...,wafl)
< ((R;L—l)s\(R;)S)(xl,“')ma—l)

Since resolvent computation is done in linear time, each loop turn takes
linear time, which happens n times.

3.3 Final Easiness Result

Here is the last (technical) result on hypergraphs we need.

Lemma 35 Let Hi, x € V(H1), y ¢ V(H1) and:
Ho ={eU{z,y}|eU{z} e Hi}U{ee Hi|x ¢ e}

This means Hs is the same hypergraph as H; except that every edge
holding z also holds .

We have: (as,...,an,x,b1,...,b,) is a REO of H; if and only if both
(@1yeees Qs T, Yy b1y, b)) @D (aq, ..., @, Y, 2, b1,..., by,) are REOs of Hy. In
particular, Ag(H1) & Ag(Ha).

Easy considering the inductive definition of B-acyclicity (defini-
tion 27).

Lemma 36 (SCQ easiness) A SCQ ¢ with n variables, and whose
hypergraph H(¢) is S-acyclic can be decided in time O (n|S|log |S]).

We transform a S-acyclic SCQ with n variables into a 3-acyclic
SCQ-BoolD having nlog|S| variables. Let ¢ be a S-acyclic SCQ admit-
ting (z1,...,2z,) as a REO. Finding this elimination order takes a time
that only depends on ¢.

We assume domains are reasonably encoded: we suppose there is
a constant k such that, for any domain D;, [log, max; (Df)] < klog|S|.
This assumption is reasonable: we always can sort (in linear time) the
union of the domains and associate each element with its number in this
order. Then we can re-encode (in-place) the whole structure in time
O(|S]log |S]) by, for each occurring element, looking for its number, and
replacing it by its number. Each element has therefore a size O (log|S|).
Let s; = [log, max (D¥;)]. By the previous point, s; = O (log|S|). We
define:
¢ =3r€{1,....,2° }.. 3z, €{1,...,2°" } D1(z1)Ae. ADyy(2) A
We have
H(¢) =H(o) U {{zi}|zi €V (H(9)}
therefore H(¢') is B-acyclic by previous lemma.
Now we can transform ¢’ into a SCQ-BoolD:

"= (a1, 2t 2in) €{0,1355 Dy (2], 25 ) A AD (2 S ) A
with ¢’ the same as ¥ with every R(z,,zp,...) replaced by:

ar g s

¢" is a SCQ-BoolD, also s-acyclic due to Lemma 35.
Moreover, (x1,...,27',...,zL ... 257) is a REO of H(¢"). Noting that

the number of variables X7 ;s; = O(nlog|S|) and applying Lemma 34
concludes.

Rzl ..,xde ap, ., z30,...)
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4 Hardness Result

We introduce a basic notion of reduction together with a trivial lemma
that will be useful to prove Corollary 22, and makes simple the proof of
the hardness result.

Definition 48 (linear reduction <) We say a problem P; reduces lin-
early to a problem P,, denoted P, < P,, when we can find f € Liv such
that, given an algorithm As deciding P, As o f decides P; that is to say
the following algorithm decides P;:
P (Ih):

I+ f(h)

return 7P (15)
We also say P, expresses P,. When P; both reduces linearly to and
expresses linearly P,, we say P; and P are equivalent, denoted P; ~ Ps.

The following lemma is obvious:

Lemma 37 (linear reduction properties) Linear reduction is tran-
sitive, i.e. if P, < P, and P, < P3, then P; < P3; and QLN is closed by
linear reduction, i.e. if P, < P, and P, € QLIN then P; € QLIN.

4.1 A Technical Point

In order to prove our hardness result on NCQ, we need to introduce a
normalized form of NCQ); it is used to show that the complexity of a
NCQ is exactly determined by its hypergraph.

Definition 49 (simple, sorted, normalized NCQ) One says that a NCQ
¢ = 3x1 € D1...3x, € D, ¢ is simple if each relation symbol occurs only
once in 1. ¢ is sorted if the tuple of variables of each atom of ) occurs
in increasing order of subscripts with no repetition, i.e. every atom of 1
is in the form R(x;,,..., ;) Where i1 <... <.

A NCQ is normalized if it is both simple and sorted.

The following lemma is obvious:

Lemma 38 Let ¢1, ¢2 be two normalized NCQ with the same sig-
nature and H(¢1) = H(p2). Then ¢ and ¢» are identical up to relation
symbols permutation. In particular ?7Q(¢;) ~?Q(¢2).

Lemma 39 Any NCQ ¢ is equivalent to some normalized NCQ ¢”
with (@) = H(¢"), Le. 7Q(6) ~7Q(e").

Here we give the only non-trivial point of the proof,
in an easy to generalize example. Let ¢; = 321 € Di3xs € DyTasg €
D3 —Ri(x1,x2) A= Ra(x2,23) and ¢, built by replacing both R; and Rs by
the same symbol R in ¢;. We prove 7Q(¢1) <?7Q(¢p2). We define, for
ie{1,2,3}, D% = D' x {i} and:

R82 = {((al’ 1)7 (a27 2)) | (alv a2) € Rfl }

U {((G'?v 2)7 (a?n 3)) | (a27 a3) € Rgl }
The key point is that RS2 is a disjoint union of relations correspond-
ing to relations RS' and R5; further, the tuples originating from R$!

(resp. R3') are identified by their specific form ((a1,1),(ag,2)) (resp.
((G‘Q? 2)7 (a37 3)))
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Corollary 22 (hypergraph as only relevant aspect)
For all NCQ ¢; and ¢2, we have:

H(p1) = H(p2) = 7Q(¢1) ~7Q(e2)

Obvious corollary of Lemma 38 and Lemma 39.

4.2 Hardness Result

Lemma 40 Let ¢ be a NCQ, and z a variable appearing in ¢. Let ¢’
be the query obtained by removing every occurrence of z in ¢, that is
to say removing the 3z € D,, and removing = in atoms where it occurs.
Then ?9Q(¢) expresses linearly 79Q(¢’).

By virtue of Corollary 22, we can assume that every relation
appears once in ¢, with associated variables in order. For simplicity,
the variable z is therefore assumed the minimal element for the order.
To define the reduction, we will just define how a given relation R is
transposed between S; and S,. If z does not appear in the corresponding
atom, there is no difference i.e. RS> = RS,

In the other case, R appears as R(z,Zq(1),-- Tq(k)) iD ¢, With a :
{1,...k} = {1,..n}. R appears as R(zq(1),...,Tqk)) in ¢'. From now,
completing the reduction is easy: define RS2 = {(1,s1,..., sg)| (s1,..., 5x) €
RS} and D32 = {1}.

Corollary 23 (induced query)

Let ¢ € NCQ. For every ¢’ such that H(¢') = H(#)[S] for some S, we
have 7Q(¢) =79(¢’).

For every x € V (H(¢))~\S, apply Lemma 40, together with tran-
sitivity (Lemma 37). We have proved that ?7Q(¢) expresses some ?7Q(¢’),
such that H(¢') = H(#)[S]; apply Corollary 22 to prove equivalence of
this last query with all queries having the same hypergraph; transitivity
concludes.

Lemma 41 (hardness result) Under hypothesis that the problem of
deciding the presence of a triangle in a graph on n vertices cannot be
decided in O(n?logn):

Vo € NCQ 7Q(¢) € QLN = Ag(H(9))
For the sake of contradiction, assume that, for some ¢, we have
79(¢) € QLN and ~Ag(H(4)). This implies we can find S C V(H) and

h C H(¢) such that h[S] is a chordless cycle. Then, by Corollary 23 and
Corollary 22, 7Q(¢) expresses the following query of signature o:

P:7Q<E|£L'1 €Dy.. 3z €Dy ﬁRk(xk,xl)/\ /\ _‘Ri(xi,xi+1)>
1<i<k

that, by Lemma 37, is also in QLIN.
Now, let us associate to any graph G = (V, E) with Card (V) =n a
o-structure defined as follows. For each R; with i > 3, set:

RY = {(i,j) e V?| i #j}
For each R; with ¢ < 3, set:
RY = {(i,j) e V| (i,j) ¢ E}

Set D = V. We have |S| = O(n?). If this query is in QLIN, we can decide
the presence of a triangle in G in time O(|S|log|S|) = O(n?logn).
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Concluding Remark

B-acyclic existential first-order queries have many qualities, they only
lack one thing: to include a-acyclic CQ. This is to be addressed in a
future paper.
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Dichotomies pour les requétes
conjonctives signées.

En logique, rien n’est accidentel : quand la chose se présente dans
un état de choses, c’est que la possibilité de 1’état de choses doit
déja étre préjugée dans la chose.

Ludwig Wittgenstein — Tractatus logico-philosophicus §2.012

Résumé On sait qu’une requéte conjonctive est décidable en temps
linéaire si et seulement si son hypergraphe H est a—acyclique. On sait
aussi qu’'une requéte conjonctive est énumérable a délai constant apres
un précalcul en temps linéaire si et seulement si son hypergraphe H et
I’hypergraphe # U {L} ou L est I’ensemble de ses variables libres sont
tous deux a—acycliques.

Si on considére des requétes conjonctives signées, il faut distinguer
I’hypergraphe H de la partie positive de la conjonction et I’hypergraphe
‘H_ de la partie négative de la conjonction. On a donc besoin d’une notion
d’acyclicité pour les hypergraphes ou cohabitent deux types différents
d’arétes. C’est ce que 1’on propose dans une premiere section.

On donne donc pour ces hypergraphes dit bicolores une triple ca-
ractérisation d’une notion d’acyclicité qui généralise simultanément la
double caractérisation des hypergraphes « simples » a—acycliques, ainsi
que la triple caractérisation des hypergraphes S—acycliques.

Gréce a ce résultat, nous prouvons dans une seconde section des
dichotomies pour les requétes conjonctives signées qui généralisent celles
des requétes conjonctives et de leurs cousines négatives.

1 Acyclicité des hypergraphes . . .. ... ... .. ...... 106
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1.2 Des hypergraphes bicolores . . ... ... ... .... 107
1.3 Un hypergraphe bicolore acyclique a des feuilles. . . 110
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1 Acyclicité des hypergraphes

On définit une notion d’acyclicité pour des hypergraphes a deux cou-
leurs, c’est—a—dire ol on distingue deux sortes d’arétes, que I'on appelle
respectivement rouges et noires. Cette notion se réduit a I’a—acyclicité
quand toutes les arétes sont rouges, et a la S—acyclicité quand elles
sont toutes noires. Entre les deux, on se retrouve dans une situation
intermédiaire : si 'hypergraphe est S—acyclique lorsqu’on ignore les
couleurs, alors ’hypergraphe bicolore est acyclique; si 'hypergraphe
bicolore est acyclique, alors I'’hypergraphe est a—acyclique lorsqu’on
ignore les couleurs.

On prouve une triple caractérisation de cette notion d’acyclicité, qui
admet pour cas particuliers la double caractérisation de I’a—acyclicité
et la triple caractérisation de la S—acyclicité. Le point techniquement
difficile consiste a généraliser le résultat de Andries E. Brouwer et Antoon
W.J. Kolen [BK80] qui établit qu'un hypergraphe f—acyclique a un point
d’imbrication (« nest point » dans leur article). On généralise le résultat
en prouvant qu’un hypergraphe bicolore acyclique contient un « point
d’imbrication généralisé ». Pour ce, on adapte assez lourdement leur
preuve.

1.1 Rappels

Définition 50 (hypergraphe) On appelle hypergraphe H un ensemble
d’ensembles non vides, appelés arétes. On définit la taille d’'un hyper-
graphe |H| comme la somme des cardinalités de ses arétes. On défi-
nit 'ensemble des sommets de H ainsi : V (H) = J,cy e- On note H[S]
I’hypergraphe induit de H sur S, H{x) le support du sommet x dans H,
et M (H) U’hypergraphe minimisé de H, définis ainsi :
H[S]={enS|ee H} {0}
H({z)={ecH|ze€e}
M(H)={ecH|BfeHeC [}

On utilisera la notation H[\S] comme raccourci pour H[V (H)\.S].

On dit d’un hypergraphe H qu’il est acyclique, noté A, (H), lorsqu’il
est a—acyclique.

Un sommet isolé d’un hypergraphe H est un sommet z € V (H) tel
que Card (H(z)) = 1. On définit 'ensemble des feuilles d’un hypergraphe
(plus précisément : a-feuilles) H, noté L(H), comme ’ensemble des
sommets isolés de M (H).

Définition 51 (Tetra, Cycle) On définit :
Cycle(k) ={{i,i + 1} |1 <i < k}U{{1,k}}
Tetra(k) ={{1,...,k}~{z} |z € {1,....k}}
En particulier, Tetra(3) = {{1, 2}, {2,3},{3,1}} = Cycle(3).

On rappelle la triple équivalence proposée au chapitre 4, théoreme 11.

Théoréme 24 (caractérisations de I'acyclicité o)

Soit H un hypergraphe. Les propositions suivantes sont équivalentes :
H est acyclique, c’est-a-dire conforme est sans cycle.
On ne peut pas trouver S C V (H) tel que M (#[S]) soit (au choix) :
ou bien isomorphe & Cycle(Card (S)) avec Card (S) > 3,
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ou bien isomorphe a Tetra(Card (5)) avec Card (S) > 4.
Ou bien H est vide, ou bien H possede une feuille z et pour toute
feuille z, H\{z}] est acyclique.
La caractérisation 1 rameéne a la définition, la 2 est une caractérisation
par exclusion d’une certaine forme de cycles, la 3 est une définition
inductive par retrait de feuilles.

On peut tirer de ce théoréme les faits suivants, présentés ici comme
des corollaires.

Lemme 42 Soit H un hypergraphe et S CV(#). On a :
Au(H) & A(M(H))
Aa(H) = Aa(H[S])

Définition 52 (ordre d’élimination) Soit H# un hypergraphe tel que
V(H) ={z1,....,zn}. On dit que H admet 'ordre d’élimination alpha
inverse (OEla) (x1,...,x,) si et seulement si :
le sommet x, est une (a-)feuille de H, c’est—a—dire z,, € L(H) et
HN{z,}] admet 'ordre d’élimination (alpha) inverse (z1,...,2,—1).

1.2 Des hypergraphes bicolores

Définition 53 (hypergraphe bicolore) On appelle hypergraphe a deux
couleurs (ou encore bicolore) le couple H = (z’;‘) ou H; et Hy sont des
hypergraphes, avec V (Ha) C V (H1). H1 est 'ensemble des arétes dites
rouges de H, Hy est I’ensemble des arétes dites noires de H, et Hi UH, !
est I’ensemble des arétes de H.

On définit la taille de (}72), notée |(32)| comme [#;]+|Ha|. On étend

Hi
les notations définies pour les hypergraphes ainsi :
V(E) = V(M) UV (Ha) =V (Ha)
2 2 S
Ge)sl = Gels))

()@ = ()
2 _ ({eeHa|Bf€EH1eC [}
MG = ({eeHlﬂfe?tlecf}>

A(Z) & VhCHy Aa(HiUD)

On dit que le sommet z est un point d’imbrication d’un hypergraphe
bicolore (zf) quand on a :

Ve, f € Hi{z) UHa(z) eC fV fCe

c’est-a-dire que 'ensemble des arétes portant x dans H est totalement
ordonné pour 'inclusion. On définit ’ensemble des feuilles d’un hyper-
graphe bicolore H, noté L(H), comme ’ensemble des points d’imbrication
de son hypergraphe minimisé M (#).

Remarque 34 (extension de I’acyclicité) Ces définitions étendent bien
les notions d’alpha et de béta—acyclicité.

L’opération de minimisation M (suppression des arétes incluses)
avait pour principale caractéristique de ne pas affecter ’acyclicité d’un
hypergraphe H i.e. Ay(H) < An(M(H)). Son extension aux hypergraphes
bicolores préserve cette caractéristique, comme on le verra au lemme 43.

1 Cette union n’est pas nécessairement disjointe, ce qui explique I'utilisation de
C dans la définition de M ci—dessous.



108 Chapitre 6. Dichotomies pour les requétes conjonctives signées.
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Figure 6.1 : Le support d’une feuille généralisée x. Autant la partie supé-
rieure (e1,..., €,) que la partie inférieure (tout le reste) est optionnelle.

Par ailleurs, elle I’étend dans le sens o, si on note (Z;) = M(?) on a

Hi =M (Hq).
La notion d’acyclicité définie est bien intermédiaire entre 1’alpha et
la béta—acyclicité :

As(H1 UHs) & A(T0072) = A(%2) = A(

La notion de feuille généralise a la fois les notions d’a—feuille et de
p—feuille (ou : point d’imbrication [BK80]). En effet, une feuille = est un
sommet dont le support H({z) a la forme donnée figure 6.1. Il est facile
de voir que si toutes les arétes sont rouges, cela signifie que le support
de z a une aréte qui inclut toutes les autres, et que, par conséquent,
notre sommet z est isolé dans M (#H), ce qui est la définition méme d’une
a—feuille. Par ailleurs, si toutes les arétes sont noires, cela signifie que
le support du sommet x est une chaine pour l'inclusion, ce qui est la
définition d’un point d’imbrication, de fait la définition d’une S—feuille.

De plus, il est clair que cette configuration est maintenue quand on
retire des arétes noires, donc une feuille de (Zf) est une feuille de (7_]21)
pour tout A C Hz. On peut aussi noter qu’'une feuille de (Hﬁjh) est aussi
une feuille de (H 2,)- En conséquence de ces deux points, une feuille de

(Zz) est une a-feuille de H; U h pour tout h C Ha.

7—[1U7-L2) & AQ(H1 @] 7‘[2)

On généralise le lemme 42.

Lemme 43 Soit H un hypergraphe bicolore. On a :
AH) <=  AM(H))
VSCV(H) AH) = AH[S)

Soit (7t ) M (% ). On a:
A(lZ) & VhCHy A o(H1 UR) (définition)
& YhCHa Ao(M (H1Uh)) (lemme 42)
& VhCH, Ao(M(H]UR)) (égalité 1)
& VhCH, Ay (Hy UR) (lemme 42)
& A(M(zf)) (définition)
Soit S C V(;flf) Ona:
A(Z) & VhCHy Aa(HiUD) (définition)
= VhCHs An((H1 UR)[S]) (lemme 42)
< VR CHo[S] Ax(H1[S]UR) (égalité 2)
& A(G2)18)) (définition)
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Les égalités référencées (1) et (2) sont les suivantes :
MM (M) UR) [hC Hy} = {M(Hy UR) [ h C Ha) 1)
{(Ha[STUR) |h C Ha[S]} = {(H1 UA)[S] [ S Ha} (2)

On laisse le lecteur se convaincre de leur validité.

Théoréme 25 (résultat principal)

Soit H un hypergraphe bicolore. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

H est acyclique.

On ne peut trouver un ensemble de sommets S, avec Card (S) > 3 tel

que, en posant (Z%) =M (H[9]) :

ou bien M/ est isomorphe & Tetra(Card (.5)),
ou bien on peut trouver h € H), tel que h UH] est isomorphe a
Cycle(Card (5)).

Soit H est vide, soit H possede une feuille = et H\{z}] est acyclique.

Si —(2), alors on peut trouver S tel que
M (H[S]) n’est pas acyclique; le lemme 43 conclut.

Considérons un hypergraphe bicolore non
acyclique (Zf) Prenons S tel que (Zf) [S] n’est pas acyclique, on suppose
S minimal. Il existe un certain h C Hs[S] tel que H' = H1[S] U h ne soit
pas acyclique, on suppose h minimal. De par la caractérisation (2) du
théoreme 24, on sait qu’il existe S’ tel que M (H'[S’]) est ou bien un cycle,
ou bien une clique non conforme (détails juste apres). Dans les deux cas,
la minimalité de S nous impose S = S’. Si M (H’) est un cycle, c’est—a—
dire un hypergraphe isomorphe & {{x;,z;41}| 1 <i <n}U{z1,2,} avec
n > 3, alors le résultat est prouvé.

Sinon, M (H’) est isomorphe a {S~{z}|z € S}. Si h est vide, le
résultat est prouvé. Sinon, prenons e € h. Si 'aréte e n’est pas de la
forme S\ {z}, alors M (H[S]Uh) = M (H;1[S] U (h~{e})), contredisant la
minimalité de h. Si e est aussi présente dans H1[S], on a encore la méme
contradiction. Par conséquent, M (H[S] U (h~{e})) [Nz}] est de la forme
{8'~{y} |y e S} avec " = S~{z}, ce qui contredit la minimalité de S.

Supposons que (Z?) N z}] est acyclique. Alors
chacun des hypergraphes (H; U h)N{z}] est acyclique. Supposons de plus
que z est une feuille de (Zf) Alors cette feuille est une feuille de chacun
des H, Uh pour h C H,, voir la remarque 34. De par ces deux faits, le
théoreme 24 nous dit que chacun des H; Uh pour h C H, est acyclique,
ce que 'on voulait.

Le lemme 43 nous dit que l'acyclicité est
stable par induction, il ne « reste qu’a » montrer qu’un hypergraphe
bicolore acyclique a des feuilles. C’est le résultat le plus dur, et I’objet
du théoreme 27. Se reporter a la sous—section suivante.

Remarque 35 (test d’acyclicité) La troisieme caractérisation du théo-
reme 25 nous donne un algorithme polynomial pour tester ’acyclicité
des hypergraphes bicolores. Pour espérer trouver un algorithme linéaire,
il faudrait proposer un algorithme linéaire pour tester la S—acyclicité,
puis généraliser simultanément celui-ci et I'algorithme linéaire de Tarjan
et Yannakakis [TY84, TYS85], qu'il s’agirait déja de comprendre.

Définition 54 (ordre d’élimination) Soit (Zf) un hypergraphe bicolore
avec V(3?) = {z1,..,z,}. On dit que (}*) admet 'ordre d’élimination
inverse (OEI) (x1,...,x,) si et seulement si :
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le sommet xz, est une feuille de (Zflf), c’est—a—dire x, € L(H),
et (}*)N{zn}] admet I'ordre d’élimination inverse (21,...,251).

Le lemme suivant généralise le lemme 13 sans s’appuyer sur lui : la preuve
en est non constructive, cette fois, mais est nettement plus concise.

Lemme 44 (ordre d’élimination) Un hypergraphe bicolore est acy-
clique si et seulement si il admet un ordre d’élimination inverse. Plus
généralement, un OEI d’un hypergraphe bicolore acyclique (zf) est un
OEI (un ordre d’élimination inverse «, plus exactement) de chacun des
hypergraphes simples H; U h pour h C Ho.

Soit (qu{{ﬁf'"””}}) un hypergraphe bicolore. S’il est acyclique, alors
il admet un ordre d’élimination inverse de la forme (z1,..., Zn, Y1, Ym)-

Le premier point est immédiat de par la caractérisa-
tion inductive du théoreme 25.

On prouve par récurrence totale qu’aucune aréte (sauf 'aréte com-
pléte qui contient tous les sommets) ne saurait inclure toutes les feuilles
d’un hypergraphe bicolore acyclique. On suppose que c’est le cas pour
tout (Zf) de taille inférieure a n, et on considére (zf) un hypergraphe
bicolore acyclique de taille n + 1. Si une aréte contient tous les sommets,
on peut la retirer sans changer ni I’'acyclicité ni les feuilles et la récur-
rence conclut. On suppose donc le contraire. De méme, si M(zf) £ (Ef),
la récurrence conclut également ; désormais M(zf) = (zf)

Supposons qu’une aréte e € Hs, que l'on suppose maximale pour
I’inclusion, contienne toutes les feuilles. Soit z une feuille. Ce sommet
n’a pas d’autres voisins que les sommets de e, sinon ou bien e serait
incluse dans une autre aréte, contredisant sa maximalité, ou alors x
appartiendrait a deux arétes incomparables et ne serait donc pas une
feuille. Conséquemment, (zf) N=z}] a uniquement des feuilles dans ex{z}.

Par récurrence, e~ {z} contient donc tous les sommets de cet hyper-

graphe induit, e contient donc tous les sommets de (;"_ff), contradiction.

Corollaire 26 (généralisation du théoréme 13)

Pour tout hypergraphe bicolore acyclique, on peut choisir une aréte e et
trouver un ordre d’élimination qui élimine tous les sommets hors de e
avant d’éliminer les sommets de (dans) l'aréte e.

Il s’ensuit qu'un hypergraphe bicolore H = (Zf) admet un ordre
d’élimination qui élimine les sommets hors d’un ensemble S donné avant
ceux dans S si et seulement si (Hﬁfs 1) est acyclique.

1.3 Un hypergraphe bicolore acyclique a des feuilles.

Nous prouvons ici une généralisation du résultat fondamental de Andries
Brouwer et Antoon J. Kolen [BK80], qui stipule qu’un hypergraphe 3-
acyclique, c’est—a—dire dont tous les sous—ensembles sont a—acycliques,
a des points d’imbrication.

Nous suivons essentiellement la méme preuve. Leur preuve consiste
a prouver par récurrence non pas l’existence d’un point d’imbrication,
mais de deux (si on suppose qu’il y a au moins deux sommets). Ce
renforcement de 'hypothése de récurrence est un élément clef.

Lemme 45 Soit H un hypergraphe bicolore, et z une de ses feuilles.
H est acyclique si et seulement si H[N{z}] 'est.
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Le sens « si » est 'implication 3 = 1 (qui a déja été
prouvée...) du résultat principal, le théoréeme 25. Le sens « seulement
si » est un cas particulier du lemme 43.

Théoréme 27 (feuilles)

Un hypergraphe bicolore acyclique non vide a des feuilles.

Il est clair qu’un hypergraphe bicolore a un seul som-
met a une feuille : son unique sommet. Nous allons montrer, par récur-
rence, que tout hypergraphe bicolore acyclique a au moins deux sommets
posseéde deux feuilles. Vérifier qu un hypergraphe a deux sommets admet
bien ses sommets comme feuilles est anecdotique.

Supposons que tout hypergraphe bicolore acyclique, a au moins
deux sommets, et de taille au plus n admet au moins deux feuilles.
Considérons H = (zj) un hypergraphe bicolore acyclique & au moins
trois sommets et de taille n + 1.

On va maintenant exclure des cas pour lesquels il est facile d’appli-
quer ’hypothese de récurrence; ce faisant, on normalise I’hypergraphe
bicolore sur trois plans. Premiérement, si M (H) # H, I’hypothése de
récurrence appliquée a I’hypergraphe bicolore acyclique M (H) de taille
strictement plus petite que celle de H établit le résultat pour H. On
suppose donc désormais que M (H) = H, c’est—a—dire que les arétes de
‘H; sont minimales pour l'inclusion parmi les arétes de H; U H,; les
feuilles de H seront alors exactement ses points d’imbrication. Deuxiéme-
ment, si deux sommets z et y sont indistinguables dans H, c¢’est—a—dire
H{z) = H{y), 'hypothese de récurrence appliquée a ’hypergraphe bi-
colore acyclique H[N{z}], de taille strictement plus petite que celle de
H, établit le résultat pour H. On suppose donc désormais que tous les
sommets sont distinguables dans #H. Troisiemement, si on peut trouver
deux arétes incomparables (pour l'inclusion) e et f, et une aréte g € Ha
telleque g Cenf, H = (Hz,jg}) a les mémes feuilles que H :

Puisque f et g sont présentes, aucune aréte rouge de H (donc
de H1) ne les inclut. Il s’ensuit que, pour tout u € g, u n’est une
feuille ni de H ni de H'.
Pour v ¢ g, H{u) = H'(u), donc u est une feuille de H si et
seulement si u est une feuille de H’.
De plus, H' est trivialement acyclique ; la récurrence s’applique alors :
H' a deux feuilles qui sont des feuilles de H. On suppose donc qu’on ne
trouve aucune aréte noire (dans Hs) incluse dans une intersection stricte,
c’est—a—dire une intersection d’arétes incomparables pour I'inclusion.

On va maintenant établir que I'hypergraphe bicolore H a deux
feuilles — ou, de maniére équivalente, deux points d’imbrication (puisque
M (H) = H, les feuilles de H sont exactement ses points d’imbrication).
C’est une preuve par I’absurde décomposée en deux parties :

On va d’abord d’abord envisager que H n’ait aucun point d’imbrica-

tion, une contradiction s’ensuivra.

On va ensuite supposer que le point d’imbrication est unique, ce qui

amenera encore une contradiction.

En conséquence de ces deux faits, H a au moins deux points d’imbrica-
tion.

Supposons que H = (zf) n’ait aucun point d’im-
brication. Puisque H; U H> est acyclique, on peut trouver un sommet z
tel que H(z) a une aréte maximale pour l'inclusion (qui inclut toutes

les autres) qu’on notera e,. Si e, € Hi, alors z est une feuille de (gf),
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contradiction ; e, est donc une aréte noire (i.e. appartient a Hs). A U'ins-
tar de la preuve de Brouwer et Kolen [BK80], on introduit I’ensemble
de sommets I défini ainsi :

I={u|VYe € H{u)e C ey}

Autrement dit, I est ’ensemble des sommets de e, qui sont des feuilles
de H; UHs et pour lesquels e, est I'aréte maximale qui les contient.

Supposons I = e,. Dans ce cas, toute aréte qui intersecte I, par
définition de I, est contenue dans e,. On a montré que toute aréte
de H est soit incluse dans e,, soit disjointe de e,. Par hypothese de
récurrence, I’hypergraphe bicolore acyclique (H%\{{fl}) possede une feuille
y (et méme deux). Comme H, il est minimisé, donc ses feuilles sont des
points d’imbrication. Comme e, n’intersecte strictement aucune aréte,
les deux hypergraphes ont exactement les mémes points d’imbrication,
en particulier y est un point d’imbrication de H, contradiction.

On a donc prouvé que I € e,. On considére maintenant I’hypergraphe
bicolore acyclique H' = (Z%) = (}*)N]. Toujours par hypothese de
récurrence, il a une feuille y. Puisque, pour tout sommet u ¢ e,, H{u) =
H'(u) (vu qu'aucune aréte de H portant u n’intersecte I), on en déduit
y € eI, sans quoi y serait une feuille de H.

On nomme e, aréte maximale (qui existe puisque y est une feuille)
portant y dans H[NI|. L’ensemble e,~\I est une aréte de cet hypergraphe,
qui contient y, donc, de par la définition de e,, e,~I C e,. Comme y
n’appartient pas a I, y a un voisin ¢ hors de e,, qui est donc contenu
dans e, donc e,~I C e, On appelle e une aréte de H telle que e;\1 = e,
Si un sommet de I était contenu dans e, alors il serait voisin de ¢, ce qui
contredirait son appartenance a I. Par conséquent, e, = e;~\I =e,. En
conséquence de quoi e, est en fait une aréte de #, qui inclut strictement
e;~I. Finalement, e, et ¢, sont des arétes incomparables de #, avec
I =e;~ey. On est bien dans cette situation :

€y
€ /
o ° oy )

\\
On distingue deux cas : soit I est un singleton, soit pas.

Dans le cas ou I = {z}, et puisque H ne contient pas de point
d’imbrication, x n’en est pas un, et donc z est contenu dans deux
arétes a et b incomparables pour I'inclusion. De par la définition
de z, les arétes a et b sont contenues dans e,. Conséquemment,
aUb~{z} C e;~I C ey On en déduit que deux sommets de
a Ub sont toujours voisins dans H par une aréte parmi e, a, b.
Par conséquent, a Ub est une clique de H; U {a,b,e,}. Ce dernier
hypergraphe est acyclique par construction : il s’agit de toutes les
arétes de H; et de certaines arétes de Hy. Comme il est acyclique
donc conforme, une aréte doit contenir la clique a Ub. Cette aréte
ne peut étre ni e,, ni a ni b, c’est donc une aréte de #;. Cette
aréte inclut a, ce qui contredit M (H) = H.

Dans le cas ot I # {x}, on pose H' = (Z%) = (32)NI~{z})], qui est
donc plus petit que H. Cet hypergraphe bicolore a deux feuilles
par I’hypothese de récurrence, dont au moins une n’est pas x, on
lappelle z. e,~T U {z} et e, sont deux arétes incomparables de #'.
Prenons un sommet u € e, e, Par définition de z, « n’est pas
voisin de u. Il s’ensuit qu’aucune aréte n’inclut a la fois les arétes
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incomparables e,~I U {z} et e,. On rappelle que 'intersection de
ces deux arétes est e, I, et comme on vient de le montrer, il n'y
a pas de feuille dans cet ensemble. En particulier, z ¢ e,\1I, et
comme z # z, z ¢ e,.
Par définition de I, z n’a, dans H, aucun voisin dans I. Il s’en-
suit que H(z) = H'(z). Par conséquent, z est une feuille de H,
contradiction.
Ceci conclut la preuve par 'absurde. On a établi que H possede au
moins un point d’imbrication.

Il reste a montrer, toujours par I’absurde, que H
a au moins deux points d’imbrication. Supposons donc que H possede
un unique point d’imbrication z. L’idée de la preuve est que la sup-
pression d’une feuille ne peut en créer qu’une seule nouvelle. Toujours
par 'hypothese de récurrence, Hfix] a deux feuilles, que ’on appelle
y et z. On va montrer que ces deux feuilles sont en fait « la méme »,
c’est—a—dire deux sommets indistinguables.

Comme précédemment, on va tout d’abord clarifier la situation en
montrant essentiellement que la prochaine figure la décrit honnétement.
Supposons que y soit une feuille de H[\{z}] mais pas un point d’imbri-
cation. Dans ce cas, deux arétes incomparables a et b portent y et sont
contenues dans une aréte rouge c. Si a était une aréte de H, elle aurait
été supprimée, donc a U {z} et bU {z} sont deux arétes incomparables
de H, donc z n’est pas un point d’imbrication, contradiction. Il s’ensuit
que y, et donc z, par symétrie, sont des points d’imbrication de HN{z}].

Supposons que z et y ne soient pas voisins dans H. Alors H(y) =
HN{z}](y); par conséquent, y est aussi un point d’imbrication de H,
contradiction. Donc z et y sont voisins dans #, ainsi que z et z. Il existe
donc nécessairement deux arétes minimales e, et e, telles que {z,y} Ce,
et {z,2} C e,. Comme toutes deux portent =z, elles sont comparables,
I'une des deux inclut donc {z,y, z}, mettons? e.. On la nomme aussi e,,
et c’est la plus petite aréte qui contienne a la fois z, y, et z.

Comme 2 n’est pas un point d’imbrication de #, on peut trouver
deux arétes a et b dans H qui portent z et sont incomparables. Si a et b
portent x, z n’est pas un point d’imbrication, contradiction. Au moins
I'une ne porte pas x, par exemple a. Supposons que b ne porte pas non
plus z. Alors a et b sont des arétes incomparables de H[\{z}] qui portent
z, donc z n’est pas un point d’imbrication de H[\{z}], contradiction.
Donc a porte x et b ne porte pas z. Puisque z est un point d’imbrication
de H[N{z}], les trois arétes e,~{z}, a~{z} et b sont comparables. Si
b C a~{z}, alors a et b sont comparables, contradiction. Donc a~{z} C b.
Puisque e, est défini comme la plus petite aréte de H portant = et z, on
a e; C a et donc finalement e,~{z} C a~{z} C b. On nomme f cette aréte
b qui ne porte pas z et est incomparable avec e, i.e. elle contient un
certain ¢t non contenu dans e, Nous sommes donc bien dans la situation
suivante :

€z f/ ot

or |®Y o o2

\\

2 On peut le supposer par symétrie. Ce faisant, on rompt justement ladite symétrie.
Ce n’est pas grave, on prouvera plus loin qu’aucune aréte portant = n’est strictement
incluse dans e., il s’ensuivra que e, = e., ce qui restaurera la situation de symétrie.
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Bien noter que ni e, ni f ne sont incluses dans une aréte rouge, ce qui
contredirait M (H) = H. Nous allons maintenant chercher a « supprimer »
autant d’arétes portant y et z que possible, jusqu’a montrer que seules
les arétes incluant e, les contiennent simultanément, ce qui contredira
la distinguabilité supposée de y et z.

Dans un premier temps, on va montrer qu’il n’y a dans H aucune
aréte incluse dans e, qui porte x. Supposons donc le contraire, c’est—
a—dire qu’une aréte g C e, inclue z. On définit un second hypergraphe
bicolore H’ obtenu a partir de # en remplacant 'aréte g par g~{z} de
méme couleur que g. Plus formellement, et plus longuement :

Ho~{gt Ufon{a}} -
() ( . ) si g est noire.
(’H1> <7—[1\{g}732{g\{$}}) si g est rouge.

Dans un premier temps, on va montrer que H' aussi est acyclique,
I’hypotheése de récurrence nous indiquera donc qu’il a deux feuilles, puis
on prouvera que H et H' ont les mémes feuilles, ce qui induira que H a
deux feuilles, d’ou la contradiction.

On va montrer par la contraposée que si H est acyclique, alors
I’hypergraphe H’ lui aussi est acyclique. Supposons donc que H’' est non
acyclique. Alors il existe un ensemble de sommets S C V(H') =V (H)
tel que H'[S] ne soit pas acyclique, et que ’'on suppose minimal pour
cette propriété. Si x ¢ S, alors H[S] = H'[S] qui n’est pas acyclique,
donc H n’est pas acyclique, contradiction ; on a donc z € S. Comme z
est un point d’imbrication de H’, c’est aussi un point d’imbrication de
H'[S], donc une feuille. Comme #'[S] n’est pas acyclique, le lemme 45
nous indique que H'[S]N{z}] = H'[S~{z}] est non acyclique, ce qui est
contradictoire avec la minimalité supposée de S. On a montré que H’
est acyclique et, comme |H'| < |H|, par ’hypothese de récurrence, H' a
deux feuilles, dont I'une n’est pas z, et que I'on nomme z’. On montre
alors que 2’ est une feuille de H :

Six’ € g Cex~{z}, alors a2’ est contenu dans e, et f, qui sont
incomparables, donc incluses dans une aréte rouge e de #'. Comme
g~{z} n’inclut pas e,, e € Hj~{es} C H1. Par conséquent, une
aréte de H; inclut e, et f, ce qui contredit M (H) = H.
Siz’ ¢ g, H{z) =H'(z) donc 2’ est aussi une feuille de H.
Par conséquent H a deux feuilles, ce qui contredit I'unicité de z. Il n’y
a donc pas d’aréte plus petite que e, qui contienne 3 On sait donc
qu’une aréte contenant z inclut nécessairement e,, et donc contient
simultanément y et z : une aréte contenant z ne permet donc pas de
distinguer les sommets y et 2.

On peut maintenant réellement entreprendre de se débarrasser d’éven-
tuelles arétes permettant de distinguer y et z, les deux points d’imbri-
cation de H[\{z}], dont on rappelle qu’ils jouent (& nouveau) des roles
symétriques. Supposons donc qu’on puisse trouver une aréte g qui
contienne y mais pas z.

Supposons que g n’est pas incluse dans e,~{z}. Alors elle contient
un élément hors de cette aréte. Par le point précédent, si g contient
z, alors elle inclut e,, et par conséquent elle contient z, contradiction.
[’élément extérieur n’est donc pas z, il s’agit d’un élément ¢’ ¢ e,. Alors
g et e;~{z} sont deux arétes incomparables de H[N{z}], donc y n’est pas

3 1l s’ensuit que e, = e., on a donc restauré la situation de symétrie entre y et z.



1. Acyclicité des hypergraphes 115

un point d’imbrication de cet hypergraphe, contradiction. L’aréte g est
donc incluse dans e,~{z}.

On rappelle que e,~{z} = e, N f. Puisque 'aréte g est incluse dans
exN f, elle est donc rouge* Comme précédemment, on pose H' = (zf)
avec :

Hy =Hi~{g} U{g~{y}}
Autrement dit, H’ est obtenu & partir de H en remplacant I’aréte rouge
¢ par une nouvelle aréte rouge g~ {y}.

La contradiction s’obtient exactement comme précédemment : on va
prouver l'acyclicité de H' (de la méme maniére), et le fait que ses feuilles
soient des feuilles de H (méme preuve), il s’ensuivra une contradiction
de T'unicité de .

Comme H(z) = H'(z), = est également un point d’imbrication de
H’, donc une feuille, donc de par le lemme 45, H'N{z}] est acyclique
si et seulement H’ 'est. Il nous suffit donc de montrer que H'[\{z}] est
acyclique, sachant que H{z}] 'est ; on considere donc essentiellement
ces deux hypergraphes. De plus, comme d’une part y est un point d’im-
brication de H[N{x}] et qu’en conséquence les arétes de H; U Ha[N{z}](y)
forment une chaine pour l'inclusion, et que, d’autre part :

(Hy UH2)NMa}(y) © (Ha U H2) Nz} ()

y est donc un point d’imbrication de H'[Nz}].

On va a nouveau prouver 'acyclicité de cet hypergraphe par 1’ab-
surde : supposons donc que H'N{z}] n’est pas acyclique. Il s’ensuit que
I'on peut trouver S tel que H'[N{z}][S] est non acyclique, avec S mi-
nimal pour cette propriété. Supposons que y n’est pas dans S. Alors
gNS = (g~{y}) NS donc H'Nz}][S] = HN{z}][S] qui est acyclique,
contradiction ; y est donc dans S. Comme y est un point d’imbrica-
tion de H'N{z}], c’est a plus forte raison un point d’imbrication de
H' N z}][S]. De par le lemme 45, H'Nz}][S~{y}] est donc non acyclique,
ce qui contredit la minimalité supposée de S.

On a ainsi montré que H'[N{z}] est acyclique, et que, par conséquent,
H’' Dest aussi. Comme |H'| < |H|, 'hypothese de récurrence nous indique
que H’ a deux feuilles, dont une n’est pas z, que ’on appelle 2’. Il reste
a montrer que ' est nécessairement une feuille de #H.

Supposons ' € g. Alors 2’ € g~{z} C e,~{x}. Donc 2’ est contenu
dans les deux arétes incomparables e, et f. Donc il existe une
aréte rouge e € H) incluant ces deux arétes. Comme g~{z} n’inclut
ni f nie, e € Hi~{g~{z}} = H1, il s’ensuit qu’une aréte de H;
inclut f, donc M (H) # H, contradiction.
Sinon, 2’ ¢ g. Par conséquent, H'(z') = H(z'), donc 2z’ est aussi
une feuille de H, contradiction.
On ne peut donc trouver d’aréte g qui contienne y sans contenir z, ni
le contraire. Il s’ensuit que y et z sont portés par les mémes arétes,
¢’est-a-dire sont indistinguables, contradiction.’ Le point d’imbrication
ne saurait donc étre unique, ce qui conclut la preuve par récurrence du
théoreme 27, et donc du résultat principal, le théoreme 25.

4 Voir le troisieme point de la normalisation, au tout début de la preuve.
5 Voir le deuxieme point de la normalisation, au tout début de la preuve.



116 Chapitre 6. Dichotomies pour les requétes conjonctives signées.

2 Des requétes

On généralise tres simplement le constat qu’on avait fait pour les requétes
conjonctives et les requétes conjonctives négatives.

Lemme 46 Soit ¢ = (x1,..., ) ITp11... 32k Y TAY™ une requéte conjonc-
tive signée non triviale, c’est—a—dire qui ne contient pas un atome et
son opposé, ou ¥+ est une conjonction d’atomes positifs et ¢~ est une
conjonction d’atomes négatifs. Alors la complexité de Q(¢) ne dépend
que de {x1,....,z,}, H(Y™T) et H(y7).

11 suffit de reprendre exactement les mémes arguments
que ceux des résultats similaires précédents. Le seul cas qu’il reste
a envisager apres cela est le cas trivial ou ¥ et ¢~ contiennent un
atome exactement identique, c’est—a—dire composé du méme symbole de
relation, qui porte sur le méme n-uplet de variables. Ce cas a été exclu
d’emblée par ’énoncé du lemme.

2.1 Décision
2.1.1 Facilité

Pour montrer la facilité de la décision, le meilleur algorithme & ¢ fixée
que l'on ait trouvé repose sur le compte, et est linéaire.

On va voir que 'on peut compter les solutions d’une requéte conjonc-
tive signée en temps linéaire, i.e. O,(|S|), cependant la complexité com-
binée n’est pas jolie, jolie : on a une dépendance exponentielle en ¢.

Théoréme 28 (complexité du compte)

Une requéte #9(¢), ol ¢ est sans quantificateurs, et dont ’hypergraphe

bicolore (Z;Eig) est acyclique se calcule en temps :

O (m2™-|8])

ou m (resp. m_) est le nombre de relations (resp. de relations niées)
dans ¢, i.e. m = Card (H.(¢)) + Card (H_(¢)) (resp .m_ = Card (H_(9))).

On a:
#Q ((...)/\Rm A ﬁ5j> —{Z (31)06‘“1(1’)#9 ((...)/\Rm /\Sj)
i 1<j<m_ pC{l,...m_ i Jjep

Cela se déduit de la formule ensembliste suivante :

Card <E N ﬂ FJ> = Z (—1)Card®) Card (Eﬂ ﬂE)
1<j<n pC{l,..,n} jep
établie par une récurrence facile sur n.

On s’est ramené au compte de 2™~ requétes conjonctives a-acycliques
(par définition de I'acyclicité bicolore), qui nécessitent chacune un temps
O(|S[), donc on calcule les termes de la somme en temps O(27(S]).

Le calcul de la somme consiste a additionner ou soustraire 2™~
éléments de taille bornée par O(mlog|S|). On compte séparément les
retenues : d’un c6té on additionne sans retenue les 2™ éléments, ce qui
colite un temps O(m2™-1log|S|), de 'autre on additionne un maximum
de 2m-—1 bits de retenue. On les additionne & travers un arbre binaire
équilibré, qui effectue donc 2™- — 1 sommes unitaires, pour un cofit total
de 2™-, négligeable donc.

On a bien une complexité en O(m2m-|S|).
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On peut faire le constat que cet algorithme de décision est un
algorithme de décision dans un sens assez strict : méme s’il permet de
compter les solutions, en revanche il ne permet pas méme de trouver
une solution ; ce n’est pas un algorithme de recherche! Nous verrons
que pour obtenir une solution, nous ne proposons rien d’autre que de
les énumérer toutes.

2.1.2 Difficulté

On va définir les hypotheses de complexité irréductibles sur lesquelles
on s’appuie pour prouver le résultat de difficulté : ces hypothéses seront
suffisantes, mais aussi nécessaires a la dichotomie pour la décision.

Définition 55 (hypotheése H,;(k)) On définit les probléemes de décision
paramétrés P(k) portant sur un hypergraphe H, ou H désigne le complé-
mentaire de H i.e. H={e CV(H) |e ¢ H}, ainsi : P(k) =
JCycle (—k +1) CH sik<—-1 (-k+1>3)
Jda,b,c{a,b} e H A {b,c} ¢ HA{a,c} ¢H sik=-1
Jda,b,c{a,b} e H A{b,c} e HA{a,c} ¢H sik=1
JTetra (k+1) CH sik>1 (k+1>3)

On définit Hy(0) comme « vrai », et Hg(k) comme « le probleme P(k)
n’est pas décidable en temps linéaire. »
On distingue quelques familles de ces hypotheses :

HY = Vk >3 Ha(k)
HY =Vk>1 Hy(k)
Hy =Vk< -1 Hy(k)
Hg = Ha(=1) A Ha(1)
HY —Vk  Ha(k)

Remarque 36 (canonicité des hypothéses) Les problemes de décision
portant sur les hypergraphes P(k), pour k < 1, sont en fait des problemes
de décision portant sur les graphes. En effet, une aréte {z,y} est dans
un hypergraphe H si et seulement si elle est dans Gy le sous-ensemble
de H composé de ses arétes de taille 2, i.e. Gy = {e € H|Card (e) = 2}.

De méme, une aréte {r,y} est présente dans H si et seulement si elle
est présente dans Gy = {{z,y} CV(9) |{z.y} ¢ G} =Gx.

Il s’ensuit que, pour décider P(k)(H) avec k < 1, il suffit de (et il
faut, trivialement) décider P(k)(Gy). La réduction est linéaire dans les
deux sens; et méme, les probléemes d’énumération associés se réduisent
parcimonieusement 'un a ’autre.

On verra que HJ® est la seule hypothése non standard. On prouve
maintenant que les autres hypotheses sont raisonnables, en montrant
qu’une hypothese de complexité raisonnable les implique.

Définition 56 (hypothése Ht) On définit ’hypothése Hr comme la
proposition : « on ne peut pas tester la présence d’un triangle dans un
graphe & n sommets en temps O(n?) ».

Lemme 47 L’hypothese Hr implique les assertions Hy, HY, et Hy(2).

Supposons que H; ne tienne pas, i.e. on peut, pour un
certain k > 3, tester la présence d’un cycle de longueur k& dans le graphe
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complémentaire en temps (’)(nQ), ce qui se ramene © & tester la présence

d’un cycle de longueur k dans un graphe dans le méme temps. Soit G

un graphe dans lequel on souhaite tester la présence d’un triangle.
Soit G’, ainsi défini a partir de G :

{{(a,1), (5,2)} | {a. b} € G}
o) {l(@2).0.3) | {a.b} € O}
w{{(a,i), (a,i+1)}|a € V(G),i € {3,....k — 1}}
w{{(a, k), (b,1)}|{a,b} € G}
On se convainc facilement qu’il existe un triangle dans G si et seulement
si il existe un cycle de longueur k dans G'.
On a Card (V (G’)) = k x Card (V (G)), on peut donc tester la présence
d’un triangle dans G en temps (’)((kn)z), ce qui contredit Hr.
On peut prouver similairement que I'’hypothese Hr implique les
assertions HY et Hy(2).

On rappelle que I'outil permettant de prouver des résultats de difficulté
est la réduction parcimonieuse <, qui permet de ramener un probléme
réputé difficile aux hypotheses de complexité.

Lemme 48 Soit ¢ € SCQ. On a :
Q(¢) = Q(a15])
Q(¢) = Q(M(9))

Le premier point a été prouvé au chapitre 4 ; le second
vy a aussi été prouvé dans le cas ou ¢ € CQ, ’adaptation de la preuve
est triviale.

On dispose désormais de tous les éléments pour montrer le résultat de
difficulté pour la décision.

Lemme 49 On a les équivalences suivantes :
Hy & VY$eSCQ (7Q(¢) € Liv = A(J(9) )
HI & VoeCQ (7Q(¢) € Liv= A, (H(9)))
H, & V¢eNCQ (7Q(¢) € LN = Az(H(s)))

En appliquant le lemme 48 & la caractérisation néga-
tive de 'acyclicité du théoreme 25, on prouve qu’une requéte signée non
acyclique exprime une requéte parmi les suivantes :

une requéte conjonctive négative dont I’hypergraphe est un graphe-

cycle, ou bien

une requéte conjonctive positive dont I’hypergraphe est isomorphe

a Tetra (k) avec k > 3, ou bien

une requéte conjonctive signée dont '’hypergraphe est un triangle

(avec au moins une aréte négative et au moins une positive).
Ces requétes sont équivalentes’ aux probleémes P(k).

2.1.3 Dichotomie

On n’a plus qu’a appliquer le résultat de facilité (théoréme 28) pour
obtenir les résultats de dichotomie.

6 Noter que, en temps O(n?), on peut construire le complémentaire d’un graphe.
7 On a prouvé I’équivalence uniquement au sens de la décision, i.e. on a une
réduction linéaire qui préserve le nombre de variables dans les deux sens.
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ElimineQuantificateurs(¢)(S) :
Soit (z1,..., 2,) un OEI de ¢, avec x, ..., x, les variables quantifiées
pour i € (n,.... k) :
tant qu’on peut trouver R(y, z, z;) et S(Z,z;) dans ¢ :
RS + {(a,b,c) € RS|(b,c) € S5}
Retirer S(z,z;) de ¢
tant qu’on peut trouver R(y, z, z;) et =S(Z,z;) dans ¢ :
RS + {(a,b,c) € RS|(b,c) ¢ S°}
Retirer =S(z,z;) de ¢
tant que DS # {0} :
si z; est contenu dans un atome positif R} (g, ;) :
(R} )% {(e1,-+r €a—1) | 3ea (€1, €q) €(R)S}
(Bo)Se (RE)S % 0, 1)~ (RD)S
Remplacer R} (7, ;) par R} | (3)A—~R;(7,x;) dans ¢
(¢, S) < RetirePointImbrication(¢,z;,S)
(RE)5 (RE S (R,)S
sinon
(¢, S) « RetirePointImbrication(,z;,S)

tant que ¢ contient un atome négatif (resp. positif) —R()
(resp. R()) :
si RS # 0 (resp. R =10) :
renvoyer Faux

Retirer —R() (resp. R()) de ¢

renvoyer ¢,S

Algorithme 6.1 : Elimination de quantificateurs pour les SCQ sur domaines
booléens.

Théoréme 29 (dichotomies pour la décision)

On a :
Hj & V¢esSCQ (7Q(¢) e v e A(Y(9) )
HI & VpeCQ (7Q(¢) € Line AL (H(9)))

H, & V¢eNCQ (79(¢) € LiN & Ag(H(s)))
En particulier, si ’on suppose Ht vraie, ces équivalences deviennent :

HY & ¥eSCQ (7Q(6) € L& A(LL) )

HP & VoeCQ (7Q(¢) € Line AL (H(9)))
Vo € NCQ (7Q(¢) € Lin & Ag(H(9)) )

Le premier point est dii au résultat de difficulté
(lemme 49) et au résultat de facilité (lemme 28). Le second point est un
corollaire du premier en appliquant le lemme 47.

2.2  Enumération
2.2.1 Facilité

Elimination des quantificateurs On propose un algorithme d’élimination
des quantificateurs, qui constitue un nouvel algorithme de décision.
Il s’agit d’'une variante évidente de ’algorithme du chapitre 5 de ce
mémoire (notre article [BB12a]), & ceci prés qu’en plus, il proceéde a un
filtrage a chaque fois que c’est possible.

Dans un premier temps, on traite 'aspect combinatoire de 1’algo-
rithme a l'aide d’un petit lemme qui établit formellement la correspon-
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dance (en fait ’équivalence) entre la notion d’ordre d’élimination inverse
et le procédé d’élimination, extrémement proche, qui sera utilisé par
I’algorithme.

Lemme 50 Soit (zf) un hypergraphe bicolore acyclique et supposons
que (x1,...,x,) est un OEI de cet hypergraphe (ce que 'on peut toujours
forcer en renommant les variables). Alors on peut réduire (};*) a (§) en
appliquant la procédure suivante :
pour i € [n,..., 1] :

(Hz) (HZ\{SGHQ (x;) | fEH egf})
Hi Hie€H(x;) |If€H1 eCf}

() « G2)Nai
De plus, chaque z; est un point d’imbrication au moment de son retrait.
On considere 'hypergraphe bicolore :

(jidecttaleg |21EM eCl) — (32) N (32) (i) UM((32) (i)

Cet hypergraphe est une minimisation « partielle », qui consiste a retirer
des arétes incluses dans une aréte de H; (x;). Aussi, cet hypergraphe, que
I’on nomme (zf), est tel que M(zf) = M(zf) Puisque M(zf) et (zf) ont
les mémes OEI, et que, de la méme maniere, les hypergraphes bicolores
(;flf) et M(Zf) = M(zf) ont les mémes OEI, on en déduit que (zf) et
(zf) ont les mémes OEL

Pour conclure, il suffit de noter qu’'une feuille de (Zf) est évidemment
un point d’imbrication de (zf)

Théoréme 30 (élimination des quantificateurs)

Une requéte conjonctive signée Q(¢) telle que ’hypergraphe bicolore
(Hf(‘f_zf(f)(‘b)}), ol F(¢) est 'ensemble des variables libres de ¢, est acy-
clique, peut étre transformée en une requéte conjonctive signée sans
quantificateurs qui admet exactement les mémes solutions; ceci via une
réduction calculable en temps O (|S|log|S|), qui préserve? les tailles de
la structure et de la formule.

On transforme la requéte en requéte conjonctive si-
gnée a domaines booléens avec nlog|S| variables, qui aura également
trivialement la propriété d’acyclicité. On applique I'algorithme 6.1, dont
la correction et la complexité des routines sont explicitées au chapitre 5
(article [BB12a]). Ce papier indique un temps O (n|S|log|S]), qui résul-
tait d’'une erreur de calcul : chaque « clause » est consultée log|S| fois,
ce qui donne un temps O (|S|log|S]).

La seule différence avec I’algorithme du chapitre 5 est le fait qu’on
effectue un filtrage a chaque fois que possible : la correction de cette
étape est justifiée par le lemme 50.

Enumération des requétes sans quantificateurs On va maintenant présenter
deux algorithmes d’énumération pour les requétes conjonctives signées
acycliques.

Le premier fait usage d’un précalcul cotiteux (exponentiel en ¢,
mais tout de méme quasi-linéaire en |S| & ¢ fixée), mais permet ainsi
d’énumérer a délai constant (ou & délai O(loglog|S|) si I'on souhaite un
ordre lexicographique). On invite le lecteur & vérifier par lui-méme que,
suite a ce précalcul, on pourrait méme traiter le probléme du i-ieme

8 Elle les fait méme diminuer, i.e. |¢'| < |¢| et |S'| < |S|.
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élément a délai logarithmique. Ceci montre qu’il s’agit d’un précalcul
aussi « complet » que possible.

Par ailleurs, on va présenter un second algorithme d’énumération
dont le précalcul est {rés raisonnable, précisément O(|S|log|S|) et qui
permet d’énumérer a délai logarithmique.

Le fait suivant a été prouvé au chapitre 4.

Lemme 51 Soit ¢ = (z1,...,x,) | ¥ une requéte conjonctive ou ¥ est
sans quantificateurs. Si H(¢) admet (x1,...,x,) comme ordre d’élimina-
tion inverse, alors Q(¢) est énumérable a délai O(1), dans un ordre
lexicographique correspondant a (x1,...,2,), aprés un précalcul en temps
O(IS1).

Lemme 52 Si (z4,...,x,) est un ordre d’élimination inverse de I’hy-
pergraphe bicolore (Zj) alors c’est aussi un ordre d’élimination inverse
(un OEI «) de chacun des hypergraphes h U H; pour h C Hj ou :

Hy, = U Ho[{z1,.., 21}

1<k<n

On prouve par récurrence sur n qu’'un OEI de (Zf)
est un OEI de (Z%) On suppose donc cela vrai pour tout hypergraphe
bicolore a n sommets, et on considére un hypergraphe bicolore a n + 1
sommets. On suppose que (x1,..., z,+1) €st un OEI de cet hypergraphe.
On pose Hy = Uit Ho[{z1, 21}

Remarquons que (Zj)(an) = (Z%)(:cnﬂ). Il s’ensuit que (g%) admet
bien z,1 comme feuille.
Lordre (21,...,2,) est un OEI de (}1?) Nan}], donc par hypothése de

/

récurrence c’en est aussi un de (Hl[\F; +1}]) ou :
n

= U o[~ foni)] [fon e mnd] = o [N onn)]

donc xy,...,z, est un OEI de (3:‘[%) [~{zns1}]-
Ces deux faits prouvent conjointement que (x1,...,z,41) est un OEI de
(32), ce qui clot la récurrence. Le premier point du lemme 44 (page 110)
nous donne alors le résultat attendu.

Lemme 53 (énumération naive) Soit la formule :

¢ =(w1,.0s2n) | FTpy1...28 Y OU

w = _|R1(171)/\.../\_|Rl(17[)AR[+1(17}+1)A.../\Rm(17m)

Si ’hypergraphe bicolore (H7(¢)Uqfli‘f;3""w"'}}) est acyclique, alors Q(¢) est
énumeérable :

a délai O(1),

ou & délai O(mloglog|S|) dans 'ordre lexicographique (x1,..., z,),
aprés un précalcul en temps O((log|S|)'”|S)).

Comme précédemment, on se ramene au domaine
booléen, ce qui maintient 'ordre d’élimination pour les mémes raisons.
Par le théoreme 30, on peut se débarrasser des quantificateurs en temps
O(|S]log |S]).

Gréce a 'astuce booléenne de Zanuttini [ZH02|, mentionnée dans le
chapitre 5 [BB12a], on peut construire, en temps linéaire pour chaque
R; ol i < I, un ensemble de relations R’ telle que —R;(7;) = ; RI (&),
avec j < [log|S|]. On a I < m disjonctions de [log|S|| éléments.

Par distributivité, on réécrit la formule ¢ sous la forme d’une
« disjonction disjointe » de conjonctions, c’est-a-dire sous la forme
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¢ = (x1,...,x,) [ OU :
Y= H_J Ril(iil)/\---/\Rgl(171”)/\Rl+1(l7z+1)/\.../\Rm(17m)

i1t
ol les i; sont majorés par [log|S|]. On obtient donc ici une disjonction
de (log |S|)™ conjonctions positives. De par le lemme 52, elles sont toutes
a—acycliques, et méme admettent un ordre commun d’a—élimination.
Par conséquent, ces conjonctions sont toutes énumérables a délai O(1)
dans le méme ordre lexicographique, grace au lemme 51.
Finalement, aprés un précalcul en temps O(|S|log|S|+ |S|(log |S[)™)

c’est-a-dire, en majorant tres grossierement, O(|S|(log |S|)‘¢‘),

soit on énumere chaque requéte conjonctive I'une apres l'autre,

ce qui nous donne un délai constant ;

soit, afin d’énumérer dans un ordre lexicographique, on effectue

une fusion de (log|S|)™ listes triées (et disjointes) et on obtient

un délai de O(log ((log|S[)™)) = O(mloglog|S]), délai dit a I'usage

d’un tas contenant a tout moment [log|S|]™ éléments.

Théoréme 31 (facilité de I’énumération)

Une requéte Q(¢) telle que I'’hypergraphe bicolore (H*(‘Qf({f)w)}) est
acyclique, ou F(¢) est ’ensemble des variables libres de ¢, s’énumere a
délai O(Jollog|S|). apres précalcul O(|S|log|S]|), ou n est le nombre de
variables de ¢ et |o| la taille d’une solution produite.

On peut la encore se débarrasser des quantificateurs.
On va modifier 'algorithme de décision quasi-linéaire pour obtenir I’algo-
rithme 6.2. Déja, on réécrit la boucle sous forme récursive pour rendre ex-
plicite la réduction. De plus, on redéfinit la routine RetirePointImbrication
pour que, en plus de retirer le point d’imbrication, elle construise une
formule Fj, de taille |S| portant sur les variables z,..., z; telle que :

((al,...,ak) E Fk) - El(ak+1,...,an) (al,...,an) S Q(¢)(S)

Pour ce, il suffit d’ajouter, dans sa définition (chapitre 5, page 99), a
la suite de la ligne F < Res(F,z), la ligne Fy, < {C € F|}C" € Res(F,x)
C’' — C}, et de retourner aussi cette formule. Cette ligne signifie que la
formule F}, est I’ensemble des clauses C' de F' qui ne sont pas impliquées
par celles du résolvant. Qu'une clause C' de F' ne soit pas impliquée par
une clause du résolvant est ici équivalent a ce que cette clause privée du
littéral portant sur x, ne soit pas présente dans le résolvant.

Il s’ensuit que les modeles de A\, F; sont les modeles de F, c’est—a—
dire les solutions de la requéte. On explique maintenant ’utilisation
de ces clauses pour énumérer. Comme les modeles partiels zi,..., 7y
qui ne violent aucune formule F} pour k < n admettent toujours un
prolongement, on sait déja qu’au bout d’au plus 2n échecs, on produit
une solution. Reste a déterminer la complexité du test m U {—xz} E Fy.

Notons déja que Fj est une conjonction de clauses imbriquées ; plus
formellement, cela signifie qu’il existe une suite ji, jo,... croissante d’in-
dices telle que toute clause C' de F} porte exactement sur les variables
Tj ..., x4, pour un certain i (qui, lui, dépend de la clause). Il est clair
que j; = k. Comme on le fait pour le calcul du résolvant, on peut donc
représenter Fy sous forme d’une liste L de mots sur +, —, que I'on peut
supposer lexicographiquement ordonnée. De plus, on peut faire en sorte
qu’aucun mot de L n’est préfixe d’'un autre® mot de L.

9 Si un mot w; est préfixe d’un autre mot w,, alors la clause C; correspondant &
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RetirePointImbrication(¢,z,S) :
// b est sous la forme : \; = R; (T (1) T f(in(i)))
// On pose o(1) ==, 0(0) = ¢
F = Ni N, anyers 0(a0)T 6.0 VN (@) 2 (i.n)
Remplacer ~R(x1,..., x,, x) par " R(x1,...,z,) dans ¢
F, < Res(F,x)
F«{CeFlzeCNC~{z} ¢ F,}
Reconstruire S a partir de F,.
renvoyer (¢,S,F")
SCQ — BoolD(¢(z1,...,zk))(S) :
sin=0:
si ¢ contient un atome négatif ~R() tel que RS # 0 :
arréter

si ¢ contient un atome positif R() tel que RS = :
arréter

produire ()

sinon

tant qu’on peut trouver R(7,Zz,x) et S(Z,xx) dans ¢ :
RS « {(a@,b,c) € RS|(b,c) € S°}
Retirer S(z,xy) de ¢

tant qu’on peut trouver R(7, z, xy) et =S(Z,x) dans ¢ :
RS « {(a@,b,c) € RS |(b,c) ¢ S°}
Retirer =S(z,zy) de ¢

si z, est contenu dans un atome positif R} (7, zy) :
(R} )% {(e1,-+r €a—1) | 3ea (€1, €q) €(R)S}
(RS (Rg_1)° x{0, 1)~ (R))®
Remplacer R} (7, zx) par R (§) AR, (7, zx) dans ¢
(¢, S, Fi) < RetirePointImbrication(¢,xx,S)
(Ry_1)% (R_)°~(R,)®
sinon
(¢, S, Fi) + RetirePointImbrication(¢,x,S)
pour m € SCQ — BoolD(¢(z1,..., xx—1))(S) :
simuU {“Z‘k} EF:
produire m U {—x}
SimU{ xk}':Fk H
produire mU { z}

Algorithme 6.2 : Enumération des SCQ sur les domaines booléens.

Satisfaire la formule Fj revient a ne violer aucune des clauses qui
la composent. On peut le faire par recherche dichotomique, ce que 1’'on
prouve maintenant. Soit m le modele (c’est-a-dire une conjonction de
littéraux ou toutes les variables sont présentes); on peut le supposer
restreint a I’ensemble des z;,, c’est-a-dire ignorer les littéraux portant
sur des variables n’apparaissant pas dans Fj, car ils n’interviennent pas.

Soit C une clause contenant xj représentée par un mot w, qui porte
donc sur les littéraux d’indices croissants z;,,..., z;, pour un certain i. Le
modele m viole C si et seulement si C — i, ou m est la disjonction des
littéraux opposés a ceux de m. Cet énoncé est vrai si et seulement si m
porte tous les littéraux présents dans C, autrement dit si et seulement
si le mot w,, associé a la « clause » m admet w (le mot représentant

w, implique la clause C, correspondant a w,, qui peut étre oubliée. Supprimer ainsi
les clauses impliquées trivialement par d’autres se fait en temps linéaire (il suffit de
trier puis de parcourir la liste une seule fois).
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C) comme préfixe. Comme aucun mot de L n’est préfixe d’un autre,
soit L contient exactement un mot préfixe de w,,, soit aucun. C’est ce
préfixe que l'on va rechercher par dichotomie. Pour ce, on recherche
dichotomiquement dans L la présence du mot w,,, et on conserve l'indice
du dernier mot auquel on a comparé w,,, qui constitue soit le mot
précédant w,,, soit le mot succédant a w,, dans I'ordre lexicographique.

On peut ainsi connaitre w, le mot précédant w,, dans I'ordre lexico-
graphique, qui est le mot de L ayant le plus long préfixe commun avec
Wn,. S1 w, est effectivement préfixe de ou égal a w,,, on a la réponse.
Dans le cas contraire, supposons qu’il existe un mot p de L qui soit
préfixe de w,,. Puisque w, posséde le plus long préfixe commun avec w,y,,
p est aussi préfixe de w,, contradiction. Par conséquent, si w, n’est pas
préfixe de w,,, alors aucun mot de L n’est préfixe de w,,. On n’effectue
ainsi qu’une seule recherche dichotomique standard sur un objet de taille
|S], ce qui colite donc O(log |S)).

On a au total un délai de O (n’log|S|) ou n’ est le nombre de variables
de la requéte booléanisée, on a donc un délai de O(n(log|S|)?) ol n est
le nombre de variables de la formule originelle. La solution o produite
étant de taille O(nlog|S]), on a un délai O(|o|log|S|).

A posteriori, on peut maintenant dire que ’algorithme de décision 6.1
n’est qu’une version abrégée de ’algorithme d’énumération.

2.2.2 Difficulté

On redéfinit des variantes un peu renforcées des hypotheses précédentes
dans lesquelles le temps quasi-linéaire se substitue au temps linéaire.

Définition 57 Comme au chapitre 4, QLIN (resp. QLIND) se réfere au
temps quasi-linéaire n(log n)o(l) (resp. délai quasi-linéaire). La com-
plexité LocDoqLIN se réfere au délai logarithmique (O(Jo|logn) ou o est
lobjet produit) apres un précalcul quasi-linéaire.

Définition 58 (hypothése qH;) On définit I’hypothése qH; comme
« on ne peut tester la présence d’un triangle dans un graphe a n sommets
en temps O(n?logn) ». Similairement, on redéfinit toutes les hypotheses
précédentes (définition 55) préfixées par « q » pour indiquer qu’elles se
réferent désormais au temps quasi-linéaire, i.e. |S|(log|S|)°™.

On définit maintenant une hypothese de complexité pour I’énumération,
dont on verra au lemme suivant qu’elle est raisonnable, car elle est, elle
aussi, impliquée par ’hypothése concernant le probleme du triangle.

Définition 59 (hypothese H.) On définit H.(k) = P.(k) ¢ LocDoQLIN, o :

Q((z1, 23) | Fwe R(x1, )N R(x2,23)) sik=1

_ O((x1,x3) | Fz2 R(x1, z2) A-R(z2,23)) sik=2
Pe(k) -
Q((xl,xk) ‘Elxg...ﬂxk /\ —\R(xi,miﬂ)) sik>3
1<i<k

On définit H: = Vk > 1 H(k).

Lemme 54 L’hypothese qHy implique Hf.
Supposons qHy vraie et H? fausse. Alors on peut trou-
ver k tel que P, soit dans LocDoqLIN. Alors, par une preuve similaire a
celle du lemme 47, P.(1) est énumérable & délai O(logn) apres précalcul
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O(n?logn). Dans ce cas on peut calculer le produit de deux matrices boo-
léennes carrées de dimension n en temps O(n*logn), et par conséquent
I’hypothese qH est invalidée.

Lemme 55 On a :

GHSAHY o VéeSCQ (Q(¢) € LoGDoqLIN = A(”*(Qf({;(‘m))

ou F(¢) est I’ensemble des variables libres de ¢.

Il est aisé de vérifier que, si I'une des hypotheses de
complexité est fausse, il existe une requéte qui est facile malgré son
hypergraphe non acyclique. On se place dans le cas contraire, i.e. les
hypotheses de complexité tiennent. Soit ¢ une requéte conjonctive signée.
Si A(H*(‘Qi{f)w)}), le résultat est trivial (il n’y a rien a montrer).

Sinon, on a deux cas. Si ﬁA(;_tEig), alors on peut réutiliser la preuve
de résultat de difficulté de la décision (lemme 49) en remplacant « li-
néaire » par « quasi-linéaire », pour montrer que la requéte n’est pas
décidable en temps quasi-linéaire (sinon qH} serait fausse).

Dans le cas contraire, si ﬁA(H‘(qﬁféﬁF)(‘z’)}), alors, de par le théoréme 25,
notre hypergraphe contient (en retirant des arétes noires et des sommets)
un graphe-cycle, dont F(¢) (ou son intersection avec les sommets restants)
est une aréte. Dans ce cas, notre requéte exprime bien, de par le lemme 48,
I'un des problemes P. (k). Il s’ensuit que la requéte n’est pas énumérable a
délai logarithmique apres précalcul quasi-linéaire (sans quoi ’hypothese
de complexité Hx (k) serait fausse).

2.2.3 Dichotomie

Théoréme 32 (dichotomie pour I’énumération)
Ona:

qH5AH: < V¢ e SCQ (Q(sb) € LoGDoQLIN < A(H*(Qf({(ﬁF)(‘b)}))

ou F(¢) est 'ensemble des variables libres de ¢.
En particulier, si 'on suppose qH vraie, cette équivalence devient :

qHg® & Vg e SCQ (Q(¢) € LocDoQLIN < A(”—ngg)(@}))

Quand I’énumération a délai quasi—constant apres précalcul quasi—
linéaire est possible, I’énumération s’effectue de fait a délai O(|o|log|S]),
apres précalcul O(|S|log|S|) ou |o| est la taille d’un objet produit.

Le premier point est une conséquence du théoréme 31
et du lemme 55; le second point en est un corollaire direct de par le
lemme 54.

Remarque 37 (inutilité de la notion d’étoile) Alors que la caractéri-
sation des requétes conjonctives faciles & énumérer nécessitait l'introduc-
tion d’une notion supplémentaire de requéte étoilée, avec la définition
que nous donnons a I'acyclicité, une requéte conjonctive signée est facile
a énumérer si et seulement elle est acyclique.

Il faut bien noter qu’en fait la dichotomie pour la décision n’est qu’un
cas particulier de celle pour I'énumération, et repose sur les mémes
hypotheéses, a la différence pres qu’il y a entre quasi-linéaire et linéaire.
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Corollaire 33 (facilité des requétes 3FO B—-acycliques)

Soit ¢ une requéte existentielle du premier ordre. Si H(¢), I'hypergraphe
correspondant & I’ensemble des atomes présents dans ¢, est S—acyclique,
alors on peut procéder a I’énumération (dans n’importe quel ordre
lexicographique) a délai O4(|S|log|S|), et aucune propriété plus faible
de H(¢) ne peut méme garantir une décision en temps quasi-linéaire.

Si H(¢p) U {F(¢)} est f—acyclique, ou F(¢) est l’ensemble des va-
riables libres de ¢, alors on peut procéder a I’énumération (dans un
certain ordre lexicographique) a délai O(n(log|S |)2), aprés un précalcul
en temps O((log|S])?|S|) ; et aucune propriété plus faible de H(¢), F(¢)
ne peut garantir cette complexité.

Dans les deux cas, on peut toujours se débarrasser
des quantificateurs.

Le premier point vient de la facilité de la décision : on réduit 1’énu-
mération a la décision a ’aide d’une généralisation de I'algorithme de
Creignou et Hébrard [CH97], voir algorithme 2. On découpe les do-
maines de maniere dichotomique. La décision se fait par réduction au
cas SCQ : on met ¢ en forme normale disjonctive ot chaque modele
apparait comme une conjonction d’atomes positifs ou négatifs. On a 2™
problemes de décision qui sont tous des SCQ S—acycliques.

Le second point consiste aussi a mettre ¢ en DNF. On a alors a
énumeérer une réunion de 2!¢! requétes SCQ admettant le méme ordre
lexicographique d’énumération.

Concernant la pertinence du probleme d’énumération, le résultat
notable de cette partie est le suivant :

Corollaire 34 (lien entre décision et énumération)

Soit ¢ = (x1,..., Tp) | ITpy1... 32k 1 avec ¥ une conjonction d’atomes posi-
tifs ou négatifs sans quantificateur. On savait déja (par ’alg. de Creignou
et Hébrard) :

9Q(¢) € QLIND < 79(¢) € QLIN
Sous les hypotheses de complexité qHy et gH3®, on a un lien plus fort :
Q(¢) € LocDoQLIN < ?Q(=R(z1,...,2p)AY) € LIN

Conclusion

On a une jolie classe qui inclut et élargit nettement la classe on ne
peut plus classique des requétes conjonctives acycliques, en conser-
vant la méme complexité pour la décision. Si I'algorithme de compte
semble souffrir dans sa complexité combinée d’une difficulté intrinseque
a compter les modeles de formules CNF quand bien méme elles sont
béta—acycliques, celui d’énumération est quasi—optimal.

Cet algorithme d’énumération constitue un apport dans la mesure
ou il apporte de nouvelles briques algorithmiques a 1’évaluation de
requétes : la ou on disposait uniquement de projections et de filtrages,
on dispose désormais de la résolution de Davis et Putnam pour un
point d’imbrication et de filtrages généralisés, qui les expriment. De ces
nouvelles briques, la premiere se distingue en ceci des autres qu’elle est
algorithmiquement non-triviale (mais tout de méme simple).



Encore un peu de combinatoire ?

La démonstration en logique n’est qu’un auxiliaire mécanique
pour reconnaitre plus aisément une tautologie, quand elle est
compliquée.

Ludwig Wittgenstein — Tractatus logico-philosophicus §6.1262

Les faits de combinatoire présentés jusqu’ici ont deux travers majeurs :
Ils se réferent a des résultats non prouvés dans la these, ni méme
faciles a trouver sous une forme simple dans la littérature ;
ils admettent des preuves trop longues, trop compliquées, et trop
peu intelligibles.

On se propose ici d’y porter remede.

Pour ce faire, on a finalement assez peu a faire : la preuve trop
longue est la généralisation de la preuve de Brouwer et Kolen du chapitre
précédent, et la dépendance externe tient essentiellement au fait qu’un
hypergraphe a-acyclique, i.e. conforme et sans cycle, a des feuilles (c’est-
a-dire des sommets isolés dans son hypergraphe minimisé).

On va donc re—prouver le théoreme 27 de maniere simple et ce,
sans s’appuyer sur aucun résultat. Un autre intérét de notre preuve
est de constituer une preuve alternative a la triple caractérisation de
I’alpha-acyclicité, qui de toute fagon n’est pas simple a trouver dans la
littérature (voir par exemple [AV82] dans [Duc95]).

Notre généralisation précédente de la preuve de Brouwer et Kolen
lui donnait du sens, 1a ou il y avait une preuve effective mais sans
stratégie lisible. Ce sens est le suivant : la suppression d’une feuille
n’apporte essentiellement qu’une nouvelle feuille (ou alors plusieurs
feuilles équivalentes). Cette idée peut étre exploitée plus directement ;
c’est ce que nous faisons dans cette nouvelle preuve plus courte qui non
seulement démontre leur théoreme, mais aussi le généralise et donne
une résultat plus fort. Ce renforcement n’est pas anecdotique, il donne
immédiatement un lien fort entre I’ordre d’élimination des sommets et
Iacyclicité, qui généralise a la fois I'a-acyclicité et la S-acyclicité. En
suivant ces idées, on reprouve maintenant notre résultat principal. Cette
preuve est plus simple, mieux architecturée, et porte un sens plus clair.

Définitions
Définition 60 (hypergraphe) On appelle hypergraphe (ou hypergraphe

simple) H en ensemble d’ensembles non vides, appelés arétes. On définit
la taille d’un hypergraphe |H| comme la somme des cardinalités de ses
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arétes. On définit 'ensemble des sommets de H comme la réunion de ses
arétes : V (H) = U.cy e- On note H[S] I'hypergraphe induit de H sur S,
H{zx) le support du sommet x dans H, et M (H) Uhypergraphe minimisé
de H, définis comme suit :

H[S]={enS|ec H} {0}
H{z) ={eeH|xzece}
M(H)={ec H|AfecHecC [}

On dit d’un hypergraphe H qu’il est acyclique, ce que I'on note A(H)
lorsqu’il est a—acyclique, c¢’est-a-dire conforme et sans cycle.

« Conforme » signifie que toute clique (ensemble de sommets deux a
deux voisins, i.e. contenus dans une aréte commune) est incluse dans
une hyperaréte ; « sans cycle » signifie qu’il n’existe aucun ensemble de
sommets S tel que 'hypergraphe induit sur S est un graphe classique
cyclique, avec, éventuellement, des arétes singletons en plus.

Un sommet isolé d’un hypergraphe H est un sommet z € V (H) tel
que Card (H(z)) = 1. On définit 'ensemble des feuilles d’un hypergraphe
H, noté L(H), comme I’ensemble des sommets isolés de M ().

Définition 61 (hypergraphe bicolore) On appelle hypergraphe a deux
couleurs (ou encore bicolore) le couple H = (Zf) ou H, et Ho sont des
hypergraphes, avec V (Hs) C V (H1). H1 est 'ensemble des arétes dites
rouges de H, Hs est I’ensemble des arétes dites noires de H, et H; UHa !
est l’ensemble des arétes de H.

On définit la taille de (}1*), notée | ()| comme [#;]+|Ha|. On étend

Hi
les notations définies pour les hypergraphes ainsi :
V() = V(H) UV (H) =V (Ha)
Ho _ Ho[S
(Hl)[s] - ('Hl{s%)

()@ = ()
2 _ ({eeMa|Bf eHieC [}
MG = <{ee’Hl|59feH1@cf})

A(Z) & VACH, AMiUR)

On dit que le sommet z est un point d’imbrication d’un hypergraphe
bicolore (Zf) quand on a :

Ve, f € Hi{x) UHa(x) eC fV fCe

c’est-a-dire que 'ensemble des arétes portant x dans H est totalement
ordonné pour l'inclusion. On définit I’ensemble des feuilles d’un hyper-
graphe bicolore H, noté L(H), comme ’ensemble des points d’imbrication
de son hypergraphe minimisé M (#).

Définition 62 (voisinage strict) Soit H un hypergraphe (simple). On
dit d’une aréte e € H qu’elle est compléte dans H sie =V (H); de la
méme maniere, on dit d’'une aréte e € H qu’elle est incompléte dans H si
e #V(H). On dit que deux sommets de H, = et y, sont voisins si on peut
trouver une aréte e € H telle que {z,y} C e. On dit que deux sommets
et y sont strictement voisins si on peut trouver une aréte incomplete
V(H) # e € H telle que {x,y} Ce.

Soit H = (zf) un hypergraphe bicolore. On dit que deux sommets
x et y sont voisins (resp. strictement voisins) dans H s’ils sont voisins
(resp. strictement voisins) dans Hq U Hs.

1 Cette union n’est pas nécessairement disjointe, ce qui explique I'utilisation de
C dans la définition de M.
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Théoréme

Nous redémontrons beaucoup plus concisément le théoreme 27, cette fois—
ci sans aucune dépendance extérieure ; on prouve aussi accidentellement
le lemme 44, qui généralisait un théoreme principal du chapitre 4, le
théoreme 13.

Théoreme 35
Ho

Un hypergraphe bicolore acyclique non vide # = (3;?) est tel que :
V(H) € Hy, i.e. il contient une aréte rouge compléte,
ou bien il possede deux feuilles qui ne sont pas strictement voisines.

On le montre par récurrence totale sur la taille de
I’hypergraphe. On redéfinit la taille en pondérant d’un poids supérieur a
un, deux par exemple, la taille des arétes noires i.e. |(32)| = [H1| +2[Ha|.
L’unique hypergraphe de taille 1, ( {2}) valide bien cette propriété. On
suppose qu’elle est vraie pour tout hypergraphe de taille < n. Soit
H= (zf) un hypergraphe bicolore acyclique de taille n. Si H contient
une aréte rouge complete, la propriété est validée. On suppose désormais
le contraire, i.e. V (H) ¢ H;.
Supposons que H contienne une aréte noire complete i.e. V (H) € Ha.
Alors on pose H' = (7—[2\2;1(%)})_ Notons que H’ est acyclique par définition
avec V (H) =V (H1) =V (H'), et que H' n’a pas non plus d’aréte complete
rouge. L’hypothese de récurrence nous indique donc qu’il a deux feuilles
z et y qui ne sont pas strictement voisines. Comme H et H’ ont les
mémes feuilles, ce sont aussi des feuilles de H. De plus, H et H' ont la
méme relation de voisinage strict, et donc z et y ne sont pas des voisins
stricts. On a montré la propriété dans ce cas, on se place désormais dans
le cas contraire, ou H n’a aucune aréte compléte. On peut donc faire
I’amalgame dans H entre voisinage et voisinage strict.
On va montrer le fait suivant : si un sommet z est une feuille de
I’hypergraphe simple H; U Hs, alors on peut trouver un sommet y qui
est une feuille de I’hypergraphe bicolore H et qui n’est pas un voisin
strict de z. On suppose donc que 1’on a une feuille z de H; U Hy. Alors
il existe une aréte e, qui inclut toutes les arétes de H(z). Considérons
H' = H[{z}]. Comme e, est incomplete dans H, et que z € e,, alors
ex~{z} est incomplete dans H'. L’hypergraphe H’ est acyclique et donc,
par récurrence, ou bien il contient une aréte compléte rouge ou bien
deux feuilles qui ne sont pas des voisins stricts :
Supposons que H’ contient une aréte rouge compléte. Choisissons
y € V(H')\e,. Par définition de e,, les sommets z et y ne sont
pas voisins dans H. Il s’ensuit que H(y) = H'(y). Comme y est
trivialement une feuille de H’, c’en est une de H, qui n’est pas
voisine de x.
Supposons que H’' ne contient pas d’aréte rouge compléte et
possede deux feuilles y et z non strictement voisines. Comme y et
z ne sont pas strictement voisines, et que e, ~{z} est incomplete
dans #H’, au moins 'un des deux n’est pas inclus dans e, \{z},
par exemple y. Ce sommet y n’est donc pas voisin de =z dans H,
il s’ensuit que H(y) = H'(y), et donc y est aussi une feuille de H,
qui n’est pas voisine de z.

Dans les deux cas, H a donc bien une feuille y non (strictement) voisine

de z. Il nous reste a faire usage de ce fait. Pour ce, on a besoin d’une

feuille de I’hypergraphe acyclique H; U#Hz, dont on prouve au point
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suivant ? I'existence. Par le fait précédent, on peut trouver y une feuille
de H. y est en particulier une feuille de H; U H,, donc on peut en déduire
a nouveau par le fait précédent que I'on peut trouver z une feuille non
(strictement) voisine de y, ce qui conclut la récurrence.

On prouve que H;UHy a
une feuille. Supposons Hs # (). Alors (ngHz) est un hypergraphe bi-
colore acyclique plus petit que H (de par la pondération des arétes
noires), qui a une feuille z, qui est une feuille de I’hypergraphe H; U Hs,
ce que l'on voulait. Sinon, H, = ), en particulier, M (H) = (M(g-tl))' Si
H # M (H), alors M (#H) est un hypergraphe bicolore acyclique plus petit
que H, qui a donc deux feuilles qui sont aussi des feuilles de H, en
particulier H# a une feuille, ce que ’on voulait. Dans le cas contraire,
M (H1) = H;. De plus, si deux sommets z et y sont indistinguables dans
Hi, i.e. Hi(z) = Hi{y), alors par récurrence H[N{y}] est acyclique et a
une feuille, qui est une feuille de H. On suppose désormais que H n’a
pas de feuille, et on introduit le graphe orienté :

G={s—t|te L(H[~{s}])}

Supposons qu’un sommet z ait n prédécesseurs zi,...,x,. Alors x est
voisin? de chacun des z;. Dans H[{z;}], = est une feuille donc il existe
une aréte qu’on nomme e; qui inclut tous les voisins de = dans H[N{x;}],
c’est—a—dire tous les voisins de x dans H sauf z;. On nomme e I’ensemble
des voisins de x. Pour tout i, e; = ex{x;}. Supposons qu’'une e; donnée
soit présente sous la forme e; U {z;} dans H. Alors e; U{z;} inclut aussi
tous les voisins de x dans H, donc z est une feuille de H, contradiction.
Donc chacun des e; est présent en 1’état dans H. De plus e ¢ H. Si n > 3,
e constitue une clique : e; est une clique et il faut montrer que tous les
autres sommets sont voisins de z;. L’aréte es nous apprend que tous les
sommets de ex{zy} sont voisins de z;. L’aréte e prouve que x; et zo
sont voisins. e est une clique non incluse dans une aréte, donc H n’est
pas acyclique, contradiction.

On a prouvé qu’un sommet de G n’a que deux prédécesseurs au
plus. Et comme par hypothese de récurrence, chaque sommet a deux
successeurs au moins, il s’ensuit que chaque sommet a exactement deux
prédécesseurs et deux successeurs.

Soit  un sommet. Il y a deux sommets y et z prédécesseurs de z. Le
sommet z est porté au moins par les deux arétes e, et e., les deux arétes
portant x de taille maximale incluant resp. y et z. On a e.~{z} Ce,
et réciproquement. On a donc e, = {y} Ue et e, = {z}Ue, ol e = ¢, Ne..
S’il existe une autre aréte f portant z, incomparable nécessairement
avec e, et e,, alors e = e, \{y} C f et de méme pour z. Alors, ¢, = e U {y},
e, =eU{z}, et f=eU{t,...} quisont bien deux & deux incomparables,
et méme e, et f sont présentes dans H[N{y}] et toujours incomparables,
donc z n’est pas une feuille de #[\{y}], contradiction. Il s’ensuit que tout
sommet x est porté exactement par deux arétes, qui portent chacune un
prédécesseur de x. Supposons qu’un autre sommet ¢ soit contenu dans
I'intersection des deux arétes qui portent x. Il n’est porté par aucune
autre aréte, donc x et ¢ sont indistinguables, contradiction. Il s’ensuit
que tout sommet z est porté exactement par deux arétes {z,y} et {z, 2z},
qui portent chacune un des deux prédécesseurs y et z de z. Il s’ensuit

2 Ainsi, on sépare clairement la preuve de l'existence de feuilles généralisées
multiples et celle (se rameénant aux graphes) de 'existence d’une alpha-feuille.
3 Le terme « voisin » signifiera toujours « voisin dans H » (et non dans G).
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que les successeurs et les prédécesseurs de x sont les mémes sommets,
donc i —j = j—i.

Finalement, H est un graphe non orienté classique ol chaque sommet
a deux voisins exactement. Ce graphe est donc cyclique, a fortiori non
acyclique, contradiction.

Remarque

A titre de comparaison, nous donnons la simplification de la preuve
précédente dans le cas particulier du résultat de Brouwer et Kolen.
La preuve suivante donne un résultat plus fort que le résultat de leur
article [BK80], et ce, en peu de lignes. Pour que la comparaison soit
pertinente, on admet, comme ils le font, qu'un hypergraphe a-acyclique
a une a-feuille (un sommet isolé dans I’hypergraphe minimisé).

Théoréme 36

Tout hypergraphe g-acyclique H a deux sommets ou plus possede deux
points d’imbrication non voisins dans H~{V (H)}.

Supposons le théoréme vrai pour tous les hypergraphes
de taille n ou moins, et considérons un hypergraphe S—acyclique H de
taille n+1. Si H = {V (H)}, le résultat est trivial, on suppose le contraire.

Supposons V(H) € H. Soit H' = H~{V(H)}, qui est donc un hy-
pergraphe B-acyclique a moins un sommet. Si V(H) = V(H’), alors
par récurrence il contient deux points d’imbrication non voisins dans
H\{V (H)} = H~{V (H)}, ce que l'on voulait. Sinon (si V (H') #V (H)),
un sommet x € V (H)\V (H’) est uniquement porté par l'aréte V (H) dans
H, c’est donc un point d’imbrication. Par ailleurs, #’ a au moins un
sommet ; s’il n’en a qu'un, c’est trivialement un point d’imbrication;
sinon, par récurrence, H’ a des points d’imbrications. Dans les deux cas,
H' a un point d’imbrication y, qui est aussi un point d’imbrication de H.

On a montré que H possede deux points d’imbrications x et y
trivialement non voisins dans H~\V (H), ce qui cloét ce cas, on peut
désormais supposer que V (H) ¢ H. De plus, si H n’a que deux sommets,
alors on a H = {{z},{y}} qui vérifie la propriété. On suppose désormais
aussi que H a trois sommets ou plus.

On prouve le fait suivant : « s’il existe un sommet z tel que H(z)
admette un élément maximum pour l'inclusion e, alors il existe un point
d’imbrication y de H qui n’est pas voisin de x dans H~{V (H)} ». Soit
H' = HN{z}]. Comme e, #V (H) (point précédent), e,~{z} # V (HNz}]).
Cet hypergraphe H’ est S-acyclique, et a donc, par I’hypothese de
récurrence, deux points d’imbrication y et z non voisins dans H'~\V (H'),
en particulier dans l'aréte e,~{z} de H'. L'un d’eux, mettons y, n’est pas
contenu dans cette derniere, ni donc dans 'aréte e, de H. Par définition
de e;, le sommet y n’est donc pas voisin de z dans H. Par conséquent
H{y) = H'{y). Le sommet y est donc est un point d’imbrication de H qui
n’est ni voisin de z dans H, ni a fortiori dans H~{V (H)}.

Exploitons ce fait : H est f—acyclique et donc a—acyclique. On peut
donc trouver un sommet a tel que ’ensemble d’arétes H(a) admet un
élément maximum. Le fait nous prouve l'existence d’un point d’im-
brication b de H, qui est trivialement tel que H(b) admet un élément
maximum pour 'inclusion. Encore par le fait, on peut trouver un point
d’imbrication ¢ non voisin de b dans H~{V (H)}, ce qui conclut la
récurrence.
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Corollaire

On a montré qu'un hypergraphe bicolore acyclique admet un ordre d’éli-
mination. En remarquant que, pour un hypergraphe bicolore acyclique,
I’existence d’un ordre d’élimination de cet hypergraphe implique celle
d’un ordre d’élimination pour tout sous-hypergraphe induit, il est tres
facile de montrer ’équivalence entre 'acyclicité et ’existence d’un ordre
d’élimination.

On annoncait plus haut que notre théoréme prouve aussi le lemme 44,
qui généralise le théoreme 13. En effet, on a prouvé qu'un hypergraphe
bicolore acyclique possede deux feuilles qui ne sont contenues simultané-
ment dans aucune aréte incompléete. Il s’ensuit donc (par une récurrence
triviale) que l'on peut toujours trouver un ordre d’élimination qui pré-
serve une aréte donnée, c’est-a-dire qui élimine tous les sommets hors de
cette aréte avant d’éliminer ceux contenus dans cette aréte, le résultat
annonceé.



Conclusion de la seconde partie

Obsolescence

Le chapitre six rend quasiment obsoletes les chapitres quatre et cing;
le chapitre sept élimine la derniére dépendance extérieure, simplifie
considérablement la plus longue preuve du chapitre six, et rend inutile
la généralisation de la notion de connexe-acyclicité définie dans [Bag09,
BDGO07]. On est désormais capable d’énoncer la totalité des faits de la
seconde partie et de les prouver dans un article trés court, qu’il reste bien
évidemment a rédiger. Ce fait indique que notre recherche du chemin le
plus court arrive a son terme : maintenant que les choses sont simples,
rendons-les évidentes.

Le mérite de notre travail tient a notre avis bien plus aux faits
que 'on peut désormais effacer qu’a la petite quantité de nouveaux
faits que l'on peut écrire. Ceci prouve a posteriori la pertinence des
notions manipulées, et I'inadéquation de certaines autres. Par exemple,
les notations tres efficaces introduites au chapitre quatre ne suffisent pas
completement a rendre simples les éléments de combinatoire, certains
énoncés restent un peu hésitants. Le probléme, c’est 'usage, banni dans
les chapitres suivants, de la notion d’arbre de jointure. Des notions
propres de feuille et d’ordre d’élimination permettront de montrer les
mémes résultats mais plus simplement et dans un cadre plus général.

L’accumulation de faits est inutile : leur totalité est déja présente
dans les axiomes. Il est donc plus constructif de remplacer des faits
acceptés comme pertinents par des faits ayant un meilleur rapport
pertinence/complexité de ’énoncé, et ce, sans introduire de notion
nouvelle. Bref, il ne s’agit pas tant de construire que de choisir.

Vers une dichotomie pour le premier ordre existentiel ?

On a montré qu'une requéte conjonctive signée est facile si et seulement
si elle est acyclique (en donnant un sens naturel & cette acyclicité). Un
corollaire immédiat est le suivant :
Une requéte du premier ordre existentiel est facile si on peut la
mettre sous une forme normale disjonctive ou chaque clause est
une conjonction signée acyclique.
Les résultats portant sur le compte et sur ’énumération se propagent
trivialement.

Conjecture

Cette condition est également nécessaire : on peut remplacer le si ci-
dessus par si et seulement si.
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Et I'’énumération?

On savait déja que I’énumération d’une requéte du premier ordre se fait
a délai quasi-linéaire si et seulement si le probleme de décision associé
se fait en temps quasi-linéaire.

On propose un lien plus intime entre décision et énumération en
prouvant que toute requéte conjonctive signée de la forme

Q(x1,yey p) | Fy1--yr?)

est énumérable a délai logarithmique apres précalcul quasi-linéaire si et
seulement si la requéte conjonctive signée

TQ(YA-R(x1,.ey Tp))

est décidable en temps linéaire.

A la question de la pertinence du probléme d’énumération, on peut
finalement apporter la réponse suivante : en ce qui concerne le premier
ordre existentiel, comme en ce qui concernait la logique propositionnelle,
le probleme d’énumération n’est pas moins pertinent que le probléme de
décision, ce qui n’est pas nécessairement la réponse mitigée a laquelle
on aurait pu s’attendre.



Quelques éclaircissements

Autonomie des résultats de combinatoire

J’annonce dans le manuscrit atteindre 'autonomie pour ce qui est des
résultats de combinatoire ; j’étaye ici mon propos. Voici donc la preuve
que, effectivement, je n’ai pas besoin de la triple caractérisation standard
de P'alpha-acyclicité.

On énonce dans ce manuscrit plusieurs caractérisations de 'acyclicité
alpha :

‘H est conforme et sans cycle.
H est réductible a vide par la réduction de Graham/Yu et

Ozoyoglu (réduction GYO)

‘H a un arbre de jointure

Il n’existe pas S tel que M (#[S]) est isomorphe & un graphe-
cycle ou a un Tetra(k).

‘H est réductible & vide par retraits successifs d’alpha-feuilles

(i.e. de sommets isolés dans M (H))

Les trois premiéres sont les caractérisations standards.

Noter que P et P, sont proches : P; indique I’absence de « probleme »,
P, indique I’absence de « probléeme canonique ».

Les propriétés P>, P; et Ps sont également proches entre elles : I'arbre
de jointure peut étre vu comme une représentation statique et condensée
de 'application de la procédure GYO. La procédure GYO et la procédure
d’effeuillage définie en P sont des procédures non-déterministes qui
sont cependant confluentes. La différence entre la procédure GYO et la
procédure d’effeuillage tient a ce que la seconde peut trivialement étre
rendue déterministe, et qu’elle n’utilise qu’une seule opération.

Le lemme suivant se prouve sans dépendance extérieure (méme si on
utilise un résultat externe pour le montrer au chapitre 4).

Lemme (lemme unique) Pour tout i € {1,2,3,4,5} :
Pi(H) & Pi(M(H))
P;(H) = P,(H][S]) pour tout S
Considérer les 5 cas un par un. Le lemme 17 traite
un cas moins trivial que les autres (i = 3). L’autre cas pas complétement

trivial est ¢ = 2, que je dois pouvoir retrouver sur un vieux brouillon, si
nécessaire.

Ce qui est surtout intéressant, c’est de prouver I’équivalence entre
Py, P, et Ps5 : ce sont les caractérisations les plus simples a manipuler et
les plus utiles.

Théoreme

Les propriétés Py, P, et P5 sont équivalentes.

135



136 Quelques éclaircissements

Le théoreme 10 contient la preuve de I’équivalence
de P; et P, qui doit utiliser le lemme unique et non son énoncé du
chapitre 4 (qui utilise le résultat standard). L’implication P, = P, est
alors évidente, et pour le sens retour (—=P; = —F,) la seule « astuce »
consiste a choisir une clique non conforme minimale.

Le chapitre 7 annonce triomphalement donner le seul résultat de
combinatoire qui manquait, et le fait en prouvant, en seconde partie
de la preuve du théoreme 35, qu’'un hypergraphe alpha acyclique a une
feuille. Il s’ensuit par le lemme unique que P; = Ps.

On peut conclure facilement en montrant, par exemple Ps = Py,
encore & 'aide du lemme unique.

Pertinence des notions introduites

J’annoncais aussi développer des formalismes plus adaptés aux pro-
blemes traités.

La preuve ci-dessus doit vous suggérer fortement que l'induction
H[S] et la minimisation M (#) sont décidément des outils efficaces.

Par ailleurs, la simplicité de la partie 2 de la preuve du théoreme 35,
qui établit qu'un hypergraphe alpha-acyclique a des feuilles (P, = Ps),
appelle une comparaison avec la preuve de la caractérisation GYO (sa
partie Py = P3), que je n’ai pris le temps de chercher, et que je doute
de trouver.

Je ne peux donc que vous demander de me croire si je vous dit que
la caractérisation Ps que je propose est plus pertinente que ne le sont
les caractérisations standards P, et Ps.

Par ailleurs, ayant moi-méme prouvé (j’ai gaspillé des mois et des
pages) I’équivalence entre P, et P;, je suis convaincu que le meilleur
moyen de prouver leur équivalence est de prouver séparément P, < Ps
et P; < Ps. (en faisant, c’est original, un usage intensif du lemme unique
ci—dessus)

De I'acyclicité bicolore

J'introduis cette notion qui vise a généraliser simultanément ’alpha et
la béta acyclicité, afin de caractériser les requétes conjonctives signées
faciles.

Pour bien la comprendre, une idée peut étre de comprendre son
usage : les arétes dites noires correspondent au atomes négatifs, les
arétes dites rouges correspondent au atomes positifs. C’est une notion
asymétrique, car les atomes positifs et les atomes négatifs jouent des
roéles asymétriques dans une conjonction. Pour insister sur cet aspect
asymétrique, j’ai appelé les arétes noires et rouges (et non pas négatives
et positives), et ai écrit ’hypergraphe bicolore sous forme verticale. En
effet :

Ho UH Ho
A = A
<H1 > <H1 U H)
c’est-a-dire que les arétes peuvent "tomber" sans effort, mais le contraire
est faux : les arétes ne peuvent pas "remonter" sans effort.
Pour travailler avec cette notion, qui est définie a partir de ’alpha-
acyclicité, on généralise les notions tres pratiques d’induction et de

minimisation de telle sorte que le lemme unique ci-dessus soit maintenu
pour cette propriété :
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A(H) < AM(H))
A(H) = A(H[S]) pour tout S

De la sorte, on peut généraliser facilement les différentes caractérisations
de l'acyclicité alpha a cette notion.

Résultats, résumés en 5 lignes

Premiére partie : La dichotomie de Creignou et Hébrard (variante
de celle de Schaefer, plus pertinente que l'original) était trop timide :
au lieu de délai polynomial, il fallait parler de délai linéaire apres temps
polynomial de décision.

Seconde partie :

Résultat théorique : Une SCQ est décidable en temps linéaire (&
formule fixée) ssi elle est acyclique (dans un sens précis) (+va-
riante pour 1’énumération)

Résultat pratique : Un algorithme de décision et d’énumération
des SCQ acycliques d’'une complexité combinée quasi-optimale.
Résultat supplémentaire : La combinatoire sous-jacente a été
entierement résolue.
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Résumé

Au-dela de la décision de problemes de satisfaisabilité, on s’intéresse a
la génération exhaustive de leurs solutions, I’énumération.

Nous interrogeons d’abord la pertinence du probleme d’énumération
dans le cadre tres classique de la logique propositionnelle. La dichoto-
mie de Creignou et Hébrard prouve déja I’équivalence entre les classes
polynomiales pour la décision non triviale et celles pour I’énumération.
On donne des algorithmes d’énumération optimaux pour chacune de
ces classes, qui généralisent tout algorithme de décision non triviale,
suggérant que I’énumération est le probléme pertinent dans ce cadre.

Ensuite, nous complétons et simplifions des résultats de dichotomie
de Bagan et al. qui établissent un lien étroit entre la facilité d’une requéte
conjonctive et une notion d’acyclicité d’hypergraphe. On prouve alors,
grace a un nouvel algorithme, des résultats similaires pour la classe duale
de celle des requétes conjonctives. Finalement, en généralisant le résultat
classique de combinatoire de Brouwer et Kolen, on unifie I’ensemble
de ces résultats sous forme d’une dichotomie pour I’énumération des
requétes conjonctives dites signées, qui établit un lien fort entre facilité
de 'énumération et facilité de la décision.

Mots-clefs : Complexité de calcul, logique informatique, hypergraphes,
base de données. (indexation libre : complexité descriptive)

Abstract

Beyond the decision of satisfiability problems, we investigate the problem
of enumerating all their solutions.

In a first part, we consider the enumeration problem in the framework
of the propositional satisfiability problem. Creignou and Hébrard proved
that the polynomial classes for the non-trivial sat problem are exactly
those for the enumeration problem. We give optimal enumeration
algorithms for each of these classes, that generalize any non-trivial
decision algorithm for this class. This suggests that enumeration is the
relevant problem in this case, rather than the decision problem.

In a second part, we simplify and complete some results of Bagan
et al. that establish a strong connection between the tractability of a
conjunctive query and a notion of hypergraph acyclicity. We establish
similar results for the dual class of the class of conjunctive queries,
thanks to a new algorithm. Finally, we generalize all these results
through a single dichotomy for the enumeration problem of conjunctive
signed queries, by generalizing some classical combinatorial result by
Brouwer and Kolen. This dichotomy establishes a close connection
between enumeration strong tractability and decision strong tractability.

Keywords: Computational complexity, computer logic, hypergraphs,
database. (free index: descriptive complexity)

Discipline : Informatique et applications.
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