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Introduction

L’un des principaux challenges en imagerie est la détection d’objets caractéristiques dans une image
éventuellement dégradée (flou, bruit etc ...). Les objets cherchés peuvent étre de volume non nul et on
s’intéresse dans ce cas aux zones de variation d’intensité générée par les contours. Ces zones nécessitent
généralement une attention particuliére notamment en compression d’images et en restauration d’images.
En compression d’images ’échantillonnage des niveaux de gris de l'image va devoir étre plus fin dans
les zones de contours que dans les zones de “background” ol I'image varie peu. De la méme maniére en
restauration d’images les zones de contour doivent étre traitées avec soin car elles sont souvent associées
a une dégradation due a la régularisation des données (perte de netteté dans I'image). Les objets peuvent
également étre de taille trés petite et modélisés en domaine continu par des ensembles de mesure de
Lebesgue nulle. Ces objets sont communément appelés structures fines. Ils sont un enjeu important en
imagerie et les applications sont variées : détection d’un réseau routier dans des images satellitaires,
détection de nodules cancéreux dans des images biomédicales. Afin de bien comprendre la distinction faite
entre un contour et une structure fine, prenons l’exemple 2D suivant. Soit I une image définie sur un
domaine Q C R?, v; C Q une courbe 1D fermée délimitant le sous domaine w C Q. Si I est la fonction
valant 1 sur w et 0 sur Q\w, alors l'objet caractérisé par {I = 1} = w est de mesure de Lebesgue non nulle
et est délimité par une discontinuité d’intensité avec saut (voir Figure 1-(a) et 1-(c)). Soit 72 C €2 une
courbe quelconque et I I'image valant 1 sur v, et 0 sur Q\7z, alors la discontinuité associée a 'objet de
mesure de Lebesgue nulle {I = 1} = 72 est une discontinuité sans saut a travers la structure (voir Figure
1-(b) et 1-(d)).

En imagerie un probléme fondamental et récurrent est la segmentation/restauration d’images. La
segmentation consiste & partager le domaine image ) en plusieurs parties. Par exemple pour la détection
de contours ou/et de filaments on partagera le domaine image en une partie associée aux zones ot I'image
varie peu et une partie a forte variations de l'image (contours, filaments, ...). La restauration a pour
objectif de reconstruire les niveaux de gris de 'image & partir d’une version dégradée. Trés souvent les
algorithmes couplent ces deux problémes : on cherche alors un couple (u,~y) ol u est une version restaurée
de l'image sur Q\7 et 7 est ’ensemble des discontinuités de I'image (contours et/ou filaments). Plusieurs
types de méthodes existent pour chacun de ces processus. Les méthodes spectrales sont classiques en
théorie du signal : 'image est vue comme un signal périodique se décomposant dans une base de fonctions
réguliéres (par exemple en cosinus et sinus ...). Dans ce cas, seule la fréquence des fonctions varie. Dans
ce domaine, on peut citer Coifman et al. [36] et plus récemment ’algorithme de DCT locale de Yu-Sapiro
[89]. Plus généralement les méthodes de décomposition temps-fréquences type ondelettes sont beaucoup
utilisées en restauration d’images (voir les travaux de Mallat [60, 87]). L'image I est décomposée dans
une base de fonctions déduites & partir d’une méme fonction dite onde meére. Une autre méthode classique
en imagerie est la morphologie mathématique. Différents types de filtres morphologiques sont définis a
partir d’opérations ensemblistes élémentaires (érosion, dilatation etc ...); voir par exemple Serra [79] en
restauration et Zana et al. [90] en segmentation. Viennent ensuite les méthodes stochastiques. Ici, chaque
pixel de 'image est vu comme la réalisation d’une variable aléatoire et les modéles résultants sont discrets.
En segmentation (détection de filaments) on peut citer [53, 44| et en restauration d’images [21] et plus
récemment des méthodes type GSM [73] (gaussian scale mizture). D’autres méthodes discrétes basées
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(a) Un contour 7, (b) Un filament 7
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FIGURE 1 — Différences entre un contour et une structure fine de type filament

sur une décomposition de I'image en patchs similaires, comme les méthodes NL-means (moyenne non
locale) [29, 30|, NL-bayes (bayésienne non locale) [55], BM3D [37] sont largement utilisées. De nouvelles
approches minimisent la norme [y d’une représentation de 'image dans un dictionnaire (voir la méthode
K-SVD |[2]). Enfin, et c’est toute l'approche de ce travail, les méthodes variationnelles sont largement
utilisées en restauration/segmentation. Un des modéles les plus connus est le modéle de Mumford-Shah
[67] et son approximation par la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli [4]. En restauration les modéles basés
sur la variation totale (Rudin-Osher [76]) ou la diffusion anisotrope (Perona-Malik [72]) sont aussi souvent
utilisés et des algorithmes robustes existent pour leur mise en ceuvre (Chambolle [32|, Aubert-Kornprobst
[17]). En segmentation, pour des images non bruitées, les contours actifs sont trés efficaces pour détecter
des contours modélisés par des courbes fermées (voir [34]). Dans cette thése nous nous intéresserons
plus particuliérement & une méthode récente : la méthode du gradient topologique (GT) introduite par
Sokolowski [80] et Masmoudi [63]. Elle consiste a étudier les variations par rapport au domaine d’une
fonction énergie. Plus précisément si  est le domaine image de R?, on perturbe € soit en créant un trou
de taille € centré en xg, soit en créant une fissure de taille € centrée en xg. En général on modélise le trou
par une boule et on note (a) Q. = Q\{xo + eB} ou B est la boule unité. Pour la fissure on la modélise
par un segment de normale 7 noté o(i) (un crack), et on note (b) Q. = Q\{xo + eo(7)}. Ensuite on
se donne une EDP d’inconnue ug, définie sur (2. que 'on écrit sous la forme Aug, = f, ot A est un
opérateur différentiel défini sur €, incluant les conditions aux bords et ou f est la donnée (sur 92, et sur
). Puis on introduit une fonction coit Jo_(u) de la forme Jo_(u) = er F(u,Vu,V?u,...), ot u est une

fonction définie sur Q, et F: I C R x R?% x R% x ... » R. La méthode du gradient topologique consiste
a étudier le terme principal lorsque € — 0 de la différence Jo_(uq.) — Jo(uq) : on montre qu’il existe une
fonction ¢ : RT — R qui tend vers 0 lorsque € — 0, et deux fonctions Z° et Z¢ telles que dans le cas
(a) lime_o W = T%(x0) et dans le cas (b) limo W = I%xo, 7). En pratique,
pour mener & bien le calcul du gradient topologique, Popérateur A et la fonction F' ne peuvent pas étre

10



choisis indépendamment 'un de Pautre. La fonction ¢(€) dépend généralement de la dimension de I’espace
ambiant 2 et de l'opérateur A. Par exemple si A est I'opérateur laplacien avec conditions de Neumann,
on a (e) = €% ot d est la dimension de I’espace ambiant. Si A est 'opérateur laplacien avec conditions de
Dirichlet, en 2D : ¢(€) = % et en 3D ¢(¢) = e. La fonction Z° (resp. Z¢) dépend des caractéristiques de
la perturbation et est appelée le gradient topologique (GT) de la fonction € — Jg, (ugq,) pour un domaine
perturbé par une boule (resp. un crack). Dans le cas du crack et notamment en segmentation, on définit
généralement des indicateurs topologiques ne dépendant que du point ol se trouve la perturbation. On
utilise minz)—; T(x, 1) (resp max|||—=1 Z¢(z0, 7)) si le but est de minimiser (resp maximiser) la fonction
coit. Cette notion a été tout d’abord utilisée en mécanique des structures par Amstutz [10], puis a été
reprise pour des problémes d’imagerie par Belaid et al. [24] pour la détection de contours et la restauration
d’images. En mécanique [10], le GT peut étre utilisé pour trouver d’éventuelles fissures dans des plaques
meétalliques dont la température vérifie une équation de Poisson. Le principe de la méthode est le suivant :
pour une donnée de Neumann fixée et connue (par exemple un courant électrique), on mesure la donnée
de Dirichlet (la température) aux bords de la plaque, puis on calcule le GT associé & une fonction coftt
déduite du critére de Kohn-Vogelius. D’autres applications du GT ont été faites notamment pour 1’étude
de 'endommagement des matériaux fragiles (voir Allaire et al. [3] et Van Goethem et al. [86]). En imagerie,
dans [24] le GT a été tout d’abord utilisé pour la détection de contours. La fonction cott considérée est
Ja,(u) = [, |Vul? et ug, est solution de

{ Augq, + ug, = f dans Q. (0.0.1)

Onuq, = 0 sur 0%,

L’idée est de trouver les points associés & une variation d’énergie importante et donc associés & un GT
grand en valeur absolue. Un modéle de restauration basé sur une EDP linéaire de diffusion est déduit du
calcul du GT (le coefficient de diffusion est calculé & partir du GT). D’autres applications ont été faites
notamment en classification d’images [20, 9] ou en inpainting [19]. Les principales qualités de la méthode
du gradient topologique sont sa simplicité de mise en ceuvre, sa rapidité et sa robustesse. Généralement le
calcul du GT nécessite la résolution de deux EDPs donnant 1’état adjoint et I’état direct sur le domaine
non perturbé €. Cependant les calculs théoriques sont trés techniques et difficiles. Durant cette thése on
a utilisé cette notion pour la détection de contours, la détection de structures fines et pour la restauration
d’images. Ce travail g’articule sur trois parties. Une premiére partie liée & la détection de contours et a
la restauration d’images est présentée. On commence par présenter quelques méthodes existantes pour
traiter ces deux problémes puis on introduit et illustre la méthode du GT introduite par Belaid et al. [24]
(chapitre 1). Dans le chapitre 2, on reprend le modéle (0.0.1) et on calcule le GT pour un domaine perforé
par une ellipse afin de vérifier que la formule du crack est la limite de celle obtenue pour une ellipse lorsque
Iellipse tend vers un crack. Ensuite, on étudie théoriquement et numériquement un modéle basé sur un
opérateur différentiel anisotrope et uniformément elliptique (chapitre 3) afin d’améliorer la régularisation
proposée par le laplacien. La fonction cott est toujours Jo_(u) = er |Vu|? et TEDP sécrit
—div (A(z)Vugq,) + ug, = f dans € 0.0.2

Onug, = 0 sur 0% (00.2)

avec A(z) un tenseur symmeétrique défini positif. On finit cette partie avec le chapitre 4 en généralisant
(0.0.1) ci-dessus a des problémes quasi-linéaires associés a différents modeéles de dégradation de 'image
(floutage et différents bruits) et en utilisant toujours la méme fonction coit Jo_(u). Dans une deuxiéme
partie on s’intéresse & la détection de structures fines et on présente un nouveau modéle variationnel
(chapitre 5) utilisant la méthode du gradient topologique. La fonction cott proposée utilise des dérivées
d’ordre deux et dans un cas particulier elle s’écrit Jo (u) = fQE HV%H; L’EDP met en jeu 'opérateur
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bilaplacien et deux opérateurs frontiéres By et Bs d’ordres respectifs 3 et 2. L’EDP dans un cas simple
s’écrit :
AQUQE + uq, = dans Q.
Bi(ugq,) = 0 sur oS, (0.0.3)

By (ugq,) = 0 sur OS2,

Une étude théorique (chapitre 6) et numeérique (chapitre 7) en 2D et 3D est faite dans cette partie. Une
derniére partie plus théorique est réalisée pour des équations d’ordre 2m. Un long calcul est mené et une
expression explicite est obtenue dans le cas d'un domaine fissuré en 2D. L’ordre élevé de ’équation peut
apparaitre comme un frein & 'application en imagerie mais il est intéressant de voir le comportement du
GT pour des ordres plus élevés sur différents types de structures.

Contenu

Premiére partie : Détection de contours et restauration d’images par la méthode du gra-
dient topologique

e Chapitre 1 Etat de 'art : la méthode du gradient topologique et les autres méthodes

Dans ce chapitre on présente quelques méthodes classiques en détection de contours et restauration
d’images. Ensuite on décrit le modéle utilisé par Belaid et al. [24] pour la restauration d’images et
la détection de contours et on donne les expressions des GTs dans les cas d’'un domaine perforé par
une boule et d’'un domaine fissuré par un crack.

e Chapitre 2 Lien entre boule et crack : Iellipse

Dans ce chapitre on calcule le gradient topologique pour une équation de la forme —Au +u = f
avec conditions de Neumann homogénes dans le cas d’'un domaine perforé par une ellipse. Le calcul
permet d’établir que les expressions du GT dans les cas d’'un domaine perturbé par une boule ou un
crack s’obtiennent & partir de celle calculée pour un domaine perturbé par une ellipse en considérant
deux cas limites. Un indicateur topologique est déduit et étudié numériquement pour la détection
de contours.

e Chapitre 3 Calcul du GT pour une équation de la forme —div (A(z)Vu) +u = f avec conditions
de Neumann

Ce chapitre permet de généraliser le calcul du gradient topologique & des opérateurs linéaires d’ordre
1. On calcule le GT sous certaines hypothéses de régularité du coefficient de diffusion A(x). On ex-
plicite complétement le GT dans le cas on A(x) = a(z)] avec a une fonction & valeurs réelles assez
réguliére. On applique ensuite le modéle au traitement d’image, en prenant A(z) = a(z)I ol « est
définie a partir du GT calculé pour une équation de type Laplace (voir chapitre 1).
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e Chapitre 4 Détection de contours et restauration d’images pour plusieurs modéles quasi-linéaires

Dans ce chapitre, une étude bayésienne est faite pour trois modéles de dégradation de I'image.
Un premier modele dit “gaussien” suppose que l'image observée f s’écrit sous la forme f = Ku +b
avec u 'image & retrouver, K un opérateur de convolution n’annulant pas les constantes, et b un
bruit gaussien. Le deuxiéme modéle suppose que f = Su avec S un bruit de type “speckle” suivant
une loi Gamma de moyenne 1. Enfin un modéle dit “poissonnien” est étudié. Dans ce dernier modéle,
I’image est considérée comme une fonction constante par morceaux sur chaque pixel R; et sa valeur
est la réalisation d’'une loi de Poisson de paramétre fRi Ku(x)dz. Une fois le gradient topologique
calculé, on restaure I'image par diffusion anisotrope selon la valeur du gradient topologique et la
direction donnée par le calcul de l'indicateur topologique pour le cas d’'un domaine fissuré par un
crack. Ce chapitre a fait objet d’un article soumis pour publication dans JMIV [42].

Deuxiéme partie : Détection et restauration de structures fines par la méthode du gra-
dient topologique

e Chapitre 5 Présentation du modéle variationnel

Dans ce chapitre la notion de structures fines est précisée et on présente un modeéle variationnel
utilisant la notion du GT et adapté a la détection de telles structures. Plus précisément, on montre
que les structures fines (discontinuités sans saut a travers la structure) sont chargées par des opé-
rateurs différentiels d’ordre 2. Ensuite, on introduit un modéle basé sur une fonction coiit définie a
partir des dérivées secondes d’une régularisation des données solution d’'une EDP d’ordre 4 de type
Kirchhoff. Enfin, on pose le cadre de I’étude menée dans le chapitre 6.

e Chapitre 6 Calcul du gradient topologique pour une équation du quatriéme ordre de type Kirch-
hoff avec conditions de Neumann

Dans ce chapitre, on s’intéresse au calcul du GT pour une équation de type Kirchhoff avec condi-
tions de Neumann. Le calcul est fait dans le cas de domaines 2D perforé par une boule et fissuré par
un crack. On étend ensuite le résultat au cas 3D pour un domaine fissuré. Ce chapitre correspond
en grande partie & un article soumis dans le journal COCV [15], & une note au Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences [16] et & un acte de conférence pour IEEE International Conference on
Image Processing [43].

e Chapitre 7 Etude numérique d'une méthode du GT basée sur une équation d’ordre 4 et application
a la détection de structures fines en imagerie

Ce chapitre est une application numérique des résultats démontrés dans le chapitre 6. On pro-

pose dans un premier temps un modéle adapté & des images dégradées par du bruit gaussien puis
on étend le modéle & un probléme plus général de défloutage. Comme pour les contours on présente
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un modéle de restauration par diffusion anisotrope préservant les filaments et/ou les contours, avec
un coefficient de diffusion dépendant du GT calculé au péalable. Ce chapitre correspond & un article
soumis dans le journal STAM Imaging Sciences [40].

Troisiéme partie : généralisation

e Chapitre 8 Calcul du GT pour une équation d’ordre 2m utilisant l'itéré m-iéme du laplacien

Dans ce chapitre on calcule le GT pour une équation d’ordre 2m de la forme (—1)"A"u +u = f
avec conditions de Neumann dans le cas d’un domaine 2D fissuré par un crack. L’expression du GT
est explicitée en fonction de m et des dérivées m-iéme du modéle direct et du modéle adjoint solution
d’une équation du méme type. Un article exposant ce résultat est en cours de rédaction [41].
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Notations et prérequis

Dans ce paragraphe sont résumés les notations et quelques résultats classiques souvent utilisés durant
cette thése.

Abréviations fréquemment utilisées

GT Gradient topologique
B Boule unité
B, Boule de centre O et de rayon r > 0
w'  Le domaine extérieur R\@ oit w C R? est un domaine.
s 1+ 82+ ... + 54 pour s € N¢
dz* Oz 0x3?...025 pour x € R et s € N4
% Dérivée partielle d’ordre |s|

Espaces fonctionnels usuels

On note  C R? un domaine régulier et I' = 9 une variété de dimension d — 1. En pratique on considére
que d € {2,3}.

D(Q) L’ensemble des fonctions C'°°(2) a support compact dans €.
D(Q) L’ensemble des distributions définies sur
Ck(Q,R") L’ensemble des fonctions O définies de  — R™ avec n € N*
ck(Q) L’ensemble des fonctions C* définies de Q — R
(u,v)q Jouv
Lr(Q) {u, [quP < o}
WmP(Q) {ve LP(Q); D% € LP(Q), |a] < m}
H™(Q) wm2(Q)
H'(2) mHm(Q) = {u e H™(Q);u = g—: =..= % = 0 sur 89}
1/2
el (Ziatm Jo (0°u)?)
4l (Seom Jn(00?)"” Semicnorme A7 (0)
Pr(2) Espace des fonctions polynomiales définies sur €2 de degré inférieur ou égal a k
H™(Q)/P,  L’ensemble des fonctions H™(2) définies modulo les fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal & k.
L2(T) {u; [pu?(z)do(z)}
H™(T) {u; D*u € L*(T), || < m}
H1/2+m(F)

Moy (x)—D™My 2
{we Hm(D), fpp PROE 0L G0 (2)dor(y) }
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D™u(x)—D™u 2 1/2
ety 2 (a2, + e P O o (1) do ()
HY?+™(T)/P;,  L’ensemble des fonctions H'/?*™(T") définies modulo les fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal a k.

H, 1/2 () L’ensemble des fonctions H~'/?(T") orthogonales aux constantes

Autres espaces fonctionnels

Pour w C R? domaine de R?, on note w’ = R%\@ le domaine extérieur. Pour o une variété réguliére ouverte
de R? on notera & une variété fermée réguliére contenant o, o C &.

W™ (w') e Si dim(2) =2
W) =3 u, —4—— € L2(W), ..., Dlu e L%(w),
) { (1+7’2)%l09(2+7”2) “) (1+7'2)%log(2+r2) ()
y— 7w ¢ L?(w'), D*u € L2(w)
(147r2)21log(2+4712)
e Sidim(Q2) =3:
Wm(w') = {u, v e L2(W), ..., —Dlu_ ¢ L*(W'),...,DFu € LQ(w’)}
/(1+7~2)? (1+r2) 2
Wi (w') D(w’)W “_Lye W™ (w);u = g—: =..= g:,;iqf =0 sur &/J}
Wm (W) /Py L’ensemble des fonctions W™ (w’) définies modulo les polynomes de degré
inférieur ou égal a k.
Wm(W') x H™(w) L’ensemble des fonctions W™ (w') et H™(w).
H (W) L’ensemble des fonctions H™ sur tout compact inclus w’.
Hgéngk(U) {wo;u € HY*T(G) et u =0 sur 5\5}

Prérequis : quelques résultats utiles et importants

Dans ce prérequis on note  C R% un domaine régulier et borné et I' = 99, et on donne quelques résultats
classiques sur les espaces de Sobolev H™(Q) et H*/2(I).

Définition (Trace d’une fonction). On appelle trace d’une fonction w € H™(QY), Uapplication

= % om—ly
U U By T -

H™(Q) —H™Y3) x H"3/2(T) x ... x HY*(T)

Théoréme (Théoreme de trace). Soit uw € H™(Q), Uapplication trace est continue de H™(Q)) dans
H™V2(T) x H™3/2 % ... x HY2(') . Plus précisément on a l'inégalité

om—ly
8nm—1

< C(D)[luflme
1/2,0

I H

Définition (Relévement). Soit ¢ = (©o, 01,..., Pm_1) € H™ V) x H™3/2(T) x ... x H'/*(I), et
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u € H™(Q) telles que

;ﬂr = %o
(5) r = ¥
m—1

(gnm—’llll> T = Pm-1

On dit alors que u est une relévement de ¢.

Théoréme (Théoréme de relévement). Soit ¢ = (9o, @1, .., Pm-_1) € H™ Y2(T) x H™3/2(T) x ... x
HY2(), il existe un relévement continu de ¢ noté R(¢p) € H™(Q). Plus précisément on a linégalité
suwante :

[B(@)llmge < ll@ollm—1/2,0 + -+ llem—1lli/2,r

Théoréme (Inégalité de Poincaré). Soit u € Hy*'(2), on a linégalité suivante

[ullma < CE)Vullo.o

Théoréme (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit u € H'(Q), et 4 = ﬁ Jo u, alors

lu = allro < CQ)[Vullo.o

Remarque 0.0.1. Une question importante pour les estimations en norme H' () est la dépendance de
cette constante par rapport a e.

Dans [77], on montre que la constante C(QY) dépend du diamétre de Q0 et d’une constante caractérisant
une propriété de connerité uniforme de ), sous réserve que S vérifie une propriété de cone intérieur (voir
[1], p. 66). Pour les deux types de domaine (a) Qe = Q\{zo + eB} et (b) Qe = Q\{x0 + €o (@)} on montre
que cette constante peut étre bornée tndépendamment de e.

La méme remarque s’ applique pour 'inégalité de Deny-Lions suivante.

Théoréme (Inégalité de Deny-Lions [35] ). Dans l'espace quotient H™(S2)/Pp, 1 la norme ||.|| gmq)/p,,_,
est équivalente a la semi-norme |.|;m . Plus précisément en notant M = dim(P,,—1(2)) et (¢i)1<i<mr une
base de Pp,—1(Q) alors il existe une famille d’applications linéaires l; € L(Pp,—1(2),R) pour i € [1..M]
telle que l;(¢j) = 0;; et Yu € H™(Q) :

m

u— Zli<u)¢i

=1

< C(Q)|ulma

m,

Théoréme (Inégalité de Hardy [68]). On note B’ = R?\B, la semi-norme

= [ DM

est une norme sur W§(B').
Le lemme suivant est une conséquence des inégalités de Hardy et de Deny-Lions.

Lemme 0.0.2 (Inégalité de Deny-Lions généralisée). Soit w C B, un sous ensemble de R? régulier. On
note O = R?\w le domaine extérieur a w. Soit u € W™(O), on a l'inégalité suivante

ullwm o) /Py < Clulma

ot, C' est une constante dépendant du domaine O et ou la définition de 'espace W (O) est donnée dans
le prérequis.
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Démonstration. Soit ¢ € C™([0,+0o0]), un profil de la forme

=0, pour 0 <t <1
0<p<1l pourl<t<2
p=1 pour t > 2

Soit ¥(x) = ¢(|z|), alors uy € Wi (B'). Sur I'espace W[ (B’), grace a U'inégalité de Hardy, on a

lupllwpm sy < ClYpulm,p
Par définition de ¥ :

lullwm gy < l[Yullwe s
On déduit donc que

lallwn sy < Cléubm,r < Cluly s + Cllllyn s, < Clubm g + Cllullwn sz (0.0.4)

Ensuite par deéfinition de W™ (Ba\w), en bornant les poids, on a équivalence entre la norme W™ (Bs\w)
et la norme H"(By\w). En prenant l'espace quotient, en utilisant le lemme de Deny-Lions on obtient :

[ullwm (B \@) /By < Cltlm, B \w (0.0.5)

Avec (0.0.4), et (0.0.5), on obtient
lullwm©)/Pr_1 < Clulm,o

O

ce qui est 'inégalité cherchée.

1
Théoréme (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg [1, 69]). Soit m > 1, Uapplication u — (HUH%Q + |u|3n9> ?

est une norme équivalente & la norme ||.||m.q et plus précisément

1/2
[ullma < Cm, Q) ([ul2g + lul0) "

ot, C'(2,m) est une constante dépendente de m et de €.

Remarque 0.0.3. La constante apparaissant dans linégalité de Gagliardo-Nirenberg dépend de constantes
caractérisant une propriété de come intérieur (voir [1], p 66 et pp 75-79). On peut montrer que lorsque §)
est changé en Qe (le domaine perturbé par une boule ou un crack de taille € et ne touchant pas le bord),
cette constante est bornée indépendamment de €.
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Premiére partie

Détection de contours et restauration
d’images par la méthode du gradient
topologique






Chapitre 1

Etat de I’art : la méthode du gradient
topologique et les autres méthodes

Résumé. Ce chapitre présente quelques méthodes variationnelles classiques pour la détection de contours
et la restauration d’images. On présente ensuite la philosophie de la méthode du gradient topologique et
on justifie le choiz du modéle utilisé par Belaid et al. [24] pour la détection de contours et la restauration
d’images via la méthode du gradient topologique.

1.1 Quelques méthodes variationnelles classiques

1.1.1 Perona-Malik

Le modéle de Perona-Malik est un modeéle de diffusion non linéaire. Le modeéle est construit de facon &
préserver au mieux les contours de 'image : il s’écrit sous la forme

% = div (9(|Vu[?)Vu) dans © x [0, 7]
Opu=0sur I' x [0,T]
u(x,0) = f dans Q

(1.1.1)

avec g : [0, +00[—]0, +oo[, une fonction décroissante telle que ¢g(0) = 1 et lim, 4o g(z) = 0. Ainsi le
comportement de 'opérateur différentiel est le suivant :

e A Dintérieur des régions out le gradient est faible (|[Vu| ~ 0), le comportement est similaire & celui
de ’équation de la chaleur : la diffusion est isotrope.
e Au niveau des points ou le gradient est fort, la diffusion est stoppée.

Plus précisément en supposant g dérivable, en développant le terme de divergence et en notant 7 = ‘gm

pour |Vu| # 0 et 7= i+, on obtient :
div (9| Vu2)Vir) = 2(uttzs + gy + 2ustiyting)g' (V) + g([Vul?) (s + 1)
et en posant h(s) = g(s) + 2s¢'(s) on obtient
div (9(IVu2) V) = g(IVul)irr + AVl it

Ainsi aux points de contours ou le gradient est fort, il est préférable de lisser principalement dans la
direction tangentielle aux contours : on impose une condition du type lims_, i h(s)/g(s) = 0 <
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!
limg 400 sg(S) = —%. Si on se restreint aux fonctions positives a croissance polynomiale on obtient

1
S ~ .
9(s) s—+oo VS
étre positive.

Un exemple simple de fonction garantissant toutes ces conditions est g(s) = \/11? L’image restaurée

est la solution u(x,t) de (1.1.1); le paramétre ¢ correspondant a un paramétre d’échelle ou de lissage.
Une illustration est faite en Figure 1.1 avec deux choix de fonctions g(x) vérifiant les conditions aux li-
mites en 0 et +oo, et celles de décroissance et de positivité. On remarque que le meilleur choix est bien

g(s) = (1+ 5)—1/2. Pour plus de détails sur la méthode on réfere le lecteur a [72].

De plus pour garantir que (1.1.1) soit parabolique, nécessairement la fonction g doit

|
"
:
3
4
!

a Ige initiale, PSNR=

(b) g(z) = e <2, e = 80, T = 2, (c) g(z) = o= e =30,T = 1.7,

PSNR=26dB PSNR—27.5dB

FIGURE 1.1 — Perona-Malik (1.1.1)

1.1.2 Meéthode de restauration dite TV (variation totale)

Dans de nombreux modéles variationnels, on cherche une version restaurée u de I'image observée f comme
le minimiseur d'une fonction énergie composée d'un terme d’attache aux données (dépendant du modéle)
et d’'un terme de régularisation correspondant & la variation totale de u. L’espace fonctionnel utilisé est
BY(Q) = {u € L'(Q); Du est une mesure de Radon}. Le probléme de minimisation en présence de bruit

gaussien s’écrit (voir [76])
min Du| + X —f)? 1.1.2

ol A est un paramétre a régler selon Uintensité du bruit. L’espace BV(2) est un espace assez grand
contenant les fonctions constantes par morceaux qui permet de préserver assez bien les contours. Dans la
suite on référera a ce modéle en parlant de modéle TV. Une discrétisation est donnée par 'algorithme de
Chambolle [32]. Pour plus détails on référe le lecteur a [76] et pour des illustrations aux sections 4.3, 4.4,
4.5 du chapitre 4.
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1.1.3 Une fonctionnelle de restauration/segmentation : la fonctionnelle de Mumford-
Shah

Soit ©Q un domaine régulier de R? et v C €, la fonctionnelle introduite par Mumford-Shah en 1989 (voir
[67]) est :

Flum) = [ Ju= P+ [ VUl
Y

ou f est 'image observée, u une fonction définie sur Q\7 (la version restaurée de f) et v C € est 'ensemble
des discontinuités de u. H' est la mesure de Hausdorff de v, A et a sont des paramétres positifs. La difficulté
est que les inconnues ne sont pas de méme nature : u est une fonction et v est un ensemble. Ambrosio et
Tortorelli [4] ont proposé une approximation de cette fonctionnelle (au sens de la I'-convergence) comme
suit :

Fe(u,b) = /Q [Iu — [P+ 2% Vu)? + a (e|Vb|2 i W)]

avec € > 0 un paramétre qui tend vers zéro. Le terme |u— f|? est le terme d’attache aux données. On peut
montrer en calculant une estimation du maximum a postériori (MAP) que ce terme d’attache aux données
est adapté au modeéle f = u+n ol n est un bruit gaussien. Le probléme de minimisation & résoudre s’écrit
alors

C1\2
Hl(g)nglm(m/ [\u — R+ NP Vul? +a (eVb2 + wﬂ (1.1.3)
ue ,0€ (9]

On note (ue,be) le minimiseur de (1.1.3). uc(z) est I'image restaurée (processus de restauration) et
1 — b(z) =~ 0 est Papproximation de la fonction caractéristique des contours de I'image (processus de
segmentation). F. approche F' lorsque ¢ — 0 au sens de la I'-convergence [4]. Dans la suite, on référera ce
modéle par le modéle de Mumford-Shah.

Pour plus de détails sur ce modéle on référe le lecteur a [67] et pour des illustrations aux sections 4.3, 4.4,
4.5 du chapitre 4.

1.1.4 Les contours actifs

La méthode des contours actifs consiste & faire évoluer une courbe Cj contenant initialement un objet,
vers le contour de l'objet. Pour cela on considére une fonction g : Rt — RT telle que g(0) = 1 et
limg 00 g(t) = 0. Soit v : R? — R2 Caselles et al. [31] ont proposé la fonctionnelle suivante :

1
J(y) = /0 G(IVI(v (@)D ()| da

Minimiser J(7) revient a trouver le plus court chemin v : R? — R? partant de v(0) et arrivant a (1)
au sens de la “métrique” g(|VI(vy)]. J(7v) est active loin des contours et pour trouver un minimum local
de cette fonction on introduit une famille de courbes parameétiques (y(t,p)),~, et on définit la longueur
pondérée :

1
20 = [ o916t |2 00| do

Le but est de minimiser L(t), on calcule donc

L(t) B o L) o
L/(t):/ </igN—<Vg,T>T+Vg,gZ>d3:/ <</€g+<Vg,N>) N,gz>d5
0 0

ou k(z) est la courbure de v au point x. Pour que L(t) décroisse le plus rapidement, avec Cauchy-Schwarz
on peut prendre

Oy _

= - (/@g + <vg,z\7)) N (1.1.4)
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Le défaut de ce modeéle est qu’il ne permet pas de détecter les formes non convexes. Pour remédier & ce
probléme Caselles et al. [31] ont légérement modifié (1.1.4) et proposé :

Oy _
ot
(0, 2) = yo(x) dans

(e +)g+ (Vg,N)) N dans @ x [0, 7] (1.15)

ol c¢ est une constante pour stabiliser la courbure lorsque 'objet dont on veut détecter les contours n’est
pas convexe; 7y est une courbe initiale que I'on se donne entourant ’objet & détecter. Les problémes
majeurs de la forme paramétrique sont la difficulté de mise en ceuvre numérique et le fait que ce modeéle
ne tolére pas les changements de topologie de la courbe qui ne peut pas se diviser en plusieurs composantes
connexes. Pour pallier ce probléme Osher-Sethian [70] ont utilisé la notion de courbes de niveaux en écrivant
que y(t) = {x € Qu(t,z) = 0} et en réécrivant (1.1.5) en fonction de u. On prend pour convention que
{z € Qyu(t,x) <0} (resp {z € Q;u(t,z) > 0} désigne l'intérieur (resp I’extérieur) de 'objet. En utilisant

que %? + (Vu, %> =0, N = @—Z‘ et que k = div |§Z‘) on obtient le modéle sur u suivant :

27: _ (dw (%) + c> V| + (Vg, Va) dans Q

uo(x) = dist(x,wp) — dist(z, Q\wp)

(1.1.6)

ol wy est le sous domaine borné de € tel que dwg = g et ug est la distance signée a la courbe vg. Une
illustration de la méthode est donnée dans la Figure 1.2.

(a) Image initiale (b) 500 Itérations (c) 2500 Itérations

FIGURE 1.2 — Les contours actifs (1.1.6)

1.2 D’autres méthodes discrétes de restauration d’images plus récentes

Les méthodes présentées dans cette section sont des méthodes récentes de débruitage considérées pour
certaines comme étant actuellement parmi les meilleures. On suppose pour toutes ces méthodes que I'image
observée est dégradée par du bruit gaussien et s’écrit

f=u+b

ou f est 'image observée, u 'image a retrouver et b du bruit gaussien identiquement et indépendamment
distribué d’écart type o. On note N le nombre de pixels de I'image. Le but est alors de retrouver u a
partir de f. Pour plus de détails sur I'implémentation et les résultats obtenus par ces méthodes on renvoie
le lecteur au site IPOL.
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1.2.1 Meéthode dite DCT locale

La méthode DCT locale introduite par Yu-Sapiro [89] (2011) est une méthode assez simple mais trés
efficace. En notant (¢,)i1<p<ny une base orthonormée de CN (par exemple une base de Fourier), cette
méthode consiste en partie & décomposer l'image dans la base des ¢, et & ne garder que les coefficients
plus grands qu’un certain seuil. Plus précisément pour un seuil T' > 0, une estimation de w est

= pr((fien) en (1.2.1)

ot pr(r) = xlyy>7y est la fonction de seuillage. Donoho et Johnstone [39] ont montré que la valeur

optimale du seuil est T' = 0+/2log.(N) avec o I’écart type du bruit gaussien b. Si on applique simplement la
DCT sur toute I'image et que ’on ne garde qu'une partie des coefficients de Fourier pour la reconstruction,
des artefacts (par exemple des phénoménes de Gibbs au niveau des discontinuités) vont apparaitre. Cela
est du & un “manque” d’invariance par translation de la base de Fourier. Pour remédier a cela Coifman
et al. [36] ont montré qu’en calculant des reconstructions de plusieurs translations de 'image (I'image
supposée périodique est décalée) obtenues en utilisant ’algorithme précédent et en effectuant un décalage
inverse des reconstructions et en moyennant ces derniéres, les artefacts sont considéablement diminués.

L’algorithme revient tout d’abord a décomposer I'image en patchs de taille vN x v/N (généralement
VN = 16) “glissants” les uns sur les autres et se chevauchant (d’oi le qualificatif de la méthode : locale)
puis a reconstruire chaque patch en utilisant (1.2.1) et enfin & assembler tous les patchs débruités en
moyennant.

1.2.2 Méthode dite moyenne non locale (NL-means)

Cette méthode introduite par Buades et al. [29] (2005), repose sur le fait suivant : la moyenne de n variables
aléatoires identiquement distribuées et d’écart type o a un écart type égale a o//n. La question est donc
de savoir caractériser la similarité entre 2 pixels. Les pixels les plus similaires n’ont pas de raison d’étre
proches au sens usuel. Soit r > 0, on note B(p,r) le patch de dimension 2r + 1 x 2r 4+ 1 centré en p. On
définit la distance entre deux pixels p et ¢ par :

1 . .
M]’EBZ(O,T) (flp+37)— fla +J))2

d*(B(p,r), B(g, 7)) =
En pratique, on choisit » = 10 pour o < 30 et r = 17 pour o > 30 ol on rappelle que o désigne 1’écart
type du bruit gaussien. La valeur de 'image reconstruite au pixel p est la moyenne pondérée suivante :

> ulguw(p,q)

q€B(p,s)

- Cl)

_maz(d27202,0)
avec w(p,q) = e h2 , C'(p) une constante de normalisation, h > 0 est un parameétre dépendant

de la valeur de o et s € [1,5] un paramétre définissant la taille du voisinage sur lequel on fait la moyenne
(augmentant avec o). Généralement h = ko avec 0.3 < k < 0.6 un parameétre qui augmente en fonction
de 0. Une version fonctionnelle est disponible sur le site IPOL [30].

1.2.3 Meéthode dite BM3D

La méthode que nous allons décrire ici a été introduite par Dabov et al. [37] (2007) et une version détaillée
et fonctionnelle est disponible sur le site IPOL [54]. Soit € X un pixel de 'image, on note F, (resp.
U,) le patch de taille N; x N de coin haut-gauche x et extrait de f (resp. ). Pour S C X on note Fg
(resp. Ug), le bloc 3D composé des patchs superposés F, (resp. U,) pour z € S. La méthode se décompose
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en une estimation grossiére de 'image & retrouver & partir de 'image bruitée et en une estimation plus
fine & partir de l'estimation précédente et de 'image bruitée. Chacune de ces étapes consiste d’abord a
regrouper plusieurs patchs similaires afin de former des blocs 3D constitué de patchs similaires au sens
d’une certaine distance, appliquer une transformation de débruitage sur ces blocs 3D puis reconstituer
Pestimation de 'image & partir des blocs 3D débruités. Dans ce qui suit on note xg le pixel définissant le
patch de référence et x le pixel courant.

L’idée de la premiére étape est d’utiliser une application linéaire 7'2 '\, (par exemple la DCT) et de faire
un groupage selon la distance entre deux patchs suivante :

(|2 (TQD(F )) Y2 (sz(F )) Hg
()

ou N(ht) est la taille des patchs utilisés dans I’étape 1 (ht pour hard thresholdmg) et 12(7) = TL{z>r0p0)

d*(F,,, F,) =

TR

avec Aop > 0 un parametre indépendant du niveau de bruit. Pour un seuil 7 m at o > 0 fixé, on note S ht =
{z € X,d(Zy,, Zs) < 7™, }- Par construction \Si‘y > 1 et on note Fgne le tableau 3D N |Shf
TR

formé des patchs F, pour x € Sg;.
La premiére estimation par bloc est définie par

0l = (745) " (s (78 (P )))

ht Nht Nht X ‘Sh’t N .
avec T3, une application linéaire de R *r! et y3(z) = L {|z>Asp0) OU A3p > 0 est un parameétre

fixé. Vo € X, on obtient donc |S2% | patchs : Ulter vy ¢ Sht..

Une fois les estimations par blocs 3D calculées, lorsque plusieurs estimations pour un méme pixel sont
disponibles, on moyenne en pondérent par 'inverse des variances de chaque bloc 3D dont provient chaque
estimation. On note u°* Pestimation obtenue a I’étape 1.

Ensuite, Pestimation finale s’obtient de maniére similaire  celle utilisée pour obtenir 2°*°. Un groupement

TR

. . . i HU/basu_U,basuH .

A A ’ A i . Quwie __ . TR z 2 wie N

est effectué a partir de l'estimation précédente et on note : 5;7¢ = {x € X: (e Toten ¢ Ol
1

NV est la taille des cotés des patchs utilisés pour cette étape (wie pour Wiener). L’estimation finale par

bloc est o
U/ug;;;e == ( éwll)e) (lee wie (FSune))

2

wie basic
wie Nwie x NWwie |Swie wie 73D (Uswze ) N )
avec 7375 une application linéaire de R 1 “rlet Wg'e = . ol o est I’écart type
e (O ) [ o
TR

du bruit gaussien.
De la méme maniére que pour I'étape 1, pour les points appartenant & plusieurs patchs et /ou plusieurs

blocs 3D, U™ est obtenue par moyenne ponderee des estimations provenant des U;‘jff R par les poids
wwze — O_ HW’U}ZG -2

tel que le patch de coin haut-gauche z,, contienne x.

1.2.4 Meéthode dite bayésienne non locale (NL-bayes)

Similaire & la méthode BM3D, cette méthode introduite par Lebrun et al. [56] (2013) et disponible sur
le site IPOL [55], se décompose toujours en 2 étapes : une estimation a partir de I'image bruitée et une
estimation & partir de l'estimation précédente et de l'image bruitée. Ces deux étapes se divisent elles-
mémes en 3 sous-étapes : groupement, filtrage par bloc 3D et assemblage. On note Ple patch de référence
de dimension k1 X k1 associé & l'image bruitée et on suppose que P = P + B avec B un bruit gaussien
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identiquement et indépendamment distribué de variance o2 et P le patch a retrouver. Pour la premiére
étape le groupement sur 'image bruitée se fait en utilisant la distance :

- - P—0l2
dQ(P, Q) _ H KZQQHZ
1

On ne garde que les N7 patchs les plus similaires a P au sens de la distance d. On obtient alors le bloc 3D
P(P) constitué des patchs similaires 4 P. La premiére estimation P?**% est alors donnée par le maximum
a priori de vraisemblance :

Pbsie — qrgmaz P(P|P)

P
= argmax P(P|P)P(P)
P
_IP-PI3 _(P-P)Tc,'(P-P)
=argmaxr e 202 e 2
P
P—P|? — —
= argmin 12 = Pliy +(P—P)Cp*(P - P)
P 202

Comme P et B sont indépendants, on a
Cs=Cp+o’l
PP TET (1.2.2)

E(Q)=E(/P)=P, VYQeP(P)

phasic ost done donné par o _

Pbasic _ ﬁ + (015 _ 0.21) C}gl (ﬁ _ ﬁ) (1.2.3)
et A - ~ = ~ ~

Qbaszc =Q+ (Cﬁ _ 0-2[) C}gl (Q — P) YQ € P(P)

avec C'p et P calculés sur les blocs 3D P(ﬁ) Ensuite un premier estimateur u**¥¢ de I'image a retrouver
est obtenu en moyennant sur les différentes estimations par bloc.
La deuxiéme étape consiste a regrouper les pixels en patchs de taille ko X kg2 en utilisant la distance

_ HPbasic _ Qbasic”%

2 pbast basi
d (P aszc’ Q aszc) —
2

otl note P8¢ et QP95 Jeg patchs extraits de u®s¢. Le groupement est fait par seuillage :
PbaSiC(PbaSiC) — {Qbasic’ dQ(Qbasic7 PbasiC) < 7_}
Pbasia(f)) _ {@7 dQ(Qbasic’PbasiC) < 7_}

== . —basic L~
avec 7 > 0 un seuil fixé. Cp et P sont respectivement estimés par C%“m et P sur les blocs 3D PYasic(pP).

A partir de (1.2.2) et (1.2.3) on obtient 'estimation finale par bloc de patchs similaires :

—basic

pflinal — p + C’@IBGSZ'C (C%aSic + 021> -1 (ﬁ _ ﬁbasz‘c>
—hasic —basic

. . . -1/ - ~ .~
sznal — Q + Cbﬁaszc (Cbﬁaszc + 0_2[) (Q - P ) VQ c zpbaszc(P)

Enfin Uestimation finale u/"% est calculée en moyennant les estimations obtenues sur les différents
carrés se chevauchant.
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1.2.5 Meéthode dite K-SVD

La méthode présentée dans cette section a été introduite par Aharon et al. [2] (2005) et une implémentation
deétaillée est disponible sur le site IPOL [57]. On suppose toujours que 'image observée s’écrit f = u +b
avec b un bruit gaussien identiquement et indépendamment distribué et u l'image a retrouver. On note
D € R™F = (dy,...,dy) le dictionnaire utilisé avec (n,k) € N2, k > n et n un carré. Puis on introduit
a = (ij)i; ot (i,7) est I'index du patch v/n x y/n sélectionné et ot a;; € R¥ est une représentation de
R;;f dans le dictionnaire D avec R;; 'opérateur de restriction au patch (¢, ). On note N, le nombres de
patchs /n x \/n dans 'image f.

La méthode se décompose en trois étapes :

e une premiére étape destinée & trouver une représentation de f dans le dictionnaire D la plus creuse
possible. Plus précisément la premiére étape donne une approximation du probléme NP-complet
suivant

& = argmin ||aiillo tel que ||Ri;f — Dayj||3 < n(Co)?
Qij
avec C' > 0 une constante fixée et ol pour une suite (x;)i1<i<n, ||z]jo = #{zi,# 0,1 < i < n}. Pour
simplifier les notations, on considére le probléme :

a =argmin |la)lo  tel que |z — DOZH% <e€
a€eRk

avec € > 0 et z € R™. On note [; l'indice du vecteur du dictionnaire D choisi a I’étape j > 0. On
introduit le résidu r = & — Projvec(d, d,, 4,y (). Si|[r[l1 < € on arréte et a est une représentation
’ @y

creuse de x dans D. Sinon, en notant L; = {Zo, ..,lj}, 'index [; est donné par

lj = argmin |z — Projyec(a,,d, ,....d di)($)||%

i¢Lj 1 -
et a est obtenu en utilisant une orthonormalisation de la famille (dy,, di;, ..., dy;)-

e une deuxiéme étape consistant 4 mettre a jour D et (aij) tels que 2, 5 || Rij f — ﬁo/@ |3 soit minimale
et sans augmenter |la;jllo. Cela est réalisé itérativement (K > 0 itérations) en minimisant le résidu
|E; — dyoy||3 par rapport & a; et d; avec E; = (eéj)ij ol eéj = R;jf — Dayj + a;;(1)d;. Pour cela
une décomposition en valeur propre de E; € R™Nv est réalisée (Singular Value Decomposition en
anglais) d’oil le nom de la méthode. A noter que cette mise & jour, ne concerne que les patchs

utilisant le vecteur d; aprés I'étape 1 (afin de garantir que la quantité ||o;||o n’augmente pas.

e une troisiéme étape ou on résout
i = argmin Mu— f3+ > ||Ri;f — Daj|3
UGRN i,j
-1
A+ RLR; A+ RlDay;
,J ,J

ou A > 0 est un paramétre de régularisation. Il faut noter que pour cette derniére étape la matrice
a inverser est diagonale.
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1.2.6 Comparaisons de toutes ces méthodes

Toutes ces méthodes peuvent étre testées sur le site IPOL. On les compare ici sur une seule image bruitée
par un bruit gaussien mais une comparaison compléte peut étre trouvée dans [55].

f) K-SVD, 27.9dB

d) BM3D, PSNR=30.0dB .(e NL-bayes, PSNR=28.3dB
Ficurg 1.3 — Comparaisons de quelques méthodes sur une image bruitée par du bruit gaussien

(PSNR=16dB)

1.3 La méthode du gradient topologique (GT)

1.3.1 Philosophie de la méthode et choix du modéle pour la détection de contours

Comme présentée en introduction, la méthode du GT consiste a étudier les variations de la quantité
Ja. (uq,) par rapport a e lorsque € — 0 ou ug, vérifie une EDP sur €, et ou la fonction coiit s’écrit sous
la forme Jo, (u) = [ F(u, Vu, V2u,...). Pour simplifier les notations on note u. = ugq, avec la convention
Qo = Q et J(u) = Jo_(u). Il est important de choisir un modéle adapté aux types de structures a
détecter. Dans Belaid et al. [24], on prend une EDP de la forme Au, + ue = f ou f est 'image observée
(éventuellement dégradée par du bruit gaussien) et A est 'opérateur laplacien avec conditions de Neumann
homogeénes. On peut voir up = un comme un version restaurée de I'image f. Il semble donc tout d’abord
important que 'EDP soit un “bon modeéle” de restauration de 'image f. Ensuite le choix de la fonction
colit est également trés important et détermine le type de structures & détecter dans 'image. En effet la
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fonction doit “charger” les structures que 'on cherche. Si on considére dans une image les contours des
objets comme des structures générant des discontinuités avec saut d’intensité lorsqu’on les traverse, alors
les dérivées d’ordre 1 sont des opérateurs différentiels bien adaptés comme le précise le lemme suivant.

Lemme 1.3.1. Soit v une courbe fermée de R? C' et w le domaine borné tel que Ow = ~. On note
w' =R:\w et H, la fonction
Osizew

. /

Hv(l‘): llsszw
_ ), c
2321’ ¥

On note ¢(x) = dist(x,w) — dist(x,w’) la distance signée au domaine w. Soit la famille de fonctions

(gn)n>0 définies par gp(xz) = g (@) avec g(x) = P(x)X{—1<z<1} + X{z>1} € C*(R) avec P(z) = 5 +
%az — g:ﬂ?’ + 13—61:5 et xa(x) la fonction caractéristique de l’ensemble A (voir Figure 1.4).

1.0

= L - k5 .5 1.4

FIGURE 1.4 — Fonction g(x) = (% + %x - %xS + 1‘%965) X{—1<z<1} T X{z>1}

Ona:
— H.,, dans D'(R?
dh h—0 s ans ( )

De plus, pour tout x € v, on a

Von(z) = == Ve(z)
spec (Vzgh(m)) = {O,g'(O) CW}Ex) }

et les vecteurs propres associés sont (V(x), Vo(x)L) (on rappelle que Vo(x) est la normale 6~y et Cy ()
est la courbure de v en x € 7).

Démonstration. On conserve les notations utilisées pour énoncer le lemme. Soit & € D(R?), on calcule
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< gn, &>
<ong>= [ o
9 WE)) §(x)dx

Lo (5
J

ou

Ap = &(x)dx
p>h

Bh B /—hgapghg <SO§;E)> g(x)dl'

En passant & la limite sous le signe intégrale on a

= [ trn@ie = | cws

—0

De méme en changeant de variable et en passant & la limite on a

_ p(ht)
|Bn| = h ‘/1<@<19< A )é(ht)dt‘ < h‘/1<¢<1§(ht)dt’ }j) 0

On déduit
< gn,§ >— / §(z)dr =< Hy, £ >
h—0

(.AJI

ce qui prouve la convergence de g, vers H, dans D’ (R2). Pour les valeurs du gradient et de la hessienne,

on a
Ogn _ 1, (#l2)) 0%
Pgn_ 1 (e@)) dp e 1y p(x)\ Py
8:1:2-8%- h2 h 8x, 81’j h h 8:1:28%
Sur T, ¢ =0, ¢”(0) =0 et ¢’(0) # 0 donc pour tout x € T' on a
1
V() = 59 (0)Ve()
1

V(@) = 34/ (0)Vp()
Par des résultats classiques de géométrie différentielle, on sait que lorsque ~ est réguliére, V2p possede

deux valeurs propres : 0 associée a la direction normale & v donnée par Vo et C,(z) la courbure & v en
x associée A la direction orthogonale & V. On peut donc écrire les développements de Taylor en x € ¥
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suivants :

avec a > 0 proche de zéro et oi1 on a utilisé que pour x € v, p(x) = 0, 7i(z) = Vi(x) et 7.V3p(x)7t = 0.
De méme pour la direction tangente & -, on a

a? 2
gn(@ + af) = g(@) + 3¢/ (0)Cr (@) + o0 <h>

Lorsque @ — 0, on déduit que la variation dans la direction normale est prépondérante par rapport a
celle dans la direction tangentielle. La variation dans la direction normale est donnée par Vgy,. A « fixé,
la variation donnée par Vg, est en O (%) multipliée par la courbure de v dans la direction tangente et
est nulle selon la normale. O

Ce lemme montre de maniére heuristique que les dérivées d’ordre 1 sont appropriées pour la détection
de contours et que les dérivées d’ordre 2 ne le sont pas. Cependant, les valeurs ponctuelles des dérivées de
la fonction gy ne sont pas autant représentatives que leurs valeurs moyennes sur un voisinage du contour :
on pourrait remplacer g, par la fonction gn(z + hv) avec v un vecteur constant et obtenir que la valeur
propre de la hessienne associée a la direction normale ne soit pas nulle. Cependant on peut montrer que
la moyenne locale autour d’un cercle des dérivées premiéres est en O(h~2) et que la moyenne des dérivées
secondes est en O(h™1).

Plus précisément, prenons v le cercle de rayon R et posons Wy, = {(rcos(0),rsin(0)), (r,0) € [R—hn, R+

hn] x [0,600h]} avec n > 0, alors on a :
1 0
9 _ oL
’Wh’ Wi 8%’2 h2

1 g _0 1
\Wh| Jw, 0zi0z; h

Ce résultat peut justifier de facon heuristique, le choix fait par Belaid et al. pour la définition de la fonction

cotlit :

Je(u) :/Q |Vu|? (1.3.1)

L’EDP vérifiée par u, utilise I'opérateur de Laplace avec conditions de Neumann. Plus précisément u. est
solution du probléme suivant

—aA € € — d Qe
(796){ At + e = f dans (1.3.2)

Optte = 0 sur 0f2,

avec (b) Q¢ = Q\{zo + eo(M)} et a > 0.
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1.3.2 Expressions des GTs pour des domaines perforé et fissuré

Les calculs théoriques du GT ont été effectués par Amstutz et al. [10]. On peut écrire la forme variationnelle
de (1.3.2) :
ac(ue,v) =1(v) Yo e HY Q)

avec

ae(u,v):/ aVu.Vv + uv le(v):/ fv
Qe Qe

On introduit J,(u) = fm (f —u)u qui est telle que J(uc) = aJ.(uc). Ensuite pour calculer le GT on définit
un modéle adjoint v, € H'(£2,) solution de

ae(u,ve) = — <8J6(u0)7u>QE = (2up — f, u>QE

Les équations d’Euler associées sont :

(1.3.3)
Opve = 0 sur 99,

{ —aAve + ve = 2ug — f dans Q.

Pour un domaine fissuré (b) Q¢ = Q\{zo + eo(77)}, le GT associé au modeéle décrit par (1.3.2) et (1.3.1)
est [10, 6, 24] :

Z%(xo, ) = —mVup(xo).1.Vug(zo).7 (1.3.4)

ol ug et vp sont respectivement les solutions de (1.3.2) et (1.3.3) pour € = 0. Dans [24] on utilise 'indicateur
calculé en chaque point suivant

I7 op(w0) = ||ghi£11 Iz, 1) (1.3.5)
Les points de contours sont donnés par les points associés a une grande diminution d’énergie c-a-d corres-
pondant & un GT trés négatif. On peut montrer pour un domaine perforé (a) Q. = Q\{zo + eB} que le
GT est donné par :

T
T°(x0) = —27Vug(z0).Vog(zo) — a(f(xg) — ug(x0))(vo(zo) — up(xo)) (1.3.6)

Dans le cas d’un domaine perforé on définit 'indicateur topologique suivant :
Izap(xO) = |Ib($0)| (137)

Remarque 1.3.2. Dans le cas de l’équation —Au+u = f avec conditions de Neumann, et de la fonction
cott Jo(u) = [, |Vul?, on ne sait pas montrer (4 ma connaissance) si la création d’une perturbation
(boule ou crack) conduit & une diminution ou augmentation d’énergie. On conjecture que la création
d’une perturbation au niveaw d’un contour (ensemble des points associés G une forte variation de f) va
étre associée G une variation d’énergie mais théoriquement on ne sais pas montrer si cetle variation
sera une augmentation ou une diminution. Cependant, on observe numériquement que la perturbation
par un crack meéne toujours 4 une diminution d’énergie tandis que pour la boule ’énergie est parfois
positive (faiblement). Ainsi pour des raisons d’affichage on a pris comme indicateur la valeur absolue. C’est
pour cette raison qu’on emploie le terme d’indicateur topologique (on perd l'information de diminution ou
d’augmentation d’énergie, on sait juste que l’énergie varie).
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1.3.3 Application numérique : restauration et segmentation d’images

Segmentation Les Figure 1.5 et Figure 1.6 montrent que le modeéle du crack est plus adapté a la
détection de contours que le modele de la boule (pour ces images on seuille les GTs afin de ne garder que
7% des pixels sur les contours). En effet en 1’absence de bruit les deux indicateurs ont un comportement
similaire. Cependant lorsqu’on ajoute du bruit, le GT (1.3.6) se montre moins robuste que l'indicateur

topologique (1.3.4).

(a) Image initiale (b) I},, (1.3.7)(a=1)

FIGURE 1.5 — Segmentation par le GT associé a un domaine (b) perforé et (c) fissuré pour (a) une image

non bruitée

(a) Image initiale

FIGURE 1.6 — Segmentation par le GT associé a un domaine (b) perforé et (c) fissuré pour (a) une image
bruitée par du bruit gaussien (PSNR=14dB)

Restauration Le modele de restauration utilisé dans [24] est le suivant :

e Calcul de l'indicateur topologique I7 ,, donné par (1.3.5)

e Pour un seuil § > 0 {ixé, on détermine 1’ensemble des points de contours Es = {:U, 17 p ()| > (5}
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e On cherche v solution de
—Bdiv (c(z)Vu(x)) + u = f dans Q2

(1.3.8)
Opu=0sur I

nsix e FEs

avec > 0 un parametre a régler en fonction du bruit et ¢(z) = ] —
1sixzeQ\E;s

Le modele de restauration (1.3.8) est illustré en Figure 1.7. On peut voir que les points de contours ne sont
pas du tout lissés et donc laissés a leur valeur initiale bruitée par le modéle. On verra comment remédier
a cela dans le chapitre 4.

(a) Image initiale (b) Image restaurée (1.3.8) (8 = 5)

FIGURE 1.7 - (a) Image bruitée par du bruit gaussien (PSNR=20dB), (b) Restauration (1.3.8)
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Chapitre 2

Lien entre boule et crack : 1’ellipse

Résumé. Ce chapitre, essentiellement théorique, permet de faire le lien entre les deux modéles de pertur-
bation suivants : (a) Qe = Q\xo + €B un domaine perforé par une boule et (b) Q. = Q\xg + €0 un domaine
fissuré par un crack en calculant le GT associé & un domaine perturbé par une ellipse. Notons que le calcul
du GT associé o un domaine perforé par une ellipse peut se faire en utilisant des tenseurs de polarisation
(voir Ammari [5]). Dans ce chapitre on fait le calcul pour un domain perforé par une ellipse en n’utilisant
que la notion de potentiel simple couche. Par un changement d’échelle selon chaque axe, on se raméne a
un domaine perturbé par une boule. L’EDP et la fonction définies sur le nouveau domaine mettent en jeu
des opérateurs différentiels qui dépendent des parametres du changement d’échelle définissant un probléme
auziliaire équivalent. De maniére classique [6], pour calculer le gradient topologique associé & ce probléeme
auziliaire, on introduit un modéle adjoint et un probléme extérieur. Ce dernier s’écrit sous la forme d’un
potentiel simple couche en fonction de la solution fondamentale de Uopérateur principal et d’une densité a
déterminer. La densité associée est solution d’une équation intégrale de seconde espéce. Le noyau de cette
équation intégrale, permet de conjecturer la forme de la solution. Le terme principal de ’expression du
gradient topologique fait intervenir le produit scalaire des gradients des modéles direct et adjoint pondéré
par un tenseur décrivant les propriétés géométriques de Uellipse. On vérifie que lorsque ellipse est un
cercle, on retrouve bien l'expression dans le cas d’un domaine perforé par une boule et lorsque [’ellipse
tend vers un crack, on retombe sur Uerpression du GT pour un domaine fissuré par un crack.

Introduction

Dans ce chapitre on donne une démonstration de ’expression du gradient topologique pour le probléme
(Pe) (1.3.2) et la fonction cotut Je(u) (1.3.1) dans le cas d’'un domaine perforé par un domaine délimité
par une ellipse. Pour ne pas alourdir les notations on écrira “ellipse” pour “domaine délimité par l'ellipse”.
On rappelle le probléme variationnel étudié :

—aAue + u. = f dans Q. 9
P- t J(u) = \Y%
(Pe) { Optte = 0 sur OS2, ¢ () /Qe Vel

avec o > 0 un parameétre a régler. On note £ lellipse de centre o, de grand axe a dirigé par i+ et de petit
axe b (b < a) dirigé par 7. On note (c) Qf = Q\{zo + €€} et T tel que (7, 1) forme une base orthonormale

de R?. Pour simplifier on se place dans les coordonnées locales de l'ellipse : £ = {(x,y), z—; + z—; < 1},

xo =0et 7 = (0, 1)T. De méme on suppose pour simplifier que o« = 1. Le raisonnement théorique pour
calculer le GT dans le cas d'un domaine perforé par une ellipse reste le méme que pour une boule. Pour
le calcul explicite du GT on introduit un potentiel extérieur @ € WH(R?*\&) x H(€) s’écrivant comme un
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potentiel simple couche (voir [6])

Q(x) = /88 AY)E(x — y)do(y)

ot A € HY/2(DE) est la densité associée au potentiel simple couche et E(z) = —5-log(|z|) est la solution
fondamentale associée au laplacien. A est solution d’une équation intégrale de seconde espéce de la forme
Az
o@) = =2+ [ Aw)n, Bla - )iy
2 o€
avec

1 z—y < >
e
21 |z — y| /%EJFZ;

Pour a # b, en passant en coordonnées polaires et avec les outils d’intégration usuels, il ne semble pas
possible d’intégrer ce type d’équation. Cependant nous allons montrer que par un changement de variable
on peut se ramener & un domaine perforé par une boule et ainsi calculer le GT dans le cas de 'ellipse de
maniére élémentaire. On peut noter qu’il est possible d’exprimer le gradient topologique dans le cas d’un
domaine perturbé par une ellipse de maniére plus direct en utilisant la notion de tenseur de polarisation
d’ordre 1 donné explicitement dans le cas d’une ellipse par Polya-Szego (voir [5] p. 81).

e gto‘ 8

On,E(x —y) =VE(x —y)ng =

2.1 Calcul du GT

On notera (¢) Q¢ = Q\{z + £}, (@) O = {y, (ay1, byz) € Q°} et T = {y, (ay1,byz) € T'}. Pour ne pas
alourdir les notations on note n au lieu de 77 la normale unitaire sortante au domaine €f et n la normale

sortante au domaine S?g. Pour simplifier on rappelle qu’on se place dans le repére locale de lellipse c-a-d
on suppose que zo = 0, 7 = (1,0)7 et 7 = (0,1)7.
2.1.1 Le nouveau probléme

On peut se ramener au cas d’un domaine perforé par une boule en faisant le changement de variable
simple :
Ue(Y1,Y2) = ue(ayi, bya)

ol u, est la solution du probléme (1.3.2) avec Q, = Q€. La fonction cout (1.3.1) s’écrit donc

Jo(u) = /Qg ur—ab [ 2 (‘%)2 + b% (aﬂ )2 — bl (7) (2.1.1)

@ a2 \ 9y dya
) (2.1.2)

(2.1.3)

ou u(y1,y2) = u(ayi, byz) et

QI:D‘HQM‘H
sl
N [y

I(a) = /~ Vapt.Vi  avec Vg = <
Qb
L’équation vérifiée par u, est

—~ | —Auptc + ue = g(y1,y2) sur S’)vlg
@ e )¢
Vaplen =0 sur 902

avec Ngp = V.V, 9(y1,42) = f(ayi,by2) et n la normale sortante de QNQ.
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Remarque 2.1.1. Pour vérifier les conditions auz bords, on peut écrire le contour de ¢ comme les
zéros d’une fonction ¢ € C1(O) avec O un domaine regulzer de R?. Plus précisément on écrit O =

{(x1,22), p(x1,22) = 0}. On en déduit que GQb s’écrit 8Qb {(y1,92), gi)(ayl,byg) = 0}.

_ b
Pour x € T', Vo(z) est colinéaire a la normale n(x) et pour y € T, a%ml (ag1,by2)
baz2 (ay17 b212>

est colinéaire a la
normale n(y). Soit x = (z1,z1) €T et y = (&, %22) € T, on a

Oue 0 Oue 0¢

an =07 Gy 0y 0T G By T T2) =
194, d¢ 104, 96
S 2T =0
a dy; Oz B, (W a2) + b Oys 01 (ay1, ao)
1 Ou, ¢ 1 Oue 0
— b — b =
T @ oy < ox; y2)> oy, ( aXJ“”““”””) "

=4 Vmbﬁe.n =0
ce qui est bien l’égalité cherchée.

Le probléme est donc de calculer le GT associé a 'EDP (2.1.3) et a la fonction cout (2.1.2) (a un
facteur ab pres).

2.1.2 Modéle adjoint

Pour alléger les notations on note n la normale sortante au domaine Q?. La formulation variationnelle

associée au probléme (P,) est : trouver G, € Hl(Qng) tel que
el v) = () Vo€ H'(Q))

avec

al(“? 1}) = /,v va,bU.V’U -+ uv N i;('[}) — /~ qu
o o

On cherche a exprimer le terme prépondérant dans la différence I.(u.) — Ip(ug) :
@) - 1o(@) = [(g- @)~ [ (g~ = L - @) + L+ &
Qb Q

Avec

L€<u>=/@<2as—g>u , Iez—/e(g—%)% C b= [@-w @1y

Ob

€

On définit le modele adjoint v, par
Go(u, ) = Le(u)  Yue H (?z?) (2.1.5)
Par intégration par parties, la différence s’écrit donc
Ie(te) — Io(uo) = —ac(ue — uo, V) + Ze + &

= - va,b%-nﬁe + Ie + 51
OB

= - Va,b%'n@-e/ + va,b%-n% +Ze + 51
OB 0B.
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o B = €B et w, = v, — vg. Soit ¢ € H1/2(8BE), on introduit le définie par

N (2.1.6)

Ambl?o = 0 dans B,
l;p = ¢ sur 0B,

Pour v € HI(EZZ’) on notera toujours [* ce prolongement et pour € = 1 on note [¥ = [{. En intégrant par
parties on a :
Ic(ue) = Io(uo) =Ze + Te + Ke + E1 + E2+ &3 (2.1.7)

avec

J.= / (—a)m . K= / (5 — T5(0))(Vapli™ 1 + Vi) do
Be 0B (2.1.8)

~ e

£ — / (@ — @(0)Aasio , E3=— / (g — ),

€ €

Désormais on doit faire le développement asymptotique en norme H'(Q0) de w..

2.1.3 Développement asymptotique de w,

w, est solution du probléme
—AgpWe + We = 0 sur EZE
VapWe.n =0, sur r (2.1.9)
VapWe.n = =V 0.0, sur 0B,
De maniére classique [6, 27|, on introduit un probléme extérieur associé a 'opérateur Agy :
AgpP =0, sur RQ\E
VapP.n = g1, sur OB (2.1.10)
P — 0, al'infini

avec g1 € H, 1/ 2(83). Le lemme suivant établit le développement asymptotique de w, en norme H 1(&7@).

Lemme 2.1.2. Soit w, définie en (2.1.9) et P la solution du probleme extérieur (2.1.10) avec g1 =

—Vaupv0(0).n, on a

{[);:‘EP(E)‘FGE
€

avec HeeHl’@ =0 (62 —log(e)) et on a les estimations Hﬂz”o&g =0 <e2\/Tg(e)) et ]ﬂ)ve\l&g = O(e).

Démonstration. Voir [6]. O
Le théoréme suivant permet de caractériser la solution du probléme extérieur (2.1.10).

Théoréme 2.1.3. Soit P défini par l'équation (2.1.10) o g1 € Ho_l/2(83), alors

o P s’écrit sous la forme d’un potentiel simple couche

P(z) = - AW)E(z — y)do(y)

avec A € H'/2(OB) et E(x) la fonction fondamentale associée a Uopérateur A,y définie par :

E(y1,y2) = —%log ((ay1)? + (by2)?) (2.1.11)
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o )\ est solution de l’équation intégrale

g1(z) = —>\(2m) + - Va,bE(x —y).n(z)do(y)

e Soit I la solution (2.1.6) pour e = 1, on a la relation de saut :

g1(x) = VoIl (x)n = —\(z) VacoB

e Pour x € OB on pose © = (cos(0), sin(0)). Si g1(x) = Acos(0) + Bsin(f), on a A(x) = acos(0) +
Bsin(0) avec

_a+ bA 5= _a+ bB

a b

o =

Démonstration. La théorie des potentiels associée au laplacien (voir [35] chapitre 6) permet de déduire les
méme propriétés relatives & opérateur A, j en remplacant la dérivée normale usuelle 8% par Vg p.n et en
utilisant la fonction fondamentale E (2.1.11). On démontre ici une propriété de saut pour illustrer cela.

Lemme 2.1.4. Soient w C R? un domaine régulier, ¢ € C(0w) et Vi et Vo les potentiels définis par
Vi(g) = faw o(y)E(x —y)do(y) et Va(¢) = faw d(Y)VapE(y — x).n(y)do(y). Soit x € Ow, on a

lim S VEO) = T30 + [ 00 TasBe - p)nle)doty)
lim VE(O)() = £50() + | 6(0)9,0B(y = 2)n(y)do(y)

4

oty —x ety €w pour “—" et oty — x et y € W pour “+”.

Démonstration. On reprend la démonstration faite dans le Lemme 6.3 de Chen-Zhou [35] et on montre ici
seulement un point important, le reste pouvant étre directement déduit de la preuve dans le cas laplacien.
On commence par calculer le saut associé a la fonction constante égale & 1 pour Va(¢). En utilisant la
formule de Green on a :

Vo(1)(z) = : VmbE(y — x).nydoy = / AmbE(y —x)dy = —/ 3 (y)dy

On en déduit que
0, pour z € '

— 1, pour x € w

Va(1)(z) = {
D’autre part pour x € Jw en intégrant par parties on a

[ VuiE(y =)o, = / AupE(z — y)dol(y)

= / AmbE(y —x)dy
B(z,r)N

= / Va,bE(y —x).nydoy + / Va,bE(y — x).nydoy
Haor r,

ou Hy, ={ycw,|ly—z|=r}etl, =0wnB(z,r).
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Et par le calcul on a :
—ab y—x
21 a?(y1 — 1) + b (y2 — 72)?

Va,bgj(y - 1’) =

Sur Iy, en utilisant que (ny,z —y) = O(|x — y|*) = O(r?) pour r — 0, on obtient que Va,bE(y —x)ny =
O(1). Comme la mesure de I, tend vers zéro lorsque r — 0 U'intégrale tend vers zéro. On en déduit que

Vavi(y — z).nydoy = lim Va,bE(y —x).nydoy

Hw r—0 Hm,r
—abr? [T 1
=i do
ro0 2 /0 a®r2cos?(0) + b2r2sin?(0)
1
2

On obtient .
lim Va(1)*(y) = :|:§ + Vavi(y —x).nydoy

y—z Ow
Ensuite I'idée est d’étendre le résultat aux fonctions continues. La suite de la preuve est identique a celle
du Lemme 6.3 de Chen-Zhou [35]. Pour la relation des sauts concernant V;(¢) on renvoie & la preuve du

Théoreme 6.9 de [35] et au résultat montré pour Va(¢).
Ul

On reprend la preuve du Théoréme 2.1.3 :
Pour le premier point voir Chen-Zhou [35] (Theorem 6.39).

Pour le deuxiéme point en prenant x € B’ en faisant x — OB et en utilisant le Lemme 2.1.4 on

obtient :
gi(@) = ———+ ; Ay)VapE(x —y).n(x)do(y)
B

Pour le troisi¢me point, considérons la fonction a(z) = [;p Ay)E(z — y)do(y) déefinie sur R2\OB. Pour
z € R?\OB en inversant l'intégrale et les dérivées on a facilement que A, pti(z) = 0. De plus @ est continue
a travers 0B (voir [35] Theorem 6.3), on peut donc définir une trace sur 9B et on a : Ugp = Plgp. Par
unicité on en déduit que @(x) = IF'(x) pour x € B. En utilisant de nouveau le lemme 2.1.4 on en déduit
le troisiéme point.
Pour le dernier point on reprend l’équation vérifiée par A (deuxiéme point) :

1 -
Acos(p) + Bsin(p) = —§>\(£U) + AY)VapE(r — y).nzdoy
OB

ot, en passant en coordonnées polaires et en posant x = (cos(p), sin(p))

~ ab (r—y)x
wpB(@ —y)m, = -
VasBlz —y)n 2m a?(z1 — y1)? + b (22 — 2)?
ab 1

Ar aZsin?(2H) + b2cos?(2L?)
On cherche A(p) de la forme A(¢) = acos(p) + Bsin(y). On doit donc résoudre 'équation
1

2
Acos + Bsin = ——r — / NC. do
(?) (?) 2 4 Jo ( )azsinz(%’(;) + bQCOSQ(@Tw)

= *%(QCOS(@ + Bsin(p)) — (acos(p) — Bsin(p)) 1 + (asin(p) + Seos(p)) L)
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ou

7 - ab/7r cos(2t) _a 1
YT o ), a?sin?(t) + b2cos2(t) a-+b 2

7= ab /” sin(2t) B
27 Ton ), a?sin?(t) + b2cos(t)
On en déduit par identification

a:_a—i-bA 3 :_a—i—bB
a b

d’ou 'expression de A\(z). O

2.1.4 Expression du GT pour le probléme auxiliaire (2.1.2)-(2.1.3)
Lemme 2.1.5. Soient I, J., K¢, &1, & et E définis en (2.1.4) et (2.1.8), on a

T. = 7e*(£(0) — up(0))uo(0) + o(€?)
Je = —me*(£(0) — u0(0))vo(0) + o(€?)

a+b b 0
Ke=-—7 s Vg (zo). ( 0 g ) Vg (20) 4 0(€?)

et & ~ o(e?) for i € [1..3].

Démonstration. Des développements de Taylor en 0 de wug, vg et f (que 'on suppose continue sur )
donnent les deux premiéres estimations.
Ensuite en utilisant un changement de variable on réécrit K :

Ke=Lc+ F1+ Fo+ Fs

avec

Lo=¢ | Vag(0)a (vaﬁ.n + Vaybﬁo(O).n) do
0B

Fi=e / (o (ex) — U (0)) Vol ndo
OB
Fo—e / (@ (ex) — T (0) — eViin(0).2) (Vapl’-n + Vayio(er).n) do
0B
Fy=e / Vii5(0). (Ve 50.m — Viap0(0).1) do
0B

En utilisant un développement de Taylor en 0 de ug, le fait que A, pl¢ = 0, le controle de sa norme par
la donnée au bord, le théoréme de trace, de nouveau un changement de variable puis le Lemme 2.1.2 on

obtient
Fi < CE)|0n1E (ex)]| -1 /2,05 = Cel|Onl™ || jp 95 < Cell*)|y g

< Celec(en) | 2m)m < Celec(eo)ly gy < Celecdia, < C\/~log(0

Pour F, et F3 un développement de Taylor donne Fp < Ce3 et F3 < Cé.
Pour L. en utilisant le Théoréme 2.1.3 on obtient

L= EQVUN(](O)./ x\(z)do
0B
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En posant x = (cos(0), sin(6)) on a A(xz) = acos(6) + Bsin(f) avec

a:a—l-bb@vo(o) g—ath

ab a? Ox

a+ba 0vg
ab b2 Oy

En intégrant il vient que

b

Lo = 220w 0). ( z 0 > V(0)
ab 2

Il reste a faire le lien entre ug (resp vg) et ug (resp vg). On a les relations Vug = (agz(; bgg?) et up(0) =
up(0) ce qui donne 'estimation associée & L..
Ensuite pour & il suffit d’utiliser le Lemme 2.1.2 appliqué & X, = ue — ug. Pour &, il suffit d’utiliser que
Agpto = g — 2ug + vg et un développement de Taylor en 0.
(

Enfin pour & on utilise un changement de variable, le controle de la norme H*(B) de I¢* <) par la norme

de la donnée au bord puis un nouveau changement de variable et enfin le Lemme 2.1.2 :

1
& < O o q, < O luwclex) |1 jpon < CEllwe(ea)]l, 5 < C ( ) < Cé/~log(e)

O

En revenant a la différence I.(ue) — Ip(up) donnée en (2.1.7) et en utilisant le Lemme 2.1.5 on obtient
le GT associé a la fonction coit (2.1.2) et a 'EDP (2.1.3) écrit dans la base (x¢, 7, ) :

Vo (0). ( - >w0(0)

Z¢(0) = 7(f(0) — u0(0)) (v (0) = ug(0)) — =

2.1.5 Expression du GT pour le probléme initial (1.3.1)-(1.3.2)

En utilisant (2.1.1), on déduit le GT associé a la fonction cout (1.3.1) et & PEDP (1.3.2) (pour a = 1)
pour un domaine perforé par une ellipse de centre zg de petit axe b dirigé par 77 et de grand axe a dirigé
par 7 :

I%(xg, 1) = mab(f(xo) — uo(xo))(vo(xo) — up(zo)) — m(a + b)Vug(zo).AVv(zo) (2.1.12)

o en notant @ = (cos(p), sin(y))

A < bsin?(p) + acos?(¢) (a — b)cos(p)sin(y) >
(a — b)cos(p)sin(p) beos? (@) + asin?(p)

2.2 Conclusion

Pour le cas a = b = 1 on retrouve bien 'expression du gradient topologique dans le cas de la boule.
En faisant tendre b vers 0 et en prenant a = 1 on retrouve 'expression du gradient topologique dans le
cas du crack (voir [6])

0= st (25 S5 i

= —WVuo(l'o) nV"UO(x )

Le GT associé au modéle de perturbation décrit par le crack est donc la limite de celui calculé pour un
domaine perforé par une ellipse de petit axe tendant vers zéro.
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2.3 Application numérique

A partir de (2.1.12), on déduit le GT associé a la fonction cotit (1.3.1) et & 'EDP (1.3.2) pour o > 0 :

mab

Ie(x(), ﬁ) = T(f(x()) — UQ(:IZ()))(UU(JZ()) — U()(xo)) - 7T(CL + b)VUo(xo).AVUo((EU)

avec ug et vg solutions respectivement de (1.3.2) et (1.3.3) en prenant € = 0.
Ensuite on définit I'indicateur topologique au point zy suivant :

Izap(xo) = \\I%l\\lillze(xo’ﬁ) (231)

En récrivant le dernier terme de Z¢(zg, ) sous la forme d’'une forme quadratique en 7 on obtient :

17 op(20) = 7Tjab(f(%’o) —up(z0))(vo(zo) — uo(z0)) — 7(a + b) Amaz (M)

avec M la matrice définie par

M= ( atg (20)vz(uo) + buy(z0)vy(z0) (a;b) vy (20)ug (z0) + va(20)uy(z0) )

(@=8) (w0 )t (20) + v (w0 )y (o) busg (w0)v (0) + ay (w0)vy (z0)

ol uy et uy, (resp. vy et v,) sont respectivement les dérivées par rapport & x et y de ug (resp. vg). La
Figure 2.1 illustre pour une image bruitée par un bruit gaussien a 14dB, les segmentations associées a
Pindicateur topologique (2.3.1) pour différentes valeurs de b, a, o étant fixés. Cette figure vient compléter
la Figure 1.6 ou seules les segmentations générées par les cas du crack et de la boule ont été comparées.
Dans cet exemple on seuil (2.3.1) afin de n’obtenir que les 7% de points dont le gradient topologique est
le le plus petit (trés négatif). On peut souligner que lorsque a = b = 1 (cas de la boule), 'indicateur
(2.3.1) ne correspond qu’au signe prés a U'indicateur topologique (1.3.7). Ceci a peu d’importance car seuls
quelques points sont associés & un GT positifs et donc le fait de rajouter la valeur absolue permet juste de
ne pas avoir le fond de 'image gris. Enfin il est clair que plus b augmente moins 'indicateur topologique
est robuste par rapport au bruit et on vérifie numériquement que Ifap (2.3.1) pour b = 0 coincide bien
avec I7,, (1.3.5).
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(h) 5., (2.3.1)(b=0) (i) I£a, (1.3.5)

FIGURE 2.1 — Comparaison des segmentations générées par U'indicateur topologique (2.3.1) associé a un
domaine perforé par une ellipse pour différentes valeurs de b et pour a=a =1

On peut étudier la robustesse de Pindicateur I7 (2.3.1), en fonction de b en illustrant d’une part le
pourcentage de points associés & un indicateur I Lap positif (positivité) et d’autre part en introduisant un
indicateur permettant d’évaluer le pourcentage de contours détectés (robustesse). I’étude de la positivité
de I Eap permet de constater qu’il y a diminution d’énergie en tout point pour le cas du crack et parfois
augmentation dans le cas d’une ellipse d’excentricité non nulle (b # 0). Pour la robustesse on détermine sur
I’image non bruitée I’ensemble des contours donnés par Iz(zp qui est un indicateur assez fiable en ’absence
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Fiaure 2.2 — (a) Pourcentage du nombre de points tels que I7,, > 0, (b) indicateur de robustesse
(2.3.2), en fonction de b et pour a = a = 1.

de bruit (voir Figure 1.5) :

=10%

E
Es={xeQIj,, <6} avecd tel que #N6

Sur I'image bruitée on calcule

F,
Fy={2eQ,I},,<n}  avecn tel que #Nn =10%

puis on définit I'indicateur de robustesse suivant :

# (Es N [)

Robustesse ~
# L5

La Figure 2.2 illustre la positivité et la robustesse (2.3.2) pour 'image de la Figure 2.1-(a) bruitée & 14dB
par un bruit additif gaussien (¢ = 50). Les résultats que décrit cette figure viennent conforter I’étude

qualitative de la Figure 2.1.
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Chapitre 3

Calcul du gradient topologique pour une
équation de la forme —div (A(z)Vu) +u = f
avec conditions de Neumann

Résumé. Dans les chapitres 1 et 2 et dans Belaid et al. [24], le modéle utilisé pour la détection de
contours est basé sur une fonction codt dépendant d’une régularisation de limage solution d’une équation
de Laplace. Or, par son isotropie, on sait que Dopérateur laplacien a la mauvaise propriété de lisser les
contours. Dans ce chapitre, on propose d’améliorer le modéle régularisant l’'image observée en utilisant un
opérateur de régularisation de la forme —div (A(x)V.) ot A(x) est un tenseur symétrique défini positif.
Pour que le modéle préserve les contours, on peut choisir A(x) de telle sorte qu’auz points de contours, la
régularisation ait lieu uniquement dans la direction de ces derniers. On parvient o expliciter complétement
le GT seulement dans le cas ou A(x) = a(z)l. Dans le cas général, la valeur du GT est connue en fonction
du potentiel extérieur associé au développement asymptotique du modéle direct. On termine ce chapitre par
une application numérique qui permet de montrer que le modéle proposé avec A(x) = a(z)l est meilleur
que celui utilisant lopérateur lapalacien étudié dans les chapitres 1 et 2 et introduit par Belaid et al. [24].

Introduction

Dans les chapitres 1 et 2 on a calculé la sensiblité par rapport au domaine de la fonction j(Q2) = Jo(uq) =
fQ |Vugq|? oll ug est une régularisation de I'image observée f et est solution d’'une EDP de type Laplace.
Le laplacien est un opérateur isotrope qui lisse les contours. Dans ce chapitre on présente un nouveau
modeéle pour détecter les contours utilisant une EDP de la forme —div (A(x)Vugq) + uq = f ou A(x) est
un tenseur défini & partir d’'une estimation de la localisation des contours et de leur direction et f est
I'image observée éventuellement dégradée par du bruit gaussien.

3.1 Notations et probléme

Soit o une variété de dimension 1 de classe C! et de normale 7 centrée en . On définit le domaine
perturbé par Q. = Q\zg + eo. On suppose que la perturbation ne touche pas le bord, et pour simplifier
les notations on place l'origine en xy de telle sorte que g = 0. On note A le domaine extérieur au crack
(A =R*\7), et 0. = {z,% € 0}. On a alors 9 =T Uo.. On introduit espace de Sobolev avec poids :

Wi(A) = {u —
(1+72)2log(2 +1r2)

€ L*(A),Vu € LQ(A)}
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ot 7 = |z|. Soit & une courbe réguliére fermée de R? contenant o et soit @ le sous domaine de R? tel que
dw = 5. On note @ = {z, £ € B} et QO = N\, (voir Figure 3.1). On définit le probléme (P;) suivant

m

FI1GURE 3.1 — Domaine perturbé par un crack

) { —div(A(2)Vue) +ue = f, dans Q (3.1.1)

A(z)Vue.m = 0, sur 08

ol on suppose que le tenseur A(x) : Q — Mo (R) vérifie :
Hypothéses 1. o V€, A(x) est symétrique définie positive (SDP) et n = infq ||A|l2 > 0

e A(x) est Holder continue : 38 >0, 3IM >0, Va,y € Q, ||A(z) — A(y)|]2 < M|z — y|?

En intégrant par parties sur Q\w, U@, on montre que la formulation variationnelle du probléme (P,)
s’écrit

trouver u. € HY(Q,) telle que ac(ue,v) = l(v) Yo e H(Q)

avec

ac(u,v) = /Q @Iy L) = /Q o

On note toujours Je(u) la fonction cott définie en (1.3.1).
On rappelle que le GT est donné par le terme prépondérant dans la différence Je(ue) — Jo(up) quand
e — 0. En utilisant les équations vérifiées par u, et ug on obtient

Je(ue) — Jo(uo) = /
= [ 280 (ne—w0) =2 [ Bl — o + [ 1V (0= o)

= Le(ue _UO) +Ze +u7e

2Vug.V(ue — up) +/ |V (ue — uo)|2
Qe

avec

L (u) = / —2Aupu I = —2/ Opuplue —uo] T = / IV (ue — ug)|? (3.1.2)
Qe O¢ Qe
On introduit le modéle adjoint v, € H(€2,)
ac(u,ve) = —Le(u)  Vu € HY(Q) (3.1.3)

Les équations d’Euler associées sont

{ —div (A(x)Vve) + ve = 2Aug dans Q. (3.1.4)

A(z)Vvei = 0 sur OS2,
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La différence Je(ue) — Jo(up) se réécrit en fonction de v, comme suit
To(ue) — Jo(ug) = / AVugiifw] + T + T, = T. + J. + K. (3.1.5)
ol on a posé we = ve — vy et K¢ est défini par

Ke= —/ AVuyg.ii[w,] (3.1.6)

Désormais il faut faire le développement asymptotique de w. en norme H'(£2,).

3.2 Deéveloppement asymptotique de w,

On rappelle les équations d’Euler vérifiées par we :

—div (A(z)Vwe) + we = 0 dans €
A(x)Vwe.7i =0 sur I' (3.2.1)
A(z)Vwe.in = —A(x)Vug.1l sur o
On fait un développement de Taylor en 0 de la condition au bord vérifiée par w, :
A(z)Vug(z).n = A(0)Vug(0).7n + O(z) pour = € g.. On note Ay = A(0) et Ey, la solution fondamentale

associée a l'opérateur —div (AgV.) donnée en (3.7.1). Pour estimer w. on introduit Q@ € W(A)/R la
solution du probléme extérieur :

—div (AoVQ) = 0 dans A
(Qext) . (3.2.2)
ApVQ.1i = g(z) sur o
ou g(z) = —AoVuo(0).7 € H%Q(a)’. On suppose pour simplifier que o est le segment de longueur 2

centré en xg et de normale 7. On suppose que o s’écrit (on se place dans le repére local au crack)
o = {(5,0),—1 < s <1}, et on note @ = ¢, = (0,1)T. D’apreés le Théoréme 3.7.3 (voir Annexe section
3.7), (Qext) admet une unique solution Q € W'(A)/R et @Q s’exprime comme un potentiel double couche :

Q) = / (W) AoV, (y — ) ii(y)do

avec A\(z) = VV1—s2 € HS(P(U) pourz = (s,0) €ecouV = 240V00)-¢ ot on notant |Ap| le déterminant

|A0\1/2
de Ag. D’aprés le Lemme 3.7.5 (voir Annexe section 3.7) on a we = €Q (£) + e avec ||ec||1,0, = O(e! 7).
De la méme maniére on introduit P le probléme extérieur défini par (3.2.2) avec g(z) = —AgVup(0).7.

On a ue — ug = €P (£) + re avec [|re|[1,0. = O(e'F).

3.3 Estimations de Z., J, et K.

Lemme 3.3.1. Soient Z., J. et K. donnés en (3.1.2) et (3.1.6), on a

Z. = —2Vug(0).¢, / 1(y)do + o(€?)

g

Je = €|PR o + o)

Ke = —€2AgVu(0).6;, / AMy)do + o(€®)

g
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ot on rappelle que A = R?\@ et u(y) est la densité associée a lécriture de P sous la forme de potentiel
double couche. Dans le cas ou A(x) = a(x)I, le terme J. se réécrit comme suit :

Je = 62Vu0(0).e_7; / w(y)do + 0(62)

Démonstration. En utilisant un changement de variable, un développement de Taylor en 0 puis le Lemme
3.7.5 (voir Annexe section 3.7) on obtient

K. = —2A(0)Vuo(0).¢; /[Q]da +Fi+ Fa+ Fs
avec

/A YVuo(0).7i[ec(ex)]|do Fo = —e/(A(ea:) — A(0))Vug(ex).nifwe(ex)|do

Fy= - / A(0) (Vaug(ex) — Vg (0)) Awe(ex)|do

Grace au Lemme 3.7.1 (Annexe section 3.7) et un changement de variable on déduit

71| < Cellleclea)llgugz,, < Celecler)lypg < Celeclia, < CE

De maniére similaire en utilisant les Hypothéses 1, on montre que |Fa| < Ce?tP et par un développement
de Taylor de ug en 0 on obtient |F3| < Ce3. Enfin, grace & la relation de saut [Q] = A (Théoréme 3.7.3),
on obtient la deuxiéme estimation.

Pour Z,, on applique le Lemme 3.7.5 & ue — up, et on note P le potentiel extérieur vérifiant (3.2.2) avec
g(z) = —AVug(0).7 et re tels que ue — ug = €P (£) + re avec ||re1,0. = O(e'*#). En utilisant le méme
raisonnement que pour K. on obtient

I = —262Vu0(0).e§// pdo + o(e?)

Puis le développement asymptotique de ue — ug permet d’écrire

je:/QE VP (%) .V(ue—uo)—l—/ VeV (ue — )
:/QE )vp<f)‘2+/ vP (L) i+ /we e — )

= 8/{2 \VP(z)]* dz + F3 + Fu

€

avec

F3 = / VP (f) NVre Fu= / Vre.V(ue — up)
Qe € Qe

Les estimations ||r[1.0. = O(e!™?) et |uc — ugl1.0, = O(€) et le Lemme 3.7.4 nous donnent directement
que |F3| < Ce*tP et | Fy| < Ce2+5. Ensuite comme 2= — A on obtient J, = €2|P|2 , + o(?).

Dans le cas ot A(xz) = a(x)I, P est harmonique et on peut exprimer sa semi-norme |.]1,, en fonction des
données aux bords et du saut de P au travers de o, en intégrant par parties :

/\VP WPy = — /aP (y)]do

Enfin en utilisant la relation de saut [P], = —p on obtient le résultat dans ce cas particulier.
O

Remarque 3.3.2. Dans le cas ou A(x) n'est pas proportionnelle a l'identité, on ne parvient pas & expli-
citer la semi-norme |P|? \ car pour tout M # Cste x I, ¥, MV P(z) = V¥(z).
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3.4 Calcul du GT dans le cas du crack

En revenant a la différence Je(uc) — Jo(up) (3.1.5), en utilisant le Lemme 3.3.1 et le Théoréme 3.7.3, on
obtient

Je(ue) — Jo(ug) = —2€2Vug(0) / U1 — s2ds + o(e?) + €%| P2 A€ 2 AgVug(0 / V1 — s2ds

ouV = % et U = %. Dans le repére local au crack ’expression du GT est donc

7T - -
Z°(0) = A, (—2Vup(0).€5 A0 Vug(0).€; — AgVup(0).€5 AoV (0).€;,) + ‘P’%,A
0
ou P est le probléeme extérieur donné par (3.2.2) avec g(z) = —AgVup(0).7. Dans le cas ot A(z) = a(x)I,

on peut expliciter la semi-norme |P|; a et réécrire le GT dans le repére local au crack :
Z%(0) = 7 (~a(0) Vuo(0)-6; Voo(0).; — (Vo (0)-6;)°)

3.5 Conclusion : expression générale pour un crack quelconque

Le GT associé a 'EDP (3.1.1) et & la fonction (1.3.1), pour un domaine fissuré par un crack de centre
et de normale 77 est

™

IC((EO,ﬁ) = |A(.’IZ’0)’1/2

(—2Vu0(x0).ﬁA(:c0)Vuo(x0).ﬁ — A(xo)VUQ({L'o).ﬁA(l‘o)V’Uo(%o).ﬁ) + ‘P‘%,A

(3.5.1)
avec ug et vy données respectivement par (3.1.1) et (3.1.4) pour € = 0 et ot P est le probléme extérieur
donné par (3.2.2) avec g(z) = —AgVup(0).7i. Dans le cas ou A(z) = a(x)I, on peut expliciter Z¢(xq, 1) :

T¢(z0, /) = 7 (—a(xo)Vuo(aco).ﬁva(xo).ﬁ - (Vuo(xo).ﬁ)2>
On définit 'indicateur topologique pour détecter les contours, suivant :

Lin(av ) (T0) = Hg‘l‘iill Z¢(wo, 1) (3.5.2)

Remarque 3.5.1. Pour un domaine perforé et pour A(x) = a(x)l, le GT associé a UEDP (3.1.1) et a
la fonction coit (1.3.1) est :

Ib(mo) = —27ma(z0) Vug(z0) Vg (zo) — 7| Vug(xo)|? + m(f (o) — uo(z0))vo(z0)

3.6 Application numérique

Dans cette section, on illustre I'indicateur topologique Ig;,av.) (3.5.2) associé a la fonction cott Je(u) =
er |Vu|? et 4 TEDP (3.1.1) basée sur Uopérateur div (A(x)V.) avec A(x) = a(x)I. Ici, a(z) est défini &
partir de I7 (1.3.5) associé a la méme fonction cott Je(u) et a PEDP (1.3.2) définie a partir de 'opérateur
de Laplace. Plus précisément, en s’inspirant du modeéle de Perona-Malik (1.1.1) on définit

(3.6.1)



avec A > 0 une constante de “seuillage” et v > 0 un paramétre a régler en fonction du bruit. Un meilleur
choix aurait été de prendre A(z) en fonction de la direction donnée par le calcul de I};ap. Mais pour cela il
faut obtenir un calcul explicite du GT (3.5.1), ce qui semble techniquement difficile. Pour plus de détails,
on renvoit le lecteur a la section 4.7 du chapitre 4 ot un modéle de restauration anisotrope basé sur le GT
est présenté. Avec le choix de a(x) donné en (3.6.1), au niveau des contours la diffusion est plus faible et
toujours isotrope. On s’attend donc & ce que les contours soient plus fins mais aussi plus bruités que pour
le modele utilisant le laplacien comme opérateur de régularisation.

On peut étendre le modeéle (3.1.1) & un modele plus général de défloutage : on suppose que I'image observée
s'écrit f = Ku+bou K est le flou modélisé par une convolution telle que K1 = 0, u est 'image a retrouver
et b est du bruit gaussien (voir chapitre 4). En écrivant que uq = argming(q) [o o(z)|Vul® + (f — Ku)?,
on déduit les modéles direct et adjoint sur le domaine non perturbé correspondant & ce probléme :

—di Vug) + K*Kuy = K*f dans Q
(Po) iv (a(z)Vug) uo f dans (3.6.2)
Opug =0 sur T’
—di \Y% K*Kvy = 2Aug dans Q
Qo) { iv (a(x)Vvy) + Vo ug dans (3.6.3)
Opvg =0 sur I’

On peut montrer que le GT associé & ce probléme, pour un domaine fissuré, s’écrit de la méme maniére
en fonction des états direct ug et adjoint vy définis ci-dessus. On note Igw(av.) I'indicateur topologique
(3.5.2) pour A(x) = a(x)I. Sur les Figures 3.2 et 3.3, on compare I7, (1.3.5) et Li(av) (3.5.2) pour des
images bruitées par du bruit gaussien. On constate que les contours détectés par Iccliv(av.) sont plus fins

mais également moins réguliers que ceux détectés par Iy, .

[

(a) Image Initiale (b) Ifp, (1.3.5), (a =1) (©) 1Givav.y (35.2), (v =2, A = 150)

F b
L_-
-
L
o
-
(d) Zoom de I, (e) Zoom de Ig;,(nv )

FIGURE 3.2 — Comparaison des indicateurs topologiques Ig, v ) (3.5.2) et I7,, (1.3.5) pour une image
bruitée par du bruit gaussien (PSNR=16dB).
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La Figure 3.3 montre les segmentations générées par les deux indicateurs I7 : on seuille

ap et Igiv(av.)
chaque indicateur afin de n’avoir que 7% des points détectés. On constate & nouveau que les contours sont
détectés plus finement et en plus grand nombre par Iccliu(av.) que par I7 ., mais qu’ils sont moins réguliers

pour Igiv(av.) que pour I .

LIV

e

i

e )
o :

o
M,.

: l B ot \ ‘ 5
Idiv(av.) (3.5.2), (v =2, A = 150)

=

—~
¢]
~—

(a) Image Initiale (b) If4p, (1.3.5), (a =1)

FIGURE 3.3 — Comparaison des indicateurs topologiques 15, v (3.5.2) et I7,, (1.3.5) pour une image
bruitée par du bruit gaussien (PSNR—16dB).

Les Figures 3.4 et 3.5 illustrent également les deux indicateurs I7,, (4.6.1) et Loinav) (3.5.2) sur des
images bruitées et floutées. On peut voir que les contours sont plus fins pour Ifh.v(av.) que pour I]‘iap.
Sur la Figure 3.5, on observe que lorsque le niveau de bruit est relativement faible (PSNR>20dB) les
résultats obtenus par Igiv(av.) sont bons. En effet les contours sont moins altérés par le fait que les états
direct (3.6.2) et adjoint (3.6.3) soient moins lissés au niveau des contours. De méme, si le bruit est trop
important, le fait d’augmenter ~ va lisser les contours notamment dans leur direction normale et donc ces

derniers vont étre élargis.

-“_-‘-___,-r—

(a) Image initiale (b) If,p (1.3.5), (. =0.8) (©) Igivav.) (3:5:2), (y =1, A = 80)

FIGURE 3.4 — Comparaison des indicateurs topologiques 15, v (3.5.2) et I7,, (1.3.5) pour une image
floutée par convolution gaussienne (o = 5) et bruitée par du bruit gaussien (PSNR=16dB).
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(a) Image initiale (PSNR=20dB) (b) If,, (1.3.5), ( =10.8) (©) Iginav.y (3:5.2), (v =0.8, A = 80)
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(d) Image initiale (PSNR=16dB) (e) If,, (1.3.5), (a =0.8) () Liivav,y (3:5.2), (v =15, A =80)

FIGURE 3.5 — Comparaison des indicateurs topologiques 15, . (3.5.2) et I§, (1.3.5) pour une image

Lap
floutée par convolution gaussienne (o = 5) et bruitée par du bruit gaussien pour différents niveaux de
bruit.

3.7 Annexe

On rappelle que I'on note A = R?\. Pour une matrice M, |M| désigne sont déterminant et M~! son
inverse. Soit Ag € Ma(R) symétrique définie positive (SDP), on note P € O3(R) et D la matrice diagonale
telles que PTAgP = D. Enfin D'/? est la racine carré de D et D~'/2 = (D'/2)=1. On introduit

1 —1/2pT
Ea(o) = B <D P x) (3.7.1)
la solution fondamentale associée a 'opérateur —div (4pV.).
Lemme 3.7.1. Soit u € HY(Q\7), on a

ulll 172,y < Clulas,\9)

+

ot [u] = ut —u~ est le saut de u a travers o.

Démonstration. On utilise que [u]z 7 = 0, la définition de la norme H&?(U), puis on explicite le saut et
on applique le théoréme de trace sur 32\5 et sur w : pour une fonction réguliére v

“[U]HH(}({?(G) =+ Y)llmreg < lu™ +Ylmeg +lu™ +dlmeeg < Clutdlhps

26



En prenant ¢ € R et en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger on obtient le résultat.

Lemme 3.7.2. Soit g € H(%Q(O')/,AQ SDP, et u € HY(By\7) tel que div(AgVu) € L?(B2\7) alors

|40Vl gy/2 ) < (1l mavo + Idiv(A0Ve) | 12(s,19)

Démonstration. Soit ¢ € H&éz(o), on note toujours ¢ le prolongement de ¢ par 0 sur o\a. Soit R(y) un

relévement continu de ¢ tel que ||R(¢)l|; Ba\s < ll¢ll1/2,5- Une intégration par parties donne

/ AoVu.iip = / AoVu.iip = / div (AgVu) R(¢) + AoVu.VR(p)
o o BZ\E
< (\U|1,BQ\E + HdiU(AOVU)HB(BQ\E)) HR(@HLBQ@ < (\U\l,BQ\E + HdiU(AOVU)HL%Bz\E)) ”80\\1/2,5

Puis en prenant le sup sur les ¢ tels que [|¢|[ ,1/2 )= [ll1/2,5 = 1 on obtient le résultat.
00

(o
O
Soit g € Héf(a)’ et Q@ € WY(A)/R la solution du probléme extérieur
—div(AgVQ) = 0 surA
(Q o Ql o (3.7.2)
AgVQ.1i =g sur o

Théoréme 3.7.3. 1. Le probleme (3.7.2) admet une solution unique dans W'(A)/R et Uapplication
g — Q est continue de H0162(0)’ dans WL(A)/R.

2. La solution de (3.7.2) s’écrit sous la forme d’un potentiel double couche de densité \ € Héf(a) :
Qz) = / My)AoVE4,(y — x).n(y)do, pour x € A (3.7.3)

3. On a la relation de saut ¢ travers o :
QI=Q, —Q, =X (3.7.4)

4. La densité \ est donnée par l’égquation intégrale :
o(5) = AWV (AVEay(y — 2)n(y)) () ()

ot § désigne la valeur principale de Cauchy.

5. Dans le cas ot o0 = {(s,0) x {0}, —1 < s < 1} et g(x) = cst =V la densité \ est donnée par

-2
A(s) = va’ ¥(s,0) € D (3.7.5)

Démonstration. On rappelle (voir Figure 3.1) que 'on note @ le domaine de contour o.
On note Ay, = div(ApV.) et on introduit les deux espaces :

HY (A, @) = {uc HY(X), Apgyu € L*(@)}
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WA, &) = {ue W@), (1 +7%)2log(2 + r2)Aau € L2(@)}

ot @' désigne le domaine extérieur & @. Sur @ on utilise la formule de Green : soit u € H(A 4,,®)
/ AoVu.Vov = —/ A g uv + / AoVu.iiv , Yo € H' (D) (3.7.6)
w w o
Sur @' on a la formule de Green suivante [46, 45] : soit u € W1(A4,, &)

/~ AgVu.Vou = —/~ A g uv — /~A0Vu.ﬁv Yo € WHT) (3.7.7)

On définit
K={uc H (A, @)/Rx W (A4,,&) /R, supp(Aa,u) = 0, [Opu], = 0, [ulz\5 = 0}

ot [u], désigne le saut de u a travers o (idem pour [u]zz). On réécrit K en utilisant la régularité des
fonctions H},.(A)
K ={uc WA, N /R, supp(Aa,u) = o, [0pu), = 0}

En additionnant (3.7.6) et (3.7.7) on obtient 1’égalité suivante :

/ AgVu.Vu = / AgVu.iiufr] VYu e K Yo € WHA)/R (3.7.8)
A o

On remarque que K est un espace de Hilbert comme sous ensemble fermé de I'espace de Hilbert W1(A)/R.
Le probléme (3.7.2) peut s’écrire sous la forme suivante :

trouver @ € K tel que AgVQ.i=gsuro (P)

A partir de (3.7.8) on en déduit la formulation variationnelle du probléme (P) suivante :

trouver @ € K tel que / AgVQ. Vv = /g[v] Yo e K (3.7.9)
A o

Nous allons montrer que ce probléme est coercif et continu.
La coercivité provient de la positivité de Ag et de I'équivalence de la norme sur W!(A)/R avec la semi
norme |ufy, A (voir Lemme 0.0.2 en prérequis avec m = 1).
Pour la continuité, on utilise le Lemme 3.7.1 et la définition de I'espace W1(A) :

[ AL < 18l gy N0y < Cl sy ol < By o

L’application linéaire correspondant a la formulation variationnelle du probléme (P) est donc continue.
Enfin on conclut a 'unicité et 'existence de la solution @ du probléme (3.7.2) en appliquant le théoréme
de Lax-Milgram.

On définit ensuite l'isomorphisme
Jo : g —Q

Ho (o) — K

En reprenant (3.7.8), avec v € K, on obtient :

/ AoVu.Vov = / AoVu.iilul Yue K Vve K (3.7.10)
A b
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Soit g € Hééz(a), on considére le probléme suivant :

trouver P € K tel que [P]l, =¢q (P')

et soit
Ji: q— P

HY*(0) — K

Nous allons montrer que J; est un isomorphisme. La formulation variationnelle associée au probléme (P’)
est

trouver P € K tel que / AgV.Vv = / qAoVvi Yve K
A o

La coercivité sur K est immeédiate et utilise le méme argument que pour le probléme (P). Pour la continuité,
on utilise le Lemme 3.7.2 et le fait que Ayyv =0:

/JqAOVU.’I’L = ||qHHééz(o.)HAOVU'nHHOlD/Q(U)/ < HQ||H010/2(0)|U|1,BQ\E < O||Q||H0152(2)|U|1,A

La forme linéaire associée a la formulation variationnelle de (P’) est donc continue et on conclut avec
le théoréme de Lax-Milgram. On en déduit que J = J; Lo Jo défini par J : g — q est un isomorphisme de
HééQ(a)’ dans H0162(0).

Pour les points 2 et 3, on vérifie que E4, € W!(A)/R, et en appliquant la formule de Green sur @ U &’
pour x € R?\5 :

Q(x) = / Q1 A0V By (y — 2).71(y)dory — / AoV Q.1(y)| Eng (y — x)dory = / QI A0V Eay(y — 2).7i(y)dor,

(e g o

[’expression ne dépendant pas de la courbe o choisie on en déduit que I’égalité est vraie pour x € A.
En utilisant que AgV, (AoVE4,(y — x).ii(y)) = O(|z — y|~2) et la régularité du potentiel associé
[35, 46], on obtient 1’équation intégrale caractérisant 'isomorphisme J :

AVui(z) = o) A0V (AVEa(y - 2).iy) (),

g

ou § correspond a la valeur principale de Cauchy. Enfin pour le dernier point on commence par calculer
le noyau associé a I’équation intégrale :

V:/A(y)K(m,y)day (3.7.11)

ou pour 0 = {(s,0),—1 < s < 1}, en notant z = (s,0) et y = (¢,0) le noyau K(z,y) s’exprime comme
suit :

_ N . 1
K(z,y) = AoV (AoVE4,(y — x).1(y)) .7i(z) = ST P—
On réécrit (3.7.11) :
_o=2v 1A
= TAE g(s) avec g(s)= - %_1 - tdt

En intégrant et en prenant les constantes d’intégration égales a zéro on doit donc résoudre C's = g(s) et
en utilisant [62] on obtient A(s) = CvV1 — s% € Hé({g(a) ce qui termine la preuve de ce théoréme.
O
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Lemme 3.7.4. Soit Q la solution de (3.7.2), on a le comportement asymptotique suivant lorsque |x| — oo
ete —0:

Q)| < |C, VQ@) < ‘j
le(D)],0 =0(«v7iosta)  |e(7)], =00  [«rvewm]  <c

pour tout 0 < B < 1.

Démonstration. Pour les estimations ponctuelles en partant de ’expression de ) sous la forme d’un
potentiel double couche, on a pour x € A :

VQ@) = [ No)V2 (40 Eay(y — o) n(y) do
g

gleil g

gzt 2 (@)

pour |z| — +o0o, |ai1| =1 et |ag| = 2, on déduit les deux premiéres estimations. Pour estimer les normes

L?(£2,) des dérivées de @, on se donne deux réels positifs a et D assez grands et un réel positif € assez
petit tels que B C B, C %Q C %B p- Ainsi en utilisant les estimations ponctuelles on a :

HQ (%) H;QE = /QE Q (%)2 dr = € 1Q\UQ(Z,/)Qdy < ¢ ( BQ\EQ(y)Qdy + /13D\BQQ(y)2dy>

D

D/e 1
< Cé* + 062/ r—zrdr = C + Ce [log(r))s < Ceé¥(—log(e))

0, = 5 [ e ae= [ e

2 2
<c ( /B IV Py + / ) dy)

1 1 D/e
gc+c/ 47’dr§C'+C[2] <C+Ce<C
1Bp\B, T T

a

< C

. . . dl2lp
En utilisant un développement de Taylor en x et les estimations < % e J( )| < Ei

= |z Ox*1

Pour la derniére inégalité il suffit de voir que |z|*VQ(z) = O(|z|>~#) qui est L2 (R*\B) pour0 < g < 1. O
oo

Lemme 3.7.5. Soit w. € H'(Q.) définie par (3.2.1), et Q € W(A)/R la solution du probléme extérieur
donné en (3.2.2), on a

we = €Q) (%) + e

avec
lecllo, = O ™) Jlwellog, = O ™) |welia, = O(e)

Démonstration. On pose e.(z) = we(z) — €Q (£) avec Q définie en (3.2.2).
Les équations d’Euler vérifiées par e, sont :

—div (A(z)Vee) + ec = —€Q (f) + div ((A(x) — A(0)VQ (%)) dans .
AVe it = —AVQ (%) A sur T

AVe.ii = —AVvy.1i + A(0)Vug(0).7n = g(z) sur o,
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La formulation variationnelle associée & ce probléme est : trouver e, € H(,) tel que

9(@)[pldo, — /

O¢

/Qs A(z)Vec Vo + ecp = _/FA(O)VQ (%) Fipdo, +/

O¢

(A(x) = AO)VQ (%) ily]
- [ e —aopve (2) vo- [ @(f)e  veenro

En prenant ¢ = e, et en utilisant la coercivité du probléme (voir Hypothéses 1) on a
min(n,Vllec[io < + I+ Is+ I+ I

avec

L= /F AOvQ (L) Aedo, 1 = /g o(@)edde Iy = — /U (A(x) ~ A0)VQ (%) ifed
I = _/Q (A(w) - AO)VQ (Z) Ver 15 = —/Q Q (%) e

Pour I; grace au Lemme 3.7.4 et au théoréme de trace sur Q\ B on obtient

0l < [a0vQ (£) | | lledijar < O edia,

—1/2T

Pour Iy en utilisant un changement de variable, lestimation g(x) = O(x), le Lemme 3.7.1 et un nouveau
changement de variable, on déduit

112 < Cellglen) g2 o llecle@l i) < Celecea)]lpo < Cledia,

Ensuite en faisant un changement de variable, puis en utilisant le Lemme 3.7.2, le Lemme 3.7.1, I'estimation
(A(ex) — A(0))VQ () .i = O(€?) (voir Hypothéses 1) puis un nouveau changement de variable on obtient

[3] < e[ (Alex) = AO)VQ (@) Al o, ee(e@)]ll gz, < CePlec(ex)1,py\r < O lecl o,

Pour I grace a un changement de variable, les Hypothéses 1 et le Lemme 3.7.4 puis un nouveau changement
de variable on a
L] < Me*P)12)PVQ(2) |y 25 lec(e@)], o\, < O

Enfin pour I5 il suffit d’appliquer le Lemme 3.7.4 : |I5| < Ce?\/—log(€)|ec|loq.. En sommant toutes les
inégalités obtenues, on obtient |lec||;.o. < Ce!*#. Ensuite en prenant la norme L2(Q) et la semi-norme

H'(Q.) dans le développement asymptotique de we, on obtient [Jwc|oq. < HGQ (%)HOQ + Jlecli,0. <
Ce2\/—log(e) + CeltP < Cel*P et de meme |we|1 o, < Ce+ CeltP < Ce, ce qui termine la preuve de ce
lemme. O
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Chapitre 4

Détection de contours et restauration
d’i1mages pour plusieurs modéles non
linéaires

Résumé. Dans ce chapitre on propose une nouvelle méthode variationnelle pour segmenter/restaurer des
1mages dégradées par divers bruits et flous. Cette méthode est basée sur la notion du gradient topologique
(GT). D’abord utilisé par Belaid et al. [24] pour restaurer des images dégradées par du bruit gaussien,
on propose ici d’étendre le processus de segmentation/restauration & des images éventuellement floues et
contaminées par du bruit additif gaussien, du bruit multiplicatif de loi gamma ou bien résultant d’un pro-
cessus poissonnien. On calcule pour un domaine perforé et pour un domaine fissuré le gradient topologique
relatif & chaque modéle. Ensuite on présente un algorithme de segmentation/restauration basé sur le gra-
dient topologique que l’on applique sur les trois modéles de dégradation décrits précédemment. On compare
notre méthode avec l'approxzimation de la fonctionnelle de Mumford-Shah par Ambrosio-Tortorelli [67, 4].
On compare aussi notre méthode avec un modéle de restauration utilisant la variation totale (voir [13]
pour le cas d’un bruit de type speckle). De nombreuz résultats expérimentauz sont présentés montrant la
robustesse et la rapidité de la méthode.

Introduction

Un probléme important en traitement d’image est la reconstruction d’une image initiale u a partir d’une
image observée f. En général cela inclut les processus de restauration et de segmentation. La transforma-
tion entre u et f a pour origine deux phénomeénes. Le premier phénoméne est lié & 'acquisition (flou da a
un mauvais réglage des lentilles ou & un mouvement, prise en compte dans ’acquisition de l'intensité, de
la statistique de Poisson liée a I’émission de photons ...), et un second phénomeéne lié & la transmission du
signal. De nombreuses méthodes pour reconstruire ce type d’images existent : des méthodes stochastiques
[44, 21], les ondelettes [60, 33], la morphologie mathématique [79]. Ici on s’intéresse & une approche par
méthode variationnelle [17]. Dans ce contexte, le modéle le plus connu est celui correspondant a la fonc-
tionnelle de Mumford-Shah [67] (1989). Parmi les travaux les plus récents, on peut citer [13| (2008) pour
la restauration d’images contaminées par du bruit de speckle et [78] (2013) pour la restauration d’images
dégradées par différents types de bruits.

Dans ce chapitre on traite du probléme de segmentation par la méthode du GT. Rappelons que telle
notion consiste & étudier les variations de la fonction cotit j(Q2) = Jq(uq) par rapport & une variation
topologique, o Jo(u) s’écrit Jo(u) = [ F(u, Vu, V?u,...) et ug est solution d’une EDP définie sur Q.
Pour plus de détails on référe le lecteur a l'introduction de ce manuscrit et au chapitre 1. Pour calculer le
GT on perturbe le domaine €2 de deux maniéres : en retirant soit une boule soit un crack de taille € et centrés
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en xg. Plus précisément, pour € assez petit on note (a) Q. = Q\{zo + eB} et (b) Q. = Q\{xo + eo(7)}
ou o(7) est le segment centré en 0 de longueur 2 et de normale 7 (un crack). Le GT mesure ['énergie
contenue par ces perturbations et le choix de la fonction cotiit dépend des structures & détecter. On montre
(voir Lemme 1.3.1) qu’une fonction cott adaptée & la détection de contours utilise des dérivées d’ordre 1.
Pour la détection de contours on choisit généralement Jo(u) = [, [Vul* et ug la solution d’une équation
utilisant 1'opérateur de Laplace (voir [18, 24] et chapitre 1). A noter que pour la détection de filaments la
fonction cout doit utiliser des dérivées d’ordre 2 (voir partie II).

Dans [18, 24] et le chapitre 1, seul le cas d’un bruit additif gaussien est considéré et aucun opérateur
de floutage n’a été introduit. Dans ce chapitre on propose : (i) d’étendre le modele & d’autres types de
bruits fréquents dans des images réelles et (ii) d’introduire du flou dans le processus. La restauration /
segmentation en traitement d’image est en général un probléme mal posé et une maniére de surmonter
cette difficulté est de régulariser le probléme. Pour ce faire il est classique d’utiliser une formulation bayé-
sienne menant & la minimisation d’une énergie composée de deux termes. Le premier terme correspond
a lattache aux données prenant en compte le flou et la loi suivie par le bruit, et le second correspond &
la régularisation. Par exemple si on suppose que le modéle d’acquisition est décrit par f = u+n ou n
est un bruit gaussien, alors I’estimateur minimisant I’opposé du log de la vraisemblance permet de choisir
comme terme d’attache aux données la norme [|u — f|[12(q)- Bien évidemment ce terme change selon la
loi du bruit. Le terme de régularisation est en général basé sur la norme LP du gradient. La principale
contribution de ce travail est de généraliser les résultats donnés dans [18, 24| & des images dégradées par
du flou et contaminées par du bruit de speckle ou bien par un processus poissonnien, et de donner les
expressions du GT pour chaque modeéle associé a la fonction cout Jo(u) = [, |Vu|?. Plus précisément,
nous allons étudier différents problémes variationnels de la forme

Modéle gaussien et de speckle :

min —JQ /w z, Ku) (4.0.1)
ueH(Q)
Modéle poissonnien :
min —JQ + ) W (/ ) (4.0.2)
u€H(Q) 2
]elznd(ﬂ) J

ol Iinq(§2) est 'ensemble des indices des pixels, v > 0 est un parameétre, R; est le domaine correspon-
dant au pixel j tel que €2 est I'union disjointe des (R;);cr,, ), K : L2(2) — L?(2) est un opérateur de
convolution (généralement positif et tel que K1 # 0) représentant le flou. Les fonctions ¢ (z,u) et 1;(X)
seront spécifiées en section 4.4 et section 4.5. Notons que le le bruit de speckle est un bruit multiplicatif
de loi gamma. Il est trés fréquent dans des images de type SAR, laser et microscopiques [52, 49, 85].
Un processus poissonnien est généralement utilisé pour décrire 1'acquisition d’images confocales [38], ou
obtenues par émission tomographique [88] ou encore pour des images acquises par SPECT (single-photon
emission computed tomography) [48]. En section 4.1 on rappelle le raisonnement pour justifier les différents
termes d’attache aux données par approche bayésienne. En section 4.2 on définit les modéles variationnels
en prenant en compte le flou. En section 4.3 on donne le GT pour des images floues et bruitées par du
bruit gaussien. En section 4.4 on établit le GT pour le modéle associé au bruit de speckle et pour un
probléme plus général. En section 4.5 on traite le cas particulier du modéle de Poisson étant donné la
forme particuliére de 'EDP associée. Le GT n’est pas seulement un détecteur de contours mais il permet
aussi de restaurer les images dégradées. On explique comment cela est possible en section 4.7. Finalement
en section 4.8 on présente pour tous les modéles, "analyse numérique permettant le calcul du GT, puis on
illustre chaque modeéle en donnant des résultats expérimentaux propres & chacun et en les comparant a
ceux obtenus via d’autres méthodes variationnelles classiques. On rappelle que ’on note Jq (u fQ |Vul?,
Ja (u) = Je(u) et = Q. Seulement la preuve pour un domaine perforé est détaillée car plus intéressante
que le crack. En effet, le modéle du crack “tue” la dépendance explicite du GT au terme d’attache aux
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données a cause du fait qu’il est de mesure de Lebesgue nulle. Par conséquent, on donne juste I’expression
du GT dans le cas d'un domaine fissuré (b) et on détaille la preuve dans le cas d’un domaine perforé (a).

4.1 Une approche bayésienne

Dans cette section on présente selon le modéle probabiliste a priori de I'image, une étude bayésienne
pour déduire le modéle variationnel adéquat pour restaurer 'image observée éventuellement bruitée. On
note N le nombre de pixels dans le support de I'image Q. Le domaine discret est noté QY. On note
u™N (respectivement fV) les versions discrétes de I'image u a retrouver (respectivement de I'image f obser-
vée). Pour chaque pixel p, € QV, fV(p,) et u (p,) peuvent étre vues comme des réalisations de variables
aléatoires UN (p,) et FN(py) oit UN et FN sont les vecteurs aléatoires formés de ces variables en chaque
pixel. On suppose qu’ils sont identiquement distribués et indépendants. La méthode est la suivante : on
exprime la densité de probabilité a priori gyn gy et ensuite on applique le raisonnement classique qui

consiste a trouver u®Y

comme la valeur maximisant cette densité de probabilité appelée 'estimateur a
posteriori du maximum de vraisemblance (MAP). Un modéle discret associé a une énergie discréte est
déduit et en passant & la limite quand N — oo, on obtient le modeéle continu approprié.
En appliquant la loi de Bayes gy~ pn vérifie :
9N uUNy  GpNUNJUN . .
JUN|FN = = si gpv > 0, 0 sinon
9rN 9N

gpnpn dépend du bruit et gyv est une densité de probabilité. En écrivant que uV est le minimum de
—log(gy~|p~) on obtient

uN = argmin EV (u)
u

ou
N

E7(u) = —log(gpnpn (u, f)) — log(gyn~ (u)) (4.1.1)
La densité a priori g;yv est & déterminer, elle va jouer le role de terme de régularisation. En analogie avec
la mécanique statistique, les densités a priori sont fréquemment des fonctions de Gibbs [44] de la forme :

gun (u) = Cste x e 37N (W), v >0

ot JV(u) est une version discréte de la fonction cofit positive Jo(u). Le choix de la densité de probabilité
gpnjyn dépend de la statistique du modeéle considéré. Ci-dessous on passe en revue le modele gaussien,
deux variantes du modéle de speckle et finalement le modéle poissonnien.

Modeéle gaussien
Une modélisation classique de la formation d’une image est FV = UN +GY ott U est une version discréte
de I'image a retrouver et GV un bruit gaussien de moyenne 0 et d’écart type o. Pour simplifier on note

de la méme maniére G, F'V et UV les variables aléatoires G (p,), F (pz) et UN(p;). La densité de la
2

variable aléatioire associée au bruit gaussien est gon (x) = \/2170672'7. Exprimons la densité de probabilité

conditionnelle gpn g~ .
En utilisant la définition de la probabilité conditionnelle on a :

P(PY € AU™ =) = [ apmun (Flu)t eds (1.12)
La densité conditionnelle gpn i~ (f|u) est une fonction dépendante de la variable f et du paramétre u.

En utilisant le modéle IV = UN + G¥, I'indépendance de UV et GV, et un changement de variable, on
obtient
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P(FN ¢ AlUN =u) P(UN + GN e AUYN =)
aN —u|UN =)

P(

P(GN e A—u)
/ 1ca—udx

= /RQGN(f—U)]lfeAdf

Ainsi par identification avec (4.1.2) on déduit que gpn |y~ (f|u) = gon (f — w). En utilisant 'hypotheése

d’indépendance, la densité associée a FN|UN est le produit sur chaque pixel des densités associées a
FN(p)|UN (p;). L'énergie donnée en (4.1.1) se réécrit donc dans ce cas :

BN = Y (N —up + LV w 4o
Pz QN

avec C' une constante indépendante de . La constante o2 est absorbée par le paramétre de régularisation
~v et peut donc étre négligée dans ce modéle. Cependant avec cette étude on voit que ~ devra étre de
I'ordre de la variance du bruit o2. En passant & la limite lorsque N — 400, on obtient I'énergie continue
suivante :

Bo(u) = /Q (f — w)? + 1Jalw)

Modeéle de speckle
Pour des images de type SAR, une modélisation classique de 'image est (voir [85]) FV = SNUN ou UV
est la réflexivité et SV le bruit de speckle. Nous allons expliciter la loi de SV. Les images de type SAR
sont construites & partir de L € N observations Fév pour 1 < k < L, et pour chaque observation on
a F ,ﬁV = G,ZCV UYN. Geénéralement G{CV est une variable aléatoire de loi exponentielle de moyenne 1 ayant

pour densité go(z) = e “1,>0y. L'image observée FN g¢crit : FN = %Zgil EN = (% Z,ICVZI Gﬁ) UnN.

On pose SN = %Z]kvzl GV SN suit une loi Gamma de densité ggn(z) = %xLile*Lxl{mzo} avec

I'(L) = (L —1)! (la moyenne de SV est 1 et sa variance est +). Désormais on peut exprimer la densité
gpn g~ - Pour simplifier, on note FN_ SN et UN les variables aléatoires FN(p,), S™(ps) et UN(p,). On
part de la définition de la densité conditionnelle :

P(FN S .A’UN = u) = /RgFNIUN (f‘u)]l{feA}df (4.1.3)

ol g~y (f|u) est une fonction de la variable f et dépendant du paramétre u. Ensuite, en utilisant le
modeéle FN = SNUN et I'indépendance de UN et SN on a :

P(FYN ¢ AJUN =u) = P(SVUYN € AIUN = u)

—P(SN€A|UN:u>:P<SN€A)
u u

En explicitant la probabilité associée & {SN € %} et en utilisant un changement de variable on obtient :

A 1
P (SN € u) = /RgsN(S)IL{Seﬁ}dS :/RUQSN (i) Lipeaydf
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En identifiant avec (4.1.3) on déduit

gpn o (flu) = %QSN <f> (4.1.4)

u

En utilisant I'indépendance des FV(p,) et des UV (p,) , la densité de probabilité associée a FN|UN
est le produit sur chaque pixel p, des densités associées a FN (p,)|[u’ (p;). En appliquant la fonction —log
on déduit que (4.1.1) se réécrit dans ce cas comme suit :

=L ) <+log )>+;JN(u)+C
peEQN

pour u € RN et u > 0, ot C est une constante indépendante de u. Le facteur L peut étre negligé car il
est absorbé par la constante v mais & nouveau on constate que v devra étre de 'ordre de la variance du
bruit % FEn passant & la limite lorsque N — oo, on déduit 1’énergie continue suivante :

Eo(u) = /Q (;’: + log(u)) dz + %Jg(u) (4.1.5)

Speckle avec le log de 'image (Modele Speckle-Log)

Comme on peut le voir dans (4.1.5), 'énergie associée au modeéle de speckle est non convexe. En pre-
nant le logarithme du modéle de speckle on obtient :

log(FN) = log(SN) + log(U™)

En posant GV = log(FN), TV = log(SV) et VY = log(U"), le nouveau modéle s’écrit GV = VN + TV,
Désormais le probléme est de retrouver VY & partir des observations GV. On suppose que la variable
aléatoire V' suit une loi de Gibbs. Calculons la densité de TV :

PITYN e A)=P(SN eet) = / g (8)Lgsecayds
R

:/Rgsw(er)erll{reA}dr

On déduit que la densité de TV est gy (r) = ggn(e")e” = (LL_Ll)!eL(

tionnelle ggn |y~ on a :

_ T A .
r—¢") Concernant la densité condi-

PG € AN = v) = /R gen v (gl)1{g € Aldg
=P(TY ¢ A—o|VN =)
=P(TY ¢ A—)

:/gTN(t)]l{teA—v}dt
R
- /R grn (g — v)1{g € A}dg

On déduit que ggn |y~ (glv) = gpn (g — v). Par conséquent (4.1.1) se réécrit en
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EVw)= 3 Lw—g" +e o) %JN(U) +C
szQN

ou C' est une constante indépendante de v. En multipliant le modéle par la constante v on obtient I’énergie
continue en faisant N — oo :

Fo(v) = / (v—g)+e 9+ () (4.1.6)
Q
qui est une fonction convexe de la variable v = log(u). L’image & retrouver est alors u = e”.
Modéle poissonnien

Ce modéle est classique dans les images astronomiques, confocales et microscopiques [38|. La modélisation
des observations par un processus de Poisson provient de la nature stochastique de 1’émission des photons.
On note R;, pour j € I;;q(£2) le sous domaine de R? modélisant le pixel j et tel que Q = Uielmd(Q)E et
|R; N Rj| = 0 pour ¢ # j. On suppose que f est une fonction en escalier constante sur chaque R; et on
note fN = f I'image observée vue comme une réalisation du vecteur aléatoire F'.

Plus précisément pour j € Ijng(€2), f; est une réalisation d'une statistique de Poisson de moyenne
et variance égale a )\;V = ij uN(z)dr ot z + u¥(x) est une version discréte de u (constante par
morceaux, interpolation bi-linéaire ...). Grace a I'indépendance des Fj et U JN , la probabilité conditionnelle
P(F = f|JUN = u) est donnée par :

. N
Aé\ff] e—)\j

PIF= ot =u= ]

J€Iina(2)

et en appliquant la fonction —log on déduit

~log (P(F = flUN =u)) = Y A = filog\Y)+C

o C est une constante indépendante de u. On déduit que (4.1.1) se réécrit dans ce cas en :

BNw = Y (A = flog\) + 27V (W)
J€lina()

La dépendance de EV par rapport a u provient de la définition de AY. En passant a la limite on obtient
I’énergie continue :

Ealw) = ¥ (/R p(w)dw—fﬂog(/R vu(sc)d:z:)) +Lro(w) (4.1.7)

J€Iina ()

4.2 Modélisation du blur

En imagerie, dans beaucoup d’applications, le matériel optique, un mouvement de caméra ou de cible
peuvent introduire du flou dans l'image observée (voir [71]). Généralement, quand il est spatialement
invariant, le flou est modélisé par un opérateur de convolution positif u — Ku avec K1 # 0. On note
KN la matrice N x N associée a la version discréte de K sur QY. En utilisant la section 4.1 on déduit les
modéles associés a chaque type de bruit et prenant en compte le flou :
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1. Modéle gaussien : I'image observée s’écrit FN = KNUN + G et en utilisant le raisonnement donné
en section 4.1 on déduit 1’énergie suivante :

Fol(u) :/Q(f—Ku)Q—I—nyQ(u) (4.2.1)

2. Modéle de speckle : I'image observée s’écrit FN = SNKNUN et 'énergie & minimiser est

Eq(u) = /Qlog(Ku) + Kiu + %JQ(U) (4.2.2)

3. Modele de speckle avec le log de I'image (Modele speckle-Log). On rappelle que le modeéle s’écrit
GN = VNLTN avec VN = log (KNUN) Le flou ne peut pas étre pris en compte dans le processus de
restauration par ce modeéle. En effet, aprés le processus de “débruitage” on doit résoudre le probléme
VN =log (KNUN) ott I'inconnue UV peut étre

UN — ((KN)TKN)A(KN)TevN

mais on sait que ce probléme est mal posé, particuliérement quand K contient des valeurs propres
proches de 0. Pour cette raison, le processus de défloutage n’est pas géré pour le modele de speckle
par notre méthode. Dans ce cas, si on veut restaurer une image floue et bruitée par du bruit de
speckle, il est préférable d’utiliser le modele (4.2.2).

4. Modéle poissonnien : I'observation de 'image au pixel p, est une réalisation d’une variable aléatoire
de loi de Poisson de paramétre [ n K uN (x)dz, et donc I'énergie associée est
Px

Eq(u) = Z ( . Ku(x)dz — f(pg)log ( : Ku(a:)da:)) + %Jg(u) (4.2.3)

P2€1lina(Q)

Dans la suite on calcule le GT pour les modeéles gaussien et poissonnien avec flou et le GT associé au
modele speckle-Log sans flou.

4.3 Modéle gaussien avec flou

On considére le probléme (4.0.1) avec 'énergie (4.2.1) :

Ja( Ku) 43.1
i, 29+ [ ol K0 (43

ot Y(z,v) = (f(z) —v)? et Jo(u) = [, |Vul® est la fonction cott utilisée dans le calcul du GT. Une
particularité de 'EDP associée & ce modele est sa linéarité. On ne donne pas les calculs du GT a cause de
la similarité avec le cas “sans flou” (voir chapitre 1 et 2 et [10, 6]). On ne donne que l'expression du GT
et quelques résultats expérimentaux en section 4.8. Remarquons que le calcul du GT nécessite le calcul
uniquement de deux fonctions solutions d’un probléme direct et adjoint (on verra dans la prochaine section
pourquoi un modele adjoint est nécessaire). En suivant les notations données dans [10, 6], les problémes
direct et adjoint ug et vg sont donnés dans ce cas par :

(4.3.2)

(Po) —vAug + K*Kug = K* f, dans Q
0 Opug = 0, sur 092
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—yAvy + K*Kvg = K*(2Kuo — &
(QO){ ~yAvg + (N (2Kuq f)v dans (4.3.3)

Onvo = 0, sur 0f).

On peut montrer (voir [17] chapitre 3) que les problémes (P) et (Qp) sont bien posés dans H'(f) si
K1 # 0 ety > 0. Le GT au point zp € Q pour un domaine perforé (a) Qe = Q\{zo + eB} et pour
un domaine fissuré (b) Q. = Q\{xg + eo ()}, noté respectivement Z°(zq) et Z¢(xg) peut étre facilement
déduit du cas “sans flou” et est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1. Le GT associé au probleme (4.3.1) et a la fonction coit Je(u) = fQ |Vul?, pour
respectivement un domaine perforé et fissuré est donné par :
T
TP (x0) = 5 (f(z0) — Kuo(zo)) (Kvo(wo) — Kug(zo)) — 27 Vuo(2o)- V(o) (4.3.4a)
Z%(zo, 1) = — (7Vug(zo).7) (Voo (xo).7) (4.3.4Db)

avec ug et vg données par (4.3.2) et (4.3.3) et v > 0.

4.4 Modéle speckle-Log

On considére le probléme variationnel (4.0.1) avec I’énergie donnée en (4.1.6). Plus précisément, on étudie
le probléme de minimisation suivant :

fJ 4.4.1
i, 3900 + [ Vi) (441

ott Y(z,u) = u — g(x) + e~ 9@) et g = log(f) est le logarithme de I'image observée. On suppose
qu’il n’y a pas de flou : K est 'opérateur identité. Pour alléger les notations on note 1 (u) a la place de

Y(x,u).

Remarque 4.4.1. Dans [13] les auteurs proposent un modéle variationnel pour restaurer des images
contaminées par du bruit de speckle utilisant la variation totale et le terme d’attache aux données associé

a (4.1.5).

Cette section est organisée comme suit. Tout d’abord on montre que (4.4.1) admet de maniére générale
une unique solution pour une fonction ¥ vérifiant les Hypothéses 2 suivantes et on montre que la solution
vérifie un certain principe de minimum et de maximum. Ensuite on applique le résultat du cas général
pour montrer que (4.4.1) admet une unique solution pour le modeéle speckle-Log ot on a (z,u) =
u—g(x) + e~(v=9(®)  Finalement, on calcule le GT pour un domaine perforé dans le cadre général fixé
par les Hypotheéses 2.

Dans ce qui suit on note toujours Eq énergie Eq(u) = ’YJQ ) + fQ ,u) ou on rappelle que
Jo(u) = [, |Vu|? est la fonction cotit utilisée dans le calcul du GT.

4.4.1 Le probléme (4.0.1) est-il bien posé ?

Dans cette sous-section, on établit que le probléme (4.4.1) pour une classe assez générale de fonctions
(x,u) est bien posé, et on vérifie que la fonction ¥ (x,u) associée au modele speckle-Log (4.4.1) rentre
dans le cadre du cas général. Pour simplifier on suppose que 7 = 1 et parfois on écrit ¥ (u) pour (z,u).

Hypothéses 2. Soit ¢ : Q x I — R telle que

o urs P(r,u) € C3(I) Vo € Q
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= Dyp(z,u) € COQ) Yu eI

u > P(x,u) est strictement convexe sur I uniformément par rapport & x € Q.

P est minorée sur 0 x I

Jda,b € I tels que pour tout x, Dyp(x,a) <0 el Dyp(x,b) > 0 avec [a,b] C I.

Lemme 4.4.2. Soit ¥ (x,u) une fonction vérifiant les Hypothéses 2, alors (4.4.1) admet une unique
solution ug € HY(Q) qui vérifie a < ug < b.

Démonstration. Existence : Soit (u,,) une suite minimisante de Fq(u). Il existe une constante C4 telle que
Eq(un) < C1. Puisque ¢ (x, u) est minorée sur Q x I, il existe une constante C telle que [, ¢(z,un) > Ca.
On déduit donc 'inégalité suivante :

/ |Vu,|? < max(Cy, Cy — Cy)
Q
Soit v, = max(up,a), et Q. = QN {u, <a},onav, >aet

Ba(vn) = Baluw) = = [ [VuaP+ [ dla) = v(u)

Par convexité :
U(un) = P(a) > Dutp(a)(un — a) et [ (Y(a) = P(un)) < [o- Dutp(a)(a — un) < 0.

On déduit facilement que Eq(v,) < FEq(u,), et donc v, est aussi une suite minimisante telle que
vp, > a. De méme en posant w,, = min(vy,,b), on déduit que w, < b et que w,, est une suite minimisante.
Ainsi on peut supposer que u, vérifie a < u, < b. On voit facilement que wu,, est borné dans H'(Q). Ainsi

L2 HY(Q HY(Q
modulo une sous suite il existe u € H(Q) telle que wu, ) et Up @y, (o0 & génote 1a topologie
faible). En utilisant la semi-continuité inférieure de Jo(u) et le Lemme de Fatou, on obtient que u est
solution de (4.4.1). De plus on a a < u < b presque partout sur ).

Unicité : La démonstration de I'existence d’une solution montre qu’on peut se restreindre & H(Q2) =
{ve H'(Q),a <v < b}. Puisque 9(u) est strictement convexe sur [a,b] C I et Jo(u) est strictement
convexe sur H1(2), on déduit que la fonction Eq(u) est strictement convexe sur H(£2) qui est un espace
convexe et que Eq admet une unique solution dans H'(£2). On applique ci-dessous le Lemme 4.4.2 au
modele speckle-Log. O

Proposition 4.4.3. Soit f une fonction telle que 0 < a < f < 8 avec « et B deux constantes, le probléme
(4.4.1) avec Y(z,u) = u — g(zx) + e~ 9@ o4 g = log(f) admet une unique solution u € H* () et on a
log(a) < u <log(pB).

Démonstration. Un simple calcul montre que Dyth(u) = 1 — e~ =9 et D2¢p(u) = e~ (=9 > 0. Par
conséquent ¥ (u) est strictement convexe sur | — oo, n] Vn € R. En utilisant que 0 < o < f < 3, on obtient

1— e (090 < D ap(u) < 1 — ¢ (utos(@))
Soit a = log(a) et b =log(B), on a les inégalités suivantes :
Dy3p(b) > 0 et Dyyp(a) <0

Grace au Lemme 4.4.2, il existe une unique fonction u € H'(2) solution de (4.4.1). De pluson aa < u < b.
0

Dans la section suivante on calcule le GT pour un domaine perforé. On donne également ’expression
du GT pour un domaine fissuré.
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4.4.2 Calcul du GT pour un domaine perforé

Soit ue = ugq, la solution du probléme (4.4.1) en remplacant 2 par Q. = Q\{xo + eB} et soit Je(u) =
Ja.(u). Afin d’établir le GT pour une EDP plus générale on suppose que 1(z,u) vérifie les Hypotheses 2.
En écrivant que DIq,(ue).v = 0 pour tout v € H*(), on obtient la formulation variationnelle suivante :
trouver u. € H'(Q.) telle que

/ YWVue. Vv + Dyp(z,u)v =0 Vo € HY(Q,) (4.4.2)
Qe

En intégrant par parties on en déduit les équations d’Euler associées :

—yAue + Dytp(z,ue) = 0 dans €,
]

(4.4.3)
Opte = 0 sur 092,

On introduit 'application suivante
Fe(u,v) = / YVu. Vv + Dyp(z,u)v Yu,v € HY(Q,)
Qe

Ainsi (4.4.2) s’écrit : trouver ue € H'(Q,) telle que Fi(uc,v) =0 Yo € H' ().
On note ugp la solution de (4.4.2) pour € = 0. Ci-dessous on donne le résultat principal de cette section.
Pour simplifier on suppose le temps de la preuve que v = 1 (mais on donne le Théoréme pour v > 0).

Théoréme 4.4.4. On note I le GT pour un domaine perforé Le GT associé au probléme (4.4.3) avec
Y(x,u) vérifiant les Hypothéses 2 et a la fonction coit J.(u fQ |Vul? es

T (z0) = —27Vug(z0). Vo (o) + §Du¢<xo, o) (uo (o) — vo(zo)) (4.4.4)

avec ugy et vy données par (4.4.3) et (4.4.9) pour e =0 et avec v > 0.

Remarque. La sensibilité topologique pour un ensemble d’EDPs non linéaires utilisant comme opérateur
principal celui de Laplace avec conditions de Dirichlet sur le bord de la perturbation, a été étudiée par

Amstutz [17].

Démonstration. Le GT est donné par le terme prépondérant dans la difference Je(u.) — Jo(ug) lorsque
e — 0. On introduit la fonction J = — fQ Dy(x,u)u; en utilisant (4.4.2) avec v = wu, il est clair
que :

Je(ue) — Jo(ug) = — Jo(uo)

Duw(ue)ue - Dud}(UO)uO) + /B Duw(UO)uO

DMJJ(UO)(Ue - uO) + (Duq/)(ue) - Du¢(u0)) uo + (Dud}(ue) - Dud)(ul))) (ue - uO))

UE_UO)+I£+81

Je(uc)
-,
-,
=L (

\ (4.4.5)
h Le(u) = —/ (Dut(uo)u + Diap(uo)uo)
/ Dyip(uo)u (4.4.6)
b | | (Dzwuge) 5 DY () ) (v = o)
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ot us, = Orug + (1 — b61)uc et uy, = Ooupg + (1 — 62)uc avec 0; : @ = R, 0 < 0; < 1pourl <i <2
Pour calculer le terme L (u, — ug) dans (4.4.5) il est classique [8, 80] d’introduire un probléme adjoint. A
cause de la non linéarité du probléme direct, on fait d’abord un développement de Taylor de F,(u,v) par
rapport a u au point ug :

1
Fe(ue,v) = Fe(up,v) + Dy Fe(ug, v).(ue — up) + §D121F6(u(;6,'u).(ue — UQ, Ue — UQ)

(4.4.7)
= FE(U[), U) + be(ue — U, U) + CE(UE — Ug, Ue — UO7U)
avec
be(u,v) = DF (ug,v).u = / Vu.Vov + / D2y (ug)uv
Qe Qe
Lo L3
ce(u,t,v) = §DuFe(u(;€,U).(u,t) = §Du¢)(une)utv
Qe
On définit le probléme adjoint v, € H'(€,) par :
be(u,ve) = —Le(u)  Yu € HY(Q) (4.4.8)
Les équations d’Euler associées a (4.4.8) sont :
—vAve + D2tp(ug)ve = Dyt (ug) + D24p(ug)up dans Q.
(Qe) (4.4.9)
Opve = 0 sur 99,

Remarque 4.4.5. o Dans la preuve, on suppose que v = 1.

e Le probleme adjoint (Q.) est linéaire et on peut remarquer que la stricte converité de u — Y (x,u)
est nécessaire pour que (Qc) soit coercif. Puisque u +— (x,u) est C2(I), grace au Lemme 4.4.2 il
existe deuz constantes A, B € R telles que A < Dyib(ug) + D29 (uo)ug < B. Par conséquent (4.4.9)
est bien posé et avec le Lemme 4.4.2, on a l'inégalité suivante :

A o B
supg D2 (ug) — Ve = info D2v(up)

On déduit de (4.4.5), (4.4.7) et (4.4.8) que :

Je(ue) - JO(UO) = _be(ue - an’Ue) +Ie + 51
= Fe(ug,v) — Fe(te,ve) + ce(te — ug, ue — ug,ve) + Ze + &1 (4.4.10)
= Fe(“O»”e) +&E+ I+ &

avec
Er = ce(Uue — ug, Ue — U, Ve) (4.4.11)

Par intégration par parties, le terme F(ug,v.) s’exprime comme suit :

F(up,ve) = / Vug.Vve + Dyt (ug)ve
Qe

= —/ OpUoUe —|—/ (—Aug + Dyrp(ug)) ve
9B, Qe

= / OpUpWe / Onpvo
0B. 0Be
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avec w, = v — vg. Désormais pour ¢ € H'/2(dB.) on introduit le prolongement harmonique sur B,
suivant :

Al? =0, dans B,
(4.4.12)

I =, sur 0B,

Pour v € H'(€), on note [? la fonction harmonique définie sur B, telle que [? = v sur OB,. Par intégration
par parties F¢(ug, ve) s'écrit :

Fe(ug,ve) = —/ (Vug. Vg + Augug) — / (Vug. VI + Aug.l)

€ €

= — U0,V —I—/ ugAv —/ Duwuv—/ iranzg’f—/ Dy (up)lPe
/685 v Be o Be (wo)vo dB. ’ Be (o) (4.4.13)

_ / T (Buvo + Oul) — / Dutb(uo)vo + 3 + &4
0B Be

avec ug = ug — up(0) et

Ji=- / o (Ovo + 0ul) K= — / Db ()
0B Be (4.4.14)

£ = / BAvy  Ei=— | Dup(uo)l
€ B(

Les calculs de J¢, &1, & et £4 nécessitent d’approcher we et X¢ = ue — ug au sens de la norme HI(QE). En
appliquant le Lemme 4.9.3 (voir Annexe A section 4.9.1), on peut montrer que | X,|o.o. = O(e2/—log(e)
et que we = €Q (£) + e ot Q est donnée par (4.9.1) avec g = —Vug(0).7 et [|re]1,0. = O(e2y/—log(e)).
Proposition 4.4.6. Soit Z., J., K., &1, &2, &3 et &4 données par (4.4.6), (4.4.11) et (4.4.14), on a les
estimations : .
Je(ue) — Jo(uo) = Ze + Je + Ke + Z&‘
i=1
T. = €2 Dy, 1(0, ug)uo(0) (4.4.15)
J. = —21€*Vup(0).Vuy(0)
Ke = —me* Dy (0, ug)vo(0)
et & ~ o(€?) pour i € [1..4]

Démonstration. La premiére estimation est évidente. Le Lemme 4.9.3, la régularité de ¢ (z, u) donnée dans
les Hypotheses 2 et la Proposition 4.4.3 permettent de montrer que & et & sont ~ O(||ue — UOH%,QE) =

O(—€*log(€)). On rappelle que la notation t(u) désigne la quantité ¥ (z, u(x)). Un changement de variable
et la continuité de x — Dy (z, up(x)) donnent

I = 62/ Dy (X, ug(eX)) uo(eX) = e2mDytp(0, ug)uo(0) + o(e?)
B
Ke=é? / D)X, ug(eX))vo(eX)dX = 2 Dy1h(0, up)vo(0) + o(€?)
B
A nouveau un changement de variable, I'égalité Avg = D2 (ug)(vo — uo) — Dyt (uo) et la régularité de
¥(u) permettent de déduire que €3 ~ O(e3). En utilisant le Lemme 4.9.4 et le Lemme 4.9.1 (voir Annexe

A section 4.9.1) on obtient :
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Je = /{)B(Uo —u0(0)) (Onltc + Opvo) +/ (uo — u0(0))nlc*

OB,
= EQVUQ(O)./ ANax)r + Fi1 + F2
OB

avec

ANz) = 2V (0)di)  Fi = /d (0= u0(0) (90 — Tou(0).1)

Fo = / (UO — UO(O))anlf‘
OB,

Un changement de variable et un développement de Taylor de ug et vy en 0 permettent d’écrire que

F1=0(e) et Fo < Ce?||0nle<(eX)||_1 /9,05 Pour Fa, on commence par faire un changement de variable,

(ex)

utiliser ’harmonicité de Ic<"“”’ sur B et le théoréme de trace sur Bo\B :

ol < CE[0n1E (eX)l| 172,08 < Celle (eX)]y p = CellO(X)|1 5
< Cellec(eX) | g12(amy/r < Cellee(eX) | g1, B)/m

L’équivalence de la norme sur H'(Bg\B)/R et de la semi norme, et un changement de variable donnent
| F2| < Ceélee|1a,. En appliquant le Lemme 4.9.4, on obtient F» = O(e3\/—log(e)). Finalement en utilisant
encore un changement de variable, la continuité de ¢ — 1¥ de H/2(9B) dans H'(B), le théoréme de trace
sur B\ B, & nouveau un changement de variable et le Lemme 4.9.4 on a :

[€4] < CEN1E(eX) o, = CEN ) (X) o,
< CﬁQHWE(EX)Hyz,aB < CGQHwE(ﬁX)HLBQ\E

1
< 0 (Lo, + s, ) < O y/~Tog(@

O

Le GT se déduit facilement de la Proposition 4.4.6 et ceci termine la preuve du Théoréme 4.4.4. [

4.4.3 Expression du GT pour un domaine fissuré

Pour un domaine fissuré Q. = Q\xo + eo(7), les calculs sont analogues. Le terme Z, de (4.4.10) est nul et
le terme F(ug,ve) s'écrit Fe(ug,ve) = — [ B. Onup[we]. Les développements asymptotiques de ue et ve sont
similaires et le calcul du GT est identique au cas linéaire (voir [10] et chapitre 3 pour plus de détails).

Théoréme 4.4.7. On note I¢(xo,7) le GT pour un domaine fissuré (b) Q. = Q\{zo + eo(7i)}. Le GT
associé au probléme (4.4.3) et a la fonction codt Je(u) = fﬂe |Vul? est :

Z(zg, 1) = —7 (Vug(zo).7) (Voo(xo).7) (4.4.16)

avec ug et vo donnés par (4.4.8) et (4.4.9) pour e =0 et avec v > 0.

4.5 Modéle poissonnien avec floutage
On rappelle que 'on modélise I'image observée f par une fonction constante par morceaux définie par la

valeur f; € R sur R; le domaine modélisant le pixel j pour j € L;ng(€2). On note N = [I;;,q(2)| et pour
simplifier on suppose que |R;| = 1 et que {2 = Uy, (o) R tels que |R; N R;| = 0 pour 7 # j. On suppose

75



que minjer, (@) f; > 0. On rappelle le probléme général de minimisation associ¢ au modele de Poisson

donné en (4.2.3) :
uenf}llx(lngQ( w+ Yy (/RJ Ku) (4.5.1)

]ejind(Q)
avec 1;(z) = x — filog(z) et Jo(u) = [, |Vul? la fonction cotit dont on calcul le GT. On note dans cette
section Eq(u) = 3Jo(u) + X ier. ) ¥i([r, Ku). Tout d’abord on montre que le probleme (4.5.1) est
mn ]

bien posé, puis on calcule le GT pour un domain perforé (a) : Qc = Q\zo + €B, et on donne 'expression
du GT pour un domaine fissuré (b) : Q. = Q\zg + €o.

4.5.1 Le probléme (4.5.1) est-il bien posé ?

Proposition 4.5.1. Soit f une fonction constante par morceaux telle que min; f; > 0 et max; f; < 400,
alors le probleme (4.5.1) avec j(z) = x— filog(z) pour j € Iina(Q) admet une unique solution u € H' ().
De plus cette solution est telle que o < fRi u < B Vi € Iipng(Q) avec a = %Zfl et b= Jof =2l )fi.

ind(Q

Démonstration. Existence : Pour simplifier la preuve on suppose que 'opérateur de convolution K est
Iopérateur identité et que v = 1. La preuve dans le cas général est similaire. Pour plus de détails voir
chapitre 3 de [17].

A priori on doit ajouter & la formulation (4.5.1), la condition fRi u >0, Vi€ Inqg().

On deéfinit H = {u c Hl(Q)7fRi u>0Vie Imd(Q)}. Alors (4.5.1) s’écrit :

“éﬂHln 7JQ +Z¢] </a )

Soit (up)p une suite minimisante de Eq(u) dans H (). Il existe une constante D > 0 telle que Eq(uy) < D.
Si C =3, mingeo oo ¥j(x) = X2, fi — filog(fj) > —oo alors on obtient

og/ |V, |* < 2max(D,D — C) =
Q

En utilisant la positivité de [, [Vu,|?, on déduit que > i (IR' un) < D'. En posant K; = Y, ming;,
J
il est clair que v; <fR~ un) < D' — K; et que

0<E < | u,<E; (4.5.2)
==
avec E; = max {¢; (D' — K;)} et E; = min {¢; (D' — K;)} ott on note ¢; ' (b) = {z €]0, oo[th;(z) = b} .
Par conséquent la contrainte [, u, > 0 est satisfaite. On déduit que }>; E; < [ un =37, [ un < 30, B
et grace a I'inégalité de Poincaré-Wirtinger on obtient que wu,, est bornée dans L?(Q). Ainsi il existe une
L2(Q HY(Q)*
sous-suite u,, (notée u,) et u € H'(Q) telles que uy, —(>) u et Uy Y u. On déduit que Jo(u) <
liminf Jo(uy,) et en utilisant (4.5.2) et le théoréme de Bolzano-Weierstrass on peut extraire une sous-suite

u, telle que fRi U, — l; € R et par continuité v; (fRi un> — 1 (I;) Vi € I;nq(Q). Finalement on a

Eq(u) < liminf Eq(uy,)
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et donc v est un minimum de Eq(u) dans H(Q).
Bornes : Si u € H(Q) est une solution de (4.5.1) alors DEq(u).v =0 Vv € H(Q) c-a-d

/ Vu.Vo + D1, (/ u> / v=0, YveH(Q) (4.5.3)
]EILTLd(Q) Rj R

J

avec Di); (iju> :1—%.
IR;

e En prenant comme fonction test v = 1 on obtient 1’égalité N = Zj f . Comme ffj - >0,
R

J
fio : N fi() mini f’i
T, ce qul entraine que fRiO (i i N

10

Vi € Lina(), si ig = argmin fR_ wonalN >
i T

e En prenant comme fonction test v = w on obtient I'inégalité >, [ R U~ fi <0 et on déduit que
max; fRi U<y fRi u<y, fi

Unicité : En utilisant les deux premiers points on peut restreindre ’espace de minimisation &
H(Q) = {u € H'(Q),a < ij u < 6}. Comme (X)) est strictement convexe sur [o, §] pour tout j €

Iinq(€2), par linéarité de l'intégrale on déduit que u — 1; ( J R; u) est strictement convexe sur H ().

Comme Jq(u) est strictement convexe, on déduit que Eq(u) est strictement convexe sur H(€2) qui est un
espace convexe et que par conséquent Eq(u) admet un unique minimum sur H'(Q).
O

Remarque 4.5.2. o Sous les mémes hypothéses sur f, on montre lexistence et l'unicité d’une solution
ue € HY(Qe) du probleme (4.5.1). Pour € < eq assez petit (pour avoir I;ng(Q) = Lina(2)), on a
min,; fRE Ue > mmz {% et max; fRE Ue < fQ f= El | il BE), Vi € Lina(Q) ou Qc est lunion disjointe

(au sens mesure de Lebesgue) des (RS)icr;q(0)-

o Quand K # I est telle que K1 # 0 on peut montrer que le probléme (4.5.1) est bien posé dans
HY(Q). Pour plus de détails on réfere le lecteur a [17] chapitre 5.

e On peut montrer que la Proposition 4.5.1 est vraie dés que 1; est minorée pour j € I;q(S2) et
strictement convexe sur I C R. Dans le cas général, o et B sont implicitement définis en fonction

de 'lﬂj.
4.5.2 Calcul du GT pour un domaine perforé

Dans cette section on calcule le GT pour un domaine perforé Q. = Q\{zo + eB}. Soit jo € I;qa(Q2) tel que
Rj, O Be(xg) ot Be(xp) est la boule de centre x et de rayon e. Pour simplifier la rédaction, on suppose
qu’il existe jo € I;q(S2) tel que zg € Rj,. Pour € > 0 assez petit et j € Imd(Q) on définit Rj le domaine
égale & Rj,\Bc(xo) si j = jo et & R; sinon. On note I¢(u fRf u, Ii( fR u, Je(u) = Jo,(u) et u,
la solution de (4.5.1) en remplacant © par Q.. En écrivant que DIQE v=0V%v € H(Q), on déduit la
formulation variationnelle de (4.5.1) :

trouver u. € H'(Q,) telle que F.(uc,v) =0 Yo € HY(Q)

ot F.(u,v) est I'application définie sur H'(Q) x H'(Q,) :

F.(u,v) = / YWuNVv+ Y Dy (I{(Ku)) | Kv (4.5.4)
€ . R
J€lina(Q) j
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En prenant v € D(R;), I’ensemble des fonctions COO(Rj) & support compact dans R§, on obtient —yAu,+
ij(I;(KuE))K*]l = 0sur R5, Vj € Iina(Q). Puis en prenant v € H'(Q,), on déduit que dpue = 0 sur
09 et [uc]or, =0 :

— vAu, + DY; (I5(Ku.)) K*1 = 0, dans RS
(7?6){ T ¥ (I (Kuo)) ans oy (4.5.5)

Onte = 0 sur 9 et [uor; =0

ol [uelor, est le saut de ue a travers JR;. On donne ci-dessous le résultat principal de cette section. La
preuve est faite dans le cas v = 1 et K = I pour alléger les notations mais la preuve reste identique dans
le cas général.

Théoréme 4.5.3. Le GT associé au probléme (4.5.5) et a la fonction codt J.(u) = er |Vul? pour un
domaine perforé est :

Zb(mo) = —QWVUU(JJ()).VU()(JJ())
+ %ijo (Ljo (Kuo)) (Kuo(zo) — Kvo(zo)) (4.5.6)

+ gm (L (K uo)) Kug(wo)(Lj, (Kuo) — Ljy(Kvo))

avec ug et vy données par (4.5.5) et (4.5.11) pour € = 0.

Démonstration. On définit

Jo(u) = — Dp; (IS(u)) u
jezi%(m/R? )

Y Dy (5w) K

jejind(ﬂ)
La différence Je(u¢) — Jo(up) s’écrit :
Je(ue) — Jo(ug) = Je(ue) — Je(uo) = Le(ue —ug) + L (45.7)
avec
L) == Y0 [ (Do) + D Ly (o)) )
j€Lina() "
J€lina() " F (4.5.8)

Z= [ (D)) + D U 0) o (00)

€

Be

Avant d’introduire le probléme adjoint, on fait un développement de Taylor & l'ordre 2 par rapport a u de
F(u,v) au voisinage de g :

Fe(“a ’U) = Ge(u07 U) + be(ue — Uo, U) + Ce(”) + de(v) (4'5-9)
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avec

Ge(u,v):/ Vu. Vo + Z Dy (I ())/ v
(u,v) /Vqu+ Z D@Z)j i (uo) /5 /6

Jelznd

DS /D% (€ () = ) [ o

j 6Imd J

(o) = =D L (w) | K [ o

ot & =0 [ uc+ (1 —6) ij ug € [a, B] avec 0 < § < 1. On introduit le probléme adjoint v € H'(£2) tel
J
que :
be(u,v.) = —Le(u)  Yu € H' (Q) (4.5.10)

En prenant u € D(RS) puis u € H 1(Q.) et en intégrant par parties, on déduit que les équations d’Euler
associées a (4.5.10) sont :

—Av, + D*t; (Ij(u[)))/ ve = 1 dans Rj

€

Opve = 0 sur 0 et [var, =0
Remarque 4.5.4. Pour v > 0 et K # I, le probléme adjoint sera défini par

—vAve + D*¢; (Ij(Kug)) | Kve = K*1 dans RS
RS (4.5.11)

Onve =0 sur 0Qc et [vor, =0
En utilisant (4.5.7) et (4.5.9) on déduit que

Je(ue) - JO(UO) = _Ls(us - UO) +7I. = _be(ue — Uo, Ue) +Ie
= Gc(up, ve) + ce(ve) + de(ve) + Ze (4.5.12)
= Ge(ug,ve) + Ze + T + &

avec

E1=cc(ve) et Jo=de(ve) (4.5.13)
En intégrant par parties, Ge(uo, ve) s’exprime comme suit :
Ge(ug,ve) = — OnUoUe — / Augve + Z Dy; (1 (uo))/ Ve
9B. ]elznd(Q) ;

= - 8nu01)5
OBe¢

En utilisant des calculs similaires a ceux faits en (4.4.13) pour le modeéle de speckle, Ge(ug,ve) se

réécrit :

Gelup,ve) = — /8 T (0o + 0,12) = Dy Iy ) / v + / 5o — Dipyy (L (o) / e

€

=Ke+Le+E+ &
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avec ug = ug — ug(0), we = ve — vy €t
K. = _/ 05 (Ot + Ol
OBe¢

ﬁe = —DLZJ]'O (IjO(UQ))/ Vo (4.5.14)

€

& 2/ ulvy , & = —Diy, (IJO(UO))/ L
Be B

€

Dans la proposition suivante on donne le développement asymptotique des quantités que 'on vient d’in-
troduire.

Proposition 4.5.5. Soient Z., T, K¢, Le, E1, E2 et E3 données en (4.5.8), (4.5.13) et (4.5.14), on a les
estimations :

3
Je(ue) — Jo(ug) =Ze + T + Ke + L + Z&‘

=1
I = we” (Djy (Ly (u0)) + D*4bjy (1 (wo)) Ljy (o)) uo(0) + o(€?)
Je = =€ D*pj, (1, (u0)) uo(0) Ly (v0) + o(€?)
Ke = =212V (0).Vug(0) + o(€?)
L. = —me2Dpj, (Ij, (uo)) vo(0) + o(e?)

(4.5.15)

et & ~ o(€?) pour i € [1..3].

Démonstration. La premiére et la quatriéme égalités (expressions de Z, et L) sont évidentes. Un déve-

loppement de Taylor de ug en 0, le Lemme 4.9.6 (voir Annexe B section 4.9.2) et le fait que RS =9 Rj,

donnent la seconde estimation. Pour K¢ on référe le lecteur a la preuve de la Proposition 4.4.6. Pour &1,
on utilise le Lemme 4.9.5, la régularité de ¢ (z) et le fait que & € [o, (] :

ymch(/Réue—uo>2+c</euo>2

Jj€Ev J
< Cllue — uo|[§ o, + Ce* = O(e*log(e))

En utilisant que Avg = D2, (L, (uo))Ij,(vo) et un développement de Taylor de ug en 0 on obtient
&y = O(€3). Pour &, par un changement de variable et le Lemme 4.9.6, on obtient

&3] < C||1f(eX)lo.5 < Ce’\/~log(e)
O

En notant jp 'indice tel que Rj, > o, on déduit I’expression du GT donnée dans le Théoréme 4.5.3. [

4.5.3 Expression du GT pour un domaine fissuré

Pour un domaine fissuré (b) Q. = Q\{zo + €o ()}, les calculs sont similaires. Le terme Z, de la différence
(4.5.12) est nul et le terme F(ug,v.) est Fe(ug,ve) = — fae Onup[we]. Les développements asymptotiques
de u, et v. sont identiques & ceux faits pour un domaine perforé et le calcul du GT est semblables & celui
fait dans le cas linéaire (voir [10, 6] pour plus de détails).
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Théoréme 4.5.6. Le GT associé au probleme (4.5.5) et a la fonction codt J.(u) = er |Vul? pour un

domaine fissuré (b) est
Z(xg, 1) = —Vug(xo).MVug(xo).n (4.5.16)

avec ug et vy données par (4.5.5) et (4.5.11) pour e = 0.
Remarque 4.5.7. On peut montrer que l'expression du GT reste vraie pour ; € C3(I), strictement

conveze et minorée sur I. La seule différence est dans la définition du probléme adjoint : dans (4.5.11), le
second membre K*1 doit étre remplacé par (D*;(1;(Kuo))l;(Kuo) + D (1;(Kug))) K*1.

4.6 Indicateurs topologiques

Dans les sections 4.3, 4.4 et 4.5 on a calculé les gradients topologiques pour respectivement les modéles
gaussien, speckle-Log et poissonnien, et pour les deux modeéles de perturbations (crack et boule). Confor-
mément & la Remarque 1.3.2 on choisit les indicateurs pour les modéles du crack et de la boule suivants :

Ifap(fUO) = ”ghlill IC(:EOaﬁ) (4:61)

avec Z¢(xo, 1) donné par (4.3.4b), (4.4.16) et (4.5.16) pour respectivement les modeéles gaussien, speckle-log
et poissonnien.

13 (w0) = | T"(a0)| (4.6.2)

avec I°(xq) donné par (4.3.4a), (4.4.4) et (4.5.6) pour respectivement les modéles gaussien, speckle-log et
poissonnien.

4.7 Restauration en utilisant le GT pour un domaine fissuré

Plus qu’un détecteur de contours, I'indicateur topologique associé & un domaine fissuré Iiap permet de
restaurer les images dégradées par du flou et/ou différents types de bruits. Une fois 17 0p calculé, on définit

pour un seuil § > 0 fixé, 'ensemble Es = {x e |Izap(f£)| > 5} et la fonction caractéristique

nsix e Es
Xn(x) =

1 sinon

ou 7 est un paramétre positif assez petit. Le calcul de 17, permet d’avoir la direction normalisée 7 = 7+

du contour. Si 7 = (cos(y), sin(yp)) est la normale au crack donné par I7, , on a 7 = (sin(p), —cos(p)).
Si f est I'image observée dégradée, I'idée est de chercher une version restaurée v € H'(Q2) de f, solution
du probléme anisotrope suivant :

{ —div(BPf (x)Vu) + K*Dip(x, Ku) = 0 dans (4.7.1)

Opt =0sur I

avec )
5( f—u)*> (Modéle gaussien)

Glau) =4 D (/R

jejind(ﬂ) I

u — fjlog </R u)) Tgr;(x)  (Modele poissonnien)
i

log(u) + % (Modele de speckle)
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ot Py () est un tenseur construit a partir de ¢(z) et x,(z), et 8 > 0 est un paramétre a régler en fonction
du niveau de bruit. Plus précisément, on choisit, Py (z)Vu(z) = (Vu.7)T + xp(2)(Vu.ii)ii. Une simple
identification montre que P’ () est la matrice

_ n3 + Xn(w)nz n1n2(Xn(w) -1)
i) = ( mma(eg(@) — 1) n? + ()} ) (14.7.2)

ot np = cos(p(z)) et ng = sin(¢(x)). Une interprétation de la matrice Py (z) est la suivante :

e Si x appartient au fond de l'image, grace a la définition de x,(x), Py (x) s'écrit Py (z) = I donc
div(Py (z)Vu) = Au et la diffusion est isotrope.

e Siz appartient & un contour (c-a-d z € Ey), alors x,(z) est proche de zéro et P (z)Vu(z) ~ (Vu.7)T
et la diffusion a lieu dans la direction tangente au contour. Comme on le verra sur des exemples
numeériques en section 4.8, les résultats obtenus par la restauration (4.7.1) sont trés bons.

4.8 Application numérique aux images 2D

Dans cette section on illustre la théorie du GT en donnant des résultats expérimentaux variés des modeéles
(4.3.1), (4.4.1) et (4.5.1).

Les expressions des GTs pour les trois modéles sont données en section 4.3, 4.4 et 4.5. Pour chaque
modele, pour calculer le GT on utilise I’Algorithme 1. Le calcul des états direct et adjoint est spécifique
a chaque modéle. Pour un domaine fissuré, le GT est le méme pour les 3 modeéles en fonction des états
direct et adjoint.

Algorithme 1 Calcul du GT

1: Calcul de ug et vg en utilisant I’Algorithme 2 ou I’Algorithme 3 selon le modéle.

2: Calcul des dérivées de ug et vg par convolution avec des masques dérivateurs.

3: Calcul du GT relativement & chaque modéle en utilisant les théorémes donnés en sections 4.3, 4.4 et
4.5.

Remarque 4.8.1. Pour calculer (4.6.1) on réécrit le GT sous la forme

7TVUO(%O)V’UO(UCO)T + Vo(z0) Vg (zo) "

Ic(x(bﬁ) — ﬁTM($0>ﬁ avec M(l‘o) = — 5

Ainsi le GT au point xg est donné par Iﬁap(zo) = Amin(Z0) 00 Apin est la valeur propre minimale de la
matrice symétriqgue M(xg) et est calculable expliciternent.

Comme les équations (4.3.2) et (4.3.3) sont linéaires, on développe une discrétisation utilisant cette
propriété dans la sous section spécifique 4.8.1. Ensuite on établit les discrétisations des problémes (4.4.1)
et (4.5.1) et finalement on donne quelques résultats expérimentaux. Comme les modéles adjoints (4.4.9) et
(4.5.11) sont linéaires a coeflicients non constants, on les discrétise en utilisant un schéma aux différences
finies classique et en utilisant des “sparse solvers”.

4.8.1 Discrétisation du modéle gaussien avec flou

Pour discrétiser (4.3.2) et (4.3.3) on utilise une DCT1 (discrete cosine transform of type 1) du fait de
la propriété de symétrie sous-jacente a cet algorithme. De plus la DCT1 d’un produit de convolution
est le produit des DCT1. La symeétrie supposée par cet algorithme permet d’éviter les effets de bord
puisque I'image ici est considérée comme un signal périodique et symétrique. Une DCT1 & N points est

82



équivalente & une DFT (discrete Fourier transform) a 2N — 2 points. Par exemple en 1D pour N =4, la
DCT1 de [xg, x1, x2, 23] est équivalente & la DFT de [zg, 21, z2, 3, 2, £1]. De maniére classique, on utilise
Palgorithme FFT (fast Fourier transform) pour implémenter la DFT. On sait que le coiut d’une FFT est
en O (Nlog(N)). Une étude numeérique montre que pour N < 109 la FFT est plus rapide qu'un schéma
aux différence finies (voir par analogie avec la DCT2 Figure 7.2). L’Algorithme 2 donne les différentes
étapes pour calculer les solutions (4.3.2) et (4.3.3).

Il consiste en les étapes suivantes :

e Extension symétrique de l'image initiale N, x N, en une image 2(N, — 1) x 2(N, — 1) et extension
du noyau (2n, + 1) x (2n; + 1) en un noyau 2(N, — 1) x 2(N, — 1). Pour fixer les idées en 1D et
pour n, = 2, U'extension du noyau [x_sz_jx0z122] est [xor1220...00_ox_1].

e Calcul de la FFT des extensions de I'image et des noyaux.
e Inversion algébrique dans le domaine de Fourier (simple division).
e Calcul de la solution en utilisant une FFT inverse.

Un point important est le choix du domaine fréquence. En effet la définition naturelle du domaine fréquence

21 (Ng—1) 27 (Ny—1)
serait {0, 2T N N } {0, 2 N, ""’TZ

dans [51]. Donnons 1 1dee pr1nc1pale en 1D pour une image & N points vue comme une discrétisation d’un
signal 1-périodique. La fonction trigonométrique associée aux coefficients calculés par la DFT est

}, mais ce n’est pas un bon choix. La raison est expliquée

N-1 __
uN(CL‘) _ yI]CVeQTrz(k—l—mkN)x
k=0
ott yN € RY est le vecteur tel que yV = DFT( Ny, yN N(1/N) )O<Z<N , et my € Z sont des

mais qui modifient beaucoup uN entre
1) de la dérivée de u” (z) on obtient :

coefficients qui ne changent pas la valeur de u”V aux points z; =

l
N>
ces points (de “I’aliasing” apparait). Si on calcule la norme L?(0,

N-1
(™) ||L2 0,1) m)? Z |y *(k + myN)? (4.8.1)
k=0

De (4.8.1) on déduit que my change considérablement la norme L?(0,1) de la dérivée de u™ (x) et un bon
choix pour my, est la valeur minimisant (k +mgN)2. Si 0 < k < N/2 alors (k +m;N)? est minimisé pour
my =0 et si N/2 <k < N alors (k +m;N)? est minimisé pour my = —1. Une considération particuliére
est faite pour k = N/2 quand N est pair car deux choix sont possibles (mj = —1 ou my = 0, voir [51]
pour plus de détails). On déduit le domaine fréquence : E = {((A’,;le), &%) s (kzy ky) € By % Ey}, avec
E,={0,...N; —1,—(N; —2),...,—1} et E, ={0,..., N, — 1, —(Ny, — 2),...,—1}. On note A = (A;,Ay)
la grille 2(N, —1) x 2(N; — 1) associée & I’espace discret E et le vecteur composé des coefficients de Fourier
discrets associés au signal discret € RN est noté X.
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Algorithme 2 Calcul des problémes direct et adjoint

1. Soit f;; une image définie pour (4, j) € [0, N, — 1] x [0, N — 1], on I’étend en une image symétrique
et périodique définie sur [0,2(N, — 1) — 1] x [0,2(N, — 1) — 1].

2. Soit k:ilj un noyau de convolution défini pour (¢,7) € [0,2n,] x [0,2n,], en utilisant la procédure
décrite en section 4.8.1, on calcule son extension symétrique ky,, pour 0 <m < 2(Ny—1)et 0 <n <
2(N, —1).

3. Calcul des FFTs Fy et Ky pour (k,1) € [0,2(Ny, — 1) — 1] x [0,2(N, — 1) —1].

4. Soit A = (Ag, Ay) la grille associée a I'espace fréquence discret décrit en section 4.8.1, on calcule

_ _ KyFy _ K (KU —F)
U = |Ki|2+vAZ, et Vir = Kk [24+7AZ,

5. On utilise une FFT inverse pour calculer u;; et v;; pour (7,5) € [0,2(Ny—1)—1] x [0,2(N, —1)—1].
6. Restriction de u;; et v;; & la grille initiale définie par [0, N, — 1] x [0, Ny — 1].

4.8.2 Discrétisation des modéles de Poisson et speckle-Log

Siinfof > 0, par la Proposition 4.4.3 et la Proposition 4.5.1, les problémes (4.4.1) et (4.5.1) sont bien
posés et peuvent étre discrétisés par :

(Modeéle speckle-Log) ;ni{l )Js(a:), as >0 (4.8.2a)
r2log s
(Modéle poissonnien) rr>1in Jp(x), ap>0 (4.8.2b)
TZ0p

ot ag = min(fV) > Oet a, = %f}v) fY est une version discréte de f ; J,(z) et Js(z) sont respectivement
les versions discrétes des fonctions énergies (4.2.3) et (4.1.6). On choisit une discrétisation simple : u'¥ ()
est la fonction constante par morceaux égale & u; sur le pixel j, et on représente u!V par un vecteur de RV,
On note ¢ la constante égale a «y, pour le modeéle poissonnien et égale & log(a,) pour le modeéle speckle-
Log. Durant la construction de la suite 2®)_ 1a condition () > § doit étre vérifice a chaque itération.
On assure cette condition par projection. Pour résoudre ces problémes discrets, on utilise un algorithme
itératif de descente de gradient appelé algorithme SGP (scaled gradient projection).
Les fonctions cott discrétes ont pour expression :

N
Jp(x) = —%wTAx + Z(KUC)Z — filog((Kx);)
i=1

N
Js(x) = —%:L’TAI' + Z (uz -9+ e_(“i_gi)>

ol A est la matrice associé au laplacien avec conditions de Neumann homogénes, K est une discrétisation
de lopérateur de convolution (matrice circulante par bloc) et on rappelle que g; = log(f;). Nous allons
donner l'idée principale de ’algorithme SGP. Les énergies discrétes J, et J, sont notées toutes les deux
par J tant qu’on n’utilise pas leur expression particuliere. On définit A = {ac eRN x> 5}. Le probléme
est donc de trouver z* € A tel que V.J(z*) = 0. A chaque itération, un développement de Taylor au point
z = z®) donne

VJ(z®) + V27 (™) (z — ) =0
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Si det (VQJ(w(k))) # 0, on obtient = 2 — V2J(x®*))~1v.7(2*). On déduit par ce raisonnement que
la direction de descente est donnée par V2.J(z*))~1V.J(z*)), mais on voit que le temps de calcul de cette
direction est non négligeable car elle nécessite la résolution d’un systéme linéaire. On note Dy, I’ensemble
des matrices N x N symétiques définies positives telles que |[D|| < L et |[D7|| < 1 VD € Dy. L'idée
principale de I'algorithme SGP est de construire deux suites ap et D € Dy telles que aiDy approche
V2J(z®) et de projeter chaque itéré sur A par rapport a la norme ||z||p = V2T Dz o D sera une matrice
d’¢chelle creuse. On définit Py p-1 pour D € Dy, le projecteur sur A par rapport & la norme ||.|[p.

On rappelle l'algorithme SGP dans 1’Algorithme 3 (voir [26] pour plus de détails).

Algorithme 3 Algorithme SGP

1: Soient (0 > a, 3,60 €]0,1[, 0 < Amin < Amaz, L > 0, et M un entier positif.
2: for k =0: ke do

3: Choix du parameétre o € [Qmin, Qmaz| de la matrice d’échelle Dy, € Dy,
4: Projection : y*) « PA7D;1(£B(k) — ap DLV f(z®)

5. if y®) = 2(®) then

6: Stop, z®) est un point stationnaire.

7 end if

8: Direction de descente d®) = y#) — z(k) .

9: A — 1 et Jpar <+ Maxo<j<min(k,M—1) J(x(k_j))
10: Ak calculée par backtracking :

11:  while f(z® + A\.d®) < Jpaw + BAVI(28)Td®) do
12: Ak O

13: end while

14 gD g k) 4y qak)

15: end for

La construction des itérés Dy, et oy nécessite quelques explications. On prend Dy = diag(df) avec

d¥ = min (L, max (%, %(x(k))_l)) L’approximation de la matrice hessienne V2J(z(*®)) est donnée par
. k—1)

B(ay) = apDyg. En utilisant un développement de Taylor au premier ordre de V.J(x) au point z(
obtient

on

VJ(z®) — v (z* V) = V21 (W) (a®) — zk=D)
+o ((x(k) - m(k_l))2>
En cherchant B(ay,) comme une approximation de V.J(z(*)), deux choix naturels pour définir oy, sont :
B S(k—l)TDlnglzls(k—l)
Dy =11 D1 (k1)
stk=0T p, (k=1)

Dy k=0T p, p, 2(k-1)

o). = argmin HB(ak)s(k_l) - z(k_l)‘

ai =aryg mo%n Hs(kfl) — B(ak)*lz(kfl)‘

ou 571 = g(k) — g(k=1) ot (k=1 — v J(2*)) — V.J(x*~D). Dans [26] le calcul de ay est donné par un
algorithme appelé Algorithme SGP-SS (SGP step length selection) utilisant deux parameétres 0 < aypin <
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Qmaz- Les dérivées des fonctions cott discrétes J, et Jg sont :

f
VJ, = —yAz — KTE + K1

2Jp = —vA+ K"di I V&
VeJ, vyA+ K* diag (K)?

VJ,= Az +1—e @0
V2J, = —7A + diag (e*@*f))

ott 1 € RY est le vecteur composé uniquement de 1; pour z € RY, diag(x) est la matrice diagonale de
diagonale = et p(x) est le vecteur (¢(x;))1<i<n ot ¢ : R — R est une fonction. Les valeurs des parameétres
utilisés dans I’Algorithme 3 sont : 8 = 1074, 6 = 0.4, kypee = 600, M = 1 et pour le modéle poissonnien
(4.5.1) on prend qmin = 1071, e = 10° et min = 1072, Qunaz = 10'° pour le modeéle speckle-Log. La
valeur initiale z(®) est soit I'image initiale pour le modele de Poisson, soit son logarithme pour le modéle
speckle-Log. Dans le cas du modéle de speckle, (4.7.1) est calculée avec ¢ (u) = log(u) + % et ce probléme
est discrétisé pour les modéle de Poisson et de speckle par ’Algorithme 3 (SGP).

4.8.3 Comparaison de notre méthode avec quelques méthodes classiques

Comme rappelé dans le chapitre 1, il existe d’autres méthodes variationnelles pour segmenter/restaurer
des images.

On va comparer la segmentation correspondant au GT et celle donnée par le modéle de Mumford-Shah.
On va également comparer la restauration déduite du GT (4.7.1) avec le modéle de Mumford-Shah et une
méthode TV (variation totale, voir chapitre 1).

Modéle de Mumford-Shah pour la segmentation/restauration d’images et son approzimation

On reprend le modeéle de Mumford-Shah (1.1.3) [67] et son approximation par la fonctionnelle de Ambrosio-
Tortorelli [4] présentée au chapitre 1. On change le terme d’attache aux données |u — f|? en fonction
du modele a priori considéré (modeéle gaussien, poissonnien et de speckle). Plus précisément le modéle
d’Ambrosio-Tortorelli qu’on comparera au modeéle de restauration utilisant le GT (4.7.1) est (voir [78]) :

[¢(Ku) + A\ | Vul? + o <e|v1;|2 + W)} (4.8.3)

min /
weH(Q),beHL(Q) J 4e

ou K est Popérateur associé au flou (représenté par une convolution), u(z) I'image restaurée, 1 —b(z) ~ 0
est la fonction caractéristique des contours et ¢(u) dépend du modeéle et est définie par :

1
i(f —u)?  (Modele gaussien)

W(u) = Z / u — fjlog (/ u) (Modele poissonnien) (4.8.4)
R; R;

jelind(ﬂ)

log(u) + % (Modeéle de speckle)

Dans la suite, on appellera ce modele le “modéle de Mumford-Shah”.

Méthode TV pour la restauration d’images
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On reprend le modeéle (1.1.2) présenté au chapitre 1. De la méme maniére que pour le modeéle de Mumford-
Shah on adapte le terme d’attache aux données au modéle correspondant a 'image observée :

i D AMY(K 4.8.5
anin [ Dul+ d(ic (185

ot A > 0 est un paramétre, K est 'opérateur de convolution (flou), et )(u) est donnée en (4.8.4). Dans la
suite on référera a ce modéle en parlant de “modéle TV”. Pour plus de détails sur ces modéles on renvoie
le lecteur a [13, 78, 67].

4.8.4 Résultats numériques pour le modéle gaussien. Comparaisons

Dans toute section I7,, (resp. Izap) désigne (4.6.1) (resp. (4.6.2)) défini & partir de Z¢ (4.3.4b) (resp. Z°
(4.3.4a)). Une premiére étude intéressante est de comparer Igap et I}, pour un domaine perforé et fissureé.
Intuitivement I 2 ap (indicateur topologique associé & un domaine perforé) devrait étre adapté a la détection
de structures isotropes assez petites (de taille une dizaine de pixels) et If op (indicateur topologique associé
a un domaine fissuré) serait adapté a la détection de contours de grands objets (de taille plus de 20 pixels).
La Figure 4.1 montre Izap et I7,, pour différentes valeurs de v comparés a la fonction b(z) obtenue en
minimisant la fonctionnelle de Mumford-Shah (4.8.3). Pour v assez petit, I Tap Semble plus robuste que
Izap. Pour v =1, I} ,, détecte mieux le contour des taches noires du guépard que le modeéle de Mumford-
Shah. On remarque qu’en augmentant -y, Igap devient singulier sur les contours des taches noires tandis
que Iiap ne détecte plus que la silhouette du guépard. On déduit que ~ doit étre réglé par rapport au
bruit mais aussi par rapport aux tailles des structures & détecter.

\
‘ 5
o
/ 0oy Sas
D) 5
(a) Image initiale (b) oy, (v=1) (€) Ifap, (v =1) (@) Iiap, (v = 10)
.
(€) Ifqp, (v =10) (f) Mumford-Shah (A = 5,

a=10,e=10"9)

FIGURE 4.1 — Comparaison de Igap (4.6.2) et I7,, (4.6.1) pour différentes valeurs de v avec le modeéle de
Mumford-Shah (4.8.3) (b ~ 0) pour une image bruitée par du bruit gaussien (PSNR=16dB) contenant

principalement des structures isotropes

La Figure 4.2 compare I}, aux résultats obtenus avec le modele de Mumford-Shah pour une image
floutée par une convolution avec une gaussienne et bruitée par du bruit gaussien. Les résultats sont
similaires mais I7  a 'avantage d’étre beaucoup plus rapide (pour cette image (213 x 315), le temps CPU
est de 'ordre de la seconde sur un ordinateur équipé d’un processeur Intel Core 1.9 GHz contre environ
30s pour le modeéle de Mumford-Shah).
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(a) Image initiale

* A
\ B
=,
] . .
ad b~ O /

el A \{ b N
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“ \ \ > \! {
\ v

J / \ 4
1

(b) Ifap, (Y =1) (¢) Mumford-Shah (A = 10, (d) If,p : Zoom (e) Mumford-Shah : Zoom
a=5¢e=10"%

FIGURE 4.2 — Comparaison de 7, (4.6.1) avec le modele de Mumford-Shah (4.8.3) pour une image
contenant du bruit gaussien et floutée par une convolution gaussienne (PSNR=16dB, o = 3)

La Figure 4.3 montre les versions restaurées par le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV (4.8.5)
sur une image contenant du bruit gaussien et floutée par une convolution gaussienne. On voit que la
restauration fournie par le modeéle de Mumford-Shah (4.8.3) dégrade les contours et ne permet pas d’inhiber
Peffet du flou. Les restaurations utilisant le GT (4.7.1) et TV (4.8.5) sont assez similaires mais le temps
CPU est plus court pour (4.7.1).

(a) Image initiale (b) Version restaurée (4.7.1) (c¢) Mumford-Shah (A = 10, (d) TV (A =0.05),

(8 =7), PSNR=26.2dB a=25¢e=107%), PSNR~=26.6dB
PSNR—24.4dB

FIGURE 4.3 — Comparaison des versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV
(4.8.5) pour une image contenant du bruit gaussien (PSNR=16dB) et floutée par convolution gaussienne
(0 =3)
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La Figure 4.4 montrent les profils 1D de I'image a retrouver, ses versions dégradées (floutée, flou-
tée+bruitée), la version restaurée (4.7.1) et I7, (4.6.1) a travers un contour. On voit que la version
restaurée est trés proche de I'image & retrouver et que Izap détecte assez bien le contour.

350 260 0 Sood

—e—image to recover a0 —e—image to recover
; * g
—-+--blurred version —+--restored version 500

250}| * - blurred & noisy version

300

200 -1000

150 *
160 | -1500

100F * *

50 o -2000

* 2500
50 H 80

-3000
0

FIGURE 4.4 — Une coupe transverse illustrant (a) 'image a retrouver, la version floutée (o = 3), la version
floutée et bruitée (PSNR=16dB), (b) la version restaurée (4.7.1) (8 =5) et (c) I7,, (4.6.1) (v =1)

4.8.5 Résultats numériques pour le modéle speckle-Log. Comparaisons

Dans toute section If,, (resp. I}, ) désigne (4.6.1) (vesp. (4.6.2)) défini & partir de Z° (4.4.16) (resp. Z°
(4.4.4)).

Dans cette section on illustre la segmentation fournie par I}, I gap et la fonction b(z) associée au
modeéle de Mumford-Shah (4.8.3). On compare aussi les versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), le
modeéle de Mumford-Shah (4.8.3) et le modele TV (4.8.5).

Sur la Figure 4.5, on compare I7,, (4.6.1) et Izap (4.6.2) pour différentes valeurs de 7 avec la fonction
b(x) donnée par le modéle de Mumford-Shah sur une image bruitée par du bruit de speckle. Similairement
au cas gaussien, [ Eap semble plus robuste que I]Z{ ap €U que le modéle de Mumford-Shah. On voit 14 encore

que v doit étre réglé par rapport au bruit et a la taille des structures & détecter.
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(a) Image initiale (b) Ifap, (v =1) (©) Iiap, (y=1) (@) Iiap, (v = 10)

-

(e) Ifup, (v =10) (f) Mumford-Shah, (A =1,
a=5¢=107%)

FIGURE 4.5 — Comparaison de I]l—iap (4.6.2) et I7,, (4.6.1) pour différentes valeurs de y avec le modele de
Mumford-Shah (4.8.3) pour une image bruitée par du bruit de speckle (L = 6) et contenant
principalement des structures isotropes

Les résultats donnés en Figure 4.6 pour une image réelle de type SAR sont comparables & ceux illustrés
par la Figure 4.5. On voit ici que Izap et Iy, peuvent étre utilisés pour différents objectifs : en particulier

au niveau des petites structures on voit que Izap en détecte l'intégralité tandis que I7,, en détecte les
contours.

TLCN ok’ & < oy
/- ,\j\‘v“‘*’l y ;:_f —
\ _r\L\ :\ -
P G
2 Ui
L R LG
A
WS = K
i o ’
1l N 278 =52
(€) Ifap, (v =1) (d) Mumford-Shah,
(A=0.07,a=1,e=10"%)
‘ —
’ =" ™~
; = e e ;
3 - s - - B -
) N - -
(e) Zoom sur I'image initiale (f) Zoom sur Igap (g) Zoom sur I, (h) Mumford-Shah : Zoom

FIGURE 4.6 — Comparaison de Ijl-iap (4.6.2) et I7,, (4.6.1) avec le modele de Mumford-Shah (4.8.3) pour
une image réelle de type SAR

La Figure 4.7 et la Figure 4.9 comparent les versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah
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(4.8.3) et TV (4.8.5) respectivement sur une image réelle de type SAR et sur une image bruitée par du
bruit de speckle. La restauration fournie par le modéle de Mumford-Shah dégrade les contours tandis que
les modeéles (4.7.1) et (4.8.5) sont & peu prés équivalents.

(a) Image initiale (b) Version restaurée (¢) Mumford-Shah (d) TV (A = 800)
(4.71), (y=1x10"% (A=005a=1,e=10"%)

FI1GURE 4.7 — Comparaison des versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV
(4.8.5) pour une image de type SAR (Zoom sur Figure 4.6-(a))

Sur la Figure 4.8 on compare I et la fonction b(z) donnée par le modéle de Mumford-Shah (4.8.3)
sur une image synthétique trés bruitée (L = 1 c-a-d le pire cas possible pour ce modéle). Ici Ij—jap donne
d’assez bons résultats comparé a (4.8.3) qui élargit les contours.

(a) Image initiale (b) Ifap (v =1.8) (c) Mumford-Shah (A =1, (d) Zoom sur Ij,,
a=1,¢=107%

(e) Mumford-Shah : Zoom
Fiaure 4.8 — Comparaison de 7, (4.6.1) avec le modele de Mumford-Shah (4.8.3) pour une image

synthétique bruitée par du bruit de speckle (L = 1)

Finalement la Figure 4.10 montre les profils 1D de I'image a retrouver, ses versions bruitée, et restaurée
(4.7.1) et Ij,, (4.6.1) & travers un contour. La version restaurée est tres proche de I'image a retrouver et
le contour n’est pas dégradé. Cela montre que le modeéle (4.7.1) est un bon modéle de restauration.
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(a) Image initiale, (b) Version restaurée (4.7.1) (¢) Mumford-Shah (A = 1.1, (d) TV (A =90),
PSNR—6dB (y = 0.002), PSNR=24dB a=1,e=10""), PSNR—22dB
PSNR=14.5dB

F1GURE 4.9 — Comparaison des versions restaurées par le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV
(4.8.5) pour une image bruitée par du bruit de speckle (L = 1)
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(a) (b) ()

FIGURE 4.10 — Une coupe transverse de (a) I'image a retrouver et de sa version bruitée par du bruit de
speckle, (b) la version restaurée (4.7.1) (y = 0.002) et 'image a retrouver, (c) I7,, (4.6.1) (y = 1.8).

4.8.6 Résultats numériques pour le modéle de Poisson. Comparaisons

Dans toute section 7, (resp. Izap) désigne (4.6.1) (resp. (4.6.2)) défini & partir de Z¢ (4.5.16) (resp. Z°

(4.5.6)).
Dans cette section, on compare la segmentation fournie par If o Igap
Shah (4.8.3). On compare aussi les restaurations par le modele utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah et

la méthode TV.

La Figure 4.11 et la Figure 4.12 montrent les résultats pour la segmentation respectivement dans les
cas d’une image synthétique de type Poisson et d'une image confocale réelle d'un neurone de rat. I Lap
(4.6.1) détecte assez bien les contours comparé au modeéle de Mumford-Shah. On voit que le I]l—:ap (4.6.2)

détecte entiérement les petites structures pour « petit (la taille de ces structures est liée a ).

et par le modéle de Mumford-
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() Ifap, (Y=3x1072) (f) Mumford-Shah,
(A=0.07,a=1,e=10"9%)

FIGURE 4.11 — Comparaison de Igap (4.6.2) et I7 , (4.6.1) pour différentes valeurs de y avec le modele de
Mumford-Shah (4.8.3) pour une image de type Poisson contenant principalement des structures isotropes
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(a) Image initiale (B) TEap, (v =107") (€) Tfaps (v=1071) (d) ILap (v =3)
]
(e) I(Iiazn (7 = 3) (f) Mumford-Shah,

(A=01,e=10"% a=1)

FIGURE 4.12 — Comparaison de Izap (4.6.2) et I7,, (4.6.1) pour différentes valeurs de « avec le modéle
de Mumford-Shah (4.8.3) pour une image réelle confocale illustrant un neurone de rat

Les Figures 4.13 et 4.15 illustrent les restaurations utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et
TV (4.8.5) sur respectivement une image réelle confocale et une image synthétique de type Poisson floutée
par convolution gaussienne. On remarque que le modéle basé sur le GT (4.7.1) et celui dit TV (4.8.5)
restaurent assez bien les niveaux de gris de 'image en préservant les contours tandis que le modéle de
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Mumford-Shah (4.8.3) dégrade les contours et l'effet du flou n’est pas inhibé complétement.

(a) Image initiale (b) Version restaurée (c) Mumford-Shah,
(4.7.1), (y=0.1) (A=0.01,a=1,e=1075)

FIGURE 4.13 — Comparaison des versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV
(4.8.5) pour une image réelle confocale d’un neurone de rat

La Figure 4.14 compare I7 ,, (4.6.1) avec la fonction b(z) associée au modele de Mumford-Shah (4.8.3)
pour une image de type Poisson floutée par convolution gaussienne.

(a) Image initiale

/7~ /
i 9 \n \
\ ’ 2 ~ - =
(b) Ifqp, (v =0.005) (¢) Mumford-Shah, (d) Zoom sur If,, (e) Mumford-Shah : Zoom
A=0.15¢=10"% a=1)

FIGURE 4.14 — Comparaison de Ij,, (4.6.1) avec le modele de Mumford-Shah (4.8.3) sur une image
synthétique de type Poisson floutée par convolution gaussienne (o = 3).
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(a) Image initiale, (b) Version restaurée (c) Mumford-Shah, (d) TV, (A = 40),
(PSNR—23dB) (4.7.1), (v = 0.01), (A=0.001, a =1, PSNR—27.8dB
PSNR=27.7dB e =107°%), PSNR=27.1dB

FIGURE 4.15 — Comparaison des versions restaurées utilisant le GT (4.7.1), Mumford-Shah (4.8.3) et TV
(4.8.5) pour une image de type Poisson floutée par convolution gaussienne (o = 3)

Finalement, la Figure 4.16 illustre les profils 1D de l'image a retrouver, de ses versions dégradées
(floutée, floutée + processus de Poisson), de sa version restaurée par I7,, (4.7.1) et de 7, (4.6.1) a
travers un contour. On voit que (4.7.1) permet de retrouver une version assez proche de I'image initiale
et que Iiap détecte assez bien le contour.

00 0 0 S8687 oot Spo o
—e—image to recover —e—image to recover
—+—-blurred version —+-restored version o -1000
¢

25 * blurred & noisy version 280

g

-2000

200 200 !

-3000

-4000

150 150

-5000

100 100

[ -6000

50 L L L 50 L L L -7000

(a) (b) (c)

FIGURE 4.16 — Une coupe transverse de (a) I'image a retrouver, d’une version floutée par convolution
gaussienne (o = 3) et d’une version floutée et contaminée par un processus de Poisson, (b) la version

restaurée (4.7.1) (y = 0.005) et (¢) I7,, (4.6.1) (v = 0.001)

4.9 Annexes

Dans ces annexes, on donne les justifications des développements asymptotiques des différences u. — ug et
ve —vg pour les problémes non linéaires étudiés dans ce chapitre (modéle de Poisson et modéle Speckle-log)
dans le cas d’un domaine perforé. Les parties des preuves similaires au cas linéaire renvoient le lecteur &
[10, 6]. Pour établir les développements asymptotiques, on a besoin de quelques résultats sur les problémes
extérieurs du type

AH =0, sur R*\B
(Peat) § OnH = g, sur 0B (4.9.1)
H — 0, a l'infini
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ol g € Ho_l/Q((?B) et H € WY(B'). Pour le calcul du GT on aura aussi besoin de deux lemmes trés utiles.
On ne donne pas les preuves des deux lemmes suivants ici et on référe le lecteur au chapitre 3 et a 6, 10]
pour plus de détails.

Lemme 4.9.1. La solution de (4.9.1) s’exprime sous la forme d’un potentiel simple couche :
) = [ B - y)do
oB

ot E(x) = —5-log(|z|) est la solution fondamentale associée au laplacien et A(y) = —2g(y). En notant [7
la solution de (4.4.12), on a les relations de saut & travers OB suivantes

H-1"=0
O H — 0,17 = -\

ou 11 s’exprime sous la forme 17 (z) = [,z My)E(z — y)do avec A(y) = —2g(y)-
On a les estimations asymptotiques suivantes.

Lemme 4.9.2. Soit H la solution (4.9.1), alors :

H(x)] < |C L VH@) < ‘jz
|7 (9),,. =0 (V7es) . |V ()], =0

4.9.1 Annexe A

Dans cette annexe toutes les preuves sont faites en supposant v = 1, et quand (4.4.3) est référencée on
suppose que v = 1. De plus on suppose que ¢ vérifie les Hypothéses 2.

Lemme 4.9.3. Soit X, = uc —up 0% u, et ug sont respectivement données par (4.4.3) pour e >0 et e =0,
et soit P la solution du probléme (4.9.1) avec g = —Vup(0).n, alors on a le développement asymptotique
sutvant : .

XE:€P< )—l—ee
€

avec |lec|l1.0. = O(€2\/—log(€)). De plus on a Uestimation :

0,0 =0 (62 \/Tg(e))

Démonstration. En faisant la différence de 1’équation (4.4.3) pour € > 0 et pour € = 0 on obtient :

[ Xl

—AXe+ Dyp(z,ue) — Dytp(x,up) = 0, dans €,
OnXe = —Opug, dans 9B, (4.9.2)
OnXe=0, sur T’

Puis en intégrant par parties on a :

/ VX Vv —I—/ (Dytp(z,ue) — Dytb(z,up)) v = — Vug(0).7iv Yo € HY(Q,) (4.9.3)
Qe Qe 0Bc

De maniére similaire on intégre par parties les équations d’FKuler vérifiées par eP (%) sur €2 :

/Evp(f)vU:— mﬁvwauﬁ—zkhp(f)v (4.9.4)
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En posant e = X, — eP (£), en soustrayant (4.9.3) a (4.9.4), on obtient

/ Ve Vo + / (Duth(a,ue) — Dyth(, ug)) v

/a P( v—/ (Ot — Vig(0).7) v

Ensuite grace a un développement de Taylor, on réécrit le second terme du second membre de I’égalité
ci-dessus : Dytb(x,uc) — Dyp(z,u0) = D3p(x,us,)(ue — up) avec us, = Oug + (1 — O)ue, 0 : Q@ — R,
0 < 6 < 1. On peut minorer ce terme en utilisant le Lemme 4.4.2. En effet comme a < us, < b et ¥(u) est
strictement convexe sur [a,b] C I, on déduit qu’il existe une constante 6 > 0 indépendante de e telle que
D%y(x,us,) > 6 > 0. Ainsi e, est solution du probléme variationnel suivant : trouver e. € H'(€)) tel que

/ Ve, Vv —i—/ D2y(z,us,)ecv = — / OnP (f) v — / (Onug — Vug(0).1) v
Qe Qe r € 9B

_ /QE Dizp(x,u&kP (%) v

pour tout v € H'(£). On décompose e, en e, = el + €2 avec

e ¢! € H'(Q)/R solution de
/ Vel . Vv = —/ (Onuo — Vug(0).@)v Vo € HY(Q,)
Qe 0B.

e ¢2 € H'(Q.) solution de

/Ve Vv+/D (z, us, ) /aP v—/ Dgz/}mug)(eP<> e!)

Ensuite en utilisant un changement de variable, le théoréme de trace sur Bo\B, et ’équivalence de la
norme sur H'(By\B)/R avec la semi norme et de nouveau un changement de variable, on obtient que
et o /m = O(€?). Puis en utilisant le Lemme 4.9.2, le théoréme de trace sur Q\B et le fait que e} €
H(Q)/R, on déduit que ||e?||1.0, = O(e2/—log(e)). L’estimation de la norme H'(€)) de e, est ensuite
évidente en utilisant ces deux estimations et I'inégalité |lec[|1.0. < [lel] g1 (a.) .; Pestimation de

| Xcllo,o. provient de l'inégalité | (%) HOQ + |leello.q. et des inégalités précédentes, ce qui
termine la preuve. ’ O

Lemme 4.9.4. Soit we = v — vy 0% ve et vy sont respectivement données par (4.4.8) pour € >0 et e =0,
et soit Q la solution de (4.9.1) avec g = —Vuo(0).n, alors on a le développement asymptotique suivant :

x
wmo(2) o
avec ||re|1.0. = O(e2\/—log(€)). De plus on a

lwdlog, = O (v/=log(@)) . (€)

Démonstration. On remarque que le probléme vérifié par we est linéaire. Grace au Lemme 4.4.2 et aux
Hypothéses 2, on obtient qu’il existe d; > 0 et 62 > 0 telles que dy > D2 (ug) > 6;. Il est ensuite facile
de montrer que le probléme associé est bien posé. La preuve peut facilement étre déduite de celle du
Théoreme 4.9.3 ou bien de celle dans le cas linéaire & coefficient linéaire (voir [10, 6]). O
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4.9.2 Annexe B

Dans cette annexe on considére le probléme (4.5.5) avec K = I et v = 1. Le cas général (quand K est un
opérateur de convolution tel que K1 # 0) se déduit facilement de ce dernier cas (voir [17] chapitre 3 pour
Pexistence et l'unicité du probléme).

Lemme 4.9.5. Soit X, = u. —ug 0w u, et ug sont respectivement données par (4.5.5) pour e >0 et e =0,

alors on a : .
X =¢€P <7) + e

€

ot P est déterminé par (4.9.1) avec g = —Vug(0).7i et ot |lec||1.0. = O(€?). De plus on a l'estimation :

I Xellog. = O(e*/~log(e))

Démonstration. On commence par écrire les équations d’Euler vérifiées par X.. En soustrayant les équa-
tions (4.5.5) pour € > 0 et pour € = 0, on obtient pour j € [;,4(Q2) :

—AX. + Dy, (/ u€> — D (/ u0> = 0sur Rj, j € L;na(2)
R R;

OnXe = —Opug sur 0B,
OpXe=0sur I

(Xe) (4.9.5)

Par un développement de Taylor, il existe & = 6 fRe_ ue+ (1 —10) fR;‘ ug avec 0 < 0 < 1 tel que
J p

Dy; (/R“> ~ Dy (/Rjuo> — D2(8) (/u—/Ruo>

En utilisant la Proposition 4.5.1 et la Remarque 4.5.2, on déduit facilement que 0 < a < & < 3 ou
o= El_ni;é% et B=2 ., [i+(1— 7ed) fio-
(X,) se réécrit pour j € I;;q(2) comme suit :

~AX+D*pi(&) | Xe= / ug dans RS
RS Rj\R5

OnXe = —Opug, sur 0B,
OnXe =0, sur I’

()

avec ij\ﬁ uy = 6j,(j) [ wo, o 4 est la mesure de Dirac. Soit e = X, — eP (£) ou P est défini par
J €
(4.9.1) avec g = —Vup(0).7i. Alors e, vérifie :

— Aec + D%pj(&) /R; €c = —ED%J-(&) /R§ P (%) dans RS, j € I;na(92)
(€) \ Opee = —(Onuo — Vuuo(0).77) = pe(z) = O(|z|) sur OB, (4.9.6)
Onec = —0, P (%) = ¢c(x) =0 (62) sur T’
On pose :
~epuye) [ P (%) = 0. pour j £

Kl =

e . .

/ ug — 6D21/Jjo(§e)/ P (*) = O(€%), pour j = jo
Be R, €

On décompose e, en la somme e, = el + e2 + €2 avec
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e el € HY(Q.)/R solution de
—Ael =0, dans Q.

€

Onel = c(x), sur OB,
Opel =0, sur T

™ N

€ H'(Q.)/R vérifiant
Ae? =0, dans Q,

anef =0, sur 0B
One? = ¢e(x), sur T

e e € HY(Q.) solution de

€

—Ae? + D% (&) /R e? = K — D*;(&) /RE (€2 + €?) dans RS, j € 1ina(2)
J 3
Oned =0, sur OB,
Oped =0, sur T

(&)

Pour e! en utilisant un changement de variable, le Théoréme de trace sur By\ B, I'inégalité de Deny-Lions
et un nouveau changement de variable on obtient ||e}|| HY(Q) /R < Ceé2. Pour €2, en appliquant le théoréme

de trace sur Q\B on obtient ”BEHHI(QC)/R < Ce.

Pour estimer €2, on part de la forme variationnelle de (E2) :

/ Vervut 37 D% (&) / / b=y KJ / =) [ (et [ v g

]Elznd ]elznd J J

Grace au calcul de D2¢j et en utilisant la Proposition 4.5.1 on a

MOTielna@ i o 2 ey i M@ fi
2\Ge€

o2 = B

ott N = |I;,4(Q)]. En prenant comme fonction test v = €2 dans (4.9.7), on déduit estimation suivante :

2
/SZ’VGS‘Q-FC Z </e?> = Z K] /Rje‘? +‘D%;(ge)\/m(\ei!Jr\e?D‘/Reef

J€lina() J€Lina(Q)
< 0@+l + Imaym) X |[

Jelznd(ﬂ)
< O Z /veg’
R!

jelind(ﬂ)
Ensuite, grace a I'inégalité suivante vraie pour toute suite réelle (a;);

>0

2

Yo gl <Hma@ )Y Jaif?

74617,77,(1(9) 7'€Ian(Q)
et en utilisant la positivite de [ [Ved|?, on obtient

2 /R ‘e

jEIind(Q)
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puis |€2|1.0, < Ce?. L’inégalité de Poincaré-Wirtinger permet d’écrire que :

3
Q.
el
R!

1
3 3
€e — €e

_l’_
1 Ja.

1,06

<Cledha, +C )

jelind(Q)

lell.e. <

< Cé?

En utilisant Uinégalité [lec||1,0. < [le¢||m(,)/m + €2l m . /m +1|ed]

1,0., on obtient le résultat. Pour I'esti-

mation de la norme L%(€)) de X, il suffit de prendre la norme L?(€)) de son développement asymptoticque

que 'on vient de montrer et d’utiliser le premier point du Lemme 4.9.5 et le Lemme 4.9.2.

O

Lemme 4.9.6. Soit w. = ve — vy 00 ve et vy sont données en (4.5.10) pour € > 0 et € =0, alors on a :

we = €Q (%) +re

ot Q est défini par (4.9.1) avec g = —Vvy(0).n, et od ||7c]1,0. = O (62 —log(e)). De plus, on a :

lwcloa, = O (¢V/=log(@)) .

1,0. = O(e)

Démonstration. En soustrayant I'équation (4.5.11) pour € > 0 et pour € = 0, on obtient les équations

d’Euler associées a we :

—Awe + Dszj (Ij(uo))/ we = 0 dans R; avec j # jo
RE¢
J

W) { B+ D, () [

R;O 5
Opwe = —0Opvg sur 0B,
Opwe =0 sur T’

On remarque que le probléme est linéaire et en utilisant la Proposition (4.5.1) on a :

max;cy,

we = Dy, (I (o)) / v = O(e?)

ina() fi fi minier,, ) fi

T > D?; (Ij(ug)) = Ti(uo)? = /32

(4.9.8)

Ensuite la preuve du développement asymptotique de w, peut étre déduite de celle du Lemme 4.9.5 ou

bien du cas linéaire [10].

Les deux derniéres estimations se déduisent en utilisant le développement asymptotique de w, et le

Lemme 4.9.2.
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Deuxiéme partie

Détection et restauration de structures
fines par la méthode du gradient
topologique






Chapitre 5

Présentation du modéle variationnel

Résumé. Dans ce chapitre on décrit une nouvelle approche pour la détection de structures fines dans une
image. Cette approche est basée sur le calcul du gradient topologique associé G une fonction codt définie d
partir des dérivées secondes d’une régularisation des données (éventuellement bruitées). Cette réqularisation
est obtenue via la résolution d’une EDP du quatrieme ordre de type Kirchhoff avec conditions de Neumann.
Dans ce chapitre on présente et justifie les modéles qui seront étudiés dans les chapitres 6 et 7.

Introduction

Dans ce chapitre, on présente une méthode variationnelle basée sur le gradient topologique, dans le but
de détecter des structures fines dans des images 2D. Ce probléme a plusieurs applications en imageries
médicale, biologique, ou satellitaire. On rappelle que les structures fines représentent des objets de dimen-
sion 0 ou 1, c-a-d des points ou des filaments. Ce probléme est assez diffférent de celui de la détection de
contours puisque pour ce dernier, le niveau de gris de 'image présente un saut d’intensité tandis que pour
le premier U'intensité ne présente pas de saut a travers la structure (voir Figure 5.1).

Si pour la détection de contours le gradient usuel est classiquement utilisé, il est inefficace pour la
détection de points ou de filaments. Pour illustrer cela considérons en 1D la fonction f(z) = 0si x # 0
et f(0) = 1. Cette fonction peut étre approchée par la fonction f,(z) = 0si |z| > n et fy(z) = 772—3 |z —

77% z|* +15si |z| <7n. On a f3(0) = 0 mais f/(0) = ;—26, ainsi f; “ne voit pas” 0 mais f; devient singulier
en 0. En fait on sait [81, 66] que pour détecter des structures fines en utilisant des opérateur différentiels,
on doit utiliser des opérateurs d’ordre au minimum 2. Nous allons préciser cela par la suite (voir Lemme
5.1.1). Ici on propose une solution a ce probléme en utilisant la méthode du gradient topologique (GT). On
rappelle briévement la philosophie de cette méthode. Soit  un domain borné de R? et j(Q) = Jo(ug) une
fonction cott ot ug est la solution d’une EDP sur Q. Pour € > 0 assez petit soit Q. = Q\zo + ew ot zg €
et w est un sous ensemble de R?. La sensibilité topologique provient du développement asymptotique de

J(Q¢) lorsque € — 0. Généralement il prend la forme suivante :

§(Q2e) = () + €Z(x0) + o) (5.0.1)

Z(xo) est le gradient topologique au point xg. Si on veut minimiser j(€2¢) on créera des petits trous
ou fissures aux points xg o Z(xg) est “le plus négatif”. Comme illustré précédemment, la détection de
structures fines (c-a-d des discontinuités sans saut d’intensité a travers les structures), nécessite des modéles
utilisant des dérivées d’ordre 2. Si pour la détection de contours on utilisait Jo(u) = [ [Vul? il est
naturel d’utiliser pour la détection de structures fines Jo(u) = [ |V2u|?. De méme pour la détection
de contours ([24] et chapitres 1 et 4), uq est solution du modéle de restauration de l'image f suivant :
ug = argming o)Y||Vullp2) + lu — fllp2@) ot v > 0 est un parameétre a régler. Ici l'utilisation de
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(a) Un contour 7, (b) Un filament 7
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(c) I a travers le contour (d) I a travers le filament

FI1GURE 5.1 — Différences entre un contour et une structure fine de type filament

Popérateur laplacien est liée au choix de la fonction cott. Pour la détection de structures fines il semble
justifier de prendre : uq = argmingzo)Y||V?ul|12(q) + llu — fll12(). Ce modéle variationnel méne a des
équations d’ordre 4 de types Kirchhoff ([35], chapitre 8) décrivant les mouvements verticaux d’une plaque
fine soumise & des forces et moments extérieurs avec comme rapport de Poisson v = 0. Plus précisément,
si f est 'image observée représentant les niveaux de gris de I'image (éventuellement dégradée par du bruit
et/ou du flou), uq est solution de 'EDP suivante (on prend o =1) :

A?u+u = f, dans Q
(P)q  Bi(u) =0, sur 9Q (5.0.2)
Bs(u) =0, sur 02

ot Bj(u) et Ba(u) sont des conditions aux bord naturelles que I’on va expliciter dans la section suivante.
La fonction coiit étudiée dans ce chapitre et le chapitre 6, dépend du rapport de Poisson 0 < v < 1 et
s’écrit :

24 2 24, 92u
Jo(u) = /Q(AU)Q +o(1— ) <<azax2> _ gﬁ?@) (5.0.3)

Dans le chapitre 6 on calculera le GT associé a (5.0.2) et (5.0.3) pour des domaines perforé Q. =
MN\xo+€B(0,1) et fissuré Q. = Q\zg + eo (i) ou o(ii) est un segment de normale 7 (un crack) (voir
Figure 5.2).
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(a) Domaine perforé (b) Domaine fissuré

FIGURE 5.2 — Domaines perforé et fissuré

I’analyse numérique et une application au traitement d’image seront faites dans le chapitre 7.

Remarque 5.0.7. L’étude de la sensibilité topologique pour des opérateurs d’ordre 4 n’est pas nouvelle.
Dans [11], dans un contezte différent, les auteurs calculent le GT pour des équations de type Kirchhoff
dans le cas d’un domaine perforé par une boule. Notre modéle est plus simple et on donne 'expression
explicite du GT dans les cas d’un domaine perforé et fissuré.

D’autres modéles variationnels ont été proposés dans la littérature avec diverses applications, voir [59]
pour la détection de filaments biologiques ou [75] pour la détection de réseaux routiers dans des images
satellitaires. Dans [14, 23| et [22] un modéle pour détecter des objets de codimension 1 et 2 dans des images
2D est proposé. L’approche est inspirée du modéle de Ginzburg-Landau. Un autre modéle variationnel
utilisant des dérivées d’ordre 2 est développé dans [47] pour la détection de points dans des images 2D. Il
existe bien sir d’autres méthodes que les méthodes variationnelles. Dans [64, 90| des méthodes basées sur
la morphologie mathématique sont utilisées. Dans [90], les auteurs proposent une méthode pour détecter
automatiquement les structures de type vaisseaux sanguins en utilisant des filtres morphologiques et les
courbures principales de I'image. La méthode est sensible au type de bruit (le bruit de loi uniforme détruit
les vaisseaux) et le temps de calcul CPU est important. Dans [53, 84, 83|, des méthodes stochastiques
sont utilisées. Ici les filaments sont vus comme des réalisations de processus aléatoires. Ces méthodes sont
trés cotiteuses en temps CPU. Dans [83] un réseau fin est simulé par un processus stochastique pénalisant
les segments non connectés et favorisant les segments alignés. L’estimation du réseau cherché est obte-
nue en minimisant une fonction énergie. Finalement on peut mentionner la décomposition en ondelettes,

[12, 58, 25].

Dans les deux sections suivantes, on donne ’expression de la fonction cott et on précise le modéle
variationnel que l'on va étudier. Auparavant, on donne un lemme montrant que pour détecter des points
ou des courbes en 2D on doit utiliser des opérateurs d’ordre 2.

5.1 Détection de structures fines : quel est le bon opérateur ?

On rappelle que I'on note D(R?) I’espace des fonctions C™ & support compact dans R? et D’(R?) I'espace
des distributions définies sur R2.

Lemme 5.1.1. Soit ¢ : R> — R une fonction Lipschitz continue, et soit (gn)n>o une suite de fonctions
définies par
1 % (2)

gh(az) = Gl(h) e 0200 ol 91‘ : RJF — R+ et }g}r})@,(h) =0
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(i) Soit a € R?, en posant p(x) = ||x — a||, 61(h) = 7h et O2(h) = h (voir Figure 5.3) alors
gn — 04, dans D'(R?)
h—0

De plus on a
Van(a) =[0,017 , V2gu(a) = —W—I

1
=73 =1 I 2

FIGURE 5.3 — Coupe de la fonction g;, pour 01(h) = wh, 62(h) = h et h =0.5

(i1) Soit v une courbe fermée et réguliere délimitant un sous-domaine borné w. Soit ¢ la distance signée
a vy définie par :
o(z) = dist(z,w) — dist(x,w")

Avec cette convention on a w = {p < 0}, ' ={¢ >0} et v = {p = 0}.
En prenant les échelles suivantes : 01(h) = Vwh et 2(h) = h on a

dans D' (R?
9h h——>(>) 57, ans ( )
De plus pour tout x € v on a
2
Van(z) = 10,017,  spec(Vign(z)) = {_h?’/Q’O}

ot spec(M) sont les valeurs propres de M. Les vecteurs propres associés a V2gy, sur~ sont (Vip(z), Vio(z) 1)
ot Vo(z) =ii(x).

Démonstration. Soit & € D(R?) on calcul tout d’abord limy,_,o < gp, & >. On suppose que Vo # 0 presque
partout donc on peut écrire que

1 )
< gn,&{>= / e 20 ¢(r)dr
]R2

61(h)
©?(z)
1 e 20 ¢(x) Vde
= 50 e Togte) VN
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Avec la formule de la co-aire, on obtient

B e 5l ¢(a)
<ot >‘91<h>/R / Tl
1 2

ou

On fait le changement de variable t =

NG
< gn,§ >= W/Retzqf(\/ez(h)t)dt

A ce niveau il faut distinguer points et courbes.

(1) Pour le point on choisit p(x) = ||z — al| et sans perte de généralité on suppose que a = O. On déduit
V| =1 et

2m
= / &(x)ds=r &(rcos(0),rsin(0))db
p=r 0
donc or
U(y/02(h)t) = GQ(h)t/ 13 ( h)tcos(6), \/B2(h)tsin(0) )
0
et en utilisant que ¢ >0

et

h)tcos(0),/02(h)tsin(0 ) dodt

Pour le passage a la limite lorsque h — 0 dans < gp, & >, il faut que 01(h), et O3(h) soient du méme
ordre en h; par exemple 01 (h) = 7h et 03(h) = 2h, et dans ce cas

<gh7§>

1 o0
lim < gp, & > = 2w5(0,0)/ te t dt
h—0 s 0

- §(07 0)

=< 5O7§ >

on déduit que limy, .o g, = d, dans D'(R?).

(2) Pour la courbe, on choisit la distance signée a v : p(x) = dist(z,w) — dist(z,w’) ot w est le domaine
borné délimité par . Grace a cette définition :

v ={z, ¢(z) = 0}

¢ est différentiable sur R?\ Sq(y) oi Sq(v) est le squelette de v défini par
S0 = {o € B3t € 2 vt ool = o ol = int o~ 21}
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On montre que |Vo(z)| = 1, Vo € R?\Sq(y) et on obtient

= £() s = x)ds
w(0) = / oo / £(x)d

Pour avoir une limite finie il faut que 61(h) et y/62(h) soient du méme ordre en 0. Par exemple en
prenant 61 = v/ 7h et 02(h) = h et en utilisant que |Vy| = 1 en particulier sur la courbe, on obtient :

1 & 2
}llii%<gh,£>:ﬁ</_ooe_t dt)L&(x)ds

= /yﬁ(x)ds

=< 0,,§ >

On en déduit que limy,_, g5, = 0, dans D’ (R2).

On calcule les valeurs des dérivées premiéres et secondes au niveau du point et de la courbe c-a-d lorsque
p(r) =0:

dgn 2 dp G
- - (h)
8951- Hl(h)eg(h) am, (w)gp(x)e ’
=0
pour i € {1,2} dans le cas de la courbe et du point. De méme pour les dérivées secondes on a formellement :
d%g 2 _2@ [ 92 Ao, Op ©*(x)
B 05(R) _r 1—-2

e Pour le point, soit € R?\ {a} on a

Vgn(x) = _#e*if}f)} <[_ (z—a)(@—a)’ . (z —a)(z —a)T <1 - 2”3:—a\|2>)

01(h)0a(h) Iz — al? [ — al? 0a(h)
= —#e_% _ 2 z—a)(z—a)T
~ g ™ (1~ g e

On déduit que Vg, (a) = —WI'

e Pour la courbe V2 posséde deux valeurs propres : la valeur propre 0 associée au vecteur Vo et

la, valeur C, égale a la courbure de 7 correspondant au vecteur propre Vot . Les coefficients de
% sont donc bornés pour x € v et donc le produit 8328“; -(x)¢(x) est nul sur v. On déduit
J J T J

2gn B 2 Oy

dp .. 2
D0, T) = 0 ()0a(h) O, () 57— (z), pour (i,5) € {1,2}", et V € v

8$j

En utilisant que |V¢| = 1 sur la courbe on obtient les valeurs propres A; et A2 de VQghw

2
01(h)02(h)

M=0 e =g Vo) =

associées respectivement aux vecteurs normés Vo(z) et Vo(z)*.

En remplacant 6, et 6y par leur valeur, on obtient ’expression des valeurs propres de la hessienne dans

les cas de la courbe et du point. O

108



Ce lemme montre de maniére heuristique que le gradient “ne voit pas’ les structures fines dans R?
(points et filaments) et que par contre les opérateurs d’ordre 2 sont singuliers sur ce type de structures.
Ce lemme est heuristique car on regarde ponctuellement la valeur des dérivées de fonctions approchant la
mesure de Dirac. Si on modifie légérement les fonctions g, (par exemple en remplacant g par gn(z + hv)
avec v un vecteur constant), la convergence vers les mesures de Dirac est toujours vérifiée mais le gradient
sur la structure fine peut ne pas étre nul. Par contre en moyenne, on a :

e Pour le point, en définissant W}, = {(z1,0),z1 € [—hn, hn]} avec n > 0 on a :

1 agr, _
‘Wh‘ Wi, 6%

1 829h —-0 i
’Wh’ Wi 8902695] N h2

e Pour la courbe, dans le cas ol v est le cercle de rayon R, et posons pour 1 > 0 et g > 0
Wy, = {(rcos(@),rsin(@), (r,0) € [R — Vhn, R+ vhn] x [0, HOh}}, alors on a :

0

1 6gh
—_— =0(1
‘Wh‘ Wi, 69@1 ( )

1 0* 1
9h _ _ 0 <>
‘Wh‘ Wi 8@8% h
ce qui justifie, & notre sens, de facon heuristique, ['usage de dérivées secondes dans la fonction cofit
pour détecter des structures fines.

5.2 Définition de la fonction coit et de 'EDP

Dans cette section on définit le probléme variationnel qui sera étudié dans le chapitre 6 et qui est une
version plus générale de celui testé numériquement dans le chapitre 7. On définit la fonction cofit :

9%u 2 0%u 9%u
Jalu) = /Q(AU)Q 20 =) (<3$18x2> a 87;10%87:%

Remarque 5.2.1. (i) Quand v =0 on retrouve (5.0.3).

) +~|Vul?dz, 0<v <1,9y>0 (5.2.1)

(i) Quand v =0 et v =0 on trouve Jo(u) = HVZUH%’Q.
(i4i) On vérifie facilement que :

Ja(u) = (1= 0)[uf}agq) +luli gy, Yu € H(Q) (5.2.2)

Pour € > 0 assez petit, soit (a) Qe = Q\{zo + €B} ou (b) Qc = Q\{z¢ + eo(n)}, ot xg € Q et o(7) est
un segment de normale 7 (un crack). On note Je(u) = Jo_(u) et uc = ug, la solution du probléme

min Je(u) + ||lu— f g,ﬂe (5.2.3)

H?(Qe)

ol f € L?(Q) est 'image observée. On introduit les formes bilinéaire et linéaire sur H2(Q.) suivantes :

109



*u 0% 0?ud®v  0*ud*v
ae(u,v) = /E Aulv + (1 —v) <23z18x2 02100 876%871‘5 — &T%@m%) +7Vu.Vo 4+ uv

Q
W= [ K

En écrivant la formulation variationnelle associée au probléme (5.2.3) et en utilisant le théoréme de Lax-
Milgram, on montre que pour € > 0 il existe une unique solution u. € H?() telle que

(5.2.4)

ae(ue,v) = l(v), Yv € H*(Q) (5.2.5)
ue vérifie les équations d’Euler suivantes :
A2u, — yAue + ue = f, sur Q.
(Pe) Bi(ue) — y0nue = 0, on 98 (5.2.6)
Bs(ue) =0, sur 98

ou

Bi(u) = 0p(Au) — (1 —v)0- <n1n2 <82u 62“> _ (n2 —n) *u )

83@% B Tx% 0x10x9

et

d%u d%u 9%u
B =vA 1- 27 22 49
2(u) = vAu+( ) (nl 856% t 8:6% +2mny 03}18$2>

en notant 7 = (n1,n2) la normale sortante a €, et 7 = (71, 72) le vecteur tangent tel que (7, T) forme
une base orthonormale.

Remarque 5.2.2. Quand v = 0, on montre que (5.2.5) reste bien posé dans H*(Q) grace a l'inégalité de
Gagliardo-Nirenberg (voir prérequis).
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Chapitre 6

Méthode du gradient topologique pour la
détection de structures fines en imagerie.
Etude théorique

Résumé. Dans ce chapitre on calcule le gradient topologique associé a la fonction codt (5.0.3) et 4 VEDP
(5.2.6) présentées dans le chapitre 5. L’étude de la sensibilité topologique est faite séparément en 2D dans
les cas d’une inclusion circulaire et d’un crack puis en 3D dans le cas d’un crack circulaire et plan.

On rappelle que 'on suppose 0 < v < 1et v >0.

6.1 Etude dans le cas d’un domaine perforé

6.1.1 Position du probléme. Notations

Soit xg € Q, et B la boule unité. On définit Q. = Q\zg + eB avec x( et e tels que la perturbation ne
touche pas le bord (voir Figure 5.2). Dans ce qui suit on suppose (quitte a changer de repére) que zy = 0.
On rappelle que I'on note B, = B(0,¢€); on a donc 99 = 0B, UT'. On rappelle la définition de I’espace de
Sobolev avec poids défini sur extérieur de la boule (voir prérequis) :

Vu
W2(B') = {u, - e LX(B),
(1+72)log(2 +r?) (1 +r2)%log(2—|—r2)

€ L*(B'),V*u c LZ(B’)} (6.1.1)

Le probléme (P¢) (5.2.6) se réécrit dans ce cas comme suit

A%ue — yAue + ue = f, dans Q.
(Pb) Bi(ue) — y0puc = 0, sur B, UT (6.1.2)
Bs(ue) =0, sur 90B.UT

Soit v € H?(Q), et u, vérifiant (P?). Grace & un résultat de régularité classique, ue € H*(€2). En

intégrant par parties sur €2, et en utilisant [[35],p 376] on justifie la formulation variationnelle de (P)
donnée en (5.2.5) :

/ fv= / (A2uE — yAue + ue) v

= ac(ue,v) — / ((B1(ue) — y0nue) v — Ba(ue)Opv) + /F ((B1(ue) — y0npue) v — Ba(ue)Onv)
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On calcule le gradient topologique en évaluant le terme prépondérant par rapport & € dans la différence
Je(ue) — Jo(up). En utilisant les équations vérifiées par ue et ug on a :

i) = Jofue) = [ (F = 2u0)(ue — o) — [

Qe Qe

(ue — ug)* — / (f —uo)uo (6.1.3)
Be
On définit L. : H*(Q.) — R, 'application linéaire suivante

L (u) = / (f —2up)u (6.1.4)

Et on pose
jez—/ﬂé(ug—uo)z—/e(f—uo)uo (6.1.5)

Pour évaluer (6.1.3), on introduit v, solution du probléme adjoint :
ae(u,ve) = —Le(u), Yu € H*(Q) (6.1.6)

Remarque 6.1.1. [ est clair que la forme simple du modéle adjoint provient du fait que Je(u) et ac(u,u)
contiennent les mémes termes en dérivées secondes. Si une telle relation entre la forme variationnelle de
ue et Uexpression de J.(u) n'existait pas, le terme source du modéle adjoint serait changé et proviendrait
de DJc(up).v. Dans ce cas, afin de pouvoir écrire (6.1.11), il faudrait réécrire DJ.(ug).v en la somme

DJ.(ug).v = L (v) + Ac(v), Vv € H*(Q)

avec A¢(v) un opérateur faisant intervenir par exemple le petit bord OB, et L (v) vérifiant

Lo(v) = Le(vq, ) +/ Lv, Yve H*9)

€

ot L est une fonction réguliére au voisinage de l'origine. Le terme L.(ue — ug) serait évaluer & l'aide du
modéle adjoint et dépendrait implicitement du choizx de la fonction codt et le terme A (ue — ug) resterait
G évaluer et dépendrait fortement de la forme de la fonction coit.

En utilisant (6.1.6) et (6.1.5) alors (6.1.3) s’écrit

Je(ue) — Jo(uo) = —ac(ue — uo, ve) + Je
= _ZG(UE) + CLE(UU, Ue) + Je

= —/ Jve + / (A%ug — yAug + up) ve + / (B1(ug) — v0no) ve — Ba(ug)Onve + Je
Qe Qe 0B.

- / (B (tt6) — ¥0htto) ve — Ba(uuo)dnve + J.
OB

Soit we = ve — vp, Ol Ve est solution de (6.1.6) et ot vy est solution de la méme équation pour € = 0. On
réécrit la différence J.(ue) — Jo(up) en fonction de we :

()~ Jofuo) = [

; (B1(ug) — v0nuo) vo — Ba(ug)Opvo + / (B1(ug) — v0nup) we — Ba(ug)Onwe + Je
Be

OB

Dans ce qui suit nous allons écrire la différence Je(u.) — Jo(up) comme une somme de termes plus simples
a estimer. Soit @1 € H3?(0B.), p2 € HY/?(0B,) on introduit I£**> € H?(B,) le prolongement biharmo-
nique :

A%1$192 = 0, sur B,

[£192 = 1, sur 0B, (6.1.7)
O+ %2 = g, sur 0B,
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Par abus de notation, pour u € H?(€2,), on note [* = l?’a"u, et pour € = 1, [{V¥? = [#1¥2. On obtient

Je(ue) — Jo(uo) = /83 (B1(uo) — v0nug) vo — Ba(ug)0nvo

+ / (B (1) — ¥0ntin) 1 — Ba(u)Bul + J. (6.1.8)
OBc
= £e + Ice + Je
ou
L= / (B1(uo) — ¥Onug) vo — Ba(uo)0nvo
0Be¢
Ke = (Bl(u(]) — fyﬁnuo) l;"ue — Bg(u())anl?’e
0Be
Soit ug(z) = up(z) — up(0) — Vug(0).z, alors il est clair que
o= [ (Bi@) ~ 0,0) 1~ Ba(i) 1
9B.
En utilisant la formule d’intégration par parties donnée dans [[35], p 376] il vient
K. = / Augl?e — be(ug, 1Y) — / v (Augl?s — Vug.VI¥e)
B. Be
ou b est la forme bilinéaire correspondante a (6.1.7) définie par
O*u % 0?ud?v  0*ud*v
be(u,0) = | Aulv+(1—v) (2222 _Judw  Judu
(u,v) B. ulv + V) < 021012 011029 637% 81‘% (%U% 8:6%)
En intégrant a nouveau par parties :
Ke= | (A% —yAup) I +4Vuo. VI — | A% g+ [ By (1) g — Ba (1) o (5.1.9)
Be B~~~ 9B o
De la méme facon on a
£e = / (A2u0 — ’yAuO) Vo + ’)/VUQ.VUO — / A2’UOE(/) + Bl(vg)% — Bg(vo)anﬂ(/) (6.1.10)
B B OB
En posant L = (f — 2ug), au sens des distributions on a
A%vy — yAvg + vg = —L dans D'(B,) (6.1.11)
En partant de (6.1.8), et en utilisant les équations (6.1.9), (6.1.10) et (6.1.11) on obtient
Le+Ke= / (f —wuo)vo +yVug.Vog + / (L — vAvg + vg) ug + / (A2u0 — fyAuo) 12
Be € BE
+ vVuy.VIYe + / (B1 (1) + B1(vo)) uo — / (B2 (1<) + Ba(vo)) Onug (6.1.12)
OB OBe

:/ (f —uo)vo +vVug.Vug+Ja —Jp+ &1+ E + &3
B
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(B1 () + Bi(vo)) uo

(B2 (1<) 4+ Ba(vo)) Onug

(L — yAvg + vo) ug (6.1.13)

€

A
E = / (A2u0 — 'yAu[)) e

&3 = ’YVUO.Vlg}é

€

Dans la suite, on va montrer que &£, & et 3 sont ~ o(e?) et que J4 et Jp ~ O(€?). Auparavant, on établit
le développement asymptotique de Bi(vg), Ba(vg) et de we.
6.1.2 Estimations de B;(vy)(z) et By(vg)(z) pour z € 0B,

Proposition 6.1.2. En supposant vy régulier, on a les développements, par rapport a €, des conditions
auz bords suivants
91(X)
€

Bit)(ex) =~ 25 4 oy
By(v)(eX) = —g2(X) + O(e)
ou, en posant X = (cos(0), sin()) € OB

622}0 62’00 821}0 .
7(x) = 0) = (1) ( 05 (0)) cos(26) + 201 = )50 (O)sin(20)
14 — UV 2'U 27} 2U
w(X) = 0(0) = =S5 a0) - E52 (T2 = T20) cos(26) = (1 = )52 O)sin(20)

Démonstration. Pour X € 0B, B1(vg)(eX) se développe comme suit

0 0%v 9% 0%v
Bi(v0)(eX) = 0o (eX) — (1 v) 5 <n1n2 <8:c20 - 83:20> —(n3 — "@axla(;z) (eX)
1 2

= V (Avg) (0).n + O(e)
0 021]0 62’00 0 2 2 021}0
— (=) () (53 - 58 ) (X) = 5ot = nd) g0
0 621)0 821;0 2 9 0 821)0
— (1 — V) <n1n287_ <8x% — 81‘%) (GX) — (n1 — nz)g <€)x18x2> (6X)>

En coordonnées polaires pour X = (cos(6), sin(0)) et n = (cos(d), sin(#)), on a

o e af of —sin(0)
5= sm(@)—ax + cos(@)fay =V/. ( cos(0)
19 10 .
=55 = <ag Powr (rcos(8),rsin(0)) € 0B,
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On en déduit les estimations :
8 821)0 821)0
— - X)=0(1
or (8:5% 81‘%) (eX) = 0(1)

57 (3o 0 =000

;T(nlnz) = 1;9(003(6)51'7@(0)) = COSEQH) |
%(”% n%) = %%(0052(0) - sinz(e)) - _2326"(26)

On obtient donc le développement

By(vo)(eX) = - LX) + 0(1)

€

ou o2 o2
Vo Vo
Ox? (0) - ox3

Pour Bs(vg)(eX), par un développement de Taylor en 0 & l'ordre 1 on a

(0)) + 2sin(26) 882”0 (0))

xlaxg

7(X) = 1(0) = (1= ) costz) (

Bo(vo)(eX) = vAvg(0) + (1 — v) LA A P W i X)
270 N 0 1(91‘% 26% ! 28m1 2o
827)0 821)0 621)0
— VA 1 2090 4 2870 4 9 — —go(X
vAvy(0) + ( v) <n1 ax% + nj (930% + n1n28x18 2) 0) + O(e) 92(X) 4+ O(e)
ol
621}0 62’00 821}0
92(X) = g2(0) = —vAve(0) — (1 —v) <n%8x% + H%Tx% + 2n1n9 6:E18:E2> (0)

v —v 2v 2y 2y
SR PP U2 (%x‘; (0) %x%o (0)) cos(28) — (1 —v) 8318(;2 (0)sin(26)

6.1.3 Développement asymptotique de w,

On rappelle que w, = v — vy vérifie I’équation

(A%w, — yAw, + we = 0, dans Q.
Bi(we) — y0pwe = —B1(vg) + v0,vp, sur 0B
Q%) By (we) = —Ba(vp), sur 0B (6.1.14)
Bi(we) — yOphwe =0, sur I’
By(we) =0, sur I'

\

Pour estimer w, on introduit le probléme extérieur (Peyt) suivant :

A%P =0, sur B
(Peat) § B1(P) = g1, sur OB (6.1.15)
Bs(P) = g2, sur OB
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oit g1 € H3/2(B) et g, € H'/2(dB) sont données dans la Proposition 6.1.2 et B’ = R?\ B. En utilisant
le Théoreme 6.4.3 (voir Annexe A section 6.4), on obtient que le probléme (Pey:) admet une solution
unique P € W?2(B')/P; et que P s’écrit comme la somme de potentiels simple et double couche :

Pla) = /8 M)EG — y)do, + /a 2a(0)0, (B~ y)do,

oll Ay et Ao sont des densités & déterminer et E(xz) = —g=|z[*log(|z|) est la solution fondamentale associé
a Popérateur bilaplacien. Avec le Théoréme 6.4.3, et la Proposition 6.1.2; les densités sont données par

A1 = ¢+ acos(20) + bsin(20) et Aoy = acos(20) + Bsin(26)

ou
217V 821)0(0) 822}0(0) b 1—v 0%y 0 1+1/A (0)
a = — — = — C = — v
3+v \ 022 a7 ’ 3+ v 01,01, ’ 1—v= " (6.1.16)
a=2a , [B=2b

En utilisant le Lemme 6.4.6 donné en Annexe A (section 6.4), on montre que w, = €2P (f) + ec avec
lecll2.0. = O(—€log(c)).
Dans ce qui suit nous allons estimer J4, Jg, &1, & et &;.

6.1.4 Estimation de Jy, Jg, &1, & et &

Lemme 6.1.3. Soient Ja, Jp, E1, & et E3 donnés en (6.1.13), on a les estimations :

= /8 M0y -+ ofe)

Jp = / Do) V20 (0)y.y + o(e2)
0B

£ = 0()

Ey = O(—€3log(e))

&3 = O(e3y/—log(e))

Démonstration. En utilisant la linéarité de (6.1.7) par rapport aux données aux bords, les relations de
sauts du Théoréme 6.4.3 et le développement asymptotique de we, on obtient

— / <31 (v0)(€X) + 1Bl(lp)(X)) WX )dox + Fi
B €

o [ o)+ B0
oB

€

[zl B0
oB

ug(eX)dox + F1 + Fo

- §V2u0(O)X.XdJX +F1+Fa+F3

1
625 : Al(y)V2uo(0)y.y + F1+ Fo+ F3
0B
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ou
Fi= / By (1)
0Be¢
1(X)

€

]’2:6/83 <Bl(vo)(€X)+g >“~0(€X)

Fim [ (a0 + Bi0700) (T(eX) - #472u00)X.X ) do(x)

Soit B, tel que B & B, C %Q Par un changement de variable, en utilisant le Lemme 6.4.1, I'estimation
up(eX) = O(e?), le Lemme 6.4.2, le théoréme de trace sur B,\B, un changement de variable et enfin le
Lemme 6.4.6 on obtient

f1:eLBBﬂ&xaQ%@XMQXzgéB;Bﬂ&@X»%@XMQX

< Cllge(eX) 2,5 = Oy p
< Cllec(eX)ll 25,3y, < Celecl2o. < —Ce’log(e)
En utilisant 1’estimation Bj(vg)(eX) donnée dans la Proposition 6.1.2, et 'estimation ug(eX) = O(¢?) on

obtient facilement que
Fo = O(e%)

Puis en utilisant le développement ug(eX) — €25 V2uo(0)X.X = O(€®), on montre que

Fy = O()

Tp = /a . <Bz(vo) + By <l§2p(f)*es>> %

6/63 (Ba(vo)(eX) + Bg(lp)(X)) Onuo(eX)dox + Fu

_ 6/ —g2(X) + By (1")(X)
oB

€

_ [ =20+ BN
0B

€

De méme

Onug(eX)dox + Fu+ Fs

VQUO(O)X.ndUX + Fi+ F5+ Fs

__e /a Xo(y)V2uo(0)y.y + Fi + Fs + Fis
B
ou

Fy = By (I&9)Opug = O(—eslog(e))
OBe

F5 = 6/83 (Ba(v0)(eX) + g2(X)) Optip(eX)dox = O(e?)
Fo = /8 N (—g2(X) + Bo(1")(X)) (9ptip(eX) — €V?up(0)X.n) do(X) = O(e®)

Grace a des calculs identiques & ceux faits pour F; et en utilisant l’estimation 0,ug(eX) = O(€) on montre
que

Fi = O(—€3log(e))
Par définition de go, B2(vg)(eX) + g2(X) = O(e). En utilisant estimation d,ug(eX) = O(e), on obtient

F5 = 0(e%)
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Enfin Pestimation 0,1up(eX) — €2V2ug(0)X.n = O(€3) permet d’écrire :
Fo = O(e?)

d’out les estimations de J4 et Jp.
En ce qui concerne &; et &, par un changement de variable et en utilisant I'estimation ug(eX) = O(e?)
on obtient
E1=0()
Pour &, en changeant de variable, en utilisant le Lemme 6.4.2 pour € = 1, le théoréme de trace sur B,\B,
et de nouveau un changement de variable et enfin le Lemme 6.4.6 (donné en Annexe A section 6.4) on
obtient
Ey =€ / Aug(eX)I¥(eX) < CE1 N g 5 < CE[lwe(eX)]|2,B
B

< C (JlweleX)llg 5,5 + [weleX)y 15 + we(eX)ly 5,1 5)

1
< ¢ (Fludos, + o, + oo, ) < ~Clog(o

ou B¢ B, C %Q De méme pour & on a
& = 62/ Vug(eX).VIE“(eX) < Cell“N)|y p < Cellwe(eX)|| 25,52
B

< Ce <|we(eX)]1’Br\§ + |w42,BT\§) < Ce (|welra, + elwelz0,) < Ce3/—log(e)

6.1.5 Calcul du gradient topologique dans le cas de la boule

En partant de (6.1.8), (6.1.12) et en utilisant les estimations données dans le Lemme 6.1.3 on a

Je(ue) — Jo(uo)

2 =7 (f(0) — up(0)) v9(0) + YT Vup(0).Vuy(0)
+ % /63 M () V2o (0)y.y + /aB o () V200 (0)y.y + % +o(1)

En passant en coordonnées polaires on exprime tout d’abord la quantité

V0 = u(0) () ()

0%ug 9%up cos(20) 9%ug Augp(0)
= Z=2(0) - in(2
( Ox? ) Ox2 (0)> 2 * 0x20x1 (0)sin(20) + 2

Je(ue) — J()(U())

> =7 (f(0) — up(0)) vo(0) + ¥7Vup(0). Vg (0)

82U() 82U0 82110 821}0 ’
(3055 0) (570 - 570) =
+ 82’&0 82110
83326901 a$28$1

€

(0)mda’ + 7c' Aug(0)Avg(0) + % +0(1)

on | 1+
o = -2~ , d=- v
34+v

1—v



On rappelle la définition de J.

g = —/€<ue—uo>2 —/E<f—uO>uo

Grace au Lemme 6.4.6 appliqué & u. — ug on obtient
/ (ue — up)* = O (e*(log(€))?) = o(€?)
Par un développement de Taylor en 0, on obtient ’estimation de J.
Je = —me2(£(0) — uo(0))uo(0) + o(€?)

6.1.6 Conclusion : expression générale en tout point g

Proposition 6.1.4. Le gradient topologique associé a la fonction cott (5.0.3) et a VEDP (5.2.6), pour un
domaine perforé par une boule centrée en xg € ) est :

I(wo) = 7 (f(w0) — uo(xo)) (vo(w0) — uo(x0)) + ¥ Vug(o).Vuo(zo)

2r(1 —v) &g 9%ug 9% 9% 9% 5%vg
5 (( 527 ") = axg@[))) (ax%(m) - axg@fo)) i 0 g o)
1+
— 7T(iyy)Auo(lL"o)Avo(ilfo)

1 _
(6.1.17)
6.2 Etude dans le cas du crack
6.2.1 Position du probléme. Notations
Pour toute variété 2 C 2, on rappelle (voir prérequis) les définitions des
espaces suivants : 0 )3
1
1/2 =
Hop () = {ups,u € HY(E), ug 5 =0} "\ ) 5
el - n

HY (8) = {ups.u € HY2(E),ug 5 = 0}

ou X est une variété fermée contenant X et de méme dimension que cette

derniére (voir Figure 6.1). FIGURE 6.1 =% et

munit ces espaces des normes

HWEHH(%?(E) = ||UHH1/2(§)

el 72 sy = Nl oracsy
Maintenant, soit ¢ C € une variété de dimension 1 de classe C' et de normale 7 passant par l'origine.
On notera 7 le vecteur unitaire tangent au crack o orienté de telle sorte que (7, 7) soit orthonormée. 9,

désigne la différentiation par rapport a 7 le long de o. Dans cette section on note le domaine extérieur au
crack A = R?\7, et on définit sur cet ensemble I'espace de Sobolev avec poids

Vu
(1+ r2)%log(2 +7r2)

U

W) = {u, (14 1r2)log(2 + r?) € LA

€ L*(A),V?u € LQ(A)}
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On deéfinit le domaine perturbé par Q. = Q\zg + €o. On suppose que la perturbation ne touche pas le
bord, et pour simplifier, on suppose que z¢g = 0. On note . = {x, ¥ € o}. Dans ce cas 0Qc = 0. UT et le
probléme (P.) se réécrit comme suit :

A%ue — yAue + ue = f, dans Q,
(PS) Bi(u¢) — y0pue =0, sur o, UT (6.2.1)
Ba(ue) =0, sur o, UT

Q

€

r

(b) Domaine perturbé par un crack

FIGURE 6.2

Soit o une courbe fermée réguliére de méme dimension que o telle que o C 7, et soit w le domaine de
R?, tel que 0w = & ; on note w, = {z,2 €W} et Qe = Q\@, (voir Figure 6.2). Soit v € H?(€,) et soit u, la
solution du probléme (P) donné en (6.2.1). Grace & un résultat de régularité classique on a u. € H*().
En intégrant par parties sur Q\@, U, et en utilisant [[35], p.376] on justifie la formulation variationnelle
de (P¢) donnée en (5.2.5)

/ fv= / (A2u€ — yAue + ue) v
= ac(u,v) — / ((B1(ue) — YOnue) [v] — Ba(ue)[0nv]) —|—/ (B1(ue)v — B (ue)0,v) , Yo € H*(Q)
e I

ol ac(u,v) est donnée en (5.2.4) et ol on a noté [v] = vT — v~ le saut de v & travers o et [9,v] =
(Dpv)T — (Opv)~ celui de 9,v, en respectant les conventions décrites dans la Figure 6.2. Pour simplifier,
on suppose que o = {(s,0), —1 < s < 1} (on se place dans le repére local au crack).

On calcule le gradient topologique comme dans le cas de la boule en évaluant le terme prépondérant
par rapport a e dans la différence Je(u.) — Jo(up). En utilisant ’équation vérifiée par u, et ug on a

Je(ue) — Jo(up) = / (f —2up)(ue — ug) — / (ue — up)? (6.2.2)

€ €

On définit L(u) par (6.1.4), et on pose
Je = —/ (ue — up)? (6.2.3)
Qe

Pour évaluer (6.2.2), on introduit ve solution du probléme donné en (6.1.6). En utilisant (6.1.6) et (6.2.3)

120



alors (6.2.2) s’écrit
Jé(ue) - JO(UO) = _ae(ue - UOa'Ue) + Je
= _le(ve) + ae(uo, Ue) + Je

= —/ fve + / (A2ug — yAug + ug) ve + / B (uo)[ve] — Ba(uo)[0nve] + Te
Qe Qe e

- / (B (1) — 40ntic) [v] — Ba(ti0) D] + .

puis en introduisant we = ve — vg avec v définie en (6.1.6), et ou1 vy est solution de la méme équation avec
e = 0 on réécrit Je(ue) — Jo(up) en fonction de w,

Te(ue) — Jo(ug) = /g (Buluo) = 18nuo) fwel = Ba(uo){Onwe] + 7 (6.2.4)
=I4—Ip+ J.

ou

L= / (B () — v0ntie) [w]
. (6.2.5)

IB:/ Ba(ug)[0nwe]

Dans la suite, on va montrer que I4 et Ig sont ~ O(e?) et que le terme J, est ~ o(e?). Auparavant, on
établit le développement asymptotique de By (vg), Ba(vo) et de we.

6.2.2 Estimations de B;(vy)(z) et By(vg)(x) pour z € o,

Proposition 6.2.1. En supposant vy régqulier, on o les développements par rapport & € :
Bi(vo)(eX) = —g1(X) + O(1)
Ba(vo)(eX) = —g2(X) + O(e)

ot en posant X = (s,0) € o, pour -1 < s <1
91(X) =0

0?2 0?2
g2(X) = - .

_ 0) — p—2
83:%() V@m%

(0)

Démonstration. La condition au bord Bi(vg)(eX) pour X € o s’écrit

20,
B1(v0)(eX) = 0p(Avg)(eX) — (1 — 1/)% <3§18?L‘2> (eX)
= 0 (Aw)O) + (-0 5% (0) + 0
Oz 0 895%8:1:2
=0(1)
La condition Bs(vg)(eX) se développe en
20
Ba(v0)(eX) = vAvy(eX) + (1 — I/)a&cgo(eX)
20
= vAuvy(0) + (1 — V)a&r;(o) + O(e)
2

= —92(X) + O(¢)
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avec
62’1)0

20 ="
2

(0) - (0)

V—s
2
Oxy

On établit ensuite le développement asymptotique de we.

6.2.3 Développement asymptotique de w,
On rappelle que we = v — vy vérifie I’équation

A%w, — yAw, + we = 0, dans Q.
Bi(we) — y0pwe = —B1(vg) + v0,vp, sur o,
(Q5) Bs(we) = —Ba(vp), sur o, (6.2.6)
Bi(we) — yOpwe = 0, sur I’
By(we) =0, sur I'

Pour estimer w,, on introduit le probléme extérieur (R¢y:) suivant

A’R =0, sur A
(Rext) § Bi(R) = g1, sur o (6.2.7)
By(R) = ga, sur o

/!
On vérifie que g1 € (H352(0)> et g2 € ( /2( )> . En utilisant le Théoréme 6.5.3 donné en Annexe B

(section 6.5), on déduit que le probléme (Rey;) admet une solution unique dans W?2(A) /Py et que R s’écrit
sous la forme

R(z) = 74 M) Bry(E(x — y))doy + 74 Na(y) Bay (E(x — y))do,

ou ¢ désigne la valeur principale de Cauchy et on a les relations :

[R] = R" —

lo

[0.R] = 0, R*

R‘;—)\l

— O R, =

lo ™

(6.2.8)

o —A2

o /\1 (S) = O, V(S 0)

—48 (6.2.9)
/\2( ) m\/ 82 V 8 0

avec f = %Z (0) + Va 4o (O) En utilisant le Lemme 6.5.5 (Annexe B section 6.5), on obtient
2

we = R (%) te (6.2.10)

avec |lec|| g2(q,) = O(—€%log(e)). Dans ce qui suit nous allons montrer que Iy ~ o(€?) et que Ip ~ O(€?).
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6.2.4 Estimations de [4, Ip

Lemme 6.2.2. Soient 14 et Ip données en (6.2.5), alors on a les estimations :

Ip = —e2a/ Xa(X)dox + O(e%)

Démonstration. En supposant ug assez régulier, avec la Proposition 6.2.1 on a
Bi(ug)(eX) =0(1)

Gréace & un changement de variable, au Lemme 6.5.1 et en utilisant I’équivalence entre la norme et la
semi-norme sur I'espace H?(By\7)/P;1 et & nouveau un changement de variable, on obtient :
La < €| Bu(uo)(eX) /2 oy llwe(eX) 2By /4
< Celwe(eX)l2,,\5
< C'€2|fwe|2,ﬂ6

Avec le Lemme 6.5.5 (Annexe B section 6.5), il vient T4 = O(€?).
En partant de (6.2.5), en utilisant un changement de variable, (6.2.8) et (6.2.10) , on exprime Ip :

Ip = 6204/ )\Q(X)dO'X + &+ & (6.2.11)
ou o2 o2
UuQ uo
=—=(0 — (0 6.2.12
0= Gg 0 5RO (62.12)
et

£ = / (Ba(uo)(€X) — @) [Bnwe (e X)dox
o (6.2.13)

E2=c / o[Onec(X)]

Par un développement de Taylor en 0 de ug et en utilisant la définition de o donnée en (6.2.12) et la

Proposition 6.2.1, on a
Ba(up)(eX) — a = O(e)

De maniére identique & ’estimation de I4 on obtient :

£ = / (Ba(u0) (€X) — ) - [0 (we(eX))]

€

< 1Ba(uo)(€X) = all oz o [0 2310178, < Oz, < CF

De méme

£2=a / [0 (ec(eX))] < Cllec(eX) | 208, < Celeclan, < Celog(e)
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6.2.5 Calcul du gradient topologique dans le cas du crack

En partant de (6.2.2), et en appliquant les estimations du Lemme 6.2.2, on a

J, —J
o) 2 oluo) = a/ Xo(X)dox + % +o(1)
€ o €
En appliquant le lemme 6.5.5 & u. — ug on déduit ’estimation de Z :

T. = O(¢'(log(€))?)

De cette estimation, et en utilisant I'expression de Ao donnée en (6.2.9) on obtient le gradient topologique
en 0
0) = Oé/ )\Q(X)dO'X
g

:/mds

(1-v)3+v
B —2waf
C(1-v)(3+v)
_aed
o T(0.6) — 27 0y 0 0ug 0 02w 0 0?vg 0
0.8 =~ i7a (a0 58 0) (0 +550)

6.2.6 Conclusion : expression générale en tout point z

Proposition 6.2.3. L’expression du gradient topologique associé a la fonction coit (5.0.3) et a 'EDP
(5.2.6), pour un domaine fissuré par un crack centré en xg € Q0 et de normale T est :

2

oo ==G=06 1)

(V2u0(:p0)(ﬁ, i) + vV 2ug(xo) (7, 7_")) (V2v0(:c0)(fi, ) + vV2vp(20) (7, 7_"))

(6.2.14)
ot T tel que (T, 7) soit une base orthonormée.

6.3 Calcul du GT dans le cas 3D dans le cas v = 0 pour un domaine
fissuré par un crack circulaire et plan

En traitement d’images la détection de surfaces, de lignes et de points (petites boules de ’ordre de quelques
pixels) est un enjeu important (voir section 7.10). Dans cette section on calcul le GT pour un domaine
3D fissuré en ne reprenant que les points de démonstration qui différent par rapport au cas 2D (section
6.2). On suppose que v = 0, v = 0 et on modélise le crack par un disque de normale 7. On note Q C R3
et I' = 9Q. On considére la forme bilinéaire bg(u,v) suivante

(u,v) Z/ axlax] ﬁxlax]dx (6.3.1)

Dans ce qui suit on va tout d’abord intégrer par parties cette forme bilinéaire afin d’en déduire les
expressions des conditions aux bord Bj(u) et B2(u) en 3D. Ensuite par similarité avec le cas 2D on
ne considérera que la derniére étape du calcul du GT consistant & trouver I’expression des densités A\;
et A2 associées aux potentiels multi-couches donnant le potentiel extérieur (6.2.7). Pour ce qui est des
développements asymptotiques par rapport a € de u,, ve et Je(ue) le raisonnement est similaire. La seule

différence est que les développements asymptotiques des solutions u. et v, sont ~ o(e%) en norme H?(Q,),
et Je(ue) — Jo(ug) est ~ O(e3) .
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6.3.1 Intégration par parties de bo(u,v) en 3D

En vue d’intégrer par parties la forme bilinéaire bg(u,v), on a besoin des résultats suivants d’intégration
sur une surface. On prend la convention d’indices répétés u; = 2?21 u; lorsque i n’est pas fixé. Pour
@ : Q — R de régularite C1(2), on note Jac(F) la matrice jacobienne associée. Dans tout ce qui suit on
suppose que €2 est un domaine (toujours borné¢) de R? de régularité C?. Les résultats d’intégrations sur
une surface préliminaires au Théoréme 6.3.7 sont une version simplifiée des résultats tirés de Henrot-Pierre
[50] (pp 192-194) (en particulier on donne des résultats pour des fonctions réguliéres sur tout R3).

Définition 6.3.1 (Gradient tangentiel). Soit o € C1(R3,R), on définit son gradient tangentiel par
Vre =V — (Vo) il
avec 1 la normale sortante a 2.

Définition 6.3.2 (Divergence tangentielle). Soit ¢ € C1(R3 R3), on définit sa divergence tangentielle par
divr (q) = div(q) — Jac(Q)7i.7i
Remarque 6.3.3. En introduisant le projecteur P;; = (5ij —nin;) on a donc

Vre = PV
divr(q) = P : Jac(q)

o on note le produit scalaire de deux matrices A: B = A;; B;;.

Définition 6.3.4 (Courbure moyenne). Soient Q de classe C2, T' = 0 et @i la normale sortante de Q,
on définit la courbure moyenne de I par H = divrii.

Théoréme 6.3.5. Soient I' une surface fermée C? plongée dans R, ¢ € C1(R3,R3) et ¢ € CY(R?,R),

on a la formule d’intégration par parties sur une surface :

/tf.Vrga: —/divr(CDsO—l-Hcpq”.ﬁ
r r

ot on rappelle que H est la courbure moyenne de T'.

Corollaire 6.3.6. Soient I une surface fermée C? plongée dans R3, § € C1(R3 R3) et ¢ € CY(R3,R),
alors la formule d’intégration par parties sur une surface suivante est vérifiée :

0
/q 14 :/qm@ngo—i—/(—divp(qt?i)cp—i—Hgoqni), Vi e {1,2,3}
r Ox; r r

Démonstration. Soit ¢ € {1,2,3}, en décomposant le gradient en la somme Vo = (Vp.7) i + Vrp et en

utilisant le fait que % =Vp.éona:

0 - o
qaw' = / q((Ve.m)ii + Vry) €
r o r

:/qm@nwr/qe?.vw
1N I

On conclut en utilisant le Théoréme 6.3.5. O
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Théoréme 6.3.7. Soient v € H?(Q) et uw € H4(Y), alors par intégration par parties, bo(u,v) se réécrit :

bo(u,v) = /QAQUUdHU—/F(Bl(U)U — Ba(u)0pv) ds

ot en utilisant la convention des indices répétés

0u
Bs(u) = ———n;n;
8wiaxj J
0%u 0%u du
Bi(u) = divy | =136 ) — Hoo—nnj + —e—n;
1(w) = dive <8:L‘i8mjn 6]> &maxjn m 0x20z; i
0%u du
=di P——n;e; —5=N;
r < aziaxjn €]> * 0x20z; K

avec P le projecteur orthogonale sur la surface I' et H la courbure moyenne de I'. On peut donner une
expression plus explicite de Bi(u) comme suit :

i (N0 (N e
! _83:j O0x;0x; ! Ox; \ Ox;0x; v) T O0x;0x; v 03}?83@ J
avec H la courbure moyenne de T,

Remarque 6.3.8. On retrouve l’expression de By et By dans le cas 2D en réécrivant divr(P.) comme
suit
divr (PF) = 0, <F%‘> VE € C1(R?,R®)
ot T est le vecteur tangent tel que (7, T) soit orthonormée.
Démonstration. En partant de (6.3.1) et en intégrant par parties, on obtient
0?u ov Pu 0*u
bo(u,v) = | ————n;—ds— | ——nvds+ | ——=vdx 6.3.2
(1, 0) r Ox;0x; ' Oz, /p Ox2ox; Q 836?895? ( )

On désire maintenant intégrer le premier terme de bord sur la surface I' afin de faire apparaitre les
conditions aux bords. Pour cela on utilise le Corollaire 6.3.6 :

0%y 0%u 9%u 9Pu 0*u
b = [ ZY nidud —divr (=2 e )+ H-Z Y i, — -2 | wdst [ =2 vd
2, 0) = | Frga, Onvdst /F [ r <axgaxj” €J> T oz0z, ™ T aaox, "3] ! SJ“/Q 022022

Ensuite on peut développer le terme en divp :

g (v N _ O Pu N D Pu N
r 0x20z; ) oxy \Oxidx; " Oz \ Ow;0x; g

ce qui termine la preuve. O

6.3.2 Expressions de B; et B, dans le cas d’un crack plan et circulaire
On définit le crack en coordonnées locales par
o = {(rcos(0),rsin(0),0),0 <r < 1,0 <0 < 2r}

La normale au crack est 7 = (0,0,1)” et la courbure moyenne de o est H = 0. Les conditions aux bords
sur o s’écrivent donc

0%u
BQ(U) = W
3
‘ (6.3.3)
3 3
Bi(u) 0°u 0°u

- 81‘?81‘3 B 876%

ol on rappelle que la convention des indices répétés est utilisée.
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6.3.3 Solution fondamentale du bilaplacien en 3D

Lemme 6.3.9. La solution fondamentale notée E(x) du bilaplacien en 3D est

_ lol

E(x) -

_ 1
T An|z|”

Es(z) la solution fondamentale du bilaplacien telle que —A2?E; = §. On déduit que Fs est telle que

Démonstration. La solution fondamentale du laplacien est F1(x) On note le temps de cette preuve

AFEy, = FE1+ P, (634)

ou P; est un polynome de degré au plus 1. En cherchant Es sous la forme d’une fonction radiale et en
écrivant le laplacien en coordonnées sphériques on obtient :

AE= a5y < a)

0 (0B _ 1
or or ) Arx

puis en prenant les constantes d’intégration égales & zéros on obtient

On déduit donc

0F, 1

or 8T

d’ou le résultat en intégrant une nouvelle fois. O

6.3.4 Calcul des densités A\ et \,

Comme dans le cas 2D les densités sont solutions des équations (6.3.5) suivantes :

o(z) = 74 M () Bre Bry (E(z — y))do(y) + 74 Na(y) Bx Bay (E(x — ))do(y) (6.3.5a)

2(5) = § N (0)BauBry (B~ 9)do(w) + § Aa(y) BBy (Bl — 1) do) (6.3.5b)

ou ¢ désigne la valeur principale de Cauchy et ou les valeurs de g; et go pour le calcul du gradient
topologique sont :
g1(z) =0
(92’1)0
- 0x3
Pour résoudre ces équations intégrales, on commence par calculer les noyaux associés. En posant x =
(x1,11,0) € 0 et y = (y1,y2,0) € o, avec (6.3.3) on a :

g2(z) = 0)=V

Biu(Biy(E(z —y))) = —

Il
o

Bia(Bay(E(z —y)))
By x(Bay(E(z —y))) = —

Bya(Biy(E(z —y))) =0
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On obtient donc les deux équations découplées suivantes :

~ 8 57245y
87 Jo ((z1 — y1)? + (z2 — 12)?)
V= 3 A2 (y) ds

87/, (21— y1)2 + (22 — y2)2)3/2 7

La premiére équation a une solution évidente A\; = 0. Pour la deuxiéme équation en utilisant [61] et en

4 (1 1 t %s
Ao(r) = _W/r (2 — r2)1/2 /0 (t2 — 52)1/2d5dt

8 ! t
——V [ —————dt
3 / (2 —r2)1/2

= S%V\/l — 72

posant r = |z|, on a :

6.3.5 Expression du GT en 3D dans le cas d’un crack circulaire plan quelconque

En reprenant 'expression du gradient topologique en fonction de la densité Ay on obtient dans le repére

local au crack : o2
ug
= — Ao (X)d
5 0) [ Ao(X)dsx
aQuO 821)0 2 1 8
= —— —/1 —r2drdf
Ox3 © o0x? (0)/0 /0 3 e
47 82u0 62’00
=303 Vo ¥

En changeant de repére on obtient I'expression du GT pour un crack circulaire plan centré en zg et de

7(0)

normal 7 4
. m - -
I(xo,7) = —?V%o(iﬂo)( 1) V200 (o) (7, 77) (6.3.6)

6.4 Annexe A

Dans cette annexe on développe tous les calculs techniques manquants dans la section 6.1. On rappelle
que l'on note B la boule unité et B’ le domaine extérieur a la boule unité.

Lemme 6.4.1. Soient w C R?, u € H?(w), tel que A%u € L?(w). Soit T'y une courbe fermée tel que
'y C Ow. On a l'inégalité suivante

( Bi(u)

< Clula + [|A%ufo.
Bs(u) )H—S/Q(FI)XH—I/Q(Fl)

ot

( glgu; ) = sup / Bi(u)p1 — Ba(u)p2
200 ) g=sr2(ry)yxH-1/2(T1)  llerllsyzr, ezl j2,r, =1 /T
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Démonstration. Soit T's telle que ToUT| = dw, 1 € H3/2(F1) et w9 € H1/2(F1). On introduit R(e1,p2) €

H?(w) un relévement continu de (1, @2) tel que R = a—R = 0 sur ['s; en intégrant par parties on a

Bl(“)Sol_B2(U)902:/a(UaR(‘;DLSOQ))_/AQUR(SOlaSOQ)

+ || A2

Iy
< C‘U|27w‘R(‘P17 902) B

(1, 02) llow

ou

0%u 0%v 0%ud*v  0%*ud*v
— [ Audv+(1- _
alu,v) /w uBv + ”)< 02107, 02107, 972072 Ol aaﬁ)

En utilisant la continuité du relévement et en passant au supremum en (1, p2) on obtient le résultat. [

Lemme 6.4.2. Soit w C R?, et soient ¢ € H?(0w) et wo € H'?(0w), alors il existe 19992 € H?(w)
définie par (voir (6.1.7) avec e =1) :

A21P1%2 = 0, sur w
[PV92 =y, sur dw

Opl¥H%2 = g, sur Ow

et on a l'inégalité suivante
11772 )l2.0 < Clle1lla2,00 + Clle2ll1/2,00 (6.4.1)

Démonstration. On reléve (¢1,p2) continuement dans H?(w) par R(p1,p2) € H?(w). On note L¥1:%2 =
#1292 — R(¢1,$2)- On a
AZLSO17§02 g —AZR(S017 ()02)7 sur w

L% =0, sur Ow
O L¥1¥2 =0, sur Ow

Pour u € H3(w) la norme H?(w) est équivalente & ||Aul|g . En effet, soit ¢ € D(w), en utilisant la formule

de Green sur w, on a
/ 82 2_/ Po  Po [ Py
w \ 011019 xlaxg Or10x9 w 0T2 833%0302
SO
- [ S5 5E <lavlh.

on en déduit que pour tout u € D(w), ||ull2w < ||Aullow, puis par densité 'inégalité reste vraie sur HE(w).

L’inégalité dans 'autre sens est évidente. On revient & la preuve de (6.4.1). En intégrant deux fois par
parties on obtient

AL 5, = — /Q A?R(p1, pa) LP1#2

=— | On(AR(p1,p2)) L7724+ | AR(p1,2) OnL?7? —/ AR(p1, p2) AL¥HP?
Ow \:fo-/ Ow T w

< [[AR(p1; 92)llow[ALT 2o

En utilisant la continuité du relévement on a le résultat.
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Les quatre premiers points du théoréme suivant sont tirés de [[35], p.402 et p.417]. Soient f € H*(0B)
et g € H*(0B), on note :

(r9) = [ fodo
0B
Théoréme 6.4.3. Soit g, € H3/%(0B), g, € H-'/2(0B), tels que
(91,1) =0
(91,21) — {g2,m1) =0
(91,22) — (g2,m2) =0
On considére le probléme extérieur suivant
A%’P =0, sur B
(Pext) { B1(P) = g1, sur OB (6.4.2)
By(P) = g2, sur OB

1. Le probléme (Pey) donné en (6.4.2) admet une solution unique dans W?2(B')/Py et application
(g1, 92) — P est continue de H=3/2(0B) x H='/2(0B) dans W?(B') /Py, ot W2(B') /Py est ’espace
des fonctions W2(B') définies a un polynome de degré 1 pres.

2. La solution de (6.4.2) s’écrit dans W?(B') /Py sous la forme

P(z) = /{93 M(y)E(x —y)ds(y) + /BB A2(y)On, E(z — y)ds(y), pour x € B’ (6.4.3)

3. 1l existe ag,a1,a2 € R tels que les densités A1 et Ao soient données par les cing équations suivantes

—%M(x) + / M (Y) Bz (E(z —y))do(y) + A2(Y)B1,z (Ony E(x — y)) do(y) + ap + a171 + a2xe = g1(7)
OB oB

—i—%)\z(x) +/ A (Y)Bao(E(z — y))do(y) +/ Ao () Bag (Bny E(x — y)) do(y) — a1ni(z) — agna(z) = ga(z)
OB o5
</\1a 1> =0
(A, x1) + (A\2,m1) =0
(M1, 22) + (Mg, n2) =0

ot x € OB et ou § désigne la valeur principale de Cauchy.

Les trois derniéres conditions dans 4. garantissent le comportement a linfini de P :

P(x) = ap + a1z1 + agwz + Alog(|z|) + O(1), A€eR

4. Pour x € OB, on pose x = (cos(6), sin(0)). Supposons que g1 et ga soient de la forme
g1(z) = Ajcos(20) + Bysin(20), et go(x) = Cy + Azcos(20) + Basin(20) , alors P(x) = O(log(|x|))
et donc ag = a1 = as = 0 et les densités A\1 et Ao sont données par
A (z) = acos(20) + Bsin(20)

Aa(7) = ¢+ acos(20) + bsin(20) (6.4.5)

auee __8A1+A2(1+V) B:— Bl+B2(1+V)
1-v)B+v) (1-v)3+v)
:2A1(1—|—1/)—|—4A2 :231(1+V)—|—4BQ =9 02
(1-v)(3+v) ’ (1-v)(3+v) ’ 1—v
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5. Avec I¥ définie en (6.1.7) (pris pour € = 1), et les données de g et ga du point 4, on a les relations
de saut a travers OB :

g1(z) — B1(1¥)(z) = =\ (z), z € OB

g2(x) — Bo(IP)(2) = Mo(z), = € OB (6.4.6)

Remarque 6.4.4. Les choiz de g1 et de go faits dans le point 4 du théoréme est lié a la forme des
conditions au bord données dans la Proposition 6.1.2.

Démonstration. On introduit la forme bilinéaire sur W?2(B')/P;

) Fu Py Fudn o
0x10x9 Ox1029 022 013 023 023

b (u,v) = . AulAv + (1 —v) (

ainsi que la forme linéaire sur W2(B') /P,

I'(v) = / g1v — gaOnv
0B

La coercivité de V'(u,v) se montre en utilisant (5.2.2) et le Lemme 0.0.2 (prérequis). En appliquant le
théoréme de trace sur By\B, on obtient la continuité de ’(v) sur 'espace W?2(B’)/Py, ce qui constitue la
preuve du premier point.

On renvoit a [[35], p.417] pour les deuxiéme et troisiéme points.

En utilisant la formule de Green sur B’, on a,

P(z) = . —~A?E(z — y)P(y)dy
= | Biy(B(z— ) P(y)dy — / Bay(B(z — )0 P(y)dy
0B 0B
+ [ On,(E(x —y))Bay(P)(y)dy — | E(x—y)B1y(P)(y)dy
oB oB
—A-B+C-D

On remarque que pour les valeurs particuliéres de g; et go données dans 1’énoncé du point 4, on a les
relations suivantes

(91,1) =0
(g1, 21) = (g1,71) = (91, 2) = (g1,m2) = 0 (6.4.7)
<g27331> = <92,n1> = (gz,m) = <gg,n2> =0

En calculant les noyaux associés & By, (E(x —y)) et Boy(E(x — y)), en faisant un développement de
Taylor en x lorsque || — oo, il vient

A= [ Biy(E(z—y))P(y)dy = O (log(|z]))
0B

B= [ Byy(E(x—y))0P(y)dy = O (log(|z]))
oB

Pour C et D, on fait un développement de Taylor en z de E(z — y) et de 9,, (E(z — y)), pour |z| — oo
1 1
E(x—vy)=E(z)—y.VE(x)+ iy.VzE(x)y +0 <‘>

= (6.4.8)

On, E(x —y) = VE(z).n, — V2E(x)y.ny +0 <|$1|>
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En utilisant Iestimation V2E(z) = O(log(|z|)), (6.4.8) et les relations (6.4.7) on obtient

C = - On, (E(z —y)) B2,y (P)(y)dy
— VE(). /8 _mg2(y) + Ollog(Ja])
= 5. ({7 ) + Ofog(l«))
= O(log(|))
D= [ E(z—y)Biy(P)(y)dy
0B
_ _ T <g1,y1> og(|lx
_ B() (g 1) - VE(). < o) ) + O(log(Jz)))
= O(log(|))

On déduit de ces estimations que P(z) = O(log(|x|)) & 'infini et que donc ap = a1 = a2 = 0.
Pour déterminer Ay et Ao on commence par calculer les noyaux associés aux équations intégrales. Avec

[[35],pages 390-392], en posant x = (cos(p), sin(yp)) et y = (cos(d), sin(#)), on a

By, (E(x—vy)) = L (1 +v)log (2(1 —cos(p —80)) + (1 +3v) + (1 —v)(1 — cos(p — 0)))

8
Boye (0n (B(w — 1)) = - + " cos(ip — 6)
Bia(B(z—y)) =~ — = "cos(ip— 6)
Bua (o, (Ble =) =~ Peoslp —0) + oot

Pour alléger les notations on note A\ () = A1 (cos(0), sin(0)) et A2(0) = A2 (cos(), sin()). Les équations

données dans le point 3 se réécrivent :

27 — v

S+ [ (= st = 0)) o
(Eq.1) o L L4

—|—7€ (— - cos(p —0) + R ———— 9>)> A2(0)d = Ajcos(2p) + Bysin(2¢p)

21

%)\2(90) —1—/0 ( — (1 +v)log (2(1 —cos(p —0)) + (1 +3v) + (1 —v)(1 — cos(p — 0)))) A1(0)do
(Eq.2) o

-1-/0 <_4V77 + 1- cos (p—0) ) 0)do = Cy + Aazcos(2¢p) + Basin(2¢p)

Le seul noyau singulier est 57— ijs’zgo 7 = O (16 — ¢[?) associé & By (9y, (E(z —y))). On remarque que
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Bz (0n, (E(z —y))) = 0p, (B1,y (E(z —y))). On en déduit que
[ B (00, (B — ) doty) = [ on. (31, (B - 0)
OB OB

o, /a By (B(z —y)) doy)

On peut donc réécrire le terme de gauche dans (Fq¢.1) comme suit

2m 1—v 1+v
£ (55 oo =0+ it ) O20) =

Y

Ensuite on cherche la forme des solutions. On cherche A; tel que (A1,1) = 0 et avec I’énoncé du point 4,
g1 € Vect(cos(26), sin(20)) donc on cherche A; de la forme

A (0) = acos(26) + Bsin(20)
De méme gy € Vect(1,cos(20), sin(260)) donc on cherche A9 de la forme
A2(0) = acos(20) + bsin(20) + ¢

On deéfinit pour f continue sur [0, 27| l'intégrale impropre

2m —
L e

\ P 2 : - 2 o : .
ou par définition : §;" = lime o [ “+ fwie. On calcule alors les deux intégrales impropres suivantes

2 — cos
I(cos(20))(¢) = f cos(20) = cos(2¢) 4

0 1 —cos(0 — )
2T sin — sin
I(sin(20))(¢) = 7€ : (—290)05 @ _fj;") df

pour cela, on réécrit les numérateurs

c0s(20) — cos(2¢p) = (cos(2(0 — ¢)) — 1) cos(2¢) + sin(2(0 — ¢))sin(2¢)
sin(20) — sin(2¢) = sin(2(0 — p))cos(2¢) + (cos(2(0 — ¢)) — 1) sin(2¢p)

Puis on exprime chaque terme de la somme en fonction de 8 — ¢ :

cos((2(0 ) — 1 = ~2sin’(8 - )
sin(2(0 — ¢)) = 2sin(0 — p)cos(6 — ¢)

Ensuite on calcule chaque terme intervenant dans le calcul de l'intégrale

27 200
7{ snt0 =) o
0

1 —cos (8 — o)
2m L . .
j{ sin(0 — p)cos(0 go)de _0
0 1 —cos(0—y)
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On en déduit
I(cos(20))(p) = —4mcos(2¢p)

I(sin(20))(p) = —4msin(2¢p) (6.4.9)
On réécrit (Eq.1) :
2w _
- % (acos(2p) + Bsin(2p)) + /0 <_4177 - ocos(p— 9)) (acos(20) + Bsin(20)) df
2w 1_v 1+v | |
—I—?i (— - cos(p —0) + 87 (1= cos(p = 9))) (a(cos(20) — cos(2¢p)) + b(sin(20) — sin(2¢))) db

= Ajcos(2¢) + Bysin(2y)
En utilisant (6.4.9) et apres calculs, on obtient I’équation :

—% (acos(2¢) + Bsin(2¢)) + 18+7V (—4macos(2¢) — Ambsin(2¢)) = Aicos(2¢) + Bisin(2p)
™

Par identification il vient

l—i—ya «

—— —_—— T 1

Eqg.1 4.1

(‘1) —1+Vb—é:Bl (6.4.10)
2 2

De meéme, on réécrit (Fq.2) :
1 ,
5 (acos(2¢) + bsin(2¢) + )

2m 1 »
+ / <_87T (L +v)log (2(1 —cos(p—0)) + (1 +3v) + (1 —v)(1 — cos(¢ — 9)))) (acos(20) + Bsin(26)) do
0

2m v 1—v )
€ /0 <_477 + o cos(p — 6)) (acos(26) + bsin(260) + c) df

= Aycos(2¢p) + Basin(2¢) + Cy

On exprime l'intégrale :

2m 2m—¢p
/ c0s(20)log (2(1 — cos(p — 0)) do = / cos(2(t + ¢))log(2(1 — cos(t))dt
0 -
2T—¢p 2T—¢p
= cos(2g0)/ cos(2t)log(2(1 — cos(t)))dt — sin(2p) / sin(2t)log(2(1 — cos(t)))dt
— —p
= —7cos(2¢p)
De méme o
/0 sin(20)log (2(1 — cos(p — 0)) df = —msin(2¢)
d’ont )
; VC = 02
(E?ﬁ) g 1:;1/0[:/12 (6.4.11)
g ! —g “8 =B,
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En résolvant (EZ]?) et (E&/Q) on obtient les expressions de A\; et Ao données en (6.4.5), ce qui termine

la preuve du point 4.
Pour le point 5, soit [©’ définie par (6.1.7) (pour € = 1). Par continuité des potentiels simple et double
couche (voir [[35], p.384]), on a

1P () = /B MW - y)ds(y) + /6  Xa(u)9, E(x — y)ds(y). pour v € B

En utilisant & nouveau les relations de saut données dans [[35], p.385], on obtient pour x € OB

BuI")@) = s M@+ [ M@Ba(E@ - p)dsw) + [ a)Bre (00, B~ ) ds(y)

. oB oB (6.4.12)

Bai)(0) = ~500(0) + | M) Bae (Bl = )ds(o) + [ 3a0)Bas (00,5~ 1) dsl)
Enfin en utilisant (6.4.12) et les deux premiéres équations de (6.4.4) avec ap = a1 = az = 0, on obtient le
point 5. O

Lemme 6.4.5. Soit P la solution du probléme extérieur (Pegt) donné en (6.1.15), on a le comportement
a Uinfing suivant : pour |z| assez grand, il existe une constante positive C telle que

C

P(x)] < Clog(ls])  |VP(2)] sfj' VP@) < g

(O =0t ), o (), =o(2)
Démonstration. P(x) est donnée par

P(z) = /a RAOECENE /8 REOCMCER)

Pour les données particuliéres g1 et go précisées dans le dernier point du Théoréme 6.4.3, A1 et Ao vérifient
les relations suivantes

(A1,1) =0
<)\1, :L’1> )\1, n1> == <)\1,l‘2> == <)\1,n2> =0 (6413)
(A2, 1) = (A2, n1) = (Ag, m2) = (A2, m2) =0
En faisant un développement de Taylor de P en z et en utilisant (6.4.13), on obtient la premiére inégalité.
Les deux autres inégalités s’obtiennent en dérivant P(z) : pour z € B’, les noyaux sont réguliers et on
peut intervertir dérivées et signe intégrale. En appliquant & nouveau un développement de Taylor au point

x on obtient le résultat. Pour les estimations suivantes, en utilisant les inégalités ponctuelles et en prenant
deux réels a, D assez grands et € assez petit tels que B, C %Q C %BD ona:

0T W ey e

<@ ( | rwray+ [ P<y>2dy)
B.\B 1Bp\Ba

D/e
<O+ O / log(r)*rdr

=
=

2 2
= Ce® + Cé [log(r)2(log(r) -1)+ ]

< Clog(e)?
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d’ou la premiére estimation.

for (), = [ v (Y ae= [, orora

<& ( / VP(y)y + / vp<y>2dy>
B.,\B 1Bp\B,

D/€ 1
< Ce® + 062/ ﬁrdr

= Ce* 4 Ce [log(r))s
< —Cé?log(e)

d’ot1 la seconde estimation.

e (), = [ () = [ v

<é (/ VQP(y)Qder/ VQP(y)Qdy)
B.,\B 1Bp\B,

D/e 1
< Ceé+ 062/ —rdr
w T
5 D
= Ce + O [_}

2
™ la

< Cé?

ce qui termine la preuve. O

Lemme 6.4.6. Soit we donnée par (6.1.14) et P la solution du probléme extérieur (Pey:) donné en
(6.1.15), alors on a le développement asymptotique suivant
we = 2P <£> + e

€

avec

lecllzq. = O(=€%log(e))  |lwellog. = O(—€log(e))  welio, = O (~€’log(e))  |welzq. = O(e)

Démonstration. e est solution du probléme

AZe, — yAe + ec = YAP (%) —éep (%) sur O,
Bu(e.) — 4One. = —Bi(vg) — %gl (%) = 7000 = ¢r() = 0(1),  sur 0B,

(&) Ba(el) = —Ba(vo) — g2 (f) = pa(z) = O(a), sur OB, (6.4.14)
Bi(e.) — v0pec = —€2By (P (%)) = ¢5(z) =0 (&), sur T
Ba(e) = =B (P (2)) = 65(x) = O (). sur T
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ol on rappelle les expressions de g; et go :

91(X) = Ajcos(20) + Bysin(20)
92(X) = Ca + Aacos(20) + Basin(20)

avec X = (cos(0), sin(0)) et ou

2'U 2U
A= (1) (%ﬁ‘)(e) - f;f <o>)

62’00
Bi=21-v) dx10x5
1—v 821)0 62’1}0
Ay = — —(0) — 0
2 2 <8x%() 8:13%())
82’00
B2 - _(1 B V) (91'1(3(132
1
Cy = — —IZ_VAUO(O)

Remarque 6.4.7. Les estimations des conditions au bord Bi(e.) et Ba(e.) sur I' nécessitent quelques
explications. Tout d’abord, remarquons que la forme générale des noyaux B; z(u) pour i € {1,2} est :

; olply,
B (u) = Z S%(@W
2<|p|<4—i
olsl P(z) _

Ensuite, en utilisant que P(x) ~ Alog(|z|) lorsque |x| — 400 avec A une constante et que 3
O(|z| 11y Vs € N*2, on obtient :

B (P()- X Awi2 ()

2<|p|<d—i
: 1 elpl
2<|p|<4—i
=0(1)

La formulation variationnelle associée au probléme (6.4.14) est : trouver e. € H2(€)) telle que

ac(ee,v) = /Qe (—62P (%) +~AP (%)) v+ /836 1V — P20,V + /F —pJv + P50,

On intégre par parties le second terme dans ac(ec, v)

/QE AP (%) v = /FeanP (%) o (%) Onv + /aBe —e0, P (%) v+ € P (%) Opv + /QE 2P (%) Av

Soit b, la forme bilinéaire associée & Popérateur principal de (6.4.14) telle que pour tout u,v € H?(£2,)

0%u 0%v Pud?v  0%u b

L’équation reliant a. et be est :

ac(u,v) = be(u,v) —|—’y/Q Vu.Vv—i—/Q uv, Yu,v € H*()
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On décompose ensuite l'erreur en e, = el + €2, ou

e ¢! € H%(Q.)/P; est définie par
be(el,v) =1} (v), Yo € H*(Q.)/Py

1Lw) = /é)BE (gpl — e P <%>) v+ /836 (—<p2 + 2P (%)) Onv

En utilisant 1’équivalence entre la norme et la semi-norme sur l'espace H?(€.)/P; (inégalité de
Deny-Lions), I'inégalité suivante de coercivité est vérifiée :

avec

be(u,u) > (1 —v)|ula,0, > Cllull g2,y /p,

Grace au théoréme de trace sur €O, I est continue sur H?(€2.)/P;. En appliquant le Théoréme de
Lax-Milgram, on obtient I'existence et I'unicité de el dans H?(Q,)/P;.

e ¢2 € H%(Q) est définie par
ac(e?,v) = 12(v), Yv € H*(Q)

€

avec

Z(v) = /Qe (—62P (%) +vAel — ei) v+ 2P (%) Av

+ /F (—fﬁi + yedn P (%)) v+ (cb% —7e'P (%)) Onv

La coercivité de a. est évidente sur H2(Q.) (voir (5.2.2)), et la continuité de I? sur H2() s’obtient
en appliquant le théoréme de trace sur {2.. On en déduit I'existence et 'unicité de eg dans H?(€,).

Il reste & estimer [[€} || g2(q.)/p, et [€2]l2,0. en fonction de e. En reprenant la formulation variationnelle
associée a el, en prenant v = e; et en changeant de variable on a

OB
< (€|1901(6X)||73/2,BB + EZH&LPHf:’,/z,aB) Hei(EX)HHW?(aB)/]P’l
+ (lp2(eX) | —1/2.08 + EI1Pl—1/2.08) 100 (e£(eX)) |l zr1/2(0m) /0,

(1- I/)\ei %796 < be(ei,ei) = e/ (p1(eX) — €0, P(X)) ei(eX) + 6/ (—gpg(eX) + 62P(X)) 87162(6)()
0B

Soit r > 0 tel que B & B, C %Q En appliquant le théoréme de trace sur BT\E, en utilisant 'inégalité de
Deny-Lions et en changeant de variable on obtient :
letl30. < C (ellpi(eX) 32,08 + €10a Pl —32.08) llec (€X) y2(5,\5) 2,

+C (lpa(eX) | 1 pn.0m + P -1/2.08) 1eX€X) 1203 e,

< C (ellpr(eX)l—s/2,08 + €l10n Pl -3/2,08) \ei(EX)b,BT\E

+C (||902(€X)||—1/2,83 + €2HP||—1/2,63) |€i(€X)|2,BT\§

< Ce (ellpr(€X) | -s/2,08 + €10nPl —3/2,08) lecl2.0. + Ce (llp2(eX) || 1 /208 + €IIP]1/2,08) lecl20.

En utilisant ensuite les estimations ¢1(eX) = O(1) et p2(eX) = O(e) il vient
1 2
HeEHHQ(QE)/PI =0(€) (6.4.15)
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2
€

2

, en partant de la formulation variationnelle associée a e’

De méme pour e on a

Clle? 30, < ac(e?c?) = /Q (=P (Z) +rdel —el) 2 +962P (2) Ac?

+ /F (—qﬁi + ved, P (%)) e? + <q§§ — veé2P (%)) One?

Dans (6.4.16), on estime d’abord les termes faisant intervenir l'intégrale sur €2 : on pose
_ 2p (T 1 1) 2 2p (T 2
E = —e“P +vAe, —e; ) e +ve°P Ae;
Qe € €

<c(e]r (2)

En utilisant le Lemme 6.4.5 et I'estimation (6.4.15) on obtient

(6.4.16)

T
P (], 2
€/ 10,0

S be

o+ 71+ e lizae, ) 2o, + Coé

By < —Cé%log(e)| ?

2,0

Puis on estime les intégrales faisant intervenir le grand bord I' : on pose

Ey, = /1‘ (—qbi + ved, P (%)) e + ((/55 —ve2P (%)) One?

X
< <l 6nP (7>H 2 €l 2
< (1h-sar e our (D), o) Wl + (16511120 + 2

L) W

On rappelle que B, est une boule telle que B & B, C %Q En utilisant le théoréme de trace sur Q\B,, les
estimations ¢ = O (€?) et ¢ = O (€?), et le Lemme 6.4.5 on obtient

Ey < —Célog(e)| e?

2,0

On déduit 'estimation suivante
O(—e2log(e))

letll, 0, =

En revenant & e, el étant défini modulo Py, on a
lecllo.0. < leclm(m, + €l < —Celog(e)

d’ot la premiére estimation. Pour les autres estimations des normes L? (Qe) de we, Vwe et de V2w, il faut
utiliser la décomposition de w, en w, = 2P (f) + e, différentier cette méme équation, utiliser le Lemme
6.4.5 et 'estimation que 'on vient de montrer (|lec2.0. = O(—€?log(e)). O

6.5 Annexe B

Soit o une variété assez réguliére que I’on prolonge en une courbe fermée o. On note w le domaine tel que
0w = & (voir Figure 6.3) et A = R*\5.
On rappelle les définitions des espaces H&f(o) et H(%Q(a) :

Hy)?(0) = {upy,u € HY2(F), uz5 = 0}

et
HY(0) = {ujp,u € HY2(S), up 5 = 0}

Dans ce qui suit on choisit 7 > 0 et € assez petit telles que w C B, C % (voir Figure 6.3).
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FI1GURE 6.3 — Prolongement du crack en une courbe fermée et réguliere

!/
Lemme 6.5.1. Soient u € H?(B,\7), g1 € ( /2(0)) et g2 € ( H? (a)) , on a les inégalités suivantes

[l < Claal s g el o

[ #1001 < Clgl o ol

Démonstration. On rappelle que @ est le domaine tel que 0w = o (voir Figure 6.3). En utilisant la

3/2

définition de l'espace H)"(0) et en décomposant le saut

/’gl[v] S HQIHHSéQ(U)/H[U}H 3/2 - ”91” 3/2 ”[ ]HH3/2(5)
< Cligll g2y (H“+ + wHH?’/Z(E) +llv” + ¢HH3/2(5))

pour toutes fonctions 1) suffisamment réguliéres. En utilisant le théoréme de trace pour vt sur B,\@ et
pour v~ sur w, on obtient

[ 6] < Cllarllggaiy (104 .5+ 10+ 613) < Clloalgyag o+ Vlms

En prenant ¢ € Py et en utilisant 'inégalité de Deny-Lions, on obtient la premiére inégalité. La deuxiéme
inégalité se démontre de la méme maniére.

O

Lemme 6.5.2. Soient u € H*(B,\o) telle que A*u € L*(B,\7), h1 € H3/ (o) et hy € Héf(a), on a
linégalité suivante

[ B = [ Batwar < € (lall gy + ol ) (ol o + 1820 o)

Démonstration. On prolonge ¢, et g2 par 0 sur 5\@. On note ces prolongements §; € H%2(3) et ¢z €
H'Y2(5). Soit Q un relevement continu de (g1, G2) dans &. On obtient en intégrant par parties

a@mzﬁﬂw—[wmm—&m@
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ou

0%u 9% 0%u 0*v  9%*u H*v
Aluv) = | Audo+(1—v) (2 _Judw  guow
a(u,v) /~ udv +(1-v) < Ox10x9 Ox10z2 023 022 O3 83:%)

[

< Clul g2 Qlm2@) + 1A% 123)1Ql r2)

On a la majoration :

< la(Q, u)| +

/ (Bi(u)as — Ba(u)ae)

g

En utilisant la continuité du relévement, en utilisant que B, D @ (voir Figure 6.3), et en utilisant la
deéfinition des normes H0162 (o) et H§0/2(0), on obtient le résultat. O

On introduit ensuite le probléeme extérieur :
A’R =0, sur A
(Rext) Bl(R) =41, Sur o (651)
By(R) = g2, sur o
ou g € H(%Q(a)’ et go € H%Q(a)’.

Théoréme 6.5.3. 1. Le probleme (6.5.1) admet une solution unique dans W2(A)/Py et Uapplication

(91,92) —> R est continue de HgéQ(U), X Hg’f(a)’ dans W2(A)/P;.

2. La solution de (6.5.1) s’écrit comme la somme de potentiels double et triple couches
R(@) = [ M@)BUEG — )ds(w) + [ Maw)BaBlw — y)ds(y), powr € (652)

3. On a les relations de sauts a travers o :

(Rl =R} - R, =X\
. - (6.5.3)
[0,R] = 0,RY — 0,R = — o

|o lo

4. Les densités A1 et Ay sont données par les deux équations suivanies

$(@) = § NW)BraBry (B~ 9)dow) + § Xaw)BroBay(Be—y)do(y)  (654a)

2(5) = § M) BauBry (B~ 9)dow) + § Xaw)BaBay (B — o) (65.40)
ot § désigne la valeur principale de Cauchy.

5. Dans le cas ou 0 = {(s,0) x {0}, —1 < s < 1}, gi(z) =0, et ga(x) = Cste =V, les densités A1 et
A9 sont données par
A(s) =0, ¥(s,0) € 2

_ 4 (6.5.5)
Ao(s) = mV\/ 1—s2, V(s,0)€eX
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Démonstration. On introduit les deux espaces
H*(A%,@) ={ue H*@),A%uv e L*(@)}

et
W2(A2%,&) = {ue WH&), (1 +r?)log(2 + r*)A%u € L*(&')}

ott W2(&') est défini en prérequis de cette thése. On définit :

0%u 0% 0%u 0*v  9%*u H*v

a(u,0) = | Audv+(1—v) (2 _duow guow
a(u, v) [; udv+(1-v) ( Ox10x9 Ox1029 023 022 022 81‘%)

9%u 0% 0%u 0%v  9%u H*v

(u,v) = Av+(1-v) (222 Y guoy Jucy
@(u0) /@/ Aulv +(1-v) ( Ox10z9 Ox10z2 022 023 O3 81’%)

La formule de Green sur @ donne pour u € H?(A?, )

a(u,v) = / Aup — / (B1(u)v — Ba(u)dpv), Yo € H*(@)
w ow
De la méme maniére pour v € W2(A2,&') on a

a/(u,v) = /~, Auv + /a~ (B1(u)v — Ba(u)d,v)
On introduit 'espace
K = {u e HA(A2,3)/P, x WAL T)/Py, supp(A2u) = 0, [Br (w)]s = [Ba(w)]s = 0, [ulp\s = 0,uld\& = 0}
que l'on peut réécrire en utilisant la régularité des fonctions HZ (A)
K = {u e W?(A% A)/Py, supp(A*u) = 0, [B1(u)], = [Bz2(u)], = 0}

On peut donc formuler (Rezt) de la maniére suivante

trouver R € K tel que B1R = g1 et BoR = g9 sur 0 (Rext)

La formulation variationnelle de (Res¢) est : trouver R € K tel que
a(R,v) =1(v) ,Vv e K

ou

?’R 0% ?’R0*v  0’R 0%
)= /AARAU +1=) (231’18332 0110wy Ox7 0x3 agaﬁ)

10) = [ ool = galone)
Le probléeme (Rezt) admet une unique solution dans K. En effet, le probléme est coercif sur K :
a(u,u) > (1 — 1/)|u\124,2(A), Vu e K (6.5.6)
et d’apres le Lemme 0.0.2 (prérequis) on a :

[ullze = llullwzayp, < C(A)|ulwza
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d’ot la coercivité de a(u,v) sur K. Avec le Lemme 6.5.1, il vient
L) < € (gl gy + 1921 272 ) Tl e, (6.5.7)

d’oi1 la continuité de I’application [(v) sur K. K étant un sous espace fermé de W2(A)/P; qui est un espace
de Hilbert, on en déduit que c’est un espace de Hilbert. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on
obtient l'existence et 'unicité de la solution du probléme (Rezt) et en utilisant (6.5.6) et (6.5.7) on obtient
la coninuité de 'application (g1, g2) — R pour la topologie associée ce qui termine la preuve du point 1.
On définit alors I'isomorphisme

(91, 92) — R

Jo : 3/2 ! 1/2 !

(HO({ (U)> X (Hoé (‘7)) — K
- . . 3/2 1/2

On considére le probléme suivant : pour (q1,q2) € Hy)" (o) x Hy)™ (o)

trouver Q € K tel que [Q] = q1 et [0,Q] = g2 (Qext)

Soit v € K, on a
a(u,v) = /Aszu—l—/Bl(v)[u} — By (v)[0nu]

La formulation variationnelle de (Qezt) est : trouver @ € K tel que

a(Q,v) =1'(v) ,Yve K

I'(v) :/061131(’0)—/061232(11)

Pour la coercivité le raisonnement est identique a celui fait pour I’étude du probléme (Re:). En utilisant
le Lemme 6.5.2, il vient

ol on définit

() < Cllaill yarz ) + a2l g )lol2,5,\7
HOO

Avec I’équivalence entre la norme et la semi-norme sur I'espace W?2(A)/Py, on déduit la continuité de
la fonction !’(v) sur K. Finalement en appliquant le théoréme de Lax-Milgram on montre l'existence et
I'unicité de la solution @ dans K et on définit 'isomorphisme

(q1,92) — Q

M (20 < (H0)) K

On note J = J; ! o Jy I'isomorphisme
; (91, 92) —(q1, g2)
: 3/2 1/2 3/2 1/2
(H520)) x (H?(0)) — (@) x (Hof* ()
Maintenant, soit @ définie par
i(z) = / M(y)Bry E(x — y)do, + / No(y) Bay Bz — y)dor,

:/8~ )\1( )Bly dO'y /8 )\2 Bgy y)dO'y
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ouzxz€ANet \j € Hg’ég(a), A2 € Hééz(a) et Ay € H3/2=(=1(5) pour i € {1,2} définis par
~ { Ai, Sur o
Ai = -
0, sur o\@

Tout d’abord, @ est biharmonique. En effet pour € A, les fonctions, By E(x —.) et By E(x — .)
sont C*°(o). De plus
AiBl,yE(UT —y) = Bl,yA?cE(x —y)=0

et
A?:BZyE(x —y) = BnyAiE(x —y)=0

En utilisant la régularité de By y E(.—y) et de By 4 E(.—y) sur A pour y € o et le fait que leur bilaplacien est
nul et donc majoré indépendamment de x, on peut intervertir le signe intégrale et 'opérateur bilaplacien,
ce qui entraine :

A%G(z) =0, Vz € A

De plus pour |z| — oo, par un développement de Taylor en x on a u(x) = O (log(|x|)). En dérivant deux
fois I’expression de % et en utilisant de nouveau un développement de Taylor, on obtient que u € W?2(A).
En considérant 4 comme un élément de W2(A)/P; on a u € K. En utilisant les relations de sauts données
dans [[35], p.385-386] on a

Bra(i)(x) = 7{ M(y)BraB1yB(a — y)do, + 7{ No(y)B1oBay B — )do,
o g (658)
BQ@(ﬁ) (:C) = % )‘Q(y)BQ,xBl,yE(-T - y)de + f )‘2(y)B2,xB2,yE(-T - y)day

o o

Nous allons montrer que ces deux relations caractérisent l'isomorphisme J~!. En effet en utilisant |[35],
p.384], on obtient

7(x) = £ (z) + 74 M) BryE(x — y)do, + f Ma(y) Bay Bz — y)do,

o lea

@ (x) = Fho(z) + ]{ AL(Y)On, By E(x — y)doy, + f A2(y)On, Bay E(x — y)doy,
donc -
[a] =X
[Ontu] = — X2
Comme J; est un isomorphisme en prenant A\; = [R] et Ay = —[0,,R], on obtient « = R par unicité. Les

relations données en (6.5.8) avec By(u) = g1 et Ba() = g2 caractérisent alors I'isomorphisme J 1. Ceci
constitue la preuve des points 2, 3 et 4 du Théoréme 6.5.3.

Pour résoudre les équations intégrales (6.5.4) et prouver le point 5, on commence par calculer les noyaux
dans le cas d’un crack linéaire : on utilise que 7i(xz) = (0,1), 7(y) = (—1,0) pour tout =z = (s,0) € o et
y = (t,0) € 0. Sous ses notations les expressions des noyaux sont :

3(—1+1v)(3+ )

Bl,a: (Bl,y(E(x - y))) = - 27’[’(8 _ t)4
Bs s (B1y(E(x —y))) =0
Biaz (Boy(E(x —y))) =0
B (Bay(E(x —y))) (_Z;(;/)_(?;)—; )



Les équations (6.5.4a) et (6.5.4b) s’écrivent de la maniére suivante

! 3(-1+v)(3+v)
_flAl(t) et

0=gi(z) =

et

! (-1+v)(3+v)
V= = Aa(t dt
() = § ) =
ou z = (s,0) € o et y = (t,0) € o et pour alléger les notations A\ () = A (y) et A2(t) = Aa(y). Les deux
équations caractérisant A\; et Ao sont donc découplées. Pour la premiére équation le choix A\; = 0 convient
et par unicité de la solution on en déduit que c’est la solution de (6.5.4a). On définit la fonction

g(s)zlfl Aa(t) —l<s<l1

1S—t’

On remarque que (6.5.4b) s’écrit

/ o 4 _
A R A

Donc g(s) = As+ B avec B une constante arbitraire que 'on prend égale a 0. D’aprés [62], A2 est donnée

par la formule
__y{ [1—t2 At C'ste
N 1—s25— t Vi-s?

__ 42
f vi-? (t—s)+As)dt+&
7r\/1—52 s—t N )

2
_ LyV1—t dt—y{ 1 24t C'ste
N s—t \/1—52

/1= 82
=Av1—s?

ou on a pris Cste = A/2 pour avoir Aa2(—1) = A2(1) = 0 (c’est & dire pour avoir Ay € Ho/z(o)), ce qui
termine la preuve du point 5.

—A (s 7r) Cste

- — _|_7
2 V1-—s?

O

Lemme 6.5.4. Soit R la solution du probléeme extérieur défini par le probléme (R) donné en (6.5.1), on
a le comportement a l'infini suivant : pour |x| assez grand il existe une constante positive C telle que

[R(z)] < Clog(|z]), [VER(z)] < IV2R(2)| < 17

ol?
17 ()llo.0. = Olog(e)), |R(E)]y 0, = O/=logle)), | (E)]y0, =0 (2)

Démonstration. En utilisant I’expression de R donnée dans le Théoréme 6.5.3, en prenant x assez grand
et en faisant un développement de Taylor en x on obtient la premiére inégalité. La seconde et la troisiéme
se montrent en différentiant par rapport a = U'expression de R € C*°(B’) et en faisant un développement
de Taylor de R au point =x.

Pour le reste de la preuve on référe le lecteur au Lemme 6.4.5. Ul

|x|’
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Lemme 6.5.5. Soit we la solution du probleme (QF) donné en (6.2.6), et R la solution du probléme
extérieur (Reyt) donné en (6.2.7), on a le développement asymptotique suivant :

We = € R( )—I—e6

avec 9
lecll2,0. = O(—€"log(e))
‘w6’2796 = O(e)

Démonstration. e est solution du probléme suivant

(A2, — yAec + e = VAR (%) _ 2R (%) sur Q)
Bu(e.) — y0ne. — —Bi(vo) — %Bl(R) (%) ~1000 = p1(a) = O(1),  sur o
e
) Bafed) = ~Bafun) — g2 (£) = ale) = O(z). surg, 5
Bi(ed) —10pec = —2By (R (%)) = ¢5(z) = O () , sur 9
Bay(e) = —¢*Bs (R (%)) = ¢5(z) = 0 (&), sur 9

2 92
ot g2(X) = —&7;’3’2(0) - V(gxill’gg(()) = —f pour X € 0.
Pour les estimations des conditions Bj(e.) et Ba(ee) sur I' on renvoie & Remarque 6.4.7.
La formulation variationnelle associée au probléme (&) donnée en (6.5.9) est : trouver e, € H?(€2,) telle
que

ae(ee,v) = / YAR (§> v— R (E> v +/ ©1[v] — p2[Opv] — / (¢S50 — ¢50,v) , Yo € H*(Q)
Qe € € oe r
On intégre par parties le premier terme dans ac(ee,v) :
/Q v = e/ On R v—e/ [@LR (%) v] —eZ/FR (%) D v+e? /06 [R (%) ({)nv} +/ 2R (%) Av
On réécrit la formulation variationnelle du probléme (&) :
c(ee,v ew/@R v—ey/e [8nR(::)v}—627/FR(i)0nv

+ 627/ [R (%) 8nv] + 627/ R (%) Av— 2R (%) v
O Qe

+ [ el = ealon] = [ @1 =¢300), o € H300)

Soit b la forme bilinéaire associée a ’opérateur principal définie par

0%u 0%v Pud*v  0%*ud*v
= 1— - T 7" 2
b, v) / Aufv +(1=v) < 02107 01017 022 023 O3 aaﬁ)’ vu,v € H(8)

be(u,v) et ac(u,v) sont reliées par

ac(u,v) = be(u,v) —i—’y/Q Vu.Vv—i—/Q uv, Yu,v € H*()

, . 1 1,—
On décompose e, au sens des distributions en e, = e€’+ +e + eg avec
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o el* ¢ H2(0).)/Py défini par
be(el*t,v) = lel’i(v), Yo e H2(Q,) /P,

1V (0) = —ve /OE (8nR (%) U)i + ve? /UE (R (%) 8nv>i

ot1 on rappelle que pour x € o, u(z)* désigne la valeur limite prise respectivement du coté de la
normale 77 ou de son opposée (voir Figure 6.2).

et

On vérifie que chaque probléme el est bien posé. En effet be(u,v) est coercive sur H2(Q)/P; car
en utilisant I'inégalité de Deny Lions [[35], Lemme 5.2], il vient

2 2
be(u,u) = (L= v)lulz 0, > Cllullzzq,mp,
La continuité des applications linéaires 1! ’i(v) se montre en appliquant le théoréme de trace respec-

tivement sur Q\&; et sur @, (voir Figure 6.2).

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram sur H2(€.)/P1, on déduit I'existence et l'unicité de
chaque solution ei’i.

e ¢2 € H*(Q.)/P; est défini par la formulation variationnelle : soit v € H?()

ac(e?,v) = aclec — et — el v) = _/ €R <£> v +/ V€°R <E> Av — ’Y/ \4 (62’+ + ei’_) Vo
Qe Qe € Qe

€

- /Q (e ) v /F (650 — $50u0) + / o1l eafon

. 5 1,4 . o
De la méme maniére que pour e, on montre que e? est bien définie.

Il reste & estimer Hei’iHHz(Qe)/Pl et |le2||2.0.. En utilisant un changement de variable, le théoréme de trace

sur B,\w, I'équivalence de la norme H?(B,\@)/P; avec la semi-norme, et 4 nouveau un changement de
variable il vient

v, bt = [ () w2 [ (1))

O¢

- _62/ (8nR(X)ei’+(eX))++e3/ (R(X)nelt ((ex))”

< Cellect (X)) |+ CEOnec ™ (eX)

Hi* (o) /P iz o e,
< 062’62’+(€X)||H3/2(aa)/19>1 + CE?’H@nei’JF(GX)||H1/2(aw)/P1
< Elleet (€ X)) 25,324

< CeélelT(eX)

< Cellel 2.

‘Q,Br\i

N 1 N ) . . .
oil la trace de e’ sur o prise & gauche de o est notée par le méme nom pour ne pas alourdir les notations.
On déduit que |€i’+’2795 = O(e%). De la méme maniére en appliquant le théoréme de trace cette fois ci sur
w on obtient |62’7’2,Q€ =0(e%).
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ei’i étant définies & un polyndéme de degré 1 prés, en utilisant le Lemme 6.5.1 on a

x x
2 ()], e (), eEten.
0, € 0,Q¢

+ (le e + el T e ) le2a.
+ (leF 2o /m, + e 20 e,) letllo.
+ H¢i”—3/2,r”€ZH3/2,F + 1195l =1/2,r
+ €||901(GX)||H352(U),|ES(EX)|2,BT\3 + ||802(€X)||H352(U)/|€?(€X)|2,Br\a
=A+B+C+D

Cle2l3 0. < ac(e?, e?) <€ 0.0. + 7€

€7 7€

|5’n€gH1/2,r

ol on pose

€T T
A=e|R(Z)|| leloa +¢ R (Z)] It

B =7 (let o m + e lm@ym) €2,
+ (Hei’ﬂ\m(m)/m + Hei’_HL%QE)/Pl) He?!
C = |51l _as2.rllella/or + 1651 -1 /2,0 1On€2 |1 j2.,1
_ 2 2
D= €H<P1(6X)HH%2(J)/’€6(€X)|2,BT\E + HSOQ(EX)"Hé({Q(o.)/|ee(6X)‘2,BT\E

Ho,sze

0,0

En utilisant le Lemme 6.5.4 on obtient
A < —Celog(e)|€?||2,0.

Avec les estimations ’62’:‘:’2796 = O(€?) et I'équivalence de la norme sur H?(§.)/P; avec la semi norme
H?(Q,), il vient
B < C€|ef] 2.

En utilisant les estimations ponctuelles ¢ = O(€?) et ¢5 = O(e?), on obtient les estimations suivantes :
H¢ins/2,r = 0(62) ”¢5H71/2,F = 0(62)
De ces estimations et grace au théoréme de trace sur Q\B, il vient
C < Celled]2,

Enfin en utilisant 1’équivalence entre la norme et la semi-norme sur I'espace H2(B,\@)/P1, les inégalités
lp1(eX)| < C et |pa(eX)| < Ce pour X € o et un changement de variable, on a

D < Cel|le2(eX) | m2(B\5) /51
< Celel(eX)

< C€|e?|a0.

2,0

On en conclut que
leZll2,0. = O (—€%log(e))
1,4+

En revenant a e, ec’~ étant définies & un polynéme de degré 1 prés, on obtient

ecll2,0. < ||€i’+HH2(QE)/P1 + H€i’7\|H2(QE)/P1 + He?HH2(QE)

d’on
lecll2.a. = O(—€*log(e))
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Enfin pour l'estimation de |we|2,o, on utilise le Lemme 6.5.4 :

i
2o, < @R (Z)]  +lecdza,
€/ 12,0,

< Ce — Cé%log(e)
< Ce

ce qui est bien I'inégalité & démontrer.
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Chapitre 7

Méthode du gradient topologique pour la
détection de structures fines en imagerie.
Etude numeérique

Résumé. Dans ce chapitre on présente ['analyse numérique de la méthode du gradient topologique dé-
veloppée dans le chapitre 6 pour la détection de structures fines (filaments et points en 2D). Le modéle
variationnel met en jeu des opérateurs différentiels d’ordre 2 et conduit a des EDPs d’ordre 4. On développe
1ct un modéle adapté a des itmages dégradées par du bruit gaussien et on étend le modéle a un cas plus
général ot limage peut étre dégradée par du bruit gaussien et du flou. On montre comme pour la détection
de contours [42] que le gradient topologique n’est pas seulement un détecteur de filaments mais il permet
ausst de restaurer des images contenant des filaments. Ensuite, on étend notre approche a la détection de
surfaces et de filaments en 8D. On expérimente toutes les méthodes présentées sur des images synthétiques
et réelles et on compare nos résultats avec ceuxr obtenus via d’autres méthodes classiques.

Introduction

Le but principal de ce chapitre est d’appliquer la méthode présentée dans le chapitre 6 & la détection de
structures fines pour des images 2D et 3D.

Le chapitre est organisé comme suit. En section 7.1 on présente la fonction cotit et le modéle variationnel
utilisé pour la détection de structures fines. En section 7.2 on rappelle I'expression du GT pour ce modéle
et donnée dans le chapitre 6. On étend ensuite en section 7.3 le résultat & un modéle plus général de
dégradation de I'image. On verra en section 7.4 que le GT n’est pas seulement un détecteur de filament,
mais il permet aussi de restaurer des images. Pour comparer notre indicateur & d’autres, en section 7.5
on présente un indicateur classique basé sur la hessienne de I'image et souvent utilisé pour la détection de
filaments et de points [82, 81, 66]. En section 7.6 on développe 'analyse numérique associée a la méthode
du GT. En section 7.7 et section 7.8 on donne des résultats expérimentaux pour la détection de points et
de filaments pour des images éventuellement bruitées. On justifie numériquement la pertinence du modeéle
et on compare les résultats obtenus par la méthode du GT avec ceux obtenus en utilisant I'indicateur
introduit en section 7.5. En section 7.9, on teste ’algorithme de segmentation donné en section 7.3 adapté
a des images floues et bruitées, et on illustre le modéle de restauration présenté précédemment en section
7.4. Finalement, en section 7.10 on donne la valeur du GT dans le cas 3D pour un domaine fissuré par un
crack circulaire et plan, et on présente quelques résultats expérimentaux.
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7.1 Fonction coiit et probléme variationnel

Dans des images 2D, un filament peut étre modélisé par une fonction supportée par une courbe réguliére
I'. En utilisant le Lemme 5.1.1 on peut approcher un filament par une suite de fonctions réguliéres dont la
hessienne explose dans la direction perpendiculaire & I' et dont le gradient est nul sur I'. Un raisonnement
similaire peut étre fait pour les points. Cela montre que pour détecter de telles structures, on doit utiliser
des opérateurs 2 utilisant 'image que I'on veut retrouver. On reprend (5.2.1) et (5.2.6). On rappelle que le
modele est inspiré de I’équation de Kirchhoff modélisant le mouvement vertical d’une plaque fine soumise
a des forces extérieures [35] avec comme coefficient de Poisson v = 0. La fonction que 1’on va utiliser pour
la détection de structures fines est :

02u\’ o2u\’ 2u \’ 9 12
(u) = — 2 = , 1.1
JW)“hW)LL(&ﬁ>+<&£>+'<wﬁm) (A”V“ Ly

et Qe est soit (a) Qc = Q\{zg + ew} soit (b) Q. = Q\{zg + €o(7)}. Pour une matrice M on note ||M|? =
tr(MTM). Soit ug, = ue une régularisation de I'image observée f € L2(f).), solution du probléme de
minimisation suivant :

. 2
Jmin () + e ) (P (7.1.2)

ou « > 0 est un parameétre a régler en fonction par exemple du bruit. La formulation variationnelle de
(P.) s’écrit : trouver u, € H?(Q,) telle que

ae(te,v) = l(v) Yo € H*(Q) (7.1.3)
oll ac(u,v) et l(v) sont les formes bilinéaires et linéaires suivantes :
0%
le = .
'U, U / Z 83:'@81'] 8.%'1833] +uv (U) /Q f’U (714)
Qe 1<ij<2 5
Les équation d’Euler associées a (P¢) sont

al*u, + ue = f dans Q.
(Pe) Bi(ue) = 0 sur 02 (7.1.5)
By (ue) = 0 sur 082

ou on rappelle les expressions des opérateurs By et By

2 2 2
Bl(u) = 8n(Au) - aT <nln2 <ag - ag) - (n% - n%) Al >

Ox{ 03 021072
9%u 9%u 0%u
n2 n2
BQ( ) 18 2+ 28 2+2n1n28x18$2

7i = (n1,n2) étant la normale sortante au domaine €, et 7= (71, 72) le vecteur tangent tel que (7, T) soit
une base orthonormée.

Remarque 7.1.1. En utilisant un estimateur du mazximum a posteriori (MAP), on peut montrer que le
terme d’attache aux données de (7.1.2) est adapté au modéle f = u—+b ou f est l'image observée, u l'image
a retrouver et b du bruit gaussien.
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7.2 Expression des GTs pour (a) un domaine perforé et (b) un domaine
fissuré

Le théoréme suivant est tiré du chapitre 6 et adapté & un objectif numérique de détection de structures
fines. Dans le chapitre 6 on a calculé le GT pour des domaines perforé et fissuré. On rappelle que le calcul
du GT repose sur I’évaluation du terme prépondérant dans la différence Je(u.) — Jo(up) quand € — 0.
Cette évaluation est trés technique mais (et cela est remarquable) elle nécessite le calcul de seulement
deux solutions : ug la solution du probléme direct (Py) et vg la solution du probléme adjoint (Qq) définis
par

A*ug 4 ug = f dans Q
(Pyyq 7 T J dos (7.2.1)
Bl (UO) = BQ(UO) =0 sur 92
et )
A =2up— fd Q
(Q0) alA“vy + vy ug — f dans (72.2)
Bi(vg) = Ba(vg) = 0 sur 0f2

Remarque 7.2.1. Dans le probléeme adjoint, le terme source est 2ug — f et donc vg est proche de [ st ug
est proche de f.

Théoréme 7.2.2. Les GT's associés a la fonction codt (7.1.1) et a 'EDP (7.1.5) dans les cas d’un domaine
perforé (noté I°) et d’un domaine fissuré (noté I¢) sont

Tb(xg) = g (f(w0) — uo(wo)) (vo(zo) — uo(z0)) — M(ug,v0)(w0)

auee 0?2 0?2 0?2 0?2 0?2 0?2

27 U U ) ) U v

= rAuAvt— (25 -2 0) (S5 20 ) 44
M(u,v) = mAulv+ 3 <<8w% 8:6%) <8x% 695%) * O0x10x2 8x18x2>

et

- 2 o .

T%(x0, 1) = —%VQUO(mO)(n, 7)Y 200 (0) (7, 77) (7.2.3)

ou 7 est la normale au crack, uy et vy sont respectivement les solutions des probléemes direct (Py) et adjoint
(Qo) donnés par (7.2.1) et (7.2.2). On définit les indicateurs topologiques au point xo pour un domaine
perforé et pour un domaine fissuré par

I%ilap(xﬂ) - ‘Ib(‘ro)‘

IBitap(€0) = fnax |Z%(z0,7)]
7i||=1

Remarque 7.2.3. On définit un indicateur topologique au point xq d partir de la valeur absolue du gradient
topologique car on ne sait pas montrer si la création d’un trou ou d’un crack en un point de discontinuité
sans saut pour l'équation de Kirchhoff et la fonction codt Je(u) = ||V2ueH(2)7Q€ méne 4 une diminution
ou une création d’énergie. Numériquement pour « petit les GTs associés aux modéles du crack et de la
boule sont principalement négatifs (I’énergie J.(u) diminue lorsque qu’on crée un petit trou ou un crack)
tandis que pour v grand, ceuz-ci deviennent majoritairement positifs (création d’énergie). Ainsi on choisit
de prendre un indicateur topologique qui soit grand aux points associés o une grande variation d’énergie
et on vérifie dans le chapitre 7 que cet indicateur est adapté au probléme de détection de structures fines
présenté au chapitre 5 précédent.

En section 7.6 on propose deux maniéres de discrétiser les problémes (7.2.1) et (7.2.2).
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7.3 Adaptation & un probléme plus général de défloutage

Dans beaucoup d’applications & l'imagerie, le matériel optique, le mouvement de la caméra ou de la
cible, introduisent du flou sur I'image observée (voir [71]). Généralement, le flou quand il est spatialement
invariant est modélisé par une convolution positive u — Ku telle que K1 # 0 (voir [17]| chapitre 3). On
suppose que l'image observée g’écrit f = Ku + b ou K est le flou, v 'image & retrouver et b du bruit
supposé gaussien. Ainsi, on peut prendre en compte le “flou” en remplacant u par Ku dans (7.1.2). Les
équations d’Euler deviennent :

A%ug 4+ K*Kug = K* f, sur Q
(Po) g “T 0 o s (7.3.1)
Bi(up) = Ba(ug) = 0, sur 09
et )
Avg + K*Kvg = K*(2Kup — f), Q
(Q0) alA“yg 0 (2Kug — f), sur (73.2)
Bi(vo) = Ba(vg) = 0, sur 5.

Pour lexistence et l'unicité de (7.3.1) et (7.3.2) on référe le lecteur au chapitre 3 de [17]. Il est facile
de voir que le GT pour un domaine fissuré est le méme que dans le cas sans flou, tandis que pour un
domaine perforé son expression est un peu changée. En notant toujours I %il ap €0 1 Bl ap les deux indicateurs
topologiques associés & (7.1.1) et au probléme déduit de (7.1.2) en remplacant u par Ku, on a (voir section
7.2 pour les notations) :

I%ilap(xo) = ‘Ib(:UO)‘ (733&)
IBitap(®0) = pmax |Z¢(0, 7)) (7.3.3b)

I(xo) = g (K™ f(w0) — K*Kuo(z0)) (vo(z0) — uo(0)) — M(uo, v0)(0)

27
Iz, 1) = —gvzuo(azo)(ﬁ, 1) V2o (20) (7, 77)
et ol ug et vy sont données respectivement par (7.3.1) et (7.3.2). On illustre ces deux indicateurs topolo-

giques sur des images synthétiques et réelles; en section 7.7 et section 7.8 pour K = I (pas de flou) et en
section 7.9 pour K # I (avec du flou).

7.4 Restauration en utilisant le GT pour un domaine fissuré

Dans cette section on présente un algorithme de restauration préservant a la fois les contours et les
filaments. Comme expliquée en introduction de cette partie (chapitre 5), la différence entre les contours
et les structures fines peut étre caractérisée de la maniére suivante : un contour est une discontinuité
avec saut d’intensité et un filament est une discontinuité sans saut & travers la structure. La définition en
domaine continu est claire mais il n’en demeure pas moins que pour les images numériques cette notion
doit étre précisée. Généralement on considére comme structure fine, une structure de largeur maximum 4
ou b pixels (point ou filament). Une structure de largeur supérieure a 5 pixels peut étre considérée comme
un objet de volume non nul et délimité par un contour. Comme pour la section 7.3, on suppose que l'image
dégradée f s’écrit f = Ku + b . On note toujours Ifgilap I'indicateur topologique associé & un domaine
fissuré (7.3.3b) on ug et vp sont données par (7.3.1) et (7.3.2) (section 7.3), et on rappelle le gradient
topologique I} ap defini dans [24, 42| pour la détection de contours :

If oy = III%Iinl T (o, 1) avec J(xo, M) = —mVug(zo).nVuvo(xo).7 (7.4.1)
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ol ug et vy sont données par

(7.4.2)

—vyAug + K*Kug = K*f sur . —yAvy + K*Kvg = K*(2Kug — f) sur Q
e
Onpug = 0 sur 02 Opvg = 0 sur 0.

avec v > 0 un paramétre & régler. Comme un produit supplémentaire, le calcul des GTs pour un do-
maine fissuré I]%,Zlap (7.3.3b) et Ij,, (7.4.1) permet de restaurer les images dégradées par du flou et/ou
du bruit gaussien. La restauration que l'on propose préserve a la fois les contours et les filaments.

En effet une fois If,, et I7,, calculés, on définit pour deux seuils fixés d1,d2 > 0, les ensembles

EéLl“p = {x e li,, < —51} et E(gil“p = {a: € W 1%, > 52} et les fonctions caractéristiques
. Lap Bilap
sizeFl . six € E
Lap( ) { n & et szlap( ) { n

Xn )
1 sinon 1 sinon

oll 1) est un parameétre positif petit. Du calcul de I, et Iiap,
7 = i+ de la discontinuité. Pour les contours, 77 est donnée par la direction associée au calcul de If o (7.4.1)
et pour les filaments cette direction est calculée lors du calcul de 5, (7.3.3b). Si 7 = (cos(p), sin(p))
est la normale au crack optimal associée au calcul de Ig;, . ou de If, . on note 7 = (sin(p), —cos(p)). Si
f est 'image observée éventuellement dégradée, I'idée est de trouver une version restaurée u de f comme

la solution du probléme anisotrope suivant :

ilap on déduit également la direction normalisée

{ —div(BP] (x)Vu) + K*Ku = K* f dans Q (7.4.3)

Opuu =0sur T

ol P{(x) est un tenseur construit a partir de ¢(z), x; " (z) et x5 (x) ; K est un opérateur de flou et

3 est un paramétre a régler. Plus précisément, on choisit Py (2)Vu(z) = (Vu.7)T + xy(2)(Vu.i)i ou x,
désigne soit X{j ou XBZlap selon que 1'on souhaite préserver respectivement des contours ou des filaments.

Une simple identification montre que Py (z) est la matrice

( sin?(p(@)) + xn(@)eos(o(@))  sin(p(e))eos(p(@) (xn(z) — 1)
By (”’")‘<sm<w<x>>cos< (2)) (xn(z) — 1) o5 (p(a)) + xn ()5 (9(2)) ) (7:44)

L’interprétation de la matrice Py (z) est la suivante :

e Si z appartient au fond de l'image, grace a la définition de x,(z), Py (z) s’écrit Py (z) = ( [1) (1) )

donc div(Py (z)Vu) = Au et la diffusion est isotrope.

e Si x appartient & un contour (c-a-d z € Eéap) et si xn(z) = x»™ (), alors x,(x) est proche de zéro
et PY(z)Vu(z) = (Vu.7)7. La diffusion est dans la direction du contour.

leap) Bilap

e Si z appartient & un filament (c-a-d x € E et si xp(z) = x5 " (x), alors xy,(x) est proche de
zéro et Pf(z)Vu(z) = (Vu.7)7. La diffusion a lieu dans la direction du filament.

Remarque 7.4.1. Dans le cas ot X, = X#ap} pour un modéle plus général de restauration avec différents
types de bruit et flou, on référe le lecteur au chapitre 4.

Remarque 7.4.2. Si on veut préserver a la fois les contours et les filaments, on peut choisir x,(z) =
min(x#“ (z), XnB”ap( )) (voir section 7.9.2).

Comme nous allons le voir en section 7.9.2 sur des exemples numériques, les résultats de la restauration
décrite par (7.4.3) sont bons et les filaments et les contours sont bien préserveés.
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7.5 Comparaison avec un indicateur classique

Dans [82, 81, 66] les auteurs utilisent pour détecter le centre des vaisseaux sanguins un indicateur défini
a partir de la matrice hessienne d’une version régularisée de I'image. On note f I'image observée, G, la
gaussienne d’échelle o et Hy, = V2f x G, = f * V2G,. Si on pose A1 et A les valeurs propres de H, telles
que 0 < |A1] < |A2|, on définit les deux détecteurs de points et de filaments suivants :

Iy

I{IGS = |A2| — |\1] (détecteur de filaments)

= |X\o| (détecteur de points)

€s

(7.5.1)

It () est grand si & appartient & un filament ou & un point. I 1{1 .s(x) est grand seulement si x appartient
4 une structure présentant une discontinuité dans exactement une direction c-a-d si x appartient & un
filament. A T IJ; .5 On associe vy le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre (en valeur absolue)
de la matrice “normalisée” [66] suivante :

_— f * V3G,
H,,=G
P p* (1+\f*VGU\2)1/2

ou o et p sont respectivement appelées les échelles de différentiation et d’intégration. Dans nos expéri-
mentations on a pris p = 0.5 et o constant choisi par rapport a la taille des structures a détecter. Cette
direction est utilisée dans [66] pour approcher la tangente aux filaments (ou a la courbe décrite par le
centre des vaisseaux sanguins). Le calcul des vecteurs propres de H, est connu comme étant trés sensible
au bruit et numériquement on peut vérifier que le vecteur v; est une meilleure approximation de la tan-
gente au filament que le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de H,. On va comparer la
direction de vy avec celle donnée par (7.3.3b) en section 7.7.3. L’échelle o est choisie manuellement afin
d’avoir le meilleur résultat et dépend de la taille des structures que 1’on veut détecter.

7.6 Discrétisation des EDPs (7.2.1) et (7.2.2) et calcul numérique des
GTs

Dans cette section on présente deux méthodes pour calculer numériquement les solutions ug et vy des
problémes (7.2.1) et (7.2.2). La premiére méthode utilise les éléements finis Py dits “de Morley” notés
élément finis P2-Morley et la seconde utilise une transformée en cosinus appelée DCT (Discrete Cosine
Transform). D'un coté, la convergence de la premiére méthode vers la solution théorique est bien connue et
on verra que cette méthode est la moins cotiteuse parmi les méthodes utilisant les éléments finis. D’autre
part, on montrera numériquement que si la seconde méthode ne converge a priori pas vers les solutions
des probléemes (7.2.1) et (7.2.2), les résultats sont similaires et le temps de calcul est plus court. Tous les
algorithmes sont implémentés en utilisant Matlab 7.5.0 (pour la méthode utilisant la DCT) et en FreeFem

++ (pour la méthode P2-Morley). Tous les calculs sont faits sur un ordinateur équipé d’un processeur
Intel Core 1.9 GHz.

7.6.1 Discrétisation par éléments finis

Les formes variationnelles de (7.2.1) et (7.2.2) sont : trouver ug € H(Q) telle que

ao(ug,v) = (f,v) Vv e H*(Q) (7.6.1)

et trouver vy € H?(2) telle que

ao(u,vo) = —{(f — 2ugp,u) Yu € H*(Q) (7.6.2)
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ot (u,v) désigne le produit scalaire de L?(Q). Pour discrétiser ces deux problémes on utilise ’élément fini
quadratique non conforme dit “de Morley ” (voir [65] et [28] pp 148-151 et p 305). Il est défini par le triplet
(K, Pk, Xk) ou

(i) K est un triangle
(ii) Pg est 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 définis sur K.
(iii) Xk est I'ensemble des applications linéaires sur Pk :

v — v(a;), ol les a; pour 7 € {1,2,3} sont les sommets de K

v = Opv(b;), ont les b; pour i € {1,2,3} sont les milieux des arétes de K

et ou b; est sur Paréte opposée au sommet a; (voir Figure 7.1).

a3
b2
al I b3 az2

FI1GURE 7.1 — La géomeétrie de ’élément fini “de Morley”

Soit (7p,)p une triangularisation réguliére de €. Pour tout h > 0, on note X}, 'ensemble des éléments finis
de Morley associés a (7p,)p. On introduit le produit scalaire sur X suivant : (up,vp)p = ZTeTh fT URV

1/2
et la norme discréte : |[vp||mn = <ZT€7—h thanT) pour vy, € Xp,.
Soient al(up,vy), I (vy) et LE(vy) les formes bilinéaire et linéaire sur X}, suivantes :

Puy, Oy,
&m&%78m8$j

ag(uh,vh) =« Z

1,5€{1,2}
lg(’l)h) = <f7 Uh>h7 vvh S Xh7
L (o) = —(f — 2uo p, vn)n, Yo, € Xp.

On note (Pf) et (Qf) les deux problémes discrets approchant (7.6.1) et (7.6.2) :

> + <Uh,’()h>h, vuh?vh € th
h

trouver uf € X, telle que :  al(ull,vn) = 18 (vp), Yo, € Xp, <77(]f) (7.6.3)

trouver vf! € X, telle que = al(up, vl) = L (uy), Yuy, € Xp, <Q8) (7.6.4)

On a le résultat de convergence suivant (voir [65]) :
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Théoréme 7.6.1. Soient ug et vy les solutions respectives des problémes (7.6.1) et (7.6.2) et soient ul et
vl les solutions définies respectivement par (7.6.3) et (7.6.4), on a les estimations :

Jug — ufllo,n < Ch(uolse + kI flloe)

—vllon < Ch h h (7.6:5)
lvo = vgll2,n < Ch(luols,e + |vols,e + Al fllog + Alluollo,e)

ot C est une constante indépendanie de h.

Démonstration. Pour la premiére inégalité on renvoie a [65]. Pour la seconde, on décompose vg en vg =

pg + qg, ol pg et qg sont solutions de

ag(uhapg) 7<f - 2uﬂauh>a vuh € th
ag(uthg) = _2<u0 - ugauh>7 Vup, € Xp.

Gréace a [65], on obtient facilement que

1p5 — voll2,p < Ch (Jvols,n + Rl f — 2uollog) -

En utilisant la coercivité de ag sur Xp et en posant up = q(’}, on obtient

i ll2,n < Clluo — ufyl2,n-

En utilisant le fait que [[vf — vollan < [[pf — vollan + llghll2.n et la premiére estimation, on obtient le
résultat. .

Cet élément fini a 6 degrés de liberté, ce qui correspond au nombre d’éléments dans Py en 2D. Il y a
O(2N) éléments si N est le nombre de points. La matrice correspondante au systéme linéaire est creuse
et donc la résolution du systéme nécessite O(IN) opérations (en utilisant des “sparse solvers” comme par
exemple une méthode “LU-bande”).

Remarque 7.6.2. On sait (voir [28], pp 148-151 et p 305) que cet élément fini non conforme a l'avantage
d’étre moins cotteux qu’un élément fini conforme (par exemple l’élément fini Py d’Argyris qui a 21 degrés

de liberté).

7.6.2 Discrétisation par DCT

Comme dit en introduction de cette section, la DCT ne résout pas exactement les problémes (7.6.1) et
(7.6.2) (les conditions de Neumann ne sont a priori pas remplies), mais si on regarde les résultats pour le
traitement d’image (voir section 7.7 et 7.8) et le temps de calcul (voir Figure 7.2), cette méthode présente
le sérieux avantage d’étre trés rapide. Le calcul théorique consiste en O(Nlog(N)) opérations élémentaires
si on note N le nombre de pixels (ou voxels) et la méthode par éléments finis P2-Morley cotite O(N)
opérations. Cependant, la Figure 7.2 montre que la DCT est plus rapide que la méthode éléments finis
P2-Morley pour N < 10°.
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FIGURE 7.2 — Variations du temps de calcul des solutions ug et vg en fonction de la taille de 'image en
échelle log-log pour la méthode utilisant la DCT et la méthode par éléments finis P2-Morley.

En considérant 'image comme un signal périodique, on choisit de discrétiser (7.2.1) et (7.2.2) en
utilisant une DCT2 pour les propriétés de symétrie garanties par cet algorithme et d’autres avantages
évoqueés dans [74]. La DCT2 est 'algorithme le plus courant en traitement du signal. On peut voir I'image
comme une partie d'un signal périodique et symétrique. Pour fixer les idées, en 1D si l'image est une
suite de N points [zox1...xny_1], le signal symétrique associé sera la suite composée de 2N — 2 points
[zox1..2N_1ZN—2...21]. En 1D, la fonction trigonométrique associée a un vecteur composé des coefficients
renvoyés par la DCT?2 est

N-1 __ 1y,
uN(x) = Z yN cos <27T(k;_%)> (7.6.6)
k=0

ott yN € RY est le vecteur tel que yN = DCT2(yY), yV = (uN(xl))l est le vecteur composé des valeurs

de u aux points x; = % ot T est la période du signal.
De (7.6.6), on peut facilement exprimer les dérivée de uN () évaluées aux points x; = 2% en fonction

des coefficients de Fourier discrets y,iv . Pour fixer les idées écrivons la dérivée d’ordre 4 de la fonction u' :

M(m) _ N_ly/]];\, <2W(kz+ %))4608 <27T(k:-|— %)1:)

T T
k=0

_ N _ — _ )
Par conséquent, en prenant x = x;, on obtient ‘37;4 (z7) en fonction des y,]{V On peut faire la méme chose en

2D. En considérant I'image numérique comme un signal 2(N, —1)-périodique par rapport a x, et 2(N, —1)-

(Nz—1) 7 (Ny—1)
avec By ={0,...,N, — 1} et E;, = {0, ..., N, — 1}. On note A, et A, la grille 2(Ny, — 1) x 2(NN, — 1) associée
a l'espace des fréquences. Le vecteur des coefficients de Fourier associé au signal discret z € RY est noté
X.

1 1
périodique par rapport a y, on définit I’espace des fréquences par A = { (ﬂkgﬁ?) 7r(ker?)) s (kg ky) € Eyp X Ey}
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Algorithme 4 Calcul des solutions (7.2.1) et (7.2.2)
Soit f;; une image définie pour (4, j) € [0, N, — 1) x [0, N, — 1]

1. En utilisant une DCT2, on calcule Fy; pour (k,1) € [0, N, — 1] x [0, N, — 1].
2. Soit A = (A;, Ay) D'espace discret des fréquences décrit en section 7.6.2, on calcule :

2 4 2 2 4
Al = Nagy + 2005 Ay + Ay

F 22Uy — F
12 ot Viy = kl kl

Uy — — kL Ukl — TR
M 1+ aAkl 1+ OéA%l

3. En utilisant une DCT2 inverse, on calcule u;; et vy pour (4,7) € [0, N, — 1] x [0, N, — 1].

7.6.3 Algorithme pour le calcul des indicateurs topologiques

L’un des avantages de la méthode du GT est sa simplicité de mise en ceuvre. Pour calculer (7.3.3b), on
réécrit le GT pour un crack de normale 77 = (cos(yp),sin(p)) :

2 N

— P(Ozauig (aco),8yyuév(x0),8xyuév(xo),<p) x P (axwv(z)v(xo)aayyv(])v(xo)aaxyvév(xo)’@)

To(n0,0) = -5

ot P:R* — R est la fonction m-périodique par rapport a la derniére variable ¢ suivante :

P(a,b,c,p) = %(a +b)+ %(a — b) cos(2¢) + csin(2¢p).
Ensuite le calcul de (7.3.3b) provient de la minimisation de Z.(xq, ¢) par rapport & ¢ € [0, 7]. Les dérivées
de uév et vév sont calculées par convolution avec des filtres dérivateurs car la convolution est plus rapide
qu'un produit matrice/vecteur. Il est plus facile (et plus rapide), de calculer (7.3.3a) que (7.3.3b) car
la formule (7.3.3a) est explicite en fonction des solutions u)\ et v{’. Finalement on résume le calcul des
indicateurs topologiques I%ilap et I¢ (7.3.3b) dans I’Algorithme 5 (pour l'instant on ne sait calculer

Bilap
(7.2.1) et (7.2.2) que lorsque K = 1) :

Algorithme 5 Calcul de I%,, (7.3.3a) et I, (7.3.3b) (K =1T)

1. Calcul de u) et v} l’approximation numérique des solutions (7.2.1) et (7.2.2) en utilisant les
éléments finis ou la DCT.
2. Calcul de l'indicateur topologique en utilisant (7.3.3a) ou (7.3.3b).

7.7 Application & la détection de filaments pour des images éventuelle-
ment bruitées

Dans cette section on donne quelques résultats pour des images synthétiques et réelles. Dans toute cette
section, on suppose qu’il n’y a pas de flou. On compare les quatre indicateurs I%ilap (7.3.3a), Igi1ap

(7.3.3b), I7 0 (7.4.1) et I};es (7.5.1) pour des images contenant des filaments, des routes ou des structures
“tubulaires”. On va illustrer ces différents indicateurs sur des contours et des filaments afin de valider
le Lemme 5.1.1. Ensuite on étudiera la robustesse de I%ilap, Ifgilap et I{Ies par rapport au bruit. Pour
visualiser des indicateurs positifs en niveau de gris, on affichera plutot la valeur opposée (remise a 1’échelle
dans [0, 255]), afin d’avoir les structures a détecter en noir et le reste en blanc.
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7.7.1

Structures détectées par les indicateurs topologiques

Dans cette section on compare les quatre indicateurs sur une image synthétique simple et sur une image

réelle contenant des contours et des filaments.

La Figure 7.3 compare les indicateurs topologiques associés au bilaplacien et au laplacien avec 'indi-

cateur [ IJ_} . SUr un contour et un filament. I]b3

ilap> Bil ap €t I3, sont beaucoup plus sensibles au filament

qu’au contour, contrairement & I7 4 qui détecte principalement le contour. Cet exemple simple justifie
Popérateur d’ordre 2 dans la fonction cotit (7.1.1) et ¢’est aussi une validation numérique du Lemme 5.1.1.

De maniére similaire, la Figure 7.4 montre les 4 indicateurs sur une image réelle. I%

ilap et I}%ilap détectent

principalement le centre des routes. I 1{1 s st aussi plus élevé au niveau des centres des routes que sur
les contours mais le bruit et la texture de I'image sont également détectés. 7, détecte les contours et

également les bordures des routes.

5 0 15 20 25 30 35 40 45 0

(a) Image initiale

I ‘j\
A
it
i
i

5 15 W B 3 om0 45 g O

(d) [f0p (a=0.1)

FIGURE 7.3 -~ Visualisation de If;,, (7.3.3b), A

ilap
et sur un filament pour une image synthétique
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itap (7:3:33), I, (7.3.3b), I, (TA.1) et I} (7.5.1) sur une image

Ces résultats montrent que notre modéle est adapté & la détection de filament. Dans la prochaine
sous-section, on étudie et compare la robustesse de I%ilap, Ichilap et I};es par rapport au bruit (de type
gaussien).

7.7.2 Robustesse des indicateurs topologiques par rapport & du bruit gaussien et
comparaisons

Une qualité importante d’un indicateur est sa robustesse par rapport au bruit. Dans cette section, on
compare la robustesse par rapport au bruit de I%ilap, Igitap €t Iges. La Figure 7.5 illustre les profils 1D
d’une image bruitée, des solutions directe (7.2.1) et adjointe (7.2.2) et de If;,, (7.3.3b). On voit qu'un
léger phénomene “d’aliasing” apparait au niveau des états direct et adjoint. Cela est du & la troncation
dans la série de Fourier.

La Figure 7.6 montre ces trois indicateurs sur une image synthétique avec trois PSNR (peak signal-to-
noise ratio) différents. On rappelle que dans toutes ces expériences seulement le bruit gaussien est utilisé.

et I?

Bilap SON plus robustes par rapport au bruit que l'indicateur [ I’;es.

Cette étude montre que IGitap
Ensuite I, est plus robuste que I%ilap. Le réglage de o dépend du niveau de bruit mais aussi de la
taille des structures a détecter et de la précision souhaitée. Plus « est grand, plus le GT est régulier mais

aussi peu précis.
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FIGURE 7.5 — Une coupe transverse a un filament illustrant (a) I'image initiale, (b) sa version bruitée
(PSNR=26dB), (c) les solutions directe et adjointe et (d) If;,, pour o = 0.8
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(a) Image initiale (non (b) IBitap (v =0.1)
bruitée)

(e) Image initiale (£) 1Bitap (o =0.6)
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FIGURE 7.6 — Etude de la robustesse par rapport au bruit de I%ilap (7.3.3a), I, (7.3.3b) et I};es
(7.5.1) sur une image synthétique. Chaque ligne correspond & un niveau de bruit et chaque colonne
correspond & un indicateur.

7.7.3 Information supplémentaire donnée par le calcul de I§,  (7.3.3b)

ilap

Deux données importantes pour la détection de filaments sont sa position, et sa direction. Dans cette
section on présente un autre avantage du modeéle du crack : le calcul de (7.3.3b) méne au calcul de la
direction du crack optimal correspondant le mieux & la direction du filament. On rappelle que le calcul
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de I IJ_} s permet aussi d’avoir une approximation de la direction du filament mais celle-ci est sensible au
bruit. Dans [66] les auteurs calculent le vecteur associé a la valeur propre minimale (en valeur absolue)
de la hessienne “normalisée” (voir section 7.5); on note vy le vecteur donné par cette méthode. Dans cette
sous-section, on compare le champ de vecteurs décrit par v; avec la direction normale au crack donnée
par (7.3.3b).

La Figure 7.7 montre le champ de vecteurs donné par (7.3.3b) et le champ de vecteurs associé a v;.
On peut voir que le vecteur associé a (7.3.3b) est une meilleure approximation de la tangente au filament
et est plus robuste par rapport au bruit (meilleur alignement des vecteurs) que v;. De plus le calcul de vy
nécessite de régler deux parameétres p et o, soit un parametre de plus que la direction associé a I, ap® On
va voir (dans les sections 7.3 et 7.9) que la méthode basée sur la hessienne se limite aux images seulement
bruitées par du bruit gaussien tandis que la méthode du GT s’adapte & un probléme plus général de
défloutage en changeant le terme d’attache aux données dans (7.1.2).

e SRR v aNa
e

AN

(a) Image initiale bruitée (b) Champ de vecteurs associé a (c) Champ de vecteurs vy [66]
(PSNR=26dB) %11y (7.3.3b)

FI1GURE 7.7 — Approximation de la tangente au filament par le champ de vecteurs topologique donné par
(7.3.3b) comparé a celui décrit par vy [66]. Pour (b) la longueur des vecteurs est proportionnelle & I

(7.3.3b) et pour (c) a I, (7.5.1).

ilap

7.8 Application a la détection de points sur des images éventuellement
bruitées

Dans cette section on s’intéresse & la détection de points et on suppose qu’il n’y a pas de flou c-a-d K = 1.
On modélise les points par des petites structures circulaires (de 2 ou 3 pixels), n’ayant pas de direction
privilégiée (structures isotropes). On va comparer les indicateurs I7 , (7.4.1), A 7.3.3a), Iy, (7.3.3b)
et 1%, (7.5.1) pour des images contenant ce type de structures. Tout d’abord on compare ces indicateurs
sur une image non bruitée et simple contenant une petite et une grande structure circulaire. Ensuite on
compare leur robustesse par rapport au bruit gaussien. On rappelle que pour visualiser des indicateurs
positifs en niveau de gris on effectue une transformation affine afin d’avoir les structures & détecter en noir
et le reste en blanc.

ilap (

7.8.1 Structures détectées par les indicateurs topologiques

La Figure 7.8 est une validation numérique du Lemme 5.1.1. Cette figure illustre les indicateurs I7

If—‘s’ilapv I%ilap et I%, . sur une image contenant une grande et une petite structure isotrope. En accord
avec le Lemme 5.1.1, on voir que If ,p est inefficace pour la détection de petite structures : seulement les

contours des structures sont détectés et le centre n’est pas détecté. Pour différentes valeurs de a, 1% ap
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et Ifgilap donnent des résultats similaires dans le cas d’une image non bruitée. En effet, on observe que
I%ilap pour a = 0.1 et I%Z-lap pour o = 1073 sont plus sensibles aux petits objets (de taille 2 ou 3 pixels,

par exemple des petites cellules) qu’aux grandes structures, tandis que Ij—iap est plus sensible aux grandes
structures (d’une dizaine de pixels) qu’aux petites. IIZ@S pour o = 5/4 détecte au méme niveau d’intensité
le centre des petites structures et les contours des grandes.

La Figure 7.8 et la Figure 7.9 montrent qu’en augmentant «, la taille des structures détectées par
I]bgilap et Ifgilap augmente. On déduit que « doit étre réglé par rapport a la taille des structures que 1’on
veut détecter. I7,, . est singulier sur les petites et les grandes structures mais le contraste entre le fond de
I'image et les structures détectées est moins élevé que pour les indicateurs topologiques. Tout cela montre
que le choix du modeéle (7.1.1)-(7.1.2) est adapté pour la détection de points.

e O o

(a) Tmage initiale (b) If,, (a=10.1) (€) IBitap (@ =0.1) (d) IBiap (= 3)
. i -

O

(€) IBitap (@ =1077) () Iitap (=0.1) (8) Ihes (0 =3/4)

FIGURE 7.8 — Comparaison de If,, (7.4.1), I
synthétique non bruitée

itap (7-3:38), 15, (7.3.3b) et I5r . (7.5.1) sur une image
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Fiaure 7.9 — Comparaison de 7, (7.4.1), I%Z-la,p (7.3.32), I, (7.3.3b) et I}, (7.5.1) sur une image
réelle contenant des cellules de tailles différentes

7.8.2 Robustesse des GTs par rapport au bruit gaussien et comparaison

Dans la section précédente, on a vu que la détection de points nécessitait d’utiliser des opérateurs d’ordre
deux dans (7.1.1). Ici on va comparer les robustesses de 1%, (7.3.3a), Bilap (7-3:3b) et I (7.5.1) par

rapport au bruit gaussien. La Figure 7.10 montre les indicateurs I%ilap, I]cgilap et I¥,., pour une image
contenant deux objets circulaires de tailles différentes et avec des niveaux de bruit différents. La Figure
7.11 montre la méme chose mais pour une image que 1’on a bruitée avec un bruit additif gaussien. Alors

que les résultats donnés par [ % et I¢ dans le cas sans bruit sont similaires, cela n’est plus vrai

Bilap
c
et IBilap7

« détruit plus les petites structures pour I'gi1p que pour I%ilap. On régle également la valeur de o par
rapport au niveau de bruit : quand le niveau de bruit est élevé, on augmente o dans le but de donner plus
d’importance au terme de régularisation dans (7.1.2). Le réglage de ce paramétre par rapport au bruit est
trés facile. Un calcul de I'estimateur de maximum de vraisemblance a priori (MAP) montre que o ~ o2.
L’indicateur I7,_, est plus sensible au bruit que les indicateurs topologiques. En regardant la Figure 7.10
et la Figure 7.11 l'indicateur I%ilap est le plus adapté pour détecter les petites structures isotropes. Cet
indicateur est assez robuste par rapport au bruit et les structures sont détectées sans changement de leur
forme. En effet on voit que la détection faite par I, ap déforme les structures dans une direction alors que
visuellement celles-ci sont quasiment circulaires. De plus on peut remarquer qu’il est plus facile et rapide
de calculer I%ilap (7.3.3a) que I%;,, (7.3.3b) qui est obtenu par minimisation discréte d’une expression
sur le vecteur normal 77 au crack.

ilap

ilap

lorsqu’on ajoute du bruit. En effet si on compare I% on remarque que le fait d’augmenter

ilap

ilap

167



@ o O

(a) Image initiale (non (b) I,b;ilap (a=0.1) (€) Igitap (o= 1073) d) I%., (0 =3/4)
bruitée)

® - © ©

(e() Image initia)le (f) IBitap (o = 0.6) (8) Thitap (@ =107%) (b) I, (0 =5/4)
PSNR=20dB
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FIGURE 7.10 — Etude de la robustesse par rapport au bruit de I]bauap (7.3.3a), I, (7.3.3b) et 1%

(7.5.1) sur une image synthétique. Chaque ligne correspond & un niveau de bruit et chaque colonne
correspond & un indicateur.
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FIGURE 7.11 — Etude de la robustesse par rapport au bruit de I%Z.lap (7.3.3a), I, (7.3.3b) et 1%
(7.5.1) sur une image réelle non bruitée et sur des versions bruitées. Chaque ligne correspond a un
niveau de bruit et chaque colonne correspond & un indicateur.

7.9 Application a des images floues : segmentation et restauration

Dans cette section on présente une maniére de discrétiser (7.3.1) et (7.3.2) pour K # I et on présente les
résultats numériques pour la détection de points et de filaments sur des images contaminées par du flou
et du bruit et on termine la section en expérimentant le modéle de restauration donné en (7.4.3).

7.9.1 Discrétisation par FFT

Une propriété non vérifiée par la DCT2 est que la DCT2 d'un produit de convolution n’est pas le produit
des DCT2 de chaque facteur. Cependant on sait que cette propriété est garantie par une DCT1. Une
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DCT1 a N points est équivalente a une DFT & 2N — 2 points. Pour fixer les idées en 1D pour N = 5,
la DCT1 du vecteur [xg,x1,x2,x3,x4] est équivalente a la DFT du vecteur [xg,x1, X2, X3, T4, T3, T2, T1].
Par conséquent, pour implémenter une DCT1 & partir d'une DFT, on doit étendre l'image N, X N,
en une image 2(Ny — 1) x 2(Nz — 1). On considére que l'image est un signal 2(Nx — 1)-périodique
par rapport & x et 2(Ny — 1)-périodique par rapport a y. Comme dit en section 7.6.2, avantage de
ce type d’extension est que l'interpolation trigonométrique du signal est réguliére & travers la frontiére
de la cellule de base et symétrique par construction. Cela est classique en traitement d’image et cela
permet d’éviter les effets de bord. Dans la suite on note X le vecteur composé des coeflicients de Fourier
discrets du vecteur x. Pour éviter le phénomeéne d’aliasing introduit par 'opérateur bilaplacien, on prend

Pespace de fréquences suivant (voir [51] et chapitre 4) : A = {(%, %) , (k2. ky) € By X Ey} avec
E,={0,..,N,—1,—(N; —2),...,—1} et B, = {0,...,N, —1,—(N, — 2), ..., —1}. On note par le méme
nom A = (A, Ay) la grille 2(N, — 1) x 2(N, — 1) associée & ’espace des fréquences. Pour calculer la DFT

d’un produit de convolution on peut soit

e étendre le noyau k;; défini sur [0, 2n,] x [0, 2n,] centré en (n,,ny) en un noyau défini sur [0, 2(N, —
1) — 1] x [0,2(Ny — 1) — 1] et centré en (N — 1, Ny, — 1)

e utiliser une FF'T pour calculer Kj;
e centrer le signal en (0,0) par translation de vecteur (N, — 1, N, — 1) : K;; + K;j(—1)""7 pour
0<i<2(Ny—1)et 0<j<2(N,—1)
soit,

e étendre directement le noyau de convolution discret en un noyau symétrique et périodique défini
sur [0,2(N, — 1) — 1] x [0,2(N, — 1) — 1]. Pour fixer les idées, en 1D lextension du vecteur
[_2,z_120, 21,22 est [xo,z1,22,0,...,0,2_9,2_1] et centré en (0,0).

e utiliser une FFT pour calculer Kj;

Maintenant, on va calculer la DFT de 'opérateur dual de l'opérateur de convolution. En 1D, si on note
k le signal discret N-périodique associé a un opérateur de convolution, 'opérateur dual est défini par le
signal

k(i) =k(N —i) pour 1<i<N et K*(0) =k(0)

La DFT associée a lopérateur K* est donc K} = K;. Le résultat se généralise facilement en 2D et on
déduit que K5 = Ky (en général k est symétrique et donc K* = K). Pour calculer les solutions des
problémes (7.3.1) et (7.3.2) on utilise I’Algorithme 6

7.9.2 Résultats numériques

Dans cette section on teste les différents détecteurs de filaments et de points ainsi que la restauration
utilisant le GT (7.4.3) sur des images floutées et bruitées. On illustre séparément la détection de filaments
par I, .., (7.3.3b), la restauration d’images contenant des filaments et des objets de volume non nul en
utilisant le modéle topologique (7.4.3), et la détection de points par (7.3.3a).

Détection de filaments et restauration

On teste deux types de floutage : le floutage de type gaussien et celui de type mouvement. Le flou-
tage gaussien est modélisé par une convolution gaussienne d’échelle o (dans notre exemple o = 2.1). Ce
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Algorithme 6 Calcul des solutions (7.3.1) et (7.3.2)

1. Soit une image f;; définie pour (i, 5) € [0, Ny, —1] x [0, N — 1], on 'étend en une image périodique
et symétrique définie sur [0,2(Ny, — 1) — 1] x [0,2(N, — 1) —1].

2. Soit k;; un noyau de convolution (représentant le flou), défini pour (4, ) € [0,2n,] x [0,2n,], on
utilise la procédure décrite précédemment en section 7.9.1 pour calculer K pour 0 < k < 2(Ny — 1)
et 0<1<2(N, —1).

3. Utiliser une FFT pour calculer Fjy et (k,1) € [0,2(N, — 1) — 1] x [0,2(N, — 1) —1].

4. Soit A = (A4, Ay), la grille associé a 'espace des fréquences décrit précédemment en section 7.9.1,
on calcule :

AR = Aajy + 20507, + Ay,
_ Kii F ot Vi — K (2KUy — Frp)
|Kkl‘2+aﬁil M | Kt|? —|-04A;4€l

5. Utiliser une FFT inverse pour calculer u;; et v;; pour (4, j) € [0,2(N, —1) —1] x [0,2(N, —1) —1].
6. On restreint u et v & la grille [0, N, — 1] x [0, N, — 1]

Uk

type de flou peut étre causé par un mauvais réglage des lentilles. Le floutage de type mouvement modé-
lise les effets d’'un mouvement de la cible ou de la caméra. L’image associée est calculée par convolution
avec un noyau symeétrique dépendant de la longueur d’étalement du flou (comptée en nombre de pixels et
généralement un nombre impair) et de 'angle avec ’axe horizontal. Pour plus de détails sur les origines
de ces différents types de flou on référe le lecteur a [71]. Dans les exemples de cette section, le floutage de
type mouvement est calculé en utilisant la fonction Matlab fspecial. Sur les Figure 7.12 et Figure 7.13 on
compare If; ., (7.3.3b) et I};es (7.5.1) sur une image floutée et bruitée. Pour ce qui est du floutage de type
gaussien les effets sont isotropes tandis que pour le floutage de type mouvement la partie perpendiculaire
a la direction du mouvement (ici la partie horizontale) est la plus dégradée par le flou. On remarque que
I%, ap €St toujours efficace sur des images floues et bruitées mais que {I s e permet pas de détecter des
filaments dégradés de la sorte.

i } ; "‘_l
)
i —— e
[ N S
L - '\;‘ i 3 - -u"
1 5 L 2 N N
e N J Ry S .
3 :;(( i /
# e o
(a) Image initiale (b) Image dégradée (©) IBitap (. =0.1) (d) I};ES (0 =5/4)

FIGURE 7.12 — Comparaison entre If;, . (7.3.3b) et I{Ies (7.5.1) pour une image floutée par convolution
gaussienne (o = 2.1) et bruitée par du bruit gaussien (PSNR=15.7dB).
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(a) Image initiale (b) Image dégradée (€) Igitap (0 =0.3) (d) I}[IES (0 =5/4)

FIGURE 7.13 — Comparaison entre I5; . (7.3.3b) et I};es (7.5.1) pour une image floutée par un floutage
de type mouvement (6 = 90°, longueur=7) et bruitée par du bruit gaussien (PSNR=15.7dB)

Sur les Figure 7.14 et Figure 7.15, on compare la restauration (7.4.3) avec x, = Xgilap a une res-
tauration de type TV (voir chapitre 1 et [76]) pour des images bruitées et respectivement floutées par
convolution gaussienne et de type mouvement. On voit que (7.4.3) restaure bien le filament et que la
version restaurée par (7.4.3) est plus proche de 'image a retrouver que la version restaurée en utilisant
une méthode TV. Plus particuliérement le filament est assez bien préservé par le modele (7.4.3) et dégradé
par le modele TV. De plus le temps de calcul pour (7.4.3) (5 secondes) est plus court que pour le modéle
TV (20 secondes) pour une image 170 x 200.

Remarque 7.9.1. On voit sur la Figure 7.14 que les parties du filament trés courbées ne sont pas par-
faitement restaurées. En effet si le filament est trés courbé (relativement & la résolution de l'image), sa
tangente n’est pas une bonne approrimation. Ainsi on peut augmenter la résolution de l’image en inter-
polant les différentes données du probléeme (7.4.3) (le champ de vecteurs tangents, l'image et lindicateur
IfBilap) sur la nowvelle grille en utilisant par exemple une interpolation bilinéaire (ou bien par splines). 1l
suffit ensuite de résoudre le probleme (7.4.3) sur la nouvelle grille et projeter la solution sur le maillage
nitial en moyennant.

(a) Image initiale (b) Image dégradée (¢) Version restaurée (d) Méthode TV
(PSNR=20.3dB) (PSNR~18.8dB)

FIGURE 7.14 — Comparaison entre la restauration (7.4.3) (8 = 1) et le modeéle TV pour une image

synthétique floutée par convolution gaussienne (o = 2.1) et bruitée par du bruit gaussien
(PSNR=15.7dB)
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(a) Image initiale (b) Image dégradée c¢) Version restaurée (d) Méthode TV
(8 = 1.2), (PSNR=21.3 dB) (PSNR—19.5dB)

FIGURE 7.15 — Comparaison entre la restauration (7.4.3) et le modele TV pour une image synthétique
floutée par convolution de type mouvement (6 = 90°, longueur=7) et bruitée par du bruit gaussien
(PSNR=15.7dB)

Les Figure 7.16 et Figure 7.17 montrent les profils 1D de I'image a retrouver, de ses versions dégradées
(floutée et floutée + bruitée), de sa version restaurée (7.4.3) avec x, = Xf”“p et de I, (7.3.3b). On
voit que la version restaurée (7.4.3) est assez proche de I'image a retrouver et que Ii1qp détecte assez bien
le filament. Cependant on observe que I, ap Présente deux pics de part et d’autre du filament. On peut
expliquer ce phénoméne par deux raisons. Tout d’abord d’un point de vue théorique si on représente en
1D un filament par la fonction f(z) = e‘w2/”2, on remarque que la courbure est maximale au point z = 0

(f"(0) = —772—2) et que celle-ci a deux maxima locaux aux points % = :l:\/gn (f"(z*) = %6_3/2). D’un
point de vue numérique, la convolution est implémentée par transformée de Fourier discréte et on sait que
le fait de tronquer la somme d’une série de Fourier a pour effet de générer de ’aliasing dont l'effet est

accentué par la convolution qui introduit une multiplication dans le domaine fréquentiel.
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350 g 300

—s—initial image

g0 -=—-blurred image —e—initial image
-8 plurred and noisy image -+--restored image
DO 10 20 30 40 50 680 OO 10 20 30 40 50 60
(a) (b)

FIGURE 7.16 — (a) Une coupe transverse illustrant les effets d’un floutage gaussien (o = 2.1) et d’un
bruit gaussien (PSNR=15.7dB), (b) I'image initiale et sa version restaurée par le GT (7.4.3) (y=1) et
(¢) I5i1qp (7-3.3b) pour o = 0.1
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—-=--blurred image —e—nitial image

-8 plurred and noisy image -+--restored image
DO 10 20 a0 40 50 80 OO 10 20 30 40 50 &0

(a) (b)

80

FIGURE 7.17 — (a) Une coupe transverse illustrant les effets d’un floutage de type mouvement (6 = 90°,
longueur=7) et d'un bruit gaussien (PSNR=15.7dB), (b) 'image initiale et sa version restaurée (7.4.3)
(v=1) et (c) Iy, (7.3.3b) pour a = 0.7

Finalement, dans la Figure 7.18 on illustre la restauration par le GT (7.4.3) pour différents choix de
Xn pour une image floutée par convolution gaussienne et bruitée par du bruit gaussien et contenant des
filaments et des objets de volume non nul. On voit que si on prend x, = Xﬁap alors les contours sont

. . . . . . Bil

préservés mais les filaments sont dégradés. Inversement, si on prend x, = X3, “9P alors le filament est assez
. ) . . . . Bil L

bien restaur¢ mais les contours sont lissés. Finalement en prenant x, = min(xy ", xy""), les filaments

et les contours sont tous deux bien restaurés. Dans toutes les expériences le choix des seuils d1 et &
définissant y,, sont tels que 3% des points appartiennent a Ej, et 7% sont dans Es,.
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(a) Image initiale (b) Image dégradée (c) (7.4.3) xn = Xx5°7, (d) (7.4.3) xy = x5"2,
(PSNR=19.6dB) (PSNR=19.6dB)

_/+—‘

(e) (7.4.3) (f) Zoom de (c) (g) Zoom de (d) (h) Zoom de (e)

_ . Lap Bilap
XW - mzn(Xn » X ):

(PSNR=20.3dB)

FIGURE 7.18 — Comparaison entre la restauration (7.4.3) (8 = 2) avec différents choix de x;, pour une
image floutée par convolution gaussienne (o = 3) et bruitée par du bruit gaussien (PSNR=16dB)

Détection de points

Dans la Figure 7.19 et la Figure 7.20 on compare I%ilap (7.3.3a) a It . (7.5.1) sur une image simple
bruitée par du bruit gaussien et floutée par convolution gaussienne. On voit que [ %il ap détecte assez bien
la petite structure isotrope qui est quasiment non visible sur I'image dégradée. On constate que I%es n’est

pas efficace sur ce type d’image.
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(a) Image initiale (b) Image dégradée (€) IBitap (v =1.2) ) I%., (c=7/4)

FIGURE 7.19 — Détection de points par l'indicateur topologique Iijimp (7.3.3a) et Vindicateur I%,, (7.5.1)
sur une image synthétique floutée par convolution gaussienne (o = 1.5) et bruitée par du bruit gaussien
(PSNR—15.7dB)

‘“ : . 8 o
gy '
v : +
P g J.l) ‘.‘ 3 y [ = \‘J Ié#/ = |
.-y e ; “l‘ 828 8 "
" ‘ - -‘_\ : S -
L] - . . L] o
- 2 ~ I. L La N ¥
'.._.. k, . ¥ . ".i,‘“ o -
T LN e . W ' S
(a) Image initiale réelle (b) Image dégradée (©) Ihitap, (B=1.2) (d) 1%, (0=9/4)

FIGURE 7.20 — Détection de points par I'indicateur topologique I%ilap (7.3.3a) et lindicateur I}, (7.5.1)
sur une image réelle floutée par convolution gaussienne (o = 1.5) et bruitée par du bruit gaussien
(PSNR=18dB)

7.10 Application & des images 3D

Dans le chapitre 6 le gradient topologique associé au probléme (7.1.5) et a la fonction cout (7.1.1) est
explicitement donné en 2D et en 3D pour des domaines respectivement fissurés par un crack rectiligne et
un crack plan et circulaire. En 3D, le probléme est plus complexe qu’en 2D. En effet les expressions des
conditions aux bords associées au probléme (5.2.3) sont (voir section 6.3 chapitre 6)

0%u

Baw) = G,
0L

9%u Bu
Bi(u) = divs | =———=—ni€; | + =—5=——n;
1(u) w (6:}0@6:an ej) + Gazfam] n]

ou on adopte la notation avec indices répétés et ou divs est la divergence surfacique définie par divy(q) =
P : Jac(q); P est le projecteur P;; = (8;; — nin;) et Jac(q) la matrice Jacobienne de ¢(x). A : B est le
produit scalaire usuel de deux matrices. Pour plus de détails on renvoie au chapitre 6. On définit le crack
de normale 77 = (0,0, 1)T par :

o = {(rcos(0),rsin(0),0), 0 <r < 1,0 <0 < 27},
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Un crack de normale 7 quelconque s’écrit de la méme maniére dans la base orthonormée (v, w, 77) ou (¥, W)
est une base de 7. Ainsi, le gradient topologique pour un domaine fissuré par un crack circulaire plan et

de normale 77 est : 1
— ™ - = - =
Te(wo, 1) = —§V2U0($0)(nan)Vzvo(ﬂﬁo)(m )

oll up et vy sont toujours données respectivement par (7.3.1) et (7.3.2). On continue de noter I
I'indicateur topologique associé :

ilap

IBitap(20) = fax |Ze(o, 7)) (7.10.1)
Dans la Figure 7.21 on illustre Ifgilap sur deux images bruitées. On précise que les résultats sont
obtenus en utilisant des DCTs 3D (et DCTs 3D inverses) dans 1’Algorithme 4 (voir section 7.6.2). Les
images contiennent deux types de structures : un filament de dimension 1 en 3D (modélisé par un cylindre
de rayon 3 ou 4 pixels et d’axe (Oz)) et des surfaces de dimension 2 en 3D (modélisées par deux sphéres
concentriques d’épaisseur 3 ou 4 pixels). On note C' = (x., yc, zc) les coordonées du centre des sphéres.
La Figure 7.22 montre une coupe 2D dans le plan z = z. de l'image bruitée et de I, ; la Figure 7.23
montre une coupe 1D selon la droite z = z. et y = y.. On voit que les filaments et les surfaces en 3D sont
bien détectés par l'indicateur topologique I, (7.10.1).

ilap

(a) Image bruitée (surfaces+filament) (b) Image bruitée (filament)

45
40
35
30
25
20
15
10

60
50
40
30
20

(¢) Igitap (7.10.1) (d) IBi1ap (7.10.1)

FIGURE 7.21 — Iso-surfaces de If,
(PSNR=16dB)

lap (7:10.1) (@ = 0.25) pour deux images bruitées par du bruit gaussien
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(a) Image initiale

b) Image initiale

e B

(c) Image bruitée (d) Igi1ap (o0 =0.25) e) Image bruitée f) I%i10p (@ =0.25)
FIGURE 7.22 — Une coupe 2D (z = z) de If;,, (7.10.1) pour deux images bruitées par du bruit gaussien
(PSNR=16dB).
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(a) Image bruitée (b) IBi1ap (v =0.25) (c) Image bruitée (d) I1Bi1ap (v =0.25)

FiGURE 7.23 — Une coupe 1D (y = y.) et (2 = 2.) de I

ilap (7.10.1) pour deux images bruitées par du
bruit gaussien (PSNR=16dB) .

Remarque 7.10.1. On peut montrer que I, ., (7.10.1) détecte aussi des points en 8D (modélisés par
des petites spheres). Seulement, l'indicateur topologique le mieuz adapté pour ce type de structures est le
GT associé a un domaine perforé. Son calcul est trés technique et il sera fait dans de prochains travauz
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Chapitre 8

(Généralisation : calcul du gradient
topologique pour une équation d’ordre 2m
utilisant 'itéré m-iéme du laplacien

Résumé. Pour la détection de contours, dans les chapitres 1, 2, 4 et dans Belaid et al. [24] on a utilisé la
fonction coit Jo(u) = [, |Vul|* et une EDP basée sur l'opérateur de Laplace avec conditions de Neumann.
En détection de structures fines, dans les chapitres 6 et 7 le modéle utilisé est basé sur la fonction codt
Jo(u) = [ |V?ul? et sur une EDP d’ordre 4 liée a Uopérateur bilaplacien avec conditions de Neumann. On
peut tout d’abord se demander quels types de structures sont détectés par des opérateurs d’ordres supérieurs
et s’il est techniquement possible de calculer le gradient topologique associé a des ordres supérieurs. Pour
répondre & cette question, on commence par étudier en 1D le comportement des dérivées m-iéeme des
versions régularisées de discontinuités de type contour (avec saut d’intensité) et de type filament (sans saut
d’intensité o travers la structure). On montre que la minimisation dans H™(Q) de Jo(u) = [o |[V™ul?
méne a une EDP d’ordre 2m utilisant lopérateur A™ (itéré m-iéme du laplacien) et m conditions aux
bords de type Neumann dont on explicite la valeur. Ensuite aprés avoir présenté le modéle que l'on va
étudier, on calcule la solution fondamentale de lopérateur A™. On introduit un modéle adjoint puis un
probléme extérieur comme dans les cas m = 1 et m = 2. On montre qu’on peul écrire ce dernier comme
la somme de m potentiels multicouches dépendant de m densités. Par des propriétés de saut que ['om
démontre, on raméne le calcul du gradient topologique pour un domaine fissuré par un crack, & celut d’une
seule densité non nulle. On explicite le gradient topologique en fonction de m et des modéles direct et
adjoint définis sur le domaine non perturbé. Les calculs sont assez techniques et certains sont détaillés en
anneze.

Introduction

Dans ce chapitre on étudie le GT associé & une fonction cotit d’ordre m et & une EDP d’ordre 2m utilisant
I'itéré m-ieme du laplacien. Plus précisément, soit m € N*, la fonction cott utilisée est Jo(u) = [, |[V™ul?
et uq est la solution de 'EDP associée au probléme de minimisation mingmqoyada(u) + [|u — fH%Q(Q) ;
f € L?() est I'image observée éventuellement dégradée par du bruit gaussien et o > 0 est un parameétre
a régler. Pour savoir quelles structures sont chargées par cette fonction cotit, on regarde en 1D comment
se comporte la dérivée m-iéme d’une régularisation d’une structure fine et de type contour. On rappelle
qu’une discontinuité de type contour est une discontinuité avec saut tandis qu’une discontinuité de type
structure fine est une discontinuité sans saut a travers la structure (voir Figure 5.1). Concrétement en 1D
on peut modéliser un contour par la fonction Heaviside que I'on note H. On peut approcher H par la
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suite de fonctions Hy(z) = ¢ (%) X{—n<z<n} T X{a>n} lorsque n — 0 avec p(x) = % + Zi:o agpp 12kt

et les ay, choisis de telle facon que p*)(1) = 0 pour k € [1...4] et ¢(1) = 1. On peut voir sur la Table 8.1
que les dérivées d’ordre impair sont extrémales en 0 et que les dérivées d’ordre pair sont extrémales de
part et d’autre de 0. On peut généraliser ’approche en 2D et 3D en raisonnant sur des coupes transverses
aux discontinuités et montrer que les contours sont chargées par des opérateurs d’ordre impair tandis que
les opérateurs d’ordre pair sont singuliers de part et d’autre de ces structures. Par exemple on a vu en
premiére partie de cette thése et en deuxiéme partie (voir Figure 7.3) que le gradient permet de détecter
les contours et la hessienne est singuliére de chaque coté de ce type de discontinuité. De la méme maniére,
on peut modéliser une structure fine (filament ou point en 2D) par la fonction f valant 1 en 0 et 0 ailleurs.
On peut ensuite approcher f par f,(z) = ¢ (%) avec p(r) = e~ lorsque  — 0. On remarque sur la
Table 8.1 que les dérivées d’ordre pair sont singuliéres en 0, tandis que les dérivées d’ordre impair sont
extrémales en deux points de part et d’autre de 0 et nulles en 0. Par le méme raisonnement que pour les
contours, on peut généraliser cette observation en 2D et 3D : les structures fines (filaments, points en 2D)
sont chargées par des opérateurs d’ordre pair et les opérateurs d’ordre impair sont extémaux autour de
celles-ci. Par exemple on a vu en deuxiéme partie (chapitre 5), que les filaments et les points en 2D sont
détectés par la hessienne évaluée dans la direction de la discontinuité et que le gradient est singulier autour
des structures fines. Dans ce qui suit nous allons calculer le GT pour une fonction cotit d’ordre m et une
équation d’ordre 2m pour un domaine 2D fissuré. On définit le domaine perturbé par Q. = Q\zg + €0 ou
o (1) est le crack centré 0 et de normale 7. On suppose que la perturbation ne touche pas le bord, et pour
simplifier, on met 'origine du repére au centre du crack de sorte que zg = 0.
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TABLE 8.1 — Etude 1D des dérivées d’ordre m € [0..4] d’une régularisation d'un filament et d'un contour

On consideére la fonction coit Jo : H™(Q2) — R suivante

0= 5% (o
Qo ﬁm’fﬁm

- / T2
Qe
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On introduit la fonction ug € H(€2) solution du probléme variationnel suivant

= min J — s 8.0.2
ug = min a(u) + llu = fllg.a (8.0.2)
ou H(Q) est D'espace de Hilbert défini par H () = {u € L*(Q), V™u € L?(Q)}. L'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg (prérequis) permet de dire que H(Q2) = H™(Q).
On définit la forme bilinéaire bo(u,v) = DJg(u).v de H™(Q) x H™(Q2) — R par :

boy(u, v) = / Yook O"u o (8.0.3)

m k m—k k m—k
Qg Or{Oxy " Oxfoxy

On note Je(u) = Jo,(u) et on définit sur H™(S),) les formes bilinéaire ac(u,v) et linéaire l.(v) par :

ac(u,v) = bo (u,v) + [ wv
/Qe (8.0.4)
le(v) = fo
Qe

On introduit le probleme (P¢) de solution ue € H™()¢) suivant :

ae(te,v) =lc(v) Yve H™(Qe), (P?) (8.0.5)

On va noter dans ce qui suit ug; = pour u € H™(Q) et k+1 < m, et on va commencer par

Aktly
ax’famé
montrer que I’équation d’Euler associée au probléme de minimisation dans H™(f2) (8.0.2) fait intervenir
I'itéré m-iéme du laplacien A™ et m opérateurs différentiels définissant m conditions aux bords que 'on

va expliciter.

8.1 Intégration par parties de la forme bilinéaire

Théoréme 8.1.1. Soit bo(u,v) la forme bilinéaire sur H™ () définie en (8.0.3), on a

2m—1 _1—4
aZm 1 iy

b = (=)™ | A™ A;j(u)=———d
Q(U,’U) ( ) /Q uv + Zznz 50 (u)aanflfz g

ot A - H™(Q) — H™=1/2(09Q) est lopérateur linéaire d’ordre i pour i € [m,2m — 1] défini par

m
. ap+q i .
k k + k—q+
Ai(w) =>Ch > (-1 (—1)q05_j_1cgz—km (”1 TPy puk+j,m—k)
k=0 j=0 0<p<k—j—1

0<g<m—k
pHq=i—m—j

) ) i—m—(k+1)

i—m—(k+l) _2m—i
m—k—l-1 i—m—(k+1)
0<kHi<i—m or

nq U UZk:,m—k-i—l)

avec la convention Y. = 0. De plus en posant A; = Aip, dans le cas du crack o = {(s,0), -1 < s < 1}

on a les valeurs des 1/4\2: et Ag;y1 suivantes :
e Pouric[0,[22]]

) 2k—1 24

T ik 12k kti—j ik k
A =Y (=1)FCRE [ DY Oy Ol | wageriym—ze + Y Cotiokm—2k12i
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e Pouric [0, 22]] -

i 2%k—1 2i41
ik k k+i—j+1 ~i—k k
Agiyr =Y ()FHICRET LS " Col O R tai e @kan) — Y Chtizkm—2k42i 41
k=0 j=0 k=0
— ; A _ 0 _ 0
Remarque 8.1.2. Pour m = 1, avec ces notations on a Ag = A1 = Br = Baz- N
Pour m = 2, on a (voir les notations [35, 15] et chapitre 6 pour v =0), Ag = As = By et Ay = A3 = —Bj.
Dans le cas d’un crack rectiligne o = {(s,0),—1 < s < 1}, pour m > 1, on a Ay = Ay, = gl—mm = %7 et
les A; sont des opérateurs différentiels homogénes d’ordre m + 1.
Démonstration. Avec les notations de I’énoncé du théoréme, on réécrit bo(u,v) :
m
bo(u,v) = ZC’,’%/ Uk m—kVk,m—k (8.1.1)
Q
k=0

Soit k > 1, en intégrant par parties k fois par rapport & 1 on obtient :

k-1

j k
/Uk,mkvk,mk:Z/ (—1)1/ N1 Ukt jm—kVk—jm—k + (—1) /uzk,mkvo,mk
0 = Joa 090 Q

Ensuite on suppose k < m — 1, on intégre m — k fois par rapport a x :

m—k—1

l —k
/ U2k m—kV0,m—k = Z (-1) / N2Uk, m—kV0,m—k—I1—1 + (—1)" / Uk 2(m—k)V
Q Py o0 Q
On a donc pour k € [0,m] avec la convention ) 1 =0, la formule suivante :
k—1 m—k—1
j k !
/ Uk m—kVkm—k = Z/ (—1)7/ N1 Ukt jm—kVk—jm—k + (—1) Z (-1) / N2U m—kV0,m—k—I—1
Q —n JON o0 — o0
7=0 =
m
+(=1) / Uk 2(m—k)V
Q
(8.1.2)
. PN - JER . , . . 8k+lu . 8i+j
On introduit 7 = 7i— tel que (7, 7) soit orthonormée. On exprime ensuite les FF .l e fonction des 5775~
1 2

(avec i+ j =k +1). On a les relations suivantes entre 97, dn, 0xy et dxs :

9 _, 9 90

ory Yon 2or

0 0 0
No— +n1

dry  Con | or

Soient p2,q2 € N, on a :

8 a D2 8 8 q2
’Up27q2 = <nlan — ngaT> <n28n + nlaT) v

p2+q2
— E (=1)PCP Y P2 Ptd, 2+p—q 0 v
W= p2az2 2 OrPragnp2taz—r—aq
PSP
OSqStz;
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En utilisant la formule d’intégration par parties sur une courbe fermée ( [ sl %do =—/ 90 g—fgda), on
obtient :
orta 3 3 HP2ta2—p—ay,
_ . D (G ([ +q p2—p+q+1_q2+p—q
/89 M Upy,q1Vpa,ge = Z ( 1)%CP2CQ2( 1)% 50 OTPH (nl U’ upl"h) Onp2taz—p—q do

0<p<p2
0<qg<qy

(8.1.3)

De méme
HP2taz—p—ay,

or+a p2—p+q, p+g2—q+1
_ _1)CP o
/(m N2Up; g1 Vpa.go E (=1)1CP,CY, ) DT (n 5 um,ql) anp2+q2_p_qda (8.1.4)

0<p<po
0<g<gqo

On applique ensuite (8.1.3) avecp1 =k+j, g =m—k,po=k—j—letgg=m—Fk:

/ M Uk+jm—kVk—j—1,m—k
o0

p+q ) m—j—1-p—q 8.1.5
— E: (—~1)7C? . .CY o nk—i—pta,m—k—atp, uda (8.1.5)
k—j—1"m—k 00 orpta 1 2 k+j,m—k Onm—i—1-p—q
0<p<k—j—1
0<g<m—k

De méme en utilisant (8.1.4) avec py =2k, g =m—k+1l,po=0et go=m—k—1l—1ona:

q m—k—Il—1—q
/ MUk m—k4il0m—ki1 = >  (=1)7CL_, 1/ J (”qngnfkflfquzk m—k+l> cin o ~d
20 7 7 0<g<m—k—i-1 mii ore ’ Ot
o (8.1.6)
Avec (8.1.2), (8.1.5) et (8.1.6), on obtient :
/uk,mkvk,mk
Q
S J acP q orte k—j—p+q, m—k—q+p gmITiTry
=X 3 VOOl | g (T k) oo
R
kmfkfl l 91 el am—k—l—l—qv
q q, m—k—l—q
+(=1) l (=1) Zk l (_1)qu—k—l—1/6967_q <n1n2 “2k,mfk+l> anm_k_1_1_qd‘7
=0 0<g<m—k—Il-1
+(_1)m/ﬂu2k,2(mk)v
(8.1.7)
On en déduit 'expression de la formule d’intégration par parties de bg a partir de (8.1.1) et (8.1.7) :
b (u,v) ZC /u2k2m k)V
N — j qP q P joprg m—k—qtp gmITimray
+kZ_OCm j*O(_l) o<p;31( DCi- . 1O an OTPTe ( ! 2 uk+j’m_k> Onm—i—1=p=q
- o 0<q<m—Fk
kmfkfl l 91 bl om k—1-1 qy
q q, m—k—
+(_1) l (_1) Zk l (_1)qcm—k—l 1/ 87"1 (nlng u2k,mfk+l) 8nWL—k—l—1—qu
=0 0<g<m—k—1—-1

(8.1.8)
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On reconnait ’expression du m-iéme laplacien et on peut réécrire (8.1.8) comme la somme suivante :

2m—1 H2m—1~iy,
bQ(Uﬂj) = (_1)m/QAmuv_|_ Zz; 90 Ai(u)aanflfidU

avec A; - H™(Q) — H™1/2(9Q), Popérateur linéaire d’ordre i pour i € [m,2m — 1] défini par :

m k—1
4 e o
AW =S O Y (OOl ()
k=0  j=0 0<p<h—j—1
0<q<m—k
ptg=i—m—j
, i—m—(k+l) |,
i—m— i—m—(k+l 0 i—m—(k+l) 2m—i
+ Y ChDR (- ”)Cmfkf(zfl)aﬂ—‘m—(k‘+‘z) (”1 03 u2k7m—k+l>

0<k+I<i—m

On peut expliciter la valeur des A; dans le cas du crack. Pour alléger les notations, on pose :4: =Airm
pour i € [0,m — 1]. L’expression de A; est :

Tw =Y ch

k=0

—

k
. orta )
_1)J E _1\90P q Y A k—j—ptq_m—k—q+p )
( 1) ( 1) Ck—j—lcm—k anJ,»q (nl n2 uk"'ﬂvm_k
=0 0<p<k—j—1

0<g<m—k
prg=i—j

. i—(k+1) .
k i ~i—(k+l 0 i—(k+l) m—i
<k§ » Cm(_l) Cm,(k,l),l ri—(k+1) <n1 ( )nQ U2k,m—k+l>
0<k+I<i

<

+

On considére un crack rectiligne horizontal o = {(s,0),—1 < s < 1}. Pourx € o,onan; =0, ng =1
et 0 = —0y,. L’élément de la premiére somme sur k est non nul lorsque k—j—p+qg=0c-a-dp—q=k—j.
En sommant sur les indices tels que p + ¢ = ¢ — 7, on déduit que

p=5k+i=2)), (@)

1

4= 5(i—k), ()

Pour avoir (a) et (b) réalisées deux cas sont possibles :
e jet kpairset i >k
e jet kimpairseti >k

En utilisant que ¢ > 0 on déduit qu’on somme sur les 0 < k < 4. Ensuite le terme de la deuxiéme somme

sur k est non nul lorsque ¢ = k41 c-a-d I = ¢ — k. On obtient donc les expressions des 227 et Aoy
suivantes :

e Pour 2e <m —1:
7 2k—1 aQi_j
T 2k ik kti—j ik ,
Agi = Z Cn Z (—1) CQk—j—ICm—2k O72i—J (U2k+1,m72k)
k=0 =0
2i
2i k
+ (1) CF ik m—2k2i
k=0
i 2k—1 2i
i—k 2k k+i—j ~i—k k
(-1 Cy Z Co—j21Cm ok | Y2(kti)ym—2k + Z Cr Uk m—2k+2i
j=0 k=0

k=0
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e Pour 21 +1<m-—1:

i 2%—1 2i+1
. i—k+1,~2k+1 k+i—j+1 ~i—k E
Agiy1 = E (-1 Cr E :C2k—j CrnZok—1 | U2(ktit1)m—(2k+1) Crniakm—2k+2i41
k=0 j=0 k=0

ce qui termine la preuve de ce lemme.

8.2 Solution fondamentale associée au m-iéme laplacien en 2D

Lorsqu’on veut expliciter certaines solutions de problémes linéaires utilisant un opérateur différentiel, on
utilise souvent la solution fondamentale associée & cette opérateur. On calcule donc en vue d’expliciter
certaines solutions assez simples mettant en jeu opérateur A™, la solution fondamentale associée au
m-iéme laplacien.

Théoréme 8.2.1. On note E,,(z) la solution fondamentale du m-ieme laplacien telle que
—A™E,, = & dans D'(R?)
ot &g est la distribution de Dirac en 0. Elle est donnée par

1
22m_17r((m - 1))

B(z) = - 22" Diog(|a) (8.2.1)

Démonstration. Pour m = 1, Ey(z) = —5-log(|z|).
Pour m =2, Ey(z) = 87r|:p]2log(\x|)
On cherche E,,(z) de la forme
En(z) = am|z[Plog(|z])

alors AFE,, doit vérifier
Amfl(AEm) =g

On en déduit ’égalité suivante :
AE,, = En—1+ Pom—3(x) = am—1]z|/P"log(|z|) + Pom—3(x)
ot Poy,—3(z) est un polynome en x de degré au plus 2m — 3. Apreés calcul on obtient :
A (Jz[Prlog(|a))) = |z ?pplog(|x]) + 2pmaPm 2
On déduit les relations suivantes :

Pm-1=DPm —2¢et p1 =0

2
Um—1 = AmpP;,, et a1 = ——
m mem 2

m—2<2m—3

d’ou les expressions :
Pm = 2 - 1) + p1

o am 1
avec p; = 0 on déduit d’abord que p,, = 2(m ) puis que
1
Am = —
" 22m=lg((m — 1)!)2

On vérifie que |z[Pm=2 = |2]2(™=2) est un polynome en z de degré 2m — 4 < 2m — 3 et on conclut avec

(8.2.1). O
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8.3 Position du probléme dans le cas du crack. Notations

Pour toute variéte ¥ C € réguliere, on définit les espaces suivants (voir

prérequis) :
1/2+i 1/2+i (37 ’” 2
T .
Hyy" (%) = {us,uc H / “(E),u'i\f =0}, Vi € [0,m — 1] 1
' i
~ hY ra
ol X est une variété fermée contenant ¥ et de méme dimension que cette S-a
derniére (voir Figure 8.1). On munit ces espaces des normes 5
u i = ||U s =
| |ZHH§52+ ) lll e ) FIGURE 8.1 - Y et ¥

Soit o C  une variété de dimension 1 de classe C!, passant par l’origine et de normale 7. On note
7 le vecteur unitaire tangent au crack o orienté de telle sorte que (7, 7) soit orthonormée. 97 désigne la
différentiation par rapport & 7 le long de o. Dans cette section on note le domaine extérieur au crack
A =R2\7, et on définit sur cet ensemble I'espace de Sobolev avec poids

Vku
rm=klog(r)

W™(A) = {u, € L*(A), pour k € [0,m — 1], V™u € LQ(A)}

ou r = |z|. Les poids donnés ici sont les poids les plus classiques et peuvent étre changés en des poids dont
le comportement & I'infini reste le méme notamment pour éviter les problémes en 0 (voir le prérequis pour
une définition adéquate). On note W™ (A)/P,,—1 'ensemble des fonctions W™ (A) définies modulo Pp,—;.
On suppose que 0. = {z,%Z € o} ne touche pas le bord; on déduit que 9§ = 0. UT'. Soit & une courbe
fermée réguliére de méme Acllmensmn que o telle que o C &, et soit @ le domaine de R?, tel que 0w = 7 ;
on note we = {x, £ € W}, Q. = Q\@. et on choisit r > 0 et € assez petit tels que @ C B, C % (voir Figure

8.2).

(a) cDoet B, 2w ) Domaine perturbé par un crack

FicURE 8.2 — Domaine perturbé par un crack et extension du crack en une courbe fermée

Pour v € H™(S2) et u € H?™(Q,), en appliquant la formule d’intégration par parties donnée par le
Théoréme 8.1.1 sur Q\w, U w,, on obtient

/6(( D™A™u +u) v = ae(u,v) + /%:IA [82;11:] ©.3.1)

Te j=m
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+
ol a(u,v) est donnée en (8.0.4) et ot on a noté [%] = (g—z,f) g k) le saut de a travers o, en
0.

respectant les conventions décrites dans Figure 8.2. Avec (8.0.5) et (8.3.1), en supposant que ue € H?*™(Q,),

on obtient que u, vérifie le probleme

(8.3.2)

(P9) (=)™ A" u. + u. = f, dans Q.
Ai(ue) =0, sur o UT, Vi € [m, 2m — 1]

ot f € L?*(Q). Dans ce qui suit, pour simplifier, on suppose que o = {(s,0), =1 < s < 1} (on se place
dans le repére local au crack).

On calcule le gradient topologique en évaluant le terme prépondérant par rapport & e dans la différence
Je(ue) — Jo(ug) lorsque € — 0. En utilisant ’équation vérifiée par u. et ug on a

Je(ue) — Jo(ug) = /Q (f —2up)(ue — up) — /Q (ue — up)* (8.3.3)

On définit L(u) par
L) = [ (=2

et on pose

Je = —/ (ue — up)? (8.3.4)
Pour évaluer (8.3.3), on introduit v solution du probléme adjoint défini par :
aec(u,ve) = —Le(u), Yu € H(S) (8.3.5)
En utilisant (8.3.5), (8.3.4) et (8.3.1), alors (8.3.3) s’écrit

Je(ue) - JO(UO) = _ae(ue - uOy”e) + u7e
= _l Ue) + ae ’LL(),’UE) +\7€

2m—1 §rm—1-iy_
/ fUE / mAmUQ +U0) /a Z AZ(UO) |:8 2m1i:| +s76
2m—1 2m—1— ’L,U
/U Z A ’LL() |:6 2m—1— z:| +‘7€

puis en introduisant w. = v — vy avec ve et vy définies en (8.3.5) pour € > 0 et € = 0; on réécrit
Je(ue) — Jo(ug) en fonction de we :

2m—1 §2m—1-i
We
Je(ue) — Jo(ug) = /ZA'LL() [amll}hﬂ (8.3.6)
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Puis en changeant de variable et d’indices on a

2m—1 an 1 0,
Je(ue) = Jo(uo) = Z/Auo ex[a%“( )]da+$
2m—1 ;
1 627’1’17171 . X
== Z / i(uo)(eX) 2m—1—i [ 8n2m(iul—(z€ ))} do + Je
(8.3.7)
—k oF
= — Z el /Alek(uo)(eX) {8 A (we(eX))] do + J.
k=0 g
== T+ J
k=0
ou on définit les termes Zj pour k € [0, m — 1] comme suit :
k o
T, =€~ /A2m_1_k(u0)(eX) [3 : (wg(eX))} do (8.3.8)

Maintenant on doit établir le développement asymptotique de we. Pour cela on commence par déterminer
les termes que ’on doit compenser pour obtenir un développement asymptotque en o(e) en norme H™(€,)
(voir section 8.5).

8.4 Estimations des A;(ug)(eX) pour X € o

Le lemme suivant établit le développement asymptotique par rapport & € en 0 des conditions aux bords
Ai(up)(eX) pour X € o.

Lemme 8.4.1. Soit vy solution de (8.3.5) avec € = 0. Dans le cas d’un crack rectiligne, en supposant vg
assez régulier, on a les estimations suivantes

A (v0)(eX) = gm(X) 4+ O(e) (8.4.1a)

Ai(vo)(eX) = gl(X) + 0(1), Vi € [[m +1,2m — 1]] (8.4.1b)
_ 8mv0

gm(X) = aar (0) (8.4.2)

gi(X) =0, pourm+1<i<2m-—1

Démonstration. Avec Iexpression des A; 1, = Z données dans le Théoréme 8.1.1 pour 7 € [1,m — 1] et

en faisant un développement de Taylor en O des fonctions g Za ron obtient (8.4.1b). Ensuite en utilisant

I’expression de Ao donnée dans le Théoréme 8.1.1, on obtient :

—~ o™
A (v0)(eX) = Ap(v0) (eX) = D (eX)
T2
On conclut avec un développement de Taylor de %xé’f (eX) en 0. O
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8.5 Deéveloppement asymptotique de w,

Dans cette section on établit le développement asymptotique de we en o(€) en norme H™(£2). On rappelle
que we = v — vg vérifie I’équation

(=)™ A" we + we = 0, sur £,
(Q9) Aij(we) = —A;(vg), sur o¢, Vi € [m,2m — 1] (8.5.1)
Aij(we) =0, sur ', Vi € [m,2m — 1]

Pour estimer w, on introduit le probléme extérieur R € W™ (A)/P,,—1 suivant :

( gxt

8.5.2
Ai(R) = gi, sur 0 552)

){ A™R =0, sur A
ou Vi € [m,2m — 1], g; € Héé%r?m_l_i(a)’ est donnée par (8.4.2). En utilisant le Théoréme 8.9.4 donné
en Annexe, on déduit que le probléme (R¢,,) admet une solution unique dans W™ (A)/P,,—1 et que R

s’écrit sous la forme
2m—1

R()= 3 § Ml)iy (B~ )i,
ou § désigne la valeur principale de Cauchy. De plus on a les relations :

2m—1—i
(-1t [W} =\ Vie[m,2m—1] (8.5.3)

ou (=1)m+ig2m—1
—1)mTi2eme

Am(8) = V1—52 V(s,0)€0
) (2m — 1)052;31)& (5,0) € (8.5.4)

Ai(s)=0 Vie[m+1,2m—1] V(s,0)€0

avec f§ = %Zé’,? (0). Grace au Lemme 8.9.6 (voir Annexe), on obtient

x
we = R (;) +ec avec lec] o,y = O(Gm(€)) (8.5.5)
ou
—e%log(e)  pour m > 2
e2\/—log(e) pour m =1

om0 = {

Dans ce qui suit nous allons montrer que Zj, ~ o(e?) pour k € [0,m — 2] et Z,,_1 ~ O(€2).

8.6 Estimation des Z; pour k € [0,m — 1]

Le lemme suivant donne une estimation en o(e?) des quantités Z; pour k € [0,m — 1].

Lemme 8.6.1. Soient T, définies en (8.3.8) pour k € [0,m — 1]. On a les estimations suivantes

T = o(€®), Yk € [0,m — 2] (8.6.1a)
Tyt = 2 %“;Zno (0)(—1)m+! /U Aon(y)do + o(e) (8.6.1b)
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Démonstration. Soit k € [0,m — 2], en utilisant le Lemme 8.9.1 et le Lemme 8.4.1 appliqué aux quantités
Ai(up)(eX) pour i € [m+1,2m — 1], on a

7= [ s au)eX) [ x| do

< O we(eX)|m, B\
Puis en changeant de variable et en utilisant le Lemme 8.9.6 on obtient :
T < " Flwema, < CemFH = o(e?)

Maintenant, considérons Z,,_1 ; avec le développement asymptotique de w, donné par le Lemme 8.9.6, le
Lemme 8.4.1 appliqué a A, (up)(eX) et les relations de sauts données en (8.5.3), on déduit :

Ty = €™ /J A (ug(eX)) [W] do

0™y [ [0 (@ R(X))
_2—m
=m0 /(, [ e o+ e,

_ 29 “0(0)(—1)m+1/Am(y)da+51+52

Oxy o
N . /U <Am(u0(€X)> ) %’:;0 (0)> [am—;ﬁe(fﬁf ))} do
Ey=cT %Z? (O)/a [W] v

On va montrer que & et & sont des o(€?). En utilisant le Lemme 8.9.1, un changement de variable, le
Lemme 8.4.1, de nouveau un changement de variable et le Lemme 8.9.6 on obtient

8muO
ozl

& < HAm(uO(eX ) — (0)H we(€X)) | gz < CEwelmg, < C€

Hyf (o)’

Enfin de la méme maniére on a :

m,Qe < Cﬁ(bm(e)
avec ¢ (€) = o(€). On obtient donc l'estimation de Z,,_; suivante

om
Ty = € 81:7”0 (0)(—1)erl / Am(y)do + 0(52)
2 o

& < € ™ec(€X)|m,p5 < Celec

8.7 Calcul du gradient topologique

En revenant a (8.3.7) et en utilisant les estimations données en (8.6.1a) et (8.6.1b) on obtient :

m
Oxy

J(u) — Joluo) = 2210 (0)(~ 1y / An()do + T, + o(e?)

En utilisant le Lemme 8.9.6 appliqué & u.—uq, et la définition de 7 donnée en (8.3.4) on déduit I'estimation
suivante :

|Tel = llue —uollf 0, < Com(e)® = o(?)
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Avec 'expression de A, donnée en (8.5.4) on a :

Jo(ue) — Joluo) = 2220 (0)(—1ym / 1 <(_1)m+122m_1 T (0) /1= s2ds + of)

ozy' —1(2m — 1)05(1;11_1) oz’
oMu o4y 22m—1 T
2 0 0 2
- 0 0 4
g Vo Vg - gL 2 o(€”)
92(m—1) O™ o™v
2, 0 0 2
_ 0 0) +
“Tem-nog T g O g (O 0l€)

L’expression du gradient topologique écrit dans le repére local au crack est donc

22m=1)  gmyy O™
Z(0) = —7 "oT 5 0 (0) 5 2(0) (8.7.1)
(2m — 1)02(m_1) Ty Lo

8.8 Conclusion : expression générale en tout point z( € )

Proposition 8.8.1. De l'expression du GT (8.7.1), on déduit le GT associé a la fonction codt (8.0.1) et
a UEDP (8.3.2), pour un domaine fissurée par un crack de normale 7 et de centre xo € §) :

92(m—1)
I(zo, M) = —m —— V" ug(20) (7, ..., ) V™00 (20) (72, ..., 17) (8.8.1)
(2m — 1)C§'€m71)

On définit lindicateur topologique en xqy par

I(xp) = max \I(xo, n)|

Z(xg) est sensible aux points de discontinuités chargés par la fonction codt (8.0.1) données par la Table

(8.1).

Remarque 8.8.2. On peut vérifier que pour m = 1 et m = 2 on retrouve respectivement les valeurs des
gradients topologiques (1.3.4) et (6.2.14).

8.9 Annexe

Dans ce qui suit on garde les notations et convention données dans la Figure 8.2 et on choisit » > 0 et €
assez petit, tels que w C B, C % (voir Figure 8.2). On rappelle que l'on note B, pour r > 0 la boule de
centre O et de rayon r, et B = By la boule unité. Pour alléger les notations on suppose que 2 O B. Pour
un domaine w de R? on note w’ = R?\@ et D(w') I'ensemble des fonctions C°°(w’) & support compact
inclus dans w’.

/
Lemme 8.9.1. Soit k € [0,m — 1], soient gi € (Héé2+(m_1)_k(0)> et uw € H™(B,\@), alors on a

ak:
[8 k”dg < gell gaszem—r—k (o [ulm, Bz

1/2 -H( ) 1/2+z(0_)/

ot la définition de lespace Hy, pour v € N est rappelée en section 8.3 et ou l'on note H,

Uespace dual correspondant.
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. ., . . 4 k
Démonstration. Par dualité et définition de la norme ||| ;1/2¢m-1-x _,, en décomposant le saut [%} ; et
00

(o)’

enfin en utilisant le théoréme de trace sur B,\@ et sur @, on déduit

Lo 28] <o, o
agk onk| = 9k 1/2+(m 1)- ke (o) ank Héé2+(m_1)_k(0')

el [f”““]
= |9kl y1/2+m-v~k, _\, || | 575
Hgg (o) onk 124 1)k
O~ Fu™
< 1 -
< Ollgwlygzecmnr gy |6nk v Tl Y
1/24m—1—k,5 1/24m—1—k5

< Cllgill g 2s-1-t gy, (14 Bl + 1+ ¥l 5,15)

= Cllgxll 1/2+(m=1)—k( HUJrl/JHmBT\a

ot 1 est une fonction quelconque réguliére de R?. En particulier, en prenant @) € P,,_1, et en utilisant
I'inégalité de Deny-Lions (prérequis), on a

9 u
Rarmi= < Mgl a2k (o 1tll g, \3) s

S CHgk ”Hééwr(m*l)*k(o.)/ ’u|m,Br\E

O

Lemme 8.9.2. Soitu € H™(B,\7) telle que A™u € L*(B,\7) et ¢; € HééQHm_l_i(

Alors on a Uinégalité :

o) ot i € [m,2m—1].

2m—1 2m—1

> / i) < 3 il pgoean-iosy (Wl + 1870l 5,10)

Démonstration. On prolonge les ¢; par 0 sur o\a. On note ¢; € H/2+2m=1-1(F) ces prolongements. Soit
Q un relévement continu de (G, Gmit, - 2m—1) dans @. En intégrant par parties (voir Théoréme 8.1.1),

on a :
2m—1

HQ,u) = (- )/AmuQ+/ZA Y, Vu € H™ (%)

ou
o™

Ch /
m — —k
5 0xk0xy ™ 92k oy F

b(u,v) =
k=0

Vu,v € H™(w)

De plus, on a la majoration :

2m—1

[ wo

i=m

< b(@Q,u H’/AmuQ‘

< Clul2z|Qlas + [A™ullosl|@llos

En utilisant la continuité du relévement, Uinclusion B, D w (voir Figure 8.2), et en utilisant la définition
des normes H&gQﬂ(U) pour j € [0,m — 1], on obtient le résultat. O
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Lemme 8.9.3. Soit E(x) définie en (8.2.1). Soit s € N? alors

o E B {Fs(m) + Gslog(|x|), pour 0 <|s| <2m —2
oxs

Hg, pour|s| >2m —1

ou Fs, Gy et Hg sont des fonctions rationnelles 2(m — 1) — |s| homogénes et o on note pour s = (s1, s2),
0z® = 0x('0x? et |s| = s1 + sa.

Démonstration. On peut écrire E comme le produit E(z) = Cpg(z)h(x) o

o) = (2 +a3)
h(z) = log(af + x3)

|
et C, est une constante dépendant de m. g(x) est un polynéme en x, 2(m — 1) homogeéne donc %zl,‘g est

un polynoéme 2(m — 1) — || homogene. De méme gTZ est —1 homogene, donc %:Lh est —|a| homogeéne.

En utilisant la formule de Leibniz on obtient

|s] la] , gls—al
0'%!(gh) Z Caa go h

oxs 5 Qx> Oxs—«

0<a<s

ou CF = [[Cg avec a < s <= a; < 55, Vi € {1,2}. On obtient en décomposant la somme en deux
parties :

ol*l (gh) Z oo dlelg gls—alp, dlslg .
oxs 5 Oz Qx5 oxs
0<a<s ~—_—— ~
2(m—1)—|s| homogéne  2(m—1)—|s| homogeéne et nul si |s|>2m—1
Pour |s| > 2m — 1, ‘?)Zf est une fonction 2(m — 1) — |s| homogéne et rationnelle O

Théoréme 8.9.4. Soit R € W™(A)/Py,—1 la solution du probléme extérieur

AR =0, sur A
(Rext) . (8.9.1)
Ai(R) = gi, suro Yie [m,2m —1]

. /
avec g; € <H362+2m_1_l(0)) . Alors :
/
1. R(x) est unique dans W™ (A)/Pp,_1, et Uapplication (gm, ..., gom—1) — R est continue de (Héé2+m_1(a)> X
!
X (Hé(?(a)) dans W™ (A)/Pp,_1.

2. R(x) s’écrit dans W™ (A)/Py,—1 comme la somme de potentiels multicouches :

2m—1
R = / M) Aiy (B(x —y))doy, Vo € A

3. On a les relations de sauts suivantes & travers o :

m 82m—1—iR .
(—1mHt [aan—l—z] = X\, pour i € [m,2m — 1]
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4. Les densités \; sont données par les m équations intégrales suivantes :

2m—1

Z ]é Y)Aj A y(E(x — y))doy, pour j € [m,2m — 1]

ot ¢ désigne la valeur principale de Cauchy.

5. Dans le cas ot 0 = {(5,0),—1 < s < 1} et gi(x) = 0 pouri € [m+1,2m —1] et gm(x) = Cste =V,
les densités \; sont données par

Ai(s) =0,Vi € [m+1,2m — 1]

( 1)m22m—1
Am(s) = V12
(s) = (2m — )0y, L §

Démonstration. Preuve du premier point
On garde les mémes notations que celles décrites dans Figure 8.2. On introduit les deux espaces fonctionnels

H™(A™ @) = {ue H"(@),A™u € L*(@)}
Wm(A™, &) = {u e W@, (1 +r2) 5 log(2 + r2)A™u € LQ(&’)}

ol &' désigne le domaine extérieur R?\@. On définit les formes bilinéaires suivantes :
b(u,v) définie sur H™ (&) x H™(&) par

ic / M o™
Py dxh oz F dxkoxy

et b/ (u, v) définie sur W™(&') x W™(&') par

3

-3t o
(u,v)
ax’fag;gl F gk oxr
La formule d’intégration par parties donnée dans le Théoréme 8.1.1 et appliquée sur w donne :

an 1— iv

bu,v) = (=1)™ / M + Z U)o Y0 € H™(®)

De méme la formule d’intégration par parties appliquée a a@’(u,v) donne :

_ 2m—1 82m 1— zv
/
b (u, /Amuv— E / an2mlz‘v’v€Wm( ')
On introduit ensuite 'espace fonctionnel K défini par

k
K= {u € H™(A™ &) x W™(A™, &) /Pp_1, supp(A™u) = o,[A;(u)], = 0, [gnl]:] =0,k € [0,m— 1]]}
Ao

on peut réécrire K en bornant les poids utilisés dans la définition de W (A) et en utilisant la régularité
des fonctions HJ' (A) :

K ={ueW™A™ A)/Pp_1,supp(A™u) = o0, [Ai(u)], = 0,i € [m,2m — 1]}
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La formulation variationnelle de (R¢z¢) est alors : trouver R € K telle que
trouver R € K telle que :  b(R,v) =1(v), Vv € K, (Rext)

ou [(v) et b(u,v) sont les formes linéaire et bilinéaire sur K :

2m—1 2m—1—i m
Wv) = ;ﬂ /(,gZ {2712”‘“} et blu,v) = A Oxh oz F 8m’§8m;_k
Le probléeme (Rezt) admet une solution unique dans K. En effet, le probléme est coercif sur K :
b(u, u) > [uffym (8.9.2)
et d’apres le Lemme 0.0.2 (prérequis)
lullic = Hallwnqayen_s < CO)lulwmnea) (8.9.3)

d’ou la coercivité de b(u, v) sur K. Avec le Lemme 8.9.1, il vient

2m—1
v <C ) lgill /242m 11 g 0wy e,y Vo € K (8.9.4)

d’on la continuité de l'application (v) sur K. K étant un sous ensemble fermé de W™(A)/P,,—1 qui
est un espace de Hilbert, on en déduit que c’est un espace de Hilbert. En appliquant le théoréme de
Lax Milgram, on obtient l'existence et unicité de la solution du probléme (Rezt). En partant de la forme
variationnelle vérifiée par R, et en utilisant (8.9.2), (8.9.3) et (8.9.4) on obtient la continuité de 'application
(gmy -+, g2m—1) — R pour les topologies associées, et on définit l'isomorphisme

(gm;gm—l-l"" ~-~792m—2792m—1) ’—>R

o (5N (0) % < (Y (o)) — K

(8.9.5)

Preuve des deuxiéme et troisiéme points

On considére le probléme suivant : pour (Gm, ¢m+1, - @2m—1) € HSéQ(a) X .. X H Sé%(m 1)(0)

82m717iQ
trouver Q € K tel que [aan—l—z] =g, Vi € [m,2m — 1] (Qext)

Soit u,v € K, on a
2m—1 82m 1—i
b( / A — Z / |: n2m—1— z:|

La formulation variationnelle de (Qeyt) est :
trouver Q € K telle que :  b(Q,v) =1'(v) , Y€ K, (Qext)

ol on définit
2m—1

z/qu
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Pour la coercivité, le raisonnement est identique & celui pour I'étude du probléme (Rezt). En utilisant le

Lemme 8.9.2, il vient
2m—1

l’(rU) <C Z Hqi”[{éé"’“’"‘l‘i(o)’U|m,Br\E
=m
Avec I’équivalence entre la norme et la semi-norme sur I'espace W?2(A)/Py, on déduit la continuité de
la fonction I'(v) sur K. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 1’existence et l'unicité de
la solution @ du probléme (Q.,¢). En partant de la formulation variationnelle de (Qe,t) on montre que
Papplication (g, ...qam—1) — @ est continue pour les topologies considérées, et on définit I'isomorphisme

(QW7QW+17”' '-wQQm—Q,(Dm—l) }—>Q

Ji:
Hy (o) x ... xHy " ™ o) — K

(8.9.6)

On note J = J; * o Jy avec Jy défini en (8.9.5), I'isomorphisme
(gma Im+1, -+ -5 92m—2, 92m— 1) — (Qma Im+1, -+ -5 42m—2, q2m—1)

J:
(3> N 0) % < (H(0)) — Hy(o) x .. x (o)

J est en fait 'application correspondant au probléme Neumann to Dirichlet (A4,,(u), ..., Aom—1(u)) —
([u}, e [am_i“D ol uw € K. Maintenant, soit @ définie par

onm—1
2m—1
CEDY / (x — y))do(y)

2m—1

> / ~ (E(x — y))do(y)

ou \; € HY 174 (o) et X € H2m—1- ~i(5) sont les prolongements définis par

~ Ai, sur o )
Ai = . Vie[m,2m—1]
0, sur o\o

Montrons que A™u = 0 sur A. Pour z € A, les fonctions y — A; ,(E(z —.)) sont C*°(c). De plus
A Aiy(E(r —y)) = Aiy(A™(E(z — y))) = 0

En utilisant la régularité des A; , F(. —y) sur A et le fait que leur m-iéme laplacien est nul et donc majoré
indépendamment de x, on peut intervertir le signe intégral et I'opérateur A™, ce qui entraine :

AMu(x) =0, Ve € A

Par un développement de Taylor de E(x —y) en = € A pour |z| — oo, et en utilisant les expressions des
A;(u) pour un crack rectiligne (Théoréme 8.1.1) et le Lemme 8.9.3 on a u(z) = O (Jz|™ 2log(|z])). On

- a 2 ; )
déduit que s )7[0g(2+7"2) € L*(A). En dérivant k fois 'expression de u pour k € [1,m], on obtient par

le méme raisonnement que _Vvia € L%(A). On conclut que & € W™(A). En considérant u
(14+7r2) "2 log(2+72)
comme un élément de W™ (A)/P; on a u € K. Ensuite en appliquant le Lemme 8.9.8 en considérant le

domaine w, puis en utilisant les définitions des A;, on obtient

g2m—1—ig* i( m+1 2m—1 an 1—i _
Famis (@)= Z / W) 5 gmim (Ajy(B(x — ) doy, Vo € 0, et Vi € [m, 2m—1]
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On en déduit les relations de saut a travers o :

a?m—l—’iﬂ

A= (=1)mH {an2m—l—i

}, pour i € [m,2m — 1]

En prenant )\; = (—1)™*+! [%] , comme J; est un isomorphisme on déduit que & = R d’ou les points
2 et 3.

Preuve du quatriéme point

En appliquant & u Popérateur A;, pour i € [m,2m — 1], en faisant £ — o, et en utilisant le Lemme
8.9.3 on a tout d’abord

1
Ai,IAjJJ(E(‘T - y)) =0 (JZ‘ _ y!2+(i+j)_2m>

ou 4,7 > m. En utilisant la régularité de tels potentiels (voir Lemme 8.9.8), on obtient les m équations
intégrales suivantes caractérisant 1'isomorphisme .J 1

2m—1
gi(x) = Z j{)\j(y)Ai@Aj,y(E(x —y))doy, Vi € [m,2m — 1] (8.9.7)

ou § désigne la valeur principale de Cauchy. Ces équations caractérisent I'isomorphisme .J -1
Preuve du dernier point

Dans le cas ou 0 = {(s,0),—1 < s < 1}, en posant x = (s,0) et y = (¢,0) et en utilisant ’expression
des A; sur un crack rectiligne (Théoréme 8.1.1) et le Lemme 8.9.3, on a :

@i

AigAjy(E(x —y)) = T (8.9.8)
ol les a;; sont des constantes. On réécrit (8.9.7) en utilisant (8.9.8) :
2m—1 1
Aj(t) .
gi(s) = Z a;j %—1 (s —pztirizm’ i,j € [m,2m — 1] (8.9.9)
j=m
On pose
1[Nt
fi(s) = 7T/_1 SJ_(zdt, pour —1<s<1
En dérivant f; on montre pour n > 0 que
d"f;  (=1)"nl /1 (1)
= dt
dsm T _1 (s —t)ntt
On note %Z{f = fj(n). On peut donc réécrire (8.9.9) en fonction des fj(n) comme suit, :
i (— ) o)
92 = ;;z (i) +1—2m) ()
_— N (8.9.10)
= Z bijfj(lﬂﬂ_zm)(s) pour i€ [m,2m — 1]
j=m
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ol on a posé
aij(_l)z—l—g—&—l—Zmﬂ_

= 9.11
T i+ i+1-2m)! (8.9.11)
On explicite (8.9.10) avec les valeurs des g; données au point 5 du théoreme :
V = b SO + b1 £ + bmom 1 fm) |
0= bmp1mfi2 + bm+1,m+1fy(;3) + ... +bm+1,2m—1f: mH)
()9 - et (8.9.12)

m+1 (2m—1
o Fbom—12m— lfzm 1)

0= me—me,(nm) + b2m—1,m+1f

Pour résoudre (S), on intégre ¢ fois la ligne ¢ en choisissant comme constantes d’intégration 0 pour les i — 2

N s . . . N Vbitm— -5
premiéres intégrations, puis pour la ¢ — 1 éme constante on prend %m_ La derniére constante est

m,m

prise nulle. On vérifiera plus tard que by, », est non nulle en explicitant sa valeur. Le systéme (S) devient :

Vs = by mfm + bm,m+1f7(nljrl + o Fom.2m—1 2(:;:})
Vbmi1,ms m—
biﬂ? = bmstmfm + b tm 1 f iy + o Fbmiram 1))
- = | (8.9.13)
Vbom—1,m$ m
% = bom—1.mfm + b2m—1,m+1f7$—)|-1 oo Abomor2mo1fom )

,m)

Les inconnues de (S’) sont les fi(i pour i € [m,2m — 1]. Une solution évidente est

Vs
fm = T
fi=0,pouri € [m+1,2m —1]

On obtient ainsi m équations intégrales découplées. Pour inverser la premiére équation, on utilise [62] :
pour plus de détails, on renvoit a la preuve du Théoréme (6.5.3) (chapitre 6, Annexe B section 6.5). Les
équations suivantes ont pour solution évidentes A\; = 0 pour ¢ € [m + 1,2m — 1]. Les valeurs des \; sont

donc : v
Am=—V1-52, —1<s<1

bm,m

Ai=0,pourie[m+1,2m—1]et —1<s<1

On vérifie que \; € H%Hi_m et on déduit en utilisant la bijectivité de J que cette solution est unique.
Avec (8.9.11), on a by, = — TGy, m €t Amm est donnée par (voir (8.9.8)) :
a
A2 A E(x—y)= —"_ pourz,y €0

Avec le Théoréme 8.1.1, on peut expliciter 'opérateur A,, et on obtient

2m a
)" ——Er—y)=—"_ pourz,y €0 8.9.14

On montre (voir Lemme 8.9.7 pour n = m — 1) que

82m

|
Q(m—l)l 2 — .
022m (!ml og(lz| ))|x2=0 2
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d’ot avec (8.2.1) et (8.9.14) on obtient

(=)™t (2m —1)!

Am,m = 2T ((m — 1)1)2 (8.9.15)
Les expressions de by, m et A, sont donc
= N
Anls) = Uy A
(2m — 1)C£7Zm_1)
ce qui termine la preuve de ce dernier point et de ce théoréme. O

Lemme 8.9.5. Soit R(x) la solution du probléme (8.9.1).
Pour m > 1, avec la convention [0,—1] = 0, on a les estimations suivantes pour |x| — 0o et € — 0 :

IVER(2)| < Cla|™ > Flog(|z]), k € [0,m — 2]

VR <
VR <
Hka (%) 1o =0 (—6_(m_2_k)log(e)) , pour k € [0,m — 2]
7712 ()], = © (v/~Tost))
[v"2 (2], 0, = 0@

Démonstration. D’apres le Théoréme 8.9.4, R(x) s’écrit sous la forme

2m—+1

R@ = Y [ M)A (B - )i, (5.9.16)

En utilisant le Théoréme 8.1.1 Jles A; ,(E(x — y)) sont de la forme

)

Aig(B(x —y)) = Y @5w)lx —y|™*log(lz — y|) + H
Jj=0

En faisant un développement de Taylor en x de A;(E(x — y)) a ordre 1 puis en faisant |z| — oo et en
utilisant Lemme 8.9.3, on a
Aiy(B(z —y)) = O (2" ?log(|2]))

En dérivant (8.9.16) k fois et en utilisant & nouveau un développement de Taylor et le Lemme 8.9.3
on obtient les comportements & l'infini des VFR pour k € [0,m]. Soit D > 0 tel que Q C Bp pour
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0<k<m-—2ona:

18 (s, = [, IR )t = [,

.y
B\&

2 <c+/ HV’“R H dy)

Ep\B,
€2 (C’ + /D/ TQ(m_Q_k)log(r)Qrdr>
2

1 o . 1 D/e
¢ (c S P (900 g )+ e ) )
< Ce 22 Riog(e)?

VERE)| dy

V’“R(y)H derGQﬂ2 7HV'“R(y)H2dy
0\F;

d’ol1 la premiére estimation,

[o 8 (D)o, = [T R ()= [ Ry

< 2 (/ va—lR(y)|]2dy+/ [V IR( )H%@)
B:\T LBp\B:

D/e 1
< Ce + 062/ T—Qrdr
2

D
= Cé® + CE [log(r)]5
< —Cé%log(e)

et la seconde estimation.

PR, - f T e rora

<& ( / IV R(y)|I? dy + / ||va<y>||2dy>
B\& 1Bp\B-

D/e 1
<O+ 062/ r—47“d1"
2

D
€

—2
= Ce + O [2]
r
2
< C€?

ce qui termine la preuve. O

Lemme 8.9.6. Soit w, la solution du probleme (QF) donnée en (8.5.1) pour m > 1, et R la solution du
probléeme extérieur (Regyt) donnée en (8.5.2), on a le développement asymptotique suivant

we = "R ( ) Tee (8.9.17)
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avec

lecllzm ) = O(dm(€))
‘w6|m,ﬂe = O(e)
ot

Om(e) = { —e%log(e)  pour m > 2

€2\/—log(e) pour m =1
Démonstration. e est solution de I’équation :
x
(—1)™A™e. +e.=—€"R <—) , sur Q.
€

(56) Am(ee) = (Pm(x> = O(‘J}D? Sur oe (8918)
Ai(ec) = —A;i(vg) = O(1), sur o pour i € [m+1,2m — 1]

Ai(ec) =¢i(z) =0 (62) sur I' pour i € [m,2m — 1]
ol Y (x) = —Am(vo)(x) + Am(vo)(0) = O(|z|) (voir (8.4.1a)) et on ¢f(x) = —e™A; (R (%)) )
Justification des estimations §(z) = O (€?)

En utilisant le Théoréme 8.1.1, les A;(u) pour j € [m,2m — 1] sont de la forme

lrly,
OyP

Ajyw) = > @iy (8.9.19)

m<|p|<j
Avec (8.9.19) et le Lemme 8.9.3 on obtient pour z € et y € o

Auatiy (B(E=0) = 3 o)y (8 (2 -))

m<|p|<i
m<|q|<j

1Pl E g
o A J —_— | — —
— Z ()Op(x)(pq(y)e‘m 8.’1)‘1)81‘(1 (6 y)

m<|p|<i
m<|q|<j

= > wé(w)saé(y)ﬁcv’pﬂ(x—y)

€
m<|p|<i
m<|q|<j

= Y @@l

m<|p|<i
m<|q|<j

= Y e @)@h )G, (v — ey)

m<|p|<i
m<|q|<j

=0

1

pl+|g|—2m+2
clpl elrltld Gptq (v —ey)

ot G}, est une fonction 2(m — 1) — |k| homogene et en utilisant que Gpiq (z — ey) = O (1) lorsque € — 0
pour z,y € I'.

Décomposition de |lec|/m 0.
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On décompose e, en la somme e, = el + e? avec el € H™(§)/P,,_1 solution de I'équation

(— )mAmei =0, sur Q.
o) Al = onla) = Ofe]). sur o
‘ (6’2): Ai(vg) = O(1), sur o, pour i € [m+1,2m — 1]
Ai(ely =0sur T, pour i € [m+1,2m — 1]

et e2 € H™(§,) solution du probléme suivant :

(—=1)™A™e2 2 = —el — ™R <£> , sur
€
(€2) A;(e?) =0, sur o, pour i € [m,2m — 1]
44(e?) = 5(z) sur T

Estimation de ||| zmq,)/p,

La formulation variationnelle de (E}) est : trouver el € H™ () /Py,_1 telle que

gm—1y 2m—1 92m—1-k,,
o= [ oo [525] 3 i (] e

k=m+1

ou
0™y oM

"™ Ja. 02k0xy Tk dxkox

On prend comme fonction test v = e et on pose pour k € [m +1,2m — 1]

anflfkei
N /U Ap(vo) |:an2m_1_k:|

8m11

En utilisant le Lemme 8.9.1, la coercivité de be(u, v) et l'inégalité de Deny-Lions, on obtient

et

2m—1
HeiH?{"L(QE)/]Pm S Cleglm,a. < Z N (8.9.20)

Soit k € [m + 1,2m — 1], grace a un changement de variable, au Lemme 8.9.1, au Lemme 8.4.1 et & un
nouveau changement de variable on a

anflfk 1 X
Ti = E/Ak(UO)(EX) [ 8n2m_€f_(i )] do

< OB el (€X) | pom

< C el
Puisque 2m — 1>k >m+1 (c-a-d k — (m — 1) > 2), on en déduit que

T < Ce%lel|m,a. (8.9.21)
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De la méme maniére en utilisant Pestimation ¢,,(eX) = O(e), on a

om—lel
T = e/ om(eX) [anml}
< Cellgn(eX)l

< 0™ el (eX) | 5,17

< Cez‘ei’mﬂe
En partant de (8.9.20) et en utilisant (8.9.21) et (8.9.22), on obtient

2
HeiHHm(Qe)/Pm,l <Ce

Estimation de He?llm,m

La formulation variationnelle de (£2) est : trouver e2 € H™ () telle que

) - T 2m 1 H2m—1—i -
aﬁ(ee,v) = /Q6 (—6 R (;) /wlan2mlz Yve H (Qe)

On prend comme fonction test v = e2 et on pose

ICez—/Qe (e"ﬂ%(%)%—ei)e? 5 1/%%

En utilisant la définition de ac(u,v) (8.0.4) on déduit

leZ 17 0, = Ke + Le

Le Lemme 8.9.5 et Vestimation [lel|| gmq,)/p,, , = O(€?) permettent d’écrire

Ke < Com(e)leZlo

Grace a Pestimation 9¢(z) = O(€?) et au Théoreme de trace sur Q\B, on obtient

Le < O[] oz < CCledlma. < O
En partant de cette derniére inégalité et de (8.9.24) et (8.9.25) il vient
e2]lm,0. < Comle)
En utilisant (8.9.23) et (8.9.26) on obtient la premiére estimation :

HeeHm@e < ”eiHHm(Qe)/]Pm_l + HegHm,Qe
< Come)

(0)16_(m_1) ’ei (EX) ‘m,Br\E

(8.9.22)

(8.9.23)

(8.9.24)

(8.9.25)

(8.9.26)

Enfin en dérivant m fois (8.9.17) et en utilisant le Lemme 8.9.5 on obtient la deuxiéme estimation :

x
welma, < |V7R(T)|| . +lecma,
€/ 110,90,
< Ce
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Lemme 8.9.7. On a l’égalité suivante® :

g2t 2(2n + 1)
W (\x‘anog(‘cl?P))‘m:O = a:i% pour x1 #0

Démonstration. On pose fn(x1,22) = (23 + 23)"log(x? + 23) et (1) = rlog(r).
Etape 1 : Montrons par récurrence que :
|
(k) — ™ n—k
ou C(k,n) est une constante dépendant de k et n.
Pour k£ = 0 la propriété est vérifiée.
Supposons la propriété vraie pour 0 < k < n alors on a :

YD = C ﬁ! ol L r"*’H} + (n— k)C(k,n)r"

n!

- mwnf(kﬂ) + [(nﬁ'k)' + (n—k)C(k,n) prn—(k+1)

La propriété est donc vraie pour 0 < k < n et les constantes C'(k,n) vérifient la relation de récurrence

suivante :
C(0,n)=0
|
C(k+1,n) = C ﬁ'k)' +(n—k)C(k,n) Vk<n
Pour k =n,on a 1/J7(@n) (r) = nllog(r) 4+ C(n,n). Par récurrence on trouve wq(qnﬂ)(r) = "7!7 (n+2) (r) = _7%!7
SZH_S)(T) = 2%, w.ocma-d
(k) _ (D)l — 1)
Uy, = rk
Pour conclure, on a donc
n! n—=k .
mﬂ)n—k + C(k,n)r sik<n
PP (r) = N (8.9.27)
(=) nl(k —n—1)! ,
pra sik>n
,
avec
C(0,n)=0
|
C(k+1,n)= - f‘k)' +(n—k)C(k,n) Vk<n
Etape 2 : On pose f(z) = ¢ (@), montrons par récurrence que
ok f ) (122 :
g5 _ o plke=a) (12} k=20 > 9.2
ok D> ik < 5 >x2 vk >0 (8.9.28)

0<2i<k

IMerci & Arthur Vavasseur pour la démonstration de ce lemme
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Pour k=0:0<2i<k<i=0cet f(z)= 0 (@)x%
Supposons la formule valide pour k € N au rang k + 1, on a

8k+1f o ) ‘x|2 )
_ ) (k—1) k—21
oo = 2 v [ (1) 4]

0<2i<k

_ , Uity (2P ke2ivr | ey (1217 o k—2i—1
= Z aig ¢ 5 ) T2 +p 5 (k — 2i)as

0<2¢<k—1

0 k—k ‘x’2 k— 2
+a§,k [8@ <<,0( 3) <2 Toy Likeony

i |z |2 9 |95|2 1—2(i+1
= Z ai,k‘P(k +1) <2 $§+1 2 + Z aik@( 9 (k 2) ( )

0<2i<k—1 0<2i<k—-1

+a%7k [80 £41) (| | )sz} 1 (kean

2 2
g x oz s x . o
_ E ai,k@(k—’—l i) (’ 2‘ > :L,l2€+1 2 + § : ai—l,kSO(]H_l i) <‘ 2’ ) (k’ — 2+ 2)x§+1 2i

0<2i<k—1 2<2i<k+1

_k T
ap [0 () ] e

2
. i X —9;
_ aO,kSO (k+1) <| ‘ >Z’§+1 + § : [ai,k + (k‘ . 21+2)ai71,k] (p(k+1 7) (‘2| >x/2€+1 24
2<2i<k—1

_j x|? =y : _ky [z
+ (k) —1,k |:@(k+1 J(k)) <|2’> .’L‘I;—H ZJ(k)(k — 2j(k) + 2):| +a§’k |:(p(k+1 2 (|2|> 1‘2:| ]l{k€2N}

apr =1,8141=0 par récurrence

avec j(k) = 3 {k,k+1}N2N = | 51| On pose q; =
vee j(k) = 2 { J For)- Onpose @ikt =9 24 2y si2<2<h-1

On a déja :

k+1
A Z w (k+1—1) H 12
gkl z,k+1§0 2

2

0<2i<k—-1

2 _o| k+1

by (2P k12
+ a,%’k |:90(]€+1 3) (|2’> T, :| ]l{kEQN}

On discute les deux derniers termes selon la parité de k.

= g(z)

e Sike2Nonadonc [BH] =24 et
2 i ) .
x k+1-2k k T k+1-2k
g(x) = agfl’kgokﬂfg (’2|) g;2+ 2 <k — 25 + 2> + agvkgplwrlf% (‘ 2| ) a:2+ 5

2 k
B pi1-k (|| k+1-2k
= (2ag1u+ag,) o1 (2 "2

et {k,k +1}N2N = k donc avec ax , | = 2ax_, ; +ax ;, on retrouve bien 'hypothese de récurrence.
27 2 ’ 27

210



o Sike2N+1, Bl =EH o

2 _oktl k+1
ole) = sy () " (n 2R )
S

2 k1
_ pa1—krr (|x[*\  kp1—2kit
= (o tag,) #1 2 )™

et {k,k+1}N2N =k + 1 donc avec arn j41 = @r-1 ., on retrouve bien hypothese de récurrence.
2 2
Finalement on a donc bien (8.9.28) oil les a;j vérifient :

ap,k = 1, Vk € N
Q5 k4+1 = G4k + (k‘ — 21+ 2)ai_17k, si 2 < 21 < k—1
ak k+1:aﬁk+2aﬁ_1k, si k € 2N (8.9.29)
2’ 2 ; ’2N . sik<2<k+1
a%,kﬂ—a%,k 81 Kk € +
Etape 3 On combine les deux formules de récurrence (8.9.27) et (8.9.29) en posant f,,(z) = (22 +

x3)og(x? + 23) = v, <ﬂ) o on(r) = Yu(2r) = (2r)"log(2r). En utilisant les formules de
récurrence montrées dans les étape 1 et 2 on a :

—Sik<n
0" fn (k—i) <|~’U|2> k—2i
= ai’kgon — | X
(%U’Q“ ogzz‘;k 2 2
—i k —1)! 2 n—k4i —2i
= Z a; x 2k [M%—kﬂ' <| 2| ) +C(k —i,n)|z Xt )} 52
0<2i<k )

avec 0 < k — i < n. En particulier pour o = 0 et 21 # 0 le seul terme non nul est obtenu pour
k = 2i d’ou

O fn k| (B |2 ”n

—Sin<k<2n+2

8kfn k—i |3”|2 k—2i
o = Z az‘,wg )<2> D)

0<2i<k

i k—1)! z|? . n—k-+i ~2
= 3 o2t [ (B O i e

0<2i<k
_1Yk—i—n—=11( _ i _ ¥ _ 1)
i (—1) nl(k—i—n—1)! Y
T Z aip 2" | |2(k—i—n) Ljick—nyzy "
0<2i<k

avec
0<k—i<2n+2)AN(k—i<n)<= (i >k—n)

et ol on a utilisé la formule (8.9.27). En particulier pour xo = 0 et x1 # 0 le seul terme non
nul est obtenu pour k = 2i et dans ce cas ¢ < k —n d’ou

0" sl (5) xl? k ok
2 [(nzk)!‘ﬂn’s (|2| >+C( mlal*""2) | neany



—Sik=2n+2 ot ,
o il . €T Y
fn _ Z ai72n+2¢%2n+2 i) <||) x§n+2 27

pRED) 9
Iy 0<2i<2n+2
2
i xz 2(n—i+1
= 3 gl (B e
0<i<n+1

0<i<n+4+1ldonc2n—i+2>n+1>n eton applique la formule de récurrence (8.9.27)

pour k> n : | |
(2n+2—1) @ _ 22n+2=inl(n + 1 —4)I(—1)nF1-
o 2 |z [2(n+2=0)

donc

82n+2fn B 22n+2—in!(n 41— ,L')!(_l)n—‘rl—i 2(n—it1)
op2nte Z @i, 2n+2 |z|2(n+2-0) T2
1 0<i<n+1

En particulier pour 22 = 0 et 1 # 0 le seul terme non nul est obtenu pour ¢ =n + 1 d’ou

P2, 2" a1 1 9042
— s (71,0) = : (8.9.30)
ax%n+2 x%

Etape 4 : On calcule les coefficients a; j; définis par la formule de récurrence (8.9.29). On conjecture
I’expression suivante :

k!
= _ 9.31
Gk = 901k — 2i)! (8.9.31)
Montrons cette égalité pour (i,k) € {(i,k) € N?,2i < k}. Soit P(k) = {atk = %,V% < k}
P(0) est trivialement vérifice.
Supposons P (k) et montrons P(k + 1). D’aprés (8.9.29) :
—pouri=0onaar1 =1= EZE;:
—pour2<2i<k—1ona:
k! k!

it = g (R =20 2k = agg o T B e i @i 9

B k! 1 1
21— 1)I(k — 20)! (2@ T2+ 1)
(k+1)!
20il((k + 1) — 24)!

—pourk<2i<k+1lona:

x si k€ 2N :
k! k! k! 2
a§7k+1 - ag,k +2a§*1,k - 255!0! +22§—1(5 —1)12! B 2%(& — 12! <k +2>
(k4 1)
23 k1
x sik€e2N+1:
k! k! k+1 k!
A k+1 k1 = Qk=1 4 = [T 1 = &1 1 = oktl k1 b—1
277 (k-2 277 (F)! 2% 27 (Rl
(R 1)
- k+1 k
275 (H)!
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P(k + 1) est donc vraie et donc P(n) est vraie pour tout n € N.

Maintenant il suffit de revenir a (8.9.30) et d’appliquer (8.9.31) pour (i, k) = (n+1,2n+2) ( apt12n+1 =

2n+1(n41)!
o2 f, (£1,0) 2" pla, 1002 2(2n 4 1)!
Intz \T1LY) = 2 = 2
Ozt ’ xy x]
ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Lemme 8.9.8. Soient Q un domaine borné de R%, f € H*(09) avec a > 0, et soit Vi.(f) : HY(0) —
HoT2m=k(90) pour k € [0, m — 1] les potentiels multicouches suivants :

O (B(x —

y))
do our 1 <k<m
ot (y) p <k<

f()
Vi(f) =14 799

FW)Ar—1,y(E(x —y))do(y) pour m+1 <k < 2m
Q

ou E(x) est la solution fondamentale associée a lopérateur —A™ définie par (8.2.1). En notant

Vi ()(@) = Vi(f)(z) pour z € Q
Vk+(f)($) Vi(f)(x) pour x € Q°

et pour x € ) on définit

Vi (H(@) = lim ViF (), Vi (Hz) = lim V7 (£)(v)

Ty
zeN’ e

On a les relations sutvantes pour x € OS2 :

(Ry) { 88:’“ V+(f)(a:) = (.?:k Vi (f)(x) = ;ZV (f)(x), dans H?M=F=3(9Q) pour k € [0,m — 1] Aj #2m — k

' Dy (@) = +EU (@) + Vo k(f), dans H(9Q) pour k € [0,m — 1]
AkVi(f)( ) = AVi(f)(z), dans HOT™=K=1(0Q) pour k € [m,2m — 1] Aj #2m — k
)

(Rs)
P At () =+

m

f(@) + AVam—i(f)(z), dans H*(0Q) pour k € [m,2m — 1]

ot on a noté dans Ha+2m_k_j(8§2) les potentiels suivants (lorsque les noyauz sont singuliers (c-a-d lorsque
k+ 7 >2m) pour x € 09, ces intégrales sont définies au sens de la valeur principale de Cauchy) :

ok i1 |
o o ok 1 E@ ) ()do(y) pour 1 < j <m
SEVi(Nia) = 4 7o o
00 o Ai-1(E@ =) f(y)do(y) pour m+1 < j < 2m

91 .
| A (Bl = ) )doty) pour 1< < m
o0 Ony

AVi(f)(z) =
[ Ak (Bl =) f)dot) pour w1 < < 20
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Démonstration. La preuve de ce lemme est en partie heuristique et est inspirée de [[35] pp 384-388]. On
montre les propriétés de saut pour des densités particuliéres appartenant a l’espace (espace image de
Popérateur de Calderon associé a A™) :

P = {(UWQ, anU|aQ, ceey ag_lu‘ag,Am’U,wQ, ceey Agm_1u|59), u < Hm(Q) et A"y = 0}

De plus, on utilise dans cette preuve l'expression des noyaux dans le cas d’une variété rectiligne pour
discuter de la singularité des noyaux. D’aprés le Théoréme 8.1.1 on a 1’égalité suivante :

:/5(aj—yu
82m7i

/AmuE xr—y)dy + Z / { i—1,y( .T—y»éwg;(?)—Ail,y(U)éW}dU(y)

i=m-+1
(8.9.32)
Soit w € H?™(Q) une fonction telle que A™w = 0 sur Q. Soient Fj, € H*?m=%(9Q) pour 1 < k < 2m
tels que
A™w = 0 dans 2

Fop = —Ag(w) sur 092 pour m < k <2m — 1

(8.9.33)
oFw
Fomp—p = o sur 0 pour 0 <k <m—1
on
pour z € €, grace a (8.9.32), on obtient
2m
w(z) =Y Vi (F)(x) (8.9.34)
=1

Tout d’abord on prolonge 7i(z) et 7(z) en des champs C'* sur un voisinage de 92 noté n(x) et o(x) . Ainsi
on prolonge les opérateurs f — gm;% et f— Ag(f) pour k € [m,2m — 1] en utilisant les champs de

vecteurs n(x) et o(x).

Preuve des relations (R;)

e Si0<k<m-—1,en partant de (8.9.34), on obtient

O w I ok
T (-1 in (F)(z), z€Q
=1

Puis en faisant tendre z vers 9 orthogonalement dans (8.9.32), seulement la motié de la contribution
de la distribution de Dirac d(x — y) intervient en = y € 92 donc on obtient :

10w
G Zank ), x €N (8.9.35)

En utilisant le Lemme 8.9.3 et le Théoréme 8.1.1 on obtient l'estimation des singularités suivantes
dans le cas d’'une variété rectiligne :

pour k+j < 2m W\/;(x) =0 (|x — yPr =k D 1og (|2 — y|>

' _ 1
pour k+ j > 2m WVJ (z)=0 <|$ — y|k+j+12m)

On déduit donc
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— pour k + j < 2m les noyaux sont intégrables pour x € 92 et donc on peut intervertir limite et

signe somme c-a-d : . .

Py P

onk I onk

— pour k+ 7 > 2m en utilisant le Lemme 6.4 donné dans [35] on obtient la méme égalité au sens
de la valeur principale de Cauchy.

Vi(x)

En utilisant (8.9.33), (8.9.35) n’est donc possible que si

or —1)m o
O Vi 4 Bni)(@) = T B ) 4 LV (B )(@)
oF oF

W‘/j_(l‘) = W‘/j(af), pour 1 <j<2metj#2m—k
Pour x € Bg\Q, (8.9.34) devient
2m
w(z) ==Y V;H(F)(z) + G(a)
i=1

avec G(x) défini de maniére similaire & partir de potentiels multicouches utilisant le bord dBpg et
réguliers sur un voisinage de 9€2. Par le méme raisonnement on obtient

o N (_1)m o
Wv'gm_k(‘l:bmfk)(«r) - 2 Fmek(x) + W‘/mek(Fmek)(CU)
ok ok
——V(z) = == Vj(x), pour 1 <j<2metj#2m—k

d’on les relations (R1).

Preuve des relations (R3)

Sim <k <2m — 1, de la méme maniére on obtient pour x € 9 :

Agw(z)
2

2m
= (1)) AVi(F) (), x€dn
i=1

Par le méme raisonnement que pour 0 < k& < m — 1, et en utilisant (8.9.33), cette égalité n’est
possible que si

AV Porni)(@) =~ By (0) - AV (Fa) @)

ARV (Fy) (@) = ARV (Fy)(x), pour 1 < j < 2m et j #2m —k

De la méme maniére on obtient

Akv?%—k(ﬁém—k)(m) = (;)m FQm—k(x) + AkV2m—k(F2m—k)(x)

AkV]Jr(Fj)(x) = AL Vj(Fj)(x), pour 1 <j <2met j#2m—k

ce qui termine la preuve des relations (Rs) et celle de ce lemme.
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Méthode du gradient topologique pour la détection de contours et de
structures fines en imagerie.

Résumé. Cette thése porte sur la méthode du gradient topologique appliquée au traitement d’images.
Principalement, on s’intéresse & la détection d’objets assimilés, soit & des contours si I'intensité de I'image &
travers la structure comporte un saut, soit & une structure fine (filaments et points en 2D) §’il n’y a pas de
saut & travers la structure. On commence par généraliser la méthode du gradient topologique déja utilisée
en détection de contours pour des images dégradées par du bruit gaussien, & des modéles non linéaires
adaptés & des images contaminées par un processus poissonnien ou du bruit de speckle et par différents
types de flous. On présente également un modéle de restauration par diffusion anisotrope utilisant le gra-
dient topologique pour un domaine fissuré. Un autre modéle basé sur une EDP elliptique linéaire utilisant
un opérateur anisotrope préservant les contours est proposé. Ensuite, on présente et étudie un modéle de
détection de structures fines utilisant la méthode du gradient topologique. Ce modéle repose sur I’étude de
la sensibilité topologique d’une fonction cott utilisant les dérivées secondes d’une régularisation de l'image
solution d’une EDP d’ordre 4 de type Kirchhoff. En particulier on explicite les gradients topologiques
pour des domaines 2D fissurés ou perforés, et des domaines 3D fissurés. Plusieurs applications pour des
images 2D et 3D, floutées et contaminées par du bruit gaussien, montrent la robustesse et la rapidité de
la méthode. Enfin on généralise notre approche pour la détection de contours et de structures fines par
I’étude de la sensibilité topologique d’une fonction cott utilisant les dérivées m—ieéme d’une régularisation
de 'image dégradée, solution d’une EDP d’ordre 2m.

Mots clés : Gradient topologique, Segmentation, Restauration, Structures fines, Problémes quasi-linéaires,
Equation elliptique, Opérateur anisotrope, Equation de Kirchhoff, Probléme d’ordre 2m, Robustesse.

Topological gradient method applied to the detection of edges and fine
structures in imaging

Abstract. This thesis deals with the topological gradient method applied in imaging. Particularly, we
are interested in object detection. Objects can be assimilated either to edges if the intensity across the
structure has a jump, or to fine structures (filaments and points in 2D) if there is no jump of intensity across
the structure. We generalize the topological gradient method already used in edge detection for images
contaminated by Gaussian noise, to quasi-linear models adapted to Poissonian or speckled images possibly
blurred. As a by-product, a restoration model based on an anisotropic diffusion using the topological
gradient is presented. We also present a model based on an elliptical linear PDE using an anisotropic
differential operator preserving edges. After that, we study a variational model based on the topological
gradient to detect fine structures. It consists in the study of the topological sensitivity of a cost function
involving second order derivatives of a regularized version of the image solution of a PDE of Kirchhoff type.
We compute the topological gradients associated to perforated and cracked 2D domains and to cracked
3D domains. Many applications performed on 2D and 3D blurred and Gaussian noisy images, show the
robustness and the fastness of the method. An anisotropic restoration model preserving filaments in 2D
is also given. Finally, we generalize our approach by the study of the topological sensitivity of a cost
function involving the m — th derivatives of a regularization of the image solution of a 2m order PDE.
Key words : Topological gradient, Segmentation, Restoration, Fine structures, Quasi-linear problems,
Elliptical equation, Anisotropic operator, Kirchhoff equation, 2m order PDE, Robustness.



