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▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t
❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡

❚❤ès❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt ❡t ❉✐❞✐❡r ❆✉r♦✉①

s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✽ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✹

❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡

▼✳ ●ré❣♦✐r❡ ❆❧❧❛✐r❡ ❘❛♣♣♦rt❡✉r Pr♦❢❡ss❡✉r ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡
▼✳ ❍❛❜✐❜ ❆♠♠❛r✐ ❘❛♣♣♦rt❡✉r ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ❊◆❙
▼✳ ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ❯◆❙❆
▼✳ ❉✐❞✐❡r ❆✉r♦✉① ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ❯◆❙❆
▼♠❡✳ ▲❛✉r❡ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r ❉✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙
▼✳ ❘♦❧❛♥❞ ▼❛ss♦♥ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r Pr♦❢❡ss❡✉r ❯◆❙❆
▼✳ ●❛❜r✐❡❧ P❡②ré ❘❛♣♣♦rt❡✉r ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ♦♥t été ♣♦✉r ♠♦✐ très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s✱ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❤✉♠❛✐♥ q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❥❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡t ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❜❡❧❧❡ ❛✈❡♥t✉r❡ ❀ ❉✐❞✐❡r ❆✉r♦✉① ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ s✉❥❡t ❡t
❝♦♥s❡✐❧❧é s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ●✐❧❧❡s ❆✉❜❡rt ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞✐r✐❣é✱ ❣✉✐❞é✱ s♦✉t❡♥✉ ❡t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é
♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳
❚♦✉❥♦✉rs à ❧✬é❝♦✉t❡ ❡t ♦✉✈❡rt ❞✬❡s♣r✐t✱ ●✐❧❧❡s ♠✬❛ ❞♦♥♥é ❧❛ s♦✐❢ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡✳ ❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐
❥❛♠❛✐s ♦✉❜❧✐❡r t♦✉t❡s ❝❡s ❤❡✉r❡s ♣❛ssé❡s à ❞✐s❝✉t❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛t❤s✱ ❞❡ s♣♦rt ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s s♦♥ ❜✉r❡❛✉ ♦✉ ❧❡ ♠✐❞✐ ❛✉ r❡st❛✉r❛♥t ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡✳ ❏❡ s✉✐s ✜❡r ❞✬❛✈♦✐r
♣✉ ♣❛rt❛❣❡r ❛✈❡❝ ❧✉✐ ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡ ❡t ❞✬❡✉♣❤♦r✐❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❡s é♠♦t✐♦♥s
q✉✐ ♦♥t r②t❤♠é ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♠✬♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❢❛✐t ♦✉❜❧✐❡r q✉✬✐❧ ét❛✐t
♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❣râ❝❡ à ❝❡❧❛ ❥✬❛✐ ♣✉ ♠✬❡♥r✐❝❤✐r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à tr❛✈❡rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ♠♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ s✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡❧❛ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s❛✐s ❝❡ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❞ ❞❡ t❡❧s
tr❛✈❛✉①✳ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❛♣♣♦rté ✉♥ ♣❡✉ ❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡
r❡t✐❡♥❞r❛✐ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞❡st✐❡ ❝❤❡③ q✉❡❧q✉✬✉♥ ❞❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❜❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡
❛✈♦✐r ❡t ❥❡ ♥❡ s❛✉r❛✐s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❡♥ t❡♥t❛♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ q✉✬✐❧ ♠✬❛ é❝❧❛✐ré✳

❊♥s✉✐t❡ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s tr♦✐s r❛♣♣♦rt❡✉rs
●ré❣♦✐r❡ ❆❧❧❛✐r❡✱ ❍❛❜✐❜ ❆♠♠❛r② ❡t ●❛❜r✐❡❧ P❡②ré q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s à tr❛✈❡rs ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s très ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❤♦♥♥❡✉r ♣♦✉r ♠♦✐ q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧✐r❡ ❡t
❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ❏✬❡s♣èr❡ ❧❡s ❛✈♦✐r s❛t✐s❢❛✐ts✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① ❞✉ ❧❛❜♦ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ r❡♥❝♦♥tr❡r ✿ ❧❡s ❤❛❜✐t✉és ❞✉ ♠✐❞✐✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛✉s❡
❝❛❢é ✭t❛♥t ♣✐s ♣♦✉r ❧❡s ❢✉♠❡✉rs ❀✲✮✮✳ ➱❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉① ✿ ❈❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ s♦♥
é❝♦✉t❡ ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ r✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r✱ s♦✉✈❡♥t à ❞❡s ❤❡✉r❡s t❛r❞✐✈❡s✱ ❧❡ ✏❥❡✉♥❡✑ ❆rt❤✉r
♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥t❡r♠✐♥❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❞é❜❧♦q✉é ❡t ❡♥✜♥ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ➱❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♠❡r❝✐ à ♠♦♥ ❛♠✐ ❆♠✐♥❡ ♣♦✉r s❡s t✉②❛✉① ❜✐❡♥ ✉t✐❧❡s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❋r❛♥❝❡s❝❛ ❘❛♣❡tt✐
♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦r❞é ❞✉ t❡♠♣s s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❘♦❧❛♥❞
▼❛ss♦♥ ❛✈❡❝ q✉✐ ❝❡❧❛ ❛ été ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❛✉ss✐ ▲❛✉r❡ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞ ♣♦✉r
❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ♣❛rt❛❣❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ●✐❧❧❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✳
❊♥✜♥ ♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ▲❛❝r♦✐① ❡t ❘♦❧❛♥❞ ❘✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ à ❍é❧è♥❡ P♦❧✐t❛♥♦
♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ à ▼❛♥✉❡❧❧❡ ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ à ♦r❣❛♥✐s❡r ♠❡s ♠✐ss✐♦♥s✱ ❡t à t♦✉s ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛✉s❡ ❞✉
♠✐❞✐ ♣♦✉r ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ✿ ❆♥❣é❧✐q✉❡✱ ❱ér♦♥✐q✉❡✱ ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞r❡ss❡r ✉♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ à q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❞✉ ♠❛❧ à ❡①♣❧✐q✉❡r
❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s❛✐s ❝♦♥❝rét❡♠❡♥t ♠❛✐s q✉✐ ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ❢❛s❝✐♥❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ♦♣t✐✲
♠✐s♠❡ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ♠♦♥ ♣èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠♦✉st❛❝❤❡ s❡ ❢r✐s❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥❡ ❧✉✐
❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s ❡t à ♠❛ ♠èr❡ ♣♦✉r q✉✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✏❣❛r❞✐❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✑ ❡st ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡ ✿✲✮
❡t q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ♠✬❛✐❞❡r à ❣ér❡r ♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉♦t✐❞✐❡♥s✳
❊♥s✉✐t❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▲❛✉r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♠❡s ♠♦♠❡♥ts ✏❣❡❡❦ ✑ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té
♣❡♥❞❛♥t ✸ ❛♥s ❞❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❝❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❜r♦✉✐❧❧♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❡♥❝♦✉r❛❣é ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♦♥t ❝r✉ ❡♥ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ✿ ❈❧é♠❡♥t✐♥❡✱ ❘❡♠②✱
❆♠❛♥❞✐♥❡✱ ❏✉❧✐❡♥ t♦✉❥♦✉rs à ❧✬é❝♦✉t❡ ❡t ♠❡s ❛♠✐s ❞✉ ❑②♦❦✉s❤✐♥✱ P✐♦✱ ❏ér♦♠❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r



❛✐❞é à ❛✈❛♥❝❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛ss✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦♠♣r❡ss❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❤ès❡ ♠❡ ❢❛✐s❛✐t ❞♦✉t❡r✳

❏❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❑②♦❦✉s❤✐♥ ❡t ❞❡ t♦✉s ❝❡s s♦✉t✐❡♥s✱ ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉r❛✐t
été ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❛r❞✉✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ✈♦✉s t♦✉s ✦



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾

◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣rér❡q✉✐s ✶✺

■ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✷✶
✶✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✶✳✸✳✶ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ●❚s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✶✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
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✷✳✶✳✶ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ w̃ǫ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✷✳✶✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✭✷✳✶✳✷✮✲✭✷✳✶✳✸✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✶✳✺ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✶✳✸✳✶✮✲✭✶✳✸✳✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺



✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −div (A(x)∇u) + u = f
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✹✾
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✽✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x0 ∈ Ω ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✶✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡ ✭✢♦✉✱ ❜r✉✐t ❡t❝ ✳✳✳✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❝❤❡r❝❤és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉① ③♦♥❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❈❡s ③♦♥❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
❊♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✈❛ ❞❡✈♦✐r êtr❡ ♣❧✉s ✜♥ ❞❛♥s
❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✑ ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❛✈❡❝ s♦✐♥ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s
à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭♣❡rt❡ ❞❡ ♥❡tt❡té ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ très ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦❞é❧✐sés ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧és str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✳ ■❧s s♦♥t ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥
✐♠❛❣❡r✐❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✈❛r✐é❡s ✿ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s✱
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦❞✉❧❡s ❝❛♥❝ér❡✉① ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡
❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡✱ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷❉ s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ Ω ⊂ R2✱ γ1 ⊂ Ω ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✶❉ ❢❡r♠é❡ ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡ ω ⊂ Ω✳ ❙✐ I ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✈❛❧❛♥t ✶ s✉r ω ❡t ✵ s✉r Ω\ω✱ ❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r {I = 1} = ω ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❡t ❡st ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛✈❡❝ s❛✉t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✲✭❛✮ ❡t ✶✲✭❝✮✮✳ ❙♦✐t γ2 ⊂ Ω ✉♥❡
❝♦✉r❜❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t I ❧✬✐♠❛❣❡ ✈❛❧❛♥t ✶ s✉r γ2 ❡t ✵ s✉r Ω\γ2✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡ {I = 1} = γ2 ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s❛♥s s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✶✲✭❜✮ ❡t ✶✲✭❞✮✮✳

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ré❝✉rr❡♥t ❡st ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✴r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❛
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠❛❣❡ Ω ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦✉✴❡t ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♦♥ ♣❛rt❛❣❡r❛ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ③♦♥❡s ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡
✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ à ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝♦♥t♦✉rs✱ ✜❧❛♠❡♥ts✱ ✳✳✳✮✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❣r❛❞é❡✳ ❚rès s♦✉✈❡♥t ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦✉♣❧❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (u, γ) ♦ù u ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉r Ω\γ ❡t γ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❝♦♥t♦✉rs ❡t✴♦✉ ✜❧❛♠❡♥ts✮✳ P❧✉s✐❡✉rs
t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
ré❣✉❧✐èr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❡t s✐♥✉s ✳✳✳✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈❛r✐❡✳ ❉❛♥s
❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❈♦✐❢♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉❈❚ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❨✉✲❙❛♣✐r♦
❬✽✾❪✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s t②♣❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✭✈♦✐r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛❧❧❛t ❬✻✵✱ ✽✼❪✮✳ ▲✬✐♠❛❣❡ I ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ♦♥❞❡ ♠èr❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s à
♣❛rt✐r ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭ér♦s✐♦♥✱ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t❝ ✳✳✳✮ ❀ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙❡rr❛ ❬✼✾❪ ❡♥
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t ❩❛♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ ❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ■❝✐✱ ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s rés✉❧t❛♥ts s♦♥t ❞✐s❝r❡ts✳
❊♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✺✸✱ ✹✹❪ ❡t ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✷✶❪ ❡t ♣❧✉s
ré❝❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t②♣❡ ●❙▼ ❬✼✸❪ ✭❣❛✉ss✐❛♥ s❝❛❧❡ ♠✐①t✉r❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❜❛sé❡s

✾



✭❛✮ ❯♥ ❝♦♥t♦✉r γ1 ✭❜✮ ❯♥ ✜❧❛♠❡♥t γ2

✭❝✮ I à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ✭❞✮ I à tr❛✈❡rs ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❞❡ t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥t

s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣❛t❝❤s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ◆▲✲♠❡❛♥s ✭♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥
❧♦❝❛❧❡✮ ❬✷✾✱ ✸✵❪✱ ◆▲✲❜❛②❡s ✭❜❛②és✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮ ❬✺✺❪✱ ❇▼✸❉ ❬✸✼❪ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ l0 ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❑✲❙❱❉ ❬✷❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ❡t ❝✬❡st t♦✉t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤
❬✻✼❪ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❆♠❜r♦s✐♦✲❚♦rt♦r❡❧❧✐ ❬✹❪✳ ❊♥ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés
s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r ❬✼✻❪✮ ♦✉ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭P❡r♦♥❛✲▼❛❧✐❦ ❬✼✷❪✮ s♦♥t ❛✉ss✐ s♦✉✈❡♥t
✉t✐❧✐sés ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r♦❜✉st❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✭❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❬✸✷❪✱ ❆✉❜❡rt✲❑♦r♥♣r♦❜st
❬✶✼❪✮✳ ❊♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥♦♥ ❜r✉✐té❡s✱ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r
❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s ✭✈♦✐r ❬✸✹❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❝❡♥t❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭●❚✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❙♦❦♦❧♦✇s❦✐ ❬✽✵❪ ❡t ▼❛s♠♦✉❞✐ ❬✻✸❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ é♥❡r❣✐❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✐ Ω ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ Rd✱ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ Ω s♦✐t ❡♥ ❝ré❛♥t ✉♥ tr♦✉
❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ ❝❡♥tré ❡♥ x0✱ s♦✐t ❡♥ ❝ré❛♥t ✉♥❡ ✜ss✉r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ ❝❡♥tré❡ ❡♥ x0✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ tr♦✉
♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ♦ù B ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ P♦✉r ❧❛ ✜ss✉r❡ ♦♥ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❡
♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ♥♦té σ(~n) ✭✉♥ ❝r❛❝❦✮✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥
s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❊❉P ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ uΩǫ ❞é✜♥✐❡ s✉r Ωǫ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ AuΩǫ = f ✱ ♦ù A ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞é✜♥✐ s✉r Ωǫ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ♦ù f ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✭s✉r ∂Ωǫ ❡t s✉r
Ωǫ✮✳ P✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût JΩǫ(u) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ JΩǫ(u) =

∫
Ωǫ
F (u,∇u,∇2u, ...)✱ ♦ù u ❡st ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Ωǫ✱ ❡t F : I ⊂ R× Rd × Rd2 × ...→ R✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡
à ét✉❞✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0 ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ JΩǫ(uΩǫ)− JΩ(uΩ) ✿ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : R+ → R q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❧♦rsq✉❡ ǫ → 0✱ ❡t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s Ib ❡t Ic t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✭❛✮ limǫ→0

JΩǫ (uΩǫ )−JΩ(uΩ)
ϕ(ǫ) = Ib(x0) ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭❜✮ limǫ→0

JΩǫ (uΩǫ )−JΩ(uΩ)
ϕ(ǫ) = Ic(x0, ~n)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱

♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
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❝❤♦✐s✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ(ǫ) ❞é♣❡♥❞ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❛♠❜✐❛♥t Ω ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ A ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱
♦♥ ❛ ϕ(ǫ) = ǫd ♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t✳ ❙✐ A ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❡♥ ✷❉ ✿ ϕ(ǫ) = −1

log(ǫ) ❡t ❡♥ ✸❉ ϕ(ǫ) = ǫ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ib ✭r❡s♣✳ Ic✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭●❚✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ 7→ JΩǫ(uΩǫ) ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ❝r❛❝❦✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ min‖~n‖=1 Ib(x0, ~n) ✭r❡s♣ max‖~n‖=1 Ic(x0, ~n)✮ s✐ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✭r❡s♣ ♠❛①✐♠✐s❡r✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ été t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛r ❆♠st✉t③ ❬✶✵❪✱ ♣✉✐s ❛ été
r❡♣r✐s❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❬✶✵❪✱ ❧❡ ●❚ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ✜ss✉r❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s
♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✜①é❡ ❡t ❝♦♥♥✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡✮✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❑♦❤♥✲❱♦❣❡❧✐✉s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ●❚ ♦♥t été ❢❛✐t❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❢r❛❣✐❧❡s ✭✈♦✐r ❆❧❧❛✐r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❡t ❱❛♥ ●♦❡t❤❡♠ ❡t ❛❧✳ ❬✽✻❪✮✳ ❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✱
❞❛♥s ❬✷✹❪ ❧❡ ●❚ ❛ été t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st
JΩǫ(u) =

∫
Ωǫ
|∇u|2 ❡t uΩǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

{
−∆uΩǫ + uΩǫ = f ❞❛♥s Ωǫ

∂nuΩǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✵✳✵✳✶✮

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ●❚
❣r❛♥❞ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❊❉P ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞é❞✉✐t ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ✭❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ●❚✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✷✵✱ ✾❪ ♦✉ ❡♥ ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ❬✶✾❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ s❛ r❛♣✐❞✐té ❡t s❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❊❉Ps ❞♦♥♥❛♥t ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❡t ❧✬ét❛t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é Ω✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t très t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥
❛ ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛rt✐❝✉❧❡ s✉r tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t à
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✵✳✵✳✶✮ ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré
♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❧♦rsq✉❡
❧✬❡❧❧✐♣s❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ❝r❛❝❦✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡st t♦✉❥♦✉rs JΩǫ(u) =

∫
Ωǫ
|∇u|2 ❡t ❧✬❊❉P s✬é❝r✐t

{
−div (A(x)∇uΩǫ) + uΩǫ = f ❞❛♥s Ωǫ

∂nuΩǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✵✳✵✳✷✮

❛✈❡❝ A(x) ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ✜♥✐t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t
✭✵✳✵✳✶✮ ❝✐✲❞❡ss✉s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és à ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
✭✢♦✉t❛❣❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❜r✉✐ts✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût JΩǫ(u)✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ♣r♦♣♦sé❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t JΩǫ(u) =

∫
Ωǫ

∥∥∇2u
∥∥2
2
✳ ▲✬❊❉P ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

✶✶



❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❢r♦♥t✐èr❡s B1 ❡t B2 ❞✬♦r❞r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ✸ ❡t ✷✳ ▲✬❊❉P ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡
s✬é❝r✐t ✿ 




∆2uΩǫ + uΩǫ = ❞❛♥s Ωǫ

B1(uΩǫ) = 0 s✉r ∂Ωǫ

B2(uΩǫ) = 0 s✉r ∂Ωǫ

✭✵✳✵✳✸✮

❯♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ❡♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❯♥❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧✉s t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ 2m✳ ❯♥ ❧♦♥❣ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♠❡♥é ❡t ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ❡♥ ✷❉✳ ▲✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
●❚ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s ♣❧✉s é❧❡✈és s✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳

❈♦♥t❡♥✉

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛✲
❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ●❚s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r
✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❝r❛❝❦ ✿ ❧✬❡❧❧✐♣s❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −∆u + u = f
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉ ✉♥
❝r❛❝❦ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❞❡✉① ❝❛s ❧✐♠✐t❡s✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞é❞✉✐t ❡t ét✉❞✐é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −div (A(x)∇u) + u = f ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡
✶✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ A(x)✳ ❖♥ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I ❛✈❡❝ α ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❛ss❡③
ré❣✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t A(x) = α(x)I ♦ù α ❡st
❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ●❚ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳

✶✷



• ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ✏❣❛✉ss✐❡♥✑ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f = Ku+ b
❛✈❡❝ u ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ K ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t b ✉♥
❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f = Su ❛✈❡❝ S ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ ✏s♣❡❝❦❧❡✑ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ●❛♠♠❛ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✳ ❊♥✜♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ✏♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✑ ❡st ét✉❞✐é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡✱
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ Ri ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r
❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

∫
Ri
Ku(x)dx✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❝❛❧❝✉❧é✱ ♦♥ r❡st❛✉r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥
❝r❛❝❦✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❏▼■❱ ❬✹✷❪✳

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛✲
❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡st ♣ré❝✐sé❡ ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ ●❚ ❡t ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✭❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s❛♥s s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡✮ s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞é✜♥✐❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❡ t②♣❡
❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤✲
❤♦✛ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✷❉ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ✜ss✉ré ♣❛r
✉♥ ❝r❛❝❦✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s ✸❉ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈❖❈❱ ❬✶✺❪✱ à ✉♥❡ ♥♦t❡ ❛✉ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s
❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❬✶✻❪ ❡t à ✉♥ ❛❝t❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬✹✸❪✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ➱t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❖♥ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ♣✉✐s
♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é✢♦✉t❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♦♥ ♣rés❡♥t❡

✶✸



✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡t✴♦✉ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ●❚ ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ♣é❛❧❛❜❧❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
s♦✉♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❙■❆▼ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s ❬✹✵❪✳

❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2m ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐téré m✲✐è♠❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2m ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (−1)m∆mu + u = f
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚
❡st ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡m ❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡sm✲✐è♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡①♣♦s❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❬✹✶❪✳

✶✹



◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣rér❡q✉✐s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s♦♥t rés✉♠és ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞✉r❛♥t
❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s

●❚ ●r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
B ❇♦✉❧❡ ✉♥✐té
Br ❇♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ O ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r > 0
ω′ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r Rd\ω ♦ù ω ⊂ Rd ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳
|s| s1 + s2 + ...+ sd ♣♦✉r s ∈ Nd

∂xs ∂xs11 ∂x
s2
2 ...∂x

sd
d ♣♦✉r x ∈ Rd ❡t s ∈ Nd

∂|s|

∂xs ❉ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ |s|

❊s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✉s✉❡❧s

❖♥ ♥♦t❡ Ω ⊂ Rd ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t Γ = ∂Ω ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 1✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ d ∈ {2, 3}✳
D(Ω) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞(Ω) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s Ω✳
D(Ω)′ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r Ω

Ck(Ω,Rn) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ck ❞é✜♥✐❡s ❞❡ Ω→ Rn ❛✈❡❝ n ∈ N⋆

Ck(Ω) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ck ❞é✜♥✐❡s ❞❡ Ω→ R
〈u, v〉Ω

∫
Ω uv

Lp(Ω)
{
u,
∫
Ω u

p <∞
}

Wm,p(Ω) {v ∈ Lp(Ω);Dαv ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}
Hm(Ω) Wm,2(Ω)

Hm
0 (Ω) D(Ω)H

m(Ω)
=
{
u ∈ Hm(Ω);u = ∂u

∂n
= ... = ∂m−1u

∂nm−1 = 0 s✉r ∂Ω
}

‖u‖m,Ω

(∑
|α|≤m

∫
Ω (Dαu)2

)1/2

|u|m,Ω

(∑
|α|=m

∫
Ω(D

αu)2
)1/2

❙❡♠✐✲♥♦r♠❡ Hm(Ω)

Pk(Ω) ❊s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r Ω ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k
Hm(Ω)/Pk ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Hm(Ω) ❞é✜♥✐❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré

✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✳
L2(Γ)

{
u;
∫
Γ u

2(x)dσ(x)
}

Hm(Γ)
{
u;Dαu ∈ L2(Γ), |α| ≤ m

}

H1/2+m(Γ)
{
u ∈ Hm(Γ),

∫
Γ×Γ

|Dmu(x)−Dmu(y)|2
|x−y|d dσ(x)dσ(y)

}

✶✺



‖u‖1/2+m,Γ

(
‖u‖2m,Γ +

∫
Γ×Γ

|Dmu(x)−Dmu(y)|2
|x−y|d dσ(x)dσ(y)

)1/2

H1/2+m(Γ)/Pk ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s H1/2+m(Γ) ❞é✜♥✐❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✳

H
−1/2
0 (Γ) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s H−1/2(Γ) ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s

❆✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s

P♦✉r ω ⊂ Rd ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Rd✱ ♦♥ ♥♦t❡ ω′ = Rd\ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r✳ P♦✉r σ ✉♥❡ ✈❛r✐été ré❣✉❧✐èr❡ ♦✉✈❡rt❡
❞❡ Rd ♦♥ ♥♦t❡r❛ σ̃ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❢❡r♠é❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t σ✱ σ ⊂ σ̃✳

Wm(ω′) • ❙✐ dim(Ω) = 2 ✿

Wm(ω′) =

{
u, u

(1+r2)
k
2 log(2+r2)

∈ L2(ω′), ..., Dlu

(1+r2)
k−l
2 log(2+r2)

∈ L2(ω′),

..., Dk−1u

(1+r2)
1
2 log(2+r2)

∈ L2(ω′), Dku ∈ L2(ω′)

}

• ❙✐ dim(Ω) = 3 ✿

Wm(ω′) =

{
u, u

(1+r2)
k
2
∈ L2(ω′), ..., Dlu

(1+r2)
k−l
2

∈ L2(ω′), ..., Dku ∈ L2(ω′)

}

Wm
0 (ω′) D(ω′)

Wm(ω′)
=
{
u ∈Wm(ω′);u = ∂u

∂n
= ... = ∂m−1u

∂nm−1 = 0 s✉r ∂ω
}

Wm(ω′)/Pk ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Wm(ω′) ❞é✜♥✐❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✳

Wm(ω′)×Hm(ω) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Wm(ω′) ❡t Hm(ω)✳
Hm

loc(ω
′) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Hm s✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ✐♥❝❧✉s ω′✳

H
1/2+k
00 (σ)

{
u|σ;u ∈ H1/2+k(σ̃) ❡t u = 0 s✉r σ̃\σ

}

Prér❡q✉✐s ✿ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ❡t ✐♠♣♦rt❛♥ts

❉❛♥s ❝❡ ♣rér❡q✉✐s ♦♥ ♥♦t❡ Ω ⊂ Rd ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t ❜♦r♥é ❡t Γ = ∂Ω✱ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts
❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ Hm(Ω) ❡t Hk+1/2(Γ)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✭❚r❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ Hm(Ω)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

u 7→
(
u,
∂u

∂n
, ...,

∂m−1u

∂nm−1

)

|Γ

Hm(Ω) →Hm−1/2(Γ)×Hm−3/2(Γ)× ...×H1/2(Γ)

❚❤é♦rè♠❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡✮✳ ❙♦✐t u ∈ Hm(Ω)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Hm(Ω) ❞❛♥s
Hm−1/2(Γ)×Hm−3/2 × ...×H1/2(Γ) ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

‖u‖m−1/2,Γ + ...+

∥∥∥∥
∂m−1u

∂nm−1

∥∥∥∥
1/2,Γ

≤ C(Ω)‖u‖m,Ω

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✭❘❡❧è✈❡♠❡♥t✮✳ ❙♦✐t φ = (ϕ0, ϕ1, ..., ϕm−1) ∈ Hm−1/2(Γ) × Hm−3/2(Γ) × ... × H1/2(Γ)✱ ❡t

✶✻



u ∈ Hm(Ω) t❡❧❧❡s q✉❡
u|Γ = ϕ0(
∂u
∂n

)
|Γ = ϕ1

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳(
∂m−1u
∂nm−1

)
|Γ

= ϕm−1

❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ u ❡st ✉♥❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ φ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✮✳ ❙♦✐t φ = (ϕ0, ϕ1, ..., ϕm−1) ∈ Hm−1/2(Γ) × Hm−3/2(Γ) × ... ×
H1/2(Γ)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ φ ♥♦té R(φ) ∈ Hm(Ω)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖R(φ)‖m,Ω ≤ ‖ϕ0‖m−1/2,Γ + ...+ ‖ϕm−1‖1/2,Γ
❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✮✳ ❙♦✐t u ∈ Hm

0 (Ω)✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

‖u‖m,Ω ≤ C(Ω)‖∇u‖0,Ω

❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r✮✳ ❙♦✐t u ∈ H1(Ω)✱ ❡t ū = 1
|Ω|
∫
Ω u✱ ❛❧♦rs

‖u− ū‖1,Ω ≤ C(Ω)‖∇u‖0,Ω

❘❡♠❛rq✉❡ ✵✳✵✳✶✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ♥♦r♠❡ H1(Ωǫ) ❡st ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✳
❉❛♥s ❬✼✼❪✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C(Ω) ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ Ω ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ Ω✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ Ω ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝ô♥❡ ✐♥tér✐❡✉r ✭✈♦✐r
❬✶❪✱ ♣✳ ✻✻✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ❡t ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)} ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳
▲❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s ❬✸✺❪ ✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉♦t✐❡♥t Hm(Ω)/Pm−1 ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖Hm(Ω)/Pm−1

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ |.|m,Ω✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ♥♦t❛♥t M = dim(Pm−1(Ω)) ❡t (φi)1≤i≤M ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ Pm−1(Ω) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s li ∈ L(Pm−1(Ω),R) ♣♦✉r i ∈ [[1..M ]]
t❡❧❧❡ q✉❡ li(φj) = δi,j ❡t ∀u ∈ Hm(Ω) ✿

∥∥∥∥∥u−
m∑

i=1

li(u)φi

∥∥∥∥∥
m,Ω

≤ C(Ω)|u|m,Ω

❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❬✻✽❪✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ B′ = R2\B✱ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡

|u|2k,B′ =

∫

B′

|Dku|2

❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r W k
0 (B

′)✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞② ❡t ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s✳

▲❡♠♠❡ ✵✳✵✳✷ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡✮✳ ❙♦✐t ω ⊂ B✱ ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Rd ré❣✉❧✐❡r✳ ❖♥
♥♦t❡ O = R2\ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r à ω✳ ❙♦✐t u ∈Wm(O)✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

‖u‖Wm(O)/Pm−1
≤ C|u|m,Λ

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ O ❡t ♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Wm(O) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣rér❡q✉✐s✳

✶✼



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ϕ ∈ Cm([0,+∞[)✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




ϕ = 0, ♣♦✉r 0 ≤ t ≤ 1

0 ≤ ϕ ≤ 1 ♣♦✉r 1 ≤ t ≤ 2

ϕ = 1 ♣♦✉r t ≥ 2

❙♦✐t ψ(x) = ϕ(|x|)✱ ❛❧♦rs uψ ∈Wm
0 (B′)✳ ❙✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Wm

0 (B′)✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞②✱ ♦♥ ❛

‖uψ‖Wm
0 (B′) ≤ C|ψu|m,B′

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψ ✿
‖u‖Wm(B′

2)
≤ ‖ψu‖Wm

0 (B′)

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡

‖u‖Wm(B′
2)
≤ C|ψu|m,B′ ≤ C|u|m,B′

2
+ C‖u‖Wm(B2\B) ≤ C|u|m,B′

2
+ C‖u‖Wm(B2\ω) ✭✵✳✵✳✹✮

❊♥s✉✐t❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Wm(B2\ω)✱ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s✱ ♦♥ ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ Wm(B2\ω)
❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ Hm(B2\ω)✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉♦t✐❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖u‖Wm(B2\ω)/Pm−1
≤ C|u|m,B2\ω ✭✵✳✵✳✺✮

❆✈❡❝ ✭✵✳✵✳✹✮✱ ❡t ✭✵✳✵✳✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
‖u‖Wm(O)/Pm−1

≤ C|u|m,O

❝❡ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝❤❡r❝❤é❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♥❜❡r❣ ❬✶✱ ✻✾❪✮✳ ❙♦✐t m ≥ 1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ u 7→
(
‖u‖20,Ω + |u|2m,Ω

) 1
2

❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,Ω ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

‖u‖m,Ω ≤ C(m,Ω)
(
‖u‖20,Ω + |u|2m,Ω

)1/2

♦ù C(Ω,m) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t❡ ❞❡ m ❡t ❞❡ Ω✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✵✳✵✳✸✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♥❜❡r❣ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝ô♥❡ ✐♥tér✐❡✉r ✭✈♦✐r ❬✶❪✱ ♣ ✻✻ ❡t ♣♣ ✼✺✲✼✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ Ω
❡st ❝❤❛♥❣é ❡♥ Ωǫ ✭❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉ ✉♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ ❡t ♥❡ t♦✉❝❤❛♥t ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞✮✱
❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳

✶✽



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

❘és✉♠é✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs
❡t ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t
♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

✶✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

✶✳✶✳✶ P❡r♦♥❛✲▼❛❧✐❦

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❡r♦♥❛✲▼❛❧✐❦ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
♣rés❡r✈❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡





∂u

∂t
= div

(
g(|∇u|2)∇u

)
❞❛♥s Ω× [0, T ]

∂nu = 0 s✉r Γ× [0, T ]

u(x, 0) = f ❞❛♥s Ω

✭✶✳✶✳✶✮

❛✈❡❝ g : [0,+∞[→]0,+∞[✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ g(0) = 1 ❡t limx→+∞ g(x) = 0✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❼ ➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭|∇u| ∼ 0✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✳

❼ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❢♦rt✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st st♦♣♣é❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t g ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t ~n = ∇u
|∇u|

♣♦✉r |∇u| 6= 0 ❡t ~τ = ~n⊥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

div
(
g(|∇u|2)∇u

)
= 2(u2xuxx + u2yuyy + 2uxuyuxy)g

′(|∇u|2) + g(|∇u|2)(uxx + uyy)

❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t h(s) = g(s) + 2sg′(s) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

div
(
g(|∇u|2)∇u

)
= g(|∇u|2)uττ + h(|∇u|2)unn

❆✐♥s✐ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦ù ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❢♦rt✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐ss❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✉① ❝♦♥t♦✉rs ✿ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ lims→+∞ h(s)/g(s) = 0 ⇐⇒

✷✶



lims→+∞
sg′(s)
g(s) = −1

2 ✳ ❙✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

g(s) ∼
s→+∞

1√
s
✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ✭✶✳✶✳✶✮ s♦✐t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞♦✐t

êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st g(s) = 1√

1+s
✳ ▲✬✐♠❛❣❡ r❡st❛✉ré❡

❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, t) ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❀ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳
❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s g(x) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐✲
♠✐t❡s ❡♥ 0 ❡t +∞✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❡st ❜✐❡♥

g(s) =
(
1 + s

ǫ2

)−1/2
✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✼✷❪✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ P❙◆❘❂✶✻❞❇ ✭❜✮ g(x) = e
− x

ǫ
2 ✱ ǫ = 80✱ T = 2✱

P❙◆❘❂✷✻❞❇

✭❝✮ g(x) = 1√
1+ x

ǫ
2

✱ ǫ = 30✱ T = 1.7✱

P❙◆❘❂✷✼✳✺❞❇

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ P❡r♦♥❛✲▼❛❧✐❦ ✭✶✳✶✳✶✮

✶✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❚❱ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✮

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ u ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮
❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ u✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✉t✐❧✐sé ❡st
BV(Ω) =

{
u ∈ L1(Ω);Du ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥

}
✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t

❣❛✉ss✐❡♥ s✬é❝r✐t ✭✈♦✐r ❬✼✻❪✮

min
u∈BV(Ω)

∫

Ω
|Du|+ λ

∫

Ω
|u− f |2 ✭✶✳✶✳✷✮

♦ù λ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r s❡❧♦♥ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ BV(Ω) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ♦♥ ré❢èr❡r❛ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❱✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❬✸✷❪✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞ét❛✐❧s ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✼✻❪ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✱ ✹✳✹✱
✹✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✷✷



✶✳✶✳✸ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✴s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲
❙❤❛❤

❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R2 ❡t γ ⊂ Ω✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❡♥ ✶✾✽✾ ✭✈♦✐r
❬✻✼❪✮ ❡st ✿

F (u, γ) =

∫

Ω
|u− f |2 + λ

∫

Ω\γ
|∇u|2 + αH1(γ)

♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Ω\γ ✭❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ❞❡ f✮ ❡t γ ⊂ Ω ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ u✳H1 ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ γ✱ λ ❡t α s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦s✐t✐❢s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té
❡st q✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ✿ u ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆♠❜r♦s✐♦ ❡t
❚♦rt♦r❡❧❧✐ ❬✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

Fǫ(u, b) =

∫

Ω

[
|u− f |2 + λb2|∇u|2 + α

(
ǫ|∇b|2 + (b− 1)2

4ǫ

)]

❛✈❡❝ ǫ > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ▲❡ t❡r♠❡ |u−f |2 ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦stér✐♦r✐ ✭▼❆P✮ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ♠♦❞è❧❡ f = u+n ♦ù n ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡ s✬é❝r✐t
❛❧♦rs

min
u∈H1(Ω),b∈H1(Ω)

∫

Ω

[
|u− f |2 + λb2|∇u|2 + α

(
ǫ|∇b|2 + (b− 1)2

4ǫ

)]
✭✶✳✶✳✸✮

❖♥ ♥♦t❡ (uǫ, bǫ) ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡ ✭✶✳✶✳✸✮✳ uǫ(x) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ r❡st❛✉ré❡ ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✮ ❡t
1 − bǫ(x) ≈ 0 ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳ Fǫ ❛♣♣r♦❝❤❡ F ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0 ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✹❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ré❢èr❡r❛ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✻✼❪ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✱ ✹✳✹✱
✹✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✶✳✶✳✹ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ C0 ❝♦♥t❡♥❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t✱
✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : R+ → R+ t❡❧❧❡ q✉❡ g(0) = 1 ❡t
limt→+∞ g(t) = 0✳ ❙♦✐t γ : R2 → R2✱ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J(γ) =

∫ 1

0
g(|∇I(γ(x))|)|γ′(x)|dx

▼✐♥✐♠✐s❡r J(γ) r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ γ : R2 → R2 ♣❛rt❛♥t ❞❡ γ(0) ❡t ❛rr✐✈❛♥t à γ(1)
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ✏♠étr✐q✉❡✑ g(|∇I(γ)|✳ J(γ) ❡st ❛❝t✐✈❡ ❧♦✐♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❛r❛♠ét✐q✉❡s (γ(t, p))t≥0 ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
♣♦♥❞éré❡ ✿

L(t) =

∫ 1

0
g(|∇I(γ(t, x))|)

∣∣∣∣
∂γ

∂x
(t, x)

∣∣∣∣ dx

▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r L(t)✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝

L′(t) =
∫ L(t)

0

〈
κg ~N − 〈∇g, ~T 〉~T +∇g, ∂γ

∂t

〉
ds =

∫ L(t)

0

〈(
κg + 〈∇g, ~N〉

)
~N,
∂γ

∂t

〉
ds

♦ù κ(x) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ γ ❛✉ ♣♦✐♥t x✳ P♦✉r q✉❡ L(t) ❞é❝r♦✐ss❡ ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③
♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡

∂γ

∂t
= −

(
κg + 〈∇g, ~N〉

)
~N ✭✶✳✶✳✹✮

✷✸



▲❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ✭✶✳✶✳✹✮ ❡t ♣r♦♣♦sé ✿





∂γ

∂t
= −

(
(κ+ c)g + 〈∇g, ~N〉

)
~N ❞❛♥s Ω× [0, T ]

γ(0, x) = γ0(x) ❞❛♥s Ω
✭✶✳✶✳✺✮

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥✈❡①❡ ❀ γ0 ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥t♦✉r❛♥t ❧✬♦❜❥❡t à ❞ét❡❝t❡r✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♥❡ t♦❧èr❡ ♣❛s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❞✐✈✐s❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝♦♥♥❡①❡s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❖s❤❡r✲❙❡t❤✐❛♥ ❬✼✵❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
q✉❡ γ(t) = {x ∈ Ω;u(t, x) = 0} ❡t ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ✭✶✳✶✳✺✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ u✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡
{x ∈ Ω;u(t, x) < 0} ✭r❡s♣ {x ∈ Ω;u(t, x) > 0} ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✭r❡s♣ ❧✬❡①tér✐❡✉r✮ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

q✉❡ ∂u
∂t + 〈∇u,

∂γ
∂t 〉 = 0✱ ~N = ∇u

|∇u| ❡t q✉❡ κ = div
(

∇u
|∇u|

)
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r u s✉✐✈❛♥t ✿





∂u

∂t
=

(
div

( ∇u
|∇u|

)
+ c

)
|∇u|+ 〈∇g,∇u〉 ❞❛♥s Ω

u0(x) = dist(x, ω0)− dist(x,Ω\ω0)

✭✶✳✶✳✻✮

♦ù ω0 ❡st ❧❡ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ Ω t❡❧ q✉❡ ∂ω0 = γ0 ❡t u0 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ γ0✳ ❯♥❡
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ✺✵✵ ■tér❛t✐♦♥s ✭❝✮ ✷✺✵✵ ■tér❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ✭✶✳✶✳✻✮

✶✳✷ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♦❜s❡r✈é❡ ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t s✬é❝r✐t

f = u+ b

♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ u ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t b ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞✐str✐❜✉é ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ✳ ❖♥ ♥♦t❡ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r u à
♣❛rt✐r ❞❡ f ✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥ r❡♥✈♦✐❡
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ s✐t❡ ■P❖▲✳

✷✹



✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❉❈❚ ❧♦❝❛❧❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❈❚ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❨✉✲❙❛♣✐r♦ ❬✽✾❪ ✭✷✵✶✶✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s très
❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t (ϕn)1≤n≤N ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ CN ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✮✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ϕn ❡t à ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ T > 0✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u ❡st

û =
∑

n

ρT (〈f, ϕn〉)ϕn ✭✶✳✷✳✶✮

♦ù ρT (x) = x1{|x|>T} ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ❉♦♥♦❤♦ ❡t ❏♦❤♥st♦♥❡ ❬✸✾❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❡st T = σ
√
2loge(N) ❛✈❡❝ σ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ b✳ ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛

❉❈❚ s✉r t♦✉t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❣❛r❞❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ●✐❜❜s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✮ ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ❈❡❧❛
❡st ❞✉ à ✉♥ ✏♠❛♥q✉❡✑ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛ ❈♦✐❢♠❛♥
❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❧✬✐♠❛❣❡
s✉♣♣♦sé❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❞é❝❛❧é❡✮ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡
✐♥✈❡rs❡ ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞é❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉és✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣❛t❝❤s ❞❡ t❛✐❧❧❡
√
N ×

√
N ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t√

N = 16✮ ✏❣❧✐ss❛♥ts✑ ❧❡s ✉♥s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥t ✭❞✬♦ù ❧❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧♦❝❛❧❡✮
♣✉✐s à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t❝❤ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✷✳✶✮ ❡t ❡♥✜♥ à ❛ss❡♠❜❧❡r t♦✉s ❧❡s ♣❛t❝❤s ❞é❜r✉✐tés ❡♥
♠♦②❡♥♥❛♥t✳

✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭◆▲✲♠❡❛♥s✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪ ✭✷✵✵✺✮✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ ❛ ✉♥ é❝❛rt t②♣❡ é❣❛❧❡ à σ/

√
n✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝

❞❡ s❛✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✷ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞✬étr❡
♣r♦❝❤❡s ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳ ❙♦✐t r > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ B(p, r) ❧❡ ♣❛t❝❤ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2r + 1× 2r + 1 ❝❡♥tré ❡♥ p✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s p ❡t q ♣❛r ✿

d2(B(p, r), B(q, r)) =
1

(2r + 1)2

∑

j∈B(0,r)

(f(p+ j)− f(q + j))2

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t r = 10 ♣♦✉r σ ≤ 30 ❡t r = 17 ♣♦✉r σ > 30 ♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ σ ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❝❛rt
t②♣❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❛✉ ♣✐①❡❧ p ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ũ(p) =
1

C(p)

∑

q∈B(p,s)

u(q)w(p, q)

❛✈❡❝ w(p, q) = e−
max(d2−2σ2,0)

h2 ✱ C(p) ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ h > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ ❡t s ∈ [[1, 5]] ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
✭❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✈❡❝ σ✮✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t h = kσ ❛✈❡❝ 0.3 ≤ k ≤ 0.6 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ σ✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ■P❖▲ ❬✸✵❪✳

✶✳✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❇▼✸❉

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✐❝✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ✭✷✵✵✼✮ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡
❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ■P❖▲ ❬✺✹❪✳ ❙♦✐t x ∈ X ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ Fx ✭r❡s♣✳
Ux✮ ❧❡ ♣❛t❝❤ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N1 × N1 ❞❡ ❝♦✐♥ ❤❛✉t✲❣❛✉❝❤❡ x ❡t ❡①tr❛✐t ❞❡ f ✭r❡s♣✳ u✮✳ P♦✉r S ⊂ X ♦♥ ♥♦t❡ FS

✭r❡s♣✳ US✮✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ✸❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣❛t❝❤s s✉♣❡r♣♦sés Fx ✭r❡s♣✳ Ux✮ ♣♦✉r x ∈ S✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
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❡♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ❡♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s
✜♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❝♦♥s✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞ à
r❡❣r♦✉♣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛t❝❤s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s ❜❧♦❝s ✸❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❛t❝❤s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ s❡♥s
❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ s✉r ❝❡s ❜❧♦❝s ✸❉ ♣✉✐s r❡❝♦♥st✐t✉❡r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❜❧♦❝s ✸❉ ❞é❜r✉✐tés✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ♥♦t❡ xR ❧❡ ♣✐①❡❧ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡
♣❛t❝❤ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t x ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦✉r❛♥t✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ τht2D ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❉❈❚✮ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
✉♥ ❣r♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛t❝❤s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

d2(FxR , Fx) =
‖γ2

(
τht2D(FxR)

)
− γ2

(
τht2D(Fx)

)
‖22(

N
(ht)
1

)2

♦ù N (ht)
1 ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣❛t❝❤s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ✶ ✭ht ♣♦✉r ❤❛r❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✮ ❡t γ2(x) = x1{|x|≥λ2Dσ}

❛✈❡❝ λ2D > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ τhtmatch > 0 ✜①é✱ ♦♥ ♥♦t❡ Sht
xR

={
x ∈ X, d(ZxR , Zx) < τhtmatch

}
✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ |Sht

xR
| > 1 ❡t ♦♥ ♥♦t❡ FSht

xR
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ 3D Nht

1 ×Nht
1 ×|Sht

xR
|

❢♦r♠é ❞❡s ♣❛t❝❤s Fx ♣♦✉r x ∈ Sht
xR

✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ûht
Sht
xR

=
(
τht3D

)−1 (
γ3

(
τht3D

(
FSht

xR

)))

❛✈❡❝ τht3D ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ RNht
1 ×Nht

1 ×|Sht
xR

| ❡t γ3(x) = x1{|x|≥λ3Dσ} ♦ù λ3D > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡

✜①é✳ ∀xR ∈ X✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ |Sht
xR
| ♣❛t❝❤s ✿ Ûht,xR

x ∀x ∈ Sht
xR

✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❜❧♦❝s ✸❉ ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣✐①❡❧ s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ♣♦♥❞ér❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ✸❉ ❞♦♥t ♣r♦✈✐❡♥t ❝❤❛q✉❡
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ ûbasic ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ûbasic✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t

❡st ❡✛❡❝t✉é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ✿ Swie
xR

=

{
x ∈ X :

‖Ûbasic
xR

−Ûbasic
x ‖22

(Nwie
1 )

2 < τwie
match

}
♦ù

Nwie
1 ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝ôtés ❞❡s ♣❛t❝❤s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ✭wie ♣♦✉r ❲✐❡♥❡r✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ♣❛r

❜❧♦❝ ❡st
Ûwie
Swie
xR

=
(
τwie
3D

)−1
(
Wwie

SxR
τwie
3D

(
FSwie

xR

))

❛✈❡❝ τwie
3D ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ RNwie

1 ×Nwie
1 ×|Swie

xR
| ❡t Wwie

SxR
=

∣∣∣∣τwie
3D

(
Ûbasic
Swie
xR

)∣∣∣∣
2

∣∣∣∣τwie
3D

(
Ûbasic
Swie
xR

)∣∣∣∣
2

+σ2

♦ù σ ❡st ❧✬é❝❛rt t②♣❡

❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ✶✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛t❝❤s ❡t✴♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs

❜❧♦❝s ✸❉✱ ûwie ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s Ûwie,xR
xm ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s

wwie
xR

= σ−2
∥∥∥Wwie

SxR

∥∥∥
−2

2
t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣❛t❝❤ ❞❡ ❝♦✐♥ ❤❛✉t✲❣❛✉❝❤❡ xm ❝♦♥t✐❡♥♥❡ x✳

✶✳✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭◆▲✲❜❛②❡s✮

❙✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇▼✸❉✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲❡❜r✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪ ✭✷✵✶✸✮ ❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r
❧❡ s✐t❡ ■P❖▲ ❬✺✺❪✱ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✷ ét❛♣❡s ✿ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡❧❧❡s✲
♠ê♠❡s ❡♥ ✸ s♦✉s✲ét❛♣❡s ✿ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t✱ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ✸❉ ❡t ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ P̃ ❧❡ ♣❛t❝❤ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ κ1 × κ1 ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ P̃ = P + B ❛✈❡❝ B ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥

✷✻



✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❡t P ❧❡ ♣❛t❝❤ à r❡tr♦✉✈❡r✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✿

d2(P̃ , Q̃) =
‖P̃ − Q̃‖22

κ21

❖♥ ♥❡ ❣❛r❞❡ q✉❡ ❧❡s N1 ♣❛t❝❤s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s à P̃ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❜❧♦❝ ✸❉
P(P̃ ) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣❛t❝❤s s✐♠✐❧❛✐r❡s à P̃ ✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ P basic ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

P basic = argmax
P

P(P |P̃ )

= argmax
P

P(P̃ |P )P(P )

= argmax
P

e−
‖P̃−P‖22

2σ2 e−
(P−P )T C−1

P
(P−P )

2

= argmin
P

‖P̃ − P‖22
2σ2

+ (P − P )C−1
P (P − P )

❈♦♠♠❡ P ❡t B s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛

C
P̃
= CP + σ2I

E(Q̃) = E(P̃ ) = P , ∀Q̃ ∈ P(P̃ )
✭✶✳✷✳✷✮

P basic ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r

P basic = P̃ +
(
C
P̃
− σ2I

)
C−1

P̃

(
P̃ − P̃

)
✭✶✳✷✳✸✮

❡t
Qbasic = Q̃+

(
C
P̃
− σ2I

)
C−1

P̃

(
Q̃− P̃

)
∀Q̃ ∈ P(P̃ )

❛✈❡❝ C
P̃
❡t P̃ ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❡s ❜❧♦❝s ✸❉ P(P̃ )✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡st✐♠❛t❡✉r ubasic ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r

❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❜❧♦❝✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❡♥ ♣❛t❝❤s ❞❡ t❛✐❧❧❡ κ2 × κ2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

d2(P basic, Qbasic) =
‖P basic −Qbasic‖22

κ22

♦ù ♥♦t❡ P basic ❡t Qbasic ❧❡s ♣❛t❝❤s ❡①tr❛✐ts ❞❡ ubasic✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡st ❢❛✐t ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ✿

Pbasic(P basic) =
{
Qbasic, d2(Qbasic, P basic) ≤ τ

}

Pbasic(P̃ ) =
{
Q̃, d2(Qbasic, P basic) ≤ τ

}

❛✈❡❝ τ > 0 ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é✳ CP ❡t P̃ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡st✐♠és ♣❛r Cbasic
P̃

❡t P̃
basic

s✉r ❧❡s ❜❧♦❝s ✸❉ Pbasic(P̃ )✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✳✷✳✷✮ ❡t ✭✶✳✷✳✸✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ ♣❛t❝❤s s✐♠✐❧❛✐r❡s ✿

P final = P̃
basic

+ Cbasic
P̃

(
Cbasic
P̃

+ σ2I
)−1

(
P̃ − P̃

basic
)

Qfinal = Q̃
basic

+ Cbasic
P̃

(
Cbasic
P̃

+ σ2I
)−1

(
Q̃− P̃

basic
)

∀Q̃ ∈ Pbasic(P̃ )

❊♥✜♥ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ufinal ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝❛rrés s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥t✳

✷✼



✶✳✷✳✺ ▼ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❑✲❙❱❉

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ✭✷✵✵✺✮ ❡t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞ét❛✐❧❧é❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ■P❖▲ ❬✺✼❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✬é❝r✐t f = u + b
❛✈❡❝ b ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❡t u ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡
D ∈ Rn×k = (d1, ..., dk) ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ (n, k) ∈ N2✱ k > n ❡t n ✉♥ ❝❛rré✳ P✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
α = (αij)i,j ♦ù (i, j) ❡st ❧✬✐♥❞❡① ❞✉ ♣❛t❝❤

√
n × √n sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡t ♦ù αij ∈ Rk ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

Rijf ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ D ❛✈❡❝ Rij ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ ♣❛t❝❤ (i, j)✳ ❖♥ ♥♦t❡ Np ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡
♣❛t❝❤s

√
n×√n ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ f ✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

❼ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡st✐♥é❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ f ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ D ❧❛ ♣❧✉s ❝r❡✉s❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
s✉✐✈❛♥t

α̂ij = argmin
αij

‖αij‖0 t❡❧ q✉❡ ‖Rijf −Dαij‖22 ≤ n(Cσ)2

❛✈❡❝ C > 0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡ ❡t ♦ù ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ (xi)1≤i≤n✱ ‖x‖0 = ♯{xi, 6= 0, 1 ≤ i ≤ n}✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

α̂ = argmin
α∈Rk

‖α‖0 t❡❧ q✉❡ ‖x−Dα‖22 ≤ ǫ

❛✈❡❝ ǫ > 0 ❡t x ∈ Rn✳ ❖♥ ♥♦t❡ lj ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ D ❝❤♦✐s✐ à ❧✬ét❛♣❡ j ≥ 0✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ rés✐❞✉ r = x−ProjV ect(dl0 ,dl1 ,...,dlj )

(x)✳ ❙✐ ‖r‖1 ≤ ǫ ♦♥ ❛rrêt❡ ❡t α ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❝r❡✉s❡ ❞❡ x ❞❛♥s D✳ ❙✐♥♦♥✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t Lj = {l0, ..., lj}✱ ❧✬✐♥❞❡① lj ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

lj = argmin
i 6∈Lj−1

‖x− ProjV ect(dl0 ,dl1 ,...,dlj−1
,di)(x)‖22

❡t α ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (dl0 , dl1 , ..., dlj )✳

❼ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r D̂ ❡t (α̂ij) t❡❧s q✉❡
∑

i,j ‖Rijf−D̂α̂ij‖22 s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡t s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r ‖αij‖0✳ ❈❡❧❛ ❡st ré❛❧✐sé ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ✭K > 0 ✐tér❛t✐♦♥s✮ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ rés✐❞✉
‖El − dlαl‖22 ♣❛r r❛♣♣♦rt à αl ❡t dl ❛✈❡❝ El = (elij)ij ♦ù elij = Rijf − D̂α̂ij + α̂ij(l)d̂l✳ P♦✉r ❝❡❧❛
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ El ∈ Rn×Np ❡st ré❛❧✐sé❡ ✭❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✮ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✱ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛t❝❤s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r d̂l ❛♣rès ❧✬ét❛♣❡ ✶ ✭❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ‖αij‖0 ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s✳

❼ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ♦ù ♦♥ rés♦✉t

û = argmin
u∈RN

λ‖u− f |22 +
∑

i,j

‖Rijf −Dαij‖22

=


λI +

∑

i,j

RT
ijRij




−1
λf +

∑

i,j

RT
ijDαij




♦ù λ > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
à ✐♥✈❡rs❡r ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

✷✽



✶✳✷✳✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡sté❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ■P❖▲✳ ❖♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡ ✐❝✐ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡
♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ♠❛✐s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✺✺❪✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ P❙◆❘❂✶✻❞❇ ✭❜✮ ❉❈❚ ❧♦❝❛❧❡✱ P❙◆❘❂✸✶✳✼❞❇ ✭❝✮ ◆▲✲♠❡❛♥s✱ P❙◆❘❂✷✽✳✷❞❇

✭❞✮ ❇▼✸❉✱ P❙◆❘❂✸✵✳✵❞❇ ✭❡✮ ◆▲✲❜❛②❡s✱ P❙◆❘❂✷✽✳✸❞❇ ✭❢✮ ❑✲❙❱❉✱ ✷✼✳✾❞❇

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮

✶✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭●❚✮

✶✳✸✳✶ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
JΩǫ(uΩǫ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❧♦rsq✉❡ ǫ → 0 ♦ù uΩǫ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❊❉P s✉r Ωǫ ❡t ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût s✬é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ JΩǫ(u) =

∫
Ωǫ
F (u,∇u,∇2u, ...)✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡ uǫ = uΩǫ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

Ω0 = Ω ❡t Jǫ(u) = JΩǫ(u)✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té ❛✉① t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s à
❞ét❡❝t❡r✳ ❉❛♥s ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❊❉P ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Auǫ + uǫ = f ♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✮ ❡t A ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r u0 = uΩ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f ✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬❊❉P s♦✐t ✉♥ ✏❜♦♥ ♠♦❞è❧❡✑ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f ✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛

✷✾



❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦✐t ✏❝❤❛r❣❡r✑ ❧❡s str✉❝t✉r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s
♦❜❥❡ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❛✈❡❝ s❛✉t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡s tr❛✈❡rs❡✱ ❛❧♦rs
❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐t γ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ R2 C1 ❡t ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é t❡❧ q✉❡ ∂ω = γ✳ ❖♥ ♥♦t❡
ω′ = R2\ω ❡t Hγ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

Hγ(x) =





0 s✐ x ∈ ω
1 s✐ x ∈ ω′

1

2
s✐ x ∈ γ

❖♥ ♥♦t❡ ϕ(x) = dist(x, ω) − dist(x, ω′) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ω✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

(gh)h>0 ❞é✜♥✐❡s ♣❛r gh(x) = g
(
ϕ(x)
h

)
❛✈❡❝ g(x) = P (x)χ{−1≤x≤1} + χ{x>1} ∈ C2(R) ❛✈❡❝ P (x) = 1

2 +
15
16x− 5

8x
3 + 3

16x
5 ❡t χA(x) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ g(x) =
(
1
2 + 15

16x− 5
8x

3 + 3
16x

5
)
χ{−1≤x≤1} + χ{x>1}

❖♥ ❛ ✿
gh −→

h→0
Hγ , ❞❛♥s D′(R2)

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ γ✱ ♦♥ ❛

∇gh(x) =
g′(0)
h
∇ϕ(x)

spec
(
∇2gh(x)

)
=

{
0, g′(0)

Cγ(x)

h

}

❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t (∇ϕ(x),∇ϕ(x)⊥) ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ∇ϕ(x) ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à γ ❡t Cγ(x)
❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ γ ❡♥ x ∈ γ✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r é♥♦♥❝❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❙♦✐t ξ ∈ D(R2)✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

✸✵



< gh, ξ > ✿

< gh, ξ > =

∫

R2

gh(x)ξ(x)dx

=

∫

R2

g

(
ϕ(x)

h

)
ξ(x)dx

=

∫

ϕ>h
ξ(x)dx+

∫

−h≤ϕ≤h
P

(
ϕ(x)

h

)
ξ(x)dx

= Ah +Bh

♦ù

Ah =

∫

ϕ>h
ξ(x)dx

Bh =

∫

−h≤ϕ≤h
g

(
ϕ(x)

h

)
ξ(x)dx

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♦♥ ❛

Ah =

∫

R2

ξ(x)χϕ>h(x)dx −→
h→0

∫

ω′

ξ(x)dx

❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ❛

|Bh| = h

∣∣∣∣
∫

−1≤ϕ≤1
g

(
ϕ(ht)

h

)
ξ(ht)dt

∣∣∣∣ ≤ h
∣∣∣∣
∫

−1≤ϕ≤1
ξ(ht)dt

∣∣∣∣ −→h→0
0

❖♥ ❞é❞✉✐t

< gh, ξ >−→
h→0

∫

ω′

ξ(x)dx =< Hγ , ξ >

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ gh ✈❡rs Hγ ❞❛♥s D′(R2)✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡✱
♦♥ ❛

∂gh
∂xi

=
1

h
g′
(
ϕ(x)

h

)
∂ϕ

∂xi

∂2gh
∂xi∂xj

=
1

h2
g′′
(
ϕ(x)

h

)
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
+

1

h
g′
(
ϕ(x)

h

)
∂2ϕ

∂xi∂xj

❙✉r Γ✱ ϕ = 0✱ g′′(0) = 0 ❡t g′(0) 6= 0 ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Γ ♦♥ ❛

∇gh(x) =
1

h
g′(0)∇ϕ(x)

∇2gh(x) =
1

h
g′(0)∇2ϕ(x)

P❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ γ ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ∇2ϕ ♣♦ssè❞❡
❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ ✵ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ à γ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ∇ϕ ❡t Cγ(x) ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ à γ ❡♥
x ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ∇ϕ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ∈ γ

✸✶



s✉✐✈❛♥ts ✿

gh(x+ α~n) = g

(
ϕ(x+ α~n)

h

)

= g


ϕ(x)

h
+
α

h
∇ϕ(x).~n+

α2

2h
~n.∇2ϕ(x~)n︸ ︷︷ ︸

=0

+o

(
α2

h

)


= g

(
ϕ(x)

h

)
+ g′

(
ϕ(x)

h

)(
α

h
∇ϕ(x).~n+ o

(
α2

h

))

+
1

2
g′′
(
ϕ(x)

h

)

︸ ︷︷ ︸
=0

(
α

h
∇ϕ(x).~n+ o

(
α2

h

))2

+ o

(
α2

h2

)

= g(x) +
α

h
g′(0) + o

(
α2

h

)

❛✈❡❝ α > 0 ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t ♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣♦✉r x ∈ γ✱ ϕ(x) = 0✱ ~n(x) = ∇ϕ(x) ❡t ~n.∇2ϕ(x)~n = 0✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ à γ✱ ♦♥ ❛

gh(x+ α~t) = g(x) +
α2

2h
g′(0)CΓ(x) + o

(
α2

h

)

▲♦rsq✉❡ α → 0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ∇gh✳ ➚ α ✜①é✱
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ∇2gh ❡st ❡♥ O

(
1
h

)
♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ γ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❡t

❡st ♥✉❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ s♦♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉t❛♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s q✉❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ✿
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡♠♣❧❛❝❡r gh ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh(x + hv) ❛✈❡❝ v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❡t ♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡st ❡♥ O(h−2) ❡t q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
s❡❝♦♥❞❡s ❡st ❡♥ O(h−1)✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣r❡♥♦♥s γ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R ❡t ♣♦s♦♥s Wh = {(rcos(θ), rsin(θ)), (r, θ) ∈ [R−hη,R+
hη]× [0, θ0h]} ❛✈❡❝ η > 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

1

|Wh|

∫

Wh

∂gh
∂xi

= O

(
1

h2

)

1

|Wh|

∫

Wh

∂2gh
∂xi∂xj

= O

(
1

h

)

❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t ❥✉st✐✜❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❢❛✐t ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût ✿

Jǫ(u) =

∫

Ωǫ

|∇u|2 ✭✶✳✸✳✶✮

▲✬❊❉P ✈ér✐✜é❡ ♣❛r uǫ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t uǫ ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

(Pǫ)
{
−α∆uǫ + uǫ = f ❞❛♥s Ωǫ

∂nuǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✶✳✸✳✷✮

❛✈❡❝ ✭❜✮ Ωǫ = Ωǫ\{x0 + ǫσ(~n)} ❡t α > 0✳

✸✷



✶✳✸✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ●❚s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ●❚ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❆♠st✉t③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ✭✶✳✸✳✷✮ ✿

aǫ(uǫ, v) = lǫ(v) ∀v ∈ H1(Ωǫ)

❛✈❡❝

aǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

α∇u.∇v + uv lǫ(v) =

∫

Ωǫ

fv

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t J̃ǫ(u) =
∫
Ωǫ
(f−u)u q✉✐ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ J̃ǫ(uǫ) = αJǫ(uǫ)✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ♦♥ ❞é✜♥✐t

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t vǫ ∈ H1(Ωǫ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

aǫ(u, vǫ) = −
〈
∂J̃ǫ(u0), u

〉
Ωǫ

= 〈2u0 − f, u〉Ωǫ

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ✿
{
−α∆vǫ + vǫ = 2u0 − f ❞❛♥s Ωǫ

∂nvǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✶✳✸✳✸✮

P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✱ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✭✶✳✸✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✳✶✮
❡st ❬✶✵✱ ✻✱ ✷✹❪ ✿

Ic(x0, ~n) = −π∇u0(x0).~n.∇v0(x0).~n ✭✶✳✸✳✹✮

♦ù u0 ❡t v0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✸✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✳✸✮ ♣♦✉r ǫ = 0✳ ❉❛♥s ❬✷✹❪ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t

IcLap(x0) = min
‖~n‖=1

Ic(x0, ~n) ✭✶✳✸✳✺✮

▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✲à✲❞ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ●❚ très ♥é❣❛t✐❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} q✉❡ ❧❡
●❚ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Ib(x0) = −2π∇u0(x0).∇v0(x0)−
π

α
(f(x0)− u0(x0))(v0(x0)− u0(x0)) ✭✶✳✸✳✻✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

IbLap(x0) = |Ib(x0)| ✭✶✳✸✳✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ −∆u+u = f ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦ût JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♠♦♥tr❡r ✭à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ s✐ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

✭❜♦✉❧❡ ♦✉ ❝r❛❝❦✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦✉ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❢✮ ✈❛
êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛✐s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐s ♣❛s ♠♦♥tr❡r s✐ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
s❡r❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ♠è♥❡ t♦✉❥♦✉rs à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✭❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✮✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ♦♥ ❛ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♦♥ ♣❡r❞ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦✉
❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♦♥ s❛✐t ❥✉st❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈❛r✐❡✮✳
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✶✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▲❡s ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❡t ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té à ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✭♣♦✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥ s❡✉✐❧❧❡ ❧❡s ●❚s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡
7% ❞❡s ♣✐①❡❧s s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❧❡ ●❚ ✭✶✳✸✳✻✮ s❡ ♠♦♥tr❡ ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✶✳✸✳✹✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap ✭✶✳✸✳✼✮✭α = 1✮ ✭❝✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✭α = 1✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❜✮ ♣❡r❢♦ré ❡t ✭❝✮ ✜ss✉ré ♣♦✉r ✭❛✮ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♥♦♥ ❜r✉✐té❡

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap ✭✶✳✸✳✼✮ ✭α = 1✮ ✭❝✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✭α = 1✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❜✮ ♣❡r❢♦ré ❡t ✭❝✮ ✜ss✉ré ♣♦✉r ✭❛✮ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✹❞❇✮

❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✷✹❪ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ IcLap ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✶✳✸✳✺✮

❼ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ δ > 0 ✜①é✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs Eδ =
{
x, |IcLap(x)| > δ

}

✸✹



❼ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ u s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ {
−βdiv (c(x)∇u(x)) + u = f ❞❛♥s Ω

∂nu = 0 s✉r Γ
✭✶✳✸✳✽✮

❛✈❡❝ β > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t c(x) =

{
η s✐ x ∈ Eδ

1 s✐ x ∈ Ω\Eδ

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✽✮ ❡st ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧✐ssés ❡t ❞♦♥❝ ❧❛✐ssés à ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❝♦♠♠❡♥t r❡♠é❞✐❡r
à ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ r❡st❛✉ré❡ ✭✶✳✸✳✽✮ ✭β = 5✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✷✵❞❇✮✱ ✭❜✮ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✽✮
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❝r❛❝❦ ✿ ❧✬❡❧❧✐♣s❡

❘és✉♠é✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭❛✮ Ωǫ = Ω\x0 + ǫB ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ✭❜✮ Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❆♠♠❛r✐ ❬✺❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t
q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳ P❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❛①❡✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✳ ▲✬❊❉P ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✻❪✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té à
❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡
éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t ♣♦♥❞éré
♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❡st ✉♥
❝❡r❝❧❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡
t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ❝r❛❝❦✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
(Pǫ) ✭✶✳✸✳✷✮ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) ✭✶✳✸✳✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❧✐♠✐té
♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ é❝r✐r❛ ✏❡❧❧✐♣s❡✑ ♣♦✉r ✏❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬❡❧❧✐♣s❡✑✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ét✉❞✐é ✿

(Pǫ)
{
−α∆uǫ + uǫ = f ❞❛♥s Ωǫ

∂nuǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
❡t Jǫ(u) =

∫

Ωǫ

|∇u|2

❛✈❡❝ α > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à rè❣❧❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ E ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0✱ ❞❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ a ❞✐r✐❣é ♣❛r ~n⊥ ❡t ❞❡ ♣❡t✐t
❛①❡ b ✭b ≤ a✮ ❞✐r✐❣é ♣❛r ~n✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✭❝✮ Ωe

ǫ = Ω\{x0 + ǫE} ❡t ~τ t❡❧ q✉❡ (~τ , ~n) ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡

❞❡ R2✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ✿ E =
{
(x, y), x

2

a2
+ y2

b2
≤ 1
}
✱

x0 = 0 ❡t ~n = (0, 1)T ✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ α = 1✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ●❚ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r Q ∈W 1(R2\E)×H1(E) s✬é❝r✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥

✸✼



♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✭✈♦✐r ❬✻❪✮

Q(x) =

∫

∂E
λ(y)E(x− y)dσ(y)

♦ù λ ∈ H1/2(∂E) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t E(x) = − 1
2π log(|x|) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ λ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

g(x) = −λ(x)
2

+

∫

∂E
λ(y)∂nxE(x− y)dσ(y)

❛✈❡❝

∂nxE(x− y) = ∇E(x− y).nx = − 1

2π

x− y
|x− y|2 .

(
x
a2
y
b2

)

√
x2

a4
+ y2

b4

P♦✉r a 6= b✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s✱ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞♦♥♥é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♣❛r Pó❧②ä✲❙③❡❣♦ ✭✈♦✐r ❬✺❪ ♣✳ ✽✶✮✳

✷✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚

❖♥ ♥♦t❡r❛ ✭❝✮ Ωe
ǫ = Ω\{x0 + ǫE}✱ ✭ã✮ Ω̃b

ǫ = {y, (ay1, by2) ∈ Ωe
ǫ} ❡t Γ̃ = {y, (ay1, by2) ∈ Γ}✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s

❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡ n ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ~n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωe
ǫ ❡t ñ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡

s♦rt❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω̃b
ǫ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❝✲à✲❞

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ x0 ≡ 0✱ ~τ = (1, 0)T ❡t ~n = (0, 1)T ✳

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❖♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
s✐♠♣❧❡ ✿

ũǫ(y1, y2) = uǫ(ay1, by2)

♦ù uǫ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✸✳✷✮ ❛✈❡❝ Ωǫ = Ωe
ǫ ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✶✳✸✳✶✮ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

Jǫ(u) =

∫

Ωe
ǫ

|∇u|2 = ab

∫

Ω̃b
ǫ

1

a2

(
∂ũ

∂y1

)2

+
1

b2

(
∂ũ

∂y2

)2

= abIǫ(ũ) ✭✷✳✶✳✶✮

♦ù ũ(y1, y2) = u(ay1, by2) ❡t

Iǫ(ũ) =

∫

Ω̃b
ǫ

∇a,bũ.∇ũ ❛✈❡❝ ∇a,b =

(
1
a2

∂
∂x1

1
b2

∂
∂x2

)
✭✷✳✶✳✷✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ũǫ ❡st

(P̃ǫ)




−∆a,bũǫ + ũǫ = g(y1, y2) s✉r Ω̃b

ǫ

∇a,bũǫ.ñ = 0 s✉r ∂Ω̃b
ǫ

✭✷✳✶✳✸✮

❛✈❡❝ ∆a,b = ∇.∇a,b✱ g(y1, y2) = f(ay1, by2) ❡t ñ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡ Ω̃b
ǫ✳

✸✽



❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✶✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ Ωe
ǫ ❝♦♠♠❡ ❧❡s

③ér♦s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ∈ C1(O) ❛✈❡❝ O ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R2✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ é❝r✐t ∂Ωe
ǫ =

{(x1, x2), φ(x1, x2) = 0}✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∂Ω̃b
ǫ s✬é❝r✐t ∂Ω̃b

ǫ = {(y1, y2), φ(ay1, by2) = 0}✳

P♦✉r x ∈ Γ✱ ∇φ(x) ❡st ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ n(x) ❡t ♣♦✉r y ∈ Γ̃✱

(
a ∂φ
∂x1

(ay1, by2)

b ∂φ
∂x2

(ay1, by2)

)
❡st ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛

♥♦r♠❛❧❡ ñ(y)✳ ❙♦✐t x = (x1, x1) ∈ Γ ❡t y =
(
x1
a ,

x2
b

)
∈ Γ̃✱ ♦♥ ❛

∂uǫ
∂n

= 0⇔ ∂uǫ
∂x1

∂φ

∂x1
(x1, x2) +

∂uǫ
∂x2

∂φ

∂x2
(x1, x2) = 0

⇔ 1

a

∂ũǫ
∂y1

∂φ

∂x1
(ay1, ay2) +

1

b

∂ũǫ
∂y2

∂φ

∂x1
(ay1, ay2) = 0

⇔ 1

a2
∂ũǫ
∂y1

(
a
∂φ

∂X1
(ay1, by2)

)
+

1

b2
∂ũǫ
∂y2

(
b
∂φ

∂X2
(x1, x2)

)
= 0

⇔ ∇a,bũǫ.ñ = 0

❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té ❝❤❡r❝❤é❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❊❉P ✭✷✳✶✳✸✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✷✳✶✳✷✮ ✭à ✉♥
❢❛❝t❡✉r ab ♣rès✮✳

✷✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡ n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω̃b
ǫ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P̃ǫ) ❡st ✿ tr♦✉✈❡r ũǫ ∈ H1(Ω̃b
ǫ) t❡❧ q✉❡

ãǫ(ũǫ, v) = l̃ǫ(v) ∀v ∈ H1(Ω̃b
ǫ)

❛✈❡❝

ãǫ(u, v) =

∫

Ω̃b
ǫ

∇a,bu.∇v + uv , l̃ǫ(v) =

∫

Ω̃b
ǫ

gv

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Iǫ(ũǫ)− I0(ũ0) ✿

Iǫ(ũǫ)− I0(ũ0) =
∫

Ω̃b
ǫ

(g − ũǫ)ũǫ −
∫

Ω̃b

(g − ũ0)ũ0 = Lǫ(ũǫ − ũ0) + Iǫ + E1

❆✈❡❝

Lǫ(u) =

∫

Ω̃b
ǫ

(2ũ0 − g)u , Iǫ = −
∫

Bǫ

(g − ũ0)ũ0 , E1 = −
∫

Ω̃b
ǫ

(ũǫ − ũ0)2 ✭✷✳✶✳✹✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ṽǫ ♣❛r

ãǫ(u, ṽǫ) = Lǫ(u) ∀u ∈ H1
(
Ω̃b
ǫ

)
✭✷✳✶✳✺✮

P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

Iǫ(ũǫ)− I0(ũ0) = −ãǫ(ũǫ − ũ0, ṽǫ) + Iǫ + E1

= −
∫

∂Bǫ

∇a,bũ0.nṽǫ + Iǫ + E1

= −
∫

∂Bǫ

∇a,bũ0.nw̃ǫ +

∫

∂Bǫ

∇a,bũ0.nṽ0 + Iǫ + E1

✸✾



♦ù Bǫ = ǫB ❡t w̃ǫ = ṽǫ − ṽ0✳ ❙♦✐t ϕ ∈ H1/2(∂Bǫ)✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t l̃ǫ
ϕ
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

{
∆a,b l̃ǫ

ϕ
= 0 ❞❛♥s Bǫ

l̃ǫ
ϕ
= ϕ s✉r ∂Bǫ

✭✷✳✶✳✻✮

P♦✉r u ∈ H1(Ω̃b
ǫ) ♦♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs luǫ ❝❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡t ♣♦✉r ǫ = 1 ♦♥ ♥♦t❡ lϕ = lϕ1 ✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r

♣❛rt✐❡s ♦♥ ❛ ✿
Iǫ(ũǫ)− I0(ũ0) = Iǫ + Jǫ +Kǫ + E1 + E2 + E3 ✭✷✳✶✳✼✮

❛✈❡❝

Jǫ =
∫

Bǫ

(g − ũ0)ṽ0 , Kǫ =

∫

∂Bǫ

(ũ0 − ũ0(0))(∇a,b l̃ǫ
wǫ
.n+∇a,bṽ0.n)dσ

E2 =
∫

Bǫ

(ũ0 − ũ0(0))∆a,bṽ0 , E3 = −
∫

Bǫ

(g − ũ0)l̃ǫ
w̃ǫ

✭✷✳✶✳✽✮

❉és♦r♠❛✐s ♦♥ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H1(Ω̃b
ǫ) ❞❡ w̃ǫ✳

✷✳✶✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ w̃ǫ

w̃ǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ 



−∆a,bw̃ǫ + w̃ǫ = 0 s✉r Ω̃b
ǫ

∇a,bw̃ǫ.n = 0, s✉r Γ̃

∇a,bw̃ǫ.n = −∇a,bṽ0.n, s✉r ∂Bǫ

✭✷✳✶✳✾✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✻✱ ✷✼❪✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆a,b ✿




∆a,bP = 0, s✉r R2\B
∇a,bP.n = g1, s✉r ∂B

P −→ 0, à ❧✬✐♥✜♥✐

✭✷✳✶✳✶✵✮

❛✈❡❝ g1 ∈ H−1/2
0 (∂B)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ❡♥ ♥♦r♠❡ H1(Ω̃b

ǫ)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t w̃ǫ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✶✳✾✮ ❡t P ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ✭✷✳✶✳✶✵✮ ❛✈❡❝ g1 =
−∇a,bv0(0).n✱ ♦♥ ❛

w̃ǫ = ǫP
(x
ǫ

)
+ eǫ

❛✈❡❝ ‖eǫ‖1,Ω̃b
ǫ
= O

(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)
❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ‖w̃ǫ‖0,Ω̃b

ǫ
= O

(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)
❡t |w̃ǫ|1,Ω̃b

ǫ
= O(ǫ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✻❪✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ✭✷✳✶✳✶✵✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t P ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✵✮ ♦ù g1 ∈ H−1/2
0 (∂B)✱ ❛❧♦rs

• P s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡

P (x) =

∫

∂B
λ(y)Ẽ(x− y)dσ(y)

❛✈❡❝ λ ∈ H1/2(∂B) ❡t Ẽ(x) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆a,b ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Ẽ(y1, y2) = −
ab

4π
log
(
(ay1)

2 + (by2)
2
)

✭✷✳✶✳✶✶✮

✹✵



• λ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡

g1(x) = −
λ(x)

2
+

∫

∂B
∇a,bẼ(x− y).n(x)dσ(y)

• ❙♦✐t lP ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✮ ♣♦✉r ǫ = 1✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ✿

g1(x)−∇a,bl
P (x).n = −λ(x) ∀x ∈ ∂B

• P♦✉r x ∈ ∂B ♦♥ ♣♦s❡ x = (cos(θ), sin(θ))✳ ❙✐ g1(x) = Acos(θ) + Bsin(θ)✱ ♦♥ ❛ λ(x) = αcos(θ) +
βsin(θ) ❛✈❡❝

α = −a+ b

a
A β = −a+ b

b
B

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✭✈♦✐r ❬✸✺❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s
♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆a,b ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ∂

∂n ♣❛r ∇a,b.n ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ Ẽ ✭✷✳✶✳✶✶✮✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❛✉t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡❧❛✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t ω ⊂ R2 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r✱ φ ∈ C(∂ω) ❡t V1 ❡t V2 ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞é✜♥✐s ♣❛r
V1(φ) =

∫
∂ω φ(y)Ẽ(x− y)dσ(y) ❡t V2(φ) =

∫
∂ω φ(y)∇a,bẼ(y − x).n(y)dσ(y)✳ ❙♦✐t x ∈ ∂ω✱ ♦♥ ❛

lim
y→x

∂

∂n
V ±
1 (φ)(y) = ∓1

2
φ(x) +

∫

∂ω
φ(y)∇a,bẼ(x− y).n(x)dσ(y)

lim
y→x

V ±
2 (φ)(y) = ±1

2
φ(x) +

∫

∂ω
φ(y)∇a,bẼ(y − x).n(y)dσ(y)

♦ù y → x ❡t y ∈ ω ♣♦✉r ✏−✑ ❡t ♦ù y → x ❡t y ∈ ω′ ♣♦✉r ✏+✑✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸ ❞❡ ❈❤❡♥✲❩❤♦✉ ❬✸✺❪ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡ r❡st❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❛✉t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ✶ ♣♦✉r V2(φ)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ♦♥ ❛ ✿

V2(1)(x) =

∫

∂ω
∇a,bẼ(y − x).nydσy =

∫

ω
∆a,bẼ(y − x)dy = −

∫

ω
δx(y)dy

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

V2(1)(x) =

{
0, ♣♦✉r x ∈ ω′

− 1, ♣♦✉r x ∈ ω

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r x ∈ ∂ω ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♦♥ ❛
∫

∂ω
∇a,bẼ(y − x).nydσy =

∫

ω
∆a,bE(x− y)dσ(y)

=

∫

B(x,r)∩ω
∆a,bẼ(y − x)dy

=

∫

Hx,r

∇a,bẼ(y − x).nydσy +
∫

Γr

∇a,bẼ(y − x).nydσy

♦ù Hx,r = {y ∈ ω, |y − x| = r} ❡t Γr = ∂ω ∩B(x, r)✳

✹✶



❊t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥ ❛ ✿

∇a,bẼ(y − x) = −ab
2π

y − x
a2(y1 − x1)2 + b2(y2 − x2)2

❙✉r Γr✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ 〈ny, x− y〉 = O(|x− y|2) = O(r2) ♣♦✉r r → 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ∇a,bẼ(y − x).ny =
O(1)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ Γr t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ r → 0 ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∫

∂ω
∇a,bẼ(y − x).nydσy = lim

r→0

∫

Hx,r

∇a,bẼ(y − x).nydσy

= lim
r→0

−abr2
2π

∫ π

0

1

a2r2cos2(θ) + b2r2sin2(θ)
dθ

= −1

2

❖♥ ♦❜t✐❡♥t

lim
y→x

V2(1)
±(y) = ±1

2
+

∫

∂ω
∇a,bẼ(y − x).nydσy

❊♥s✉✐t❡ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡
❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸ ❞❡ ❈❤❡♥✲❩❤♦✉ ❬✸✺❪✳ P♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s s❛✉ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t V1(φ) ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✾ ❞❡ ❬✸✺❪ ❡t ❛✉ rés✉❧t❛t ♠♦♥tré ♣♦✉r V2(φ)✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸ ✿
P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ✈♦✐r ❈❤❡♥✲❩❤♦✉ ❬✸✺❪ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✾✮✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x ∈ B′✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t x → ∂B ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✹ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

g1(x) = −
λ(x)

2
+

∫

∂B
λ(y)∇a,bẼ(x− y).n(x)dσ(y)

P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ū(x) =
∫
∂B λ(y)Ẽ(x − y)dσ(y) ❞é✜♥✐❡ s✉r R2\∂B✳ P♦✉r

x ∈ R2\∂B ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♦♥ ❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ∆a,bū(x) = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s ū ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
à tr❛✈❡rs ∂B ✭✈♦✐r ❬✸✺❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr❛❝❡ s✉r ∂B ❡t ♦♥ ❛ ✿ ū|∂B = P|∂B✳ P❛r
✉♥✐❝✐té ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ū(x) = lP (x) ♣♦✉r x ∈ B✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✹ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t✳
P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r λ ✭❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✮ ✿

Acos(ϕ) +Bsin(ϕ) = −1

2
λ(x) +

∫

∂B
λ(y)∇a,bẼ(x− y).nxdσy

♦ù✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t x = (cos(ϕ), sin(ϕ))

∇a,bẼ(x− y).nx = − ab
2π

(x− y).x
a2(x1 − y1)2 + b2(x2 − y2)2

= − ab
4π

1

a2sin2(ϕ+θ
2 ) + b2cos2(ϕ+θ

2 )

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ λ(ϕ) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ(ϕ) = αcos(ϕ) + βsin(ϕ)✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

Acos(ϕ) +Bsin(ϕ) = − λ̂(ϕ)
2
− ab

4π

∫ 2π

0
λ̂(θ)

1

a2sin2(ϕ+θ
2 ) + b2cos2(ϕ+θ

2 )
dθ

= −1

2
(αcos(ϕ) + βsin(ϕ))− (αcos(ϕ)− βsin(ϕ))I1 + (αsin(ϕ) + βcos(ϕ))I2)

✹✷



♦ù

I1 = −
ab

2π

∫ π

0

cos(2t)

a2sin2(t) + b2cos2(t)
=

a

a+ b
− 1

2

I2 = −
ab

2π

∫ π

0

sin(2t)

a2sin2(t) + b2cos2(t)
= 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

α = −a+ b

a
A β = −a+ b

b
B

❞✬♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ λ(x)✳

✷✳✶✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✭✷✳✶✳✷✮✲✭✷✳✶✳✸✮

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t Iǫ✱ Jǫ✱ Kǫ✱ E1✱ E2 ❡t E3 ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✷✳✶✳✹✮ ❡t ✭✷✳✶✳✽✮✱ ♦♥ ❛

Iǫ = πǫ2(f(0)− u0(0))u0(0) + o(ǫ2)

Jǫ = −πǫ2(f(0)− u0(0))v0(0) + o(ǫ2)

Kǫ = −π
a+ b

ab
ǫ2∇u0(x0).

(
b 0
0 a

)
∇v0(x0) + o(ǫ2)

❡t Ei ∼ o(ǫ2) ❢♦r i ∈ [[1..3]]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ❞❡ u0✱ v0 ❡t f ✭q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r Ω✮
❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ réé❝r✐t Kǫ ✿

Kǫ = Lǫ + F1 + F2 + F3

❛✈❡❝

Lǫ = ǫ2
∫

∂B
∇ũ0(0).x

(
∇a,b l̃

P .n+∇a,bṽ0(0).n
)
dσ

F1 = ǫ

∫

∂B
(ũ0(ǫx)− ũ0(0))∇a,bl

eǫ(ǫx).ndσ

F2 = ǫ

∫

∂B
(ũ0(ǫx)− ũ0(0)− ǫ∇ũ0(0).x)

(
∇a,bl

P
ǫ .n+∇a,bṽ0(ǫx).n

)
dσ

F3 = ǫ2
∫

∂B
∇ũ0(0).x (∇a,bṽ0.n−∇a,bṽ0(0).n) dσ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ❞❡ u0✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∆a,bl
ϕ
ǫ = 0✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s❛ ♥♦r♠❡ ♣❛r

❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣✉✐s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

F1 ≤ Cǫ2‖∂nleǫǫ (ǫx)‖−1/2,∂B = Cǫ‖∂nleǫ(ǫx)‖−1/2,∂B ≤ Cǫ|leǫ(ǫx)|1,B
≤ Cǫ|eǫ(ǫx)|H1/2(∂B)/R ≤ Cǫ|eǫ(ǫx)|1,B2\B ≤ Cǫ|eǫ|1,Ωǫ ≤ Cǫ3

√
−log(ǫ)

P♦✉r F2 ❡t F3 ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞♦♥♥❡ F2 ≤ Cǫ3 ❡t F3 ≤ Cǫ3✳
P♦✉r Lǫ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Lǫ = ǫ2∇ũ0(0).
∫

∂B
xλ(x)dσ

✹✸



❊♥ ♣♦s❛♥t x = (cos(θ), sin(θ)) ♦♥ ❛ λ(x) = αcos(θ) + βsin(θ) ❛✈❡❝

α =
a+ b

ab

b

a2
∂ṽ0
∂x

(0) β =
a+ b

ab

a

b2
∂ṽ0
∂y

(0)

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡

Lǫ = ǫ2π
a+ b

ab
∇ũ0(0).

(
b
a2

0
0 a

b2

)
∇ṽ0(0)

■❧ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ũ0 ✭r❡s♣ ṽ0✮ ❡t u0 ✭r❡s♣ v0✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ∇ũ0 = (a∂u0
∂x1

, b∂u0
∂x1

) ❡t ũ0(0) =
u0(0) ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à Lǫ✳
❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r E1 ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ❛♣♣❧✐q✉é à Xǫ = uǫ − u0✳ P♦✉r E2✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡
∆a,bṽ0 = g − 2ũ0 + ṽ0 ❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r E3 ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H1(B) ❞❡ lwǫ(ǫx)
ǫ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡

❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ♣✉✐s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ✿

E3 ≤ Cǫ2‖lwǫ(ǫx)
ǫ ‖0,Ωǫ ≤ Cǫ2‖wǫ(ǫx)‖1/2,∂B ≤ Cǫ2‖wǫ(ǫx)‖1,B2\B ≤ Cǫ

2

(
1

ǫ
‖wǫ‖0,Ωǫ + |wǫ|1,Ωǫ

)
≤ Cǫ3

√
−log(ǫ)

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Iǫ(ũǫ)− I0(ũ0) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✷✳✶✳✼✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✺ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✷✳✶✳✷✮ ❡t à ❧✬❊❉P ✭✷✳✶✳✸✮ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (x0, ~τ , ~n) ✿

Ĩe(0) = π(f(0)− u0(0))(v0(0)− u0(0))− π
a+ b

ab
∇u0(0).

(
b 0
0 a

)
∇v0(0)

✷✳✶✳✺ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✶✳✸✳✶✮✲✭✶✳✸✳✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✳✶✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✶✳✸✳✶✮ ❡t à ❧✬❊❉P ✭✶✳✸✳✷✮ ✭♣♦✉r α = 1✮
♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0 ❞❡ ♣❡t✐t ❛①❡ b ❞✐r✐❣é ♣❛r ~n ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ a ❞✐r✐❣é
♣❛r ~τ ✿

Ie(x0, ~n) = πab(f(x0)− u0(x0))(v0(x0)− u0(x0))− π(a+ b)∇u0(x0).A∇v0(x0) ✭✷✳✶✳✶✷✮

♦ù ❡♥ ♥♦t❛♥t ~n = (cos(ϕ), sin(ϕ))

A =

(
bsin2(ϕ) + acos2(ϕ) (a− b)cos(ϕ)sin(ϕ)
(a− b)cos(ϕ)sin(ϕ) bcos2(ϕ) + asin2(ϕ)

)

✷✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P♦✉r ❧❡ ❝❛s a = b = 1 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡✳
❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ b ✈❡rs ✵ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t a = 1 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦ ✭✈♦✐r ❬✻❪✮

I(x0, ~n) = −π∇u0(x0)
(
cos2(ϕ) cos(ϕ)sin(ϕ)
cos(ϕ)sin(ϕ) sin2(ϕ)

)
∇v0(x0)

= −π∇u0(x0).~n∇v0(x0).~n

▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ❝r❛❝❦ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡ ♣❡t✐t ❛①❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦✳

✹✹



✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✳✶✳✶✷✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✶✳✸✳✶✮ ❡t à ❧✬❊❉P ✭✶✳✸✳✷✮ ♣♦✉r α > 0 ✿

Ie(x0, ~n) =
πab

α
(f(x0)− u0(x0))(v0(x0)− u0(x0))− π(a+ b)∇u0(x0).A∇v0(x0)

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✭✶✳✸✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✳✸✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ǫ = 0✳
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 s✉✐✈❛♥t ✿

IeLap(x0) = min
‖~n‖=1

Ie(x0, ~n) ✭✷✳✸✳✶✮

❊♥ ré❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ Ie(x0, ~n) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ~n ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

IeLap(x0) =
πab

α
(f(x0)− u0(x0))(v0(x0)− u0(x0))− π(a+ b)λmax(M)

❛✈❡❝ M ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

M =

(
aux(x0)vx(u0) + buy(x0)vy(x0)

(a−b)
2 vy(x0)ux(x0) + vx(x0)uy(x0)

(a−b)
2 vy(x0)ux(x0) + vx(x0)uy(x0) bux(x0)vx(u0) + auy(x0)vy(x0)

)

♦ù ux ❡t uy ✭r❡s♣✳ vx ❡t vy✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t y ❞❡ u0 ✭r❡s♣✳ v0✮✳ ▲❛
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ à ✶✹❞❇✱ ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✷✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b✱ a✱ α ét❛♥t ✜①és✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ♦ù s❡✉❧❡s ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ s❡✉✐❧ ✭✷✳✸✳✶✮ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s 7% ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st
❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭trés ♥é❣❛t✐❢✮✳ ❖♥ ♣❡✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ a = b = 1 ✭❝❛s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡✮✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
✭✷✳✸✳✶✮ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ q✉✬❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès à ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✶✳✸✳✼✮✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛r s❡✉❧s
q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ●❚ ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♣❡r♠❡t ❥✉st❡ ❞❡
♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣r✐s✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣❧✉s b ❛✉❣♠❡♥t❡ ♠♦✐♥s ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❡st r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮ ♣♦✉r b = 0 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❜✐❡♥
❛✈❡❝ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✳

✹✺



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭P❙◆❘❂✶✹❞❇✮ ✭❜✮ IbLap ✭✶✳✸✳✼✮ ✭❝✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 1✮

✭❞✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 0.8✮ ✭❡✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 0.6✮ ✭❢✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 0.4✮

✭❣✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 0.2✮ ✭❤✮ IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✭b = 0✮ ✭✐✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✷✳✸✳✶✮ ❛ss♦❝✐é à ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ❡t ♣♦✉r a = α = 1

❖♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IeLap ✭✷✳✸✳✶✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b ❡♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r IeLap ♣♦s✐t✐❢ ✭♣♦s✐t✐✈✐té✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞ét❡❝tés ✭r♦❜✉st❡ss❡✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té
❞❡ IeLap ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡t ♣❛r❢♦✐s
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞✬❡①❝❡♥tr✐❝✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭b 6= 0✮✳ P♦✉r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞♦♥♥és ♣❛r IcLap q✉✐ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛ss❡③ ✜❛❜❧❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡

✹✻



✭❛✮ P♦s✐t✐✈✐té ✭❜✮ ❘♦❜✉st❡ss❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ✭❛✮ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ IeLap > 0✱ ✭❜✮ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡
✭✷✳✸✳✷✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ b ❡t ♣♦✉r a = α = 1✳

❞❡ ❜r✉✐t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮ ✿

Eδ =
{
x ∈ Ω, IcLap ≤ δ

}
❛✈❡❝ δ t❡❧ q✉❡

#Eδ

N
= 10%

❙✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

Fη =
{
x ∈ Ω, IeLap ≤ η

}
❛✈❡❝ η t❡❧ q✉❡

#Fη

N
= 10%

♣✉✐s ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Robustesse ∼ #(Eδ ∩ Fη)

#Eδ
✭✷✳✸✳✷✮

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✭✷✳✸✳✷✮ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✲✭❛✮ ❜r✉✐té❡ à ✶✹❞❇
♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥ ✭σ = 50✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❞é❝r✐t ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♥❢♦rt❡r ❧✬ét✉❞❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

✹✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −div (A(x)∇u) + u = f

❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷ ❡t ❞❛♥s ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t♦✉rs ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❖r✱ ♣❛r s♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✐ss❡r ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −div (A(x)∇.) ♦ù A(x) ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳
P♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r A(x) ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❧❛
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❖♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❧❡ ●❚ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ●❚ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ A(x) = α(x)I ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❛❧❛❝✐❡♥ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ s❡♥s✐❜❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ j(Ω) = JΩ(uΩ) =∫
Ω |∇uΩ|2 ♦ù uΩ ❡st ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f ❡t ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞❡ t②♣❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳
▲❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ q✉✐ ❧✐ss❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❊❉P ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ −div (A(x)∇uΩ) + uΩ = f ♦ù A(x) ❡st
✉♥ t❡♥s❡✉r ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t f ❡st
❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳

✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦❜❧è♠❡

❙♦✐t σ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ❝❡♥tré❡ ❡♥ x0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡rt✉r❜é ♣❛r Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞✱ ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ x0 ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ x0 ≡ 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ Λ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❛✉ ❝r❛❝❦
✭Λ = R2\σ✮✱ ❡t σǫ = {x, xǫ ∈ σ}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ∂Ωǫ = Γ ∪ σǫ✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s ✿

W 1(Λ) =

{
u,

u

(1 + r2)
1
2 log(2 + r2)

∈ L2(Λ),∇u ∈ L2(Λ)

}

✹✾



♦ù r = |x|✳ ❙♦✐t σ̃ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ R2 ❝♦♥t❡♥❛♥t σ ❡t s♦✐t ω̃ ❧❡ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R2 t❡❧ q✉❡
∂ω̃ = σ̃✳ ❖♥ ♥♦t❡ ω̃ǫ = {x, xǫ ∈ ω̃} ❡t Ω̃ǫ = Ω\ω̃ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pǫ) s✉✐✈❛♥t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦

(Pǫ)
{
−div(A(x)∇uǫ) + uǫ = f, ❞❛♥s Ωǫ

A(x)∇uǫ.~n = 0, s✉r ∂Ωǫ
✭✸✳✶✳✶✮

♦ù ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r A(x) : Ω→M2(R) ✈ér✐✜❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡s ✶✳ • ∀x ∈ Ω✱ A(x) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❙❉P✮ ❡t η = infΩ ‖A‖2 > 0

• A(x) ❡st ❍♦❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ ✿ ∃β > 0, ∃M > 0, ∀x, y ∈ Ω✱ ‖A(x)−A(y)‖2 ≤M |x− y|β

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r Ω\ω̃ǫ ∪ ω̃ǫ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pǫ)
s✬é❝r✐t

tr♦✉✈❡r uǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡ aǫ(uǫ, v) = lǫ(v) ∀v ∈ H1(Ωǫ)

❛✈❡❝

aǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

A(x)∇u.∇v + uv lǫ(v) =

∫

Ωǫ

fv

❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs Jǫ(u) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✶✳✸✳✶✮✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ●❚ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0) q✉❛♥❞

ǫ→ 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r uǫ ❡t u0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

Ωǫ

2∇u0.∇(uǫ − u0) +
∫

Ωǫ

|∇(uǫ − u0)|2

= −
∫

Ωǫ

2∆u0.(uǫ − u0)− 2

∫

σǫ

∂nu0[uǫ − u0] +
∫

Ωǫ

|∇(uǫ − u0)|2

= Lǫ(uǫ − u0) + Iǫ + Jǫ
❛✈❡❝

Lǫ(u) =

∫

Ωǫ

−2∆u0u Iǫ = −2
∫

σǫ

∂nu0[uǫ − u0] Jǫ =
∫

Ωǫ

|∇(uǫ − u0)|2 ✭✸✳✶✳✷✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t vǫ ∈ H1(Ωǫ)

aǫ(u, vǫ) = −Lǫ(u) ∀u ∈ H1(Ωǫ) ✭✸✳✶✳✸✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t
{
−div (A(x)∇vǫ) + vǫ = 2∆u0 ❞❛♥s Ωǫ

A(x)∇vǫ.~n = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✸✳✶✳✹✮

✺✵



▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0) s❡ réé❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ vǫ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −
∫

σǫ

A∇u0.~n[wǫ] + Iǫ + Jǫ = Iǫ + Jǫ +Kǫ ✭✸✳✶✳✺✮

♦ù ♦♥ ❛ ♣♦sé wǫ = vǫ − v0 ❡t Kǫ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Kǫ = −
∫

σǫ

A∇u0.~n[wǫ] ✭✸✳✶✳✻✮

❉és♦r♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ❡♥ ♥♦r♠❡ H1(Ωǫ)✳

✸✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✈ér✐✜é❡s ♣❛r wǫ ✿




−div (A(x)∇wǫ) + wǫ = 0 ❞❛♥s Ωǫ

A(x)∇wǫ.~n = 0 s✉r Γ

A(x)∇wǫ.~n = −A(x)∇v0.~n s✉r σǫ

✭✸✳✷✳✶✮

❖♥ ❢❛✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r wǫ ✿
A(x)∇v0(x).~n = A(0)∇v0(0).~n+ O(x) ♣♦✉r x ∈ σǫ✳ ❖♥ ♥♦t❡ A0 = A(0) ❡t EA0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −div (A0∇.) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✸✳✼✳✶✮✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r wǫ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t Q ∈ W 1(Λ)/R ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ✿

(Qext)

{
−div (A0∇Q) = 0 ❞❛♥s Λ

A0∇Q.~n = g(x) s✉r σ
✭✸✳✷✳✷✮

♦ù g(x) = −A0∇v0(0).~n ∈ H
1/2
00 (σ)′✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ σ ❡st ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2

❝❡♥tré ❡♥ x0 ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σ s✬é❝r✐t ✭♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦✮
σ = {(s, 0),−1 < s < 1}✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ~n = ~ey = (0, 1)T ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳✸ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ s❡❝t✐♦♥
✸✳✼✮✱ (Qext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ Q ∈W 1(Λ)/R ❡t Q s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✿

Q(x) =

∫

σ
λ(y)A0∇EA0(y − x).~n(y)dσ

❛✈❡❝ λ(x) = V
√
1− s2 ∈ H1/2

00 (σ) ♣♦✉r x = (s, 0) ∈ σ ♦ù V =
2A0∇v0(0). ~ey

|A0|1/2 ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t |A0| ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

❞❡ A0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✺ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✮ ♦♥ ❛ wǫ = ǫQ
(
x
ǫ

)
+ eǫ ❛✈❡❝ ‖eǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ1+β)✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t P ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝ g(x) = −A0∇u0(0).~n✳
❖♥ ❛ uǫ − u0 = ǫP

(
x
ǫ

)
+ rǫ ❛✈❡❝ ‖rǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ1+β)✳

✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ Iǫ✱ Jǫ ❡t Kǫ
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t Iǫ✱ Jǫ ❡t Kǫ ❞♦♥♥és ❡♥ ✭✸✳✶✳✷✮ ❡t ✭✸✳✶✳✻✮✱ ♦♥ ❛

Iǫ = −2∇u0(0). ~ey
∫

σ
µ(y)dσ + o(ǫ2)

Jǫ = ǫ2|P |21,Λ + o(ǫ2)

Kǫ = −ǫ2A0∇u0(0). ~ey
∫

σ
λ(y)dσ + o(ǫ2)

✺✶



♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Λ = R2\σ ❡t µ(y) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I✱ ❧❡ t❡r♠❡ Jǫ s❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Jǫ = ǫ2∇u0(0). ~ey
∫

σ
µ(y)dσ + o(ǫ2)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ♣✉✐s ❧❡ ▲❡♠♠❡
✸✳✼✳✺ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Kǫ = −ǫ2A(0)∇u0(0). ~ey
∫

σ
[Q]dσ + F1 + F2 + F3

❛✈❡❝

F1 = −ǫ
∫

σ
A(0)∇u0(0).~n[eǫ(ǫx)]dσ F2 = −ǫ

∫

σ
(A(ǫx)−A(0))∇u0(ǫx).~n[wǫ(ǫx)]dσ

F3 = −ǫ
∫

σ
A(0) (∇u0(ǫx)−∇u0(0)) .~n[wǫ(ǫx)]dσ

●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶ ✭❆♥♥❡①❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✮ ❡t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t

|F1| ≤ Cǫ‖[eǫ(ǫx)]‖H1/2
00 (σ)

≤ Cǫ|eǫ(ǫx)|1,B2\σ ≤ Cǫ|eǫ|1,Ωǫ ≤ Cǫ2+β

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ |F2| ≤ Cǫ2+β ❡t ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ u0 ❡♥ ✵ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t |F3| ≤ Cǫ3✳ ❊♥✜♥✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t [Q] = λ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳✸✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

P♦✉r Iǫ✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✺ à uǫ−u0✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ P ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝
g(x) = −A0∇u0(0).~n ❡t rǫ t❡❧s q✉❡ uǫ − u0 = ǫP

(
x
ǫ

)
+ rǫ ❛✈❡❝ ‖rǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ1+β)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r Kǫ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Iǫ = −2ǫ2∇u0(0). ~ey
∫

σǫ

µdσ + o(ǫ2)

P✉✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ uǫ − u0 ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

Jǫ =
∫

Ωǫ

∇P
(x
ǫ

)
.∇(uǫ − u0) +

∫

Ωǫ

∇rǫ.∇(uǫ − u0)

=

∫

Ωǫ

∣∣∣∇P
(x
ǫ

)∣∣∣
2
+

∫

Ωǫ

∇P
(x
ǫ

)
.∇rǫ +

∫

Ωǫ

∇rǫ.∇(uǫ − u0)

= ǫ2
∫

Ωǫ
ǫ

|∇P (x)|2 dx+ F3 + F4

❛✈❡❝

F3 =

∫

Ωǫ

∇P
(x
ǫ

)
.∇rǫ F4 =

∫

Ωǫ

∇rǫ.∇(uǫ − u0)

▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ‖rǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ1+β) ❡t |uǫ − u0|1,Ωǫ = O(ǫ) ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
q✉❡ |F3| ≤ Cǫ2+β ❡t |F4| ≤ Cǫ2+β ✳ ❊♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ Ωǫ

ǫ → Λ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Jǫ = ǫ2|P |21,Λ + o(ǫ2)✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I✱ P ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r s❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ |.|1,Λ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❞✉ s❛✉t ❞❡ P ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ σ✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✿

∫

Λ
|∇P (y)|2dy = −

∫

σ
∂nP (y) [P (y)]dσ

❊♥✜♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t [P ]σ = −µ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ♦♥ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡r ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ |P |21,Λ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t M 6= Cste× I✱ ∄Ψ, M∇P (x) = ∇Ψ(x)✳

✺✷



✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ) − J0(u0) ✭✸✳✶✳✺✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳✸✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −2ǫ2∇u0(0). ~ey
∫ 1

−1
U
√
1− s2ds+ o(ǫ2) + ǫ2|P |21,Λ − ǫ2A0∇u0(0). ~ey

∫ 1

−1
V
√

1− s2ds

♦ù V =
2A0∇v0(0). ~ey

|A0|1/2 ❡t U =
2A0∇u0(0). ~ey

|A0|1/2 ✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ❡st ❞♦♥❝

Ic(0) = π

|A0|1/2
(−2∇u0(0). ~eyA0∇u0(0). ~ey −A0∇u0(0). ~eyA0∇v0(0). ~ey) + |P |21,Λ

♦ù P ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝ g(x) = −A0∇u0(0).~n✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I✱
♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ |P |1,Λ ❡t réé❝r✐r❡ ❧❡ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦ ✿

Ic(0) = π
(
−α(0)∇u0(0). ~ey∇v0(0). ~ey − (∇u0(0). ~ey)2

)

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝r❛❝❦ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❊❉P ✭✸✳✶✳✶✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✶✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0
❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ❡st

Ic(x0, ~n) =
π

|A(x0)|1/2
(−2∇u0(x0).~nA(x0)∇u0(x0).~n−A(x0)∇u0(x0).~nA(x0)∇v0(x0).~n) + |P |21,Λ

✭✸✳✺✳✶✮
❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✸✳✶✳✶✮ ❡t ✭✸✳✶✳✹✮ ♣♦✉r ǫ = 0 ❡t ♦ù P ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r
❞♦♥♥é ♣❛r ✭✸✳✷✳✷✮ ❛✈❡❝ g(x) = −A0∇u0(0).~n✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A(x) = α(x)I✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r Ic(x0, ~n) ✿

Ic(x0, ~n) = π
(
−α(x0)∇u0(x0).~n∇v0(x0).~n− (∇u0(x0).~n)2

)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ s✉✐✈❛♥t ✿

Icdiv(A∇.)(x0) = min
‖~n‖=1

Ic(x0, ~n) ✭✸✳✺✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✶✳ P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ♣♦✉r A(x) = α(x)I✱ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❊❉P ✭✸✳✶✳✶✮ ❡t à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✶✳✸✳✶✮ ❡st ✿

Ib(x0) = −2πα(x0)∇u0(x0)∇v0(x0)− π|∇u0(x0)|2 + π(f(x0)− u0(x0))v0(x0)

✸✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ Idiv(A∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =∫
Ωǫ
|∇u|2 ❡t à ❧✬❊❉P ✭✸✳✶✳✶✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r div (A(x)∇.) ❛✈❡❝ A(x) = α(x)I✳ ■❝✐✱ α(x) ❡st ❞é✜♥✐ à

♣❛rt✐r ❞❡ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) ❡t à ❧✬❊❉P ✭✶✳✸✳✷✮ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❡r♦♥❛✲▼❛❧✐❦ ✭✶✳✶✳✶✮ ♦♥ ❞é✜♥✐t

α(x) =
γ√

1 +
(
IcLap(x)

λ

)2 ✭✸✳✻✳✶✮

✺✸



❛✈❡❝ λ > 0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✏s❡✉✐❧❧❛❣❡✑ ❡t γ > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❯♥ ♠❡✐❧❧❡✉r
❝❤♦✐① ❛✉r❛✐t été ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ A(x) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcLap✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧
❢❛✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ●❚ ✭✸✳✺✳✶✮✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱
♦♥ r❡♥✈♦✐t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✼ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦ù ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ●❚
❡st ♣rés❡♥té✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ α(x) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✸✳✻✳✶✮✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡t
t♦✉❥♦✉rs ✐s♦tr♦♣❡✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦✐❡♥t ♣❧✉s ✜♥s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❜r✉✐tés q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✸✳✶✳✶✮ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é✢♦✉t❛❣❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡
s✬é❝r✐t f = Ku+b ♦ù K ❡st ❧❡ ✢♦✉ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ K1 6= 0✱ u ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r
❡t b ❡st ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ uΩ = argminH1(Ω)

∫
Ω α(x)|∇u|2+(f −Ku)2✱

♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

(P0)
{
−div (α(x)∇u0) +K⋆Ku0 = K⋆f ❞❛♥s Ω

∂nu0 =0 s✉r Γ
✭✸✳✻✳✷✮

(Q0)

{
−div (α(x)∇v0) +K⋆Kv0 = 2∆u0 ❞❛♥s Ω

∂nv0 = 0 s✉r Γ
✭✸✳✻✳✸✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✱ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❞✐r❡❝t u0 ❡t ❛❞❥♦✐♥t v0 ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Icdiv(α∇.) ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
✭✸✳✺✳✷✮ ♣♦✉r A(x) = α(x)I✳ ❙✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮ ❡t I

c
div(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ♣♦✉r ❞❡s

✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞ét❡❝tés ♣❛r Icdiv(α∇.) s♦♥t ♣❧✉s ✜♥s
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs q✉❡ ❝❡✉① ❞ét❡❝tés ♣❛r IcLap✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ■♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap✱ ✭✶✳✸✳✺✮✱ ✭α = 1✮ ✭❝✮ Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮✱ ✭γ = 2✱ λ = 150✮

✭❞✮ ❩♦♦♠ ❞❡ IcLap ✭❡✮ ❩♦♦♠ ❞❡ Icdiv(α∇.)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ❡t I
c
Lap ✭✶✳✸✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮✳

✺✹



▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IcLap ❡t Icdiv(α∇.) ✿ ♦♥ s❡✉✐❧❧❡
❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r q✉❡ 7% ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t
❞ét❡❝tés ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ♣❛r Icdiv(α∇.) q✉❡ ♣❛r I

c
Lap ♠❛✐s q✉✬✐❧s s♦♥t ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs

♣♦✉r Icdiv(α∇.) q✉❡ ♣♦✉r IcLap✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ■♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap✱ ✭✶✳✸✳✺✮✱ ✭α = 1✮ ✭❝✮ Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮✱ ✭γ = 2✱ λ = 150✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ❡t I
c
Lap ✭✶✳✸✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮✳

▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✸✳✹ ❡t ✸✳✺ ✐❧❧✉str❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❡t Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ s✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ❡t ✢♦✉té❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ♣❧✉s ✜♥s ♣♦✉r Icdiv(α∇.) q✉❡ ♣♦✉r IcLap✳
❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭P❙◆❘≥✷✵❞❇✮ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r Icdiv(α∇.) s♦♥t ❜♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ♠♦✐♥s ❛❧térés ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ét❛ts
❞✐r❡❝t ✭✸✳✻✳✷✮ ❡t ❛❞❥♦✐♥t ✭✸✳✻✳✸✮ s♦✐❡♥t ♠♦✐♥s ❧✐ssés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st tr♦♣
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r γ ✈❛ ❧✐ss❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ✈♦♥t êtr❡ é❧❛r❣✐s✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✱ ✭α = 0.8✮ ✭❝✮ Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮✱ ✭γ = 1✱ λ = 80✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ❡t I
c
Lap ✭✶✳✸✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 5✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮✳

✺✺



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭P❙◆❘❂✷✵❞❇✮ ✭❜✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✱ ✭α = 0.8✮ ✭❝✮ Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮✱ ✭γ = 0.8✱ λ = 80✮

✭❞✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮ ✭❡✮ IcLap ✭✶✳✸✳✺✮✱ ✭α = 0.8✮ ✭❢✮ Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮✱ ✭γ = 1.5✱ λ = 80✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Icdiv(α∇.) ✭✸✳✺✳✷✮ ❡t I
c
Lap ✭✶✳✸✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 5✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❜r✉✐t✳

✸✳✼ ❆♥♥❡①❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Λ = R2\σ✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ✱ |M | ❞és✐❣♥❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t M−1 s♦♥
✐♥✈❡rs❡✳ ❙♦✐t A0 ∈M2(R) s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❙❉P✮✱ ♦♥ ♥♦t❡ P ∈ O2(R) ❡t D ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡
t❡❧❧❡s q✉❡ P TA0P = D✳ ❊♥✜♥ D1/2 ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré ❞❡ D ❡t D−1/2 = (D1/2)−1✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t

EA0(x) =
1

|D1/2|E
(
D−1/2P Tx

)
✭✸✳✼✳✶✮

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −div (A0∇.)✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶✳ ❙♦✐t u ∈ H1(Ω\σ)✱ ♦♥ ❛

‖[u]‖
H

1/2
00 (σ)

≤ C|u|H1(B2\σ)

♦ù [u] = u+ − u− ❡st ❧❡ s❛✉t ❞❡ u à tr❛✈❡rs σ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ q✉❡ [u]σ̃\σ = 0✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H1/2
00 (σ)✱ ♣✉✐s ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ s❛✉t ❡t

♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r B2\ω̃ ❡t s✉r ω̃ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ψ

‖[u]‖
H

1/2
00 (σ)

= ‖[u+ ψ]‖H1/2(σ̃) ≤ ‖u+ + ψ‖H1/2(σ̃) + ‖u− + ψ‖H1/2(σ̃) ≤ C‖u+ ψ‖1,B2\σ

✺✻



❊♥ ♣r❡♥❛♥t ψ ∈ R ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✷✳ ❙♦✐t g ∈ H1/2
00 (σ)′✱A0 ❙❉P✱ ❡t u ∈ H1(B2\σ) t❡❧ q✉❡ div(A0∇u) ∈ L2(B2\σ) ❛❧♦rs

‖A0∇u.~n‖H1/2
00 (σ′)

≤
(
|u|1,B2\σ + ‖div(A0∇u)‖L2(B2\σ)

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ϕ ∈ H1/2
00 (σ)✱ ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs ϕ ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ϕ ♣❛r ✵ s✉r σ̃\σ✳ ❙♦✐t R(ϕ) ✉♥

r❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ϕ t❡❧ q✉❡ ‖R(ϕ)‖1,B2\σ̃ ≤ ‖ϕ‖1/2,σ̃✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥❡

∫

σ
A0∇u.~nϕ =

∫

σ̃
A0∇u.~nϕ =

∫

B2\σ
div (A0∇u)R(ϕ) +A0∇u.∇R(ϕ)

≤
(
|u|1,B2\σ + ‖div(A0∇u)‖L2(B2\σ)

)
‖R(ϕ)‖1,B2\σ̃ ≤

(
|u|1,B2\σ + ‖div(A0∇u)‖L2(B2\σ)

)
‖ϕ‖1/2,σ̃

P✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ s✉♣ s✉r ❧❡s ϕ t❡❧s q✉❡ ‖ϕ‖
H

1/2
00 (σ)

= ‖ϕ‖1/2,σ̃ = 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❙♦✐t g ∈ H1/2
00 (σ)′ ❡t Q ∈W 1(Λ)/R ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r

(Q)
{
−div(A0∇Q) = 0 s✉rΛ

A0∇Q.~n = g s✉r σ
✭✸✳✼✳✷✮

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳✸✳ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✼✳✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s W 1(Λ)/R ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

g 7−→ Q ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H
1/2
00 (σ)′ ❞❛♥s W 1(Λ)/R✳

✷✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✼✳✷✮ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té λ ∈ H1/2
00 (σ) ✿

Q(x) =

∫

σ
λ(y)A0∇EA0(y − x).n(y)dσ✱ ♣♦✉r x ∈ Λ ✭✸✳✼✳✸✮

✸✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs σ ✿

[Q] = Q+
|σ −Q

−
|σ = λ ✭✸✳✼✳✹✮

✹✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té λ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✿

g(x) =

∮

σ
λ(y)A0∇x (A0∇EA0(y − x).n(y)) .n(x)dσ(y)

♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = {(s, 0)× {0},−1 < s < 1} ❡t g(x) = cst = V ❧❛ ❞❡♥s✐té λ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

λ(s) =
−2
|A0|1/2

V
√

1− s2✱ ∀(s, 0) ∈ Σ ✭✸✳✼✳✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ω̃ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r σ̃✳
❖♥ ♥♦t❡ ∆A0 = div(A0∇.) ❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ✿

H1(∆A0 , ω̃) = {u ∈ H1(ω̃),∆A0u ∈ L2(ω̃)}

✺✼



W 1(∆A0 , ω̃
′) = {u ∈W 1(ω̃), (1 + r2)

1
2 log(2 + r2)∆A0u ∈ L2(ω̃)}

♦ù ω̃′ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r à ω̃✳ ❙✉r ω̃ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ✿ s♦✐t u ∈ H1(∆A0 , ω̃)

∫

ω̃
A0∇u.∇v = −

∫

ω̃
∆A0uv +

∫

σ̃
A0∇u.~nv ✱ ∀v ∈ H1(ω̃) ✭✸✳✼✳✻✮

❙✉r ω̃′ ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✹✻✱ ✹✺❪ ✿ s♦✐t u ∈W 1(∆A0 , ω̃
′)

∫

ω̃′

A0∇u.∇v = −
∫

ω̃′

∆A0uv −
∫

σ̃
A0∇u.~nv ✱ ∀v ∈W 1(ω̃′) ✭✸✳✼✳✼✮

❖♥ ❞é✜♥✐t

K = {u ∈ H1(∆A0 , ω̃)/R×W 1(∆A0 , ω̃
′)/R, supp(∆A0u) = σ, [∂nu]σ = 0, [u]σ̃\σ = 0}

♦ù [u]σ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s❛✉t ❞❡ u à tr❛✈❡rs σ ✭✐❞❡♠ ♣♦✉r [u]σ̃\σ✮✳ ❖♥ réé❝r✐t K ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s H1

Loc(Λ)
K = {u ∈W 1(∆A0 ,Λ)/R, supp(∆A0u) = σ, [∂nu]σ = 0}

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✭✸✳✼✳✻✮ ❡t ✭✸✳✼✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

Λ
A0∇u.∇v =

∫

σ
A0∇u.~nu[v] ∀u ∈ K ∀v ∈W 1(Λ)/R ✭✸✳✼✳✽✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ K ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♠❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rtW 1(Λ)/R✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✼✳✷✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧ q✉❡ A0∇Q.~n = g s✉r σ (P)

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✸✳✼✳✽✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧ q✉❡
∫

Λ
A0∇Q.∇v =

∫

σ
g[v] ∀v ∈ K ✭✸✳✼✳✾✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦❡r❝✐❢ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✳
▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ A0 ❡t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r W 1(Λ)/R ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐
♥♦r♠❡ |u|1,Λ ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✵✳✵✳✷ ❡♥ ♣rér❡q✉✐s ❛✈❡❝ m = 1✮✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ W 1(Λ) ✿

∫

σ
h[v] ≤ ‖h‖

H
1/2
00 (σ)′

‖[v]‖
H

1/2
00 (σ)

≤ C‖h‖
H

1/2
00 (σ)′

|v|1,B2\σ ≤ C‖h‖H1/2
00 (σ)′

|v|1,Λ

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P) ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❊♥✜♥ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t à ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Q ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✼✳✷✮ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J0 : g −→ Q

H
1/2
00 (σ)′ −→ K

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ✭✸✳✼✳✽✮✱ ❛✈❡❝ v ∈ K✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

Λ
A0∇u.∇v =

∫

Σ
A0∇v.~n[u] ∀u ∈ K ∀v ∈ K ✭✸✳✼✳✶✵✮

✺✽



❙♦✐t q ∈ H1/2
00 (σ)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

tr♦✉✈❡r P ∈ K t❡❧ q✉❡ [P ]σ = q (P ′)

❡t s♦✐t
J1 : q −→ P

H
1/2
00 (σ) −→ K

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ J1 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P ′)
❡st

tr♦✉✈❡r P ∈ K t❡❧ q✉❡
∫

Λ
A0∇.∇v =

∫

σ
qA0∇v.~n ∀v ∈ K

▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té s✉rK ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (P)✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✷ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∆A0v = 0 ✿

∫

σ
qA0∇v.~n = ‖q‖

H
1/2
00 (σ)

‖A0∇v.~n‖H1/2
00 (σ)′

≤ ‖q‖
H

1/2
00 (σ)

|v|1,B2\σ ≤ C‖q‖H1/2
00 (Σ)

|v|1,Λ

▲❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (P ′) ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ J = J−1

1 ◦ J0 ❞é✜♥✐ ♣❛r J : g 7→ q ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

H
1/2
00 (σ)′ ❞❛♥s H1/2

00 (σ)✳
P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✷ ❡t ✸✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ EA0 ∈W 1(Λ)/R✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉r ω̃ ∪ ω̃′

♣♦✉r x ∈ R2\σ̃ ✿

Q(x) =

∫

σ̃
[Q]A0∇EA0(y − x).~n(y)dσy −

∫

σ̃
[A0∇Q.~n(y)]EA0(y − x)dσy =

∫

σ
[Q]A0∇EA0(y − x).~n(y)dσy

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ σ̃ ❝❤♦✐s✐❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r x ∈ Λ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ A0∇x (A0∇EA0(y − x).~n(y)) = O(|x − y|−2) ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é

❬✸✺✱ ✹✻❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ J ✿

A0∇u.~n(x) =
∮

σ
q(y)A0∇x (A0∇EA0(y − x).~n(y)) .~n(x)dσy

♦ù
∮

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✿

V =

∫

σ
λ(y)K(x, y)dσy ✭✸✳✼✳✶✶✮

♦ù ♣♦✉r σ = {(s, 0),−1 < s < 1}✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t x = (s, 0) ❡t y = (t, 0) ❧❡ ♥♦②❛✉ K(x, y) s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

K(x, y) = A0∇x (A0∇EA0(y − x).~n(y)) .~n(x) =
|A0|1/2
2π

1

(s− t)2

❖♥ réé❝r✐t ✭✸✳✼✳✶✶✮ ✿

C =
−2V
|A0|1/2

= g′(s) ❛✈❡❝ g(s) =
1

π

∮ 1

−1

λ(t)

s− tdt

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡s à ③ér♦ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ Cs = g(s) ❡t

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬✻✷❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t λ(s) = C
√
1− s2 ∈ H1/2

00 (σ) ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

✺✾



▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹✳ ❙♦✐t Q ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✼✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧♦rsq✉❡ |x| → ∞
❡t ǫ→ 0 ✿

|Q(x)| ≤ C

|x| |∇Q(x)| ≤ C

|x|2∥∥∥Q
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O
(
ǫ
√
−log(ǫ)

) ∣∣∣Q
(x
ǫ

)∣∣∣
1,Ωǫ

= O(1)
∥∥∥|x|β∇Q(x)

∥∥∥
0,Λ
≤ C

♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ β < 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Q s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r x ∈ Λ ✿

∇Q(x) =

∫

σ
λ(y)∇x (A0∇EA0(y − x).n(y)) dσ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s

∣∣∣∣
∂|α1|EA0

∂xα1 (x)

∣∣∣∣ ≤ C
|x| ❡t

∣∣∣∣
∂|α2|EA0

∂xα1 (x)

∣∣∣∣ ≤ C
|x|2

♣♦✉r |x| → +∞✱ |α1| = 1 ❡t |α2| = 2✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s
L2(Ωǫ) ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ Q✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s a ❡t D ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ❡t ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ǫ ❛ss❡③
♣❡t✐t t❡❧s q✉❡ B ⊂ Ba ⊂ 1

ǫΩ ⊂ 1
ǫBD✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛ ✿

∥∥∥Q
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

Q
(x
ǫ

)2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\σ

Q(y)2dy ≤ ǫ2
(∫

Ba\B
Q(y)2dy +

∫

1
ǫ
BD\Ba

Q(y)2dy

)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

a

1

r2
rdr = Cǫ2 + Cǫ2 [log(r)]

D
ǫ
a ≤ Cǫ2(−log(ǫ))

❡t ∣∣∣Q
(x
ǫ

)∣∣∣
2

1,Ωǫ

=
1

ǫ2

∫

Ωǫ

∣∣∣∇Q
(x
ǫ

)∣∣∣
2
dx =

∫

1
ǫ
Ω\σ
|∇Q(y)|2 dy

≤ C
(∫

Ba\σ
|∇Q(y)|2dy +

∫

1
ǫ
BD\Ba

|∇Q(y)|2dy
)

≤ C + C

∫

1
ǫ
BD\Ba

1

r4
rdr ≤ C + C

[
1

r2

]D/ǫ

a

≤ C + Cǫ2 ≤ C

P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ |x|β∇Q(x) =
∞
O(|x|2−β) q✉✐ ❡st L2(R2\B) ♣♦✉r 0 ≤ β < 1✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✺✳ ❙♦✐t wǫ ∈ H1(Ωǫ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✷✳✶✮✱ ❡t Q ∈ W 1(Λ)/R ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r
❞♦♥♥é ❡♥ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ❛

wǫ = ǫQ
(x
ǫ

)
+ eǫ

❛✈❡❝
‖eǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ1+β) ‖wǫ‖0,Ωǫ = O(ǫ1+β) |wǫ|1,Ωǫ = O(ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ eǫ(x) = wǫ(x)− ǫQ
(
x
ǫ

)
❛✈❡❝ Q ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✷✮✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✈ér✐✜é❡s ♣❛r eǫ s♦♥t ✿




−div (A(x)∇eǫ) + eǫ = −ǫQ
(x
ǫ

)
+ div

(
(A(x)−A(0))∇Q

(x
ǫ

))
❞❛♥s Ωǫ

A∇eǫ.~n = −A∇Q
(x
ǫ

)
.~n s✉r Γ

A∇eǫ.~n = −A∇v0.~n+A(0)∇v0(0).~n = g(x) s✉r σǫ

✻✵



▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✿ tr♦✉✈❡r eǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧ q✉❡
∫

Ωǫ

A(x)∇eǫ.∇ϕ+ eǫϕ = −
∫

Γ
A(0)∇Q

(x
ǫ

)
.~nϕdσx +

∫

σǫ

g(x)[ϕ]dσx −
∫

σǫ

(A(x)−A(0))∇Q
(x
ǫ

)
.~n[ϕ]

−
∫

Ωǫ

(A(x)−A(0))∇Q
(x
ǫ

)
.∇ϕ−

∫

Ωǫ

ǫQ
(x
ǫ

)
ϕ ∀ϕ ∈ H1(Ωǫ)

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ϕ = eǫ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✮ ♦♥ ❛

min(η, 1)‖eǫ‖21,Ωǫ
≤ I1 + I2 + I3 + I4 + I5

❛✈❡❝

I1 = −
∫

Γ
A(0)∇Q

(x
ǫ

)
.~neǫdσx I2 =

∫

σǫ

g(x)[eǫ]dσ I3 = −
∫

σǫ

(A(x)−A(0))∇Q
(x
ǫ

)
.~n[eǫ]

I4 = −
∫

Ωǫ

(A(x)−A(0))∇Q
(x
ǫ

)
.∇eǫ I5 = −

∫

Ωǫ

ǫQ
(x
ǫ

)
eǫ

P♦✉r I1 ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹ ❡t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\B ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|I1| ≤
∥∥∥A(0)∇Q

(x
ǫ

)
.~n
∥∥∥
−1/2,Γ

‖eǫ‖1/2,Γ ≤ Cǫ2‖eǫ‖1,Ωǫ

P♦✉r I2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ g(x) = O(x)✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶ ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

|I2| ≤ Cǫ‖g(ǫx)‖H1/2
00 (σ)′

‖[eǫ(ǫx)]‖H1/2
00 (σ)

≤ Cǫ2|eǫ(ǫx)]|1,B2\σ ≤ Cǫ2|eǫ|1,Ωǫ

❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✷✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✶✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
(A(ǫx)−A(0))∇Q (x) .~n = O(ǫβ) ✭✈♦✐r ❍②♣♦t❤ès❡s ✶✮ ♣✉✐s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|I3| ≤ ǫ ‖(A(ǫx)−A(0))∇Q (x) .~n‖
H

1/2
00 (σ)′

‖[eǫ(ǫx)]‖H1/2
00 (σ)

≤ Cǫ1+β |eǫ(ǫx)|1,B2\σ ≤ Cǫ1+β |eǫ|1,Ωǫ

P♦✉r I4 ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹ ♣✉✐s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❛

|I4| ≤Mǫ1+β‖|x|β∇Q(x)‖0,Ω
ǫ
\σ|eǫ(ǫx)|1,Ω

ǫ
\σ ≤ Cǫ1+β

❊♥✜♥ ♣♦✉r I5 ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳✹ ✿ |I5| ≤ Cǫ2
√
−log(ǫ)‖eǫ‖0,Ωǫ ✳ ❊♥ s♦♠♠❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ‖eǫ‖1,Ωǫ ≤ Cǫ1+β ✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(Ωǫ) ❡t ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡
H1(Ωǫ) ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ‖wǫ‖0,Ωǫ ≤

∥∥ǫQ
(
x
ǫ

)∥∥
0,Ωǫ

+ ‖eǫ‖1,Ωǫ ≤
Cǫ2

√
−log(ǫ) + Cǫ1+β ≤ Cǫ1+β ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ |wǫ|1,Ωǫ ≤ Cǫ+ Cǫ1+β ≤ Cǫ✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡

❧❡♠♠❡✳

✻✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s

❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r✴r❡st❛✉r❡r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✐✈❡rs ❜r✉✐ts ❡t ✢♦✉s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
✭●❚✮✳ ❉✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱
♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✴r❡st❛✉r❛t✐♦♥ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✢♦✉❡s ❡t
❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞✉ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛ ♦✉ ❜✐❡♥ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
r❡❧❛t✐❢ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✴r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ♣❛r ❆♠❜r♦s✐♦✲❚♦rt♦r❡❧❧✐ ❬✻✼✱ ✹❪✳
❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉ss✐ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ s♣❡❝❦❧❡✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés ♠♦♥tr❛♥t ❧❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f ✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡❧❛ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ u ❡t f ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❧✐é à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭✢♦✉ ❞û à
✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ♦✉ à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❞❡
❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✳✳✳✮✱ ❡t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❧✐é à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡①✐st❡♥t ✿ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❬✹✹✱ ✷✶❪✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❬✻✵✱ ✸✸❪✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❬✼✾❪✳ ■❝✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✶✼❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❬✻✼❪ ✭✶✾✽✾✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✶✸❪ ✭✷✵✵✽✮ ♣♦✉r
❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ❬✼✽❪ ✭✷✵✶✸✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s
❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐ts✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ tr❛✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ t❡❧❧❡
♥♦t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût j(Ω) = JΩ(uΩ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦ù JΩ(u) s✬é❝r✐t JΩ(u) =

∫
Ω F (u,∇u,∇2u, . . . ) ❡t uΩ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞é✜♥✐❡ s✉r Ω✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
●❚ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ✿ ❡♥ r❡t✐r❛♥t s♦✐t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ s♦✐t ✉♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ ❡t ❝❡♥trés

✻✸



❡♥ x0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t ♦♥ ♥♦t❡ ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ❡t ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}
♦ù σ(~n) ❡st ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❝❡♥tré ❡♥ ✵ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ✭✉♥ ❝r❛❝❦✮✳ ▲❡ ●❚ ♠❡s✉r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❝♦♥t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞é♣❡♥❞ ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶✮ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
P♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2 ❡t uΩ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭✈♦✐r ❬✶✽✱ ✷✹❪ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ■■✮✳

❉❛♥s ❬✶✽✱ ✷✹❪ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ s❡✉❧ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❛✉❝✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ✢♦✉t❛❣❡ ♥✬❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✿ ✭✐✮ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡
❜r✉✐ts ❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✭✐✐✮ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✉ ✢♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✴
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧ ♣♦sé ❡t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛②é✲
s✐❡♥♥❡ ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✢♦✉ ❡t ❧❛ ❧♦✐ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r f = u + n ♦ù n
❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❧♦❣ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖u − f‖L2(Ω)✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❡ t❡r♠❡ ❝❤❛♥❣❡ s❡❧♦♥ ❧❛
❧♦✐ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ Lp ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✶✽✱ ✷✹❪ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r
❞✉ ✢♦✉ ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✱ ❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✿

min
u∈H1(Ω)

γ

2
JΩ(u) +

∫

Ω
ψ(x,Ku) ✭✹✳✵✳✶✮

▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ✿

min
u∈H1(Ω)

γ

2
JΩ(u) +

∑

j∈Iind(Ω)

ψj

(∫

Rj

Ku

)
✭✹✳✵✳✷✮

♦ù Iind(Ω) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s✱ γ > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ Rj ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉ ♣✐①❡❧ j t❡❧ q✉❡ Ω ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s (Ri)i∈Iind(Ω)✱ K : L2(Ω) −→ L2(Ω) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t t❡❧ q✉❡ K1 6= 0✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ✢♦✉✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ(x, u) ❡t ψj(X)
s❡r♦♥t s♣é❝✐✜é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❡t s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢
❞❡ ❧♦✐ ❣❛♠♠❛✳ ■❧ ❡st très ❢réq✉❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘✱ ❧❛s❡r ❡t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❬✺✷✱ ✹✾✱ ✽✺❪✳
❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥❢♦❝❛❧❡s ❬✸✽❪✱ ♦✉
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r é♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❬✽✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❙P❊❈❚ ✭s✐♥❣❧❡✲♣❤♦t♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✮ ❬✹✽❪✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t❡r♠❡s ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✢♦✉✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✢♦✉❡s ❡t ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉
❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛
❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ❛ss♦❝✐é❡✳ ▲❡ ●❚ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♠❛✐s ✐❧ ♣❡r♠❡t
❛✉ss✐ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t
❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✽ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚✱ ♣✉✐s ♦♥
✐❧❧✉str❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❡t ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t à
❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2✱

JΩǫ(u) = Jǫ(u) ❡t Ω = Ω0✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❝❛r ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡
q✉❡ ❧❡ ❝r❛❝❦✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝r❛❝❦ ✏t✉❡✑ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ●❚ ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉①

✻✹



❞♦♥♥é❡s à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥✉❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❥✉st❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ ❡t ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ✭❛✮✳

✹✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡
♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡✳ ❖♥
♥♦t❡ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Ω✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ♥♦té ΩN ✳ ❖♥ ♥♦t❡
uN ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t fN ✮ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ u à r❡tr♦✉✈❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f ♦❜s❡r✲
✈é❡✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ px ∈ ΩN ✱ fN (px) ❡t uN (px) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s UN (px) ❡t FN (px) ♦ù UN ❡t FN s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ❢♦r♠és ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣✐①❡❧✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ gUN |FN ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r uN ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼❆P✮✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡st
❞é❞✉✐t ❡t ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ N →∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❛♣♣r♦♣r✐é✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s gUN |FN ✈ér✐✜❡ ✿

gUN |FN =
g(FN ,UN )

gFN

=
gFN |UN gUN

gFN

s✐ gFN > 0, 0 s✐♥♦♥

gFN |UN ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t gUN ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ uN ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
−log(gUN |FN ) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

uN = argmin
u

EN (u)

♦ù
EN (u) = −log(gFN |UN (u, f))− log(gUN (u)) ✭✹✳✶✳✶✮

▲❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣r✐♦r✐ gUN ❡st à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❡❧❧❡ ✈❛ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ s♦♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●✐❜❜s ❬✹✹❪ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

gUN (u) = Cste× e− γ
2
JN (u), γ > 0

♦ù JN (u) ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ♣♦s✐t✐✈❡ JΩ(u)✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
gFN |UN ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ♦♥ ♣❛ss❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱
❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✳

▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥
❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st FN = UN+GN ♦ù UN ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t GN ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✵ ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ ♥♦t❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ GN ✱ FN ❡t UN ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s GN (px)✱ FN (px) ❡t UN (px)✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t✐♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st gGN (x) = 1√
2πσ

e−
x2

2σ2 ✳ ❊①♣r✐♠♦♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ gFN |UN ✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ✿

P (FN ∈ A|UN = u) =

∫

R
gFN |UN (f |u)1f∈Adf ✭✹✳✶✳✷✮

▲❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ gFN |UN (f |u) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ FN = UN +GN ✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ UN ❡t GN ✱ ❡t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

✻✺



P (FN ∈ A|UN = u) = P (UN +GN ∈ A|UN = u)

= P (GN ∈ A− u|UN = u)

= P (GN ∈ A− u)

=

∫

R
gGN (x)1x∈A−udx

=

∫

R
gGN (f − u)1f∈Adf

❆✐♥s✐ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✹✳✶✳✷✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ gFN |UN (f |u) = gGN (f − u)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ à FN |UN ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❛ss♦❝✐é❡s à
FN (px)|UN (px)✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✮ s❡ réé❝r✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

EN (u) =
∑

px∈ΩN

1

2σ2
(fN − u)2 + γ

2
JN (u) + C

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ σ2 ❡st ❛❜s♦r❜é❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
γ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ γ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t σ2✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ N → +∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

EΩ(u) =

∫

Ω
(f − u)2 + γJΩ(u)

▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡
P♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✭✈♦✐r ❬✽✺❪✮ FN = SNUN ♦ù UN

❡st ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té ❡t SN ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ SN ✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘
s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ L ∈ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s FN

k ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ L✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥
❛ FN

k = GN
k U

N ✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t GN
k ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✶ ❛②❛♥t

♣♦✉r ❞❡♥s✐té gG(x) = e−x1{x≥0}✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ FN s✬é❝r✐t ✿ FN = 1
L

∑N
k=1 F

N
k =

(
1
L

∑N
k=1G

N
k

)
UN ✳

❖♥ ♣♦s❡ SN = 1
L

∑N
k=1G

N
k ❀ SN s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ●❛♠♠❛ ❞❡ ❞❡♥s✐té gSN (x) = LL

Γ(L)x
L−1e−Lx1{x≥0} ❛✈❡❝

Γ(L) = (L − 1)! ✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ SN ❡st ✶ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st 1
L✮✳ ❉és♦r♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té

gFN |UN ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ FN ✱ SN ❡t UN ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s FN (px)✱ SN (px) ❡t UN (px)✳ ❖♥
♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

P (FN ∈ A|UN = u) =

∫

R
gFN |UN (f |u)1{f∈A}df ✭✹✳✶✳✸✮

♦ù gFN |UN (f |u) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ u✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ FN = SNUN ❡t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ UN ❡t SN ♦♥ ❛ ✿

P (FN ∈ A|UN = u) = P (SNUN ∈ A|UN = u)

= P

(
SN ∈ A

u
|UN = u

)
= P

(
SN ∈ A

u

)

❊♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à
{
SN ∈ A

u

}
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

P

(
SN ∈ A

u

)
=

∫

R
gSN (s)1{s∈A

u }ds =
∫

R

1

u
gSN

(
f

u

)
1{f∈A}df

✻✻



❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❛✈❡❝ ✭✹✳✶✳✸✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t

gFN |UN (f |u) = 1

u
gSN

(
f

u

)
✭✹✳✶✳✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s FN (px) ❡t ❞❡s UN (px) ✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à FN |UN

❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ px ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❛ss♦❝✐é❡s à FN (px)|uN (px)✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ −log
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✭✹✳✶✳✶✮ s❡ réé❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

EN (u) = L
∑

px∈ΩN

(
fN

u
+ log(u)

)
+
γ

2
JN (u) + C

♣♦✉r u ∈ RN ❡t u > 0✱ ♦ù ❈ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ✉✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r L ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é ❝❛r ✐❧
❡st ❛❜s♦r❜é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ γ ♠❛✐s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ γ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
❜r✉✐t 1

L ✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ N →∞✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

EΩ(u) =

∫

Ω

(
f

u
+ log(u)

)
dx+

γ

2
JΩ(u) ✭✹✳✶✳✺✮

❙♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭▼♦❞è❧❡ ❙♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✮

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ✭✹✳✶✳✺✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊♥ ♣r❡✲
♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

log(FN ) = log(SN ) + log(UN )

❊♥ ♣♦s❛♥t GN = log(FN )✱ TN = log(SN ) ❡t V N = log(UN )✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t GN = V N + TN ✳
❉és♦r♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r V N à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s GN ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ V N s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ TN ✿

P (TN ∈ A) = P (SN ∈ eA) =
∫

R
gSN (s)1{s∈eA}ds

=

∫

R
gSN (er)er1{r∈A}dr

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ TN ❡st gTN (r) = gSN (er)er = LL

(L−1)!e
L(r−er)✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ gGN |V N ♦♥ ❛ ✿

P (GN ∈ A|V N = v) =

∫

R
gGN |V N (g|v)1{g ∈ A}dg

= P (TN ∈ A− v|V N = v)

= P (TN ∈ A− v)

=

∫

R
gTN (t)1{t ∈ A− v}dt

=

∫

R
gTN (g − v)1{g ∈ A}dg

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ gGN |V N (g|v) = gTN (g − v)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✭✹✳✶✳✶✮ s❡ réé❝r✐t ❡♥

✻✼



EN (v) =
∑

px∈ΩN

L(v − gN + e−(v−gN )) +
γ

2
JN (u) + C

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ v✳ ❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ γ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t N →∞ ✿

EΩ(v) =

∫

Ω
(v − g) + e−(v−g) +

γ

2
JΩ(u) ✭✹✳✶✳✻✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ v = log(u)✳ ▲✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡st ❛❧♦rs u = ev✳

▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡s ❡t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❬✸✽❪✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✳
❖♥ ♥♦t❡ Rj ✱ ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω) ❧❡ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R2 ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ j ❡t t❡❧ q✉❡ Ω = ∪i∈Iind(Ω)Ri ❡t
|Ri ∩ Rj | = 0 ♣♦✉r i 6= j✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ Rj ❡t ♦♥
♥♦t❡ fN = f ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ F ✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω)✱ fj ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à λNj =

∫
Rj
uN (x)dx ♦ù x 7→ uN (x) ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ u ✭❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉①✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ✳✳✳✮✳ ●râ❝❡ à ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s Fj ❡t UN
j ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

P (F = f |UN = u) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

P (F = f |UN = u) =
∏

j∈Iind(Ω)

λNj
fje−λN

j

fj !

❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ −log ♦♥ ❞é❞✉✐t

−log
(
P (F = f |UN = u)

)
=

∑

j∈Iind(Ω)

λNj − fjlog(λNj ) + C

♦ù ❈ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✭✹✳✶✳✶✮ s❡ réé❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ✿

EN (u) =
∑

j∈Iind(Ω)

(
λNj − fjlog(λNj )

)
+
γ

2
JN (u)

▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ EN ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ λN ✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✿

EΩ(u) =
∑

j∈Iind(Ω)

(∫

Rj

u(x)dx− fjlog
(∫

Rj

u(x)dx

))
+
γ

2
JΩ(u) ✭✹✳✶✳✼✮

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❧✉r

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♦♣t✐q✉❡✱ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♠ér❛ ♦✉ ❞❡ ❝✐❜❧❡
♣❡✉✈❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✉ ✢♦✉ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✭✈♦✐r ❬✼✶❪✮✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❧❡ ✢♦✉ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢ u 7→ Ku ❛✈❡❝ K1 6= 0✳ ❖♥ ♥♦t❡
KN ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ N ×N ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ K s✉r ΩN ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✢♦✉ ✿

✻✽



✶✳ ▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✬é❝r✐t FN = KNUN +GN ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é
❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

EΩ(u) =

∫

Ω
(f −Ku)2 + γJΩ(u) ✭✹✳✷✳✶✮

✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✬é❝r✐t FN = SNKNUN ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st

EΩ(u) =

∫

Ω
log(Ku) +

f

Ku
+
γ

2
JΩ(u) ✭✹✳✷✳✷✮

✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭▼♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t
GN = V N+TN ❛✈❡❝ V N = log

(
KNUN

)
✳ ▲❡ ✢♦✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✏❞é❜r✉✐t❛❣❡✑ ♦♥ ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
V N = log

(
KNUN

)
♦ù ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ UN ♣❡✉t êtr❡

UN = ((KN )TKN )−1(KN )T eV
N

♠❛✐s ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛❧ ♣♦sé✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ K ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✵✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é✢♦✉t❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣éré ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡
♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t r❡st❛✉r❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉❡ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡
s♣❡❝❦❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✹✳✷✳✷✮✳

✹✳ ▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ✿ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉ ♣✐①❡❧ px ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

∫
Rpx

KuN (x)dx✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

EΩ(u) =
∑

px∈Iind(Ω)

(∫

Rpx

Ku(x)dx− f(px)log
(∫

Rpx

Ku(x)dx

))
+
γ

2
JΩ(u) ✭✹✳✷✳✸✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ❛✈❡❝ ✢♦✉ ❡t ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉
♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣ s❛♥s ✢♦✉✳

✹✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✈❡❝ ✢♦✉

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✵✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ✿

min
u∈H1(Ω)

γJΩ(u) +

∫

Ω
ψ(x,Ku) ✭✹✳✸✳✶✮

♦ù ψ(x, v) = (f(x) − v)2 ❡t JΩ(u) =
∫
Ω |∇u|2 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚✳ ❯♥❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❊❉P ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s❛ ❧✐♥é❛r✐té✳ ❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ●❚ à ❝❛✉s❡ ❞❡
❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ✏s❛♥s ✢♦✉✑ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t ✷ ❡t ❬✶✵✱ ✻❪✮✳ ❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚
❡t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✽✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t ✭♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥
♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✶✵✱ ✻❪✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t u0 ❡t v0 s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛r ✿

(P0)
{
−γ∆u0 +K⋆Ku0 = K⋆f, ❞❛♥s Ω

∂nu0 = 0, s✉r ∂Ω
✭✹✳✸✳✷✮

✻✾



❡t

(Q0)

{
−γ∆v0 +K⋆Kv0 = K⋆(2Ku0 − f), ❞❛♥s Ω

∂nv0 = 0, s✉r ∂Ω.
✭✹✳✸✳✸✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✭✈♦✐r ❬✶✼❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (P0) ❡t (Q0) s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦sés ❞❛♥s H1(Ω) s✐
K1 6= 0 ❡t γ > 0✳ ▲❡ ●❚ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ∈ Ω ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ❡t ♣♦✉r
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✱ ♥♦té r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ib(x0) ❡t Ic(x0) ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❞é❞✉✐t ❞✉ ❝❛s ✏s❛♥s ✢♦✉✑ ❡t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =
∫
Ωǫ
|∇u|2✱ ♣♦✉r

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Ib(x0) =
π

γ
(f(x0)−Ku0(x0)) (Kv0(x0)−Ku0(x0))− 2π∇u0(x0).∇v0(x0) ✭✹✳✸✳✹❛✮

Ic(x0, ~n) = − (π∇u0(x0).~n) (∇v0(x0).~n) ✭✹✳✸✳✹❜✮

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✸✳✷✮ ❡t ✭✹✳✸✳✸✮ ❡t γ > 0✳

✹✳✹ ▼♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ✭✹✳✵✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✹✳✶✳✻✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

min
u∈H1(Ω)

γ

2
JΩ(u) +

∫

Ω
ψ(x, u) ✭✹✳✹✳✶✮

♦ù ψ(x, u) = u − g(x) + e−(u−g(x)) ❡t g = log(f) ❡st ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢♦✉ ✿ K ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡ ψ(u) à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
ψ(x, u)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✶✳ ❉❛♥s ❬✶✸❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é
à ✭✹✳✶✳✺✮✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✭✹✳✹✳✶✮ ❛❞♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷ s✉✐✈❛♥t❡s ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
✈ér✐✜❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✭✹✳✹✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣ ♦ù ♦♥ ❛ ψ(x, u) =
u − g(x) + e−(u−g(x))✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✜①é
♣❛r ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs EΩ ❧✬é♥❡r❣✐❡ EΩ(u) = γ
2JΩ(u) +

∫
Ω ψ(x, u) ♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

JΩ(u) =
∫
Ω |∇u|2 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚✳

✹✳✹✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✵✳✶✮ ❡st✲✐❧ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❄

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
ψ(x, u) ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(x, u) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣ ✭✹✳✹✳✶✮ r❡♥tr❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ γ = 1 ❡t ♣❛r❢♦✐s ♦♥ é❝r✐t ψ(u) ♣♦✉r ψ(x, u)✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳ ❙♦✐t ψ : Ω× I −→ R t❡❧❧❡ q✉❡

❼ u 7→ ψ(x, u) ∈ C3(I) ∀x ∈ Ω

✼✵



❼ x 7→ Duψ(x, u) ∈ C0(Ω) ∀u ∈ I

❼ u 7→ ψ(x, u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ■ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ∈ Ω✳

❼ ψ ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✉r Ω× I

❼ ∃a, b ∈ I t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x✱ Duψ(x, a) ≤ 0 ❡t Duψ(x, b) ≥ 0 ❛✈❡❝ [a, b] ⊂ I✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✳ ❙♦✐t ψ(x, u) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✱ ❛❧♦rs ✭✹✳✹✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ uΩ ∈ H1(Ω) q✉✐ ✈ér✐✜❡ a ≤ uΩ ≤ b✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✿ ❙♦✐t (un) ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡ ❞❡ EΩ(u)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C1 t❡❧❧❡ q✉❡
EΩ(un) ≤ C1✳ P✉✐sq✉❡ ψ(x, u) ❡st ♠✐♥♦ré❡ s✉r Ω×I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C2 t❡❧❧❡ q✉❡

∫
Ω ψ(x, un) ≥ C2✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

Ω
|∇un|2 ≤ max(C1, C1 − C2)

❙♦✐t vn = max(un, a)✱ ❡t Ω−
n = Ω ∩ {un ≤ a}✱ ♦♥ ❛ vn ≥ a ❡t

EΩ(vn)− EΩ(un) = −
∫

Ω−
n

|∇un|2 +
∫

Ω−
n

ψ(a)− ψ(un)

P❛r ❝♦♥✈❡①✐té ✿
ψ(un)− ψ(a) ≥ Duψ(a)(un − a) ❡t

∫
Ω−

n
(ψ(a)− ψ(un)) ≤

∫
Ω−

n
Duψ(a)(a− un) ≤ 0✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ EΩ(vn) ≤ EΩ(un)✱ ❡t ❞♦♥❝ vn ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡
vn ≥ a✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t wn = min(vn, b)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ wn ≤ b ❡t q✉❡ wn ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ un ✈ér✐✜❡ a ≤ un ≤ b✳ ❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ un ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s H1(Ω)✳ ❆✐♥s✐

♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ H1(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ un
L2(Ω)→ u ❡t un

H1(Ω)
⇀ u ✭♦ù

H1(Ω)
⇀ ❞é♥♦t❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡

❢❛✐❜❧❡✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ JΩ(u) ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛t♦✉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ u ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ a ≤ u ≤ b ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r Ω✳

❯♥✐❝✐té ✿ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à H(Ω) ={
v ∈ H1(Ω), a ≤ v ≤ b

}
✳ P✉✐sq✉❡ ψ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r [a, b] ⊂ I ❡t JΩ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t

❝♦♥✈❡①❡ s✉r H1(Ω)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ EΩ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r H(Ω) q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❝♦♥✈❡①❡ ❡t q✉❡ EΩ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s H1(Ω)✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷ ❛✉
♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < α ≤ f ≤ β ❛✈❡❝ α ❡t β ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✹✳✹✳✶✮ ❛✈❡❝ ψ(x, u) = u− g(x) + e−(u−g(x)) ♦ù g = log(f) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ H1(Ω) ❡t ♦♥ ❛
log(α) ≤ u ≤ log(β)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Duψ(u) = 1 − e−(u−g) ❡t D2

uψ(u) = e−(u−g) > 0✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ψ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ]−∞, η] ∀η ∈ R✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ 0 < α ≤ f ≤ β✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

1− e−(u−log(β)) ≤ Duψ(u) ≤ 1− e−(u−log(α))

❙♦✐t a = log(α) ❡t b = log(β)✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Duψ(b) ≥ 0 ❡t Duψ(a) ≤ 0

●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ H1(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ a ≤ u ≤ b✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✳

✼✶



✹✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré

❙♦✐t uǫ = uΩǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✳✶✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Ω ♣❛r Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ❡t s♦✐t Jǫ(u) =
JΩǫ(u)✳ ❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ ❊❉P ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ψ(x, u) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳
❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ DIΩǫ(uǫ).v = 0 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1(Ωǫ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
tr♦✉✈❡r uǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡

∫

Ωǫ

γ∇uǫ.∇v +Duψ(x, uǫ)v = 0 ∀v ∈ H1(Ωǫ) ✭✹✳✹✳✷✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s ✿

(Pǫ)
{
−γ∆uǫ +Duψ(x, uǫ) = 0 ❞❛♥s Ωǫ

∂nuǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ
✭✹✳✹✳✸✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Fǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

γ∇u.∇v +Duψ(x, u)v ∀u, v ∈ H1(Ωǫ)

❆✐♥s✐ ✭✹✳✹✳✷✮ s✬é❝r✐t ✿ tr♦✉✈❡r uǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡ Fǫ(uǫ, v) = 0 ∀v ∈ H1(Ωǫ)✳
❖♥ ♥♦t❡ u0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✳✷✮ ♣♦✉r ǫ = 0✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ γ = 1 ✭♠❛✐s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r γ > 0✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✹✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ib ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré✳ ▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✳✸✮ ❛✈❡❝
ψ(x, u) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =

∫
Ωǫ
|∇u|2 ❡st

Ib(x0) = −2π∇u0(x0).∇v0(x0) +
π

γ
Duψ(x0, u0)(u0(x0)− v0(x0)) ✭✹✳✹✳✹✮

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✳✾✮ ♣♦✉r ǫ = 0 ❡t ❛✈❡❝ γ > 0✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❊❉Ps ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r
❆♠st✉t③ ❬✼❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ●❚ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ) − J0(u0) ❧♦rsq✉❡
ǫ → 0✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J̃ǫ(u) = −

∫
Ωǫ
Duψ(x, u)u ❀ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✹✳✷✮ ❛✈❡❝ v = uǫ✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r

q✉❡ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = J̃ǫ(uǫ)− J̃0(u0)

= −
∫

Ωǫ

(Duψ(uǫ)uǫ −Duψ(u0)u0) +

∫

Bǫ

Duψ(u0)u0

= −
∫

Ωǫ

(Duψ(u0)(uǫ − u0) + (Duψ(uǫ)−Duψ(u0))u0 + (Duψ(uǫ)−Duψ(u0)) (uǫ − u0))

= Lǫ(uǫ − u0) + Iǫ + E1
✭✹✳✹✳✺✮

♦ù

Lǫ(u) = −
∫

Ωǫ

(
Duψ(u0)u+D2

uψ(u0)u0u
)

Iǫ =
∫

Bǫ

Duψ(u0)u0

E1 = −
∫

Ωǫ

(
D2

uψ(uδǫ) +
1

2
D3

uψ(uηǫ)u0

)
(uǫ − u0)2

✭✹✳✹✳✻✮

✼✷



♦ù uδǫ = θ1u0 + (1 − θ1)uǫ ❡t uηǫ = θ2u0 + (1 − θ2)uǫ ❛✈❡❝ θi : Ω 7→ R✱ 0 ≤ θi ≤ 1 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 2✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ Lǫ(uǫ − u0) ❞❛♥s ✭✹✳✹✳✺✮ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✽✱ ✽✵❪ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t✳ ➚
❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✱ ♦♥ ❢❛✐t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ Fǫ(u, v) ♣❛r
r❛♣♣♦rt à u ❛✉ ♣♦✐♥t u0 ✿

Fǫ(uǫ, v) = Fǫ(u0, v) +DuFǫ(u0, v).(uǫ − u0) +
1

2
D2

uFǫ(uδǫ , v).(uǫ − u0, uǫ − u0)
= Fǫ(u0, v) + bǫ(uǫ − u0, v) + cǫ(uǫ − u0, uǫ − u0, v)

✭✹✳✹✳✼✮

❛✈❡❝

bǫ(u, v) = DFǫ(u0, v).u =

∫

Ωǫ

∇u.∇v +
∫

Ωǫ

D2
uψ(u0)uv ,

cǫ(u, t, v) =
1

2
D2

uFǫ(uδǫ , v).(u, t) =

∫

Ωǫ

1

2
D3

uψ(uηǫ)utv

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t vǫ ∈ H1(Ωǫ) ♣❛r ✿

bǫ(u, vǫ) = −Lǫ(u) ∀u ∈ H1(Ωǫ) ✭✹✳✹✳✽✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s à ✭✹✳✹✳✽✮ s♦♥t ✿

(Qǫ)

{
−γ∆vǫ +D2

uψ(u0)vǫ = Duψ(u0) +D2
uψ(u0)u0 ❞❛♥s Ωǫ

∂nvǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ

✭✹✳✹✳✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳✺✳ ❼ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ γ = 1✳

❼ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t (Qǫ) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ u 7→ ψ(x, u)
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ (Qǫ) s♦✐t ❝♦❡r❝✐❢✳ P✉✐sq✉❡ u 7→ ψ(x, u) ❡st C2(I)✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s A,B ∈ R t❡❧❧❡s q✉❡ A < Duψ(u0) +D2

uψ(u0)u0 < B✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✭✹✳✹✳✾✮
❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A

supΩD
2
uψ(u0)

≤ vǫ ≤
B

infΩD2
uψ(u0)

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✳✹✳✺✮✱ ✭✹✳✹✳✼✮ ❡t ✭✹✳✹✳✽✮ q✉❡ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −bǫ(uǫ − u0, vǫ) + Iǫ + E1
= Fǫ(u0, v)− Fǫ(uǫ, vǫ) + cǫ(uǫ − u0, uǫ − u0, vǫ) + Iǫ + E1
= Fǫ(u0, vǫ) + E2 + Iǫ + E1

✭✹✳✹✳✶✵✮

❛✈❡❝
E2 = cǫ(uǫ − u0, uǫ − u0, vǫ) ✭✹✳✹✳✶✶✮

P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❧❡ t❡r♠❡ Fǫ(u0, vǫ) s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Fǫ(u0, vǫ) =

∫

Ωǫ

∇u0.∇vǫ +Duψ(u0)vǫ

= −
∫

∂Bǫ

∂nu0vǫ +

∫

Ωǫ

(−∆u0 +Duψ(u0)) vǫ

= −
∫

∂Bǫ

∂nu0wǫ −
∫

∂Bǫ

∂nu0v0

✼✸



❛✈❡❝ wǫ = vǫ − v0✳ ❉és♦r♠❛✐s ♣♦✉r ϕ ∈ H1/2(∂Bǫ) ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✉r Bǫ

s✉✐✈❛♥t ✿ {
∆lϕǫ = 0, ❞❛♥s Bǫ

lϕǫ = ϕ, s✉r ∂Bǫ
✭✹✳✹✳✶✷✮

P♦✉r v ∈ H1(Ωǫ)✱ ♦♥ ♥♦t❡ lvǫ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Bǫ t❡❧❧❡ q✉❡ lvǫ = v s✉r ∂Bǫ✳ P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥
♣❛r ♣❛rt✐❡s Fǫ(u0, vǫ) s✬é❝r✐t ✿

Fǫ(u0, vǫ) = −
∫

Bǫ

(∇u0.∇v0 +∆u0v0)−
∫

Bǫ

(∇u0.∇lwǫ
ǫ +∆u0.l

wǫ
ǫ )

= −
∫

∂Bǫ

ũ0∂nv0 +

∫

Bǫ

ũ0∆v0 −
∫

Bǫ

Duψ(u0)v0 −
∫

∂Bǫ

ũ0∂nl
wǫ
ǫ −

∫

Bǫ

Duψ(u0)l
wǫ
ǫ

= −
∫

∂Bǫ

ũ0 (∂nv0 + ∂nl
wǫ
ǫ )−

∫

Bǫ

Duψ(u0)v0 + E3 + E4

= Jǫ +Kǫ + E3 + E4

✭✹✳✹✳✶✸✮

❛✈❡❝ ũ0 = u0 − u0(0) ❡t

Jǫ = −
∫

∂Bǫ

ũ0 (∂nv0 + ∂nl
wǫ
ǫ ) Kǫ = −

∫

Bǫ

Duψ(u0)v0

E3 =
∫

Bǫ

ũ0∆v0 E4 = −
∫

Bǫ

Duψ(u0)l
wǫ
ǫ

✭✹✳✹✳✶✹✮

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ Jǫ✱ E1✱ E2 ❡t E4 ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r wǫ ❡t Xǫ = uǫ−u0 ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H1(Ωǫ)✳ ❊♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✸ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾✳✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ‖Xǫ‖0,Ωǫ = O(ǫ2

√
−log(ǫ))

❡t q✉❡ wǫ = ǫQ
(
x
ǫ

)
+ rǫ ♦ù Q ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇v0(0).~n ❡t ‖rǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ2

√
−log(ǫ))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✻✳ ❙♦✐t Iǫ✱ Jǫ✱ Kǫ✱ E1✱ E2✱ E3 ❡t E4 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✹✳✻✮✱ ✭✹✳✹✳✶✶✮ ❡t ✭✹✳✹✳✶✹✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = Iǫ + Jǫ +Kǫ +

4∑

i=1

Ei

Iǫ = πǫ2Duψ(0, u0)u0(0)

Jǫ = −2πǫ2∇u0(0).∇v0(0)
Kǫ = −πǫ2Duψ(0, u0)v0(0)

✭✹✳✹✳✶✺✮

❡t Ei ∼ o(ǫ2) ♣♦✉r i ∈ [[1..4]]

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✸✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ψ(x, u) ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E1 ❡t E2 s♦♥t ∼ O(‖uǫ − u0‖20,Ωǫ

) =

O(−ǫ4log(ǫ))✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ψ(u) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ψ(x, u(x))✳ ❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ x 7→ Duψ(x, u0(x)) ❞♦♥♥❡♥t

Iǫ = ǫ2
∫

B
Duψ (ǫX, u0(ǫX))u0(ǫX) = ǫ2πDuψ(0, u0)u0(0) + o(ǫ2)

Kǫ = ǫ2
∫

B
Duψ(ǫX, u0(ǫX))v0(ǫX)dX = ǫ2πDuψ(0, u0)v0(0) + o(ǫ2)

➚ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té ∆v0 = D2
uψ(u0)(v0 − u0) − Duψ(u0) ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡

ψ(u) ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ E3 ∼ O(ǫ3)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✹ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✶ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡
❆ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾✳✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

✼✹



Jǫ =
∫

∂B
(u0 − u0(0)) (∂nlpǫǫ + ∂nv0) +

∫

∂Bǫ

(u0 − u0(0))∂nleǫǫ

= ǫ2∇u0(0).
∫

∂B
λ(x)x+ F1 + F2

❛✈❡❝

λ(x) = −2∇v0(0).~n(x) F1 =

∫

∂Bǫ

(u0 − u0(0)) (∂nv0 −∇v0(0).~n)

F2 =

∫

∂Bǫ

(u0 − u0(0))∂nleǫǫ

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ u0 ❡t v0 ❡♥ ✵ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡
F1 = O(ǫ3) ❡t F2 ≤ Cǫ2‖∂nleǫǫ (ǫX)‖−1/2,∂B✳ P♦✉r F2✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

✉t✐❧✐s❡r ❧✬❤❛r♠♦♥✐❝✐té ❞❡ leǫ(ǫx)ǫ s✉r B ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r B2\B ✿

|F2| ≤ Cǫ2‖∂nleǫǫ (ǫX)‖−1/2,∂B ≤ Cǫ |leǫǫ (ǫX)|1,B = Cǫ|leǫ(ǫX)(X)|1,B
≤ Cǫ‖eǫ(ǫX)‖H1/2(∂B)/R ≤ Cǫ‖eǫ(ǫX)‖H1(B2\B)/R

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r H1(B2\B)/R ❡t ❞❡ ❧❛ s❡♠✐ ♥♦r♠❡✱ ❡t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥❡♥t
|F2| ≤ Cǫ|eǫ|1,Ωǫ ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t F2 = O(ǫ3

√
−log(ǫ))✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ϕ 7→ lϕ ❞❡ H1/2(∂B) ❞❛♥s H1(B)✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡
s✉r B2\B✱ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✹ ♦♥ ❛ ✿

|E4| ≤ Cǫ2‖lwǫ
ǫ (ǫX)‖0,B = Cǫ2‖lwǫ(ǫX)(X)‖0,B

≤ Cǫ2‖wǫ(ǫX)‖1/2,∂B ≤ Cǫ2‖wǫ(ǫX)‖1,B2\B

≤ Cǫ2
(
1

ǫ
‖wǫ‖0,Ωǫ + |wǫ|1,Ωǫ

)
≤ Cǫ3

√
−log(ǫ)

▲❡ ●❚ s❡ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✻ ❡t ❝❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✹✳

✹✳✹✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré

P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ(~n)✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ Iǫ ❞❡ ✭✹✳✹✳✶✵✮ ❡st ♥✉❧ ❡t
❧❡ t❡r♠❡ Fǫ(u0, vǫ) s✬é❝r✐t Fǫ(u0, vǫ) = −

∫
Bǫ
∂nu0[wǫ]✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ uǫ ❡t vǫ s♦♥t

s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❬✶✵❪ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✼✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ic(x0, ~n) ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✳ ▲❡ ●❚
❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✳✸✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =

∫
Ωǫ
|∇u|2 ❡st ✿

I(x0, ~n) = −π (∇u0(x0).~n) (∇v0(x0).~n) ✭✹✳✹✳✶✻✮

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✹✳✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✳✾✮ ♣♦✉r ǫ = 0 ❡t ❛✈❡❝ γ > 0✳

✹✳✺ ▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ❛✈❡❝ ✢♦✉t❛❣❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
✈❛❧❡✉r fj ∈ R s✉r Rj ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ j ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω)✳ ❖♥ ♥♦t❡ N = |Iind(Ω)| ❡t ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ |Rj | = 1 ❡t q✉❡ Ω = ∪i∈Iind(Ω)Ri t❡❧s q✉❡ |Ri ∩Rj | = 0 ♣♦✉r i 6= j✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

✼✺



q✉❡ minj∈Iind(Ω) fj > 0✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥
❞♦♥♥é ❡♥ ✭✹✳✷✳✸✮ ✿

min
u∈H1(Ω)

γ

2
JΩ(u) +

∑

j∈Iind(Ω)

ψj

(∫

Rj

Ku

)
✭✹✳✺✳✶✮

❛✈❡❝ ψj(x) = x− fjlog(x) ❡t JΩ(u) =
∫
Ω |∇u|2 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞♦♥t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ●❚✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡

s❡❝t✐♦♥ EΩ(u) = γ
2JΩ(u) +

∑
j∈Iind(Ω) ψj(

∫
Rj
Ku)✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❡st

❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡r❢♦ré ✭❛✮ ✿ Ωǫ = Ω\x0 + ǫB✱ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ ✿ Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ✳

✹✳✺✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❡st✲✐❧ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❄

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① t❡❧❧❡ q✉❡ mini fi > 0 ❡t maxi fi < +∞✱
❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❛✈❡❝ ψj(x) = x−fjlog(x) ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ H1(Ω)✳

❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ α ≤
∫
Ri
u ≤ β ∀i ∈ Iind(Ω) ❛✈❡❝ α = mini fi

N ❡t β =
∫
Ω f =

∑
i∈Iind(Ω) fi✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✿ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ K ❡st
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❡t q✉❡ γ = 1✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❬✶✼❪✳
❆ ♣r✐♦r✐ ♦♥ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∫
Ri
u > 0✱ ∀i ∈ Iind(Ω)✳

❖♥ ❞é✜♥✐t H =
{
u ∈ H1(Ω),

∫
Ri
u > 0 ∀i ∈ Iind(Ω)

}
✳ ❆❧♦rs ✭✹✳✺✳✶✮ s✬é❝r✐t ✿

min
u∈H(Ω)

1

2
JΩ(u) +

∑

j

ψj

(∫

Rj

u

)

❙♦✐t (un)n ✉♥❡ s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡ ❞❡ EΩ(u) ❞❛♥sH(Ω)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡D > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ EΩ(un) ≤ D✳
❙✐ C =

∑
j minx∈]0,+∞[ ψj(x) =

∑
j fj − fjlog(fj) > −∞ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 ≤
∫

Ω
|∇un|2 ≤ 2max(D,D − C) = D′

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡
∫
Ω |∇un|2✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∑
j ψj

(∫
Rj
un

)
≤ D′✳ ❊♥ ♣♦s❛♥tKi =

∑
j 6=iminxψj ✱

✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ψi

(∫
Ri
un

)
≤ D′ −Ki ❡t q✉❡

0 < Ei ≤
∫

Ri

un ≤ Ei ✭✹✳✺✳✷✮

❛✈❡❝ Ei = max
{
ψ−1
i (D′ −Ki)

}
❡t Ei = min

{
ψ−1
i (D′ −Ki)

}
♦ù ♦♥ ♥♦t❡ ψ−1

i (b) = {x ∈]0,∞[ψi(x) = b} ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∫
Ri
un > 0 ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∑
iEi ≤

∫
Ω un =

∑
i

∫
Ri
un ≤

∑
iEi

❡t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ un ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(Ω)✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

s♦✉s✲s✉✐t❡ unk
✭♥♦té❡ un✮ ❡t u ∈ H1(Ω) t❡❧❧❡s q✉❡ un

L2(Ω)→ u ❡t un
H1(Ω)⋆

⇀ u✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ JΩ(u) ≤
lim inf JΩ(un) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✺✳✷✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦❧③❛♥♦✲❲❡✐❡rstr❛ss ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡

un t❡❧❧❡ q✉❡
∫
Ri
un → li ∈ R ❡t ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ψi

(∫
Ri
un

)
→ ψi (li) ∀i ∈ Iind(Ω)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛

EΩ(u) ≤ lim inf EΩ(un)

✼✻



❡t ❞♦♥❝ u ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ EΩ(u) ❞❛♥s H1(Ω)✳
❇♦r♥❡s ✿ ❙✐ u ∈ H1(Ω) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❛❧♦rs DEΩ(u).v = 0 ∀v ∈ H1(Ω) ❝✲à✲❞

∫

Ω
∇u.∇v +

∑

j∈Iind(Ω)

Dψj

(∫

Rj

u

)∫

Rj

v = 0, ∀v ∈ H1(Ω) ✭✹✳✺✳✸✮

❛✈❡❝ Dψj

(∫
Rj
u
)
= 1− fj∫

Rj
u
✳

❼ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v = 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té N =
∑

j
fj∫
Rj

u
✳ ❈♦♠♠❡ fj∫

Rj
u
≥ 0✱

∀j ∈ Iind(Ω)✱ s✐ i0 = argmin
i

∫
Ri
u ♦♥ ❛ N ≥ fi0∫

Ri0
u
❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡

∫
Ri0

u ≥ fi0
N ≥

mini fi
N ✳

❼ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v = u ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
∑

i

∫
Ri
u − fi ≤ 0 ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

maxi
∫
Ri
u ≤∑i

∫
Ri
u ≤∑i fi✳

❯♥✐❝✐té ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à

H(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω), α ≤

∫
Rj
u ≤ β

}
✳ ❈♦♠♠❡ ψj(X) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r [α, β] ♣♦✉r t♦✉t j ∈

Iind(Ω)✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ u 7→ ψj

(∫
Rj
u
)

❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r H(Ω)✳

❈♦♠♠❡ JΩ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ EΩ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r H(Ω) q✉✐ ❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t EΩ(u) ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r H1(Ω)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✺✳✷✳ ❼ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r f ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
uǫ ∈ H1(Ωǫ) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✶✮✳ P♦✉r ǫ ≤ ǫ0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ✭♣♦✉r ❛✈♦✐r Iind(Ω) = Iind(Ωǫ)✮✱ ♦♥ ❛
mini

∫
Rǫ

i
uǫ ≥ mini fi

N−πǫ20
❡t maxi

∫
Rǫ

i
uǫ ≤

∫
Ωǫ
f =

∑N
i=1 fi|Rǫ

i |✱ ∀i ∈ Iind(Ω) ♦ù Ωǫ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡

✭❛✉ s❡♥s ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✮ ❞❡s (Rǫ
i)i∈Iind(Ω)✳

❼ ◗✉❛♥❞ K 6= I ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ K1 6= 0 ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❛♥s
H1(Ω)✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✶✼❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❼ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ❡st ✈r❛✐❡ ❞ès q✉❡ ψj ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω) ❡t
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r I ⊂ R✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ α ❡t β s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ψj✳

✹✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB}✳ ❙♦✐t j0 ∈ Iind(Ω) t❡❧ q✉❡
Rj0 ⊃ Bǫ(x0) ♦ù Bǫ(x0) ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ǫ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ j0 ∈ Iind(Ω) t❡❧ q✉❡ x0 ∈ Rj0 ✳ P♦✉r ǫ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❡t j ∈ Iind(Ω)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Rǫ

j ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

é❣❛❧❡ à Rj0\Bǫ(x0) s✐ j = j0 ❡t à Rj s✐♥♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ Iǫj (u) =
∫
Rǫ

j
u✱ Ij(u) =

∫
Rj
u✱ Jǫ(u) = JΩǫ(u) ❡t uǫ

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Ω ♣❛r Ωǫ✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ DIΩǫ .v = 0 ∀v ∈ H1(Ωǫ)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✭✹✳✺✳✶✮ ✿

tr♦✉✈❡r uǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡ Fǫ(uǫ, v) = 0 ∀v ∈ H1(Ωǫ)

♦ù Fǫ(u, v) ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r H1(Ωǫ)×H1(Ωǫ) ✿

Fǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

γ∇u.∇v +
∑

j∈Iind(Ω)

Dψj

(
Iǫj (Ku)

) ∫

Rǫ
j

Kv ✭✹✳✺✳✹✮

✼✼



❊♥ ♣r❡♥❛♥t v ∈ D(Rǫ
j)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞(Rǫ

j) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s Rǫ
j ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t −γ∆uǫ+

Dψj(I
ǫ
j (Kuǫ))K

⋆
1 = 0 s✉r Rǫ

j ✱ ∀j ∈ Iind(Ω)✳ P✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v ∈ H1(Ωǫ)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∂nuǫ = 0 s✉r
∂Ωǫ ❡t [uǫ]∂Rj

= 0 ✿

(Pǫ)
{
− γ∆uǫ +Dψj

(
Iǫj (Kuǫ)

)
K⋆

1 = 0, ❞❛♥s Rǫ
j

∂nuǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ ❡t [uǫ]∂Rj
= 0

✭✹✳✺✳✺✮

♦ù [uǫ]∂Rj
❡st ❧❡ s❛✉t ❞❡ uǫ à tr❛✈❡rs ∂Rj ✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❛

♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s γ = 1 ❡t K = I ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✸✳ ▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✺✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =
∫
Ωǫ
|∇u|2 ♣♦✉r ✉♥

❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡st ✿

Ib(x0) = −2π∇u0(x0).∇v0(x0)
+
π

γ
Dψj0 (Ij0(Ku0)) (Ku0(x0)−Kv0(x0))

+
π

γ
D2ψj0 (Ij0(Ku0))Ku0(x0)(Ij0 (Ku0)− Ij0(Kv0))

✭✹✳✺✳✻✮

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✺✳✺✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✶✮ ♣♦✉r ǫ = 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

J̃ǫ(u) = −
∑

j∈Iind(Ω)

∫

Rǫ
j

Dψj

(
Iǫj (u)

)
u

= −
∑

j∈Iind(Ω)

Dψj

(
Iǫj (u)

)
Iǫj (u)

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0) s✬é❝r✐t ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = J̃ǫ(uǫ)− J̃ǫ(u0) = Lǫ(uǫ − u0) + Iǫ ✭✹✳✺✳✼✮

❛✈❡❝

Lǫ(u) = −
∑

j∈Iind(Ω)

∫

Rǫ
j

(
Dψj0(Ij0(u0)) +D2ψj0(Ij0(u0))Ij0(u0)

)
u

= −
∑

j∈Iind(Ω)

∫

Rǫ
j

u

Iǫ =
∫

Bǫ

(
Dψj0(Ij0(u0)) +D2ψj0(Ij0(u0))Ij0(u0)

)
u0

=

∫

Bǫ

u0

✭✹✳✺✳✽✮

❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ❞❡
Fǫ(u, v) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ u0 ✿

Fǫ(uǫ, v) = Gǫ(u0, v) + bǫ(uǫ − u0, v) + cǫ(v) + dǫ(v) ✭✹✳✺✳✾✮

✼✽



❛✈❡❝

Gǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

∇u.∇v +
∑

j∈P (Ω)

Dψj(Ij(u))

∫

Rǫ
j

v

bǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

∇u.∇v +
∑

j∈Iind(Ω)

D2ψj (Ij(u0))

∫

Rǫ
j

u

∫

Rǫ
j

v

cǫ(v) =
1

2

∑

j∈Iind(Ω)

∫

Rǫ
j

D3ψj (ξǫ) (I
ǫ
j (uǫ)− I0j (u0))2

∫

Rǫ
j

v

dǫ(v) = −D2ψj0(Ij0(u0))

∫

Bǫ

u0

∫

Rǫ
j0

v

♦ù ξǫ = θ
∫
Rǫ

j
uǫ + (1− θ)

∫
Rj
u0 ∈ [α, β] ❛✈❡❝ 0 < θ < 1✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t vǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧

q✉❡ ✿
bǫ(u, vǫ) = −Lǫ(u) ∀u ∈ H1(Ωǫ) ✭✹✳✺✳✶✵✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t u ∈ D(Rǫ
j) ♣✉✐s u ∈ H1(Ωǫ) ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r

❛ss♦❝✐é❡s à ✭✹✳✺✳✶✵✮ s♦♥t ✿




−∆vǫ +D2ψj (Ij(u0))

∫

Rǫ
j

vǫ = 1 ❞❛♥s Rǫ
j

∂nvǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ ❡t [vǫ]∂Rj
= 0

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✺✳✹✳ P♦✉r γ > 0 ❡t K 6= I✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t s❡r❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r





−γ∆vǫ +D2ψj (Ij(Ku0))

∫

Rǫ
j

Kvǫ = K⋆
1 ❞❛♥s Rǫ

j

∂nvǫ = 0 s✉r ∂Ωǫ ❡t [vǫ]∂Rj
= 0

✭✹✳✺✳✶✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✺✳✼✮ ❡t ✭✹✳✺✳✾✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −Lǫ(uǫ − u0) + Iǫ = −bǫ(uǫ − u0, vǫ) + Iǫ
= Gǫ(u0, vǫ) + cǫ(vǫ) + dǫ(vǫ) + Iǫ
= Gǫ(u0, vǫ) + Iǫ + Jǫ + E1

✭✹✳✺✳✶✷✮

❛✈❡❝
E1 = cǫ(vǫ) ❡t Jǫ = dǫ(vǫ) ✭✹✳✺✳✶✸✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ Gǫ(u0, vǫ) s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Gǫ(u0, vǫ) = −
∫

∂Bǫ

∂nu0vǫ −
∫

Ωǫ

∆u0vǫ +
∑

j∈Iind(Ω)

Dψj (Ij(u0))

∫

Rǫ
j

vǫ

= −
∫

∂Bǫ

∂nu0vǫ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❢❛✐ts ❡♥ ✭✹✳✹✳✶✸✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✱ Gǫ(u0, vǫ) s❡
réé❝r✐t ✿

Gǫ(u0, vǫ) = −
∫

∂Bǫ

ũ0 (∂nv0 + ∂nl
wǫ
ǫ )−Dψj0(Ij0(u0))

∫

Bǫ

v0 +

∫

Bǫ

ũ0∆v0 −Dψj0 (Ij0(u0))

∫

Bǫ

lwǫ
ǫ

= Kǫ + Lǫ + E2 + E3

✼✾



❛✈❡❝ ũ0 = u0 − u0(0)✱ wǫ = vǫ − v0 ❡t

Kǫ = −
∫

∂Bǫ

ũ0 (∂nv0 + ∂nl
wǫ
ǫ )

Lǫ = −Dψj0 (Ij0(u0))

∫

Bǫ

v0

E2 =
∫

Bǫ

ũ0∆v0 , E3 = −Dψj0 (Ij0(u0))

∫

Bǫ

lwǫ
ǫ

✭✹✳✺✳✶✹✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✺✳ ❙♦✐❡♥t Iǫ✱ Jǫ✱ Kǫ✱ Lǫ✱ E1✱ E2 ❡t E3 ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✹✳✺✳✽✮✱ ✭✹✳✺✳✶✸✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✹✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = Iǫ + Jǫ +Kǫ + Lǫ +
3∑

i=1

Ei

Iǫ = πǫ2
(
Dψj0(Ij0(u0)) +D2ψj0 (Ij0(u0)) Ij0(u0)

)
u0(0) + o(ǫ2)

Jǫ = −πǫ2D2ψj0 (Ij0(u0))u0(0)Ij0(v0) + o(ǫ2)

Kǫ = −2πǫ2∇u0(0).∇v0(0) + o(ǫ2)

Lǫ = −πǫ2Dψj0 (Ij0(u0)) v0(0) + o(ǫ2)

✭✹✳✺✳✶✺✮

❡t Ei ∼ o(ǫ2) ♣♦✉r i ∈ [[1..3]]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ é❣❛❧✐tés ✭❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ Iǫ ❡t Lǫ✮ s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s✳ ❯♥ ❞é✈❡✲

❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ u0 ❡♥ ✵✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✻ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❇ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✾✳✷✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Rǫ
j0

ǫ→0−→ Rj0

❞♦♥♥❡♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r Kǫ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✻✳ P♦✉r E1✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✺✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ψ(x) ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ξǫ ∈ [α, β] ✿

|E1| ≤ C
∑

j∈v

(∫

Rǫ
j

uǫ − u0
)2

+ C

(∫

Bǫ

u0

)2

≤ C‖uǫ − u0‖20,Ωǫ
+ Cǫ4 = O(ǫ4log(ǫ))

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ∆v0 = D2ψj0(Ij0(u0))Ij0(v0) ❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ u0 ❡♥ ✵ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
E2 = O(ǫ3)✳ P♦✉r E3✱ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✻✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

|E3| ≤ Cǫ2‖lwǫ
ǫ (ǫX)‖0,B ≤ Cǫ3

√
−log(ǫ)

❊♥ ♥♦t❛♥t j0 ❧✬✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ Rj0 ∋ x0✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✸✳

✹✳✺✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré

P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ Iǫ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
✭✹✳✺✳✶✷✮ ❡st ♥✉❧ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ Fǫ(u0, vǫ) ❡st Fǫ(u0, vǫ) = −

∫
σǫ
∂nu0[wǫ]✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❞❡ uǫ ❡t vǫ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❢❛✐ts ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡❧✉✐
❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❬✶✵✱ ✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

✽✵



❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✻✳ ▲❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✺✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) =
∫
Ωǫ
|∇u|2 ♣♦✉r ✉♥

❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭❜✮ ❡st
I(x0, ~n) = −π∇u0(x0).~n∇v0(x0).~n ✭✹✳✺✳✶✻✮

❛✈❡❝ u0 ❡t v0 ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✺✳✺✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✶✮ ♣♦✉r ǫ = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✺✳✼✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ψj ∈ C3(I)✱ str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♠✐♥♦ré❡ s✉r ■✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ✿ ❞❛♥s ✭✹✳✺✳✶✶✮✱ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ K⋆

1 ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r
(
D2ψj(Ij(Ku0))Ij(Ku0) +Dψj(Ij(Ku0))

)
K⋆

1✳

✹✳✻ ■♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✱ ✹✳✹ ❡t ✹✳✺ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❣❛✉ss✐❡♥✱ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣ ❡t ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❝r❛❝❦ ❡t ❜♦✉❧❡✮✳ ❈♦♥❢♦r✲
♠é♠❡♥t à ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✷ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ s✉✐✈❛♥ts ✿

IcLap(x0) = min
‖~n‖=1

Ic(x0, ~n) ✭✹✳✻✳✶✮

❛✈❡❝ Ic(x0, ~n) ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✸✳✹❜✮✱ ✭✹✳✹✳✶✻✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✻✮ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥✱ s♣❡❝❦❧❡✲❧♦❣
❡t ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✳

IbLap(x0) =
∣∣∣Ib(x0)

∣∣∣ ✭✹✳✻✳✷✮

❛✈❡❝ Ib(x0) ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✸✳✹❛✮✱ ✭✹✳✹✳✹✮ ❡t ✭✹✳✺✳✻✮ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥✱ s♣❡❝❦❧❡✲❧♦❣ ❡t
♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✳

✹✳✼ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré

P❧✉s q✉✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré IcLap ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡st❛✉r❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ✢♦✉ ❡t✴♦✉ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s IcLap ❝❛❧❝✉❧é✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ δ > 0 ✜①é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Eδ =
{
x ∈ Ω; |IcLap(x)| ≥ δ

}
❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

χη(x) =

{
η s✐ x ∈ Eδ

1 s✐♥♦♥

♦ù η ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcLap ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ~τ = ~n⊥

❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳ ❙✐ ~n = (cos(ϕ), sin(ϕ)) ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❝r❛❝❦ ❞♦♥♥é ♣❛r IcLap✱ ♦♥ ❛ ~τ = (sin(ϕ),−cos(ϕ))✳
❙✐ f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞é❣r❛❞é❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ u ∈ H1(Ω) ❞❡ f ✱ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
−div(βPϕ

η (x)∇u) +K⋆Dψ(x,Ku) = 0 ❞❛♥s Ω

∂nu = 0 s✉r Γ
✭✹✳✼✳✶✮

❛✈❡❝

ψ(x, u) =





1

2
(f − u)2 ✭▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✮

∑

j∈Iind(Ω)

(∫

Rj

u− fjlog
(∫

Rj

u

))
1Rj (x) ✭▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✮

log(u) +
f

u
✭▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✮

✽✶



♦ù Pϕ
η (x) ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ϕ(x) ❡t χη(x)✱ ❡t β > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t✱ Pϕ
η (x)∇u(x) = (∇u.~τ)~τ + χη(x)(∇u.~n)~n✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Pϕ
η (x) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Pϕ
η (x) =

(
n22 + χη(x)n

2
1 n1n2(χη(x)− 1)

n1n2(χη(x)− 1) n21 + χη(x)n
2
2

)
✭✹✳✼✳✷✮

♦ù n1 = cos(ϕ(x)) ❡t n2 = sin(ϕ(x))✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Pϕ
η (x) ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❼ ❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ χη(x)✱ P
ϕ
η (x) s✬é❝r✐t Pϕ

η (x) = I ❞♦♥❝
div(Pϕ

η (x)∇u) = ∆u ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✳

❼ ❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ✭❝✲à✲❞ x ∈ Eδ✮✱ ❛❧♦rs χη(x) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ❡t P
ϕ
η (x)∇u(x) ≈ (∇u.~τ)~τ

❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✽✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✳✶✮ s♦♥t très ❜♦♥s✳

✹✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ✷❉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ●❚ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✈❛r✐és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✭✹✳✸✳✶✮✱ ✭✹✳✹✳✶✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✮✳

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ●❚s ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✹✳✹ ❡t ✹✳✺✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
♠♦❞è❧❡✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ét❛ts ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t ❡st s♣é❝✐✜q✉❡
à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✱ ❧❡ ●❚ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✸ ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts
❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚

✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ u0 ❡t v0 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♦✉ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
✷✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ u0 ❡t v0 ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛sq✉❡s ❞ér✐✈❛t❡✉rs✳
✸✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞♦♥♥és ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✱ ✹✳✹ ❡t

✹✳✺✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✽✳✶✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✭✹✳✻✳✶✮ ♦♥ réé❝r✐t ❧❡ ●❚ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Ic(x0, ~n) = ~nTM(x0)~n ❛✈❡❝ M(x0) = −π
∇u0(x0)∇v0(x0)T +∇v0(x0)∇u0(x0)T

2

❆✐♥s✐ ❧❡ ●❚ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r IcLap(x0) = λmin(x0) ♦ù λmin ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ M(x0) ❡t ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✳✷✮ ❡t ✭✹✳✸✳✸✮ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ✹✳✽✳✶✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✹✳✹✳✶✮
❡t ✭✹✳✺✳✶✮ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞❥♦✐♥ts ✭✹✳✹✳✾✮ ❡t
✭✹✳✺✳✶✶✮ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✱ ♦♥ ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✏s♣❛rs❡ s♦❧✈❡rs✑✳

✹✳✽✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✈❡❝ ✢♦✉

P♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✹✳✸✳✷✮ ❡t ✭✹✳✸✳✸✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❉❈❚✶ ✭❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t②♣❡ ✶✮ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❉❈❚✶ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❉❈❚✶✳ ▲❛ s②♠étr✐❡ s✉♣♣♦sé❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞
♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐❝✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❉❈❚✶ à N ♣♦✐♥ts ❡st

✽✷



éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❉❋❚ ✭❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮ à 2N − 2 ♣♦✐♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✶❉ ♣♦✉r N = 4✱ ❧❛
❉❈❚✶ ❞❡ [x0, x1, x2, x3] ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❉❋❚ ❞❡ [x0, x1, x2, x3, x2, x1]✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚ ✭❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ❉❋❚✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ ❡st
❡♥ O (Nlog(N))✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r N ≤ 1010✱ ❧❛ ❋❋❚ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❉❈❚✷ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
ét❛♣❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✹✳✸✳✷✮ ❡t ✭✹✳✸✳✸✮✳

■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❼ ❊①t❡♥s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ Ny ×Nx ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 2(Ny − 1)× 2(Nx − 1) ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥
❞✉ ♥♦②❛✉ (2ny + 1) × (2nx + 1) ❡♥ ✉♥ ♥♦②❛✉ 2(Ny − 1) × 2(Nx − 1)✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡♥ ✶❉ ❡t
♣♦✉r nx = 2✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ [x−2x−1x0x1x2] ❡st [x0x1x20...0x−2x−1]✳

❼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡s ♥♦②❛✉①✳

❼ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭s✐♠♣❧❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✮✳

❼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❋❋❚ ✐♥✈❡rs❡✳

❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
s❡r❛✐t {0, 2π

Nx
, ..., 2π(Nx−1)

Nx
} × {0, 2π

Ny
, ...,

2π(Ny−1)
Ny

}✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐①✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡
❞❛♥s ❬✺✶❪✳ ❉♦♥♥♦♥s ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥ ✶❉ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à N ♣♦✐♥ts ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s✐❣♥❛❧ ✶✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ ❉❋❚ ❡st

uN (x) =
N−1∑

k=0

ŷNk e
2πi(k+mkN)x

♦ù ŷN ∈ RN ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ŷN = DFT (yN )✱ yN =
(
uN (l/N)

)
0≤l≤N−1

❡t mk ∈ Z s♦♥t ❞❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ uN ❛✉① ♣♦✐♥ts xl =
l
N ✱ ♠❛✐s q✉✐ ♠♦❞✐✜❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ uN ❡♥tr❡

❝❡s ♣♦✐♥ts ✭❞❡ ✏❧✬❛❧✐❛s✐♥❣✑ ❛♣♣❛r❛ît✮✳ ❙✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(0, 1) ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ uN (x) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖(uN )′‖2L2(0,1) = (2π)2
N−1∑

k=0

|ŷNk |2(k +mkN)2 ✭✹✳✽✳✶✮

❉❡ ✭✹✳✽✳✶✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ mk ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(0, 1) ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ uN (x) ❡t ✉♥ ❜♦♥
❝❤♦✐① ♣♦✉r mk ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t (k+mkN)2✳ ❙✐ 0 ≤ k < N/2 ❛❧♦rs (k+mkN)2 ❡st ♠✐♥✐♠✐sé ♣♦✉r
mk = 0 ❡t s✐ N/2 ≤ k < N ❛❧♦rs (k +mkN)2 ❡st ♠✐♥✐♠✐sé ♣♦✉r mk = −1✳ ❯♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r k = N/2 q✉❛♥❞ N ❡st ♣❛✐r ❝❛r ❞❡✉① ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭mk = −1 ♦✉ mk = 0✱ ✈♦✐r ❬✺✶❪

♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✿ E =
{(

πkx
(Nx−1) ,

πky
(Ny−1)

)
, (kx, ky) ∈ Ex × Ey

}
✱ ❛✈❡❝

Ex = {0, ..., Nx − 1,−(Nx − 2), ...,−1} ❡t Ey = {0, ..., Ny − 1,−(Ny − 2), ...,−1}✳ ❖♥ ♥♦t❡ Λ = (Λx,Λy)
❧❛ ❣r✐❧❧❡ 2(Ny−1)×2(Nx−1) ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t E ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝r❡ts ❛ss♦❝✐és ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝r❡t x ∈ RN ❡st ♥♦té X✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t

✶✳ ❙♦✐t fij ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, Ny−1]]× [[0, Nx−1]]✱ ♦♥ ❧✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡
❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r [[0, 2(Ny − 1)− 1]]× [[0, 2(Nx − 1)− 1]]✳

✷✳ ❙♦✐t k1ij ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, 2ny]] × [[0, 2nx]]✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✽✳✶✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ kmn ♣♦✉r 0 ≤ m < 2(Ny− 1) ❡t 0 ≤ n <
2(Nx − 1)✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❋❋❚s Fkl ❡t Kkl ♣♦✉r (k, l) ∈ [[0, 2(Ny − 1)− 1]]× [[0, 2(Nx − 1)− 1]]✳

✹✳ ❙♦✐t Λ = (Λx,Λy) ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✽✳✶✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

Ukl =
KklFkl

|Kkl|2+γΛ2
kl

❡t Vkl =
Kkl(2KklUkl−Fkl)

|Kkl|2+γΛ2
kl

✳

✺✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❋❋❚ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r uij ❡t vij ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, 2(Ny−1)−1]]× [[0, 2(Nx−1)−1]]✳
✻✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ uij ❡t vij à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r [[0, Ny − 1]]× [[0, Nx − 1]]✳

✹✳✽✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣

❙✐ infΩf > 0✱ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✹✳✹✳✶✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✮ s♦♥t ❜✐❡♥
♣♦sés ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝rét✐sés ♣❛r ✿

✭▼♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✮ min
x≥log(αs)

Js(x), αs > 0 ✭✹✳✽✳✷❛✮

✭▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✮ min
x≥αp

Jp(x), αp > 0 ✭✹✳✽✳✷❜✮

♦ù αs = min(fN ) > 0 ❡t αp =
min(fN )

N ✳ fN ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ f ❀ Jp(x) ❡t Js(x) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é♥❡r❣✐❡s ✭✹✳✷✳✸✮ ❡t ✭✹✳✶✳✻✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿ uN (x)
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① é❣❛❧❡ à uj s✉r ❧❡ ♣✐①❡❧ j✱ ❡t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ uN ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ RN ✳
❖♥ ♥♦t❡ δ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à αp ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ❡t é❣❛❧❡ à log(αs) ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲
▲♦❣✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ x(k)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x(k) ≥ δ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❖♥ ❛ss✉r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐s❝r❡ts✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐tér❛t✐❢ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P ✭s❝❛❧❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût ❞✐s❝rèt❡s ♦♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Jp(x) = −
γ

2
xTAx+

N∑

i=1

(Kx)i − filog((Kx)i)

Js(x) = −
γ

2
xTAx+

N∑

i=1

(
ui − gi + e−(ui−gi)

)

♦ù A ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ K ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♠❛tr✐❝❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t❡ ♣❛r ❜❧♦❝✮ ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ gi = log(fi)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥♥❡r ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P✳ ▲❡s é♥❡r❣✐❡s ❞✐s❝rèt❡s Jp ❡t Js s♦♥t ♥♦té❡s t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉①
♣❛r J t❛♥t q✉✬♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Λ =

{
x ∈ RN , x ≥ δ

}
✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r x⋆ ∈ Λ t❡❧ q✉❡ ∇J(x⋆) = 0✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ♣♦✐♥t
x = x(k) ❞♦♥♥❡

∇J(x(k)) +∇2J(x(k))(x− x(k)) = 0

✽✹



❙✐ det
(
∇2J(x(k))

)
6= 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x = x(k) −∇2J(x(k))−1∇J(x(k))✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡

❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ∇2J(x(k))−1∇J(x(k))✱ ♠❛✐s ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ DL ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s N × N s②♠ét✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ‖D‖ ≤ L ❡t ‖D−1‖ ≤ 1

L ∀D ∈ DL✳ ▲✬✐❞é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s αk ❡t Dk ∈ DL t❡❧❧❡s q✉❡ αkDk ❛♣♣r♦❝❤❡
∇2J(x(k)) ❡t ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❝❤❛q✉❡ ✐téré s✉r Λ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖x‖D =

√
xTDx ♦ù D s❡r❛ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r❡✉s❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t PΛ,D−1 ♣♦✉r D ∈ DL ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r Λ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖D✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✭✈♦✐r ❬✷✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P

✶✿ ❙♦✐❡♥t x(0) ≥ α✱ β, θ ∈]0, 1[✱ 0 < αmin < αmax✱ L > 0✱ ❡t M ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳
✷✿ ❢♦r k = 0 : kmax ❞♦
✸✿ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ αk ∈ [αmin, αmax] ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ Dk ∈ DL

✹✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ y(k) ← PΛ,D−1
k
(x(k) − αkDk∇f(x(k))

✺✿ ✐❢ y(k) = x(k) t❤❡♥
✻✿ ❙t♦♣✱ x(k) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✽✿ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ d(k) = y(k) − x(k) ❀
✾✿ λk ← 1 ❡t Jmax ← max0≤j≤min(k,M−1) J(x

(k−j))
✶✵✿ λk ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✿
✶✶✿ ✇❤✐❧❡ f(x(k) + λkd

(k)) ≤ Jmax + βλk∇J(x(k))Td(k) ❞♦
✶✷✿ λk ← θλk
✶✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✹✿ x(k+1) ← x(k) + λkd

(k)

✶✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐térés Dk ❡t αk ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ Dk = diag(dki ) ❛✈❡❝

dki = min
(
L,max

(
1
L ,

∂2J
∂x2

i
(x(k))−1

))
✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ∇2J(x(k)) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

B(αk) = αkDk✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ∇J(x) ❛✉ ♣♦✐♥t x(k−1) ♦♥
♦❜t✐❡♥t

∇J(x(k))−∇J(x(k−1)) = ∇2J(x(k)).(x(k) − x(k−1))

+ o
(
(x(k) − x(k−1))2

)

❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t B(αk) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∇J(x(k))✱ ❞❡✉① ❝❤♦✐① ♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r αk s♦♥t ✿

α1
k = argmin

α

∥∥∥B(αk)s
(k−1) − z(k−1)

∥∥∥
Dk

=
s(k−1)TD−1

k D−1
k s(k−1)

s(k−1)TD−1
k z(k−1)

α2
k = argmin

α

∥∥∥s(k−1) −B(αk)
−1z(k−1)

∥∥∥
Dk

=
s(k−1)TDkz

(k−1)

z(k−1)TDkDkz(k−1)

♦ù s(k−1) = x(k) − x(k−1) ❡t z(k−1) = ∇J(x(k)) −∇J(x(k−1))✳ ❉❛♥s ❬✷✻❪ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ αk ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❡❧é ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙●P✲❙❙ ✭❙●P st❡♣ ❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s 0 < αmin <

✽✺



αmax✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût ❞✐s❝rèt❡s Jp ❡t Js s♦♥t ✿

∇Jp = −γAx−KT f

Kx
+KT

1

∇2Jp = −γA+KTdiag

(
f

(Kx)2

)
K

∇Js = −γAx+ 1− e−(x−f)

∇2Js = −γA+ diag
(
e−(x−f)

)

♦ù 1 ∈ RN ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ✶ ❀ ♣♦✉r x ∈ RN ✱ diag(x) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ x ❡t ϕ(x) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (ϕ(xi))1≤i≤N ♦ù ϕ : R −→ R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ s♦♥t ✿ β = 10−4✱ θ = 0.4✱ kmax = 600✱ M = 1 ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥
✭✹✳✺✳✶✮ ♦♥ ♣r❡♥❞ αmin = 10−10✱ αmax = 105 ❡t αmin = 10−5✱ αmax = 1015 ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ x(0) ❡st s♦✐t ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ s♦✐t s♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✱ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ψ(u) = log(u) + f

u ❡t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❞✐s❝rét✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✭❙●P✮✳

✹✳✽✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r✴r❡st❛✉r❡r
❞❡s ✐♠❛❣❡s✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ●❚ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳
❖♥ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❡t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❚❱ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✴r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✶✳✶✳✸✮ ❬✻✼❪ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❆♠❜r♦s✐♦✲
❚♦rt♦r❡❧❧✐ ❬✹❪ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s |u − f |2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥s✐❞éré ✭♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ❡t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬❆♠❜r♦s✐♦✲❚♦rt♦r❡❧❧✐ q✉✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡r❛ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡st ✭✈♦✐r ❬✼✽❪✮ ✿

min
u∈H1(Ω),b∈H1(Ω)

∫

Ω

[
ψ(Ku) + λb2|∇u|2 + α

(
ǫ|∇b|2 + (b− 1)2

4ǫ

)]
✭✹✳✽✳✸✮

♦ù K ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✢♦✉ ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮✱ u(x) ❧✬✐♠❛❣❡ r❡st❛✉ré❡✱ 1− b(x) ≈ 0
❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ψ(u) ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ψ(u) =





1

2
(f − u)2 ✭▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✮

∑

j∈Iind(Ω)

∫

Rj

u− fjlog
(∫

Rj

u

)
✭▼♦❞è❧❡ ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥✮

log(u) +
f

u
✭▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✮

✭✹✳✽✳✹✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ✏♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✑✳

▼ét❤♦❞❡ ❚❱ ♣♦✉r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s

✽✻



❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✶✳✷✮ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲
❙❤❛❤ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✿

min
u∈BV(Ω)

∫

Ω
|Du|+ λψ(Ku) ✭✹✳✽✳✺✮

♦ù λ > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ K ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✢♦✉✮✱ ❡t ψ(u) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✹✳✽✳✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ♦♥ ré❢èr❡r❛ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ✏♠♦❞è❧❡ ❚❱✑✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥ r❡♥✈♦✐❡
❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✶✸✱ ✼✽✱ ✻✼❪✳

✹✳✽✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ IcLap ✭r❡s♣✳ IbLap✮ ❞és✐❣♥❡ ✭✹✳✻✳✶✮ ✭r❡s♣✳ ✭✹✳✻✳✷✮✮ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ic ✭✹✳✸✳✹❜✮ ✭r❡s♣✳ Ib
✭✹✳✸✳✹❛✮✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r IbLap ❡t I

c
Lap ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t IbLap ✭✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré✮ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡s ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s✮ ❡t IcLap ✭✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é
à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✮ s❡r❛✐t ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❣r❛♥❞s ♦❜❥❡ts ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✷✵ ♣✐①❡❧s✮✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ IbLap ❡t IcLap ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❝♦♠♣❛rés à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b(x) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮✳ P♦✉r γ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ IcLap s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡

IbLap✳ P♦✉r γ = 1✱ IcLap ❞ét❡❝t❡ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡s t❛❝❤❡s ♥♦✐r❡s ❞✉ ❣✉é♣❛r❞ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲

❙❤❛❤✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t γ✱ IbLap ❞❡✈✐❡♥t s✐♥❣✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s t❛❝❤❡s ♥♦✐r❡s t❛♥❞✐s
q✉❡ IcLap ♥❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞✉ ❣✉é♣❛r❞✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ γ ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❜r✉✐t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❛✐❧❧❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap✱ ✭γ = 1) ✭❝✮ IcLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❞✮ IbLap✱ ✭γ = 10✮

✭❡✮ IcLap✱ ✭γ = 10✮ ✭❢✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭λ = 5✱
α = 10✱ ǫ = 10−6✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ✭b ≈ 0✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❝♦♠♣❛r❡ IcLap ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
✢♦✉té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠❛✐s IcLap ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✭♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ✭213×315✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ❈P❯
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✶✳✾ ●❍③ ❝♦♥tr❡ ❡♥✈✐r♦♥
✸✵s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✮✳

✽✼



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

✭❜✮ IcLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭λ = 10✱
α = 5✱ ǫ = 10−6✮

✭❞✮ IcLap ✿ ❩♦♦♠ ✭❡✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✿ ❩♦♦♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ✢♦✉té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✱ σ = 3✮

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ♣❛r ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ✢♦✉té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✐♥❤✐❜❡r
❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢♦✉✳ ▲❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡t ❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮ s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠❛✐s ❧❡ t❡♠♣s
❈P❯ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r ✭✹✳✼✳✶✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮
✭β = 7✮✱ P❙◆❘❂✷✻✳✷❞❇

✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭λ = 10✱
α = 5✱ ǫ = 10−6✮✱
P❙◆❘❂✷✹✳✹❞❇

✭❞✮ ❚❱ ✭λ = 0.05✮✱
P❙◆❘❂✷✻✳✻❞❇

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱
✭✹✳✽✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮ ❡t ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
✭σ = 3✮

✽✽



▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ✶❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ s❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞é❣r❛❞é❡s ✭✢♦✉té❡✱ ✢♦✉✲
té❡✰❜r✉✐té❡✮✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥t♦✉r✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
r❡st❛✉ré❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t q✉❡ IcLap ❞ét❡❝t❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐❧❧✉str❛♥t ✭❛✮ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉té❡ ✭σ = 3✮✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
✢♦✉té❡ ❡t ❜r✉✐té❡ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮✱ ✭❜✮ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ✭β = 5✮ ❡t ✭❝✮ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ✭γ = 1✮

✹✳✽✳✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝❦❧❡✲▲♦❣✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ IcLap ✭r❡s♣✳ IbLap✮ ❞és✐❣♥❡ ✭✹✳✻✳✶✮ ✭r❡s♣✳ ✭✹✳✻✳✷✮✮ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ic ✭✹✳✹✳✶✻✮ ✭r❡s♣✳ Ib
✭✹✳✹✳✹✮✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r IcLap✱ I
b
Lap ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b(x) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❡t I
b
Lap ✭✹✳✻✳✷✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

b(x) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✱ IcLap s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ IbLap ❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧à ❡♥❝♦r❡
q✉❡ γ ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r✳

✽✾



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❝✮ IcLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❞✮ IbLap✱ ✭γ = 10✮

✭❡✮ IcLap✱ ✭γ = 10✮ ✭❢✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱ ✭λ = 1✱
α = 5✱ ǫ = 10−6✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✭L = 6✮ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ✐❧❧✉strès
♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ q✉❡ IbLap ❡t IcLap ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ IbLap ❡♥ ❞ét❡❝t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té t❛♥❞✐s q✉❡ IcLap ❡♥ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❝✮ IcLap✱ ✭γ = 1✮ ✭❞✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.07✱ α = 1✱ ǫ = 10−6✮

✭❡✮ ❩♦♦♠ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❢✮ ❩♦♦♠ s✉r IbLap ✭❣✮ ❩♦♦♠ s✉r IcLap ✭❤✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✿ ❩♦♦♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤

✾✵



✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘ ❡t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉
❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✭✹✳✼✳✶✮ ❡t ✭✹✳✽✳✺✮ s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
✭✹✳✼✳✶✮✱ ✭γ = 1× 10−4✮

✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤
✭λ = 0.05✱ α = 1✱ ǫ = 10−6✮

✭❞✮ ❚❱ ✭λ = 800✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱
✭✹✳✽✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❆❘ ✭❩♦♦♠ s✉r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✲✭❛✮✮

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ IcLap ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b(x) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ très ❜r✉✐té❡ ✭L = 1 ❝✲à✲❞ ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✮✳ ■❝✐ IcLap ❞♦♥♥❡
❞✬❛ss❡③ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛ré à ✭✹✳✽✳✸✮ q✉✐ é❧❛r❣✐t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap ✭γ = 1.8✮ ✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭λ = 1✱
α = 1✱ ǫ = 10−6✮

✭❞✮ ❩♦♦♠ s✉r IcLap

✭❡✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✿ ❩♦♦♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✭L = 1✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ✶❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ s❡s ✈❡rs✐♦♥s ❜r✉✐té❡✱ ❡t r❡st❛✉ré❡
✭✹✳✼✳✶✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥t♦✉r✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t
❧❡ ❝♦♥t♦✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞é❣r❛❞é✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥✳

✾✶



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱
P❙◆❘❂✻❞❇

✭❜✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮
✭γ = 0.002✮✱ P❙◆❘❂✷✹❞❇

✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭λ = 1.1✱
α = 1✱ ǫ = 10−6✮✱
P❙◆❘❂✶✹✳✺❞❇

✭❞✮ ❚❱ ✭λ = 90✮✱
P❙◆❘❂✷✷❞❇

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ♣❛r ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱
✭✹✳✽✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ✭L = 1✮

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ✭❛✮ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡
s♣❡❝❦❧❡✱ ✭❜✮ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ✭γ = 0.002✮ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ ✭❝✮ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ✭γ = 1.8✮✳

✹✳✽✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ IcLap ✭r❡s♣✳ IbLap✮ ❞és✐❣♥❡ ✭✹✳✻✳✶✮ ✭r❡s♣✳ ✭✹✳✻✳✷✮✮ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ic ✭✹✳✺✳✶✻✮ ✭r❡s♣✳ Ib
✭✹✳✺✳✻✮✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r IcLap✱ I
b
Lap ❡t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲

❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉ss✐ ❧❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❡t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❱✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ r❛t✳ IcLap
✭✹✳✻✳✶✮ ❞ét❡❝t❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮
❞ét❡❝t❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r γ ♣❡t✐t ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ❧✐é❡ à γ✮✳

✾✷



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap✱ ✭γ = 3× 10−3✮ ✭❝✮ IcLap✱ ✭γ = 3× 10−3✮ ✭❞✮ IbLap✱ ✭γ = 3× 10−2✮

✭❡✮ IcLap✱ ✭γ = 3× 10−2✮ ✭❢✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.07✱ α = 1✱ ǫ = 10−6✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IbLap✱ ✭γ = 10−1✮ ✭❝✮ IcLap✱ ✭γ = 10−1✮ ✭❞✮ IbLap✱ ✭γ = 3✮

✭❡✮ IcLap✱ ✭γ = 3✮ ✭❢✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.1✱ ǫ = 10−6✱ α = 1✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbLap ✭✹✳✻✳✷✮ ❡t IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ r❛t

▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✺ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s r❡st❛✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t
❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮ s✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ✢♦✉té❡
♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✐t ❚❱ ✭✹✳✽✳✺✮
r❡st❛✉r❡♥t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

✾✸



▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✢♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❤✐❜é ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
✭✹✳✼✳✶✮✱ ✭γ = 0.1✮

✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.01✱ α = 1✱ ǫ = 10−6✮

✭❞✮ ❚❱✱ ✭λ = 5✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱
✭✹✳✽✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ r❛t

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❝♦♠♣❛r❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b(x) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮
♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

✭❜✮ IcLap✱ ✭γ = 0.005✮ ✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.15✱ ǫ = 10−6✱ α = 1✮

✭❞✮ ❩♦♦♠ s✉r IcLap ✭❡✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✿ ❩♦♦♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 3✮✳

✾✹



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱
✭P❙◆❘❂✷✸❞❇✮

✭❜✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
✭✹✳✼✳✶✮✱ ✭γ = 0.01✮✱
P❙◆❘❂✷✼✳✼❞❇

✭❝✮ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✱
✭λ = 0.001✱ α = 1✱

ǫ = 10−6)✱ P❙◆❘❂✷✼✳✶❞❇

✭❞✮ ❚❱✱ ✭λ = 40✮✱
P❙◆❘❂✷✼✳✽❞❇

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s r❡st❛✉ré❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✹✳✼✳✶✮✱ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ✭✹✳✽✳✸✮ ❡t ❚❱
✭✹✳✽✳✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ P♦✐ss♦♥ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 3✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ✶❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ ❞❡ s❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞é❣r❛❞é❡s
✭✢♦✉té❡✱ ✢♦✉té❡ ✰ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✮✱ ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ♣❛r IcLap ✭✹✳✼✳✶✮ ❡t ❞❡ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ à
tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥t♦✉r✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡t q✉❡ IcLap ❞ét❡❝t❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ✭❛✮ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 3✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉té❡ ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ✭❜✮ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
r❡st❛✉ré❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ✭γ = 0.005✮ ❡t ✭❝✮ IcLap ✭✹✳✻✳✶✮ ✭γ = 0.001✮

✹✳✾ ❆♥♥❡①❡s

❉❛♥s ❝❡s ❛♥♥❡①❡s✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s uǫ−u0 ❡t
vǫ−v0 ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❙♣❡❝❦❧❡✲❧♦❣✮
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ r❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à
❬✶✵✱ ✻❪✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❡①tér✐❡✉rs ❞✉ t②♣❡

(Pext)





∆H = 0✱ s✉r R2\B
∂nH = g✱ s✉r ∂B

H −→ 0, à ❧✬✐♥✜♥✐

✭✹✳✾✳✶✮

✾✺



♦ù g ∈ H−1/2
0 (∂B) ❡t H ∈W 1(B′)✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ♦♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s très ✉t✐❧❡s✳

❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✐❝✐ ❡t ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t à ❬✻✱ ✶✵❪
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✶✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✾✳✶✮ s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✿

H(x) =

∫

∂B
λ(y)E(x− y)dσ

♦ù E(x) = − 1
2π log(|x|) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t λ(y) = −2g(y)✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t lH

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs ∂B s✉✐✈❛♥t❡s
{

H − lH = 0

∂nH − ∂nlH = −λ

♦ù lH s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ lH(x) =
∫
∂B λ(y)E(x− y)dσ ❛✈❡❝ λ(y) = −2g(y)✳

❖♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✷✳ ❙♦✐t H ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✾✳✶✮✱ ❛❧♦rs ✿

|H(x)| ≤ C

|x| , |∇H(x)| ≤ C

|x|2∥∥∥H
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O
(√
−log(ǫ)

)
,
∥∥∥∇H

(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O(ǫ)

✹✳✾✳✶ ❆♥♥❡①❡ ❆

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t γ = 1✱ ❡t q✉❛♥❞ ✭✹✳✹✳✸✮ ❡st ré❢ér❡♥❝é❡ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ γ = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ψ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✸✳ ❙♦✐t Xǫ = uǫ−u0 ♦ù uǫ ❡t u0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✹✳✸✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ǫ = 0✱
❡t s♦✐t P ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇u0(0).n✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
s✉✐✈❛♥t ✿

Xǫ = ǫP
(x
ǫ

)
+ eǫ

❛✈❡❝ ‖eǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ2
√
−log(ǫ))✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖Xǫ‖0,Ωǫ = O
(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✳✸✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ♣♦✉r ǫ = 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿




−∆Xǫ +Duψ(x, uǫ)−Duψ(x, u0) = 0, ❞❛♥s Ωǫ

∂nXǫ = −∂nu0, ❞❛♥s ∂Bǫ

∂nXǫ = 0, s✉r Γ

✭✹✳✾✳✷✮

P✉✐s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♦♥ ❛ ✿
∫

Ωǫ

∇Xǫ.∇v +
∫

Ωǫ

(Duψ(x, uǫ)−Duψ(x, u0)) v = −
∫

∂Bǫ

∇u0(0).~nv ∀v ∈ H1(Ωǫ) ✭✹✳✾✳✸✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ǫP
(
x
ǫ

)
s✉r Ωǫ ✿

∫

Ωǫ

∇P
(x
ǫ

)
∇v = −

∫

∂Bǫ

∇u0(0).~n−
∫

Γ
∂nP

(x
ǫ

)
v ✭✹✳✾✳✹✮

✾✻



❊♥ ♣♦s❛♥t eǫ = Xǫ − ǫP
(
x
ǫ

)
✱ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ✭✹✳✾✳✸✮ à ✭✹✳✾✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Ωǫ

∇eǫ.∇v +
∫

Ωǫ

(Duψ(x, uǫ)−Duψ(x, u0)) v

= −
∫

Γ
∂nP

(x
ǫ

)
v −

∫

∂Bǫ

(∂nu0 −∇u0(0).~n) v

❊♥s✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
❝✐✲❞❡ss✉s ✿ Duψ(x, uǫ) − Duψ(x, u0) = D2

uψ(x, uδǫ)(uǫ − u0) ❛✈❡❝ uδǫ = θu0 + (1 − θ)uǫ✱ θ : Ω −→ R✱
0 ≤ θ ≤ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠✐♥♦r❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ a ≤ uδǫ ≤ b ❡t ψ(u) ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✉r [a, b] ⊂ I✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ t❡❧❧❡ q✉❡
D2

uψ(x, uδǫ) ≥ δ > 0✳ ❆✐♥s✐ eǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿ tr♦✉✈❡r eǫ ∈ H1(Ωǫ) t❡❧ q✉❡
∫

Ωǫ

∇eǫ.∇v +
∫

Ωǫ

D2
uψ(x, uδǫ)eǫv = −

∫

Γ
∂nP

(x
ǫ

)
v −

∫

∂Bǫ

(∂nu0 −∇u0(0).~n) v

−
∫

Ωǫ

D2
uψ(x, uδǫ)ǫP

(x
ǫ

)
v

♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1(Ωǫ)✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ eǫ ❡♥ eǫ = e1ǫ + e2ǫ ❛✈❡❝

❼ e1ǫ ∈ H1(Ωǫ)/R s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∫

Ωǫ

∇e1ǫ .∇v = −
∫

∂Bǫ

(∂nu0 −∇u0(0).~n) v ∀v ∈ H1(Ωǫ)

❼ e2ǫ ∈ H1(Ωǫ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
∫

Ωǫ

∇e2ǫ .∇v +
∫

Ωǫ

D2
uψ(x, uδǫ)e

2
ǫv = −

∫

Γ
∂nP

(x
ǫ

)
v −

∫

Ωǫ

D2
uψ(x, uδǫ)

(
ǫP
(x
ǫ

)
+ e1ǫ

)

❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r B2\B✱ ❡t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ s✉r H1(B2\B)/R ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐ ♥♦r♠❡ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
‖e1ǫ‖H1(Ωǫ)/R = O(ǫ2)✳ P✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✷✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\B ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ e1ǫ ∈
H1(Ωǫ)/R✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ‖e2ǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ2

√
−log(ǫ))✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H1(Ωǫ) ❞❡ eǫ ❡st ❡♥s✉✐t❡

é✈✐❞❡♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ‖eǫ‖1,Ωǫ ≤ ‖e1ǫ‖H1(Ωǫ)/R+ ‖e2ǫ‖1,Ωǫ ❀ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
‖Xǫ‖0,Ωǫ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ‖Xǫ‖0,Ωǫ ≤

∥∥ǫP
(
x
ǫ

)∥∥
0,Ωǫ

+ ‖eǫ‖0,Ωǫ ❡t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐
t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✹✳ ❙♦✐t wǫ = vǫ− v0 ♦ù vǫ ❡t v0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✹✳✽✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ǫ = 0✱
❡t s♦✐t Q ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇v0(0).n✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

wǫ = ǫQ
(x
ǫ

)
+ rǫ

❛✈❡❝ ‖rǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ2
√
−log(ǫ))✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

‖wǫ‖0,Ωǫ = O
(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)
, |wǫ|1,Ωǫ = O(ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈ér✐✜é ♣❛r wǫ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷ ❡t ❛✉①
❍②♣♦t❤ès❡s ✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ δ1 > 0 ❡t δ2 > 0 t❡❧❧❡s q✉❡ δ2 ≥ D2

uψ(u0) ≥ δ1✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✾✳✸ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❬✶✵✱ ✻❪✮✳

✾✼



✹✳✾✳✷ ❆♥♥❡①❡ ❇

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✺✳✺✮ ❛✈❡❝ K = I ❡t γ = 1✳ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭q✉❛♥❞ K ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ K1 6= 0✮ s❡ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ✭✈♦✐r ❬✶✼❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✺✳ ❙♦✐t Xǫ = uǫ−u0 ♦ù uǫ ❡t u0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✺✳✺✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ǫ = 0✱
❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

Xǫ = ǫP
(x
ǫ

)
+ eǫ

♦ù P ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇u0(0).~n ❡t ♦ù ‖eǫ‖1,Ωǫ = O(ǫ2)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖Xǫ‖0,Ωǫ = O(ǫ2
√
−log(ǫ))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✈ér✐✜é❡s ♣❛r Xǫ✳ ❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ✭✹✳✺✳✺✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ♣♦✉r ǫ = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω) ✿

(Xǫ)





−∆Xǫ +Dψj

(∫

Rǫ
j

uǫ

)
−Dψj

(∫

Rj

u0

)
= 0 s✉r Rǫ

j ✱ j ∈ Iind(Ω)

∂nXǫ = −∂nu0 s✉r ∂Bǫ

∂nXǫ = 0 s✉r Γ

✭✹✳✾✳✺✮

P❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ξǫ = θ
∫
Rǫ

j
uǫ + (1− θ)

∫
Rj
u0 ❛✈❡❝ 0 < θ < 1 t❡❧ q✉❡

Dψj

(∫

Rǫ
j

uǫ

)
−Dψj

(∫

Rj

u0

)
= D2ψj(ξǫ)

(∫

Rǫ
j

uǫ −
∫

Rj

u0

)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✺✳✷✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ 0 < α ≤ ξǫ ≤ β ♦ù
α = mini fi

N−πǫ20
❡t β =

∑
j 6=j0

fj + (1− πǫ20)fj0 ✳
(Xǫ) s❡ réé❝r✐t ♣♦✉r j ∈ Iind(Ω) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(Xǫ)





−∆Xǫ +D2ψj(ξǫ)

∫

Rǫ
j

Xǫ =

∫

Rj\Rǫ
j

u0 ❞❛♥s Rǫ
j

∂nXǫ = −∂nu0, s✉r ∂Bǫ

∂nXǫ = 0, s✉r Γ

❛✈❡❝
∫
Rj\Rǫ

j
u0 = δj0(j)

∫
Bǫ
u0✱ ♦ù δ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❙♦✐t eǫ = Xǫ − ǫP

(
x
ǫ

)
♦ù P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇u0(0).~n✳ ❆❧♦rs eǫ ✈ér✐✜❡ ✿

(Eǫ)





−∆eǫ +D2ψj(ξǫ)

∫

Rǫ
j

eǫ = −ǫD2ψj(ξǫ)

∫

Rǫ
j

P
(x
ǫ

)
❞❛♥s Rǫ

j ✱ j ∈ Iind(Ω)

∂neǫ = −(∂nu0 −∇u0(0).~n) = ϕǫ(x) = O(|x|) s✉r ∂Bǫ

∂neǫ = −∂nP
(x
ǫ

)
= φǫ(x) = O

(
ǫ2
)
s✉r Γ

✭✹✳✾✳✻✮

❖♥ ♣♦s❡ ✿

Kj
ǫ =





−ǫD2ψj(ξǫ)

∫

Rj

P
(x
ǫ

)
= O(ǫ3), ♣♦✉r j 6= j0

∫

Bǫ

u0 − ǫD2ψj0(ξǫ)

∫

Rǫ
j0

P
(x
ǫ

)
= O(ǫ2), ♣♦✉r j = j0

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ eǫ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ eǫ = e1ǫ + e2ǫ + e3ǫ ❛✈❡❝

✾✽



❼ e1ǫ ∈ H1(Ωǫ)/R s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ 



−∆e1ǫ = 0, ❞❛♥s Ωǫ

∂ne
1
ǫ = ϕǫ(x), s✉r ∂Bǫ

∂ne
1
ǫ = 0, s✉r Γ

❼ e2ǫ ∈ H1(Ωǫ)/R ✈ér✐✜❛♥t 



∆e2ǫ = 0, ❞❛♥s Ωǫ

∂ne
2
ǫ = 0, s✉r ∂Bǫ

∂ne
2
ǫ = φǫ(x), s✉r Γ

❼ e3ǫ ∈ H1(Ωǫ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(E3ǫ )





−∆e3ǫ +D2ψj(ξǫ)

∫

Rj

e3ǫ = Kj
ǫ −D2ψj(ξǫ)

∫

Rǫ
j

(e2ǫ + e2ǫ ) ❞❛♥s R
ǫ
j ✱ j ∈ Iind(Ω)

∂ne
3
ǫ = 0, s✉r ∂Bǫ

∂ne
3
ǫ = 0, s✉r Γ

P♦✉r e1ǫ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r B2\B✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s
❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ‖e1ǫ‖H1(Ωǫ)/R ≤ Cǫ2✳ P♦✉r e2ǫ ✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\B ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ‖e2ǫ‖H1(Ωǫ)/R ≤ Cǫ2✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r e3ǫ ✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (E3ǫ ) ✿
∫

Ωǫ

∇e3ǫ .∇v +
∑

j∈Iind(Ω)

D2ψj(ξǫ)

∫

Rǫ
j

e3ǫ

∫

Rǫ
j

v =
∑

j∈Iind(Ω)

Kj
ǫ

∫

Rǫ
j

v −D2ψǫ
j(ξǫ)

∫

Rǫ
j

(e1ǫ + e2ǫ )

∫

Rǫ
j

v ✭✹✳✾✳✼✮

●râ❝❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ D2ψj ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ♦♥ ❛

maxi∈Iind(Ω)fi

α2
≥ D2ψj(ξǫ) =

fj
ξ2ǫ
≥
mini∈Iind(Ω)fi

β2
> 0

♦ù N = |Iind(Ω)|✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v = e3ǫ ❞❛♥s ✭✹✳✾✳✼✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫

Ωǫ

|∇e3ǫ |2 + C
∑

j∈Iind(Ω)

(∫

Rǫ
j

e3ǫ

)2

≤
∑

j∈Iind(Ω)

|Kj
ǫ |
∣∣∣∣
∫

Rj
ǫ

e3ǫ

∣∣∣∣+
∣∣D2ψǫ

j(ξǫ)
∣∣
∫

Rǫ
j

(|e1ǫ |+ |e2ǫ |)
∣∣∣∣∣

∫

Rǫ
j

e3ǫ

∣∣∣∣∣

≤ C
(
ǫ2 + ‖e1ǫ‖L2(Ωǫ)/R + ‖e2ǫ‖L2(Ωǫ)/R

) ∑

j∈Iind(Ω)

∣∣∣∣
∫

Rj
ǫ

e3ǫ

∣∣∣∣

≤ Cǫ2
∑

j∈Iind(Ω)

∣∣∣∣
∫

Rj
ǫ

e3ǫ

∣∣∣∣

❊♥s✉✐t❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ (ai)i

 ∑

i∈Iind(Ω)

|aj |




2

≤ |Iind(Ω)|
∑

i∈Iind(Ω)

|ai|2

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡
∫
Ωǫ
|∇e3ǫ |2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∑

j∈Iind(Ω)

∣∣∣∣
∫

Rj
ǫ

e3ǫ

∣∣∣∣ ≤ Cǫ2

✾✾



♣✉✐s |e3ǫ |1,Ωǫ ≤ Cǫ2✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ ✿

‖e3ǫ‖1,Ωǫ ≤
∥∥∥∥e3ǫ −

1

|Ω|

∫

Ωǫ

e3ǫ

∥∥∥∥
1,Ωǫ

+

∣∣∣∣
∫

Ωǫ

e3ǫ

∣∣∣∣

≤ C|e3ǫ |1,Ωǫ + C
∑

j∈Iind(Ω)

∣∣∣∣
∫

Rj
ǫ

e3ǫ

∣∣∣∣ ≤ Cǫ2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ‖eǫ‖1,Ωǫ ≤ ‖e1ǫ‖H1(Ωǫ)/R+‖e2ǫ‖H1(Ωǫ)/R+‖e3ǫ‖1,Ωǫ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ P♦✉r ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(Ωǫ) ❞❡ Xǫ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(Ωǫ) ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✺ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✷✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✻✳ ❙♦✐t wǫ = vǫ − v0 ♦ù vǫ ❡t v0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✹✳✺✳✶✵✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ǫ = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

wǫ = ǫQ
(x
ǫ

)
+ rǫ

♦ù Q ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✹✳✾✳✶✮ ❛✈❡❝ g = −∇v0(0).n✱ ❡t ♦ù ‖rǫ‖1,Ωǫ = O
(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

‖wǫ‖0,Ωǫ = O
(
ǫ2
√
−log(ǫ)

)
, |wǫ|1,Ωǫ = O(ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✶✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ♣♦✉r ǫ = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s à wǫ ✿

(Wǫ)





−∆wǫ +D2ψj (Ij(u0))

∫

Rǫ
j

wǫ = 0 ❞❛♥s Rj ❛✈❡❝ j 6= j0

−∆wǫ +D2ψj0 (Ij0(u0))

∫

Rǫ
j0

wǫ = D2ψj0 (Ij0(u0))

∫

Bǫ

v0 = O(ǫ2) ❞❛♥s Rǫ
j0

∂nwǫ = −∂nv0 s✉r ∂Bǫ

∂nwǫ = 0 s✉r Γ

✭✹✳✾✳✽✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✮ ♦♥ ❛ ✿

maxi∈Iind(Ω)fi

α2
≥ D2ψj (Ij(u0)) =

fj
Ij(u0)2

≥
mini∈Iind(Ω)fi

β2

❊♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✺ ♦✉
❜✐❡♥ ❞✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❬✶✵❪✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ❡t ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳✷✳

✶✵✵



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
✜♥❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧

❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❞❛♥s ✉♥❡
✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞é✜♥✐❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s✮✳ ❈❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❡t ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡s
♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦✉ s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✵ ♦✉ ✶✱ ❝✲à✲❞ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦✉ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛❢ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t♦✉rs ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❛✉t ❞✬✐♥t❡♥s✐té t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳

❙✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉s✉❡❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧ ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ✶❉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = 0 s✐ x 6= 0
❡t f(0) = 1✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fη(x) = 0 s✐ |x| ≥ η ❡t fη(x) = 2

η3
|x|3 −

3
η2
|x|2 + 1 s✐ |x| ≤ η✳ ❖♥ ❛ f ′η(0) = 0 ♠❛✐s f ′′η (0) =

−6
η2

✱ ❛✐♥s✐ f ′η ✏♥❡ ✈♦✐t ♣❛s✑ ✵ ♠❛✐s f ′′η ❞❡✈✐❡♥t s✐♥❣✉❧✐❡r
❡♥ 0✳ ❊♥ ❢❛✐t ♦♥ s❛✐t ❬✽✶✱ ✻✻❪ q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱
♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ 2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡
✺✳✶✳✶✮✳ ■❝✐ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭●❚✮✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦r♥é ❞❡ R2 ❡t j(Ω) = JΩ(uΩ) ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ♦ù uΩ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P s✉r Ω✳ P♦✉r ǫ ≥ 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t s♦✐t Ωǫ = Ω\x0 + ǫω ♦ù x0 ∈ Ω
❡t ω ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R2✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡
j(Ωǫ) ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

j(Ωǫ) = j(Ω) + ǫ2I(x0) + o(ǫ2) ✭✺✳✵✳✶✮

I(x0) ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r j(Ωǫ) ♦♥ ❝ré❡r❛ ❞❡s ♣❡t✐ts tr♦✉s
♦✉ ✜ss✉r❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts x0 ♦ù I(x0) ❡st ✏❧❡ ♣❧✉s ♥é❣❛t✐❢✑✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✭❝✲à✲❞ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s❛♥s s❛✉t ❞✬✐♥t❡♥s✐té à tr❛✈❡rs ❧❡s str✉❝t✉r❡s✮✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❙✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦♥ ✉t✐❧✐s❛✐t JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2 ✐❧ ❡st

♥❛t✉r❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s JΩ(u) =
∫
Ω |∇2u|2✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✭❬✷✹❪ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✹✮✱ uΩ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f s✉✐✈❛♥t ✿
uΩ = argminH1(Ω)γ‖∇u‖L2(Ω) + ‖u − f‖L2(Ω) ♦ù γ > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r✳ ■❝✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

✶✵✸



✭❛✮ ❯♥ ❝♦♥t♦✉r γ1 ✭❜✮ ❯♥ ✜❧❛♠❡♥t γ2

✭❝✮ I à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ✭❞✮ I à tr❛✈❡rs ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❞❡ t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥t

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳ P♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✐❧ s❡♠❜❧❡
❥✉st✐✜❡r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿ uΩ = argminH2(Ω)γ‖∇2u‖L2(Ω) + ‖u − f‖L2(Ω)✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ♠è♥❡ à ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❡ t②♣❡s ❑✐r❝❤❤♦✛ ✭❬✸✺❪✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✈❡rt✐❝❛✉① ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
✜♥❡ s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν = 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
s✐ f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t
❡t✴♦✉ ❞✉ ✢♦✉✮✱ uΩ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦♥ ♣r❡♥❞ α = 1✮ ✿

(P)





∆2u+ u = f, ❞❛♥s Ω

B1(u) = 0, s✉r ∂Ω

B2(u) = 0, s✉r ∂Ω

✭✺✳✵✳✷✮

♦ù B1(u) ❡t B2(u) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ P♦✐ss♦♥ 0 ≤ ν < 1 ❡t
s✬é❝r✐t ✿

JΩ(u) =

∫

Ω
(∆u)2 + 2(1− ν)

((
∂2u

∂x1∂x2

)2

− ∂2u

∂x21

∂2u

∂x22

)
✭✺✳✵✳✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡r❛ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✭✺✳✵✳✷✮ ❡t ✭✺✳✵✳✸✮ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡r❢♦ré Ωǫ =
Ω\x0 + ǫB(0, 1) ❡t ✜ss✉ré Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ(~n) ♦ù σ(~n) ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ✭✉♥ ❝r❛❝❦✮ ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳

✶✵✹



✭❛✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ✭❜✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡s ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré

▲✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ s❡r♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✵✳✼✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✹ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❬✶✶❪✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré✳

❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ❬✺✾❪
♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❬✼✺❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① r♦✉t✐❡rs ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
s❛t❡❧❧✐t❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✹✱ ✷✸❪ ❡t ❬✷✷❪ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❡t ✷ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
✷❉ ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬✹✼❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉✳ ■❧
❡①✐st❡ ❜✐❡♥ sûr ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❬✻✹✱ ✾✵❪ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❬✾✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✜❧tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s
❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✭❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞étr✉✐t
❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉①✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s ❬✺✸✱ ✽✹✱ ✽✸❪✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ■❝✐ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t
très ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯✳ ❉❛♥s ❬✽✸❪ ✉♥ rés❡❛✉ ✜♥ ❡st s✐♠✉❧é ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣é♥❛❧✐s❛♥t
❧❡s s❡❣♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝tés ❡t ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❛❧✐❣♥és✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❝❤❡r❝❤é ❡st ♦❜t❡✲
♥✉❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é♥❡r❣✐❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱
❬✶✷✱ ✺✽✱ ✷✺❪✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts
♦✉ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡♥ ✷❉ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✷✳

✺✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✿ q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❜♦♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❄

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ D(R2) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s R2 ❡t D′(R2) ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r R2✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ϕ : R2 −→ R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t s♦✐t (gh)h>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞é✜♥✐❡s ♣❛r

gh(x) =
1

θ1(h)
e
−ϕ2(x)

θ2(h) ♦ù θi : R+ −→ R+ ❡t lim
h→0

θi(h) = 0

✶✵✺



✭✐✮ ❙♦✐t a ∈ R2✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ϕ(x) = ‖x− a‖✱ θ1(h) = πh ❡t θ2(h) = h ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮ ❛❧♦rs

gh −→
h→0

δa, ❞❛♥s D′(R2)

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛

∇gh(a) = [0, 0]T , ∇2gh(a) = − 2

πh2
I

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ gh ♣♦✉r θ1(h) = πh✱ θ2(h) = h ❡t h = 0.5

✭✐✐✮ ❙♦✐t γ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ré❣✉❧✐èr❡ ❞é❧✐♠✐t❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ω✳ ❙♦✐t ϕ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡
à γ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ϕ(x) = dist(x, ω)− dist(x, ω′)

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ ❛ ω = {ϕ < 0}✱ ω′ = {ϕ > 0} ❡t γ = {ϕ = 0}✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ θ1(h) =

√
πh ❡t θ2(h) = h ♦♥ ❛

gh −→
h→0

δγ , ❞❛♥s D′(R2)

❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r t♦✉t x ∈ γ ♦♥ ❛

∇gh(x) = [0, 0]T , spec(∇2gh(x)) =

{
− 2

h3/2
, 0

}

♦ù spec(M) s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ▼✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és à ∇2gh s✉r γ s♦♥t (∇ϕ(x),∇ϕ(x)⊥)
♦ù ∇ϕ(x) = ~n(x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ξ ∈ D(R2) ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ limh→0 < gh, ξ >✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ∇ϕ 6= 0 ♣r❡sq✉❡
♣❛rt♦✉t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡

< gh, ξ > =
1

θ1(h)

∫

R2

e
−ϕ2(x)

θ2(h) ξ(x)dx

=
1

θ1(h)

∫

R2

e
−ϕ2(x)

θ2(h) ξ(x)

|∇ϕ(x)| |∇ϕ(x)|dx

✶✵✻



❆✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

< gh, ξ > =
1

θ1(h)

∫

R



∫

ϕ=r

e
−ϕ2(x)

θ2(h) ξ(x)

|∇ϕ(x)| ds


 dr

=
1

θ1(h)

∫

R
e

−r2

θ2(h)Ψ(r)dr

♦ù

Ψ(r) =

∫

ϕ=r

ξ

|∇ϕ|ds

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = r√
θ2(h)

❞❛♥s < gh, ξ > ✿

< gh, ξ >=

√
θ2(h)

θ1(h)

∫

R
e−t2Ψ(

√
θ2(h)t)dt

➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣♦✐♥ts ❡t ❝♦✉r❜❡s✳

✭✶✮ P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ϕ(x) = ‖x−a‖ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a = O✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t
|∇ϕ| = 1 ❡t

Ψ(r) =

∫

ϕ=r
ξ(x)ds = r

∫ 2π

0
ξ(rcos(θ), rsin(θ))dθ

❞♦♥❝

Ψ(
√
θ2(h)t) =

√
θ2(h)t

∫ 2π

0
ξ
(√

θ2(h)tcos(θ),
√
θ2(h)tsin(θ)

)
dθ

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ϕ ≥ 0

< gh, ξ >=
θ2(h)

θ1(h)

∫ ∞

0
te−t2

∫ 2π

0
ξ
(√

θ2(h)tcos(θ),
√
θ2(h)tsin(θ)

)
dθdt

P♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ h→ 0 ❞❛♥s < gh, ξ >✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ θ1(h)✱ ❡t θ2(h) s♦✐❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❡♥ h ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ θ1(h) = πh ❡t θ2(h) = 2h✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

lim
h→0

< gh, ξ > = 2π
1

π
ξ(0, 0)

∫ ∞

0
te−t2dt

= ξ(0, 0)

=< δ0, ξ >

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ limh→0 gh = δa ❞❛♥s D′(R2)✳

✭✷✮ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à γ ✿ ϕ(x) = dist(x, ω)−dist(x, ω′) ♦ù ω ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❜♦r♥é ❞é❧✐♠✐té ♣❛r γ✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

γ = {x, ϕ(x) = 0}

ϕ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ s✉r R2\Sq(γ) ♦ù Sq(γ) ❡st ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ γ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Sq(γ) =

{
x ∈ R2, ∃y, t ∈ γ, y 6= t ❡t ‖x− t‖ = ‖x− y‖ = inf

z∈γ
‖x− z‖

}

✶✵✼



❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ |∇ϕ(x)| = 1✱ ∀x ∈ R2\Sq(γ) ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Ψ(0) =

∫

γ

ξ(x)

|∇ϕ(x)|ds =
∫

γ
ξ(x)ds

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ θ1(h) ❡t
√
θ2(h) s♦✐❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❡♥ ✵✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥

♣r❡♥❛♥t θ1 =
√
πh ❡t θ2(h) = h ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ |∇ϕ| = 1 ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

lim
h→0

< gh, ξ > =
1√
π

(∫ ∞

−∞
e−t2dt

)∫

γ
ξ(x)ds

=

∫

γ
ξ(x)ds

=< δγ , ξ >

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ limh→0 gh = δγ ❞❛♥s D′(R2)✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡t s❡❝♦♥❞❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝✲à✲❞ ❧♦rsq✉❡
ϕ(x) = 0 ✿

∂gh
∂xi

= − 2

θ1(h)θ2(h)

∂ϕ

∂xi
(x)ϕ(x)e

−ϕ2(x)
θ2(h)

= 0

♣♦✉r i ∈ {1, 2} ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ♦♥ ❛ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

∂2g

∂xi∂xj
= − 2

θ1(h)θ2(h)
e
−ϕ2(x)

θ2(h)

(
∂2ϕ

∂xi∂xj
(x)ϕ(x) +

∂ϕ

∂xi
(x)

∂ϕ

∂xj
(x)

(
1− 2

ϕ2(x)

θ2(h)

))

❼ P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t✱ s♦✐t x ∈ R2\ {a} ♦♥ ❛

∇2gh(x) = −
2

θ1(h)θ2(h)
e
−ϕ2(x)

θ2(h)

(
I − (x− a)(x− a)T

‖x− a‖2 +
(x− a)(x− a)T
‖x− a‖2

(
1− 2

‖x− a‖2
θ2(h)

))

= − 2

θ1(h)θ2(h)
e
−ϕ2(x)

θ2(h)

(
I − 2

θ2(h)
(x− a)(x− a)T

)

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∇2gh(a) = − 2
θ1(h)θ2(h)

I✳

❼ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ∇2ϕ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✵ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ∇ϕ ❡t
❧❛ ✈❛❧❡✉r Cγ é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ∇ϕ⊥ ✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

∂2ϕ
∂xj∂xj(x)

s♦♥t ❞♦♥❝ ❜♦r♥és ♣♦✉r x ∈ γ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ∂2ϕ
∂xi∂xj

(x)ϕ(x) ❡st ♥✉❧ s✉r γ✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t

∂2gh
∂xi∂xj

(x) = − 2

θ1(h)θ2(h)

∂ϕ

∂xi
(x)

∂ϕ

∂xj
(x), ♣♦✉r (i, j) ∈ {1, 2}2 ✱ ❡t ∀x ∈ γ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ |∇ϕ| = 1 s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ1 ❡t λ2 ❞❡ ∇2gh|γ

λ1 = 0 λ2 = − 2

θ1(h)θ2(h)
|∇ϕ(x)|2 = − 2

θ1(h)θ2(h)

❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠és ∇ϕ(x) ❡t ∇ϕ(x)⊥✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t θ1 ❡t θ2 ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t✳

✶✵✽



❈❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✏♥❡ ✈♦✐t ♣❛s✑ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❞❛♥s R2

✭♣♦✐♥ts ❡t ✜❧❛♠❡♥ts✮ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✷ s♦♥t s✐♥❣✉❧✐❡rs s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳
❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❙✐ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧é❣ér❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gh ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t gh ♣❛r gh(x+ hv)
❛✈❡❝ v ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ♠❛✐s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♥✉❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛ ✿

❼ P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t Wh = {(x1, 0), x1 ∈ [−hη, hη]} ❛✈❡❝ η > 0 ♦♥ ❛ ✿

1

|Wh|

∫

Wh

∂gh
∂xi

= 0

1

|Wh|

∫

Wh

∂2gh
∂xi∂xj

= O

(
1

h2

)

❼ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù γ ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R✱ ❡t ♣♦s♦♥s ♣♦✉r η > 0 ❡t θ0 > 0

Wh =
{
(rcos(θ), rsin(θ), (r, θ) ∈ [R−

√
hη,R+

√
hη]× [0, θ0h]

}
✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

1

|Wh|

∫

Wh

∂gh
∂xi

= O(1)

1

|Wh|

∫

Wh

∂2gh
∂xi∂xj

= O

(
1

h

)

❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡✱ à ♥♦tr❡ s❡♥s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✳

✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❞❡ ❧✬❊❉P

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ s❡r❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ t❡sté ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✿

JΩ(u) =

∫

Ω
(∆u)2 + 2(1− ν)

((
∂2u

∂x1∂x2

)2

− ∂2u

∂x21

∂2u

∂x22

)
+ γ|∇u|2dx, 0 ≤ ν < 1, γ ≥ 0 ✭✺✳✷✳✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✳ ✭✐✮ ◗✉❛♥❞ γ = 0 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✭✺✳✵✳✸✮✳

✭✐✐✮ ◗✉❛♥❞ γ = 0 ❡t ν = 0 ♦♥ tr♦✉✈❡ JΩ(u) = ‖∇2u‖20,Ω✳

✭✐✐✐✮ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

JΩ(u) ≥ (1− ν)|u|2H2(Ω) + γ|u|2H1(Ω), ∀u ∈ H2(Ω) ✭✺✳✷✳✷✮

P♦✉r ǫ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ s♦✐t ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫB} ♦✉ ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(n)}✱ ♦ù x0 ∈ Ω ❡t σ(~n) ❡st
✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ✭✉♥ ❝r❛❝❦✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ Jǫ(u) = JΩǫ(u) ❡t uǫ = uΩǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

min
H2(Ωǫ)

Jǫ(u) + ‖u− f‖20,Ωǫ
✭✺✳✷✳✸✮

♦ù f ∈ L2(Ωǫ) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r H2(Ωǫ) s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✵✾



aǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)
+ γ∇u.∇v + uv

lǫ(v) =

∫

Ωǫ

fv

✭✺✳✷✳✹✮

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✷✳✸✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲
▼✐❧❣r❛♠✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ǫ ≥ 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ∈ H2(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡

aǫ(uǫ, v) = lǫ(v), ∀v ∈ H2(Ωǫ) ✭✺✳✷✳✺✮

uǫ ✈ér✐✜❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(Pǫ)





∆2uǫ − γ∆uǫ + uǫ = f, s✉r Ωǫ

B1(uǫ)− γ∂nuǫ = 0, ♦♥ ∂Ωǫ

B2(uǫ) = 0, s✉r ∂Ωǫ

✭✺✳✷✳✻✮

♦ù

B1(u) = ∂n(∆u)− (1− ν)∂τ
(
n1n2

(
∂2u

∂x21
− ∂2u

∂x22

)
− (n21 − n22)

∂2u

∂x1∂x2

)

❡t

B2(u) = ν∆u+ (1− ν)
(
n21
∂2u

∂x21
+ n22

∂2u

∂x22
+ 2n1n2

∂2u

∂x1∂x2

)

❡♥ ♥♦t❛♥t ~n = (n1, n2) ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à Ωǫ✱ ❡t ~τ = (τ1, τ2) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t t❡❧ q✉❡ (~n, ~τ) ❢♦r♠❡
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✷✳ ◗✉❛♥❞ γ = 0✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✭✺✳✷✳✺✮ r❡st❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❛♥s H2(Ω) ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♥❜❡r❣ ✭✈♦✐r ♣rér❡q✉✐s✮✳

✶✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✳
➱t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡

❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✺✳✵✳✸✮ ❡t à ❧✬❊❉P
✭✺✳✷✳✻✮ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❢❛✐t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❡♥ ✷❉ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ♣✉✐s ❡♥ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ♣❧❛♥✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ 0 ≤ ν < 1 ❡t γ ≥ 0✳

✻✳✶ ➱t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré

✻✳✶✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

❙♦✐t x0 ∈ Ω✱ ❡t B ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Ωǫ = Ω\x0 + ǫB ❛✈❡❝ x0 ❡t ǫ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡
t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✭q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ r❡♣èr❡✮ q✉❡ x0 ≡ 0✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Bǫ = B(0, ǫ) ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∂Ωǫ = ∂Bǫ ∪Γ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❙♦❜♦❧❡✈ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✭✈♦✐r ♣rér❡q✉✐s✮ ✿

W 2(B′) =

{
u,

u

(1 + r2)log(2 + r2)
∈ L2(B′),

∇u
(1 + r2)

1
2 log(2 + r2)

∈ L2(B′),∇2u ∈ L2(B′)

}
✭✻✳✶✳✶✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pǫ) ✭✺✳✷✳✻✮ s❡ réé❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

(Pb
ǫ )





∆2uǫ − γ∆uǫ + uǫ = f, ❞❛♥s Ωǫ

B1(uǫ)− γ∂nuǫ = 0, s✉r ∂Bǫ ∪ Γ

B2(uǫ) = 0, s✉r ∂Bǫ ∪ Γ

✭✻✳✶✳✷✮

❙♦✐t v ∈ H2(Ωǫ)✱ ❡t uǫ ✈ér✐✜❛♥t
(
Pb
ǫ

)
✳ ●râ❝❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✱ uǫ ∈ H4(Ωǫ)✳ ❊♥

✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r Ωǫ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬❬✸✺❪✱♣ ✸✼✻❪ ♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Pǫ)
❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✺✳✷✳✺✮ ✿

∫

Ωǫ

fv =

∫

Ωǫ

(
∆2uǫ − γ∆uǫ + uǫ

)
v

= aǫ(uǫ, v)−
∫

Bǫ

((B1(uǫ)− γ∂nuǫ) v −B2(uǫ)∂nv) +

∫

Γ
((B1(uǫ)− γ∂nuǫ) v −B2(uǫ)∂nv)

✶✶✶



❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
Jǫ(uǫ)− J0(u0)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r uǫ ❡t u0 ♦♥ ❛ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

Ωǫ

(f − 2u0)(uǫ − u0)−
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 −
∫

Bǫ

(f − u0)u0 ✭✻✳✶✳✸✮

❖♥ ❞é✜♥✐t Lǫ : H
2(Ωǫ) −→ R✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡

Lǫ(u) =

∫

Ωǫ

(f − 2u0)u ✭✻✳✶✳✹✮

❊t ♦♥ ♣♦s❡

Jǫ = −
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 −
∫

Bǫ

(f − u0)u0 ✭✻✳✶✳✺✮

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✭✻✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t vǫ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ✿

aǫ(u, vǫ) = −Lǫ(u), ∀u ∈ H2(Ωǫ) ✭✻✳✶✳✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳✶✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Jǫ(u) ❡t aǫ(u, u)
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
uǫ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Jǫ(u) ♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s✱ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t s❡r❛✐t ❝❤❛♥❣é ❡t ♣r♦✈✐❡♥❞r❛✐t
❞❡ DJǫ(u0).v✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é❝r✐r❡ ✭✻✳✶✳✶✶✮✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t réé❝r✐r❡ DJǫ(u0).v ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡

DJǫ(u0).v = Lǫ(v) +Aǫ(v), ∀v ∈ H2(Ωǫ)

❛✈❡❝ Aǫ(v) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❡t✐t ❜♦r❞ ∂Bǫ ❡t Lǫ(v) ✈ér✐✜❛♥t

L0(v) = Lǫ(v|Ωǫ
) +

∫

Bǫ

Lv, ∀v ∈ H2(Ω)

♦ù L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ Lǫ(uǫ − u0) s❡r❛✐t é✈❛❧✉❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡t ❞é♣❡♥❞r❛✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❧❡ t❡r♠❡ Aǫ(uǫ − u0) r❡st❡r❛✐t
à é✈❛❧✉❡r ❡t ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✶✳✻✮ ❡t ✭✻✳✶✳✺✮ ❛❧♦rs ✭✻✳✶✳✸✮ s✬é❝r✐t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −aǫ(uǫ − u0, vǫ) + Jǫ
= −lǫ(vǫ) + aǫ(u0, vǫ) + Jǫ

= −
∫

Ωǫ

fvǫ +

∫

Ωǫ

(
∆2u0 − γ∆u0 + u0

)
vǫ +

∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) vǫ −B2(u0)∂nvǫ + Jǫ

=

∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) vǫ −B2(u0)∂nvǫ + Jǫ

❙♦✐t wǫ = vǫ − v0✱ ♦ù vǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✶✳✻✮ ❡t ♦ù v0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ǫ = 0✳ ❖♥
réé❝r✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ wǫ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) v0 −B2(u0)∂nv0 +

∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0)wǫ −B2(u0)∂nwǫ + Jǫ

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s
à ❡st✐♠❡r✳ ❙♦✐t ϕ1 ∈ H3/2(∂Bǫ)✱ ϕ2 ∈ H1/2(∂Bǫ) ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t lϕ1,ϕ2

ǫ ∈ H2(Bǫ) ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❜✐❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡ ✿ 




∆2lϕ1,ϕ2
ǫ = 0, s✉r Bǫ

lϕ1,ϕ2
ǫ = ϕ1, s✉r ∂Bǫ

∂nl
ϕ1,ϕ2
ǫ = ϕ2, s✉r ∂Bǫ

✭✻✳✶✳✼✮

✶✶✷



P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r u ∈ H2(Ωǫ)✱ ♦♥ ♥♦t❡ luǫ = lu,∂nuǫ ✱ ❡t ♣♦✉r ǫ = 1✱ lϕ1,ϕ2
1 = lϕ1,ϕ2 ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) v0 −B2(u0)∂nv0

+

∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) lwǫ
ǫ −B2(u0)∂nl

wǫ
ǫ + Jǫ

= Lǫ +Kǫ + Jǫ

✭✻✳✶✳✽✮

♦ù

Lǫ =
∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) v0 −B2(u0)∂nv0

Kǫ =

∫

∂Bǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) lwǫ
ǫ −B2(u0)∂nl

wǫ
ǫ

❙♦✐t ũ0(x) = u0(x)− u0(0)−∇u0(0).x✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡

Kǫ =

∫

∂Bǫ

(B1(ũ0)− γ∂nu0) lwǫ
ǫ −B2(ũ0)∂nl

wǫ
ǫ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❬✸✺❪✱ ♣ ✸✼✻❪ ✐❧ ✈✐❡♥t

Kǫ =

∫

Bǫ

∆2ũ0l
wǫ
ǫ − bǫ(ũ0, lwǫ

ǫ )−
∫

Bǫ

γ (∆u0l
wǫ
ǫ −∇u0.∇lwǫ

ǫ )

♦ù bǫ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ✭✻✳✶✳✼✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

bǫ(u, v) =

∫

Bǫ

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✿

Kǫ =

∫

Bǫ

(
∆2u0 − γ∆u0

)
lwǫ
ǫ + γ∇u0.∇lwǫ

ǫ −
∫

Bǫ

∆2lwǫ
ǫ︸ ︷︷ ︸

=0

ũ0 +

∫

∂Bǫ

B1 (l
wǫ
ǫ ) ũ0 −B2 (l

wǫ
ǫ ) ∂nũ0 ✭✻✳✶✳✾✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❛

Lǫ =
∫

Bǫ

(
∆2u0 − γ∆u0

)
v0 + γ∇u0.∇v0 −

∫

Bǫ

∆2v0ũ0 +

∫

∂Bǫ

B1(v0)ũ0 −B2(v0)∂nũ0 ✭✻✳✶✳✶✵✮

❊♥ ♣♦s❛♥t L = (f − 2u0)✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❛

∆2v0 − γ∆v0 + v0 = −L ❞❛♥s D′(Bǫ) ✭✻✳✶✳✶✶✮

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✻✳✶✳✽✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✾✮✱ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❡t ✭✻✳✶✳✶✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Lǫ +Kǫ =

∫

Bǫ

(f − u0) v0 + γ∇u0.∇v0 +
∫

Bǫ

(L− γ∆v0 + v0) ũ0 +

∫

Bǫ

(
∆2u0 − γ∆u0

)
lwǫ
ǫ

+ γ∇u0.∇lwǫ
ǫ +

∫

∂Bǫ

(B1 (l
wǫ
ǫ ) +B1(v0)) ũ0 −

∫

∂Bǫ

(B2 (l
wǫ
ǫ ) +B2(v0)) ∂nũ0

=

∫

Bǫ

(f − u0) v0 + γ∇u0.∇v0 + JA − JB + E1 + E2 + E3

✭✻✳✶✳✶✷✮

✶✶✸



♦ù

JA =

∫

∂Bǫ

(B1 (l
wǫ
ǫ ) +B1(v0)) ũ0

JB =

∫

∂Bǫ

(B2 (l
wǫ
ǫ ) +B2(v0)) ∂nũ0

E1 =
∫

Bǫ

(L− γ∆v0 + v0) ũ0

E2 =
∫

Bǫ

(
∆2u0 − γ∆u0

)
lwǫ
ǫ

E3 =
∫

Bǫ

γ∇u0.∇lwǫ
ǫ

✭✻✳✶✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E1✱ E2 ❡t E3 s♦♥t ∼ o(ǫ2) ❡t q✉❡ JA ❡t JB ∼ O(ǫ2)✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ B1(v0)✱ B2(v0) ❡t ❞❡ wǫ✳

✻✳✶✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ B1(v0)(x) ❡t B2(v0)(x) ♣♦✉r x ∈ ∂Bǫ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t v0 ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s s✉✐✈❛♥ts

B1(v0)(ǫX) = −g1(X)

ǫ
+O(1)

B2(v0)(ǫX) = −g2(X) +O(ǫ)

♦ù✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t X = (cos(θ), sin(θ)) ∈ ∂B

g1(X) = g1(θ) = (1− ν)
(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)
cos(2θ) + 2(1− ν) ∂2v0

∂x1∂x2
(0)sin(2θ)

g2(X) = g2(θ) = −
(1 + ν)

2
∆v0(0)−

(1− ν)
2

(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)
cos(2θ)− (1− ν) ∂2v0

∂x1∂x2
(0)sin(2θ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r X ∈ ∂B✱ B1(v0)(ǫX) s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

B1(v0)(ǫX) = ∂n∆v0(ǫX)− (1− ν) ∂
∂τ

(
n1n2

(
∂2v0
∂x21

− ∂2v0
∂x22

)
− (n21 − n22)

∂2v0
∂x1∂x2

)
(ǫX)

= ∇ (∆v0) (0).n+O(ǫ)

− (1− ν)
(
∂

∂τ
(n1n2)

(
∂2v0
∂x21

− ∂2v0
∂x22

)
(ǫX)− ∂

∂τ
(n21 − n22)

∂2v0
∂x1∂x2

(ǫX)

)

− (1− ν)
(
n1n2

∂

∂τ

(
∂2v0
∂x21

− ∂2v0
∂x22

)
(ǫX)− (n21 − n22)

∂

∂τ

(
∂2v0
∂x1∂x2

)
(ǫX)

)

❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ♣♦✉r X = (cos(θ), sin(θ)) ❡t n = (cos(θ), sin(θ))✱ ♦♥ ❛

∂

∂τ
= −sin(θ)∂f

∂x
+ cos(θ)

∂f

∂y
= ∇f.

(
−sin(θ)
cos(θ)

)

=
1

r

∂

∂θ
=

1

ǫ

∂

∂θ
, ♣♦✉r (rcos(θ), rsin(θ)) ∈ ∂Bǫ

✶✶✹



❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

∂

∂τ

(
∂2v0
∂x21

− ∂2v0
∂x22

)
(ǫX) = O(1)

∂

∂τ

(
∂2v0
∂x1∂x2

)
(ǫX) = O(1)

∂

∂τ
(n1n2) =

1

ǫ

∂

∂θ
(cos(θ)sin(θ)) =

cos(2θ)

ǫ
∂

∂τ
(n21 − n22) =

1

ǫ

∂

∂θ
(cos2(θ)− sin2(θ)) = −2sin(2θ)

ǫ

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

B1(v0)(ǫX) = −g1
ǫ
(X) +O(1)

♦ù

g1(X) = g1(θ) = (1− ν)
(
cos(2θ)

(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)
+ 2sin(2θ)

∂2v0
∂x1∂x2

(0)

)

P♦✉r B2(v0)(ǫX)✱ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♦♥ ❛

B2(v0)(ǫX) = ν∆v0(0) + (1− ν)
(
n21
∂2v0
∂x21

+ n22
∂2v0
∂x22

+ 2n1n2
∂2v0
∂x1∂x2

)
(ǫX)

= ν∆v0(0) + (1− ν)
(
n21
∂2v0
∂x21

+ n22
∂2v0
∂x22

+ 2n1n2
∂2v0
∂x1∂x2

)
(0) +O(ǫ) = −g2(X) +O(ǫ)

♦ù

g2(X) = g2(θ) = −ν∆v0(0)− (1− ν)
(
n21
∂2v0
∂x21

+ n22
∂2v0
∂x22

+ 2n1n2
∂2v0
∂x1∂x2

)
(0)

= −(1 + ν)

2
∆v0(0)−

(1− ν)
2

(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)
cos(2θ)− (1− ν) ∂2v0

∂x1∂x2
(0)sin(2θ)

✻✳✶✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ wǫ = vǫ − v0 ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(Qb
ǫ)





∆2wǫ − γ∆wǫ + wǫ = 0, ❞❛♥s Ωǫ

B1(wǫ)− γ∂nwǫ = −B1(v0) + γ∂nv0, s✉r ∂Bǫ

B2(wǫ) = −B2(v0), s✉r ∂Bǫ

B1(wǫ)− γ∂nwǫ = 0, s✉r Γ

B2(wǫ) = 0, s✉r Γ

✭✻✳✶✳✶✹✮

P♦✉r ❡st✐♠❡r wǫ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r (Pext) s✉✐✈❛♥t ✿

(Pext)





∆2P = 0, s✉r B′

B1(P ) = g1, s✉r ∂B

B2(P ) = g2, s✉r ∂B

✭✻✳✶✳✶✺✮

✶✶✺



♦ù g1 ∈ H−3/2(∂B) ❡t g2 ∈ H−1/2(∂B) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ❡t B′ = R2\B✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✸ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✉♥✐q✉❡ P ∈W 2(B′)/P1 ❡t q✉❡ P s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ✿

P (x) =

∫

∂B
λ1(y)E(x− y)dσy +

∫

∂B
λ2(y)∂ny(E(x− y))dσy

♦ù λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡s ❞❡♥s✐tés à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t E(x) = − 1
8π |x|2log(|x|) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é

à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✸✱ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

λ1 = c+ acos(2θ) + bsin(2θ) ❡t λ2 = αcos(2θ) + βsin(2θ)

♦ù

a = −21− ν
3 + ν

(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x21

(0)

)
, b = −41− ν

3 + ν

∂2v0
∂x1∂x2

(0) , c = −1 + ν

1− ν∆v0(0)

α = 2a , β = 2b

✭✻✳✶✳✶✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✻ ❞♦♥♥é ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ wǫ = ǫ2P
(
x
ǫ

)
+ eǫ ❛✈❡❝

‖eǫ‖2,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ))✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡st✐♠❡r JA✱ JB✱ E1✱ E2 ❡t E3✳

✻✳✶✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ JA✱ JB✱ E1✱ E2 ❡t E3
▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✸✳ ❙♦✐❡♥t JA✱ JB✱ E1✱ E2 ❡t E3 ❞♦♥♥és ❡♥ ✭✻✳✶✳✶✸✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

JA = ǫ2
1

2

∫

∂B
λ1(y)∇2u0(0)y.y + o(ǫ2)

JB = −ǫ2
∫

∂B
λ2(y)∇2u0(0)y.y + o(ǫ2)

E1 = O(ǫ3)

E2 = O(−ǫ3log(ǫ))
E3 = O(ǫ3

√
−log(ǫ))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ✭✻✳✶✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
s❛✉ts ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✸ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

JA =

∫

∂Bǫ

(
B1

(
l
ǫ2P(x

ǫ )+eǫ
ǫ

)
+B1(v0)

)
ũ0

= ǫ

∫

∂B

(
B1(v0)(ǫX) +

1

ǫ
B1(l

P )(X)

)
ũ0(ǫX)dσX + F1

= ǫ

∫

∂B

−g1(X) +B1(l
P )(X)

ǫ
ũ0(ǫX)dσX + F1 + F2

= ǫ

∫

∂B

−g1(X) +B1(l
P )(X)

ǫ

1

2
∇2u0(0)X.XdσX + F1 + F2 + F3

= ǫ2
1

2

∫

∂B
λ1(y)∇2u0(0)y.y + F1 + F2 + F3

✶✶✻



♦ù

F1 =

∫

∂Bǫ

B1(l
eǫ
ǫ )ũ0

F2 = ǫ

∫

∂B

(
B1(v0)(ǫX) +

g1(X)

ǫ

)
ũ0(ǫX)

F3 =

∫

∂B

(
−g1(X) +B1(l

P )(X)
)(

ũ0(ǫX)− ǫ2 1
2
∇2u0(0)X.X

)
dσ(X)

❙♦✐t Br t❡❧ q✉❡ B  Br ⊂ 1
ǫΩ✳ P❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✶✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

ũ0(ǫX) = O(ǫ2)✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✷✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Br\B✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡
▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

F1 = ǫ

∫

∂B
B1(l

eǫ
ǫ )(ǫX)ũ0(ǫX)dσX = ǫ

∫

∂B

1

ǫ3
B1(l

eǫ
ǫ (ǫX))ũ0(ǫX)dσX

≤ C|leǫǫ (ǫX)|2,B = C|leǫ(ǫX)|2,B
≤ C‖eǫ(ǫX)‖H2(Br\B)/P1

≤ Cǫ|eǫ|2,Ωǫ ≤ −Cǫ3log(ǫ)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ B1(v0)(ǫX) ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ũ0(ǫX) = O(ǫ2) ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

F2 = O(ǫ3)

P✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ũ0(ǫX)− ǫ2 12∇2u0(0)X.X = O(ǫ3)✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

F3 = O(ǫ3)

❉❡ ♠ê♠❡

JB =

∫

∂Bǫ

(
B2(v0) +B2

(
l
ǫ2P(x

ǫ )+eǫ
ǫ

))
ũ0

= ǫ

∫

∂B

(
B2(v0)(ǫX) +B2(l

P )(X)
)
∂nũ0(ǫX)dσX + F4

= ǫ

∫

∂B

−g2(X) +B2(l
P )(X)

ǫ
∂nũ0(ǫX)dσX + F4 + F5

= ǫ

∫

∂B

−g2(X) +B1(l
P )(X)

ǫ
∇2u0(0)X.ndσX + F4 + F5 + F6

= −ǫ2
∫

∂B
λ2(y)∇2u0(0)y.y + F4 + F5 + F6

♦ù

F4 =

∫

∂Bǫ

B2(l
eǫ
ǫ )∂nũ0 = O(−ǫ3log(ǫ))

F5 = ǫ

∫

∂B
(B2(v0)(ǫX) + g2(X)) ∂nũ0(ǫX)dσX = O(ǫ3)

F6 =

∫

∂B

(
−g2(X) +B2(l

P )(X)
) (
∂nũ0(ǫX)− ǫ2∇2u0(0)X.n

)
dσ(X) = O(ǫ3)

●râ❝❡ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❢❛✐ts ♣♦✉r F1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ∂nũ0(ǫX) = O(ǫ) ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡

F4 = O(−ǫ3log(ǫ))
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g2✱ B2(v0)(ǫX) + g2(X) = O(ǫ)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ∂nũ0(ǫX) = O(ǫ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

F5 = O(ǫ3)

✶✶✼



❊♥✜♥ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ∂nũ0(ǫX)− ǫ2∇2u0(0)X.n = O(ǫ3) ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

F6 = O(ǫ3)

❞✬♦ù ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ JA ❡t JB✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ E1 ❡t E2✱ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ũ0(ǫX) = O(ǫ2)
♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E1 = O(ǫ3)

P♦✉r E2✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✷ ♣♦✉r ǫ = 1✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Br\B✱
❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✻ ✭❞♦♥♥é ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

E2 = ǫ2
∫

B
∆2u0(ǫX)lwǫ

ǫ (ǫX) ≤ Cǫ2‖lwǫ(ǫX)‖0,Br\B ≤ Cǫ
2‖wǫ(ǫX)‖2,B

≤ Cǫ2
(
‖wǫ(ǫX)‖0,Br\B + |wǫ(ǫX)|1,Br\B + |wǫ(ǫX)|2,Br\B

)

≤ Cǫ2
(
1

ǫ
‖wǫ‖0,Ωǫ + |wǫ|1,Ωǫ + ǫ|wǫ|2,Ωǫ

)
≤ −Cǫ3log(ǫ)

♦ù B  Br ⊂ 1
ǫΩ✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r E3 ♦♥ ❛

E3 = ǫ2
∫

B
∇u0(ǫX).∇lwǫ

ǫ (ǫX) ≤ Cǫ|lwǫ(ǫX)|1,B ≤ Cǫ‖wǫ(ǫX)‖H2(Br\B)/R

≤ Cǫ
(
|wǫ(ǫX)|1,Br\B + |wǫ|2,Br\B

)
≤ Cǫ (|wǫ|1,Ωǫ + ǫ|wǫ|2,Ωǫ) ≤ Cǫ3

√
−log(ǫ)

✻✳✶✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✻✳✶✳✽✮✱ ✭✻✳✶✳✶✷✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✸ ♦♥ ❛

Jǫ(uǫ)− J0(u0)
ǫ2

= π (f(0)− u0(0)) v0(0) + γπ∇u0(0).∇v0(0)

+
1

2

∫

∂B
λ1(y)∇2u0(0)y.y +

∫

∂B
λ2(y)∇2u0(0)y.y +

Jǫ
ǫ2

+ o(1)

❊♥ ♣❛ss❛♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ q✉❛♥t✐té

∇2u0(0)y.y = ∇2u0(0)

(
cos(θ)
sin(θ)

)
.

(
cos(θ)
sin(θ)

)

=

(
∂2u0
∂x21

(0)− ∂2u0
∂x22

(0)

)
cos(2θ)

2
+

∂2u0
∂x2∂x1

(0)sin(2θ) +
∆u0(0)

2

Jǫ(uǫ)− J0(u0)
ǫ2

= π (f(0)− u0(0)) v0(0) + γπ∇u0(0).∇v0(0)

+

(
∂2u0
∂x21

(0)− ∂2u0
∂x22

(0)

)(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)
πa′

+
∂2u0
∂x2∂x1

(0)
∂2v0
∂x2∂x1

(0)π4a′ + πc′∆u0(0)∆v0(0) +
Jǫ
ǫ2

+ o(1)

♦ù

a′ = −21− ν
3 + ν

, c′ = −1 + ν

1− ν

✶✶✽



❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Jǫ

Jǫ = −
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 −
∫

Bǫ

(f − u0)u0

●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✻ ❛♣♣❧✐q✉é à uǫ − u0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 = O
(
ǫ4(log(ǫ))2

)
= o(ǫ2)

P❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Jǫ

Jǫ = −πǫ2(f(0)− u0(0))u0(0) + o(ǫ2)

✻✳✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✺✳✵✳✸✮ ❡t à ❧✬❊❉P ✭✺✳✷✳✻✮✱ ♣♦✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ x0 ∈ Ω ❡st ✿

I(x0) = π (f(x0)− u0(x0)) (v0(x0)− u0(x0)) + γπ∇u0(x0).∇v0(x0)

− 2π(1− ν)
3 + ν

((
∂2u0
∂x21

(x0)−
∂2u0
∂x22

(x0)

)(
∂2v0
∂x21

(x0)−
∂2v0
∂x22

(x0)

)
+ 4

∂2u0
∂x2∂x1

(x0)
∂2v0
∂x2∂x1

(x0)

)

− π(1 + ν)

1− ν ∆u0(x0)∆v0(x0)

✭✻✳✶✳✶✼✮

✻✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦

✻✳✷✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été Σ ⊂ Ω✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭✈♦✐r ♣rér❡q✉✐s✮ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

H
1/2
00 (Σ) = {u|Σ, u ∈ H1/2(Σ̃), u|Σ̃\Σ = 0}

H
3/2
00 (Σ) = {u|Σ, u ∈ H3/2(Σ̃), u|Σ̃\Σ = 0}

♦ù Σ̃ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❢❡r♠é❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Σ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ Σ ❡t Σ̃

❖♥

♠✉♥✐t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s
‖u|Σ‖H1/2

00 (Σ)
= ‖u‖

H1/2(Σ̃)

‖u|Σ‖H3/2
00 (Σ)

= ‖u‖
H3/2(Σ̃)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t σ ⊂ Ω ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ~τ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ t❛♥❣❡♥t ❛✉ ❝r❛❝❦ σ ♦r✐❡♥té ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ (~n, ~τ) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ∂τ
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ~τ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ σ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❛✉
❝r❛❝❦ Λ = R2\σ✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s

W 2(Λ) =

{
u,

u

(1 + r2)log(2 + r2)
∈ L2(Λ),

∇u
(1 + r2)

1
2 log(2 + r2)

∈ L2(Λ),∇2u ∈ L2(Λ)

}

✶✶✾



❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡
❜♦r❞✱ ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ x0 ≡ 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ σǫ = {x, xǫ ∈ σ}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ∂Ωǫ = σǫ ∪ Γ ❡t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ (Pǫ) s❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(Pc
ǫ )





∆2uǫ − γ∆uǫ + uǫ = f, ❞❛♥s Ωǫ

B1(uǫ)− γ∂nuǫ = 0, s✉r σǫ ∪ Γ

B2(uǫ) = 0, s✉r σǫ ∪ Γ

✭✻✳✷✳✶✮

✭❛✮ σ̃ ⊃ σ ❡t
ω̃

✭❜✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷

❙♦✐t σ̃ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ σ t❡❧❧❡ q✉❡ σ ⊂ σ̃✱ ❡t s♦✐t ω̃ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
R2✱ t❡❧ q✉❡ ∂ω̃ = σ̃ ❀ ♦♥ ♥♦t❡ ω̃ǫ = {x, xǫ ∈ ω̃} ❡t Ω̃ǫ = Ω\ω̃ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❙♦✐t v ∈ H2(Ωǫ) ❡t s♦✐t uǫ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P c

ǫ ) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✷✳✶✮✳ ●râ❝❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦♥ ❛ uǫ ∈ H4(Ωǫ)✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r Ω\ω̃ǫ ∪ ω̃ǫ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✸✼✻❪ ♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ (Pǫ) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✺✳✷✳✺✮
∫

Ωǫ

fv =

∫

Ωǫ

(
∆2uǫ − γ∆uǫ + uǫ

)
v

= aǫ(u, v)−
∫

σǫ

((B1(uǫ)− γ∂nuǫ) [v]−B2(uǫ)[∂nv]) +

∫

Γ
(B1(uǫ)v −B2(uǫ)∂nv) , ∀v ∈ H2(Ωǫ)

♦ù aǫ(u, v) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✺✳✷✳✹✮ ❡t ♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té [v] = v+ − v− ❧❡ s❛✉t ❞❡ v à tr❛✈❡rs σǫ ❡t [∂nv] =
(∂nv)

+ − (∂nv)
− ❝❡❧✉✐ ❞❡ ∂nv✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σ = {(s, 0),−1 < s < 1} ✭♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦✮✳
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t

♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ)− J0(u0)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r uǫ ❡t u0 ♦♥ ❛

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

Ωǫ

(f − 2u0)(uǫ − u0)−
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 ✭✻✳✷✳✷✮

❖♥ ❞é✜♥✐t Lǫ(u) ♣❛r ✭✻✳✶✳✹✮✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡

Jǫ = −
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 ✭✻✳✷✳✸✮

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✭✻✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t vǫ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✶✳✻✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✶✳✻✮ ❡t ✭✻✳✷✳✸✮

✶✷✵



❛❧♦rs ✭✻✳✷✳✷✮ s✬é❝r✐t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −aǫ(uǫ − u0, vǫ) + Jǫ
= −lǫ(vǫ) + aǫ(u0, vǫ) + Jǫ

= −
∫

Ωǫ

fvǫ +

∫

Ωǫ

(
∆2u0 − γ∆u0 + u0

)
vǫ +

∫

σǫ

B1(u0)[vǫ]−B2(u0)[∂nvǫ] + Jǫ

=

∫

σǫ

(B1(uǫ)− γ∂nuǫ) [vǫ]−B2(u0)[∂nvǫ] + Jǫ

♣✉✐s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t wǫ = vǫ− v0 ❛✈❡❝ vǫ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✻✳✶✳✻✮✱ ❡t ♦ù v0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
ǫ = 0 ♦♥ réé❝r✐t Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ wǫ

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

σǫ

(B1(u0)− γ∂nu0) [wǫ]−B2(u0)[∂nwǫ] + Jǫ

= IA − IB + Jǫ
✭✻✳✷✳✹✮

♦ù

IA =

∫

σǫ

(B1(uǫ)− γ∂nuǫ) [wǫ]

IB =

∫

σǫ

B2(u0)[∂nwǫ]

✭✻✳✷✳✺✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ IA ❡t IB s♦♥t ∼ O(ǫ2) ❡t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ Jǫ ❡st ∼ o(ǫ2)✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦♥
ét❛❜❧✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ B1(v0)✱ B2(v0) ❡t ❞❡ wǫ✳

✻✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ B1(v0)(x) ❡t B2(v0)(x) ♣♦✉r x ∈ σǫ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t v0 ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ✿

B1(v0)(ǫX) = −g1(X) +O(1)

B2(v0)(ǫX) = −g2(X) +O(ǫ)

♦ù ❡♥ ♣♦s❛♥t X = (s, 0) ∈ σ✱ ♣♦✉r −1 < s < 1

g1(X) = 0

g2(X) = −∂
2v0
∂x22

(0)− ν ∂
2v0
∂x21

(0)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ B1(v0)(ǫX) ♣♦✉r X ∈ σ s✬é❝r✐t

B1(v0)(ǫX) = ∂n(∆v0)(ǫX)− (1− ν) ∂
∂τ

(
∂2v0
∂x1∂x2

)
(ǫX)

=
∂

∂x2
(∆v0)(0) + (1− ν) ∂3v0

∂x21∂x2
(0) +O(ǫ)

= O(1)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ B2(v0)(ǫX) s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥

B2(v0)(ǫX) = ν∆v0(ǫX) + (1− ν)∂
2v0
∂x22

(ǫX)

= ν∆v0(0) + (1− ν)∂
2v0
∂x22

(0) +O(ǫ)

= −g2(X) +O(ǫ)

✶✷✶



❛✈❡❝

g2(X) = −∂
2v0
∂x22

(0)− ν ∂
2v0
∂x21

(0)

❖♥ ét❛❜❧✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ✳

✻✳✷✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ wǫ = vǫ − v0 ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(Qc
ǫ)





∆2wǫ − γ∆wǫ + wǫ = 0, ❞❛♥s Ωǫ

B1(wǫ)− γ∂nwǫ = −B1(v0) + γ∂nv0, s✉r σǫ
B2(wǫ) = −B2(v0), s✉r σǫ

B1(wǫ)− γ∂nwǫ = 0, s✉r Γ

B2(wǫ) = 0, s✉r Γ

✭✻✳✷✳✻✮

P♦✉r ❡st✐♠❡r wǫ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r (Rext) s✉✐✈❛♥t

(Rext)





∆2R = 0, s✉r Λ

B1(R) = g1, s✉r σ

B2(R) = g2, s✉r σ

✭✻✳✷✳✼✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ g1 ∈
(
H

3/2
00 (σ)

)′
❡t g2 ∈

(
H

1/2
00 (σ)

)′
✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳✸ ❞♦♥♥é ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇

✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥sW 2(Λ)/P1 ❡t q✉❡ R s✬é❝r✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

R(x) =

∮

σ
λ1(y)B1,y(E(x− y))dσy +

∮

σ
λ2(y)B2,y(E(x− y))dσy

♦ù
∮
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

[R] = R+
|σ −R

−
|σ = λ1

[∂nR] = ∂nR
+
|σ − ∂nR

−
|σ = −λ2

✭✻✳✷✳✽✮

♦ù
λ1(s) = 0✱ ∀(s, 0) ∈ σ

λ2(s) =
−4β

(1− ν)(3 + ν)

√
1− s2✱ ∀(s, 0) ∈ σ ✭✻✳✷✳✾✮

❛✈❡❝ β = ∂2v0
∂x2

2
(0) + ν ∂2v0

∂x2
1
(0)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✺ ✭❆♥♥❡①❡ ❇ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

wǫ = ǫ2R
(x
ǫ

)
+ eǫ ✭✻✳✷✳✶✵✮

❛✈❡❝ ‖eǫ‖H2(Ωǫ) = O(−ǫ2log(ǫ))✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ IA ∼ o(ǫ2) ❡t q✉❡ IB ∼ O(ǫ2)✳

✶✷✷



✻✳✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ IA✱ IB

▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t IA ❡t IB ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✻✳✷✳✺✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

IA = O(ǫ3)

IB = −ǫ2α
∫

σ
λ2(X)dσX +O(ǫ3)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t u0 ❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ♦♥ ❛

B1(u0)(ǫX) = O(1)

●râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✶ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❛
s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ H2(B2\σ)/P1 ❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

IA ≤ ǫ‖B1(u0)(ǫX)‖
H

3/2
00 (σ)′

‖wǫ(ǫX)‖H2(B2\σ)/P1

≤ Cǫ|wǫ(ǫX)|2,B2\σ

≤ Cǫ2|wǫ|2,Ωǫ

❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✺ ✭❆♥♥❡①❡ ❇ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t IA = O(ǫ3)✳
❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✻✳✷✳✺✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✭✻✳✷✳✽✮ ❡t ✭✻✳✷✳✶✵✮ ✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ IB ✿

IB = −ǫ2α
∫

σ
λ2(X)dσX + E1 + E2 ✭✻✳✷✳✶✶✮

♦ù

α =
∂2u0
∂x22

(0) + ν
∂2u0
∂x21

(0) ✭✻✳✷✳✶✷✮

❡t

E1 = ǫ

∫

σ
(B2(u0)(ǫX)− α) [∂nwǫ(ǫX)]dσX

E2 = ǫ

∫

σ
α[∂neǫ(ǫX)]

✭✻✳✷✳✶✸✮

P❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ❞❡ u0 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ α ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✻✳✷✳✶✷✮ ❡t ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛

B2(u0)(ǫX)− α = O(ǫ)

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ IA ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

E1 = ǫ

∫

σ
(B2(u0)(ǫX)− α) 1

ǫ
[∂n (wǫ(ǫX))]

≤ ‖B2(u0)(ǫX)− α‖
H

3/2
00 (σ)′

‖wǫ(ǫX)‖H2(B2\σ)/P1 ≤ Cǫ2|wǫ|2,Ωǫ ≤ Cǫ3

❉❡ ♠ê♠❡

E2 = α

∫

σ
[∂n (eǫ(ǫX))] ≤ C‖eǫ(ǫX)‖H2(B2\σ)/P1 ≤ Cǫ|eǫ|2,Ωǫ ≤ Cǫ3log(ǫ)

✶✷✸



✻✳✷✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✻✳✷✳✷✮✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛

Jǫ(uǫ)− J0(u0)
ǫ2

= α

∫

σ
λ2(X)dσX +

Jǫ
ǫ2

+ o(1)

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺✳✺ à uǫ − u0 ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Iǫ ✿

Iǫ = O(ǫ4(log(ǫ))2)

❉❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ λ2 ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✻✳✷✳✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❡♥ ✵

I(0) = α

∫

σ
λ2(X)dσX

= − 4αβ

(1− ν)(3 + ν)

∫ 1

−1

√
1− s2ds

=
−2παβ

(1− ν)(3 + ν)

❝✲à✲❞

I(0, ~ey) = −
2π

(1− ν)(3 + ν)

(
∂2u0
∂x22

(0) + ν
∂2u0
∂x21

(0)

)(
∂2v0
∂x22

(0) + ν
∂2v0
∂x21

(0)

)

✻✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✺✳✵✳✸✮ ❡t à ❧✬❊❉P
✭✺✳✷✳✻✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❝❡♥tré ❡♥ x0 ∈ Ω ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ❡st ✿

I(x0, ~n) = −
2π

(1− ν)(3 + ν)

(
∇2u0(x0)(~n, ~n) + ν∇2u0(x0)(~τ , ~τ)

) (
∇2v0(x0)(~n, ~n) + ν∇2v0(x0)(~τ , ~τ)

)

✭✻✳✷✳✶✹✮
♦ù ~τ t❡❧ q✉❡ (~τ , ~n) s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳

✻✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ν = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ♣❧❛♥

❊♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭♣❡t✐t❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
♣✐①❡❧s✮ ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✵✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✸❉ ✜ss✉ré ❡♥ ♥❡ r❡♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ✷❉ ✭s❡❝t✐♦♥
✻✳✷✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ γ = 0✱ ν = 0 ❡t ♦♥ ♠♦❞è❧✐s❡ ❧❡ ❝r❛❝❦ ♣❛r ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ω ⊂ R3

❡t Γ = ∂Ω✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ bΩ(u, v) s✉✐✈❛♥t❡

bΩ(u, v) =
∑

i,j

∫

Ω

∂2u

∂xi∂xj

∂2v

∂xi∂xj
dx ✭✻✳✸✳✶✮

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥té❣r❡r ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞ B1(u) ❡t B2(u) ❡♥ ✸❉✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣❛r s✐♠✐❧❛r✐té ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ✷❉ ♦♥
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ●❚ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés λ1
❡t λ2 ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡①tér✐❡✉r ✭✻✳✷✳✼✮✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❞❡ uǫ✱ vǫ ❡t Jǫ(uǫ) ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❡t vǫ s♦♥t ∼ o(ǫ

3
2 ) ❡♥ ♥♦r♠❡ H2(Ωǫ)✱

❡t Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❡st ∼ O(ǫ3) ✳

✶✷✹



✻✳✸✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡ bΩ(u, v) ❡♥ ✸❉

❊♥ ✈✉❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ bΩ(u, v)✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ré♣étés ui =

∑3
i=1 ui ❧♦rsq✉❡ i ♥✬❡st ♣❛s ✜①é✳ P♦✉r

~ϕ : Ω → R ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C1(Ω)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Jac(~ϕ) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Ω ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ❜♦r♥é✮ ❞❡ R3 ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C2✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s s✉r
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✼ s♦♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts t✐rés ❞❡ ❍❡♥r♦t✲P✐❡rr❡
❬✺✵❪ ✭♣♣ ✶✾✷✲✶✾✹✮ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s s✉r t♦✉t R3✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ✭●r❛❞✐❡♥t t❛♥❣❡♥t✐❡❧✮✳ ❙♦✐t ϕ ∈ C1(R3,R)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❛♥❣❡♥t✐❡❧ ♣❛r

∇Γϕ = ∇ϕ− (∇ϕ.~n)~n

❛✈❡❝ ~n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à Ω✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ✭❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✮✳ ❙♦✐t ~q ∈ C1(R3,R3)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r

divΓ(~q) = div(~q)− Jac(~q)~n.~n

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✸✳✸✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r Pij = (δij − ninj) ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

∇Γϕ = P∇ϕ
divΓ(~q) = P : Jac(~q)

♦ù ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s A : B = AijBij✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹ ✭❈♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✮✳ ❙♦✐❡♥t Ω ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ Γ = ∂Ω ❡t ~n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡ Ω✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Γ ♣❛r H = divΓ~n✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❡r♠é❡ C2 ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s R3✱ ~q ∈ C1(R3,R3) ❡t ϕ ∈ C1(R3,R)✱
♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✿

∫

Γ
~q.∇Γϕ = −

∫

Γ
divΓ(~q)ϕ+Hϕ~q.~n

♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ H ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Γ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✸✳✻✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❡r♠é❡ C2 ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s R3✱ ~q ∈ C1(R3,R3) ❡t ϕ ∈ C1(R3,R)✱
❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

∫

Γ
q
∂ϕ

∂xi
=

∫

Γ
qni∂nϕ+

∫

Γ
(−divΓ(q~ei)ϕ+Hϕqni) ✱ ∀i ∈ {1, 2, 3}

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ {1, 2, 3}✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ∇ϕ = (∇ϕ.~n)~n +∇Γϕ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∂ϕ

∂xi
= ∇ϕ.~ei ♦♥ ❛ ✿

∫

Γ
q
∂ϕ

∂xi
=

∫

Γ
q ((∇ϕ.~n)~n+∇Γϕ) .~ei

=

∫

Γ
qni∂nϕ+

∫

Γ
q~ei.∇Γϕ

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✺✳

✶✷✺



❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸✳✼✳ ❙♦✐❡♥t v ∈ H2(Ω) ❡t u ∈ H4(Ω)✱ ❛❧♦rs ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ bΩ(u, v) s❡ réé❝r✐t ✿

bΩ(u, v) =

∫

Ω
∆2uvdx−

∫

Γ
(B1(u)v −B2(u)∂nv) ds

♦ù ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés

B2(u) =
∂2u

∂xi∂xj
ninj

B1(u) = divΓ

(
∂2u

∂xi∂xj
ni ~ej

)
−H ∂2u

∂xi∂xj
ninj +

∂3u

∂x2i ∂xj
nj

= divΓ

(
P

∂2u

∂xi∂xj
ni ~ej

)
+

∂3u

∂x2i ∂xj
nj

❛✈❡❝ P ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Γ ❡t H ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Γ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ B1(u) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

B1(u) =
∂

∂xj

(
∂2u

∂xi∂xj
ni

)
− ∂

∂xl

(
∂2u

∂xi∂xj
ni

)
njnl −H

∂2u

∂xi∂xj
ninj +

∂3u

∂x2i ∂xj
nj

❛✈❡❝ H ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Γ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✸✳✽✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ B1 ❡t B2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t divΓ(P.) ❝♦♠♠❡
s✉✐t

divΓ(P ~F ) = ∂τ

(
~F .~τ
)

∀~F ∈ C1(R3,R3)

♦ù ~τ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t t❡❧ q✉❡ (~n, ~τ) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✻✳✸✳✶✮ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

bΩ(u, v) =

∫

Γ

∂2u

∂xi∂xj
ni
∂v

∂xj
ds−

∫

Γ

∂3u

∂x2i ∂xj
njvds+

∫

Ω

∂4u

∂x2i ∂x
2
j

vdx ✭✻✳✸✳✷✮

❖♥ ❞és✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥té❣r❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ Γ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✸✳✻ ✿

bΩ(u, v) =

∫

Γ

∂2u

∂xi∂xj
ninj∂nvds+

∫

Γ

[
−divΓ

(
∂2u

∂x2i ∂xj
ni ~ej

)
+H

∂2u

∂xi∂xj
ninj −

∂3u

∂x2i ∂xj
nj

]
vds+

∫

Ω

∂4u

∂x2i ∂x
2
j

vdx

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ divΓ ✿

divΓ

(
∂2u

∂x2i ∂xj
ni ~ej

)
=

∂

∂xj

(
∂2u

∂xi∂xj
ni

)
− ∂

∂xl

(
∂2u

∂xi∂xj
ni

)
njnl

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✻✳✸✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ B1 ❡t B2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥ ❡t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝r❛❝❦ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r

σ = {(rcos(θ), rsin(θ), 0), 0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2π}
▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❝r❛❝❦ ❡st ~n = (0, 0, 1)T ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ σ ❡st H = 0✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
s✉r σ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝

B2(u) =
∂2u

∂x23

B1(u) = 2
∂3u

∂x2i ∂x3
− ∂3u

∂x33

✭✻✳✸✳✸✮

♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳

✶✷✻



✻✳✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ✸❉

▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳✾✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♥♦té❡ E(x) ❞✉ ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ✸❉ ❡st

E(x) =
|x|
8π

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st E1(x) =
1

4π|x| ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡

E2(x) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ t❡❧❧❡ q✉❡ −∆2E2 = δ0✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ E2 ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

∆E2 = E1 + P1 ✭✻✳✸✳✹✮

♦ù P1 ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s ✶✳ ❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t E2 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❡t ❡♥
é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∆E2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂E2

∂r

)

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝
∂

∂r

(
r2
∂E2

∂r

)
=

r

4π

♣✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡s à ③ér♦s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂E2

∂r
=

1

8π

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✳

✻✳✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡♥s✐tés λ1 ❡t λ2

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉ ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✺✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g1(x) =

∮

σ
λ1(y)B1,xB1,y(E(x− y))dσ(y) +

∮

σ
λ2(y)B1,xB2,y(E(x− y))dσ(y) ✭✻✳✸✳✺❛✮

g2(x) =

∮

σ
λ1(y)B2,xB1,y(E(x− y))dσ(y) +

∮

σ
λ2(y)B2,xB2,y(E(x− y))dσ(y) ✭✻✳✸✳✺❜✮

♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡t ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ g1 ❡t g2 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ✿

g1(x) = 0

g2(x) = −
∂2v0
∂x23

(0) = V

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛ss♦❝✐és✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t x =
(x1, y1, 0) ∈ σ ❡t y = (y1, y2, 0) ∈ σ✱ ❛✈❡❝ ✭✻✳✸✳✸✮ ♦♥ ❛ ✿

B1,x(B1,y(E(x− y))) = 1

8π

27

((x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)5/2

B1,x(B2,y(E(x− y))) = 0

B2,x(B2,y(E(x− y))) = 1

8π

−3
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)3/2

B2,x(B1,y(E(x− y))) = 0

✶✷✼



❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉♣❧é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

0 =
1

8π

∫

σ

27λ1(y)

((x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)5/2
dsy

V = − 3

8π

∫

σ

λ2(y)

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)3/2
dsy

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ λ1 = 0✳ P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬✻✶❪ ❡t ❡♥
♣♦s❛♥t r = |x|✱ ♦♥ ❛ ✿

λ2(r) = −
4

π

∫ 1

r

1

(t2 − r2)1/2
∫ t

0

−2V
3 s

(t2 − s2)1/2dsdt

=
8

3π
V

∫ 1

r

t

(t2 − r2)1/2dt

=
8

3π
V
√

1− r2

✻✳✸✳✺ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ❡♥ ✸❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ♣❧❛♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té λ2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦ ✿

I(0) = ∂2u0
∂x23

(0)

∫

σ
λ2(X)dsX

= −∂
2u0
∂x23

(0)
∂2v0
∂x23

(0)

∫ 2π

0

∫ 1

0

8

3π

√
1− r2drdθ

= −4π

3

∂2u0
∂x23

(0)
∂2v0
∂x23

(0)

❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ♣❧❛♥ ❝❡♥tré ❡♥ x0 ❡t ❞❡
♥♦r♠❛❧ ~n

I(x0, ~n) = −
4π

3
∇2u0(x0)(~n, ~n)∇2v0(x0)(~n, ~n) ✭✻✳✸✳✻✮

✻✳✹ ❆♥♥❡①❡ ❆

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛♥q✉❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ B ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❡t B′ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r à ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t ω ⊂ R2✱ u ∈ H2(ω)✱ t❡❧ q✉❡ ∆2u ∈ L2(ω)✳ ❙♦✐t Γ1 ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ t❡❧ q✉❡
Γ1 ⊂ ∂ω✳ ❖♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

(
B1(u)
B2(u)

)

H−3/2(Γ1)×H−1/2(Γ1)

≤ C|u|2,ω + ‖∆2u‖0,ω

♦ù

(
B1(u)
B2(u)

)

H−3/2(Γ1)×H−1/2(Γ1)

= sup
‖ϕ1‖3/2,Γ1

+‖ϕ2‖1/2,Γ1
=1

∫

Γ1

B1(u)ϕ1 −B2(u)ϕ2

✶✷✽



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Γ2 t❡❧❧❡ q✉❡ Γ2∪Γ1 = ∂ω✱ ϕ1 ∈ H3/2(Γ1) ❡t ϕ2 ∈ H1/2(Γ1)✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t R(ϕ1, ϕ2) ∈
H2(ω) ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ (ϕ1, ϕ2) t❡❧ q✉❡ R = ∂R

∂n
= 0 s✉r Γ2 ❀ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♦♥ ❛

∫

Γ1

B1(u)ϕ1 −B2(u)ϕ2 =

∫

ω
a(u,R(ϕ1, ϕ2))−

∫

ω
∆2uR(ϕ1, ϕ2)

≤ C|u|2,ω|R(ϕ1, ϕ2)|2,ω + ‖∆2u‖0,ω‖R(ϕ1, ϕ2)‖0,ω

♦ù

a(u, v) =

∫

ω
∆u∆v + (1− ν)

(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❡♥ (ϕ1, ϕ2) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✷✳ ❙♦✐t ω ⊂ R2✱ ❡t s♦✐❡♥t ϕ1 ∈ H3/2(∂ω) ❡t ϕ2 ∈ H1/2(∂ω)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ lϕ1,ϕ2 ∈ H2(ω)
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✈♦✐r ✭✻✳✶✳✼✮ ❛✈❡❝ ǫ = 1✮ ✿





∆2lϕ1,ϕ2 = 0, s✉r ω

lϕ1,ϕ2 = ϕ1, s✉r ∂ω

∂nl
ϕ1,ϕ2 = ϕ2, s✉r ∂ω

❡t ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡
‖lϕ1,ϕ2‖2,ω ≤ C‖ϕ1‖3/2,∂ω + C‖ϕ2‖1/2,∂ω ✭✻✳✹✳✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡❧è✈❡ (ϕ1, ϕ2) ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t ❞❛♥s H2(ω) ♣❛r R(ϕ1, ϕ2) ∈ H2(ω)✳ ❖♥ ♥♦t❡ Lϕ1,ϕ2 =
lϕ1,ϕ2 −R(ϕ1, ϕ2)✳ ❖♥ ❛ 




∆2Lϕ1,ϕ2 = −∆2R(ϕ1, ϕ2), s✉r ω

Lϕ1,ϕ2 = 0, s✉r ∂ω

∂nL
ϕ1,ϕ2 = 0, s✉r ∂ω

P♦✉r u ∈ H2
0 (ω) ❧❛ ♥♦r♠❡ H2(ω) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ‖∆u‖0,ω✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t ϕ ∈ D(ω)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ●r❡❡♥ s✉r ω✱ ♦♥ ❛

∫

ω

(
∂2ϕ

∂x1∂x2

)2

=

∫

ω

∂2ϕ

∂x1∂x2

∂2ϕ

∂x1∂x2
= −

∫

ω

∂ϕ

∂x2

∂3ϕ

∂x21∂x2

=

∫

ω

∂2ϕ

∂x21

∂2ϕ

∂x22
≤ ‖∆ϕ‖20,ω

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ D(ω)✱ ‖u‖2,ω ≤ ‖∆u‖0,ω✱ ♣✉✐s ♣❛r ❞❡♥s✐té ❧✬✐♥é❣❛❧✐té r❡st❡ ✈r❛✐❡ s✉r H2
0 (ω)✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❖♥ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✭✻✳✹✳✶✮✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r
♣❛rt✐❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖∆Lϕ1,ϕ2‖20,ω = −
∫

Ω
∆2R(ϕ1, ϕ2)L

ϕ1,ϕ2

= −
∫

∂ω
∂n (∆R(ϕ1, ϕ2))L

ϕ1,ϕ2︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫

∂ω
∆R(ϕ1, ϕ2) ∂nL

ϕ1,ϕ2

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

ω
∆R(ϕ1, ϕ2)∆L

ϕ1,ϕ2

≤ ‖∆R(ϕ1, ϕ2)‖0,ω‖∆Lϕ1,ϕ2‖0,ω

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✷✾



▲❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t s♦♥t t✐rés ❞❡ ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✹✵✷ ❡t ♣✳✹✶✼❪✳ ❙♦✐❡♥t f ∈ Hs(∂B)
❡t g ∈ H−s(∂B)✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

〈f, g〉 =
∫

∂B
fgdσ

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✸✳ ❙♦✐t g1 ∈ H−3/2(∂B)✱ g2 ∈ H−1/2(∂B)✱ t❡❧s q✉❡

〈g1, 1〉 = 0

〈g1, x1〉 − 〈g2, n1〉 = 0

〈g1, x2〉 − 〈g2, n2〉 = 0

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r s✉✐✈❛♥t

(Pext)





∆2P = 0, s✉r B′

B1(P ) = g1, s✉r ∂B

B2(P ) = g2, s✉r ∂B

✭✻✳✹✳✷✮

✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pext) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✹✳✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s W 2(B′)/P1 ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(g1, g2) 7−→ P ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H−3/2(∂B)×H−1/2(∂B) ❞❛♥s W 2(B′)/P1✱ ♦ù W 2(B′)/P1 ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s W 2(B′) ❞é✜♥✐❡s à ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✶ ♣rès✳

✷✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✹✳✷✮ s✬é❝r✐t ❞❛♥s W 2(B′)/P1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P (x) =

∫

∂B
λ1(y)E(x− y)ds(y) +

∫

∂B
λ2(y)∂nyE(x− y)ds(y)✱ ♣♦✉r x ∈ B′ ✭✻✳✹✳✸✮

✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ a0, a1, a2 ∈ R t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés λ1 ❡t λ2 s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❝✐♥q éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

−1

2
λ1(x) +

∫

∂B
λ1(y)B1,x(E(x− y))dσ(y) +

∮

∂B
λ2(y)B1,x (∂nyE(x− y)) dσ(y) + a0 + a1x1 + a2x2 = g1(x)

+
1

2
λ2(x) +

∫

∂B
λ1(y)B2,x(E(x− y))dσ(y) +

∫

∂B
λ2(y)B2,x (∂nyE(x− y)) dσ(y)− a1n1(x)− a2n2(x) = g2(x)

〈λ1, 1〉 = 0

〈λ1, x1〉+ 〈λ2, n1〉 = 0

〈λ1, x2〉+ 〈λ2, n2〉 = 0
✭✻✳✹✳✹✮

♦ù x ∈ ∂B ❡t ♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ✹✳ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ P ✿

P (x) = a0 + a1x1 + a2x2 +Alog(|x|) +O(1)✱ A ∈ R

✹✳ P♦✉r x ∈ ∂B✱ ♦♥ ♣♦s❡ x = (cos(θ), sin(θ))✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ g1 ❡t g2 s♦✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
g1(x) = A1cos(2θ) + B1sin(2θ)✱ ❡t g2(x) = C2 + A2cos(2θ) + B2sin(2θ) ✱ ❛❧♦rs P (x) = O(log(|x|))
❡t ❞♦♥❝ a0 = a1 = a2 = 0 ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

λ1(x) = αcos(2θ) + βsin(2θ)

λ2(x) = c+ acos(2θ) + bsin(2θ)
✭✻✳✹✳✺✮

❛✈❡❝

α = −8A1 +A2(1 + ν)

(1− ν)(3 + ν)
, β = −8B1 +B2(1 + ν)

(1− ν)(3 + ν)

a = 2
A1(1 + ν) + 4A2

(1− ν)(3 + ν)
, b = 2

B1(1 + ν) + 4B2

(1− ν)(3 + ν)
, c = 2

C2

1− ν

✶✸✵



✺✳ ❆✈❡❝ lP ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✻✳✶✳✼✮ ✭♣r✐s ♣♦✉r ǫ = 1✮✱ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ g1 ❡t g2 ❞✉ ♣♦✐♥t ✹✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs ∂B ✿

g1(x)−B1(l
P )(x) = −λ1(x), x ∈ ∂B

g2(x)−B2(l
P )(x) = λ2(x), x ∈ ∂B

✭✻✳✹✳✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳✹✳ ▲❡s ❝❤♦✐① ❞❡ g1 ❡t ❞❡ g2 ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r W 2(B′)/P1

b′(u, v) =
∫

B′

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r W 2(B′)/P1

l′(v) =
∫

∂B
g1v − g2∂nv

▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ b′(u, v) s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✺✳✷✳✷✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✵✳✵✳✷ ✭♣rér❡q✉✐s✮✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r B2\B✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ l′(v) s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ W 2(B′)/P1✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳
❖♥ r❡♥✈♦✐t à ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✹✶✼❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥ts✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉r B′✱ ♦♥ ❛

P (x) =

∫

B′

−∆2E(x− y)P (y)dy

=

∫

∂B
B1,y(E(x− y))P (y)dy −

∫

∂B
B2,y(E(x− y))∂nP (y)dy

+

∫

∂B
∂ny(E(x− y))B2,y(P )(y)dy −

∫

∂B
E(x− y)B1,y(P )(y)dy

= A−B + C −D

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ g1 ❡t g2 ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ♣♦✐♥t ✹✱ ♦♥ ❛ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

〈g1, 1〉 = 0

〈g1, x1〉 = 〈g1, n1〉 = 〈g1, x2〉 = 〈g1, n2〉 = 0

〈g2, x1〉 = 〈g2, n1〉 = 〈g2, x2〉 = 〈g2, n2〉 = 0

✭✻✳✹✳✼✮

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛ss♦❝✐és à B1,y(E(x− y)) ❡t B2,y(E(x− y))✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❚❛②❧♦r ❡♥ x ❧♦rsq✉❡ |x| → ∞✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

A =

∫

∂B
B1,y(E(x− y))P (y)dy = O (log(|x|))

B =

∫

∂B
B2,y(E(x− y))∂nP (y)dy = O (log(|x|))

P♦✉r C ❡t D✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ❞❡ E(x− y) ❡t ❞❡ ∂ny (E(x− y))✱ ♣♦✉r |x| → ∞

E(x− y) = E(x)− y.∇E(x) +
1

2
y.∇2E(x)y +O

(
1

|x|

)

∂nyE(x− y) = ∇E(x).ny −∇2E(x)y.ny +O

(
1

|x|

) ✭✻✳✹✳✽✮

✶✸✶



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ∇2E(x) = O(log(|x|))✱ ✭✻✳✹✳✽✮ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

C =

∫

∂B
∂ny(E(x− y))B2,y(P )(y)dy

= ∇E(x).

∫

∂B
nyg2(y) +O(log(|x|))

= ∇E(x).

(
〈g2, n1〉
〈g2, n2〉

)
+O(log(|x|))

= O(log(|x|))

D =

∫

∂B
E(x− y)B1,y(P )(y)dy

= E(x)〈g1, 1〉 − ∇E(x).

(
〈g1, y1〉
〈g1, y2〉

)
+O(log(|x|))

= O(log(|x|))

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ P (x) = O(log(|x|)) à ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t q✉❡ ❞♦♥❝ a0 = a1 = a2 = 0✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r λ1 ❡t λ2 ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❆✈❡❝
❬❬✸✺❪✱♣❛❣❡s ✸✾✵✲✸✾✷❪✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t x = (cos(ϕ), sin(ϕ)) ❡t y = (cos(θ), sin(θ))✱ ♦♥ ❛

B2,x (E(x− y)) = − 1

8π
((1 + ν)log (2(1− cos(ϕ− θ)) + (1 + 3ν) + (1− ν)(1− cos(ϕ− θ)))

B2,x

(
∂ny(E(x− y))

)
= − ν

4π
+

1− ν
8π

cos(ϕ− θ)

B1,x (E(x− y)) = − 1

4π
− 1− ν

8π
cos(ϕ− θ)

B1,x

(
∂ny (E(x− y))

)
= −1− ν

8π
cos(ϕ− θ) + 1 + ν

8π (1− cos(ϕ− θ))

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦t❡ λ1(θ) = λ1 (cos(θ), sin(θ)) ❡t λ2(θ) = λ2 (cos(θ), sin(θ))✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ✸ s❡ réé❝r✐✈❡♥t ✿

(Eq.1)





− 1

2
λ1(ϕ) +

∫ 2π

0

(
− 1

4π
− 1− ν

8π
cos(ϕ− θ)

)
λ1(θ)dθ

+

∮ 2π

0

(
−1− ν

8π
cos(ϕ− θ) + 1 + ν

8π (1− cos(ϕ− θ))

)
λ2(θ)dθ = A1cos(2ϕ) +B1sin(2ϕ)

(Eq.2)





1

2
λ2(ϕ) +

∫ 2π

0

(
− 1

8π
((1 + ν)log (2(1− cos(ϕ− θ)) + (1 + 3ν) + (1− ν)(1− cos(ϕ− θ)))

)
λ1(θ)dθ

+

∫ 2π

0

(
− ν

4π
+

1− ν
8π

cos(ϕ− θ)
)
λ2(θ)dθ = C2 +A2cos(2ϕ) +B2sin(2ϕ)

▲❡ s❡✉❧ ♥♦②❛✉ s✐♥❣✉❧✐❡r ❡st 1+ν
8π(1−cos(ϕ−θ)) = O

(
|θ − ϕ|2

)
❛ss♦❝✐é à B1,x

(
∂ny (E(x− y))

)
✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

✶✸✷



B1,x

(
∂ny (E(x− y))

)
= ∂nx (B1,y (E(x− y)))✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∫

∂B
B1,x

(
∂ny (E(x− y))

)
dσ(y) =

∫

∂B
∂nx (B1,y (E(x− y)))

= ∂nx

∫

∂B
B1,y (E(x− y)) dσ(y)

= ∂nx

∫ 2π

0

(
− 1

4π
− 1− ν

8π
cos(ϕ− θ)

)
dθ

= ∂nx

(
−1

2

)

= 0

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ réé❝r✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s (Eq.1) ❝♦♠♠❡ s✉✐t
∮ 2π

0

(
−1− ν

8π
cos(ϕ− θ) + 1 + ν

8π (1− cos(ϕ− θ))

)
(λ2(θ)− λ2(ϕ)) dθ

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ λ1 t❡❧ q✉❡ 〈λ1, 1〉 = 0 ❡t ❛✈❡❝ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ♣♦✐♥t ✹✱
g1 ∈ V ect(cos(2θ), sin(2θ)) ❞♦♥❝ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ λ1 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

λ1(θ) = αcos(2θ) + βsin(2θ)

❉❡ ♠ê♠❡ g2 ∈ V ect(1, cos(2θ), sin(2θ)) ❞♦♥❝ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ λ2 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

λ2(θ) = acos(2θ) + bsin(2θ) + c

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r f ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 2π] ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♠♣r♦♣r❡

I(f)(ϕ) =

∮ 2π

0

f(θ)− f(ϕ)
1− cos(θ − ϕ)dθ

♦ù ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
∮ 2π
0 = limǫ→0

∫ ϕ−ǫ
0 +

∫ 2π
ϕ+ǫ✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♠♣r♦♣r❡s s✉✐✈❛♥t❡s

I(cos(2θ))(ϕ) =

∮ 2π

0

cos(2θ)− cos(2ϕ)
1− cos(θ − ϕ) dθ

I(sin(2θ))(ϕ) =

∮ 2π

0

sin(2θ)− sin(2ϕ)
1− cos(θ − ϕ) dθ

♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧❡s ♥✉♠ér❛t❡✉rs

cos(2θ)− cos(2ϕ) = (cos(2(θ − ϕ))− 1) cos(2ϕ) + sin(2(θ − ϕ))sin(2ϕ)
sin(2θ)− sin(2ϕ) = sin(2(θ − ϕ))cos(2ϕ) + (cos(2(θ − ϕ))− 1) sin(2ϕ)

P✉✐s ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ − ϕ ✿

cos((2(θ − ϕ))− 1 = −2sin2(θ − ϕ)
sin(2(θ − ϕ)) = 2sin(θ − ϕ)cos(θ − ϕ)

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
∮ 2π

0

sin2(θ − ϕ)
1− cos (θ − ϕ)dθ = 2π

∮ 2π

0

sin(θ − ϕ)cos(θ − ϕ)
1− cos (θ − ϕ) dθ = 0

✶✸✸



❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
I(cos(2θ))(ϕ) = −4πcos(2ϕ)
I(sin(2θ))(ϕ) = −4πsin(2ϕ) ✭✻✳✹✳✾✮

❖♥ réé❝r✐t (Eq.1) ✿

− 1

2
(αcos(2ϕ) + βsin(2ϕ)) +

∫ 2π

0

(
− 1

4π
− 1− ν

8π
cos(ϕ− θ)

)
(αcos(2θ) + βsin(2θ)) dθ

+

∮ 2π

0

(
−1− ν

8π
cos(ϕ− θ) + 1 + ν

8π (1− cos(ϕ− θ))

)
(a(cos(2θ)− cos(2ϕ)) + b(sin(2θ)− sin(2ϕ))) dθ

= A1cos(2ϕ) +B1sin(2ϕ)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✹✳✾✮ ❡t ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

−1

2
(αcos(2ϕ) + βsin(2ϕ)) +

1 + ν

8π
(−4πacos(2ϕ)− 4πbsin(2ϕ)) = A1cos(2ϕ) +B1sin(2ϕ)

P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❧ ✈✐❡♥t

(
Ẽq.1

)




−1 + ν

2
a− α

2
= A1

−1 + ν

2
b− β

2
= B1

✭✻✳✹✳✶✵✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ réé❝r✐t (Eq.2) ✿

1

2
(acos(2ϕ) + bsin(2ϕ) + c)

+

∫ 2π

0

(
− 1

8π
((1 + ν)log (2(1− cos(ϕ− θ)) + (1 + 3ν) + (1− ν)(1− cos(ϕ− θ)))

)
(αcos(2θ) + βsin(2θ)) dθ

+

∫ 2π

0

(
− ν

4π
+

1− ν
8π

cos(ϕ− θ)
)
(acos(2θ) + bsin(2θ) + c) dθ

= A2cos(2ϕ) +B2sin(2ϕ) + C2

❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✿

∫ 2π

0
cos(2θ)log (2(1− cos(ϕ− θ)) dθ =

∫ 2π−ϕ

−ϕ
cos(2(t+ ϕ))log(2(1− cos(t))dt

= cos(2ϕ)

∫ 2π−ϕ

−ϕ
cos(2t)log(2(1− cos(t)))dt− sin(2ϕ)

∫ 2π−ϕ

−ϕ
sin(2t)log(2(1− cos(t)))dt

= −πcos(2ϕ)

❉❡ ♠ê♠❡ ∫ 2π

0
sin(2θ)log (2(1− cos(ϕ− θ)) dθ = −πsin(2ϕ)

❞✬♦ù

(
Ẽq.2

)





1− ν
2

c = C2

a

2
+

1 + ν

8
α = A2

b

2
+

1 + ν

8
β = B2

✭✻✳✹✳✶✶✮

✶✸✹



❊♥ rés♦❧✈❛♥t
(
Ẽq.1

)
❡t
(
Ẽq.2

)
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ λ1 ❡t λ2 ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✻✳✹✳✺✮✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✹✳
P♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✺✱ s♦✐t lP ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✻✳✶✳✼✮ ✭♣♦✉r ǫ = 1✮✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦✉❜❧❡
❝♦✉❝❤❡ ✭✈♦✐r ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✸✽✹❪✮✱ ♦♥ ❛

lP (x) =

∫

∂B
λ1(y)E(x− y)ds(y) +

∫

∂B
λ2(y)∂nyE(x− y)ds(y)✱ ♣♦✉r x ∈ B

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✸✽✺❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r x ∈ ∂B

B1(l
P )(x) =

1

2
λ1(x) +

∫

∂B
λ1(y)B1,x(E(x− y))ds(y) +

∫

∂B
λ2(y)B1,x

(
∂nyE(x− y)

)
ds(y)

B2(l
P )(x) = −1

2
λ2(x) +

∫

∂B
λ1(y)B2,x(E(x− y))ds(y) +

∫

∂B
λ2(y)B2,x

(
∂nyE(x− y)

)
ds(y)

✭✻✳✹✳✶✷✮

❊♥✜♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✹✳✶✷✮ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✻✳✹✳✹✮ ❛✈❡❝ a0 = a1 = a2 = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
♣♦✐♥t ✺✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✺✳ ❙♦✐t P ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r (Pext) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✶✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
à ❧✬✐♥✜♥✐ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r |x| ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❈ t❡❧❧❡ q✉❡

|P (x)| ≤ Clog(|x|) |∇P (x)| ≤ C

|x| |∇2P (x)| ≤ C

|x|2
∥∥∥P
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O(−log(ǫ))
∣∣∣P
(x
ǫ

)∣∣∣
1,Ωǫ

= O(
√
−log(ǫ))

∣∣∣P
(x
ǫ

)∣∣∣
2,Ωǫ

= O

(
1

ǫ

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P (x) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P (x) =

∫

∂B
λ1(y)E(x− y) +

∫

∂B
λ2(y)∂ny (E(x− y))

P♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s g1 ❡t g2 ♣ré❝✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✸✱ λ1 ❡t λ2 ✈ér✐✜❡♥t
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

〈λ1, 1〉 = 0

〈λ1, x1〉 = 〈λ1, n1〉 = 〈λ1, x2〉 = 〈λ1, n2〉 = 0

〈λ2, x1〉 = 〈λ2, n1〉 = 〈λ2, x2〉 = 〈λ2, n2〉 = 0

✭✻✳✹✳✶✸✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ P ❡♥ x ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✹✳✶✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✳
▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t P (x) ✿ ♣♦✉r x ∈ B′✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs ❡t ♦♥
♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❞ér✐✈é❡s ❡t s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ♣♦✐♥t
x ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
❞❡✉① ré❡❧s a✱ D ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ❡t ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t t❡❧s q✉❡ Ba ⊂ 1

ǫΩ ⊂ 1
ǫBD ♦♥ ❛ ✿

∥∥∥P
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

P
(x
ǫ

)2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\B

P (y)2dy

≤ ǫ2
(∫

Ba\B
P (y)2dy +

∫

1
ǫ
BD\Ba

P (y)2dy

)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

a
log(r)2rdr

= Cǫ2 + Cǫ2
[
log(r)

r2

2
(log(r)− 1) +

r2

4

]D
ǫ

a

≤ Clog(ǫ)2

✶✸✺



❞✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

∥∥∥∇P
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

∇P
(x
ǫ

)2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\B
∇P (y)2dy

≤ ǫ2
(∫

Ba\B
∇P (y)2dy +

∫

1
ǫ
BD\Ba

∇P (y)2dy
)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

a

1

r2
rdr

= Cǫ2 + Cǫ2 [log(r)]
D
ǫ
a

≤ −Cǫ2log(ǫ)
❞✬♦ù ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

∥∥∥∇2P
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

∇2P
(x
ǫ

)2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\B
∇2P (y)2dy

≤ ǫ2
(∫

Ba\B
∇2P (y)2dy +

∫

1
ǫ
BD\Ba

∇2P (y)2dy

)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

a

1

r4
rdr

= Cǫ2 + Cǫ2
[−2
r2

]D
ǫ

a

≤ Cǫ2

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✻✳ ❙♦✐t wǫ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✻✳✶✳✶✹✮ ❡t P ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r (Pext) ❞♦♥♥é ❡♥
✭✻✳✶✳✶✺✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t

wǫ = ǫ2P
(x
ǫ

)
+ eǫ

❛✈❡❝

‖eǫ‖2,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ)) ‖wǫ‖0,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ)) |wǫ|1,Ωǫ = O
(
−ǫ2log(ǫ)

)
|wǫ|2,Ωǫ = O(ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ eǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(Eǫ)





∆2eǫ − γ∆eǫ + eǫ = γ∆P
(x
ǫ

)
− ǫ2P

(x
ǫ

)
s✉r Ωǫ

B1(eǫ)− γ∂neǫ = −B1(v0)−
1

ǫ
g1

(x
ǫ

)
− γ∂nv0 = ϕ1(x) = O(1), s✉r ∂Bǫ

B2(eǫ) = −B2(v0)− g2
(x
ǫ

)
= ϕ2(x) = O(x), s✉r ∂Bǫ

B1(eǫ)− γ∂neǫ = −ǫ2B1

(
P
(x
ǫ

))
= φǫ1(x) = O

(
ǫ2
)
, s✉r Γ

B2(eǫ) = −ǫ2B2

(
P
(x
ǫ

))
= φǫ2(x) = O

(
ǫ2
)
, s✉r Γ

✭✻✳✹✳✶✹✮

✶✸✻



♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ g1 ❡t g2 ✿

g1(X) = A1cos(2θ) +B1sin(2θ)

g2(X) = C2 +A2cos(2θ) +B2sin(2θ)

❛✈❡❝ X = (cos(θ), sin(θ)) ❡t ♦ù

A1 = (1− ν)
(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x21

(0)

)

B1 = 2(1− ν) ∂2v0
∂x1∂x2

(0)

A2 = −
1− ν
2

(
∂2v0
∂x21

(0)− ∂2v0
∂x22

(0)

)

B2 = −(1− ν)
∂2v0
∂x1∂x2

(0)

C2 = −
1 + ν

2
∆v0(0)

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳✼✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ B1(eǫ) ❡t B2(eǫ) s✉r Γ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡❧q✉❡s
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① Bi,x(u) ♣♦✉r i ∈ {1, 2} ❡st ✿

Bi,x(u) =
∑

2≤|p|≤4−i

ϕi
p(x)

∂|p|u
∂xp

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ P (x) ∼ Alog(|x|) ❧♦rsq✉❡ |x| → +∞ ❛✈❡❝ A ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉❡ ∂|s|P (x)
∂xs =

O(|x|−|s|) ∀s ∈ N⋆2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Bi,x

(
P
(x
ǫ

))
=

∑

2≤|p|≤4−i

ϕi
p(x)

1

ǫi
∂|p|P
∂xp

(x
ǫ

)

=
∑

2≤|p|≤4−i

ϕi
p(x)

1

ǫ|p|
O

(
ǫ|p|

|x||p|

)

= O (1)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✹✳✶✹✮ ❡st ✿ tr♦✉✈❡r eǫ ∈ H2(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡

aǫ(eǫ, v) =

∫

Ωǫ

(
−ǫ2P

(x
ǫ

)
+ γ∆P

(x
ǫ

))
v +

∫

∂Bǫ

ϕ1v − ϕ2∂nv +

∫

Γ
−φǫ1v + φǫ2∂nv

❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❛♥s aǫ(eǫ, v)
∫

Ωǫ

∆P
(x
ǫ

)
v =

∫

Γ
ǫ∂nP

(x
ǫ

)
v − ǫ2P

(x
ǫ

)
∂nv +

∫

∂Bǫ

−ǫ∂nP
(x
ǫ

)
v + ǫ2P

(x
ǫ

)
∂nv +

∫

Ωǫ

ǫ2P
(x
ǫ

)
∆v

❙♦✐t bǫ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✭✻✳✹✳✶✹✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ H2(Ωǫ)

bǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t aǫ ❡t bǫ ❡st ✿

aǫ(u, v) = bǫ(u, v) + γ

∫

Ωǫ

∇u.∇v +
∫

Ωǫ

uv, ∀u, v ∈ H2(Ωǫ)

✶✸✼



❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ eǫ = e1ǫ + e2ǫ ✱ ♦ù

❼ e1ǫ ∈ H2(Ωǫ)/P1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

bǫ(e
1
ǫ , v) = l1ǫ (v), ∀v ∈ H2(Ωǫ)/P1

❛✈❡❝

l1ǫ (v) =

∫

∂Bǫ

(
ϕ1 − ǫ∂nP

(x
ǫ

))
v +

∫

∂Bǫ

(
−ϕ2 + ǫ2P

(x
ǫ

))
∂nv

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ H2(Ωǫ)/P1 ✭✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❉❡♥②✲▲✐♦♥s✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

bǫ(u, u) ≥ (1− ν)|u|2,Ωǫ ≥ C‖u‖H2(Ωǫ)/P1

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ωǫ✱ l1ǫ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H2(Ωǫ)/P1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡
▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ e1ǫ ❞❛♥s H2(Ωǫ)/P1✳

❼ e2ǫ ∈ H2(Ωǫ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
aǫ(e

2
ǫ , v) = l2ǫ (v), ∀v ∈ H2(Ωǫ)

❛✈❡❝

l2ǫ (v) =

∫

Ωǫ

(
−ǫ2P

(x
ǫ

)
+ γ∆e1ǫ − e1ǫ

)
v + γǫ2P

(x
ǫ

)
∆v

+

∫

Γ

(
−φǫ1 + γǫ∂nP

(x
ǫ

))
v +

(
φǫ2 − γǫ2P

(x
ǫ

))
∂nv

▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ aǫ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ s✉r H2(Ωǫ) ✭✈♦✐r ✭✺✳✷✳✷✮✮✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ l2ǫ s✉r H2(Ωǫ) s✬♦❜t✐❡♥t
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ωǫ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ e2ǫ ❞❛♥s H2(Ωǫ)✳

■❧ r❡st❡ à ❡st✐♠❡r ‖e1ǫ‖H2(Ωǫ)/P1 ❡t ‖e2ǫ‖2,Ωǫ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ǫ✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❛ss♦❝✐é❡ à e1ǫ ✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v = e1ǫ ❡t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❛

(1− ν)|e1ǫ |22,Ωǫ
≤ bǫ(e1ǫ , e1ǫ ) = ǫ

∫

∂B
(ϕ1(ǫX)− ǫ∂nP (X)) e1ǫ (ǫX) + ǫ

∫

∂B

(
−ϕ2(ǫX) + ǫ2P (X)

)
∂ne

1
ǫ (ǫX)

≤
(
ǫ‖ϕ1(ǫX)‖−3/2,∂B + ǫ2‖∂nP‖−3/2,∂B

)
‖e1ǫ (ǫX)‖H3/2(∂B)/P1

+
(
‖ϕ2(ǫX)‖−1/2,∂B + ǫ2‖P‖−1/2,∂B

)
‖∂n

(
e1ǫ (ǫX)

)
‖H1/2(∂B)/P1

❙♦✐t r > 0 t❡❧ q✉❡ B  Br ⊂ 1
ǫΩ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Br\B✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡

❉❡♥②✲▲✐♦♥s ❡t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

|e1ǫ |22,Ωǫ
≤ C

(
ǫ‖ϕ1(ǫX)‖−3/2,∂B + ǫ2‖∂nP‖−3/2,∂B

)
‖e1ǫ (ǫX)‖H2(Br\B)/P1

+ C
(
‖ϕ2(ǫX)‖−1/2,∂B + ǫ2‖P‖−1/2,∂B

)
‖e1ǫ (ǫX)‖H2(Br\B)/P1

≤ C
(
ǫ‖ϕ1(ǫX)‖−3/2,∂B + ǫ2‖∂nP‖−3/2,∂B

)
|e1ǫ (ǫX)|2,Br\B

+ C
(
‖ϕ2(ǫX)‖−1/2,∂B + ǫ2‖P‖−1/2,∂B

)
|e1ǫ (ǫX)|2,Br\B

≤ Cǫ
(
ǫ‖ϕ1(ǫX)‖−3/2,∂B + ǫ2‖∂nP‖−3/2,∂B

)
|e1ǫ |2,Ωǫ + Cǫ

(
‖ϕ2(ǫX)‖−1/2,∂B + ǫ2‖P‖−1/2,∂B

)
|e1ǫ |2,Ωǫ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ϕ1(ǫX) = O(1) ❡t ϕ2(ǫX) = O(ǫ) ✐❧ ✈✐❡♥t
∥∥e1ǫ
∥∥
H2(Ωǫ)/P1

= O(ǫ2) ✭✻✳✹✳✶✺✮

✶✸✽



❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r e2ǫ ✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à e2ǫ ♦♥ ❛

C‖e2ǫ‖22,Ωǫ
≤ aǫ(e2ǫ , e2ǫ ) =

∫

Ωǫ

(
−ǫ2P

(x
ǫ

)
+ γ∆e1ǫ − e1ǫ

)
e2ǫ + γǫ2P

(x
ǫ

)
∆e2ǫ

+

∫

Γ

(
−φǫ1 + γǫ∂nP

(x
ǫ

))
e2ǫ +

(
φǫ2 − γǫ2P

(x
ǫ

))
∂ne

2
ǫ

✭✻✳✹✳✶✻✮

❉❛♥s ✭✻✳✹✳✶✻✮✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s t❡r♠❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Ωǫ ✿ ♦♥ ♣♦s❡

E1 =

∫

Ωǫ

(
−ǫ2P

(x
ǫ

)
+ γ∆e1ǫ − e1ǫ

)
e2ǫ + γǫ2P

(x
ǫ

)
∆e2ǫ

≤ C
(
ǫ2
∥∥∥P
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

+ γ|e1ǫ |2,Ωǫ + ‖e1ǫ‖L2(Ωǫ)/P1

)
‖e2ǫ‖0,Ωǫ + Cγǫ2

∥∥∥P
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

|e2ǫ |2,Ωǫ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✺ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✳✶✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E1 ≤ −Cǫ2log(ǫ)‖e2ǫ‖2,Ωǫ

P✉✐s ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ❣r❛♥❞ ❜♦r❞ Γ ✿ ♦♥ ♣♦s❡

E2 =

∫

Γ

(
−φǫ1 + γǫ∂nP

(x
ǫ

))
e2ǫ +

(
φǫ2 − γǫ2P

(x
ǫ

))
∂ne

2
ǫ

≤
(
‖φǫ1‖−3/2,Γ + γǫ

∥∥∥∂nP
(x
ǫ

)∥∥∥
−3/2,Γ

)
‖e2ǫ‖3/2,Γ +

(
‖φǫ2‖−1/2,Γ + γǫ2

∥∥∥P
(x
ǫ

)∥∥∥
−1/2,Γ

)
‖e2ǫ‖1/2,Γ

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Br ❡st ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ B  Br ⊂ 1
ǫΩ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\Br✱ ❧❡s

❡st✐♠❛t✐♦♥s φǫ1 = O
(
ǫ2
)
❡t φǫ2 = O

(
ǫ2
)
✱ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✺ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E2 ≤ −Cǫ2log(ǫ)‖e2ǫ‖2,Ωǫ

❖♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ∥∥e2ǫ
∥∥
2,Ωǫ

= O(−ǫ2log(ǫ))

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à eǫ✱ e1ǫ ét❛♥t ❞é✜♥✐ ♠♦❞✉❧♦ P1✱ ♦♥ ❛

‖eǫ‖2,Ωǫ ≤ ‖e1ǫ‖H2(Ωǫ)/P1 + ‖e2ǫ‖2,Ωǫ ≤ −Cǫ2log(ǫ)

❞✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦r♠❡s L2(Ωǫ) ❞❡ wǫ✱ ∇wǫ ❡t ❞❡ ∇2wǫ✱ ✐❧ ❢❛✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ wǫ ❡♥ wǫ = ǫ2P

(
x
ǫ

)
+ eǫ✱ ❞✐✛ér❡♥t✐❡r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡

✻✳✹✳✺ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭‖eǫ‖2,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ)✮✳

✻✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❇

❙♦✐t σ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ σ̃✳ ❖♥ ♥♦t❡ ω̃ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡❧ q✉❡
∂ω̃ = σ̃ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮ ❡t Λ = R2\σ✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s H1/2
00 (σ) ❡t H3/2

00 (σ) ✿

H
1/2
00 (σ) = {u|σ, u ∈ H1/2(σ̃), u|σ̃\σ = 0}

❡t
H

3/2
00 (σ) = {u|σ, u ∈ H3/2(Σ̃), u|σ̃\σ = 0}

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t r > 0 ❡t ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t t❡❧❧❡s q✉❡ ω̃ ( Br ⊂ Ωǫ
ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳

✶✸✾



✭❛✮ σ̃ ⊃ σ ❡t
∂ω̃ = σ̃

✭❜✮ Br ⊃ ω̃

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ Pr♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❡t ré❣✉❧✐èr❡

▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✶✳ ❙♦✐❡♥t u ∈ H2(Br\σ)✱ g1 ∈
(
H

3/2
00 (σ)

)′
❡t g2 ∈

(
H

1/2
00 (σ)

)′
✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s

∫

σ
g1[v] ≤ C‖g1‖H3/2

00 (σ)′
‖v‖2,Br\σ

∫

σ
g2[∂nv] ≤ C‖g2‖H1/2

00 (σ)′
|v|2,Br\σ

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ω̃ ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡❧ q✉❡ ∂ω̃ = σ̃ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H3/2
00 (σ) ❡t ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s❛✉t
∫

σ
g1[v] ≤ ‖g1‖H3/2

00 (σ)′
‖[v]‖

H
3/2
00 (σ)

= ‖g1‖H3/2
00 (σ)′

‖[v]‖H3/2(σ̃)

≤ C‖g1‖H3/2
00 (σ)′

(
‖v+ + ψ‖H3/2(σ̃) + ‖v− + ψ‖H3/2(σ̃)

)

♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ ♣♦✉r v+ s✉r Br\ω̃ ❡t
♣♦✉r v− s✉r ω̃✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

σ
g1[v] ≤ C‖g1‖H3/2

00 (σ)′

(
‖v + ψ‖2,Br\ω̃ + ‖v + ψ‖2,ω̃

)
≤ C‖g1‖H3/2

00 (σ)′
‖v + ψ‖2,Br\σ

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ψ ∈ P1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
✐♥é❣❛❧✐té s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✷✳ ❙♦✐❡♥t u ∈ H2(Br\σ) t❡❧❧❡ q✉❡ ∆2u ∈ L2(Br\σ)✱ h1 ∈ H3/2
00 (σ) ❡t h2 ∈ H1/2

00 (σ)✱ ♦♥ ❛
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

∫

σ
B1(u)q1 −

∫

σ
B2(u)q2 ≤ C

(
‖q1‖H3/2

00 (σ)
+ ‖q‖

H
1/2
00 (σ)

) (
|u|2,Br\σ + ‖∆2u‖L2(Br\σ)

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ q1✱ ❡t q2 ♣❛r ✵ s✉r σ̃\σ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts q̃1 ∈ H3/2(σ̃) ❡t q̃2 ∈
H1/2(σ̃)✳ ❙♦✐t Q ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ (q̃1, q̃2) ❞❛♥s ω̃✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s

ã(Q, u) =

∫

ω̃
∆2uQ−

∫

σ̃
(B1(u)q1 −B2(u)q2)

✶✹✵



♦ù

ã(u, v) =

∫

ω̃
∆u∆v + (1− ν)

(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

❖♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✿
∣∣∣∣
∫

σ̃
(B1(u)q1 −B2(u)q2)

∣∣∣∣ ≤ |a(Q, u)|+
∣∣∣∣
∫

ω̃
∆2uQ

∣∣∣∣
≤ C|u|H2(ω̃)|Q|H2(ω̃) + ‖∆2u‖L2(ω̃)‖Q‖L2(ω̃)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ Br ⊃ ω̃ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❡s H1/2
00 (σ) ❡t H3/2

00 (σ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ✿

(Rext)





∆2R = 0, s✉r Λ

B1(R) = g1, s✉r σ

B2(R) = g2, s✉r σ

✭✻✳✺✳✶✮

♦ù g1 ∈ H3/2
00 (σ)′ ❡t g2 ∈ H1/2

00 (σ)′✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳✸✳ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✻✳✺✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s W 2(Λ)/P1 ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

(g1, g2) 7−→ R ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H
3/2
00 (σ)′ ×H3/2

00 (σ)′ ❞❛♥s W 2(Λ)/P1✳

✷✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✺✳✶✮ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ❡t tr✐♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡s

R(x) =

∫

σ
λ1(y)B1(E(x− y))ds(y) +

∫

σ
λ2(y)B2(E(x− y))ds(y)✱ ♣♦✉r x ∈ Λ ✭✻✳✺✳✷✮

✸✳ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉ts à tr❛✈❡rs σ ✿

[R] = R+
|σ −R

−
|σ = λ1

[∂nR] = ∂nR
+
|σ − ∂nR

−
|σ = −λ2

✭✻✳✺✳✸✮

✹✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

g1(x) =

∮

σ
λ1(y)B1,xB1,y(E(x− y))dσ(y) +

∮

σ
λ2(y)B1,xB2,y(E(x− y))dσ(y) ✭✻✳✺✳✹❛✮

g2(x) =

∮

σ
λ1(y)B2,xB1,y(E(x− y))dσ(y) +

∮

σ
λ2(y)B2,xB2,y(E(x− y))dσ(y) ✭✻✳✺✳✹❜✮

♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = {(s, 0) × {0},−1 < s < 1}✱ g1(x) = 0✱ ❡t g2(x) = Cste = V ✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés λ1 ❡t
λ2 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

λ1(s) = 0✱ ∀(s, 0) ∈ Σ

λ2(s) =
4

(1− ν)(3 + ν)
V
√

1− s2, ∀(s, 0) ∈ Σ
✭✻✳✺✳✺✮

✶✹✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s

H2(∆2, ω̃) =
{
u ∈ H2(ω̃),∆2u ∈ L2(ω̃)

}

❡t
W 2(∆2, ω̃′) =

{
u ∈W 2(ω̃′), (1 + r2)log(2 + r2)∆2u ∈ L2(ω̃′)

}

♦ù W 2(ω̃′) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ♣rér❡q✉✐s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

ã(u, v) =

∫

ω̃
∆u∆v + (1− ν)

(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

ã′(u, v) =
∫

ω̃′

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ s✉r ω̃ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r u ∈ H2(∆2, ω̃)

ã(u, v) =

∫

ω̃
∆2uv −

∫

∂ω̃
(B1(u)v −B2(u)∂nv) , ∀v ∈ H2(ω̃)

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r u ∈W 2(∆2, ω̃′) ♦♥ ❛

ã′(u, v) =
∫

ω̃′

∆2uv +

∫

∂ω̃
(B1(u)v −B2(u)∂nv)

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡

K =
{
u ∈ H2(∆2, ω̃)/P1 ×W 2(∆2, ω̃′)/P1, supp(∆2u) = σ, [B1(u)]σ = [B2(u)]σ = 0, [u]σ̃\σ = ∂nu]σ̃\σ = 0

}

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s H2
loc(Λ)

K =
{
u ∈W 2(∆2,Λ)/P1, supp(∆2u) = σ, [B1(u)]σ = [B2(u)]σ = 0

}

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢♦r♠✉❧❡r (Rext) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

tr♦✉✈❡r R ∈ K t❡❧ q✉❡ B1R = g1 ❡t B2R = g2 s✉r σ (Rext)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Rext) ❡st ✿ tr♦✉✈❡r R ∈ K t❡❧ q✉❡

a(R, v) = l(v) ✱ ∀v ∈ K

♦ù

a(R, v) =

∫

Λ
∆R∆v + (1− ν)

(
2

∂2R

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2R

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2R

∂x22

∂2v

∂x21

)

l(v) =

∫

σ
g1[v]− g2[∂nv]

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s K✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦❡r❝✐❢ s✉r K ✿

a(u, u) ≥ (1− ν)|u|2W 2(Λ), ∀u ∈ K ✭✻✳✺✳✻✮

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✵✳✵✳✷ ✭♣rér❡q✉✐s✮ ♦♥ ❛ ✿

‖u‖K = ‖u‖W 2(Λ)/P1 ≤ C(Λ)|u|W 2(Λ)

✶✹✷



❞✬♦ù ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ a(u, v) s✉r K✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

|l(v)| ≤ C
(
‖g1‖H3/2

00 (σ)′
+ ‖g2‖H1/2

00 (σ)′

)
‖v‖W 2(Λ)/P1 ✭✻✳✺✳✼✮

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ l(v) s✉r K✳ K ét❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡W 2(Λ)/P1 q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✺✳✻✮ ❡t ✭✻✳✺✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ ❝♦♥✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (g1, g2) 7→ R ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✶✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J0 :
(g1, g2) 7−→ R

(
H

3/2
00 (σ)

)′
×
(
H

1/2
00 (σ)

)′
−→ K

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r (q1, q2) ∈ H3/2
00 (σ)×H1/2

00 (σ)

tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧ q✉❡ [Q] = q1 ❡t [∂nQ] = q2 (Qext)

❙♦✐t v ∈ K✱ ♦♥ ❛

a(u, v) =

∫

Λ
∆2vu+

∫

σ
B1(v)[u]−B2(v)[∂nu]

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Qext) ❡st ✿ tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧ q✉❡

a(Q, v) = l′(v) ✱ ∀v ∈ K

♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t

l′(v) =
∫

σ
q1B1(v)−

∫

σ
q2B2(v)

P♦✉r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✷✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

l′(v) ≤ C(‖q1‖H3/2
00 (σ)

+ ‖q2‖H1/2
00 (σ)

)|v|2,Br\σ

❆✈❡❝ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ W 2(Λ)/P1✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ l′(v) s✉r K✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Q ❞❛♥s ❑ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J1 :
(q1, q2) 7−→ Q

(
H

3/2
00 (σ)

)
×
(
H

1/2
00 (σ)

)
−→ K

❖♥ ♥♦t❡ J = J−1
1 ◦ J0 ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J :
(g1, g2) 7−→(q1, q2)(

H
3/2
00 (σ)′

)
×
(
H

1/2
00 (σ)′

)
−→

(
H

3/2
00 (σ)

)
×
(
H

1/2
00 (σ)

)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t ¯̄u ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

¯̄u(x) =

∫

σ
λ1(y)B1,yE(x− y)dσy +

∫

σ
λ2(y)B2,yE(x− y)dσy

=

∫

∂ω̃
λ̃1(y)B1,yE(x− y)dσy +

∫

∂ω̃
λ̃2(y)B2,yE(x− y)dσy

✶✹✸



♦ù x ∈ Λ ❡t λ1 ∈ H3/2
00 (σ)✱ λ2 ∈ H1/2

00 (σ) ❡t λ̃i ∈ H3/2−(i−1)(σ̃) ♣♦✉r i ∈ {1, 2} ❞é✜♥✐s ♣❛r

λ̃i =

{
λi✱ s✉r σ

0✱ s✉r σ̃\σ

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ¯̄u ❡st ❜✐❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r x ∈ Λ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ B1,yE(x − .) ❡t B2,yE(x − .)
s♦♥t C∞(σ)✳ ❉❡ ♣❧✉s

∆2
xB1,yE(x− y) = B1,y∆

2
xE(x− y) = 0

❡t
∆2

xB2,yE(x− y) = B2,y∆
2
xE(x− y) = 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ B1,yE(.−y) ❡t ❞❡ B2,yE(.−y) s✉r Λ ♣♦✉r y ∈ σ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st
♥✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ x✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱
❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✿

∆2 ¯̄u(x) = 0✱ ∀x ∈ Λ

❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r |x| → ∞✱ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ♦♥ ❛ ¯̄u(x) = O (log(|x|))✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡✉①
❢♦✐s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ¯̄u ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ¯̄u ∈W 2(Λ)✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ¯̄u ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W 2(Λ)/P1 ♦♥ ❛ ¯̄u ∈ K✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉ts ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❬❬✸✺❪✱ ♣✳✸✽✺✲✸✽✻❪ ♦♥ ❛

B1,x(¯̄u)(x) =

∮

σ
λ1(y)B1,xB1,yE(x− y)dσy +

∮

σ
λ2(y)B1,xB2,yE(x− y)dσy

B2,x(¯̄u)(x) =

∮

σ
λ2(y)B2,xB1,yE(x− y)dσy +

∮

σ
λ2(y)B2,xB2,yE(x− y)dσy

✭✻✳✺✳✽✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ J−1✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬❬✸✺❪✱
♣✳✸✽✹❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

¯̄u±(x) = ±λ1(x) +
∮

σ
λ1(y)B1,yE(x− y)dσy +

∮

σ
λ2(y)B2,yE(x− y)dσy

¯̄u±(x) = ∓λ2(x) +
∮

σ
λ1(y)∂nxB1,yE(x− y)dσy +

∮

σ
λ2(y)∂nxB2,yE(x− y)dσy

❞♦♥❝
[¯̄u] = λ1

[∂n ¯̄u] = −λ2
❈♦♠♠❡ J1 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t λ1 = [R] ❡t λ2 = −[∂nR]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ¯̄u = R ♣❛r ✉♥✐❝✐té✳ ▲❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✻✳✺✳✽✮ ❛✈❡❝ B1(¯̄u) = g1 ❡t B2(¯̄u) = g2 ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❛❧♦rs ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ J−1✳ ❈❡❝✐
❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✷✱ ✸ ❡t ✹ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳✸✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ✭✻✳✺✳✹✮ ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✺✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦②❛✉①
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ~n(x) = (0, 1)✱ ~τ(y) = (−1, 0) ♣♦✉r t♦✉t x = (s, 0) ∈ σ ❡t
y = (t, 0) ∈ σ✳ ❙♦✉s s❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t ✿

B1,x (B1,y(E(x− y))) = −3(−1 + ν)(3 + ν)

2π(s− t)4
B2,x (B1,y(E(x− y))) = 0

B1,x (B2,y(E(x− y))) = 0

B2,x (B2,y(E(x− y))) = (−1 + ν)(3 + ν)

4π(s− t)2

✶✹✹



▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✺✳✹❛✮ ❡t ✭✻✳✺✳✹❜✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

0 = g1(x) = −
∮ 1

−1
λ1(t)

3(−1 + ν)(3 + ν)

2π(s− t)4 dt

❡t

V = g2(x) =

∮ 1

−1
λ2(t)

(−1 + ν)(3 + ν)

4π(s− t)2 dt

♦ù x = (s, 0) ∈ σ ❡t y = (t, 0) ∈ σ ❡t ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s λ1(t) = λ1(y) ❡t λ2(t) = λ2(y)✳ ▲❡s ❞❡✉①
éq✉❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é❝♦✉♣❧é❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① λ1 = 0 ❝♦♥✈✐❡♥t
❡t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✺✳✹❛✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

g(s) =
1

π

∮ 1

−1

λ2(t)

s− t ✱ − 1 < s < 1

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✭✻✳✺✳✹❜✮ s✬é❝r✐t

g′(s) = − 4

(−1 + ν)(3 + ν)
V = A

❉♦♥❝ g(s) = As+B ❛✈❡❝ B ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ é❣❛❧❡ à ✵✳ ❉✬❛♣rès ❬✻✷❪✱ λ2 ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

λ2(s) = −
1

π

∮ 1

−1

√
1− t2
1− s2

At

s− tdt+
Cste√
1− s2

= − 1

π
√
1− s2

∮ 1

1

√
1− t2
s− t (A(t− s) +As) dt+

Cste√
1− s2

=
−A

π
√
1− s2

(
s

∮ 1

−1

√
1− t2
s− t dt−

∮ 1

−1

√
1− t2dt

)
+

Cste√
1− s2

=
−A

π
√
1− s2

(
s2π − π

2

)
+

Cste√
1− s2

= A
√

1− s2

♦ù ♦♥ ❛ ♣r✐s Cste = A/2 ♣♦✉r ❛✈♦✐r λ2(−1) = λ2(1) = 0 ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r λ2 ∈ H1/2
00 (σ)✮✱ ❝❡ q✉✐

t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✺✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✹✳ ❙♦✐t R ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (R) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✺✳✶✮✱ ♦♥
❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r |x| ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

|R(x)| ≤ Clog(|x|), |∇R(x)| ≤ C
|x| , |∇2R(x)| ≤ C

|x|2

∥∥R
(
x
ǫ

)∥∥
0,Ωǫ

= O(−log(ǫ)),
∣∣R
(
x
ǫ

)∣∣
1,Ωǫ

= O(
√
−log(ǫ)),

∣∣R
(
x
ǫ

)∣∣
2,Ωǫ

= O
(
1
ǫ

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ R ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳✸✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
s❡ ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ R ∈ C∞(B′) ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ R ❛✉ ♣♦✐♥t x✳
P♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹✳✺✳

✶✹✺



▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✺✳ ❙♦✐t wǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Qc
ǫ) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✷✳✻✮✱ ❡t R ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❡①tér✐❡✉r (Rext) ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✻✳✷✳✼✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

wǫ = ǫ2R
(x
ǫ

)
+ eǫ

❛✈❡❝
‖eǫ‖2,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ))
|wǫ|2,Ωǫ = O(ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ eǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

(Eǫ)





∆2eǫ − γ∆eǫ + eǫ = γ∆R
(x
ǫ

)
− ǫ2R

(x
ǫ

)
s✉r Ωǫ

B1(eǫ)− γ∂neǫ = −B1(v0)−
1

ǫ
B1(R)

(x
ǫ

)

︸ ︷︷ ︸
=0

−γ∂nv0 = ϕ1(x) = O(1), s✉r σǫ

B2(eǫ) = −B2(v0)− g2
(x
ǫ

)
= ϕ2(x) = O(x), s✉r σǫ

B1(eǫ)− γ∂neǫ = −ǫ2B1

(
R
(x
ǫ

))
= φǫ1(x) = O

(
ǫ2
)
, s✉r ∂Ω

B2(eǫ) = −ǫ2B2

(
R
(x
ǫ

))
= φǫ2(x) = O

(
ǫ2
)
, s✉r ∂Ω

✭✻✳✺✳✾✮

♦ù g2(X) = − ∂2v0
(∂x2)2

(0)− ν ∂2v0
(∂x1)2

(0) = −β ♣♦✉r X ∈ σ✳
P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s B1(eǫ) ❡t B2(eǫ) s✉r Γ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳✼✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Eǫ) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✻✳✺✳✾✮ ❡st ✿ tr♦✉✈❡r eǫ ∈ H2(Ωǫ) t❡❧❧❡
q✉❡

aǫ(eǫ, v) =

∫

Ωǫ

γ∆R
(x
ǫ

)
v − ǫ2R

(x
ǫ

)
v +

∫

σǫ

ϕ1[v]− ϕ2[∂nv]−
∫

Γ
(φǫ1v − φǫ2∂nv) , ∀v ∈ H2(Ωǫ)

❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s aǫ(eǫ, v) ✿
∫

Ωǫ

∆R
(x
ǫ

)
v = ǫ

∫

Γ
∂nR

(x
ǫ

)
v−ǫ

∫

σǫ

[
∂nR

(x
ǫ

)
v
]
−ǫ2

∫

Γ
R
(x
ǫ

)
∂nv+ǫ

2

∫

σǫ

[
R
(x
ǫ

)
∂nv
]
+

∫

Ωǫ

ǫ2R
(x
ǫ

)
∆v

❖♥ réé❝r✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Eǫ) ✿

aǫ(eǫ, v) = ǫγ

∫

Γ
∂nR

(x
ǫ

)
v − ǫγ

∫

σǫ

[
∂nR

(x
ǫ

)
v
]
− ǫ2γ

∫

Γ
R
(x
ǫ

)
∂nv

+ ǫ2γ

∫

σǫ

[
R
(x
ǫ

)
∂nv
]
+ ǫ2γ

∫

Ωǫ

R
(x
ǫ

)
∆v − ǫ2R

(x
ǫ

)
v

+

∫

σǫ

ϕ1[v]− ϕ2[∂nv]−
∫

Γ
(φǫ1v − φǫ2∂nv) , ∀v ∈ H2(Ωǫ)

❙♦✐t bǫ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

bǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

∆u∆v + (1− ν)
(
2

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2
− ∂2u

∂x21

∂2v

∂x22
− ∂2u

∂x22

∂2v

∂x21

)
, ∀u, v ∈ H2(Ωǫ)

bǫ(u, v) ❡t aǫ(u, v) s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r

aǫ(u, v) = bǫ(u, v) + γ

∫

Ωǫ

∇u.∇v +
∫

Ωǫ

uv, ∀u, v ∈ H2(Ωǫ)

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ eǫ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ eǫ = e1,+ǫ + e1,−ǫ + e2ǫ ❛✈❡❝

✶✹✻



❼ e1,±ǫ ∈ H2(Ωǫ)/P1 ❞é✜♥✐ ♣❛r

bǫ(e
1,±
ǫ , v) = l1,±ǫ (v)✱ ∀v ∈ H2(Ωǫ)/P1

❡t

l1,±ǫ (v) = −γǫ
∫

σǫ

(
∂nR

(x
ǫ

)
v
)±

+ γǫ2
∫

σǫ

(
R
(x
ǫ

)
∂nv
)±

♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r x ∈ σǫ✱ u(x)± ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ♣r✐s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦té ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ ~n ♦✉ ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦sé❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ e1,±ǫ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❊♥ ❡✛❡t bǫ(u, v) ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡ s✉r H2(Ωǫ)/P1 ❝❛r
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥② ▲✐♦♥s ❬❬✸✺❪✱ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷❪✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

bǫ(u, u) ≥ (1− ν)|u|22,Ωǫ
≥ C‖u‖2H2(Ωǫ)/P1

▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s l1,±ǫ (v) s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t s✉r Ω\ω̃ǫ ❡t s✉r ω̃ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ s✉r H2(Ωǫ)/P1✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ e1,±ǫ ✳

❼ e2ǫ ∈ H2(Ωǫ)/P1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ s♦✐t v ∈ H2(Ωǫ)

aǫ(e
2
ǫ , v) = aǫ(eǫ − e1,+ǫ − e1,−ǫ , v) = −

∫

Ωǫ

ǫ2R
(x
ǫ

)
v +

∫

Ωǫ

γǫ2R
(x
ǫ

)
∆v − γ

∫

Ωǫ

∇
(
e1,+ǫ + e1,−ǫ

)
.∇v

−
∫

Ωǫ

(
e1,+ǫ + e1,−ǫ

)
v −

∫

Γ
(φǫ1v − φǫ2∂nv) +

∫

σǫ

ϕ1[v]− ϕ2[∂nv]

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r e1,±ǫ ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ e2ǫ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

■❧ r❡st❡ à ❡st✐♠❡r ‖e1,±ǫ ‖H2(Ωǫ)/P1 ❡t ‖e2ǫ‖2,Ωǫ ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡

s✉r Br\ω̃✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ H2(Br\ω̃)/P1 ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡✱ ❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❧ ✈✐❡♥t

C|e1,+ǫ |22,Ωǫ
≤ bǫ(e1,+ǫ , e1,+ǫ ) = −ǫ

∫

σǫ

(
∂nR

(x
ǫ

)
e1,+ǫ

)+
+ ǫ2

∫

σǫ

(
R
(x
ǫ

)
∂ne

1,+
ǫ

)+

= −ǫ2
∫

σ

(
∂nR(X)e1,+ǫ (ǫX)

)+
+ ǫ3

∫

σ

(
R(X)∂ne

1,+
ǫ ((ǫX)

)+

≤ Cǫ2‖e1,+ǫ (ǫX)‖
H

3/2
00 (σ)/P1

+ Cǫ3‖∂ne1,+ǫ (ǫX)‖
H

1/2
00 (σ)/P1

≤ Cǫ2|e1,+ǫ (ǫX)‖H3/2(∂ω̃)/P1 + Cǫ3‖∂ne1,+ǫ (ǫX)‖H1/2(∂ω̃)/P1

≤ ǫ2‖e1,+ǫ (ǫX)‖H2(Br\ω̃)/P1
≤ Cǫ2|e1,+ǫ (ǫX)|2,Br\ω̃

≤ Cǫ3|e1,+ǫ |2,Ωǫ

♦ù ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ e1,+ǫ s✉r σ ♣r✐s❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ σ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳
❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ |e1,+ǫ |2,Ωǫ = O(ǫ3)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ s✉r
ω̃ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t |e1,−ǫ |2,Ωǫ = O(ǫ3)✳

✶✹✼



e1,±ǫ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡s à ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✶ ♣rès✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✶ ♦♥ ❛

C‖e2ǫ‖22,Ωǫ
≤ aǫ(e2ǫ , e2ǫ ) ≤ ǫ2

∥∥∥R
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

‖e2ǫ‖0,Ωǫ + γǫ2
∥∥∥R
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

|e2ǫ |2,Ωǫ

+ γ
(
|e1,+ǫ |H1(Ωǫ)/P1 + |e1,−ǫ |H1(Ωǫ)/P1

)
|e2ǫ |1,Ωǫ

+
(
‖e1,+ǫ ‖L2(Ωǫ)/P1 + ‖e1,−ǫ ‖L2(Ωǫ)/P1

)
‖e2ǫ‖0,Ωǫ

+ ‖φǫ1‖−3/2,Γ‖e2ǫ‖3/2,Γ + ‖φǫ2‖−1/2,Γ‖∂ne2ǫ‖1/2,Γ
+ ǫ‖ϕ1(ǫX)‖

H
3/2
00 (σ)′

|e2ǫ (ǫX)|2,Br\σ + ‖ϕ2(ǫX)‖
H

1/2
00 (σ)′

|e2ǫ (ǫX)|2,Br\σ

= A+ B + C +D

♦ù ♦♥ ♣♦s❡

A = ǫ2
∥∥∥R
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

‖e2ǫ‖0,Ωǫ + γǫ2
∥∥∥R
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

|e2ǫ |2,Ωǫ

B = γ
(
|e1,+ǫ |H1(Ωǫ)/P1 + |e1,−ǫ |H1(Ωǫ)/P1

)
|e2ǫ |1,Ωǫ

+
(
‖e1,+ǫ ‖L2(Ωǫ)/P1 + ‖e1,−ǫ ‖L2(Ωǫ)/P1

)
‖e2ǫ‖0,Ωǫ

C = ‖φǫ1‖−3/2,Γ‖e2ǫ‖3/2,Γ + ‖φǫ2‖−1/2,Γ‖∂ne2ǫ‖1/2,Γ
D = ǫ‖ϕ1(ǫX)‖

H
3/2
00 (σ)′

|e2ǫ (ǫX)|2,Br\σ + ‖ϕ2(ǫX)‖
H

1/2
00 (σ)′

|e2ǫ (ǫX)|2,Br\σ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✹ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

A ≤ −Cǫ2log(ǫ)‖e2ǫ‖2,Ωǫ

❆✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s |e1,±ǫ |2,Ωǫ = O(ǫ3) ❡t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r H2(Ωǫ)/P1 ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐ ♥♦r♠❡
H2(Ωǫ)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

B ≤ Cǫ3‖e2ǫ‖2,Ωǫ

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s φǫ1 = O(ǫ2) ❡t φǫ2 = O(ǫ2)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

‖φǫ1‖−3/2,Γ = O(ǫ2) ‖φǫ2‖−1/2,Γ = O(ǫ2)

❉❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\B✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

C ≤ Cǫ2‖e2ǫ‖2,Ωǫ

❊♥✜♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ H2(Br\σ)/P1✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
|ϕ1(ǫX)| ≤ C ❡t |ϕ2(ǫX)| ≤ Cǫ ♣♦✉r X ∈ σ ❡t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛

D ≤ Cǫ‖e2ǫ (ǫX)‖H2(Br\σ)/P1
≤ Cǫ|e2ǫ (ǫX)|2,Ωǫ

≤ Cǫ2|e2ǫ |2,Ωǫ

❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
‖e2ǫ‖2,Ωǫ = O

(
−ǫ2log(ǫ)

)

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à eǫ✱ e
1,±
ǫ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡s à ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✶ ♣rès✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖eǫ‖2,Ωǫ ≤ ‖e1,+ǫ ‖H2(Ωǫ)/P1 + ‖e1,−ǫ ‖H2(Ωǫ)/P1 + ‖e2ǫ‖H2(Ωǫ)

❞✬♦ù
‖eǫ‖2,Ωǫ = O(−ǫ2log(ǫ))

✶✹✽



❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ |wǫ|2,Ωǫ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳✹ ✿

|wǫ|2,Ωǫ ≤ ǫ2
∣∣∣R
(x
ǫ

)∣∣∣
2,Ωǫ

+ |eǫ|2,Ωǫ

≤ Cǫ− Cǫ2log(ǫ)
≤ Cǫ

❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té à ❞é♠♦♥tr❡r✳

✶✹✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✳
➱t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❘és✉♠é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✭✜❧❛♠❡♥ts ❡t ♣♦✐♥ts ❡♥ ✷❉✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❊❉Ps ❞✬♦r❞r❡ ✹✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡
✐❝✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞✉ ✢♦✉✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❬✹✷❪ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♠❛✐s ✐❧ ♣❡r♠❡t
❛✉ss✐ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ét❡♥❞ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
s✉r❢❛❝❡s ❡t ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
❡t ré❡❧❧❡s ❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ❡t ✸❉✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡t ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❧❡ rés✉❧t❛t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ q✉❡ ❧❡ ●❚ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t✱
♠❛✐s ✐❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r à ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺
♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❬✽✷✱ ✽✶✱ ✻✻❪✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ●❚✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ ❡t s❡❝t✐♦♥ ✼✳✽ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t
❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s✳ ❖♥ ❥✉st✐✜❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾✱ ♦♥ t❡st❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❛❞❛♣té
à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✢♦✉❡s ❡t ❜r✉✐té❡s✱ ❡t ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳✹✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✵ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ●❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✸❉ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥
❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ♣❧❛♥✱ ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

✶✺✶



✼✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧

❉❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉✱ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ré❣✉❧✐èr❡
Γ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞♦♥t ❧❛
❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡①♣❧♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à Γ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♥✉❧ s✉r Γ✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✷ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t r❡tr♦✉✈❡r✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✭✺✳✷✳✶✮ ❡t ✭✺✳✷✳✻✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ✜♥❡ s♦✉♠✐s❡
à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❬✸✺❪ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν = 0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡st ✿

Jǫ(u) = JΩǫ(u) =

∫

Ωǫ

(
∂2u

∂x21

)2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ 2

(
∂2u

∂x1∂x2

)2

=

∫

Ωǫ

‖∇2u‖2, ✭✼✳✶✳✶✮

❡t Ωǫ ❡st s♦✐t ✭❛✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫω} s♦✐t ✭❜✮ Ωǫ = Ω\{x0 + ǫσ(~n)}✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ♦♥ ♥♦t❡ ‖M‖2 =
tr(MTM)✳ ❙♦✐t uΩǫ = uǫ ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ f ∈ L2(Ωǫ)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

min
u∈H2(Ωǫ)

(
αJǫ(u) + ‖u− f‖2L2(Ωǫ)

)
(Pǫ) ✭✼✳✶✳✷✮

♦ù α > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
(Pǫ) s✬é❝r✐t ✿ tr♦✉✈❡r uǫ ∈ H2(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡

aǫ(uǫ, v) = lǫ(v) ∀v ∈ H2(Ωǫ) ✭✼✳✶✳✸✮

♦ù aǫ(u, v) ❡t lǫ(v) s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

aǫ(u, v) =

∫

Ωǫ

α
∑

1≤i,j≤2

∂2u

∂xi∂xj

∂2v

∂xi∂xj
+ uv lǫ(v) =

∫

Ωǫ

fv. ✭✼✳✶✳✹✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡s à (Pǫ) s♦♥t

(Pǫ)





α∆2uǫ + uǫ = f ❞❛♥s Ωǫ

B1(uǫ) = 0 s✉r ∂Ωǫ

B2(uǫ) = 0 s✉r ∂Ωǫ

✭✼✳✶✳✺✮

♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs B1 ❡t B2

B1(u) = ∂n(∆u)− ∂τ
(
n1n2

(
∂2u

∂x21
− ∂2u

∂x22

)
− (n21 − n22)

∂2u

∂x1∂x2

)

B2(u) = n21
∂2u

∂x21
+ n22

∂2u

∂x22
+ 2n1n2

∂2u

∂x1∂x2

~n = (n1, n2) ét❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωǫ ❡t ~τ = (τ1, τ2) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t t❡❧ q✉❡ (~n, ~τ) s♦✐t
✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✳✶✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✭✼✳✶✳✷✮ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ♠♦❞è❧❡ f = u+b ♦ù f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ u ❧✬✐♠❛❣❡
à r❡tr♦✉✈❡r ❡t b ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳

✶✺✷



✼✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ●❚s ♣♦✉r ✭❛✮ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré ❡t ✭❜✮ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✜ss✉ré

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st t✐ré ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t ❛❞❛♣té à ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
✜♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡r❢♦ré ❡t ✜ss✉ré✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ●❚ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ Jǫ(uǫ) − J0(u0) q✉❛♥❞ ǫ → 0✳
❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st très t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛✐s ✭❡t ❝❡❧❛ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✮ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✿ u0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t (P0) ❡t v0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t (Q0) ❞é✜♥✐s
♣❛r

(P0)
{
α∆2u0 + u0 = f ❞❛♥s Ω

B1(u0) = B2(u0) = 0 s✉r ∂Ω
✭✼✳✷✳✶✮

❡t

(Q0)

{
α∆2v0 + v0 = 2u0 − f ❞❛♥s Ω

B1(v0) = B2(v0) = 0 s✉r ∂Ω
✭✼✳✷✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❡st 2u0− f ❡t ❞♦♥❝ v0 ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ f s✐ u0
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❢✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✷✳ ▲❡s ●❚s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✼✳✶✳✶✮ ❡t à ❧✬❊❉P ✭✼✳✶✳✺✮ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡r❢♦ré ✭♥♦té Ib✮ ❡t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ✭♥♦té Ic✮ s♦♥t

Ib(x0) =
π

α
(f(x0)− u0(x0)) (v0(x0)− u0(x0))−M(u0, v0)(x0)

❛✈❡❝

M(u, v) = π∆u∆v+
2π

3

((
∂2u

∂x21
− ∂2u

∂x22

)(
∂2v

∂x21
− ∂2v

∂x22

)
+ 4

∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

)

❡t

Ic(x0, ~n) = −
2π

3
∇2u0(x0)(~n, ~n)∇2v0(x0)(~n, ~n) ✭✼✳✷✳✸✮

♦ù ~n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❝r❛❝❦✱ u0 ❡t v0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝t (P0) ❡t ❛❞❥♦✐♥t
(Q0) ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ♣♦✐♥t x0 ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡r❢♦ré ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r

IbBilap(x0) = |Ib(x0)|

IcBilap(x0) = max
‖~n‖=1

|Ic(x0, ~n)|

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♠♦♥tr❡r s✐ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr♦✉ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
s❛♥s s❛✉t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût Jǫ(u) = ‖∇2uǫ‖20,Ωǫ

♠è♥❡ à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
♦✉ ✉♥❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r α ♣❡t✐t ❧❡s ●❚s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡t ❞❡ ❧❛
❜♦✉❧❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s ✭❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ(u) ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ q✉✬♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ♣❡t✐t tr♦✉ ♦✉ ✉♥ ❝r❛❝❦✮
t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r α ❣r❛♥❞✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ✭❝ré❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✮✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ s♦✐t ❣r❛♥❞ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ q✉❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s
♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮✳

✶✺✸



✼✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é✢♦✉t❛❣❡

❉❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ♦✉ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞✉ ✢♦✉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✭✈♦✐r ❬✼✶❪✮✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✢♦✉ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ u 7→ Ku t❡❧❧❡ q✉❡ K1 6= 0 ✭✈♦✐r ❬✶✼❪ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✬é❝r✐t f = Ku + b ♦ù K ❡st ❧❡ ✢♦✉✱ u ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t b ❞✉ ❜r✉✐t
s✉♣♣♦sé ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✏✢♦✉✑ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t u ♣❛r Ku ❞❛♥s ✭✼✳✶✳✷✮✳ ▲❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

(P0)
{
α∆2u0 +K⋆Ku0 = K⋆f, s✉r Ω

B1(u0) = B2(u0) = 0, s✉r ∂Ω
✭✼✳✸✳✶✮

❡t

(Q0)

{
α∆2v0 +K⋆Kv0 = K⋆(2Ku0 − f), s✉r Ω

B1(v0) = B2(v0) = 0, s✉r ∂Ω.
✭✼✳✸✳✷✮

P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❬✶✼❪✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ✢♦✉✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❝❤❛♥❣é❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t t♦✉❥♦✉rs IbBilap ❡t I

c
Bilap ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ✭✼✳✶✳✶✮ ❡t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✼✳✶✳✷✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t u ♣❛r Ku✱ ♦♥ ❛ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥
✼✳✷ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ✿

IbBilap(x0) = |Ib(x0)| ✭✼✳✸✳✸❛✮

IcBilap(x0) = max
‖~n‖=1

|Ic(x0, ~n)| ✭✼✳✸✳✸❜✮

❛✈❡❝
Ib(x0) =

π

α
(K⋆f(x0)−K⋆Ku0(x0)) (v0(x0)− u0(x0))−M(u0, v0)(x0)

Ic(x0, ~n) = −
2π

3
∇2u0(x0)(~n, ~n)∇2v0(x0)(~n, ~n)

❡t ♦ù u0 ❡t v0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ ❡t s❡❝t✐♦♥ ✼✳✽ ♣♦✉r K = I ✭♣❛s ❞❡ ✢♦✉✮ ❡t ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾ ♣♦✉r K 6= I ✭❛✈❡❝ ❞✉ ✢♦✉✮✳

✼✳✹ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❡s
✜❧❛♠❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs
❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
❛✈❡❝ s❛✉t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s❛♥s s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❝❧❛✐r❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡♥ ❞❡♠❡✉r❡ ♣❛s ♠♦✐♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞♦✐t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ✹
♦✉ ✺ ♣✐①❡❧s ✭♣♦✐♥t ♦✉ ✜❧❛♠❡♥t✮✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✺ ♣✐①❡❧s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❞é❣r❛❞é❡ f s✬é❝r✐t f = Ku + b ✳ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs IcBilap ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✜ss✉ré ✭✼✳✸✳✸❜✮ ♦ù u0 ❡t v0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✱ ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ IcLap ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✷✹✱ ✹✷❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✿

IcLap = min
‖~n‖=1

J c(x0, ~n) ❛✈❡❝ J c(x0, ~n) = −π∇u0(x0).~n∇v0(x0).~n ✭✼✳✹✳✶✮

✶✺✹



♦ù u0 ❡t v0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
{
−γ∆u0 +K⋆Ku0 = K⋆f s✉r Ω

∂nu0 = 0 s✉r ∂Ω
❡t

{
−γ∆v0 +K⋆Kv0 = K⋆(2Ku0 − f) s✉r Ω

∂nv0 = 0 s✉r ∂Ω.
✭✼✳✹✳✷✮

❛✈❡❝ γ > 0 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ●❚s ♣♦✉r ✉♥ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IcLap ✭✼✳✹✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ✢♦✉ ❡t✴♦✉
❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ♣rés❡r✈❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳
❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❢♦✐s IcBilap ❡t IcLap ❝❛❧❝✉❧és✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❞❡✉① s❡✉✐❧s ✜①és δ1, δ2 > 0✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

ELap
δ1

=
{
x ∈ Ω; IcLap ≤ −δ1

}
❡t EBilap

δ2
=
{
x ∈ Ω; IcBilap ≥ δ2

}
❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

χLap
η (x) =

{
η s✐ x ∈ ELap

δ1

1 s✐♥♦♥
❡t χBilap

η (x) =

{
η s✐ x ∈ EBilap

δ2

1 s✐♥♦♥

♦ù η ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢ ♣❡t✐t✳ ❉✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcBilap ❡t I
c
Lap✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡

~τ = ~n⊥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ ~n ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮
❡t ♣♦✉r ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✳ ❙✐ ~n = (cos(ϕ), sin(ϕ))
❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❝r❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcBilap ♦✉ ❞❡ IcLap✱ ♦♥ ♥♦t❡ ~τ = (sin(ϕ),−cos(ϕ))✳ ❙✐
f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ u ❞❡ f ❝♦♠♠❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
−div(βPϕ

η (x)∇u) +K⋆Ku = K⋆f ❞❛♥s Ω

∂nu = 0 s✉r Γ
✭✼✳✹✳✸✮

♦ù Pϕ
η (x) ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ϕ(x)✱ χBilap

η (x) ❡t χLap
η (x) ❀ K ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✢♦✉ ❡t

β ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t Pϕ
η (x)∇u(x) = (∇u.~τ)~τ + χη(x)(∇u.~n)~n ♦ù χη

❞és✐❣♥❡ s♦✐t χLap
η ♦✉ χBilap

η s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣rés❡r✈❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♦✉ ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳
❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Pϕ

η (x) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Pϕ
η (x) =

(
sin2(ϕ(x)) + χη(x)cos

2(ϕ(x)) sin(ϕ(x))cos(ϕ(x))(χη(x)− 1)
sin(ϕ(x))cos(ϕ(x))(χη(x)− 1) cos2(ϕ(x)) + χη(x)sin

2(ϕ(x))

)
✭✼✳✹✳✹✮

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Pϕ
η (x) ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❼ ❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ χη(x)✱ P
ϕ
η (x) s✬é❝r✐t P

ϕ
η (x) =

(
1 0
0 1

)

❞♦♥❝ div(Pϕ
η (x)∇u) = ∆u ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✳

❼ ❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ✭❝✲à✲❞ x ∈ ELap
δ1

✮ ❡t s✐ χη(x) = χLap
η (x)✱ ❛❧♦rs χη(x) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦

❡t Pϕ
η (x)∇u(x) ≈ (∇u.~τ)~τ ✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳

❼ ❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ✭❝✲à✲❞ x ∈ EBilap
δ2

✮ ❡t s✐ χη(x) = χBilap
η (x)✱ ❛❧♦rs χη(x) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡

③ér♦ ❡t Pϕ
η (x)∇u(x) ≈ (∇u.~τ)~τ ✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✹✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù χη = χLap
η ✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts

t②♣❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ✢♦✉✱ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✹✳✷✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ♣rés❡r✈❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r χη(x) =

min(χLap
η (x), χBilap

η (x)) ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾✳✷✮✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾✳✷ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✭✼✳✹✳✸✮ s♦♥t ❜♦♥s ❡t ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❜✐❡♥ ♣rés❡r✈és✳

✶✺✺



✼✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡

❉❛♥s ❬✽✷✱ ✽✶✱ ✻✻❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞é✜♥✐
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ f ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ Gσ ❧❛
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ σ ❡t Hσ = ∇2f ∗Gσ = f ∗∇2Gσ✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ λ1 ❡t λ2 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Hσ t❡❧❧❡s
q✉❡ 0 ≤ |λ1| ≤ |λ2|✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

IpHes = |λ2| ✭❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥ts✮

IfHes = |λ2| − |λ1| ✭❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts✮
✭✼✳✺✳✶✮

IpHes(x) ❡st ❣r❛♥❞ s✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♦✉ à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ IfHes(x) ❡st ❣r❛♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❛♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝✲à✲❞ s✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥
✜❧❛♠❡♥t✳ ➚ IfHes ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ v1 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✏♥♦r♠❛❧✐sé❡✑ ❬✻✻❪ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ĥσ,ρ = Gρ ∗
[

f ∗ ∇2Gσ

(1 + |f ∗ ∇Gσ|2)1/2
]

♦ù σ ❡t ρ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣r✐s ρ = 0.5 ❡t σ ❝♦♥st❛♥t ❝❤♦✐s✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❈❡tt❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✻✻❪ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉① ✜❧❛♠❡♥ts ✭♦✉ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Hσ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t très s❡♥s✐❜❧❡
❛✉ ❜r✉✐t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r v1 ❡st ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥✲
❣❡♥t❡ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Hσ✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ v1 ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳✸✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ σ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✜♥
❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡❝t❡r✳

✼✳✻ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❊❉Ps ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s
●❚s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s u0 ❡t v0 ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P2 ❞✐ts ✏❞❡ ▼♦r❧❡②✑ ♥♦tés
é❧é♠❡♥t ✜♥✐s P✷✲▼♦r❧❡② ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❛♣♣❡❧é❡ ❉❈❚ ✭❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡
❚r❛♥s❢♦r♠✮✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡t
♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ♣r✐♦r✐ ♣❛s ✈❡rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt✳ ❚♦✉s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❛t❧❛❜ ✼✳✺✳✵ ✭♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉❈❚✮ ❡t ❡♥ ❋r❡❡❋❡♠
✰✰ ✭♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P✷✲▼♦r❧❡②✮✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❢❛✐ts s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✶✳✾ ●❍③✳

✼✳✻✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

▲❡s ❢♦r♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ s♦♥t ✿ tr♦✉✈❡r u0 ∈ H(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡

a0(u0, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ H2(Ω) ✭✼✳✻✳✶✮

❡t tr♦✉✈❡r v0 ∈ H2(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡

a0(u, v0) = −〈f − 2u0, u〉 ∀u ∈ H2(Ω) ✭✼✳✻✳✷✮

✶✺✻



♦ù 〈u, v〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ L2(Ω)✳ P♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✐t ✏❞❡ ▼♦r❧❡② ✑ ✭✈♦✐r ❬✻✺❪ ❡t ❬✷✽❪ ♣♣ ✶✹✽✲✶✺✶ ❡t ♣ ✸✵✺✮✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ tr✐♣❧❡t
(K,PK ,ΣK) ♦ù

✭✐✮ K ❡st ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡

✭✐✐✮ PK ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷ ❞é✜♥✐s s✉r K✳

✭✐✐✐✮ ΣK ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r PK ✿

v 7→ v(ai)✱ ♦ù ❧❡s ai ♣♦✉r i ∈ {1, 2, 3} s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K

v 7→ ∂nv(bi)✱ ♦ù ❧❡s bi ♣♦✉r i ∈ {1, 2, 3} s♦♥t ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ K

❡t ♦ù bi ❡st s✉r ❧✬❛rêt❡ ♦♣♣♦sé❡ ❛✉ s♦♠♠❡t ai ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ✏❞❡ ▼♦r❧❡②✑

❙♦✐t (Th)h ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Ω✳ P♦✉r t♦✉t h > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ Xh ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❞❡ ▼♦r❧❡② ❛ss♦❝✐és à (Th)h✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r Xh s✉✐✈❛♥t ✿ 〈uh, vh〉h =

∑
T∈Th

∫
T uhvh

❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ ✿ ‖vh‖m,h =
(∑

T∈Th ‖vh‖
2
m,T

)1/2
♣♦✉r vh ∈ Xh✳

❙♦✐❡♥t ah0(uh, vh)✱ l
h
0 (vh) ❡t Lh

0(vh) ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Xh s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ah0(uh, vh) = α
∑

i,j∈{1,2}

〈
∂2uh
∂xi∂xj

,
∂2vh
∂xi∂xj

〉

h

+ 〈uh, vh〉h✱ ∀uh, vh ∈ Xh,

lh0 (vh) = 〈f, vh〉h✱ ∀vh ∈ Xh,

Lh
0(vh) = −〈f − 2u0,h, vh〉h✱ ∀vh ∈ Xh.

❖♥ ♥♦t❡
(
Ph
0

)
❡t
(
Qh

0

)
❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐s❝r❡ts ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✭✼✳✻✳✶✮ ❡t ✭✼✳✻✳✷✮ ✿

tr♦✉✈❡r uh0 ∈ Xh t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ah0(u
h
0 , vh) = lh0 (vh)✱ ∀vh ∈ Xh

(
Ph
0

)
✭✼✳✻✳✸✮

tr♦✉✈❡r vh0 ∈ Xh t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ah0(uh, v
h
0 ) = Lh

0(uh)✱ ∀uh ∈ Xh

(
Qh

0

)
✭✼✳✻✳✹✮

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✻✺❪✮ ✿

✶✺✼



❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✻✳✶✳ ❙♦✐❡♥t u0 ❡t v0 ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✻✳✶✮ ❡t ✭✼✳✻✳✷✮ ❡t s♦✐❡♥t uh0 ❡t
vh0 ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✼✳✻✳✸✮ ❡t ✭✼✳✻✳✹✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

‖u0 − uh0‖2,h ≤ Ch (|u0|3,Ω + h‖f‖0,Ω)
‖v0 − vh0‖2,h ≤ Ch (|u0|3,Ω + |v0|3,Ω + h‖f‖0,Ω + h‖u0‖0,Ω)

✭✼✳✻✳✺✮

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✻✺❪✳ P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ vh0 ❡♥ vh0 =
ph0 + qh0 ✱ ♦ù p

h
0 ❡t qh0 s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡

ah0(uh, p
h
0) = −〈f − 2u0, uh〉, ∀uh ∈ Xh,

ah0(uh, q
h
0 ) = −2〈u0 − uh0 , uh〉, ∀uh ∈ Xh.

●râ❝❡ à ❬✻✺❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

‖ph0 − v0‖2,h ≤ Ch (|v0|3,Ω + h‖f − 2u0‖0,Ω) .
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ ah0 s✉r Xh ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t uh = qh0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖qh0‖2,h ≤ C‖u0 − uh0‖2,h.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ‖vh0 − v0‖2,h ≤ ‖ph0 − v0‖2,h + ‖qh0‖2,h ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
rés✉❧t❛t✳

❈❡t é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ❛ ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s P2 ❡♥ ✷❉✳ ■❧ ② ❛
O(2N) é❧é♠❡♥ts s✐ N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝r❡✉s❡
❡t ❞♦♥❝ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ O(N) ♦♣ér❛t✐♦♥s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✏s♣❛rs❡ s♦❧✈❡rs✑ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✏▲❯✲❜❛♥❞❡✑✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✻✳✷✳ ❖♥ s❛✐t ✭✈♦✐r ❬✷✽❪✱ ♣♣ ✶✹✽✲✶✺✶ ❡t ♣ ✸✵✺✮ q✉❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬êtr❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✜♥✐ P5 ❞✬❆r❣②r✐s q✉✐ ❛ ✷✶ ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté✮✳

✼✳✻✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❉❈❚

❈♦♠♠❡ ❞✐t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❉❈❚ ♥❡ rés♦✉t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✻✳✶✮ ❡t
✭✼✳✻✳✷✮ ✭❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♥❡ s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s r❡♠♣❧✐❡s✮✱ ♠❛✐s s✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ ❡t ✼✳✽✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡
❧❡ sér✐❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ très r❛♣✐❞❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ O(Nlog(N)) ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✐ ♦♥ ♥♦t❡ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ✭♦✉ ✈♦①❡❧s✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P✷✲▼♦r❧❡② ❝♦ût❡ O(N)
♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
P✷✲▼♦r❧❡② ♣♦✉r N ≤ 109✳

✶✺✽



❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s u0 ❡t v0 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥
é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉❈❚ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P✷✲▼♦r❧❡②✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❉❈❚✷ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❣❛r❛♥t✐❡s ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
é✈♦q✉és ❞❛♥s ❬✼✹❪✳ ▲❛ ❉❈❚✷ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬✐♠❛❣❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❡♥ ✶❉ s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ N ♣♦✐♥ts [x0x1...xN−1]✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é s❡r❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 2N − 2 ♣♦✐♥ts
[x0x1...xN−1xN−2...x1]✳ ❊♥ ✶❉✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
r❡♥✈♦②és ♣❛r ❧❛ ❉❈❚✷ ❡st

uN (x) =
N−1∑

k=0

ŷNk cos

(
2π(k + 1

2)x

T

)
✭✼✳✻✳✻✮

♦ù ŷN ∈ RN ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❡❧ q✉❡ ŷN = DCT2(yN )✱ yN =
(
uN (xl)

)
l
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❞❡ u ❛✉① ♣♦✐♥ts xl =
lT
2N ♦ù T ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❉❡ ✭✼✳✻✳✻✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡ ❞❡ uN (x) é✈❛❧✉é❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts xl =
lT
2N ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝r❡ts ŷNk ✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s é❝r✐✈♦♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uN ✿

duN

dx4
(x) =

N−1∑

k=0

ŷNk

(
2π(k + 1

2)

T

)4

cos

(
2π(k + 1

2)x

T

)

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x = xl✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t duN

dx4 (xl) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ŷNk ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡♥
✷❉✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ 2(Nx−1)✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❡t 2(Ny−1)✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à y✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❛r Λ =

{(
π(kx+

1
2
)

(Nx−1) ,
π(ky+

1
2
)

(Ny−1)

)
, (kx, ky) ∈ Ex × Ey

}

❛✈❡❝ Ex = {0, ..., Nx − 1} ❡t Ey = {0, ..., Ny − 1}✳ ❖♥ ♥♦t❡ Λx ❡t Λy ❧❛ ❣r✐❧❧❡ 2(Ny−1)×2(Nx−1) ❛ss♦❝✐é❡
à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛ss♦❝✐é ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝r❡t x ∈ RN ❡st ♥♦té
X✳

✶✺✾



❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮

❙♦✐t fij ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, Ny − 1)]× [[0, Nx − 1]]

✶✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❉❈❚✷✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ Fkl ♣♦✉r (k, l) ∈ [[0, Ny − 1]]× [[0, Nx − 1]]✳

✷✳ ❙♦✐t Λ = (Λx,Λy) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✷✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

∆2
kl = Λx

4
kl + 2Λx

2
klΛy

2
kl + Λy

4
kl

Ukl =
Fkl

1 + α∆2
kl

❡t Vkl =
2Ukl − Fkl

1 + α∆2
kl

✸✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❉❈❚✷ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ uij ❡t vij ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, Ny − 1]]× [[0, Nx − 1]]✳

✼✳✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

▲✬✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ ❡st s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✭✼✳✸✳✸❜✮✱ ♦♥
réé❝r✐t ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n = (cos(ϕ), sin(ϕ)) ✿

Ic(x0, ϕ) = −
2π

3
P (∂xxu

N
0 (x0), ∂yyu

N
0 (x0), ∂xyu

N
0 (x0), ϕ)× P

(
∂xxv

N
0 (x0), ∂yyv

N
0 (x0), ∂xyv

N
0 (x0), ϕ

)

♦ù P : R4 −→ R ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ϕ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P (a, b, c, ϕ) =
1

2
(a+ b) +

1

2
(a− b) cos(2ϕ) + c sin(2ϕ).

❊♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✭✼✳✸✳✸❜✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Ic(x0, ϕ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ϕ ∈ [0, π]✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s
❞❡ uN0 ❡t vN0 s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞ér✐✈❛t❡✉rs ❝❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝❡✴✈❡❝t❡✉r✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ✭❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✮✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✭✼✳✸✳✸❛✮ q✉❡ ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❝❛r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✼✳✸✳✸❛✮ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uN0 ❡t vN0 ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ rés✉♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s IbBilap ❡t IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✭♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r
✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ K = I✮ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮ ❡t IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ✭K = I✮

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ uN0 ❡t vN0 ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦✉ ❧❛ ❉❈❚✳
✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✼✳✸✳✸❛✮ ♦✉ ✭✼✳✸✳✸❜✮✳

✼✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❜r✉✐té❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢♦✉✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap

✭✼✳✸✳✸❜✮✱ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮ ❡t IfHes ✭✼✳✺✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❞❡s r♦✉t❡s ♦✉ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
✏t✉❜✉❧❛✐r❡s✑✳ ❖♥ ✈❛ ✐❧❧✉str❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✉r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ IbBilap✱ I

c
Bilap ❡t IfHes ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t✳ P♦✉r

✈✐s✉❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✱ ♦♥ ❛✣❝❤❡r❛ ♣❧✉tôt ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ ✭r❡♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞❛♥s [0, 255]✮✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r ❡♥ ♥♦✐r ❡t ❧❡ r❡st❡ ❡♥ ❜❧❛♥❝✳

✶✻✵



✼✳✼✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
ré❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐✲
❝❛t❡✉r IfHes s✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❡t ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t✳ IbBilap✱ I

c
Bilap ❡t IfHes s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t

q✉✬❛✉ ❝♦♥t♦✉r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à IcLap q✉✐ ❞ét❡❝t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❥✉st✐✜❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✼✳✶✳✶✮ ❡t ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡✳ IbBilap ❡t IcBilap ❞ét❡❝t❡♥t

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡s r♦✉t❡s✳ IfHes ❡st ❛✉ss✐ ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s r♦✉t❡s q✉❡ s✉r
❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♠❛✐s ❧❡ ❜r✉✐t ❡t ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝tés✳ IcLap ❞ét❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦r❞✉r❡s ❞❡s r♦✉t❡s✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcBilap ✭α = 10−3✮ ✭❝✮ IbBilap ✭α = 0.1✮

✭❞✮ IcLap ✭α = 0.1✮ ✭❡✮ IfHes ✭σ = 3/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✱ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮ ❡t IfHes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r
❡t s✉r ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡

✶✻✶



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IbBilap ✭α = 1✮

✭❞✮ IcBilap ✭α = 10−2✮ ✭❡✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✱ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮ ❡t IfHes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
ré❡❧❧❡

❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ IbBilap✱ I

c
Bilap ❡t IfHes ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ✭❞❡ t②♣❡

❣❛✉ss✐❡♥✮✳

✼✳✼✳✷ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❯♥❡ q✉❛❧✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥
❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ IbBilap✱ I

c
Bilap ❡t IfHes✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ✶❉

❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡ ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ❛❞❥♦✐♥t❡ ✭✼✳✷✳✷✮ ❡t ❞❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥
❧é❣❡r ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✏❞✬❛❧✐❛s✐♥❣✑ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ét❛ts ❞✐r❡❝t ❡t ❛❞❥♦✐♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✉ à ❧❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ♠♦♥tr❡ ❝❡s tr♦✐s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s P❙◆❘ ✭♣❡❛❦ s✐❣♥❛❧✲t♦✲
♥♦✐s❡ r❛t✐♦✮ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ✉t✐❧✐sé✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ IcBilap ❡t IbBilap s♦♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IfHes✳

❊♥s✉✐t❡ IcBilap ❡st ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ IbBilap✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ α ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✳ P❧✉s α ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡ ●❚ ❡st ré❣✉❧✐❡r ♠❛✐s
❛✉ss✐ ♣❡✉ ♣ré❝✐s✳

✶✻✷



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭❝✮ u0 ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t v0 ✭✼✳✷✳✷✮

✭❞✮ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ à ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ✐❧❧✉str❛♥t ✭❛✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✭❜✮ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡
✭P❙◆❘❂✷✻❞❇✮✱ ✭❝✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❛❞❥♦✐♥t❡ ❡t ✭❞✮ IcBilap ♣♦✉r α = 0.8

✶✻✸



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭♥♦♥
❜r✉✐té❡✮

✭❜✮ IbBilap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IcBilap ✭α = 0.5✮ ✭❞✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

✭❡✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✷✻❞❇✮

✭❢✮ IbBilap ✭α = 0.6✮ ✭❣✮ IcBilap ✭α = 1✮ ✭❤✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

✭✐✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✶✹❞❇✮

✭❥✮ IbBilap ✭α = 1✮ ✭❦✮ IcBilap ✭α = 3✮ ✭❧✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IfHes

✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

✼✳✼✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮

❉❡✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝r❛❝❦ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✭✼✳✸✳✸❜✮ ♠è♥❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧❡ ♠✐❡✉① à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

✶✻✹



❞❡ IfHes ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉
❜r✉✐t✳ ❉❛♥s ❬✻✻❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮
❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ✏♥♦r♠❛❧✐sé❡✑ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✮ ❀ ♦♥ ♥♦t❡ v1 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞é❝r✐t ♣❛r v1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❝r❛❝❦ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭✼✳✸✳✸❜✮✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é à v1✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡st ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t
❡t ❡st ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ✭♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✮ q✉❡ v1✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ v1
♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ré❣❧❡r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ρ ❡t σ✱ s♦✐t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à IcBilap✳ ❖♥
✈❛ ✈♦✐r ✭❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✼✳✸ ❡t ✼✳✾✮ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s s❡✉❧❡♠❡♥t
❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●❚ s✬❛❞❛♣t❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡
❞é✢♦✉t❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✭✼✳✶✳✷✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❜r✉✐té❡
✭P❙◆❘❂✷✻❞❇✮

✭❜✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é à
IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮

✭❝✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs v1 ❬✻✻❪

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é ♣❛r
✭✼✳✸✳✸❜✮ ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ♣❛r v1 ❬✻✻❪✳ P♦✉r ✭❜✮ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à IcBilap

✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t ♣♦✉r ✭❝✮ à IfHes ✭✼✳✺✳✶✮✳

✼✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❜r✉✐té❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢♦✉ ❝✲à✲❞ K = I✳
❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✭❞❡ ✷ ♦✉ ✸ ♣✐①❡❧s✮✱ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ✭str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s✮✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IcLap ✭✼✳✹✳✶✮✱ I

b
Bilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ I

c
Bilap ✭✼✳✸✳✸❜✮

❡t IpHes ✭✼✳✺✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥
❝♦♠♣❛r❡ ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s str✉❝t✉r❡s à ❞ét❡❝t❡r ❡♥ ♥♦✐r
❡t ❧❡ r❡st❡ ❡♥ ❜❧❛♥❝✳

✼✳✽✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IcLap✱

IcBilap✱ I
b
Bilap ❡t IpHes s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞

❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✱ ♦♥ ✈♦✐r q✉❡ IcLap ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡ str✉❝t✉r❡s ✿ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s

❝♦♥t♦✉rs ❞❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❞ét❡❝tés ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡❝té✳ P♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✱ IbBilap

✶✻✺



❡t IcBilap ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡

IbBilap ♣♦✉r α = 0.1 ❡t IcBilap ♣♦✉r α = 10−3 s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♣❡t✐ts ♦❜❥❡ts ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷ ♦✉ ✸ ♣✐①❡❧s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✮ q✉✬❛✉① ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ IcLap ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s
str✉❝t✉r❡s ✭❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s✮ q✉✬❛✉① ♣❡t✐t❡s✳ IpHes ♣♦✉r σ = 5/4 ❞ét❡❝t❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ❣r❛♥❞❡s✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t α✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r
IbBilap ❡t IcBilap ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ α ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉❡ ❧✬♦♥
✈❡✉t ❞ét❡❝t❡r✳ IpHes ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠❛✐s ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞ét❡❝té❡s ❡st ♠♦✐♥s é❧❡✈é q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✼✳✶✳✶✮✲✭✼✳✶✳✷✮ ❡st ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IbBilap ✭α = 0.1✮ ✭❞✮ IbBilap ✭α = 3✮

✭❡✮ IcBilap ✭α = 10−3✮ ✭❢✮ IcBilap ✭α = 0.1✮ ✭❣✮ IpHes ✭σ = 3/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮✱ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IpHes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡

✶✻✻



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ IcLap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IbBilap ✭α = 0.1✮ ✭❞✮ IbBilap ✭α = 3✮

✭❡✮ IcBilap ✭α = 10−3✮ ✭❢✮ IcBilap ✭α = 0.1✮ ✭❣✮ IpHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ IcLap ✭✼✳✹✳✶✮✱ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IpHes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
ré❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

✼✳✽✳✷ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ●❚s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥é❝❡ss✐t❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡
❞❡✉① ❞❛♥s ✭✼✳✶✳✶✮✳ ■❝✐ ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s r♦❜✉st❡ss❡s ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IpHes ✭✼✳✺✳✶✮ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs IbBilap✱ I
c
Bilap ❡t IpHes ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡
✼✳✶✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜r✉✐té❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❆❧♦rs
q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r IbBilap ❡t IcBilap ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❜r✉✐t s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐

❧♦rsq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ IbBilap ❡t IcBilap✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r

α ❞étr✉✐t ♣❧✉s ❧❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r IcBilap q✉❡ ♣♦✉r IbBilap✳ ❖♥ rè❣❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st é❧❡✈é✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ α ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✭✼✳✶✳✷✮✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❡st
très ❢❛❝✐❧❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ α ∼ σ2✳
▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IpHes ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵
❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IbBilap ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ✐s♦tr♦♣❡s✳ ❈❡t
✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st ❛ss❡③ r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r
❢♦r♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣❛r IcBilap ❞é❢♦r♠❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡
✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮ q✉❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ~n ❛✉ ❝r❛❝❦✳

✶✻✼



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭♥♦♥
❜r✉✐té❡✮

✭❜✮ IbBilap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IcBilap ✭α = 10−3✮ ✭❞✮ IpHes ✭σ = 3/4✮

✭❡✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✷✵❞❇✮

✭❢✮ IbBilap ✭α = 0.6✮ ✭❣✮ IcBilap ✭α = 10−2✮ ✭❤✮ IpHes ✭σ = 5/4✮

✭✐✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✶✹❞❇✮

✭❥✮ IbBilap ✭α = 1✮ ✭❦✮ IcBilap ✭α = 10−1✮ ✭❧✮ IpHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ ✕ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IpHes

✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

✶✻✽



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭♥♦♥
❜r✉✐té❡✮

✭❜✮ IbBilap ✭α = 0.1✮ ✭❝✮ IcBilap ✭α = 10−3✮ ✭❞✮ IpHes ✭σ = 5/4✮

✭❡✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✷✵❞❇✮

✭❢✮ IbBilap ✭α = 0.6✮ ✭❣✮ IcBilap ✭α = 10−2✮ ✭❤✮ IpHes ✭σ = 5/4✮

✭✐✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭P❙◆❘❂✶✹❞❇✮

✭❥✮ IbBilap ✭α = 1✮ ✭❦✮ IcBilap ✭α = 10−1✮ ✭❧✮ IpHes ✭σ = 7/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✕ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮✱ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IpHes

✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❡t s✉r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❜r✉✐té❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r✳

✼✳✾ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✢♦✉❡s ✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮ ♣♦✉r K 6= I ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ✢♦✉
❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ❡♥ ✭✼✳✹✳✸✮✳

✼✳✾✳✶ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❋❋❚

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❉❈❚✷ ❡st q✉❡ ❧❛ ❉❈❚✷ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡s ❉❈❚✷ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❉❈❚✶✳ ❯♥❡

✶✻✾



❉❈❚✶ à N ♣♦✐♥ts ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❉❋❚ à 2N − 2 ♣♦✐♥ts✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡♥ ✶❉ ♣♦✉r N = 5✱
❧❛ ❉❈❚✶ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r [x0, x1, x2, x3, x4] ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❉❋❚ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r [x0, x1, x2, x3, x4, x3, x2, x1]✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ❉❈❚✶ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❉❋❚✱ ♦♥ ❞♦✐t ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Ny × Nx

❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 2(Ny − 1) × 2(Nx − 1)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ 2(Nx − 1)✲♣ér✐♦❞✐q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t 2(Ny − 1)✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à y✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✷✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❝❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ X ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝r❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✺✶❪ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ✿ Λ =
{(

πkx
(Nx−1) ,

πky
(Ny−1)

)
, (kx, ky) ∈ Ex × Ey

}
❛✈❡❝

Ex = {0, ..., Nx − 1,−(Nx − 2), ...,−1} ❡t Ey = {0, ..., Ny − 1,−(Ny − 2), ...,−1}✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠ Λ = (Λx,Λy) ❧❛ ❣r✐❧❧❡ 2(Ny − 1)× 2(Nx− 1) ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❉❋❚
❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t s♦✐t

❼ ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ kij ❞é✜♥✐ s✉r [[0, 2nx]]× [[0, 2ny]] ❝❡♥tré ❡♥ (nx, ny) ❡♥ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐ s✉r [[0, 2(Nx−
1)− 1]]× [[0, 2(Ny − 1)− 1]] ❡t ❝❡♥tré ❡♥ (Nx − 1, Ny − 1)

❼ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❋❋❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Kij

❼ ❝❡♥tr❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ (0, 0) ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r (Nx − 1, Ny − 1) ✿ Kij ← Kij(−1)i+j ♣♦✉r
0 ≤ i < 2(Ny − 1) ❡t 0 ≤ j < 2(Nx − 1)

s♦✐t✱

❼ ét❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝r❡t ❡♥ ✉♥ ♥♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞é✜♥✐
s✉r [[0, 2(Nx − 1) − 1]] × [[0, 2(Ny − 1) − 1]]✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❡♥ ✶❉ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
[x−2, x−1x0, x1, x2] ❡st [x0, x1, x2, 0, ..., 0, x−2, x−1] ❡t ❝❡♥tré ❡♥ (0, 0)✳

❼ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❋❋❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Kij

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❉❋❚ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ✶❉✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡
k ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝r❡t N ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡
s✐❣♥❛❧

k⋆(i) = k(N − i) ♣♦✉r 1 ≤ i < N ❡t k⋆(0) = k(0)

▲❛ ❉❋❚ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r K⋆ ❡st ❞♦♥❝ K⋆
i = Ki✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✷❉ ❡t ♦♥

❞é❞✉✐t q✉❡ K⋆
ij = Kij ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ k ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ K⋆ = K✮✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻

✼✳✾✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❡st❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ●❚ ✭✼✳✹✳✸✮ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✢♦✉té❡s ❡t ❜r✉✐té❡s✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts
♣❛r IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✱ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✼✳✹✳✸✮✱ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ✭✼✳✸✳✸❛✮✳

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥ts ❡t r❡st❛✉r❛t✐♦♥

❖♥ t❡st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✢♦✉t❛❣❡ ✿ ❧❡ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ✢♦✉✲
t❛❣❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ σ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ σ = 2.1✮✳ ❈❡

✶✼✵



❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮

✶✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ fij ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, Ny − 1]]× [[0, Nx− 1]]✱ ♦♥ ❧✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❡t s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r [[0, 2(Ny − 1)− 1]]× [[0, 2(Nx − 1)− 1]]✳
✷✳ ❙♦✐t kij ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ✢♦✉✮✱ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, 2ny]] × [[0, 2nx]]✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾✳✶ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Kkl ♣♦✉r 0 ≤ k < 2(Ny − 1)
❡t 0 ≤ l < 2(Nx − 1)✳
✸✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❋❋❚ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Fkl ❡t (k, l) ∈ [[0, 2(Ny − 1)− 1]]× [[0, 2(Nx − 1)− 1]]✳
✹✳ ❙♦✐t Λ = (Λx,Λy)✱ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✾✳✶✱
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

∆2
kl = Λx

4
kl + 2Λx

2
klΛy

2
kl + Λy

4
kl

Ukl =
KklFkl

|Kkl|2 + α∆4
kl

❡t Vkl =
Kkl(2KklUkl − Fkl)

|Kkl|2 + α∆4
kl

✺✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❋❋❚ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r uij ❡t vij ♣♦✉r (i, j) ∈ [[0, 2(Ny− 1)− 1]]× [[0, 2(Nx− 1)− 1]]✳
✻✳ ❖♥ r❡str❡✐♥t u ❡t v à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ [[0, Ny − 1]]× [[0, Nx − 1]]

t②♣❡ ❞❡ ✢♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛✉sé ♣❛r ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s✳ ▲❡ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠♦❞é✲
❧✐s❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬ét❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢♦✉ ✭❝♦♠♣té❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❡t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r✮ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s
❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✢♦✉ ♦♥ ré❢èr❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬✼✶❪✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡
t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❛t❧❛❜ ❢s♣❡❝✐❛❧✳ ❙✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ❡t ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸ ♦♥
❝♦♠♣❛r❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t I

f
Hes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉té❡ ❡t ❜r✉✐té❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡

❣❛✉ss✐❡♥ ❧❡s ❡✛❡ts s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡
à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✐❝✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✮ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❧❡ ✢♦✉✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
IcBilap ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✢♦✉❡s ❡t ❜r✉✐té❡s ♠❛✐s q✉❡ IfHes ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s
✜❧❛♠❡♥ts ❞é❣r❛❞és ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ IcBilap ✭α = 0.1✮ ✭❞✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IfHes ✭✼✳✺✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 2.1✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮✳

✶✼✶



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ IcBilap ✭α = 0.3✮ ✭❞✮ IfHes ✭σ = 5/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ❡t IfHes ✭✼✳✺✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ✉♥ ✢♦✉t❛❣❡
❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭θ = 90o✱ ❧♦♥❣✉❡✉r❂✼✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮

❙✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ ❡t ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✳✸✮ ❛✈❡❝ χη = χBilap
η à ✉♥❡ r❡s✲

t❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❚❱ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t ❬✼✻❪✮ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✢♦✉té❡s ♣❛r
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ✭✼✳✹✳✸✮ r❡st❛✉r❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ♣❛r ✭✼✳✹✳✸✮ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❚❱✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ♣rés❡r✈é ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✼✳✹✳✸✮ ❡t ❞é❣r❛❞é
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❱✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✭✼✳✹✳✸✮ ✭✺ s❡❝♦♥❞❡s✮ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❚❱ ✭✷✵ s❡❝♦♥❞❡s✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 170× 200✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✾✳✶✳ ❖♥ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t très ❝♦✉r❜é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r✲
❢❛✐t❡♠❡♥t r❡st❛✉ré❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡st très ❝♦✉r❜é ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮✱ s❛
t❛♥❣❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✹✳✸✮ ✭❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
IcBilap✮ s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r s♣❧✐♥❡s✮✳ ■❧
s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✹✳✸✮ s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡ ❡t ♣r♦❥❡t❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
✭P❙◆❘❂✷✵✳✸❞❇✮

✭❞✮ ▼ét❤♦❞❡ ❚❱
✭P❙◆❘❂✶✽✳✽❞❇✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✳✸✮ ✭β = 1✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 2.1✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮

✶✼✷



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ ❱❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡
✭β = 1.2✮✱ ✭P❙◆❘❂✷✶✳✸ ❞❇✮

✭❞✮ ▼ét❤♦❞❡ ❚❱
✭P❙◆❘❂✶✾✳✺❞❇✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✳✸✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡
✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭θ = 90o✱ ❧♦♥❣✉❡✉r❂✼✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮

▲❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻ ❡t ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ✶❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r✱ ❞❡ s❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞é❣r❛❞é❡s
✭✢♦✉té❡ ❡t ✢♦✉té❡ ✰ ❜r✉✐té❡✮✱ ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✼✳✹✳✸✮ ❛✈❡❝ χη = χBilap

η ❡t ❞❡ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮✳ ❖♥
✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✼✳✹✳✸✮ ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❡t q✉❡ IcBilap ❞ét❡❝t❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥
❧❡ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ IcBilap ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ♣✐❝s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ✜❧❛♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✐ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥
✶❉ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = e−x2/η2 ✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x = 0

✭f ′′(0) = − 2
η2
✮ ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ❞❡✉① ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❛✉① ♣♦✐♥ts x± = ±

√
3
2η ✭f ′′(x±) = 4

η2
e−3/2✮✳ ❉✬✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ❡t ♦♥ s❛✐t q✉❡
❧❡ ❢❛✐t ❞❡ tr♦♥q✉❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡ ❧✬❛❧✐❛s✐♥❣ ❞♦♥t ❧✬❡✛❡t ❡st
❛❝❝❡♥t✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳

✶✼✸



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥ ✢♦✉t❛❣❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✭σ = 2.1✮ ❡t ❞✬✉♥
❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮✱ ✭❜✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ●❚ ✭✼✳✹✳✸✮ ✭γ = 1✮ ❡t
✭❝✮ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ♣♦✉r α = 0.1

✶✼✹



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼ ✕ ✭❛✮ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥ ✢♦✉t❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭θ = 90o✱
❧♦♥❣✉❡✉r❂✼✮ ❡t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮✱ ✭❜✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡st❛✉ré❡ ✭✼✳✹✳✸✮
✭γ = 1✮ ❡t ✭❝✮ IcBilap ✭✼✳✸✳✸❜✮ ♣♦✉r α = 0.7

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ●❚ ✭✼✳✹✳✸✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡
χη ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ χη = χLap

η ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t
♣rés❡r✈és ♠❛✐s ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts s♦♥t ❞é❣r❛❞és✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ χη = χBilap

η ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✜❧❛♠❡♥t ❡st ❛ss❡③
❜✐❡♥ r❡st❛✉ré ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❧✐ssés✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t χη = min(χBilap

η , χLap
η )✱ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts

❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❜✐❡♥ r❡st❛✉rés✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s❡✉✐❧s δ1 ❡t δ2
❞é✜♥✐ss❛♥t χη s♦♥t t❡❧s q✉❡ 3% ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Eδ1 ❡t 7% s♦♥t ❞❛♥s Eδ2 ✳

✶✼✺



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ ✭✼✳✹✳✸✮ χη = χLap
η ✱

✭P❙◆❘❂✶✾✳✻❞❇✮
✭❞✮ ✭✼✳✹✳✸✮ χη = χBilap

η ✱
✭P❙◆❘❂✶✾✳✻❞❇✮

✭❡✮ ✭✼✳✹✳✸✮
χη = min(χLap

η , χBilap)✱
✭P❙◆❘❂✷✵✳✸❞❇✮

✭❢✮ ❩♦♦♠ ❞❡ ✭❝✮ ✭❣✮ ❩♦♦♠ ❞❡ ✭❞✮ ✭❤✮ ❩♦♦♠ ❞❡ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✭✼✳✹✳✸✮ ✭β = 2✮ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ χη ♣♦✉r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 3✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾ ❡t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮ à IpHes ✭✼✳✺✳✶✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧❡

❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ IbBilap ❞ét❡❝t❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥
❧❛ ♣❡t✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✐s♦tr♦♣❡ q✉✐ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ♥♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ IpHes ♥✬❡st
♣❛s ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳

✶✼✻



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ IbBilap ✭α = 1.2✮ ✭❞✮ IpHes ✭σ = 7/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾ ✕ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IpHes ✭✼✳✺✳✶✮
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 1.5✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✺✳✼❞❇✮

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ré❡❧❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡ ✭❝✮ IbBilap✱ ✭β = 1.2✮ ✭❞✮ IpHes✱ ✭σ = 9/4✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵ ✕ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ IbBilap ✭✼✳✸✳✸❛✮ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r IpHes ✭✼✳✺✳✶✮
s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❡❧❧❡ ✢♦✉té❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭σ = 1.5✮ ❡t ❜r✉✐té❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✽❞❇✮

✼✳✶✵ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✼✳✶✳✺✮ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✼✳✶✳✶✮ ❡st
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ❡♥ ✷❉ ❡t ❡♥ ✸❉ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✜ss✉rés ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❡t
✉♥ ❝r❛❝❦ ♣❧❛♥ ❡t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ❊♥ ✸❉✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬❡♥ ✷❉✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✷✳✸✮ s♦♥t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮

B2(u) =
∂2u

∂xi∂xj
ninj

B1(u) = divs

(
∂2u

∂xi∂xj
ni ~ej

)
+

∂3u

∂x2i ∂xj
nj

♦ù ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés ❡t ♦ù divs ❡st ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r divs(~q) =
P : Jac(~q) ❀ P ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r Pij = (δij − ninj) ❡t Jac(~q) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ~q(x)✳ A : B ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝r❛❝❦
❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n = (0, 0, 1)T ♣❛r ✿

σ = {(rcos(θ), rsin(θ), 0), 0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2π} .

✶✼✼



❯♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (~v, ~w, ~n) ♦ù (~v, ~w)
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ~n⊥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ♣❧❛♥ ❡t
❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ❡st ✿

Ic(x0, ~n) = −
4π

3
∇2u0(x0)(~n, ~n)∇2v0(x0)(~n, ~n)

♦ù u0 ❡t v0 s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✼✳✸✳✶✮ ❡t ✭✼✳✸✳✷✮✳ ❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ♥♦t❡r IcBilap

❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ✿
IcBilap(x0) = max

‖~n‖=1
|Ic(x0, ~n)| ✭✼✳✶✵✳✶✮

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶ ♦♥ ✐❧❧✉str❡ IcBilap s✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❉❈❚s ✸❉ ✭❡t ❉❈❚s ✸❉ ✐♥✈❡rs❡s✮ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✷✮✳ ▲❡s
✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✿ ✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❡♥ ✸❉ ✭♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡
❞❡ r❛②♦♥ ✸ ♦✉ ✹ ♣✐①❡❧s ❡t ❞✬❛①❡ ✭❖③✮✮ ❡t ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡♥ ✸❉ ✭♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡✉① s♣❤èr❡s
❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✸ ♦✉ ✹ ♣✐①❡❧s✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ C = (xc, yc, zc) ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✷❉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ z = zc ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ❡t ❞❡ IcBilap ❀ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✶❉ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞r♦✐t❡ z = zc ❡t y = yc✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❡♥ ✸❉ s♦♥t
❜✐❡♥ ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭s✉r❢❛❝❡s✰✜❧❛♠❡♥t✮ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭✜❧❛♠❡♥t✮

✭❝✮ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮ ✭❞✮ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶ ✕ ■s♦✲s✉r❢❛❝❡s ❞❡ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮ ✭α = 0.25✮ ♣♦✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮

✶✼✽



✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

✭❝✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭❞✮ IcBilap ✭α = 0.25✮ ✭❡✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭❢✮ IcBilap ✭α = 0.25✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ✷❉ ✭z = zc✮ ❞❡ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥
✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭❜✮ IcBilap ✭α = 0.25✮ ✭❝✮ ■♠❛❣❡ ❜r✉✐té❡ ✭❞✮ IcBilap ✭α = 0.25✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸ ✕ ❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ✶❉ ✭y = yc✮ ❡t ✭z = zc✮ ❞❡ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞✉
❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭P❙◆❘❂✶✻❞❇✮ ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✵✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ IcBilap ✭✼✳✶✵✳✶✮ ❞ét❡❝t❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ ✸❉ ✭♠♦❞é❧✐sés ♣❛r
❞❡s ♣❡t✐t❡s s♣❤èr❡s✮✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡st ❧❡
●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r❢♦ré✳ ❙♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡st très t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ✐❧ s❡r❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❞❡ ♣r♦❝❤❛✐♥s tr❛✈❛✉①✳

✶✼✾





❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2m
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐téré m✲✐è♠❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥

❘és✉♠é✳ P♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶✱ ✷✱ ✹ ❡t ❞❛♥s ❇❡❧❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût JΩ(u) =

∫
Ω |∇u|2 ❡t ✉♥❡ ❊❉P ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

❊♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
JΩ(u) =

∫
Ω |∇2u|2 ❡t s✉r ✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❧✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥

♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧s t②♣❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❞ét❡❝tés ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs
❡t s✬✐❧ ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ P♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❡♥ ✶❉ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s m✲✐è♠❡ ❞❡s
✈❡rs✐♦♥s ré❣✉❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t♦✉r ✭❛✈❡❝ s❛✉t ❞✬✐♥t❡♥s✐té✮ ❡t ❞❡ t②♣❡ ✜❧❛♠❡♥t ✭s❛♥s s❛✉t
❞✬✐♥t❡♥s✐té à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡✮✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s Hm(Ω) ❞❡ JΩ(u) =

∫
Ω |∇mu|2

♠è♥❡ à ✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ 2m ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆m ✭✐téré m✲✐è♠❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✮ ❡t m ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦♥t ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r✳ ❊♥s✉✐t❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛
ét✉❞✐❡r✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆m✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣✉✐s ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s m = 1 ❡t m = 2✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♠♠❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ m ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m ❞❡♥s✐tés✳ P❛r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❛✉t q✉❡ ❧✬♦♥
❞é♠♦♥tr❡✱ ♦♥ r❛♠è♥❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦✱ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❞❡♥s✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝t ❡t
❛❞❥♦✐♥t ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❡♥
❛♥♥❡①❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞✬♦r❞r❡ m ❡t à ✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ 2m ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐téré m✲✐è♠❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t m ∈ N⋆✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐sé❡ ❡st JΩ(u) =

∫
Ω |∇mu|2

❡t uΩ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ minHm(Ω)αJΩ(u) + ‖u − f‖2L2(Ω) ❀

f ∈ L2(Ω) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡ ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t α > 0 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
à ré❣❧❡r✳ P♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❡♥ ✶❉ ❝♦♠♠❡♥t
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ m✲✐è♠❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✈❡❝ s❛✉t t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ t②♣❡
str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s❛♥s s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❡♥ ✶❉
♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ H✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r H ♣❛r ❧❛

✶✽✸



s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Hη(x) = ϕ
(
x
η

)
χ{−η≤x≤η} + χ{x>η} ❧♦rsq✉❡ η → 0 ❛✈❡❝ ϕ(x) = 1

2 +
∑4

k=0 a2k+1x
2k+1

❡t ❧❡s ak ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ϕ(k)(1) = 0 ♣♦✉r k ∈ [[1...4]] ❡t ϕ(1) = 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶
q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r s♦♥t ❡①tré♠❛❧❡s ❡♥ ✵ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r s♦♥t ❡①tré♠❛❧❡s ❞❡
♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❡s tr❛♥s✈❡rs❡s
❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r s♦♥t s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ✈✉ ❡♥
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✮ q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱
♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ✭✜❧❛♠❡♥t ♦✉ ♣♦✐♥t ❡♥ ✷❉✮ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈❛❧❛♥t ✶ ❡♥ ✵ ❡t ✵ ❛✐❧❧❡✉rs✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡r f ♣❛r fη(x) = ϕ
(
x
η

)
❛✈❡❝ ϕ(x) = e−x2

❧♦rsq✉❡ η → 0✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛

❚❛❜❧❡ ✽✳✶ q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r s♦♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ✵✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r s♦♥t
❡①tré♠❛❧❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ✵ ❡t ♥✉❧❧❡s ❡♥ ✵✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ✿ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✭✜❧❛♠❡♥ts✱ ♣♦✐♥ts ❡♥ ✷❉✮
s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r s♦♥t ❡①té♠❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ q✉❡ ❧❡s ✜❧❛♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ ✷❉ s♦♥t
❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ❛✉t♦✉r
❞❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ●❚ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞✬♦r❞r❡ m ❡t ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2m ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ✜ss✉ré✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r Ωǫ = Ω\x0 + ǫσ ♦ù
σ(~n) ❡st ❧❡ ❝r❛❝❦ ❝❡♥tré 0 ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞✱ ❡t ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♠❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝r❛❝❦ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ x0 ≡ 0✳

✶✽✹



❱❛❧❡✉rs ❞❡ m ❈♦♥t♦✉r ❋✐❧❛♠❡♥t

m = 0

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✕ ➱t✉❞❡ ✶❉ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ m ∈ [[0..4]] ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥t ❡t ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût JΩ : Hm(Ω) −→ R s✉✐✈❛♥t❡

JΩ(u) =

∫

Ω

m∑

k=0

Ck
m

(
∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

)2

=

∫

Ωǫ

|∇mu|2
✭✽✳✵✳✶✮
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❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uΩ ∈ H(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t

uΩ = min
u∈H(Ω)

JΩ(u) + ‖u− f‖20,Ω ✭✽✳✵✳✷✮

♦ù H(Ω) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞é✜♥✐ ♣❛r H(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),∇mu ∈ L2(Ω)

}
✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲

◆✐r❡♥❜❡r❣ ✭♣rér❡q✉✐s✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ H(Ω) = Hm(Ω)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ bΩ(u, v) = DJΩ(u).v ❞❡ Hm(Ω)×Hm(Ω) −→ R ♣❛r ✿

bΩ(u, v) =

∫

Ω

m∑

k=0

Ck
m

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

✭✽✳✵✳✸✮

❖♥ ♥♦t❡ Jǫ(u) = JΩǫ(u) ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r Hm(Ωǫ) ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ aǫ(u, v) ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ lǫ(v) ♣❛r ✿

aǫ(u, v) = bΩǫ(u, v) +

∫

Ωǫ

uv

lǫ(v) =

∫

Ωǫ

fv

✭✽✳✵✳✹✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Pc
ǫ ) ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ∈ Hm(Ωǫ) s✉✐✈❛♥t ✿

aǫ(uǫ, v) = lǫ(v) ∀v ∈ Hm(Ωǫ), (Pc
ǫ ) ✭✽✳✵✳✺✮

❖♥ ✈❛ ♥♦t❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t uk,l = ∂k+lu
∂xk

1∂x
l
2
♣♦✉r u ∈ Hm(Ω) ❡t k + l ≤ m✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r

♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s Hm(Ω) ✭✽✳✵✳✷✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧✬✐téré m✲✐è♠❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆m ❡t m ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞é✜♥✐ss❛♥t m ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉❡ ❧✬♦♥
✈❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡r✳

✽✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✳ ❙♦✐t bΩ(u, v) ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Hm(Ω) ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✽✳✵✳✸✮✱ ♦♥ ❛

bΩ(u, v) = (−1)m
∫

Ω
∆muv +

2m−1∑

i=m

∫

∂Ω
Ai(u)

∂2m−1−iv

∂n2m−1−i
dσ

♦ù Ai : H
m(Ω) −→ Hm−i−1/2(∂Ω) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ i ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]] ❞é✜♥✐ ♣❛r

Ai(u) =

m∑

k=0

Ck
m

k−1∑

j=0

(−1)j
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k

p+q=i−m−j

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

)

+
∑

0≤k+l≤i−m

Ck
m(−1)i−mC

i−m−(k+l)
m−k−l−1

∂i−m−(k+l)

∂τ i−m−(k+l)

(
n
i−m−(k+l)
1 n2m−i

2 u2k,m−k+l

)

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
∑−1

k=0 = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣♦s❛♥t Ãi = Ai+m✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦ σ = {(s, 0),−1 < s < 1}
♦♥ ❛ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s Ã2i ❡t Ã2i+1 s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❼ P♦✉r i ∈ [[0, ⌊m−1
2 ⌋]]

Ã2i =

i∑

k=0

(−1)i−kC2k
m




2k−1∑

j=0

Ck+i−j
2k−j−1C

i−k
m−2k


u2(k+i),m−2k +

2i∑

k=0

Ck
mu2k,m−2k+2i

✶✽✻



❼ P♦✉r i ∈ [[0, ⌊m−2
2 ⌋]] ✿

Ã2i+1 =

i∑

k=0

(−1)i−k+1C2k+1
m




2k−1∑

j=0

Ck+i−j+1
2k−j Ci−k

m−2k−1


u2(k+i+1),m−(2k+1) −

2i+1∑

k=0

Ck
mu2k,m−2k+2i+1

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✶✳✷✳ P♦✉r m = 1✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ Ã0 = A1 =
∂
∂n = ∂

∂x2
✳

P♦✉r m = 2✱ ♦♥ ❛ ✭✈♦✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❬✸✺✱ ✶✺❪ ❡t ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣♦✉r ν = 0✮✱ Ã0 = A2 = B2 ❡t Ã1 = A3 = −B1✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ σ = {(s, 0),−1 < s < 1}✱ ♣♦✉r m ≥ 1✱ ♦♥ ❛ Ã0 = Am = ∂m

∂nm = ∂m

∂xm
2
✱ ❡t

❧❡s Ãi s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡ m+ i✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ réé❝r✐t bΩ(u, v) ✿

bΩ(u, v) =
m∑

k=0

Ck
m

∫

Ω
uk,m−kvk,m−k ✭✽✳✶✳✶✮

❙♦✐t k ≥ 1✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s k ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

Ω
uk,m−kvk,m−k =

k−1∑

j=0

∫

∂Ω
(−1)j

∫

∂Ω
n1uk+j,m−kvk−j,m−k + (−1)k

∫

Ω
u2k,m−kv0,m−k

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ k ≤ m− 1✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ m− k ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x2 ✿

∫

Ω
u2k,m−kv0,m−k =

m−k−1∑

l=0

(−1)l
∫

∂Ω
n2u2k,m−kv0,m−k−l−1 + (−1)m−k

∫

Ω
u2k,2(m−k)v

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r k ∈ [[0,m]] ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
∑−1

0 = 0✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫

Ω
uk,m−kvk,m−k =

k−1∑

j=0

∫

∂Ω
(−1)j

∫

∂Ω
n1uk+j,m−kvk−j,m−k + (−1)k

m−k−1∑

l=0

(−1)l
∫

∂Ω
n2u2k,m−kv0,m−k−l−1

+ (−1)m
∫

Ω
u2k,2(m−k)v

✭✽✳✶✳✷✮
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ~τ = ~n⊥ t❡❧ q✉❡ (~n, ~τ) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ∂k+lu

∂xk
1∂x

l
2
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ∂i+j

∂τ i∂nj

✭❛✈❡❝ i+ j = k + l✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ∂τ ✱ ∂n✱ ∂x1 ❡t ∂x2 ✿

∂

∂x1
= n1

∂

∂n
− n2

∂

∂τ
∂

∂x2
= n2

∂

∂n
+ n1

∂

∂τ

❙♦✐❡♥t p2, q2 ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿

vp2,q2 =

(
n1

∂

∂n
− n2

∂

∂τ

)p2 (
n2

∂

∂n
+ n1

∂

∂τ

)q2

v

=
∑

0≤p≤p2
0≤q≤q2

(−1)pCp
p2C

q
q2n

p2−p+q
1 nq2+p−q

2

∂p2+q2v

∂τp+q∂np2+q2−p−q

✶✽✼



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ✭
∫
∂Ω f

∂g
∂τ dσ = −

∫
∂Ω

∂f
∂τ gdσ✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿
∫

∂Ω
n1up1,q1vp2,q2 =

∑

0≤p≤p2
0≤q≤q2

(−1)✁pCp
p2C

q
q2(−1)✁p+q

∫

∂Ω

∂p+q

∂τp+q

(
np2−p+q+1
1 nq2+p−q

2 up1,q1

) ∂p2+q2−p−qv

∂np2+q2−p−q
dσ

✭✽✳✶✳✸✮
❉❡ ♠ê♠❡
∫

∂Ω
n2up1,q1vp2,q2 =

∑

0≤p≤p2
0≤q≤q2

(−1)qCp
p2C

q
q2

∫

∂Ω

∂p+q

∂τp+q

(
np2−p+q
1 np+q2−q+1

2 up1,q1

) ∂p2+q2−p−qv

∂np2+q2−p−q
dσ ✭✽✳✶✳✹✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ✭✽✳✶✳✸✮ ❛✈❡❝ p1 = k + j✱ q1 = m− k✱ p2 = k − j − 1 ❡t q2 = m− k ✿

∫

∂Ω
n1uk+j,m−kvk−j−1,m−k

=
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∫

∂Ω

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

) ∂m−j−1−p−qv

∂nm−j−1−p−q
dσ

✭✽✳✶✳✺✮

❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✶✳✹✮ ❛✈❡❝ p1 = 2k✱ q1 = m− k + l✱ p2 = 0 ❡t q2 = m− k − l − 1 ♦♥ ❛ ✿

∫

∂Ω
n2u2k,m−k+lv0,m−k−l−1 =

∑

0≤q≤m−k−l−1

(−1)qCq
m−k−l−1

∫

∂Ω

∂q

∂τ q

(
nq1n

m−k−l−q
2 u2k,m−k+l

) ∂m−k−l−1−qv

∂nm−k−l−1−q
dσ

✭✽✳✶✳✻✮
❆✈❡❝ ✭✽✳✶✳✷✮✱ ✭✽✳✶✳✺✮ ❡t ✭✽✳✶✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

Ω
uk,m−kvk,m−k

=
k−1∑

j=0

(−1)j
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∫

∂Ω

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

) ∂m−j−1−p−qv

∂nm−j−1−p−q
dσ

+ (−1)k
m−k−1∑

l=0

(−1)l
∑

0≤q≤m−k−l−1

(−1)qCq
m−k−l−1

∫

∂Ω

∂q

∂τ q

(
nq1n

m−k−l−q
2 u2k,m−k+l

) ∂m−k−l−1−qv

∂nm−k−l−1−q
dσ

+ (−1)m
∫

Ω
u2k,2(m−k)v

✭✽✳✶✳✼✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡ bΩ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✽✳✶✳✶✮ ❡t ✭✽✳✶✳✼✮ ✿

bΩ(u, v) = (−1)m
m∑

k=0

Ck
m

∫

Ω
u2k,2(m−k)v

+

m∑

k=0

Ck
m





k−1∑

j=0

(−1)j
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∫

∂Ω

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

) ∂m−j−1−p−qv

∂nm−j−1−p−q
dσ

+(−1)k
m−k−1∑

l=0

(−1)l
∑

0≤q≤m−k−l−1

(−1)qCq
m−k−l−1

∫

∂Ω

∂q

∂τ q

(
nq1n

m−k−l−q
2 u2k,m−k+l

) ∂m−k−l−1−qv

∂nm−k−l−1−q
dσ




✭✽✳✶✳✽✮

✶✽✽



❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ m✲✐è♠❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✭✽✳✶✳✽✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

bΩ(u, v) = (−1)m
∫

Ω
∆muv +

2m−1∑

i=1

∫

∂Ω
Ai(u)

∂2m−1−iv

∂n2m−1−i
dσ

❛✈❡❝ Ai : H
m(Ω) −→ Hm−i−1/2(∂Ω)✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✐ ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]] ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Ai(u) =
m∑

k=0

Ck
m

k−1∑

j=0

(−1)j
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k

p+q=i−m−j

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

)

+
∑

0≤k+l≤i−m

Ck
m(−1)✁k(−1)✄l(−1)i−m−(✁k+✄l)C

i−m−(k+l)
m−k−l−1

∂i−m−(k+l)

∂τ i−m−(k+l)

(
n
i−m−(k+l)
1 n2m−i

2 u2k,m−k+l

)

❖♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s Ai ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦s❡ Ãi = Ai+m

♣♦✉r i ∈ [[0,m− 1]]✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Ãi ❡st ✿

Ãi(u) =

m∑

k=0

Ck
m

k−1∑

j=0

(−1)j
∑

0≤p≤k−j−1
0≤q≤m−k
p+q=i−j

(−1)qCp
k−j−1C

q
m−k

∂p+q

∂τp+q

(
nk−j−p+q
1 nm−k−q+p

2 uk+j,m−k

)

+
∑

0≤k+l≤i

Ck
m(−1)iCi−(k+l)

m−k−l−1

∂i−(k+l)

∂τ i−(k+l)

(
n
i−(k+l)
1 nm−i

2 u2k,m−k+l

)

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ σ = {(s, 0),−1 < s < 1}✳ P♦✉r x ∈ σ✱ ♦♥ ❛ n1 = 0✱ n2 = 1
❡t ∂τ = −∂x1 ✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ s✉r k ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❧♦rsq✉❡ k−j−p+q = 0 ❝✲à✲❞ p−q = k−j✳
❊♥ s♦♠♠❛♥t s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s t❡❧s q✉❡ p+ q = i− j✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

p =
1

2
(k + i− 2j), (a)

q =
1

2
(i− k), (b)

P♦✉r ❛✈♦✐r (a) ❡t (b) ré❛❧✐sé❡s ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

❼ i ❡t k ♣❛✐rs ❡t i ≥ k

❼ i ❡t k ✐♠♣❛✐rs ❡t i ≥ k
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ q ≥ 0 ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬♦♥ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s 0 ≤ k ≤ i✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡

s✉r k ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❧♦rsq✉❡ i = k + l ❝✲à✲❞ l = i − k✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s Ã2i ❡t Ã2i+1

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❼ P♦✉r 2i ≤ m− 1 ✿

Ã2i =
i∑

k=0

C2k
m

2k−1∑

j=0

(−1)j+i−kCk+i−j
2k−j−1C

i−k
m−2k

∂2i−j

∂τ2i−j
(u2k+j,m−2k)

+ (−1)2i
2i∑

k=0

Ck
mu2k,m−2k+2i

=

i∑

k=0

(−1)i−kC2k
m




2k−1∑

j=0

Ck+i−j
2k−j−1C

i−k
m−2k


u2(k+i),m−2k +

2i∑

k=0

Ck
mu2k,m−2k+2i

✶✽✾



❼ P♦✉r 2i+ 1 ≤ m− 1 ✿

Ã2i+1 =

i∑

k=0

(−1)i−k+1C2k+1
m




2k−1∑

j=0

Ck+i−j+1
2k−j Ci−k

m−2k−1


u2(k+i+1),m−(2k+1) −

2i+1∑

k=0

Ck
mu2k,m−2k+2i+1

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳

✽✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ m✲✐è♠❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ✷❉

▲♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r
❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆m✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
m✲✐è♠❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ Em(x) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ m✲✐è♠❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ t❡❧❧❡ q✉❡

−∆mEm = δ0 ❞❛♥s D′(R2)

♦ù δ0 ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ✵✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Em(x) = − 1

22m−1π((m− 1)!)2
|x|2(m−1)log(|x|) ✭✽✳✷✳✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r m = 1✱ E1(x) = − 1
2π log(|x|)✳

P♦✉r m = 2✱ E2(x) = − 1
8π |x|2log(|x|)✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ Em(x) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Em(x) = am|x|pm log(|x|)

❛❧♦rs ∆Em ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r
∆m−1(∆Em) = δ0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∆Em = Em−1 + P2m−3(x) = am−1|x|pm−1 log(|x|) + P2m−3(x)

♦ù P2m−3(x) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ x ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s 2m− 3✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∆(|x|pm log(|x|)) = |x|pm−2p2mlog(|x|) + 2pm|x|pm−2

❖♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿




pm−1 = pm − 2 ❡t p1 = 0

am−1 = amp
2
m ❡t a1 = −

1

2π
pm − 2 ≤ 2m− 3

❞✬♦ù ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿ 


pm = 2(m− 1) + p1

am =
am−1

p2m
❛✈❡❝ p1 = 0 ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ pm = 2(m− 1) ♣✉✐s q✉❡

am = − 1

22m−1π((m− 1)!)2

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ |x|pm−2 = |x|2(m−2) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ x ❞❡ ❞❡❣ré 2m − 4 ≤ 2m − 3 ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝
✭✽✳✷✳✶✮✳

✶✾✵



✽✳✸ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r❛❝❦✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été Σ ⊂ Ω ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r
♣rér❡q✉✐s✮ ✿

H
1/2+i
00 (Σ) = {u|Σ, u ∈ H1/2+i(Σ̃), u|Σ̃\Σ = 0}✱ ∀i ∈ [[0,m− 1]]

♦ù Σ̃ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❢❡r♠é❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Σ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✮✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s

‖u|Σ‖H1/2+i
00 (Σ)

= ‖u‖
H1/2+i(Σ̃) ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ Σ ❡t Σ̃

❙♦✐t σ ⊂ Ω ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n✳ ❖♥ ♥♦t❡
~τ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ t❛♥❣❡♥t ❛✉ ❝r❛❝❦ σ ♦r✐❡♥té ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ (~n, ~τ) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ∂τ ❞és✐❣♥❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ~τ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ σ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❛✉ ❝r❛❝❦
Λ = R2\σ✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s

Wm(Λ) =

{
u,

∇ku

rm−klog(r)
∈ L2(Λ), ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]],∇mu ∈ L2(Λ)

}

♦ù r = |x|✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❞♦♥♥és ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤❛♥❣és ❡♥ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞♦♥t
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ✵ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣rér❡q✉✐s ♣♦✉r
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ Wm(Λ)/Pm−1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Wm(Λ) ❞é✜♥✐❡s ♠♦❞✉❧♦ Pm−1✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σǫ = {x, xǫ ∈ σ} ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞ ❀ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∂Ωǫ = σǫ ∪ Γ✳ ❙♦✐t σ̃ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❢❡r♠é❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ σ t❡❧❧❡ q✉❡ σ ⊂ σ̃✱ ❡t s♦✐t ω̃ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R2✱ t❡❧ q✉❡ ∂ω̃ = σ̃ ❀
♦♥ ♥♦t❡ ω̃ǫ = {x, xǫ ∈ ω̃}✱ Ω̃ǫ = Ω\ω̃ǫ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t r > 0 ❡t ǫ ❛ss❡③ ♣❡t✐t t❡❧s q✉❡ ω̃ ( Br ⊂ Ω

ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✽✳✷✮✳

✭❛✮ σ̃ ⊃ σ ❡t Br ) ω̃ ✭❜✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝r❛❝❦ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡

P♦✉r v ∈ Hm(Ωǫ) ❡t u ∈ H2m(Ωǫ)✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ s✉r Ω\ω̃ǫ ∪ ω̃ǫ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

Ωǫ

((−1)m∆mu+ u) v = aǫ(u, v) +

∫

σǫ

2m−1∑

i=m

Ai(u)

[
∂2m−1−iv

∂n2m−1−i

]
✭✽✳✸✳✶✮

✶✾✶



♦ù aǫ(u, v) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✳✵✳✹✮ ❡t ♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té
[
∂kv
∂nk

]
=
(

∂kv
∂nk

)+
−
(

∂kv
∂nk

)−
❧❡ s❛✉t ❞❡ ∂kv

∂nk à tr❛✈❡rs σǫ✱ ❡♥

r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❆✈❡❝ ✭✽✳✵✳✺✮ ❡t ✭✽✳✸✳✶✮✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ uǫ ∈ H2m(Ωǫ)✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ uǫ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

(Pc
ǫ )

{
(−1)m∆muǫ + uǫ = f, ❞❛♥s Ωǫ

Ai(uǫ) = 0, s✉r σǫ ∪ Γ✱ ∀i ∈ [[m, 2m− 1]]
✭✽✳✸✳✷✮

♦ù f ∈ L2(Ωǫ)✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σ = {(s, 0),−1 < s < 1} ✭♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦✮✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r uǫ ❡t u0 ♦♥ ❛

Jǫ(uǫ)− J0(u0) =
∫

Ωǫ

(f − 2u0)(uǫ − u0)−
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 ✭✽✳✸✳✸✮

❖♥ ❞é✜♥✐t Lǫ(u) ♣❛r

Lǫ(u) =

∫

Ωǫ

(f − 2u0)u

❡t ♦♥ ♣♦s❡

Jǫ = −
∫

Ωǫ

(uǫ − u0)2 ✭✽✳✸✳✹✮

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✭✽✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t vǫ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

aǫ(u, vǫ) = −Lǫ(u), ∀u ∈ H(Ωǫ) ✭✽✳✸✳✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✸✳✺✮✱ ✭✽✳✸✳✹✮ ❡t ✭✽✳✸✳✶✮✱ ❛❧♦rs ✭✽✳✸✳✸✮ s✬é❝r✐t

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −aǫ(uǫ − u0, vǫ) + Jǫ
= −lǫ(vǫ) + aǫ(u0, vǫ) + Jǫ

= −
∫

Ωǫ

fvǫ +

∫

Ωǫ

((−1)m∆mu0 + u0) vǫ −
∫

σǫ

2m−1∑

i=m

Ai(u0)

[
∂2m−1−ivǫ
∂n2m−1−i

]
+ Jǫ

= −
∫

σǫ

2m−1∑

i=m

Ai(u0)

[
∂2m−1−ivǫ
∂n2m−1−i

]
+ Jǫ

♣✉✐s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t wǫ = vǫ − v0 ❛✈❡❝ vǫ ❡t v0 ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✽✳✸✳✺✮ ♣♦✉r ǫ > 0 ❡t ǫ = 0 ❀ ♦♥ réé❝r✐t
Jǫ(uǫ)− J0(u0) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ wǫ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −
∫

σǫ

2m−1∑

i=m

Ai(u0)

[
∂2m−1−iwǫ

∂n2m−1−i

]
+ Jǫ ✭✽✳✸✳✻✮

✶✾✷



P✉✐s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♦♥ ❛

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = −
2m−1∑

i=m

ǫ

∫

σ
Ai(u0)(ǫX)

[
∂2m−1−iwǫ

∂n2m−1−i
(ǫX)

]
dσ + Jǫ

= −
2m−1∑

i=m

ǫ

∫

σ
Ai(u0)(ǫX)

1

ǫ2m−1−i

[
∂2m−1−i (wǫ(ǫX))

∂n2m−1−i

]
dσ + Jǫ

= −
m−1∑

k=0

ǫ1−k

∫

σ
A2m−1−k(u0)(ǫX)

[
∂k

∂nk
(wǫ(ǫX))

]
dσ + Jǫ

= −
m−1∑

k=0

Ik + Jǫ

✭✽✳✸✳✼✮

♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s t❡r♠❡s Ik ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]] ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Ik = ǫ1−k

∫

σ
A2m−1−k(u0)(ǫX)

[
∂k

∂nk
(wǫ(ǫX))

]
dσ ✭✽✳✸✳✽✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❞♦✐t ét❛❜❧✐r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s t❡r♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❝♦♠♣❡♥s❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦tq✉❡ ❡♥ o(ǫ) ❡♥ ♥♦r♠❡ Hm(Ωǫ)
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✮✳

✽✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s Ai(u0)(ǫX) ♣♦✉r X ∈ σ

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❡♥ ✵ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
Ai(u0)(ǫX) ♣♦✉r X ∈ σ✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✹✳✶✳ ❙♦✐t v0 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✽✳✸✳✺✮ ❛✈❡❝ ǫ = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t v0
❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

Am(v0)(ǫX) = gm(X) +O(ǫ) ✭✽✳✹✳✶❛✮

Ai(v0)(ǫX) = gi(X) +O(1), ∀i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]] ✭✽✳✹✳✶❜✮

❛✈❡❝




gm(X) =

∂mv0
∂xm2

(0)

gi(X) = 0, ♣♦✉r m+ 1 ≤ i ≤ 2m− 1

✭✽✳✹✳✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s Ai+m = Ãi ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ♣♦✉r i ∈ [[1,m − 1]] ❡t

❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ✵ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∂k+lv0
∂xk

1∂x
l
2
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✽✳✹✳✶❜✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Ã0 ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Am(v0)(ǫX) = Ã0(v0)(ǫX) =
∂mv0
∂xm2

(ǫX)

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ∂mv0
∂xm

2
(ǫX) ❡♥ ✵✳

✶✾✸



✽✳✺ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ❡♥ o(ǫ) ❡♥ ♥♦r♠❡ Hm(Ωǫ)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ wǫ = vǫ − v0 ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(Qc
ǫ)





(−1)m∆mwǫ + wǫ = 0✱ s✉r Ωǫ

Ai(wǫ) = −Ai(v0)✱ s✉r σǫ, ∀i ∈ [[m, 2m− 1]]

Ai(wǫ) = 0✱ s✉r Γ, ∀i ∈ [[m, 2m− 1]]

✭✽✳✺✳✶✮

P♦✉r ❡st✐♠❡r wǫ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r R ∈Wm(Λ)/Pm−1 s✉✐✈❛♥t ✿

(Rc
ext)

{
∆mR = 0, s✉r Λ

Ai(R) = gi, s✉r σ
✭✽✳✺✳✷✮

♦ù ∀i ∈ [[m, 2m − 1]]✱ gi ∈ H1/2+2m−1−i
00 (σ)′ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✽✳✹✳✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✾✳✹ ❞♦♥♥é

❡♥ ❆♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rc
ext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s Wm(Λ)/Pm−1 ❡t q✉❡ R

s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

R(x) =

2m−1∑

i=m

∮

σ
λi(y)Ai,y(E(x− y))dσy

♦ù
∮
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

(−1)m+1

[
∂2m−1−iR

∂2m−1−i
n

]
= λi ∀i ∈ [[m, 2m− 1]] ✭✽✳✺✳✸✮

♦ù 


λm(s) =

(−1)m+122m−1

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

β
√
1− s2 ∀(s, 0) ∈ σ

λi(s) = 0 ∀i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]] ∀(s, 0) ∈ σ
✭✽✳✺✳✹✮

❛✈❡❝ β = ∂mv0
∂xm

2
(0)✳ ●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

wǫ = ǫ2R
(x
ǫ

)
+ eǫ ❛✈❡❝ ‖eǫ‖Hm(Ωǫ) = O(φm(ǫ)) ✭✽✳✺✳✺✮

♦ù

φm(ǫ) =

{ −ǫ2log(ǫ) ♣♦✉r m ≥ 2

ǫ2
√
−log(ǫ) ♣♦✉r m = 1

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ Ik ∼ o(ǫ2) ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 2]] ❡t Im−1 ∼ O(ǫ2)✳

✽✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s Ik ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]]

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ o(ǫ2) ❞❡s q✉❛♥t✐tés Ik ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]]✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✻✳✶✳ ❙♦✐❡♥t Ik ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✽✳✸✳✽✮ ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]]✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

Ik = o(ǫ2), ∀k ∈ [[0,m− 2]] ✭✽✳✻✳✶❛✮

Im−1 = ǫ2
∂mu0
∂xm2

(0)(−1)m+1

∫

σ
λm(y)dσ + o(ǫ2) ✭✽✳✻✳✶❜✮

✶✾✹



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t k ∈ [[0,m− 2]]✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✹✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① q✉❛♥t✐tés
Ai(u0)(ǫX) ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]✱ ♦♥ ❛

Ik = ǫ1−k

∫

σ
A2m−1−k(u0)(ǫX)

[
∂k

∂nk
(wǫ(ǫX))

]
dσ

≤ Cǫ1−k|wǫ(ǫX)|m,Br\σ

P✉✐s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Ik ≤ Cǫm−k|wǫ|m,Ωǫ ≤ Cǫm−k+1 = o(ǫ2)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Im−1 ❀ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ wǫ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻✱ ❧❡
▲❡♠♠❡ ✽✳✹✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à Am(u0)(ǫX) ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉ts ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✽✳✺✳✸✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

Im−1 = ǫ2−m

∫

σ
Am(u0(ǫX))

[
∂m−1(wǫ(ǫX))

∂nm−1

]
dσ

= ǫ2−m∂
mu0
∂xm2

(0)

∫

σ

[
∂m−1(ǫmR(X))

∂nm−1

]
dσ + E1 + E2

= ǫ2
∂mu0
∂xm2

(0)(−1)m+1

∫

σ
λm(y)dσ + E1 + E2

♦ù

E1 = ǫ2−m

∫

σ

(
Am(u0(ǫX))− ∂mu0

∂xm2
(0)

)[
∂m−1(wǫ(ǫX))

∂nm−1

]
dσ

E2 = ǫ2−m∂
mu0
∂xm2

(0)

∫

σ

[
∂m−1(eǫ(ǫX))

∂nm−1

]
dσ

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E1 ❡t E2 s♦♥t ❞❡s o(ǫ2)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡
▲❡♠♠❡ ✽✳✹✳✶✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

E1 ≤ ǫ2−m

∥∥∥∥Am(u0(ǫX))− ∂mu0
∂xm2

(0)

∥∥∥∥
H

1/2
00 (σ)′

|wǫ(ǫX))|m,Br\σ ≤ Cǫ
2|wǫ|m,Ωǫ ≤ Cǫ3

❊♥✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ❛ ✿

E2 ≤ ǫ2−m|eǫ(ǫX)|m,Br\σ ≤ Cǫ|eǫ|m,Ωǫ ≤ Cǫφm(ǫ)

❛✈❡❝ φm(ǫ) = o(ǫ)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Im−1 s✉✐✈❛♥t❡

Im−1 = ǫ2
∂mu0
∂xm2

(0)(−1)m+1

∫

σ
λm(y)dσ + o(ǫ2)

✽✳✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à ✭✽✳✸✳✼✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✽✳✻✳✶❛✮ ❡t ✭✽✳✻✳✶❜✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = ǫ2
∂mu0
∂xm2

(0)(−1)m
∫

σ
λm(y)dσ + Jǫ + o(ǫ2)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻ ❛♣♣❧✐q✉é à uǫ−u0✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Jǫ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✳✸✳✹✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|Jǫ| = ‖uǫ − u0‖20,Ωǫ
≤ Cφm(ǫ)2 = o(ǫ2)

✶✾✺



❆✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ λm ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✳✺✳✹✮ ♦♥ ❛ ✿

Jǫ(uǫ)− J0(u0) = ǫ2
∂mu0
∂xm2

(0)(−1)m
∫ 1

−1

(−1)m+122m−1

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

∂mv0
∂xm2

(0)
√
1− s2ds+ o(ǫ2)

= −ǫ2∂
mu0
∂xm2

(0)
∂mv0
∂xm2

(0)
22m−1

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

π

2
+ o(ǫ2)

= −ǫ2π 22(m−1)

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

∂mu0
∂xm2

(0)
∂mv0
∂xm2

(0) + o(ǫ2)

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉ ❝r❛❝❦ ❡st ❞♦♥❝

I(0) = −π 22(m−1)

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

∂mu0
∂xm2

(0)
∂mv0
∂xm2

(0) ✭✽✳✼✳✶✮

✽✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x0 ∈ Ω

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✽✳✶✳ ❉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ●❚ ✭✽✳✼✳✶✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ●❚ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✽✳✵✳✶✮ ❡t
à ❧✬❊❉P ✭✽✳✸✳✷✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ❝r❛❝❦ ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~n ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ x0 ∈ Ω ✿

I(x0, ~n) = −π
22(m−1)

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

∇mu0(x0)(~n, ..., ~n)∇mv0(x0)(~n, ..., ~n) ✭✽✳✽✳✶✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ x0 ♣❛r

I(x0) = max
|~n|=1

|I(x0, ~n)|

I(x0) ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❝❤❛r❣és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭✽✳✵✳✶✮ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❚❛❜❧❡
✭✽✳✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✽✳✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r m = 1 ❡t m = 2 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❣r❛❞✐❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✶✳✸✳✹✮ ❡t ✭✻✳✷✳✶✹✮✳

✽✳✾ ❆♥♥❡①❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t r > 0 ❡t ǫ
❛ss❡③ ♣❡t✐t t❡❧s q✉❡ ω̃ ( Br ⊂ Ω

ǫ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Br ♣♦✉r r > 0 ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡
❝❡♥tr❡ O ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✱ ❡t B = B1 ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Ω ⊃ B✳ P♦✉r
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ω ❞❡ R2 ♦♥ ♥♦t❡ ω′ = R2\ω ❡t D(ω′) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞(ω′) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ω′✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶✳ ❙♦✐t k ∈ [[0,m− 1]]✱ s♦✐❡♥t gk ∈
(
H

1/2+(m−1)−k
00 (σ)

)′
❡t u ∈ Hm(Br\σ)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

∣∣∣∣
∫

σ
gk

[
∂ku

∂nk

]∣∣∣∣ dσ ≤ ‖gk‖H1/2+m−1−k
00 (σ)′

|u|m,Br\σ

♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H
1/2+i
00 (σ) ♣♦✉r i ∈ N ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ H

1/2+i
00 (σ)′

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✶✾✻



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞✉❛❧✐té ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖
H

1/2+m−1−k
00 (σ)

✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ s❛✉t
[
∂ku
∂nk

]
❀ ❡t

❡♥✜♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Br\ω̃ ❡t s✉r ω̃✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t

∫

σ
gk

[
∂ku

∂nk

]
≤ ‖gk‖H1/2+(m−1)−k

00 (σ)′

∥∥∥∥
[
∂ku

∂nk

]∥∥∥∥
H

1/2+(m−1)−k
00 (σ)

= ‖gk‖H1/2+(m−1)−k
00 (σ)′

∥∥∥∥
[
∂ku

∂nk

]∥∥∥∥
1/2+(m−1)−k,σ̃

≤ C‖gk‖H1/2+(m−1)−k
00 (σ)′



∥∥∥∥∥
∂ku

∂nk

−
+ ψ

∥∥∥∥∥
1/2+m−1−k,σ̃

+

∥∥∥∥∥
∂ku

∂nk

+

+ ψ

∥∥∥∥∥
1/2+m−1−k,σ̃




≤ C‖gk‖H1/2+(m−1)−k
00 (σ)′

(
‖u+ ψ‖m,ω̃ + ‖u+ ψ‖m,Br\ω̃

)

= C‖gk‖H1/2+(m−1)−k
00 (σ)′

‖u+ ψ‖m,Br\σ

♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ R2✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ψ ∈ Pm−1✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s ✭♣rér❡q✉✐s✮✱ ♦♥ ❛

∫

σ
gk

[
∂ku

∂nk

]
≤ ‖gk‖H1/2+(m−1)−k

00 (σ)′
‖u‖Hm(Br\σ)/Pm−1

≤ C‖gk‖H1/2+(m−1)−k
00 (σ)′

|u|m,Br\σ

▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✷✳ ❙♦✐t u ∈ Hm(Br\σ) t❡❧❧❡ q✉❡ ∆mu ∈ L2(Br\σ) ❡t qi ∈ H1/2+2m−1−i
00 (σ) ♦ù i ∈ [[m, 2m−1]]✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

2m−1∑

i=m

∫

σ
qiAi(u) ≤

2m−1∑

i=m

‖qi‖H1/2+2m−1−i
00 (σ)

(
|u|Br\σ + ‖∆mu‖Br\σ

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❡s qi ♣❛r ✵ s✉r σ̃\σ✳ ❖♥ ♥♦t❡ q̃i ∈ H1/2+2m−1−i(σ̃) ❝❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts✳ ❙♦✐t
Q ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ (q̃m, q̃m+1, ..., q̃2m−1) ❞❛♥s ω̃✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✮✱
♦♥ ❛ ✿

b̃(Q, u) = (−1)m
∫

ω̃
∆muQ+

∫

σ̃

2m−1∑

i=m

Ai(u)qi, ∀u ∈ Hm(ω̃)

♦ù

b̃(u, v) =
m∑

k=0

Ck
m

∫

ω̃

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

✱ ∀u, v ∈ Hm(ω̃)

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✿
∣∣∣∣∣

∫

∂σ̃

2m−1∑

i=m

Ai(u)qi

∣∣∣∣∣ ≤ |b(Q, u)|+
∣∣∣∣
∫

ω̃
∆muQ

∣∣∣∣

≤ C|u|2,ω̃|Q|2,ω̃ + ‖∆mu‖0,ω̃‖Q‖0,ω̃

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Br ⊃ ω̃ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡s ♥♦r♠❡s H1/2+j
00 (σ) ♣♦✉r j ∈ [[0,m− 1]]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✾✼



▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸✳ ❙♦✐t E(x) ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✽✳✷✳✶✮✳ ❙♦✐t s ∈ N2 ❛❧♦rs

∂|s|E
∂xs

=

{
Fs(x) +Gslog(|x|), ♣♦✉r 0 ≤ |s| ≤ 2m− 2

Hs, ♣♦✉r |s| ≥ 2m− 1

♦ù Fs✱ Gs ❡t Hs s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s 2(m− 1)− |s| ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ♦ù ♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r s = (s1, s2)✱
∂xs = ∂xs11 ∂x

s2
2 ❡t |s| = s1 + s2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ E ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t E(x) = Cmg(x)h(x) ♦ù

g(x) = (x21 + x22)
m−1

h(x) = log(x21 + x22)

❡t Cm ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m✳ g(x) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ x✱ 2(m− 1) ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞♦♥❝ ∂|α|g
∂xα ❡st

✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ 2(m − 1) − |α| ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ∂h
∂xi

❡st −1 ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ ∂|α|h
∂xα ❡st −|α| ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂|s|(gh)
∂xs

∑

0≤α≤s

Cα
s

∂|α|g
∂xα

∂|s−α|h
∂xs−α

♦ù Cα
s =

∏
Cαi
si ❛✈❡❝ α ≤ s ⇐⇒ αi ≤ si, ∀i ∈ {1, 2}✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡♥ ❞❡✉①

♣❛rt✐❡s ✿
∂|s|(gh)
∂xs

∑

0≤α<s

Cα
s

∂|α|g
∂xα

∂|s−α|h
∂xs−α︸ ︷︷ ︸

2(m−1)−|s| ❤♦♠♦❣è♥❡

+
∂|s|g
∂xs︸ ︷︷ ︸

2(m−1)−|s| ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ♥✉❧ s✐ |s|≥2m−1

h

P♦✉r |s| ≥ 2m− 1✱ ∂sE
∂xs ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2(m− 1)− |s| ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✾✳✹✳ ❙♦✐t R ∈Wm(Λ)/Pm−1 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r

(Rext)

{
∆mR = 0, s✉r Λ

Ai(R) = gi, s✉r σ ∀i ∈ [[m, 2m− 1]]
✭✽✳✾✳✶✮

❛✈❡❝ gi ∈
(
H

1/2+2m−1−i
00 (σ)

)′
✳ ❆❧♦rs ✿

✶✳ R(x) ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥sWm(Λ)/Pm−1✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (gm, ..., g2m−1) 7→ R ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡
(
H

1/2+m−1
00 (σ)

)′
×

...×
(
H

1/2
00 (σ)

)′
❞❛♥s Wm(Λ)/Pm−1✳

✷✳ R(x) s✬é❝r✐t ❞❛♥s Wm(Λ)/Pm−1 ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ✿

R(x) =

2m−1∑

i=m

∫

σ
λi(y)Ai,y(E(x− y))dσy, ∀x ∈ Λ

✸✳ ❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉ts s✉✐✈❛♥t❡s à tr❛✈❡rs σ ✿

(−1)m+1

[
∂2m−1−iR

∂n2m−1−i

]
= λi, ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]]

✶✾✽



✹✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés λi s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s m éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

gj(x) =
2m−1∑

i=m

∮

σ
λi(y)Aj,xAi,y(E(x− y))dσy, ♣♦✉r j ∈ [[m, 2m− 1]]

♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = {(s, 0),−1 < s < 1} ❡t gi(x) = 0 ♣♦✉r i ∈ [[m+1, 2m− 1]] ❡t gm(x) = Cste = V ✱
❧❡s ❞❡♥s✐tés λi s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

λi(s) = 0, ∀i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

λm(s) =
(−1)m22m−1

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

V
√
1− s2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t
❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s

Hm(∆m, ω̃) =
{
u ∈ Hm(ω̃),∆mu ∈ L2(ω̃)

}

Wm(∆m, ω̃′) =
{
u ∈Wm(ω̃′), (1 + r2)

m
2 log(2 + r2)∆mu ∈ L2(ω̃′)

}

♦ù ω̃′ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r R2\ω̃✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
b̃(u, v) ❞é✜♥✐❡ s✉r Hm(ω̃)×Hm(ω̃) ♣❛r

b̃(u, v) =
m∑

k=0

Ck
m

∫

ω̃

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

❡t b̃′(u, v) ❞é✜♥✐❡ s✉r Wm(ω̃′)×Wm(ω̃′) ♣❛r

b̃′(u, v) =
m∑

k=0

Ck
m

∫

ω̃′

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ω̃ ❞♦♥♥❡ ✿

b̃(u, v) = (−1)m
∫

ω̃
∆muv +

2m−1∑

i=m

∫

∂ω̃
Ai(u)

∂2m−1−iv

∂n2m−1−i
, ∀v ∈ Hm(ω̃)

❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ã′(u, v) ❞♦♥♥❡ ✿

b̃′(u, v) = (−1)m
∫

ω̃′

∆muv −
2m−1∑

i=m

∫

∂ω̃
Ai(u)

∂2m−1−iv

∂n2m−1−i
∀v ∈Wm(ω̃′)

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ K ❞é✜♥✐ ♣❛r

K =

{
u ∈ Hm(∆m, ω̃)×Wm(∆m, ω̃′)/Pm−1, supp(∆

mu) = σ, [Ai(u)]σ = 0,

[
∂ku

∂nk

]

σ̃\σ
= 0, k ∈ [[0,m− 1]]

}

♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ K ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Wm(Λ) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Hm

loc(Λ) ✿

K = {u ∈Wm(∆m,Λ)/Pm−1, supp(∆
mu) = σ, [Ai(u)]σ = 0, i ∈ [[m, 2m− 1]]}

✶✾✾



▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Rext) ❡st ❛❧♦rs ✿ tr♦✉✈❡r R ∈ K t❡❧❧❡ q✉❡

tr♦✉✈❡r R ∈ K t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ b(R, v) = l(v), ∀v ∈ K, (Rext)

♦ù l(v) ❡t b(u, v) s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✿

l(v) =
2m−1∑

i=m

∫

σ
gi

[
∂2m−1−iv

∂n2m−1−i

]
❡t b(u, v) =

m∑

k=0

Ck
m

∫

Λ

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s K✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦❡r❝✐❢ s✉r K ✿

b(u, u) ≥ |u|2Wm(Λ) ✭✽✳✾✳✷✮

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✵✳✵✳✷ ✭♣rér❡q✉✐s✮

‖u‖K = ‖u‖Wm(Λ)/Pm−1
≤ C(Λ)|u|Wm(Λ) ✭✽✳✾✳✸✮

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ b(u, v) s✉r K✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

|l(v)| ≤ C
2m−1∑

i=m

‖gi‖H1/2+2m−1−i
00 (σ)′

‖v‖Wm(Λ)/Pm−1
∀v ∈ K ✭✽✳✾✳✹✮

❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ l(v) s✉r K✳ K ét❛♥t ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ Wm(Λ)/Pm−1 q✉✐
❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▲❛① ▼✐❧❣r❛♠✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext)✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r R✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✷✮✱ ✭✽✳✾✳✸✮ ❡t ✭✽✳✾✳✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(gm, ..., g2m−1) 7→ R ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J0 :
(gm, gm+1, ... ..., g2m−2, g2m−1) 7−→ R

(
H

1/2+m−1
00 (σ)

)′
× ... ×

(
H

1/2
00 (σ)

)′
−→ K

✭✽✳✾✳✺✮

Pr❡✉✈❡ ❞❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥ts

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r (qm, qm+1, ..., q2m−1) ∈ H1/2
00 (σ)× ...×H1/2+(m−1)

00 (σ)

tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧ q✉❡

[
∂2m−1−iQ

∂n2m−1−i

]
= qi, ∀i ∈ [[m, 2m− 1]] (Qext)

❙♦✐t u, v ∈ K✱ ♦♥ ❛

b(u, v) = (−1)m
∫

Λ
∆muv −

2m−1∑

i=m

∫

σ
Ai(v)

[
∂2m−1−iu

∂n2m−1−i

]

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Qext) ❡st ✿

tr♦✉✈❡r Q ∈ K t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ b(Q, v) = l′(v) ✱ ∀v ∈ K, (Qext)

♦ù ♦♥ ❞é✜♥✐t

l′(v) = −
2m−1∑

i=m

∫

σ
qiAi(v)

✷✵✵



P♦✉r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Rext)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✷✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

l′(v) ≤ C
2m−1∑

i=m

‖qi‖H1/2+2m−1−i
00 (σ)

|v|m,Br\σ

❆✈❡❝ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ W 2(Λ)/P1✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ l′(v) s✉r K✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Q ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Qext)✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (Qext) ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (qm, ...q2m−1) 7→ Q ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J1 :
(qm, qm+1, ... ..., q2m−2, q2m−1) 7−→ Q

H
1/2
00 (σ)× ... ×H1/2+m−1

00 (σ) −→ K
✭✽✳✾✳✻✮

❖♥ ♥♦t❡ J = J−1
1 ◦ J0 ❛✈❡❝ J0 ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✽✳✾✳✺✮✱ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

J :
(gm, gm+1, ... ..., g2m−2, g2m−1) 7−→ (qm, gm+1, ... ..., q2m−2, q2m−1)(

H
1/2+m−1
00 (σ)

)′
× ... ×

(
H

1/2
00 (σ)

)′
−→ H

1/2
00 (σ)× ... ×H1/2+m−1

00 (σ)

J ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆❡✉♠❛♥♥ t♦ ❉✐r✐❝❤❧❡t (Am(u), ..., A2m−1(u)) →(
[u], ...,

[
∂m−1u
∂nm−1

])
♦ù u ∈ K✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t ū ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ū(x) =
2m−1∑

i=m

∫

σ
λi(y)Ai,y(E(x− y))dσ(y)

=

2m−1∑

i=m

∫

∂ω̃
λ̃i(y)Ai,y(E(x− y))dσ(y)

♦ù λi ∈ H2m−1−i
00 (σ) ❡t λ̃i ∈ H2m−1−i(σ̃) s♦♥t ❧❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞é✜♥✐s ♣❛r

λ̃i =

{
λi, s✉r σ

0, s✉r σ̃\σ ∀i ∈ [[m, 2m− 1]]

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ∆mū = 0 s✉r Λ✳ P♦✉r x ∈ Λ✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s y 7→ Ai,y(E(x− .)) s♦♥t C∞(σ)✳ ❉❡ ♣❧✉s

∆m
x Ai,y(E(x− y)) = Ai,y(∆

m(E(x− y))) = 0

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s Ai,yE(.− y) s✉r Λ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r m✲✐è♠❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ♥✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ x✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆m✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✿

∆mū(x) = 0✱ ∀x ∈ Λ

P❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ E(x− y) ❡♥ x ∈ Λ ♣♦✉r |x| → ∞✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s
Ai(u) ♣♦✉r ✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸ ♦♥ ❛ ū(x) = O

(
|x|m−2log(|x|)

)
✳ ❖♥

❞é❞✉✐t q✉❡ ū

(1+r2)
m
2 log(2+r2)

∈ L2(Λ)✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t k ❢♦✐s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ū ♣♦✉r k ∈ [[1,m]]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r

❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ∇kū

(1+r2)
m−k

2 log(2+r2)
∈ L2(Λ)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ū ∈ Wm(Λ)✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ū

❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Wm(Λ)/P1 ♦♥ ❛ ū ∈ K✳ ❊♥s✉✐t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✽ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ω̃✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s λ̃i✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂2m−1−iū

∂n2m−1−i

±
(x) =

±(−1)m+1

2
λi(x)+

2m−1∑

j=m

∫

σ
λj(y)

∂2m−1−i

∂n2m−1−i
(Aj,y(E(x− y)) dσy, ∀x ∈ σ✱ ❡t ∀i ∈ [[m, 2m−1]]

✷✵✶



❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs σ ✿

λi = (−1)m+1

[
∂2m−1−iū

∂n2m−1−i

]
, ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]]

❊♥ ♣r❡♥❛♥t λi = (−1)m+1
[
∂2m−1−iR
∂n2m−1−i

]
✱ ❝♦♠♠❡ J1 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ū = R ❞✬♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts

✷ ❡t ✸✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♣♦✐♥t

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ū ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Ai,x ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m − 1]]✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t x → σ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡
✽✳✾✳✸ ♦♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

Ai,xAj,y(E(x− y)) = O

(
1

|x− y|2+(i+j)−2m

)

♦ù i, j ≥ m✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ t❡❧s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s m éq✉❛t✐♦♥s
✐♥té❣r❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ J−1

gi(x) =
2m−1∑

j=m

∮

σ
λj(y)Ai,xAj,y(E(x− y))dσy, ∀i ∈ [[m, 2m− 1]] ✭✽✳✾✳✼✮

♦ù
∮

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ J−1✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù σ = {(s, 0),−1 < s < 1}✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t x = (s, 0) ❡t y = (t, 0) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡s Ai s✉r ✉♥ ❝r❛❝❦ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸✱ ♦♥ ❛ ✿

Ai,xAj,y(E(x− y)) = ai,j
(s− t)2+i+j−2m

✭✽✳✾✳✽✮

♦ù ❧❡s aij s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❖♥ réé❝r✐t ✭✽✳✾✳✼✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✽✮ ✿

gi(s) =
2m−1∑

j=m

aij

∮ 1

−1

λj(t)

(s− t)2+i+j−2m
, i, j ∈ [[m, 2m− 1]] ✭✽✳✾✳✾✮

❖♥ ♣♦s❡

fj(s) =
1

π

∫ 1

−1

λj(t)

s− t dt, ♣♦✉r − 1 < s < 1

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t fj ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣♦✉r n ≥ 0 q✉❡

dnfj
dsn

=
(−1)nn!

π

∫ 1

−1

λj(t)

(s− t)n+1
dt

❖♥ ♥♦t❡ dnfj
dsn = f

(n)
j ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ réé❝r✐r❡ ✭✽✳✾✳✾✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s f (n)j ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

gi(s) =

2m−1∑

j=m

aij(−1)i+j+1−2mπ

(i+ j + 1− 2m)!
f
(i+j+1−2m)
j (s)

=

2m−1∑

j=m

bijf
(i+j+1−2m)
j (s) ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]]

✭✽✳✾✳✶✵✮

✷✵✷



♦ù ♦♥ ❛ ♣♦sé

bij =
aij(−1)i+j+1−2mπ

(i+ j + 1− 2m)!
✭✽✳✾✳✶✶✮

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✽✳✾✳✶✵✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s gi ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ✺ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✿

(S)





V = bm,mf
(1)
m + bm,m+1f

(2)
m+1 + ... +bm,2m−1f

(m)
2m−1

0 = bm+1,mf
(2)
m + bm+1,m+1f

(3)
m+1 + ... +bm+1,2m−1f

(m+1)
2m−1

✳✳✳
✳✳✳

0 = b2m−1,mf
(m)
m + b2m−1,m+1f

(m+1)
m+1 + ... +b2m−1,2m−1f

(2m−1)
2m−1

✭✽✳✾✳✶✷✮

P♦✉r rés♦✉❞r❡ (S)✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ i ❢♦✐s ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✵ ♣♦✉r ❧❡s i−2

♣r❡♠✐èr❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❛ i − 1 è♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦♥ ♣r❡♥❞ V bi+m−1,m

bm,m
✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st

♣r✐s❡ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ bm,m ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t s❛ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❡ s②stè♠❡ (S) ❞❡✈✐❡♥t ✿

(S ′)





V s = bm,mfm + bm,m+1f
(1)
m+1 + ... +bm,2m−1f

(m−1)
2m−1

V bm+1,ms

bm,m
= bm+1,mfm + bm+1,m+1f

(1)
m+1 + ... +bm+1,2m−1f

(m−1)
2m−1

✳✳✳
✳✳✳

V b2m−1,ms

bm,m
= b2m−1,mfm + b2m−1,m+1f

(1)
m+1 + ... +b2m−1,2m−1f

(m−1)
2m−1

✭✽✳✾✳✶✸✮

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ (S ′) s♦♥t ❧❡s f (i−m)
i ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]]✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❡st



fm =

V s

bm,m

fi = 0✱ ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ m éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞é❝♦✉♣❧é❡s✳ P♦✉r ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❬✻✷❪ ✿
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✭✻✳✺✳✸✮ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❆♥♥❡①❡ ❇ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮✳ ▲❡s
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥t ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡s λi = 0 ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s λi s♦♥t
❞♦♥❝ ✿ 



λm =

V

bm,m

√
1− s2, − 1 < s < 1

λi = 0✱ ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]] ❡t − 1 < s < 1

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ λi ∈ H1/2+i−m
00 ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ J q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❆✈❡❝ ✭✽✳✾✳✶✶✮✱ ♦♥ ❛ bm,m = −πam,m ❡t am,m ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✈♦✐r ✭✽✳✾✳✽✮✮ ✿

Am,xAm,y(E(x− y)) = am,m

(x1 − y1)2
, ♣♦✉r x, y ∈ σ

❆✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Am ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(−1)m ∂2m

∂x2m2
E(x− y) = am,m

(x1 − y1)2
, ♣♦✉r x, y ∈ σ ✭✽✳✾✳✶✹✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ ✭✈♦✐r ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✼ ♣♦✉r n = m− 1✮ q✉❡

∂2m

∂x2m2

(
|x|2(m−1)log(|x|2)

)
|x2=0

=
2(2m− 1)!

x21

✷✵✸



❞✬♦ù ❛✈❡❝ ✭✽✳✷✳✶✮ ❡t ✭✽✳✾✳✶✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

am,m =
(−1)m+1(2m− 1)!

22m−1π((m− 1)!)2
✭✽✳✾✳✶✺✮

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ bm,m ❡t λm s♦♥t ❞♦♥❝

bm,m =
(−1)m(2m− 1)

22m−1
Cm−1
2(m−1)

λm(s) =
(−1)m22m−1

(2m− 1)Cm−1
2(m−1)

V
√

1− s2

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡t ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✺✳ ❙♦✐t R(x) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✽✳✾✳✶✮✳
P♦✉r m ≥ 1✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ [[0,−1]] = ∅✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r |x| → ∞ ❡t ǫ→ 0 ✿

|∇kR(x)| ≤ C|x|m−2−klog(|x|), k ∈ [[0,m− 2]]

|∇m−1R(x)| ≤ C

|x|

|∇mR(x)| ≤ C

|x|2∥∥∥∇kR
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O
(
−ǫ−(m−2−k)log(ǫ)

)
, ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 2]]

∥∥∥∇m−1R
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O
(
ǫ
√
−log(ǫ)

)

∥∥∥∇mR
(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

= O (ǫ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✾✳✹✱ R(x) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

R(x) =

2m+1∑

i=m

∫

σ
λi(y)Ai,y(E(x− y))dσy ✭✽✳✾✳✶✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ✱❧❡s Ai,y(E(x− y)) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ai,y(E(x− y)) =
m−2∑

j=0

ϕi
j(y)|x− y|m−2−jlog(|x− y|) + ϕi

m−1(y)

|x− y|

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ x ❞❡ Ai(E(x − y)) à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♣✉✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t |x| → ∞ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸✱ ♦♥ ❛

Ai,y(E(x− y)) = O
(
|x|m−2log(|x|)

)

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✽✳✾✳✶✻✮ k ❢♦✐s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡s ∇kR ♣♦✉r k ∈ [[0,m]]✳ ❙♦✐t D > 0 t❡❧ q✉❡ Ω ⊂ BD ♣♦✉r

✷✵✹



0 ≤ k ≤ m− 2 ♦♥ ❛ ✿

∥∥∥∇kR
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

∥∥∥∇kR
(x
ǫ

)∥∥∥
2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\σ

∥∥∥∇kR(y)
∥∥∥
2
dy

= ǫ2
∫

Br\σ

∥∥∥∇kR(y)
∥∥∥
2
dy + ǫ2

∫

Ω
ǫ
\Br

∥∥∥∇kR(y)
∥∥∥
2
dy

≤ ǫ2
(
C +

∫
BD
ǫ

\Br

∥∥∥∇kR(y)
∥∥∥
2
dy

)

≤ ǫ2
(
C +

∫ D/ǫ

2
r2(m−2−k)log(r)2rdr

)

≤ ǫ2
(
C +

1

2(m− 1− k)

[
r2(m−1−k)

(
log(r)2 − 1

2(m− 1− k) log(r) +
1

(2(m− 1))2

)]D/ǫ

2

)

≤ Cǫ−2(m−2−k)log(ǫ)2

❞✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱

∥∥∥∇m−1R
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

∥∥∥∇m−1R
(x
ǫ

)∥∥∥
2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\σ

∥∥∇m−1R(y)
∥∥2 dy

≤ ǫ2
(∫

Br\σ

∥∥∇m−1R(y)
∥∥2 dy +

∫

1
ǫ
BD\Br

∥∥∇m−1R(y)
∥∥2 dy

)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

2

1

r2
rdr

= Cǫ2 + Cǫ2 [log(r)]
D
ǫ
2

≤ −Cǫ2log(ǫ)

❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

∥∥∥∇mR
(x
ǫ

)∥∥∥
2

0,Ωǫ

=

∫

Ωǫ

∥∥∥∇mR
(x
ǫ

)∥∥∥
2
dx = ǫ2

∫

1
ǫ
Ω\σ
‖∇mR(y)‖2 dy

≤ ǫ2
(∫

Br\σ
‖∇mR(y)‖2 dy +

∫

1
ǫ
BD\Br

‖∇mR(y)‖2 dy
)

≤ Cǫ2 + Cǫ2
∫ D/ǫ

2

1

r4
rdr

= Cǫ2 + Cǫ2
[−2
r2

]D
ǫ

2

≤ Cǫ2

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✻✳ ❙♦✐t wǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Qc
ǫ) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✳✺✳✶✮ ♣♦✉r m ≥ 1✱ ❡t R ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❡①tér✐❡✉r (Rext) ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✳✺✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t

wǫ = ǫmR
(x
ǫ

)
+ eǫ ✭✽✳✾✳✶✼✮

✷✵✺



❛✈❡❝
‖eǫ‖Hm(Ωǫ) = O(φm(ǫ))

|wǫ|m,Ωǫ = O(ǫ)

♦ù

φm(ǫ) =

{ −ǫ2log(ǫ) ♣♦✉r m ≥ 2

ǫ2
√
−log(ǫ) ♣♦✉r m = 1

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ eǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

(Eǫ)





(−1)m∆meǫ + eǫ = −ǫmR
(x
ǫ

)
, s✉r Ωǫ

Am(eǫ) = ϕm(x) = O(|x|), s✉r σǫ
Ai(eǫ) = −Ai(v0) = O(1), s✉r σǫ ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

Ai(eǫ) = ψǫ
i (x) = O

(
ǫ2
)
s✉r Γ ♣♦✉r i ∈ [|m, 2m− 1]]

✭✽✳✾✳✶✽✮

♦ù ϕm(x) = −Am(v0)(x) +Am(v0)(0) = O(|x|) ✭✈♦✐r ✭✽✳✹✳✶❛✮✮ ❡t ♦ù ψǫ
i (x) = −ǫmAi

(
R
(
x
ǫ

))
✳

❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ψǫ
i (x) = O

(
ǫ2
)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✱ ❧❡s Aj(u) ♣♦✉r j ∈ [[m, 2m− 1]] s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Aj,y(u) =
∑

m≤|p|≤j

ϕj
p(y)

∂|p|u
∂yp

✭✽✳✾✳✶✾✮

❆✈❡❝ ✭✽✳✾✳✶✾✮ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r x ∈ Γ ❡t y ∈ σ

Ai,xAj,y

(
E
(x
ǫ
− y
))

=
∑

m≤|p|≤i
m≤|q|≤j

ϕi
p(x)ϕ

j
q(y)

∂|p|+|q|

∂xp∂xq

(
E
(x
ǫ
− y
))

=
∑

m≤|p|≤i
m≤|q|≤j

ϕi
p(x)ϕ

j
q(y)

1

ǫ|p|
∂|p|+|q|E
∂xp∂xq

(x
ǫ
− y
)

=
∑

m≤|p|≤i
m≤|q|≤j

ϕi
p(x)ϕ

j
q(y)

1

ǫ|p|
Gp+q

(x
ǫ
− y
)

=
∑

m≤|p|≤i
m≤|q|≤j

ϕi
p(x)ϕ

j
q(y)

1

ǫ|p|
ǫ|p|+|q|−2m+2Gp+q (x− ǫy)

=
∑

m≤|p|≤i
m≤|q|≤j

ϕi
p(x)ϕ

j
q(y)ǫ

|q|−2m+2Gp+q (x− ǫy)

= O
(
ǫ2−m

)

♦ù Gk ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ 2(m− 1)− |k| ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ Gp+q (x− ǫy) = O (1) ❧♦rsq✉❡ ǫ → 0
♣♦✉r x, y ∈ Γ✳

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ‖eǫ‖m,Ωǫ

✷✵✻



❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ eǫ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ eǫ = e1ǫ + e2ǫ ❛✈❡❝ e1ǫ ∈ Hm(Ωǫ)/Pm−1 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(E1ǫ )





(−1)m∆me1ǫ = 0, s✉r Ωǫ

Am(e1ǫ ) = ϕm(x) = O(|x|), s✉r σǫ

Ai(e
1
ǫ ) = −Ai(v0) = O(1), s✉r σǫ✱ ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

Ai(e
1
ǫ ) = 0 s✉r Γ✱ ♣♦✉r i ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

❡t e2ǫ ∈ Hm(Ωǫ) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(E2ǫ )





(−1)m∆me2ǫ + e2ǫ = −e1ǫ − ǫmR
(x
ǫ

)
, s✉r Ωǫ

Ai(e
2
ǫ ) = 0, s✉r σǫ✱ ♣♦✉r i ∈ [[m, 2m− 1]]

Ai(e
2
ǫ ) = ψǫ

i (x) s✉r Γ

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖e1ǫ‖Hm(Ωǫ)/P1

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (E1ǫ ) ❡st ✿ tr♦✉✈❡r e1ǫ ∈ Hm(Ωǫ)/Pm−1 t❡❧❧❡ q✉❡

bǫ(e
1
ǫ , v) = −

∫

σǫ

ϕm

[
∂m−1v

∂nm−1

]
+

2m−1∑

k=m+1

∫

σǫ

Ak(v0)

[
∂2m−1−kv

∂n2m−1−k

]
, ∀v ∈ Hm(Ωǫ)/Pm−1

♦ù

bǫ(u, v) =

m∑

k=0

Ck
m

∫

Ωǫ

∂mu

∂xk1∂x
m−k
2

∂mv

∂xk1∂x
m−k
2

❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v = e1ǫ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r k ∈ [[m+ 1, 2m− 1]]

Jk =

∫

σǫ

Ak(v0)

[
∂2m−1−ke1ǫ
∂n2m−1−k

]

❡t

Jm =

∫

σǫ

ϕm

[
∂m−1e1ǫ
∂nm−1

]

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ bǫ(u, v) ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❉❡♥②✲▲✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖e1ǫ‖2Hm(Ωǫ)/Pm−1
≤ C|e1ǫ |m,Ωǫ ≤

2m−1∑

k=m

Jk ✭✽✳✾✳✷✵✮

❙♦✐t k ∈ [[m + 1, 2m − 1]]✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✶✱ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✹✳✶ ❡t à ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❛

Jk = ǫ

∫

σ
Ak(v0)(ǫX)

[
∂2m−1−ke1ǫ (ǫX)

∂n2m−1−k

]
dσ

≤ Cǫ1−(2m−1−k)|e1ǫ (ǫX)|m,Br\σ

≤ Cǫk−(m−1)|e1ǫ |m,Ωǫ

P✉✐sq✉❡ 2m− 1 ≥ k ≥ m+ 1 ✭❝✲à✲❞ k − (m− 1) ≥ 2✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Jk ≤ Cǫ2|e1ǫ |m,Ωǫ ✭✽✳✾✳✷✶✮

✷✵✼



❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ϕm(ǫX) = O(ǫ)✱ ♦♥ ❛

Jm = ǫ

∫

σ
ϕm(ǫX)

[
∂m−1e1ǫ
∂nm−1

]

≤ Cǫ‖ϕm(ǫX)‖
H

1/2
00 (σ)′

ǫ−(m−1)|e1ǫ (ǫX)|m,Br\σ

≤ Cǫ2−(m−1)|e1ǫ (ǫX)|m,Br\σ

≤ Cǫ2|e1ǫ |m,Ωǫ

✭✽✳✾✳✷✷✮

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✽✳✾✳✷✵✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✷✶✮ ❡t ✭✽✳✾✳✷✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖e1ǫ‖Hm(Ωǫ)/Pm−1
≤ Cǫ2 ✭✽✳✾✳✷✸✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖e2ǫ‖m,Ωǫ

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (E2ǫ ) ❡st ✿ tr♦✉✈❡r e2ǫ ∈ Hm(Ωǫ) t❡❧❧❡ q✉❡

aǫ(e
2
ǫ , v) =

∫

Ωǫ

(
−ǫmR

(x
ǫ

)
− e1ǫ

)
v +

2m−1∑

i=m

∫

Γ
ψǫ
i

∂2m−1−iv

∂n2m−1−i
∀v ∈ Hm(Ωǫ)

❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v = e2ǫ ❡t ♦♥ ♣♦s❡

Kǫ = −
∫

Ωǫ

(
ǫmR

(x
ǫ

)
+ e1ǫ

)
e2ǫ Lǫ =

2m−1∑

i=m

∫

Γ
ψǫ
i

∂2m−1−ie2ǫ
∂n2m−1−i

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ aǫ(u, v) ✭✽✳✵✳✹✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t

‖e2ǫ‖2m,Ωǫ
= Kǫ + Lǫ ✭✽✳✾✳✷✹✮

▲❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✺ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ‖e1ǫ‖Hm(Ωǫ)/Pm−1
= O(ǫ2) ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡

Kǫ ≤ Cφm(ǫ)‖e2ǫ‖0,Ωǫ ✭✽✳✾✳✷✺✮

●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ψǫ
i (x) = O(ǫ2) ❡t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ s✉r Ω\B✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Lǫ ≤ Cǫ2‖e2ǫ‖m,Ω\B ≤ Cǫ2‖e2ǫ‖m,Ωǫ ≤ Cǫ2

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ ✭✽✳✾✳✷✹✮ ❡t ✭✽✳✾✳✷✺✮ ✐❧ ✈✐❡♥t

‖e2ǫ‖m,Ωǫ ≤ Cφm(ǫ) ✭✽✳✾✳✷✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✷✸✮ ❡t ✭✽✳✾✳✷✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖eǫ‖m,Ωǫ ≤ ‖e1ǫ‖Hm(Ωǫ)/Pm−1
+ ‖e2ǫ‖m,Ωǫ

≤ Cφm(ǫ)

❊♥✜♥ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t m ❢♦✐s ✭✽✳✾✳✶✼✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✺ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

|wǫ|m,Ωǫ ≤
∥∥∥∇mR

(x
ǫ

)∥∥∥
0,Ωǫ

+ |eǫ|m,Ωǫ

≤ Cǫ

✷✵✽



▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✼✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✶ ✿

∂2n+2

∂x2n+2
2

(
|x|2nlog(|x|2)

)
|x2=0

=
2(2n+ 1)!

x21
♣♦✉r x1 6= 0

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ fn(x1, x2) = (x21 + x22)
nlog(x21 + x22) ❡t ψn(r) = rnlog(r)✳

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ✿

ψ(k)
n =

n!

(n− k)!ψn−k + C(k, n)rn−k ∀0 ≤ k ≤ n

♦ù C(k, n) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ k ❡t n✳
P♦✉r k = 0 ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✈r❛✐❡ ♣♦✉r 0 < k < n ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

ψ(k+1)
n =

n!

(n− k)!
[
(n− k)ψn−k−1 + rn−k−1

]
+ (n− k)C(k, n)rn−k−1

=
n!

(n− (k + 1))!
ψn−(k+1) +

[
n!

(n− k)! + (n− k)C(k, n)
]
rn−(k+1)

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r 0 ≤ k ≤ n ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C(k, n) ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

C(0, n) = 0

C(k + 1, n) =
n!

(n− k)! + (n− k)C(k, n) ∀k < n

P♦✉r k = n✱ ♦♥ ❛ ψ(n)
n (r) = n!log(r)+C(n, n)✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ψ(n+1)

n (r) = n!
r ✱ ψ

(n+2)
n (r) = − n!

r2
✱

ψ
(n+3)
n (r) = 2 n!

r3
✱ ✳✳✳ ❝✲à✲❞ ✿

ψ(n+k)
n =

(−1)k+1n!(k − 1)!

rk

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

ψ(k)
n (r) =





n!

(n− k)!ψn−k + C(k, n)rn−k s✐ k ≤ n

(−1)k−n−1n!(k − n− 1)!

rk−n
s✐ k > n

✭✽✳✾✳✷✼✮

❛✈❡❝ 



C(0, n) = 0

C(k + 1, n) =
n!

(n− k)! + (n− k)C(k, n) ∀k < n

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❖♥ ♣♦s❡ f(x) = ϕ
(
|x|2
2

)
✱ ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡

∂kf

∂xk2
=

∑

0≤2i≤k

ai,kϕ
(k−i)

( |x|2
2

)
xk−2i
2 ∀k ≥ 0 ✭✽✳✾✳✷✽✮

✶▼❡r❝✐ à ❆rt❤✉r ❱❛✈❛ss❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡

✷✵✾



P♦✉r k = 0 ✿ 0 ≤ 2i ≤ k ⇔ i = 0 ❡t f(x) = ϕ(0)
(
|x|2
2

)
x02✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r k ∈ N ❛✉ r❛♥❣ k + 1✱ ♦♥ ❛

∂k+1f

∂xk+1
2

=
∑

0≤2i≤k

ai,k
∂

∂x2

[
ϕ(k−i)

( |x|2
2

)
xk−2i
2

]

=
∑

0≤2i≤k−1

ai,k

[
ϕ(k−i+1)

( |x|2
2

)
xk−2i+1
2 + ϕ(k−i)

( |x|2
2

)
(k − 2i)xk−2i−1

2

]

+ a k
2
,k

[
∂

∂x2

(
ϕ(k− k

2
)

( |x|2
2

)
x
k−2 k

2
2

)]
1{k∈2N}

=
∑

0≤2i≤k−1

ai,kϕ
(k−i+1)

( |x|2
2

)
xk+1−2i
2 +

∑

0≤2i≤k−1

aikϕ
(k−i)

( |x|2
2

)
(k − 2i)x

k+1−2(i+1)
2

+ a k
2
,k

[
ϕ( k

2
+1)

( |x|2
2

)
x2

]
1{k∈2N}

=
∑

0≤2i≤k−1

ai,kϕ
(k+1−i)

( |x|2
2

)
xk+1−2i
2 +

∑

2≤2i≤k+1

ai−1,kϕ
(k+1−i)

( |x|2
2

)
(k − 2i+ 2)xk+1−2i

2

+ a k
2
,k

[
ϕ(k+1− k

2
)

( |x|2
2

)
x2

]
1{k∈2N}

= a0,kϕ
(k+1)

( |x|2
2

)
xk+1
2 +

∑

2≤2i≤k−1

[ai,k + (k − 2i+ 2)ai−1,k]ϕ
(k+1−i)

( |x|2
2

)
xk+1−2i
2

+ aj(k)−1,k

[
ϕ(k+1−j(k))

( |x|2
2

)
x
k+1−2j(k)
2 (k − 2j(k) + 2)

]
+ a k

2
,k

[
ϕ(k+1− k

2
)

( |x|2
2

)
x2

]
1{k∈2N}

❛✈❡❝ j(k) = 1
2 {k, k + 1} ∩ 2N = ⌊k+1

2 ⌋✳ ❖♥ ♣♦s❡ ai,k+1 =

{
a0,k = 1✱ s✐ i = 0 ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

ai,k + (k − 2i+ 2)ai−1,k s✐ 2 ≤ 2i ≤ k − 1

❖♥ ❛ ❞é❥à ✿

∂k+1f

∂xk+1
2

=
∑

0≤2i≤k−1

ai,k+1ϕ
(k+1−i)

( |x|2
2

)
xk+1−2i
2

+ a⌊ k+1
2

⌋,kϕ
(k+1−⌊ k+1

2
⌋)
( |x|2

2

)
x
k+1−2⌊ k+1

2 ⌋
2

(
k − 2⌊k + 1

2
⌋+ 2

)

+ a k
2
,k

[
ϕ(k+1− k

2
)

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k

2
2

]
1{k∈2N}





= g(x)

❖♥ ❞✐s❝✉t❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ k✳

❼ ❙✐ k ∈ 2N ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ⌊k+1
2 ⌋ = k

2 ❡t

g(x) = a k
2
−1,kϕ

k+1− k
2

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k

2
2

(
k − 2

k

2
+ 2

)
+ a k

2
,kϕ

k+1− k
2

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k

2
2

=
(
2a k

2
−1,k + a k

2
,k

)
ϕk+1− k

2

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k

2
2

❡t {k, k + 1}∩2N = k ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ a k
2
,k+1 = 2a k

2
−1,k+a k

2
,k✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✷✶✵



❼ ❙✐ k ∈ 2N+ 1✱ ⌊k+1
2 ⌋ = k+1

2 ❡t

g(x) = a k+1
2

−1,kϕ
k+1− k+1

2

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k+1

2
2

(
k − 2

k + 1

2
+ 2

)

=
(
a k−1

2
,k + a k

2
,k

)
ϕk+1− k+1

2

( |x|2
2

)
x
k+1−2 k+1

2
2

❡t {k, k + 1} ∩ 2N = k + 1 ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ a k+1
2

,k+1 = a k−1
2

,k✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✭✽✳✾✳✷✽✮ ♦ù ❧❡s ai,k ✈ér✐✜❡♥t ✿




a0,k = 1, ∀k ∈ N
ai,k+1 = ai,k + (k − 2i+ 2)ai−1,k, s✐ 2 ≤ 2i ≤ k − 1

a k
2
,k+1 = a k

2
,k + 2a k

2
−1,k, s✐ k ∈ 2N

a k+1
2

,k+1 = a k−1
2

,k s✐ k ∈ 2N+ 1



 s✐ k ≤ 2i ≤ k + 1

✭✽✳✾✳✷✾✮

➱t❛♣❡ ✸ ❖♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✽✳✾✳✷✼✮ ❡t ✭✽✳✾✳✷✾✮ ❡♥ ♣♦s❛♥t fn(x) = (x21 +

x22)
nlog(x21 + x22) = ϕn

(
|x|2
2

)
♦ù ϕn(r) = ψn(2r) = (2r)nlog(2r)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡

ré❝✉rr❡♥❝❡ ♠♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡ ✶ ❡t ✷ ♦♥ ❛ ✿

✕ ❙✐ k ≤ n
∂kfn

∂xk2
=

∑

0≤2i≤k

ai,kϕ
(k−i)
n

( |x|2
2

)
xk−2i
2

=
∑

0≤2i≤k

ai,k2
k−i

[
(k − i)!

(n− k + i)!
ϕn−k+i

( |x|2
2

)
+ C(k − i, n)|x|2(n−k+i)

]
xk−2i
2

❛✈❡❝ 0 ≤ k− i ≤ n✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r x2 = 0 ❡t x1 6= 0 ❧❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r
k = 2i ❞✬♦ù

∂kfn

∂xk2
= = a k

2
,k2

k
2

[
(k2 )!

(n− k
2 )!
ϕn− k

2

( |x|2
2

)
+ C(

k

2
, n)|x|2(n− k

2
)

]
1{k∈2N}

✕ ❙✐ n < k < 2n+ 2

∂kfn

∂xk2
=

∑

0≤2i≤k

ai,kϕ
(k−i)
n

( |x|2
2

)
xk−2i
2

=
∑

0≤2i≤k

ai,k2
k−i

[
(k − i)!

(n− k + i)!
ϕn−k+i

( |x|2
2

)
+ C(k − i, n)|x|2(n−k+i)

]
xk−2i
2 1{i≥k−n}

+
∑

0≤2i≤k

ai,k2
k−i (−1)k−i−n−1n!(k − i− n− 1)!

|x|2(k−i−n)
1{i<k−n}x

k−2i
2

❛✈❡❝
(0 ≤ k − i < 2n+ 2) ∧ (k − i ≤ n)⇐⇒ (i ≥ k − n)

❡t ♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✽✳✾✳✷✼✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r x2 = 0 ❡t x1 6= 0 ❧❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ ♥♦♥
♥✉❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r k = 2i ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s i ≤ k − n ❞✬♦ù

∂kfn

∂xk2
(x1, 0) = a k

2
,k2

k
2

[
(k2 )!

(n− k
2 )!
ϕn− k

2

( |x|2
2

)
+ C(

k

2
, n)|x|2(n− k

2
)

]
1{k∈2N}

✷✶✶



✕ ❙✐ k = 2n+ 2
∂2n+2fn

∂x2n+2
1

=
∑

0≤2i≤2n+2

ai,2n+2ϕ
(2n+2−i)
n

( |x|2
2

)
x2n+2−2i
2

=
∑

0≤i≤n+1

ai,2n+2ϕ
(2n+2−i)
n

( |x|2
2

)
x
2(n−i+1)
2

0 ≤ i ≤ n + 1 ❞♦♥❝ 2n − i + 2 ≥ n + 1 > n ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✽✳✾✳✷✼✮
♣♦✉r k > n ✿

ϕ(2n+2−i)
n

( |x|2
2

)
=

22n+2−in!(n+ 1− i)!(−1)n+1−i

|x|2(n+2−i)

❞♦♥❝
∂2n+2fn

∂x2n+2
1

=
∑

0≤i≤n+1

ai,2n+2
22n+2−in!(n+ 1− i)!(−1)n+1−i

|x|2(n+2−i)
x
2(n−i+1)
2

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r x2 = 0 ❡t x1 6= 0 ❧❡ s❡✉❧ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r i = n+ 1 ❞✬♦ù

∂2n+2fn

∂x2n+2
1

(x1, 0) =
2n+1n!an+1,2n+2

x21
✭✽✳✾✳✸✵✮

➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai,k ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✽✳✾✳✷✾✮✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ai,k =
k!

2ii!(k − 2i)!
✭✽✳✾✳✸✶✮

▼♦♥tr♦♥s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣♦✉r (i, k) ∈
{
(i, k) ∈ N2, 2i ≤ k

}
✳ ❙♦✐t P(k) =

{
ai,k = k!

2ii!(k−2i)!
, ∀2i ≤ k

}
✳

P(0) ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s P(k) ❡t ♠♦♥tr♦♥s P(k + 1)✳ ❉✬❛♣rès ✭✽✳✾✳✷✾✮ ✿

✕ ♣♦✉r i = 0 ♦♥ ❛ a0,k+1 = 1 = (k+1)!
(k+1)!

✕ ♣♦✉r 2 ≤ 2i ≤ k − 1 ♦♥ ❛ ✿

ai,k+1 = ai,k + (k − 2i+ 2)ai−1,k =
k!

2ii!(k − 2i)!
+ (k − (2i− 2))

k!

2i−1(i− 1)!(k − (2i− 2))!

=
k!

2i−1(i− 1)!(k − 2i)!

(
1

2i
+

1

k − 2i+ 1

)

=
(k + 1)!

2ii!((k + 1)− 2i)!

✕ ♣♦✉r k ≤ 2i ≤ k + 1 ♦♥ ❛ ✿

✯ s✐ k ∈ 2N ✿

a k
2
,k+1 = a k

2
,k + 2a k

2
−1,k =

k!

2
k
2
k
2 !0!

+ 2
k!

2
k
2
−1(k2 − 1)!2!

=
k!

2
k
2 (k2 − 1)!2!

(
2

k
+ 2

)

=
(k + 1)!

2
k
2
k
2 !

✯ s✐ k ∈ 2N+ 1 ✿

a k+1
2

,k+1 = a k−1
2

,k =
k!

2
k−1
2

(
k−1
2

)
!
(
k − 2k−1

2

)
!
=

k!

2
k−1
2

(
k−1
2

)
!
=
k + 1

2k+1
2

k!

2
k−1
2

(
k−1
2

)
!

=
(k + 1)!

2
k+1
2

(
k+1
2

)
!

✷✶✷



P(k + 1) ❡st ❞♦♥❝ ✈r❛✐❡ ❡t ❞♦♥❝ P(n) ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ✭✽✳✾✳✸✵✮ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✭✽✳✾✳✸✶✮ ♣♦✉r (i, k) = (n+1, 2n+2) ✭ an+1,2n+1 =
(2n+2)!

2n+1(n+1)!
✮

∂2n+2fn

∂x2n+2
1

(x1, 0) =
2n+1n!an+1,2n+2

x21
=

2(2n+ 1)!

x21

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✽✳ ❙♦✐❡♥t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R2✱ f ∈ Hα(∂Ω) ❛✈❡❝ α > 0✱ ❡t s♦✐t Vk(f) : H
α(∂Ω) →

Hα+2m−k(∂Ω) ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]] ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Vk(f) =





∫

∂Ω
f(y)

∂k−1(E(x− y))
∂nk−1

y

dσ(y) ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ m
∫

∂Ω
f(y)Ak−1,y(E(x− y))dσ(y) ♣♦✉r m+ 1 ≤ k ≤ 2m

♦ù E(x) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆m ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✽✳✷✳✶✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t

V −
k (f)(x) = Vk(f)(x) ♣♦✉r x ∈ Ω

V +
k (f)(x) = Vk(f)(x) ♣♦✉r x ∈ Ωc

❡t ♣♦✉r x ∈ ∂Ω ♦♥ ❞é✜♥✐t

V +
k (f)(x) = lim

x→y
x∈Ωc

V +
k (f)(y), V −

k (f)(x) = lim
x→y
x∈Ω

V −
k (f)(y)

❖♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r x ∈ ∂Ω ✿

(R1)

{
∂k

∂nkV
+
j (f)(x) = ∂k

∂nkV
−
j (f)(x) = ∂k

∂nkVj(f)(x), ❞❛♥s Hα+2m−k−j(∂Ω) ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]] ∧ j 6= 2m− k
∂k

∂nkV
±
2m−k(f)(x) = ±

(−1)m+1

2 f(x) + V2m−k(f), ❞❛♥s Hα(∂Ω) ♣♦✉r k ∈ [[0,m− 1]]

(R2)




AkV

±
j (f)(x) = AkVj(f)(x), ❞❛♥s Hα+2m−k−j(∂Ω) ♣♦✉r k ∈ [[m, 2m− 1]] ∧ j 6= 2m− k

AkV
±
2m−k(f)(x) = ±

(−1)m
2

f(x) +AkV2m−k(f)(x), ❞❛♥s Hα(∂Ω) ♣♦✉r k ∈ [[m, 2m− 1]]

♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té ❞❛♥s Hα+2m−k−j(∂Ω) ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s s✉✐✈❛♥ts ✭❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t s✐♥❣✉❧✐❡rs ✭❝✲à✲❞ ❧♦rsq✉❡
k + j ≥ 2m✮ ♣♦✉r x ∈ ∂Ω✱ ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✮ ✿

∂k

∂nkx
Vj(f)(x) =





∫

∂Ω

∂k

∂nk
∂j−1

∂nj−1
y

(E(x− y))f(y)dσ(y) ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ m
∫

∂Ω

∂k

∂nkx
Aj−1,y(E(x− y))f(y)dσ(y) ♣♦✉r m+ 1 ≤ j ≤ 2m

❡t

AkVj(f)(x) =





∫

∂Ω
Ak,x

∂j−1

∂nj−1
y

(E(x− y))f(y)dσ(y) ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ m
∫

∂Ω
Ak,xAj,y(E(x− y))f(y)dσ(y) ♣♦✉r m+ 1 ≤ j ≤ 2m

✷✶✸



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❬✸✺❪ ♣♣ ✸✽✹✲✸✽✽❪✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❛✉t ♣♦✉r ❞❡s ❞❡♥s✐tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❛❧❞❡rò♥ ❛ss♦❝✐é à ∆m✮ ✿

P =
{
(u|∂Ω, ∂nu|∂Ω, ..., ∂

n−1
n u|∂Ω, Amu|∂Ω, ..., A2m−1u|∂Ω), u ∈ Hm(Ω) ❡t ∆mu = 0

}

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♣♦✉r
❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u(x) =

∫

Ω
δ(x− y)u

= −
∫

Ω
∆muE(x− y)dy +

2m∑

i=m+1

∫

∂Ω

{
Ai−1,y(E(x− y))∂

2m−iu(y)

∂n2m−i
−Ai−1,y(u)

∂2m−iE(x− y)
∂n2m−i

}
dσ(y)

✭✽✳✾✳✸✷✮
❙♦✐t w ∈ H2m(Ω) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ∆mw = 0 s✉r Ω✳ ❙♦✐❡♥t Fk ∈ Hα+2m−k(∂Ω) ♣♦✉r 1 ≤ k ≤ 2m
t❡❧s q✉❡ 




∆mw = 0 ❞❛♥s Ω

F2m−k = −Ak(w) s✉r ∂Ω ♣♦✉r m ≤ k ≤ 2m− 1

F2m−k =
∂kw

∂nk
s✉r ∂Ω ♣♦✉r 0 ≤ k ≤ m− 1

✭✽✳✾✳✸✸✮

♣♦✉r x ∈ Ω✱ ❣râ❝❡ à ✭✽✳✾✳✸✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

w(x) =
2m∑

i=1

V −
i (Fi)(x) ✭✽✳✾✳✸✹✮

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ~n(x) ❡t ~τ(x) ❡♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s C∞ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∂Ω ♥♦té ñ(x) ❡t σ̃(x) ✳ ❆✐♥s✐

♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs f 7→ ∂2m−1−kf
∂n2m−1−k ❡t f 7→ Ak(f) ♣♦✉r k ∈ [[m, 2m− 1]] ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡

✈❡❝t❡✉rs ñ(x) ❡t σ̃(x)✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (R1)

❼ ❙✐ 0 ≤ k ≤ m− 1✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ✭✽✳✾✳✸✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∂kw

∂ñk
= (−1)m

2m∑

i=1

∂k

∂ñk
V −
i (Fi)(x), x ∈ Ω

P✉✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ x ✈❡rs ∂Ω ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✭✽✳✾✳✸✷✮✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦t✐é ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ δ(x− y) ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥ x = y ∈ ∂Ω ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1

2

∂kw

∂nk
(x) = (−1)m

2m∑

i=1

∂k

∂nk
Vi(Fi)(x), x ∈ ∂Ω ✭✽✳✾✳✸✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✽✳✾✳✸ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés s✉✐✈❛♥t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✿

♣♦✉r k + j < 2m
∂k

∂nk
V −
j (x) = O

(
|x− y|2m−1−(k+j)log(|x− y|

)

♣♦✉r k + j ≥ 2m
∂k

∂nk
V −
j (x) = O

(
1

|x− y|k+j+1−2m

)

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝

✷✶✹



✕ ♣♦✉r k + j < 2m ❧❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s ♣♦✉r x ∈ ∂Ω ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧✐♠✐t❡ ❡t
s✐❣♥❡ s♦♠♠❡ ❝✲à✲❞ ✿

∂k

∂nk
V −
j (x) =

∂k

∂nk
Vj(x)

✕ ♣♦✉r k+ j > 2m ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✹ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✸✺❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ é❣❛❧✐té ❛✉ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✸✸✮✱ ✭✽✳✾✳✸✺✮ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐




∂k

∂nk
V −
2m−k(F2m−k)(x) =

(−1)m
2

F2m−k(x) +
∂k

∂nk
V2m−k(F2m−k)(x)

∂k

∂nk
V −
j (x) =

∂k

∂nk
Vj(x), ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 2m ❡t j 6= 2m− k

P♦✉r x ∈ BR\Ω✱ ✭✽✳✾✳✸✹✮ ❞❡✈✐❡♥t

w(x) = −
2m∑

i=1

V +
i (Fi)(x) +G(x)

❛✈❡❝ G(x) ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ∂BR ❡t
ré❣✉❧✐❡rs s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∂Ω✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t





∂k

∂nk
V +
2m−k(F2m−k)(x) = −

(−1)m
2

F2m−k(x) +
∂k

∂nk
V2m−k(F2m−k)(x)

∂k

∂nk
V +
j (x) =

∂k

∂nk
Vj(x), ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 2m ❡t j 6= 2m− k

❞✬♦ù ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s (R1)✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (R2)

❼ ❙✐ m ≤ k ≤ 2m− 1✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r x ∈ ∂Ω ✿

Akw(x)

2
= (−1)m

2m∑

i=1

AkVi(Fi)(x), x ∈ ∂Ω

P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r 0 ≤ k ≤ m − 1✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✽✳✾✳✸✸✮✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥✬❡st
♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐




AkV

−
2m−k(F2m−k)(x) = −

(−1)m
2

F2m−k(x) +AkV2m−k(F2m−k)(x)

AkV
−
j (Fj)(x) = AkVj(Fj)(x), ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 2m ❡t j 6= 2m− k

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t



AkV

+
2m−k(F2m−k)(x) =

(−1)m
2

F2m−k(x) +AkV2m−k(F2m−k)(x)

AkV
+
j (Fj)(x) = AkVj(Fj)(x), ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 2m ❡t j 6= 2m− k

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (R2) ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳

✷✶✺





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❘✳ ❆✳ ❆❞❛♠s✳ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✳ P✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✽✳

❬✷❪ ▼✳ ❆❤❛r♦♥✱ ▼✳ ❊❧❛❞✱ ❛♥❞ ❆✳ ❇r✉❝❦st❡✐♥✳ ❑✲s✈❞ ✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥
■◆ ✿ P❘❖❈❊❊❉■◆●❙ ❖❋ ❙P❆❘❙✬✵✺✱ ♣❛❣❡s ✾✕✶✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✸❪ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡✱ ❋✳ ❏♦✉✈❡✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛♥ ●♦❡t❤❡♠✳ ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜②
s❤❛♣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✷✸✵✭✶✷✮ ✿✺✵✶✵✕✺✵✹✹✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ ▲✳ ❆♠❜r♦s✐♦ ❛♥❞ ❱✳▼✳ ❚♦rt♦r❡❧❧✐✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❥✉♠♣s ❜② ❡❧❧✐♣t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✈✐❛ ❣❛♠♠❛✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❳▲■■■ ✿✾✾✾✕
✶✵✸✻✱ ✶✾✾✵✳

❬✺❪ ❍✳ ❆♠♠❛r✐ ❛♥❞ ❍✳ ❑❛♥❣✳ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t t❡♥s♦rs ✿ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡♦r②✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✼✳

❬✻❪ ❙✳ ❆♠st✉t③✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✹✾✭✶✲✷✮ ✿✽✼✕✶✵✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✼❪ ❙✳ ❆♠st✉t③✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r P❉❊ s②st❡♠✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳✱
✷✵✵✻✳

❬✽❪ ❙✳ ❆♠st✉t③✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊❙❆■▼ ✿ ❈♦♥tr♦❧✱ ❖♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✶✶✭✸✮ ✿✹✵✶✕✹✷✺✱ ✸ ✷✵✶✵✳

❬✾❪ ❙✳ ❆♠st✉t③✱ ◆✳ ❱❛♥ ●♦❡t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ◆♦✈♦t♥②✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❢r❡❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✷✵✶✸✳

❬✶✵❪ ❙✳ ❆♠st✉t③✱ ■✳ ❍♦r❝❤❛♥✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼❛s♠♦✉❞✐✳ ❈r❛❝❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ t♦♣❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳
❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✱ ✸✹✭✶✮ ✿✽✶✕✶✵✶✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✶❪ ❙✳ ❆♠st✉t③ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ◆♦✈♦t♥②✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♣❧❛t❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣r♦✲
❜❧❡♠✳ ❊❙❆■▼✱ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳✱ ✶✼✭✸✮ ✿✼✵✺✕✼✷✶✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✷❪ ❏✳P✳ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❘✳ ▼✉r❡♥③✐✱ ❛♥❞ P✳ ❱❛♥❞❡r❣❤❡②♥st✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❲❛✈❡❧❡ts ❘❡✈✐s✐t❡❞ ✿ ❈❛✉❝❤② ❲❛✈❡❧❡ts
❛♥❞ ❙②♠♠❡tr② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ P❛tt❡r♥s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✻✭✸✮ ✿✸✶✹✕✸✹✺✱
✶✾✾✾✳

❬✶✸❪ ●✳ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ ❏✲❋✳ ❆✉❥♦❧✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✻✽✭✹✮ ✿✾✷✺✕✾✹✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✹❪ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ❏✳❋ ❆✉❥♦❧✱ ❛♥❞ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❈♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✲ ❚✇♦ ❖❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ ■♠❛❣❡ ✇✐t❤
●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ▼♦❞❡❧s✳ ✻✺✭✶✲✷✮ ✿✷✾✕✹✷✱ ✷✵✵✺✳

✷✶✼



❬✶✺❪ ●✳ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r P❉❊ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ✭s✉❜♠✐tt❡❞✮✳ ❈♦♥tr♦❧✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥s✳

❬✶✻❪ ●✳ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r P❉❊ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡✱ ✸✺✷✭✼✲✽✮ ✿✻✵✾ ✕ ✻✶✸✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✼❪ ●✳ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ P✳ ❑♦r♥♣r♦❜st✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✿ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✭s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✼ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✽❪ ❉✳ ❆✉r♦✉①✳ ❋r♦♠ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❜② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✉t✳ ▼♦❞❡❧✳✱ ✹✾✭✶✶✲✶✷✮ ✿✷✶✾✶✕✷✷✵✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✾❪ ❉✳ ❆✉r♦✉① ❛♥❞ ▼✳ ▼❛s♠♦✉❞✐✳ ❆ ♦♥❡✲s❤♦t ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✫ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✺ ✿✷✺✶ ✕ ✷✻✼✱ ✵✵ ✷✵✵✻✳

❬✷✵❪ ❉✳ ❆✉r♦✉①✱ ▼✳ ▼❛s♠♦✉❞✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❏❛❛❢❛r ❇❡❧❛✐❞✳ ■♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✸✕✹✷✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❊✳ ❚❛r♦❝♦✱ ❊✳❆✳ ❞❡ ❙♦✉③❛ ◆❡t♦ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ◆♦✈♦t♥② ✭❊❞s✮✳ ❈■▼◆❊✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✶❪ ❍✳ ❆②❛ss♦ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✳ ❏♦✐♥t ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❛✉ss✲♠❛r❦♦✈✲
♣♦tts ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜❛②❡s✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❈■P✮✱ ✷✵✵✾ ✶✻ t❤
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✷✾✼✕✶✸✵✵✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✷❪ ❆✳ ❇❛✉❞♦✉r✳ ❉ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❋✐❧❛♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷❉ ❡t ✸❉ ❀ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ P❤❞ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✸❪ ❆✳ ❇❛✉❞♦✉r✱ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ❛♥❞ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❧❛♠❡♥ts ✿ ❆ ❱❡❝t♦r
❋✐❡❧❞ ❛♥❞ P❉❊ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❋✐♦r❡❧❧❛ ❙❣❛❧❧❛r✐✱ ❆❧♠❡r✐❝♦ ▼✉r❧✐✱ ❛♥❞ ◆✐❦♦s P❛r❛❣✐♦s✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙❙❱▼✱
✈♦❧✉♠❡ ✹✹✽✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✺✶✕✹✻✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✹❪ ▲✳ ❏❛❛❢❛r ❇❡❧❛✐❞✱ ▼✳ ❏❛♦✉❛✱ ▼✳ ▼❛s♠♦✉❞✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙✐❛❧❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t t♦
✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥ts✱ ✸✷✭✶✶✮ ✿✽✾✶ ✕
✽✾✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✺❪ ❙✳ ❇❡r❧❡♠♦♥t ❛♥❞ ❏✲❈✳ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❊❞❣❡✱
❘✐❞❣❡✱ ❛♥❞ ❈✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❖❜❥❡❝ts ❉❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✾✭✶✮ ✿✼✹✕✽✹✱
✷✵✶✵✳

❬✷✻❪ ❙✳ ❇♦♥❡tt✐♥✐✱ ❘✳ ❩❛♥❡❧❧❛✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩❛♥♥✐✳ ❆ s❝❛❧❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡
❞❡❜❧✉rr✐♥❣✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✺✭✶✮ ✿✵✶✺✵✵✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✼❪ ❱✳ ❇♦♥♥❛✐❧❧✐❡✲◆♦ë❧✱ ❉✳ ❇r❛♥❝❤❡r✐❡✱ ▼✳ ❉❛♠❜r✐♥❡✱ ❋✳ ❍❡r❛✉✱ ❙✳ ❚♦r❞❡✉①✱ ❛♥❞ ●✳ ❱✐❛❧✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❊❙❆■▼ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✸✸ ✿✷✷✕✸✺✱ ✷✵✶✶✳
❈❆◆❯▼ ✷✵✶✵✱ ✹✵❡ ❈♦♥❣rès ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ◆✉♠ér✐q✉❡✳

❬✷✽❪ ❙✳❈✳ ❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ▲✳❘✳ ❙❝♦tt✳ ❚❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
✷✵✵✷✳

❬✷✾❪ ❆✳ ❇✉❛❞❡s✱ ❇✳ ❈♦❧❧✱ ❛♥❞ ❏✲▼✳ ▼♦r❡❧✳ ❆ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✷✵✵✺ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷ ♦❢
❈❱P❘ ✬✵✺✱ ♣❛❣❡s ✻✵✕✻✺✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬✸✵❪ ❆✳ ❇✉❛❞❡s✱ ❇✳ ❈♦❧❧✱ ❛♥❞ ❏✲▼✳ ▼♦r❡❧✳ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ▼❡❛♥s ❉❡♥♦✐s✐♥❣✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♥ ▲✐♥❡✱ ✶✱
✷✵✶✶✳

✷✶✽



❬✸✶❪ ❱✳ ❈❛s❡❧❧❡s✱ ❘✳ ❑✐♠♠❡❧✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ■♥t✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❱✐s✐♦♥✱ ✷✷✭✶✮ ✿✻✶✕
✼✾✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✼✳

❬✸✷❪ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ■♠❛❣✐♥❣
❱✐s✳✱ ✷✵✭✶✲✷✮ ✿✽✾✕✾✼✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✹✳

❬✸✸❪ ❚✳ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤❡♥✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧✱ P❞❡✱ ❲❛✈❡❧❡t✱ ❛♥❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝✳

❬✸✹❪ ❚✳ ❋✳ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ▲✳ ❆✳ ❱❡s❡✳ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳ ❚r❛♥s✳ ■♠❣✳ Pr♦❝✳✱ ✶✵✭✷✮ ✿✷✻✻✕✷✼✼✱
❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✶✳

❬✸✺❪ ●✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❏✳ ❩❤♦✉✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ◆♦♥❧✐♥❡❛r Pr♦❜❧❡♠s✳ ❆rt❧❛♥t✐s
st✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✷✳

❬✸✻❪ ❘✳ ❘✳ ❈♦✐❢♠❛♥ ❛♥❞ ❉✳ ▲✳ ❉♦♥♦❤♦✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡✲♥♦✐s✐♥❣✳ ♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✺✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
✶✾✾✺✳

❬✸✼❪ ❑✳ ❉❛❜♦✈✱ ❆✳ ❋♦✐✱ ❱✳ ❑❛t❦♦✈♥✐❦✱ ❛♥❞ ❑✳ ❊❣✐❛③❛r✐❛♥✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜② s♣❛rs❡ ✸❞ tr❛♥s❢♦r♠✲❞♦♠❛✐♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✽❪ ◆✳ ❉❡②✱ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✱ ❈✳ ❩✐♠♠❡r✱ P✳ ❘♦✉①✱ ❩✳ ❑❛♠✱ ❏✲❈✳ ❖❧✐✈♦✲▼❛r✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ✸❞ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r✐❝❤❛r❞s♦♥✲❧✉❝② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✺✷✼✷✱ ■◆❘■❆✱ ✷✵✵✹✳

❬✸✾❪ ❉✳▲✳ ❉♦♥♦❤♦ ❛♥❞ ■✳▼✳ ❏♦❤♥st♦♥❡✳ ■❞❡❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜② ✇❛✈❡❧❡t s❤r✐♥❦❛❣❡✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✽✶ ✿✹✷✺✕
✹✺✺✱ ✶✾✾✹✳

❬✹✵❪ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭s✉❜♠✐tt❡❞✮✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣
❙❝✐❡♥❝❡s ✭❙■■▼❙✮✳

❬✹✶❪ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ❛ 2m ♦r❞❡r P❉❊ ❛♥❞ ✷❉ ❝r❛❝❦ ❞♦♠❛✐♥s ✭✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✳

❬✹✷❪ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧ ❛♥❞ ●✳ ❆✉❜❡rt✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❛❧ ✭s✉❜♠✐tt❡❞✮✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✱ ✷✵✶✹✳

❬✹✸❪ ❆✳ ❉r♦❣♦✉❧✱ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆✉r♦✉①✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❛ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r P❉❊ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✷✵✶✹ ✭■❈■P ✷✵✶✹✮✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✳

❬✹✹❪ ❙✳ ●❡♠❛♥ ❛♥❞ ❉✳ ●❡♠❛♥✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❣✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✻✭✻✮ ✿✼✷✶✕✼✹✶✱ ✶✾✽✹✳

❬✹✺❪ ❏✳ ●✐r♦✐r❡✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡①tér✐❡✉rs✳
❘❛♣♣♦rt ■♥t❡r♥❡ ❞✉ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤✲ ♥✐q✉❡✱ ✶✾✼✻✳

❬✹✻❪ ❏✳ ●✐r♦✐r❡ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ◆❡❞❡❧❡❝✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r✐♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ✸✷✭✶✹✹✮ ✿✾✼✸✕✾✾✵✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✼✽✳

❬✹✼❪ ❉✳ ●r❛③✐❛♥✐✱ ●✳ ❆✉❜❡rt✱ ❛♥❞ ▲✳ ❇❧❛♥❝✲❋ér❛✉❞✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ●❛♠♠❛✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✷✲❉ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✭✸✮ ✿✺✼✽✕✺✾✹✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✶✵✳

❬✹✽❪ ❚✳ ❍❡❜❡rt ❛♥❞ ❘✳ ▲❡❛❤②✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✸❞ ❜❛②❡s✐❛♥ r❡❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✐ss♦♥ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ ❣✐❜❜s ♣r✐♦r✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✽✭✷✮ ✿✶✾✹✕✷✵✷✱ ✶✾✽✾✳

✷✶✾



❬✹✾❪ ❋✳▼✳ ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ❘✳❆✳ ❘②❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❆✳❏✳ ▲❡✇✐s✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ r❛❞❛r✳ ◆✉♠❜❡r
✈♦❧✳ ✺ ✐♥ ▼❛♥✉❛❧ ♦❢ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✴ ❡❞✳ ❜② ❘♦❜❡rt ❆✳ ❘②❡rs♦♥✳ P✉❜❧✳ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
❙♦❝✐❡t② ❢♦r P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✾✽✳

❬✺✵❪ ❆✳ ❍❡♥r♦t ❛♥❞ ▼✳ P✐❡rr❡✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ✫ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✶❪ ❙✳●✳ ❏♦❤♥s♦♥✳ ◆♦t❡s ♦♥ ✛t✲❜❛s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ▼■❚ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✶✶✳

❬✺✷❪ ❑✳ ❑r✐ss✐❛♥✱ ❘✳ ❑✐❦✐♥✐s✱ ❈✲❋✳ ❲❡st✐♥✱ ❛♥❞ ❑✳●✳ ❱♦s❜✉r❣❤✳ ❙♣❡❝❦❧❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞
✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❈❱P❘ ✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✺✹✼✕✺✺✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✸❪ ❈✳ ▲❛❝♦st❡✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ P♦✐♥t Pr♦❝❡ss❡s ❢♦r ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ▲✐♥❡ ◆❡t✇♦r❦ ❊①tr❛❝t✐♦♥
✐♥ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✼✭✶✵✮ ✿✶✺✻✽✕
✶✺✼✾✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✹❪ ▼✳ ▲❡❜r✉♥✳ ❆♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇▼✸❉ ■♠❛❣❡ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡s✲
s✐♥❣ ❖♥ ▲✐♥❡✱ ✷ ✿✶✼✺✕✷✶✸✱ ✷✵✶✷✳

❬✺✺❪ ▼✳ ▲❡❜r✉♥✱ ❆✳ ❇✉❛❞❡s✱ ❛♥❞ ❏✲▼✳ ▼♦r❡❧✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ❇❛②❡s✧ ✭◆▲✲❇❛②❡s✮ ■♠❛❣❡
❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♥ ▲✐♥❡✱ ✸ ✿✶✕✹✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✺✻❪ ▼✳ ▲❡❜r✉♥✱ ❆♥t♦♥✐ ❇✉❛❞❡s✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼♦r❡❧✳ ❆ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❜❛②❡s✐❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙■❆▼ ❏✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✻✭✸✮ ✿✶✻✻✺✕✶✻✽✽✱ ✷✵✶✸✳

❬✺✼❪ ▼✳ ▲❡❜r✉♥ ❛♥❞ ❆✳ ▲❡❝❧❛✐r❡✳ ❆♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❑✲❙❱❉ ■♠❛❣❡ ❉❡♥♦✐s✐♥❣
❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♥ ▲✐♥❡✱ ✷ ✿✾✻✕✶✸✸✱ ✷✵✶✷✳

❬✺✽❪ ❑▼✳ ▲✐❡✇ ❛♥❞ ◗✳ ❲❛♥❣✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❲❛✈❡❧❡t ❚❤❡♦r② ❢♦r ❈r❛❝❦ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✷✹✭✷✮ ✿✶✺✷✕✶✺✼✱ ✶✾✾✽✳

❬✺✾❪ ▼✳ ❏❛❝♦❜ ❛♥❞ ❚✳ ❇❧✉ ❛♥❞ ❈✳ ❱❛✐❧❧❛♥t ❛♥❞ ❏✳❍✳ ▼❛❞❞♦❝❦s ❛♥❞ ▼✳ ❯♥s❡r✳ ✸❉ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❆
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ st❡r❡♦ ❝r②♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦✲❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲st❡❡r❛❜❧❡ s♥❛❦❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✱ ✶✺ ✿✷✶✹✕✷✷✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✻✵❪ ❙✳ ▼❛❧❧❛t✳ ❆ ❲❛✈❡❧❡t ❚♦✉r ♦❢ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✾✽✳

❬✻✶❪ P✳ ❆✳ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ▲✳ ❋❛r✐♥❛✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s ❜② ❛ ❤❡❛✈✐♥❣ s✉❜♠❡r❣❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✸✼ ✿✸✻✺✕✸✼✾✱ ✹ ✶✾✾✼✳

❬✻✷❪ P✳❆✳ ▼❛rt✐♥✳ ❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✹✭✷✮ ✿✶✾✼✕✷✵✹✱ ✶✾✾✷✳

❬✻✸❪ ▼✳ ▼❛s♠♦✉❞✐✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❈♦♥tr♦❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✻ ♦❢ ●❆❑❯❚❖ ■♥t❡r♥❛t✳ ❙❡r✳ ▼❛t❤✳ ❆♣♣❧✳✱ ❚♦❦②♦✱ ❏❛♣❛♥✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✹❪ ❆✳▼ ▼❡♥❞♦♥❛ ❛♥❞ ❆✳❈✳ ❈❛♠♣✐❧❤♦✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ▼❡❞✳ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✷✺✭✾✮ ✿✶✷✵✵✕✶✷✶✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✻✺❪ ❲✳ ▼✐♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❳✉✳ ◆♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✼✻✭✷✺✼✮ ✿✶✕✶✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✻❪ ❈✳❈✳ ▼♦r❛❧❡s ❛♥❞ P✳ ❘❛❞❡✈❛✳ ❱❡ss❡❧♥❡ss ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱
✷✹✭✶✻✮ ✿✸✶✹✶✕✸✶✺✶✱ ✷✵✵✸✳

✷✷✵



❬✻✼❪ ❉✳ ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤❛❤✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✷✭✺✮ ✿✺✼✼✕✻✽✺✱ ✶✾✽✾✳

❬✻✽❪ ❏✲❈✳ ◆é❞é❧❡❝✳ ❆❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❆♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✾❪ ▲✳ ◆✐r❡♥❜❡r❣✳ ❖♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥♥❛❧✐ ❞❡❧❧❛ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐
P✐s❛ ✲ ❈❧❛ss❡ ❞✐ ❙❝✐❡♥③❡✱ ✶✸✭✷✮ ✿✶✶✺✕✶✻✷✱ ✶✾✺✾✳

❬✼✵❪ ❙✳ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❏✳❆✳ ❙❡t❤✐❛♥✳ ❋r♦♥ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣❡❡❞ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞
♦♥ ❤❛♠✐❧t♦♥✲❥❛❝♦❜✐ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❏❖❯❘◆❆▲ ❖❋ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ P❍❨❙■❈❙✱ ✼✾✭✶✮ ✿✶✷✕✹✾✱ ✶✾✽✽✳

❬✼✶❪ ❏✳ P❛✇❧❡②✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ▼✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✼✷❪ P✳ P❡r♦♥❛ ❛♥❞ ❏✳ ▼❛❧✐❦✳ ❙❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✷✭✼✮ ✿✻✷✾✕✻✸✾✱ ❏✉❧ ✶✾✾✵✳

❬✼✸❪ ❇✳ ❘❛❥❛❡✐✳ ❆♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇▲❙✲●❙▼ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ▼❡t❤♦❞✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♥
▲✐♥❡✱ ✹ ✿✹✹✕✼✵✱ ✷✵✶✹✳

❬✼✹❪ ❑✳ ❘✳ ❘❛♦ ❛♥❞ P✳ ❨✐♣✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✱ ■♥❝✳✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✵✳

❬✼✺❪ ▼✳ ❘♦❝❤❡r②✱ ■✳❍✳ ❏❡r♠②♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ◆❡✇ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦
❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ■❈■P ✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✽✷✷✕✽✷✺✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✺✳

❬✼✻❪ ▲✳■✳ ❘✉❞✐♥✱ ❙✳ ❖s❤❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋❛t❡♠✐✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ P❤②s✳
❉✱ ✻✵✭✶✲✹✮ ✿✷✺✾✕✷✻✽✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✷✳

❬✼✼❪ ❉✳ ❘✉✐③✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ✷✵✶✷✳

❬✼✽❪ ❆✳ ❙❛✇❛t③❦②✱ ❉✳ ❚❡♥❜r✐♥❝❦✱ ❳✳ ❏✐❛♥❣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇✉r❣❡r✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✱
✹✼✭✸✮ ✿✶✼✾✕✷✵✾✱ ✷✵✶✸✳

❬✼✾❪ ❏✳ ❙❡rr❛✳ ■♠❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ■♥❝✳✱ ❖r❧❛♥❞♦✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱
✶✾✽✸✳

❬✽✵❪ ❏✳ ❙♦❦♦❧♦✇s❦✐ ❛♥❞ ❆✳ ❩♦❝❤♦✇s❦✐✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ s❤❛♣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏✳
❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✸✼✭✹✮ ✿✶✷✺✶✕✶✷✼✷✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✾✳

❬✽✶❪ ❈✳ ❙t❡❣❡r✳ ❆♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱
✷✵✭✷✮ ✿✶✶✸✕✶✷✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✽✷❪ ❈✳ ❙t❡❣❡r✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ✉♥❞❡r ♣✉r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■❙P❘❙
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ✼✹ ✿✷✵✷✕✷✶✼✱ ✷✵✶✷✳

❬✽✸❪ ❘✳ ❙t♦✐❝❛✱ ❳✳ ❉❡s❝♦♠❜❡s✱ ❛♥❞ ❏✳ ❩❡r✉❜✐❛✳ ❆ ●✐❜❜s P♦✐♥t Pr♦❝❡ss ❢♦r ❘♦❛❞ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡♠♦t❡❧②
❙❡♥s❡❞ ■♠❛❣❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✺✼✭✷✮ ✿✶✷✶✕✶✸✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✽✹❪ ❋✳ ❚✉♣✐♥✱ ❏✳❋✳ ▼❛♥❣✐♥✱ ❊✳ P❡❝❤❡rs❦②✱ ❏✳▼✳ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼❛îtr❡✳ ❆ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
t♦ ❉❡t❡❝t ▲✐♥❡❛r ❋❡❛t✉r❡s✳ ✶✷ ✿✷✶✕✸✶✱ ✶✾✾✽✳

❬✽✺❪ ▼✳ ❚✉r✱ ❑✳ ❈✳ ❈❤✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ●♦♦❞♠❛♥✳ ❲❤❡♥ ✐s s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❄ ❆♣♣❧✐❡❞ ❖♣t✐❝s✱
✷✶✭✼✮ ✿✶✶✺✼✕✶✶✺✾✱ ✶✾✽✷✳
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❬✽✻❪ ◆✳ ❱❛♥ ●♦❡t❤❡♠ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ◆♦✈♦t♥②✳ ❈r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❛t❤✳ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳✱
✸✸✭✶✻✮ ✿✶✾✼✽✕✶✾✾✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✼❪ ❈✳ ❱♦♥❡s❝❤ ❛♥❞ ▼✳ ❯♥s❡r✳ ❆ ❢❛st ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡t✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✺✵✾✕✺✷✸✳

❬✽✽❪ ▼✳◆✳ ❲❡r♥✐❝❦ ❛♥❞ ❏✳◆✳ ❆❛rs✈♦❧❞✳ ❊♠✐ss✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ P❊❚ ❛♥❞ ❙P❊❈❚✳
❊❧s❡✈✐❡r✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✷✵✵✹✳

❬✽✾❪ ●✳ ❨✉ ❛♥❞ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ❉❈❚ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♥ ▲✐♥❡✱ ✶✱ ✷✵✶✶✳

❬✾✵❪ ❋✳ ❩❛♥❛ ❛♥❞ ❏✲❈✳ ❑❧❡✐♥✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧✲❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞
❝✉r✈❛t✉r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✵✭✼✮ ✿✶✵✶✵✕✶✵✶✾✱ ✷✵✵✶✳
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▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❞❡
str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✳

❘és✉♠é✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳
Pr✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❛ss✐♠✐❧és✱ s♦✐t à ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs s✐ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à
tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ s❛✉t✱ s♦✐t à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ✭✜❧❛♠❡♥ts ❡t ♣♦✐♥ts ❡♥ ✷❉✮ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡
❡♥ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
❛❞❛♣tés à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✐ss♦♥♥✐❡♥ ♦✉ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡t ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ✢♦✉s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜ss✉ré✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❊❉P ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❡t ét✉❞✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✷❉ ✜ss✉rés ♦✉ ♣❡r❢♦rés✱ ❡t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✸❉ ✜ss✉rés✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s
✐♠❛❣❡s ✷❉ ❡t ✸❉✱ ✢♦✉té❡s ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✜♥❡s ♣❛r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s m−✐è♠❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❣r❛❞é❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞✬♦r❞r❡ 2m✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ●r❛❞✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥✱ ❙tr✉❝t✉r❡s ✜♥❡s✱ Pr♦❜❧è♠❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s✱
➱q✉❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❖♣ér❛t❡✉r ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞r❡ 2m✱ ❘♦❜✉st❡ss❡✳

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✜♥❡
str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣

❆❜str❛❝t✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❡❞❣❡s ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❝r♦ss t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛ ❥✉♠♣✱ ♦r t♦ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ✭✜❧❛♠❡♥ts ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✷❉✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❥✉♠♣ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❝r♦ss
t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♠❛❣❡s
❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t♦ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ P♦✐ss♦♥✐❛♥ ♦r s♣❡❝❦❧❡❞ ✐♠❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧②
❜❧✉rr❡❞✳ ❆s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t✱ ❛ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r P❉❊ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❞❡t❡❝t ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❉❊ ♦❢ ❑✐r❝❤❤♦✛ t②♣❡✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝r❛❝❦❡❞ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t♦ ❝r❛❝❦❡❞
✸❉ ❞♦♠❛✐♥s✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s✱ s❤♦✇ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❧❛♠❡♥ts ✐♥ ✷❉
✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ m− th ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ 2m ♦r❞❡r P❉❊✳
❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❘❡st♦r❛t✐♦♥✱ ❋✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✱ ◗✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱
❊❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡q✉❛t✐♦♥✱ 2m ♦r❞❡r P❉❊✱ ❘♦❜✉st♥❡ss✳


