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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡ ✈♦✐❝✐ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ♣❛❣❡✱ ❜❧❛♥❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✶✱ ❞❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳

◗✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✱ ❥❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉s❡ ❞✬❡♥ ❛rr✐✈❡r ❧à✱ ♣✉✐sq✉❡ ç❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❥✬❛✐
✭♣r❡sq✉❡✮ t❡r♠✐♥é✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✉r ❡st ❢❛✐t✳ ▼❛✐s ❝❡ q✉✐ r❡st❡ à é❝r✐r❡ ♥❡ s❡
♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡ ❞❡s

é♠♦t✐♦♥s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✳

P♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs q✉❡ ❥✬❛✐♠❡ ❜✐❡♥✱ ❥✬❛✐ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬êtr❡ à
❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡t ♣❛s ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ ✦✮✱ ❡t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r s✉r s❝è♥❡
♣♦✉r ✉♥❡ ré✈ér❡♥❝❡ ✜♥❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ t✐❡♥t ♣❧✉tôt ❜✐❡♥ ✿ ✉♥ s❛❧✉t✱ ❝✬❡st ❝❡
❞❡r♥✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞✬✉♥ s♣❡❝t❛❝❧❡✱ ♦ù ❧✬❛rt✐st❡ r❡❞❡✈✐❡♥t ❤✉♠❛✐♥✳ ❈✬❡st ❝❡t ✐♥st❛♥t

♣♦✉rt❛♥t ❞ér✐s♦✐r❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ♣r❡st❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❧✉s tôt✱ ❡t ♣♦✉rt❛♥t s✐ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❖r✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♣❡❝t❛❝❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ s❛♥s ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❞❡ ❣❡♥s✱ q✉✬♦♥
♥❡ ✈♦✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✉r s❝è♥❡ ❀ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✕q✉❡ ❥❡ ♣❡✉① ✜èr❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧❡r

✓ ♠❛ ✔ t❤ès❡✕✱ ♥✬❛✉r❛✐t ❥❛♠❛✐s ❡✉ ❧✐❡✉ s❛♥s ❧❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❡rs♦♥♥❡s✱ q✉❡ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ✭♣❛r ✉♥ t♦♥♥❡rr❡ ❞✬❛♣♣❧❛✉❞✐ss❡♠❡♥ts

s✐❧❡♥❝✐❡✉①✮✳

❊♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡ ♠❛îtr❡ ❞❡ ❝éré♠♦♥✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✐t ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳
◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t très ❢♦rt ❞❛♥s s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦♥ ✈✐✈❛♥t✱ ❝r✉①✐✈❡r✲
❜✐st❡ ❛❝❤❛r♥é✱ ❣r❛♥❞ ❛♠❛t❡✉r ❞❡ ❞❡ss❡rts ✭s✉rt♦✉t ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s✮✱ ❝❤❛♠♣✐♦♥
♠♦♥❞✐❛❧ ✭♣r❡sq✉❡✮ ❞❡ s✉❜t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭♦✉ ♣❛s✮ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ♣❛r✐❡✉r ❛②❛♥t
❧❡ ❣♦ût ❞✉ r✐sq✉❡ ✭❡t ❞✉ ❜❛❧❛✐✮✱ râ❧❡✉r ✐♥t❡♠♣❡st✐❢ ✭s✉rt♦✉t ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❣❡♥s q✉✐
é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ♠♦ts ❢❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ♠♦ts ❝r♦✐sés✱ ❝❢ ✉♥ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ♣ré❝é❞❡♥ts✮✱
❡t ❥✬❡♥ ♣❛ss❡✳ ■❧ ❛ s✉ ♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r✱ ♠✬♦r✐❡♥t❡r✱ ♠❡ s✉♣♣♦rt❡r ✭❛r❣❤ ✦✮✱ ♠❡ s❡❝♦✉❡r
q✉❛♥❞ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t✳ ❊t ♠ê♠❡ s✬✐❧ ét❛✐t ✉♥ ♣❡✉ r✉❞❡ ♣❛r❢♦✐s✱ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ❥❛♠❛✐s s❛♥s r❛✐s♦♥
✭❧à✱ ❥❡ r❡❣❛r❞❡ ❛✉ ♣❧❛❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✐r ❧❡ ♣❧✉s ✐♥♥♦❝❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❀ ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs été
❥✉st❡ ❡t ❤♦♥♥êt❡ ❡♥✈❡rs ♠♦✐✳

❖♥ ❞✐t ♣❛r❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣èr❡✱ ❡t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳ ❖r✱ ✉♥ ❤❛s❛r❞ ❛♠✉s❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❛❧♣❤❛❜ét✐q✉❡ ❛ ♣❧❛❝é s♦♥

✶✳ ❊♥ ❢❛✐t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ é❞✐t❡✉r ❞❡ t❡①t❡✱ ♠❛✐s ç❛ s♦♥♥❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥✳
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♣ré♥♦♠ ❞❛♥s ♠♦♥ ré♣❡rt♦✐r❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ t♦✉t ♣✐❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré♥♦♠s ❞❡✳✳✳ ♠♦♥
♣èr❡ ❡t ♠♦♥ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳ Pr♦♠✐s✱ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✈♦✉❧✉✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❧❛ ❝r❛✐♥t❡
❞❡ ♠❡ tr♦♠♣❡r ❞✬✉♥ ❝r❛♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧❡r s❛♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡①♣rès ✦

❇r❡❢✱ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ❡st tr♦♣ ❢♦rt✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❧✬✐♥✈❡♥t❡r ✭❡t ç❛ s❡r❛✐t ✉♥ s❛❝ré ❜♦✉❧♦t✮✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t ç❛✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉❡
❥✬❛✉r❛✐s ♣✉ ♦✉❜❧✐❡r✳

Pr❡♥❛♥t ♣❛rt é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ s♣❡❝t❛❝❧❡✱ ♠❡r❝✐ ❛✉ ❥✉r② ❀ q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
♣♦✉r ✈❡♥✐r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ✭❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥
❜♦♥ ♣♦t ✦✮✳ ❏❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ✈♦✉s✱ ❛✉ss✐ ✐❧ ♠✬❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✉s
❛❞r❡ss❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡rs♦♥♥❛❧✐sé✳ ▼❛✐s ♠❡r❝✐ ❞✬êtr❡ ❧à ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♥❞
✜♥❛❧✳ ❯♥❡ ré✈ér❡♥❝❡ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡❧✐r❡ ❝❡tt❡
❧♦♥❣✉❡ t❤ès❡✳ ❊t ♣❛r❞♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧ à r❡t♦r❞r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈♦✉s ❞♦♥♥❡r✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rt✐st❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é à ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✱ ✐❧ ② ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❈❖❈◗✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✐s❝✉té✱ ré✢é❝❤✐✱ tr♦✉✈é ❞❡s ❝❤♦s❡s✱ é❝❤♦✉é✱ ré✢é❝❤✐ ❡♥❝♦r❡✳ ❈❡s ré✉♥✐♦♥s s♦♥t t♦✉✲
❥♦✉rs ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s✱ ❡t ❝❡✱ ❣râ❝❡ à ❝❡✉① q✉✐ ② ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ✿
♠❡r❝✐✳

➚ ❧❛ ré❣✐❡✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❊❈❘❊❚✳ ❉❡s ❝❛♥❛♣és ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ❞❡ss❡rts
q✉✐ ♥✬❛tt❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✬êtr❡ ♠❛♥❣és✱ ❞❡s ❣ât❡❛✉① r❛♠❡♥és ❞✬✉♥ ♣❛②s ❧♦✐♥t❛✐♥ ✭♦✉
♣❛s✮✱ ✉♥ t❛s ❞❡ ♣❡r♠❛♥❡♥ts✱ ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ st❛❣✐❛✐r❡s ❡t ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ✐♥st❛❧❧és à ❞✐s❝✉t❡r
❡♥ ❜✉✈❛♥t ❞✉ ❝❛❢é ♦✉ ❞✉ t❤é t♦✉t ❡♥ ❜❛❧❛♥ç❛♥t ❣❡♥t✐♠❡♥t ❞❡s ❜❧❛❣✉❡s s✉r ❝❡❧✉✐ q✉✐
❛❧❧❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ✷✳ P❛s ❞❡ ❞♦✉t❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❥♦✉r ♦ù ❥✬❛✐ ♠✐s
❧❡s ♣✐❡❞s ❡♥ ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✱ ❥✬❛✐ s✉ q✉❡ ❥❡ ♠✬② s❡♥t✐r❛✐ ❜✐❡♥✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
❝♦♥st❛♥t ✭♦✉ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡st✲❝❡ ❣râ❝❡ à ❝❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t✱ q✉✐ s❛✐t ❄✮✱ ❝❡✉① q✉✬♦♥
② tr♦✉✈❡ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ ❛❞♦r❛❜❧❡s q✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡st
t❡rr✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❛❣✐❡✉s❡✳ ❇r❡❢✱ ❝✬❡st ✉♥ ✈r❛✐ ♣❧❛✐s✐r ❞✬② êtr❡ ❡t ❞✬② tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ ▼❡r❝✐
à ✈♦✉s t♦✉s ♣♦✉r ❝❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥t✱ ❝❡ s♦✉t✐❡♥✱ ❝❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✱
❝❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠♦ts ❝r♦✐sés s♣♦rt✐❢s ✸✳ ❱♦✉s ❛❧❧❡③ t♦✉s ♠❡ ♠❛♥q✉❡r✳

❯♥ s❛❧✉t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠♦♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧✱ ❊❚■❙✱ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡
❞✬❆❚❊❘✳ ❯♥ ❛♥✱ ❝✬❡st ❝♦✉rt✱ s✉rt♦✉t q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ t❤ès❡ à ✜♥✐r ❡t ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥
à ♣ré♣❛r❡r✱ ❡t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs é✈✐❞❡♥t ❞❡ ♥♦✉❡r ❞❡s ❧✐❡♥s ♦✉ ❞❡ s✬✐♥té❣r❡r✳ ❊t
♣♦✉rt❛♥t ✦ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❝❡t ❛❝❝✉❡✐❧✱ ❝❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✈❛r✐é❡s✱ ❡t ❝❡s ❜❧❛❣✉❡s à ❧❛ ♣❛✉s❡
❝❛❢é✴t❤é✳

✷✳ ◆♦♥✱ ❥❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡r❛✐ ♣❛s ❞❡ ♥♦♠s✳
✸✳ ❙✐ ✈♦✉s ♥❡ s❛✈❡③ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ♠♦ts ❝r♦✐sés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♣♦rt✐❢s✱ ✈♦✉s êt❡s ❞❡s ❧❡❝t❡✉rs

♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉és✱ s❛✐♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❡t ❞✬❡s♣r✐t✱ ♥✬ét❛♥t ❥❛♠❛✐s ✈❡♥✉s ❢❛✐r❡ ❞❡s ♠♦ts ❝r♦✐sés
❛✉ ♣r♦❥❡t✳
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❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t s♣❡❝t❛❝❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ✓ ♣❡t✐t❡s ♠❛✐♥s ✔ q✉✬♦♥ ♥❡
✈♦✐t ♣❛s s✉r s❝è♥❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉rt❛♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳ ❙❛♥s ❡✉①✱ q✉❡ s❡r❛✐s✲❥❡ ❞❡✈❡♥✉❡ ❄
➚ t♦✉s ❧❡s ❝♦♣❛✐♥s✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ✭❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡✱ ♠❛✐s ✈♦✉s ✈♦✉s r❡tr♦✉✈❡r❡③✮ ❧❡s
é❣❛r❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈♦✐❡s✱ ❧❡s ❛❝r♦❜❛t✐❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s st❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❜❛✛❡s
✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s à ❝♦✉♣ ❞❡ ❤♦♦♣✱ ❧❡s ❜❧❛❣✉❡s ♣♦t❛❝❤❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣ré♣❛ ❛❣r❡❣✱ ❧❡s ♣❛ss✲
✐♥❣s t♦r❞✉s✱ ❧❡s ♣❛♣♦t❛❣❡s s✉r ❧❡s t❛♣✐s ❞✬❛❝r♦✱ ❧❡s ❞❛♥s❡s ♣❛rt❛❣é❡s ✭q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡
❞❡ ❞❛♥s❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦✉ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❤♦ré❣r❛♣❤✐❡s✮✱ ❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s ✐♥❝♦♥trô❧❛❜❧❡s✱ ❧❡s
s♣❡❝t❛❝❧❡s ♣rés❡♥tés✱ ❧❡s s♣❡❝t❛❝❧❡s r❡❣❛r❞és✱ ❧❡s ❜♦♥s ♣❡t✐ts ♣❧❛ts s✉❜t✐❧s ✭♦✉ ❞é✲
❝❛❞❡♥ts✮✱ ❧❡s ❝❤❛♥s♦♥s à ❝❛ss❡r ❧❡s ♦r❡✐❧❧❡s ❞❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❧❡s sé❛♥❝❡s ❞❡ ❥❡✉ ❞❡ rô❧❡
é♣✐q✉❡♠❡♥t ❞rô❧❡s✳

❯♥ ♣❡t✐t ❜♦♥✉s s♣é❝✐❛❧ à t♦✉s ❧❡s ✓ ❣r❛♠♠❛r ♥❛③✐s ✔ ❡t s❛✉✈❡✉rs ▲❆❚❊❳ ♣♦✉r ❧❡
♣❡t✐t ✭❣r♦s✮ ❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✉❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✳ ❏❡ ✈♦✉s ❞♦✐s ❞❡s ❝❤♦❝♦❧❛ts✳

❊♥✜♥✱ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♣♦✉r ❧✬❛♠♦✉r q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté ❡t ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té
q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ à ❝✉❧t✐✈❡r✳ ➚ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t s÷✉rs✱ ❡t t♦✉t ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣é✳ ❊t à ♠♦♥ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞❡♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ s✐① ❛♥s✱ q✉✐
♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡✱ s✉♣♣♦rté❡✱ s♦✉t❡♥✉❡ t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P♦✉r ✈♦✉s✱ ❥❡
s✉✐s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ❝♦✉rt✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ tr♦♣ ❞❡ ❝❤♦s❡s à ❞✐r❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡
❞❛♥s ❧❛ ❣♦r❣❡ ♠✬❡♥ ❡♠♣ê❝❤❡ ✭❛✉ss✐ ♣❛r❛❞♦①❛❧ q✉❡ ç❛ ♣✉✐ss❡ ♣❛r❛îtr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ t❛♣❡r s✉r ✉♥ ❝❧❛✈✐❡r✮✳ ❆❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♠❡r❝✐✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

❈♦♠♠❡♥t ❧✐r❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

P♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶ ❈♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ▲❉P❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✺
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✶✳✶✳✸ ❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷ ❈♦❞❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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✶✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❇P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷ ◆♦t✐♦♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✷✸
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✼✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ▲❉●▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✼✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ●❛r❝ì❛✲❋rì❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
✼✳✸✳✷ ❱❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✼✳✸✳✸ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽✸
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡♥t ❧✐r❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❄

▲❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥tér❡ss❡r ❞❡s
❧❡❝t❡✉rs ✐ss✉s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦✉ ❞❡s ❝♦❞❡s
❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❀ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡rs ❛✈❡❝ ❧❡s
❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ré✉♥✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❞✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs✮✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈
✭▲♦✇ ❉❡♥s✐t② P❛r✐t② ❈❤❡❝❦✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ ♣❛r ❞❡s ❧❡❝t❡✉rs ♥✬ét❛♥t ❢❛♠✐❧✐❡rs
♥✐ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✱ ♥✐ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✿ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t r❡q✉✐s❡s✱ ♠❛✐s ❣✉èr❡ ♣❧✉s✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡ ❧✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ✭♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✮✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
♣❡✉t ❞♦♥❝✱ s✬✐❧ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ ❧✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❀ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡✱ s✬✐❧
❡st ❞é❥à ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s✱ ♥❡ ♣❛s ❧✐r❡ ❧✬✉♥❡
♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ à ✹ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s
❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺ à ✼ ♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ à q✉❡❧q✉❡s s❡❝t✐♦♥s ♣rès✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭✐❧ ❡st✱ ❞❡ ❢❛✐t✱ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
❡st ❞♦♥❝ ❧✐❜r❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡✱ s✐ ❝❡❧✉✐ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❛❣❡s ♥❡ ❧✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s✳

❇♦♥♥❡ ❧❡❝t✉r❡✳

✹✳ ❱♦✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✐r❡ 1
√

2
|❝❤❛♣✐tr❡ ✶〉+ 1

√

2
|❝❤❛♣✐tr❡ ✷〉✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛②❛♥t ❝♦♠♣r✐s ❝❡tt❡

♣❡t✐t❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ❞é❥à ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ♥✬❛✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡
❧✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✶
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1 - Codes correcteurs 
classiques

2 - Introduction 
au quantique

3 - Codes correcteurs quantiques

4 - Codes LDPC quantiques

5 - Codes à partir 
d'un produit

6 - Codes q-aires
6.2 - Codes 
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q-aires de 
produit

7 - Codes spatialement 
couplés
7.2 - Codes SC 
à partir d'un 
produit

7.3 - Codes SC 
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Conclusion

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ P❧❛♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✿ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡
❆ ❡t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❇ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧✉ ✭♦✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✮ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❆ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❇✳ ❙✐♥♦♥✱ ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

P♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❄

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❝❡♥t ✭❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❡t t❤é♦r✐❡s ❞❛t❡♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✮ ❡t ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❛❧❧é❝❤❛♥t❡s ✿ ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❡❝rèt❡s
♣❧✉s sûr❡s✱ ❡t❝✳ ▲❡ ♠♦t ✓ q✉❛♥t✐q✉❡ ✔ ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ très ✈❡♥❞❡✉r ❛✉♣rès ❞✉ t♦✉t
♣✉❜❧✐❝✱ ❡t s❡rt ❞❡ ♣rét❡①t❡ à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠é❞✐❛s ❞❡ s❝✐❡♥❝❡✲✜❝t✐♦♥✳ ▼❛✐s q✉❡❧ ❡st
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❛✉ ❢♦♥❞ ❄

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ❝❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉✬♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿ à ❝❡t ✐♥st❛♥t✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣♦✉r
♥❡ ❧❡ ✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱
♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✉✈❡♥t ❞✉ ❝❤❛t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡♥sé❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♠❡t ✉♥ ❝❤❛t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❤❡r♠ét✐q✉❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜♦ît❡✱ ✉♥ s②stè♠❡
❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ❞❡✉① ❞❡ ré♣❛♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐s♦♥ ❡t ❞❡ t✉❡r ❧✬❛♥✐♠❛❧ ✺✳
▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs q✉❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥✬❛ ♣❛s

✺✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡♥sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲✬❛✉t❡✉r t✐❡♥t à ♣ré❝✐s❡r q✉✬❛✉❝✉♥ ❝❤❛t ♥✬❛
été ♠❛❧tr❛✐té ❞✉r❛♥t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧✐és à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳



✸

été ♦✉✈❡rt❡✱ ❧❡ ❝❤❛t ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ✜①❡ ✓ ✈✐✈❛♥t ✔ ♦✉ ✓ ♠♦rt ✔✱ ♠❛✐s ❞❛♥s
✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡
❝❤❛t✱ q✉❡ s♦♥ ét❛t ♠♦rt ♦✉ ✈✐✈❛♥t ❡st ✜①é ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ▲❡ ❝é❧è❜r❡ ❝❤❛t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❞❛♥s s❛ ❜♦ît❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❧✬♦✉✈r❡✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛t ❡st ♠♦rt ♦✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛t ❡st ✈✐✈❛♥t✱ ♠❛✐s t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❜♦ît❡ r❡st❡
❢❡r♠é❡✱ ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts à ❧❛ ❢♦✐s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡s ❛♥✐♠❛✉① ✭❧❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♥❡ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❛♥t ♣❛s à é❝❤❡❧❧❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ✖ ♦✉ ❛♥✐♠❛❧❡ ✖✮✱
♠❛✐s ♣❛r ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✱ ♦✉ ❞❡s ✐♦♥s✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t
❞é❧✐❝❛t❡✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ très ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ P♦✉rq✉♦✐ ❛❧♦rs
s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❄

❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❝❤❛t ❡♥ ❜♦ît❡✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts ✿
✉♥ ❝❤❛t ✈✐✈❛♥t✱ ❡t ✉♥ ❝❤❛t ♠♦rt✳ ◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ❧❛ ❜♦ît❡ ♥✬❡st ♣❛s ❤❡r♠ét✐✲
q✉❡♠❡♥t ❢❡r♠é❡ ❄ ❖♥ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥t❡♥❞r❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❝❤❛t s❛♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡①♣rès✱ ❡t ❞♦♥❝ à
♠♦❞✐✜❡r s♦♥ ét❛t ✿ s✐ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✉♥ ♠✐❛✉❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st q✉✬♦♥ ❛✱ s❛♥s ❧❡ ✈♦✉❧♦✐r✱
♠♦❞✐✜é ❧✬ét❛t ❡♥ ❝❤❛t ✈✐✈❛♥t✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❛r✲
❢❛✐t❡♠❡♥t ✐s♦❧é ♣❡✉t s✉❜✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖r
❝❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s②stè♠❡
q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡✱ s✐ r✐❡♥ ♥✬❡st ❢❛✐t
♣♦✉r s❡ ♣r♦té❣❡r ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
s✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❥✉sq✉✬à r❡♥❞r❡ t♦✉t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✉①✳

❈✬❡st ❧à q✉✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡t ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❢❛✉t❡s✮✱ ♦✉ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ét❛ts
q✉❛♥t✐q✉❡s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮✳ ❈❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t
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Miaou !

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ▲❛ ❜♦ît❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♠❛❧ ❢❡r♠é❡ ✿ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ❞✉
❜r✉✐t ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❤❛t ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t✳

♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦rr✐❣❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ✈❛ ❞❡ s♦✐✱ ♠❛✐s ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡ ❢❛✐r❡
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✿ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❧❡s ❝♦rr✐❣❡r✱ ❛❧♦rs
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♥❡ ❢❡r❛ q✉❡ s✬❛❝❝r♦îtr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝♦rr✐❣❡❛♥t
✈✐t❡ ❡t ❜✐❡♥ s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❬●♦t✶✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❢❛✉t❡s
❡t ❝♦❞❡s✮✳

▼ê♠❡ s✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
q✉❛♥t✐q✉❡s ♦♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❝♦✉s✐♥s ❞✉ ♠♦♥❞❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ✭✈♦✐r ❬●❛❧✻✷❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✱ ✓ ▲♦✇
❉❡♥s✐t② P❛r✐t② ❈❤❡❝❦ ✔✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t à ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❝r❡✉s❡✱ ♦✛r❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡
très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r ✿
✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s ❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s♦✉❤❛✐té❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❡t s✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❣é♥ér❡r ❞❡ très ❜♦♥s ❝♦❞❡s ▲❉P❈
❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡✱ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r tr❛♥s♠❡ttr❡✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡
❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛♥❛❧✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛♥❛❧
❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉rt❛♥t très s✐♠♣❧❡✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❝♦❞❡s q✉✬♦♥
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣♦✉rt❛♥t
q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❯♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡st q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❡s
❝♦❞❡s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ✈♦✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ s✉❝❝ès ✿ ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞é❝❡✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼✮✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s♦♥t ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r
✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❝✐❜❧é ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ 1/4✮✱ ❡t s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❈♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ▲❉P❈

❝❧❛ss✐q✉❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s
❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡t ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❞é❥à ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡✉t
❞♦♥❝ ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸
♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥✬❛✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ♣❛s ✈♦❝❛t✐♦♥ à êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t
s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❀ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé
♣♦✉rr❛ ❧✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘❯✵✽❪✳

❚♦✉t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❡st ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ à tr❛✈❡rs
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❜r✉✐té✱ ❡t s✉rt♦✉t à ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ r❡ç♦✐✈❡ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❧♣❤❛❜❡t ♣❤♦♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❖❚❆◆ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡
❝♦rr❡❝t❡✉r✳ ▲❡s s✐❣♥❛✉① r❛❞✐♦ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜r✉✐tés✱ ❡t s✐ ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t
tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ✭❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛♥❣✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❛✐❞❡ à r❡❝♦♥st✐t✉❡r
❧❡ ♠❡ss❛❣❡✮✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ s❡✉❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡
✐♠♠❛tr✐❝✉❧❛t✐♦♥✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ tr♦♠♣❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡s
♠♦ts ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❧❡ttr❡s ✿ ✓ ❆❧♣❤❛ ✔ ♣♦✉r ❆✱ ✓ ❇r❛✈♦ ✔ ♣♦✉r ❇✱ ✓ ❈❤❛r❧✐❡ ✔
♣♦✉r ❈✱ ❡t❝✳ ❙✐ ✓ ❉ ✔ ❡t ✓ ❚ ✔ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧✬♦r❛❧✱ ✓ ❉❡❧t❛ ✔ ❡t
✓ ❚❛♥❣♦ ✔ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ tr❛♥s♠✐s ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣ ✭✉♥ ♠♦t ♣♦✉r
✉♥❡ ❧❡ttr❡✮✱ ♠❛✐s ♣❧✉s sûr✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❛❥♦✉t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✶✳✶ ❈❛♥❛✉① ❡t ❝♦❞❡s

❙✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢♦r♠❡s✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ q✉✬à
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r♠és ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ A✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

✺
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s②♠❜♦❧❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❡t ♠♦ts ❧❡s s✉✐t❡s ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t✱ ❝❡t ❛❧♣❤❛❜❡t s❡r❛ {0, 1} ✭❧❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t 0 ❡t 1✮✱ ❡t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t
❛❧♦rs ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❜✐ts ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 01101 ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5✳

✶✳✶✳✶ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

▲♦rsq✉✬♦♥ tr❛♥s♠❡t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✐❧ ❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ✭♦✉ ♣❧✉s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝❛♥❛❧✮✳ ❈❡ ❝❛♥❛❧ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❛❧é❛s ✖❡♥ ❣é♥ér❛❧
✐♥é✈✐t❛❜❧❡s✖ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✿ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s r❛❞✐♦✱
❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♠♣❛r❢❛✐ts✱ ♣✐❣❡♦♥ ✈♦②❛❣❡✉r q✉✐ s❡ ♣❡r❞ ❡♥ r♦✉t❡✱ ❡t❝✳ ■❧ ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p(y | x) ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ r❡ç♦✐✈❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ y
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❡♥✈♦②é ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ x✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛❣✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❡♥✈♦②é✳ ❯♥ t❡❧ ❝❛♥❛❧ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s p(y | x) ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ r❡ç♦✐✈❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ y✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ❛
❡♥✈♦②é ❧❡ s②♠❜♦❧❡ x✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❈❛♥❛❧ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❛❧♣❤❛❜❡ts A ❡t B✳ ❯♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s
♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A ✈❡rs ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t B ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀x ∈ A, ∀y ∈ B, p(y | x) = ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ r❡ç♦✐✈❡ y ❡♥ ❛②❛♥t ❡♥✈♦②é x

P♦✉r ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ✜①é❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ r❡ç♦✐✈❡ ✉♥ ♠♦t y =
y1y2 . . . yn s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ❛ ❡♥✈♦②é ❧❡ ♠♦t x = x1x2 . . . xn ❡st ❛❧♦rs ✿

p(y | x) =
n∏

i=1

p(yi | xi)

♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛❣✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❛r❧❡r❛ q✉❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡s ❝❛♥❛✉① ♦♥t

❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❞é❝r✐ts très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ A = B = {0, 1}✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛
q✉❡ 4 ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés à ❝♦♥♥❛îtr❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❧❡s ♣❧✉s
❝♦♥♥✉s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❈❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r p ✭♦✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✮ ❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ {0, 1} ✈❡rs {0, 1} ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

p(0 | 0) = p(1 | 1) = 1− p
p(1 | 0) = p(0 | 1) = p

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝✬❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥ ❜✐t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ❡t ♥❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− p✳



✶✳✶✳ ❈❆◆❆❯❳ ❊❚ ❈❖❉❊❙ ✼

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❈❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✮✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ✭♦✉ ♣❛r❛♠ètr❡ p✮ ❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ {0, 1} ✈❡rs {0, 1, e}✱ ♦ù e ❡st ❛♣♣❡❧é
s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

p(e | 0) = p(e | 1) = p

p(1 | 1) = p(0 | 0) = 1− p
p(0 | 1) = p(1 | 0) = 0

❈❡ ❝❛♥❛❧ ✓ ♣❡r❞ ✔ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✭❧❡ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r e✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ❡t
❧❡ ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣é s✐♥♦♥✳

✶✳✶✳✷ ❈♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r

❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣♦✉r ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
❝❛✉sé❡s ♣❛r ❝❡s ❝❛♥❛✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r
❞❡ ❞♦✉❜❧❡r ❝❤❛q✉❡ ❜✐t ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞♦♥♥é ✿ ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r 0✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ 00✱ ❡t ♣♦✉r
❡♥✈♦②❡r 1✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ 11✳ ❙✐ ♦♥ r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 0e✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é
ét❛✐t 00✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ r❡ç♦✐t ee✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡
❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr✐♣❧❡r ❧❡s ❜✐ts ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ✿ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥
r❡ç♦✐t 101✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡✈✐♥❡r q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é ét❛✐t 111✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛✣♥❡r✱ s❡❧♦♥
❧❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✿ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥ts ♣❧✉tôt ❢❛✐❜❧❡✱ ✉♥ ❜✐t ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♠♦t
♣❡✉t s✉✣r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡ ♠♦t 10011✱ ♦♥ tr❛♥s♠❡t 100111 ✭❧❡
❞❡r♥✐❡r ❜✐t ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✮✳ ❙✐ ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t s✉r✈✐❡♥t s✉r ✉♥
s❡✉❧ ❞❡s ❜✐ts ❞✉ ♠♦t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥
r❡ç♦✐t 10e111✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜✐t ♠❛♥q✉❛♥t ❡st 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❈♦❞❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ✭♦✉ ❝♦❞❡✮ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ✭k 6 n✮ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t A t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ An ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ Ak ❞❛♥s C ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ C

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡✳

❖♥ ❝♦♥❢♦♥❞r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❯♥ ❝♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t✱ ♣❧✉s

❧♦♥❣ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✮✳ ▲❡ ♠♦t r❡ç✉ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥✈♦②é✱
♠❛✐s ♦♥ ❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ✔ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❀
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦t ❜r✉✐té
r❡ç✉✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❘❡♥❞❡♠❡♥t✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ R ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R =
k

n
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▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿
✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ 1/2✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞♦✉❜❧❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠❡s✲
s❛❣❡ tr❛♥s♠✐s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜r✉t✮✳ ❯♥ r❡♥❞❡♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st
♣❡✉ ❛✉❣♠❡♥té❡ ✭❝❛r k ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ n✮✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 s✐❣✲
♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ✭k ❡st
♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ n✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❉é❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ C ❡t ✉♥
♠♦t y r❡ç✉ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡
à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦t x ∈ C q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✿

max
z∈C

P[z ❡st ❧❡ ♠♦t ❡♥✈♦②é | y ❡st ❧❡ ♠♦t r❡ç✉]

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ♠♦ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠✲
♠✐♥❣ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♠♦ts x = x1 . . . xn ❡t
y = y1 . . . yn✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦ts ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

d(x, y) = #{i, xi 6= yi}

#A ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A✳
❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❧❛ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ d ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

d = min{d(x, y), x, y ∈ C , x 6= y}

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐
sé♣❛r❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱
♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ s❡ tr♦♠♣❡r ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ♣❧✉s ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r
❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❞❡✉① ♠♦ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s
q✉✬✉♥ ♠♦t s♦✐t ❛❧téré ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❡t ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ é❝❤♦✉❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ♠♦t r❡ç♦✐t ♠♦✐♥s ❞❡ (d − 1)/2 ❡rr❡✉rs ✭✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s
❞❡ (d− 1)/2 s②♠❜♦❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ♠♦t ❡♥✈♦②é✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ ♠♦t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❀ ❛✉ ❞❡❧à✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✱ ❡t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
é❝❤♦✉❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
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d

(d-1)/2

(d-1)/2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ✭♣♦✐♥ts ♥♦✐rs✮✱ ❡t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❧❡ ✭d✮✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦t r❡ç✉ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭♣♦✐♥t ✈❡rt✮✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à (d− 1)/2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ♠♦t r❡ç✉ ❡st ❛✉ ❞❡❧à ✭♣♦✐♥t r♦✉❣❡✮✱ ♦♥
r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❡t s❡ tr♦♠♣❡r✳

✶✳✶✳✸ ❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧

❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❡❧s
❝♦❞❡s ♣❡✉t✲♦♥ ✉t✐❧✐s❡r s✉r ❝❡ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❄
P❡✉t✲♦♥ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ✈❡rs ③ér♦ ❄ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛ss❡③
✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ✓ ❜r✉✐té ✔ ✭❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r✮✱
♣❧✉s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ♠❡ttr❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❀ ♠❛✐s ♣❧✉s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ✓ ✜❞è❧❡ ✔✱ ♣❧✉s ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉
❝♦❞❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❣r❛♥❞✳

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré♣♦♥❞❡♥t à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té r❡♣rés❡♥t❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡
❜✐ts q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ ✿ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ 1 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♥♦♥ ❜r✉✐té✱ ✉♥❡
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ 0 ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❜r✉✐té s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r✐❡♥ tr❛♥s♠❡ttr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝❛♥❛❧ C ❞❡ A ✈❡rs B ❞♦♥♥é
♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p(y | x)✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s
♠♦ts ❡♥✈♦②és ❡st ♥♦té❡ X✱ ❡t ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦ts r❡ç✉s ❡st ♥♦té❡ Y ✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

sup
X,Y

I(X;Y )
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♦ù I(X;Y ) ❡st ❧✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ X ❡t Y ✱ ❡t ✈❛✉t ✿

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X) = H(X)−H(X | Y )

♦ù H ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

H(X) = −∑x p(x) log p(x)

H(X | Y ) = −∑x,y p(x, y) log p(x | y)

♦ù ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ p(x) = P[X = x], p(x, y) = P[X = x, Y = y]✱
p(x | y) = P[X = x | Y = y]✳

❚♦✉s ❧❡s ✓ log ✔ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❝❡✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱
s❡r♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❜❛s❡ 2 s❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦♥♥✉s ✿

Pr♦♣r✐été ✶ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡
s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

C❝❜s(p) = 1− h(p, 1− p) ✭✶✳✶✮

♦ù h(p1, . . . , pk) = −
k∑

i=1

pi log pi✳

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1/2 ❛ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✲
✐té ♥✉❧❧❡✱ ❡t r✐❡♥ ♥❡ ♣❡✉t ② tr❛♥s✐t❡r ✭❝❤❛q✉❡ ❜✐t tr❛♥s♠✐s s❡r❛ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t 0 ♦✉
1✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ② ❡♥✈♦✐❡✮✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ✭très
♣❡✉ ❞✬❡rr❡✉rs✮✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥
t❡❧ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✳

Pr♦♣r✐été ✷ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✮✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

C❡✛(p) = 1− p ✭✶✳✷✮

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛ss❡③ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❝✐ ✿ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ p ❞❡s ❜✐ts ❡✛❛❝és✱
❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t tr❛♥s♠❡ttr❡ q✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − p ❞❡ ❜✐ts✳ ❆✈❡❝
p = 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t ❡✛❛❝és ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r tr❛♥s♠❡ttr❡ q✉♦✐ q✉❡ ❝❡ s♦✐t✳ ❆✈❡❝ p = 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝
♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✉
❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❡st ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❈❚✵✻❪✳
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❈❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡ttr❛✐t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡♠❡♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❉❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té C✳
P♦✉r t♦✉t R < C ❡t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t R t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t
❞❡ ❝♦❞❡ é♠✐s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ε✳

❈❡ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s ✐♥t✉✐t✐❢✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡ t❡♥❞❡
✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭♠ê♠❡ s✐ ❝❡ r❡♥❞❡♠❡♥t
♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦✮✳

▼❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦❞❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❀ ♦r ❞❡ t❡❧s ❝♦❞❡s s♦♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✶✳✷ ❈♦❞❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé✱
❝❛r ✐❧ ② ❢❛✉❞r❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛✈❡❝ ❧❡s (#A)k ♠♦ts ❞❡
❝♦❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦t r❡ç✉✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❧♦♥❣✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ér❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡t❡♥✐r ❧❡s (#A)k
♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ✈♦♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦ts ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st tr♦♣ ❣r♦s à st♦❝❦❡r✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s
❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦✉s✲❝❛s s✐♠♣❧❡s à
❞é❝♦❞❡r✳

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ ❞é✜♥✐t s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❧♣❤❛❜❡t A ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❝♦r♣s ✭✜♥✐✮✱ ♠❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ✭s❛✉❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮
q✉❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿ A = F2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ {0, 1} ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❈♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❯♥ ❝♦❞❡ C ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ {0, 1}n✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ C ❛ ♣♦✉r ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ k ✭❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮✱ ❛❧♦rs s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✹✮ ❡st k ✿ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✔ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦❞❡ ✿ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♠❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡✮✱ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥❡
❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r n ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ C t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
n ❝♦❧♦♥♥❡s G q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

C = ImG = {xG, x ∈ {0, 1}k}

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ✭♦✉ ♣❛r❢♦✐s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮ ❞❡ C t♦✉t❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ n ❝♦❧♦♥♥❡s H q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

C = KerH = {x ∈ {0, 1}n,H t(x) = 0}

♦ù t(x) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x tr❛♥s♣♦sé ✭❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✮✳

P♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ♠❛tr✐❝❡s ❣é♥é✲
r❛tr✐❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❞é✜♥✐r❛ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡
❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ✭❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t✮ ❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✴❞❡ ♣❛r✐té✳ ❙✐ ❧❡
❝♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦ssè❞❡ k ❧✐❣♥❡s✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❛r✐té ❛✉ ♠♦✐♥s n− k ❧✐❣♥❡s✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✿

Pr♦♣r✐été ✸✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ C ✱ G s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ H s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❛r✐té✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

G
t(H) = 0

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ G ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❀ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ g ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝
H

t(g) = 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t g t(H) = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ G✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳

❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✐❛ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♦✉ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛t✲
r✐❝❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é ♣❛r G✱ ♦♥ ❛ k = dimC = rangG = n− rangH

✶✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❢♦✉r♥✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ {0, 1}k → C ⊂ {0, 1}n ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❧✉s
✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭st♦❝❦❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ {0, 1}k✮✱ ♠❛✐s
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k × n✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✱ q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡✱
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥ ♠♦t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❝♦❞❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡r H ♣❛r t(x)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❙②♥❞r♦♠❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t H s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❛r✐té✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦t x ❞❡ {0, 1}n✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s②♥❞r♦♠❡ ❞❡ x✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ s(x) ❧❡
♠♦t s✉✐✈❛♥t ✿

s(x) = H
t(x)
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▲❡ s②♥❞r♦♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿ ❧❡
s②♥❞r♦♠❡ ❡st ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✜é❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ C ✳ ❙❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

d = min{w(x), x ∈ C , x 6= 0}

♦ù w(x) = d(x, 0n) ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ d = min{d(x, y), x, y ∈ C , x 6= y}✳ ❖r✱ d(x, y) =
#{i, xi 6= yi} = d(x− y, 0n) = w(x− y)✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ x− y ∈ C ✱
❞♦♥❝ {x− y, x ∈ C , y ∈ C , x 6= y} = {z, z ∈ C , z 6= 0}✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳

▲❡ s②♥❞r♦♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣
❣r♦ss❡✱ ❝❛r ❞❡✉① ♠♦ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♦♥t ✉♥ s②♥❞r♦♠❡
❞✐✛ér❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t s♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ♠♦ts r❡ç✉s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②♥❞r♦♠❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts
❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ❛ H

t(x) = H
t(y)✱ ❞♦♥❝ H

t(x− y) = 0 ✿
x− y ❡st ✉♥ ♠♦t ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡
x− y = 0✳

▲❡s ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s
à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❝q✉✐s ✿ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ à ♣❛rt✐r
❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ✭♦✉ ♠ê♠❡ ❞✉ ♠♦t r❡ç✉✮✳

✶✳✷✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s

P❛r♠✐ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥♥✉s✱ ❧❡ ❝♦❞❡ à ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
n ✭❝❡❧✉✐ q✉✐ ré♣èt❡ n ❢♦✐s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 ♦✉ 1✮ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ s❛ ♠❛tr✐❝❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ 1× n ❡st (11 . . . 1)✱ ❡t s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té n− 1× n ❡st ✿




1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
1 0 0 0 1




❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ x ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✐♠♣♦s❡
x1 = x2✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ x1 = x3✱ ❡t❝ ✿ ♦♥ ✜♥✐t ♣❛r ❛✈♦✐r x1 = x2 = . . . = xn✳ ❙❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ n ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡✱ 0n ❡t 1n✳
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▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ✭❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣r❡♥❞ n− 1 s②♠❜♦❧❡s✱ ❡t ❛❥♦✉t❡ à ❧❛
✜♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s✮ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✿




1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
1 0 0 0 1




❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ✿ (11 . . . 1)✳

✶✳✸ ❈♦❞❡s ▲❉P❈

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞♦♥♥é ♣❛r s❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ✭♦✉ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✱ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡
❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ q✉✬♦♥ s❛✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❡r✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ s♦♥t
✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✲❧à ✿ ✐❧s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❢❛❝✐❧❡s à ❣é♥ér❡r ❡t à st♦❝❦❡r✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r
❡✉① ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❡✣❝❛❝❡ ❡t r❛♣✐❞❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❇P✱ ♣♦✉r ✓ ❇❡❧✐❡❢ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✔✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
❝♦♥s✉❧t❡r ❬●❛❧✻✷✱ ❋❩✾✾✱ ▼◆✾✼✱ ▼❛❝✾✾✱ ▲▼❙❙✵✶❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s à ♣r♦♣♦s ❞❡
❝❡s ❝♦❞❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❞é❝♦❞❛❣❡✳

❈❡s ❝♦❞❡s s♦♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ✭✓ ▲♦✇ ❉❡♥s✐t② P❛r✐t②
❈❤❡❝❦ ✔✮✱ ❞❡s ❝♦❞❡s à ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♣❡✉ ❞❡♥s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❡✉ ❞❡
✓ 1 ✔ ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦❞❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❈♦❞❡ ▲❉P❈✮✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s (Cn)n ❡st ❞✐t❡ ▲❉P❈
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t n ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H

n ❞❡
Cn ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s A ❡t B t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀n, ∀i,#{j,Hn
i,j = 1} 6 A

∀n, ∀j,#{i,Hn
i,j = 1} 6 B

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❛✉ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ n✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ✓ s❡✉❧ ✔ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
1 ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❝r❡✉s❡ ❡st ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ✿
s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♥❡ st♦❝❦❡r q✉❡ ❧❡s 1 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❡st ❡♥ O(n log n)✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ O(n2)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣r❡♥❞ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡



✶✳✸✳ ❈❖❉❊❙ ▲❉P❈ ✶✺

❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝r❡✉s❡ ✐♥❞✉✐r❛✐t ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡
q✉✐ ❡st r❛r❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡st q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ très ❡✣❝❛❝❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ✭O(n)✮✱ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r à
♣❡✉ ♣rès t♦✉s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❡t s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳

✶✳✸✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r

P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❞✐t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✭✈♦✐r ❬❚❛♥✽✶❪✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ✈❡♥✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té
H ❞❡ t❛✐❧❧❡ r×n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t GC ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ s✉✐✈❛♥t ✿

GC = (V,C,E)

♦ù ✿
✕ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱
✕ C ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r✱
✕ E = {v c, v ∈ V, c ∈ C,Hc,v = 1} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s✳

■❧ ❢❛✉t s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛r✐té ✭❞✬♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✮ q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r t♦✉t ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ xi1 + . . .+xil = 0✱ ♦ù x = (x1, . . . , xn) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜✐ts ❞✬✉♥ ♠♦t
❞❡ ❝♦❞❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛♣♣❡❧é ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱ r❡❧✐é à ❞❡s ♥÷✉❞s ✭❛♣♣❡❧és ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s
ij ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✮✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ V ❡t C s♦♥t {1, . . . n} ❡t {1, . . . r}✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s
♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❞❡①❛t✐♦♥s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H =




1 1 1 0 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1


 ✭✶✳✸✮

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳

✶✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❇P✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✱
♦✉ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❇❡❧✐❡❢ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❞✬♦ù ❧❡ r❛❝❝♦✉r❝✐ ❇P✮✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱



✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❈❖❉❊❙ ❈❖❘❘❊❈❚❊❯❘❙ ▲❉P❈ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙

1

2

3

4

A

B

C

5

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥❞❡①❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮
♣❛r ❞❡s ❝❤✐✛r❡s✱ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✭❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮ ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s✳

❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣❛❣❡r ❞❡s ✓ ❝r♦②❛♥❝❡s ✔ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❀ ❞❡s
❝r♦②❛♥❝❡s s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❜✐t ✈❛✉❞r❛✐t 0 ♦✉ 1 s✉r ❧❡ ♠♦t r❡ç✉✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡s✱
❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ♣♦✉r q✉✐ ❝❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ■❧ ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ très ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ♣❡t✐t ❝②❝❧❡✱ ❡t s✬❛❞❛♣t❡ à ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✈❛r✐és✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭q✉✬♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r ✓ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ✔✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s❡s ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s✱ s❛♥s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞♦♥♥❡r t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣ré❝✐s ❡t r✐❣♦✉r❡✉①✳

✶✳✸✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❙✐ ♦♥
❝♦♥♥❛ît ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡s ❜✐ts s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s 1✱ 2 ❡t 3✱ q✉❡ ❧❡ ❜✐t 4 ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❡t
q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r✐té x1 + x2 + x3 + x4 = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜✐t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ 4✳

1

3

2

4

1
0

?

1 0

1

1

0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✿ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ 4 ❞♦✐t êtr❡ 1✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥✈♦✐❡ à s❡s ✈♦✐s✐♥s ♥♦♥ ♣❛s ❥✉st❡ ✉♥
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❜✐t ✭✐♥❞✐q✉❛♥t s✬✐❧ ❡st 0 ♦✉ 1✮ ♠❛✐s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❞✬êtr❡ 0 ♦✉ 1✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés r❡ç✉❡s ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
♣❛r✐té✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐ts✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ q✉✬✐❧
❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✭❞✬♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✮✱ ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜♥❛❧❡ ❞✬❛✈♦✐r 0 ♦✉ 1 s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t s❡❧♦♥
❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❞é❝✐❞❡r ❞✬❛✛❡❝t❡r 0 ♦✉ 1 à ✉♥ ❜✐t ❞♦♥♥é✳

✶✳✸✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r {0, 1} ❡t ♣❛r ❧❡s ♥÷✉❞s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❧❡s ❛rêt❡s✳ ❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G (C ) = (V,C,E) ❛✈❡❝ #V =
n,#C = r✱ ❡t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ V à {1, . . . n} ❡t C à {1, . . . r} ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✳ P♦✉r ✉♥
♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ∈ V ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s r❡❧✐é❡s
à v ✿ VE(v) = {v c ∈ E}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡
♣❛r✐té c ✿ VE(c) = {v c ∈ E}✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ y ❡st ❧❡ ♠♦t r❡ç✉ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ❡t q✉❡ x ❡st ❧❡ ♠♦t ❡♥✈♦②é q✉✬♦♥
❡ss❛✐❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✭x, y ∈ {0, 1}n ✮✳

❖♥ ❞é✜♥✐t q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ✿
✕ ∀v ∈ V ✱ b ∈ {0, 1}✱

piv(b) = P[xv = b | yv] ✭✶✳✹✮

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐t xv s♦✐t é❣❛❧ à b✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ❣râ❝❡
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ❣râ❝❡ à yv✳ ❈✬❡st ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ♠♦❞✐✜é❡✳

✕ ∀e = v c ∈ E✱ b ∈ {0, 1}✱

qe(b) = P[xv = b | yv, r′e, e′ ∈ VE(v), e′ 6= e] ✭✶✳✺✮

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ✈❛ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛rêt❡ e✱ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ v ✭s❛✉❢ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
✈❡♥❛♥t ❞❡ e✮✱

✕ ∀e = v c ∈ E✱ b ∈ {0, 1}✱

re(b) = P[xv = b | q′e, e′ ∈ VE(c), e′ 6= e] ✭✶✳✻✮

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ✈❛ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té à ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛rêt❡ e✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c ✭s❛✉❢
❝❡❧✉✐ ✈❡♥❛♥t ❞❡ e✮✱

✕ ∀v ∈ V ✱ b ∈ {0, 1}✱

pfv(b) = P[xv = b | re, e ∈ VE(v)] ✭✶✳✼✮
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❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜♥❛❧❡ q✉❡ xv s♦✐t b✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s r ❛rr✐✈❛♥t ❞❡s
❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❝❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❈❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥
❜✐t b ∈ {0, 1}✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡st st♦❝❦é❡ ✭❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ét❛♥t é❣❛❧❡ à 1✮✳

✶✳✸✳✷✳✸ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t ♠✐s❡s à
❥♦✉r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❡t ♦♥
✓ s✉✐t ✔ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ v1✳

v1

c1

v2

c2

r(v1 c1)(0)

q(v2 c1)(0)

r(c2 v2)(0)

pfv1(0)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✿ re✱ qe✱ pfv ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❝❛❧❝✉❧❡r pfv ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛rr✐✈❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s pf ✿

pfv1(b) ∝ piv1(b)
∏

e∈VE(v1)

re(b) ✭✶✳✽✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ✐❧ ②
❛ ✉♥ ❜✐t b ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ v1 s✐ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✈♦✐s✐♥s ✓ ❛❝❝❡♣t❡♥t ✔ b
❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐t ♣♦✉r v1✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s re(b) ❀ ❡t s✐ ❧❡ ❜✐t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ v1 ❡st ❜✐❡♥ b✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r piv1 ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
✉♥ ❛r❜r❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❞✬♦ù ❧❡
♣r♦❞✉✐t✮✳ ❆✈❡❝ b = 0 ❡t b = 1✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♥✬♦♥t ♣❛s été tr❛✐tés ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ♣✉✐s r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r pfv1(0) + pfv1(1) = 1✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s re ✿

rv1 c1(b) =
∑

b1+...+bd=b

d=#VE(c1)−1

∏

ei∈VE(c1)\v1 c1

qei(bi) ✭✶✳✾✮
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❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❜✐t v1 s♦✐t é❣❛❧ à b✱ t♦✉t ❡♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c1✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜✐ts
❞❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ c1 s♦✐t é❣❛❧❡ à 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❝❡s ❜✐ts s♦♥t b1, . . . bd✱
❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t q✉✬♦♥ ❛✐t b1+ . . .+bd = b✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❜✐ts✱
✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s qei ✳ ■❧
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✐❝✐ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
q✉❡ re(0) + re(1) = 1✳
■❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r✱ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt ❝❡s
✈❛❧❡✉rs✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ 2d ♣r♦❞✉✐ts✳ ❖r s✐ ♦♥ é❝r✐t ✿

re(0)− re(1) =
∑

b1+...+bd=0

∏

i

qei(bi)−
∑

b1+...+bd=1

∏

i

qei(bi)

=
∑

b1,...,bi

(−1)b1+...+bi
∏

i

qei(bi)

=
∑

b1,...,bi

∏

i

(−1)biqei(bi)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ 2d t❡r♠❡s✱ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
qei ✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s✐❣♥❡ − s✐ bi = 1 ❡t ✉♥ s✐❣♥❡ + s✐♥♦♥ ✿ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝
é❣❛❧❡ à ✿

∆re = re(0)− re(1) =
∏

i

(qei(0)− qei(1)) =
∏

i

∆qe ✭✶✳✶✵✮

q✉✐ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ O(d)✳ ❆✈❡❝ re(0) + re(1) = 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
re(0) ❡t re(1)✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s qe ✿
qv2 c1(b) ∝ piv2(b)

∏

e∈VE(v2)\v2 c1

re(b) ✭✶✳✶✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜✐t s✉r v2 s♦✐t é❣❛❧ à b✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ pf ✱
✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✓ ❛❝❝❡♣t❡ ✔ b ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✭s❛♥s ❧✬❛rêt❡
v2 c1✮✱ ❡t q✉❡ b s♦✐t ❧❡ ❜✐t ❞❡ ❞é♣❛rt s✉r v2✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✮✳

✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s piv ✿
❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
♣♦✉r t♦✉t❡s ❛✉ ❞é❜✉t✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

piv(b) =
p(yv | b)

p(yv | 0) + p(yv | 1)
✭✶✳✶✷✮

♦ù ❧❡s p(y | x) s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❝❛♥❛❧✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ s✐ ❧❡ ❜✐t r❡ç✉
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❡st 0✱ ❛❧♦rs piv(0) = 1 − p✱ piv(1) = p✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ✓ ♣❡♥s❡ ✔ q✉❡ ❧❡
❜✐t ❡st ♣❧✉tôt 0✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ 1✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✱ s✐ ❧❡ ❜✐t r❡ç✉ ❡st 0✱ ❛❧♦rs piv(0) = 1✱ t❛♥❞✐s q✉❡
s✐ ♦♥ r❡ç♦✐t e ✭❡✛❛❝❡♠❡♥t✮✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ piv(0) = 1/2✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s piv ❣râ❝❡ à
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡ç✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♣✉✐s ❧❡s qe ❡t re ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❡♥❞❛♥t
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✜♥❛❧❡s pfv ✳

✶✳✸✳✷✳✹ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

P❧✉s s✉❝❝✐♥t❡♠❡♥t✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✱ ❡♥ ♥❡
❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r 0 ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ é❝r✐t re ♣♦✉r re(0)✮ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s

④ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ⑥
❈❛❧❝✉❧❡r piv ∀v ∈ V ❛✈❡❝ ✶✳✶✷

pfv ← piv∀v ∈ V
qv c ← piv ∀v c ∈ E
④ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ⑥

❚❛♥t◗✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s 6 ◆❇❴▼❆❳✱ ❡t q✉❡ w ❝❤❛♥❣❡ ❋❛✐r❡

■♥❝ré♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ∆qe
❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ∆re ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s re ❛✈❡❝ ✶✳✶✵

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s qe ❛✈❡❝ ✶✳✶✶

❙✐ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠♦❞ δ ❂ ✵ ❆❧♦rs

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s pfv ❛✈❡❝ ✶✳✽

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r w ✿ w(v) = 0 s✐ pfv > 0.5✱ w(v) = 1 s✐♥♦♥

❋✐♥❙✐

❘❡t♦✉r♥❡r w

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s NB❴MAX ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❝♦❞❡ ✿ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ 150 ✐tér❛t✐♦♥s s✉✣s❡♥t✳ ▲❡ δ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s❡r✈❛♥t à
❛❝❝é❧❡r❡r ✉♥ ♣❡✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s pfv à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s δ = 10 ✐tér❛t✐♦♥s✳

✶✳✸✳✷✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

Pr♦♣r✐été ✺ ✭❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ O(n) ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t♦✉r ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✭re✱ qe
♦✉ pf ✮ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ❡st ❜♦r♥é✳ ■❧ ②
❛ O(♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s) t❡❧❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ♣❛r t♦✉r ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛rêt❡s ❡st ❡♥ O(n)✱ ♦♥ ❛ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ O(n)✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❥✉st❡ st♦❝❦❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✿ re✱ qe✱
piv✱ p

f
v ✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ O(♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s) = O(n)✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ t❛♥t q✉❡
❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 ♦✉ 6✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
très ❜✐❡♥✳

▲♦rsq✉✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❛♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ 0 ❡t 1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ t❡st❡r ♣♦✉r ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ 0n✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

◆♦t✐♦♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t s✬❛❞r❡ss❡
à ❞❡s ❧❡❝t❡✉rs ♥♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡rs ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ♠❛✐s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r
à ❬Pr❡✾✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥ ❧❡❝t❡✉r ❞é❥à ❢❛♠✐❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣❡✉t ✭s✬✐❧ ♥❡
♣❛ss❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✮ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝❤♦✐s✐ ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❤❛❜✐t✉é ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡ ♣rés❡♥t❡r✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ✶✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s♦✉t✐❡♥♥❡♥t q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❡♥❢❡r♠❡ ✉♥
❝❤❛t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐s♦♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ s✉r ❞❡✉① ❞❡ s❡ ré♣❛♥❞r❡✱
❧❡ ❝❤❛t ♥✬❡st ♥✐ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✓ ♠♦rt ✔✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✓ ✈✐✈❛♥t ✔✱ ♠❛✐s t❛♥t q✉❡ ❧❛
❜♦ît❡ ❡st ❤❡r♠ét✐q✉❡♠❡♥t ❢❡r♠é❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①✱ ❡t ❝❡✱ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉✬♦♥ ♦✉✈r❡ ❧❛ ❜♦ît❡✳

❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ✭♠❛✐s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s té♠♦✐❣♥❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t✮✱
♠❛✐s s✉rt♦✉t ✐♥✉t✐❧❡ ✿ q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦rt❡✲t✲✐❧ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛t ❡st ❞❛♥s ✉♥ étr❛♥❣❡
ét❛t tr❛♥s✐t♦✐r❡ s✉♣❡r♣♦sé✱ s✐ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♦✉✈r❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝❤❛t ♠♦rt ♦✉
✉♥ ❝❤❛t ✈✐✈❛♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♥♦r♠❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ré✈✉❡ ❛✉
❞é♣❛rt ❄ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ s✉r
❝❡s ♦❜❥❡ts s✉♣❡r♣♦sés✱ ❡t s✉rt♦✉t s✉r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞❡ ❝❡s ❝❤❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ❊t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦✉s ❞✐❝t❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱
♣❛rt✐r ❞✬ét❛ts s✉♣❡r♣♦sés✱ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ss✉s ♣✉✐s ❧❡s ♠❡s✉r❡r ♥✬❡st
♣❛s ❞✉ t♦✉t éq✉✐✈❛❧❡♥t à t✐r❡r ❧✬ét❛t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s✱
♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ss✉s✳

✶✳ ❉✉ ♠♦✐♥s✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳

✷✸
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❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ✐❧s s♦♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ✭❡♥ t❡♠♣s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✮ q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ✭♦✉ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳ ▲❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❙❤♦r ❬❙❤♦✾✼❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ s❛
t❛✐❧❧❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤✐✛r❡r
❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❡s♣✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
tr❛♥s♠✐s ❡♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛♥t ❀ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❇❇✽✹❪ ✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❧é ❣râ❝❡ ❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡✳

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s✱ ❛✉ ❣r❛♥❞ s♦✉❧❛❣❡♠❡♥t ❞❡s ❛♠✐s
❞❡s ❛♥✐♠❛✉①✱ ❞❡s ❝❤❛ts ❞❛♥s ❞❡s ❜♦ît❡s✱ ♠❛✐s ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ s♣✐♥ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥✱
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡✱ ♦✉ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥✳ ■❝✐✱ ♦♥ tr❛✐t❡r❛
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s♦♥ ❛s♣❡❝t t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡s q✉❜✐ts✱ q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐r❛
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s❛♥s s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡r ❞❡ s♦♥ s✉♣♣♦rt ♣❤②s✐q✉❡✳

▲❡ q✉❜✐t ✭♣♦✉r ❜✐t q✉❛♥t✐q✉❡✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡✱
✐❧ ❡st à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❜✐t ❡st à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ ✉♥
❜✐t ✭❝❧❛ss✐q✉❡✮ ♣❡✉t ✈❛❧♦✐r 0 ♦✉ 1✱ ✉♥ q✉❜✐t ❡st ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ 0 ❡t ❞❡ 1 ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭q✉❜✐t✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ q✉❜✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (α, β) ∈ C2 t❡❧ q✉❡ |α|2 +
|β|2 = 1✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s α ❡t β r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s♦rt❡s ❞❡ ✓ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✔ ✭♦♥
❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ q✉✬♦♥ ❛✐t 0 ✭♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✮ ♦✉ 1 ✭s❡❝♦♥❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡✮✳

❙✐ ✉♥ q✉❜✐t ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à 2 ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 2
q✉❜✐ts ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à 4 ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ s②stè♠❡
❝♦♠♣♦sé ❞❡ n q✉❜✐ts ❝♦♠♣r❡♥❞r❛ 2n ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❙②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♦✉ ét❛t q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ✭♦✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n q✉❜✐ts✮ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ C2n ♥♦r♠é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r (α1, . . . , α2n) t❡❧ q✉❡

∑2n

i=1 |αi|2 = 1✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ |ϕ〉 ❧❡s q✉❜✐ts ✭♦✉ ❧❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✮✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ |0〉 = (1, 0)
❡t |1〉 = (0, 1) ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❜✐ts
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉♥ q✉❜✐t α|0〉+ β|1〉✳

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s à n q✉❜✐ts✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ |0 . . . 0〉 ❧❡ s②stè♠❡ |0〉⊗|0〉⊗. . .⊗|0〉✱ ❡t
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐ts b1, . . . bn✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

✷✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✈✉❧❣❛r✐sé❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ✇✐❦✐♣❡❞✐❛ ✿ ❤tt♣✿✴✴❢r✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳
♦r❣✴✇✐❦✐✴❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡❴q✉❛♥t✐q✉❡★Pr♦t♦❝♦❧❡❴❇❇✽✹

http://fr.wikipedia.org/wiki/Cryptographie_quantique#Protocole_BB84
http://fr.wikipedia.org/wiki/Cryptographie_quantique#Protocole_BB84
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t❡♥s♦r✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿ |b1b2 . . . bn〉 = |b1〉⊗ . . .⊗ |bn〉✳ ▲❡s |b1 . . . bn〉 r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐é C2n ✳

❖♥ é❝r✐r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ |ϕ〉 = (α1, . . . α2n)✱ s♦♥ tr❛♥s✲
❝♦♥❥✉❣✉é ✭♦✉ ❛❞❥♦✐♥t✮ ✿

〈ϕ| = (α1, . . . , α2n)
∗ =




ᾱ1
✳✳✳
ᾱ2n




P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ |0〉,
√
3
2
|0〉 + 1

2
|1〉, |+〉 = 1√

2
|0〉 + 1√

2
|1〉, |−〉 = 1√

2
|0〉 − 1√

2
|1〉 s♦♥t

❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s à ✉♥ q✉❜✐t✳
❙✐ ♦♥ ré✉♥✐t ❞❡✉① s②stè♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts |ϕ〉 ❡t |ϕ′〉✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡

q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡s ❞❡✉① ✿

|ψ〉 = |ϕ〉 ⊗ |ϕ′〉

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ré✉♥✐t ❧❡s s②stè♠❡ |0〉 ❡t |+〉✱ ♦♥ ❛ ✿

|0〉 ⊗ |0〉+ |1〉√
2

=
|00〉+ |01〉√

2

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✿

|00〉+ |11〉√
2

✭✷✳✶✮

❈❡ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❛✐r❡ ❊P❘✱ ♦✉ ♣❛✐r❡ ❞❡ q✉❜✐ts ♠❛①✐♠❛❧❡♠❡♥t
✐♥tr✐q✉és✱ ♦♥ ✈❡rr❛ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ 〈ϕ|ψ〉 ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
|ϕ〉 ❡t |ψ〉 ✿ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s | 〉 ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs s♦♥ s❡♥s✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
〈ϕ|ψ〉 = 〈ϕ| |ψ〉✳

✷✳✷ ❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

❙✉r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✿
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱ q✉✐ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ q✉✐ ❡st ✐rré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s
❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts q✉❛♥t✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦rt❡s ❆◆❉✱ ◆❖❚✱ ❖❘✱ ❡t❝✳
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✷✳✷✳✶ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡s q✉❜✐ts ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❖♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✮✳ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ n
q✉❜✐ts ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ U ❞❡ C ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2n × 2n q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

UU∗ = I

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ U∗ ❡st ❧❡ tr❛♥s❝♦♥❥✉❣✉é ✭♦✉ ❛❞❥♦✐♥t✮ ❞❡ U ✿ s✐ U = (ui,j)i,j ❛❧♦rs
U∗ = (ūj,i)i,j✳

❙✐ |ϕ〉 ❡st ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧✬ét❛t tr❛♥s❢♦r♠é ♣❛r U s❡r❛ ♥♦té U |ϕ〉✳

❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ U ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭❞♦♥❝ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✮✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❡st❡ ❜✐❡♥ ♥♦r♠é ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ U ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t❡❧❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠❜✐♥❡r
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

❈❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣♦rt❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ q✉✐ s✉r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t
q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ n ❡♥tré❡s ❡t n s♦rt✐❡s s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2n ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣♦rt❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛❣✐ss❛♥t s✉r 2 q✉❜✐ts✱ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥tr♦❧✲♥♦t✱ ❡t s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉 ❡st ✿

C =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ P♦rt❡ ❞✐t❡ ✓ ❝♦♥tr♦❧ ♥♦t ✔ s✉r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t q✉❛♥t✐q✉❡✳

❙✐ ❧❛ ♣♦rt❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à U✮ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ q✉❜✐ts t♦t❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t q✉✬♦♥ ❞és✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣♦rt❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s✉r ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs q✉❜✐ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r U⊗I⊗I⊗ . . .⊗I
❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ I ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ t❛✐❧❧❡ ✭✈♦✐r

✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛✈❡❝ H =

(
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

)
✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ♣♦ssè❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉t❛♥t ❞✬❡♥tré❡s q✉❡ ❞❡ s♦rt✐❡s ✿
❝❡❧❛ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ré✈❡rs✐❜❧❡✳
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H

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t q✉❛♥t✐q✉❡ à tr♦✐s q✉❜✐ts ❡t tr♦✐s ♣♦rt❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ q✉✐ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❡st (H⊗I⊗I)×(C⊗I)×(I⊗C)✳

✷✳✷✳✷ ▲❛ ♠❡s✉r❡

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ❧✬❛✉tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡
❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛t ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s
✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ♠❡s✉ré ❧✬ét❛t ♠♦rt ♦✉
✈✐✈❛♥t ❞✉ ❝❤❛t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡✈❡♥✐r à ❧✬ét❛t s✉♣❡r♣♦sé✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ s✐ ♦♥ ♥✬♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❛
❜♦ît❡✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✐ s✬② ♣❛ss❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❙♦✐t |ϕ〉 ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❡t (Pi)i∈I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣r♦❥❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥ 〈 | 〉✮ ❞❡ C2n t❡❧s q✉❡∑

i Pi = I✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t |ϕ〉 s❡❧♦♥ ❧❡s Pi s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ||Pj |ϕ〉 ||2✱ ❧✬ét❛t |ϕ〉 ❡st ♣r♦❥❡té s❡❧♦♥ Pi✱ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs Pi|ϕ〉
||Pi|ϕ〉|| ✱

❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès ❛✉ rés✉❧t❛t i ∈ I ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♣r♦❥❡tt❡ ✭♣✉✐s r❡♥♦r♠❛❧✐s❡✮ ❧✬ét❛t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ C2n ✱ ❡t q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s q✉❡❧ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❧✬ét❛t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✭♠❛✐s ♣❛s à ❧✬ét❛t ❛✐♥s✐ ♣r♦❥❡té✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ✉♥ ét❛t
à ✉♥ s❡✉❧ q✉❜✐t |ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t P0 ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r |0〉
✭P0 = |0〉 〈0| =

(
1 0
0 0

)
✮ ❡t P1 ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r |1〉 ✭P1 = |1〉 〈1| =

(
0 0
0 1

)
✮✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t |ϕ〉 ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿
✕ s♦✐t |0〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |α|2✱
✕ s♦✐t |1〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |β|2✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ |α|2 ❡t ❞❡ |β|2 ❢❛✐t 1✱
❡t ❝♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✱ ✐❧s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡
0 ❡t 1 ✿ ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s✳

❙✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣r♦❥❡t❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ C2n ✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s✬é❝r✐t (|i〉)i∈{0,1}n ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t Pi = |i〉 〈i|✱ ❡t
s✐ |ϕ〉 =∑i∈{0,1}n αi |i〉✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r |i〉 ❡st ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t |αi|2✳

❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ♣r♦❥❡t❡r s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ (|ψi〉)i✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
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Pi = |ψi〉 〈ψi| ❀ ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té || |ψi〉 〈ψi| |ϕ〉 ||2 = 〈ψi|ϕ〉2 ❞✬♦❜t❡♥✐r
|ψi〉✳

❉❛♥s ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧✬✓ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✔ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ♥❡ ♠❡s✉r❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s q✉❜✐ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

P0 = |0〉 〈0| ⊗ I
P1 = |1〉 〈1| ⊗ I

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡s✉r❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♥♦tr❡ ét❛t s✬é❝r✐t |ϕ〉 = α |00〉+ β |01〉+ γ |10〉+ δ |11〉✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

✕ α√
|α|2+|β|2

|00〉+ β√
|α|2+|β|2

|01〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |α|2 + |β|2✱
✕ γ√

|γ|2+|δ|2
|10〉+ γ√

|γ|2+|δ|2
|01〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |γ|2 + |δ|2

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❢❛❝t♦r✐sé |ϕ〉 = (a|0〉 + b|1〉) ⊗
(c|0〉+ d|1〉) = ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ✿

✕ |0〉 ⊗ (c|0〉+ d|1〉) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |a|2✱
✕ |1〉 ⊗ (c|0〉+ d|1〉) ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té |b|2✳

❈❡ q✉✐ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢ ✿ ✉♥ ét❛t ❢❛❝t♦r✐sé r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① q✉❜✐ts ✓ ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥ts ✔✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① q✉❜✐ts s✉✐t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡
❞✬✉♥ q✉❜✐t t♦✉t s❡✉❧✱ ❡t ♥❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣❛s ❧✬❛✉tr❡✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❊P❘ ✭ét❛t ♠❛①✐♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr✐q✉é✮✱ ✐✳❡✳ |ϕ〉 =
1√
2
|00〉+ 1√

2
|11〉✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t ❞♦♥♥❡ ✿

✕ |00〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✱
✕ |11〉 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✳

▲à✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t ❛ ♣❡rt✉r❜é ❧❡ s❡❝♦♥❞ q✉❜✐t ✿ s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t
❡st ♠❡s✉ré à |0〉✱ ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ s❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ♠❡s✉ré à |0〉 é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❡t q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞✉ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡ s②stè♠❡✳

✷✳✷✳✸ ▲❡ ♥♦♥✲❝❧♦♥❛❣❡

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❝❧♦♥❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❝✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t✱ ♠❛✐s ♠ér✐t❡ ✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ à s♦♥ ♥♦♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❧♦♥❡r ✉♥ q✉❜✐t ✭♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ✉♥ q✉❜✐t |ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉 ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❛❝❝ès
✓ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✔ à α ❡t β ✿ s✐ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧✬ét❛t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés |α|2 ❡t |β|2✱ ❧✬ét❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✓ ♣❡r❞✉ ✔✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♥♦♥✲❝❧♦♥❛❣❡ ❬❲❩✽✷❪✮✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
t❛✐r❡ U ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ 2n q✉❜✐ts✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t |ϕ〉 ❞❡ n
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q✉❜✐ts ✿
U (|ϕ〉 ⊗ |0n〉) = |ϕ〉 ⊗ |ϕ〉

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ U ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
❞❡✉① s②stè♠❡s |ϕ〉 ❡t |ψ〉 ✿

U (|ϕ〉 ⊗ |0n〉) = |ϕ〉 ⊗ |ϕ〉
U (|ψ〉 ⊗ |0n〉) = |ψ〉 ⊗ |ψ〉

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

(〈0n| 〈ϕ|)U∗U (|ϕ〉 ⊗ |0n〉) = (〈ψ| ⊗ 〈ψ|) (|ϕ〉 ⊗ |ϕ〉)
〈0n| 〈|ψ〉| |ϕ〉 |0n〉 = 〈ψ| 〈ψ| |ϕ〉 |ϕ〉

〈ψ|ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉2

❖r✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ 〈ψ|ϕ〉 ❡st é❣❛❧ à 0 ♦✉ 1✱ ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬ét❛ts ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♦✉ é❣❛✉①✱ ❡t ♣❛s ♣♦✉r t♦✉s |ϕ〉 ❡t |ψ〉✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ s✐ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ q✉❜✐t ❡st ✉♥ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❡♥t✐èr❡✲
♠❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡ r❡❝ré❡r à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡✮✱ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✿
❧❡ ✈❡❝t❡✉r s❡r❛ ♣r♦❥❡té ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡t ♦♥ s❛✉r❛ s✉r q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r
✐❧ ❛ été ♣r♦❥❡té✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱
q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✭✐❧s s♦♥t
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ s♦♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✐sé❡
à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❝❛r très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ▲❉P❈
✭❈❙❙ ♦✉ ♥♦♥✮ ♦♥t ❞r♦✐t à ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜r❡❢ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❜♦ît❡ ❞✉

❝❤❛t ③♦♠❜✐❡ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ét❛t q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ α|  >+ β|  >✱ ❛✈❡❝
α ❡t β q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❤❛t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♦✉ ✉♥
❛✉tr❡✮ s♦✐t ♠❛❧ ❢❡r♠é❡ ✿ s✐ ❛♥♦❞✐♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❝❡tt❡ ✐♠✲
♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ❣r❛✈❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✱ ❝❛r ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ t♦✉t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♣❡rt✉r❜❡ ❧❡ s②stè♠❡✳

❙✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✉♥ ♠✐❛✉❧❡♠❡♥t ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡✲
s♦✐♥ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❛ ❜♦ît❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛t ❡st ✈✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❡ ♠❡s✉r❡r

s❛♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡①♣rès ❀ ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦❥❡té s✉r |  >✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ s❡
♣♦✉rr❛✐t q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✉ ♣❤②s✐❝✐❡♥✱ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦✉r✐s ❡♥t❡♥❞❡ ❧❡s ♠✐❛✉❧❡♠❡♥ts ✿
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛t ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❥❡té✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❛❝❝ès ❛✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡✱
q✉✐ r❛♣♣❡❧❧❡♥t ✭❞❛♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✮ ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♦♥
s❡ ♣ré♠✉♥✐t ❝♦♥tr❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ✈✐❛ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❀ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❤♦r ❞❛♥s ❬❙❤♦✾✺❪✳

✸✶
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U

Environnement

|ϕ〉 |ϕ′〉

|0〉⊗j

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❣✐t s✉r ❧❡ s②s✲
tè♠❡ |ϕ〉 ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛✉ s②stè♠❡ |ϕ〉 ⊗ |0〉⊗j✱ ❧❡s |0〉 ét❛♥t
❞❡s q✉❜✐ts ✈❡♥✉s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ P✉✐s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❡s✉r❡ ❧❡s q✉❜✐ts s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ét❛t ♠♦❞✐✜é
|ϕ′〉✳

P❡✉ ❛♣rès ❡st ❝réé❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ✿❬❈❙✾✻✱ ❙t❡✾✻❪✱
❡t ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ❬●♦t✾✼✱ ❈❘❙❙✾✽❪✳ ❈❡s ❝♦❞❡s
✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛ ét✉❞✐❡r✮ ♦♥t ❧✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡t ♣r♦✜t❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✸✳✶ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉✬✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡ ❄

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s✱ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡♥t
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ♦ù
❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛rr✐✈❡r q✉✬à ❝❡rt❛✐♥s ♠♦♠❡♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥
♣r❡♥❞r❛ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡
❞♦✐t tr❛✈❡rs❡r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❜r✉✐té❡✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛
q✉✬❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡rr❡✉rs s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳

▲✬é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✿ ❧❡ s②stè♠❡
✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❜✐ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❝❡s q✉❜✐ts s♦♥t ♠❡s✉rés✱ ❡t ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ❥❡té ✭♦♥ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❛❝❝ès✮✳

▲❡ rés✉❧t❛t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✱ s❡
♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ q✉❜✐t s✉❜✐ss❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥

(
0 1
1 0

)
❛✈❡❝ ✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡ |0〉 ❡♥ |1〉 ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥
ét❛t |ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ q✉❜✐t ❡♥ s♦rt✐❡ s♦✐t
β|0〉+α|1〉✳ ❈♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
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♣❛s ❝❧♦♥❡r |ϕ〉✱ ❡t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✓ r❡❣❛r❞❡r ✔ ❧✬ét❛t s❛♥s ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❄
❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s✱

❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐♥✐t✐❛❧✐sés à |0〉✮✱ ❡t
❢❛✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❥à ❜✐❡♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ✭❞✐t
❝✐r❝✉✐t ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✮ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❝♦♥tr♦❧✲♥♦t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs q✉❜✐ts✱ ❡t
✉♥❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳

|ϕ〉

|0〉

|0〉

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❯♥ ♣❡t✐t ❝✐r❝✉✐t ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ q✉❜✐t ✿ ❧❡ q✉❜✐t |ϕ〉 ❡st ❧❡ q✉❜✐t
❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① q✉❜✐ts ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡✉① ♣♦rt❡s
❝♦♥tr♦❧✲♥♦t✳ ❆♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱
❡t ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥str✉✐t ❧✬ét❛t α |000〉+ β |111〉 ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ α|0〉+ β|1〉 ❡t ❞❡ ❞❡✉①
q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✮✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❝❧♦♥❛❣❡ ✿ ❝❧♦♥❡r ❧❡ q✉❜✐t α |0〉 + β |1〉
❛✉r❛✐t ❞♦♥♥é (α|0〉+ β|1〉)⊗ (α|0〉+ β|1〉)⊗ (α|0〉+ β|1〉)✳

❆♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥✈❡rs❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ♠❡s✉r❡
❧❡s ❞❡✉① q✉❜✐ts q✉✬♦♥ ❛✈❛✐t ❛❥♦✉tés✳ ❆❧♦rs✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ❡✉ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r t❡❧❧❡
q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭|0〉 ❝❤❛♥❣é ❡♥ |1〉 ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧✬ét❛t
❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✈♦②♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❆✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✬❡st s✉r✈❡♥✉❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
α |000〉+β |111〉✱ ❝❡ q✉✐ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦♥♥❡ α |000〉+
β |100〉 ✿ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❢♦✐s 0 ✭❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬❛✉✲
❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✬❡st ❛rr✐✈é❡✳

✕ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❡st s✉r✈❡♥✉❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ s♦rt✐❡ α |100〉 +
β |011〉✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛♣rès ❧❡ ❝✐r❝✉✐t α |010〉+β |110〉✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ 1 ❡t 0 ✭❛✈❡❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✮✳

✕ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❡st s✉r✈❡♥✉❡ s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ q✉❜✐t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ s♦rt✐❡ α |010〉 +
β |101〉✱ ❡t ❛♣rès ❧❡ ❝✐r❝✉✐t α |011〉 + β |111〉✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ 1 ❡t 1 ❛✈❡❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳

✕ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❡st s✉r✈❡♥✉❡ s✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ q✉❜✐t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ s♦rt✐❡ α |001〉+
β |110〉✱ ❡t ❛♣rès ❧❡ ❝✐r❝✉✐t α |001〉 + β |101〉✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ 0 ❡t 1 ❛✈❡❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✳

❉❛♥s ❝❡s q✉❛tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡✉ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳

❈❡ s❝❤é♠❛ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❝♦❞❡ à ré♣ét✐t✐♦♥ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3✮✱ s✉r ❧❡



✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖❉❊❙ ❈❖❘❘❊❈❚❊❯❘❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❡♥ ✓ tr✐♣❧❛♥t ✔ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ s②♠❜♦❧❡
♦✉ ❧❡ q✉❜✐t à tr❛♥s♠❡ttr❡✱ ♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❡rr❡✉r✳ ❇✐❡♥
sûr✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ❞✬❛✉tr❡s ❡rr❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❀ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❡rr❡✉r q✉✐ s✉r✈✐❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❞✐s❝rèt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ t②♣❡ ✓ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✔✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t s✉r✈❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r

(
1 0
0 −1

)
✳

▲✬ét❛t ❡st ❛❧♦rs tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ α |000〉 − β |111〉✱ ❡t ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ♣❧✉s
❤❛✉t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❡rr❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥❡tt❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ❡♥ s♦rt✐❡ α

√
1− ε |000〉 + α

√
ε |100〉 + β

√
1− ε |111〉 + β

√
ε |011〉

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ε > 0✳ ❆♣rès ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
α
√
1− ε |000〉 + α

√
ε |110〉 + β

√
1− ε |100〉 + β

√
ε |010〉✳ ➚ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❞❡✉①

❞❡r♥✐❡rs q✉❜✐ts✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿
✕ ❙♦✐t ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à 1 ❡t 0 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ε✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
♣r♦❥❡té s✉r ❧✬ét❛t α |110〉+β |010〉✱ ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❡✉ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✓ ❡♥t✐èr❡ ✔
s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❜✐t✳

✕ ❙♦✐t ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à 0 ❡t 0 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ε✮✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ♣r♦❥❡té s✉r ❧✬ét❛t α |000〉+ β |100〉✱ ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❡✉ ❞✬❡rr❡✉r
❞✉ t♦✉t✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ s✐ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱
♦♥ ❝♦rr✐❣❡r❛ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ✓ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✔✳

✸✳✷ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ à ✉♥ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❡r✲
r❡✉r✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ♦ù ❧❡s ❡rr❡✉rs t♦✉❝❤❡♥t ❧❡s q✉❜✐ts
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ n q✉❜✐ts✱ ✉♥❡ ❡r✲
r❡✉r E ∈ U2n ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❡rr❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❝❤❛q✉❡ q✉❜✐t ✿
E = E1 ⊗ E2 ⊗ . . .⊗ En ♣♦✉r Ei ∈ U2✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s ❀
❛✐♥s✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Ei ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❡rr❡✉rs ❞❡ P❛✉❧✐✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❧✉s ❜❛s✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n s✉r C✱
♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✜♥✐✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ét✉❞✐❡r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭●r♦✉♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐✮✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞✐t❡s ♠❛✲
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tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ✿

I =

(
1 0
0 1

)
, X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 i
−i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)

❖♥ ❞é✜♥✐t En ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ P❛✉❧✐✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

En = {1,−1, i,−i} × {I,X, Y, Z}⊗n ✭✸✳✶✮

❖♥ ♥♦t❡r❛✱ ♣♦✉r E ∈ En✱ E(i) ∈ U2 ❧❡ i✲è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ✿

E =
n⊗

i=1

E(i)

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝r✐r❡ E = E(1) ⊗ E(2) ⊗ . . . ⊗ E(n)✱ ♦♥
é❝r✐r❛ E = [E(1)E(2) . . . E(n)]✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ XZ = −iY,XY = −iZ, Y Z = iX✱ ❡t XZ = −ZX,XY =
−Y X, Y Z = −ZY ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ X2 = Y 2 = Z2 = I✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡✉①
❡rr❡✉rs ❞❡ P❛✉❧✐ s♦✐t ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ s♦✐t ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ✿ E1E2 = ±E2E1✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡✉① t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s i
t❡❧❧❡s q✉❡ E1(i) 6= E2(i)✱ E1(i) 6= I ❡t E2(i) 6= I✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡r❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✿ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 1✱
−1✱ i✱ ♦✉ −i ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ s❛✉❢ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❞♦♥❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❖♣ér❛t❡✉r ⋆ ✮✳ ❙♦✐❡♥t E1 ❡t E2 ∈ En ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ P❛✉❧✐✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ✿

E1 ⋆E2 =

{
0 s✐ E1E2 = E2E1

1 s✐♥♦♥

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ E1E2 = (−1)E1 ⋆E2E2E1✳

Pr♦♣r✐été ✻ ✭❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ ⋆ ✮✳ ❙♦✐❡♥t E1, E2, E3 ∈ En✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈✲
❛♥t❡ ✿

(E1E2) ⋆E3 = E1 ⋆E3 + E2 ⋆E3

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

E1E2E3 = E1(−1)E2 ⋆E3E3E2

(−1)(E1E2) ⋆E3E3E1E2 = (−1)E2 ⋆E3(−1)E1 ⋆E3E3E1E2

(−1)(E1E2) ⋆E3E3E1E2 = (−1)E2 ⋆E3+E1 ⋆E3E3E1E2
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❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦r✐été✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ E1 ⋆E2 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E1 ⋆E2 =
n∑

i=1

E1(i) ⋆E2(i) mod 2

❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⋆ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛✐sé à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❡t s❡r❛
très ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ P❛✉❧✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❈❛♥❛❧ ❞❡ P❛✉❧✐✮✳ ❙♦✐t |ψ〉 ✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ n q✉❜✐ts✳ ▲❡
❝❛♥❛❧ ❞❡ P❛✉❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s pI , pX , pY , pZ ✭❛✈❡❝ pI +pX +pY +pZ = 1✮ ❛♣♣❧✐q✉é à
|ψ〉 ❞♦♥♥❡ ❧✬ét❛t E |ψ〉 ♦ù E ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6 n✱
♦♥ t✐r❡ ❧❡s E(i) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝

✕ E(i) = I ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pI
✕ E(i) = X ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pX
✕ E(i) = Y ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pY
✕ E(i) = Z ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pZ

❈❡ ❝❛♥❛❧ r❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s❛✉❢
q✉✬❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛✉s❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ✉♥ q✉❜✐t ✿ ♦♥
❛ 3 ♠❛tr✐❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ✭X✱ Y ♦✉ Z✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✐♥✈❡rs❡r ✉♥ ❜✐t✮✳

❖♥ tr❛✐t❡r❛ ✐❝✐ s✉rt♦✉t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ P❛✉❧✐✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✲
✐s❛♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❈❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t✮✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❧❡
❝❛♥❛❧ ❞❡ P❛✉❧✐ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡s pI = 1− p ❡t pX = pY = pZ = p

3
✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦rt❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ ② ❝♦♠♣r✐s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞✐s❝r❡ts✱ ♠❛✐s ❧❡
❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❜✐✲
♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡
❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♠❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
q✉❡❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ q✉❜✐ts ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡r✲
r❡✉r q✉✐ t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❀ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳

✸✳✸ ❈♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs

▲❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉① s♦♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡s
à ét✉❞✐❡r ❡t à ❞é❝♦❞❡r✳ ❆✉ss✐✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ❧❡s
❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❈❘❙❙✾✽❪✳ ■❧s s♦♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t
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q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ♠❛✐s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉t
❛✉ss✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭♦✉
❞✬❛✉tr❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs✮✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡

❖♥ ✈❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞✲
èr❡r❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮ ✿

$> echo "hello world!"
Hello world!
$>

Udeck qubits

r qubits |0>|0>
|0>

U

Canal

U
1

2
3

4 5

6*

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❖♥ ♣❛rt
❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ |ψ〉 ❞❡ k q✉❜✐ts ❡t ❞❡ r q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✭✶✮
✉♥ ét❛t ❡♥❝♦❞é |ϕ〉 q✉✐ ❡st ❡♥✈♦②é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ✭✷✮✳ ➚ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ U∗

✭✸✮✱ ♣✉✐s ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s k q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✹✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱
♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❡rr❡✉r ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ✭✺✮✱ ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✭✻✮✳

❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬ét❛t à ❡♥❝♦❞❡r |ψ〉✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ k q✉❜✐ts✳ ❖♥ s❡ ♠✉♥✐t ❞❡ r q✉❜✐ts
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sés à |0〉✱

✶✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U ∈ U2n ✱ ❛✈❡❝ n = k + r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬ét❛t
|ψ〉 = U

(
|ϕ〉 ⊗ |0〉⊗r)✱

✷✳ ❖♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬ét❛t |ψ〉 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ s♦rt✐❡ |ϕ′〉 = E |ψ〉 =
EU

(
|ϕ〉 ⊗ |0〉⊗r)✱ ♦ù E ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧✱

✸✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U∗ ✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t |ψ′〉 = U∗ |ϕ′〉 = U∗EU
(
|ϕ〉 ⊗ |0〉⊗r)✱

✹✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s r q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱

✺✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬❡rr❡✉r E✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝✬❡st ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❡t ✐❧ ❡st ❢❛✐t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✮✱

✻✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Udec ❛♣♣r♦♣r✐é❡ q✉✐ ❡st ❝❡♥sé❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧✬❡rr❡✉r✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❛♣rès ❧✬ét❛♣❡ ✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ U∗EU s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ U ét❛♥t ✜①é❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥
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♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs✱ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐✳ ▼✐❡✉①✱
♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t q✉❡ U∗EU s♦✐t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ P❛✉❧✐ ✭❝❛r ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st
s✐♠♣❧❡ à ❡♥❣❡♥❞r❡r ❡t à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✮✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ U s♦✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❈❧✐✛♦r❞ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❧✐✛♦r❞✮✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❧✐✛♦r❞ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡st
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ U ∈ U2n q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❝♦♥✲
❥✉❣❛✐s♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

En = U∗EnU

❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ E = UZiU

∗ ♦ù Zi ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r Z✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ k + i ❡t I
❛✐❧❧❡✉rs ✭Zi(k + i) = Z✱ Zi(j) = I s✐♥♦♥✮ ✿

|ψ′〉 = U∗EU
(
|ψ〉 ⊗ |0〉⊗r)

= Zi

(
|ψ〉 ⊗ |0〉⊗r)

= |ψ〉 ⊗ |0〉⊗r

❘✐❡♥ ♥✬❡st ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s r q✉❜✐ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❧✬ét❛t q✉❛♥t✐q✉❡
|ψ〉 ♥✬❛ ♣❛s été ❛✛❡❝té✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r q✉❜✐ts r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦✉
♥♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡s ❡rr❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿

Pr♦♣r✐été ✼✳ ❙♦✐t U ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❈❧✐✛♦r❞✱ ❡t Si = UZiU
∗ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❝✐✲

❞❡ss✉s✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r E s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ i✲✐è♠❡ q✉❜✐t s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✹ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✸✳✸ ✭|ψ〉✮ ❞♦♥♥❡ E ⋆Si✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ si = E ⋆Si✳ ❖♥ ❛ ✿

EUZiU
∗ = (−1)siUZiU

∗E

U∗EUZi = (−1)siZiU
∗EU

U∗EUZi

(
|ψ〉 ⊗ |0〉⊗r) = (−1)siZiU

∗EU
(
|ψ〉 ⊗ |0〉⊗r)

|ψ′〉 = (−1)siZi |ψ′〉

❙✐ si = 1✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬❛♣♣❧✐q✉❡r Zi ✭✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡rr❡✉r Z ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ k+ i✮ ❢❛✐t
❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ |ψ′〉 ✿ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ |1〉 s✉r ❝❡ k + i✲✐è♠❡ q✉❜✐t✳ ▲❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ si = 0✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬♦♥ ❛ tr♦✐s t②♣❡s ❞✬❡rr❡✉rs ✿
✕ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s Si ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦rr✐❣é❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮
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✕ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s Si ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞ét❡❝té❡s✱ ♠❛✐s ♥✬❛✛❡❝t❡♥t
♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❡rr❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s✮

✕ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s Si ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s Si ✿
❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞ét❡❝té❡s ❡t ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✓ ✈r❛✐❡s ✔
❡rr❡✉rs✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✳

❖♥ ♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ✐❝✐ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❜é♥✐❣♥❡s ❡t ♥✬❛✛❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❙✐ ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❛♣♣❡❧é ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✱ ❡st ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① q✉❛♥t✐q✉❡s ❡st s✐ ❞✐✣❝✐❧❡ à é✈❛❧✉❡r✳

✸✳✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣r✐♠é❡s ✈✐❛ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ P❛✉❧✐✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4n ✭à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣rès✮✱
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛✈♦✐r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❞❛♥s C2n✮✳ ▼✐❡✉① ❡♥❝♦r❡✱ t♦✉t❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ✈✐❛ ❧❡s Si✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✬❡rr❡✉rs✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ t♦✉t r❡❞é✜♥✐r ✈✐❛ ❝❡s ❡rr❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❈♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❙♦✐t S ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ En✱ ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s −I⊗n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S ✿

C =
{
|ϕ〉 ∈ C2n , S |ϕ〉 = |ϕ〉 , ∀S ∈ S

}
✭✸✳✷✮

S ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C ✱ ❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s |ϕ〉 ∈ C ❞❡s ét❛ts ❞✉ ❝♦❞❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❈❧✐✛♦r❞ U q✉✐ ✈ér✐✜❡ UZiU

∗✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ S ❝♦♥t✐❡♥t −I⊗n✱ ❛❧♦rs ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✈ér✐✜❡♥t

|ϕ〉 = − |ϕ〉✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ S ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t |ϕ〉 = S1S2 |ϕ〉 = −S2S1 |ϕ〉 = − |ϕ〉 ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❜✐ts ❡♥❝♦❞és ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r
S✱ ❞❡ n q✉❜✐ts✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ C ✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ dim(C ) ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r
k t❡❧❧❡ q✉❡ C s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2k s✉r C ✳

❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❛✐t S = 〈UZiU
∗〉✱ S ét❛✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❡t

♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t ♣♦✉r C ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2k = 2n−r✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❡♥❝♦❞❛✐t
k = n− r q✉❜✐ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✽ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❙♦✐t S ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
C s✉r n q✉❜✐ts✳ ❖♥ ♥♦t❡ r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ S✳ ❆❧♦rs

dim(C ) = n− r
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t S = 〈S1, . . . Sr〉 ✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡s Si ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡
(Ti), i = 1 . . . r t❡❧s q✉❡ ✿ Si ⋆ Tj = δij✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ P♦✉r r = 1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥ T q✉✐ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ S✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣✉✐sq✉❡ S ❡st ✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s −I✱ ❞❡ ♠ê♠❡
✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r iI ♦✉ −iI✱ s✐♥♦♥ −I s❡r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ S ❡st ❞♦♥❝
✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ En✱ q✉✬♦♥ é❝r✐t S = [ES1 . . . ESn]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡
T = [ET1 . . . ETn]✱ ❛✈❡❝ ET i = ESi✱ s❛✉❢ ❡♥ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s j ♦ù ESj ♥✬❡st ♣❛s
❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ❝❤♦✐s✐r ETj ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ETj ❡t ESj ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ s✐ S = 〈S1, . . . Sr〉✱ ❛✈❡❝ ❧❡s Si ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧s Ti ♣♦✉r i = 1, . . . r − 1✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ é❧❡♠❡♥t Tr t❡❧ q✉❡ ✿
✕ Tr ⋆ Si = 0✱ ♣♦✉r i 6 r − 1✱
✕ Tr ⋆ Sr = 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ é❧é♠❡♥t✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs S ′ = Sr

∏
i∈I Si✱ ♦ù

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I ❡st I = {i, Sr ⋆ Ti = 1}✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ S ′ ⋆ Ti = 0
♣♦✉r t♦✉t i✳

❙♦✐t E ∈ En✱ t❡❧❧❡ q✉❡ E ⋆S ′ = 1✳ ❙✐ E ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s Si✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ E ⋆S ′ = E ⋆Sr = 1✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥t q✉✐ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ Sr t♦✉t ❡♥ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s Si, i 6 r− 1✳
❙✐ E ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s Si✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r E ♣❛r ❧❡s Ti ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts ✿ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs E ′ q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s Si✳ ❖r E ′ ⋆ S ′ = E ⋆S ′✱ ❝❛r ❧❡s Ti
❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ S ′ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❉♦♥❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ En ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ S ′✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ S ′ ❡st
tr✐✈✐❛❧❡ ✿ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé Sr ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s Si ♣♦✉r i 6 r−1✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ Tr tr♦✉✈é✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs Tr ⋆ Si = δri✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r T ′
i = Ti s✐

Ti ⋆ Sr = 0✱ ❡t T ′
i = TrTi s✐♥♦♥ ✿ ❧❡s T ′

i ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs T
′
i ⋆ Sr = 0✱ ❡t ❧❡s T ′

i ✈ér✐✜❡♥t
t♦✉❥♦✉rs T ′

i ⋆ Sj = Ti ⋆ Sj + Tr ⋆ Sj = δij✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r = 1✱ ❞♦♥❝ S = 〈S〉✳
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ S2 = I⊗n✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ S2 = ±I⊗n ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ En ❀ ❡t
s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t S2 = −I⊗n✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t −I⊗n ∈ S✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❖r ❝♦♠♠❡ SS∗ = I✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ S∗ = S ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝
❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐sé❡ ❡♥ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ (|ϕi〉), i = 1, . . . 2n− 1✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ S2 = I ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉①
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ 1 ❡t −1✳
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❉❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t |ϕi〉 ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ S |ϕi〉 =
± |ϕi〉✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ S ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s En ✉♥ é❧é♠❡♥t T q✉✐
❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ S✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t |ϕi〉 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✿

S |ϕi〉 = |ϕi〉 ⇔ ST |ϕi〉 = −TS |ϕi〉
⇔ S(T |ϕi〉) = −(T |ϕi〉)

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r T ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs |ϕi〉 q✉✐
s♦♥t ❞❛♥s C ✭q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t S |ϕi〉 = |ϕi〉✮ ❡t ❝❡✉① q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t S |ϕi〉 = − |ϕi〉✳ ▲❡s
❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝
q✉✬✐❧ ② ❛ 2n/2 = 2n−1 ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s C ✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t
❞é♠♦♥tr❡r✳

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣✉ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r r− 1 é❧é♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞❛♥s S✱ s♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S = 〈S1, . . . Sr〉✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ C ′ ❧❡ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐sé
♣❛r S ′ = 〈S1, . . . Sr−1〉✳ C ′ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n−r+1✳ ❙♦✐t T ❧✬é❧é♠❡♥t Tr ❝♦♥str✉✐t
❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t |ϕ〉 ∈ C ✳ ❆❧♦rs Tr |ϕ〉 ✈ér✐✜❡ ✿

STr |ϕ〉 = TrS |ϕ〉 = Tr |ϕ〉
♣♦✉r S ∈ S ′✱ ❞♦♥❝ Tr |ϕ〉 ∈ C ′✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

SrTr |ϕ〉 = −TrSr |ϕ〉 = −Tr |ϕ〉
❞♦♥❝ Tr |ϕ〉 6∈ C ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ |ϕ〉 ∈ C ′\C ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Tr |ϕ〉 ∈ C ✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r Tr ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ C ❡t C ′\C ✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s
♦♥t ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ C ′✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ C ❡st ❞❡ 2n−r+1/2 = 2n−r✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡ ❝♦❞❡✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡r✲
r❡✉rs ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ En✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❈❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ S✮✳ ❙♦✐t S ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ S ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❈(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ En q✉✐
❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ S ✿

❈(S) = {E ∈ En, E ⋆ S = 0, ∀S ∈ S}

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ❞ét❡❝t❡r❛ ❧❡s ❡rr❡✉rs ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦✉
♥♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ En✳
❈♦♠♠❡ S ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
❞❡ S ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❙②♥❞r♦♠❡✮✳ ❙♦✐t S = 〈S1, . . . Sr〉 ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ C ✱ ❡t
E ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ P❛✉❧✐✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s②♥❞r♦♠❡ ❞❡ E ❡t ♦♥ ♥♦t❡ s(E) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❜✐ts s✉✐✈❛♥t ✿

s(E) = (E ⋆S1, . . . , E ⋆ Sr)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ E1 ⋆E2 ✈❛✉t 0 s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ❡t 1 s✐♥♦♥ ✭✈♦✐r ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ✷✵✮✳

❆✐♥s✐✱ ❈(S) ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧✱ ♦✉ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❣é♥é✲
r❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ ⋆ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✻✮✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❛ ♣❡✉
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs S ′

j✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡
S ′
j s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Si ❀ E ⋆S ′

i s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s E ⋆Si✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s S ′

i

s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s Si✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❜❛s❡s ❛✉ s②♥❞r♦♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❞❡s
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs r❡❞♦♥❞❛♥ts ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s✮✳
❈♦♠♠❡ ✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
❛✉tr❡s Si✱ ❧❡ ❜✐t ❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❛ss♦❝✐é s✬é❝r✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s E ⋆Si ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❢❛✐r❡✱ ❡t t♦✉t s❡ ♣❛ss❡
❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❛❥♦✉té ❝❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r S ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❞✉ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡
✭✈♦✐r ❧❡ s❝❤é♠❛ ré❝❛♣t✐t✉❧❛t✐❢ ✸✳✶✮ ✿ s♦✐t H ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s Si ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ✭❛✈❡❝
❝♦❡✣❝✐❡♥ts I,X, Y, Z✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ s(E) = E ⋆ t(H)✳ H s❡r❛ ❞♦♥❝
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r × n s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ♣r✐s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦✉ r′ × n ❛✈❡❝
r′ > r s✐ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ H✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❈♦♠♠❡ ❝♦♥st❛té ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r E ♣❡✉t ✿
✕ ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♠✉t❡r ❛✈❡❝ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ s(E) 6= 0r ✿ E ❡st ❞♦♥❝ ❞ét❡❝té❡✱ ❡t

♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❀
✕ ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ✿ E ∈ S✳ E ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞ét❡❝té❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠✲

♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✮ E ♥✬❛❢✲
❢❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ét❛ts ❞❡ C ✳ E ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❜é♥✐❣♥❡ ❀

✕ êtr❡ ✐♥❞ét❡❝té❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ✿ E ∈ ❈(S)✱ ✭s(E) = 0✮
♠❛✐s E 6∈ S✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ✐♥❞ét❡❝té❡✱ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ét❛t ❞✉ ❝♦❞❡ s✉r ✉♥
❛✉tr❡ ét❛t ❞✉ ❝♦❞❡ ✿ SE |ϕ〉 = ES |ϕ〉 = E |ϕ〉✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ E |ϕ〉 ∈ C ✳ E ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✳
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❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s❡✉❧❡s ❡rr❡✉rs ✈r❛✐♠❡♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ tr♦♠♣❡r
à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧ ♣rès✳ ❖r s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ S✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬❡rr❡✉r E s✉r✈✐❡♥t ❡t q✉✬♦♥ ❝r♦✐t ❛✈♦✐r ❞ét❡❝té
E ′ = ES ♣♦✉r S ∈ S✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦rr✐❣❡r❛ ❛✈❡❝ E ′∗ = S∗E∗✱ ❡t ♦♥ ❛✉r❛ ❛✉r❛ ❧✬ét❛t
S∗E∗E |ϕ〉 = S∗ |ϕ〉 = |ϕ〉✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ré❝✉♣éré ❧✬ét❛t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ t♦✉t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❡ ♣❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡t ✉♥
s②♥❞r♦♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠❛✐s à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡rr❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿ ❝✬❡st
❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❈(S) q✉✐ ♥❡
s❡r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s S ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✳ ❙♦✐t C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡ C ❞✬❡①♣r✐♠❡ ✿

d♠✐♥(C ) = min{w(E), E ∈ ❈(S), E 6∈ S}

❖ù w(E) = #{1 6 i 6 n,E(i) 6= I}

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❞é✜♥✐r ♥❛ï✈❡♠❡♥t✱ ♣❛r
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ q✉✐ s❡r❛✐t ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥♦♥
❞ét❡❝té❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✮✳ ❙♦✐t C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S✳ ▲❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❞❡ C ❞✬❡①♣r✐♠❡ ✿

d′♠✐♥(C ) = min{w(E), E ∈ ❈(S), E 6= I⊗n}

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✮✱
❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ s♦✐t ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ♥❡ s❛✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ S ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✳

✸✳✸✳✷✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡

■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ En✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✈✉❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❈(S)\S✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ✐❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✐♥❞ét❡❝té❡ ✿ ✐❧
❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ En ❡st✱ à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣rès✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4n ✿ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
❡♥❣❡♥❞ré ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✮ ♣❛r 2n ❣é♥ér❛t❡✉rs✳
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Pr♦♣r✐été ✾ ✭❇❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ En r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳
❙♦✐t S = 〈S1, . . . Sr〉 ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ C ✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k = n− r✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡

En =
〈
S1, . . . Sr, T1, . . . Tr, X̄1 . . . X̄k, Z̄1, . . . Z̄k

〉

❆✈❡❝ ✿

∀1 6 i, j 6 r, Si ⋆ Tj = δij ✭✸✳✸✮

∀1 6 i, j 6 r, Ti ⋆ Tj = 0 ✭✸✳✹✮

∀1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k, Si ⋆ X̄j = 0 ❡t Si ⋆ Z̄j = 0 ✭✸✳✺✮

∀1 6 i 6 r, 1 6 j 6 k, Ti ⋆ X̄j = 0 ❡t Ti ⋆ Z̄j = 0 ✭✸✳✻✮

∀1 6 i 6 k, X̄i ⋆ Z̄i = δij ✭✸✳✼✮

∀1 6 i, j 6 k, X̄i ⋆ X̄j = 0, Z̄i ⋆ Z̄j = 0 ✭✸✳✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs r = n✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ X̄i ♦✉ ❞❡ Z̄i à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s Ti ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é❝r✐t❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ❝❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (T ′
i ) ✈ér✐✜❛♥t Si ⋆ T

′
j = δij ✿ ❝✬❡st

❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✸✮✳ ■❧ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✹✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s (Ti) ✿

✕ T1 = T ′
1

✕ Ti = T ′
i

∏
j∈Ii Sj✱ ♦ù Ii = {j < i, Tj ⋆ T

′
i = 1}

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✭✸✳✸✮ ✿ Si ⋆ Tj = Si ⋆ T
′
j = δij✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r i < j ✿

Ti ⋆ Tj = Ti ⋆ (T
′
j

∏

{k<j,Tk ⋆ T ′
j=1}

Sk)

= Ti ⋆ T
′
j +

∑

{k<j,Tk ⋆ T ′
j=1}

Ti ⋆ Sk

= Ti ⋆ T
′
j +

{
Ti ⋆ Si s✐ i ✈ér✐✜❡ Ti ⋆ T ′

j = 1
0 s✐♥♦♥

= 0

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✭✸✳✹✮✳
❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r X̄1 t❡❧ q✉❡ X̄1 ∈

❈(S)\S✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s Si ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ S ′ =〈
S1, . . . Sr, X̄1

〉
✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r − 1✳ ❖♥ ♣❡✉t

❞♦♥❝ ré✐tér❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t
♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t X̄1, . . . X̄k q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ✭♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ X̄i ❛❥♦✉té
❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡

〈
S, X̄1, . . . X̄i−1

〉
✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r Sc
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❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s Ti q✉✐
❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ✿ ♦♥ ❧❡s ♥♦♠♠❡✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✱ T1, . . . , Tr, Z̄1, . . . , Z̄k✳

▲❡s Si ❡t Ti ✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✮ ❡t ✭✸✳✸✮✳ ▲❡s X̄i ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡
❡✉① ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s Si ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s Tj ❡t ❧❡s Z̄j s❛✉❢ Z̄i ❣râ❝❡ ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à Sc✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛✈❡❝ ✭✸✳✹✮✱ ❧❡s Z̄i ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①
❡t ❛✈❡❝ ❧❡s Tj✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s Ti s♦♥t ❧❡s ✓ ♣♦rt❡✉rs ✔ ❞✉ s②♥❞r♦♠❡✳ ▲❡s X̄i

❡t Z̄i s♦♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s Ti ✭❞♦♥❝ ✐♥❞ét❡❝té❡s✮ ❡t
❧❡s Si ✭❞♦♥❝ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à S✮✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✐t❡s sér✐❡✉s❡s ✿ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡✳

❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r ❞❛♥s
q✉❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ✿ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛❜♦r❞ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡❝té❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ t❡st❛♥t
❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s Si✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞ét❡❝té❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝
t♦✉s ❧❡s X̄i ❡t ❧❡s Z̄i✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ✭❞♦♥❝ ❜é♥✐❣♥❡✮✳
❙✐ ♥♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❞♦♥♥❡r s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿

Pr♦♣r✐été ✶✵✳ ❙♦✐t S ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ C ✱ ❡t E ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡✳
❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r E ✿

E =
k∏

i=0

X̄i
xi ×

k∏

i=0

Z̄i
zi × S

♦ù
✕ S ∈ S
✕ xi = E ⋆ Z̄i

✕ zi = E ⋆ X̄i

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s Si, X̄i, Z̄i ét❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈(S)✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡①✐st❡✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉r ❧❡s xi ❡t zi ✿

E ⋆ Z̄j =
k∏

i=0

X̄i
xi ×

k∏

i=0

Z̄i
zi × S ⋆ Z̄j

=
k∑

i=0

X̄i
xi ⋆ Z̄j +

k∑

i=0

Z̄i
zi ⋆ Z̄j + S ⋆ Z̄j

= xi

❝❛r Z̄i ⋆ Z̄j = 0✱ S ⋆ S̄ = 0✱ ❡t X̄i ⋆ Z̄j = 0 s✐ i 6= j ❡t 1 s✐♥♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s zi✳
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❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ X̄i ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r X̄i s♦✐t
❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ X✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Z̄j✱ ♦✉ ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♠❛✐s ❝❡ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s Zi ✿ Xi s❡r❛✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ s❛✉❢ X ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ i✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Zi✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s X̄i ❡t
Z̄i ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ En✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉t❡
❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ✿ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s X̄i, Z̄i s✉✣t✳ ❊t ♠ê♠❡ s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ s✐ ♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡ E ′ q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✈❡❝ E✱ ❛❧♦rs E ❡t E ′

s♦♥t ❞❛♥s ❈(S)\S✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été é✈✐❞❡♥t❡ ♠❛✐s q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡ ✿ ❧♦rsq✉✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♦♥
♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐❞s✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❛✉tr❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡ ✭♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ s♦♥ ♣♦✐❞s✮ q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡✲❝✐
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✳

✸✳✸✳✷✳✹ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦❞❡ s✉r 4 q✉❜✐ts✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H =




X Y Z I
Y Z I X
Z I X Y




❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à é❝r✐r❡ S = 〈[XY ZI], [Y ZIX], [ZIXY ]〉✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉①
♣♦s✐t✐♦♥s ✭♣♦s✐t✐♦♥s 1 ❡t 2 ♣♦✉r S1 ❡t S2✱ ♣♦s✐t✐♦♥s 1 ❡t 3 ♣♦✉r S1 ❡t S3✱ ❡t ♣♦s✐t✐♦♥s
1 ❡t 4 ♣♦✉r S2 ❡t S3✮✳

▲❡s Ti ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
✕ T1 = [IZII]
✕ T2 = [IIIY ]
✕ T3 = [IIZI]

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ T1 ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ S1✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ S2 ❡t S3✱
❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s Ti✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s Ti ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳

❊♥✜♥ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ X̄1 ❡t Z̄1 ✿

X̄1 = [IY IY ], Z̄1 = [ZZIY ]

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ X̄1 ⋆ Z̄i = 1✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s Si ❡t
t♦✉s ❧❡s Ti✳



✸✳✹✳ ❈❖❉❊❙ ❈❙❙ ✹✼

✸✳✹ ❈♦❞❡s ❈❙❙

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ✉♥ ❝❛s ♦ù ❧❡s Si q✉✐ ❡♥❣❡♥✲
❞r❡♥t ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ❝♦♠♣♦sés s♦✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ I ❡t ❞❡ X✱ s♦✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ I ❡t ❞❡ Z✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦❞❡ ❞✐t ❈❙❙✳ ▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❈❛❧❞❡r❜❛♥❦✱
❙❤♦r ❡t ❙t❡❛♥❡✱ q✉✐ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡s ❝♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❬❈❙✾✻✱ ❙t❡✾✻❪✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❜❛s✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✮✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ s❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❞❡ ❝❤♦s❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❝♦❞❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✸✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❈♦❞❡ ❈❙❙✮✳ ❙♦✐t S ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ C ✳ C ❡st ✉♥ ❝♦❞❡
❈❙❙ s✐ S ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

S = 〈SX1, . . . , SXrX , SZ1, . . . , SZrZ 〉

❛✈❡❝ SXi ∈ {I,X}⊗n ❡t SZi ∈ {I, Z}⊗n✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ SX = 〈SX1, . . . SXrX 〉✱ SZ =
〈SZ1, . . . SZrZ 〉✱ ❡t S = 〈SX ,SZ〉✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡rr❡✉r E ∈ En✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉①
❡rr❡✉rs✱ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ X ❡t ❞❡ Z r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿ E = EXEZ ✱ ♦ù EX ∈ {I,X}⊗n✱
❡t EZ ∈ {I, Z}⊗n✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ♣❡✉t ❛❧♦rs
s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿ ❝♦♠♠❡ EX ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s SX ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬à ✈ér✐✜❡r
❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s SZ ✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✈ér✐✜❡r s✐ E ❡st ❞❛♥s S ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✈ér✐✜❡r EX ∈ SX ❡t EZ ∈ SZ ✳

▼✐❡✉①✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s wX ❡t wZ ❛ss♦❝✐és à EX ❡t EZ ✱ ❛❧♦rs
t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❡ C ✈♦♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧♦❣✉❡s
à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ En ❡♥ ♠♦ts
❜✐♥❛✐r❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✲ ❡rr❡✉r ❞❡ P❛✉❧✐✮✳ ❙♦✐t E ∈ En✳ ❖♥ ♥♦t❡ [E]X

❧❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✿

([E]X)i = 0 s✐ E(i) = I ♦✉ Z

([E]X)i = 1 s✐ E(i) = X ♦✉ Y

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ [E]Z ❧❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✿

([E]Z)i = 0 s✐ E(i) = I ♦✉ X

([E]Z)i = 1 s✐ E(i) = Z ♦✉ Y



✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖❉❊❙ ❈❖❘❘❊❈❚❊❯❘❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s wX ❡t wZ✳ ❖♥ é❝r✐t [wX , wZ ]
E ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ P❛✉❧✐ t❡❧❧❡

q✉❡ ✿
[wX , wZ ]

E = XwXZwZ

à ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣rès✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s❡rt à ♣❛ss❡r ❞❡ En ❛✉① ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ✿

Pr♦♣r✐été ✶✶✳ ❙✐ E ∈ En✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

[
[E]X, [E]Z

]
E

= E

❊t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✐ wX , wZ ∈ {0, 1}n✱ ❛❧♦rs
[
[wX , wZ ]

E
]
X

= wX ,
[
[wX , wZ ]

E
]
Z

= wZ

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ⋆ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és ✿

Pr♦♣r✐été ✶✷✳ ❙♦✐❡♥t E1, E2 ∈ En✳

E1 ⋆E2 = [E1]
X t
(
[E2]

Z
)
+ [E2]

X t
(
[E1]

Z
)

mod 2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

E1 ⋆E2 =
[
[E1]

X, [E2]
Z
]
E

⋆
[
[E2]

X, [E2]
Z
]
E

= X [E1]
X

Z [E1]
X

⋆X [E2]
X

Z [E2]
X

= X [E1]
X

⋆Z [E2]
X

+X [E2]
X

Z [E1]
X

= [E1]
X t
(
[E2]

Z
)
+ [E2]

X t
(
[E1]

Z
)

❖♥ ♣❡✉t ❞és♦r♠❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❈♦❞❡s ❈❙❙✱ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X✴❡♥ Z✮✳ ❙♦✐t S = 〈SX ,SZ〉 ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r
❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ C ✳ ❖♥ ♥♦t❡ [C ]X ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [C ]Z✮ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡
❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s [SXi]

X ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s [SZi]

Z✮ ✿

[C ]X = {w ∈ {0, 1}n,HX
t(w) = 0}

[C ]Z = {w ∈ {0, 1}n,HZ
t(w) = 0}
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♦ù HX ❡t HZ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

HX =




[SX1]
X

. . .
[SXrX ]

X


 , HZ =




[SZ1]
X

. . .
[SZrZ ]

X




❈❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s rX×n ❡t rZ×n✱ ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡✱
❡t q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ S ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

Pr♦♣r✐été ✶✸ ✭❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✱ ❡t HX ❡t HZ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ♣❛r✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ [C ]X ❡t [C ]Z✳ ❖♥ ❛ ✿

HX
t(HZ) = 0 ✭✸✳✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r S ❡st ❝♦♠✉t❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s
1 6 i 6 rx✱ 1 6 j 6 rz✱ ♦♥ ❛ SXi ⋆ SZj = 0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜✐♥❛✐r❡ ✿

0 = SXi ⋆ SZj

= [SXi]
X t
(
[SZj]

Z
)
+ [SXi]

Z t
(
[SZj]

X
)

= [SXi]
X t
(
[SZj]

Z
)

P✉✐sq✉❡ [SXi]
Z = [SZj]

X = 0n✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s HX ❡t HZ s♦♥t ❞♦♥❝
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✳

✸✳✹✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙

❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s {0, 1}✱
♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r s❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡t ❞♦♥♥❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à ❞❡s ❧❡❝t❡✉rs ♣❡✉ ❢❛♠✐❧✐❡rs ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙
✭s❛♥s ❧✐r❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✮✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥✲
t✐q✉❡s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♥♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ✈♦✐r ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧ss✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✮✱
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❜♦♥s ✔ ❝♦❞❡s✱ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳
◗✉❛♥❞ ❜✐❡♥ ♠ê♠❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱
❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡r♠❡t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❡t q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❡t ❞♦♥♥❡r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡✳



✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖❉❊❙ ❈❖❘❘❊❈❚❊❯❘❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❈♦❞❡ ❈❙❙✱ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ❯♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ C ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡st
❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s rX × n ❡t rZ × n r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ✈ér✐✜❛♥t ✿

HX
t(HZ) = 0 ✭✸✳✶✵✮

❖♥ ♥♦t❡ [C ]X ❡t [C ]Z ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à HX ❡t à HZ

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

[C ]X = {w ∈ {0, 1}n,HX
t(w) = 0}

[C ]Z = {w ∈ {0, 1}n,HZ
t(w) = 0}

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✐t❡s sér✐❡✉s❡s✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ✓ ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡s ✔
♣❛r ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

Pr♦♣r✐été ✶✹ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r HX ❡t
HZ✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

dim(C ) = n− rang(HX)− rang(HZ) ✭✸✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ HX ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ [SXi]
X

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ SXi ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
HZ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

dim(C ) = n− ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

= n− (rang(HX) + rang(HZ)).

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡
♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r [C ]X ❡t [C ]Z ✿ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ HZ ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ [C ]X ✱
❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✲
✐s❛t❡✉rs✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❜é♥✐❣♥❡s ❡t ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ ✿ ❝❡ s♦♥t
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡s ❡rr❡✉rs✲❧à✳

Pr♦♣r✐été ✶✺ ✭❊rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
❈❙❙ C s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s (w1, w2) t❡❧ q✉❡ ✿

HX
t(w1) = 0 ✭✸✳✶✷✮

HZ
t(w2) = 0 ✭✸✳✶✸✮

w1 6∈ VectLi(HZ) ♦✉ w2 6∈ VectLi(HX) ✭✸✳✶✹✮

♦ù VectLi(A) ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A✳



✸✳✹✳ ❈❖❉❊❙ ❈❙❙ ✺✶

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ ❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r E ∈
En q✉✐ ✈ér✐✜❡ E ∈ ❈(S) ❡t E 6∈ S✳ ❖♥ ♣♦s❡ w1 = [E]Z ❡t w2 = [E]X✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡
E = EXEZ ♦ù EX = X [E]X ❡t EZ = Z [E]Z ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

0 = E ⋆SXi

0 = EXEZ ⋆ SXi

0 = EZ ⋆ SXi

❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r w1
t
(
[SXi]

X
)
= 0✳ ❈✬❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6 rX ✱

❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✸✳✶✷✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t X ❡t Z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✸✳✶✸✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ E 6∈ S ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs EX ♦✉ EZ

♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❛♥s S ✿ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ét❛✐❡♥t ❞❛♥s S✱ ❛❧♦rs E s❡r❛✐t ❞❛♥s S✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ EZ ✱ ❛❧♦rs EZ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s SZi ✭EZ ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❡♥
Z✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s SXi✮✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r
w1 6∈ Vect([SZ1]

Z, . . . [SZrZ ]
Z)✱ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t VectLi(HZ)✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✶✹✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❛s ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬EX ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs EX ❡t EZ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r S✱ ❛❧♦rs ❧❡

♣r♦❞✉✐t ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✿ s✬✐❧ ❧✬ét❛✐t✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s SXi

❡t ❞❡s SZi✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬EX s❡r❛✐t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s SXi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡t
EZ s❡r❛✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡s SZi✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r
sér✐❡✉s❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✶✻ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r
HX ❡t HZ✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ C s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

d♠✐♥ = min{dX , dZ} ✭✸✳✶✺✮

♦ù

dX = min{w(w), w ∈ {0, 1}n, w ∈ [C ]X , w 6∈ VectLi(HZ)} ✭✸✳✶✻✮

dZ = min{w(w), w ∈ {0, 1}n, w ∈ [C ]Z , w 6∈ VectLi(HX)} ✭✸✳✶✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱✉❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❡rr❡✉r
sér✐❡✉s❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ X
♦✉ ❞❡ Z✳

❙♦✐t E ∈ En t❡❧❧❡ q✉❡ E ∈ ❈(S) ❡t E 6∈ S✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ E = EXEZ ✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs s♦♥t
❞❛♥s ❈(S)✱ ❡t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s S✱ ❞✐s♦♥s EX ✳ ❈♦♠♠❡



✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖❉❊❙ ❈❖❘❘❊❈❚❊❯❘❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙

w(EX) 6 w(E)✱ s✐ E ❛tt❡✐❣♥❛✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ EX ❛✉ss✐ ✭❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥
Z✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♣♦sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ X ♦✉ ❞❡ Z✳

▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s❡ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❡①❤✐❜❛♥t ✉♥
♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w✱ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐❞s✱ q✉✐ s♦✐t ❞❛♥s [C ]X ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s VectLi(HZ)
✭♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs❡✮✳ P♦✉r ✉♥ t❡❧ ♠♦t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡st ❞❛♥s [C ]X ✭✐❧ s✉✣t
❞❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té HX✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é✈✐❞❡♥t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ w ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s VectLi(HZ)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛✐❞❡r ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✶✼✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r HX ❡t HZ✱ ❡t ❞❡✉① ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s
w1 ❡t w2 t❡❧s q✉❡ w1 ∈ [C ]X ❡t w2 ∈ [C ]Z✳ ❆❧♦rs s✐ w1

t(w2) = 1✱ ♦♥ ❛

w1 6∈ VectLi(HZ)

w2 6∈ VectLi(HX)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ w1 ❡t w2 s♦♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✳ P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝✱ s✐ ♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ♣❡t✐t ♣♦✐❞s w1 ♣♦✉r
[C ]X ✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦t ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ [C ]Z q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à w1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❡rr❡✉rs E1 = Zw1 ❡t E2 = Xw2 ✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱
❝❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ✐♥❞ét❡❝té❡s✱ ❡t E1 ⋆E2 = 1✳ E1 ❡t E2 ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ w1 6∈ VectLi(HZ) ❡t w2 6∈ VectLi(HX)✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥
✉♥❡ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ s✐♠♣❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

Pr♦♣r✐été ✶✽ ✭❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐
♣❛r HX ❡t HZ✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳ ❖♥ ♥♦t❡ rX = rang(HX) ❡t rZ = rang(HZ)✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ {0, 1}n ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ (sX1, . . . sXrX , tX1, . . . tXrZ , x̄1, . . . x̄k) ❡t
(sZ1 , . . . sZrZ , tZ1 , . . . tZrX , z̄1, . . . z̄k) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ ❧❡s sXi s♦✐❡♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ HX ✱
✕ ❧❡s sZi s♦✐❡♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ HZ✱



✸✳✹✳ ❈❖❉❊❙ ❈❙❙ ✺✸

∀1 6 i, j 6 rX , sXi
t(tZj) = δi,j ✭✸✳✶✽✮

∀1 6 i, j 6 rZ , sZi
t(tXj) = δi,j ✭✸✳✶✾✮

∀1 6 i, j 6 rk, x̄i
t(z̄j) = δi,j ✭✸✳✷✵✮

∀1 6 i 6 k, ∀1 6 j 6 rZ , x̄i
t(sZj) = 0 ✭✸✳✷✶✮

∀1 6 i 6 k, ∀1 6 j 6 rX , x̄i
t(tZj) = 0 ✭✸✳✷✷✮

∀1 6 i 6 k, ∀1 6 j 6 rX , z̄i
t(sXj) = 0 ✭✸✳✷✸✮

∀1 6 i 6 k, ∀1 6 j 6 rZ , z̄i
t(tXj) = 0 ✭✸✳✷✹✮

∀i 6 i 6 rX , ∀1 6 j 6 rZ , tXi
t(tZj) = 0 ✭✸✳✷✺✮

▲❡s x̄i ❡t z̄i ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❜❛s❡s s✉r {0, 1}n ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❞✉ ❝♦❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✱ s❛✉❢ q✉✬♦♥
♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s X̄i ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦ts s✉r X ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡s Z̄i s✉r Z ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧
❡st ❡♥ ré❛❧✐té ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡s sXi ❡t sZi✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♠❛tr✐✲
❝❡sHX ❡tHZ ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Im(HX) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ rX ✿ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r
t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r rX ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦ts ❞❡ {0, 1}n ❡t ❞❡ HX ✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ rX ✈❡❝t❡✉rs tZ1, . . . tZrX q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t HX

t(tZi) = (0, . . . , 1, 0, . . . 1)✱ ❛✈❡❝
✉♥ 1 ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s tZi ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✽✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s tXi✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✸✳✶✾✮✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✱ s✐ ✉♥ tZi ❞♦♥♥é ♥✬❡st ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ✉♥ tXj✱
♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r sZj à tZi ✿ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ HZ ✭q✉✐ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à HX✮✱ ❡t ♦♥ ❛ (tZj + tZi)

t(tXj) = 1 + 1 = 0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❜❛s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ {0, 1}n ✿ (sXi, tXi) ❡t (sZi, tZi)✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s ✭♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s tXi ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s
sXi ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s sXi s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❛✉① sZi ❡t ♣❛s ❧❡s tXi ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r k ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ✭❝❛r k = n− rX− rZ✮✱ x̄i ❡t z̄i✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s x̄i s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①
❛✉① sZj✱ q✉✐tt❡ à ❧❡✉r ❛❥♦✉t❡r ❞❡s tXj ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s✉♣✲
♣♦s❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❛✉① tZj ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s z̄i ✿ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✭✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✷✷✮✱ ✭✸✳✷✸✮ ❡t ✭✸✳✷✹✮✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✭✸✳✷✵✮✳ ❖r ♣♦✉r x̄1✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r♠✐ ❧❡s z̄i q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à x̄1 ✿ s✐ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s✱
❝♦♠♠❡ x̄′1 ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉① sZi ❡t ❛✉① tZi✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡
{0, 1}n✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♥❝ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r z̄1✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❡♥s✉✐t❡ z̄1 à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s z̄i
q✉✐ ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à x̄1✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧s ❧❡ s♦✐❡♥t✱ ❡t ♦♥ ❛❥♦✉t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t x̄1 à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s x̄i q✉✐ ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à z̄1 ✿ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té q✉✬❛✉
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❞é❜✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ré✐tér❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❡t ❛✈♦✐r ❧❡s x̄i✱ z̄i s♦✉❤❛✐tés✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❛✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❜❛s❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ s✐ HX ❡t HZ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ ❛ ♣❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s tXi, tZi✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s x̄i ❡t ❧❡s z̄i✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦t ❞♦♥♥é ❞❡ s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦t
❞✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ♦✉ ♥♦♥✳

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❝♦rr✐❣❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ r❡✈✐❡♥t à ❞é❝♦❞❡r ❞❡✉①
❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ [C ]X ❡t [C ]Z ✱ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
✓ ❜r✉t ✔✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣éré♥é❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✳ ▲❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é♥é❣éré❡ ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉①
❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✿

d′min = min{d′X , d′Y } ✭✸✳✷✻✮

♦ù

d′X = min{w(w), w ∈ {0, 1}n, w ∈ [C ]X , w 6= 0n} ✭✸✳✷✼✮

d′Z = min{w(w), w ∈ {0, 1}n, w ∈ [C ]Z , w 6= 0n} ✭✸✳✷✽✮

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝❛♥❛❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✶✾ ✭❈❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✮✳ ❙✐ C ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ✉t✐❧✐sé
s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ [C ]X ❡st s❡♥s✐❜❧❡✲
♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ [C ]Z✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ s✐♠✉❧❡r ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ [C ]X s✉r ✉♥
❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p′ = 2p

3
✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡

❡st ❛❧♦rs prq = 2prc−p2rc✱ ♦ù prc ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞é❝♦❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r E✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦❞❡r ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s [E]X ❡t [E]Z✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té prc ❞❡
❞é❝♦❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉①✱ ♣❛r s②♠étr✐❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st é❣❛❧❡ à prc✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜♥❛❧❡ ✿ prq = 1− (1− prc)2 = 2presc − prc✳

❊♥s✉✐t❡✱ [E]Xi = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ E(i) = X ♦✉ Y ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✉r ❧❡
❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 2p/3✳
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P♦✉r ❞é❝♦❞❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡✉① ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✶✵✮✱ ❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ❧❡s ❞é❝♦❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❢♦rt❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ❜♦♥s ❝♦❞❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✳

✸✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡

❙♦✐t ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s HX ❡t HZ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

HX =

(
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

)
, HZ =

(
1 0 1 1 0
0 1 1 0 1

)

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ HX
t(HZ) = 0✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐❣♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥t❡

❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st 5 − 4 = 1✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡①❤✐❜❡r ❞❡✉①
❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✼✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t w1 = 11000 ✿ w1 ∈ [C ]X ✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ w2 = 10010 ∈ [C ]Z ✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ w1

t(w2) = 1 ✿ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝
❞❡✉① ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✳

✸✳✺ ❙❝❤é♠❛ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❡t✐t rés✉♠é ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❈❙❙✳ ▲❡ ♣❡t✐t ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱
❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳

✸✳✻ ❇♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✿ ❥✉sq✉✬à q✉❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
♣❡✉t✲♦♥ ❝♦rr✐❣❡r ✭s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛♥❛❧✮✱ ❡t ♣♦✉r q✉❡❧ r❡♥❞❡♠❡♥t✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❛✉t❛♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡st
✐♥❝♦♥♥✉❡ s❛✉❢ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ P♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥♥é✱
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ✭❡t ♦♥ ♥♦t❡ Q✮ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
q✉❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞♦♥♥é✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣♦✉r
t♦✉t R < Q✱ ♣♦✉t t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s R t❡❧ q✉❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❛♣rès ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ε✳
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❈❧❛ss✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡ ◗✉❛♥t✐q✉❡ ❈❙❙
❈♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❈♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❈♦❞❡ ❈❙❙

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ k

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ k

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
k

❊s♣❛❝❡ ✿ {0, 1}n ❊s♣❛❝❡ ✿ En ❊s♣❛❝❡ ✿ ({0, 1}n)2

▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ r × n

▼❛tr✐❝❡ ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛✲
t❡✉rs H r × n✱ t❡❧❧❡ q✉❡
∀i, j, Hi ⋆Hj = 0

▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té ❜✐♥❛✐r❡s
HX ✭rX × n✮ ❡t HZ ✭rZ × n✮✱
t❡❧❧❡s q✉❡ HX

t(HZ) = 0

❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✿
k = n− rang(H)

k = n− rang(H) k = n−rang(HX)−rang(HZ)

❙②♥❞r♦♠❡ ✿
s(w) = w · t(H)

s(E) = E ⋆ t(H) (sX(w1), sZ(w2))✱ ♦ù
sX(w1) = w1 · t(HX)✱
sZ(w2) = w2 · t(HZ)

▼♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ✿
w ∈ {0, 1}n,
s(w) = 0r ❡t w 6= 0n

❊rr❡✉r sér✐❡✉s❡ ✿
E ∈ En,
s(E) = 0r ❡t E 6∈
〈H1, . . . ,Hr〉

❊rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ✿
w1, w2 ∈ {0, 1}n,
sX(w1) = 0, w1 6∈ VectLi(HZ)✱
♦✉
sZ(w2) = 0, w2 6∈ VectLi(HX)✳

❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿
d = min{w(w),
s(w) = 0, w 6= 0n}

d = min{w(E),
s(E) = 0, E 6∈ 〈Hi〉)}

d = min{dX , dZ}
♦ù dX = min{w(w),
sX(w) = 0, w 6∈ VectLi(HZ)}
dZ = min{w(w),
sZ(w) = 0, w 6∈ VectLi(HX)}XY Z ZZ X XY X

Z

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ q✉❛♥t✐q✉❡s st❛❜✐❧✲
✐s❛t❡✉rs ❡t q✉❛♥t✐q✉❡s ❈❙❙✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r✱ q✉✐ s❡r❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳
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❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈✐❛ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳ ❙✐✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✭✉♥
s②♥❞r♦♠❡ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❡rr❡✉rs✮✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❜♦r♥❡r ✐♥❢ér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✷✵ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❬▲❧♦✾✼❪✮✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té Q(p) ❞✉
❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ✈ér✐✜❡ ✿

Q(p) > 1− h(1− p, p/3, p/3, p/3) ✭✸✳✷✾✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✱ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés (p1, . . . pn)✱

h(p1, . . . pn) = −
n∑

i=1

pi log pi

❡t q✉❡ s❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s log q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❡♥
❜❛s❡ 2✳

P♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭❇♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦✲
❧❛r✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ph q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t R ❞♦♥♥é✱ ✈ér✐✜❡ ✿

R = 1− h(1− ph, ph/3, ph/3, ph/3) ✭✸✳✸✵✮

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r R = 1/4✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈❛✉t ph ≃ 0, 1269✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✵ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ R ❞♦♥♥é✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t R q✉✐ ❝♦rr✐❣❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧
❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ph✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞é♣❛ss❛♥t ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ q✉✐ s♦✐t
r❛♣✐❞❡ à ❞é❝♦❞❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✱
❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
❝❛♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t à 4 s②♠❜♦❧❡s ✭I,X, Y, Z✮✱ ❛✈❡❝
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ✿

T → T ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− p
T → T +X ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3

T → T + Y ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3

T → T + Z ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3

❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ✿ X + Y = Z✱
X + Z = Y ✱ Y + Z = X✳
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▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❡st ❛❧♦rs ✿

C(p) 6 1− h(1− p, p/3, p/3, p/3)
❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ t❛♥t q✉✬♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✱ ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❛❧❧❡r ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡
s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧
❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧à ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❇♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pc q✉✐ ✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t R ❞♦♥♥é ✿

R + 1

2
= 1− h(1− 2pc/3, 2pc/3) ✭✸✳✸✶✮

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦rr✐❣❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡
❈❙❙ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t R✱ s✐ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡♥ X ❡t ❡♥ Z ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X✱ ❡t q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ F ❧❡
♠♦t r❡ç✉ ❡t E ❧❡ ♠♦t ❡♥✈♦②é ✿

P[F (v) ⋆X = 1] = P[F (v) = Y ] + P[F (v) = Z]

P[F (v) ⋆X = 0] = P[F (v) = I] + P[F (v) = X]

❉❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ✿

P[F (v) ⋆X = 1 | E(v) ⋆X = 0] = P[F (v) = Y ♦✉ Z | E(v) = X ♦✉ I]

= P[ ❧✬❡rr❡✉r r❡ç✉❡ ❡♥ v s♦✐t Y ♦✉ Z]

= 2p/3

❊t ❞❡ ♠ê♠❡ P[F (v) ⋆X = 0 | E(v) ⋆X = 1] = 2p/3✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t P[F (v) ⋆X = 0 | E(v) ⋆X = 0] = P[F (v) ⋆X = 1 | E(v) ⋆X =
1] = 1 − 2p/3✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té 2p/3✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✭❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛♥❛❧ ✿ C = 1 −
h(1− 2p/3, 2p/3)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ RX = 1− h(1− 2p/3, 2p/3) ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭RX ét❛♥t
❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X✮✳ ❈♦♠♠❡ RX ❡t RZ ✈ér✐✜❡♥t RX + RZ − 1 = R✱
♦ù R ❡st ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t q✉❡ RX = RZ ✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ R =
2(1− h(1− 2p/3, 2p/3))− 1✱ ❞✬♦ù ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✶✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r R = 1/4✱ ♦♥ ❛ pc ≃ 0, 1087✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à
❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙
s♦♥t ❧✐♠✐tés à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✿ s✐ ♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ✉♥ t❡❧ ❝♦❞❡
s❛♥s ✓ sé♣❛r❡r ✔ X ❡t Z✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡✳



✸✳✼✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ P❘❆❚■◗❯❊❙ ✺✾

✸✳✼ ❘és✉❧t❛ts ♣r❛t✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♦♥ s❛✐t ❡st✐♠❡r
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉①✱ ♠❛✐s ♦♥ s❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s q✉✐
❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡
✭♣❧✉s ré❝❡♥t✮ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ t♦✉t❡s ❝❡s ré♣♦♥s❡s✱ ♠ê♠❡
s✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❣rès ♦♥t été ❢❛✐ts✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❤♦rs ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ✭♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✿ ❛✐♥s✐✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡s♣ér❡r ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭♦✉ ❧❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙ s✐ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✮✳
▼❛✐s ♠ê♠❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s ❢♦✉r♥✐❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t q✉❡st✐♦♥ ✐❝✐ ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s t✉r❜♦✲❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
✭✈♦✐r ❬❆❜❜✶✸✱ P❚❖✵✾✱ ❲❍✶✶❪✮ ❡t✱ ❛♣♣❛r✉s ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ♣♦❧❛✐r❡s
✭❬❘❉❘✶✷✱ ❲●✶✸❪✮ q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✲
✉r❡ ✸✳✹ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❬●❋▲✵✽❪ ✭●❛r❝✐❛✲▲✐✉✮✱ ❬P❚❖✵✾❪ ✭t✉r❜♦✲❝♦❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❧♦♥❣✉❡✉r✮✱ ❬▼▼▼✵✹❪ ✭▼❛❝❑❛②✮✱ ❬▲●❋✵✻❪ ✭▲♦✉✲●❛r❝✐❛✮✱ ❬❈❖❚✵✼❪ ✭❈❛♠❛r❛✲❖❧❧✐✈✐❡r✲
❚✐❧❧✐❝❤✮✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❞✬❛✉tr❡s s♦♥t très ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱
q✉✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❈❙❙ ❡t s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r q✉❛♥✲
t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❛❜s❝✐ss❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t✱ ❡t ❡♥
♦r❞♦♥♥é❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ 10 ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✱ ♠✐❡✉① ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s❡ ♣❛ss❡✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s
✈❡rt✐❝❛❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❈❙❙✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r

❞é❝♦❞❛❣❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✬✐♥✲
s♣✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r ✶✳✸✮✳ ❖♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ✭✈♦✐r ✶✳✸✳✶ ♣♦✉r s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✱ ♣✉✐s ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ❈❙❙✱ ❝❡ q✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②✲
❛♥❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣r❛✲
t✐q✉❡s ✿ ✐❧s s♦♥t s✐♠♣❧❡s à ❣é♥ér❡r ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ r❡♥❞❡♠❡♥t✱ ❡t s✉rt♦✉t ♦♥
❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝♦❞❡r ❞✬✉♥ ❜♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ❇P ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✮ ✿ ✐❧ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ très
❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❖r✱ ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r q✉❡
❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts s♦♥t ❝r✉❝✐❛✉① ✿ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
♣❧✉s ✈✐t❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳

❖♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱
♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✻✶
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❘❡♥❞❡♠❡♥t t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❘❡♥❞❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t

❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭d✮ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs +∞ d ❝♦♥st❛♥t❡

• ❈♦❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✷❉ ✿
❬❑✐t✵✸❪ ✭❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱
✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱
❬❇❑✾✽✱ ❇❛❝✵✻✱ ❇▼❉✵✼✱
❇▼❉✵✻✱ ❇♦♠✶✵✱ ❉❩✶✵❪✳

• ❈♦❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✸❉ ✿
❬❇▲❚✶✶❪ ✭♥♦♥ ❈❙❙✮✱
❬❍❛❛✶✶❪

• ❍♦♠♦❧♦❣✐❡s ✿ ❬❆✉❞✶✸❪

• ●r❛♣❤❡s ❞❡ ❈❛②❧❡② ✿
❬❈❉❩✶✶❪

• ❈♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t ✭❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❡♥ nα✮ ✿ ❬❚❩✵✾❪
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱
❬❇❍✶✸❪ ✭❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣❛s ❢♦r✲
❝é♠❡♥t ▲❉P❈ ❛✉ s❡♥s
❤❛❜✐t✉❡❧✮

• ❈♦❞❡s s✉r ❞❡s s✉r✲
❢❛❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞ ❣❡♥r❡ ✿
❬❋▼▲✵✷✱ ❑✐♠✵✼✱ ❩é✵✾❪
✭❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ log n✮✱
❬●▲✶✸❪ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ nα✮

• ❈♦❞❡s q✉❛s✐✲
❝②❝❧✐q✉❡s ✿
❬▼▼▼✵✹✱ ❍■✵✼✱
❆❧②✵✼✱ ❍❇❉✵✽❪✱
❬❚▲✶✵❪ ✭♥♦♥ ❈❙❙✮

• ▼❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❝r❡✉s❡ ✿ ❬●❋▲✵✽❪

• ●r♦✉♣❡s ✜♥✐s ✿
❬❈❖❚✵✼❪

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ❞♦♥t ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ✭♦✉ ♣❧✉tôt s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs✮
❡st ❝r❡✉s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥ I s✉r ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❈♦❞❡ ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡✮✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s (Cn)n ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
n st❛❜✐❧✐sé❡ ♣❛r (Sn)n ❡st ❞✐t❡ ▲❉P❈ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t n ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ H

n ❞❡ Sn ❝r❡✉s❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✬✐❧ ❡①✐st❡ A ❡t B t❡❧s q✉❡ ✿

∀n, ∀i, #{j,Hn
i,j 6= I} 6 A

∀n, ∀j, #{i,Hn
i,j 6= I} 6 B

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ▲❉P❈ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❝♦❞❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐t ❞✉ s❡♥s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ▲❉P❈✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥st❛t❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✮ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ H ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡t ❡st à ❝❡ t✐tr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s
❧✐❣♥❡s s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ❜♦r♥é✱ ❝❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s ❞❡
♣♦✐❞s ❝♦♥st❛♥t✳
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P♦✉rt❛♥t ❝❡s ❡rr❡✉rs ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞♦♥❝ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✱ ❡t ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱
♠❛✐s ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r é✈❡♥t✉❡❧ q✉✐ s✬✐♥s♣✐r❡r❛✐t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥❡ s❛✉r❛✐t ♣❛s
❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢✮✳

✹✳✶✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r

▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♦♥ ✈❛ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❝♦❞❡
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P q✉❛♥t✐q✉❡ s❡ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✲
♠❡♥t s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ♠ê♠❡ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✿ ❧❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❜✐♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✱ ♦♥ ♠❡t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♥÷✉❞s ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ 1 ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛rêt❡ ❧♦rsq✉✬✐❧
② ❛ ✉♥ 0✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ q✉❛tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ I,X, Y, Z✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛rêt❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r I✱ ❡t ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ X✱ Y ♦✉ Z✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬❛rêt❡
❡♥ X✱ Y ♦✉ Z✱ ❡t ♦♥ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦✉❧❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ st❛✲
❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S = 〈S1, . . . Sr〉✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G (C ) = (V,C,EX , EY , EZ)

♦ù ✿
✕ V = {1, . . . , n} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱
✕ C = {1, . . . , r} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱
✕ EX = {v c, v ∈ V, c ∈ C, Sc(v) = X} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ X✱
✕ EY = {v c, v ∈ V, c ∈ C, Sc(v) = Y } ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ Y ✱
✕ EZ = {v c, v ∈ V, c ∈ C, Sc(v) = Z} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ Z✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛rêt❡
❞♦♥♥é❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ✿ s✐ v c ∈ EX ✱ ❛❧♦rs v c 6∈ EY ❡t v c 6∈ EZ ✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
EY ❡t EZ ✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ 1 à n ♣♦✉r ✐♥❞❡①❡r
❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦✉ ❞❡ 1 à r✮ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✿ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐ ❞✉ ❜♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❢❛✐t ❧✬❛✛❛✐r❡✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts ❡①❡♠♣❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛
♣❛r❢♦✐s ❞❡s ❧❡ttr❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✭❛✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ♥÷✉❞s
✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
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❖♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛②❛♥t
♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✿

H =




X Y Z I
Y Z I X
Z I X Y


 ✭✹✳✶✮

❙♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

X
Y Z

Z
X

X

Z

Z

Y

Y

1

2

3

4

a

b

c

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭✹✳✶✮✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✿ ❜❧❡✉ ♣♦✉r X✱ ✈❡rt
♣♦✉r Y ✱ r♦✉❣❡ ♣♦✉r Z✳

❙✐ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ✭à ❧✬✐♥✲
✈❡rs❡✮ ❧❡ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ❛✉ss✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❙t❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✮✳ ❙♦✐t G (C ) ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♣♦✉r c ∈ C ♦♥ ♥♦t❡ S(c) ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é
à c✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

S(c)(i) =





X s✐ i c ∈ EX

Y s✐ i c ∈ EY

Z s✐ i c ∈ EZ

I s✐♥♦♥

❆✐♥s✐✱ ✈ér✐✜❡r s✐ ❞❡✉① st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ r❡✈✐❡♥t à
r❡❣❛r❞❡r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té c1 ❡t c2 ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r à q✉❡❧s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❧s s♦♥t
r❡❧✐és ✿ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧s s♦♥t r❡❧✐és à ✉♥ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡
❝♦✉❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ✐❧s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥ ❝❡ ♥÷✉❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱
❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té a ❡t b ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s 1 ✭X ♣♦✉r a✱ Y ♣♦✉r b✮
❡t 2 ✭Y ♣♦✉r a✱ Z ♣♦✉r b✮ ✿ S(a) ❡t S(b) ❝♦♠♠✉t❡♥t ❞♦♥❝✳

✹✳✶✳✷ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ EY ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t r❡❧✐és
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à ✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❛rêt❡s ✿ ✐❧ ② ❛ ❝❡✉① r❡❧✐és ❛✉① ❛rêt❡s ❡♥ X ❡t ❝❡✉① r❡❧✐és ❛✉①
❛rêt❡s ❡♥ Z✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r HX ❡t HZ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G (C ) = (V,CX , CZ , EX , EZ)

♦ù ✿
✕ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ n✱
✕ CX ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X✱ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ rX ✱
✕ CZ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z✱ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ rZ✱
✕ EX = {v c, v ∈ V, c ∈ CX , (HX)c,v = 1} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ X✱
✕ EZ = {v c, v ∈ V, c ∈ CZ , (HZ)c,v = 1} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ Z✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❡t tr❛❝❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✿

HX =

(
1 1 1 0 0
0 0 1 1 1

)
, HZ =

(
1 0 1 1 0
0 1 1 0 1

)
✭✹✳✷✮

X

X

Z

Z

1

2

3

4

a

b

c

d
5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✹✳✷✮✳

✹✳✶✳✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈

▲❡ ❝♦❞❡ ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱
❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❝♦❞❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈ ❬❑✐t✵✸❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣♦✐❞s ❞❡s
❧✐❣♥❡s 4 ❡t ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s 2✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❈♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
n ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G = (V,CX , CZ , EX , EZ) t❡❧ q✉❡ ✿
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✕ V = {(2i, 2j), (2i+ 1, 2j + 1), 0 6 i, j < n}
✕ CX = {(2i+ 1, 2j), 0 6 i, j < n}
✕ CZ = {(2i, 2j + 1), 0 6 i, j < n}
✕ EX = {(2i, 2j) (2i+ 1, 2j), (2i, 2j) (2i− 1, 2j),
(2i+ 1, 2j + 1) (2i+ 1, 2j), (2i+ 1, 2j + 1) (2i+ 1, 2j + 2), 0 6 i, j <
n}

✕ EZ = {(2i, 2j) (2i, 2j + 1), (2i, 2j) (2i, 2j − 1),
(2i+ 1, 2j + 1) (2i, 2j + 1), (2i+ 1, 2j + 1) (2i+ 2, 2j + 1), 0 6 i, j <
n}

❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣r✐s❡s ♠♦❞✉❧♦ 2n✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡♥t✐❡rs✮ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡s ♥÷✉❞s à ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐✲
❡♥♥❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛✐r❡s ❡t ✐♠♣❛✐r❡s
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣ér❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡❧ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z✳

X
X

X

X

Z

Z
ZZ

(0,0)
(1,0)

(2,0)

(0,1)
(1,1)

(1,2)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2×32✳ ▲❡s ❡①tré♠✐tés ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ s♦♥t
r❡❧✐é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❤❛✉t❡ ❡t ❜❛ss❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✓ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✔✳

Pr♦♣r✐été ✷✶ ✭Pr♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❛ ♣♦✉r
❧♦♥❣✉❡✉r 2n2✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬❑✐t✵✸❪✱ ♠❛✐s ♦♥ ✈❡rr❛
✐❝✐ ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳

P♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té
✭❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✮✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥
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X ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥÷✉❞ r❡❞♦♥❞❛♥t✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ Z ✭❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ 2✮✳

P♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s ✺✳✷✳✷ ♦✉ ✻✳✷✳✸✮✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ s✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❡♥ X ✭♣♦✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ I ❡t ❞❡ Z ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✮✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st r❡❧✐é à ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳ ▲❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ s♦♥t ❞♦♥❝
❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✳ ❖r t♦✉s ❧❡s ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✹✮ s♦♥t
❡♥ ré❛❧✐té ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❡t s❡✉❧s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ✓ t♦✉r ✔ ❞✉ t♦r❡ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s✱ ❡t ❧❡ t♦✉r ❞✉ t♦r❡ ❛ ♣♦✉r t❛✐❧❧❡ n✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 3 ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2× 32✮✱ ❛✈❡❝
❞❡✉① ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ Z✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❧❡ tr❛✐t ✈❡rt✐❝❛❧✮ ❢❛✐t ❧❡ t♦✉r
❞✉ t♦r❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭❧❡ ✓ ❝❛rré ✔✮ ❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✉
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❧❡ ❞é❝♦❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❡✣❝❛❝❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳ ▼❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❛s ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✳

✹✳✷ ❉é❝♦❞❛❣❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡st ❧❡✉r ❞é✲
❝♦❞❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❇P✮✱ ♣rés❡♥té ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✶✳✸✳✷✱
❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉
❣r❛♣❤❡✮✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞é❝♦❞❡r✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞✐✈❡rs❡s ✈❡rs✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡s✳
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✹✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡

P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s♦✉✈❡♥✐r ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❞é❝♦❞❡✱ ❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✓ ✈♦✐r ✔ ❧❡s ❜✐ts r❡ç✉s✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡
❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜✐t✱ q✉✬✐❧ s♦✐t 0 ♦✉ 1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✓ ✈♦✐r ✔ ❧❡ q✉❜✐t r❡ç✉✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st
❧❡ s②♥❞r♦♠❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❛✈❡❝ q✉❡❧s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✭♦✉ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✮ ❧✬❡rr❡✉r
❝♦♠♠✉t❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ❡rr❡✉r
❞❡ P❛✉❧✐ ❡st ❛rr✐✈é❡ ❛✉ s②stè♠❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛rt ❛✈❡❝ ✭❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✮ ❧❡s ❜✐ts r❡ç✉s s✉r
❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❀ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦♥ ♣❛rt ❛✈❡❝ I ✭❧✬❡rr❡✉r s✉♣♣♦sé❡✮ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✲s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s❡❧♦♥ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ s✉r
❧❡ ♥÷✉❞ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✭✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ❡♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ♦♥ ♥❡ t❡st❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ 0n✮✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✹✳✷✳✸✮✱ à s❛✈♦✐r q✉✬♦♥ ✓ ✈♦✐t ✔ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡rr❡✉r✱
❡t q✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡ ✭❞♦♥❝
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✮ ♣r♦❝❤❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡①❛❝t❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r
♣rès✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❢❛ç♦♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❛❝t✉❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s très ❧✐♠✐t❛♥t❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣r♦♣r❡ ❛✉① ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s
❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣r❛✈❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té
q✉❛♥t✐q✉❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❧♦rs ❞❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛♣rès ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✐ ❧✬❡rr❡✉r tr♦✉✈é❡ ❡st ❞❛♥s
❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ♦✉ ♥♦♥ ✭❡t ❛tt❡st❡r ❞❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦t ❞❡
❝♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 4 ✭✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮ ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥❝❡r♥és✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳ ❙♦✐t ✐❧ ré✉ss✐t à ❝♦♥✈❡r❣❡r
✈❡rs ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 4✱ ♦✉ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✱ s♦✐t ✐❧ ✓ ❛❧t❡r♥❡ ✔ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t s♦♥
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❝♦♥✈❡r❣❡r✳ ❈❡ ❝❛s✲❧à ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs à ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st
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❝♦♥❢r♦♥té à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s 1/2 ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✮✳

Z

Z
?

?

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ✭❡♥ Z✮ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡ ❞❡ ♣♦✐❞s 4 ✭❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳

■❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ré❣❧❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡ss❛②❡r ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦✐♥s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s ❝❛s s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t✳

✹✳✷✳✷ ❇P q✉❛♥t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧

❙✐ ♦♥ ❡①❝❧✉t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♣❛rt ❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❡t ♥♦♥ ❞✉ ♠♦t r❡ç✉ ✭q✉✬♦♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s
❧♦✐♥✮✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à ♣❛rt q✉✬✐❧ ② ❛ 4 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
✭I✱ X✱ Y ♦✉ Z✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2 ✭0 ♦✉ 1✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬♦♥ ❛ 3 ❞❡s 4 ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥♥✉s ❡t q✉❡ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡
♣❛r✐té ❡st ❞❡ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♥÷✉❞ ❡st
Y ♦✉ Z ✭❝❛r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s②♥❞r♦♠❡ 1✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r E(4) ⋆X = 1)✳ ■❧ ❢❛✉t ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st✲❝❡ q✉❡ E(4) ❝♦♠♠✉t❡ ♦✉ ♥♦♥ ❛✈❡❝
Y ✮ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ 4✳

1

3

2

4

0
0

Y ou Z

1 1

Z

X
Y X

Z

I

X

s=1

?

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s s✉r ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ E(v) ⋆X = 1✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝✐r❝✉❧❡r s✉r ❧❡s
❛rêt❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ t②♣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✓ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡st
0 ♦✉ 1 ✔✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✓ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉ ♥÷✉❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♠♠✉t❡ ♦✉ ♥♦♥
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ✔ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ r❡❝❡✈❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❛rêt❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ♥÷✉❞✳
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❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ✭❝♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡①❛❝t ❡t q✉✬✐❧
② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4✮✱ ❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✈♦♥t ❝✐r❝✉❧❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s
❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳

✹✳✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ C ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G [C ] = (V,C,EX , EY , EZ)✱
♦ù ♦♥ ❛ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ s ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❡rr❡✉r E q✉✐ ❡st ❛rr✐✈é❡ ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à
é✈❛❧✉❡r ♣♦✉r t♦✉t v✱ P[E(v) = I]✱ P[E(v) = X]✱ P[E(v) = Y ]✱ ❡t P[E(v) = Z]✳

❖♥ ♥♦t❡ E1 = {I,X, Y, Z} ❡t E ′ = {X, Y, Z}✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r v ∈ V ✱
❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❛♥s E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ♥÷✉❞ v ✿ VE(v) = {v c ∈ E}✱ ❡t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❛♥s E ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c ✿ VE(c) = {v c ∈ E}✳
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t EE ′ = EX ∪ EY ∪ EZ ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✿
✕ ∀v ∈ V ✱ ∀T ∈ E1

piv(T ) = P [E(v) = T ] ✭✹✳✸✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♦✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ✿ ❝✬❡st
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ✭♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ❝❛r ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♥ ♥✬❛ ❛❝❝ès q✉✬❛✉ s②♥❞r♦♠❡✱
♠❛✐s r✐❡♥ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s✮✳

✕ ∀U ∈ E ′✱ e = v c ∈ EU ✱ b ∈ {0, 1}✱
qe(b) = P[E(v) ⋆U = b | re′ , e′ ∈ VEE′ , e

′ 6= e] ✭✹✳✹✮

qe(0) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡E(v) ❝♦♠♠✉t❡ ✭❡t qe(1) q✉❡ E(v) ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s✮
❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ✭U✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛rêt❡ e✱ ❡t ❝❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à v ✭s❛✉❢ e✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬❛rêt❡ e
❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X✱ qe(0) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ E(v) ⋆X = 0✱ s❛❝❤❛♥t ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à v✱ s❛✉❢ ❞❡ e ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

✕ ∀U ∈ E ′✱ e = v c ∈ EU ✱ b ∈ {0, 1}✱
re(b) = P[E(v) ⋆U = b | qe′ , e′ ∈ VEE′ (c), e

′ 6= e, s(c)] ✭✹✳✺✮

re(0) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ E(v) ❝♦♠♠✉t❡ ✭❡t re(1) ❝❡❧❧❡ q✉❡ E(v) ♥❡ ❝♦♠✲
♠✉t❡ ♣❛s✮ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛rêt❡ e✱ ❡t ❝❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à c ✭s❛✉❢ e✮✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr
❞✉ s②♥❞r♦♠❡ ❡♥ ❝❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ e ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X ❡t q✉❡
s(c) = 1✱ re(0) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ E(v) ⋆X = 0✱ s❛❝❤❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à c ✭s❛✉❢ ❞❡ e ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✮✱ ❡t q✉❡ s(c) = 1✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t✳
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✕ ∀v ∈ V ✱ ∀T ∈ E1✱

pfv(T ) = P[E(v) = T | re, e ∈ VEE′ (v)] ✭✹✳✻✮

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜♥❛❧❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ s♦✐t T ✳ ❖♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
♠❡ss❛❣❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳

✹✳✷✳✷✳✷ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❧❡s ✉♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s✳
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s pfv ✿ ∀v1 ∈ V ✱ ∀T ∈ E1✱

pfv1(T ) ∝ piv1(T )
∏

U∈E ′

∏

e∈VEU
(v1)

re(T ⋆U) ✭✹✳✼✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ v ❡st T s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛❝❝❡♣t❡♥t T ❝♦♠♠❡
❡rr❡✉r✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ e ❞❡ t②♣❡ U ♦ù U ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ T ✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ re(0)✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ❛✈❡❝ T ✱ ✐❧ ❢❛✉t
♣r❡♥❞r❡ re(1)✱ ❞✬♦ù ❧❡ re(T ⋆U)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ pfv(X)✱ ❝♦♠♠❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✿

pfv1(X) ∝ piv(X)
∏

e∈VEX
(v1)

re(0)
∏

e∈VEY
(v1)

re(1)
∏

e∈VEZ
(c)

re(1)

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s q✉❛tr❡ ❣r❛♥❞❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❛✈♦✐r pfv(I) + pfv(X) + pfv(Y ) + pfv(Z) = 1✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s re ✿ ∀U ∈ E ′✱ e = v1 c1 ∈ EU ✱ b ∈ {0, 1}✱

re(b) =
∑

b1+...+bd
=sc1+b

∏

ei∈VE
E′

(c1)

ei 6=e

qei(bi) ✭✹✳✽✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c1 ❞♦✐t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t s✐ sc1 = 0 ✭Sc1 ❡st ❧❡ s②♥❞r♦♠❡
❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✮ ♦✉ ♥♦♥✲s❛t✐s❢❛✐t s✐ sc1 = 1✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡
❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❜✐ts ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞♦♥♥❡ b + Sc1

❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st
é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés qei ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ei ✭❤♦rs ❧✬❛rêt❡
❝♦♥s✐❞éré❡ v1 c1✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✭✶✳✾✮✮✱ ♦♥
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♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✿

∆re = re(0)− re(1)
=

∑

b1+...+bd=sc1

∏

ei

qei(bi)−
∑

b1+...+bd=sc1+1

∏

ei

qei(bi)

= (−1)sc1
∑

b1,...,bi

(−1)b1+...bi
∏

ei

qei(bi)

= (−1)sc1
∏

ei

(qei(0)− qei(1))

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s O(d) ♦ù d + 1 ❡st
❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✭❡t d ❡st ❜♦r♥é à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ▲❉P❈ ❞✉
❝♦❞❡✮✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s qe ✿ ∀U ∈ E ′✱ e = v2 c1 ∈ EU ✱ b ∈ {0, 1}✱

qe(b) ∝
∑

T,T ⋆U=b

piv2(T )
∏

e′∈VEX
(v2)

e′ 6=e

re′(T ⋆X) ✭✹✳✾✮

∏
e′∈VEY

(v2)\e
re′(T ⋆ Y )

∏
e′∈VEZ

(v2)\e
re′(T ⋆Z)

❊♥ ❡✛❡t✱

qe(b) = P
[
E(v2) ⋆U = b | r′e, e′ ∈ VEE′ (v2), e

′ 6= e
]

=
∑

T,T ⋆U=b

P[E(v2) = T | re′ , e′ ∈ VEE′ (v2), e
′ 6= e]

❖r P[E(v2) = T | r′e] ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ✭✹✳✼✮✱ s❛♥s t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ v2 c1✳ ❙✐ ♦♥ é❝r✐t

t(v2, T ) = piv2(T )
∏

U∈E ′

∏

e′∈VEU
(v2)\e

re′(T ⋆U)

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

P[E(v2) = T | r′e] =
t(v2, T )∑

T ′∈E1
t(v2, T ′)

❡t ❞♦♥❝

qv2 c1(b) =
1∑

T ′∈E1
t(v2, T ′)

∑

T,T ⋆U=b

t(v2, T )

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r b = 0 ❡t b = 1✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✾✮ ❡t r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❡♥s✉✐t❡✳
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v1

c1

v2

c2

r(v1 c1)(0)

q(v2 c1)(0)

r(c2 v2)(0)

pfv1(X)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✿ re✱ qe✱ pfv ✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s piv ✿ ❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✉t✐❧✐sé✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✿ ∀v ∈ V

piv(I) = 1− p
piv(X) = p/3
piv(Y ) = p/3
piv(Z) = p/3

✭✹✳✶✵✮

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ st♦❝❦❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ✿ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s qe ❡t re✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ qe(0) ❡t re(0)✳ ❉❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s piv(T ) ❡t p

f
v(T )✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❡ st♦❝❦❡r q✉❡ 3 ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡s 4✳

✹✳✷✳✷✳✸ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡

④ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ⑥
■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s piv(T ) ∀v ∈ V, ∀T ∈ E1 ❛✈❡❝ ✭✹✳✶✵✮

pfv(T ) ← piv(T ) ∀v ∈ V, ∀T ∈ E1
qv c ← piv ∀v c ∈ E
④ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ⑥
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❚❛♥t◗✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s 6 ◆❇❴▼❆❳✱ ❡t q✉❡ E ❝❤❛♥❣❡ ❋❛✐r❡

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ∆qe
❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ∆re ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s re ❛✈❡❝ ✭✹✳✽✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s(c)

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s qe ❛✈❡❝ ✭✹✳✾✮

❙✐ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠♦❞ δ ❂ ✵ ❆❧♦rs

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s pfv ❛✈❡❝ ✭✹✳✼✮

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r E ❧✬❡rr❡✉r ✿ E(v) = argmax
T

(pfv(T )✮

❋✐♥❙✐

❋✐♥❚❛♥t◗✉❡

❘❡t♦✉r♥❡r E

❖♥ ✈❡rr❛ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
s✐♠♣❧✐✜é✳

✹✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é

▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ✓ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ 0n ✔
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ 0 ❡t ❡♥ 1✱
♦♥ t❡st❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ 0n ❝♦♠♠❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡
tr❛♥s♠✐s✳

■❝✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✓ ✐♥✈❡rs❡r I ❡t X ✔ ✿

I → X

X → I

Y → Z

Z → Y

à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❡t q✉✬♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❧❡s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✭piv(X) ❞❡✈✐❡♥t piv(I)✱ ❡t❝✮✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✓ ✐♥✈❡rs❡r I ❡t Z ✔ ❡t ✓ ✐♥✈❡rs❡r I ❡t Y ✔ s✉r
✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛✐ss❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❙♦✐t ✉♥ s②♥❞r♦♠❡ s ❝❛✉sé ♣❛r ✉♥❡ ❡rr❡✉r E✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ v✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✐♥✈❡rs❡ I ❡t X s✐ E(v) = X✱ ❡t❝✮ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❞é♣❛rt ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❧❡
s②♥❞r♦♠❡ ❡st ♥✉❧✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱
❡t ♦♥ ❛ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s s❡❧♦♥ ❧✬❡rr❡✉r E✳ P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣é♥ér❡r ❧✬❡rr❡✉r E s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛♥❛❧✱ ♣✉✐s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ s ✿ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ♦♥ ♠❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s✳
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1
32

4
YX

X

ZZ?
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Z?
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s=01
32

4
YX

X

ZI?

I?

I?
I?

s=1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❇P q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❛ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡✱ ❡t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧✬❡rr❡✉r q✉✐ ❧✬❛ ❝❛✉sé✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st I✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
s✐♠♣❧✐✜é ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❡rr❡✉rs r❡ç✉❡s ✭❡t ✉♥
s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧✮✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✈✐❡♥t ❜✐❡♥ à I ♣❛rt♦✉t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ❛✛❛✐r❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳
❖♥ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p✱ ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à
❧✬❡rr❡✉r E = [ZIZX]✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ s✉r ❧❡ s❡✉❧ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✿
1✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ à 1✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés pi à ✿

piv(I) = 1− p piv(X) = p/3

piv(Y ) = p/3 piv(Z) = p/3

❖r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✐ ♦♥ ✐♥✐t❛❧✐s❡ ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ à 0 ❡t ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés pi à ✿

pi1(I) = p/3 pi1(X) = 1− p
pi1(Y ) = p/3 pi1(Z) = p/3

pi2(I) = 1− p pi2(X) = p/3

pi2(Y ) = p/3 pi2(Z) = p/3

pi3(I) = p/3 pi3(X) = p/3

pi3(Y ) = p/3 pi3(Z) = 1− p



✼✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❈❖❉❊❙ ▲❉P❈ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ ❊❚ ▲❊❯❘ ❉➱❈❖❉❆●❊

pi4(I) = p/3 pi4(X) = 1− p
pi4(Y ) = p/3 pi4(Z) = p/3

❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡t♦♠❜❡r s✉r ❧✬❡rr❡✉r I ❛♣rès ❝❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝✬❡st
q✉✬✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❡rr❡✉r E ❡♥ ❧✉✐
❞♦♥♥❛♥t ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱
✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦ù ♦♥ ❣é♥èr❡
❧✬❡rr❡✉r✱ ❡t ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s②♥❞r♦♠❡✳

✹✳✷✳✸✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✭100−150✮
s✉✣t à ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s st❛❜✐❧✲
✐s❛t❡✉rs s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té c1 ❡t c2✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ v ❡t ❞❡✉① ❛rêt❡s v c1 ❡t v c2 ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ v c1 ∈ EX

❡t v c2 ∈ EY ✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ v′

❡t ❞❡✉① ❛rêt❡s v′ c1 ❡t v′ c2 ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳

X Y

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❉ét❛✐❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❛✈❡❝ ✉♥ 4✲❝②❝❧❡ s✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡
❞r♦✐t❡ s♦♥t s✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❛✐♥s✐✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ♣❡✉ ❝♦rré❧és
✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ s✐ ❞❡s 4✲❝②❝❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥ts✮✳

❈❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❢❛✐r❡ é❝❤♦✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♠❛✐s s♦♥t ♠♦✐♥s
❣ê♥❛♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ X ❡t Z ✭♦✉ X ❡t Y ✱
♦✉ Y ❡t Z✮ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ✭✈♦✐r ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
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...

...

...
partie X

partie Z

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❈❙❙ ✿ ✐❧ ❡st ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s
❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝❤❛❝✉♥❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡
s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✳

✹✳✷✳✹ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦❞❡s ❈❙❙✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✱
G ([C ]X) ❡t G ([C ]Z) ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿

piv(0) = 1− 2p/3, piv(1) = 2p/3 s✐ E(v) = I ♦✉ X

piv(1) = 2p/3, piv(1) = 1− 2p/3 s✐♥♦♥

❊t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ Z✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✱
♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡✉① ❞é❝♦❞❛❣❡s sé♣❛rés s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
p′ = 2p/3✳

❊♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞é❝♦❞❛❣❡s✱ ♦♥ é✈✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4
❡♥tr❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X ❡t ❡♥ Z✳ ▼✐❡✉① ❡♥❝♦r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ Z ❡t X✱ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✬❛❜st❡♥✐r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ Z ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s q✉✬❡♥ X ✿ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 2pr❡s− p2r❡s✱
♦ù pr❡s ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ ❛♣rès ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ X s❡✉❧❡♠❡♥t✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬♦❜t❡♥✐r Y ✭❞♦♥❝ E(v) ⋆X = 1 ❡t E(v) ⋆Z = 1 s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ ✭p/3✮ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts ✭♦ù ♦♥ ❛✉r❛✐t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p′2 = 4p/9✮✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✻ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t R = 1/4✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 0.1087 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 0.1269 ✭❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✮✳

❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡
♠♦✐♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞ér♦✉❧❡r ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
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❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❡♥ X ❡t ❡♥ Z ❡st
mX = mZ = m/2✮✱ d ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥
X ❡t ❡♥ Z ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❡♥ X ❡t ❡♥ Z s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥t é❣❛✉① ✿
dX = dZ = d/2✮✱ ❡t dc ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✿

✕ P♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s qe ✿ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs à ❝❛❧❝✉❧❡r ✭qe(0) ❡t qe(1)✮ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ dX
t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮ ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ 2(mXdX +
mZdZ) = 2m/2d/2+2m/2d/2 = md ♦♣ér❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥
✭♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✉① ❢♦✐s ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r
X ❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r Z✮✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✮✱
♦♥ ❞♦✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♥t d t❡r♠❡s ✿
2md✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ t♦t❛❧ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r ❝❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s pfv ✱ q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡✱ ♥❡ ❣❛❣♥❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✿ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❞❡✉① ❢♦✐s 2 ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 4 ✭X ❡t Z sé♣❛rés✱ ❡t ❧❡s 4 ❣r❛♥❞❡✉rs ❞✬✉♥
❝♦✉♣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✮✳ ❖r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s pfv ❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ dX + 1 ✭r❡s♣ dZ + 1✮ t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ dX + dZ + 1 t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✮✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n(dX + dZ + 2) = n(d+ 2) ❢❛❝❡ à
n(dX + dZ + 1) = n(d+ 1)✳

✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s re ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✭❧❡ ❞❡❣ré ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✱
❡t ✐❧ ② ❛ 2 ✈❛❧❡✉rs à ❝❛❧❝✉❧❡r✮✳

✕ ❈ôté ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s qe ❡t re ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡✱ ❝❛r ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❧❡s ❞❡✉① ❞é❝♦❞❛❣❡s ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ré✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳

✕ ▲❡s piv ❡t pfv ♣r❡♥♥❡♥t 2 ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡s piv ♦✉ ❧❡s pfv ✱ ✐❧
② ❛ 4 ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❡♥ st♦❝❦❡r 3 ✭❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
ét❛♥t ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❢❛✐t 1✮✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ ② ❛
s❡✉❧❡♠❡♥t 2 ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥✬❡♥ st♦❝❦❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡♥ 3n + 3n ♣♦✉r ❧❡s piv ❡t pfv ❞✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❛❧♦rs q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs piv ✭❞♦♥❝ 2n✮✱ ❡t ❞✬✉♥ s❡✉❧
✈❡❝t❡✉r ✜♥❛❧ ✭❞♦♥❝ n✮ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ X✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s piv ❡♥ X ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s pfv ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡✛❡❝t✉é✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡♥✈✐r♦♥ 3/4 ✭s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s qe ❡t re ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥ t❡♠♣s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡s pf ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✐s à ❥♦✉r à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✮✱ ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❞❡✉① ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❛r ♦♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉
❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s X ❡t Z ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✮✳

■❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡r ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❧❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛
❞é❥à été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ ❞é❥à s❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡ss❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❡r✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐✳
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✹✳✷✳✺ ❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✱
❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ ❝♦❞❡ CSS✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✐❧ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡
✐❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❝❛r ♦♥ ② t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ X ❡t Z✳

➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ 4✲❝②❝❧❡s ré❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛ été t❡sté ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ♦ù ❝❡s 4✲❝②❝❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭✈♦✐r
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮ ✿ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs très ❜♦♥♥❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❇P ❣é♥ér❛❧ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ qe ✭♠❡ss❛❣❡ q✉✐tt❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣♦✉r ❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ e = v c ∈ EX ✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

qe(0) = α


piv(X)

∏

EX\e
re′(0)

∏

EZ

re′(1) + piv(I)
∏

EX\e
re′(0)

∏

EZ

re′(0)




= α

(
piv(X)

∏

EZ

re′(1) + piv(I)
∏

EZ

re′(0)

)
∏

EX\e
re′(0)

❖r s✐ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s qe ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à
s❛✈♦✐r ✿

qe(0) = α′piv(0)
∏

E\e
re′(0)

♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ❤♦r♠✐s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs α ❡t α′ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r piv(X)

∏
EZ

re′(1) + piv(I)
∏
EZ

re′(0) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ piv(0) ✈✐rt✉❡❧

♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞✬❛rêt❡s ❞❡ t②♣❡ X✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r
r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✭à r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rès✮ P[E(v) ⋆X = 0 | ❛rêt❡s ❡♥ ❩ s❡✉❧❡♠❡♥t] ✿
s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs X ❡t Z ét❛✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ♥❡ t✐r❡r❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✭❡♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r s❡r❛✐t ❝♦♥st❛♥t❡✮✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡
❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ r❡♥♦♠♠❡ qe ❡♥ qxe s✐ e ∈ EX ✱ ❡t
❡♥ qze s✐♥♦♥✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r re✳ P♦✉r v ∈ V ✱ b ∈ {0, 1}✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉①
♠❡ss❛❣❡s ✿
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rxe(b)

tzv(b) ∼ piv(b) ♣♦✉r Zqze(b)

rze(b)
txv(b) ∼ piv(b) ♣♦✉r X

qxe(b)

v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡ ✿ ❧❡s ♣❛rt✐❡s X ❡t Z s♦♥t ❣éré❡s ♣❛r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s tx ❡t tz ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ♣❡✉
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s X ❡t Z✳ qxe(b) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r qe(b) ✭♣♦✉r
❧❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✿ qz✱
rz✱ rx✳

txv(b) =
∑

T ⋆X=b

piv(T )
∏

e′∈VEZ
(v)

rze′(Z ⋆T ) ✭✹✳✶✶✮

tzv(b) =
∑

T ⋆Z=b

piv(T )
∏

e′∈VEX
(v)

rxe′(X ⋆T ) ✭✹✳✶✷✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∀e ∈ EX , b ∈ {0, 1}, qxe(b) ∝ txv(b)
∏

e′∈VEX
(v)\e

rxe′(b) ✭✹✳✶✸✮

∀e ∈ EZ , b ∈ {0, 1}, qze(b) ∝ tzv(b)
∏

e′∈VEZ
(v)\e

rze′(b) ✭✹✳✶✹✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r e = v c ∈ EX ❡t b ∈ {0, 1}✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✾✮ ✿

qxe(b) ∝
∑

T,T ⋆X=b

piv(T )
∏

e′∈VEX
(v)\e

rxe′(T ⋆X)
∏

e′∈VEZ
(v)

rze′(T ⋆Z)

∝


 ∏

e′∈VEX
(v)\e

rxe′(b)




 ∑

T,T ⋆X=b

piv(T )
∏

e′∈VEZ
(v)

rze′(T ⋆Z)




∝


 ∏

e′∈VEX
(v)\e

rxe′(b)


 txv(b)

❊t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r qz✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s qe s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥

♣r❡♥❛♥t txv ♦✉ tzv ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥✐t✐❛❧❡s✮✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡
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à ❥♦✉r ❞❡s re ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ❞✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ✭X ♦✉
Z✮✳

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✜♥❛❧❡ ❞♦✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❛✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t ✿

pfv(T ) ∝ piv(T )
∏

e′∈EX

re′(T ⋆X)
∏

e′∈EZ

re′(T ⋆Z)

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ✈❡rs✐♦♥ ❈❙❙ ♠✐①t❡

④ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ⑥

■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s piv ❡t ❧❡s pfv
txv(0) ← piv(X) + piv(I)

txv(1) ← piv(Z) + piv(Y )

tzv(0) ← piv(Z) + piv(I)

tzv(1) ← piv(X) + piv(Y )

■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s rxe ❡t rze à 1✳

④ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ⑥

❚❛♥t◗✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s 6 ◆❇❴▼❆❳✱ ❡t q✉❡ E ❝❤❛♥❣❡ ❋❛✐r❡

❊✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r X ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡s qxe ♣✉✐s ❞❡s

rxe✮

❊✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r Z

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝r♦✐sés txv ❡t tzv
❙✐ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠♦❞ δ ❂ ✵ ❆❧♦rs

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s pfv ❛✈❡❝ ✭✹✳✼✮

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r E ❧✬❡rr❡✉r ✿ E(v) = argmax
T

(pfv(T ))

❋✐♥❙✐

❋✐♥❚❛♥t◗✉❡

❘❡t♦✉r♥❡r E

❊♥ t❡r♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❣r❛♥❞❡✉rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ② ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs tx ❡t tz✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ 2n✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ✿

✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s re ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s pf ✳
✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s qe ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s tz ❡t tx ❝❛❧❝✉❧és✱ ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté✮ ✿ 2m(dX+dZ) = md
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2md ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s tx ❡t tz✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ❜✐t
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❞♦♥♥és✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ dX + 1 t❡r♠❡s ✭♦✉
dZ + 1 t❡r♠❡s✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ n(dX + dZ + 2) = n(d+ 2)✳

❈♦♠♠❡ n ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ m ✭❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r dX ♦✉ dZ✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❡r❞✉
à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s tx ❡t tz ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❣❛❣♥é ✭✉♥ ❢❛❝t❡✉r
2 s✉r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s qe✮✳

✹✳✷✳✻ ❇P ❈❙❙ ❛s②♠étr✐q✉❡

❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
q✉❡❧q✉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s X ❡t Z✳ ■❧ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✭❝❡ q✉❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❧❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✮✱ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ q✉❡ ❧❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t
✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés s♣❛t✐❛❧❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ s✉r ❞❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ❛s②♠étr✐q✉❡s ✿ ♦ù ✉♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✭RX ♦✉
RZ✮ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳

✹✳✷✳✻✳✶ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t

▲❡ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s piv ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r r❡ç✉❡✱ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés pqv(T ), ∀T ∈ E1✱

✷✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ✭❞é❝♦❞❛❣❡ ❇P s✐♠♣❧❡✮✱ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s pfv ✱

✸✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s p′iv ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s pqv ❡t ❞❡s pfv ✱

✹✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z ✭❞é❝♦❞❛❣❡ ❇P s✐♠♣❧❡✮✱

✺✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧❡

▲✬ét❛♣❡ ✶ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

piv(0) = pqv(I) + pqv(X)

piv(1) = pqv(Y ) + pqv(Z)

P♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ✸✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ré✲❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❤❛q✉❡ ❡rr❡✉r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s ✭❧❡s pfv✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ X ✿

P[E(v) = I] ∝ pfv(0)pqv(I)

P[E(v) = X] ∝ pfv(0)pqv(X)

P[E(v) = Y ] ∝ pfv(1)pqv(Y )

P[E(v) = Z] ∝ pfv(1)pqv(Z)
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■❧ ❢❛✉t r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ α ❧❡ ❢❛❝t❡✉r q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦✐t é❣❛❧❡ à 1✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ✸ ✿

p′iv (0) = P[E(v) = I] + P[E(v) = Z] ✭✹✳✶✺✮

= α
(
pfv(0)pqv(I) + pfv(1)pqv(Z)

)

p′iv (1) = P[E(v) = X] + P[E(v) = Y ] ✭✹✳✶✻✮

= α
(
pfv(0)pqv(X) + pfv(1)pqv(Y )

)

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♥♦r✲
♠❛❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥✳

➚ ❧✬ét❛♣❡ ✺✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡rr❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇P ❈❙❙
s✐♠♣❧❡✳

✹✳✷✳✻✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✐❧
❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z ✿ ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st à
❢❛✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❛ss❡③ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❇P ❈❙❙
s✐♠♣❧❡✱ ♠✐s à ♣❛rt q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♠❛① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ❞é❝♦❞❛❣❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s s♦♥t ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ❞✬❡s♣❛❝❡✳

◗✉❛♥❞ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❣❛r❞❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞é❝♦❞❛❣❡s✳ ❙♦✐t pm ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t R ❞♦♥♥é ✭R = RX + RZ − 1✮✳
P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p′ =
2pm/3✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮ ✿

RX = 1− h(1− 2pm/3, 2pm/3) ✭✹✳✶✼✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♥❛❧ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ à
❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❝♦rr✐❣é
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❝♦rr✐❣é ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t
{0, 1} ✈❡rs {0, 1, e} ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p(1 | 1) = p(0 | 0) = 1− p
p(0 | 1) = p(1 | 0) = p/3

p(e | 0) = p(e | 1) = 2p/3
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❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é❝♦❞é❡✱
❛❧♦rs ✿

✕ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t t✐ré ❧❡ s②♠❜♦❧❡ I ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − p✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ X
❝♦♥✜r♠❡✱

✕ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t t✐ré ❧❡ s②♠❜♦❧❡ Y ♦✉ Z ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 2p/3 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①✮✱ ❧❡ ❞é✲
❝♦❞❛❣❡ ❡♥ X ✐♥✜r♠❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t✱

✕ s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t t✐ré ❧❡ s②♠❜♦❧❡ X ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3✮✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ X ❝♦♥✜r♠❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❝❡
❝❛♥❛❧ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ♣❛rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ I✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X
ét❛♥t s✉♣♣♦sé s❡ ♣❛ss❡r ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t pfv(0) = 1 ❡t pfv(1) = 0✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✺✮ ❡t ✭✹✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

p′iv (0) ∝ pqv(I)

p′iv (1) ∝ pqv(X)

✕ ❙✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r X ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à p′iv (0) ∝ p/3 ❡t
p′iv (1) ∝ 1−p✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ p′iv (0) = p/3

1−2p/3
❡t p′iv (1) =

1−p
1−2p/3

✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❜✐❡♥ à ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❜✐t q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ 0 à 1✱

✕ ❙✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r Y ♦✉ Z ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝✉♠✉❧é❡ 2p/3✮✱ ♦♥ ❛ p′iv (0) ∝ p/3
❡t p′iv (1) ∝ p/3✱ ❞♦♥❝ p′iv (0) = p′iv (1) = 1/2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥
❡✛❛❝❡♠❡♥t✱

✕ ❙✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r I ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − p✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à p′iv (0) ∝ 1 − p ❡t
p′iv (1) ∝ p/3✱ ❞♦♥❝ p′iv (0) =

1−p
1−2p/3

❡t p′iv (1) =
p/3

1−2p/3
✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥

❛✉ ❝❛s ❞✉ ❜✐t ✐♥❝❤❛♥❣é✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛

❜♦r♥❡ ✜♥❛❧❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✷ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❝♦rr✐❣é✮✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞é♣♦✲
❧❛r✐s❛♥t ❝♦rr✐❣é ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ✈ér✐✜❡ ✿

C = 1− 2p/3− (1− 2p/3) log(1− 2p/3) + (1− p) log(1− p) + p/3 log(p/3)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾✮ ✿

C = sup
X,Y

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y | X)

❖r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ✿ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧
❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r 0 ❡t 1✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ❝❛♥❛❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❈❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❯♥ ❝❛♥❛❧ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ A ✈❡rs B ❡st ❞✐t
s②♠étr✐q✉❡ s✐ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t B ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ B1, . . .Bm ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Bi✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s (p(y | x))x∈A,y∈Bi

✈ér✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❧✐❣♥❡s s♦♥t ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✭s✬✐❧
② ❛ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✮✳

■❝✐✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ♦♥ é❝r✐t B = {0, 1} ∪ {e}✱ ♦♥ ❛
❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(
1− p p/3
p/3 1− p

)
❡t

(
2p/3
2p/3

)

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡✲
♠❡♥ts ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳

❖r✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ t❡❧ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡ ❬●❛❧✻✽❪✮✳ P♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ s②♠étr✐q✉❡
s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡s s②♠✲
❜♦❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ X ❡st éq✉✐ré♣❛rt✐❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ P[X = 0] =
P[X = 1] = 1/2✮✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r Y ✿

P[Y = 0] =
1− p
2

+
p/3

2
=

1− 2p/3

2
✭✹✳✶✽✮

P[Y = 1] =
1− 2p/3

2
✭✹✳✶✾✮

P[Y = e] = 2p/3 ✭✹✳✷✵✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r 0 ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é 0
✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✮ ❡t ❛✈♦✐r r❡ç✉ 0 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− p✮✱ ♦✉ ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é 1 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té
1/2✮ q✉✐ s✬❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ 0 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té p/3✮✱ ❞✬♦ù ✭✹✳✶✽✮✳ P♦✉r ✭✹✳✶✾✮✱ ❝✬❡st ❧❛
♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡♥ s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r e ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é
0 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✮ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❡✉ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 2p/3✮✱ ♦✉ ❛✈♦✐r ❡♥✈♦②é
1 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✮ ❡t ❛✈♦✐r ❡✉ ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té 2p/3✮✱ ❞✬♦ù ✭✹✳✷✵✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

H(Y ) = −2p/3 log(2p/3)− 2
1− 2p/3

2
log

(
1− 2p/3

2

)

= −2p/3 log(2p/3)− (1− 2p/3) log

(
1− 2p/3

2

)

= −2p/3 log(2p/3)− (1− 2p/3) log(1− 2p/3) + 1− 2p/3
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❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ H(Y | X) ✿

H(Y | X) = −
∑

x,y

P[Y = y | X = x] log(P[Y = y | X = x])P[X = x]

= −
∑

y

P[Y = y | x = 0] log(P[Y = y | X = 0])

= −(1− p) log(1− p)− p/3 log(p/3)− 2p/3 log(2p/3)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

I(X;Y ) = −2p/3 log(2p/3)− (1− 2p/3) log(1− 2p/3) + 1− 2p/3

+(1− p) log(1− p) + p/3 log(p/3) + 2p/3 log(2p/3)

= 1− 2p/3− (1− 2p/3) log(1− 2p/3) + (1− p) log(1− p)
+p/3 log(p/3)

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜♦r♥❡ ✜♥❛❧❡ ✿

R = RX − 1 +RZ

= 1− h(1− 2pm/3, 2pm/3)− 1

+ 1− 2pm/3− (1− 2pm/3) log(1− 2pm/3) + (1− pm) log(1− pm)
+ pm/3 log(pm/3)

= 1 + (1− pm) log(1− pm)− 2pm/3 + 2pm/3 log(2pm/3)

+ pm/3 log(pm/3)

= 1 + (1− pm) log(1− pm)− 2pm/3 + 2pm/3 log 2

+ (2pm/3 + pm/3) log(pm/3)

= 1− h(1− pm, pm/3, pm/3, pm/3)

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✵✮✮ ✿ ❛✐♥s✐✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❈❙❙ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❇P s❡ ❞ér♦✉❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✮✳

✹✳✷✳✼ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✈✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
■❧s ♦♥t t♦✉s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿



✹✳✷✳ ❉➱❈❖❉❆●❊ ✽✼

✕ ❯♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ O(n)✱ ♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✉ ❝♦❞❡

✕ ▲❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r
❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ▲❛ ❧✐st❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥
❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✈❛♥t❛❣❡s ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts

❇P ❣é♥ér❛❧

• ❱❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦❞❡
▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡

• ❯t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
X ❡t Z✱ ❡t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

• Prés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝②✲
❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✭❛ ♣r✐✲
♦r✐✮

❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡

• ❈♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❇P
❣é♥ér❛❧

• ❈♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❧❡ ❇P ❣é♥ér❛❧ ✭❡♥✈✐r♦♥ 3/4✮

• P❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐ts
❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4

• ❱❛❧❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙

• ◆✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ X ❡t Z ✿ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙✳

❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡

• ❯t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
X ❡t Z✱ ❡t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

• ❈♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❇P
❣é♥ér❛❧

• ❱❛❧❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙

• Prés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝②✲
❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✭❛ ♣r✐✲
♦r✐✮
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❇P ❈❙❙ ❛s②♠ét✲
r✐q✉❡

1 2

• ❯t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
X ❡t Z✱ ❡t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

• ❈♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥✈✐r♦♥
❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡
❇P ❣é♥ér❛❧

• ❈♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❧❡ ❇P ❣é♥ér❛❧ ✭❡♥✈✐r♦♥ 3/4✮

• P❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐ts
❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4

• ◆é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙
❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥
❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r êtr❡
❡✣❝❛❝❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✿ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❇P✱
❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦❞❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣r♦❞✉✐t

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✱
✐♥tr♦❞✉✐ts ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❚❩✵✾❪✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❞❡s ▲❉P❈
❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✱ ♦♥ ② ♣rés❡♥t❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❡t ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❉❡✉①
❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t q✲❛✐r❡
✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✳

❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐
♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s✐ t❛♥t ❡st q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥
❜♦r♥é❡ ❡t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❛②❛♥t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❡t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❏✲P✳ ❚✐❧❧✐❝❤ ❡t ●✳ ❩é♠♦r ❞❛♥s ❬❚❩✵✾❪✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ♣♦ssè❞❡♥t à ❧❛
❢♦✐s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥

√
n ✭♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡✮✱ ❡t ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t

❝♦♥st❛♥t ❧♦rsq✉❡ n ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝♦❞❡s s❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡
❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té à ❧❡s ❣é♥ér❡r ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très ♣r♦♠❡tt❡✉rs✱ ♦♥t ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭s♦✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P✮ très ❞é❝❡✈❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐ s❛♥s
s✉❝❝ès✱ ♦✉ ❛✉ ♠✐❡✉① s❛♥s rés✉❧t❛t ✿ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣❧✉tôt ❥♦✉❡r s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ♣r♦✜t❡r ❞❡ s❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✽✾
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✺✳✶ ▲❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦❞❡s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ❈❙❙ ✈❛❧✐❞❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✮ à ♣❛rt✐r ❞❡
❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✿ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♥✬❡st r❡q✉✐s❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✮ s♦♥t ❤ér✐té❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ ❣r♦ss✐èr❡✲
♠❡♥t✱ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ✓ ❜♦♥s ✔ ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ✓ ❜♦♥ ✔ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤♦✐①✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❜♦♥s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❜❛s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ▲❉P❈ s❡
tr❛♥s♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈
q✉❛♥t✐q✉❡s✳

✺✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

■❧ ❡st ❛ss❡③ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❚❛♥♥❡r ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ C ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡r❛ ❞♦♥❝ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r
G (C ) = (V,C,E) ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ à ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ Cq✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡r❛
G (Cq) = (V,CX , CZ , EX , EZ) ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ❧❡s ❛rêt❡s
❡♥ X ❡t ❡♥ Z ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭❈♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❬❚❩✵✾❪✮✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s C1 ❡t C2

❡t ❧❡✉rs ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C1) = (V1, C1, E1) ❡t G (C2) = (V2, C2, E2) q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t Cq = C1 1 C2 ❛②❛♥t ♣♦✉r
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (Cq) = (V,CX , CZ , EX , EZ) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ V = V1 × V2 ∪ C1 × C2

✕ CX = C1 × V2
✕ CZ = V1 × C2

✕ EX = {(v1, v2) (c1, v2)| v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2}
∪ {(c1, c2) (c1, v2)| v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1}

✕ EZ = {(v1, v2) (v1, c2)| v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1}
∪ {(c1, c2) (v1, c2)| v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2}

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st rés✉♠é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡
❝♦❞❡ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✷✸ ✭❱❛❧✐❞✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ✭❬❚❩✵✾❪✮✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Cq = C1 1 C2 ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉s cX ∈ CX , cZ ∈ CZ✱

S(cX) ⋆S(cZ) = 0
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X

Z

v1 c1 v2 c2

(v1, v2) (c1, v2)

(c1, c2) (v1, c2)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✮ ✿
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ C1 ❡t C2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✓ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ✔ ❞✬❛rêt❡s✳ P♦✉r
r❛♣♣❡❧✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❜❧❡✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥ X✱ ❧❡s r♦✉❣❡s ❡♥ Z✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té cX ∈ CX ❡t cZ ∈ CZ ✳
❖♥ ❛ cX = (c1, v2) ♣♦✉r c1 ∈ C1 ❡t v2 ∈ V2✱ cZ = (v1, c2) ♣♦✉r v1 ∈ V1 ❡t

c2 ∈ C2 ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✳
❙♦✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ S(c1, v2) ❡t S(v1, c2) ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t✳ P❛r s②♠ét✲

r✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
V1 × V2 ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t (v1, v2)✱ ❡t ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡ t❡❧❧❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ (v1, v2) (c1, v2) ∈ EX ❡t (v1, v2) (v1, c2) ∈ EZ ✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞❡s ❝♦❞❡s C1 ❡t C2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ v1 c1 ∈ E1 ❡t v2 c2 ∈ E2✳ P❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛rêt❡s (c1, c2) (c1, v2) ∈ EX ❡t
(c1, c2) (v1, c2) ∈ EZ ✳ ❈♦♠♠❡ (c1, c2) ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ C1×C2 q✉✐
♣✉✐ss❡ êtr❡ r❡❧✐é à ❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t
❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Cq ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ F4 ✭✐♥❞❡①é❡s ♣❛r V1 ❡t V2 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ C1 ❡t C2 ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✮✱ ❞♦♥t
❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ✓ ✈ér✐✜é❡s ✔ ♣❛r ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X ❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♣❛r ❞❡s
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳

X
Z

V1

V2

C1

C2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛✐r❡
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✓ ✈ér✐✜❡ ✔ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
❧✬✉♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳
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✺✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❛ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐ss❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛②❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r n→∞✱ ❡t
✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ❝r♦ît ❡♥

√
n✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r
❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡s ❝♦❞❡s s♦♥t t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❬❚❩✵✾❪✮✮✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
C1 ❡t C2✳ ❖♥ ♥♦t❡ k1 ❡t k2 ❧❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❡t k̄1 ❡t k̄2 ❧❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞✉❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ C1 1 C2 ❡st ✿

k = k1k2 + k̄1k̄2

❖ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❞♦♥♥é ♣❛r s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r×n✳ ❙❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉❛❧❡ ✱ ♥♦té❡ k̄✱ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

k̄ = r − n+ k

❈❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✿

Pr♦♣r✐été ✷✹✳ ❙♦✐t C ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C ) = (V,C,E)✱ ❛✈❡❝ n
♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ C̄ t❡❧ q✉❡ G (C ) = (C, V,E)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ C̄ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❞❡ C ❞♦♥t ♦♥ ❛ ✐♥✈❡rsé ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t
❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳ ❙❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ❡st ❞♦♥❝ t(H)✳ ❖r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ❡st s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦✐♥s ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✳ ■❝✐✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
dim C̄ = r − rang( t(H)) = r − rang(H) = r − (n− k)✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ k̄✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ n > r✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥✉❧❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❖♥ ♥♦t❡ #V1 = n1,#V2 = n2,#C1 = r1,#C2 = r2✳ ▲❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ C1 1 C2 s✬❡①♣r✐♠❡

k = ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s− ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
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▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st #(V1 × V2 ∪ C1 × C2) = n1n2 + r1r2✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té t♦t❛❧ ❡st #(C1 × V2 ∪ V1 × C2) = r1n2+n1r2✳ ■❧ r❡st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts✳

❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ✭♣❛rt✐❡ ❜❧❡✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
C̃X ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C̃X) = (C1 × V2, V, EX)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ♣❛rt✐❡ X ❞✉
❝♦❞❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❈❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✱ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✐❝✐ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❧
❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ C̄1 = (C1, V1, E1) ❡t ❞❡ C2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡
(c1, v2) (v1, v2) ∈ EX s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ c1 v1 ∈ E1✱ ❡t ✉♥❡ ❛rêt❡
(c1, v2) (c1, c2) ∈ EX s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ v2 c2 ∈ E2✳ P♦✉r ❝❡s
❝♦❞❡s ✭✈♦✐r ❬▼❙✼✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✿

dim(C̃X) = dim(C̄1) dim(C2) = k̄1k2

P❛r s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s r❡❞♦♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z ✿ k1k̄2✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ✈ér✐✜❡ k = n−r+k̄✳

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

k = n1n2 + r1r2 − r1n2 − n1r2 + k̄1k2 + k1k̄2

= (n1 − r1)(n2 − r2) + k̄1(n2 − r2 + k̄2) + k1(−n2 + r2 + k2)

= (n1 − r1)(n2 − r2) + (k̄1 − k1)(n2 − r2) + k̄1k̄2 + k1k2

= (n1 − r1)(n2 − r2) + (r1 − n1)(n2 − r2) + k̄1k̄2 + k1k2

= k̄1k̄2 + k1k2

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡♥❞❡✲
♠❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts R1 ❡t R2 ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡
♣r♦❞✉✐t ✈❛✉t ✿

R =
k

n
=

R1n1R2n2

n1n2 + (1−R1)(1−R2)n1n2

=
R1R2

2−R1 −R2 +R1R2

❈❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s
❝♦❞❡s✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ é❧❡✈é❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭s✉rt♦✉t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▲❉P❈ q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳

❖♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r
❡t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C ) = (V,C,E)✳ ❙❛ ❞❞✉❛❧❡ d̄ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞✉ ❝♦❞❡ C̄ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G C̄ = (C, V,E)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❬❚❩✵✾❪✮✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
d ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t Cq = C1 1 C2 ✈ér✐✜❡ ✿

d > min{d1, d2, d̄1, d̄2} ✭✺✳✶✮

▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❙✐ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ C1,C2, C̄1, C̄2 s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ✿

d = min{d1, d2, d̄1, d̄2} ✭✺✳✷✮

✕ ❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ C1 ♦✉ ❞❡ C2 ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ❞❡ C1 ❡t
❞❡ C2 s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ✿

d 6 min{d̄1, d̄2} ✭✺✳✸✮

✕ ❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❞❡ C1 ♦✉ ❞❡ C2 ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ C1,C2

s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ✿
d 6 min{d1, d2} ✭✺✳✹✮

♦ù d1 ❡t d2 s♦♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ C1 ❡t C2✱ ❡t d̄1 ❡t d̄2 ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡ C1 ❡t C2✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù C1 ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 ❡t C2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡
0✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛
❞✐t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Cq ❡st ♥✉❧❧❡ ✭k1k2 + k̄1k̄2 ❂ ✵✮✳

▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥
✉t✐❧✐s❡r❛ s✉rt♦✉t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r ✭O(n1) ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
O(n2)✮✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t n1 ∼ n2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡
❡♥ O(n1) = O(

√
n)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ▲❡ ❝♦❞❡ Cq ét❛♥t ❈❙❙✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♣♦sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ X ♦✉ ❞❡ Z ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

❙♦✐t EZ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ I ❡t ❞❡ Z✱ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ♥♦♥
❞ét❡❝té❡ t❡❧❧❡ q✉❡ w(EZ) = w < d1 ❡t w < d̄2✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡
♣❛r✐té ❡♥ X s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ✭✐❧s ❞ét❡❝t❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✮✱ ❡t ❝❡✉① ❡♥ Z s♦♥t ✓ ✐♥✈✐s✐❜❧❡s ✔✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ EZ

❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉①
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z✳

❙♦✐❡♥t ✿
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✕ V ′
1 = {v1 ∈ V1, ∃v2 ∈ V2, EZ(v1, v2) 6= I} ⊂ V1

✕ C ′
2 = {c2 ∈ C2, ∃c1 ∈ C1, EZ(c1, c2) 6= I} ⊂ C2

❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té r❡str❡✐♥ts ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✓ ✉t✐✲
❧❡s ✔✳ ❙♦✐❡♥t C ′

1 ❡t C ′
2 ❧❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s r❡str❡✐♥ts ❛ss♦❝✐és ✿

✕ C ′
1 = (V ′

1 , C1, {v1 c1, v1 ∈ V ′
1 , v1 c1 ∈ E1})

✕ C ′
2 = (V2, C

′
2, {v2 c2, c2 ∈ C ′

2, v2 c2 ∈ E2})
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t C ′

q = C ′
1 1 C

′
2✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿

k′ = k′1k
′
2 + k̄′1k̄

′
2

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t E ′
Z ❧✬❡rr❡✉r EZ ré❞✉✐t❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ C ′

q ✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s V ′

1 ❡t C ′
2✱ EZ ❡t E ′

Z ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦rt✳
P✉✐sq✉❡ V ′

1 ⊂ V1 ❡t q✉❡ C1 ❡t C ′
1 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱

C ′
1 ⊂ C1✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ C ′

1 ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à d1✳ ❖r✱ #V ′
1 < d1✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ C ′
1 ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ ❝❡ ♥✬❡st

♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ k′1 = 0✳
P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r C̄ ′

2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t k̄′2 = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ k′ = 0✳
▲❡ ❝♦❞❡ C ′

q ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
✭C1×V2✮✱ E ′

Z ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞ét❡❝té❡ ❞❛♥s C ′
q ✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ E ′

Z

❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C ′
q ✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ Z

❞❡ C ′
q ✳ ❖r ❝❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥÷✉❞s

❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z ✿ S ′
Z = 〈S(V ′

1 × C ′
2) 〉 ⊂ 〈S(V1 × C2) 〉 = SZ ✳ ❯♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡

st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ ❞♦♥♥❡ E ′
Z ❞❛♥s C ′

q ❞♦♥♥❡ EZ ❞❛♥s Cq s✐ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s
S(V ′

1 × C ′
2) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s✉♣♣♦rt s✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✓ ❡♥❧❡✈é❡s ✔ ❞❡ Cq✳ ❖r✱ s✐

(v′1, c
′
2) ∈ V ′

1 × C ′
2✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❡st r❡❧✐é ❞❛♥s Cq s♦♥t ✿

✕ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (c1, c
′
2) ∈ C1 × C ′

2✱ ♦✉
✕ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (v′1, v2) ∈ V ′

1 × V2
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ C ′

q ✳
EZ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Cq✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ dZ > min{d1, d̄2}✳
P❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t dX > min{d2, d̄1}✱ ❡t

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✉ ✓ ❜♦♥ ✔
♣♦✐❞s q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ ♣❛s ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ dim(C1) ❡t dim(C2) s♦✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ d > d1✳

❙♦✐t w1 ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ✭❜✐♥❛✐r❡✮ ❞❡ C1✱ ❞❡ ♣♦✐❞s d1✳ P♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ v02
✜①é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡rr❡✉r EZ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s d1 ✿

✕ EZ(v1, v2) = Z s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v2 = v02 ❡t s✐ w1(v1) = 1✱
✕ EZ(v1, v2) = I s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ V1 × V2✱
✕ EZ(c1, c2) = I s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ C1 × C2✳

❙♦✐t w2 ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ C2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♥✲
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str✉❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ v01 ✜①é✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t EX ✿
✕ EZ(v1, v2) = X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v1 = v01 ❡t s✐ w2(v2) = 1✱
✕ EZ(v1, v2) = I s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ V1 × V2✱
✕ EZ(c1, c2) = I s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ C1 × C2✳
❈❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ♦♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

✐♥❞❡①é❡ ♣❛r V1 × V2✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ EZ ❡st ✐♥❞ét❡❝té❡ ✿ s♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X (c1, v2)✳ ❙✐

v2 6= v02✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ♥✬❡st r❡❧✐é à ❛✉❝✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ EZ q✉✐ ♥❡ s♦✐t
♣❛s I✳ ❙✐ v2 = v02✱ ✐❧ ❡st r❡❧✐é à V (c1) = {(v1, v02), v1 c1 ∈ E1}✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥
❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c1 ∈ C1✳ ❖r✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
❛✛❡❝té ✉♥❡ ✓ ❝♦♣✐❡ ❡♥ Z ✔ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (v1, v

0
2) ✿ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s à Z ❞❛♥s V (c1) ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛✐r✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥✱ EX ❡st ✐♥❞ét❡❝té❡✳

X
Z

Z

Z

Z
X X XXZ XXEX

EZ

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ EX ❡t EZ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ V1 × V2✱ s❡❧♦♥ ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❈❡s ❡rr❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s✉♣♣♦rt s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
C1 × C2✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❣r✐sé❡✳ ❈❤❛♥❣❡r v02 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❢❛✐r❡ ✓ ❣❧✐ss❡r ✔
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ EZ ✱ ❡t ❝❤❛♥❣❡r v01 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❢❛✐r❡ ✓ ❣❧✐ss❡r ✔ ✈❡rt✐✲
❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ EX ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
s✉♣♣♦rts s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ✿ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t v02 =
min{i, w2(i) = 1} ❡t v01 = min{i, w1(i) = 1}✳ ❆✐♥s✐✱ EX ❡t EZ ♦♥t ✉♥ ❡t ✉♥
s❡✉❧ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ I ✿ (v01, v

0
2)✱ ♦ù ✐❧s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t✳ ❈❡❧❛

s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✮ q✉✬✐❧s ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡t
❞♦♥❝ q✉✬EZ ❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ d1✳

P❛r s②♠étr✐❡ ♦♥ ❛ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ d > d2✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✺✳✸✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ C̄1 ❡t C̄2 s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭✺✳✹✮✳
❊t ❡♥✜♥ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✹✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✺✳✷✮✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦✉r♥✐t ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✮ ✿ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
✉♥❡ ❜❛s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ C1 ❡t C2 ✿ x1, x2, . . . xk1 ❡t z1, . . . zk2



✺✳✷✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ✿ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖❉❊❙ ▲❉P❈ ✾✼

t❡❧s q✉❡ xji = 0 s✐ i 6 k1✱ s❛✉❢ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j ♦ù xjj ✈❛✉t 1 ✭❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠♦ts z ❛✈❡❝ k2✳

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t k1k2 ❝♦✉♣❧❡s X̄i,j, Z̄i,j✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt V1 × V2 ♣♦✉r
1 6 i 6 k1, 1 6 j 6 k2✱ ❜❛sés s✉r ❧❡s EX ❡t EZ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿

✕ Z̄i,j(i
′, j′) = Z s✐ xii′ = 1 ❡t j′ = j✱ ❡t Z̄i,j(i

′, j′) = I ❛✐❧❧❡✉rs✱
✕ X̄i,j(i

′, j′) = X s✐ i′ = i ❡t zjj′ = 1✱ ❡t Z̄i,j(i
′, j′) = I ❛✐❧❧❡✉rs✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❉❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r
i′ 6 k1, j

′ 6 k2✱ Z̄i,j(i
′, j′) ✈❛✉t I ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ❡♥ i, j✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r

X̄i,j✱ ❞✬♦ù ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡

X̄i,j ⋆ Z̄i′,j′ = δi,i′δj,j′

ZX ZZ ZZZ Z Z

X
X
X
X

V1

V2

i

j

k1

k2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ X̄i,j ❡t ❞❡ Z̄i,j✱ ♣♦✉r 1 6 i 6 k1, 1 6

j 6 k2

❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ C1 × C2 ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù k̄1k̄2 6= 0✳

✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈

✺✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ✓ ❜♦♥ ✔ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ✓ ❜♦♥s ✔ ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡✉r s❡r✈✐r ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r C1 ❡t C2 ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐
▲❉P❈ ✿ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥ I ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ❝♦❧♦♥♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té✳

❖r✱ s♦✐t C1 ❡t C2 ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té ❜♦r♥é ✿ deg(vi) 6
diV ∀vi ∈ Vi, deg(ci) 6 diC∀ci ∈ Ci✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ♦❜t❡♥✉ ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs n1n2 ♥÷✉❞s
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ d1V + d2V ❡t r1r2 ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s
d1C+d2C ✳ ❉✉ ❝ôté ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ✐❧ ② ❛ r1n2 ♥÷✉❞s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s d1C+d2V
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❡t n1r2 ♥÷✉❞s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s d1V +d2C ✳ ❈❡s ❞❡❣rés s♦♥t rés✉♠és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱
❡t ❞é❝♦✉❧❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (v1, v2) ∈ V1 × V2✳ ▲❡s ❛rêt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡❧✐é❡s à ❝❡ s♦♠♠❡t s♦♥t
❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (v1, v2) (c1, v2)✱ ♣♦✉r v1 c1 ∈ E1 ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (v1, v2) (v1, c2)✱ ♣♦✉r v2 c2 ∈ E2✳ ■❧ ② ❡♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❛✉ t♦t❛❧✱ ❛✉t❛♥t q✉✬✐❧
② ❛ ❞✬❛rêt❡s v1 c1 ∈ E1 ❡t ❞✬❛rêt❡s v2 c2 ∈ E2 ✿ ❝❡❧❛ ❢❛✐t deg(v1) + deg(v2)✳ ▲❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛❞❛♣t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s✳

d1C d1V

d2Cd2C

d2V

d1V

d2V

d1C

d1V d1C d2V d2C

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❉❡❣rés ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♦♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❜♦r♥és ✭♦✉ ✜①❡s✮✳

✺✳✷✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡

❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r ❝♦♠♣♦s❛♥ts C1 ❡t C2 ❧❡ ✭♠ê♠❡✮ ❝♦❞❡ à ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳

Pr♦♣r✐été ✷✺ ✭❈♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✮✳ ❙♦✐t CR ❧❡ ❝♦❞❡
à ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ✿

VR = {0, 2, . . . , 2n− 2}
CR = {1, 3, . . . 2n− 1}
ER = {(2i mod 2n, 2i± 1 mod 2n), 0 6 i < n}

▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ❑✐t❛❡✈ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ CR ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✿
C = CR 1 CR✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✿

V = VR × VR ∪ CR × CR

= {(i, j), i ❡t j ♣❛✐rs} ∪ {(i, j), i ❡t j s♦♥t ✐♠♣❛✐rs}
CX = CR × VR

= {(i, j), i ✐♠♣❛✐r j ♣❛✐r}
CZ = VR × CR

= {(i, j), i ♣❛✐r j ✐♠♣❛✐r}

EX = {(v1, v2) (c1, v2), v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2}
∪ {(c1, c2) (c1, v2), v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1}

= {(i, j) (i± 1, j), i ♣❛✐r, j ♣❛✐r}
∪ {(i, j) (i, j ± 1), i ✐♠♣❛✐r, j ✐♠♣❛✐r}

EZ = {(v1, v2) (v1, c2), v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1}
∪ {(c1, c2) (v1, c2), v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2}

= {(i, j) (i, j ± 1), i ♣❛✐r, j ♣❛✐r}
∪{(i, j) (i± 1, j), i ✐♠♣❛✐r, j ✐♠♣❛✐r}

❈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷✳

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉
❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✷✻✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❛ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r 2n2✱ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 2 ❡t ♣♦✉r ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦❞❡ à ré♣ét✐t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡ 1✱ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ n✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣♦✉r ❧❡
❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✱ ❡t ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ✹ ❡t ✺✳

✺✳✸ ❉é❝♦❞❛❣❡

✺✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥

❈❡s ❝♦❞❡s ♦♥t été t❡stés ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛✈❡❝ n1
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♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t r1 ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k1 = n1 − r1 ✿ ❝❡s ❝♦❞❡s
ét❛♥t ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ✐❧s s♦♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❧❡s ❝❤♦✐s✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡❣rés ✜①és dv ❡t dc✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ R1 = 1− r1

n1
= dc−dv

dc
✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t 1
4
✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ✿

R =
1

4
=

R2
1

2R2
1 − 2R1 + 2

3R2
1 + 2R1 + 2 = 0

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ R1 ≃ 0, 55✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐ dv = 4 ❡t dc = 9✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ✈♦✉❧✉ ✭0, 56✮ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠♣❧❡
❡t ❞❡s ❞❡❣rés ♣❡✉ é❧❡✈és ✭❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞✬❛rêt❡s✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✮✳

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡s ❝♦❞❡s ♦♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠❛❥♦r❡r ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té ✿ ✐❝✐ dv + dc = 13 ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡s♣ér❡r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳

✺✳✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❙✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ♦♥ ♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
❝♦❞❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t 1/4 ❡♥✈✐r♦♥✮ ✿
❈♦❞❡ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t dV dC ▲♦♥❣✉❡✉r ✜♥❛❧❡
Pr♦❞✉✐t ❆ ✾✵✵ 4 9 970 000
Pr♦❞✉✐t ❇ ✹✵✵ 4 9 242 500

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
ét❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ✐❧ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r
❞❡s ❝♦❞❡s ❧♦♥❣s✮✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t très ❞é❝❡✈❛♥t❡s✳

✺✳✸✳✸ ❊①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ Z s❡✉❧❡♠❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X✮✱
❧❡ ❝♦❞❡ ❡st str✉❝t✉ré ❡♥ ✓ ❝♦✉❝❤❡s ✔ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❣r♦ss✐èr❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡
q✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ s✉r ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t é❝❤♦✉❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é❝♦❞é s❛✉❢ s✉r ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡
V1 × V2✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r E t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ v02 t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ∀c1, c2 ∈ C1×, E(c1, c2) = I
✕ ∀v1 ∈ V1, v2 ∈ v2 6= v02, E(v1, v2) = I
❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❡

s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ ✐❧ r❡st❡ V1 × {v02} ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t C1 × {v02} ❞✬❛✉tr❡s ♣❛rt✱ ❡t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ♠ê♠❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✳

❧❡s ♥÷✉❞s ét❛♥t r❡❧✐és s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ C1✱ ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ C1

✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞é❝♦❞❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❝❡ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r
♣♦✉r C1✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦❞❡ C1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✿

Pr♦♣r✐été ✷✼ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✮✳ ❙♦✐❡♥t C1 ❡t C2 ❞❡✉①
❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ PC1(p) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ❛♣rès ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ C1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r
s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ p✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

P[C1 1 C2]
X

(p) > 1− (1− PC1(p))
n2 ✭✺✳✺✮

❖♥ ❛ ❞❡s rés✉❧t❛ts s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r C2, C̄1, C̄2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❛❧♦rs ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✿ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧✱
♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ❞é❝♦❞❛❣❡ ❀ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ✐❧ ❧✬❡st ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❣râ❝❡ à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r
❧❛ ♣❛rt✐❡ V1 × V2 ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡
P[C1 1 C2]

X

(p)✳
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❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ôt❡r t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ C1 × C2 ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ❡t ♣✉✐sq✉✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ X✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❛rêt❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐ r❡❧✐❡♥t
V1 × V2 à C1 × V2✳ ❖r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t #V2 = n2 ❝♦♣✐❡s
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ C1 ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ (v1, v2) s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ♥÷✉❞s
(c1, v2) s✐ v1 c1 ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ C1✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❧✐és à ✉♥ (c′1, v

′
2)

s✐ v2 6= v′2✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ C1✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤♦✉❡r ❡st
♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✬é❝❤♦✉❡r s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❞✬♦ù ✭✺✳✺✮✳

■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ ❙♦✐❡♥t X✱ Y ❡t Z ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿

X −→ Y −→ Z

X ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥✈♦②é✱ Y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
♠♦t r❡ç✉ ❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❛❧ ❛♣♣❡❧é C1 ❡t Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦t r❡ç✉ ❛♣rès ❛✈♦✐r
❡♥✈♦②é Y s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♥❛❧✱ C2✳ C ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❢♦r♠❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ✭❈❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X✱ Y ❡t Z ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭♦♥ ♥♦t❡ X → Y → Z✮ s✐ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

p(z | y, x) = p(z | y) ✭✺✳✻✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Z ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Y ❡t ♥♦♥ ❞❡ X✳

Pr♦♣r✐été ✷✽ ✭❘é✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✳ ❙✐ X → Y → Z ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❛❧♦rs Z → Y → X é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❛ p(z | y, x) = p(z | y)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

p(x | y, z) = p(x, y, z)

p(y, z)
=
p(z | x, y)p(x, y)
p(z | y)p(y) =

p(z | y)p(x, y)
p(z | y)p(y) =

p(x, y)

p(y)
= p(x | y)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ é♥♦♥❝❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳
PC (p) > P′

C
(p)

♦ù PC (p) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ C ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ C✱ ❡t P′

C
(p) ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛♥❛❧ C1 ✭✉♥✐q✉❡✲

♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮✳
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❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ C1 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡
s②♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❜✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ♥÷✉❞s V1× V2✱ ❡t ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❝❡✉①
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥÷✉❞s C1 × C2✱ ❡t C2 q✉✐ ❢❛✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡
✐♥❝❤❛♥❣és ❧❡s ❜✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ V1 × V2 ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐✲
♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à C1 × C2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t C ❡st
✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭s✉r t♦✉s ❧❡s ❜✐ts✮✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ ❛♣rès ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡
❧❡s ❜✐ts ❞❡ V1 × V2 q✉✐ s♦♥t t♦✉❝❤és✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✉♥ ♠♦t ✭à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✮ y✱ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠♦t x̂✱ q✉✬♦♥ ❡s♣èr❡ êtr❡ ❧❡ ♠♦t x
❡♥✈♦②é✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r pe s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

pe = P[f(y) 6= x]

P♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ s✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

PC = inf
f
{P[f(Y ) 6= X]}

❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦tr❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❝❛♥❛✉① X → Y → Z✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ❛♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ✭❞♦♥❝

❛♣rès ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s C✮ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ✿

PC = inf
f
{P[f(Z) 6= X]}

❊t s✐ ♦♥ ❞é❝♦❞❡ ❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❛❧ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ✭❛✈❡❝ f ′

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❛❧✮ ❡st ✿

P′
C
= inf

f ′
{P(f ′(Y ) 6= X)}

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù✱ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r x✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉✐
♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t y ❡t z✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✿

A = inf
g
{P(g(Z, Y ) 6= X)}

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

PC > A ✭✺✳✼✮

A = P′
C

✭✺✳✽✮
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P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f t❡❧❧❡ q✉❡ x̂ =
f(z)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g t❡❧❧❡ q✉❡ x̂ = g(y, z) = f(z)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
♦♥ ♦✉❜❧✐❡ y ❡t ♦♥ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ x̂ q✉✬❛✈❡❝ z✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs P[f(Z) = X] = P[g(Y, Z) = X]
♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s PC ❡t A✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡st s✉♣ér✐❡✉r
à ❝❡❧✉✐ ❞✉ s❡❝♦♥❞✳

P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✮✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✽✱ ♦♥ ❛ p(x | y) = p(x | y, z)✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡

♦♥ ❛ PZ,Y [g(Z, Y ) 6= X] = PZ,Y [g
′(Y ) 6= X]✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t r❡tr♦✉✈❡r X ❡♥

s❛❝❤❛♥t Y ❡st Z ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à r❡tr♦✉✈❡r X ❡♥ s❛❝❤❛♥t Y s❡✉❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ Z
❡st ♣❧✉s ❜r✉✐té q✉❡ Y ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ p(x, y, z) = p(x)p(y | x)p(z | y) ✭♣❛r ✭✺✳✻✮✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t p(x, y, z) = p(x, y)p(z | y)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

p(x | y) = p(x, y)

p(y)
=
p(x, y, z)

p(z | y)
1

p(y)
=
p(x, y, z)

p(y, z)
= p(x | y, z)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❤ér✐t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✓ ❞é❣r❛❞é❡s ✔ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞❡ C1✳ ❈❡❧❛ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❜♦♥s ❝♦❞❡s✱
♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s✉✣s❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡✉t ♠ê♠❡ ♠❛❥♦r❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
P[C1 1 C2]

X

✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ n1 ❡t n2 ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t ét❛♥t
s②♠étr✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s ❣❛r❞❡r ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✮✱ PC1(p) t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♦✉
1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❞✉ ✓ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✔✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ n2 ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❛❝t ✿ ❝❡♣❡♥❞❛♥t n2 ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ss✐✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t
n2✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs t✐ré❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ s♦✐t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t n1✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✐♠✐♥✉❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ s✉r ✉♥ ❞❡ ❝❡s n2

✈❡❝t❡✉rs✱ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✔ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✷✾ ✭❈❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✲ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✮✳ ❙♦✐t C =
C1 1 C2✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ P♦✉r p ✜①é✱ ♦♥ ❛ ✿

P[C1 1 C2]
X

(p) > αn1/4e
√
nβ(p) ✭✺✳✾✮

❛✈❡❝ β(p) < 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t 0 < p 6 q < 1✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ p ❡t
q ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 0✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✓ t✐r❛❣❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✔ ✉♥❡ s✉❝❡ss✐♦♥s ❞❡ n ❧❛♥❝❡rs
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ 0 − 1✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❞✬♦❜t❡♥✐r 1✳ ❙✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ n t❡❧s t✐r❛❣❡s
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉❡ n → ∞✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ t✐r❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ q ❞❡ 1 ❡st ✿

P ∼ A(q)
√
nenB(p,q) ✭✺✳✶✵✮

❖ù A(q) = 1√
2πq(1−q)

❡t B(p, q) = q ln(p
q
) + (1− q) ln(1−p

1−q
) < 0 s✐ p < q✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ n = n1 = n2✱ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t q s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ C1 é❝❤♦✉❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q t❡❧ q✉❡
h(q) > 1− R✱ ♦✉ q r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st
❡♥
√
n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✾✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t q′ = ⌈qn⌉
n

✳ ▲♦rsq✉❡ n→∞✱ q′ → q✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱
♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ q′✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ qn ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
❙✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ n t✐r❛❣❡s ❞❡ 0− 1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t
qn ❢♦✐s 1 ❡st ✿

P n
qn =

(
n

qn

)
pqn(1− p)n−qn

❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 s✉♣ér✐❡✉r à qn ❡st ✿

P n
>q =

∞∑

k=qn

P n
qn =

∞∑

k=qn

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦♠♠❡✱ ♣♦✉r p ♣❡t✐t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✐❝✐ P n

qn✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t✐r❧✐♥❣
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡

(
n
qn

)
✿

(
n

qn

)
=

n!

(qn)!(n− qn)!

∼
(n
e

)n√
2πn

(
e

qn

)qn
1√
2πqn

(
e

(1− q)n

)(1−q)n
1√

2π(1− q)n

∼ nn

(qn)qn((1− q)n)(1−q)n

1√
2πq(1− q)n

∼ 1

qqn(1− q)(1−q)n

A(q)√
n
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❆✈❡❝ A(q) t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

P n
qn ∼

A(q)√
n

(
p

q

)qn(
1− p
1− q

)(1−q)n

∼ A(q)√
n

e
n ln

(
( p
q )

q
( 1−p
1−q )

1−q
)

∼ A(q)√
n

enB(p,q)

■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ B(p, q) < 0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✜①❡ q ❡t ♦♥ ❞ér✐✈❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ p✱ ♣♦✉r 0 < p 6 q ✿

dB(p, q)

dp
=
q

p
− 1− q

1− p
❖r q

p
> 1✱ ❡t 1−q

1−p
< 1✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ B(p, q)

❡st ❞♦♥❝ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ p✱ ❡t ✈❛✉t 0 ♣♦✉r p = q ✿ B(p, q) < 0 ♣♦✉r p < q✳
❉❡ ❧à✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s s✉r n t✐r❛❣❡s ❞❡

✈❡❝t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿

P = 1− (1− P n
qn)

n ∼ nP n
qn ∼ A(q)

√
nenB(p,q)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r q✉✐ ❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ n✱ ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r αn1/4 ❡st ❛ss❡③ é❧❡✈é ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥t❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t n
♣♦✉r ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ✭❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 100 000✮✱ ❡t à ❝❡ ♠♦✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
❝♦♥st❛♥t❡✳

❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡t
s✐ ♦♥ t❡♥❛✐t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss✉s
♥✬❡♥ t✐❡♥♥❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ❢♦♥t é❝❤♦✉❡r ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ s♦♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✓ ❡rr❡✉r ❞❡ C1× v2 ✔✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs
q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t C1 ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ✿ ❝♦♠♠❡
❧❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✓ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 × v2 ✔✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③
♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs s♦✐❡♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❡①é❝✉t❛✐t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❣ê♥é ♣❛r ❧❡s ❡rr❡✉rs
❜é♥✐❣♥❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❛✉❣♠❡♥t❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t n ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❡♥
exp(−β(p)√n) ❞❡✈✐❡♥♥❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❡t ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ✿ ❝❡❧❛ r❛♣♣❡❧❧❡
❢♦rt❡♠❡♥t ✭❡t à ❥✉st❡ t✐tr❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱ s✐
♣❡r❢♦r♠❛♥t ❛✈❡❝ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♠❛✐s très ♠❛✉✈❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❇P✳
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✺✳✹ ❱❛r✐❛♥t❡ ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ❡♥ ✓ ❝♦✉❝❤❡s ✔ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡s ❝♦❞❡s
♣r♦❞✉✐ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♦♥t ✉♥ ✐♥térêt t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ✐❧ ❡①✲
✐st❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥

√
n✳ ❚r♦✉✈❡r

❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣✐st❡ ✿ s♦✐t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡
♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦✲
❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✱ s♦✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♣r❛t✐q✉❡s s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t q✲❛✐r❡✱ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t
s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✱ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✱ ❡t ✼✳✷✮✳

❈❡s ❝♦❞❡s ♥✬♦♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❛♣♣♦rté ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❞és✐ré❡s✱ ♠ê♠❡ s✐
❧❡✉r ét✉❞❡ ❛♣♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳

✺✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ♥♦♥ ❈❙❙✱ r❡♣rés❡♥✲
té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✱ s❛✉❢ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
✭✐✳❡✳ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛rêt❡s✱ X ♦✉ Z✮ ❝❤❛♥❣❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✭❈♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦♥ ❈❙❙✮✳ ❙♦✐❡♥t C1✱ C2 ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C ) = (V1, C1, E1) ❡t G (C2) = (V2, C2, E2)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦♥✲❈❙❙ Cq = C1 12 C2 ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (Cq) = (V,C,EX ,
EY , EZ) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ V = V1 × V2 ∪ C1 × C2

✕ C = C1 × V2 ∪ V1 × C2

✕ EX = {(v1, v2) (c1, v2)|v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2, }
∪ {(c1, c2) (v1, c2)|v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2}

✕ EZ = {(v1, v2) (v1, c2)|v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1}
∪ {(c1, c2) (c1, v2)|v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1}

✕ EY = ∅

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t r❡❧✐és✱ s♦✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❛rêt❡ ❞❡ G (C1) ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♥❡ ❜♦✉❣❡ ♣❛s✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❝✬❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X ❀ s♦✐t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ✜①❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ G (C2)✱
❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❝✬❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Z✳

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦♥ ❈❙❙✱ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s à ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ♣rès✳

Pr♦♣r✐été ✸✵ ✭■s♦♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❈❙❙ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦♥✲❈❙❙✮✳ ❙♦✐❡♥t
C1,C2 ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡t Cq = C1 1 C2✱ C ′

q = C1 12 C2✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs n✳ ❆❧♦rs
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X

Z

X

Z

v1 c1 v2 c2

(v1, v2) (c1, v2)

(c1, c2) (v1, c2)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❈❙❙ ✿ ♦♥ ♣❡✉t
✈♦✐r q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X✱
❡t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ♦♥ ❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Z✳

❧✬♦♣ér❛t❡✉r c
z
x ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❡ ❞❡ En ❞❛♥s En✱ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s

❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❞❡ Cq s✉r ❝❡❧❧❡s ❞❡ C ′
q✳

∀v ∈ V, czx(E)(v) =





E(v) s✐ v 6 n1n2

E(v) s✐ v > n1n2 ❡t E(v) = I ♦✉ Y
X s✐ v > n1n2 ❡t E(v) = Z
Z s✐ v > n1n2 ❡t E(v) = X

✭✺✳✶✶✮

●r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r czx ❛❣✐t s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ C1 ×C2✱ ❡t ❝❤❛♥❣❡
❧❡s X ❡♥ Z ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r c
z
x ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ En → En q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡

♣♦✐❞s ✿ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s v ♦ù E(v) = I ✈ér✐✜❡♥t czx(E)(v) = I✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ♦ù E(v) 6= I
✈ér✐✜❡♥t czx(E)(v) 6= I✳ ■❧ ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢ ❝❛r czx ◦ czx = IEn

■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ⋆ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ s✉r
✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ v✱ E1(v) ⋆E2(v) = c

z
x(E1)(v) ⋆ c

z
x(E2)(v) ✿

✕ s✐ v 6 n1n2✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉❡ E(v) = c
z
x(E)(v) s✉r ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱

✕ s✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ v ✿
✕ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ I ⋆ T ♣♦✉r T q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st tr❛♥❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ I ⋆ T ′✱
✕ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T ⋆ T ♣♦✉r T q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ T ′ ⋆ T ′✳
✕ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Y ⋆X ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ Y ⋆Z✱
✕ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X ⋆Z ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ Z ⋆X✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ⋆ ♥✬❡st ♣❛s ❝❤❛♥❣é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✱ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Cq ❡st ❡♥✈♦②é

s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ′✱ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C ′
q ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r s✉r ❧❡s S(c)✱

c ∈ CX ♦✉ CZ ✳ ❙♦✐t c ∈ CX ✉♥ t❡❧ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✾✮✱ ♦♥ ❛ c = (c1, v2) ∈ C1 × V2✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ S(c) ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ✿
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✕ X s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (v1, v2) ♦ù v1 c1 ∈ E1✱
✕ X s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (c1, c2) ♦ù v2 c2 ∈ E2✳

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ c
z
x(S(c)) ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✿

✕ X s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (v1, v2) ♦ù v1 c1 ∈ E1✱
✕ Z s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (c1, c2) ♦ù v2 c2 ∈ E2✳

❖r ✐❧ s✬❛❣✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ S(c′)✱ c′ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t à c
❞❛♥s C ′

q ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ c
z
x(S(c)) = S(c′) ∈ S ′✳

❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥ ❞✬✐♥tér❡ss❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❈❙❙✱
❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ Y ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡
❞é♣❧❛❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r❛♣❤❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭❈♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✳ ❙♦✐❡♥t C1✱ C2✱ C3 tr♦✐s ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C1) = (V1, C1, E1)✱ G (C2) = (V2, C2, E2) ❡t
G (C3) = (V3, C3, E3) ❛♣♣❡❧és ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦♥✲
❈❙❙ Cq = C1 1 C2 1 C3 ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (Cq) = (V,C,EX , EY , EZ) ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ V = V1 × V2 × V3 ∪ C1 × C2 × V3 ∪ C1 × V2 × C3 ∪ V1 × C2 × C3

✕ C = C1 × V2 × V3 ∪ V1 × C2 × V3 ∪ V1 × V3 × C3 ∪ C1 × C2 × C3

✕ EX = {(v1, v2, v3) (c1, v2, v3)|v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2, v3 ∈ V3}
∪{(c1, c2, v3) (v1, c2, v3)|v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2, v3 ∈ V3}
∪{(c1, v2, c3) (v1, v2, c3)|v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2, c3 ∈ C3}
∪{(v1, c2, c3) (c1, c2, c3)|v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2, c3 ∈ C3}

✕ EY = {(v1, v2, v3) (v1, c2, v3)|v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1, v3 ∈ V3}
∪{(c1, c2, v3) (c1, v2, v3)|v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1, v3 ∈ V3}
∪{(c1, v2, c3) (c1, c2, c3)|v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1, c3 ∈ C3}
∪(v1, c2, c3) (v1, v2, c3)|v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1, c3 ∈ C3}

✕ EZ = {(v1, v2, v3) (v1, v2, c3)|v3 c3 ∈ E3, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2}
∪{(c1, c2, v3) (c1, c2, c3)|v3 c3 ∈ E3, c1 ∈ C1, c2 ∈ C2}
∪{(c1, v2, c3) (c1, v2, v3), |v3 c3 ∈ E3, c1 ∈ C1, v2 ∈ V2}
∪{(v1, c2, c3) (v1, c2, v3), |v3 c3 ∈ E3, v1 ∈ V1, c2 ∈ C2}

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st rés✉♠é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳
▲à ❛✉ss✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✸✶ ✭❱❛❧✐❞✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✳ ❙♦✐❡♥t C1✱ C2✱ C3 tr♦✐s
❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t Cq = C1 1 C2 1 C3 ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣♦✉r t♦✉s c, c′ ∈ C✱ ♦♥ ❛

S(c) ⋆S(c′) = 0



✶✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖❉❊❙ ❖❇❚❊◆❯❙ P❆❘ P❘❖❉❯■❚

Z

X
Y

(v1, v2, v3)

(v1, v2, c3)

(v1, c2, v3)

(v1, c2, c3)

(c1, v2, v3)

(c1, v2, c3)

(c1, c2, v3)

(c1, c2, c3)

v3 c3

v2 c2

v1 c1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ ❧❡s ♣❡t✐ts
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r à ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t 3 ❛rêt❡s ❞❡s 3 ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❡t ❧❡
s❝❤é♠❛ ❡♥ ✓ ❝✉❜❡ ✔ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥
❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡
❛rêt❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ Y ❡t Z✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t c, c′ ∈ C✳ ❙♦✐❡♥t ✐❧s s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉
♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ c = (c1, c2, c3), c

′ = (c′1, c
′
2, c

′
3) ∈ C1×C2×C3✳

❈❡s ♥÷✉❞s s♦♥t r❡❧✐és ✿
✕ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ V1 × C2 × C3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X✱
✕ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ C1 × V2 × C3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Y ✱
✕ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ t②♣❡ C1 × C2 × V3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Z✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✐❧s s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ♠ê♠❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s t②♣❡s
❞✬❛rêt❡s✱ ❞♦♥❝ S(c) ❡t S(c′) ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ét❛♥t s②♠ét✲
r✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r c = (c1, c2, c3) ∈ C1 × C2 × C3 ❡t c′ = (v′1, v

′
2, c

′
3) ∈

V1 × V2 × C3✳ P♦✉r q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t r❡❧✐és à ❞❡s ♠ê♠❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧s
❛✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❞♦♥❝ c3 = c′3✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t
r❡❧✐és à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❞✐s♦♥s ❞❡ t②♣❡ C1×V2×C3✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡ v = (c1, v

′
2, c3)✱ ❡t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ G (C1) v

′
1 c1✱ ❡t ✉♥❡

❛rêt❡ ❞❡ G (C2) v
′
2 c2✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ❛❧♦rs r❡❧✐és à v ❛✈❡❝ ❞❡✉①

❛rêt❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t ✭X ❡t Y ✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡t ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧✮✱ v′ = (v′1, c2, c3) ∈ V1 × C2 × C3✱ ❛✉q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s
❞❡ ♣❛r✐té c ❡t c′ s♦♥t r❡❧✐és ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✱ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✳
▲❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ❞♦♥❝ r❡❧✐és à ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s
❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ S(c) ❡t S(c′)
❝♦♠♠✉t❡♥t✳
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Z

Y

X

X

Yc′ = (v′1, v
′
2, c3)

v′ = (v′1, c2, c3)

v = (c1, v
′
2, c3)

c = (c1, c2, c3)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ S(c1, c2, c3) ❡t S(v′1, v′2, c3)✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡
♣❛r✐té ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥s✱ r❡❧✐és ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❛✈❡❝
❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥t✳

✺✳✹✳✷ Pr♦♣r✐étés

▲❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱
❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❈❙❙✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✱
❡t ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠ê♠❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊t q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞♦♥✲
♥❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸ q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ P●❈❉
❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✸✷ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✕ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✳ ❙✐ C1✱
C2 ❡t C3 s♦♥t tr♦✐s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (C1) = (V1, C1, E1)✱
G (C2) = (V2, C2, E2) ❡t G (C3) = (V3, C3, E3)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
C1 1 C2 1 C3 ✈ér✐✜❡ ✿

k > k1k2k3 + k̄1k̄2k3 + k̄1k2k̄3 + k1k̄2k̄3 ✭✺✳✶✷✮

♦ù ki ✭r❡s♣✳ k̄i✮ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❛❧❡✮ ❞❡ Ci✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡
♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r C1 × C2 × C3✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
C̃ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦❞❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r
s✉✐✈❛♥ts ✿ G (C̄1) = (C1, V1, E1)✱ G (C̄2) = (C2, V2, E2)✱ G (C̄3) = (C3, V3E3) ❈❡
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❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G (C ) ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ C1 × C2 × C3✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥✈❡rsés ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳

Z

X
Y

C1 × V2 × C3

C1 × C2 × V3

V1 × C2 × C3

C1 × C2 × C3

C1 × C2 × C3

V1 × C2 × C3

C1 × C2 × V3

C1 × V2 × C3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❊①tr❛✐t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C ✭à ❞r♦✐t❡✮✱ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ C1 × C2 × C3 ❡t ❧❡✉rs ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧✐és✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t
♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳

❖r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ C̃ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥✲
❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ C1 ×C2 ×C3 ❞❡ C ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t ❞❡
❝♦❞❡ w ∈ C̃ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣❛✐r ❞✬❛rêt❡s r❡❧✐é❡s à ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ w✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s C ✱ s✐ ♦♥
❢❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ w✱ ✐❧ ② ❛
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞✬❛rêt❡s r❡❧✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ t②♣❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ C ❝♦♥s✐❞éré✱ ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st r❡❧✐é q✉✬à ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❛rêt❡✮✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥÷✉❞ r❡❞♦♥❞❛♥t✳

▲à ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ❡t
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ C̃ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✿ ✐❝✐ k̄1k̄2k̄3✳

❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝❛rtés✐❡♥s
❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t k1k2k̄3✱ k1k̄2k3 ❡t k̄1k2k3 ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
V1 × V2 × C3✱ V1 × C2 × V3✱ C1 × V2 × V3✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ k = n − r + k̄✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
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k = ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té

+dim(♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts)

> n1n2n3 + r1r2n3 + r1n2r3 + n1r2r3

−(r1r2r3 + n1n2r3 + n1r2n3 + r1n2n3)

+k̄1k̄2k̄3 + k1k2k̄3 + k1k̄2k3 + k̄1k2k3

> (n1 − r1)(n2 − r2)(n3 − r3)
+k̄1k̄2k̄3 + k1k2k̄3 + k1k̄2k3 + k̄1k2k3

> (k1 − k̄1)(k2 − k̄2)(k3 − k̄3)
+k̄1k̄2k̄3 + k1k2k̄3 + k1k̄2k3 + k̄1k2k3

> k1k2k3 + k̄1k̄2k3 + k̄1k2k̄3 + k1k̄2k̄3

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ q✉❛♥❞ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❛✉❣✲
♠❡♥t❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t R1✱
R2 ❡t R3 str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts ✭k̄i = 0✱
❡t k = r − n✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

R >
k1k2k3

n1n2n3 + r1r2n3 + r1n2r3 + n1r2r3

>
R1R2R3

1 + (1−R1)(1−R2) + (1−R1)(1−R3) + (1−R2)(1−R3)

❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ni✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬②

❛ ♣❛s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥t ✓ ❡♥tr❡ ✔ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✲
✐té✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐sq✉❡
❧❡ ❝♦❞❡ ét❛✐t ❈❙❙ ✭❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ X ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛✲
t❡✉rs ❡♥ Z ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮✳ ❖r ✐❝✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ✿ ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♠♣♦sés
❞❡ X ❡t ❞❡ Y ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
Z✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t t❡❧ q✉❡ G (C ) = ({1}, {1}, {1 1})✱ ❧❡
❝♦❞❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ✐♠❛❣✐♥❡r ✿ ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱
✉♥❡ ❛rêt❡ q✉✐ ❧❡s r❡❧✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ C 1 C 1 C ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝t❡✲
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♠❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✿

H =




X Y Z I
I Z Y X
Z I X Y
Y X I Z




Z

X
Y

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❞❡ss✐♥és à ❞r♦✐t❡ ✭❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✮✳

❖r ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞♦♥♥❡ I⊗4✱ à ❧❛ ♣❤❛s❡
♣rès ✭♣✉✐sq✉❡ XY Z = I✮✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s
1 ✭♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t 1✮✳ ❖r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡s ♣❡t✐ts ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t 0✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡ ❡st
❛✉ss✐ 0✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ 3 ❝♦❞❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡ 0✱ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝♦❞❡
t♦r✐q✉❡ ✸❉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ très ❞é❧✐❝❛t❡ à ❜♦r♥❡r
s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ♣♦✉rt❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ✭♣❛r✲
t✐❡❧❧❡✮ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ ♠ê♠❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✱ ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❛ ❢♦r♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à
♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❇❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ❞✉ ❝♦❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧✮✳ ❙♦✐❡♥t C1,C2,C3 tr♦✐s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ k′1k

′
2, k

′
3✱ ❛✈❡❝

k′i = dim(Ci) ♦✉ k′i = dim(C̄i)✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à k′i✳ ❙✐✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✱ ✉♥ ❞❡s ❝♦❞❡s C ′

i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① k′i ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✐t❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✶✳ ❯♥ ❝♦❞❡ C ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
❜❛s❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✮ (ui) ❡t (vi) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀i, ui t(vi) = 1 ✭✺✳✶✸✮

∀i 6= j, ui
t(vj) = 0 ✭✺✳✶✹✮

❯♥ ❝♦❞❡ tr✐✈✐❛❧ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s X̄i, Z̄i q✉✐ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é✱
♠ê♠❡ s✬✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥ s❡✉❧ s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

❊♥ ❡✛❡t✱ tr♦✉✈❡r ❞❡✉① ❜❛s❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ui t(vj) = 0 ♣♦✉r i 6= j ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ui t(vi) = 1
❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❛✉t♦✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✿ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦r✲
t❤♦♥♦r♠é❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ (u|v) = u t(v)✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✈ér✐✜é❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t (ui) = (vi) = ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r✲
♠é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ s♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❛✐r✮✱ ♠❛✐s ♣♦ssé❞❛♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3 ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 2 ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ u = 110 ❡t v = 011 ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡
❜❛s❡s u, v ❡t v, u ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣✉✐sq✉❡ v t(v) = 0 ❡t u t(v) = 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ k1k2k3 6= 0✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt V1 × V2 × V3✳ P❛r s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s✐ ❧❡s ❛✉tr❡s
♣r♦❞✉✐ts k̄1k̄2, k3✱ k̄1k2k̄3 ♦✉ k1k̄2k̄3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rts r❡s♣❡❝t✐❢s C1×C2×V3✱
C1 × V2 × C3 ♦✉ V1 × C2 × C3✳

❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ C1 ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ✭✈♦✐r ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ✺✶✮✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs (ui) ❡t (vi) ❞❡✉① t❡❧❧❡s ❜❛s❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦❞❡s✱
✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ✿ ✐❡
✉♥❡ ❜❛s❡ u1, . . . uk t❡❧❧❡ q✉❡ ui(j) = δi,j ♣♦✉r 1 6 i, j 6 k✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (yi)16i6k2 ❡t
(zi)16i6k3 ❧❡s ❜❛s❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s ❞❡ C2 ❡t C3✳

P♦✉r 1 6 α 6 k1, 1 6 β 6 k2, 1 6 γ 6 k3✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Ȳαβγ ✿

∀1 6 v1 6 n1, 1 6 v2 6 n2, 1 6 v3 6 n3,

Ȳαβγ(v1, v2, v3) =

{
Y s✐ uα(v1) = 1, v2 = β, zγ(v3) = 1
I s✐♥♦♥
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❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s❡❧♦♥ v2 ✜①❡✱ ❡t s✉r ❧❡ ✓ ♣❧❛♥ ✔ ❛ss♦❝✐é✱
♦♥ ♠❡t ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 ❡t C3 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Z̄αβγ ✿

∀1 6 v1 6 k1, 1 6 v2 6 k2, 1 6 v3 6 k3,

Z̄αβγ(v1, v2, v3) =

{
Z s✐ vα(v1) = 1, yβ(v2) = 1, v3 = γ
I s✐♥♦♥

XYZ
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s Ȳαβγ , Z̄αβγ✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❧❛♥s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t s✉r
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1

■❧ ❢❛✉t à ♣rés❡♥t ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s ✿

✶✳ q✉❡ ❧❡s Ȳαβγ ❡t ❧❡s Z̄αβγ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s✱

✷✳ q✉❡ ∀α, β, γ✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Ȳαβγ ⋆ Z̄αβγ = 1✱

✸✳ q✉❡ ∀(α, β, γ) 6= (α′, β′, γ′)✱ Ȳαβγ ⋆ Z̄α′β′γ′ = 0✳

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ s♦✐t Ȳαβγ✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ V1 × V2 × V3 ❡st
r❡❧✐é à tr♦✐s s♦rt❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✭✈♦✐r s❝❤é♠❛ ✺✳✽✮ ✿

✕ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ t②♣❡ V1 × C2 × V3✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Y ✳ ▲✬❡rr❡✉r
♥✬ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ q✉❡ ❞❡ Y ✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❝❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳

✕ ❈❡✉① ❞✉ t②♣❡ C1 × V2 × V3✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ X✳ ❙♦✐t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té
c = (c1, v2, v3)✳ ❙✐ v2 6= β ❡t v3 ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ zγ✱ ❛❧♦rs S(c) ♥✬❛
♣❛s ❞❡ s✉♣♣♦rt q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧✬❡rr❡✉r ✭✐❧ ② ❛ ❞❡s X s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s (v1, v2, v3)
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s v2 ❡t v3✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡s X s♦♥t s✉r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s v2 t❡❧❧❡s q✉❡
v2 c2✳ ❖r ❧❡s v2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥ Y s♦♥t s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♠♦t
❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 ✿ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r✳

✕ ❈❡✉① ❞✉ t②♣❡ V1×V2×C3✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ Z✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✱
❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C3 ❝❡tt❡ ❢♦✐s✳

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s Z̄α,β,γ✳
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P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ s♦✐❡♥t 1 6 α 6 k1, 1 6 β 6 k2, 1 6 γ 6 k3✳

Ȳαβγ ⋆ Z̄αβγ =
∑

v1,v2,v3

Ȳαβγ(v1, v2, v3) ⋆ Z̄αβγ(v1, v2, v3) mod 2

=
∑

v1

Ȳαβγ(v1, β, γ) ⋆ Z̄αβγ(v1, β, γ) mod 2

=
∑

v1

uα(v1)v
α(v1) mod 2

= uα t(vα)

= 1

P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ s♦✐❡♥t (α, β, γ) 6= (α′, β′, γ′)✳

Ȳαβγ ⋆ Z̄α′β′γ′ =
∑

v1,v2,v3

Ȳαβγ(v1, v2, v3) ⋆ Z̄α′β′γ′(v1, v2, v3) mod 2

=
∑

v1

Ȳαβγ(v1, β, γ
′) ⋆ Z̄α′β′γ′(v1, β, γ

′) mod 2

❖r✱ ∀v1✱ Ȳαβγ(v1, β, γ′) ✈❛✉t I s✐ γ′ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡
zγ✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣r✐s ✉♥❡ ❜❛s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✱ s✐ γ 6= γ′✱ zγ(γ′) = 0✳ ❞♦♥❝
Ȳαβγ ⋆ Z̄α′β′γ′ = 0✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù β 6= β′✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛
❜❛s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C2✳

❘❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛s ♦ù β = β′, γ = γ′ ❡t α 6= α′✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Ȳαβγ ⋆ Z̄αβγ =
∑

v1

uα(v1)v
α(v1) mod 2

= uα t(vα) mod 2

= 0 mod 2

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s uα, vα✳

P♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧❡t
♥♦♥ ♣❧✉s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s✉r♣❡♥❛♥t ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♦♥t ❧✐é❡s✱ ♦♥ s✬✐♠❛❣✐♥❡ ❞✐✣✲
❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ♠✐♥♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ s✐ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ✐❧ ② ❛ ❞❡ t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉✐
❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❈❙❙✳ ❉♦♥❝ s❛♥s
❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✕ ❜♦r♥❡ s✉♣é✲
r✐❡✉r❡✮✳ ❙♦✐❡♥t C1✱ C2 ❡t C3 tr♦✐s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s d1✱
d2 ❡t d3✱ ❡t ❞❡ ❝♦✲❞✐st❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s d̄1✱ d̄2 ❡t d̄3✳ ❆❧♦rs✱ s✐ C1 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠♦t ❞❡
❝♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✭▼♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡✳ u ∈ C

❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ C t❡❧ q✉❡ ✿

u.v = 1

♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿

d 6 min{d1d2, d1d̄2, d1d3, d1d̄3} ✭✺✳✶✺✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ C̄1 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

d 6 min{d̄1d2, d̄1d̄2, d̄1d3, d̄1d̄3} ✭✺✳✶✻✮

❊t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1✱ 2 ❡t 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛ss❡③ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮ ✿ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❡rr❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡s
♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭♦♥
♣❡✉t ✐♥✈❡rs❡r ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❛♥s C1✮✱ ✭✺✳✶✺✮ ❡t ✭✺✳✶✻✮ s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❙♦✐t w2 ∈ C2 ❞❡ ♣♦✐❞s d2✱ w1 ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ w⋆

1 ❧❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C1 q✉✐ ✈ér✐✜❡ w1
t(w⋆

1) = 1✮✱ ❡t w3 ∈ C3 q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ v02 ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ w3(v

0
2) = 1 ❡t v03 ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥

t❡❧❧❡ q✉❡ w2(v
0
3) = 1✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ EZ ❞❡ ♣♦✐❞s d1d2✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t
s✬❛❞❛♣t❡r ♣♦✉r d1d̄2✱ d1d3✱ d1d̄3✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Z ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t
❛✉r❛ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ V1× V2× V3✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s X̄i, Z̄i✳

EZ(v1, v2, v3) =

{
Z s✐ u1(v1) = 1, u2(v2) = 1, v3 = v03
I s✐♥♦♥

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞é✲
t❡❝té❡ EY ✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s V1 × V2 × V3 ❡t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ Y t❡❧❧❡
q✉❡ EZ ⋆EY = 1✳

EY (v1, v2, v3) =

{
Y s✐ u⋆1(v1) = 1, v2 = v02, u3(v3) = 1
I s✐♥♦♥
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❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛ EY ⋆EZ = u1
t(u⋆1) = 1✳

✺✳✹✳✸ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ à ré♣ét✐t✐♦♥
❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❞❡ ❝♦❞❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉✱ ❝❡ ❝♦❞❡ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ✭❞❛♥s ❬❇▲❚✶✶❪
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✱ ❡t s✐ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❝✐té ♣❧✉s
❤❛✉t✱ ✐❧ ♥✬❡st ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s✳

❉é❥à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡
t♦r✐q✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s é❣❛❧❡s ❡♥ ❤❛✉t❡✉r
❡t ❧❛r❣❡✉r ✭n1 = n2 ∼

√
n✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r

❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❡t ♠ê♠❡ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♠✐èr❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✱ t❛♥t ♣♦✉r
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❧✐é❡s✱ ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s tr♦♣ s✉r♣r❡♥❛♥t✮✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡♥❝❛❞r❡r ✿ ♦♥ ♣❡✉t
❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡r s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r n2/3 ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s♦♥t ∼ n1/3✮✱ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r n1/3✳ ❉❛♥s ❬❇▲❚✶✶❪✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
♠❛❥♦ré❡ ♣❛r n1/2✳ ❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
❝❡ ❝♦❞❡✱ ♣♦✉rt❛♥t très s✐♠♣❧❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞r❛ ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ✿
❜♦r♥❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭n1/3 ❡t n2/3 ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù
❝❡❧❛ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✮✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✳
■❧ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✣❝✐❧❡ à ✈♦✐r ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ✓ s✉✣t ✔
❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ q✉✐ ❜♦✉❝❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❡t ❞✬❛❧t❡r♥❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛rêt❡s✱ ♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✮ à ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛rêt❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ✓ t②♣❡s ✔ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡✳ ❆✉ss✐ ♦♥ ❞é✜♥✐r❛ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ✭❈♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉✮✳ ❙♦✐❡♥t n1, n2, n3 tr♦✐s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉ Ct3 ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n1✱ n2 ❡t n3 ♣❛r s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G (Ct3) =
(V,C,EX , EY , EZ) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ t②♣❡ (x, y, z) ❞❛♥s
Z/n1Z× Z/n2Z× Z/n3Z ✿
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Z

X
Y

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❡♥ ✸❉✳ ▲❡s
♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❣r✐s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥
✈❛❧❡✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts ❝❛rtés✐❡♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ✭V1×V2×V3✱ V1×C2×C3✱ ❡t❝✮✳

✕ V = VA ∪ VB ∪ VC ∪ VD ♦ù

VA = {(x, y, z), x, y, z ♣❛✐rs}
VB = {(x, y, z), x, y ✐♠♣❛✐rs, z ♣❛✐r}
VC = {(x, y, z), x, z ✐♠♣❛✐rs, y ♣❛✐r}
VD = {(x, y, z), y, z ✐♠♣❛✐rs, x ♣❛✐r}

✕ C = CA ∪ CB ∪ CC ∪ CD ♦ù

CA = {(x, y, z), x, y, z ✐♠♣❛✐rs}
CB = {(x, y, z), x, y ♣❛✐rs, z ✐♠♣❛✐r}
CC = {(x, y, z), x, z ♣❛✐rs, y ✐♠♣❛✐r}
CD = {(x, y, z), y, z ♣❛✐rs, x ✐♠♣❛✐r}

✕ EX = {(x, y, z) (x± 1, y, z), (x, y, z) ∈ V }
✕ EY = {(x, y, z) (x, y ± 1, z), (x, y, z) ∈ V }
✕ EZ = {(x, y, z) (x, y, z ± 1), (x, y, z) ∈ V }

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦✉r❞❡✱ ❡t ♦♥
♣♦✉✈❛✐t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ V = {(x, y, z), x+y+z ♣❛✐r} ❡t C = {(x, y, z), x+
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y+z ✐♠♣❛✐r}✳ ❖♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ♥÷✉❞s ❡st ✉t✐❧❡✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦ù n1, n2, n3 s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①
❞❡✉① à ❞❡✉① ✭❡t ❞♦♥❝ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ✐♠♣❛✐rs✮✱ ❝❛r ❝✬❡st
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ ❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✭✈♦✐r ♣❧✉s
❜❛s✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳

❱♦②♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✷✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✬❛✉
♠♦✐♥s 4 ✭❝❤❛q✉❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉❛❧❡
1✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t 4 ✶ ✿

Pr♦♣r✐été ✸✸ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉✮✳ ❙✐ n1 ❡t n2 s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡
❡✉①✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n1, n2, n3 ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❜♦r♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✷✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬é✈✐❞❡♥t❡✱ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡
❝❤♦s❡ ✿ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts ❧❡ s♦♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❞❡ ♣❛r✐té ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ② tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ sé♣❛ré❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és
❡st ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s CA = {(x, y, z), x, y, z ✐♠♣❛✐rs}✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
✈❛r✐❛❜❧❡ (x, y, z) ❞❡ t②♣❡ VB✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ CA r❡❧✐és ✿
(x, y, z ± 1)✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡
♣❛r✐té ❞❡ CA✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① Z✳ ❖♥ ❛ ❧❡
♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ VC , VD ❛✈❡❝ Y ❡t X✱
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ t②♣❡ VA ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ t♦✉t r❡❧✐és à ❝❡s ♥÷✉❞s
❞❡ ♣❛r✐té✲❧à✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① CA ❞♦♥♥❡
❧✬✐❞❡♥t✐té✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✸✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ q✉✬♦♥
♣❡✉t ② tr♦✉✈❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❛✉ ♣❧✉s 4✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥ts ✿ ♦♥ r❡t✐r❡ ✉♥ ♥÷✉❞ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té r❡st❛♥t c✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs
Ec t❡❧❧❡s q✉❡ Ec ⋆S(c) = 1✱ ❡t Ec ⋆S(c′) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té
c′ 6= c✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ✿ s✐ ❥❛♠❛✐s S(c) =∏

i S(ci)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t Ec t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛✐t Ec ⋆S(c) =∑
iEc ⋆S(ci) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❬❇▲❚✶✶❪ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ 4 ❢♦✐s ❧❡ P●❈❉ ❞❡
n1, n2, n3
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P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
❞❡ ♣❛r✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ c ❡t c′✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉✐ ♥✬❛✐t q✉❡
❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✐♥s❛t✐s❢❛✐ts ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ✓ r❡❧✐❡r ✔ ❝❡s ♥÷✉❞s✳ ■❧ s✉✣r❛ ❛❧♦rs
❞❡ r❡❧✐❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ❡♥❧❡✈é ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r Ec r❡❝❤❡r❝❤é❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ Z ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✿
s♦✐❡♥t u1 ❡t u2 ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ u1n1 + u2n2 = −1✳

∀ 0 6 a 6 2n1 − 1, 0 6 b 6 2n2 − 1, 0 6 c 6 2n3 − 1,

a+ b+ c ♣❛✐r, 0 6 i 6 2u1n1

∆Z
a,b,c = Z s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ (a+ i mod 2n1, b+ i mod 2n2, c)

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✓ ❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✔✱ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ c✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❙❛ ❢♦r♠❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ s❡✉❧s q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t
✐♥s❛t✐s❢❛✐ts ✿ ❝❡✉① ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡✉① ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(a− 1, b, c), (a, b− 1, c) ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (a+ i+
1, b+ i, c), (a+ i, b+ i+ 1, c) s✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r i✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2u1n1✱ ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t (a +
2u1n1+1, b+2u1n1, c), (a+2u1n1, b+2u1n1+1, c)✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❡st ❝♦♠♣té❡ ♠♦❞✉❧♦ 2n1✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠♦❞✉❧♦ 2n2✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ u1n1 = −1 mod n2✱
❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✿ (a+1, b− 2, c), (a, b− 1, c)✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ (a, b− 1, c) ❡st ❞és♦r♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✮✳

▲✬❡rr❡✉r ∆Z
a,b,c ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ✓ r❡❧✐❡r ✔ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s

(a− 1, b, c) ❡t (a+1, b− 2, c)✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡✉① t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs ∆Z
a,b,c ❡t ∆

Z
a+2,b−2,c✱

♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡❧✐❡r (a−1, b, c) ❡t (a+3, b−4, c)✳ ❊♥ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ i✱ ♦♥
♣❡✉t r❡❧✐❡r (a− 1, b, c) ❡t (a+ 2i+ 1, b− 2i− 2, c)✳ ❈♦♠♠❡ n1 ❡t n2 s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a+2i+1 mod 2n1, b−2i−2 mod 2n2, c)
♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a + 2i, b + 2j, c)✳ ❖r ❝❡s
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té s♦♥t t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ✭✈♦✐r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✸✮ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ c✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❧✐❡r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t
❝❛rtés✐❡♥✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ✭tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ✜①❡✮✳ ■❧
r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à r❡❧✐❡r ❧❡s ♥÷✉❞s (a, b, c) ❡t (d, e, c + 2)✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ❝✬❡st✲à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❡rr❡✉r Y ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ (d, e, c+ 1)✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✐♥s❛t✐s❢❛✐ts✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s (d + 1, e, c + 1), (d −
1, e, c + 1), (d, e, c), (d, e, c + 2)✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛❧t✐t✉❞❡
❡t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡s r❡❧✐❡r✳ P✉✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡❧✐❡r
(d, e, c) à (a, b, c) ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ r❡❧✐❡r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞✉ ♠ê♠❡
♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✸✳
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(a,b)

(a,b-2)

X
Y

(a+1,b-2)
(a,b-1)

(a-1,b)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❊rr❡✉r ❞✐t❡ ✓ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✔✱ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ✜①é❡ c ✭♣♦✉r
❛❧❧é❣❡r ❧❡ s❝❤é♠❛✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s é❝r✐t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ Z✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬à ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❧❡s ❞❡✉①
❞✐❛❣♦♥❛❧❡s s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ♥♦♥ s❛t✐s❢❛✐ts ✭❝❛rrés
✈❡rts✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts Ci✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s C̄i s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ ❝♦❞❡
à ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ni ✿ ✐❧s ♥✬♦♥t q✉✬✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ni ✿ ♣♦✉r ♣❡✉
q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ni s♦✐t ✐♠♣❛✐r ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉①✮✱ ♦♥ ❛ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✉♥❡ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✱
q✉✬♦♥ réé❝r✐t ✐❝✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❇❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉✮✳ ❙♦✐❡♥t n1, n2, n3 ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❛✈❡❝ n2 ✐♠♣❛✐r✳ ▲❛ ❜❛s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡
❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉ ✿ X̄00, X̄01, X̄10, X̄11 ❡t Z̄00, Z̄01, Z̄10, Z̄11 t❡❧s q✉❡ ✿

X̄b1b2(x, y, z) =

{
X s✐ x = b1 + b2, y = b1 mod 2, z = b2 mod 2
I s✐♥♦♥

Z̄b1b2(x, y, z) =

{
Z s✐ x = b2 mod 2, y = b1 mod 2, z = b1 + b2
I s✐♥♦♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡st ❜♦r♥é❡ s✉♣ér✐❡✉✲
r❡♠❡♥t ♣❛r min{n1n2, n2n3, n1n3} ✭❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ni ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r✱ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ n2/3 ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✮✳
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XYZ c

c+1

(d,e,c)

(d+1,e,c+1)(d-1,e,c+1)

(a,b,c)

(d,e,c+2)

c+2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❧✐❡r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡
♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ (a, b, c) ❡t (d, e, c + 2) ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r Y
❡♥ (a, b, c + 1)✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡❧✐❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té (a, b, c) à (d, e, c)✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
(a−1, b, c+1) ❡t (a+1, b, c+1) ✿ ❧❡s s❡✉❧s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥❝♦r❡ ✐♥s❛t✐s❢❛✐ts s♦♥t
❛❧♦rs ❡♥ (a, b, c) ❡t (d, e, c+ 2) ❝♦♠♠❡ ❞és✐ré✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t n1 = n2✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r 2n1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r E❞✐❛❣✱
❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Z✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt {(i, i, 0), i = 0, . . . n1 − 1}✳ ❈❡tt❡
❡rr❡✉r ❡st ✐♥❞ét❡❝té❡✱ ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s 2n1✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s q✉✬à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬❡rr❡✉r Ȳ ✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ Y ✱ ❡t ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt {(i, 0, k), i, k ♣❛✐rs}✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s X̄ ❡t Z̄ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✬❡❧❧❡
❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❈(S)\S ✭❝❛r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ 4✮✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st
❜✐❡♥ ✐♥❞ét❡❝té❡✳ ❖r ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ E❞✐❛❣ ⋆ Ȳ = 1 ❝❛r ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✮ ✿ ❝❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2n1✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛❧♦rs
❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♣r❡♠✐èr❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❖♥ ♣❡✉t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❜♦r♥❡r ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❞❡ n1✱ n2✱ ❡t n3 ✭❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ n1/3 ❛✉ ♠♦✐♥s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✸❉✮✳
❙♦✐❡♥t n1, n2, n3 ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❛✈❡❝ n2 ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r minni✳
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XYZ
...

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡♥ Z ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n1 = n2✮ q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡
✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ Y ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❡rr❡✉r ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞❡ ♣♦✐❞s 2n1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t E ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊❧❧❡ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ⋆ X̄00 = 1✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐❞s n1✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs n1 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ X̄00 ✿

X̄00i =

{
X s✐ x = 2i, y = 0 mod 2, z = 0 mod 2
I s✐♥♦♥

♣♦✉r 0 6 i 6 (n1 − 1)✳ ❈❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t s♦♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s✱
à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ♣rès✱ à X̄000 = X̄00 ✭✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts ⋆ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✮✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉❡ X̄00i ⋆E = 1 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ E ❡t
X̄00i ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❖r✱ ❧❡s X̄00i s♦♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥ts ✿
❧✬❡rr❡✉r E ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s n1 ♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s I ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛✲
t❡✉r✮✳ ❙♦✐t C st❛❜✐❧✐sé ♣❛r S ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs
sér✐❡✉s❡s s✬é❝r✐t (X̄i)i, (Z̄i)i✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ m t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧
❡①✐st❡ X̄i,1, X̄i,m ❡t Z̄i,1, Z̄i,m t❡❧s q✉❡ ✿

✕ X̄i,j ❡st é❣❛❧ à X̄i ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s Z̄i,j✱
✕ X̄i,j ❡t X̄i,j′ s♦♥t à s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t s✐ j 6= j′✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s Z̄i,j✳

❆❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s m✳
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XYZ
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✭❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r♦✉❣❡✮
❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ X̄00 ✿ ❝❤❛q✉❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t ✐♥t❡rs❡❝t❡r
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ n1 t❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s n1 ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✳

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à
√
n✱

♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦✐t d✳
❆❧♦rs✱ s✐ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ i✱ ❝❤❛q✉❡ X̄i,j ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à d✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ✐❧s
s♦♥t t♦✉s à s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s d2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳
❙♦✐t E ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡✱ ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥
❞❡s X̄i ♦✉ ❞❡s Z̄i ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ E ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ X̄1

s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
❈♦♠♠❡ X̄1 ⋆E = 1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 1 6 i 6 m✱ X̄1,i ⋆E = 1✳ ❈❤❛q✉❡ X̄1,i

❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝ E✳ ❖r ❧❡s X̄1,i s♦♥t à s✉♣♣♦rt
❞✐s❥♦✐♥ts ✿ ❧✬❡rr❡✉r E ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦✐❞s m✳

✺✳✺ ❆✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

❉❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦❞❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ✐❝✐✱ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t q✲❛✐r❡ ✭✈♦✐r ✻✳✸✱ ♣❛❣❡ ✶✻✵✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡
❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ✭✈♦✐r ✼✳✷✱ ♣❛❣❡ ✶✼✵✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s q✲❛✐r❡s

❖♥ ét✉❞✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à
s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
F2 ✿ Fq✱ ❛✈❡❝ q = 2m✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ ✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✳

❈❡s ❝♦❞❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❡s
✉t✐❧✐sés ❛✉ ❞é♣❛rt ✭✈♦✐r ❬❉▼✾✽✱ ❍✉✵✷✱ ❍❊❆✵✺❪✮✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❞❡s
2✲ré❣✉❧✐❡rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① 1 ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st 2 ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ très ❡✣❝❛❝❡s s✉r
Fq ✭✈♦✐r ❬❇❉✵✸✱ ❱❉❱+✶✵❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❛✉① ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✈✐❡♥t ❞❡ ❬❑❍■❑✶✶❪✱
♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s ❈❙❙ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s
❈❙❙ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛s✐✲❝②❝❧✐q✉❡s ✷✲ré❣✉❧✐❡rs✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s s✐ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✲❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❝♦❞❡s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ♥❡ s✉✣t ♣❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦❞❡s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱
♦♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ✷✲ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉
❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ très
❜♦♥♥❡s✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❞✉ ♠♦✐♥s
s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ q✲❛✐r❡ ✭❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t très ♠❛✉✈❛✐s❡s s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✉s✉❡❧✮✱ ❡t
❝❡✱ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

✶✷✼



✶✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

✻✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①✐st❛♥t✱ ❡t ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥
❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✱ ❛✉ ❝♦r♣s ♣rès✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✹ ✭❈♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r q✲❛✐r❡✱ ♦✉ ❝♦❞❡ s✉r Fq✮✳ ❙♦✐t ❧❡ ❝♦r♣s Fq✱ ❛✈❡❝
q = 2m✱ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H ❞❡ t❛✐❧❧❡ r × n ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fq✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r C

❛②❛♥t ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

C = {x ∈ Fq
n,H t(x) = 0}

♦ù ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s
Fq✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❡t ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r C

✭❡♥ t❛♥t q✉❡ Fq✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ C q ✭❛✈❡❝ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H
q✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥

❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ C ✭❛✈❡❝ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H✮✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉s
1 6 i 6 r, 1 6 j 6 n✱

✕ s✐ Hi,j = 0✱ ❛❧♦rs Hq
i,j = 0 ∈ Fq✱

✕ s✐ Hi,j = 1✱ ❛❧♦rs Hq
i,j ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s

❞❡ Fq✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s 1 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❛❧é❛t♦✐r❡s ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ Fq✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ▲❉P❈
❞❡ C q✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ C ❧❡ s♦✐t✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✮✳ ❙♦✐t C ✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ❞❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H ❞❡ t❛✐❧❧❡ r × n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C GC =
(V,C,E)✱ ♦ù

✕ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱
✕ C ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r✱
✕ E = {v ❡

c | v ∈ V, c ∈ C,Hc,v = e, e 6= 0} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ét✐✲
q✉❡té❡s✳ l ∈ Fq

∗ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ e✳

●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r
♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✮ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
❜✐♥❛✐r❡ à ✉♥ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ét✐q✉❡t❡r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥
♥✉❧ ❞❡ Fq✳
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❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❞❡s ❜✐ts ❡t
♥♦♥ s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fq✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Fq s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
m ❜✐ts ✈✐❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✭❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r Fq à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ (F2)

m✮✱
♦♥ ♣❡✉t tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ q✲❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿ s✐ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r
❧❡ ❝❛♥❛❧ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ (b1, . . . , bm)
à (b′1, . . . , b

′
m) ❡st é❣❛❧❡ à

m∏

i=1

{
1− p s✐ b′i = bi
p s✐♥♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❇❉✵✸❪✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠❛✐s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ❡♥ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉❣♠❡♥té❡
❞❡ m✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ A ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ✿ A : Fq → Im(A) ⊂Mm(F2)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s m×m s✉r F2✳ A ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ ♣r❡♥❞ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ (α1, α2, . . . , αm) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Fq✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ F2✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1, α, α2, . . . , αm−1)✮✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ✿

A : Fq → Fm2

2

x→ A(x) =
(
α1x α2x . . . αmx

)

♦ù ❧❡s αix s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (α1, . . . , αm)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ A(x)
❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r x ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A
❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

✕ A(x+ y) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r x+ y✱ ❞♦♥❝ ❡st A(x) + A(y)✱
✕ A(xy) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r xy✱ ❞♦♥❝ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉①

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭♣❛r x ❡t ♣❛r y✮✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ A(x) A(y)✱
✕ A(x) = 0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r x ❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡ à 0 ✿ ❝❡❧❛

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ x = 0✳
❆✈❡❝ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ A✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H

′ t❡❧❧❡ q✉❡

∀ 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 n, 1 6 i′ 6 m, 1 6 j′ 6 m,

H
′
m(i−1)+i′,m(j−1)+j′ = A(Hq

i,j)i′,j′

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ H
q ♣❛r s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r A✱ ❡t ♦♥

♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s rm× nm✮✳
▲❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ❛❧♦rs ✓ ❧❡ ♠ê♠❡ ✔ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù✱

s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ xq ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✱ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ✿

H
q t(xq) = 0 ❞❛♥s Fq ⇐⇒ H

′ t(x′) = 0



✶✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

♦ù x′ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r mn✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ xqi ❞❡
xq ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❡t✐t ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r m✳

❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s✳

✻✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡

❊♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✱ q✉✐ ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❈❙❙✱ ✐❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s
HX ,HZ ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

HX
t(HZ) = 0 ✭✻✳✶✮

P✉✐s ♦♥ ♣❧♦♥❣❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❛♥s Fq ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Hq
X ,H

q
Z ✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

H
q
X

t(Hq
Z) = 0 ✭✻✳✷✮

❊♥✜♥✱ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛❣r❛♥❞✐❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✜♥❛❧❡s H′

X ❡t H′
Z ✈ér✐✜❡♥t

H
′
X

t(H′
Z) = 0 ✭✻✳✸✮

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ Fq →Mm(F2) ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs s♦♥ s❡♥s ✿
❝✬❡st ❛✈❡❝ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❡t ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✸✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳

▲✬ét❛♣❡ Fq → F2 ét❛♥t s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r
❞❛♥s Fq ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Hq

X ❡t Hq
Z ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ✭✻✳✷✮✳

✻✳✷ ❈♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s q✲❛✐r❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s

❖♥ ét✉❞✐❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝♦❞❡s ❞✐ts ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ▲❉P❈
❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① 1 ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞♦♥t
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡st 2✳ ❖♥ ❧❡s ♥♦♠♠❡ ❛✐♥s✐ ❝❛r✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❞❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s
❝②❝❧❡s ✭♦✉ ❞❡s ✉♥✐♦♥s ❞❡ ❝②❝❧❡s✮ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥t✐q✉❡ ❈❙❙✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ ✭❡t q✉✐ s♦♥t ❧❡s
❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s✮ s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✭♣rés❡♥té ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✸✶

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s s♦♥t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ♣❡t✐ts
❝②❝❧❡s ✓ é✈✐❞❡♥ts ✔ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 8✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝②❝❧❡s q✉✐ ❢♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ t♦✉r
❞✉ t♦r❡✳

▲❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦❞❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♦♥t ❛❧♦rs ❞❡
❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s ✭❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡
s♦✐t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r Fq✱ q✉✐ s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ✭✈♦✐r ❬❍✉✵✷✱ ❍❊❆✵✺✱ ❇❉✵✸✱
❱❉❱+✶✵❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✳ ❚♦✉t ♣♦rt❡ à ❝r♦✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ s❡r❛✐t très
❡✣❝❛❝❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❆▼❚✶✷❛❪ ❡st ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❑❍■❑✶✶❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ très
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛s✐✲❝②❝❧✐q✉❡s ❀ ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❝♦❞❡s ❈❙❙ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s ❝♦♥str✉✐ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ très ❜♦♥♥❡s s♦✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t très ♠❛✉✈❛✐s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ✭♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r m✮✱ ♠❛✐s s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❞✐♠✐♥✉é❡✳

✻✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s HX = (ci,j)i,j ❡t HZ = (di,j)i,j✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s rX×n
❡t rZ×n ❛✈❡❝ ci,j, di,j ∈ F2✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ Hq

X = (γi,j)i,j,H
q
Z = (δi,j)i,j

❛✈❡❝ γi,j, δi,j ∈ Fq t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ ❙✐ ci,j = 0✱ ❛❧♦rs γi,j = 0 ∈ Fq✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r di,j ❡t δi,j✱
✕ ❙✐ ci,j = 1✱ ❛❧♦rs γi,j 6= 0 ∈ Fq✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r di,j ❡t δi,j✱
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛ss✐❣♥❡r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡Hq

X
t(Hq

Z) = 0✳ ❙♦✐t 1 6 k 6 rX
✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡t ∆(k) ❧❛ k✲✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ H

q
Z ✿ ∆(k) = (δk,1, . . . , δk,n)✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs✱

♣♦✉r t♦✉t t❡❧ k✱ ✈ér✐✜❡r ✿
H

q
X

t(∆(k)) = 0

❈❡ s②stè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ r❡str❡✐♥t s✉✐✈❛♥t ✿

H̃
q
X

t

(
∆̃(k)

)
= 0

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ∆̃(k) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ∆(k) ♣r✐✈é ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s ♥✉❧❧❡s ✿ ∆̃(k) =

(δk,i, δk,i 6= 0 ∈ Fq)✱ ❡t H̃
q
X ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡Hq

X à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥✬❛ ❣❛r❞é q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s

❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ❣❛r❞és ❞❛♥s ∆̃(k)✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s



✶✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

✉♥❡ ❡♥tré❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s
❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s q✉✐ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❛♥s Fq ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲♥✉❧s ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s
s②tè♠❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜és✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ∆(k) ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡
❡♥ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡t
q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ♣❛rt♦✉t✳

❖r ♦♥ ❛ ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳ P♦✉r t♦✉t k✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H̃q
X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r

❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥✲♥✉❧s ♣❛r ❧✐❣♥❡✱ ❡t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① t❡r♠❡s ♥♦♥✲♥✉❧s ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ✐❧ s✉❢✜t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡

H̃
q
X

t

(
∆̃(k)

)
= 0

❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é ✭♣✉✐sq✉❡ HX
t(HZ) = 0✮ ✿ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡

ré❞✉✐t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s 1✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ HX ré❞✉✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛✐r✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❛♥s
✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ H̃

q
X ✳

P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡Hq
X ✱ ♦♥ ❛ ôté ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

❧❡s ❧✐❣♥❡s ✈✐❞❡s ✿ ✐❧ ② ❛✈❛✐t ❛✉ ❞é♣❛rt ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① 1 ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs
❧❡ ❝❛s✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té
ré❞✉✐t❡ H̃

q
X ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st 2✱ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré

❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❡st ♣❛✐r ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❥♦✐♥t
❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ H̃

q
X ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




C1

C2

✳ ✳ ✳
Cm




❛✈❡❝ Ci ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ♥❡ s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t ♣❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s Ci s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Ci =




γ1 γ2
γ3 γ4

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
γ2l γ2l−1
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❆✐♥s✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ réé❝r✐t ✿



C1

C2

✳ ✳ ✳
Cm







ṽ1
ṽ2
✳✳✳
ṽm


 = 0

❙✐ ❧❡s ❝②❝❧❡s s❡ r❡❝♦✉♣❡♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥ é❝r✐r❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱
q✉✐tt❡ à ② r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à tr❛♥s❢♦r♠❡r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✿

γ1δ1 + γ2δ2 + γ3δ3 + γ4δ4 = 0

❡♥ ✿

γ1δ1 + γ2δ2 = 0

γ3δ3 + γ4δ4 = 0

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭❡❧❧❡ ♥❡ ❧❡ s❡r❛✐t q✉❡ s✐ t♦✉s ❝❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s s✐♠♣❧❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❯♥ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝②❝❧❡✱ ♠❛✐s ✉♥ ❝②❝❧❡ q✉✐
s❡ r❡❝♦✉♣❡ ✿ q✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té✮✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s s✐♠♣❧❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à m s♦✉s✲s②stè♠❡s Ci
t(vi) = 0✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡

à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❡♥tré❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡s Ci ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s vi
s♦✐❡♥t ♥♦♥✲♥✉❧s✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡s vi s♦✐❡♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✳
❈❡❧❛ ❡st ❛ss✉ré ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✸✹✳ ▲❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

C t(v) = 0

❛✈❡❝

C =




γ1 γ2
γ3 γ4

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

γ2l γ2l−1






✶✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

♦ù ❧❡s γi s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ ✿

γ1γ
−1
2 γ3γ

−1
4 . . . γ2l−1γ

−1
2l = 1 ✭✻✳✹✮

❚♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r v s♦♥t ❛❧♦rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ C ❛✐t ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

detC = 0

⇔ γ1γ3 . . . γ2l−1 + γ2γ4 . . . γ2l = 0

⇔ γ1γ
−1
2 γ3γ

−1
4 . . . γ2l−1γ

−1
2l = 1

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡
v✱ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡s s❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i0 t❡❧ q✉❡ vi0 = 0✳ ◗✉✐tt❡ à ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ 1✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs γ1v1 + γ2v2 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s γi s♦♥t ♥♦♥✲♥✉❧s✱ q✉❡ v2 = 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ s✬é❝r✐t ✿
γ3v2 + γ4v3 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ v3 = 0✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ✿ t♦✉s ❧❡s vi s♦♥t ♥✉❧s✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s
❞❡s ❛rêt❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✻ ✭Pr♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝②❝❧❡ C = v1, c1, v2, c2, . . . cl, v1 s✉r
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❛♥s Fq✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡ ❝②❝❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s
❞❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ 1 s✐ ❧✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rs ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ −1 s✐♥♦♥
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ❡♥tré❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s H
q
X ❡t

H
q
Z s❡r❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡

❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ H̃
q
X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡s ❝②❝❧❡s s♦✐t é❣❛❧ à 1✳

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à r❡♠♣❧✐r ✿ q✉❡
❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ H

q
X ✳

Pr♦♣r✐été ✸✺✳ ❙✐ ♦♥ ❛ss✐❣♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s à H
q
X ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡

♣r♦❞✉✐t s✉r t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s s♦✐t é❣❛❧ à 1✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡ H
q
Z ❞❡

❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞és✐ré❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❧❡ s♦✐❡♥t✳



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✸✺

v1

v2 v3

v4

v5

v6

c1
c2

c3

c4

c5

�1
�2 �3 �4 �5

�6
�7
�8
�9�10

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡
✓ t♦✉r ✔ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ −1 ✉♥❡ ❛rêt❡ s✉r ❞❡✉① ✿ ✐❝✐ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ✈❛✉t γ1γ

−1
2 γ3γ

−1
4 . . . ❡t❝✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❡st é❣❛❧ à 1 ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r ❞❡ H

q
X ✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r

❧❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s H̃
q
X ✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ t♦✉s ❧❡s ♣❡t✐ts s②stè♠❡s ❞✉ t②♣❡

Ci
t(vi) = 0 ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥tré❡s t♦✉t❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✳

❘❡st❡ à ♣rés❡♥t à ❛ss✐❣♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H
q
X ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✈ér✐✜❡r

❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳

✻✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❝②❝❧❡s

■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ét✉❞✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t s❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ Fq
∗ ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡

❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ Z/rZ ❛✈❡❝ r = q − 1✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✓ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❡st é❣❛❧❡ à 0 ✔✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✓ − ✔ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛rêt❡ ❡st
♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✈❡rs ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ✉♥ ✓ + ✔ s✐♥♦♥✳

■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛ ♣❛r❢♦✐s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s Z/rZ✱ ❛✐♥s✐
♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡r❛ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z/rZ✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s
Fq

∗ ♥✬❡st ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
ét✐q✉❡t❛❣❡s✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❝❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ✿ ♦♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣✉✐s
✉♥ ❝②❝❧❡✱ ♣✉✐s ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❛♥s Z/rZ✱ ♣♦✉r ❡♥✜♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❡t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✲
✐r❡ t♦✉s ❧❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❡st tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❬●✐❜❪ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①
Z/2Z ✭q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✉♥ ❝♦r♣s✮ ❡t Z✳ ❊❧❧❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡
❧✬❛♥♥❡❛✉ Z/rZ ✶✱ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❧❛ r❡❢❛✐r❡ ✐❝✐✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❝♦♠♠♦❞✐té ❞❡
❧❡❝t✉r❡✳

✻✳✷✳✷✳✶ ●r❛♣❤❡ ❡t ❝❤❛î♥❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✼ ✭●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (V,E)
❛✈❡❝ ✿

✕ V = {v1, . . . vn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱
✕ E = {u v|u, v ∈ V, e ∈ G } ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s✳

✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀u, v ∈ V, u v ⇒ v u 6∈ E
∀u ∈ V, u u 6∈ E

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❣é♥ér❛❧ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❜✐♣❛rt✐ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r✮✱ s❛♥s ❛rêt❡ r❡❧✐❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t à
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à V = {a, b, c, d, e, f} ❡t
E = {a c, a f, b a, d a, b c, b d, e b, c e, f d, e f}✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❜✐♣❛rt✐ ✿
❝❡❧❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rs ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✳

❖♥ ❞é✜♥✐t à ♣rés❡♥t ❧❡s ✵✲❝❤❛î♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s✮✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❞❛♥s Z/rZ✮ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬❛rêt❡s✮ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✽ ✭✵✲❝❤❛î♥❡✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥❡ ✵✲❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s
G ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

α1v1 + . . . αkvk

❛✈❡❝ ❧❡s αi ∈ Z/rZ✱ vi ∈ V ✳

✶✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛♥♥❡❛✉
✉♥✐t❛✐r❡✳
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aa cb

ed

f

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳

❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ (α1v1 + . . . + αkvk) + (β1w1 +
. . .+βlwl) = α1v1+ . . . αkvk+β1w1+ . . .+βlwl✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ αv+βv = (α+β)v✳ ❖♥
♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t β(

∑
αivi) =

∑
(βαi)vi✳ ❖♥ ♥♦t❡ 0 ❧❛ ❝❤❛î♥❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡t v = 1v✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✾ ✭✶✲❝❤❛î♥❡✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s
G ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

α1e1 + . . .+ αkek

❛✈❡❝ ❧❡s αi ∈ Z/rZ✱ ei ∈ E✳ ❖♥ é❝r✐r❛ (u v) = −1 (v u)✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣❡✉t
s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ Ē = {u v, v u ∈ E}✳

❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦✐s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✵✲❝❤❛î♥❡s✳

❆✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❝❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✶✲
❝❤❛î♥❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞♦✐✈❡♥t s❡ ✓ t♦✉❝❤❡r ✔
♦✉ ♥♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ 3 (a b)− (b d) + 1 (e f)
❡st ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s Z/7Z✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
Z/2Z✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❝❤♦✐s✐❡✱
♣✉✐sq✉❡ −1 = +1 ❞❛♥s ❝❡t ❛♥♥❡❛✉✳

▲❡s ❧♦✐s ❞é✜♥✐❡s ❛✈❡❝ ❝❡s ❝❤❛î♥❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡
Z/rZ✮ ❢♦♥t ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s Z/rZ✲♠♦❞✉❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞✬❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✵ ✭▼♦❞✉❧❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ (A,+A, ·A)
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ A s✐ ✿

✕ M ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥t❡r♥❡ +M t❡❧❧❡ q✉❡ (M,+M) s♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢✱
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✕ M ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡①t❡r♥❡ · ❞❡ A×M →M ✈ér✐✜❛♥t

∀α, β ∈ A, x ∈M, (α +A β) · x = α · x+M β · x ✭✻✳✺✮

∀α ∈ A, x, y ∈M, α · (x+M y) = α · x+M α · y ✭✻✳✻✮

∀α, β ∈ A, x ∈M, α · (β · x) = (α ·A β) · x ✭✻✳✼✮

∀x ∈M, 1 · x = x ✭✻✳✽✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s❡r✈❡♥t à ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
str✉❝t✉r❡s ✿ ❧❛ ❧♦✐ +A ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ A ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ +M ❞✉ ♠♦❞✉❧❡✱
♠❛✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✬❛❜str❛✐t ❞❡ ❝❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ✭t❛♥t q✉✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✮✳

❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐
② s♦♥t ❧✐és✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ❜❛s❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ✭❇❛s❡ ✜♥✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡✮✳ ❙♦✐t M ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡
{v1, . . . , vn} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M s✐ ✿

✕ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠✲
♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s vi✱

✕ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
∑

i αivi = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s αi

s♦♥t ♥✉❧s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❡t ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❡①✐st❡ ❡t ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❛
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ n✱ M ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à An ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛s❡s ♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛r❞✐♥❛❧✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t
❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♣✉✐ss❡ s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡✱ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡①✐st❡ ❝❛r ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
✭♣❛rt✐❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ❡♥ ❛
✉♥❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥❢ér✐❡✉r✳

■❝✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✵✲❝❤❛î♥❡s ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (v)v∈V ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (e)e∈E✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❈②❝❧❡s

❖♥ ❞é✜♥✐t à ♣rés❡♥t ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛✐t
✉♥ ❝②❝❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✸✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✷ ✭❇♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✮✳ ❙♦✐t s =
∑

i αiei ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❜♦r❞ ❞❡ s ❡t ♦♥ ♥♦t❡ δ(s) ❧❛ ✵✲❝❤❛î♥❡ ✿

δ(s) =
∑

i

αiδ(ei)

♦ù δ(u v) = v − u✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✸ ✭✶✲❝②❝❧❡✮✳ ❯♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✶✲❝②❝❧❡ s✐ δ(s) = 0✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r❞ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞✲
✉❧❡s✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s ❡st s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ s1 = 3 (a b) +
3 (b c)−4 (c a) ❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ ❞❛♥s Z/7Z ✿ δ(s1) = 3(b−a)+3(c−b)−4(a−c) =
b(3− 3) + a(−3− 4) + c(3 + 4) = 0✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s2 = 3 (a b) + 3 (b c) + 2 (c a)
♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ✉♥ ✿ δ(s2) = −a+ c 6= 0✳

■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✹ ✭❈②❝❧❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝②❝❧❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts u1, u2 . . . uk, u1
✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✮ t❡❧s q✉❡ ui ui+1 ∈ E ∪ Ē ♣♦✉r ∀1 6 i 6 k − 1 ❡t
uk u1 ∈ E ∪ Ē✳

❙❛ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st (u1 u2) + . . .+ (uk−1 uk) + (uk u1)✳

Pr♦♣r✐été ✸✻ ✭✶✲❝②❝❧❡s ❡t ❝②❝❧❡s✮✳ ❯♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
❝②❝❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ u1, . . . , uk, u1 ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡✱ ❛❧♦rs s❛ ✶✲❝❤❛î♥❡
❛ss♦❝✐é❡ s ✈ér✐✜❡ δ(s) = u2 − u1 + u3 − u2 + . . . + uk − uk−1 + u1 − uk = 0✳ ❯♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝②❝❧❡s ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ q✉✬♦♥
❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✓ ré✲
❞✉✐t❡ ✔ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✺✳ ❙♦✐t s =
∑

i αiei ❛✈❡❝ ei 6= ±ej ♣♦✉r i 6= j✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ s ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ αi ♥♦♥✲♥✉❧s ✭❞❛♥s Z/rZ✮✳

❙✐ s ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st é✈✐❞❡♥t ✿ s ❡st ❧❛ ✶✲❝❤❛î♥❡ tr✐✈✐❛❧❡✱
❡t s✬é❝r✐t ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝②❝❧❡s
✭✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✮✳

❙✐ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ s♦✐t u1 u2 ✉♥❡ ❛rêt❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s s✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α1✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u2 v ❞❛♥s s✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡



✶✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

❢♦r❝é♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ δ(s) = 0✱ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ α1 (u1 u2) ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ α1u2 ❞❛♥s
δ(s)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u2 v′ ♦✉ v′ u2✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❛♥♥✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ α1u2✳ ❙♦✐t u2 u3 ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛rêt❡✱ ❡t α2 s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭q✉✐tt❡ à
♣r❡♥❞r❡ −α2 s✐ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛rêt❡ u3 u2✮✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ u3 u4 ✭❛✈❡❝ u4 6= u2✱ q✉✐ ❡①✐st❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ α3u3 q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥♥✉❧é ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ ❡♥ u3 ✮ ❡t
s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α3✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ui ui+1

✭❡t s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αi✮ t❡❧ q✉❡ ui+1 s♦✐t é❣❛❧ à ✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
tr♦✉✈és✱ uk✳ ❯♥ t❡❧ i ❡①✐st❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s
❧❛ s♦♠♠❡ s ✿ ♦♥ ✜♥✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❛r r❡t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞é❥à tr♦✉✈é✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❝②❝❧❡ uk, uk+1, . . . ui, uk✱ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❛rêt❡s q✉✐ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s s✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❛ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝②❝❧❡✱ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r αk ✿

c = αk (uk uk+1) + αk (uk+1 uk+2) + . . .+ αk (ui uk)

❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs t = s− c✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉❡ t ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ♣❧✉s n − 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡r♠❡

αk (uk uk+1) ❛ ❞✐s♣❛r✉✱ ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛rêt❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
❡①✐st❛✐❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s s✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠✐❡✉① s♦♥t ❛♥♥✉❧és✱ ❛✉ ♣✐r❡ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧à✳ ❖♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t

δ(t) = δ(s)− δ(c) = 0

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡t t s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❞♦♥❝ s é❣❛❧❡♠❡♥t✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s ♣❧✉tôt q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✭❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✮✱ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s
❛✈❡❝ ❧❡s ❝②❝❧❡s ♥♦r♠❛✉①✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❜❛s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s✳

✻✳✷✳✷✳✸ ➱t✐q✉❡t❛❣❡ ❡t ❝♦❝②❝❧❡

❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡t ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡✳ ❖r✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡s ❛rêt❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
❞é✜♥✐r ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✻ ✭➱t✐q✉❡t❛❣❡✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡s
❛rêt❡s ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ λ : E → Z/rZ✳ ❖♥ ét❡♥❞ λ ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ Ē ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
λ(v u) = −λ(u v) s✐ u v ∈ E✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ét❡♥❞ λ ❛✉① ✶✲❝❤❛î♥❡s ✿ s✐ s =
∑

i αiei✱ ♦♥ é❝r✐r❛ λ(s) =∑
i αiλ(ei)✳



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✹✶

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té ♦r✐❡♥té✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s Z/7Z✳
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ❢♦r♠❡ ✉♥

Z/rZ✲♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s ✈❡rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z/rZ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉
♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✶✲❝❤❛î♥❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛✈❡❝ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ Z/7Z✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ✐❝✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ✿ ❝❡t ét✐q✉❡t❛❣❡ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣rés❡♥t ❞❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❝②❝❧❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❖r ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❧❛ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ✶✲❝②❝❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✻✮✳
▲❡s ✶✲❝②❝❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❛✐sés à ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✱
q✉✐ ❡st ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ q✉✐ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✼ ✭❈♦❝②❝❧❡✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ G

❡st ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ λ q✉✐ ✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✶✲❝②❝❧❡ s✱

λ(s) = 0

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s très s✐♠♣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ♥✉❧ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ s♦♠♠❡t v q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈
Z/rZ✱ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r λ(u v) = a ∀u v ∈ E ∪ Ē✱ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ a s✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ v✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♠❡t −a s✐ ❧✬❛rêt❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✮✱
❡t 0 s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝②❝❧❡ q✉✐
♣❛ss❡ ♣❛r v✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ à ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r a ❡t −a ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥
♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❢♦r♠❡ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ✭♦♥ ♣❡✉t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
Z/rZ✱ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✮✳ ❙✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❯♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s Z/7Z✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❡t ét✐q✉❡té
❧❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❝❡ s♦♠♠❡t ♣❛r 2 ♦✉ 5 = −2 mod 7 s❡❧♦♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❛rêt❡s ✿ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❡st ❜✐❡♥ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳

❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮✱ ♦♥ s❛✉r❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡s ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t✱
❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥str✉✐r❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✻✳✷✳✷✳✹ ❇❛s❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s
✶✲❝②❝❧❡s✳ ◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ✭❡♥ t❡st❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ♥♦♥ t♦✉s ❧❡s ✶✲❝②❝❧❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s s❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✽ ✭❆r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✮✳ ❙♦✐t G = (V,E)✳
❯♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ A = (V,E ′) t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s A ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✮✱
✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ e ∈ E\E ′✱ (V,E ′ ∪ {e}) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t
♠❛①✐♠❛❧✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡
s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ♣♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✾ ✭❈♦♥♥❡①✐té✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t u, v ∈ V ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ u
❡st r❡❧✐é à v ❞❛♥s G ✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ u v s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s G ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ s t❡❧❧❡ q✉❡
δ(s) = v − u✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ G = (V,E) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s u, v ∈ V ✱ u v✳
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aa cb

ed

f

aa cb

ed

f

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✭❡♥ tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐✲
♠❛❧✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és à ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱
❛✐♥s✐ ❧✬❛r❜r❡ ✓ ❝♦✉✈r❡ ✔ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❞✬♦ù s♦♥ ♥♦♠✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r
❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛rêt❡✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥
❝②❝❧❡✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐
s r❡❧✐❡ u à v✱ −s r❡❧✐❡ v à u✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ré✢❡①✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ tr✐✈✐❛❧❡
r❡❧✐❡ u à u✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ s✐ s r❡❧✐❡ u à v ❡t t r❡❧✐❡ v à w✱ s+ t r❡❧✐❡
u à w✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✸✼✳ u v s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ s q✉✐ ✈ér✐✜❡ δ(s) =
αv − αu ❛✈❡❝ α 6= 0✳

■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❝❛r
Z/rZ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡t ♣❛s ✭❢♦r❝é♠❡♥t✮ ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
✓ ❞✐✈✐s❡r ✔ ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ ♣❛r α✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ s✐ u v ∈ E✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st é✈✐❞❡♥t ✿ ❧❛ ✶✲
❝❤❛î♥❡ (u v) r❡❧✐❡ ❜✐❡♥ u ❡t v✳

❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ G̃ = (V, Ẽ)✱ ♦ù Ẽ = E∪{u v}✳ ❉❛♥s G̃ ✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ✶✲
❝❤❛î♥❡ s̃ = s−α (u v)✳ ❖♥ ❛ δ(s̃) = αv−αu−αv+αu = 0✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡✱ ❡t
♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝②❝❧❡s✳
❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛rêt❡ u v✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬é❝r✐r❡ u, u2, . . . uk, v, u✳
◗✉✐tt❡ à é❝r✐r❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ v ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s
ui✳ ❆❧♦rs ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s u u2, u2 u3, . . . , uk v ❡st ❞❛♥s E✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
é❝r✐r❡ ❞❛♥s G ✭s❛♥s ❧✬❛rêt❡ ❛❥♦✉té❡✮ ❧❛ ✶✲❝❤❛î♥❡ s′ = (u u2) + . . . + (uk v)✱ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ δ(s′) = v − u✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ♦♥
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✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ✳ ❖♥ ♣♦ssè❞❡ à ♣rés❡♥t ❧✬♦✉t✐❧ ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ✿

Pr♦♣r✐été ✸✽✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t A = (V,E ′) ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G ✳ A ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s
u, v ∈ V ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ s ❞❛♥s A q✉✐ ✈ér✐✜❡ δ(s) = v − u✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✓ ❝❤❡♠✐♥s ✔ q✉✬♦♥ ②
❡♠♣r✉♥t❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t à ✉♥ ❛✉tr❡ s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t s♦✐❡♥t u, v ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
❞❡ A ✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✶✲❝❤❛î♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s ❡t s′ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t δ(s) = δ(s′) = v−u✱
❛❧♦rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s−s′ ❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡✱ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✿ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs A ❡st ♥♦♥✲
❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs U = {u′, ∃s, δ(s) = u′−u} ❡t V = {v′, ∃s, δ(s) = v′− v}
❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ A ✭✐❧ ② ❡♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s✮✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s u′

❛✉① v′ ❞❛♥s A ✳
❖r G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s G ✉♥❡ ❛rêt❡ u′ v′ ❛✈❡❝ u′ ∈

U, v′ ∈ V ✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡tt❡ ❛rêt❡✱ A ♥❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡ ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ ✿ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❛✐t ✉♥ c✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t u′ v′ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✮✱ s✐♥♦♥ ❝❡
✶✲❝②❝❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❡①✐st❡r s❛♥s ❝❡tt❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ c−α (u′ v′) q✉✐ ❡st ❞❛♥s
A ✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧✐❡r u′ à v′✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ❛❥♦✉t❡r
à A ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st
q✉❡ A ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ✿ s♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été✳ ❆❧♦rs A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✿ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❛✐t ✉♥✱ c✱
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛r❡t❡ u v ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✱ ❛❧♦rs δ(c− α (u v)) = αu− αv ✿
−c+α (u v) ❡st ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ α (u v)✱ ❡t q✉✐ r❡❧✐❡ u à v ✿ ❝♦♥✲
tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡ e ∈ E\E ′, e = u v✳ ❖r
✐❧ ❡①✐st❡✱ ❞❛♥s A ✱ ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ s q✉✐ ✈ér✐✜❡ δ(s) = u−v✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ s′ = s+(u v)
q✉✐ ❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡✱ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ✿ ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥
❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ à ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✱ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ ✿ ❝❡ ✶✲
❝②❝❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡
❤♦rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✵ ✭❇❛s❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❡t A =
(V,E ′) ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G ✳ P♦✉r t♦✉t e ∈ E\E ′✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ce✱ t❡❧
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q✉❡ ce s♦✐t ❧✬✉♥✐q✉❡ ✶✲❝②❝❧❡ ❞❡ (V,E ′ ∪ {e}) ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❛rêt❡ e ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✶ ❞❡✈❛♥t e✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✶✲❝②❝❧❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ e = u v✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s A ✉♥❡
✶✲❝❤❛î♥❡ s q✉✐ ✈ér✐✜❡ δ(s) = u − v✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t (u v) à s✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❡ ✶✲❝②❝❧❡
❝❤❡r❝❤é✳

■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ✶✲❝②❝❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥✐q✉❡ ✿ s♦✐❡♥t ❞❡✉① ✶✲❝②❝❧❡s c ❡t c′

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① e✳ ❆❧♦rs c = e+
∑

i αiei✱ c′ = e+
∑

i βie
′
i✱ ❛✈❡❝ ❧❡s

ei ❡t e′i ❞❛♥s E
′ ∪ Ē ′✳ ▲❡ ✶✲❝②❝❧❡ c − c′ ❡st ❞♦♥❝ ∑i (αiei − βie′i) ✿ ❝✬❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡

✭♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡s✮ ❞❛♥s A ✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❞✬♦ù
c = c′✳

Pr♦♣r✐été ✸✾✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ce), e ∈ E\E ′ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ce) ❡st ❧✐❜r❡✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts
αe ❞❡ Z/rZ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

∑
e αece = 0✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ e ∈ E\E ′ ❞♦♥♥é❡ ❛♣♣❛r❛ît à ✉♥

s❡✉❧ ❡♥❞r♦✐t ✿ ❞❛♥s αece ✭♣✉✐sq✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ce ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ E ′ ❡t
e✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ❛rêt❡s ❞❡ E\E ′✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r 0 ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
✐♠♣♦s❡r αe = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ e ∈ E\E ′✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t ✶✲❝②❝❧❡ s ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡

∑
e αece✱ ❛✈❡❝ αe ∈ Z/rZ✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡s αe s❡❧♦♥

s✐ ❧✬❛rêt❡ e ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s s✱ ❡t ❛✈❡❝ q✉❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✭s✐ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ✐♥✈❡rsé❡✱ ♦♥
♣r❡♥❞ ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✱ ♦✉ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ✭αe = 0✮✳ ❖♥ é❝r✐t ❞♦♥❝
s′ = s −∑e αece✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ✭❛✐♥s✐ ♦♥
❛✉r❛ ❜✐❡♥ s =

∑
e αece✮✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❛rêt❡ e ∈ E\E ′✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ αe✱ e ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❧✉s ❞❛♥s s′✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E\E ′✱ s′ ♥✬❛ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt q✉❡ ❞❡s
❛rêt❡s ❞❡ A ✳ ❖r s′ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡s✮ ✿ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ♠♦♥tr❡r✳

✻✳✷✳✷✳✺ ❇❛s❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s

▲✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ A s❡rt ❛✉ss✐ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✶ ✭❜❛s❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❡t A =
(V,E ′) ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ e ∈ E ′✱
❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ λe ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r e = u v✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Vu = {u′ ∈
V, u′ u ❞❛♥s A } ❡t Vv = V \Vu✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs λe t❡❧ q✉❡ ✿
✕ λe(u1, u2) = 0 s✐ u1, u2 ∈ Vu✱
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✕ λe(v1, v2) = 0 s✐ v1, v2 ∈ Vv✱
✕ λe(u1, v1) = 1 s✐ u1 ∈ Vu ❡t v1 ∈ Vv✳

❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ Vu r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t ❞✉ ✓ ❝ôté ✔ ❞❡ u ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s A ✱ ✐❧ ② ❛ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❞✉ ✓ ❝ôté ✔ ❞❡ u ❀ ❡t
❝❡✉① q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✉ ✓ ❝ôté ✔ ❞❡ v✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
Vv = {v′ ∈ V, v′ v ❞❛♥s A }✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✉♥ t❡❧ ❝♦❝②❝❧❡✳

u vV V
1

1
1

1

1 vu
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❝②❝❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t
♠❛①✐♠❛❧ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥♥é❡ u v✱ ♦♥ sé♣❛r❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ ❞❡✉① ❧♦ts✱ ❝❡✉①
❞✉ ❝ôté ❞❡ u ❡t ❝❡✉① ❞✉ ❝ôté ❞❡ v✳ ❖♥ ét✐q✉❡tt❡ ❛❧♦rs 1 s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ❧♦ts ✭s✐ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♠❡t −1✮✱ ❡t 0 s✉r ❧❡s
❛rêt❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s à ❝❤❛q✉❡ ❧♦t✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡s♣éré❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹✵✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s (λe)✱ e ∈ E ′ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s λe s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✱ ❞♦♥❝ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ✶✲❝②❝❧❡ c✱ ♦♥ ❛ λe(c) = 0✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ✶✲❝②❝❧❡s✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❝❡s ✶✲❝②❝❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ e′ = u′ v′ ∈ E ′, e = u v ∈ E\E ′✳ ce s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ (e) + s✱ ❛✈❡❝ s
❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ A ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

✕ ❙♦✐t λe′(e) = 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ u ∈ Vu ❡t v ∈ Vv✳ ❉♦♥❝ u ❡t u′

s♦♥t ❞❛♥s Vu ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✶✲❝❤❛î♥❡ su✱ ❞❛♥s A ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ δ(su) = u − u′✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r v ❡t v′✱ ♦♥ ❛ sv t❡❧❧❡ q✉❡ δ(sv) = v − v′✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ s =
su− (u′ v′) + sv ❝❛r ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s A ✭♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✽✮✱
❡t ❞♦♥❝ ce = e+ sv − (e′) + su✳
❖r λe′(su) = 0 ❝❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s A ✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
sv✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ λe′(ce) = λe′(e) + λe′(v

′ u′) = 1− 1 = 0✳
✕ ❙♦✐t λe′(e) = −1✳ ❖♥ ❛ ✉♥ rés✉❧t❛t s②♠étr✐q✉❡✳
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✕ ❙♦✐t λe′(e) = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ u ❡t v ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞✐s♦♥s Vu✳ ▲❛
✶✲❝❤❛î♥❡ s s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ A ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ❞❛♥s Vu ✿ λe′(ce) = λe′(s) + λe′(e) = 0✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ λe ❛ ✉♥ s✉♣♣♦rt
♥♦♥ ♥✉❧ s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ e s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛✉tr❡s λe′ s♦♥t ♥✉❧s ✿ ♣❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✾✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ t♦✉t ❝♦❝②❝❧❡
λ s✬é❝r✐t

∑
e αeλe✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞♦♥♥é λ✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ(e)

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r αe✳ ❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ λ′ = λ −∑e αeλe✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ λ′(e) = 0 ♣♦✉r
t♦✉t e ∈ E ′✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ λ′ ❡st ♥✉❧ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s✳ ❙♦✐t ✉♥❡
❛rêt❡ e ∈ E\E ′✳ ❈♦♠♠❡ λ′ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✱ λ′(ce) = 0 ✭♦ù ce ❡st ✉♥ ✶✲❝②❝❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱
✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✵✮✳ ❖r ce = s + e ❛✈❡❝ s ❛②❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s E ′ ✿
λ(s) = 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs λ′(ce) = 0 + λ′(e) = 0✱ ❞♦♥❝ λ′(e) = 0✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ λ′ = 0✱ ❞♦♥❝ λ =
∑

e αeλe✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❜❛s❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉t ét✐q✉❡t❛❣❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ s✬é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡

∑
e αeλe✳

✻✳✷✳✷✳✻ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡

❙✐ ♦♥ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e ∈ E ′ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t λe✱

✸✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛✉t❛♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs αe ∈ Z/rZ✱

✹✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ λ =
∑

e αeλe

✺✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❛ss♦❝✐é ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ Fq
∗✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❞é❥à é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✮ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✷✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬ét✐q✉❡✲
t❛❣❡s (µv)v∈V ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙✐ v u ∈ E ∪ Ē✱ µe(v u) = 1✱ ❡t µe(e

′) = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳

❙✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ✿
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✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t v ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ t✐r❡ αv ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Fq
∗✱

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ u v✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ αuα
−1
v ✳

◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥❝♦r❡
♠✐❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r ♦♥ ❛ ❛✛❛✐r❡ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐
❞♦♥t ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rs ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ v c ❛✉r❛ ♣♦✉r ét✐q✉❡tt❡ αvβ

−1
c ✿ ♦r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s βc s♦♥t

t✐rés ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❞❛♥s Fq
∗✱ ✐❧ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ✐♥✈❡rs❡r✳ ❆✐♥s✐ ♦♥

❛✛❡❝t❡r❛ à v c ❧✬ét✐q✉❡tt❡ αvβc ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳
◗✉❡❧ ❡st ❛❧♦rs ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❄ Pré❝✐sé♠❡♥t à ♠♦♥tr❡r

q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

Pr♦♣r✐été ✹✶✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (µv) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s λe s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s µv✱ ❡t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r
❝❡❧❛✳ ❙♦✐t A = (V,E ′) ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✱ ❡t s♦✐t λe✱ ❛✈❡❝ e = u v ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ µv q✉✐ ❡st
é❣❛❧❡ à λe s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ E ′✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✵✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧✬❛r❜r❡
A ✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛r❡t❡ u v✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs µ(u v) ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ u v✮ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛rêt❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
v ❞❛♥s A ✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t µ = µu

✕ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e′ = u′ u ✭u′ 6= v✮✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t µe′ t❡❧ q✉❡ µe′ = λe′ ✳ ❖♥ é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ µ = µu +

∑
e′ µ

e′ ✳
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡✱ ❛✉ ♣✐r❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛♣❡s é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
µ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s µv✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s q✉✬à ✈ér✐✜❡r
q✉❡ µ = λe✳ ▲♦rsq✉❡ u ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Vu ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❝ôté ❞❡ u
❞❛♥s A ❡st r❡str❡✐♥t à {u}✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ ❞❡ A q✉✐ s♦✐t ❞❡ Vu ✈❡rs Vv✱
❝✬❡st e = u v✳ ❉♦♥❝ λe(e′) = 0 ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ s✉r ❧✬❛rêt❡ e✱ ❡t λe(e) = 1✳ ❖r
µu(u v) = 1✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u v′✱ µu(e

′) = 0
❛✐❧❧❡✉rs✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ λu v = µv✳

❙✐♥♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉✬♦♥ ❛ s✉ ❝♦♥str✉✐r❡ µe′ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e′ = u′ u ✈ér✐✜❛♥t µe′ = λe′ ✳ ❆✈❡❝ µ = µu +

∑
e′ λe′ ✱ ♦♥

❝♦♥st❛t❡ q✉❡ µ(e) = µu(e) = 1✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u′ u✱ ♦♥ ❛ µ(u′ u) =
µu(u

′ u) + λu′ u(u
′ u) = −1 + 1 = 0✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s ❞❡ A ✱ µ ② ❡st

❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s λe′ ♦✉ ❞❡ µu✳
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❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✐♠♣❧❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét✐q✉❡t❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s é❣❛❧ à
1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ét❛✐t ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❆▼❚✶✷❛❪✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
♣r♦✉✈é q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥ér❛✐t ❜✐❡♥ t♦✉s ❧❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✻✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉

▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✱ ♣❛❣❡ ✻✺✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡♥ Z✮ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① 1 ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡t
q✉❛tr❡ 1 ♣❛r ❧✐❣♥❡✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♠❛tr✐❝❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à 0✮✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2n2 ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ n✳

X
X

X
X

Z

Z

Z
Z

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❙✐
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ✭❜❧❡✉❡✮✱ ♦✉ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥
❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✮ ❞❡ 2✱ ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s
❞❡ ♣❛r✐té ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ♣❛r ❧✐❣♥❡✮ ❞❡ 4✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✸ ✭❈♦❞❡ t♦r✐q✉❡ q✲❛✐r❡✱ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡
q✲❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✲❛✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n✱ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t m ❧❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ q✲❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ q = 2m✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ C ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✱ CX ❡t CZ ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❡♥ X ❡t ❡♥ Z✱ ❡t HX ❡t HZ ❧❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❡t G ✱ GX ❡t GZ

❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C ✱ CX ❡t CZ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✈❡❝ ✉♥ q t♦✉t❡s
❧❡s ✈❡rs✐♦♥s q✲❛✐r❡s ✿ C q✱ C

q
X ✱ H

q
X ✱ G

q
X ✱ ❡t❝ ❀ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ′ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡s

ét❡♥❞✉❡s ✿ C ′✱ C
q
X

′✱ ❡t❝✳
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▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t m ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r 2mn2✳
❖♥ ❛ ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t m ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2m✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t m ❛ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥♠❛❧❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ n ❡t mn✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✱ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹✷✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ q✲❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♦ù ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

2n2 − rang(Hq
X)− rang(Hq

Z)

Pr♦♣r✐été ✹✸✳ ▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ q✲❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ❛ ♣♦✉r ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ n✱
♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ d ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

d = min{dX , dZ}

dX = min{wq(x), x ∈ Fq
2n2

,Hq
Z

t(x) = 0, x 6∈ VectLi(Hq
X)}

dZ = min{wq(x), x ∈ Fq
2n2

,Hq
X

t(x) = 0, x 6∈ VectLi(Hq
Z)}

♦ù wq(x) ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s q✲❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

wq(x1x2 . . . xk) = #{1 6 i 6 k, xi 6= 0 ∈ Fq}

❡t VectLi(A) ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r Fq ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A✳

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱
❝❛r ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♣❛r❧é ❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s q✲❛✐r❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧s✱ ❡t ❝❡s
♥♦t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ s❡♥s ❞❛♥s ❧✬❛❜s♦❧✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t très
✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❧❡s ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✹✷ ❡t ✹✸✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ✿
❝♦♠♠❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Fq ❡st ❛ss♦❝✐é m ❜✐ts✱ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 q✲❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2m ❜✐♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬à ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥✲♥✉❧
❞❡ Fq ❡st ❛ss♦❝✐é m ❜✐ts✱ ❞♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ✿ ❛✐♥s✐✱ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ♣♦✐❞s
n s✉r Fq ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ n ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠
mn✳
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❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ é✈✐❞❡♥t❡s ✿ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n2 ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡
q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❧✐é❡s ✭s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ 2n2−rang(Hq

X)−rang(Hq
Z) =

0✮✱ ❡t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❞❛♥s F2 q✉✬❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❛♥s Fq✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✭♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ♣❡r❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✱ ✐❝✐ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré 2 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Fq ❡st ❜✐❡♥ sûr ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s F2✳ ❖r✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝②❝❧❡s ✿ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ s✉r Fq ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❡rr❡✉r
✐♥❞ét❡❝té❡ s✉r F2✱ ♠❛✐s r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✷✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙✐ G
q
X ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❛❧♦rs G

q
Z ❛✉ss✐✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙✐ G
q
X ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❛❧♦rs C

q
X ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n2+1✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ r❛♥❣ q✲❛✐r❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s H
q
X

❡t Hq
Z ✱ q✉✐ ❡st ❞❡ n2 − 1✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✿ k = 2n2 − rang(Hq

X) −
rang(Hq

Z) = 2n2 − 2(n2 − 1) = 2✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
G q✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✬♦♥ r❡♥♦♠♠❡r❛ 0 ❡t 1 ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ❡t
❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té A ❡t B ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ xA0✱ xA1 ❡t zB0✱
zB1 ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❛rêt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✷✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡♥tr❡
A ❡t B s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ✿

xA0zB0 + xA1zB1 = 0

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
xA0xA1

−1zB0zB1
−1 = 1 ✭✻✳✾✮

❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡ ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st é❣❛❧ à
1✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r
❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✹ ✭Pr♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝❛s ❈❙❙✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ c = c1c2 . . . ck
s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ q✲❛✐r❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
π(c) ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❛rêt❡s ci ci+1 ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿

✷✳ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐❝✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❧à ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r♦✉❣❡ ♣♦✉r Z✱ ❜❧❡✉ ♣♦✉r X✳



✶✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

0 A

1B

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❊①tr❛✐t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C q ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✳

✕ +1 s✐ ❧✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rs ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ G

q
X ✱

✕ −1 s✐ ❧✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rs ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ G

q
Z✱

✕ −1 s✐ ❧✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✈❡rs ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ G

q
X

✕ +1 s✐ ❧✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ✈❡rs ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ G

q
Z✳

❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ s✐ c = c1c2 . . . ck✱ ❛❧♦rs π(c) = π(c1, . . . ci)
π(ci, ci+1, . . . ck) ♣♦✉r 1 6 i 6 k ✭❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r
✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t✱ é❣❛❧ à 1✮✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t π(c1, . . . , ck) = π(ck, . . . , c1)

−1✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G

q
X ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ G

q
Z ✿ ♦♥

♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ G
q
X à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ G

q
Z ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✺✳ ❙♦✐t (i, j) ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ G
q
Z✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ tr❛♥s❧❛té

−→
T (i, j) =

(i + 1, j + 1) ❡t s♦♥ tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧
−→
Tp(i, j) = (i + 1, j)✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t

♣r✐s❡s ♠♦❞✉❧♦ 2n✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❡ tr❛♥s❧❛té ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧✮ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡

v c ♣❛r ❧✬❛rêt❡
−→
T v

−→
T c ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

−→
Tpv

−→
Tpc✮✱ ❡t ❧❡ tr❛♥s❧❛té ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t ❧❡ tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧✮ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ c1, . . . , cn ♣❛r
−→
T c1, . . . ,

−→
T cn ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t−→

Tpc1, . . . ,
−→
Tpcn✮✳

❙✐ (i, j) ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
−→
T (i, j) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♣♦✉r

❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❛r✐té✮✱ ❡t s✐ (i, j) ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ Z✱ ❛❧♦rs
−→
T (i, j) ❡st ✉♥

♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ X✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ très ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✺✸

q✉❡ ❧✬❛rêt❡
−→
T v

−→
T c ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs s✐ v c ❡①✐st❡✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❧❛té ❞✬✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❛✈❡❝ s♦♥ tr❛♥s❧❛té ❡t s♦♥

tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧✳

Z

X

Z X

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G
q
Z ❡t s♦♥ tr❛♥s❧❛té ✭à ❞r♦✐t❡✱ s♦♥ tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧✮ ✿

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞é❝❛❧é ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✮✳ ❖♥
♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❧❛té ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G

q
Z ❡st ❞❛♥s G

q
X ✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st

♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s✉r G
q
X ❡t G

q
Z ✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳ ❙✐ Ck = c1, c2, . . . ck ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G
q
Z

✸✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

π(c1, c2, . . . ck)π(ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(

−→
T c1,

−→
T c2, . . . ,

−→
T ck)

−1π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

−1 = 1

❈❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞❡
s♦♥ tr❛♥s❧❛té ❡t ❞❡s ❡①tré♠✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✓ ❢❡r♠❡r ✔ ❧❡ ❝②❝❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉
❝❤❡♠✐♥✮✳

❙✐ k = 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡ s✬é❝r✐t

π(C1) = π(c1)π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)π(

−→
T c1)

−1π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

−1 = 1

❖r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡✉❧ s♦♠♠❡t✱ ❧❡
♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st é❣❛❧ à 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥

✸✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❛ q✉❡ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
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c1
−→
Tpc1

−→
T c1

ck −→
Tpck

−→
T ck

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✕ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G
q
Z ✱ ❞❡ s♦♥ tr❛♥s❧❛té✱ ❡t ❞❡s

♥÷✉❞s ✭♦❜t❡♥✉s ♣❛r tr❛♥s❧❛té ♣❛rt✐❡❧✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❡r♠❡r ❧❡ ❝②❝❧❡✳

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k − 1 > 1✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

π(Ck) = π(c1, . . . , ck)π(ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(

−→
T c1, . . .

−→
T ck)

−1π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

−1

= π(c1, . . . , ck−1)π(ck−1, ck)π(ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(

−→
T c1, . . . ,

−→
T ck−1)

−1

π(
−→
T ck−1,

−→
T ck)

−1π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

−1

= π(Ck−1)π(ck−1,
−→
Tpck−1,

−→
T ck−1)

−1π(ck−1, ck)

π(ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(

−→
T ck−1,

−→
T ck)

−1

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❡♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k − 1✱
♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛rêt❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ π(Ck−1) = 1 ❀ ✐❧ r❡st❡
❞♦♥❝ à ❝❛❧❝✉❧❡r

p = π(ck−1,
−→
Tpck−1,

−→
T ck−1)

−1π(ck−1, ck)π(ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(

−→
T ck−1,

−→
T ck)

−1

= π(ck−1, ck,
−→
Tpck,

−→
T ck)π(ck−1,

−→
Tpck−1,

−→
T ck−1,

−→
T ck)

−1

= π(ck−1, ck,
−→
Tpck,

−→
T ck,

−→
T ck−1,

−→
Tpck−1, ck−1).

❖r ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ck−1 ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (i′, j′) ❡st r❡❧✐é à ck ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (i, j)✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ (i′, j′) = (i± 1, j)✱ ♦✉ (i′, j′) = (i, j ± 1)✳

✕ ❙✐ (i′, j′) = (i−1, j)✳ ❆❧♦rs p = π((i−1, j), (i, j), (i+1, j), (i+1, j+1), (i, j+
1), (i, j), (i − 1, j)) = π((i, j), (i + 1, j), (i + 1, j + 1), (i, j + 1), (i, j)) ❖r ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ② ❡st é❣❛❧ à 1✳

✕ ❙✐ (i′, j′) = (i+1, j)✱ ❛❧♦rs p = π((i+1, j), (i, j), (i+1, j), (i+1, j+1), (i+2, j+
1), (i+2, j), (i+1, j)) = π((i+1, j), (i+1, j+1), (i+2, j+1), (i+2, j), (i+1, j))
q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
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✕ ❙✐ (i′, j′) = (i, j − 1)✱ ❛❧♦rs p = π((i, j − 1), (i, j), (i+ 1, j), (i+ 1, j + 1), (i+
1, j), (i+1, j−1), (i, j−1)) = π((i, j−1), (i, j), (i+1, j), (i+1, j−1), (i, j−1))
q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✕ ❙✐ ❡♥✜♥ (i′, j′) = (i, j + 1)✱ ❛❧♦rs p = π((i, j + 1), (i, j), (i + 1, j), (i + 1, j +
1), (i + 1, j + 2), (i + 1, j + 1), (i, j + 1)) = π((i, j + 1), (i, j), (i + 1, j), (i +
1, j + 1), (i, j + 1)) q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s p = 1✱ ❞♦♥❝ π(Ck) = 1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C
q
Z ✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ CZ = c1, . . . , ck, c1✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ CX =
−→
T c1, . . . ,

−→
T ck,

−→
T c1 ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡

❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ C
q
X ✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ π(c1, . . . , ck, c1)π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

π(
−→
T c1, . . . ,

−→
T ck,

−→
T c1)

−1π(c1,
−→
Tpc1,

−→
T c1)

−1 = 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ π(CZ)π(CX) = 1✳ ❖r
❝♦♠♠❡ π(CX) = 1✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ π(CZ) = 1✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❣râ❝❡ à ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✿ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ✐❧
s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧✐és à ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té
❞♦♥♥és✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡

−→
T s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡

✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ C
q
Z ❡♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ C

q
X ✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
❣r❛♣❤❡s G

q
X ❡t G

q
Z s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✮ ❡st ❞♦♥❝ ✐❝✐ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡✉t

❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ C
q
X ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n2+1✱ ♦♥

✈❛ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s n2 + 1✱
❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t q✲❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡
s✉♣♣♦rt ✿ ❛✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ n2 + 1 ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ r❡st❡r❛ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❛✉ ♣❧✉s
n2 + 1✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té ♣♦ssè❞❡ n2 − 1 ❧✐❣♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✽✳ ❙✐ s✉r G
q
X ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❡st é❣❛❧ à 1✱ t♦✉t ❝②❝❧❡ s✉r G

q
X ♣❡✉t

êtr❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C
q
X ✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣r♦✉✈❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à n2+1✱ ❝❛r
✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝②❝❧❡ s✉r G
q
X ✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r m✱ ❡t ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ w ❛②❛♥t

♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❝❡ ❝②❝❧❡✳
▲❡ ❝②❝❧❡ s✬é❝r✐t v1, c1, v2, c2 . . . , vm, cm, v1✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ é❝r✐r❛

wi ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ w ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ vi✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r
❧✬❛rêt❡ vi ci xi ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r vi+1 ci x

′
i✳ ❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠é❡s s✉r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✳

w1 w2 w3 w4

x1 x′1 x2 x′2 x3 x′3

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✕ ◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝②❝❧❡
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ w1 . . . wm ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt
❝❡ ❝②❝❧❡✳

❚r♦✉✈❡r ❧❡s wi r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

w1x1 + w2x
′
1 = 0

w2x2 + w3x
′
2 = 0

. . .

wixi + wi+1x
′
i = 0

. . .

wmxm + w0x
′
m = 0

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s wi ♥♦♥✲♥✉❧s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡
s♦✐t é❣❛❧ à 0✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ✿

x1x2 . . . xm + x′1x
′
2 . . . x

′
m = 0

⇐⇒ x1x
′
1
−1x2x

′
2
−1 . . . xmx

′
m

−1 = 1

❈❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❡ ❝②❝❧❡ ❡st é❣❛❧ à 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
wi s♦♥t ❜✐❡♥ t♦✉s ♥♦♥✲♥✉❧s ✿ s✐ w0 ❡st ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡
w1 ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ w2 ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❝❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❡♥t✐❡r✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ ❝②❝❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r C

q
X q✉✐ ❡st ❛✉

♠♦✐♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ CX ✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❛✉ ♣❧✉s n2+1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s

n2 − 1 ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✸ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ ♦♥ ôt❡



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✺✼

✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❞❛♥s G
q
X ✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té r❡st❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡

❡rr❡✉r q✉✐ ❛ ✉♥ s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧ s❛✉❢ ❡♥ ❝❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ♦ù ✐❧ ✈❛✉t 1✳
❖r s✐ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ (2i0 + 1, 2j0)✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s✉r G
q
X q✉✐ ❧❡ r❡❧✐❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té (2i+ 1, 2j) ✿ (2i+

1, 2j), (2i, 2j), (2i− 1, 2j), . . . (2i0 +1, 2j), (2i0 +1, 2j − 1), . . . (2i0 +1, 2j0)✱ ✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥❧❡✈é à ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ♣❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭✐❝✐ ❡♥❝❛❞ré ❡♥ ✈❡rt✮ s✉r G

q
X ✳

■❧ r❡st❡ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ✿ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝✬❡st s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ 1 s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥ q✲❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s✳ ❖♥ r❡♥♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ c0, v1, c1, v2, . . . cm, vm, c✱ ♦ù c0 ❡st ❧❡
♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡♥❧❡✈é ❡t c ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ wi ❧❛ ✈❛❧❡✉r à
❞♦♥♥❡r ❛✉ ♥÷✉❞ vi✱ xi ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ vi ci ❡t x′i ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ vi+1 ci
✭❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉r ❧❡ s②♥❞r♦♠❡ é❣❛❧ à 1 s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té c ✐♠♣♦s❡ vm = x′m

−1✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s②♥❞r♦♠❡ ♥✉❧ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té cm✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r
vm−1 = vmx

′
mx

−1
m ✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à v1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té✱

c0✱ ❛ été s✉♣♣r✐♠é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡
❡rr❡✉r q✉✐ ❛ ✉♥ s②♥❞r♦♠❡ é❣❛❧ à 1 s✉r c ❡t ♥✉❧ ❛✐❧❧❡✉rs✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té r❡❞♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ q✲❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦rt✱
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡✳

■❧ ❢❛✉t à ♣rés❡♥t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✸✱ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✸✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸ ✿
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r n r❡♣rés❡♥✲
t❛♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r q✉✐ s♦✐❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
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❞❡s ❡rr❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛❞❛♣t❡ ✐♠♠é✲
❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s q✲❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥
é❧é♠❡♥t ♥✉❧ ♦✉ ♥♦♥✲♥✉❧ s✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❜❛s❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s ✿
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ét❛♥t 2✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦ts q✲❛✐r❡s x̄1, x̄2, z̄1, z̄2 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥❞ét❡❝té❡s✱ ❞♦♥❝ x̄i ❡st ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ C

q
X ❡t z̄i ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡

C
q
Z ✱ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

x̄i
t(z̄j) = δi,j

P♦✉r ❧❡s tr♦✉✈❡r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦rt q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❜✐✲
♥❛✐r❡s ✿ ♦♥ s❛✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦ts s♦♥t ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ C

q
X ❡t C

q
Z ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✕ ▲❡s ❡rr❡✉rs sér✐❡✉s❡s s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ✭❜✐♥❛✐r❡✮ ✿ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥ X ✭x̄1✮✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♥ X ✭x̄2✮✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❡♥ Z ✭z̄1✮ ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥ Z ✭z̄2✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ x̄1 ❡t z̄1 ♦♥t ✉♥
♥÷✉❞ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s x̄1 ❡t z̄2 ♥✬❡♥ ♦♥t ♣❛s✱ ❡t❝✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❞❡ x̄1 ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❞❡ x̄2 ✉♥ ❣r❛♥❞
❝②❝❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡♥ X✱ ❡t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❞❡ z̄1 ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❞❡ z̄2 ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡♥ Z ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳ ❖r ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥
♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ s✉♣♣♦rt✳

❯♥❡ ❢♦✐s tr♦✉✈és ❝❡s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡s x̄i✱ z̄i✱ ♦♥ ❛ x̄1 t(z̄1) = α 6= 0 ♣✉✐sq✉✬✐❧s s✬✐♥✲
t❡rs❡❝t❡♥t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✿ q✉✐tt❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r x̄1 ♣❛r α−1✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ x̄1 t(z̄1) = 1✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r x̄2 t(z̄2)✳ ❖♥ ❛ x̄1 t(z̄2) = 0 ❡t x̄2 t(z̄1) = 0 ❝❛r ✐❧s
s♦♥t ❞❡ s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳

P♦✉r tr♦✉✈❡r n r❡♣rés❡♥t❛♥ts à s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ x̄1✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
n ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✮✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ x̄1,i ❡st
✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt (0, 2i), (2, 2i), . . . (2n− 2, 2i) ♣♦✉r i = 0, 1, . . . n− 1✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡s ✭✐❧s ♦♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ❞❡s ❝②❝❧❡s✮✱ ❡t ✐❧s s♦♥t



✻✳✷✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙ ❉❊ ❈❨❈▲❊❙ ✶✺✾

❜✐❡♥ t♦✉s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ✭♠♦❞✉❧♦ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮ ❞❡ x̄1 ❝❛r ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ✿

x̄1,i
t(z̄1) = 1 ✭✻✳✶✵✮

x̄1,i
t(z̄2) = 0 ✭✻✳✶✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮ ❡st ❛✐sé❡ à ✈♦✐r ❝❛r ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s x̄1,i ❡t ❞❡ z̄2 s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✵✮ ❞♦♥♥❡♥t x̄1,i t(z̄2) = αi 6= 0✱ ❝❛r ❧❡s s✉♣♣♦rts ❞❡s ❞❡✉① ♠♦ts
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ (0, 2i)✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
❧❡s x̄1,i ♣❛r α

−1
i ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✵✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ x̄1 ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ✿ ❝❡ s♦♥t
t♦✉s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❡♥ X✳

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r x̄2 ✭t♦✉s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s ✈❡rt✐❝❛✉① ❡♥ X✮✱
z̄1 ✭t♦✉s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s ✈❡rt✐❝❛✉① ❡♥ Z✮ ❡t z̄2 ✭t♦✉s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❝②❝❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①
❡♥ Z✮✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ✈♦✉❧✉s✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st n✳

❆❞❛♣t❡r ❝❡ rés✉❧t❛t à ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ P♦✉r ✉♥❡
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ✓ s✉✣t ✔ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r
sér✐❡✉s❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❛❞éq✉❛t✳ ❖r s✐ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s d✱
q✉✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡ q✉✐ ♥✬② ❡st ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✱ q✉❛♥❞ ❜✐❡♥
♠ê♠❡ ♦♥ ❛rr✐✈❡r❛✐t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t q✲❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs ✭✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❡♥ X ❡t ❡♥ Z✮✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥❝♦r❡
♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡✈❡♥✉❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ❙✐ ❡❧❧❡s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❡♥ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ✐❝✐ ❡♥tr❡ ❧❡s x̄i ❡t ❧❡s z̄i✱ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ s✐♥♦♥
❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t à ♠♦♥tr❡r✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❀ s✐ ♦♥ ✈❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❡t q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛♥ts q✲❛✐r❡s ❞❡ x̄1✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t t♦✉s ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛✉①



✶✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❖❉❊❙ ◗❯❆◆❚■◗❯❊❙ q✲❆■❘❊❙

à z̄1✱ ❡t t♦✉s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à z̄i ♣♦✉r i 6= 1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ t♦✉t ❝❡❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✐t✱ ❝❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ét❛✐t ❛ss✉ré ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡❧❛
♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✳

✻✳✷✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t m ❛ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r
2mn2✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥❛❧❡✱ ♦♥
♣❡✉t ✜①❡r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N q✉✐ s♦✐t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré ✿ ✐❝✐ N = 1152 = 2× 242✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

P❛r❛♠ètr❡s ❈♦❞❡ ❆ ❈♦❞❡ ❇ ❈♦❞❡ ❈
m 1 4 9

q = 2m 2 16 512
n 24 12 8
2n2 1152 288 128

P♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❞é❝♦❞❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥ X ❡t ❡♥ Z ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❯♥ ❝❛♥❛❧
❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ❞♦♥❝ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 2p/3✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞é❝♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r Fq✱ ❛✈❡❝
❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛❞❛♣té✱ ❡t q✉✐ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ❇P s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✜♥❛❧✳

▲❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡ très ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é♥é❣éré❡✱ q✉✐
❡st ❞❡ 4 ✭❧❡s ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 8 s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❞❡s ❡rr❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ♥❡ ❧❡ s❛✐t ♣❛s✮✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛❞❛♣tés à s❛
✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r✱ ♣♦✉r ❧❡ ❇P✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ à
s❡s ✈❡rs✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ♥❡tt❡ ✿ s♦✉s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ét❡♥❞✉
♠♦♥tr❡ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r q✉❡ ♣♦✉r F16 ❡t F512✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

✻✳✸ ❈♦❞❡s q✲❛✐r❡s ♣❛r ♣r♦❞✉✐t

▲♦rsq✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦❞❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ✷✲ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s H

q
X ❡t H

q
Z q✉✐ s♦✐❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s

❞❛♥s Fq✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❞❡s
❜✐♥❛✐r❡s ét❡♥❞✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥❝♦r❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡
ét❡♥❞✉✳ ▲❡ ✓ ❚❊▼ ✔ ❡st ❧❡ ❚❛✉① ❞✬❊rr❡✉rs ♣❛r ▼♦t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r
rés✐❞✉❡❧✱ ❡t ❧❡ ✓ ❚❊❇ ✔ ❡st ❧❡ ❚❛✉① ❞✬❊rr❡✉r ♣❛r ❇✐t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r
❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❜✐ts ❡rr♦♥és ✐❧ ♣❡✉t r❡st❡r ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ é❝❤♦✉❡✳

✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ H
q
X ❡t H

q
Z à ♣❛rt✐r ❞❡

♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s HX ❡t HZ ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ét❡♥❞✉✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❡t ❝✬❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧❡
❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❞✉✐t✮✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s
ét✐q✉❡tt❡s ❛✉① ❛rêt❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳ ❖r ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡
t②♣❡s ❞✬❛rêt❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V1 × V2 ❡t ❝❡✉① ❞❡ C1 × V2✱ ❡t❝✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ x1, x2, z1, z2 ✭♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡s ❛rêt❡s✱ ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Fq✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✕ x1((v1, v2) (c1, v2)) ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ✭❡♥ X✮ ❞❡ V1 × V2 ✈❡rs C1 × V2✱
✕ x2((c1, c2) (c1, v2)) ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ✭❡♥ X✮ ❞❡ C1 × C2 ✈❡rs C1 × V2✱
✕ z1((v1, v2) (v1, c2)) ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ✭❡♥ Z✮ ❞❡ V1 × V2 ✈❡rs V1 × C2✱
✕ z2((c1, c2) (v1, c2)) ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ✭❡♥ Z✮ ❞❡ C1 × C2 ✈❡rs V1 × C2✳
◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❄ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té

(c1, v2) ❡♥ X ❡t (v1, c2) ❡♥ Z✱ ✐❧s s♦♥t r❡❧✐és à ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥s s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v1 c1 ❡t v2 c2 ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ✐❧s ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥és ✿ (v1, v2) ❡t (c1, c2)✳
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X

Z

(v1, v2) (c1, v2)

(c1, c2) (v1, c2)

x1

z2

x2

z1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t q✲❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s
s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳ P♦✉r êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r x1z1 + x2z2 = 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

x1(v1, v2 c1, v2)z1(v1, v2 v1, c2) + x2(c1, c2 c1, v2)z2(c1, c2 v1, c2) = 0 ✭✻✳✶✷✮

■❧ ❡①✐st❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞✬ét✐q✉❡t❡r ❧❡s ❛rêt❡s✱ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡
❣❛r❛♥t✐r ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r q✉❛tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

α1 : E1 → Fq
∗

α2 : E2 → Fq
∗

γX : C1 × V2 → Fq
∗

γZ : V1 × C2 → Fq
∗

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ✿

x1(v1, v2 c1, v2) = α1(v1 c1)γX(c1, v2)

x2(c1, c2 c1, v2) = α2(v2 c2)γX(c1, v2)

z1(v1, v2 v1, c2) = α2(v2 c2)γZ(v1, c2)

z2(c1, c2 v1, c2) = α1(v1 c1)γZ(v1, c2)

❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ e
❡st α(❛rêt❡ ❡♠♣r✉♥té❡ ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r e)γ(♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ e) ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✉
❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❢❛❜r✐q✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱
♣❧✉s ✉♥ ♥÷✉❞ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❞❡ ♣❛r✐té✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮
❡st ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉s v1, v2, c1, c2 t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s v1 c1 ❡t v2 c2 ❡①✐st❡♥t ✿

x1(v1, v2 c1, v2)z1(v1, v2 v1, c2) + x2(c1, c2 c1, v2)z2(c1, c2 v1, c2)

= 2α1(v1 c1)α2(v2 c2)γX(c1, v2)γZ(v1, c2)

= 0

■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r s✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡
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✐❞é❡✱ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ✷✲ré❣✉❧✐❡r✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ s❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡ ❡st
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✲❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r H

q
X ❡t H

q
Z ✿ ✐❧ ② ❛

❡①❛❝t❡♠❡♥t 2n2 − 1 é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fq
∗ à ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ H

q
X ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡
♠♦✐♥s ✶✮✳ P♦✉r Hq

Z ✱ ✐❧ ② ❛ n2 s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à rés♦✉❞r❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ② ❛ ✉♥
❝❤♦✐① ❞❛♥s Fq

∗ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱
❞♦♥❝ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❛✉ t♦t❛❧ 3n2 − 1
❝❤♦✐① ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ Fq

∗✳
❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❝❤♦✐①

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α ❡t β ✿ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✭❧❡ ❝♦❞❡ ❛ ré♣ét✐t✐♦♥✮ ❛ 2n ❛rêt❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ 2n + 2n ❝❤♦✐① à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r γ1 ❡t γ2✳ ❈❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡ ❛ n ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t n ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ n2 + n2 = 2n2 ❝❤♦✐① ♣♦✉r γX ❡t γZ ✳ ❆✐♥s✐ ❛✉
t♦t❛❧ ♦♥ ❛ 2n2 + 4n ❝❤♦✐① ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ Fq

∗✳
P♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s

t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❢❛✐t
s❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s
❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❛❞❛♣té❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✱
♥✬❛ ♣❛s ❞♦♥♥é ❞❡ rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✱ ♣✉❜❧✐é❡
❞❛♥s ❬❆▼❚✶✷❜❪ ♣✉✐s ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡t ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❬▼❚❆✶✸❪✱ ❛ ré✈é❧é ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✐♠♣❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✐t ❝♦♥st❛♥t❡✳

▲❡s ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛②✲
s❛❣❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❞❛♥s ❬❋❩✾✾❪✱ ♦ù ✐❧s ét❛✐❡♥t ❛♣♣❡❧és ✓ ❝♦❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s
t❡r♠✐♥és ✔✮✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❞♦♥t ♦♥
♣❧❛❝❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r ✓ ❝ôt❡ à ❝ôt❡ ✔✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡s ❝♦❞❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦❞❡ ❛❣r❛♥❞✐ ✭❛♣♣❡❧é s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✮✱
❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❈❡s ❝♦❞❡s ♦♥t ❛ss❡③ ✈✐t❡ ♠♦♥tré ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣r❛t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬▲❙❩❈✵✺✱
❑P✶✵✱ ❑▼❙+✶✶✱ ❉❏▼✶✶❪✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❛❞❛♣t❡r ❝❡❧✉✐✲❝✐
♣♦✉r q✉❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s tr♦♣ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❬P■❙+✶✵✱ ■❙❯❲✶✶✱
■P❙+✶✷❪✮✱ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥t ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❧✐r❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ P♦✉r ♥❡ r✐❡♥ ❣â❝❤❡r✱ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭s♦✉s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✮ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❬▼P❩❈✵✽✱ ❙P❱❈✵✻✱ ❙P❱❈✵✾✱ ❉❉❏✵✻❪✮✳

❊♥✜♥✱ ❡t ❝✬❡st ❧à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣r❛✲
t✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦✉✈és ✿ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P s♦♥t
❝❡❧❧❡s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ♣❡t✐t ❝♦❞❡ ▲❉P❈ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs✱ s♦✉✈❡♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ tr♦♣
❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✱ ❡t ❝❡✱ s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡ rés✉❧t❛t✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥❥❡❝t✉ré
❞❛♥s ❬▲❋✶✵✱ ❑▼❘❯✶✵✱ ▲▼❋❈✶✵❪✱ ♣✉✐s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ❡✛❛❝❡♠❡♥ts
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❑❘❯✶✵❪✱ ❛ été ❡♥✜♥ ♣r♦✉✈é ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞❛♥s ❬❑❘❯✶✸❪ ❀

✶✻✺
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❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♦✉✈r❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ♣❡✉
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❝♦❞❡✳

❆❞❛♣t❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s❡♠❜❧❡ très ♣r♦♠❡t✲
t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ✜①é✱ s✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r✱ ♠❛✐s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ❇P
❞✐♠✐♥✉❡♥t✳ ❯♥ ❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❛ ❞♦♥❝ t♦✉t ✐♥térêt à ❛✈♦✐r ❞❡s ❞❡❣rés ♣❧✉s
é❧❡✈és✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❜é♥é✜❝✐❡ ❛❧♦rs ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖r ♣♦✉r ❧❡s
❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❥✉st❡♠❡♥t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱
❝❛r ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡ ❞❡❣ré ❢❛✐❜❧❡ s✐❣♥✐✜❡♥t ❞❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✱
❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ très ❢❛✐❜❧❡ ✿ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛♥t✮✱
❝✬❡st ✉♥ ♣❧✉s très ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❇P ✉t✐❧✐sé❡
✭❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✮✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ♥❡ ♠❡t ♣❛s à ❥♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✿ ✉♥❡
❡rr❡✉r ❛②❛♥t ♣♦✉r s✉♣♣♦rt ✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❢❛✐t ✓ ❤és✐t❡r ✔ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r✱
♠❛✐s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❛ ✜①❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s✱ ❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞✐s♣❛r❛ît✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❡✉t ♠✐❡✉① ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

✼✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✼✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ C

q✉✬♦♥ ❞✉♣❧✐q✉❡ L+2δ ❢♦✐s ✭♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ L+2δ ❝♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱
♠❛✐s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦✉❝❤❡✱
❡t ❡st ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ✿ ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ♥÷✉❞ v ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t✱ ❡st ♥♦té
(v, t)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✈❡rs ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✿
❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ (v, t) (c, t) ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t′ r❡✈✐❡♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r
❝❡tt❡ ❛rêt❡ ♣❛r ❧✬❛rêt❡ (v, t) (c, t′)✳ ❖♥ ❧✐♠✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛rêt❡s ✿
❛✐♥s✐ ❧❡s ♥÷✉❞s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡❧✐és à ✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ à ❞✐st❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à δ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦✉❝❤❡ ✭❞♦♥❝ |t − t′| 6 δ✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ♣♦✉r ✉♥
♣❡t✐t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❖♥ ✜①❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❜✐ts ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡①trê♠❡s ✭❧❡s δ ♣r❡♠✐èr❡s ❡t ❧❡s δ ❞❡r♥✐èr❡s✮
à 0✳ L ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t❡
s♦✐t ❢❛✐❜❧❡ ✿ s✐ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❡t q✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ L
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... ...

... ...

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ■❝✐✱ δ = 1✱
❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ été ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ❛rêt❡s r♦✉❣❡s ♦♥t été ❞é❝❛❧é❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳

❝♦✉❝❤❡s ❡t δ ❝♦♠♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

R =
kL

(2δ + L)× n ✭✼✳✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡①trê♠❡s ✭2δ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝ôté✮✱ q✉✐ s♦♥t ❢♦r❝é❡s à 0✳ ❈❡ r❡♥❞❡♠❡♥t t❡♥❞ ❜✐❡♥ ✈❡rs k

n
q✉❛♥❞ L t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é t❡♥❞ ✈❡rs ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t
❞✉ ♣❡t✐t ❝♦❞❡ ❝♦✉❝❤❡✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❡s δ ❝♦✉❝❤❡s ❞✉
❞é❜✉t ❛✉① δ ❝♦✉❝❤❡s ✜♥❛❧❡s✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
❝♦✉♣❧é ✓ ❢❡r♠é❡ ✔✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s
♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

✼✳✶✳✷ ❉é❝♦❞❛❣❡

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦❞❡r ❧❡s ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P st❛♥✲
❞❛r❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦❞❡s ▲❉P❈ ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛✲
t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t ♥✬❡st ♣❧✉s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✜✲
♥❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✓ ét❛❧é❡ ✔ ❞❡s ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s✐t❡♥t ❞✬✉♥ ❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥✲
♥❡r✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à L ✭❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ▲❉P❈ ✉s✉❡❧s✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❊①é❝✉t❡r ✉♥ ❇P ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡✱ ✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▲❋✶✶❪✳ ❈❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ w ✜①é❡✱
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ❇P ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t✱ ♣✉✐s ♦♥ ❞é❝❛❧❡
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ❡t ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳
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❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡♥êtr❡✱ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞é❥à ❞é❝♦❞é❡s ✓ ❛✐❞❡♥t ✔ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s à
s❡ ❞é❝♦❞❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞é❝♦❞é❡s✱ ❛✐❞❡r♦♥t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s
s✉✐✈❛♥t❡s à ❜✐❡♥ s❡ ❞é❝♦❞❡r q✉❛♥❞ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ s❡r❛ ❞é♣❧❛❝é❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❜✐ts ❞❡s ♣r❡✲
♠✐èr❡s ❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ✜①és à 0 ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é❝♦❞és✮✱ ❝❡ ✓ ❞é❝♦❞❛❣❡
❛ss✐sté ✔ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s L ❝♦✉❝❤❡s✳

Fenêtre de décodage Sens de déplacement 
de la fenêtre

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❉é❝♦❞❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ à ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ✿ à ❣❛✉❝❤❡ t♦✉t ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞é❝♦❞é ✭❡♥ ❥❛✉♥❡✮✱ ❡t à ❞r♦✐t❡ r✐❡♥ ♥✬❡st ❞é❝♦❞é✳ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ s❡
❞é♣❧❛❝❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é❝♦❞é❡s ❛✐❞❡♥t à ❞é❝♦❞❡r ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s t♦t❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛✲
q✉❡ ❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s w ❝♦✉❝❤❡s✱ ❡t ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡
❢♦✐s à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❇P ✉s✉❡❧✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ s❡r❛✐t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à L ✭❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❜✐❡♥ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✬✉♥ ❜♦✉t à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✮✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡r❛✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❝❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r L✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬■❙❯❲✶✶❪ q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ✿ ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r
♣r♦✜t❡r ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ très
❣r❛♥❞❡ ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ w ✜①é❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ 2δ + 1✳

✼✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♠❜❧❡
très ♣r♦♠❡tt❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜✲
❧è♠❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ✿ ✉♥ ❝♦❞❡
❈❙❙ ✭q✉✬✐❧ s♦✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ♦✉ ♥♦♥✮ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❝♦❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡s ❜✐ts ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①és à 0✳
❖r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛
❤❛❜✐t✉❡❧ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✜①❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ q✉❜✐t à |0〉✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❛❝❝ès ❛✉① q✉❜✐ts ❡♥ t❛♥t
q✉❡ t❡❧s✳ ❖♥ ♥✬❛ ❛❝❝ès q✉✬à ✉♥ s②♥❞r♦♠❡✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡✱ ♣♦✉r ❝❡ s②♥❞r♦♠❡✱ ❧✬❡rr❡✉r
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q✉✐ ❧✬❛ ❝❛✉sé❡ ✭❛✉ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ♣rès✮✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s ✓ ❜✐ts à 0 ✔ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡①❛❝t❡ s✉r ✉♥ q✉❜✐t ♣ré❝✐s✳ ❖r✱ ❧❛
❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r✮ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r s❡r❛✐t
❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ r❡❧✐és ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❝❡ q✉❜✐t✱ ❧✬✉♥ ❡♥ X ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ Z ✭♦✉ ✉♥ ❡♥ X ❡t ✉♥ ❡♥ Y ✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❡♥ Y
❡t ✉♥ ❡♥ Z✮✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♠❡ttr❛✐t ❡♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té r❡❧✐é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
à ❝❡ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡ ❜✐t ❛ss♦❝✐é à 0✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s st❛❜✐❧✐s❛t❡✉rs
❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ♣❛s ✿ ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s q✉❜✐ts ❡①tré♠❛✉①✳
❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ss✐sté❡ ♣❛r
✐♥tr✐❝❛t✐♦♥ ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❇❉❍✵✻❪✮✳ ❊❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
♣❛✐r❡s ❞❡ q✉❜✐ts ✐♥tr✐q✉és✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s q✉❜✐ts s❡r❛✐t ❞é❥à ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞✉ ❝❛♥❛❧✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✼✳✶ ✿

R =
kL− 2δn

(2δ + L)× n ✭✼✳✷✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣t❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s 2δ ❝♦✉❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①é❡s✱ ❧❡s 2δ ❞❡♠✐✲
♣❛✐r❡s ❞❡ q✉❜✐ts ✐♥tr✐q✉és✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ❡t ❝❡✱ s❛♥s ❡rr❡✉rs ✿ ♦♥
♣❡✉t ❧❡s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s q✉❜✐ts q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ❡♥✈♦②és ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❛♥tér✐❡✉r❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ s✉r ❧❡s q✉❜✐ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥
✓ ❣❛r❞❡r ✔ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôté ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❞❡♠✐✲♣❛✐r❡ ✐♥tr✐q✉é❡s
♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ✭❞✐t ❝♦❞❡
✐♥t❡r♥❡✮✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝❤❡r❝❤é✱ ♣♦✉r ♣r♦té❣❡r
❧❡s q✉❜✐ts ❡①tré♠❛✉①✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦✐♥s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ q✉❡ ❞❡s q✉❜✐ts
✐♥tr✐q✉és✱ ♠❛✐s ❡♥ r❡t♦✉r ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ❡rr❡✉rs r❡st❛♥t❡s ❛♣rès ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ✭❡t ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ② s♦✐t
r♦❜✉st❡✮✳

▲❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ✼✳✶✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t Ri ✿

R =
kL

n(2δ/Ri + L)
✭✼✳✸✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s 2δ ❝♦✉❝❤❡s ❡①trê♠❡s s♦♥t ❡♥❝♦❞é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t Ri ✿
✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ 2nδ/Ri q✉❜✐ts à ❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s 2δn
q✉❜✐ts✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡❧❧❡✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳
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k qubits
r qubits |0>

Canal

|0>

k qubits
r qubits |0>|0>

k qubits
r qubits |0>|0>

...
etc
...

r_ext qubits |0>|0>|0>

U_in U_in U_d_in

U_d

U U*

*

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ t❡❧ ✸✳✸✳ ❖♥ ❡♥❝♦❞❡ ❧❡s q✉❜✐ts
❡①tré♠❛✉① ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡♥❝♦❞é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣✉✐s à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡
❡t ❝♦rr✐❣❡ ❧❡s q✉❜✐ts ❡①tré♠❛✉① ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡
s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳

✼✳✷ ❈♦❞❡s ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❈❙❙✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ s♦✐❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✸✸✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é✈✐❞❡♥t ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳ ■❝✐✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✱ à
♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦❞❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣❛❣❡ ✽✾ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡
♣r♦❞✉✐t✮✳

✼✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✻ ✭❈♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✮✳ ❙♦✐❡♥t C1 ❡t C2 ❞❡✉① ❝♦❞❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡✉rs ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r r❡s♣❡❝t✐❢s G [Ci] = (Vi, Ci, Ei✮✱ δ ❡t
L ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t f1 ❡t f2 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ E1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E2✮ ❞❛♥s
J−δ, δK✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❞❡ C1 ❡t C2✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ L ❝♦✉❝❤❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r❛♠ètr❡s f1 ❡t f2 ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❈❙❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r G = (V,CX , CZ , EX , EZ) t❡❧ q✉❡ ✿

✕ V = V1 × V2 × T ∪ C1 × C2 × T ✱ ♦ù T = J0, L+ δ − 1K
✕ CX = C1 × V2 × T
✕ CZ = V1 × C2 × T
✕ EX = {(v1, v2, t) (c1, v2, t+ f1(v1 c1)), v1 c1 ∈ E1, v2 ∈ V2}
∪ {(c1, c2, t) (c1, v2, t+ f2(v2 c2)), v2 c2 ∈ E2, c1 ∈ C1}
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✕ EZ = {(v1, v2, t) (v1, c2, t+ f2(v2 c2)), v2 c2 ∈ E2, v1 ∈ V1}
∪ {(c1, c2, t) (v1, c2, t+ f1(v1 c1)), v1 c1 ∈ E1, c2 ∈ C2}

♦ù ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ✸❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s♦♥t ♣r✐s❡s ♠♦❞✉❧♦ L+ δ✳

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st ✉♥
tr✐♣❧❡t ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
✭t✮✳ ❖♥ tr❛❝❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♥❡ ❜♦✉❣❡ ♣❛s✱
❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛rêt❡ e2 ❞✉ ✷❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛❧♦rs à t ✉♥
❞é❝❛❧❛❣❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧ à f2(e2)✳ ❖♥ ❛ ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❝❤❛♥❣❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛rêt❡ e1✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ✷❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♥❡ ❜♦✉❣❡ ♣❛s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛❧♦rs
f1(e1) à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

X

Z

v1 c1 v2 c2

(v1, v2, t) (c1, v2, t+ f1(v1 c1))

(c1, c2, t+ f1(v1 c1) + f2(v2 c2))
(v1, c2, t+ f2(v2 c2))

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ✭✈♦✐r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✻✮ ✿ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞♦♥♥é
♣❛r f1 ♦✉ f2 ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❡♠♣r✉♥té❡✳

❆✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞✉❧♦ L+ δ✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✓ ❢❡r♠é❡ ✔✱ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡
δ ❝♦✉❝❤❡s ❡①trê♠❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✿
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐
♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ (v1, v2, 1) (c1, v2, 3)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❞✬❛✉tr❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(v1, v2, t) (c1, v2, t+ 2)✳

■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹✹ ✭❱❛❧✐❞✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✮✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✻ ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉s cX ∈ CX ✱
cZ ∈ CZ✱ ♦♥ ❛

S(cX) ⋆S(cX) = 0

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥✲s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té✱ (c1, v2, t) ∈ CX ❡t (v1, c2, t

′) ∈ CZ ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬✐❧s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (v′1, v

′
2, t0) ∈ V1×V1×T ✭✈✉❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ s✬✐❧s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥ ✉♥❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ C1×C2×T ✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿
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✕ v′1 = v1✱ ❡t v′2 = v2✱ ❝❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❡t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥ts
❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

✕ ■❧ ❡①✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ v1 c1 ∈ E1 ❡t
v2 c2 ∈ E2✳

✕ t0 + f1(v1 c1) = t ❡t t0 + f2(v2 c2)✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛rêt❡s ✿ (c1, c2, t+ f2(v2 c2)) (c1, v2, t)
∈ EX ❡t (c1, c2, t

′ + f1(v1 c1)) (v1, c2, t) ∈ EZ ✳ ❖r ❝♦♠♠❡ t′ + f1(v1 c1) =
t + f2(v2 c2)✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞ ✿ ❧❡s ❞❡✉①
♥÷✉❞s ❞❡ ♣❛r✐té ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦ù ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧s ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥ ❡①✲
❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ à
♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✓ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✔ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
t✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡
♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ❡♥ ✓ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ✔✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r q✉❛tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s g1✱ g2✱ g3 ❡t g4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛rêt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮✱ ❡t ✈♦②♦♥s q✉❡❧❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r✳

X

Z

1

32

4

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ♣❛s ✭❡♥❝♦r❡✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❛rêt❡s ♥✉♠ér♦té❡s✳ P♦✉r ❣❛r❞❡r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ❣r✐s s♦✐❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳

▲✬❛rêt❡ 1 r❡❧✐❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ (v1, v2, t1) à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té (c1, v2, t2)✳ ❊❧❧❡
❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ v2 ∈ V2 ❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ e1 = v1 c1 ∈ E1✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿

t2 = g1(t1, e1, v2)

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❛rêt❡ 2 ✭(v1, v2, t1) (v1, c2, t3)✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
e2 = v2 c2 ∈ E2 ❡t ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ v1 ∈ V1 ✿

t3 = g2(t1, e2, v1)
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▲✬❛rêt❡ 3 ✭(c1, c2, t4) (c1, v2, t2)✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ e2 = v2 c2 ∈
E2 ❡t ❞❡ c1 ∈ C1 ✿

t4 = g3(t2, e2, c1)

❊♥✜♥✱ ❧✬❛rêt❡ 4 ✭(c1, c2, t4) (v1, c2, t3)✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ e1 =
v1 c1 ∈ E1 ❡t ❞❡ c2 ∈ C2 ✿

t4 = g4(t3, e1, c2)

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✛✲
✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ✈❛❧✐❞❡ ✿

∀t ∈ T, ∀e1 = v1 c1 ∈ E1, ∀e2 = v2 c2 ∈ E2,

g3(g1(t, e1, v2), e2, c1) = g4(g2(t, e2, v1), e1, c2) ✭✼✳✹✮

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ g1(t, e1, v2) = t+f1(e1) ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉s
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s s❡r❛✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✳✹✮ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s gi✳

❖♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r q✉❡ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❖r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳

✼✳✷✳✷ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❯♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ à ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❡s ❛✈❡❝
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ δ = 2✱
✕ w = 9✱
✕ L = 50
✕ dV = 4✱ dC = 9

▲❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❝❤❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿

❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t

❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦❞❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ✭❝♦✉❝❤❡✮

❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡

❈❛❧❝✉❧ n np = n2 +
(
4n
9

)2
N = (2δ + L)np

❈♦❞❡ ✶ 90 9 700 523 800
❈♦❞❡ ✷ 135 21 825 1 178 550

▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♣❡✉
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ✭♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥❛❧❡ ♣♦✉rt❛♥t ❞é❥à ❣r❛♥❞❡✮ ♥✬♦♥t ♣❛s ♠❡♥é à
❞✬❛✉tr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t
✭❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✱ ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✮✳

✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t
❞❡s ❞❡❣rés é❧❡✈és ✭é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
❢❛✐❜❧❡✮ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ✉♥ ♣❡✉✳

✼✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ▲❉●▼

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❬▲●❋✵✻✱ ●❋▲✵✽❪✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ❝♦❞❡s à ♠❛tr✐❝❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝r❡✉s❡ ✭▲♦✇ ❉❡♥s✐t② ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ▼❛tr✐① ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❞✬♦ù ❧✬❛❝r♦♥②♠❡
▲❉●▼✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❛s tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦rr❡❝t❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ❛❜♦✉t✐ à ❞❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✭♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❬▼❚❆✶✸❪✮✱ ♠❛❧❣ré
✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❚❛♥♥❡r ❛ss❡③ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ tr♦♣ ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s ✿ ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z ✭❧❡ ❇P ❈❙❙
♠✐①t❡✱ ✈♦✐r ✹✳✷✳✺✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❛✈é❡s ♣❛r ❝❡s ♣❡t✐ts
❝②❝❧❡s✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦r❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs✳
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✼✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ●❛r❝ì❛✲
❋rì❛s

❙♦✉✈❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❡st ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù✱
✓ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✔✱ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ✈ér✐✜❡♥t A t(B) = 0✳ ■❝✐✱ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿
♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ C ✱ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛r✐té H ❡t s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ G
✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✳

Pr❡♥❞r❡ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡s HX ❡t HZ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s H ❡t G ❞♦♥♥❡r❛✐t✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✉♥
❝♦❞❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ♠❛✐s ❧✬✐❞é❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛✣♥é❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ôt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❧✐❣♥❡s ❞❡ H ♦✉ ❞❡ G ✭♦✉ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té r❡st❡ ✈r❛✐❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳
✕ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ P ✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n/2× n/2✱ ❞❡ ❞❡❣ré ❧✐❣♥❡
❡t ❝♦❧♦♥♥❡ d✳ P ❡st ❞♦♥❝ ❝r❡✉s❡✳

✕ ❖♥ é❝r✐t H̃X = (P |I) ❡t H̃Z = (I| t(P ))✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡

H̃X
t

(
H̃Z

)
= 0✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱

❞✉ ♠♦✐♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✭k > n− (n/2)− (n/2) = 0✮✳
✕ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s MX ❡t MZ ✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ l× n/2✱ ❝r❡✉s❡s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥st❛♥t✱ é❣❛❧ à ✉♥ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ y✱ ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ❧✐❣♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ s1 ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❡t s2 ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré
x✳

✕ ❖♥ é❝r✐t HX = MXH̃X ❡t HZ = MZH̃Z ✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs HX
t(HZ) =

MXH̃X
t

(
H̃Z

)
t(MZ) = 0✱ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ✿ k > n− 2l✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ✈♦✉❧✉ R✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

l = n
1−R
2

✭✼✳✺✮

s1 =
lx− yn/2
x− 1

✭✼✳✻✮

s2 =
yn/2− l
x− 1

✭✼✳✼✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ✈❛✉t ✭s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐❣♥❡
r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s MX ❡t MZ✮ k = n− 2l ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ HX ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥
l × n✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t R = k

n
✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r n−2l

n
= R✱ ❝❡ q✉✐

❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✺✮✳
▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ✭✼✳✻✮ ❡t ✭✼✳✼✮✱ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
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s✉✐✈❛♥t ✿ {
yn/2 = s1 + s2x
l = s1 + s2

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞❡ MX ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MX✮✱ ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MX ✭♦✉ MZ✮✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳
❖♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✹✺ ✭❉✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▲❉●▼✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ❡st ❞✬❛✉ ♣❧✉s d+ 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r
sér✐❡✉s❡ ❞❡ ♣♦✐❞s d+ 1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ x ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H̃X = (P |I)✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s d + 1✱
❡t ✈ér✐✜❡ H̃Z

t(x) = 0✱ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t HZ
t(x) = MZH̃Z

t(x) = 0 ✿ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡
❡rr❡✉r ✐♥❞ét❡❝té❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ n/2 t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P♦✉r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦✐t ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐❡♥t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
t♦✉t❡s ❞❛♥s VectLi(HZ)✳ ❖r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à l ✭❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✮✱ q✉✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à n/2 s✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs x q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ ❡rr❡✉r sér✐❡✉s❡✳

P♦✉r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ❛ ❧✬❛✐r ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à
♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥❞❡♥sé ❞❡ HX ❡t HZ ✭♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t HX ❡t ❡♥
❞♦♥♥❛♥t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r✮✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❡st ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ❧✬✐♥térêt
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s MX ❡t MZ ✱ q✉✐ ♠é❧❛♥❣❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛♥t s✉r
❧❡s ❛rêt❡s✳

✼✳✸✳✷ ❱❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥✲
str✉✐t L+ 2δ t❡❧s ❝♦❞❡s✱ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r à ❞❡✉① ❡♥❞r♦✐ts ✿ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ P
❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ MX ✭❡t MZ✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ δM ❡t
δP ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❣❛✉①✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ P ❡♥s❡♠❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δP ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ MX ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δM ❡t ❧❡s
❛rêt❡s ❞❡ MX ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δM ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✽✮



✼✳✸✳ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ▲❉●▼ ✶✼✼

▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❝♦♥s✐st❡✱ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ré♣❛rt✐r ❧❡s ❛rêt❡s s✉r ❧❡s 2δP+
1 ❝♦✉❝❤❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✮✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❞❡ P s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ P ❡♥ 2δP + 1 ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ✐♥❞❡①és ♣❛r {−δP ,−δP + 1, . . . 0, 1, . . . δP}✱ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳

✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ t✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ei ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
t+ i✳

P♦✉r t(P )✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✈❡rs ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦✉❝❤❡s q✉❡ ❧✬❛rêt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s
P ✭✐❡✱ s✐ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ (v, t) (c, t) ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t′✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❛✉ss✐ (c, t) (v, t)
❞❡ t(P ) ✈❡rs t′

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r MX ❡t MZ ✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t δM à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
δP ✳

■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ✈❛❧✐❞❡✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ P ✿ s✐ ♦♥ ❛ H̃

+
X ❡t H̃

+
Z ✱ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s

s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❞❡ H̃X ❡t H̃Z q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱
❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t MX

+
H̃

+
X ❡t MZ

+
H̃

+
Z ❧❛ ✈ér✐✜❡♥t ❛✉ss✐✳

❖r✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ (v, t) (c, t) ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t′✱ s✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t✱
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❧♦❝❛❧❡✱ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ✉♥ 1 ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ (v, c)✳
▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛rêt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ (c, t) (v, t) ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t(P )
✈❡rs t′✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ôté ✉♥ 1 ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ (v, c) ✿ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡
❡st ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
♠❛r❝❤❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t′ ♣♦✉r ❧✬❛rêt❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ✭✉♥ 1 ❡st ❛❥♦✉té
❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❡t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡✮✳

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r P ✱ ❝❛r s✐ ❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à MX✮ ❡st rés♦❧✉❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❧❡✈❡r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❡t ✐❧ r❡st❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❞❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ❞❡
r❡♥❞❡♠❡♥t 1/2 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ ♣❛rt✐❡ ❜❛ss❡✮ ✿ ❝❡rt❡s ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛✐s ❝❡s ❝♦❞❡s s♦♥t ♥♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
❝♦✉♣❧és✳ ❖♥ ♥❡ ♣r♦✜t❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♣❛t✐❛❧✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♦♥
❡♠♣✐r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✿ ✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s é❝❤♦✉❡ s♦♥ ❞é❝♦❞❛❣❡
♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t é❝❤♦✉❡✳ ❊t ♣❧✉s L ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬é❝❤❡❝ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡st é❧❡✈é❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r MX ❡t MZ ✱ ❝❛r s✐ t♦✉t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t P s✬❡st ❞ér♦✉❧é ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ôt❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡✉① ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s MX ✭♦✉ MZ✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t
n−l
n/2

= R✱ ♠❛✐s ❧à ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ ♣❛rt✐❡ ❤❛✉t❡✮✳
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
❞é❝♦❞❛❣❡✳
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✼✳✸✳✸ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❈❙❙ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡ ✭✈♦✐r ✹✳✷✳✹✮✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡ ✭✈♦✐r ✹✳✷✳✺✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z✱ ❡t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 12
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ✿ δ = δM = δP = 2✱ ❡t
❈♦❞❡ n/2 x y L n✜♥❛❧

❙❈ ✶❆ 480 9 3 150 147 840
❙❈ ✶❈ 1920 9 3 150 591 360
❙❈ ✷❆ 480 13 4 150 147 840
❙❈ ✷❈ 1920 13 4 150 591 360

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✵ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st❛ts ✿

✕ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✮✱ ✐❧ ❡st ♠ê♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙ ✭❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❡①❝❡❧❧❡♥t ❀

✕ ❧❡s ❝♦❞❡s ✶❆ ❡t ❆❈ ♦♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡
p ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té rés✉❧t❛♥t❡ ♣❧♦♥❣❡ ♣❧✉s ✈✐t❡✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s
❝♦❞❡s ✷❆ ❡t ✷❈ ❞❡s❝❡♥❞ ♣❧✉s ❜❛s ❀

✕ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❇P ❈❙❙ ♠✐①t❡ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ X ❡t Z✮ q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♣❛rés
❛✉① ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❡t ❝♦♥st❛t❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡s ❝♦❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t très ❜✐❡♥ ✿ ❝❡
s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✭♣♦✉r ❝❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✮ à s✬❛♣♣r♦❝❤❡r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❡t à ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❈❙❙✳
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Nœud variable intermédiaire

Nœud de parité

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❬●❋▲✵✽❪✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ♣❧❡✐♥s s♦♥t ❧❡s ✓ ✈r❛✐s ✔ ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s q✉❜✐ts✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❝r❡✉① s♦♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❛❥♦✉tés
✭✐❧s ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡
❜❛ss❡ ❞❡ HX ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ✿ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t P ✱
❡t à ❞r♦✐t❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MX q✉✐ ♠é❧❛♥❣❡
❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ H̃X ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✭♦✉ ❧❡s é❧é♠❡♥ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮ ♣♦✉r HZ

❡♥ ❜❛s✳
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δ

δ

M

P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣❡t✐t ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❞✉ ❝♦❞❡ ✭✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z ❡st s②♠étr✐q✉❡✮✱ ❡t ❡st
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣r❡ssé❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❖♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ MX ❡t ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡ P sé♣❛ré♠❡♥t✳

... ...

... ...

... ...

... ...

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ✕ ❈❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡s q✉✐ ♥❡ ♠❛r❝❤❡♥t ♣❛s✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ s✐ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ P ❡t ♣❛s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ M ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ✭s✐ t♦✉t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t P ❡st ❞é❝♦❞é❡✮✱ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ M ✱
♥♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❊♥ ❜❛s✱ s✐ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ M ❡t ♣❛s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ P ✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ s✐ t♦✉t ❧✬ét❛❣❡ M ❡st ❞é❝♦❞é✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ (P |I)✱ ❡t ♥♦♥ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✳
▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦✉r❜❡✱ ✓ ❙❈ ✷❆ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡ ✔✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t à ❧❡ ❞é❝♦❞❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇P ❈❙❙ s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♥❡
t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs ❝♦❞❡s ❞❡
♠ê♠❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ♣r✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①❝❡❧❧❡♥ts✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❡♥t ♣❛s très ❜❛s ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❝♦♥st❛♥t❡✮✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❛ss❡③ ❧❛r❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ r❡st❡
❡♥❝♦r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤♦s❡s à ❞é❝♦✉✈r✐r✱ ♠ê♠❡ s✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❣rès ♦♥t été ❢❛✐ts✳

◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✱ q✉✐ ❡st ❝❡♥sé❡
❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡
❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦❞❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝♦❞❡s ▲❉P❈✱ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♦♥t ♠✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✲
❞✉✐t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡✳ ◗✉❛♥❞ à s❡s ✈❛r✐✲
❛♥t❡s✱ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t s♦✐t ♣❛s été t❡sté❡s✱ s♦✐t ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛ss❡③ ❞é❝❡✈❛♥ts
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥
✓ ❝♦✉❝❤❡s ✔ ♣r❡sq✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭✈♦✐r ✺✳✸✳✸✮✱ ❡t q✉✐ ❢♦♥t ❞é❝r♦îtr❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r très ❧❡♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❖r✱ s✐ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ tr♦♣
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ à ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t s✬❛♠é❧✐♦r❡r
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♠✐❡✉① ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✿ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❛✉❣✲
♠❡♥t❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡✈✐❡♥♥❡ s✉✜s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❡♥ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❀ ♦r ✐❧ ❛
❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦♥ s❝❤é♠❛ ❡♥
♣r♦❞✉✐t✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✭✉♥❡ ré❝❡♥t❡
❡♥ ❡st ❬❑P✶✷❜❪✮✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♠✐❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✳ ❙❛ ✈❛r✐❛♥t❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱
q✉✐ s❡♠❜❧❛✐t s✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à ét✉❞✐❡r ✿
♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ✭❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✱ s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡t s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❜♦r♥é❡ ♣❛r

√
n✳

▲❡s ❝♦❞❡s q✲❛✐r❡s✱ ét✉❞✐és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠♦②❡♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
à ♣❡✉ ❞❡ ❢r❛✐s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ ❝♦❞❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡st✐♠❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r✱ ♠❛✐s ❡st t♦✉❥♦✉rs
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à n− rX − rZ ❀ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ r❡st❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s q✲❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♦r✐q✉❡ ❧❛✐ss❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉✬❡❧❧❡ s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡
♦✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❧ r❡st❡ à t❡st❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r

✶✽✸
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❞✬❛✉tr❡s ❝♦❞❡s 2✲ré❣✉❧✐❡rs✱ ♣♦✉r ✈♦✐r s✐ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡
t❡st❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✭❡♥ X ❡t ❡♥ Z✮✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡ ✿
♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ X ❞✉ ❝♦❞❡ q✲❛✐r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ Z ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡
t♦r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✮✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞é❝♦❞❛❣❡s s♦✐t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✭✼✮ ét✉❞✐❛♥t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s✱
♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♠ê♠❡ s❛♥s
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♦❜t✐❡♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❡s ▲❉●▼ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ êtr❡
❛♠é❧✐♦ré❡s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❚❛♥♥❡r ❡st ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t
♣❡✉ ♦♣t✐♠✐sé❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉✬✉♥
♥÷✉❞ ❞❡ ♣❛r✐té ❞♦♥♥é ✈♦✐t t♦✉t❡s s❡s ❛rêt❡s ♣❛rt✐r ❞❛♥s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ ✓ ♠ê♠❡
❝ôté ✔✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❑❘❯✶✸❪
♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❜♦♥♥❡s ✿ ❝❡❧❛ ♣♦s❡
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ▼ê♠❡ ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❝❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r❛t✐q✉❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡s ❞✬❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱
♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❣❛r❞❡r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ é✈✐❞❡♥t✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t Z ♦✉ ♥♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✮✳
❙✐ ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s✐♠♣❧❡s à ❡①♣❧♦✐t❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ❇P q✉❛♥t✐q✉❡✱
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 4 ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
✉t✐❧❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r✳
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t✉♠ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❲♦r❦s❤♦♣ ✭■❚❲✮✱ ✷✵✶✷
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❝♦rr❡❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✭❆t♦♠✐❝✱ ▼♦❧❡❝✉❧❛r✱ ❛♥❞
❖♣t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✮✱ ✼✸✭✶✮ ✿✵✶✷✸✹✵✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❇✽✹❪ ❈✳ ❍✳ ❇❡♥♥❡tt ❛♥❞ ●✳ ❇r❛ss❛r❞✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✿ P✉❜❧✐❝ ❦❡②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✐♥ t♦ss✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❊❊❊ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❇❛♥❣❛❧♦r❡✱
■♥❞✐❛✱ ♣❛❣❡ ✶✼✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✹✳ ■❊❊❊ Pr❡ss✳

❬❇❉✵✸❪ ▲✳ ❇❛r♥❛✉❧t ❛♥❞ ❉✳ ❉❡❝❧❡r❝q✳ ❋❛st ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▲❉P❈ ♦✈❡r
GF (2q)✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❲♦r❦s❤♦♣✱ ✷✵✵✸✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✷✵✵✸
■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s ✼✵✕✼✸✱ ✷✵✵✸✳

❬❇❉❍✵✻❪ ❚✳ ❆✳ ❇r✉♥✱ ■✳ ❉❡✈❡t❛❦✱ ❛♥❞ ▼✳✲❍✳ ❍s✐❡❤✳ ❈♦rr❡❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦rs
✇✐t❤ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✶✹ ✿✹✸✻✕✹✸✾✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❉❙✾✼❪ ❈❤❛r❧❡s ❍✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❉❛✈✐❞ P✳ ❉✐❱✐♥❝❡♥③♦✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❆✳ ❙♠♦❧✐♥✳ ❈❛✲
♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❡r❛s✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ P❤②s✳❘❡✈✳▲❡tt✳✱ ✼✽ ✿✸✷✶✼✕✸✷✷✵✱
✶✾✾✼✳

❬❇❍✶✸❪ ❙✳ ❇r❛✈②✐ ❛♥❞ ▼✳ ❇✳ ❍❛st✐♥❣s✳ ❍♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❝♦❞❡s✳ ❆r❳✐✈
❡✲♣r✐♥ts✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✸✳

✶✽✺
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■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✹✽✭✾✮ ✿✷✹✸✼✕✷✹✹✾✱ ✷✵✵✷✳

❬❇▲❚✶✶❪ ❙✳ ❇r❛✈②✐✱ ❇✳ ▲❡❡♠❤✉✐s✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❡r❤❛❧✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t❧②
s♦❧✈❛❜❧❡ ✸❉ s♣✐♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♥✳ P❤②s✳✱ ✸✷✻ ✿✹ ✿✽✸✾✱ ✷✵✶✶✳

❬❇▼✵✼❪ ❍✳ ❇♦♠❜✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ▼❛rt✐♥✲❉❡❧❣❛❞♦✳ ❊①❛❝t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♦r✲
❞❡r ✐♥ ❉❂✸ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✿ ❇r❛♥②♦♥s ❛♥❞ ❜r❛♥❡✲♥❡t ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✳ P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✼✺✭✼✮ ✿✵✼✺✶✵✸✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✼✳

❬❇▼❉✵✻❪ ❍✳ ❇♦♠❜✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ▼❛rt✐♥✲❉❡❧❣❛❞♦✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❞✐st✐❧❧❛✲
t✐♦♥✳ P❤②s✳❘❡✈✳▲❡tt✳✱ ✾✼ ✿✶✽✵✺✵✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❇▼❉✵✼❪ ❍✳ ❇♦♠❜✐♥ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ▼❛rt✐♥✲❉❡❧❣❛❞♦✳ ❍♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿
❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❝♦❞❡s✳ ❏✳▼❛t❤✳P❤②s✳✱ ✹✽ ✿✵✺✷✶✵✺✱ ✷✵✵✼✳

❬❇♦♠✶✵❪ ❍✳ ❇♦♠❜✐♥✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜s②st❡♠ ❝♦❞❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆✱ ✽✶ ✿✵✸✷✸✵✶✱
▼❛r ✷✵✶✵✳

❬❈❉❩✶✶❪ ❆✳ ❈♦✉✈r❡✉r✱ ◆✳ ❉❡❧❢♦ss❡✱ ❛♥❞ ●✳ ❩é♠♦r✳ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❢r♦♠ ❈❛②❧❡② ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
✭■❙■❚✮✱ ✷✵✶✶ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✻✹✸✕✻✹✼✱ ✷✵✶✶✳

❬❈❖❚✵✼❪ ❚✳ ❈❛♠❛r❛✱ ❍✳ ❖❧❧✐✈✐❡r✱ ❛♥❞ ❏✳✲P✳ ❚✐❧❧✐❝❤✳ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ▲❉P❈
❝♦❞❡s✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❙■❚ ✷✵✵✼✱ ♣❛❣❡s ✽✶✶✕✽✶✺✱ ◆✐❝❡✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊✳

❬❈❘❙❙✾✽❪ ❆✳ ❘✳ ❈❛❧❞❡r❜❛♥❦✱ ❊✳ ▼✳ ❘❛✐♥s✱ P✳ ❲✳ ❙❤♦r✱ ❛♥❞ ◆✳ ❏✳ ❆✳ ❙❧♦❛♥❡✳
◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦❞❡s ♦✈❡r GF (4)✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦✳
❚❤❡♦r✳✱ ✹✹ ✿✶✸✻✾✱ ✶✾✾✽✳

❬❈❙✾✻❪ ❆✳ ❘✳ ❈❛❧❞❡r❜❛♥❦ ❛♥❞ P✳ ❲✳ ❙❤♦r✳ ●♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣
❝♦❞❡s ❡①✐st✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆✱ ✺✹ ✿✶✵✾✽✕✶✶✵✺✱ ✶✾✾✻✳

❬❈❚✵✻❪ ❚✳ ▼✳ ❈♦✈❡r ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❚❤♦♠❛s✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✷♥❞
❡❞✐t✐♦♥✳ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆❏✿ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❉❏✵✻❪ ❉✳ ❉✐✈s❛❧❛r✱ ❙✳ ❉♦❧✐♥❛r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❏♦♥❡s✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦❣r❛♣❤
▲❉P❈ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱
✷✵✵✻ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✻✻✹✕✻✻✽✱ ❏✉❧② ✷✵✵✻✳

❬❉❏▼✶✶❪ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❉♦♥♦❤♦✱ ❆❞❡❧ ❏❛✈❛♥♠❛r❞✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ ▼♦♥t❛♥❛r✐✳
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ✈✐❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✶✶✷✳✵✼✵✽✱ ✷✵✶✶✳

❬❉❥♦✵✽❪ ■✳ ❇✳ ❉❥♦r❞❥❡✈✐❝✳ ◗✉❛♥t✉♠ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s ❢r♦♠ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
❜❧♦❝❦ ❞❡s✐❣♥s✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✶✷✭✺✮ ✿✸✽✾✕✸✾✶✱ ▼❛②
✷✵✵✽✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✽✼

❬❉▼✾✽❪ ▼✳ ❈✳ ❉❛✈❡② ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❈✳ ▼❛❝❑❛②✳ ▲♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s
♦✈❡r GF (q)✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ▲❡tt❡rs✱ ✷ ✿✶✻✺✕✶✻✼✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳

❬❉❩✶✵❪ ◆✳ ❉❡❧❢♦ss❡ ❛♥❞ ●✳ ❩é♠♦r✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❡r❛s✉r❡✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ❛♥❞
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❣✉❧❛r t✐❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❚❤❡♦r② ❲♦r❦s❤♦♣ ✭■❚❲✮✱ ✷✵✶✵ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✱ ✷✵✶✵✳

❬❋❡②✽✷❪ ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❋❡②♥♠❛♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✶✭✻✲✼✮ ✿✹✻✼✕✹✽✽✱ ✶✾✽✷✳

❬❋▼▲✵✷❪ ▼✳ ❍✳ ❋r❡❡❞♠❛♥✱ ❉✳ ❆✳ ▼❡②❡r✱ ❛♥❞ ❋✳ ▲✉♦✳ Z2✲s②st♦❧✐❝ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞
q✉❛♥t✉♠ ❝♦❞❡s✳ ■♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❈❤❛♣♠❛♥
✫ ❍❛❧❧✴❈❘❈✱ ♣❛❣❡s ✷✽✼✕✸✷✵✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋▲✱ ✷✵✵✷✳

❬❋❩✾✾❪ ❆✳ ❏✳ ❋❡❧strö♠ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ❩✐❣❛♥❣✐r♦✈✳ ❚✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐①✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦✳
❚❤❡♦r✳✱ ✹✺✭✺✮ ✿✷✶✽✶✕✷✶✾✵✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✾✳

❬●❛❧✻✷❪ ❘✳ ●✳ ●❛❧❧❛❣❡r✳ ▲♦✇✲❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s✳ ■❘❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦✳
❚❤❡♦✳✱ ✽ ✿✷✶✱ ✶✾✻✷✳

❬●❛❧✻✽❪ ❘✳ ●✳ ●❛❧❧❛❣❡r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❏♦❤♥
❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✶✾✻✽✳

❬●❋▲✵✽❪ ❏✳ ●❛r❝í❛✲❋rí❛s ❛♥❞ ❑✳ ▲✐✉✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠✉♠ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r✲
❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢
▲❉●▼ ❝♦❞❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈■❙❙✱ ♣❛❣❡s ✺✻✷✕✺✻✼✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱
▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✳

❬●✐❜❪ P✳ ●✐❜❧✐♥✳ ●r❛♣❤s✱ ❙✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❍♦♠♦❧♦❣②✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✳

❬●▲✶✸❪ ▲✳ ●✉t❤ ❛♥❞ ❆✳ ▲✉❜♦t③❦②✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ❛♥❞ 4✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❖❝t♦❜❡r
✷✵✶✸✳

❬●♦t✾✼❪ ❉❛♥✐❡❧ ●♦tt❡s♠❛♥✳ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ✶✾✾✼✳

❬●♦t✶✸❪ ❉✳ ●♦tt❡s♠❛♥✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t q✉❛♥✲
t✉♠ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❄ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✳

❬❍❛❛✶✶❪ ❏❡♦♥❣✇❛♥ ❍❛❛❤✳ ▲♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t
str✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆✱ ✽✸ ✿✵✹✷✸✸✵✱ ❆♣r ✷✵✶✶✳

❬❍❇❉✵✽❪ ▼✳✲❍✳ ❍s✐❡❤✱ ❚✳ ❆✳ ❇r✉♥✱ ❛♥❞ ■✳ ❉❡✈❡t❛❦✳ ◗✉❛♥t✉♠ q✉❛s✐✲❝②❝❧✐❝
❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✳ ❛r❳✐✈✿✵✽✵✸✳✵✶✵✵✈✶

❬q✉❛♥t✲♣❤❪✳

❬❍❊❆✵✺❪ ❳✳ ❍✉✱ ❊✳ ❊❧❡❢t❤❡r✐♦✉✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❆r♥♦❧❞✳ ❘❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡❞❣❡✲❣r♦✇t❤ ❚❛♥♥❡r ❣r❛♣❤s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦✳ ❚❤❡♦r✳✱
✺✶✭✶✮ ✿✸✽✻✕✸✾✽✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✺✳



✶✽✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬❍■✵✼❪ ▼✳ ❍❛❣✐✇❛r❛ ❛♥❞ ❍✳ ■♠❛✐✳ ◗✉❛♥t✉♠ q✉❛s✐✲❝②❝❧✐❝ ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ■♥
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✷✵✵✼✳ ■❙■❚ ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥✱ ♣❛❣❡s ✽✵✻✕✽✶✵✱ ✷✵✵✼✳

❬❍✉✵✷❪ ❳✳ ❍✉✳ ▲♦✇✲❞❡❧❛② ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ♦♥ s♣❛rs❡
❣r❛♣❤s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊P❋▲✱ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✵✷✳

❬■P❙+✶✷❪ ❆r❛✈✐♥❞ ❘✳ ■②❡♥❣❛r✱ ▼❛r❝♦ P❛♣❛❧❡♦✱ P❛✉❧ ❍✳ ❙✐❡❣❡❧✱ ❏❛❝❦ ❑✳ ❲♦❧❢✱
❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❱❛♥❡❧❧✐✲❈♦r❛❧❧✐✱ ❛♥❞ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❊♠❛♥✉❡❧❡ ❈♦r❛③③❛✳ ❲✐♥✲
❞♦✇❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t♦❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ▲❉P❈ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s
♦✈❡r ❡r❛s✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱
✺✽✭✹✮ ✿✷✸✵✸✕✷✸✷✵✱ ✷✵✶✷✳

❬■❙❯❲✶✶❪ ❆r❛✈✐♥❞ ❘✳ ■②❡♥❣❛r✱ P❛✉❧ ❍✳ ❙✐❡❣❡❧✱ ❘ü❞✐❣❡r ▲✳ ❯r❜❛♥❦❡✱ ❛♥❞ ❏❛❝❦ ❑✳
❲♦❧❢✳ ❲✐♥❞♦✇❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❝♦❞❡s✳ ❈♦❘❘✱
❛❜s✴✶✶✵✻✳✵✵✼✺✱ ✷✵✶✶✳

❬❑❍■❑✶✶❪ ❑✳ ❑❛s❛✐✱ ▼✳ ❍❛❣✐✇❛r❛✱ ❍✳ ■♠❛✐✱ ❛♥❞ ❙❛❦❛♥✐✇❛ ❑✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❧✐♠✐t✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳
■♥❢♦✳ ❚❤❡♦r✳✱ ✷✵✶✶✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❛r❳✐✈ ✿✶✵✵✼✳✶✼✼✽✷✈✷❬❝s✳■❚❪✳

❬❑✐♠✵✼❪ ■✳ ❍✳ ❑✐♠✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝♦❞❡s ♦♥ ❍✉r✇✐t③ s✉r❢❛❝❡s✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ▼■❚✱
✷✵✵✼✳ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❞s♣❛❝❡✳♠✐t✳❡❞✉✴❤❛♥❞❧❡✴✶✼✷✶✳✶✴✹✵✾✶✼✳

❬❑✐t✵✸❪ ❆✳ ❨✳ ❑✐t❛❡✈✳ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ❛♥②♦♥s✳ ❆♥♥✳
P❤②s✳✱ ✸✵✸ ✿✷✱ ✷✵✵✸✳

❬❑▼❘❯✶✵❪ ❙❤r✐♥✐✈❛s ❑✉❞❡❦❛r✱ ❈②r✐❧ ▼❡❛ss♦♥✱ ❚❤♦♠❛s ❏✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❛♥❞ ❘ü❞✐✲
❣❡r ▲✳ ❯r❜❛♥❦❡✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦♥ ❇▼❙ ❝❤❛♥♥❡❧s ✈✐❛ s♣❛t✐❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✵✵✹✳✸✼✹✷✱ ✷✵✶✵✳

❬❑▼❙+✶✶❪ ❋❧♦r❡♥t ❑r③❛❦❛❧❛✱ ▼❛r❝ ▼é③❛r❞✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❙❛✉ss❡t✱ ❨✐❢❛♥ ❙✉♥✱ ❛♥❞
▲❡♥❦❛ ❩❞❡❜♦r♦✈á✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠✲
♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✶✵✾✳✹✹✷✹✱ ✷✵✶✶✳

❬❑P✶✵❪ ❙❤r✐♥✐✈❛s ❑✉❞❡❦❛r ❛♥❞ ❍❡♥r② ❉✳ P✜st❡r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♦♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✶✵✶✵✳✻✵✷✵✱ ✷✵✶✵✳

❬❑P✶✷❛❪ ❆✳ ❆✳ ❑♦✈❛❧❡✈ ❛♥❞ ▲✳ P✳ Pr②❛❞❦♦✳ ■♠♣r♦✈❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✲
♣r♦❞✉❝t ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✷✳

❬❑P✶✷❜❪ ❆✳ ❆✳ ❑♦✈❛❧❡✈ ❛♥❞ ▲✳ P✳ Pr②❛❞❦♦✳ ◗✉❛♥t✉♠ ✑❤②♣❡r❜✐❝②❝❧❡✑ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t②
♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ r❛t❡✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✷✳

❬❑❘❯✶✵❪ ❙❤r✐♥✐✈❛s ❑✉❞❡❦❛r✱ ❚♦♠ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❛♥❞ ❘ü❞✐❣❡r ▲✳ ❯r❜❛♥❦❡✳ ❚❤r❡s❤✲
♦❧❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈✐❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✿ ✇❤② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ▲❉P❈ ❡♥s❡♠❜❧❡s
♣❡r❢♦r♠ s♦ ✇❡❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❇❊❈✳ ■♥ ■❙■❚✱ ♣❛❣❡s ✻✽✹✕✻✽✽✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✵✳

❬❑❘❯✶✸❪ ❙✳ ❑✉❞❡❦❛r✱ ❚✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲✳ ❯r❜❛♥❦❡✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞
❡♥s❡♠❜❧❡s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✉♥❞❡r ❜❡❧✐❡❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✺✾✭✶✷✮ ✿✼✼✻✶✕✼✽✶✸✱ ✷✵✶✸✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✽✾

❬▲❋✶✵❪ ▼✳ ▲❡♥t♠❛✐❡r ❛♥❞ ●✳ P✳ ❋❡tt✇❡✐s✳ ❖♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
▲❉P❈ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦t♦❣r❛♣❤s✳ ■♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡✲
♦r② Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✭■❙■❚✮✱ ✷✵✶✵ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥✱ ♣❛❣❡s
✼✵✾✕✼✶✸✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✳

❬▲❋✶✶❪ ▼✳ ▲❡♥t♠❛✐❡r ❛♥❞ ●✳ ❋❡tt✇❡✐s✳ ❈♦✉♣❧❡❞ ▲❉P❈ ❈♦❞❡s✿ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥❢♦r♠✳ ❚❤❡♦r②
❲♦r❦s❤♦♣✱ ♣❛❣❡s ✻✻✽✕✻✼✷✱ ✷✵✶✶✳

❬▲●❋✵✻❪ ❍✳ ▲♦✉ ❛♥❞ ❏✳ ●❛r❝í❛✲❋rí❛s✳ ❖♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣
❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ❣❡♥❡r❛t♦r ♠❛tr✐① ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❚✉r❜♦✲❝♦❞✐♥❣ ✷✵✵✻✱ ▼✉♥✐❝❤✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✻✳

❬▲❧♦✾✼❪ ❙❡t❤ ▲❧♦②❞✳ ❈❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② q✉❛♥t✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆✱
✺✺ ✿✶✻✶✸✱ ✶✾✾✼✳

❬▲▼❋❈✶✵❪ ▼✳ ▲❡♥t♠❛✐❡r✱ ❉✳●✳▼✳ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ●✳ ❋❡tt✇❡✐s✱ ❛♥❞ ❉✳❏✳ ❈♦st❡❧❧♦✳
❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❣♦♦❞ ▲❉P❈ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧
t❤r❡s❤♦❧❞s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❧✐♠✐t✳ ■♥ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ❛♥❞ ■t❡r❛t✐✈❡ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❙❚❈✮✱ ✷✵✶✵ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥✱
♣❛❣❡s ✸✷✹✕✸✷✽✱ ❙❡♣t ✷✵✶✵✳

❬▲▼❙❙✵✶❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲✉❜②✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼✐t③❡♥♠❛❝❤❡r✱ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❆♠✐♥ ❙❤♦❦r♦❧❧❛❤✐✱
❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❆✳ ❙♣✐❡❧♠❛♥✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t②✲❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s
✉s✐♥❣ ✐rr❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱
✹✼✭✷✮ ✿✺✽✺✕✺✾✽✱ ✷✵✵✶✳

❬▲❙❩❈✵✺❪ ▼✳ ▲❡♥t♠❛✐❡r✱ ❆✳ ❙r✐❞❤❛r❛♥✱ ❑✳ ❙✳ ❩✐❣❛♥❣✐r♦✈✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❈♦st❡❧❧♦✳ ❚❡r✲
♠✐♥❛t❡❞ ▲❉P❈ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❝❧♦s❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t②✳
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❣r❛♣❤ ❝♦❞❡s ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♥❢♦✳ ❚❤❡♦r✳✱
✺✵✭✶✵✮ ✿✷✸✶✺✕✷✸✸✵✱ ✷✵✵✹✳

❬▼◆✾✺❪ ❉✳ ❏✳ ❈✳ ▼❛❝❑❛② ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ◆❡❛❧✳ ●♦♦❞ ❝♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡r② s♣❛rs❡
♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ ❈♦❧✐♥ ❇♦②❞✱ ❡❞✐t♦r✱ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❈♦❞✐♥❣✳ ✺t❤ ■▼❆
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♦❢ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✸✸✭✻✮ ✿✹✺✼✕✹✺✽✱
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