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Vis comme si tu devais mourir demain,
apprends comme si tu devais vivre toujours.

On vous a sans doute souvent demandé a quoi servent les mathématiques et si ces délicates
constructions que nous tirons tout entieres de notre esprit ne sont pas artificielles et enfantées
par notre caprice.

Parmi les personnes qui font cette question, je dois faire une distinction; les gens pratiques
réclament seulement de nous le moyen de gagner de l'argent. Ceux-la ne méritent pas qu’on
leur réponde; c’est a eux plutot qu’il conviendrait de demander & quoi bon accumuler tant de
richesses et si, pour avoir le temps de les acquérir, il faut négliger 'art et la science qui seuls
nous font des ames capables d’en jouir,

et propter vitam vivendi perdere causas.
(pour vivre, perdre la raison de vivre.)

Henri Poincaré, La Valeur de la science

Si tu as atteint ton but,
c’est que tu n’as pas placé la barre assez haut.

Puisqu’on ne peut changer la direction du vent,
il faut apprendre & orienter les voiles.



A Pépé et Papy, tous deux partis pendant cette these.



Introduction

Problématique générale. Un theme récurrent en informatique théorique est 1’étude des
mots formés de symboles appartenant & un ensemble ordonné, et des arbres construits sur ces
mots, qui servent de structure de données pour trier ou rechercher des mots. On étudiera ici
les arbres digitaux (Trie) et les arbres binaires de recherche (ABR). Ainsi, la construction d’un
ABR correspond exactement au déroulement de ’algorithme de tri QuickSort. Dans le cas des
ABR, on parle de clés, pour indiquer que les mots sont vus globalement, sans tenir compte de
leur composition. Dans le cas des Tries, les mots ne sont plus considérés globalement, mais
comme une suite de symboles.

Or, les analyses classiques des algorithmes de tri comptent seulement le nombre de compa-
raisons entre clés. Cette analyse grossiere ne tient pas compte de la nature des clés, qui sont
des mots formés de symboles du méme alphabet. Dans cette these, les mots & trier seront au
contraire considérés comme des suites de symboles. En prenant en considération cette nou-
velle nature, on aboutit & un cadre d’étude unifié avec les algorithmes de texte (qui travaillent
par définition symbole par symbole). De plus, pour pouvoir comparer de fagon pertinente les
deux objets que sont les Tries et les ABR, il importe de disposer d’'un cott commun pour la
comparaison de deux mots.

C’est pour cela qu’on va étudier symbole par symbole les comparaisons effectuées par I’ABR, ce
qui est bien différent de la comparaison globale entre clés. En effet, si deux clés se ressemblent
beaucoup, il faudra beaucoup de comparaisons entre symboles pour les distinguer. Et donc si
toutes les clés se ressemblent, ’algorithme QuickSort basé sur I’ABR sera plus colteux, que si
les clés sont tres différentes. De méme, si un Trie est bati a partir de mots presque identiques,
il sera tres déséquilibré, et coluiteux a stocker en mémoire. Tandis que si les mots peuvent étre
séparés facilement, le Trie sera mieux équilibré.

Le bon comportement des algorithmes travaillant sur les mots est 1ié a la bonne géométrie des
arbres qui les contiennent. Ces parameétres géométriques vont dépendre de deux facteurs :

» la structure de données elle-méme, avec la stratégie qu’elle a pour départager les mots

» mais aussi le comportement probabiliste de la source, qui quantifie la facilité avec laquelle

les mots vont se laisser départager.

On se focalisera dans cette these sur trois parametres importants en théorie de 'information :
la taille et la longueur de cheminement dans le Trie, ainsi que la longueur de cheminement « en
symboles » dans I’ABR, égale au nombre de comparaisons entre symboles nécessitées par I’algo-
rithme QuickSort (c’est une base commune pour comparer Trie et ABR : on préfere regarder la
longueur de cheminement « en symboles » plutot qu’entre clés dans 1’ABR).



Domaine d’étude. Toutes ces idées sur les clés aléatoires, et sur les objets qui en dépendent,
ont déja été étudiées et modélisées :

» d’abord, il faut définir les régles du jeu qui permettent de forger les mots, c’est-a-dire le
processus de construction. Ceci correspond a la notion de source.

» il faut ensuite pouvoir analyser les parametres des différentes structures. Dans cette these est
traitée ’analyse en moyenne. Il s’agit (voir [24]), étant donné un certain modele probabiliste
sur I’ensemble des mots forgés, d’étudier (espérance, variance...) les variables aléatoires que
sont la taille de 'arbre, la longueur de cheminement... L’outil central pour ce domaine
scientifique est la série génératrice, le plus souvent entiere. Ici, ce sera

la série génératrice de la source de type Dirichlet,

qui sera ’objet central. Pour les parametres a étudier, sous des modeles naturels & préciser,
des formules exactes sont déja connues (voir [I5] pour les Tries et [61] pour les ABR) : elles
sont des sommes alternées faisant intervenir la série génératrice. Dans le cas du Trie, ces
formules exactes ne sont pas tres compliquées. Dans le cas de I'algorithme QuickSort, pour
obtenir ces formules, il est nécessaire de donner une condition nécessaire et suffisante pour
que deux clés soient comparées.

» ces formules exactes sont ensuite transformées en intégrales dans le plan complexe grace a
la formule de Rice (voir par exemple Flajolet et Sedgewick dans [23]). Des formules asymp-
totiques sont données par le théoreme des résidus. Pour avoir un terme de reste, il apparait
alors nécessaire d’étudier et de connaitre

le comportement de la série de Dirichlet dans un domaine a gauche de s =1, c’est-
a-dire ses poles et sa croissance quand |s| — 400, ce qu’on appelle sa discipline.

Plus précisément, ont été mises en exergue différentes propriétés de discipline de la source, qui
permettent d’obtenir de facon générique, une échelle asymptotique pour les parametres étudiés.

Une classe de source apparait a la fois tres générale et susceptible pourtant d’une analyse
précise : la classe des sources dynamiques, introduite par Vallée dans [56]. La série de Dirichlet
est alors étudiée par le biais de 'analyse dynamique, qui est une extension de la combinatoire
analytique. Il s’agit de modéliser le déroulement d’un algorithme par une trajectoire via un
systeme dynamique ad hoc. Ici, grace a une fonction de codage, le systeme dynamique permet
de produire des mots.

Un des outils principaux dans la théorie des systemes dynamiques est 'opérateur de transfert
(tangent) introduit par Ruelle (voir [46] par exemple), extension du transformateur de densité,
qui décrit comment une densité de probabilité est transformée par le systeme dynamique. Cet
opérateur de transfert dépend d’un parametre complexe s.

Vallée (dans [50]) a introduit les opérateurs sécants, généralisation des opérateurs tangents. La
propriété essentielle des sources dynamiques, est alors que la série génératrice de Dirichlet est
engendrée par le quasi-inverse de 'opérateur sécant. L’étude de A se ramene alors a 1’étude du
quasi-inverse. Et méme, grace a un argument classique, on pourra se contenter d’une étude sur
la droite {R(s) = 1}, c’est-a-dire pour s = 1+ it, t > 0.
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Contributions de cette thése. Ceci constitue le point de départ de mon travail : étudier les
poles d’une série de Dirichlet, via le quasi-inverse de 'opérateur sécant. Il s’agit de trouver des
conditions suffisantes sur le systeme dynamique pour pouvoir assurer un bon comportement de
la série de Dirichlet. On se limitera aux systémes dynamiques de la Bonne Classe (définition
1.12)).

Dolgopyat a mis en évidence deux types de conditions sur les branches du systeme dynamique :

» des conditions de nature géométrique, qui ont été précisées par la suite par Baladi et
Vallée (voir [5]). Elles permettent de montrer que la source est S-disciplinée (voir définition
au chapitre , c’est-a-dire 'existence d’une bande sans podle avec croissance polynomiale
pour A.

» des conditions de nature arithmétique, que mon travail a consisté a étudier. Ces conditions

sont de nature diophantienne, c’est-a-dire qu’on regarde la facon dont certains rapports
sur les branches sont approximés par des nombres rationnels. Plus précisément, on utilise
I’exposant d’irrationalité d’un nombre irrationnel, qui quantifie la qualité d’approximation
de ce nombre par des rationnels.
La condition 2-DIOP, s’exprime sur 2 branches du systeme dynamique, et la condition 3-
DIOP, s’exprime sur 3 branches. Ces conditions permettent de montrer que la source est
H-disciplinée (voir définition au chapitre [2)), c’est-a-dire I'existence d’une région sans pole
de type hyperbolique avec croissance polynomiale pour A.

Comme on l’a dit plus haut, dans le cas des sources dynamiques, la série génératrice A est
exprimée en fonction du quasi-inverse de 'opérateur sécant. Or les travaux existants en systéemes
dynamiques portaient sur l'opérateur (classique) tangent.

» Les travaux de Dolgopyat, Melbourne, Hachemi et Baladi (voir [3] et [41]) permettent de
conclure pour la condition 3-DIOP avec alphabet infini sur 'opérateur tangent. J’ai généralisé
ce travail a 'opérateur sécant.

» Le travail de Dolgopyat, précisé par Naud ([42]), permet de conclure avec la condition
2-DIOP dans le cas d’un alphabet fini. J’ai généralisé ce travail au cas d’un alphabet infini.

» J’ai mené une étude particuliere dans le cas des sources sans mémoire (& alphabet fini ou
dénombrable).

» Enfin, j’ai traité a part, et de facon plus fine et plus élémentaire, le cas d’une source sans
mémoire avec alphabet fini. On montre en plus dans ce cas, 'optimalité de la région sans pole
avec croissance polynomiale trouvée pour A, ce qui, avec un petit travail supplémentaire,
devrait pouvoir montrer I'optimalité du terme de reste dans ’analyse des cotits.

Pour résumer, la généralisation opérée dans cette thése, s’est faite dans deux directions :

i) généralisation des propriétés de l'opérateur tangent (étudié dans la plupart des travaux
/) généralisation des propriétés de l'opérateur tangent (étudié d la plupart des t
existants) & 'opérateur sécant

(i) généralisation d’un alphabet fini a un alphabet infini.

Trois idées nouvelles ont rendu possibles ces généralisations (voir chapitre [7)) :

(1) T'utilisation non plus d’ensembles de Cantor comme Melbourne, Hachemi, et Baladi, mais
de réunions fondamentales, plus grosses, qui sont des « Cantor en construction ».
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(7i) la dépendance de ces ensembles en t = () (rappelons qu’on étudie les opérateurs sur la
droite {R(s) = 1}).
(7i7) les normes (), qui étudient des restrictions de la fonction considérée pres de la diagonale.

Ces idées sont nécessaires pour traiter la condition 2-DIOP dans le cas d’un nombre infini de
branches, et fournissent une preuve alternative pour 3-DIOP.

Les principaux résultats de la these sont énoncés a la sous-section [5.3.3
» Le théoreme (3-DIOP) conclut pour les systémes dynamiques généraux avec condition
arithmétique 3-DIOP
— preuve au chapitre
» Le théoreme (2-DIOP) conclut pour les systémes dynamiques généraux avec condition
arithmétique 2-DIOP
— preuve au chapitre
» Le théoréeme (3-DIOP-sans mémoire) conclut pour les systéemes dynamiques sans mémoire
avec condition arithmétique 3-DIOP
— preuve au chapitre [T]]
» Le théoréme (2-DIOP-sans mémoire) conclut pour les systémes dynamiques sans mémoire
avec condition arithmétique 2-DIOP
— preuve au chapitre
» Le théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini) donne un résultat optimal pour les systémes dy-
namiques sans mémoire avec un nombre fini de branches
— preuve au chapitre
On énoncera et montrera aussi dans le chapitre[J] les théorémes (3-DIOP-tangent) et (2-DIOP-
tangent) relatifs aux opérateurs tangents, et qui nous montrent la voie pour les opérateurs
sécants, dans les théoréemes présentés ci-dessus. Les opérateurs tangents étant une restriction
des opérateurs sécants, les théorémes sur les opérateurs sécants (qui permettent de conclure sur
A) sont une généralisation de ces théoremes sur les opérateurs tangents.

Pour les théoremes (2-DIOP) et (2-DIOP-tangent), dans le cas d’un alphabet fini, je trouve
par une variante de la preuve, un autre résultat valable, différent de celui du cas général. Ce
résultat peut étre préféré au résultat général dans certains cas.

En particularisant la preuve du théoréme (2-DIOP-sans mémoire) au cas d’un alphabet fini,
on retrouve la méme conclusion qu’au théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini).

Au final, la preuve méle

> analyse fonctionnelle (étude de spectres)

> analyse complexe (théoreme des résidus et déplacement de contour)
> et arithmétique (approximation diophantienne).

Le travail dans le cas d’une source sans mémoire avec alphabet fini, a donné lieu a un article
accepté a la conférence internationale AoFA’10 et publié dans les actes de cette conférence
(DMTCS, [22]). Le travail dans le cas général a fait ’objet d’un article publié & Words’11 ([45]).

Autres travaux. Dans les premiers travaux sur I’analyse « dynamique » de ’algorithme d’Eu-
clide [57, 6, 55, 25], il s’agit de faire de ’analyse en moyenne, et dans ce cas la série génératrice
des cotits étudiés est une série de Dirichlet F(s) a coefficients positifs. On peut utiliser alors le
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théoreme taubérien dit de Delange, qui s’applique sous des hypotheses de discipline tres faibles.
Cela a permis d’obtenir des résultats sur I’analyse en moyenne de toute une classe d’algorithmes
d’Euclide, mais on ne peut dans ce cas obtenir des termes de reste dans 'asymptotique de N (t).

Quand on se tourne vers 'analyse dynamique en distribution, il faut manipuler des séries
de Dirichlet ou les coefficients a,, := a,(w) sont des nombres complexes qui dépendent d’un
parametre w lui-méme complexe, et on veut obtenir des résultats asymptotiques sur N (¢)(w)
qui soient uniformes par rapport a w. Il est donc nécessaire de travailler avec des séries de
Dirichlet dont les coefficients a, sont quelconques et on veut obtenir des termes de reste. On
entre dans le domaine des theoréemes taubériens dits « avec reste ».

Dans le papier [5] fondateur de 1’« analyse en distribution », les auteures, Baladi et Vallée, ont
rencontré des difficultés, car elles ne connaissaient pas vraiment bien le domaine des théoremes
taubériens avec reste ; elles ont résolu ces difficultés par des méthodes un peu ad-hoc, en parties
inexactes d’ailleurs, qui ont été corrigées par la suite par Cesaratto dans [9]. Quand il s’est
agi d’obtenir des résultats d’analyse dynamique plus généraux, sur 1’évolution de la densité
des rationnels tout au long de I'exécution de l'algorithme d’Euclide, les auteurs de [10] se sont
rendus compte qu’ils ne pouvaient plus étendre la technique de [5]. Il leur fallait vraiment
pouvoir utiliser des theoremes taubériens avec reste. C’est pourquoi Driss Essouabri et Brigitte
Vallée ont eu 'idée de cette these, et de cette co-direction.

Dans cette these jexplicite et améliore un célebre théoreme taubérien de Landau, qui permet
d’estimer avec reste, la moyenne des coefficients d’une série de Dirichlet, sous ’hypothése d’une
bonne discipline de la série. Le théoreme d’origine n’était valable que quand les coefficients
étaient positifs. Je généralise au cas des coefficients quelconques. De plus, le théoreme d’origine
traitait le cas d’un prolongement méromorphe a une bande. Dans cette these, on regarde aussi
ce qui se passe pour un prolongement méromorphe sur un domaine hyperbolique.

Ces travaux sont susceptibles de faire 'objet d’un rapport de recherche.

Plan. Dans une premiere partie, je présente en détail la problématique de la these, en in-
troduisant les objets nécessaires a ’étude. Le modele de sources dynamiques utilisé est ainsi
présenté au chapitre On décrit le modele probabiliste et les structures au chapitre [2| Le
concept de discipline et son approche font ’objet du chapitre |3} Les chapitres [4| et [5| mettent en
avant les hypotheses sur le systeme dynamique pour conclure sur la discipline de la source. Les
conditions du chapitre [4] sont de nature géométrique, et le travail présenté est celui de Baladi
et Vallée ([5]). Dans le chapitre [5 sont décrits les résultats obtenus dans cette these avec les
définitions correspondantes.

La deuxiéme partie introduit les outils nécessaires pour les preuves : analyse fonctionnelle au
chapitre [6] réunions fondamentales au chapitre [} Et je présente les preuves au chapitre

Ces preuves décrites sont faites & la troisiéme partie. D’abord le chapitre [0 présente la preuve
des résultats sur I'opérateur tangent, qui ne permettent pas de conclure a la discipline de la
source, mais ouvrent la voie a I’étude de I'opérateur sécant qui a lieu au chapitre 10 et permet
cette fois de conclure a la H-discipline de la source. Le chapitre suivant 11| peut étre vu tout a
la fois comme un cas particulier des deux précédents, dans le cas plus simple des sources sans
mémoire. Puis le chapitre largement indépendant, présente une preuve élémentaire dans le
cas des sources sans mémoire avec alphabet fini, qui donne 'optimalité de la région sans podle
obtenue.

Enfin, la quatrieme partie traite des théoremes taubériens. Les théoremes replacés dans leur

13



contexte sont énoncés au chapitre La démonstration est amorcée au chapitre et terminée
dans le cas d’une région hyperbolique sans pole au chapitre Dans les autres cas, suivant la
preuve historique de Landau, de nouveaux outils sont nécessaires, ce qui fait I’objet du chapitre
LLO)

Les différentes annexes présentent des versions plus précises de certains lemmes et des preuves
techniques, en lien avec cette derniere partie.
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Notations

Dans toute la these, quand on considérera un nombre complexe s = o + it, le comportement

asymptotique des quantités étudiées en ¢ — 400 sera le méme : c’est pourquoi, pour ne pas

alourdir les notations avec des valeurs absolues ||, on consideérera toujours que ¢t > 0.

Y ={ai,a9,...,a;}

alphabet au plus dénombrable

€ mot vide

»k ensemble des mots de k lettres sur I'alphabet X
¥ ensemble des mots finis (y compris le mot vide) sur X
3 ensemble des mots infinis sur 3

longueur du mot w

weXk

|wl

Pw probabilité qu’un mot de la source commence par le préfixe w
A série de Dirichlet A(s) =" cx- P5,
p un vecteur de probabilités (p;)icq1,.. ) avec Zie{l,...,r} p;=1
A A(8) =D ieqn,..y i

h(S) kgrfm% Z Pw log pyy (entropie)
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Systemes dynamiques

I [0, 1]
7 IxT
17 fonction caractéristique de J C 7
1 7 fonction caractéristique de J C Z
H ensemble des branches inverses
h(@) ho---oh (composé d fois avec lui-méme)
sn(y1, y2) M (pente de la sécante)
Y1 — Yo
z (z1,22)
h(z) (h(z1), h(z2))
|T| mesure de Lebesgue de intervalle J
p .= limsup(max{ |/ (z)|;h € H*,z € I})'/" < 1
n—00
(coefficient de contraction d’'un systeme dynamique de Bonne Classe)
o oo=inf{o €R: >,y [W(D)|7 < +00}
(< 1 pour systemes de Bonne Classe)
) p<p<l1
Po infpep infz |B'(z)]
(dans le cas ou l'alphabet est fini)
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Arithmétique

On note z = (x1,...,z,) € R".

h* point fixe de la branche inverse h
p(h) profondeur de la branche inverse h
c(h) —log [W/(h*)[/p(h)

C(h2)
hi,h
(hl) c(hs)
(hh h27 h3)
c(hy) = c(hy)
Cafi (1) —logpi
- log p;
Caff(%]) logpz
.o lo i — lo
Caﬁ(za Js k) u
log pi — log p;
1
w 5 en supposant p; = py = - -+ > p, (facteur de normalisation pour la preuve)
Cat (7

partie entiere de z,ien € Ztel quen <x <n+1

entier le plus proche de z (|z + 1])

partie fractionnaire centrée de = (z — |z])

{z} ({z1},...,{z,}) vecteur des parties fractionnaires centrées
n(,1) |Blogt]
(t,3,0) {heHOD:infeer W (2)] > 5}
Hasi(t,0) {i e N can(i) > 55}
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Opérateurs

I opérateur identité sur C1(Z)
I opérateur identité sur C1(Z x T)
1 fonction constante égale & 1 dans C(7)
1 fonction constante égale & 1 dans C1(Z x T)
H,[f](x) Z |h'(2)|° f o h(x) (opérateur de transfert tangent)
heH
H,[f](z) Z |sn(z)]°f (h(2)) (opérateur de transfert sécant)
her
H, [f](z) ) Z |W'(2)|° (ff») o h(x) (opérateur de transfert tangent normalisé)
o heH
~ 1
H.[fl(z) ————— Z |sp(2)]° (ff ) (h(x)) (opérateur de transfert sécant normalisé)
1@ 5of, @ 2 1,
M, [u](x) |T'(x)|"u o T'(z) (opérateur composante tangent)
T T it
M, [u](z) 'w u(T(x1),T(x2)) (opérateur composante sécant)
1 projecteur 71 (x) = 1
A, opérateur de multiplication par u € C1(Z)

opérateur de multiplication par u € C(Z x T)

Quand on omet le parametre s, ¢’est pour dire s = 1. Ainsi H = Hj, H = ﬁl, etc...
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Spectres

Soit un systeme de la Bonne Classe d’abscisse de convergence o, et de coefficient de contrac-
tion p. Dans la suite, o est réel et o > og.

fo fonction propre dominante de H,,

Lf fonction propre dominante de H,,
o) valeur propre dominante de H, et H,
L(o) log A(o) (fonction de pression)

o1 09 < o1 < 1 est défini implicitement pour les systémes de Bonne Classe par

o= (1 —01)|L(01)| = L(o1) = [log p.

P, Jr(E1— H,) ' d¢ (projection dominante tangente)

ou I' est un contour orienté positivement qui englobe A(¢) et aucune autre valeur spectrale de H,

N, H, —\(0) P, (opérateur de reste tangent)

~ N1
P, ff <£ I —HJ> d¢ (projection dominante tangente normalisée)

ou I est un contour orienté positivement qui englobe 1 et aucune autre valeur spectrale de ﬁg

N, H, — P, (opérateur de reste tangent normalisé)
P, NG H_) ' d¢ (projection dominante sécante)
ou I est un contour orienté positivement qui englobe A(¢) et aucune autre valeur spectrale de H,
N, H_, — \(0)P, (opérateur de reste sécant)
P, fi (51 - ﬁ(,) - d¢ (projection dominante sécante normalisée)
ou i est un contour orienté positivement qui englobe 1 et aucune autre valeur spectrale de Eg
N, H, — P_ (opérateur de reste sécant normalisé)

Quand on omet le parametre s, ¢’est pour dire s = 1. Ainsi P = P, P= 151, etc...
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Normes

Soient f € C°(Z) et f € CYZ x I).

11l oo supez | ()] (norme sup)

1711 Sup,ezz |£(2)] (norme sup)

HiHoo,(Q) SUPgez(t,0) |/ ()| (norme sup « restreinte »)

Soient f € CY(Z) et f € CHZ x I) et N > 0.

Df (zq) différentielle de f en xq
%i (zg) Df(zg)-(1,0) (dérivée partielle de f par rapport a la premiere place)
% f(zg) Df(zg)-(0,1) (dérivée partielle de f par rapport a la deuxieme place)

£ 11y

sup,c7 | f/(z)| (semi-norme)

I£1l, sWpyerxr | £ ()] + supyeryr | 55.f (x)| (semi-morme)
£, 1l + 11
I£1l, I£]lo + 1£]ly
1£1l1x 1flloo + 2 1/11
£l 1£]]o + % 141,
1£1ly o) SUPyez(10) | a1 (@)] + SUPsez(ro) | £/ (2)] (norme « restreinte »)
1£1l1.1,(6) 1/ lluc.go) + 111 (p) (morme « restreinte »)
111w, 0 [ flloo,i0) T & Hle (norme « restreinte »)
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Ensembles tangents

I(t, 8,0) == H(t, 53,6)(T) K(t,8.6)= [

H(t, B,0)(T)

keN*

t>0:3(wy,ne)/we € C(L), Jwy| =1, Jwell1, < Ko,me € C, || =
Ala, B,6) =
Va € Z(t, 8, 8), (M [w] () — mwe(2)| < &
.
t>0: El(wt,nt)/wt - C( ) |wt| = 1 Hthlt KQ, N € (C |77t| = 1
Cla, B,7,&,6) = Va € I(t, 3, 6), | My [y () — mewy ()] < &,

‘nt — é‘ﬂ(ﬁ,t)| < ti"f

C(O‘a/B/.%é) - C(%@% 175>

;

t>0:3(we,ne) fwe € C(T), [we] = 1, [Jwe[lre <

Ko,nt € C, e =1,

E(e, B,7,€,8) = vz € Z(t, 4, 8), | M} ] () — mpw(2)] < 5
e — €"PD] >
E(a, B,7,0) = E(, B,7,1,6)
’ N
t>0:3up € CY(T)/|uoll1s < 1
B, B) = Vn € {0,n(8,t),2n(3,t)}, VyeT,
‘Hlﬂt uo)( ’ 1— t%
R(t,n) =||X—n H1+z‘t)71H1,t R(t) =R(t,1)
Fla,n) ={t,R(t,n) <t} Fla) =F(a,1)
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Ensembles sécants

I(t,6,6)= |J Rr@ it,0)= J h@
heH(t,5,6) heHn(6,t)
Z(t,5,0,0) = U hol(Z) = h(Z(t,6)).
heH(t,8,6) LeH™(0:t) heH(t,3,6)

t>0: 3wy, ne)/wy € C(T XI), |lwy| =1, [lwyll1,4,
Ala, 3,0,0) =

Ve € Z(t, 8,6,0), [ M} PD w,] (z) — naw, (z)] <

p
t>0: 3w, ne) /wy € C(T X T), |wy| =1, [l e
Q(a76777§76797k0) =

Ve € Z(t, 4,6,0), [ MV, () —

k
‘nto _ gkon(ﬂ,t)‘ <A

Q(Oé, ﬁa v (57 ‘91 kO) = Q(Oé, 67 v, 17 6) 97 kO)

;

t>0: 3wy, ne)/we € C(T x IT),|wy| =1, |lwyll14,0)

é(aa /67 Y, 57 (57 97 kO) =

mwy (z)| <

9) g Koﬂ]t S C? |77t| = 17

1
to

0) < KO?”?? € C? |77t| = 17

1

to

< K()ant S Ca |77t| — ]-7

vz € Z(t, 5,6,0), M7 ) (2) — mw, (2)] <
‘nf” _ gkon(ﬁyt)‘ > L
é(aa B7 80 67 97 kO) = é(aa /87 v, 17 57 97 kO)
( \

t>0:3uy € CHI x I)/|lugll1e <1

B(a, 8,0) = { vn € {0,n(3,t),2n(6,t)}, Yy € L(t,0),
{ ‘HlJrzt Uo ‘ 21_%&
R(t,n) = H(l - Uﬂl-m't)_lul,t R(t) = R(t,1)
Fla,n) = {t,R(t,n) < t°} F(a) = Fla,1)
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Ensembles affines

Hag(t,8) = {z eN*  ca(i) > 15}

53

t:dny e Clln| =1

Aaﬂ(aa(S) =
Vk € Hag (1, 0), [pi ™ — m| < &
t:dn €C, ‘Ut‘zl
Cat(,7,6:0) = § Wk € Hag(t,6), [pi™ — me| < 7,
e — €| < #.

Caff(a> v 5) = Caff(aa Vs 17 5)

t:dn €C, ‘Ut‘zl
Eat(,7,6,0) = § Wk € Hag(t,6), [pi" — me| < =,
e — &> &

gaff(a> v 5) = gaff(aa v 17 6)

Baﬁ(a)Z{ tr NI +ait) >1- & }

Raﬁ(t,n) = '1—77)\1(1—|-’Lt)‘ Raff(t) = Raﬁ(ta 1) = ‘A(S”
Fai(a,n) = {taRaﬁ"(tvn) < ta} faff<a> = :'raff(av 1)
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Premiere partie

Analyse en moyenne
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Chapitre 1

Sources et sources dynamiques
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Dans ce chapitre, on introduit les sources, et en particulier les sources dynamiques, qui seront
dans le reste de la these, les processus producteurs de mots qu’on aura a comparer, lors de la
construction d’arbres ou du déroulement des algorithmes de tri.

On définira la série de Dirichlet associée a une source, qui est ’outil central du domaine, et de
cette these en particulier. Son emploi sera justifié au chapitre

1.1 Sources générales

1.1.1 Définitions

Dans toute la these, ¥ = {a1,aq,...,a;,...} désignera un alphabet au plus dénombrable, muni
de la relation d’ordre a; < ag < --- < a; < ---, € désignera le mot vide, £¥ I’ensemble des
mots de k lettres sur 'alphabet 3, ¥* I'ensemble des mots finis (y compris le mot vide), et
3% 'ensemble des mots infinis sur ce méme alphabet. L’ensemble des mots est muni de I’ordre
lexicographique.

On notera enfin |w| la taille du mot w, c’est-a-dire le nombre de symboles qu’il contient
(we ¥F & |jw| = k).

35
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Une source probabiliste S sur 'alphabet ¥ est un processus qui produit des mots infinis sur
Y. Le i-eme symbole émis étant noté X;.

Définition 1.1. Une source probabiliste S est la donnée d’un espace probabilisé 2, d’un alphabet
Y, et d’une suite (X,,), de variables aléatoires, telle que pour tout n € N,

X;:Q— 3.

Les X; ne sont pas indépendants dans le cas général, c’est-a-dire qu’un symbole produit dépend
de ceux qui précedent.

Deux cas simples retiennent notre attention :

» les sources sans mémoire. Un symbole émis par une telle source ’est indépendamment de
tous les symboles qui précedent. Cela correspond au cas ou les X; sont indépendants et de
meéme loi ;

» les chaines de Markov. Un symbole émis par une telle source ne dépend que d’un nombre
fini borné de symboles précédemment émis.

Ces deux types de sources constituent les sources simples.

Une source est déterminée par ’ensemble {p,,, w € ¥*} de ses probabilités fondamentales, ou
Py désigne la probabilité qu’un mot infini produit par la source, commence par le préfixe fini
w. On désignera par £(S) 'ensemble des mots infinis produits par la source.

Le shift T est application de décalage qui a la suite (X;);cn associe la suite (X;41)ien. Ainsi
le shift T appliqué a un mot le prive de son premier symbole.

On introduira également cette notion de décalage quand on parlera des systéemes dynamiques :
les deux définitions, conjuguées, coincident a un petit abus de notation pres.

1.1.2 Paramétrisation d’une source

Il existe un moyen naturel de paramétriser une source par 'intervalle [0, 1]. Ceci est expliqué
par exemple dans [61].

On supposera toujours que 7 = sup{p,, : w € vk } tend vers 0 quand k tend vers l'infini.

On note également

= > b 5 V=Y pa

ajal=|w]| a|al=|w]|
a<w a>w
les probabilités respectives qu'un mot produit par la source ait son préfixe respectivement
inférieur et supérieur & w.

On a alors naturellement p,, + p(_) —|—p§u+) = 1. Notons b, = p(_) et 1 —cy = pgf). On en

déduit ¢,y — by = pw. Soit X € L(S). Notons wy, son préfixe de longueur k. La suite (b, )k

est croissante et (¢, ), est décroissante. D’apres I'hypothese, on a p,, < 7 i 0. Donc les
— 400

suites (by, )i €t (cw,)r sont adjacentes. Notons P(X) € 7 := [0, 1] leur limite commune. P(X)
s’interpréte comme la probabilité qu’on mot infini Y soit inférieur a X.

L’application P : £(S) — Z ainsi définie est strictement croissante sauf sur I’ensemble dénombrable
formé des mots qui se terminent par une suite infinie de la plus petite lettre ay, ou de la plus
grande lettre a, (si Palphabet est fini). Deux mots ont alors la méme image, qui est dans
I’ensemble {b,, w € L(S)}.
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| aba | abb |

Fi1G. 1.1 — Paramétrisation d’une source

Ainsi, par exemple, si la source produit les chiffres de I’écriture en binaire d’un réel, 0.10110
et 0.10101 auront la méme image par P (c’est ce qu'on appelle développement propre et
développement impropre). Le chiffre 0 est alors la premiere lettre de I'alphabet, et 1 la derniere
lettre de I'alphabet & deux symboles ¥ = {0, 1}.

Presque partout (sauf sur 'ensemble {b,,,w € L(S)}), on peut définir I'application réciproque
M :[0,1] — L(S) qui associe a un réel u de l'intervalle Z le mot infini

M(u) € L(S).

Ainsi, la probabilité qu'un mot Y soit plus petit que M (u) est u. L’ordre lexicographique sur
les mots est compatible avec I'ordre naturel sur l'intervalle Z.

L’intervalle Z,, =]by,, ¢[ contient tous les réels u (sauf au plus 2) pour lesquels M (u) commence
par le préfixe w. Sa longueur est p,,. On dit que Z,, est 'intervalle fondamental du préfixe w.

1.1.3 Séries de Dirichlet

Dans la suite, on verra 'importance de la taille maximale du préfixe commun a deux mots.

C’est pourquoi, étant donné w un préfixe (fini), il est important de connaitre p,,. On encapsule
donc ces probabilités dans une série génératrice de Dirichlet, objet central en combinatoire
analytique, et qui sera largement étudiée dans la suite :

Définition 1.2 (séries de Dirichlet associées a une source, Vallée).

Ar(s) = > i, A(s)= D pj

wexk wEL*

Pour tout k € N, on a I'égalité Ai(1) = 1, et donc A(s) diverge en s = 1, et nous verrons que
beaucoup de propriétés probabilistes de la source dépendent de la régularité de A pour R(s)
proche de 1.
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1.1.4 Entropie

A une source on peut associer (quand elle existe) une donnée remarquable qui est son entropie :
, -1
h(S):= lim — Z Dw log Py (1.1)

L’entropie mesure le caractere imprévisible de la source. Si les symboles de la source sont tres
corrélés, on pourra d’autant mieux prévoir son comportement.

Ou, avec un autre point de vue, ’entropie représente la « quantité d’information » contenue
dans la suite, c’est-a-dire sa « complexité ». Par exemple, pour décrire une suite constante, il
suffit de donner la constante égale a chaque terme. Tandis que pour décrire une suite de variables
aléatoires indépendantes, il faut donner chaque terme.

L’entropie s’exprime comme la dérivée de la série de Dirichlet Ay, :

. d
h(S) = — kgr—‘,]iloo ﬁAk(s)\szl. (1.2)

1.1.5 Sources sans mémoire

Les sources sans mémoire sont importantes parce qu’elles vont nous montrer le chemin pour
I’étude de A dans le cas général.

Une source sans mémoire associée a un alphabet ¥ est définie par la donnée d’un vecteur
p = (pi)iex, (éventuellement infini), de probabilités fondamentales, telle que la probabilité
d’émettre le symbole ¢ vaut a tout instant p;. C’est-a-dire que pour tout ¢ € N et pour tout
JEex,

PIX; = j] = p;.
On a alors :
Zpi =1
IEX
La probabilité d’émettre le mot i1, i, %3, . . . , i vaut alors simplement p;, p;, . .. p;, , et on obtient

alors la propriété remarquable que pour tous mots finis w et w’,
Pww’ = PwPuw’-
On notera par des entiers les lettres de ’alphabet X, c’est-a-dire :

5 {1,2,3,...,r} pour un alphabet fini;
IN pour un alphabet infini.

Dans la suite, on supposera les branches triées par probabilités décroissantes, c’est-a-dire p; >
P2 = 2 Di

Dans ce cas particulier, Ay est égal a la somme sur tous les k-uplets (i1,1i2,...,i;) € ¢ des
(PirPig - - - Diy,)°, Cest-a-dire

— S __ S S S
A(s) = D (abi--pi) = >, PLDL D
(31,82,.-yi1 ) €SP (31,82,.0yi1 ) €SP
ou encore, en notant

NOEDI S (1.3)

1€
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on aboutit & Ax(s) = A(s)¥, et on obtient alors 'expression suivante de la série de Dirichlet :

1

M) = Ty

(1.4)

qui exprime les propriétés multiplicatives des probabilités.

La fonction X est appelée information generating function dans [27].
5 11
231

()0
= () -+ (0~ () -3+~ (2)

Par exemple, avec p = < >, on obtient :

et

Regardons ce qu’il en est de 'entropie. On obtient facilement I’expression de la dérivée de Ay :
Aj(s) = kXN (s)A(s)* 1,

et sa valeur en s =1
1
—EA%(l) =-N(1)=— sz' log pi,
€D

montre alors, avec la relation légalité

W(S) == pilogpi.

1€

Dans le cas d’un alphabet fini, une étude de fonction montre que le maximum est atteint en
p = 1/card ¥, ce qui corrobore bien 'idée que I’entropie mesure I'imprévisibilité. En revanche,
quand un des symboles devient beaucoup plus probable que les autres, ’entropie se rapproche
de 0, et de fait, on peut prédire presque certainement ’apparition du symbole probable.

Considérons un alphabet a 2 lettres. Notons p = p; et alors po =1 — p. On a alors :

h(S) = —plogp — (1 —p)log(1 — p).

Ici, le maximum est atteint pour p; = ps = 1/2.

On rencontre le méme phénomene avec un alphabet & 3 lettres :

h(S) = —p1logp1 — p2log p2 — p3log ps,

avec la condition p; + p2 + p3 = 1.
On peut montrer que h(S) est maximal pour p; = py = p3 = 1/3.
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0,7

06

05

0,4

03

0,2

0,1

|}
[CF S o e S S N N N N N N N S N N N
[ 0,2 0,4 06 0,8 1

X

A gauche alphabet & 2 lettres. A droite alphabet & 3 lettres.

Fi1G. 1.2 — Graphe de I'entropie

1.1.6 Chaines de Markov

Une chalne de Markov d’ordre 1 associée a un alphabet fini ¥ est définie par la donnée du
vecteur 12 de ses probabilités initiales (7;)iex et de la matrice de transition P = (p;;)(; j)ex2,
tels que pour tout i € ¥, P(Xy = i) = r;, et pour tout (i, j) € X2, la probabilité conditionnelle
d’émettre i alors qu’on vient d’émettre j, vaut p;;, c’est-a-dire :

vk € N* P(Xpy1 = i|Xg = j) = piy;-

On a bien sur

1€X
c’est-a-dire que P est stochastique (chaque colonne de P a une somme égale a 1).

On notera P(s) la matrice de terme général pj); et par R(s) le vecteur de composantes r;.
Alors
A(s) =1+'1-(I—P(s))" L R(s).

Le coefficient (i, j) de la matrice P"(s), noté simplement P;"; représente la probabilité de passer
de I’état j a I’état ¢ en exactement n unités de temps.

On dira que la chaine de Markov est irréductible si tous les états communiquent, ¢’est-a-dire si
n’importe quel état peut étre atteint a partir de n’importe quel autre, c’est-a-dire si pour tout
i,7€{l,...,r}, In > 0 tel que P> 0.

Un état a est dit récurrent s’il existe n > 0 tel que Py, > 0 (une chaine irréductible est une
chaine dont tous les états sont récurrents).

La période d’un état récurrent a € {1,...,r} est définie par
do = pged{n > 0: P, > 0}.

On peut montrer que si la chaine est irréductible, alors tous les états ont la méme période. Si
cette période commune vaut 1, alors la chaine est dite apériodique.
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Le théoreme de Perron-Frobenius affirme que si la chaine de Markov est irréductible et apériodique,
alors, pour tout réel s, la matrice P(s) a une unique valeur propre dominante \(s). Pour s = 1,
la matrice P = P(1) a un unique vecteur invariant avec des composantes strictement positives
m; dont la somme vaut 1. L’entropie de la source est égale a

h(S) = —)\'(1) = — Z TiDij logpi‘j.
(i,j)€X2

1.2 Sources dynamiques

Dans cette section, on introduit la classe des sources dynamiques. Les sources dynamiques
sont a la fois suffisamment générales (leur étude est suffisante pour les applications pratiques),
et suffisamment particulieres (I’étude est rendue possible car la série de Dirichlet est reliée au
quasi-inverse de 'opérateur de transfert sécant).

1.2.1 Systémes dynamiques

On dit que les intervalles ouverts Z,,, m € 3, forment une partition topologique d’un intervalle
7, si les Z,, sont disjoints deux a deux, et Z = UpexZm.

Voici la définition de systeme dynamique qu’on utilisera dans la suite :

Définition 1.3. Un systéme dynamique de classe C* est la donnée d’un couple (Z,T), ou T est
un intervalle compact de R, et T une application T — I, d’un alphabet X, et d’une partition
topologique (L) mes. de I, tels que pour tout m € ¥, T|z,, soit une bijection de classe C* de I,
sur T'(Zp,).

L’application T' est appelée fonction de shift, ou simplement shift.

Dans la suite, Z désignera toujours l'intervalle [0, 1].

» On dira que le systeéme est complet si chaque restriction est surjective, c’est-a-dire T'(Z,,) =
7.

» On dira que le systeme est markovien si chaque intervalle T'(Z,,) est une réunion d’inter-
valles T]

Dans la suite, tous les systeémes considérés seront supposés complets.

1.2.2 Codage d’un systeme dynamique

Pour définir une source & partir d’un systéme dynamique, on lui adjoint une distribution de
probabilités sur Z, et une fonction de codage.

La fonction de codage o est une fonction constante sur chaque Z,,, telle que
Ve € Iy, o(z)=m.

Ainsi, application de codage o est définie presque partout sur Z. Les images par o sont appelées
indifféremment symboles ou chiffres.
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Ces systemes dynamiques sont associés respectivement a p = (5/12,1/12,1/3,1/6) et
p=(1/2")rz1.

Fi1G. 1.3 — Exemples de systémes affines

Dans le cas par exemple des systemes d’Euclide, et du systeme de développement en binaire
(voir figure [1.2.2)), la suite des chiffres obtenus a un sens mathématique :

» Le shift d’Euclide est défini par :

L 1) siz
T(a) = { 13 siwelo)

)

0 sizr=0

ol on a noté |y| la partie entiere de y, ien € Z tel que n <y <n + 1.
La branche d’équation x +— %ﬂ définie sur ]#ﬂ’ %} est alors codée par le symbole entier m.
Ces entiers sont les quotients successifs dans 'application récursive de I’algorithme d’Euclide,
c’est-a-dire les chiffres du développement en fraction continue.

Par exemple, le systeme dynamique d’Euclide appliqué a x = % donne les chiffres
(3,7,15,1,293,10,3,8,...)

qui permettent d’écrire le développement en fraction continue :

1
T 34 L

» Pour le développement binaire, a la branche x — 2x définie sur [0, 1/2], on associe le symbole
entier 0. Et a la branche z — 2z — 1, définie sur [1/2,1] on associe le symbole 1 (sauf en 1,
T(x) = {z}). Ces symboles sont les chiffres du développement en base 2.

1
Par exemple, le systeme dynamique de décomposition en base 2 appliqué a © = — donne les
T
chiffres
(0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,...)
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qui permettent d’écrire la décomposition en base 2 :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
x 2Tt Ton Tom Tor o Tou Tom Tam T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= 17167256 " 1024 T 2048 T 2006 T 8102 T 16384 131072 262144 |

A gauche le développement en binaire : les intervalles codent les chiffres de ’écriture en binaire.
A droite le systeme dynamique d’Euclide : les intervalles codent les quotients successifs par
I’algorithme d’Euclide.

Fi1G. 1.4 — Deux exemples de systemes dynamiques

Notre point de vue sera un peu différent : on utilisera les sources dynamiques pour produire
aléatoirement des mots. Presque bijectivement, a un x € Z aléatoire choisi selon une densité de
probabilité f, a l'intérieur duquel toute I’histoire est déja écrite (pour un systéme donné), on
associe un mot qu’on découvrira en appliquant le systéme dynamique. Le i-eéme symbole émis
ne dépend alors que de x, c’est-a-dire : X; = X;(x).

Ce mot est produit de la fagon suivante : on associe & x le mot infini
M(z) = (o(z),0(Tx),...,0(T"z),...) € 2=,
correspondant & sa trajectoire 7 (z) = (z, T(z), T%(z),...), c’est-a-dire :

Xi(z) = oo T%(x).

En fait, M(x) n'est pas défini aux points z € (J,c5+{bw}, ensemble dénombrable comme
réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.

La notion de shift pour les mots introduite pour les sources générales est bien la méme que
celle pour les réels pour un systeme dynamique, et on commettra ’abus de notation de les noter
pareillement par T :

T(M(z)) = M(T'(z)),

ce qui justifie le terme shift aussi employé pour désigner la fonction de transfert : au shift
correspond un décalage d’une unité de temps sur les symboles produits par la source.
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On introduit également par abus de notation ’application de codage ¢ qui & un mot w € X*
associe son premier symbole, ¢’est-a-dire que si w = mq, mo, ..., alors o(w) = my, si bien que :

1.2.3 Branches inverses

Dans le cadre des systémes complets ol on s’est placé, on peut introduire les bijections
réciproques de 1" et exprimer le lien avec les intervalles fondamentaux.

Soit m € . On notera hyy, :]0, 1[— Z;, la bijection réciproque de Tjz,,. L’application hj,,| est
appelée branche inverse de profondeur 1 associée au symbole m.

Plus généralement, étant donné w € ¥*, on notera Rjw) 10, 1[— Z,, la bijection réciproque de
Tz, L’application hy,) est appelée branche inverse de profondeur k associée au préfixe w, et
elle vérifie

hiw) = Py} © Py © - © Bjma]
ou w=mi,ma,...,Mk.
On désignera par ‘H ’ensemble des branches inverses de profondeur 1, et pour tout k > 1, par

HE, ensemble des branches inverses de profondeur k. c¢’est-a-dire des composées de k branches
inverses de profondeur 1. Ainsi toute h € H* s’écrit :

h =hyohg---ohy,

ou les h; sont des branches inverses de profondeur 1. Les éléments de H* sont alors exactement
les bijections réciproques de T*.

Enfin, on désignera par
neN*
I’ensemble des branches inverses de profondeur quelconque.

Etant donnés H; et Ho deux sous-ensembles de H*, on note

H10H2:{h10h2:h1 GHl,hQEHg}.

Soit x € Z. En notant m le premier symbole de M (z), on a h,,joT(z) = . L'intervalle hy,,,(Z)
est alors I'intervalle fondamental associé a m, c’est-a-dire

I = h[m] (]07 1[)

On a alors hy, (T'(z)) =z, et M (z) s’écrit comme la concaténation M (z) = m, M(T'(z)).

Et plus généralement, en notant w le préfixe de longueur k de M(x), on a hy, o TF(z) = .
L’intervalle hy,(Z) est alors l'intervalle fondamental associé & w, c’est-a-dire

Ty = by (10, 1),

et
(bws cw) = (hjw)(0), by (1)) si Ay, est croissante;
(bws cw) = (hpw)(1), by (0))  si Ay, est décroissante.

On a alors Ay, (T*(x)) = x, et M(x) s’écrit comme la concaténation M (x) = w, M (T*(z)).
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T TX X Tk

L’alphabet ¥ = {a, b, c} comporte 3 lettres, et le mot émis est M (z) = (¢,b,a,c,...)

Fia. 1.5 — Mot émis par un systeme dynamique

La mesure de lintervalle fondamental Z,, =]by,, ¢,,[ par rapport a la densité de fonction de
distribution F', est égale a la probabilité fondamentale p,, de la source :

pw = F(ew) — F(by).

Dans le cas des sources dynamiques, avec les notations de ce qui précede, comme Z, = hy,(]0, 1[),
Pw = |F(hp) (1)) — F(hp (0))]-

Les branches inverses h,) étant générées dynamiquement, on va pouvoir exprimer les séries de
Dirichlet associées & la source Ap et A en fonction de I'opérateur de transfert sécant, qu’on va
introduire.

1.2.4 Quelques cas particuliers de sources dynamiques
Retour sur les sources sans mémoire

Une source sans mémoire correspond a un systeme dynamique affine sur chaque intervalle
(Zin)mey, avec densité initiale uniforme sur Z. Sans perte de généralité, on peut supposer que
chaque branche est croissante (plutot que décroissante). Au contraire, des que les branches ne
sont plus affines, il apparait des corrélations entre les différents symboles émis.

Des lors, les dérivées des branches et des branches inverses sont des constantes :

» la dérivée de la fonction de transfert 7" est constante sur chaque intervalle fondamental,
et pour tout = € Z,, T'(x) = 1/pm. Plus généralement, sur l'alphabet ¥ = {aj,aq,...}
éventuellement infini, soit w = a;,a;,...a;, € X". Alors pour tout = € I, (T")(z) =

1/ (piypis - - - Piy) ;

T

» pour tout m € ¥, la bijection réciproque hy,, est aussi une application affine sur 10,1] et
pour tout x €]0, 1], h’[m} () = pm. (1.5)

Avec w comme ci-dessus, h’[w] (%) = pi,Diy - - - Di, -
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Il apparaitra dans la suite que dans le cas sans mémoire, on peut se limiter a étudier les
branches inverses de profondeur 1. Dans ces conditions, chaque branche pourra simplement étre
désignée par son indice (voir par exemple la définition [5.6)).

Retour sur les chaines de Markov

Une chaine de Markov d’ordre 1 peut étre définie par la donnée d’un alphabet ¥ = {a1,...,a,},
et de § = (Sp, S1, ..., Sr) un ensemble de r+1 systemes dynamiques affines S; = (Z, Tj)1<j<r+1
tous définis sur le méme alphabet X, avec o; la fonction de codage de S;.

Le systeme dynamique Sp est défini pour l'initialisation, et le systéme S; est choisi quand le
symbole qui vient d’étre immédiatement émis est a;.

Décrivons plus précisément le mécanisme de la source : on associe a un réel z € Z choisi sur 7
selon une certaine loi initiale, la trajectoire

(T<Y>(2), T<*>(2),..., T<*>(z),...),
et le mot infini M(z) € ¥*,
M(z) = (Mi(x),..., Mg(z),...),
avec Mi(z) = oo(x), T<1> :=Tj et pour tout k > 1, si My(x) = aj, alors
T<kH1>(z) = T;(T<+>(x))
{Mk+1<x> = 0, (T (2))
A chaque shift T} est associée une partition topologique (Ii\j)lgiér de l'intervalle de base Z.

Notons (Tj|;)1<i<r les branches de T, qui sont des bijections de Z;); dans Z. Les branches inverses
sont notées h;;, et elles sont des bijections de Z dans Z;);.

|7
i|gs

En notant I1; = (p;|;)1<i<r les systeémes de probabilités relatifs au systeme affine Sj, la matrice
de transition de la chaine de Markov associée est

IT := (p2|j)7 1<Z‘7j7<747

et le vecteur de probabilités initial est IIj.

A la chaine de Markov, on peut associer un seul systeme dynamique. Il suffit de prendre r + 1
translatés de Z, par exemple Zyp = 7 = [0,1] et Z; =]j,j + 1[. En notant ®,, la translation
O, (z) := x + m, on définit, pour tous 1 <i<r,et 0 < j<r,

I j = 9;(Zy;), Tij:=PQj0T;;0 (I);l’

de telle sorte que T; ; est une bijection de Z; ; dans Z;, conjuguée de Tj;.

En notant 7 = [0,7 4+ 1], et T = (Ti,5)o<j<r, on a donc abouti & un systeme dynamique
1<i<r

markovien S = (f , f) (avec la partition topologique associée (Z; j)ogj<r, l'intervalle Z; ; codant
1<i<r
le symbole j), avec la densité uniforme sur Zj.

Un exemple de chaine de Markov avec les différents systéemes dynamiques associés est représenté
a la figure

Dans la suite, on ne parlera plus de chaines de Markov, mais on traitera le cas particulier des
sources sans mémoire (en plus du cas général).
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L AL

Sont représentés sur la figure les systemes (Sp, S1,S2, S3) et le systéme S reconstitué, pour une
chaine de Markov & 3 états (II est en colonnes)

1/3 3/7 1/11
= 0 1/7 9/11 ’ H0:(1/4a1/271/4)

2/3 3/7 1/11

Fic. 1.6 — Exemple de chaine de Markov
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1.2.5 Opérateurs de transfert

Dans le cas des sources dynamiques, la série de Dirichlet s’exprime en fonction du quasi-inverse
de I'opérateur de transfert. Ceci constitue une généralisation de la formule dans le cas des sources

sans mémoire (voir ((1.4)))
1

As) =175 o)

qui reflete la multiplicativité des probabilités.

Le transformateur de densité est un opérateur qui transforme une densité de probabilité en
une autre densité de probabilité. Etant donnée une distribution fy sur Z, on se pose la question
de connaitre la densité f; des T'(z) apres passage dans le systeme dynamique.

Lemme 1.4. Dans le cas des systémes complets, c’est l'opérateur de Perron-Frobenius qui
permet de passer de fo a fi.

fi=Hlfo] od H[f]=) [W(x)|foh(x).

heH

La preuve, simple, utilise notamment le théoréme de Fubini. On calcule la fonction de répartition
F1 associée a la densité fi.

Le point y = T(x) appartient a [0, X] si et seulement si il existe m € ¥ tel que = €
[Pm] (0), by (X)] (cas olt Ay, est croissante) ou [hy,) (X), hpy (0)] (cas ott by, est décroissante).
La fonction de répartition F; s’écrit alors

him) (2)
/ fo(t)dt] .
him) (0)

0= [ hi

Le changement de variable ¢ = hj,,;(u) sur chaque intervalle donne alors :

/ Jo(hp) (u

Les fonctions étant positives, on intervertit par le théoréeme de Fubini, et on dérive par rapport
a . On obtient alors :

fi(z) = =3 folhm(z ‘h ‘ H[fo](z),

meX

meX

Fi(x)

/ Foiony (1) oy ()| =

’[m] (u)‘ du

meX meX

ce qui termine la preuve.

Un des outils principaux dans la théorie des systemes dynamiques est 'opérateur de transfert
(tangent) introduit par Ruelle (voir [46] par exemple), qui généralise le transformateur de den-
sité. Pour définir 'opérateur de transfert, il utilise un parametre complexe, qui introduit une
perturbation, et permet d’utiliser les outils de ’analyse complexe :

Définition 1.5 (opérateur de transfert tangent, Ruelle). Pour toute fonction f continue surZ,
pour tout systéme dynamique complet (Z,T) d’ensemble de branches inverses H, et pour tout
s € C au voisinage de 1, on définit l'opérateur de transfert tangent

= > W (@)]° f o h(x).

heH
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L’opérateur de transfert coincide avec le transformateur de densité pour s = 1, c’est-a-dire que
H=H;.

Il existe plusieurs manieres de généraliser a deux variables l'opérateur tangent. Pour une
généralisation dans un contexte arithmétique, on pourra consulter [54], [62], [13] et [11].

Nous nous intéressons ici a une autre extension, qu’est 'opérateur sécant, introduit par Vallée
(voir [56]). I fait intervenir non plus la dérivée de h, c’est-a-dire la pente de la tangente, mais
son taux d’accroissement, c’est-a-dire la pente de la sécante. Il agit sur les fonction a 2 variables.
Il permet d’exprimer la série de Dirichlet de la source comme un quasi-inverse.

Définition 1.6 (opérateur sécant, Vallée). Pour toute fonction f continue sur I x I, pour tout
systéme dynamique complet (Z,T) d’ensemble de branches inverses H, et pour tout s € C au
voisinage de 1, on définit 'opérateur de transfert sécant

S

1, /]0) = ¥ (M2 f0e). b))

heH

Pexpression précédente étant prolongée par continuité quand x = y (c’est-a-dire quand la
sécante devient tangente) grace au lemme qui suit.

Etant donnée f fonction & deux variables, on notera diag f(x) = F(z,z). Avec cette notation,
on obtient :

Lemme 1.7. La diagonale de l'opérateur sécant appliqué a une fonction de deux variables
continue, coincide avec l’opérateur tangent appliqué a la diagonale de la fonction, c’est-a-dire :

VueC(Z x 1), diag (H,[u]) = H,[diag (u)].

C’est-a-dire que l'opérateur sécant est une restriction de l'opérateur tangent, qui en est un
prolongement « continu » :

H,[f|(z, ) = Hy[diag f](z).

A Tavenir, on pourra étre amenés a écrire seulement le cas générique ol = # y tout en étant
conscient qu’un petit effort d’écriture supplémentaire serait nécessaire pour écrire les choses
compleétement. On pourra consulter [56] ou [12] pour les bases sur l'opérateur sécant.

Dans la suite, on notera simplement H = H;.
Pour des écritures plus légeres, on notera ainsi dans la suite la pente de la sécante :
h(y1) — h(ya
Sh(y1,y2) = M
Y1 — Y2
On sera amenés aussi a noter x pour un couple (z1,z2), et h(z) = (h(z1), h(z2)).

Dans toute la suite I désignera I'opérateur identité sur C1(Z), I I'opérateur identité sur C*(Z) x

CcL(T).

Les opérateurs contraints sont les opérateurs modifiés de telle facon qu’on ne s’autorise a
prendre que certaines branches, c’est-a-dire a n’utiliser que certaines lettres de 'alphabet.
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Soit J C Z et J C Z. On notera dans la suite 1 7 et 1 ; les fonctions caractéristiques respectives
de J et J, définies par :

15(x) = et 1,0) =

0 sinon = 0 sinon

{1 sizeJ {1 sizeJ

Soit Ho un sous-ensemble fini de . On appellera opérateurs contraints les opérateurs H[14, () ]
et H [1y(7)]. Pour tout h & Ho, h(z) ¢ Ho(Z), et donc, il suffit de faire la somme sur les
branches h € Hy dans la définition de 'opérateur :

H[1y,(7) f] Z W (x)|° f o h(z)
heHop
H, (L fl(w1,22) = Y [sn(@r, 22)[° f((21), h(x2)).
heHo

Les propriétés multiplicatives de la dérivation et des taux d’accroissements font que l'itération
de 'opérateur prend une forme simple.

Soient H; et Hs deux sous-ensembles de H. Calculons :

H: (13, 010,(7) [)(@)
— Y Js@)) fh)

he€H10H2

- Z Z |8hyohy (2)]7 f(h1 0 ha(z))

h1€H1 ho€Ha

= > @ D [sn (ha(@))]* f(hy 0 ha(z))

ha€Ho h1€H1
= > lsn(@) Hy(H1)(ha(z))
ho€Ha

= H, (13,7 ) o Hy(13, (1) ) [ f1(2)-

Ce qui prouve que :
H, [y, ] o H (13, 1) ) = H:(13,095(7) )

et de méme, on montrerait que
H,[134,7) ] 0 Hs(Lp, () -) = H2(Lpyoma(7) *)-

Et en particulier, avec H1 = Ho = H, l'itéré k-iéme des opérateurs pleins, font intervenir
I’ensemble H* de branches inverses :

Lemme 1.8 (composition des opérateurs). Les itérés des opérateurs sont des sommes prises
sur des produits cartésiens de branches inverses. Plus précisément, pour tout n € N*,

= Y |W(@)°f o h(=).

heH™

H [f](z1,22) Z\Shﬂfl,wﬂf(( 1), h(z2))

heH™
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Le lemme suivant fait que l’ensemble B,g (qu’on introduira dans la suite), prend une forme
particulierement simple, et qu’ainsi il n’intervient pas de condition sur les parametres pour
I’étape 2 dans le cas sans mémoire.

Lemme 1.9. Dans le cas sans mémoire, les itérés HY[1], n € N, sont tous des fonctions
constantes. Et plus généralement, H?|[f], ot f est constant sur les intervalles fondamentauzx de
profondeur n, c’est-a-dire constant sur les H"(Z), est une fonction constante.

Démonstration. Par définition :

H"[1)(z) = ) W)
heHn

avec les h' constantes (spécificité du cas affine), donc H,/[1] est une fonction constante.

Pour la version plus précise :

H"[f](@) = Y [W(@)]"f o h(x),

heH™

ou chaque terme de la somme est constant si f est constant sur les intervalles fondamentaux
de profondeur n, car pour tout h € H", les h(z) sont dans le méme intervalle fondamental de
profondeur n. O

1.2.6 Expression de la série de Dirichlet

On a défini (définition la série de Dirichlet associée a une source. Voici comment elle se
relie & 'opérateur de transfert, ce qui justifie I'utilisation des sources dynamiques. La série de
Dirichlet, qui contient I'information sur la source, va étre étudiée avec la théorie spectrale sur
les opérateurs qui la génerent.

On appelle quasi-inverse de I'opérateur G, la quantité formelle (I — G)~!.

Soit F' une distribution. C’est-a-dire qu’en notant f la densité associée :
x
F(x) = / f(t)dt.
0

On note G sa sécante définie par :

Gl = T 5(21) - L /yf(t)dt,

et prolongée par continuité sur la diagonale
G(z,z) = F'(z) = f(2).

Proposition 1.10 (Vallée). Les séries de Dirichlet associées a la source s’expriment comme
limage des puissances de la sécante de la distribution initiale :

Arls) = 37 v, = HEIGY)(1,0).

weXk

A(s)= > p}, = (1-H)'[G*](1,0).

weX*
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Démonstration. On a vu que py = |F(hy(1)) — F(hy(0))]. Il s’agit de faire apparaitre la sécante
G de la distribution F' et le taux d’accroissement de h. Ceci se fait tout naturellement en
écrivant :

hw)(1) = by (0)  F(hp (1)) — F(hp(0))
[w] [w] [w] [w]
F(hp, (1)) — F(hf(0) = . .
(P (1)) = F(hw)(0)) 1-0 iy (1) — Ty (0)
Et donc :
) (1) = Ay (0)|° | F'(hw) (1) = F (b (0) °
s [w] [w] [w] [w] krovs
AS:EPw:E . = H"|G*®|(0,1),
) wesk heH* 1=0 ) (1) = P (0) e
ol on a utilisé le lemme pour reconnaitre HF. O

Dans le cas des systemes sans mémoire, avec éventuellement alphabet infini, les opérateurs
transforment des fonctions constantes en des fonctions constantes (voir lemme [1.9]), et on peut
étudier A(s) directement.

Pour tout = € Z, et pour tout s = ¢ + it, avec o > oy,

I-H,) ') = Y (@)

heH*

= > Y apn--pi)?

keNi,i2,...,ix €N

= > As)

keN
= A(S)v
donc ’étude de Popérateur tangent suffit. Dit autrement A(s) est valeur propre de H pour la
fonction propre 1 et A(s) est valeur propre de (I —Hg)™! pour la fonction propre 1.

On retrouve bien )

A(s) = (I-H,)~'1] = 1—7)\(3)’
avec A\(s) = H[1].

Pour faire le lien avec la suite, on peut aussi établir que pour £ de module 1 et |s| > 1

I—¢H) (@) = D> &> IW@)
keEN  peHE
= Y & > (upin v’
keN 11,82,...,0k EN
= ) (M)
keN
1

1—EX(s)’
Ceci justifie les définitions de Rag(t, &) et Fag(t, &) qu'on prendra dans la suite.

Quand on tente de particulariser aux systémes sans mémoire 1’étude générale des poles du quasi-
inverse qui va suivre, on s’apercoit que les opérateurs mis en ceuvre transforment des fonctions
constantes en des fonctions constantes. Vu que pour tout z € Z, A(s) = (I—Hy)"1[1](x)
(on part d’une fonction constante), on peut donc raisonner directement sur les constantes des
fonctions (les constantes dépendant de s), c’est-a-dire travailler directement sur A(s).

En résumé, on retiendra la particularité essentielle suivante des systéemes sans mémoire.
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Intuition 1.11. Les opérateurs tangents et sécants coincident et sont triviaux dans le cas
des systémes sans mémoire. On peut dans ce cas raisonner directement sur A, sans utiliser
d’opérateurs.

Dans la littérature, on parle surtout de 'opérateur tangent. Il faudra pourtant généraliser des
résultats existants a 'opérateur sécant afin d’avoir des conclusions utiles sur A.

1.2.7 Bonne Classe

Les propriétés de Bonne Classe, assez naturelles en pratique, servent constamment dans les
preuves a venir.

Définition 1.12 (Bonne Classe). On dit que le systéme dynamique (Z,T) complet appartient
d la Bonne Classe si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) il existe p < 1 tel que pour tout h € H™ et pour tout x € Z, |h'(x)| < p", indépendamment
de h et x. On pose alors

p := limsup(max{|h/(z)|; h € H",z € T})'/"

n—oo

Ce coefficient 0 < p < 1 est appelé coefficient de contraction du systéme dynamique de Bonne
Classe;
(ii) 3K > 0 appelée constante de distorsion du systeme dynamique de Bonne Classe, tel
Vh e HVx €T :
[ (@)] < KW (2)];

(i) 3oy < 1 tel que la série Y, 4y sup |W'|7' converge, et on pose

00 = inf {al Vo > o1,y sup|i|7 < 00} :

heH

Ce coefficient est appelé abscisse de convergence du systeme dynamique de Bonne Classe.

On en déduit immédiatement que H,4;; agit sur 'espace des fonctions bornées sur Z, pour
o > o0g. En effet, pour tout g borné sur 7

[ Hotit(9)|]o0 < (Z W\”) 9ll0 < 119]]co-

heH

Par exemple, avec ’algorithme d’Euclide classique, les branches inverses sont indexées par N*,
et on a Vm € N* :

1 1 1
h(z) = W(z)= —— et suplh|=—
@=rs o WO Gy bl =
donc o = 1/2.
Remarquons que les propriétés (ii) et (iii) sont toujours vérifiées dans le cas des sources avec
un nombre fini de branches, et donc o9 = —oo dans la propriété (iii).

Dans le cas des systémes affines (non triviaux), les propriétés (i) et (ii) sont toujours vérifiées.
Plus précisément, le coefficient de contraction est égal & p; < 1 (en supposant les probabilités
rangées par ordre décroissant p; > ps > ...), et la constante de distorsion est nulle (car les
h"” sont nuls). Quant a la propriété (iii), elle est équivalente a l'existence de o < 1 tel que
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Yien P < 00, c'est-a-dire que la série de Dirichlet s — >, pj est d’abscisse de convergence

strictement inférieure & 1. Par exemple, le systéeme affine défini par le vecteur p = ( yr lcl)g2 n) ,
n>1

N _ 1

ot A = En>1 nlogn’

1 .
Z m dlverge.

n’est pas de bonne classe, car pour tout o < 1, la série de Bertrand

Nous allons maintenant donner des conséquences de la définition, qui seront utiles dans toute
la suite, quand on aura a calculer des ordres de grandeur.

Dans toute la suite de la thése, on notera p un réel tel que p < p < 1. Travailler avec un tel
réel, plutét que directement avec p, est rendu nécessaire a cause de la définition de p comme
une lim sup.

Lemme 1.13. Soit (Z,T) un systéme dynamique de Bonne Classe.
Conséquences de la propriété de contraction :
(i) il existe C > 0 tel que pour tout n € N*, pour toute branche inverse h € H"™, |h'(z)| < Cp",
et donc
Vp > p,Yn € N* . Vh e H", |W(z)] < p",

c’est-a-dire que les branches inverses n’ont pas une pente trop forte;
(ii) T est uniformément expansive, c’est-a-dire que les branches du systéme dynamique ne sont
pas trop horizontales :
V5> pvn e N, (T (@) > 5

(7it) Soit n € N* et h € H™. L’intervalle fondamental de profondeur n, h(Z) a une mesure de
Lebesgue qui décroit exponentiellement :

Ih(D)] <P

(iv) soit x1,x9 € Z. Si w1 et xo appartiennent au méme intervalle fondamental de profondeur
n, c’est-a-dire s’il existe n € N*, h € H" et y1,y2 € T tels que

{x1 = h(y1)

T2 = h(y2)

)

alors, |x1 — x| <K p" ou la constante de magjoration ne dépend que du systéme dynamique
considéré.

Conséquences de la propriété de distorsion : Il existe L > 0 tel que
(v) pour tout n € N*, pour tout h € H", on a

1 n

_ sup ¥

L = inf|W|

< L;

(vi) les dérivées des branches en 2 points, sont du méme ordre de grandeur :

|(T7)' ()]
[(T™) ()]

(vii) en désignant par |.| la mesure de Lebesgue, on a pour tout n € N*,

< < L

S

1 /
1< 7 < Y @<L
heH™
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(viii) La sécante sy, est du méme ordre de grandeur que h' :
17 llso < llshlloo < [1[]oc-

Démonstration. (i) D’apres la définition de la limsup, pour tout n € N* assez grand, et pour
tout h € H"
WY <p, etdone |R| <™

La majoration suivante est valable pour tout n € N* pourvu qu’on multiplie le majorant par
une constante qui tient compte du nombre fini de n petits :

| < cpr.

(i4i) 11 suffit d’éerire que [A(Z)| = |h(1) — h(0)| = ] I h’(t)dt‘.
(iv) Les points x; et o sont tous les deux dans h(Z) dont on controle la longueur par (vi).

(v) Le (i) de la définition entraine qu’il existe K > 0 tel que pour Vn € N*,Vh € H", pour
tout x € 7 :
|1 ()] < KW (2)].

En posant L = X, pour tous z,y € 7,

(vii) 11 suffit d’écrire :
I (2)| < Linf [I'] < LIA(1) — h(0)| = L|1(Z)]

et de sommer sur h € H". L’autre inégalité se démontre de la méme fagon.
(viii) Utiliser I’égalité des accroissements finis. Pour tout z € Z avec z1 < 9, il existe ¢ €]x, y|
tel que sp(z) = h/(c).
(ii) et (vi) Les conséquences sur 1" sont basées sur la dérivation d’une fonction composée et le
fait que T™ o h = 1Id.
O

Bien str, les propriétés de la Bonne Classe n’impliquent pas que pour tout h € H*, pour
tout € Z, |h/(x)] < 1 (ou de fagon duale, on n’a pas pour tout n € N*, et pour tout = € Z,
|T'(z)| = 1). Cependant, en un certain sens, le meilleur des cas est atteint en les points fixes
des branches (définition , comme ’explique le lemme a venir.

Dans toute la suite, tous les systéemes dynamiques considérés sont supposés appartenir a la
Bonne Classe.
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Classiquement, en informatique, on cherche a construire des arbres a partir d’une séquence X
de n mots distincts X1, Xo, ..., X, issus d’'un méme ensemble ordonné {2, ou encore a les trier
(dans ce contexte, les mots sont appelés clés). A cette fin, on procede a des comparaisons et
des échanges entre les clés, et le cout usuellement utilisé est le nombre de comparaisons entre
clés. C’est-a-dire que la configuration de I'arbre ou le comportement de 1'algorithme de tri, ne
dépendent que de 'ordre relatif entre les clés. Il est alors suffisant de se restreindre au cas ou
Q={1,2,...,n}.

Dans ce cadre, les analyses des arbres et des algorithmes sont bien connues, que ce soit dans
le pire cas, ou dans le cas moyen.

Mais les mots sont en fait formés de symboles (du méme alphabet), et on s’intéresse ici & un
cotlit plus réaliste : le nombre de comparaisons entre symboles opérées pour construire les arbres
ou par les algorithmes. Il est alors nécessaire d’expliciter comment sont construites les clés. On

o7
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a vu dans le chapitre précédent ce qu’était une source : on supposera dorénavant que les clés
sont des mots produits par une méme source, et sont ordonnées par ordre lexicographique. Le
cout pour comparer deux clés vaut alors la longueur du plus long préfixe entre les clés, a laquelle
on ajoute 1.

Précisément, on va étudier :

» le nombre moyen de comparaisons B effectuées lors de I’exécution de ’algorithme QuickSort,
qui coincide avec la longueur de cheminement en symboles dans ’ABR associé;

» la taille moyenne R d’un Trie;
» la longueur moyenne de cheminement C' dans un Trie.

Notre étude permet de préciser ’asymptotique de ces valeurs moyennes, en donnant un terme
de reste précis.

Dans une premiere section d’algorithmique, on introduit deux structures de données essentielles
pour contenir des mots d’une source : les Tries et les ABR. Apres avoir introduit des modeles
probabilistes adéquats dans une deuxieme section, on conduira I’étude de quelques parametres
essentiels de ces arbres construits, ainsi que du nombre de comparaisons en symboles de ’algo-
rithme QuickSort dans une troisieme section. On aura alors obtenu des formules combinatoires
exactes pour les étudier : des sommes alternées faisant intervenir les probabilités fondamentales.
Un asymptotique sera tiré a la quatrieme section, dédiée a I'analyse.

2.1 Structures étudiées

2.1.1 Algorithme QuickSort et ABR

L’algorithme QuickSort est un algorithme de tri récursif bien connu, rappelé sur la figure
Il consiste a chaque étape a partager les clés a trier selon qu’elle sont plus petites ou plus
grandes qu’un pivot choisi aléatoirement.

Avec I'ABR, on revisite une structure bien connue. Un arbre binaire de recherche (ABR) est un
arbre binaire dans lequel chaque nceud est étiqueté par une clé, et tel que chaque noeud du sous-
arbre gauche ait une clé inférieure a celle du nceud considéré, et chaque nceud du sous-arbre
droit ait une clé supérieure & celle-ci. Un exemple d’ABR est donné a la figure [2.2]

Un ABR sépare les clés par dichotomie. Contrairement au Trie qu’on étudiera a la sous-section
suivante, I'ordre d’insertion des éléments dans un ABR a un influence sur ’ABR construit. Chaque
nceud interne d’un ABR est indexé par une clé.

Si X = (X1, Xo,...,X,) est un ensemble de mots (infinis) produits par 3, alors I’ABR associé
a X est défini récursivement par cette regle :

Définition 2.1 (construction d’un ABR sur un suite de mots).
e Si X est vide, alors ABR(X) est l’arbre vide.
e Si X ne contient qu’un élément X1, alors ABR(X) est une feuille étiquetée X .

e Sinon ABR(X) est formé d’un neeud interne contenant le premier élement X1 de X, auquel
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QuickSort(n,B)

Entrée : B non trié :
P: pivot g

Sortie : B trié

Début

Si n>1 alors n-k

p :=pivot aléatoire dans B
(k,B_,By) :=Partition(B,p)
QuickSort(k — 1, B_)
QuickSort(n — k, By)

FinSi

Fin

L’algorithme Partition(B,p) qu’on ne rappelle pas ici, et dont il existe plusieurs variantes,
modifie son argument B de telle sorte que toutes les clés inférieures a p soient situées avant p
et toutes les clés supérieures a p soient situées apres p.

Fic. 2.1 — L’algorithme QuickSort

sont rattachés les sous-arbres ABR(X ™) et ABR(X ™), ot

)

X_:(Xj2j>2€th<X1)
X+:(Xj:j>2€th>X1)

ou l’ordre sur les mots est l’ordre lexicographique.

L’algorithme QuickSort est équivalent a la construction de I’ABR sur les mots a trier, les pivots
successifs étant les noeuds internes de ’arbre construit.

2.1.2 Trie

Un Trie est une structure d’arbre qui est utilisée comme dictionnaire pour de nombreuses
applications, comme les taches de traitement du texte, et la compression. C’est pourquoi la
structure de Trie est une structure de données majeure en informatique. Voir [28] ou [4§] par
exemple, pour une étude algorithmique de cette structure.

Un Trie compare les mots via leurs préfixes : il sépare les mots suivant les symboles successifs
rencontrés. Chaque nceud interne d’'un Trie est indexé par un préfixe. Si X est un ensemble de
mots (infinis) produits par 3, alors le Trie associé a X est défini récursivement par cette regle :

Définition 2.2 (construction d’un Trie sur un ensemble de mots).
e Si X est vide, alors Trie(X) est l'arbre vide.
e Si X ne contient qu’un élément X, alors Trie(X) est une feuille étiquetée X.
e Sinon Trie(X) est formé d’un neud interne auquel sont rattachés les sous-arbres Trie(X \

ap), Trie(X \ ag),...,Trie(X \ a,), ou X \ a désigne le sous-ensemble des mots de X com-
mencant par a et privés de leur symbole initial (a!).
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H=abab (3) B = abbbbbbaa (6)
O = abba (4)

J =abaa (2)

F = abbbbbbb (8)
N = abbbbbbab (7)

D = bbbaba (15)
E = bbabba (11) K = bbbabb (16)
G=bbaa (10) 1= bbbaab (14)

M = bbbaaa (13)

Cet ABR est construit sur un ensemble aléatoire de 16
mots produits par une source sans mémoire P = (1/3,2/3)

A = abbbbbaaabab B = abbbbbbaabaa C = baabbbabbbba

D = bbbababbbaab E = bbabbaababbb F = abbbbbbbbabb

G = bbaabbabbaba H = ababbbabbbab I = bbbaabbbbbbb

J = abaabbbbaabb K = bbbabbbbbbaa L = aaaabbabaaba

M = bbbaaabbbbbb N = abbbbbbabbaa O = abbabababbbb
P = bbabbbaaaabb

FiGc. 2.2 — Exemple d’ABR sur un ensemble de mots
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B = abbbbbbaa (6) N=abbbbbbab (7)
Ce Trie est construit sur un ensemble aléatoire de 16
mots  produits  par  une  source sans  mémoire P = (1/3,2/3)

A = abbbbbaaabab
D = bbbababbbaab

G = bbaabbabbaba
J = abaabbbbaabb
M = bbbaaabbbbbb

B = abbbbbbaabaa
E = bbabbaababbb
H = ababbbabbbab
K = bbbabbbbbbaa

C = baabbbabbbba
F = abbbbbbbbabb
I = bbbaabbbbbbb
L = aaaabbabaaba

N = abbbbbbabbaa
P = bbabbbaaaabb

(mémes mots que ceux de la figure [2.2)). Les préfixes soulignés sont ceux utilisés pour construire
le Trie.

O = abbabababbbb

Fiag. 2.3 — Exemple de Trie sur un ensemble de mots

Autrement dit, X'\ a; est 'ensemble des shiftés par 1'application de décalage T' sur les mots
(introduite au début du chapitre , des mots commencant par le symbole a;.

C’est-a-dire que par niveau de profondeur, on rajoute une nouvelle lettre a 'arbre et enleve
une nouvelle lettre au mot, et qu’on met suffisamment de branches pour pouvoir discerner tous
les mots.

Pour |X| = n, Trie(X') possede exactement n branches.

2.1.3 Parametres sur les arbres

Voici maintenant les définitions du vocabulaire employé sur les arbres qui sera utilisé dans la
suite :

» la profondeur d’une branche est le nombre de noeuds (internes) qu’elle contient ;

» la profondeur d’un neud est le nombre d’arétes qui le connectent a la racine (par exemple
la racine est de profondeur 0) ;

» la hauteur est la profondeur maximale prise sur I’ensemble des feuilles. Dans le cas des
Tries, la hauteur est une mesure de la distance entre les deux éléments de X les plus
proches : elle est égale au nombre minimum de comparaisons a effectuer pour étre sur de
pouvoir séparer deux éléments (X;, X;) de X quelconques;
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probabilités entropie Trie nombre de

sommets internes

toutes égalent 1/r | maximum | parfaitement équilibré peu
(Inr)
dissemblables plus petite déséquilibré plus

une beaucoup
plus grande tres petite tres déséquilibré beaucoup

que les autres

Etant donné un vecteur p = (p;), on regarde la forme d’un Trie construit & partir de mots issus
de la source sans mémoire de vecteur p.

Fi1G. 2.4 — Influence qualitative de I'entropie sur la forme des Tries

» la longueur de cheminement externe est la somme des hauteurs des feuilles, c’est-a-dire la
somme des profondeurs de toutes les branches. Dans le cas des Tries, cette longueur de
cheminement s’interpréte comme le nombre total de symboles qu’il suffit d’examiner pour
pouvoir distinguer tous les éléments de X'. En divisant par le cardinal de X, on obtient le
cott d’une recherche positive (c’est-a-dire recherche d’un mot effectivement présent dans le
Trie).

Afin de disposer d’une unité de mesure commune, on étudie dans cette these la longueur de
cheminement en symboles pour les ABR, c’est-a-dire des sommes pondérées de hauteurs de
branches ;

» la taille est le nombre de nceuds internes. Dans le cas du Trie, quand on lui ajoute le
cardinal de X, on obtient le nombre de préfixes nécessaires pour séparer tous les éléments
de X. La taille donne aussi une estimation précise de la place nécessaire en mémoire pour
stocker le Trie.

Dans la suite, on étudiera ces deux parametres : taille et longueur de cheminement.

Le nombre de comparaisons de symboles réalisées par QuickSort est égal a la longueur de
cheminement en symboles dans I’ABR des pivots successifs. Ceci est différent de ’analyse « clas-
sique » qui consiste a étudier la longueur de cheminement « classique ».

En fait, la longueur de cheminement dans le Trie dépend de I'implémentation choisie. En effet,
en général, cette longueur de cheminement est la somme de deux composantes : une liée a la
structure de Trie; et 'autre est un cout supplémentaire dua & la traversée des nceuds internes.
On se limitera a étudier la structure de Trie-tableau, pour lequel la bifurcation a un nceud
interne se fait en temps constant (pas de cott supplémentaire di a la traversée des noeuds
internes).

La figure discute de l'influence de I’entropie sur la forme des Tries. Quant aux figures
expérimentales et elles réprésentent des Tries sur des mots tirés aléatoirement.
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Dans chaque arbre sont rangés 30 mots aléatoires.
On compte sur les différents arbres 49, 44, 44, 40, 44 et 41 noeuds internes.

F1a. 2.5 — Tries expérimentaux avec systeme sans mémoire de vecteur p = (0.4, 0.6)
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=_—
—

Dans chaque arbre sont rangés 10 mots aléatoires.
On compte sur les différents arbres 15, 18, 15, 15, 21 et 18 noeuds internes.

F1G. 2.6 — Tries expérimentaux avec systéme sans mémoire de vecteur p = (0.8,0.2)
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Dans chaque arbre sont rangés 20 mots aléatoires.
On compte sur les différents arbres 21, 17, 22, 23, 23 et 18 noeuds internes.

F1G. 2.7 — Tries expérimentaux avec systéme sans mémoire de vecteur p = (0.3,0.2,0.5)
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2.2 Modele probabiliste

2.2.1 Comparaisons entre symboles

Les analyses classiques des algorithmes de tri et de sélection comptent le nombre total de
comparaisons entre clés réalisées. On peut en fait réaliser une étude plus fine, en ne considérant
plus les clés globalement, mais en les considérant comme des mots formés de symboles du méme
alphabet. L’analyse consiste alors & compter le nombre de comparaisons entre symboles, quand
les mots sur lesquels on travaille sont issus d’une méme source.

De plus, pour comparer de fagon sensée les deux structures d’ABR et de Trie, il est nécessaire
de prendre la méme unité de mesure : or, comme on l’a vu, les Tries fonctionnent « symbole
par symbole » (une branche correspond & un nouveau symbole), tandis que les ABR regardent
les clés globalement.

En effet, comparer 2 mots ne prend pas toujours le méme temps. Il s’agit de regarder jusqu’a
quel point ils sont différents.

Ainsi, le nombre de comparaisons entre symboles pour s’apercevoir que

alblt|d|lelz|f]lk|g]ls

est inférieur (pour l'ordre lexicographique) a

alglelg|w|el|lz|n|el|1]|,¢gala2comparaisons,

.. est plus petit que le nombre de comparaisons entre symboles pour s’apercevoir que

alblt|d|le|z|f|k]|qg]ls

N

est inférieur a

al|blt|d|elz|f|k]|qgl|w]|,¢galallcomparaisons,

... parce qu’on a moins de symboles & comparer !

C’est ici qu’apparailt 'importance de la coincidence entre deux mots. Soient deux mots infinis
M =ajas...a;... et M' = biby...b;... dans X°°. On appelle coincidence entre M et M’ le
plus grand indice i tel que les préfixes de taille i de M et M’ coincident, c’est-a-dire :

k = max{i,Vj <i,a; = b;}.

Soient u et v € Z. On notera simplement y(u, v) la coincidence entre M (u) et M (v) (les mots
associés, voir chapitre [1]), qu’on appelera aussi coincidence entre u et v par abus de langage.

Pour comparer A et B de coincidence k, on procede alors a k+ 1 comparaisons entre symboles.

Comment des lors relier la coincidence de 2 mots & notre modele de sources? Ce lien est fait
par la constatation évidente suivante : la coincidence entre A et B est supérieure ou égale a
k, si et seulement si A et B commencent par le méme préfixe de longueur k. C’est-a-dire que
la coincidence entre u et v est supérieure ou égale a k si et seulement si, il existe un préfixe
de longueur k et donc un intervalle fondamental de longueur k, qui contient a la fois u et v,
c’est-a-dire w € T tel que u,v € Z,,. Autrement dit :

Y(u,v) = k<= Jw e XF :u,v € Ty, (2.1)
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2.2.2 Modeéle de Bernoulli

Le but de I'analyse en moyenne de structures et d’algorithmes, est de caractériser la valeur
moyenne de leurs parametres sous un modele probabiliste bien défini qui décrit la distribution
initiale de leurs entrées.

Ici, on adopte le modele général suivant : on travaille avec une suite finie X de mots infinis
produits indépendamment par la méme source. Ce modele est appelé modele de Bernoulli et est
noté (B,,S), quand |X| = n et que la source est notée S.

Une suite dans ce modele est obtenue en tirant aléatoirement n réels x1, s, - ,x, dans l'in-
tervalle Z et en considérant les mots associés X; = M (z;).

2.2.3 Modeéle de Poisson

En pratique, plutot que de fixer le cardinal N de X a une valeur fixe n, il s’avere techniquement
plus facile de considérer que ce cardinal N suit une loi de Poisson de parametre z :

Dans ce modele, N est concentré autour de son espérance z avec une forte probabilité, si bien
que 'on s’attend a ce que z et n jouent des roles similaires. Ce modele est appelé modele de
Poisson, et est noté (P,,S), quand le parametre de la loi de Poisson est z, et la source est notée

S.

Une suite dans ce modele est obtenue en tirant d’abord le cardinal N selon une loi de Poisson,
puis N mots indépendamment a partir de la source S, c’est-a-dire N réels x; uniformément et
indépendamment sur Z, et en considérant les mots associés X; = M (x;).

Tout I'intérét de la loi de Poisson réside dans la compléte indépendance entre ce qui se passe
sur des sous-intervalles disjoints de Z. De plus, le nombre d’éléments appartenant a un intervalle
de longueur p suit une loi de Poisson de parametre zp.

Plus précisément, le lemme suivant (classique) donne les propriétés, dans ce modele de Poisson,
des lois du nombre de mots commencant par des préfixes donnés.

Lemme 2.3. On se place dans le modéle de Poisson (P,,S). Soient w et w' deuz mots finis
sans préfize commun (hormis le mot vide €). Notons Ny, et Ny le nombre de mots produits par
la source et commencant respectivement par w et w'. On obtient

(1) Ny suit une loi de Poisson de paramétre zpy, ;

(ii) Ny et Ny sont indépendantes.

Démonstration. Notons Np_ 1, [ le nombre de mots M (z) produits par le source S, et dont le
parametre x appartient a l'intervalle ]b, c[, dans le modele (P,,S). Et aussi Ng, 1, la méme
quantité dans le modele (B,,S). Enfin, on note Np_ la variable aléatoire égale au cardinal
N = |X| dans le modele (P,,S).

Alors il nous suffit de montrer que :

(1) Np, vl suit une loi de Poisson de paramétre z(c — b).
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A = abbbbba

B = abbbbbbaa

F = abbbbbbb D = bbbaba

E = bbabba

3 comparaisons entre clés sont nécessaires pour insérer F' dans I’ABR ci-dessus (comparaison avec
A, B et C, tandis qu’il faut 16 comparaisons entre symboles :

e 7 comparaisons de symboles pour comparer les clés F et A;

e 8 comparaisons de symboles pour comparer les clés F' et B

e 1 comparaison de symboles pour comparer les clés F et C.

Fia. 2.8 — Hlustrations de principe sur la comparaison entre symboles
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Ceci est montré par le calcul élémentaire suivant :
+o0o
P(Np, jpe = k) = D P(Np, e =kNNp, =n)
n=~k
+oo
= > P(Ng, b=k P(Np.=n).
n=~k
Mais par définition de la loi de Poisson,
z’ﬂ
_ — R
P(Np, =n)=ce e
Et finalement :
=X /n z"
P(Np_ o =k) = > <k,)pk(1 - p)”_ke_zﬁ
n=k ’
_ ipkzk i 1 (1= pyrkzn—t
k! (n—k)!
n=k
—z k
— k_k_ (1-p)z _ 7pz@
P < TR
(43) Si]b, [NV, c'[= @, alors les variables Np_jp, o1 et Np_jyy [ sont indépendantes.
On pose p := b—c et p/ := b — . La propriété est montrée par le calcul élémentaire

suivant. Pour tout k, k" > 0,

n)

zn

n!

+o0
]P)(N'Pz,]b,c[ - k N N'Pz,]b’,c’[ — k‘/) — Z ]P) (N'Pz,}b,c[ — k‘ N N'Pz,}b’,c’[ = ]{,’, N N']Dz —
n=k+k’
+00
= Z P (NBn,]b,c[ = k‘ N NBn,]b’,c’[ = k/) IP)(NPZ = n)
n=k+k’
=X /m\(n—k
_ - k 1k Nn—k—k' —z
- Z <k‘>( % >pp (1-p—p) €
n=k+k’
N *f (L—p—p)2)" "
AT (n—k—K)!
n=k+k’
_ (pz)k(plz)k/ e—ze(l—p—p')z
k!E/
— P (pz)k « efp’z (plz)k,
N k! k'

= ]P(NPZ,]b,c[:k) X P(N'Pz,}b’,c’[:k’)'

Pour conclure (i) et (ii), prendre b = by, ¢ = ¢y, V' = by, ¢ = ¢y

2.2.4 Dépoissonisation

On explique comment passer du modele de Poisson au modele de Bernoulli.
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valeur exacte > valeur exacte

dans le modele de Poisson dépoissonisation dans le modele de Bernoulli

algébrique S(n)=...

\I/ Mellin lRice

- valewrasymptotique T2 valeur asymptotique
dans le modele de Poisson dépoissonisation dans le modele de Bernoulli

S(z) ~ ... analytique S(n) ~ ...

F1G. 2.9 — Stratégies possibles pour I’étude asymptotique

Pour tout n > 0, désignons par S l'espérance d’un certain parametre X dans le modele de
Bernoulli (B,,,S), et pour tout z > 0, par S l'espérance du méme parametre dans le modele de
Poisson (P, S).

On a:

~ 2
9(2) =D Ep(e) (X1 =) P(|X] = 1) = S(n)e "=,

n!
n>0 n>0

d’ou on tire

S(n) = nl[z"](e*S(2)).

Bien sir, le passage de S(z) & S(n) est linéaire, et on a le dictionnaire suivant :

S(z) 5(n)
e 9% (1—a)”
P (n%'k), pour n > k
Zhe—az (n%'k),(l —a)" % pour n >k

Dans la suite, on va « dépoissoniser » sur les formules exactes, c’est-a-dire procéder a la
dépoissonisation algébrique. Signalons pour mémoire qu’on pourrait aussi « dépoissoniser » a
partir des formules asymptotiques obtenues dans la section d’analyse. Ceci est résumé sur le
schéma 2.9
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2.3 Etude exacte des cotits

2.3.1 Sur I’ABR

Le cotut qu’on va étudier est une longueur de cheminement pondérée, qu’on appelle longueur
de cheminement en symboles. Elle est égale au nombre total de comparaisons entre symboles
nécessaires pour construire ’ABR ou trier les données avec QuickSort, et fournit donc une
analyse fine de l'algorithme.

Tout ce qui suit fait 'objet de I’article [6I]. On pourra aussi consulter le travail plus ancien
[19].

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux mots soient
comparés par l'algorithme.

Lemme 2.4. Deux mots M et M’, avec M < M’ sont comparés par QuickSort si et seulement
si M ou M’ est le pivot de plus petite hauteur de lintervalle [M, M'], c¢’est-a-dire que dans
I’ABR. associé au déroulement de l’algorithme QuickSort, ['un des deux éléments M ou M’ est
un neud interne, et a tous les autres éléments de ['intervalle [M, M'] est associé un neud de
hauteur strictement plus grande.

Ainsi par exemple sur la figure N et D ne sont pas comparés, car [N, D] = {N,F,C,D}
dont le pivot de plus petite hauteur est C' £ N, C' # D. En revanche, I et C par exemple sont
comparés, car [C,I] = {C, E, I} dont le pivot de plus petite hauteur est C.

Voyons maintenant comment ce lemme permet de calculer le nombre de comparaisons effectuées
par QuickSort.

Toute paire de mots de la source étant de la forme (M (u), M(t)) avec 0 < u < ¢t < 1, il est
commode d’introduire le triangle 7 = {(u,?) : 0 < u <t < 1}.

On a (& un ensemble de mesure nulle preés sans importance pour U'intégration, car on a pris Zy,
ouvert), d’apres [2.1]

>0=J @uxL)
went

et donc
Tnhz0= T ot Ty = (TyxTy)NT
wext

Le triangle 7, est appelé triangle fondamental de préfixe w, et est construit sur l'intervalle
fondamental Z,, =|by,, Cy|.

Dans la suite, on utilisera largement les carrés fondamentaux (un triangle fondamental est
un demi-carré fondamental). Ainsi par exemple, 'ensemble Z(¢,3,6) est la réunion de tous
les Z,, x Z,, avec w de profondeur n(f,t) associé & une branche inverse h € H(t,3,9) (voir
chapitre [7)).

Sur la figure [2.10] sont représentés un systéme dynamique affine et les triangles fondamentaux
correspondants pour différentes profondeurs.

Pour calculer le nombre de comparaisons effectuées par un algorithme (QuickSort pour nous,
mais la méthode est générale), il s’agit d’associer une densité ¢ a cet algorithme.

Définition 2.5. Pour tous u,v tels que 0 < u < t < 1, les densités (Zz(u,t) et ¢n(u,t) sont
définies par les propriétés suivantes :
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Sur cette figure sont représentés un systéeme dynamique affine (p = (2/7,1/7,1/7,3/7)), ainsi
que les 7, pour respectivement |w| = 1, |w| = 2, |w| = 3 et |w| = 4, pour une densité initiale
uniforme.

Fia. 2.10 — Triangles fondamentaux sur un exemple

b (u,t)dudt est égal au nombre moyen de comparaisons entre deuz mots M(u') et
M), ou v € [u,u+ du] et v' € [v,v+ dv], effectuées par ’algorithme sur une suite
X dans le modéle (P, S).

On(u, t)dudt est égal au nombre moyen de comparaisons entre deux mots M(u') et
M(t"), ou v € [u,u+ du] et v € [v,v+ dv|, effectuées par ’algorithme sur une suite
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X dans le modéle (B, S).

Le nombre de comparaisons va alors s’exprimer comme une somme sur les mots de la source
(on sent arriver la série de Dirichlet) de 'intégrale sur un triangle 7,, de la densité introduite.
C’est-a-dire qu’on regarde pour chaque paire de mots possibles, combien de fois ils vont étre
comparés en moyenne.

Le lemme suivant exprime le lien entre le nombre de comparaisons et la densité de I'algorithme,
et explicite la densité dans le cas de I'algorithme QuickSort.

Pour toute fonction g intégrale sur le triangle unité Z, on définit I'intégrale :

Z/ (u,t)dudt.

wed*

Lemme 2.6. (i) Le nombre moyen de comparaisons effectuées par l’algorithme A de densité

b (resp. ¢.) dans le modeéle (B, S) (resp. (P.,S)) est I[¢n] (resp. I(¢s)).
(1) Dans le modéle de Poisson (P,,S), la densité de l'algorithme QuickSort est donnée par
la formule suivante :

b (u,t) =222 f1((t —u)z) on f1(0) =0"2[e? —1+4]

Démonstration. (i) La preuve est faite dans le modele de Bernoulli et identique dans le modele de
Poisson. Le nombre de comparaisons entre les deux clés M (u) et M (v) est ¢y, (u,t), et le nombre
de comparaisons entre symboles pour chaque comparaison entre ces deux clés est v(u,t) + 1.

Donc le nombre de comparaisons entre symboles nécessaires pour comparer deux mots M (u)
et M(t) est v(u,t) 4+ 1, et donc, le nombre moyen de comparaisons entre symboles est :

S(n):/T[’y(u t) 4 1] (u, t)dudt = [[Zlhut (0 + 1) by (u, t)dudt.

020

En utilisant I’identité classique :

YDy =) Lz,

£>0 >0

et le théoreme d’interversion de Fubini, on obtient :

/¢n u,t)dudt » " 1 = Z/ 1 (uty>0 Dn (U, t)dudt.

020 £>0

Mais on a vu que :
7N [’7 = €] = UwEEZTUH

et donc :

/ Ly (u,t) 0 Pn(u, t)dudt = / b (u, t)dudt
T

wext
et comme
¥ = U0 Uyese {w},
on obtient finalement :

S(n) / ¢ (u, t)dudt.

weD*
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(74) Soit u < t, et deux mots fixés issus de la source, associés respectivement aux réels u’ et t'.
Le nombre moyen de couples de clés (M (u'), M(t')) tels que v’ € [u,u+du] et t’ € [t,t+dt], est

zdu - zdt = 22dudt,

car les intervalles sont disjoints, et on utilise le lemme [2.3

Conditionnellement au fait que les mots M (u’) et M(t') sont tirés dans la séquence X (pour
que les mots soient comparés, encore faut-il qu’ils soient tirés!), les deux mots M (u') et M (¢)
sont comparés si et seulement si M (u') ou M (t') est le pivot de plus petite hauteur de 'intervalle
[M(u"), M(t')]. Comme il y a 2+ Ny, [ pivots potentiels dans cet intervalle, la probabilité que
M(u') et M(t') soient comparés est :

2 2
24 Ny~ 24 Ny

Finalement, le nombre moyen de comparaisons entre des mots M (u') et M(t'), avec u' €
[u,u+ du] et t' € [t,t + dit] est :

222
————dudt,
24+ Ny
d’ou I'expression de la densité
~ 222 1w, (2t —w)*
St = 25 9N L e GE—W)
En écrivant par exemple :
1 B 1 _ 1
(k+2)k! (k+1)!  (k+2)
on obtient :
3 1 (e(t—w)* 3 (2(t —uw)* 3 (2(t —u))*
| | |
= k42 k! = (k+1)! = (k+2)!
1 1
_ z(t—u) 1 z(t—u) 1 — 2(t —
2(t —u) ( ) 22(t — u)? < # u))
1
— o o z(t—u)
%@—u?(gﬁ w) = 1) et 1)

d’out on déduit que :

d

Par un calcul simple, on peut en déduire la série alternée annoncée pour ’espérance E(z) de la
longueur de cheminement en symboles B d’un ABR dans le modele de Poisson (P,,S). En effet,
le lemme précédent nous dit que :

B(z) = I(¢-).
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On commence par développer f1 en série entiere,
I(6.) = T(22At- u)-))
—142z(t —u)
= 2
> / = u)2 dudt

weX*

zt
:2Z/Zk'(t ddt

wer* Tw k>2

Puis, en utilisant le théoreme d’interversion de Fubini, on obtient :

7(s.) = 222/’ Wdudt

On calcule a part par changement de variable

Pw k
k 2 k 2 Dy
t = dudt = ———
/w( dud / / udt = =1y

donc finalement :

[e’e) Zk . 2
= ;2(_1)kw3(k)]d ol wp(k) = m/\(k)‘

La proposition suivante, simple application de la formule de dépoissonisation de la sous-
section donne Pexpression du cotit moyen B(n) de QuickSort dans le modele de Bernoulli
(Bp,S).

Proposition 2.7 (Vallée, Clément, Fill, Flajolet, [61]). Soit S une source, et on considére le
modéle de Bernoulli (By,,S).
L’espérance de la longueur de cheminement en symboles B d’un ABR dans ce modéle est alors :

[e.9]

B<n>=Z<Z)<—1>ka<k>, oil wp(k) =

k=2

2

G

2.3.2 Sur le Trie

Pour I'analyse des Tries pour les sources générales, le lecteur pourra consulter [I5].

Pour I'analyse des Tries pour des sources plus simples ou pour des textes généraux, le lecteur
pourra consulter notamment les textes suivants : [51], [34], [20], [32], [31], [33], [40], [50], et [49].

Le lemme suivant exprime la propriété fondamentale de la structure de Trie.

Lemme 2.8. Soient w € ¥* et X un ensemble de mots infinis. L’arbre Trie(X') contient un

neud interne étiqueté par w, si et seulement si le préfize w est partagé par au moins deuxr mots
de X.
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La taille R du Trie est alors égale au nombre de préfixes partagés par au moins deux mots,
c’est-a-dire que tout préfixe w qui étiquette un nceud interne, se voit attribuer un cout égal a 1 :

ﬁ@=E<§jm@Q=§jMM»m.

weD* wer*

Quant a la longueur de cheminement C' dans le Trie, elle est égale a la somme prise sur tous
les noeuds internes de leur hauteur c¢’est-a-dire que tout préfixe w qui étiquette un noeud interne,
se voit attribué un cott égal a sa hauteur :

C(z)=E ( > Ny 1Nw>2> = E(N,) — P(N, = 1).

weD*

Mais d’apres le lemme on sait que sous le modele (P(z),S), Ny, suit une loi de Poisson de
parametre p,,z. Ceci nous permet de conclure sur les cotts moyens dans le modele de Poisson.

L’espérance de la taille R d’un Trie est donnée par la formule :

Rz)= 3 1= (L+zpu)e .
weD*

Quant a espérance de la longueur de cheminement C' d’un Trie (implémentation Trie-tableau)
dans ce modele, elle vaut :

C(z) = Z 2Py (1 — e *Pv).

weX*

La proposition suivante, qui donne les expressions des colits moyens R(n) et C(n) dans le
modele de Bernoulli, est alors une simple application de la formule de dépoissonisation de la
sous-section 2.2.41

Proposition 2.9 (Clément, Flajolet, Vallée, [15]).
Soit S une source. On se place dans le modéle de Bernoulli (B,,,S).
L’espérance de la taille R d’un Trie dans ce modéle est alors :

R(n) = Z 1—(1—=pw)" —npu(l _pw)n_l-
wex*

Quant a l’espérance de la longueur de cheminement C d’un Trie (implémentation Trie-tableau)
dans ce modele, elle vaut :

C(n) = Z (npw(l - (1 —pw)"_l) )

wEeEX*

2.3.3 Schéma général

On va donner l'expression exacte des cotits en fonction de A(s), la série de Dirichlet de la
source.

On observe que les expressions dans le modele de Bernoulli des quantités étudiées ont toutes
la méme forme, qu’on donne ici (déja écrit pour la longueur de cheminement B dans 1’ABR).

Théoréme 2.10 (forme générale pour I’étude des parametres étudiés).
Soit S une source. En notant
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» B la longueur de cheminement en symboles dans U’ABR, qui coincide avec le nombre de
comparaisons entre symboles pour ’algorithme QuickSort ;

» R la taille du Trie;

» C la longueur de cheminement dans le Trie,

dans le modéle de Bernoulli (B,,,S), pour T = B, R ou C, expression exacte du coit T est

donnée par une formule du type :

T = 1 ()0,

k=2

ot wr est une série de Dirichlet qui dépend de 'algorithme analysé et de la source, et est appelée
série de Dirichlet mixte. Pour les paramétres étudiés, on a :
A
, A
s(s—1)

wr(s) = (s —1)A(s)

g

o

w
I

Démonstration. La formule pour B a déja été obtenue a la proposition
De plus, on avait trouvé a la proposition :

= Z 1- (1 _pw)n - npw(l _pw)nil-
weD*

En développant grace a la formule du binéme on obtient :

o g () )

weD* k=0

- Z(Eom(gomo)
_ w%*k22<—1>’“pfu (:21)- ()

k—1) pr

wED*

e
- S

La formule pour C' est obtenue de fagon analogue. O

Il
?T‘
N
> 3
\_/

A ce stade, on a obtenu des formules exactes. Un travail supplémentaire est nécessaire pour en
tirer I'asymptotique des parametres étudiés.

2.4 Analyse asymptotique des cofts

Cette section est une section d’analyse. Dans la section précédente, on est arrivé a des formules
combinatoires exactes (sommes alternées), dont on veut maintenant tirer une asymptotique.
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T V4 P
7 V3
1 2 3 4 n oo
¢ | d
-T| Y2

FiG. 2.11 — Contour pour la preuve de la formule de Rice

2.4.1 Passage dans le plan complexe

Il s’agit d’estimer la somme alternée obtenue au théoreme Pour cela, on utilise la formule
de Rice. On pourra consulter par exemple [43] et [44].

Lemme 2.11 (formule de Rice). Soit S(n) une série numérique qui s’écrit :

S(n) = zn: (Z) (~1)*w(k) pourn > 2.

k=2

On suppose que w est analytique et de croissance polynomiale d’ordre au plus r, sur R(s) > C,
avec 1 < C' < 2.
Alors, S(n) admet une représentation de Nérlund-Rice, valable pourn >r+1etC <d <2 :

_ d+i00
Stm) = —%

20

n!
deioo w(s)s(s —1)...(s—n)

(= e I'(n+1)I'(—s)
2 /d ) Tmr1-s) &

ds

—100

Démonstration. On applique le théoreme des résidus au contour dessiné et a la fonction s —
w(s)ﬁ'(s_n) Et ensuite, on fait tendre successivement T' — oo et o9 — +o0o. Pour la
preuve, on pourra voir par exemple [43], [44] ou [23].

O
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2.4.2 Discipline des sources

Dans ce qui précede, on a transformé ’expression du colGt moyen sous forme d’une somme
alternée, en une intégrale sur une droite verticale du plan complexe. Il s’agit maintenant de
donner une expression asymptotique de cette intégrale, en déplagant le contour d’intégration
vers les petites parties réelles (donc dans l'autre sens). Seulement, il faut prendre garde & éviter
les poles de w.

La preuve de la formule de Rice consistait a passer d’'une somme de résidus a une intégrale
dans le plan complexe. Ici, on fait le travail inverse : ce sont les résidus dus au pole en s = 1, et
éventuellement aux autres poles proches de {f(s) = 1}, qui vont fournir le terme principal dans
I'asymptotique des parametres étudiés. Il apparait alors crucial de connaitre la localisation des
pOles de w et donc de A, et d’en connaitre une zone sans pole avec croissance polynomiale la
plus grande possible.

C’est pourquoi, il nous faut envisager les comportements possibles des fonctions wp, wg, et
we a gauche de la droite verticale R(s) = 1 c’est-a-dire de A. Les comportements considérés
dans les définitions suivantes apparaissent naturellement pour une large classe de sources. Voir
la figure pour une illustration.

On commence par définir ce qu’est une source disciplinée sur un domaine R.
Définition 2.12. Soit R une région qui contient le demi-plan R(s) > 1. Une source S est dite
R-entropique si A(s) est méromorphe sur R avec un pole en s = 1, simple, de résidu égal a
Uentropie h(S) (définie en (1.1])).
Une source est R—disciplinée si :
1. elle est R-entropique ;
2. A n’a pas d’autre péle que s =1 dans R ;

3. A a une croissance polynomiale dans R quand |s| — +oo.

Ensuite, selon la forme du domaine R, on distingue les sources S-disciplinées et H-disciplinées
et périodiques : les sources S-disciplinées et H-disciplinées n’ont pas d’autre pole que s = 1 sur
R(s) = 1, contrairement aux sources périodiques.

Définition 2.13.

» On dit que la source est S-disciplinée d’abscisse ¢, si elle est R-disciplinée, avec R = {s :

R(s) >1—6}.

» On dit que la source est H-disciplinée d’exposant «, s’il existe § > 0 tel que que la source
est R-disciplinée, avec R = {s : R(s) > 1 — min(é, &)}

» On dit que la source est périodique s’il existe § > 0 et 7 > 0 tels que
{teR: A aunpoleens=1+it} =7Z
et la source n’a pas d’autre péle dans la bande {1 — 0 < R(s) < 1}.

On peut pour le moment s’interroger sur la pertinence de I’appellation « périodique » pour ce
type de source. En fait, on peut montrer que ces sources sont exactement celles pour lesquelles
la valeur propre dominante A de 'opérateur de transfert est périodique de période it (voir le
chapitre [6] d’analyse fonctionnelle).

Le théoréeme (B) montrera qu’il n’y a que deux comportements possibles pour la série de
Dirichlet A(s) associée a une source dynamique :
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7

F1a. 2.12 — Contour pour I'asymptotique de T'(n)

» ou bien elle est périodique, et posséde une bande sans pole a gauche de {f(s) = 1};
» ou bien 1 est le seul pole sur {R(s) = 1} : les sources S-disciplinées et H-disciplinées en
constituent un cas particulier.

On peut des maintenant décrire le comportement des différentes fonctions @ en s = 1 pour les
différents parametres, dans le cas d’une source entropique.

» la série de Dirichlet wp(s) associée a la longueur de cheminement en symboles dans I’ABR, a
un pole d’ordre 2 (pole d’ordre 1 pour A(s) avec un facteur S_% qui ajoute 1 a l’ordre du pole) ;

» la série de Dirichlet wpr(s) associée a la taille R du Trie, a un pole d’ordre 0 (la singularité
en s = 1 de A(s) est compensée par le facteur s — 1, et wpr(s) n’a qu’une singularité « ap-
parente » en s =1);

» la série de Dirichlet we(s) associée a la longueur de cheminement C' dans le Trie, a un pole
d’ordre 1.

2.4.3 Conclusions pour I’étude des coiits

Le résultat de cette section, dont on ne donne pas la preuve ici, montre le lien qui existe entre
les parametres de la zone disciplinée (ordre, abscisse, exposant) et le comportement de I'intégrale
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~ : |
X ]
b %
*oox | x X
X X % §<
x X : X X
> 5 X XX
% ‘ X A
- : ] % v X ¥
périodique S-disciplinée H-disciplinée

F1G. 2.13 — Différents comportements naturels pour A(s)

de Rice, et partant le comportement asymptotique des parametres étudiés. Il existe en fait un
dictionnaire qui transfere les propriétés de discipline de la source en propriétés asymptotiques
pour T'(n).

Le théoreme suivant rassemble et précise des résultats déja obtenus dans [61] et [58] en donnant
un énoncé global de 'asymptotique des différents cotuts étudiés, comme somme d’un terme
principal dont 'ordre de grandeur ne dépend pas de la source entropique, et d’un terme de reste
qui dépend de la zone sans pole obtenue pour A.

Théoréme 2.14 (Clément, Fill, Flajolet, Vallée). L’asymptotique des différents cotits étudiés
pour une source entropique S, est de la forme T'(n) = Pp(n) + E(n). Le terme principal fait
intervenir ’entropie sous la forme :

1 1
n, Pc(n) = ——=nlogn+an, Pg(n)= —=nlog®n+bnlogn + cn,

Prln) = hS) W)

1
h(S)
ot a, b et ¢ sont des constantes qu’on me précise pas ici. Le terme de reste E dépend de la
discipline de la source,

O(n'=%) pour § < &g

si la source est S-disciplinée d’abscisse d;
O (nexp[—(logn)?]) pour a <1/(ag+ 1)

st la source est H-disciplinée d’exposant ay;
nP(logn) +O(n'=%)  pour § < &y

si la source est périodique d’abscisse d.

\

ot P est une fonction périodique (de faible amplitude).

Démonstration. La preuve consiste en une application du théoreme des résidus, pour pouvoir
déplacer le contour d’intégration vers la gauche, au-dela de 1. Plus précisément, si w(s) est de
croissance polynomiale sur une région U, la droite d’intégration R(s) = d peut étre déplacée
vers la gauche jusqu’a une courbe C, incluse dans la région U, en prenant en compte les résidus
aux poéles qui se trouvent dans U.
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. Plus précisément, on a

wr(s)

s —

Le terme principal fait toujours intervenir I'inverse de ’entropie

1
h(S)

I'n, ot k est Pordre du pole s = 1 dans la série de Dirichlet

1 k— :
un terme en mnlog (voir

figure , en l'occurence :

» k = 3 pour la longueur de cheminement en symboles B dans I’ABR ;
» k =1 pour la taille R du Trie;
» k = 2 pour la longueur de cheminement C' dans le Trie.

Reste a préciser ce qu’on choisit comme courbe U.
» Dans les cas d’une source S-disciplinée ou périodique, la courbe C est une droite verticale
d’équation

{%(8) =1- 6}7

avec 6 < dg.
» Dans le cas d’une source H-disciplinée, la courbe C est prise d’équation

{?R(s) - %min <50, ti) } .

Le reste de la preuve, non reproduite ici, mais qui peut étre trouvée par exemple dans [5§]
(mais elle est treés analogue & ce qu’on fait dans la partie , chapitre , consiste a évaluer
I’'intégrale

I'(n+1I'(-s)

n!
/cw(s)s(s_1).“<3_n)ds:/cw(s) Fn+1-5s) ds.

qu’on prouve bien de la forme annoncée dans le théoreme. ]

Soient f méromorphe sur 2 ouvert de C et x € Q2 un pdle de f.

multiplicité localisation définition Resg—y2° f(s)
simple X = o réel f(s) = ’845‘2 x7A(x)
k>1 X = o réel f(s)= (ﬁi))k 27 (Inz)*1A(x)
simple X =0 +it non réel | f(s)= f£2 x% Py (x)A(x)
k>1 X = o + it non réel | f(s) = % 27¢(x)(Inz)* 1 A(x)

ol
e A holomorphe autour de x ;

, . 27
o ¢i(x) = 2™ = "7 est périodique en In(z) de période <

F1a. 2.14 — Dictionnaire pole / contribution dans 'asymptotique

Attention : le terme d’erreur n’en est pas vraiment un dans le cas de la taille du Trie, nP(logn)
rentrant dans le terme principal.

Ce résultat prouve donc que, du point du vue du nombre de comparaisons entre symboles,
I’ABR est moins efficace que le Trie.
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A ce stade de la these, j’ai exposé différentes conditions de discipline qui ont été mises en
évidence sur les sources dynamiques, et qui permettent de donner une asymptotique précise des
différents parametres étudiés sur les arbres construits a partir de mots de la source. La suite de
la these va consister a exhiber des conditions suffisantes pour pouvoir assurer la discipline de la
source. Au chapitre suivant, on verra comment aborder les preuves de discipline. Le chapitre
présente des conditions géométriques suffisantes obtenues par Baladi et Vallée ([5]) & la suite de
travaux fondateurs de Dolgopyat. Ensuite le chapitre [5| présente des conditions arithmétiques
également introduites par Dolgopyat, et qui permettent de formuler les principaux résultats de
cette these.
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Chapitre 3

Approches de la discipline d’une
source dynamique
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Dans ce qui précede, on a introduit les différents parametres étudiés sur les Tries, et les
ABR/QuickSort. On a prouvé que espérance moyenne de ces parametres était égale a une
somme alternée, et grace a la formule de Rice, on a transformé cette somme alternée en une
intégrale dans le plan complexe.

On a ensuite vu qu’une description fine de la géométrie des poles de la série de Dirichlet A(s)
permettait, via le théoréeme des résidus, d’obtenir une asymptotique fine de I’espérance de ces
parametres pour une source générale.

Des lors, quelles conditions suffisantes imposer pour garantir le bon comportement de A(s)
dans le cas particulier d’une source dynamique de la Bonne Classe?

On a vu a la proposition [I.10], que la série de Dirichlet s’exprime comme le quasi-inverse de la
sécante de la densité initiale, c’est-a-dire :

A(s)= ) i =1 —-H,)'G"](1,0).

wED*

Soit G un opérateur sur un certain espace fonctionnel. On dit que 7 est une valeur spectrale de
G, si G —n I n’est pas inversible. On note Sp(G) l'ensemble des valeurs spectrales de G, qu’on
appelle spectre de G. On dit que 7 est une valeur propre de G si G —nI n’est pas injective,
c’est-a-dire §'il existe une fonction f non identiquement nulle telle que G[f] = nf.
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Le quasi-inverse (I—H,)~! est alors défini si et seulement si 1 n’est pas une valeur spectrale de
G. C’est-a-dire qu’étudier les poles de la série de Dirichlet revient a étudier les valeurs spectrales
de H,. Plus précisément, partout ou le quasi-inverse est défini, A n’a pas de pole.

On verra en fait, que pour la Bonne Classe, la partie supérieure du spectre est formée de
valeurs propres isolées (théoreme (A)). Cela montre que si 1 est valeur propre de Hy, alors A a
un pole en s. Et réciproquement, si 1 n’est pas une valeur propre de Hy, alors A est bien défini
en s.

En revanche, on ne peut pas assurer a ce stade ni I'analycité, ni la croissance polynomiale, ni
une zone sans pole a gauche de $(s) = 1 pour A. On va donc chercher & renforcer le fait que 1
n’est pas une valeur propre de H;.

Ceci permettra alors d’assurer que F(«)¢ est borné pour un certain « (voir définition a
venir).

Dans ce chapitre, on étudie précisément les liens entre les valeurs propres de H et M.

3.1 Intuition sur le cas sans mémoire

Dans ce qui suit, on va étudier le cas particulier des systemes sans mémoire avec alphabet fini,
ce qui nous fournira une indication pour le cas général.

On a vu que dans le cas d’un systéme sans mémoire, on pouvait étudier directement A(s), qui
prend une forme particulierement simple (voir [1.4). On est donc amenés a résoudre 1'équation
suivante :

As)=> pi=1 (3.1)
k=1

Bien siir s = 1 est solution. On cherche alors & savoir s’il y a d’autres solutions sur la droite
{R(s) = 1}. Supposons que s = 1 + it vérifie \(1 +it) = > _, pp 7" =1 (avec S5 _; p = 1).
L’égalité s’écrit aussi :

r
Zpkeztlogpk _ 1,
k=1

D’apres la réciproque de I'inégalité triangulaire, ceci n’est possible que si pour tout k,

elt log pi = 1.

On a donc montré 'implication
r .
Zpk(p}f ~1)=0 = Vkec{l,...,r},pif =1,
k=1

c’est-a-dire qu’il suffit de travailler composante par composante.
Pour les systemes sans mémoire, ceci implique que tlogp; est un multiple de 27 pour tout k,
log py;

et donc tous les
log p1

sont rationnels. On verra le cas général dans la suite.
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Maintenant, si on suppose que 1 est le seul pole sur R(s) = 1 et qu’on cherche des solutions s =
o +it, avec o proche de 1, alors on peut montrer qu’on doit avoir chacun des pét simultanément
proche de 1.

C’est-a-dire qu’on doit avoir simultanément
_ 2qm _ 2qem o 2qm
| log p1 [logpa|” | log pr|

(3.2)

)

avec q1,q92,...,q, € 7.

C’est-a-dire que pour tout k tel que 2 < k < 7, le rationnel g /q; doit étre une bonne approxi-
mation du réel log py/log p;.

Cela motive le traitement déparé des deux cas suivants :

» tous les rapports log pr/log p1 sont rationnels;

» tous les rapports log py/log pi ne sont pas rationnels. Dans ce dernier cas, on examine s'ils
sont bien approximables ou non par des rationnels.

Plus généralement, on pressent que :

Intuition 3.1. Dans le cas général, on peut travailler composante par composante, c’est-a-dire
qu’on va transposer une égalité d’une somme sur les branches inverses, en une éqgalité sur chaque
terme.

3.2 Retour au cas général

3.2.1 L’opérateur composante M,

L’opérateur Hj;; qui s’exprime comme une série, n’est pas tres maniable. Nous allons plutot
utiliser 'opérateur composante M; qu’on introduit des maintenant. Il s’avere que My a les
mémes valeurs propres (& inversion pres) que Hyi;; comme on le verra dans le théoreme (A).
La suite repose sur I’étude de ces valeurs propres.

Commencons par définir I’opérateur-composante M.
Définition 3.2. M;[u](z) = |T'(z)[" - uo T(z).
T(z1)=T(x2) | T T .
M, [u](z) = ‘zl‘_m w(T(z1), T (x2)) SZ' Ty # T2
M, [diag u|(x1) sinon.

L’opérateur ainsi défini est continu sur le diagonale comme le prouve le lemme suivant.

Lemme 3.3.
diag M, [F](z) = lim M. [F](z,y) = M[diag F](z)

C’est-a-dire que la encore, 'opérateur sécant est une restriction de 'opérateur tangent, qui en
est un prolongement « continu ». A l'avenir, on pourra étre amenés a écrire seulement le cas
générique ol x # y tout en étant conscient qu’un petit effort d’écriture supplémentaire serait
nécessaire pour écrire les choses compléetement.

Comme pour H, la composition se déroule bien, parce que dérivées et sécantes se composent
bien.
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Lemme 3.4. Pour tousn € N*,u € CY(Z), etx €T :
M [u](z) = [(T")' ()] - wo T"(2).
Pour tous n € N*,u € CH(Z x I), et (z1,72) € I :

T7(21) — T™(2) |"
Tl — T2

M7 [u](z1, 22) =

u(T" (1), T" (22))-

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n. Supposons que
M [ul(z) = [(T") (x)[" - uo T"(2).
Alors par définition :

My [u)(z) = M [My[u]] (2)

= (1) (@)|" - Mi[u] o T"(2)
= (1) (@)]" - |T"(T" (2))|u o " (x)
|(Tn+1)l(x)‘zt . Tn+1(x).

Le lemme suivant donne une propriété élémentaire importante de 'opérateur M :

Lemme 3.5.
Soit n € N*.

Pour tout u € CY(T), pour toute branche inverse h € H™, et pour tout y €I, on a :

M [u)(h(y)) = I (y)| " u(y).

Pour tout u € Cl(I x T), toutes branches inverses h1,hy € H", et pour tout Yy = (y1,y2) € 72,
on a:

M?[y] (a(y)) = ’hl(y;i = Zj(yz) -

En particulier, pour tout h € H", et pour tout y € Z,
My [l (B(y)) = [sn ()| (4) -
Démonstration. Pour le tangent :

My [u](h(y)) = (1) (h(y)[*uo T" (h(y))

u(y)-

avec T"(h(y)) = y.

Pour le sécant :

T™(h1(y1)) — T™(ha(y2)) [* .
7 (y1) — ha(ya) u (T (1)), T" (ha(32)))

avec T"(hi(y1)) = y1, T"(ha(y2)) = y2. O

M7 [u](h1(y1), ha(y2)) =

On peut également énoncer le lemme suivant évident, qui est le pendant pour M du lemme

Lo

Lemme 3.6. Soitn € N. Dans le cas affine, les itérés M} [1], sont tous des fonctions constantes
sur les intervalles fondamentaux de profondeur n.
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3.2.2 Théoréme (A)

Le théoreme suivant fait le lien entre le spectre de Hj 4 et celui de My, et va nous permettre
d’étudier les singularités de A(s). On en tirera de nombreuses conséquences, notamment le
théoreme (B) a la section suivante, qui décrit les deux seuls comportements possibles de la
source vis-a-vis des poles sur {R(s) = 1}.

Théoréme (A). On considére un systéme dynamique (Z,T) de Bonne Classe. Soient un réel
to # 0 et un nombre complexe 1, avec |n| = 1.

Les fonctions propres continues de My, associées a ) sont de module constant, et les fonctions
propres continues de M, —associées a n sont de module constant sur la diagonale.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) s (n—Hs)™! a une singularité en s = 1 + ity ;
(b) n est une valeur propre de Hi i, ;

(c) = est une valeur propre de My, .

On obtient un théoréme un peu plus faible pour opérateur sécant.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(d) s (n—H,)"! a une singularité en s =1+ ity ;

(e) n est une valeur propre de Hy ;. .
Et dans ce cas, n~' est une valeur propre de My, (mais on n’a pas la réciproque comme pour
lopérateur tangent).

Enfin, sin =1, alors l’assertion

(f) la série de Dirichlet A a une singularité en s = 1 + itg.
implique (d) et (e).

Les deux spectres sont donc inverses I'un de ’autre.

Ce théoreme sera prouvé a la section [6.3] car la preuve qui utilise les propriétés spectrales des
opérateurs, ne peut pas encore étre faite ici.

L’absence de réciproque pour 'opérateur sécant préfigure les difficultés qu’on rencontrera dans
la preuve de la H-discipline (pour 'opérateur sécant) dans la suite (chapitre .

Et donc, voici comment on va approcher les poles de A :

Intuition 3.7. Pour connaitre la géométrie des poles de A, on va étudier les valeurs propres
de Mt-

3.3 Géométrie des poles de A

3.3.1 Théoréeme (B)

Le théoreme suivant montre que la source ne peut avoir que deux comportements possibles
vis-a-vis des poles de A sur {R(s) = 1}.

Théoréme (B). La série de Dirichlet A(s) associée a une source dynamique de Bonne Classe n'a
que deuxr comportements possibles :

» le cas apériodique : pas de pdle autre que s =1 sur la droite {R(s) =1} ;
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périodique apériodique
Fia. 3.1 — Sources périodiques et apériodiques
» le cas périodique : il y a une infinité de poles sur {R(s) = 1} et ceux-ci sont disposés

périodiquement, c’est-a-dire qu’ils forment une suite s = 1 + ik, avec T > 0. Chacun de
ces poles est simple. Et il existe dg > 0 tel que A n’ait pas de péle sur le domaine

{s:1—=00 < R(s) <1}

Démonstration. On part de la démonstration du théoreme (A). On montre que les ¢ convenables
ont une structure de groupe. Je ne reproduis pas la preuve ici. Voir par exemple [56], proposition
9. O

3.3.2 Démarche générale

On va donner dans les deux chapitres qui suivent, deux conséquences de la périodicité d’un
systeme, a savoir :

» la conjugaison a un systéme sans mémoire (conséquence géométrique, voir chapitre [4]) ;
» la rationalité (conséquence arithmétique, voir chapitre [5)).

Réunies, ces deux conditions nécessaires sont suffisantes pour la réciproque, c’est-a-dire la
périodicité de la source.
La suite du travail consiste & renforcer la contraposée, c¢’est-a-dire trouver des conditions suffi-

santes sur le systéme pour avoir un systeme apériodique avec des bonnes propriétés, c’est-a-dire
une bonne géométrie des poles de la série de Dirichlet A. En 'occurence :

» la condition UNI permet de montrer que le systeéme est S-discipliné (renforcement géométrique).
Ceci constitue des travaux de Baladi, Cesaratto et Vallée (voir [5] et [12], inspirés par Dol-
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gopyat ;

» les conditions DIOP permettent de montrer que le systeme est H-discipliné (renforcement
arithmétique).

Cette these étudie les conditions DIOP. La démarche générale de la preuve est résumée a la

figure
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>

ﬁ/é&s UN KENFO‘QCEMEN'T
DE (A coNTRstee

|

Sur cette figure est représentée la démarche générale pour I’étude des sources. On met en
évidence les contraposées qu’on renforce, dans les domaines géométrique et arithmétique.

F1G. 3.2 — Démarche générale pour ’étude de la discipline des sources
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On commence par le premier type de condition suffisante annoncée pour assurer un bon com-
portement des poles. Issu d’un important travail fondateur de Dolgopyat (voir [16]), la condition
UNI a d’abord permis la rédaction de larticle [5], qui travaille sur Popérateur tangent. Ce travail
a été adapté par Cesaratto et Vallée a 'opérateur sécant, ce qui leur permet de prouver que la
source est S-disciplinée (voir [12]). Pour une autre généralisation d’UNI, voir [4].

4.1 Systemes conjugués affines
Pour parler de la premiere conséquence, quelques mots d’abord sur les systemes conjugués.

Définition 4.1. On dit que le systéme dynamique (Z,T1) est conjugué au systéme dynamique
(Z,T5) sl existe ¢ bijection de T dans T telle que :

YpoTiop ™t =T,
On dit que la conjugaison est de classe CF si1p et =1 sont de classe C*.

On dit que le systéme de shift T est conjugué a un systéme a branches affines s’il est conjugué
avec un systéme T,g d branches affines.

Un systeme et son conjugué ont le méme nombre de branches, et si h; est une branche inverse
de T, alors hg = 1 o hy 0 ¢~ est une branche inverse de Tb.

93
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En effet :

(Tyotp)ohyoyp™
YoTy)ohiotp!
Yo (Tiohy)or™?
oy

= Id.

Tyo(hohyotp™t)

On peut alors regarder les classes d’équivalence des sources pour la relation de conjugaison. Et
notamment on s’intéresse a la classe des sources conjuguées a une source affine donnée. On va
donner des définitions équivalentes de ces sources « conjuguées sans mémoire ». Ces définitions
équivalentes sont intéressantes pour ’étude du spectre.

La définition équivalente (i7) constitue ce que Brigitte Vallée appelle source similaire a une
source sans mémoire dans [56]. Elle conjecture que les sources similaires & une source sans
mémoire coincident avec les sources sans mémoire (équivalence entre (i7) et (#i7) dans la propo-
sition qui suit), et ceci est prouvé par Chazal et Maume ([14) proposition 3.7]).

Proposition 4.2. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le systeme dynamique (Z,T) est CF1-conjugué a un systéme a branches affines.
(ii) Il existe f >0, f € CF(T), tel que pour tout h € H* branche inverse, il existe d(h) > 0 tel
que pour tout z €0, 1],

|1 (2)[f o h(z) = d(h) f (), (4.1)
et de fagon équivalente, pour tout x € Ip,
T'@)If o T(@) = o/ (2). (42)

(iii) Il emiste t € R, t # 0, et g € C*(T) avec |g| = 1, tels que pour tout h € H* branche
inverse, il existe e(h) € C, |e(h)| =1, tels que pour tout z € ]0, 1],

[P (x)["g o h(z) = e(h)g(x), (4.3)
et de facon équivalente, pour tout x € Ip,

T ()| g 0 T(x) = e(lh)gm. (4.4)

De plus, si (iii) est vrai pour une valeur particuliére de t, alors (iii) est vrai pour tout t € R.

Les systéemes pour lesquels on peut imposer e(h) = 1 pour tout h, sont en fait les systemes
périodiques, et dans ce cas, ’ensemble des t valides forme un sous-groupe discret de R.

Démonstration. On prouve d’abord 1'équivalence de (i) et (ii). Soit h une branche inverse.
On suppose que le systeme est C¥+1 conjugué & un systéme & branches affines. Alors il existe 1)
bijection de classe C*T! telle que 1ohot)~! est la branche inverse d’un systeme affine ¢’est-a-dire
que pour tout y € 7 :

bohoy ™ (y) = d(h)y +d(h).
Soit € Z. En prenant y = 1(z), on obtient :

~ —~

o h(z) = d(h)p(z) + d(h),
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et en dérivant par rapport & x, on obtient alors :
W' o h(z) - h'(z) = d(h)Y'(2).

En prenant f = |¢/| et d(h) = ‘éi(h)

En itérant on obtient que [4.1] est vrai pour une branche inverse de profondeur quelconque. Le
point de vue dual avec T est obtenu facilement (dérivation d’une fonction composée).

, on a alors le résultat souhaité.

On prouve la réciproque en remontant la démonstration dans ’autre sens.

On prouve maintenant 1’équivalence entre (i7) et (iiz). Supposons d’abord que est vraie. Il
existe t € R, t # 0, et g € C¥(Z) avec |g| = 1, tels que pour tout h € H*, il existe e(h) € C,
le(h)] = 1, et pour tout z € ]0,1] :

T (2)["g 0 T(x) = —~g(x).

Ecrivons g = €', e(h) = (") avec § € C*(T), et u(h) € R. C’est-a-dire qu'’il existe une fonction
¢ & valeurs dans Z, constante sur chaque 7, qu’on notera £(h), telle que :

itlog |T"(z)| + 60 o T(x) = i0(x) — iu(h) + 2il(h)m
(en réalité, ¢ dépend a priori de x et h, mais par continuité, seulement de h), soit :

Ly )

log |T" ()| + %9 o T(x) = ~0(x) Lt

t t

On conclut en prenant exponentielle et en posant f = e/t > 0, f € C¥(Z) et d(h) = e((h)=2t(M)m)/t,

La réciproque se fait en reprenant la démonstration dans 'autre sens. On commence par
prendre le logarithme dans . Il existe f > 0, f € CF(Z) tel que pour tout h € H*, il existe
d(h) > 0, tels que :

log |T" ()| +log f o T'(x) = log f(x) — logd(h),

(tout est réel, donc pas de déphasage 2i¢r en plus), et donc on obtient pour tout ¢t € R :
itlog [T (x)| + itlog f o T'(x) = itlog f(x) — itlogd(h).
Pour n’importe quelle valeur de ¢ et de £(h), on peut trouver u(h) telle que :
—tlogd(h) = —p(h) + 2¢(h)m,

et on pose g = f et e(h) = M), O

On va considérer différents exemples, en prenant différentes fonctions f dans I’équation

Exemple 1 : f = 1. Alors pour tout h € H, |h/(z)| est constant, c’est-a-dire h/(z) constant,
et donc on retrouve les systémes a branches affines (sans mémoire).
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Exemple 2 : f(z) =x. Alors pour tout h € H, il existe d(h) > 0 tel que : pour tout = € 7 :
W (@)|h(z) = d(R) - =

Si la branche est croissante, I’équation différentielle devient :

qui se résout en :

qui se résout en :

h(z) = /K (h) — d(h)x?.

Par exemple, avec 7; =]0,1/6], Zo =]1/6,1/3], Z3 =]1/3,1], en prenant la premiere branche
croissante, et les 2 autres décroissantes, on obtient :

hi(z) =1/6 x z;
ha() = 31— 32
hs(z) = /1 — Ba?

(les équations & résoudre sont hi(0) = 0, hi(1) = 1/6, ha(0) = 1/3, ha(1) = 1/6, h3(0) = 1,
h3(1) =1/3).
Et donc :
sur Zy;

6z
T(z) =< 4/3(1 —922) sur Io;
(

1—22) surZs.

0[O | Lolw
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Exemple 3 : f(z) = 22. Alors pour tout h € H, il existe d(h) > 0 tel que : pour tout z € T :

|B/(z)|h(z)? = d(h) - 2.

Si la branche est croissante, I’équation différentielle devient :

qui se résout en :
h(z) = /K (h) + d(h)z?.

Si la branche est croissante, I’équation différentielle devient :

qui se résout en :

Par exemple, en écrivant Z comme la réunion de Z, :]#, 2%[ pour n > 0, en prenant les
branches d’indices pairs croissantes et les branches d’indices impairs décroissantes, on obtient
pour tout k > 0

Et donc :

3 82k+1 3_1
IR R sur Zop
T(x)

3/8(1—82k+143 )
ST e Ty
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4.2 Condition nécessaire pour la périodicité

Proposition 4.3. Si le systéme est périodique, alors il est C*-conjugué & un systéme sans
meémoire.

Démonstration. D’apres le théoreme (A), si le systéme est périodique, alors il existe ¢ty > 0 tel

que 1 est valeur propre de Hy,, c’est-a-dire qu'il existe f € C1(Z) de module 1 telle que pour
tout n € N*, pour tout h € H", et pour tout z € Z :

W ()" f o h(z) = 0" f ().

La proposition prouve alors que le systeme est conjugué a un systéeme sans mémoire. O

4.3 Renforcement de la contraposée et condition UNI

Les conditions UNI fournissent une premiere condition suffisante sur le systéme, pour que la
source soit apériodique avec de bonnes propriétés. Un systeme UNI est un systeme dans lequel

les branches ont des formes tres différentes les unes des autres. On commence par définir une
notion de proximité entre les branches.

Définition 4.4. Soient h et k deuzx branches inverses de méme profondeur. On pose pour tout

r €L,
(P
st = ()

h// ]{7”
W(flf) - ﬁ(x)

A = inf|y) — inf
(h, k) ;relllt/)h,k(x)l inf

Pour h € H™, et n > 0, on note :

J(h,n) = U k(I).

keH™ , A(h,k)<n
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On donne maintenant la définition des systemes UNI.

Définition 4.5 (Systemes UNI). Soit (Z,T) un systéme dynamique de Bonne Classe, avec un
coefficient de contraction p. On dit qu’il satisfait les conditions UNI (Uniform Non Integrability)
si chaque branche inverse de T se prolonge en une fonction de classe C3, et :

(a) pour tout a (0 < a < 1), pour tout n € N*, et pour tout h € H", on a

[ J (R, p)] < p™
(0) Q= sup{|[¢} ()[;n > 1,h,k € H",z € T} < o0.

La condition (a) nous dit que la somme des longueurs des intervalles fondamentaux associés
aux branches proches de h, est de 'ordre de la longueur maximale des intervalles fondamentaux
de profondeur n. Elle peut se reformuler en

Vp telque p<p<1,3C >0 telque VneN*" VheH" |J(h,p")|<Cp".

Pour les systemes dynamiques a branches affines, tous les A(h, k) sont nuls, et donc
Vn > 0,vn € N*,Vh € H", J(h,n) =T.

En fait, méme les systemes conjugués a un systeme a branches affines ne peuvent pas étre UNI,
comme ’énonce la proposition suivante. C’est-a-dire qu’UNI est bien un renforcement du fait
que le systéme n’est pas C?-conjugué & un systéme a branches affines. Les systémes UNI qu’on
a introduits, sont en un certain sens, le contraire des systéemes sans mémoire.

Proposition 4.6. Une source C2-conjuguée a une source a branche affine n’est pas UNI.

Ceci constitue la proposition 1 p. 366 de [5], dont on reprend la preuve.

Démonstration. Soient h,k € H™. Alors il existe f € C*(Z) tel que la relation est vraie pour
les deux branches h; et ho. On prend alors le logarithme de chaque membre en posant f = log f,
et on dérive. On obtient :

H@| a L),
i + o h(@) W) o)
W (2) + flok(x) K (x)= F@)’
et donc
' h/,(CE) B ‘k//(m) ‘
W(x) K (x)

= [P on@) W)~ F o) K)

< W@ |[Fohte) — T ok(@)| + W(@) ~ K@) - IF o k)],
donc pour n assez grand, et pour p > p, pour tous h, k € H",
A(h,k) < p",

et donc si n est assez grand : J(h, p") = Z ce qui prouve que le systéme n’est pas UNI. O
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Maintenant qu’on a expliqué que la condition UNI constituait un renforcement du fait que
le systéeme n’est pas conjugué-affine, mentionnons des travaux qui prouvent que la condition
UNTI suffit & prouver une tres bonne discipline de la source.

» Dolgopyat, repris et explicité par Baladi et Vallée ([5]) a montré que sous la condition UNT,
le quasi-inverse de l'opérateur tangent pouvait étre prolongé analytiquement sur une bande
a gauche de {R(s) = 1} avec une croissance polynomiale.

» Vallée et Cesaratto ([12]) ont montré que sous la condition UNI, alors la source était S-
disciplinée. Ceci constitue une condition géométrique sur la forme des branches.

Théoréme 4.7 (Dolgopyat, Baladi, Cesaratto, Vallée). Considérons un systéme dynamique
UNI de Bonne Classe. Alors il existe dg > 0 tel que les quasi-inverses des opérateurs tangents
et sécants, respectivement sur (C*(Z), || ||1.1) et (CY(Z x I),||-||1,1), ainsi que la série Dirichlet
A(s), ont un péle simple en s = 1, n'ont pas d’autres singularités sur le demi-plan {5p < R(s)}
et ont une croissance polynomiale sur {dp + € < R(s)} pour tout € > 0.

C’est-a-dire que la condition UNI est une condition suffisante pour la S-discipline de la source.

Les espaces fonctionnels et les normes qui interviennent dans ce théoreme sont précisés au
chapitre [6]
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Ce chapitre est consacré au deuxieme type de condition suffisante annoncé pour assurer un
bon comportement des poles du quasi-inverse des opérateurs et de la série de Dirichlet : cette
fois il s’agit de conditions arithmétiques sur les branches, qui permettent de conclure que la
source est H-disciplinée.

5.1 Arithmétique sur les branches

Dans cette section, on va introduire les systemes rationnels. On va donner deux conditions
nécessaires, c’est-a-dire deux conséquences, a la rationalité d’un systeme. Réunies, les condi-
tions nécessaires prouvées (2-rationalité et conjugaison a un systéme sans mémoire exposée au
chapitre [4| précédent) sont suffisantes pour la réciproque.

5.1.1 Points fixes

Chaque branche inverse étant bijective (la branche inverse associée au préfixe w est bijective
de Z,, dans |0, 1[), elle possede un unique point fixe, ce qui donne lieu & la définition suivante.

101
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Définition 5.1. Pour tout h € H*, on note h* l'unique point fixre de h. C’est-a-dire que h* €
h(Z) vérifie la relation
h(h*) = h*.

Les points fixes vont jouer un role essentiel dans la suite.

En effet, d’apres le théoréme (A), i est une valeur propre de Hy, s si et seulement si ! est

une valeur propre de M;. En considérant une fonction propre f, cela a lieu si et seulement si
pour tout n > 0, pour tout h € H" et pour tout z € 7 :

W (@) 7" f(x) = 07" f o h(),
et ce qui évalué en h* donne :
|1 ()| T f () = 07" f o h(h*) = 07" f(BY).
Mais d’apres le théoréeme (A), f est de module constant, donc en divisant par f(h*), on obtient :

| ()"0 = n. (5.1)

Dans le cas de 'opérateur sécant, toujours d’apres le théoreme (A), si 1 est une valeur propre
de Hy, alors =1 est une valeur propre de M, (sans réciproque). En notant [ une fonction
propre de Hy ¢, diag f est alors une fonction propre de My, de module constant.

Alors pour tout z € Z, pour tout n € N*, et pour tout h € H" :
|1 ()|~ diag f(h(z)) = n "diag f(2).
En particulier pour z = h*, comme diag f est de module constant et on retombe sur
Ceci est le point de départ pour prouver le théoreme (C).
5.1.2 Rapports considérés

Définition 5.2. Soient hy, ho, hs trois branches inverses de profondeur respectives p(hi), p(hs)
et p(hsg). On considére les rapports suivants (quand ils existent) :

_loal L, elhs) _ loglhh(3) | p(hn)
Ty R (% R CH A CH [ )

_ clln) ~ elhs) _ o4 ()| ~loglFh(A3) _ p(hs)
o2 8) = ) = lha) ™ o B (1) — o 1h3)] ~ pla)

Soient d € N* et h € ‘H*. On notera
) —ho...0h

(h composé d fois avec lui-méme).

D’abord une remarque sur la valeur de la dérivée d’'une composée au point fixe.

Lemme 5.3. Soit h € H* et d € N*. Alors h* est le point fize de h(® et
h(d)/(h*) _ h/(h*)d
Pour tout h € H*, pour tout d € N*,

(WD) = c(h).
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Démonstration. La preuve est faite par récurrence sur d. Supposons que pour un certain d > 0,
KD (h*) = 1/ (h*)<.
Alors,
h(d+1)’<h*) _ h(d)/(h(h*))h’(h*) _ h(d)/(h*)h’(h*) _ h’(h*)dh'(h*) _ h/(h*)dﬂ_

La deuxieme partie du lemme est une simple réécriture en se servant des nouvelles définitions.

g

Ce lemme montre qu’on peut se ramener a des branches de méme profondeur quand on
considere les propriétés d’approximabilité.

En effet, soient hy et hy deux branches inverses de profondeur respectives p(h1) et p(hz). On
note n = ppcem(p(hi),p(hs2)), et dy, do, tel que n = dip(hy) = dap(hsa). Alors hy = hcll1 et
hy = hd2 sont de méme profondeur n, et vérifient :

c(hi,he) =c¢ (El,ﬁg) .

Et de méme avec trois branches. Si hi, ho et h3 sont trois branches inverses, on peut trouver
h1, ho, hg de méme profondeur telles que :

¢ (hy, ha, hg) = ¢ (%1,%2,%3) .

Bien sir, les propriétés de la Bonne Classe (lemme n’impliquent pas que pour tout
h € H*, pour tout x € Z, |h'(z)| <1 (ou de fagon duale, on n’a pas pour tout n € N*, et pour
tout @ € Z, |T'(z)| > 1). Cependant, en un certain sens, le meilleur des cas est atteint en les
points fixes des branches, comme ’explique le lemme suivant :

Lemme 5.4. Soit n € N*. Pour tout h € H™, |h/(h*)| < p™ < 1 et donc ¢(h) < p.

Démonstration. Par Pabsurde, supposons qu’il existe n € N* et h € H" tels que |h/'(h*)| > p".
Alors il existe p > p tel que |h/(R*)| > p™.

D’apres le lemme [5.3] pour tout & € N*, on a alors

! x * n
()| = ) >

Ceci montre que
. k} / l/kn R
lim sup [h®)"(h*) > p
k—+o00

et donc la définition de la Bonne Classe est contredite.

Pour prouver c(h) < p, il suffit de prendre le log et de se ramener & la définition. O

Pour motiver les définitions particulieres au cas des systemes sans mémoire, retenons ce principe
général pour la suite, qui sera justifié dans les lemmes et
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Intuition 5.5. Dans le cas des systéemes sans mémoire, on peut toujours se limiter a étudier
des branches de profondeur 1.

La sous-section [3.1] nous laisse penser que ’analogue des p; du cas sans mémoire, est joué par
les |R}(h})| ol h; est une branche inverse de profondeur 1 et A} son point fixe.

Définition 5.6. Soient i, j, k trois indices de branches inverses de profondeur 1. On considere
les quantités : ca (i), cag(i,7) et cag(i,7,k) définies comme suit :

. . log p;
Caﬁ(l) = 710gp’ia Caﬂ“(la]) = E};a
i

_ log p; — log py,

L5, k) == .
Caff(%.% ) logpz_logp]

La définition est bien un cas particulier de la définition générale, car toute branche inverse
affine est de dérivée constante (voir assertion [1.5)).

Le lemme suivant donne le ¢ d’une branche inverse affine de profondeur > 1, en fonction des
Caft de ses composantes.

Lemme 5.7. Soit h = hiohgo---oh, une branche inverse affine de profondeur p, chacun des
h; étant une branche inverse affine de profondeur 1 indexée par k;. Alors

P

c(h) = car (ki)

i=1

Démonstration. Découle des propriétés additives du logarithme et de la formule de dérivée de
Leibniz. O

5.2 Conditions nécessaires pour la périodicité

On va traiter dans cette section de 'approximabilité par des rationnels des rapports qu’on vient
d’introduire, et on va voir comment relier ces propriétés d’approximabilité avec la périodicité
de la source.

Dans toute la suite, on notera
) ; 5 Yaatod_di — 1.
» |z]| Uentier le plus proche de z, c’est-a-dire |z] := [z + 5];

» et {r} =z — |z] sa partie fractionnaire centrée, c’est-a-dire le représentant de = dans l'in-
tervalle | — 1/2;1/2] modulo 1 (si on suppose que = ¢ Q, alors {z} ¢ Q).

5.2.1 Rationalité

La généralisation naturelle de I'intuition donnée a la sous-section [3.1]| s’écrit :

Définition 5.8. On dit que le systeme dynamique est 2-rationnel si pour toute profondeur p,
pour tout hy € HP, il existe ¢ € Z (dépendant de hi), pour lequel {qc(hi, ha)} = 0 pour tout
hy € HP.

On peut écrire les définitions équivalentes suivantes :
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Proposition 5.9. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le systéeme dynamique est 2-rationnel ;

(ii) pour toute profondeur p, il existe hy € HP, tel que tous les éléments de l’ensemble {c(hq, hs) :
ho € HP} sont rationnels avec un dénominateur commun ;

(iii) pour toute profondeur p, pour tout hy € HP, tous les éléments de l’ensemble {c(hy, he) :
he € HP} sont rationnels avec un dénominateur commun.

Démonstration. On commence par prouver ’équivalence de (i) et (ii¢). Supposons que le systéeme

est 2-rationnel, et soit p > 0 et h; € HP. Alors il existe ¢ € Z tel que pour tout he € HP,
{qc(h1, ha)} = 0. Autrement dit, ge(hy, ha) € Z, c’est-a-dire qu’il existe g € Z tel que

c(hy,hy) = =.

Q)

Donc tous les ¢(hq, ha) sont rationnels avec ¢ comme dénominateur commun. II suffit de remonter
les arguments pour prouver la réciproque.

Prouvons maintenant ’équivalence de (iii) et (ii). Bien évidemment, (iii) implique (i7). Sup-
posons que (i) est vrai. Soient p > 0, et h; et hy deux branches inverses de HP. D’apres
(41), il existe hg tel que c(ho, h1) et c¢(ho, he) sont rationnels avec un dénominateur commun ¢,
c’est-a-dire qu’il existe g1 et ga tels que :

c(ho, h1) = %;
C(h(), hg) = %2
Et donc (hohs) G
C )]
C(hth) _ 0, 2 q2

c(ho, 1) @
c’est-a-dire que les éléments de ’ensemble {c(h1, h2), ha € HP} sont rationnels avec un dénominateur
commun (c’est q1). O

Dans le cas d’un nombre fini de branches, on peut écrire encore d’autres définitions équivalentes
plus simples, qui ne font pas intervenir de dénominateur commun :

(i) le systéme dynamique est 2-rationnel;

(ii) pour toute profondeur p, il existe h; € HP, tel que tous les éléments de ’ensemble
{c(h1, h2) : he € HP} sont rationnels ;

(iii) pour toute profondeur p, pour tout h; € HP, tous les éléments de ’ensemble {c(hq, h2) :
ho € HP} sont rationnels.

Il suffit pour s’en convaincre de prendre le ppcm d’un nombre fini de dénominateurs.

On définit ensuite les systemes 2-irrationnels :

Définition 5.10. Un systéme dynamique 2-irrationnel est un systéme dynamique qui n’est pas
2-rationnel.

On peut les caractériser a l’aide de la proposition suivante :

Proposition 5.11. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le systéeme dynamique est 2-irrationnel ;
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(ii) il existe une profondeur p, telle que pour tout hy € HP, il existe un élément de l’ensemble
{c(h1,he) : he € HP} qui n’est pas rationnel, ou bien tous les éléments de cet ensemble
sont rationnels, mais sans dénominateur commun ;

(iii) il existe une profondeur p, et une branche inverse hy € HP, telles qu’il existe un élément
de l’ensemble {c(hi, ha) : ha € HP} qui n'est pas rationnel, ou bien tous les éléments de cet
ensemble sont rationnels, mais sans dénominateur commun.

Dans le cas sans mémoire, on peut donner une définition équivalente plus simple.

Lemme 5.12. S’il existe ig € N* et g € Z*, tels que pour tout k € N*,

{qcag (io, k) } = 0,

alors, le systeme est 2-rationnel.

Démonstration. Notons hg la branche inverse affine de profondeur 1 indexée par ig. Soit p > 0.
Il suffit de montrer que pour tout h € HP, tous les c(hf), h) sont rationnels avec dénominateur
commun. En effet, on peut se contenter de faire la preuve avec ce seul hy = hl et la propriété
sur ¢(hy, h) sera vérifiée pour tout hy € HP comme expliqué plus haut.

En notant p la profondeur de hy, d’apres le lemme précédent, c(hg, h) est de la forme :

PCat (o) Caft (%0

c(ho, h1) = 2iy Can (ki) _ Z Caﬁ(kzg _ anﬁ(io,ki)-
=1

Or d’apres 'hypothese, tous les cg(ip, ki) € Q avec le méme dénominateur, ce qui permet de
conclure. O

On a donc montré que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la source sans mémoire est 2-rationnelle;

(7i) il existe ig tel que tous les cag(ig, j) sont rationnels avec dénominateur commun ;
(#i7) pour tout ig, les ca(io, j) sont tous rationnels avec dénominateur commun.

On définit aussi de fagon analogue la 3-rationnalité, qui fait une hypothese sur 3 branches
inverses au lieu de 2.

Définition 5.13. On dit que le systéme dynamique est 3-rationnel si pour toute profondeur
p, pour tous hi,he € HP, il existe ¢ € 7 (dépendant de p, de hy et de hy), pour lequel
{qc(h1, ha, hs)} = 0 pour tout hy € HP.

On peut écrire les définitions équivalentes suivantes :

Proposition 5.14. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le systéme dynamique est 3-rationnel ;

(ii) pour toute profondeur p, il existe hi,hy € HP, tel que tous les éléments de l’ensemble
{c(hi,ha,h3) : hg € HP} sont rationnels avec un dénominateur commun ;
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(iii) pour toute profondeur p, pour tous hi, he € HP, tous les éléments de l’ensemble {c(hy, ha, h3) :
hs € HP} sont rationnels avec un dénominateur commun.

Démonstration. On commence par prouver 1’équivalence de (7) et (iii). Supposons que le systéme
est 3-rationnel, soient p > 0 et hy, ho € HP. Alors il existe ¢ € Z tel que pour tout hy € HP,
{qc(h1, ha, hs)} = 0. Autrement dit, gc(h1, ha, hs) € Z, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Z tel que

C(hh h27 h3) =

QY

Donc tous les ¢(hi, he, hg) sont rationnels avec ¢ comme dénominateur commun. Il suffit de
remonter les arguments pour prouver la réciproque.

Prouvons maintenant ’équivalence de (ii7) et (i¢). Bien évidemment, (i¢4) implique (i7). Sup-
posons que (i) est vrai. Soient p > 0, et hi, hy et hs trois branches inverses de HP. D’apres
(i), il existe hgp et hoa tels que c¢(ho1, ho2, h1), c(hoi, hoz, he) et c(ho1, hoz, h3) sont rationnels
avec un dénominateur commun ¢, ¢’est-a-dire qu’il existe g1, ¢ et g3 tels que :

c(hot, ho2, h1)
c(hot, hoa, ho) =
c(hot, hoz, h3) =

NN N

Et donc R
¢(hn, ho, h) = c(hor, hoz, h3) — c(hoi, hoa, 1) a3 =
c(hot, ho2, h2) — c(hot, ho2, h1) @ — @
c’est-a-dire que les éléments de l'ensemble {c(hy,ha, h3),hs € HP} sont rationnels avec un

dénominateur commun (c’est g2 — q1). O

Dans le cas d’un nombre fini de branches, on peut écrire encore d’autres définitions équivalentes.
(i) le systeme dynamique est 3-rationnel;

(ii) pour toute profondeur p, il existe hi,ho € HP, tel que tous les éléments de I’ensemble
{c(h1, h2,h3) : hg € HP} sont rationnels ;

(iii) pour toute profondeur p, pour tous hy, hy € HP, tous les éléments de ’ensemble {c(hy, ha, h3) :
hs € HP} sont rationnels.

La encore, il suffit pour s’en convaincre de prendre le ppcm d’un nombre fini de dénominateurs.

On définit ensuite les systemes 3-irrationnels :

Définition 5.15. Un systéeme dynamique 3-irrationnel est un systéeme dynamique qui n’est pas
3-rationnel.

On peut les caractériser & ’aide de la proposition suivante :

Proposition 5.16. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le systéme dynamique est 3-irrationnel ;

(ii) il existe une profondeur p, telle que pour tous hy, he € HP, il existe un élément de l’ensemble
{c(h1,ha,h3) : hg € HP} qui n’est pas rationnel, ou bien tous les éléments de cet ensemble
sont rationnels, mais sans dénominateur commun ;
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(iii) il existe une profondeur p, et deux branches inverses hi,ha € HP, telles qu’il existe un
élément de ’ensemble {c(hi,ho,h3) : hs € HP} qui n'est pas rationnel, ou bien tous les
éléments de cet ensemble sont rationnels, mais sans dénominateur commun.

Voici maintenant le lien entre 2-rationnalité et 3 rationnalité. Ce lien ne subsistera pas entre
2-DIOP et 3-DIOP.

Lemme 5.17. Un systéme 2-rationnel est aussi 3-rationnel.

Démonstration. Soient hy et hg deux branches inverses.
Alors par définition :

C(hl) — C(hg) _ 1-— C(hl, hg)
C(hl) — C(hz) 1-— C(hl, hg) '

c(hi, ho, hg) =

Si on suppose que le systeme est 2-rationnel, alors il existe g1 € N tel que pour tout hg, il
existe g3 € N tel que c¢(hi, hg) = q3/q1, et il existe ¢a tel que c(h1, ha) = g2/q1-

C’est-a-dire qu’on obtient :

_ 43

c(hi,ha, h3) = o DB

1-2 g —q

Quand hq et hy sont fixés, le dénominateur g; — g2 est commun.

Le lemme suivant est ’analogue du lemme [5.12] pour la 3-rationalité dans le cas des systemes
sans mémoire :

Lemme 5.18. S’il existe ig,i1 € N* et ¢ € Z*, tels que pour tout k € N*,
{qcag (io, i1, k) } = 0,
alors, le systeme est 3-rationnel.

Démonstration. Notons hg et hi les branches inverses de profondeur 1 indexées par ig et iy.
Soit p > 0. D’apres la proposition pour montrer que le systéme est 3-rationnel, il suffit de
montrer que pour tout h € H*, les c(hg, hY, h) sont rationnels avec un dénominateur commun.

En notant p la profondeur de h, d’apres le lemme précédent, c(hg, hq,h) est de la forme :

DCaft (10) - ZZ 1 Caff - aFf - Caﬁ &
c(ho, ha, h) = Z Z i (io, 11, k

peatt(i0) — patr (i1) — ca(io) — cagi (1
Or d’apres 'hypothese, tous les ca(ig, i1, ki) € Q avec le méme dénominateur, ce qui permet
de conclure. O

On a donc montré que les conditions suivantes sont équivalentes :

(7) la source sans mémoire est 3-rationnelle;

(71) il existe ig, i1 tel que tous les ca(ip, 91, k) sont rationnels avec dénominateur commun ;
(#i7) pour tous ig, i1, les cag(io, i1, k) sont tous rationnels avec dénominateur commun.
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Définition 5.19. Dans la suite, on parlera de rationalité et d’irrationalité de la famille p
de probabilités associée a un systéme sans mémoire, et non plus seulement de rationalité et
d’irrationalité du systéeme dynamique. Et quand on parlera de rationalité ou d’irrationalité d’une
famille, il s’agira de 2-rationalité.

Ainsi, des familles de probabilités comme (%, %), (%, i, %), (%, %, %), et (o~ 1,9072), avec ¢ le
nombre d’or, sont rationnelles.

Donnons a titre anecdotique les premiers termes de la série de Dirichlet associée a cette derniere
famille (o1, ¢ ~2). Le nombre d’or est solution de I’équation en X, X?—X —1 = 0, et on retrouve
les nombres de Fibonacci...

A(s) =

1 B 1 s
8 13
<5g0+3> * <8g0+5> +

5.2.2 Un contre-exemple pour bien comprendre la définition

11 faut étre prudent, car dans le cas général, si ’'alphabet est infini, tous les c(h, k) peuvent étre
rationnels (avec h fixé et k qui varie, de méme profondeur), sans que le systéme soit 2-rationnel.
Terminons cette partie en donnant un contre-exemple dans le cas sans mémoire.

Supposons qu’on ait un pdle autre que s = 1 sur {R(s) = 1}. C’est a dire qu’on a
A14idt)=1

pour t # 1, ce qui s’écrit encore
+0o0
1+6t
>t =1
k=1

Ceci n’est possible que si chaque terme de la somme a méme argument, c’est a dire que pour
tout k, il existe g € Z, qi # 0 tel que cag(k)t = 2mqy. Et donc nécessairement tous les cag(k, 7)
sont rationnels. Mais, I’existence des vecteurs (q1,¢o, ... ) n’est pas garantie.

it avol . . o ) . voi .

En fait, avoir tous les c,g(k, j) rationnels est une condition nécessaire pour avoir d’autres poles
que s = 1 sur R(s) = 1, ou, ce qui revient au méme, une condition nécessaire pour avoir A(s)
périodique, mais ce n’est pas une condition suffisante.

En effet, on doit avoir simultanément pour tout £ € N* :

logpe _
logpr @
log px.

écrit sous forme de fraction irréductible tende

Mais il peut arriver que le dénominateur de
gP1
vers l'infini avec k. Donc a plus forte raison (qx/q1 n’est pas forcément une fraction irréductible),

q1 est plus grand que n’importe quel entier, ce qui n’est pas possible.

Lemme 5.20. Il existe un systéme dynamique de Bonne Classe qui n’est pas 2-rationnel, et
pour lequel tous les c(h, k) avec h,k € H* sont rationnels.
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Démonstration. Pour construire un contre-exemple, il suffit de prendre un vecteur p = (p1,p2,...)

—1)2 . .
, {ggﬁ b= % Or k — 1 et k sont premiers entre eux, donc la fraction

tel que pour tout k > 2

k—1)2 o . . . . . S s
% est irréductible, avec son dénominateur k tendant vers l'infini. Il ne reste plus qu’a vérifier

qu’on peut trouver un vecteur p qui vérifie ces relations. La premieére probabilité p; doit étre
solution de I’équation en X :
X4 Y X
E>2

La fonction X — X + Zk>2 XE1?/F vaut 0 en X = 0. Pour 0 < X < 1, on se rameéne & une
intégrale, plus facile a étudier qu’une série. On écrit :

+oo +oo

/ XDt < 37 x 6Dk / =102/t gy
1 o 2

Or pour tout ¢t > 1,

(t—1)2 1
S =t—2+-<t-1.
t T3

+00 +oo
/ Xttt < ZX(’H)Q/’“ < / X241,
1 2

k>2

t—2<

Et donc :

Or, 1+O° Xtdt = ffroo e~tm(1/2) gt gétudie grace au changement de variable u = t1n(1/z), et

donc on obtient :
—+o00 . 1 —+o00 d
X'dt = ——— -
. In(1/X) / c

ce qui prouve que Zk>2 X (k=1)?/k converge pour X < 1 et tend vers +o0o pour X — 1.

X2
X(k—1)2/k k _
> > X'=1—+
k>2 k>2

Remarquons que

et cette derniere quantité tend vers l'infini quand X — 1, ce qui permet de montrer plus
facilement la deuxieme partie de I’énoncé ci-dessus.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on peut alors trouver 0 < p; < 1, et par suite po,
p3, etc... ce qui termine la preuve de la validité du contre-exemple.

O]

5.2.3 Théoréme (C)

On va voir ce que des considérations sur les valeurs propres de Hj;; impliquent sur la ratio-
nalité de la source. Ce théoreme a été la motivation pour I'introduction de h* (voir sous-section

5.1.1)). On repart de 1’équation établie alors
Vn € N*,Vh € H", |W(x)]" =n".

Les inconnues sont pour nous les c(h).
» Dans le cas de la valeur propre n = 1, I’équation n’a qu’une seule inconnue : c’est t. On
utilise alors deux branches pour pouvoir I’éliminer. Dans le cas d’une valeur propre racine
de 'unité, on peut aussi se contenter de deux branches.
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» Mais dans le cas d’une valeur propre 7 = € quelconque, on en utilise trois, car il y a cette
fois deux parametres a éliminer : t et 6.

Théoréme (C).
On peut établir les liens suivants entre le spectre de H et la rationnalité de la source.
(i) S’il existe to # 0 tel que 1 est une valeur propre de Hiyi, ou de Hy ; , alors le systéme
est 2-rationnel. Et en fizant hg € HP une branche inverse, et en motant qo le plus petit
dénominateur commun auzx {c(ho,h),h € HP}, alors les to sont des éléments de l’ensemble

ZT ou
271’(]0

T=—.
log |hg(hg)]

La réciproque est vraie dans le cas des systémes conjugués affines, et l’ensemble des tg
convenables est alors exactement Z 7.

(i1) Soit £ racine de l'unité, qu’on note & = e , ot a et b sont pris premiers entre eux. S’il
existe to # 0 tel que & est une valeur propre de Hyyi, ou de Hy_ ;. , alors le systeme est
2-rationnel.

(iii) S’il existe to # 0 et 0 € R tel que € est valeur propre de Hyiy, ou H, ;,, alors le
systeme est 3-rationnel. Et en fixant h, ho € HP deux branches inverses, et en notant qy le
plus petit dénominateur commun aux {c(hi,ho,h),h € HP}, alors les ty sont des éléments
de l’ensemble Zt, ot

2ima/b

_ 2mqop
c(h1) — c(ha)

T

Démonstration. (i) On trouve :

W =1,
Pour que 1 soit valeur propre de My, il faut donc que pour tout h € H*, il existe £ € N tel que :

tolog |[W'(h*)| = 2¢m. (5.2)

Soient hg et hy deux branches inverses de méme profondeur. Alors il existe £ et £y € Z tels
que :
tolog|hy(hg)| = 26om (5.3)
to log ’hll(hf{)’ = 2617T

C’est a dire que c(hg, h1) = % des qu’il est défini. En fixant hg et en faisant varier hp, on
aboutit bien la définition d’un systeme 2-rationnel, le dénominateur commun étant £;.

Montrons maintenant ot chercher les réels to. A un réel ty correspond un entier £y tel que
tolog |hy(hg)| = 2€pm avec pour seul contrainte que ¢y est un multiple de go. En effet, pour que
les équations [5.3| soient vérifiées, on doit avoir

q
— =c(ho,h) = —.
4y (o, 1) qo

Et donc a un pole correspond un k € Z tel que g = kqo, c’est-a-dire que ty est a chercher dans

P’ensemble
2mqo
log | hg (hg)|

ZT, avec T =
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Réciproquement, si on suppose le systeme 2-rationnel, en fixant une branche de référence
hg € 'HP, il existe qg, qu’on prend le plus petit possible, tel que pour tout h € H?, il existe q € Z
tel que c(h, hy) = ;io. Soit tg € 7 Z. Cest-a-dire qu'il existe k € Z tel que

2mkqg

to = ——F -
" loghg ()]

On obtient alors :
tolog |/ (h*)] = toc(h, ho) log |hy (k)| = 2mkqoc(h, ho) = 2mkq,

et donc |’ (h*)|"* = 1. Cela ne signifie pas dans le cas général que les fonctions constantes sont
propres pour M, avec la valeur propre 1.

Mais dans le cas cas d’un systéme conjugué affine, c’est pourtant le cas. En effet, les A’ sont
alors des fonctions constantes, et donc pour tout x € Z, |/ (z)[" = 1.

(ii) La preuve utilise le fait que £ est une racine de ['unité, ce qui fait qu’il ne constitue pas un
parametre de plus a éliminer.

On arrive a :

|h/(h*)|z’t0 _ é-n _ e2i7ran/b’

et donc :
’h/(h*)‘ibto —1.

Comme dans le (i), on conclut que le systéme est 2-rationnel.

(iii) Suivant le modele de ce qu’on a fait avant, on montre que pour tout p € N*, et pour tout
hi,ho, hy € HP :
‘h/(h*)|it0 — eip@)

c’est-a-dire que qu’il existe 1, fo, f3 € 7Z tel que :

tolog|hy(hy)| = pf + 201
tolog |hy(h3)| = pb + 209 (5.4)
tolog [lg(h3)| = pb + 25

En soustrayant, on élimine le parametre 6 et on obtient :

to (log |1y ()| — log |W(h3)]) = 2 (&1 — o)
to (log [W ()| — log [Ry(3)]) = 2 (¢1 — £s)

Il reste tg a éliminer. En faisant le quotient des deux lignes :
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log [ ()] — log [Ws(h3)] 1 — 65
c(hy, ha, hs) = 1 )l _
(s o hs) = 30 ()~ Tog IRy (g)] — fr — o

c’est a dire que c¢(hq, he, hg) € Q dés qu’il est défini, avec, en fixant hy et ho, et en faisant varier
hs, le dénominateur commun ¢; — #2, ce qui prouve que le systeme est 3-rationnel.

Réciproquement, si on suppose le systeme 3-rationnel, en fixant deux branches de référence
h1, he € HP, il existe gy, qu’on prend le plus petit possible, tel que pour tout hg € H*, il existe
q € Z tel que c(hy, ha, h3) = q%'

A un pole correspond donc un k € Z tel que £1 — fo = kqo, et donc ty est a chercher dans
I’ensemble Zt avec

2mqop

7 = 27qo (log |1, (BF)| — log |K, (RE)|) L = —=2"90P
qo (log |hy (h7)] g|h5(h3)|) c(hy) — c(hs)

d

On obtient donc, que si tous les c(h, k) définis ne sont pas rationnels ou sont rationnels sans
dénominateur commun, alors il n’y a pas d’autre pole que s = 1 sur la droite {R(s) = 1}. Mais
on ne peut assurer ni la croissance polynomiale ni 'analycité de ((I — Hgﬂ-t)_l) , sans hypothese
supplémentaire. Des hypotheses supplémentaires vont donc étre rajoutées sur le systeme dyna-
mique, pour assurer des propriétés spectrales fines de M;. Le retour au quasi-inverse constituera
ensuite une étape non triviale.

Dans le cas des systémes sans mémoire, on a en fait des équivalences dans le théoreme (C).

En effet, on peut montrer facilement que la rationalité de p est équivalente a l’existence d’un
nombre réel a > 0 tel que pour tout j, p; est de la forme a% avec e; € N*.

Dans ce cas, la valeur propre dominante A(s) de I'opérateur de transfert (voir chapitre@ admet
la période complexe iT, avec 7 = 27 /|log al, si bien que les racines de 1’équation \(s) = 1 sont
invariantes par la translation s — s+ i1, ce qui justifie la dénomination de systéme périodique
(voir chapitre [2)).

De plus, clairement, s = 1 est la seule racine réelle de 1’équation A(s) = 1. Ceci, avec la
réciproque de I'inégalité triangulaire, permet de prouver le théoreme suivant.

Théoréme (C-sans mémoire). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la famille de probabilités p est rationnelle ;

(b) la série de Dirichlet A a un autre péle que s =1 sur la droite R(s) = 1 contient un autre
point que s =1 ;

(¢) l’ensemble des poles de A sur R(s) =1 est de la forme 1+ it Z avec T > 0;
(d) la fonction A\(s) a une période imaginaire it avec T > 0.

Et dans ce cas, en notant q le dénominateur commun aux cag(1,7), on a :

2mq
Cai (1)

T =
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L’ensemble des familles rationnelles s’injecte dans ’ensemble dénombrable des nombres algébriques
(a une famille on associe a algébrique tel que ) a® = 1), donc ’ensemble des familles ration-
nelles est dénombrable, donc de mesure nulle, c’est-a-dire que les familles rationnelles sont
exceptionnelles. Cest-a-dire que le cas générique correspond a une famille de probabilité p ir-
rationnelle.

5.3 Renforcement de la contraposée et exposant d’irrationalité

Pour marquer 1’éloignement avec le cas rationnel, on ne va méme plus autoriser les nombres
complexes de module 1 a étre des valeurs propres, et méme pas a étre des valeurs presque
propres (3 branches, condition 3-DIOP), ou alors seulement s’ils sont loin des racines de 1'unité
(2 branches, condition 2-DIOP) dans un sens restant a préciser.

On obtiendra alors une condition plus forte, a savoir que non seulement le systéme n’est pas
périodique, mais qu’en plus le quasi-inverse de 'opérateur tangent est a croissance polynomiale.

Pour conclure sur A (voir proposition |1.10]), il suffit d’étudier le quasi-inverse de I'opérateur
sécant.

5.3.1 Exposant d’irrationalité

Dans la suite, on aura besoin d’une notion plus forte que 'irrationalité, pour prouver un résultat
plus fort que la non-périodicité de la source (en l'occurence on voudrait prouver que la source
est H-disciplinée) : on veut que les rapports ¢(hq, ha) ou ¢(hq, ha, h3) ne soient « vraiment » pas
rationnels. C’est a cet effet qu’on introduit les exposants d’irrationalité, qui permettent de
« mesurer la non-rationalité ».

Définition 5.21. L’ezposant d’irrationnalité p(x) dun réel x > 0, x ¢ Q est défini par :

a, tels que l’z’négalité‘x - %‘ < qzﬁ
p(x) = sup
est vérifiée pour une infinité de paires (p,q) € N x N*

Retenons l'intuition suivante, qui sous-tend 'idée que les conditions DIOP sont des renforce-
ments de l'irrationalité du systeme.

Intuition 5.22. L’exposant d’irrationalité p(x) est fini si et seulement si x est mal approxi-
mable par des rationnels. Et x est d’autant plus mal approrimable que son exposant d’irratio-
nalité est petit.

On ne peut pas affirmer, dans le cas général, si le sup (quand o il est fini) dans la définition
est atteint ou non : ¢a dépend du réel x.

Bien souvent, on ne connait pas, ou il est difficile de calculer 'exposant d’irrationalité d’un
réel. C’est pourquoi on introduit la définition suivante :

Définition 5.23. On dit qu’un réel x > 0 est diophantien d’exposant v s’il existe un réel C' > 0
tel que l'inégalité
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soit vérifiée pour toute paire (p,q) € N x N*.

Les définitions ci-dessus conduisent aux implications suivantes :

u(x) <v = x diophantien d’exposant v = pu(z) < v

qui nous permettent d’énoncer le critére suivant, qui servira & prouver les propositions[9.1] [9.2]

(0.1} [10.2) T1.1} et [TT.2]

Lemme 5.24. S’ existe C' > 0, tel que I’équation ‘x — %‘ < qg% a une infinité de solutions

en (p,q) € NxN*, alors © n’est pas diophantien d’exposant o et p(z) > .

Démonstration. Soit o < . Alors, pour ¢ assez grand :

Pl C 1
YT S g S g

Ceci prouve donc que pu(x) > o et ce pour tout o < a. Donc forcément p(z) > a. O

Discutons un peu autour de la notion d’exposant d’irrationalité.

Un résultat simple stipule que pour tout nombre réel z ¢ Q, l'inégalité u(x) > 0 est vraie.
De plus, pour tout quadruplet (a,b,c,d) € Z* vérifiant cx +d # 0, et ac — bd # 0, on a

ar +b o - . . . . . N
I ( n d) = p(x), c’est-a-dire que l'exposant d’irrationalité est invariant par homographie &
cx

coefficients dans Z.

De nombreux réels 3 (tels que 7, tan(1),exp(—2),((3),log(5)) ont un exposant d’irrationalité
fini. Ainsi, le théoréeme de Roth précise que tous les nombres algébriques (non rationnels) ont
un exposant d’irrationalité nul.

La proposition suivante, qui découle du théoreme de Baker (voir [I]), précise le domaine d’ap-
plication des théorémes 2-DIOP-sans mémoire et 3-DIOP-sans mémoire. On en donnera en fait
une version plus générale (proposition a venir).

Proposition 5.25. (i) Si a et b sont deuxr nombres algébriques strictements positifs, alors
Uexposant d’irrationalité de loga/logb est fini et effectivement calculable.

(i) au sens de la mesure de Lebesque, un réel x non rationnel est presque stirement d’exposant
d’irrationalité nul.

Ecrire une inégalité stricte ne change rien dans la définition. En effet, soit (ay,) — p(z), telle
n—oo

que pour tout n, 'inégalité

D 1
- < ——
q ‘ q2+an
a une infinité de solutions. Alors en posant o, = v, — & (x);a" < (g, 'inégalité

r— —|x < 7
q2+an q2+an

q

P } 1 1
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a aussi une infinité de solutions, et o), — pu(z).
n—oo

On peut aussi reformuler la définition en :

1
u(z) = sup {a, gz} < — 7o Pour une infinité de g € N*} :
q
De facon duale, on peut écrire d’autres définitions équivalentes :
1
w(z) = inf {a, x — p‘ < 3., @ un nombre fini de solutions (p,q) € N x N*}
q q

- inf{a,EIC’>O ‘x—p <

q‘ < fra n’a pas de solution (p,q) € N x N*}

' 1 . . \
= inf {a, {gz}| < prEw a un nombre fini de solutions ¢ € N }

[0}

C
= inf {a, 3C >0 [{gz}| < 35 n’a pas de solution g € N*} .
q

La, encore on peut prendre des inégalités strictes dans les définitions reformulées.

Voici maintenant les définitions des sources 2-DIOP et 3-DIOP qui seront largement utilisées
dans la suite, et qui font intervenir les définitions précédentes.

Définition 5.26. On dit qu’une source est 2-DIOP s’il existe hi, ho € H* telles que le quotient
c(hy, ha) est irrationnel avec un exposant d’irrationalité fini.

On dit qu’une source est 2-DIOP d’exposant p s’il existe hi,hy € H* telles que le quotient
c(hy, ha) est irrationnel avec un exposant d’irrationalité .

On dit qu’une source est 3-DIOP s’il existe hy, ha, hs € H* telles que le quotient c(hy, ha, h3)
est irrationnel avec un exposant d’irrationalité fini.

On dit qu’une source est 3-DIOP d’exposant i s’il existe hy, ha, hs € H* telles que le quotient
c(hy, ha, h3) est irrationnel avec un exposant d’irrationalité .

5.3.2 Approximations simultanées, BSADs, et fonctions d’approximation

Pour traiter les systémes sans mémoire avec alphabet fini, pour lesquels on obtiendra des
résultats plus précis, on a aussi besoin de définitions plus précises, qu’on donne dans cette
sous-section. On pourra consulter [35] et [g].

A un vecteur z = (x1,...,2,) € R", on associe {z} qu’on définit comme le vecteur {z} =
({z1},...,{z,}) des parties fractionnaires centrées des différentes coordonnées. On considere
une norme sur R” notée ||.|| (rappelons que les toutes les normes sur R” sont équivalentes).

Fonction d’approximation et exposant d’irrationalité

On dit que Pentier @ est un meilleur dénominateur d’approximation simultanée (BSAD pour
best simultaneous approrimation denominator) du vecteur z € R", si

I{Qz} < |{qz}, pour tout entier ¢ tel que 0 < ¢ < Q. (5.5)
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|12 N O —

: q

Les BSAD sont les records successifs d’approximation, c’est-a-dire des points avec une ordonnée
[[{gx}|| qui n’est jamais aussi petite pour les ¢ inférieurs.

FiGc. 5.1 — Illustration sur les approximations successives et les BSAD

La définition de BSAD est illustrée sur le dessin de la figure 5.1} et avec I’exemple numérique
de la figure 5.2

L’existence, pour z € R"\ Q", d’approximations arbitrairement bonnes est un résultat de base
en théorie des nombres, qui implique que ’ensemble des BSAD est infini.

Définition 5.27. Considérons un vecteur x ¢ Q". La fonction d’approximation de z est la
fonction en escalier f : Rsg — Rsg, constante sur chaque intervalle [Q~, Q[ formé par deux
BSAD successifs, et qui satisfait

@)= 1) = prmr. o tout 1€ Q7. Q7
et donc )
flq) > Taztl pour tout q € Zio.

Généralisant la définition [5.23] on dit que le vecteur z ¢ Q" est diophantien d’exposant v,
s’il existe une fonction g de la forme A,t**! avec A, > 0, qui satisfait pour tout ¢t € Rsg,
g(t) = f(t), ou f est la fonction d’approximation de z.

Remarquons que comme toutes les normes sur R” sont équivalentes, cette notion est bien
indépendante du choix de la norme utilisée.

Généralisant la définition on définit I'exposant d’irrationalité po(xz) > 0 du vecteur z
comme la borne inférieure de ’ensemble des v tels que z est diophantien d’exposant v. L’expo-
sant d’irrationalité est pris infini, s’il n’existe pas de fonction d’approximation avec croissance
polynomiale.
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e 70 est un bon dénominateur pour v/2 : en effet {70\/§} est petit, c’est & dire que 70v/2 est
proche d’un entier (en l'occurence 99). On a alors :

70\/5%99:>\/§z%

e 70 est en fait un BSAD : pour tout ¢ < 70, {¢v/2} > {70v/2}, c’est & dire que pour tout p € N,

P 99
- > P
’f CJ‘ ’f 70

... et il faudra attendre ¢ = 169 le BSAD suivant pour se rapprocher davantage de v/2, c’est a
dire que pour tout 99 < ¢ < 169, pour tout p € N :

99
vV2-Blslva- 2|
q 70
Ici, on regarde approximation de v/2, c¢’est-a-dire un vecteur avec une seule coordonnée (r=1).

Fi1G. 5.2 — Illustration de la notion de BSAD sur un exemple numérique

La encore, on ne peut pas affirmer, dans le cas général, si la borne inférieure (quand elle existe)
dans la définition est atteinte ou non : ¢a dépend du vecteur x.

Quand po(z) est fini, on dit que le vecteur x est diophantien ; sinon, on dit qu’il est de Liouville.

De plus, on peut prouver le lemme suivant.

Lemme 5.28. Soit x diophantien, et 0 < po(z). 1l existe une suite (gn)nen de BSAD de x telle
que pour tout n € N,

flgn) = an""
Démonstration. Par 'absurde, dans le cas contraire, pour tout ¢ BSAD assez grand,
fla) < g™,
et donc il existe une constante Ay telle que pour tout t € R<q,
f(t) < A9t9+1,
ce qui contredit la définition d’exposant d’irrationalité. ]

Un exposant d’irrationalité fini indique que x ne peut pas étre bien approximé par des vecteurs
rationnels avec un dénominateur commun.

Le lemme suivant fait le lien entre ’exposant d’irrationalité d’un vecteur, et I’exposant d’irra-
tionalité de chacune de ses composantes. 11 utilise le fait qu’en dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes a la norme infinie (sup des valeurs absolues).

Lemme 5.29. L’exposant d’irrationalité pg d’un vecteur x = (x1,...,x,) est égal au minimum
des exposants d’irrationalité p de ses coordonnées, c’est-a-dire :

po (z) = jemn ().
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Cas particulier d’une famille de probabilités

Considérons une famille p = (p1,po,...p,) irrationnelle de probabilités. La matrice A :=
(cai (K, 0)), a ses éléments diagonaux égaux a 1 (puisque cag(k, k) = 1). On note la ligne k de la
matrice

a®) .= (cat(k, 1), ..., canp(k, 7)) .

Chacun de ces vecteurs a au moins une coordonnée irrationnelle. On note f; sa fonction d’ap-
proximation.

Puisque cag(k, k) = 1 € Z, on est en fait ramenés a approximer un vecteur & r — 1 coordonnées
réelles.

La définition suivante sera largement utilisée dans la suite.

Définition 5.30 (fonction d’approximation globale). Pour tout k € {1,...,r}, on considere
une norme (qui peut dépendre de k) et la fonction d’approximation fy. de a®) relative & cette
norme. On définit alors la fonction d’approximation globale F' relative a la famille de normes

On peut prouver de fagon élémentaire (voir la section que ces fonctions d’approximations
fx sont similaires dans un certain sens qu’on précisera. En conséquence, s’il existe k tel que o)
a un exposant d’irrationalité fini, alors tous les ¥ ont le méme exposant d’irrationalité, qu’on
appelle alors ezposant d’irrationalité de la famille de probabilités p = (p1,p2, -+ ,pr).

De nombreux résultats sont connus sur les exposants d’irrationalité. On en rappelle deux
importants ici, qui précisent le domaine d’application du théoreme DIOP-sans mémoire-fini.
Cette proposition est une généralisation de la proposition [5.25 : le cas r = 2 correspond & un
vecteur a approximer a une seule coordonnée, c’est-a-dire un réel. Et de fait en prenant r = 2,
on retrouve bien la proposition |5.25|

Proposition 5.31. L’exposant d’irrationalité po(p) d’une famille irrationnelle p = (p1,p2,- -+ ,Pr)
satisfait les assertions suivantes :

(1) il est fini et effectivement calculable, si les probabilités p; sont algébriques ;

(i) au sens de la mesure de Lebesgue (sur le domaine formé par l’ensemble desp = (p1,...,pr)
tel que pj >0 et p1 + -+ p, = 1), il satisfait presque sirement l’égalité

po(p) =1/(r—=1) - L.

Démonstration. (i) C’est une conséquence directe du théoreme de Baker (voir [I]) qui implique
en particulier que tout rapport irrationnel p := loga/logb avec a,b algébriques admet un
exposant d’irrationalité (effectivement calculable).

(7i) La preuve est basée sur un résultat classique d’approximation diophantienne qui généralise
le théoreme de Khinchin sur les fractions continues.

Ce théoréme affirme qu’étant donnée une fonction décroissante 1¥(q), l'ensemble des solutions
des inégalités simultanées |{qy;}| < ¥(q), pour 1 < j < n, est presque sirement (par rapport
a la mesure de Lebesgue sur {(y1,...,yn) € [0,1]"}) fini si Y 1(q)" diverge; et l’ensemble des
solutions est presque sirement infini si quN* ¥(q)"™ converge.

Ici, a cause du fait que oy = 1, notre probleme est en réalité un probleme en dimension
(r—1), c’est-a~dire que n = r — 1. Avec a > 1/(r — 1) et 1¥(q) = ¢~ %, on a alors pour un certain
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€ >0,

- 1 1
Z ¥(q) b= Z a(r—1) Z F < +o00.

qeN* qeN* q qeN*

Etsia < 1/(r—1), lasérie quN* ¥(q)" ! diverge. Cela signifie que presque siirement, ’exposant
d’irrationalité de p est

1

polp) = — —1

5.3.3 Résultats de la theése

Les théoremes principaux de la these permettent de conclure a la H-discipline de la source
supposée de Bonne Classe. Les hypotheses varient suivant les théoremes :

» Le théoreme (3-DIOP) conclut pour les systéemes dynamiques généraux
avec condition arithmétique 3-DIOP
— preuve au chapitre [10|
» Le théoreme (2-DIOP) conclut pour les systémes dynamiques généraux
avec condition arithmétique 2-DIOP
— preuve au chapitre [10|
» Le théoreme (3-DIOP-sans mémoire) conclut pour les systemes dyna-
miques sans mémoire avec condition arithmétique 3-DIOP
— preuve au chapitre [11]
» Le théoreme (2-DIOP-sans mémoire) conclut pour les systemes dyna-
miques sans mémoire avec condition arithmétique 2-DIOP
— preuve au chapitre [11]
» Le théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini) conclut pour les systemes dy-
namiques sans mémoire avec alphabet fini
— preuve au chapitre [12|

En réalité, on énoncera et montrera aussi dans le chapitre[J]les théorémes (3-DIOP-tangent) et
(2-DIOP-tangent) relatifs aux opérateurs tangents, qui montrent le chemin pour la preuve des
autres théoremes, mais ne permettent pas de conclure sur la discipline de la source. Les travaux
existants portaient en effet sur 'opérateur tangent introduit par Ruelle ([46]), plus classique.
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» Le théoreme (3-DIOP-tangent) conclut sur l’opérateur tangent pour les
systemes dynamiques généraux avec condition arithmétique 3-DIOP
— preuve au chapitre [9
» Le théoreme (2-DIOP-tangent) conclut sur l’opérateur tangent pour les
systemes dynamiques généraux avec condition arithmétique 2-DIOP
— preuve au chapitre [9

Ces résultats sur 'opérateur tangent sont présentés également ci-dessous.

Voici comment ces différents travaux se relient aux travaux existants :

» Le théoreme (3-DIOP-tangent) est directement issu du travail de Dolgopyat/ Melbourne/
Hachemi/ Baladi (voir [3] et [41]). On a généralisé ce travail a 'opérateur sécant avec le
théoreme (3-DIOP-sécant).

» Le travail de Dolgopyat, explicité par Naud ([42]), permet de conclure pour la condition
2-DIOP avec alphabet fini. On a généralisé ce travail au cas d’un alphabet infini, ce qui
a donné le théoreme (2-DIOP-tangent), puis encore a l'opérateur sécant avec le théoreme
(2-DIOP-sécant).

» Les théoremes (2-DIOP-sans mémoire) et (3-DIOP-sans mémoire) sont adaptés respective-
ment des théorémes (2-DIOP-tangent) et (3-DIOP-tangent).

» Le théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini), dont le travail fut amorcé par Fayolle, Flajolet et

Hofri ([18]), et basé sur les travaux de Lapidus et van Frankenhuysen ([38] et [37]), résulte du
traitement a part, et de facon plus fine et plus élémentaire, du cas d’une source sans mémoire
avec alphabet fini. On obtient le méme résultat que le théoreme (2-DIOP-sans mémoire) en
remplagant p par po (pour avoir la conclusion la meilleure possible, on prend p le plus petit
des exposants d’irrationalité, c’est-a-dire u = ) et en prenant og = —oo, car le systeéme est
fini (voir discussion apres la définition des systemes de Bonne Classe).
L’amélioration réside dans le fait qu’on prouve l'optimalité de la zone sans poéle, c’est-a-
dire que dans le cas des systémes sans mémoire finis, le « trouvé est le meilleur possible.
Un travail débuté avec Flajolet mais inachevé, a tenté en reprenant la preuve, de montrer
I'optimalité (en un certain sens) du terme de reste trouvé lors de ’étude des couts.

La généralisation opérée dans cette these, s’est donc faite dans deux directions :

(1) généralisation de l'opérateur tangent (étudié dans la plupart des travaux existants) a
I'opérateur sécant ;

(i) généralisation d’un alphabet fini & un alphabet infini.
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Enoncé des théorémes. Voici d’abord les théoremes sur 'opérateur sécant. La définition de
la H-discipline est donnée au chapitre

Théoréme (Théoremes sur la discipline).

Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition , d’abscisse de conver-
gence g, et de coefficient de contraction p.

On note (o) la valeur propre dominante de H,, L(0) = log A(0) (théoréme[6.11]), et dans le
cas ou lalphabet est fini pg = infpepy infz |h/(z)].

On prouve ici que pour a assez grand, et pour différents jeur d’hypotheses, une source dyna-
mique compléte et de Bonne Classe est H-disciplinée d’exposant .

» Théoréme (3-DIOP) : s’il existe hy, ho,hs € H*, tels que le rapport c(hy,ha, hs) a comme

exposant d’irrationalité p, et en notant C' = r{nax }C(hi), alors on peut prendre ’exposant
ic{1,2,3
de discipline
2
a>4u—|—2'u+ C+5.
| log pl

» Théoréme (2-DIOP) : s’il existe hy, ho € H*, tels que le rapport c(hy, ha) a comme exposant

d’irrationalité i, et en notant C' = n%ax} c(h;), alors on peut prendre l'exposant de discipline
ie{1,2

2
a>4p+ o M2 ax (C,|L'(a1)]) + 5,
|log pl

et dans le cas d’un alphabet fini, on peut prendre

2

a >4+ 2
| log pl

| log pol + 5.

» Théoréme (3-DIOP-sans mémoire) : si la source est sans mémoire, et qu’il existe i1,i2,13 €
N*, tels que le rapport cag(i1,i2,13) a comme exposant d’irrationalité u, alors on peut prendre
l’exposant de discipline

o> 20+ 2.

» Théoréme (2-DIOP-sans mémoire) : si la source est sans mémoire, et qu’il existe i1, 12,13 €
N*, tels que le rapport cag(i1,12,13) a comme exposant d’irrationalité u, alors on peut prendre
lexposant de discipline

+1
):2M+2+1"

1
> (p+1)(2
a (u+)<+1_00

_0’0.

» Théoréme (2-DIOP-sans mémoire-fini) : si la source est sans mémoire, et associée d un
vecteur de probabilités p fini, irrationnel d’exposant d’irrationalité ug, alors on peut prendre
lexposant de discipline

o > 2up + 2,

et aucun o < 219 + 2 ne convient (meilleur choix possible).

Le théoreme (2-DIOP), dans le cas d’un alphabet fini, est obtenu par une variante de la preuve.
Ce résultat est a préférer a celui obtenu dans le cas général quand

|log po| < max (C,|L'(01)]),

ce qui est le cas si
L,(Ul) > |10gp0|a

car par définition C' < |log po| et donc dans ce cas max (C, |L'(01)|) = |L'(01)].
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Voici enfin les théoremes obtenus pour 'opérateur tangent :

Théoréme (Théoremes pour 'opérateur tangent).
Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition , de coefficient de
contraction p.

On note A\(o) la valeur propre dominante de H,, L(o) = log A(0) (théoréme , et dans le
cas ot Ualphabet est fini pg = infpep infr |/ (x)].

On peut alors définir implicitement oo < o1 < 1 par la relation
o — (1 —0a1)|L(01)] = L(o1) = |log p.
On prouve ici que pour o assez grand, et pour différents jeur d’hypothéses, il existe § > 0 tel

que le quasi-inverse de Uopérateur tangent (I —Hyy i)~ n'a pas d’autre péle que s = 1, et a
une croissance polynomiale quand |s| — +oo, sur le domaine

Rz{s:?ﬁ(s)>1—min<5,t1a>}.

» Théoreme (3-DIOP-tangent) : s’il existe hy, ha, hy € H*, tels que le rapport c(hy, ha, h3) a un

exposant d’irrationalité i, et en notant C' = r{naXS} c(h;), alors on peut prendre
ie{1,2,
2
a>dp42ttcs
| log p|

» Théoréme (2-DIOP-tangent) : s’il existe hi, ho € H*, tels que le rapport c(hi, he) a un exposant

d’irrationalité p, et en notant C = n%ax} c(h;), alors on peut prendre
ie{1,2

[+ 2
| log p|

a >4+ 2 max (C, |L'(a1)) + 5,

et dans le cas d’un alphabet fini, on peut prendre

p+2

o>4p+2
| log p|

|log pol + 5.

De méme que pour 'opérateur sécant, le résultat obtenu avec la condition 2-DIOP dans le cas
d’un alphabet fini, est parfois meilleur que le résultat général.

Le résultat donné au théoréme 2-DIOP-tangent résulte de la remarque faite a la section [I0.5] &
la fin du chapitre [10]: I'utilisation du parametre kg est nécessaire pour conclure pour I'opérateur
sécant, mais non pour 'opérateur tangent, pour lequel elle permet cependant d’améliorer le
résultat du chapitre[d] Cette amélioration n’est cependant pas fondamentale, car rien ne prouve
qu’on a trouvé l’ensemble optimal des exposants a comme dans le théoreme (2-DIOP-sans
mémoire-fini).
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Chapitre 6

Analyse fonctionnelle
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Le bon espace pour étudier l'opérateur tangent H, (ou l'opérateur sécant H,) est l'espace
(CY(T),]|.]l1.1) (resp. CY(Z x T) des fonctions continiiment dérivables sur Z (resp. Z x ), car
pour s réel, il est quasi-compact sur cet espace comme on le verra au théoreme (resp[6.13)).

On commencera par introduire les normes qui nous seront utiles sur ces espaces, et dont I'intro-
duction sera justifiée au cours de ce chapitre par les inégalités de Lasota-Yorke. On présentera
alors les propriétés spectrales des opérateurs, ce qui nous permettra d’introduire les opérateurs
normalisés. Enfin, on démontrera le théoreme (A).

6.1 Normes et espaces fonctionnels

6.1.1 Normes considérées

On rappelle qu’on note z = (z1,x2) et h(z) = (h(x1), h(x2)).
On notera aussi D f (z) la différentielle de f en x, et

0 0

ﬁi (z9) = Df (o) - (1,0), 921 (zg) =Df (o) - (0,1)

les dérivées partielles de f par rapport respectivement a la premiere et a la deuxieme place.

Dans la suite, on considérera les normes suivantes sur C'(Z) et C1(Z x 7).

127
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Définition 6.1. Pour tous f € C°(Z) et f € C°(Z x I), on définit les normes suivantes :

1flloe = sup|f(z)| If]l, = sup [f(2)].
€L x€IXT

Pour f € CY(Z) et f € CH(T x I), on définit les pseudo-normes :

_ : _ 0 o
I1£1ly = sup f'(a)| 171l = swp | 5pf@)|+ suw |z f@)],
ainsi que les normes
£y = 1Flloo + 117 s [ P TP |

En fait, on sera amenés a considérer d’autres normes (||.||1+, out ¢ est la partie imaginaire de
s, et ||.||1,n) pour avoir de bonnes majorations. On conclura pour N = t dans la suite, mais on
se servira aussi de N = t%, avec a > 1 dans les preuves.

Définition 6.2. Soit N > 0. Pour tout f de classe C*(I), on définit la norme :
1
£l = 1 F oo + 7 [1F1ly -

Pour tout f € CHZ x I), on définit la norme :

1
Il = £, + 2 1,

L’introduction de cette norme sera justifiée par I'inégalité de Lasota-Yorke (lemme [6.7)).

En fait, au chapitre suivant, on introduira une norme « restreinte » qui sera utile pour la preuve
de I’étape 3 dans le cas de 'opérateur sécant.

D’autre part, il est facile de montrer les majorations suivantes des normes des produits :

» Pour toutes fonctions f,g € C%(Z), f,g € C*(Z x I)

1£9llse < £ 9lloc » I£9ll.o < £l llgll -

» Pour toutes fonctions f, g € C*(Z), f.g9¢€ CY(T x T), pour tout N > 0, et pour tout 6 > 0,

1falli v < Il gl s HEHU\/ < HiHlN HQHLN'

On verra dans la suite que sur l'axe réel, les éléments spectraux de I'opérateur tangent sont
une restriction des éléments spectraux de 'opérateur sécant. Ce lemme comparant les normes
d’une fonction de deux variables, avec les normes de sa diagonale nous sera bien utile.

Lemme 6.3. Pour tout N >0 :

Idiag £l <l lldiag £, <]y, llding £l v < £l -
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On va maintenant comparer les normes ||.||1,1, ||.||1,+ et ||.||1, ;4 d'une fonction et d’un opérateur.

Lemme 6.4. Ici, f désigne une fonction de C1(Z) ou bien de C1(Z x I), et G un opérateur
agissant sur un de ces deux espaces, et N = t. On peut comparer alors les différentes normes

de f :

Al < (1 lle < 11

N
1l < E1f e 1l < NS 1flle < =111l

On peut aussi comparer les normes subordonnées de G :

1
~ Gl <Gl < NGl

1
JIIG|

11 < |Gl <Gl

t N

NGl <TGy < Gl

Démonstration. Pour un opérateur, il y a 2 changements de normes a effectuer, pour la fonction
dont on prend I'image, et pour son image, d’ou les coefficients qui apparaissent a droite et a
gauche. Par exemple, pour tout f € C'(Z),

N N N
G fll1 < ?HG[f” LN < 7HGHl,NHf| LN S THGHI,NHle,t

et
IGLf]]

N
Ly S G < NGl flle < NGl v,

ce qui prouve respectivement
N N
1G]I1e < 1IGn 1G]y < S 1G]

O]

Ce lemme est sans intérét quand N est fixé, mais il prend toute son importance quand N et
n sont deux fonctions de la partie imaginaire ¢ de s, qui tendent vers 'infini quand ¢ tend vers
Iinfini, comme ce sera le cas dans la suite.

6.1.2 Etude des opérateurs M

Poursuivons la section par I'étude de la norme des opérateurs composantes M et M déja
introduits au chapitre (3, et dont on rappelle la définition :
it

T) =T@) ™), T(a).

Ty — X2

M) = [T woT — Mul(z) = \

Les opérateurs M transforment une fonction bornée en une fonction bornée.

Lemme 6.5. Pour toutt > 0, la norme sup de 'opérateur M, est égale a 1, et celle de M, est
inférieure ou égale a 1 :

Mo =1 et IMyf] o < 1.



130 CHAPITRE 6. ANALYSE FONCTIONNELLE

Mais M (et M) ne transforment pas une fonction continue en une fonction continue, ni une
fonction dérivable (ou différentiable) en une fonction dérivable (ou différentiable). Méme, dans
le cas ou le systeme possede un nombre infini de branches, on peut trouver des branches arbi-
trairement verticales, et la majoration de la dérivée de M"[u] ou de la différentielle de M"[u]
n’est pas possible sur Z tout entier, c’est-a-dire que 'opérateur M n’agit pas sur ’espace des
fonctions contintiment dérivables C'(7), et M n’agit pas sur C'(Z x Z). On pourra cependant
majorer dérivée et différentielle sur une réunion fondamentale (voir le lemme .

Le lemme suivant permet I’étude de la dérivée de M"[u] et de la différentielle de M"[u] quand
on les compose avec une branche inverse de profondeur n.

Lemme 6.6. Pour tout n € N* et h € H™, on a les majorations suivantes avec les constantes
qui ne dépendent pas de h, ni de t :

Mg [ o |y < [t [Jully 4 1M [ © Rafly << Jt] {laelly ;-

Démonstration. Soit y € Z. D’apres le lemme [3.5

M [u) (h(y)) = |1 (y)| " u(y).

On a alors

(a0 1Y () = | =it (o) + ) | )l

et donc, en prenant le module
|(M?[u] o h)'(y)| < Kltl]|ulloc + [/l

ol K est la constante de distorsion du systeme de Bonne Classe, ce qui permet de conclure.

La preuve est sensiblement identique pour I'opérateur sécant. Soit y = (y1,y2) € Z xZ. D’apres
le lemme [3.5

M7 [u)(A(y)) = |sn(y)] " uly)-

On trouve alors

R (y1) (y1—y2)—(h(y1) —h(y2))

0 n _ . (y1—y2)? 0 —it
gy M Wl (B(y) = | it (o) u(yr, va) + 5 -u(y) |sn(y)]

et donc, en prenant le module et en utilisant le lemme (calcul analogue a celui qui sera fait
dans la preuve du lemme [6.19)), on trouve :

8 n
M u](h(y)) < tllufloo + [lullx
oy

et de méme :

0 ren
7y, M [ (2(w) < oo + llull

ce qui permet de conclure.
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6.1.3 Etude des opérateurs H

Commengons par faire agir H et H sur ’espace des fonctions continues.

Le lemme|l.13|des propriétés des systémes de Bonne Classe nous montre que pour tout x € Z,
Yonen W (x )] est borné indépendamment de z. Ceci permet d’établir que 'opérateur H est borné
sur (C°(Z),||-||o0), et que I'opérateur H est borné sur (C°(Z x Z), ||.||co)-

Les bornes pour s réel seront précisées grace a la valeur propre dominante. Et pour les
opérateurs normalisés, les bornes seront une conséquence de la décomposition spectrale.

Quand on fait maintenant agir H et H sur respectivement C'(Z) et C1(Z xZ), les majorations de
Lasota-Yorke sont fondamentales pour la suite. Elle permettent de ramener 1’étude de la dérivée
(resp. de la différentielle) de H[u] (resp. H [u]), & u et & sa dérivée (u et sa différentielle).

Lemme 6.7 (Majorations de Lasota-Yorke).
Pour tout s = o +it, avec R(s) > o¢ (voir définition de la Bonne Classe), et t > 1, Hyyy est
borné sur CH(T), et H, ., est borné sur CH(Z x T).

Notons p > p une constante supérieure au coefficient de contraction (voir définition .
Pour tout f € CY(Z),

[HG LAy < [t 11 lloo + 27 I1F 11,

ou plus précisément :

[HG a1l < Y B (1t 115 o hlloo +11(f 0 h)'llso)
heH™

et pour tout f € CH(Z x I),

B2 LA < 1t 1 oo + 871 £
1

ou plus précisément :

foh
HHo'+zt H1 < Z Hh/Ha ‘t‘ HfohHoo+ Z 8]) ,
herr je{1,2} o0
et pour tout 6 > 0
o 8(foﬁ)
182l oy < D IS [ T o bllooo) + D || 55— ,
heHr je(12) T o)

De plus, les constantes de majorations écrites ne dépendent pas de o appartenant a un compact,
ni de t.

On prouvera dans la suite le lemme [6.19], dont la preuve est un peu plus difficile.

La norme ||.||1,1 est la norme Cl&SSlque utilisée sur les espaces C!. Grace au lemme qui précede,
indépendamment de n et de ¢ assez grand

[ (EG LD [ o < - 111

et donc :
H( ngit[f])/HLl < ’t’ ’ HfHle
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estimation peu satisfaisante... en fait on gagne beaucoup en utilisant plutot la norme ||.||14, et
la majoration grossiere p < 1. Pour tout s = o + it, avec R(s) > o¢ dans un compact (voir
définition de la Bonne Classe), et ¢ > 1, 0on a:

Gl [ <INl et [ Hovall, <1

Etsit<N,ona:

[ D | < INT- A1y et [ Hoparlly v < 1.

Ces inégalités justifient ainsi pleinement l'introduction des normes ||.||1 ;.

Les opérateurs introduits dépendent analytiquement de s, et on dispose d’un lemme analogue
au lemme pour les dérivées des opérateurs par rapport & s. Comme pour le lemme précédent,
voir la preuve du lemme [6.19] et aussi la preuve de la proposition

Lemme 6.8. Pour tout s = o + it, avec R(s) > oo (voir définition de la Bonne Classe), et
t > 1, les opérateurs Hy et H, dépendent analytiquement de s, et les opérateurs dérivés H', et
H/, sont bornés respectivement sur C1(Z) et C1(Z x I).

De plus, les majorations du lemme[6.7 subsistent pour les opérateurs dérivées.

6.2 Etude des spectres

6.2.1 Propriétés spectrales des opérateurs

On a introduit le vocabulaire sur spectre et valeurs propres au début du chapitre [3]

Classiquement, la « partie supérieure » du spectre joue un role important. Ceci motive la
définition suivante.

Définition 6.9. Soit G un opérateur borné sur un espace de Banach.

Son rayon spectral R(G) est défini par :
R(G) = sup{|A, A € Sp(G)},

et son rayon spectral essentiel R.(G) par

r>0 tels que Y\ € Sp(G), si|\ >r,
R.(G) = inf

alors A est une valeur propre isolée de multiplicité géométrique finie

On dit que G est quasi-compact si R.(G) < R(G).

On définit encore la rayon spectral sous-dominant :
r(G) = sup{|A[; A € Sp(G), || # R(G)}.
Ainsi, la partie supérieure du spectre
{A €5p(G); Re(G) < [A] < R(G)}

est formée de valeurs propres isolées de multiplicité géométrique finie.
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Ces trois rayons sont rangés dans cet ordre :
R.(G) <r(G) < R(G).

Une définition équivalente consiste & dire que 'opérateur G est quasi-compact si et seulement si
la partie supérieure de son spectre est formé uniquement de valeurs propres isolées de multiplicité
géométrique finie, c’est-a-dire qu’il ressemble & celui d’un opérateur compact, par exemple une
matrice. C’est pourquoi, dans la suite, les éléments spectraux étudiés seront toujours des valeurs
propres.

On énonce maintenant le théoreme d’Hennion (voir [30]), qui avec les majorations de Lasota-
Yorke du lemme précédent, permet d’établir les propriétés de quasi-compacité des opérateurs,
a venir dans les théorémes [6.17] et [6.13]

Théoréme 6.10 (Hennion, Ionescu-Tulcea and Marinescu). On suppose que l’espace de Banach
E est muni de deuz normes |.| et ||.||, telle que la boule unité de (E,||.||) est précompacte dans
(E,|.|). Soit L un opérateur borné sur (E,||.||). Supposons qu’il existe deuz suites (ry)n et (tn)n
de nombres strictement positifs, telles que pour tout n > 1,

LA < rall A+ Eal £1-

Alors le rayon spectral essentiel de L sur (E,||.||) satisfait l’inégalité :

Re(L) < r := liminf (r,, )/

n—-+o0o

Si, de plus, le rayon spectral R(L) sur (E,||.||) satisfait R(L) > r, alors Uopérateur L est
quasi-compact sur (E,||.|]).

En considérant les majorations du lemme et en utilisant le théoréme d’Hennion (cité
précédemment), on montre que les opérateurs de transfert sécant et tangent sont quasi-compacts
sur I’axe réel. Les propriétés spectrales des opérateurs sont rassemblées dans les théoremes
suivants.

Pour l'opérateur tangent, on pourra consulter [5], qui reprend [2], [7] et [57].
Théoréme 6.11 (Propriétés spectrales classiques de 'opérateur de transfert tangent).

On considére un systeme dynamique de la Bonne Classe, de coefficient de contraction p et
d’abscisse de convergence oq (voir définition .

Pour tout s = o + it avec o > oy,
Lopérateur Hy est borné sur C*(T).
On a R(H,) < R(H,).

On a R.(H,) < pR(H,).

L’opérateur H, est quasi-compact.

SRS

Pour o > og, Uopérateur H, a une unique valeur propre de module maximal. Cette valeur
propre notée A(o) (donc R(H,) = (o)) est réelle et simple, et on 'appelle valeur propre
dominante. La fonction propre normalisée associée, notée f,, est strictement positive. En
particulier, la mesure duale associée a Hy est la mesure de Lebesgue, et \(1) = 1.

6. Pour s = o réel, o > o9, Hs a un saut spectral : la valeur propre sous-dominante r(H,)
satisfait r(Hy) < A(o).

7. Les fonctions o — fE', X(o)*! sont des fonctions de classe C*.

8. La fonction pression L : o — log A\(o) est strictement convexe.
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La figure constitue une illustration sur le spectre de 'opérateur tangent. Elle sera réutilisée
quand on parlera de décomposition spectrale, de projection dominante, et d’opérateur de reste.

En revanche, pour ¢ grand, on ne peut pas garantir que la partie supérieure du spectre soit
formée de valeurs propres, c’est-a-dire que l'opérateur soit quasi-compact.

Remarque 6.12. Il n’y a pas de conflit de notation avec du cas sans mémoire

As) =3t

1€

En effet, A(s) est la valeur propre dominante de ’opérateur, valeur propre associée aux fonctions
constantes, car dans le cas affine, d’aprés les h'(z) ne dépendent pas de x. C’est-a-dire que
dans le cas des systémes sans mémoire, f, = 1 pour tout o.

Beaucoup des propriétés de l'opérateur tangent s’étendent a l'opérateur sécant. On pourra
consulter [12].

Théoréme 6.13 (Propriétés spectrales classiques de 'opérateur de transfert sécant).
On considére un systeme dynamique de la Bonne Classe, de coefficient de contraction p et
d’abscisse de convergence oq (voir définition .

Pour tout s = o + it, avec o > oy,

1. L’opérateur H, est borné sur C1(Z x I). Son rayon spectral et son rayon spectral essentiel
satisfont les inégalités

et H, est quasi-compact.

2. Les rayons spectraux des opérateurs tangents et sécants coincident, i.e.
R(H,) = R(H,).

3. L’opérateur H, a une unique valeur propre de module maximum, qu’on appelle valeur
propre dominante. De plus, cette valeur propre est réelle et simple, et égale a A(o), et la
diagonale de la fonction propre dominante Lj coincide avec la fonction dominante f, de
H, (c’est-a-dire f, = diag LT), et f_ est strictement positive.

4. L’opérateur H, a un saut spectral, c’est-a-dire que le rayon spectral sous-dominant r(H,)
satisfait r(H,) < R(H,).

5. La fonction o +— Lj:l est une fonction de classe C*°.

La figure (& un changement de légende pres) constitue une illustration sur le spectre de
l'opérateur sécant.

En revanche, pour ¢t grand, on ne peut pas garantir que la partie supérieure du spectre soit
formée de valeurs propres, c’est-a-dire que I'opérateur soit quasi-compact.

6.2.2 Normalisation

Maintenant qu’on a introduit les éléments spectraux dominants, on peut définir les opérateurs
normalisés, largement utilisés dans la suite.

On note A, 'opérateur de multiplication par la fonction v (d’une variable), de de méme, on
note A, l'opérateur de multiplication par la fonction u (de deux variables).
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Les valeurs spectrales de module strictement supérieur a R.(H,) sont des valeurs propres isolées
de multiplicité géométrique finie, et A(o) est la valeur propre dominante, qui est réelle et simple.

Fi1G. 6.1 — Spectre de 'opérateur tangent
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H, H,
opérateur tangent opérateur sécant
H, H,
opérateur tangent normalisé | opérateur sécant normalisé

Fia. 6.2 — Récapitulatif des différents opérateurs

Définition 6.14. Soit s = o +it, avec o > og (voir définition de la Bonne Classe). On définit
alors les opérateurs conjugués tangents et sécants comme les conjugués suivants :

s =

— 1 1
/\(O') (Afo) 0 HS OAfo

~ 1
H = A loH. 0 A
==8 A(O_)( f ) O—SO io

ot fy, fa et A\(o) sont les éléments spectrauz dominants mis en évidence dans les théorémes

etl6 13

Comme pour les opérateurs non normalisés, on notera simplement H = H; et H = H;.

On a ainsi :
H[f](x) = WHs[ffo };w *(f1,) o h(z)
/@) = ~H [ 1=¥Z|shw<ﬁl>@@>.

f Mo)f,(2)7" 0 Fo(z)Mo) 5,

Le différents opérateurs sécants et tangents, normalisés ou non, sont rappelés a la figure

Il est facile de montrer que Hy 44 et Itlgﬂ-t d’une part, et H, ,;; et ﬁa 14 d’autre part ont le
méme spectre a homothétie pres. Plus précisément

» f est fonction propre de H, ;s associée & une valeur propre A si et seulement si f/f, est
fonction propre de H, 44 associée a la valeur propre A/A(o).

» [ est fonction propre de H,;; associée & une valeur propre A si et seulement si f/f est

fonction propre de Ea it associée a la valeur propre A\/A(o).

Et donc, les fonctions propres dominantes de H, et Ea sont les fonctions constantes, avec

valeur propre dominante 1.

Tout comme les opérateurs H et H, leurs normalisés se composent bien.

Lemme 6.15. Pour tout n € N*, pour tout x,x1,20 € L :

ﬁ:[f](x)— Z 1 (2)[°(f o) © h().

f" heH”
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H,[f](z) = Z s (@)[*(££,)(1(z)).

fo@)

Le lemme suivant est le pendant du lemme Il renforce l'intuition que dans le cas sans
mémoire, il n’y a pas besoin d’étudier d’opérateurs, car toutes les fonctions considérées quand
on particularise la preuve générale, sont constantes. Notons bien que le résultat n’est valable
que pour R(s) =

Lemme 6.16. Dans le cas affine, les itérés IZI;LHt[l}, n € N, sont tous des fonctions constantes.

Et méme, ﬁ?+it[f], ou f est constant sur les intervalles fondamentauz de profondeur n, est une
fonction constante.

Démonstration. Par définition :

H) [l (2) = 7 2 W@l fro ha)

hEH"

]fl

avec A\(1) = 1 (cas général), f1 = 1 (spécificité du cas affine, voir remarque [6.12)) et les A’ sont
des constantes (spécificité du cas affine, voir [1.5)).

Pour la version plus précise, on écrit

B /() =~ S W @) (i f) o hia),

N1 i) 2,

avec chaque terme de la somme constant, car pour tout h € H", les h(z) sont dans le méme
intervalle fondamental de profondeur n. O

Le lemme suivant permet de passer de I'opérateur normalisé & I'opérateur non normalisé : a
une constante pres, on a les mémes majorations.

Lemme 6.17. On a uniformément en n et s = o +it, avec R(s) > o¢ dans un compact (voir
définition de la Bonne Classe) :

IS oo < Ale)™ || H IH [l < Al0)™ || B

1t

En particulier, on a, uniformément enn et t :

HH?—I—itHOO < Hﬁ7j+it -

HH?HtHLt < Hﬁ?—i-it L

Démonstration. Soit f € C}(Z). On a :

HY(f) = A(o)" f, T, m

Ainsi par exemple :

P Tloe < A"l folloc Hﬁ 7] H

soit : &
Il e < A@)™ - 1 folloo - [FE OO’J{ i
ou encore :
B2 (oo < A@)™ - 1 folloo - 11/ Folloo - [ EEL||_ - I1£1loc:

Pour le cas ou o = 1, utiliser A\(1) = 1.
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La norme infinie de 'opérateur normalisé se majore facilement. C’est-a-dire que tout comme
les opérateurs non normalisés, les opérateurs normalisés sont bornés sur l’espace des fonctions
continues, mais en plus on a un meilleur controle sur leurs normes.

Lemme 6.18. Les normes ||.||c de Hypy et H, |, sont inférieures ou égales a 1.
Les normes ||.||coc de Hy, et H, sont égales a 1.

Démonstration. On a :

opalflie) = 3 F7EED @) pia)

heH” (0

On en déduit :

A D D )]

hEH" (U
h(x) !(2)|O
< (hzﬁj B o) >||f||oo
= [|flloo;

et si t =0, alors on a I’égalité avec la fonction constante égale 1.

La preuve est sensiblement identique pour les opérateurs sécants. O

Pour terminer, signalons que le lemme subsiste bien str pour 'opérateur normalisé. On
le prouve pour cet opérateur normalisé, la démonstration pour 'opérateur non normalisé étant
plus simple.

Lemme 6.19 (Majorations de Lasota-Yorke pour I'opérateur normalisé). B
Pour tout s = o +it, avec R(s) > oo (voir définition de la Bonne Classe), et t > 1, Hyyyy est
borné sur C'(I), et H,;, est borné sur C1(Z x I).

De plus, les majorations du lemme subsistent pour les opérateurs dérivées.

Démonstration. Par définition

H,(f](z) = ) 2 W@ (o) o h().
hEH"
Les fonctions f, et f. sont bornées inférieurement et supérieurement (voir théoreme .
Il y a quatre facteurs qui dépendent de x. La dérivée par rapport a = est donc formée de quatre
termes, qu’on majore séparément.
La réponse justifiera apres coup qu’on pouvait bien dériver sous le signe > (nombre infini de
termes quand ’alphabet est infini).

» ler terme : on dérive 7; ( 3 Cette dérivée est bornée supérieurement et inférieurement. Reste
les autres facteurs :

1> W @) (ff5) 0 h(z) )71 f o h(@)| < D> W% - 11f o hlloo

heH"™ hEH” heHn”

(on a utilisé le lemme [1.13)).



139

6.2 ETUDE DES SPECTRES

» 2¢me terme : on dérive |h/(x)]°. On obtient

"

h/
Sl @)
(on a utilisé le lemme [1.13]).
Avec les autres facteurs, on obtient
Z W (@) (ffo) o h(@)| <t D NIR1IZ% - 1f © Alloc.
heH™ heH™
» 3eme terme : on dérive f(h(x)) (a intérieur du signe somme). Avec les autres facteurs, on
obtient :
o T, ) 7 Yo W@ fo o h(@)(foh) (@) < Y I B l|oo-
7 heHn heH™
» 4eme terme : on dérive fy(h(z)) (& 'intérieur du signe somme). Avec les autres facteurs, on
obtient :
(yﬁ D I @PF oh@)(fo o h)'(2) < Y KIS © hlloc.
7 heHnr heH™

La preuve pour 'opérateur sécant est sensiblement identique. On I’écrit tout de méme completement

LS @)l (£1,) ().

ici. Par définition
H,[f](z) = 1
L @A 2=
f_pour j € {1,2} sont bornées inférieurement et supérieurement (voir

théoreme |6.13)).
)
formée de quatre termes, qu’on majore séparément
» ler terme : on dérive @ Cette dérivée est bornée supérieurement et inférieurement. Reste

. ’ . 1

: I ROL
les autres facteurs. Grace au lemme on obtient :

< Y lIsnlIZ I 0 hlloe < D7 IBNIZIF © hlloo

Les fonctions Lr et 5-f
La encore, il y a quatre facteurs qui dépendent de x;. La dérivée par rapport & x; est donc

— 1> sn@) (££,)(
heH™ heH™ heH™
» 2eme terme : on dérive |sp(z1,22)|°. On obtient pour un certain ¢ €]z, x|
h’(ﬁl)(%‘l—(9;21):36(5)(2961)—’1(962)) / () / i
o (21, 72) < t|h (z1)] o) < t|h (x1)]

s|sp(z1, z2)|°

(on a utilisé le lemme [1.13)).
Avec les autres facteurs, on obtient

t > W @) (££,) ()

o) f, (@) |2,

< X [t IRNZIS 0 hllo

heH™
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» 3eme terme : on dérive f(h(z)) (a I'intérieur du signe somme). Reste les autres facteurs.
Grace au lemme [1.13] on obtient :
o0

» 4eme terme : on dérive f_(h(z)) (a lintérieur du signe somme). Reste les autres facteurs.
Grace au lemme [1.13] on obtient :

)< > IS

heH™ heH™

5(f

Z [sn(@)]® f o h(@)—=2—(z) < Y |IW'lI%IIf o hlloo-
=0 hEH" heH™
La majoration pour la norme || - HL(Q) est obtenue en reprenant les calculs qui précedent avec

z e Z(t,0).

Les versions moins précises sont montrées en utilisant le lemme [I.13] qui fait apparaitre les
facteurs p™.

O]

Comme les opérateurs non normalisés, les opérateurs normalisés dépendent analytiquement de
s, et on dispose du lemme suivant, dont la démonstration est analogue a celle du lemme (on
pourra également consulter la preuve de la proposition qui effectue un calcul analogue).

Lemme 6.20. On considére un systéme de la Bonne Classe d’abscisse de convergence og
(voir déﬁnition de la Bonne Classe). Pour tout s = o + it, avec R(s) > op et t > 1, les
opérateurs H et H dépendent analytiquement de s, et les opérateurs dérivés H et H sont
bornés respectivement sur C*(Z) et C1(Z x I).

De plus, les majorations du lemme[6.7 subsistent pour les opérateurs dérivées.

On est maintenant en mesure de dresser le tableau résumé qui donne une majoration des
différentes normes considérés, des différents opérateurs, normalisés ou non.

6.2.3 Décomposition spectrale et asymptotique

On considére un systéme de la Bonne Classe d’abscisse de convergence o (voir définition de
la Bonne Classe).

Il s’agit de projeter sur I’espace vectoriel engendré par la fonction propre dominante, et de
donner une majoration du terme de reste, de rayon spectral strictement inférieur. Ceci permet
de trouver I’asymptotique des itérés de 'opérateur.

Pour tout ¢ > ogg, on définit les projections dominantes

PU:/F(§I—H(,)_1d§ ot f’gz/f<£I—Ha)_1d§,

ou I' est un contour orienté positivement qui englobe la valeur propre dominante A(o) et aucune
autre valeur spectrale de H, (voir ﬁgure, et ot I' est un contour orienté¢ positivement qui
englobe la valeur propre dominante 1 et aucune autre valeur spectrale de H, (voir figure a
homothétie pres). On définit aussi les opérateurs de reste

N, =H,-Ao)P, e N,=H,—P,.
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norme ||.||oc | norme ||.||1¢ | norme ||.|[1,x | norme ||.||11
H, ., t>1 <1 <1 <1
H) ,, t>1 < Ao)™ <L Ao)™ <L AMo)™
nont>1 <1 <1 <1
ﬁZ 1> 0 dans un compact <1 <1
H, =1 <1

Les constantes de majoration sont indépendantes de n. Mais elles dépendent du compact auquel
appartient o. Pour la preuve, on est amenés a utiliser le lemme Pour les autres cas, utiliser
le lemme Seules les cases « naturelles » ont été remplies.

Fi1G. 6.3 — Tableau résumé sur les normes des opérateurs

Théoréme 6.21 (décomposition spectrale de 'opérateur tangent).
On considére un systéme de la Bonne Classe d’abscisse de convergence oy.

On se place en o réel, avec o > oy, et f € C1(T).
On a les décompositions spectrales suivantes de 'opérateur tangent et de son normalisé

H, [f] = Mo) Po[f] + No[f]

H, [f] = Ps[f] + No[f],

ou P, et f’a sont idempotentes :

P2 =P, P, =P,

avec les relations de commutativité

P,oN, = N,oP, =0, P,oN, =N, oP, =0,

Les projetés P, [f] et f’a[f], dirigés respectivement par la fonction propre dominante de H, et
de H, sont de la forme

PU[f] = E,(f)

ot B, et E, sont des formes linéaires, choisies de telle sorte que E;(fs) =1 et E’g(l) =1,
c’est-a-dire, qu’en notant o et i, les mesures duales dominantes, on a :

E[f] = /I Fdio Elf] = /I fdfio.

De plus R(N,) =r(H,) < R(H,) et R(ﬁa) _ r(Hy)

En effet, 'opérateur normalisé a une fonction propre dominante constante égale a 1, donc la
partie principale est une fonction constante.

Dans la suite, on notera simplement P; =P et N; = N.
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On peut facilement majorer les termes de reste grace au théoreme du rayon spectral, qui nous
apprend que la norme de rayon spectral de 'opérateur G est égal a la limsup quand n tend
vers +o00 de || G™ |1/,

En loccurence, en notant r(H,) le rayon spectral sous-dominant de H,, on a pour tout € > 0
et asymptotiquement en n :

INZll, < (r(Hy) + )" NG

r(Hy) "
1 <e <R(HU) + 6> .
En écrivant que pour tout f € C1(Z),

EolfIl < Mfllee et |Bolfl] < Ilflloe

et que

N[l <INy et NGl < NI

on obtient aussi une majoration de la norme infinie des puissances de 'opérateur, pour tout
€ > 0 et asymptotiquement en n :

IE2, < (M) + )" (8

<L (1+¢6)"

o0

(une égalité meilleure sur H,, avait été obtenue, directement, au lemme [6.18)).

Dans le lemme, les mesures mises en évidence vérifient

/70 = foﬂav

et donc i, et i, sont absolument continues 1'une par rapport a 'autre. De plus p; est la mesure
de Lebesgue, c’est-a-dire que

Bilf = [ sax
Puisque,
D@ =Y |a(1) = h(0)| = [M(T)| = 1,
heH heH

la fonction propre dominante associée a Hj est constante, et comme g est la mesure de Le-
besgue, forcément f; = 1.

Remarque 6.22. Attention, pour o # 1, [, et s ne sont pas continues par rapport a la
mesure de Lebesgue, et la mesure de Lebesgue n’est pas continue par rapport a elles.

Une conséquence immédiate du théoreme est que pour tout k € N* :

HE[f] = Mo) Eo (f) £ + NE[f] H,[f] = E-(f) + N,[f],

ce qui permet de décomposer également les quasi-inverses :

o)

= T nigy Be e+ (1= N,)~'[f)

(I - HU)_l[f]
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L’opérateur sécant dont la partie supérieure du spectre coincide avec le tangent, a une décomposition
spectrale proche.

Pour tout o > og, on définit les projections dominantes

B,— [(r-H,) e e B,- [ (a-H,)

r

ott I est un contour orienté positivement qui englobe la valeur propre dominante A(c) et aucune
autre valeur spectrale de H, (voir ﬁgure, et ol ' est un contour orienté positivement qui
englobe la valeur propre dominante 1 et aucune autre valeur spectrale de ﬁg (voir figure a
homothétie pres). On définit aussi les opérateurs de reste

N, =H, — A\(0)P

=—0 =0 =0

et N, =H_-P,_.

Théoréme 6.23 (décomposition spectrale de 'opérateur sécant).
On considére un systéme de la Bonne Classe d’abscisse de convergence oy.

On se place en o réel, avec 0 > oy, et f € CYT x I).

On a les décompositions spectrales suivantes de 'opérateur sécant et de son normalisé

H,[f] = Mo)B,[f] + N, [f] H,[f] = B, [f] + N,[f],

ou P, et Ea sont idempotentes :

P2=P P =P

g —0 =0 =0
avec les relations de commutativité pour la composition

:ﬁ OEa-Zoa

=
2

EUOHU:HUOBU:(L

lo}

Les projetés P, [f] et Ea [f], dirigés respectivement par la fonction propre dominante de H, et

de H_ sont de la forme

P[] = E, (diag f) f, P,[f] = E, (diag [),

ou Ey et E(, ont été introduits dans le théoréme|6.21| et io_ est normalisé pour que E, (diag ia> =
1.

De plus R(N,) = r(H.) < R(H) = R(H,) et R(N,) = ~Ho) _

Dans la suite, on notera simplement P; = P et N; = N.

Les conséquences sont analogues. Grace au théoreme du rayon spectral, on obtient pour tout

€ >0,
< r(H,) + '
11 ¢\ R(H,) ‘)

NIy, <o r(H, + )" N

On obtient aussi une majoration de la norme infinie des puissances de 'opérateur :
~n
I, < (A(@) +9)" B <ca+or
oo

(une égalité meilleure sur EU avait été obtenue, directement, au lemme .
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Et pour tout k € N*,

HE[f] = Mo)E, (diag f)f_ +NE[f] H.[f] = B, (diag f) + NL[/],

d’ou la décomposition du quasi-inverse :

(-8 = 25 Ea(ding £)f, + (1= 1,) 711

(I —H,)'[f] = Es(diag f) + (I~ N,)~'[/],

ou les fonctions E, et E, sont communes aux opérateurs tangent et sécant.

6.3 Preuve du théoréeme (A)

En fait, maintenant qu’on a introduit les éléments spectraux et les opérateurs normalisés, on
peut démontrer la version plus précise du théoréeme (A) suivante (se rappeler que les valeurs
propres de Hy g, de I~{1+Z~t et de ﬂl 14t sont les mémes car A(1) = 1), qui explique également le
lien entre les fonctions propres de M et de H et ﬂ

Théoréme (A). On considére un systéme dynamique (Z,T) de Bonne Classe. Soit tg # 0 et
n € C, avec |n| = 1.

Les fonctions propres continues de My, associées a n sont de module constant, et les fonctions
propres continues de M, —associées a 1 sont de module constant sur la diagonale.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) s+ (n—Hs)™! a une singularité en s = 1 + ity.
(b) m est une valeur propre de ﬁ1+ito-
(c) n=1 est une valeur propre de My, .
De plus, les fonctions propres sont les mémes, et sont toutes de module constant.

On obtient un théoréme un peu plus faible pour l’opérateur sécant.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(d) s+ (n—H,)"! a une singularité en s = 1 + ity.

(e) m est une valeur propre de Elﬂ‘to'
Et dans ce cas, n~' est une valeur propre de My, (mais on n’a pas la réciproque comme pour
lopérateur tangent).

De plus, si f € CHT x I) est une fonction propre de Hi,y,, alors diag f est une fonction
propre de Mt; de module constant (c’est-a-dire que f est de module constant sur la diagonale).

Enfin, sin =1, alors l’assertion
(f) la série de Dirichlet A a une singularité en s = 1 + itg.
implique (d) et (e).

Démonstration. Soit 1 une valeur propre de M de module 1, associée a la fonction propre f,
c’est-a-dire qu’on a M"[f](z) = 0" f(z) pour tout z € Z. Le lemme montre alors 1'égalité,
valable pour tout y € Z, pour tout h € H" :

[foh(y)l = 1f(y)l.
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Or, tout y € Z est limite quand n — +oo d’une suite hy(yo), avec h, branche inverse de
profondeur n (on prend des branches inverses de plus en plus profondes). Par passage a la
limite, on obtient donc :

[f (o)l = If o hulyo)| — 1f(y)]-
f est donc de module constant.

Soit f une fonction propre de M, . On se restreint & la diagonale grace au lemme :

diag M, E] = My, [diag ﬂ )

ce qui permet de conclure, en utilisant ce qui précede, que diag f est de module constant.

Pour prouver I’équivalence de (a) et (b), on montre maintenant que si 7 de module 1 appartient
au spectre de l'opérateur Hj;, alors 1 est une valeur propre.

Pour cela on utilise le théoreme On a R(Hi1i) = 1 (car n est une valeur spectrale de
module 1), et R.(Hi44) < pR(H;), avec R(H1) = 1, et donc Re(Hiyit) < R(Hjt), donc
H;,;; est quasi-compact (ce qui n’est pas vrai a priori pour ¢t quelconque). Et donc 7 est une
valeur propre.

Supposons (b) vrai. Alors 7 est aussi valeur propre de H, donc il existe f € CY(T) non identi-
quement nulle pour laquelle :

ﬁ1+ito [fl =nf.

Alors pour tout n € N, o
H1+ito [f1=n"1,

et donc, pour tout y € 7 :

Z W (ff1) o hly) = 1" f (). (6.1)

eHn

Quitte & normaliser, on peut supposer maxz |f| = 1. Soit yo tel que |f(yp)| = 1. En prenant
Yy = Yo, on obtient :

yo)|" T (f f1) o hlyo) = 0" f (o).

hE'H”

On pose, pour tout y € 7 :

o) = s WO hG) et bu) = o WS o b,
L’égalité [6.1] s’écrit alors :
h;:n an(Y0)bn(yo) = 1, avec h;ﬂ an(yo) = W =1,

et pour tout h € H", |bp(yo)| < 1 (c’est 1a qu’intervient ’hypothese |f(yo)| = 1). Donc, tous les
br(yo) sont égaux a 1, c’est a dire

W (y0)|™ £ o h(yo) = 0" f(y0),
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et donc en prenant le module :
|f o h(yo)l = [f(yo)| = 1.

En raisonnant comme dans la premiere partie du théoreme, on montre que f est de module
constant égal a 1. Donc on peut répéter le raisonnement précédent en remplacant yg par tout
y € Z. Avec n = 1 on obtient que pour tout h € H,

1 (y) [0 f o h(y) = nf(y),

c’est-a-dire, d’apres le lemme [3.5]:
My, [f1(h(y)) = 17" f o h(y).
Soit z € Z. Alors il existe h € H et y € Z tels que = = h(y), et donc :
M[f](z) = n~" f(x).

Réciproquement, soit f est une fonction propre de M associée a n de module 1.
D’apres les lemmes et on obtient pour tout h € H, pour tout z € Z, 1’égalité :

|1 ()| f o h(z) = nf(z).

D’autre part, f est de module constant d’apres la premiere partie du théoreme. On peut alors
facilement refaire la démonstration dans ’autre sens pour prouver la réciproque.

Les assertions (b) et (¢), et finalement (a), (b) et (¢) sont donc équivalentes.

Pour prouver I’équivalence de (d) et (e), on montre maintenant que si 7 de module 1 appartient
au spectre de I'opérateur H;, ;;, alors n est une valeur propre.

Ceci découle du théoreme On obtient R(H;) = R(H;) = R(H,;, ;) = 1, et donc
R.(H, ;) < pR(H{) = pR(H, ), donc H, ;; est quasi-compact.

Supposons maintenant que (e) est vraie. En passant a la diagonale, si H, vitolf] = nf, alors
ﬁ1+z‘t0 [diag f] = ndiag f, et on utilise 'implication (b) = (c) déja prouvée pour conclure que
n~! est une valeur propre de My, et que diag J est de module constant.

On donne ici une preuve qui ne dépend pas de la premiere partie du théoreme. Si (e) est vrai,
alors 3f € CY(Z x Z) non identiquement nulle telle que :

El—l—ito fl=nf
Alors pour tout n € N*,
H (/] = "1
c’est-a-dire que pour tout y = (y1,2) € Z x T :
1

T 2 b I (1) (W) =L W)

heH™
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Quitte a normaliser, on peut supposer maxzyz | f| = 1. Soit Yy = (y10, y20) tel que ’i (y()) ’ =1.
En prenant y; = y10, y2 = y20, on obtient :

7 5 el (12) () =2 )

heH™

On pose, pour tout y = (y1,y2) €T x T :

W) = 5o WL (W)
(1) = e @ L (W)
L’égalité précédente s’écrit alors :
Hy[f,] (¥
heZHn ap, (go) by, <g0) =1, avec heZHn ap, <g0) = ;‘11(3/5)0) =1,

et pour tout h € H", ’bh (%)‘ < 1. Dong, tous les by, (g()) sont égaux a 1, c’est a dire

o o) [ (1 (1)) = 71 (a).

et donc en prenant le module :
)|l )|

Soit y € Z. On trouve alors (hy,) tel que hy,(yo1) — y. On a alors aussi hy,(yo2) — ¥, et on
n—oo n—oo

obtient, par continuité de I'application f :
|diag f(y)| = |f(y,9)| = 1,

c’est-a-dire que f est de module constant égal a 1. Donc on peut répéter le raisonnement
précédent en remplacant Yy = (yo1,yo2) par (y,y) pour tout y € Z. Avec n = 1 on obtient que
pour tout h € H,

|1 ()" diag f o h(y) = n diag f(y),

c’est-a-dire, d’apres le lemme [3.5] :
My, [diag fl(h(y)) = n diag f(h(y))-
Soit z € Z. Alors il existe h € H" et y € T tels que & = h(y), et donc :

M; [ding f](x) = 0~ "diag /().

Enfin, supposons (f) vraie. En se rappelant (proposition [1.10]) que
A +ito) = (T —Hy, ) [G*](0,1),

on obtient que I — H, ,; n’est pas inversible, c’est-a-dire l'assertion (e).
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Le fait que « 7! est une valeur propre de My, » n’implique pas (d) et (e), c’est-a-dire qu’on

ne puisse pas reprendre la démonstration pour 'opérateur sécant dans I’autre sens comme pour
Popérateur tangent, est du au fait que les suites h,(zg) = (hn(x01), hn(202))n, ot by € H™ ne
permettent d’atteindre que les points de la diagonale, c’est-a-dire les points (z,z) € Z2. Cette
absence de réciproque pour l'opérateur sécant préfigure les difficultés qu’on rencontrera dans la
preuve de la H-discipline (pour 'opérateur sécant) dans la suite (chapitre .

En fait, on peut prouver prouver cette version plus précise du théoréme [6.3]

Lemme 6.24. On considére un systéme dynamique (Z,T) de Bonne Classe. Soit ty # 0 et
n € C, avec |n| =1.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) il existe o > o, tel que n est une valeur propre de ﬁg+it0.
(b) pour tout o > oy, n est une valeur propre de ﬁg+it0.
(c) =1 est une valeur propre de My, .
De plus, les fonctions propres sont d chaque fois les mémes, et sont toutes de module constant.

Démonstration. Prendre cette fois

1 / o o x
ah(x):m’h(ﬂfﬂ fo o h(z).

O]

On a donc prouvé au passage que (pour les systeémes de Bonne Classe) les fonctions propres
de H, 4+ associées a une valeur propre de module 1 étaient de module constant.

6.4 Relation entre M et H

On aura besoin dans I’étape 3 de la version tres précise suivante.

Lemme 6.25. Pour tout n € N*, pour tout f € CY(Z), pour tout w € C(ZI), et pour tout t > 0,
pour lesquels les objets suivants sont définis, on a l’identité suivante :

wH’th[f] = HY[f MZ,[w]].

Pour tout n € N*, pour tout f € CH(Z x I), pour tout w € C(Z x I), et pour tout t > 0, pour
lesquels les objets suivants sont définis, on a lidentité suivante :

wHY ,[f] = By [fM2,[w]].
En particulier, avec f =1 et f =1, on obtient :
wHy ;[1] = Hf oM [w] et wHY ;[1] = HY o M"[w].
(d’une certaine fagon, H et M sont inverses I'un de l'autre).

Démonstration. On a d’apres le lemme :

M [w)(z) = [(T")(2)|"w o T(x),
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et donc :
HY [f My [w = D IN@ITY (@) w o T™(h(x)) f o h(x)
heH"
= > M@ w(@)f o h(x),
heH™

d’otu la conclusion en « sortant » w(z) de la somme.

La preuve pour le sécant ne présente pas de difficulté supplémentaire : les dérivées sont juste
remplacées par des taux d’accroissements.

O]
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Chapitre 7

Réunions fondamentales
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On termine cette partie par quelques définitions et résultats sur les réunions fondamentales,
qu’on va utiliser dans la preuve : en effet, on ne sait faire de I’analyse que dans le cas d’un
nombre fini de branches. Ces réunions fondamentales vont nous permettre de nous ramener a
ce cas.

Deux idées nouvelles rendent possible dans les chapitres qui suivent, les preuves pour la condi-
tion 2-DIOP dans le cas d’un alphabet infini (et fournissent une preuve alternative pour la
condition 3-DIOP) :

(7) D'utilisation non plus d’ensembles de Cantor comme Melbourne, Hachemi, et Baladi, mais
de réunions fondamentales, plus grosses, qui sont des « Cantor en construction »,

(74) la dépendance de ces ensembles en ¢t = J(s) (les opérateurs étant étudiés dans un premier
temps sur la droite {J(s) = 1}, le passage a gauche étant opéré par un argument classique).

7.1 Définitions

Soit n € N* et Hyg € H". C’est-a-dire que les éléments de Hy sont des branches inverses de
méme profondeur n. On définit la réunion fondamentale de Z associée a Hy comme la réunion
(disjointe) sur les éléments h € Hy, des intervalles fondamentaux h(Z) (voir chapitre [1)). Dit
autrement, les points de Ho(Z) sont les points de Z dont le début de la trajectoire emprunte
une branche de Hj.

On définit aussi les réunions fondamentales a deux variables, réunions de carrés fondamentaux,
et généralisation des intervalles fondamentaux. Les carrés fondamentaux ont déja joué un role
dans [53], et bien sur les triangles fondamentaux employés dans [61] et au chapitre [2 sont des
demi-carrés fondamentaux. Enfin, les ensembles Z(p, Ho) et Z(p, Hop), plus petits, contraignent
encore plus la trajectoire des points leur appartenant, en considérant des branches de profondeur
plus grande que 1.

151
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Définition 7.1. Soit n € N*, et un ensemble Hy C H™ de branches inverses de méme profon-
deur n.
» On notera

Z(p,Ho) = |J h(@)
heH?

la réunion fondamentale de profondeur p associée Hy, et simplement

Z(Ho) = (1, Ho) = = |J mz

heHo

» Dans le cas de deux variables, on notera

Z(p.Ho) = |J MT)x (@) = | WD)

heH} heH}

la réunion fondamentale de profondeur p associée Hy, et simplement

I(Ho) = Z(1,Ho) = |J MT) x (@)= |J n@)

heHo heHo

On peut voir la réunion fondamentale comme un ensemble de Cantor en construction, comme
on le verra dans la suite : Z(p,Ho) (resp. Z(p,Ho)) est l'intersection des HE(Z) (resp. des
Unen h(Z)) pour k de 1 a p, tandis que l'intersection sera prise sur k& € N* pour ’ensemble de
Cantor.

La définition montre que Z(¢,3,9) est une réunion de segments, tandis que Z(t, 3, ) est une
réunion de carrés dont la diagonale est la méme que celle de Z x 7.

De fagon équivalente, on peut définir ainsi les réunions fondamentales a deux variables.

I M) = | h@)
heHY
= Ho(Z)
= {z €T tels que 3h € H} tel que ho T™(z) = z}
= {x €T tels que Vm € Nym < p, T""(z) € Z(Hop)}

I(p,Ho) = |J n@
heH}
hoTm™ =
= (z1,22) € T x T tels que 3h € HE tel que ° (1) =21
hoT™(x3) = x2
Les x € Z(p,Ho) sont donc les x pour lesquels les p premiers itérés avec saut n empruntent
des branches de Hp. Quant aux couples (x1,x2) € Z(p, Hp), ce sont les couples (z1,z2) tels que

les p premiers itérés avec saut n empruntent la méme branche pour z; et xo, et cette branche
doit étre dans Hy. Plus p est grand, et plus les points de Z(p, Ho) sont proches de la diagonale.

Attention : pour Hy C H (sous-ensemble strict), on a pour tout p > 1, Z(p, Ho) S Z(p, Ho) X
Z(p, Ho). Un point de Z(p, Ho) X Z(p, Hop) a ses deux coordonnées dans la réunion fondamentale,
mais elles ne sont pas forcément associées a la méme branche inverse, c’est-a-dire que le point
n’est pas forcément proche de la diagonale.
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A la figure sont représentés sur un exemple des carrés fondamentaux... dans le cas sans
mémoire, ol précisément ils ne servent pas, car on n’a pas besoin d’introduire d’opérateurs
sécants (pas d’opérateur du tout d’ailleurs).

Bien sir, la moitié supérieure d'un carré de Z(p, Ho), avec Ho C ‘H", est (& sa frontiere pres)
un triangle 7, avec w € X" (introduits au moment de I'analyse de QuickSort, voir figure [2.10)).

Sur cette figure est représenté un systéme dynamique affine (p = (2/7,1/7,1/7,3/7)), dont
on sélectionne les branches inverses Hy = (1,2,4) C H (notation évidente). On représente
successivement Z(1,Ho), Z(2,Ho), Z(3,Ho) et Z(4,Ho).

Fig. 7.1 — Carrés fondamentaux sur un exemple
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7.2 Cas particuliers utilisés

On introduit la notation suivante, qui servira a définir la profondeur des branches des sous-
ensemble Hg de H* qu’on va considérer.

Définition 7.2. Pour tout t > 0, et pour tout 3 > 0, on note :
n(B,t) = |Blogt].
Voici maintenant les Hy bien particuliers qu’on va utiliser :

Définition 7.3. On définit le sous-ensemble de H* suivant :

1
— n(/B’t) . 1 / >
H(t, B, 6) {hEH :int W() /tg}.

Considérer H(t, 3,0) revient a grouper les étapes de U'itération par n(3,t). En effet, demander
quelque chose sur h € H™PY est moins restrictif que de demander quelque chose sur chaque
branche inverse de profondeur 1 qui compose h. Donc I'ensemble H (¢, 3,0) diminue avec [3.

De plus, plus § est grand, et plus il y a de branches inverses qui vérifient I'inégalité de définition,
donc 'ensemble H(t, 3,9) augmente avec 9.

)
Intuition 7.4. Le rapport B mesure les ensembles H(t,3,0), et s’avére prépondérant dans la

suite de la these.

Grace aux sous-ensembles de H(t, 3,) C H*, on introduit les réunions fondamentales suivantes
qui vont nous servir dans la suite.

Définition 7.5. On introduit les réunions fondamentales suivantes :

Z(t,p,90):=Z(H(t,p3,0)), Z(t,B,0):=Z(H(t,0,0))

et
I(p7t767 6) = I(p7H(t7/87 5))7 l(p7t7ﬂ7 5) = Z(p7H(t)ﬂ7 5))

On introduit également :
Z(t,60) = (1),

ainsi que les ensembles plus complexes suivants :

Z(t,5,6,0) = hZ(t,0)).
REH(t,8,5)

La réunion fondamentale Z(t,60) est le voisinage de la diagonale formé de tous les carrés de
« profondeur 6 ». C’est-a-dire que quand on itere le shift sur un point de Z(¢, 3,0, 0), les n(3,t)
premieres branches empruntées sont dans H(¢,3,6) (c’est-a-dire que z ne peut étre que dans
certains « grands » carrés de « profondeur 3 », autour de la diagonale). Puis, les n(6, t) branches
suivantes sont quelconques, mais toutes ces branches sont communes aux deux coordonnées
(c’est-a-dire que le point est « tres » proche de la diagonale). On a bien sur :

I(t,3,6,0) C Z(t,6).

Comme dans le cas général, on peut donner plusieurs définitions équivalentes. Par exemple :
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I(p,t,B3,0) = U »@
heH(t,5,5)
= H(t, B,0)"(I)
= {z €T tels que 3h € H(t, 3,6)P tel que h o TPVP(z) = 2}
= {z €7 tels que Ym € Nym < p,Tm"(ﬁ’t)(a:) €Z(t,3,9)}

Z(p,t,3,9)
= U r@

heH(tvﬁ’é)p

h o T™B:t)p _
= {($1,$2) € 7 x T tels que 3h € H(t,3,6)P tel que{ © (x1) =21 }

h O Tn(ﬁvt)p(xQ) = :1;‘2

0= |J W@,

hEHn(O,t)

Z(t,3,6,0) = I (H(t, 3,6) o HMOD
- U ket
hEH(t,3,8),6Hm 00

= U hol(T) x hol(T).

heM(t,5,6) LeH™MO1)

Dans le cas des systéemes sans mémoire, on a déja donné l'intuition qu’on pouvait toujours
se limiter a regarder la profondeur 1, et qu’on n’avait pas besoin d’utiliser d’opérateur. C’est
pourquoi on va considérer un sous-ensemble de branches Hag (¢, 0) (il ne dépend pas de 3).

De plus, comme les dérivées des différentes branches inverses sont constantes (voir , il n’y
a pas besoin de restreindre l'intervalle d’étude : ce qui est vrai en un point, I’est partout. Aussi,
pas besoin d’introduire d’ensemble Z,¢(t,0) (on ne donne la définition que pour mémoire). En
fait, on va travailler avec des fonctions constantes définies sur tout Z. Mais bien str, on pourra
utiliser des opérateurs contraints, avec la somme prise sur les branches de H,g(t,d) ou son
complémentaire dans H.

Intuition 7.6. Dans le cas des systémes sans mémoire, on travaille sur des (fonctions) constantes,
et on n'introduit donc pas de réunions fondamentales d’intervalles.

Les définitions sont alors plus simples.

Définition 7.7.
On définit le sous-ensemble de H suivant :

Haff(ta 5) = {Z € N*; Caff(i) > 5} )
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Grace aux sous-ensembles de Hg(t,d) C H*, on introduit pour mémoire les réunions fonda-
mentales associées, bien qu’elle ne nous servent pas dans cette these.

Définition 7.8. On introduit les réunions fondamentales suivantes :
Zai(t,0) := Tag (Hagt (¢, ),

et
Iaff(p; t, 6) = aff(p7 H(ta 5))

Dans le cas des systemes avec alphabet fini, on a, pour les systemes généraux
inf inf |W/(z)] > 0
heH T
et en particulier pour les systémes affines :

inf cag (i) > 0.
1€

En effet, les inf écrits ci-dessus sont en fait des min car I’ensemble considéré est fini.

Cette remarque fondamentale montre que, & § fixé, et pour tout ¢ assez grand :
Hag(t,0) = H.

Dans le cas général, notons py = infpepy inf7 |B/(x)]. Clest-a-dire que pour tout n € N*, pour
tout h € ‘H™, pour tout x € Z,

W (@) > o

On a p < 1 pour les systémes de la Bonne Classe. Donc, pour h € H*(%1),

\h/(x)| = Pg(ﬁ’t) > pgl()gt - t—ﬁllogpo\’

ce qui termine la preuve du lemme suivant :

Lemme 7.9. Etant donné un systéme fini et de la Bonne Classe, notons

= inf inf |B/(2)).
po = jnf inf|n'(z)|

5
Si — > |log pol|, alors pour tout t > 0,

g
H(t, B,6) =K.

Et d’autre part, pour t assez grand, et sans condition supplémentaire :

Hag(t,0) = H.
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7.3 Majoration sur les ensembles introduits

Le probleme avec un nombre infini de branches, c’est qu’on peut en trouver aussi pres de la
verticale qu’on veut, c’est-a-dire qu’on peut trouver une suite (z,,), d’éléments de Z telle que :

T (2,,)] — +o0.
n—oo
Ou encore, en notant h,, telle que hy, o T'(x,) = xn,

| (z)] — 0.

n—oo

Ou encore, les intervalles fondamentaux peuvent étre arbitrairement petits.

Le lemme suivant donne différentes majorations sur les branches et les intervalles fondamen-
taux. Ce lemme n’est vrai que parce que Hg est fini. Dans le cas d’un nombre infini de branches,
on est dans le cas limite K (Hy) = 0.

Lemme 7.10. Soit Ho un sous-ensemble fini de H".
(i) Alors
K = K(Hp) = min inf |W >0
(Mo) = pain inf [A'()]
(i) Pour tout k € N*, pour tout h € HE (branche inverse de profondeur nk), pour tous
Y, Y1,Y2 € yA
W) > KH)F et Jsnlunum)] > K(Ho)"

Les intervalles fondamentaux d’une réunion fondamentale finie ne peuvent pas étre arbitrai-
rement petits. Plus précisément, les intervalles fondamentaux de Z(p, Hy) ont une longueur
supérieure ou €gale a K(Ho)P.

(#i7) On peut aussi magjorer les dérivées des itérés de T, si les branches sont prises parmi un
nombre fini, car alors elles ne peuvent pas étre trop verticales. Pour tout Hy C H™ fini, pour
tout p € N*, et pour tout x € Z(p, Ho)

(T7)' ()| < K(Ho) ™"
Démonstration. (i) Une branche h € HE s'écrit :
h=hyohyo---ohy,

avec chacun des h; dans Hy, et donc chacune des branches étant prolongeable en une fonc-
tion continue sur un intervalle fondamental compact, on a que chaque |h}| est minoré par une
constante strictement positive (comme fonction réciproque de T™), pour i € {1,...,k}. Et donc
K(Hp) > 0.

En dérivant la composée, il vient alors que pour tout y € 7
P (y)| = K*,

ou K est indépendant de k.

Pour la sécante, d’apres I'inégalité des accroissements finis, il existe yo €]y, y2[ tel que sp(y1,y2) =
h'(yo), ce qui permet de conclure.

(71) La majoration sur la dérivée provient de la formule de dérivée d’une composée.

Pour la majoration du sécant, d’apres ’égalité des accroissements finis, en supposant y; < o,
il existe yo €|y, y2[ tel que sp(y1,y2) = h'(yo) ce qui permet de conclure.
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A un intervalle fondamental de profondeur k est associé une branche inverse h € H’g. La
longueur de l'intervalle fondamental est alors :

[7(1) = h(0)] = W (c) -1 - O

pour un certain ¢ € Z d’apres ’égalité des accroissements finis.

(797) Soit h € H{ la branche inverse de profondeur n tel que hoT"(z) = z. On a alors en
dérivant :

L= (T (@))(T") (),

ce qui permet de conclure. O

Les cas particuliers de H(t,3,0) et Hag(t, ) sont donnés par le lemme suivant. Dans le cas
particulier qui nous intéresse, K = t 9.

Lemme 7.11. (i) Pour toutt > 0, pour tout 5 > 0, pour tout § > 0, l’ensemble H(t,[3,0) est
fini, et on a :

K(H(t,B,0)) >t
Pour tout t > 0, pour tout 6 > 0, I’ensemble Hag(t,0) est fini, on a :

K (Hag(t,0)) > t7°.

(73) Pour tout h € H(t,[3,0) ou h € Hag

—~

t,0), pour tout y,y1,y2 € L :

1

W)= et lsnlvnw)] > 5

L=

Les intervalles fondamentaux de Z(p,t,3,6) et de Zog(p,t,d) ont une longueur supérieure ou
égal a t=oP.
(tit) En particulier, pour tout x € Z(p,t,[3,9),

‘ (Tpn(ﬂ,t)>/ (z)

< P9,

Démonstration. (i) Soit h € H(t,3,0), 'intervalle fondamental associé & h a une mesure de
Lebesgue |h(1) — h(0)| supérieure ou égale & inf7 |h/| > t% d’apres 'inégalité des accroissements
finis. Ceci prouve que le cardinal de H(¢,3,0) est inférieur ou égal a Lt‘sj, donc en particulier,
est fini. Et on procede de méme dans le cas affine.

Le reste du lemme est une simple application du lemme précédent (sauf la minoration sur h’
qui est une définition). O

Le lemme suivant, en combinaison avec le précédent, justifie pleinement l'introduction de
H(t,3,0). Ce lemme revient a mesurer (voir lemme , pour g une mesure continue par
rapport & la mesure de Lebesgue, ’ensemble des = € 7 qui ne sont pas dans Z(t, 3,0), c’est-a-
dire qu’il fournit une majoration de

1- M(I(t7ﬁv 5))

Pour les systemes de Bonne Classe, on rappelle ’existence de ’abscisse de convergence op < 1
telle que pour tout o, avec o9 < o < 1, >, 4y sup |h'|7 < 0.

Le lemme suivant montre que les réunions fondamentales sont « assez grandes ». Etant donné
J C Z, on note | 7| désigne la mesure de Lebesgue de J.
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Lemme 7.12. Dans le cas d’un systéme dynamique de Bonne Classe d’abscisse de convergence
o, pour tout x € T, et pour tout o1 tel que g < o1 < 1,

1 1
Z 1 (z)] TA=en)s=BLn) et donc |ZT\Z(t,0,0)] < =o)L
hEH"(ﬁvw\H(tﬁ,ﬁ) | | | |

et plus généralement, pour p € N* :

| 1
> W @) moempren: ¢ done ITNI(P:t5.9)l < rormo sy
heHPr(BO\H(L,5,6)P |t| |t|

Et dans le cas d’un systeme affine de Bonne Classe d’abscisse og, on a la meilleure majoration
sutvante, valable pour tout € > 0, ou la constante de majoration dépend de € :

1
Z Pr <e t(1=00)d—€’
kEH\Haﬂ”(t:é)

Le choix de o1, en lien avec le choix des autres parametres pour avoir une borne optimale, sera
fait dans la fin de la preuve du théoréme [9.4.2]

Démonstration. Pour tout xz € 7,

> W (@) = > | ()= B ()|

heHn(BO\H(t,6,6) heH™MBO\H(1,6,)
1 /
< g 2. W@
REHM(B-D\H(t,8,5)
1 n(B.1)
< W HC,.1 [1] (LIZ‘)

On a utilisé que par définition, si h € H™PY \ H(t,3,6), alors il existe zg = zo(h) tel que
|h (x0)] < t% Le lemme montre alors que pour tout z € Z, |h/(z)| < t% ou la constante ne
dépend pas de h.

Le théoreme de décomposition spectrale montre alors :

1 n
Z ‘h/(HJ)‘ < WA(Ul) B8,
heHnBO\KH(L,3.,5)

Avec la notation L(o1) = log A(01) (introduite au théoréme [6.11)), on peut alors conclure.

La généralisation a p # 1 est immédiate. On explique avec p = 2 et on conclut par récurrence.
On a d’une part
HCQ,T(B’“ (z) < )\(01)271(6,16)7

et d’autre part tout h € H2(B8) g8crit h = hy o hy avec hi,ho € H B Par définition, il existe
x1 = x tel que |h)(z1)] < t% et 9 = x tel que |h(x2)| < t% En utilisant le lemme on a
alors pour tout x € 7

1

(W ()] = W 0 ha(2)| - [ha()] < [Py (21)] - [ha(z2)] < 5

Pour conclure sur la mesure de Lebesgue des complémentaires des intervalles fondamentaux,
il suffit d’utiliser la propriété de distorsion des systémes de Bonne Classe (voir le lemme |1.13)).
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Dans le cas affine, on écrit que par définition, si h € H \ Hag(t,0), alors pp < t% Et donc, pour

tout o1 > oy,
1—
oo o= >, 7w
kEH\Has (¢,6) k€H\Has (£,6)

1 o1
S fi-e)s > 7
keH\Hag (t,0)

Ao1).

1

<< t(l—al)é

Cette fois, il n’y plus d’exposant en logt pour A. C’est-a-dire que pour tout € > 0,

Moo +€) 1
Z Pe < t(1—o0—€)d ¢ t(1—co—€)s"
kEH\ Hag (£,5)

O]

On termine par un dernier lemme qui permet de controler les dérivées de My[u]| et M, [u]. On
rappelle les définitions :

I(t,8,6) = H(t,8,0)(T) = |J mD) (t,8,0) = |J K@)

heH(t,3,0) heH(t,5,0)

Ce lemme est a mettre en relation avec le lemme qui permettait de majorer la dérivée de
M"[u] o h. La majoration n’a alors plus lieu partout si le nombre de branches est infini, car il
existe dans ce cas des points ol la dérivée de T' est arbitrairement grande, et on ne controle
plus la dérivée de M;[u].

Le lemme qui suit est I’analogue du lemme

Lemme 7.13. Dans le cas des systémes affines, pour tout p € N*, MP[1] est une fonction en
escalier, constante sur chaque intervalle fondamental de profondeur p. Donc en particulier, sa
dérivée est nulle en tout point ot la fonction est dérivable.

Démonstration. .
MY[1)(z) = |T"()[*,

et T" est en escalier. O

Lemme 7.14. Soit Hy C H", et p € N*. Alors,

sup |[(M}”[u])’| < K(Ho) P[] l|ul,,
Z(p,Ho)

9 pyvpy

O
7Mtp[g] 62

01—

sup
Z(p,Ho)

et en particulier, on a

+ sup
Z(p,Ho)

< K(Ho) PIt] [Jull ; ,

it
sup | (M7 OO | < 17 )y

I(t7ﬂ7§)

0\
aMt &) [@]

sup
Z(t7ﬁ76)

+ sup

(t,6,6) | 02

0. n
9 o) M) < P ull,

Démonstration. La preuve se fait en reprenant le lemme en écrivant par exemple pour le
tangent, si x = h(y) :

(M;P[u])' () = (MG"[u] o h)'(y) /B ()
et en utilisant le lemme pour majorer. O
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7.4 Réunions fondamentales et points fixes

Le lemme suivant fait le lien entre points fixes et réunions fondamentales.

Lemme 7.15. Pour tout h € H(t,3,6), et pour tout p > 0,
h* € I(p,t,[3,9).
Et aussi, pour tout h € Hag(t, ), et pour tout p > 0,
h* € Log(p, t,9).

Démonstration. 11 suffit d’écrire h* = hP(h*).
O

En réalité, pour prouver les propositions [9.1], [T1.1] et nous aurons besoin du lemme
qui lui-méme utilise le lemme suivant. Nous aurons en effet besoin de considérer h de

profondeur fixée n, et non h € H(t,3,6). Si n divise n(3,t), alors en remarquant que h* est
aussi point fixe de h = A*(BH/" et en écrivant une hypothese naturelle sur ¢(h) pour que h
soit dans H(t,3,0), le lemme précédent permet de conclure. Dans le lemme qui suit, on garde
cette méme hypothese naturelle, mais on doit tenir compte du fait que n ne divise pas n(g,t)
a priori.

Lemme 7.16. Dans ce lemme, 3 et § sont deux réels strictement positifs.

)
Soit h € H*. On suppose que c(h) < B, et on note h* le point fixe de h. Alors pour t assez
grand (le « assez grand » dépendant de 3), et pour tout p > 0, h* € Z(p,t, 3,0).

Dans le cas affine, soit h € H et i l’indice associé. Sans condition sur §, pour t assez grand
(le « assez grand » dépendant de ¢), et pour tout p > 0, on a h* € Lg(p,t,0).

Démonstration. Pour le cas affine, beaucoup plus simple, pour que h* € Z.g(p, t, ), il suffit que
h* € Zog(t,9), et donc il suffit que cag(i) < dlogt. C'est bien le cas en prenant t assez grand.
Comme pour le cas général qui suit, on aurait aussi pu imposer une condition sur § (ici par
exemple 0 > ¢, (7)) et la conclusion aurait été vraie pour ¢ > e. On préfere pour la suite avoir
une conclusion valable pour ¢ assez grand, mais pas de condition sur 4.

Dans le cas général, soit p > 0, et notons n la profondeur de h. On considére, pouri € {1,...,p},
les branches inverses h; € H™51) telles que :

h* € hyohgo---ohy(Z).

On peut également écrire
h* e hIPBO/n1(T),

ot hIPBN/" est de profondeur supérieure ou égale & pn(f3,t), qui est celle de hyohgo---o hp.
En fait, chaque h; de profondeur n(f,t) est recouvert par au plus n(3,t)/n + 2 copies de la
branche h (avec « dépassement » éventuel), comme illustré a la figure
Et en utilisant la propriété de distorsion des systemes de Bonne Classe, on obtient pour tout
r €T,
|h;‘ > |h/(h*)’n(ﬂ,t)/n+2 > e—n(ﬁ,t)c(h) > e—ﬁlogtc(h)‘
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profondeurs

v

F1G. 7.2 — Points fixes et réunions fondamentales

En utilisant I'inégalité stricte ¢(h) < d/3, on obtient finalement pour ¢ assez grand,

|h}| > e~ Plostd/B — 1

to’
et donc chaque h; est dans H(t, 3, ), ce qui prouve finalement que h* est dans Z(p,t,3,9).
]

7.5 Sous-ensembles de Cantor

Ici sont regroupés tous les définitions et théoréemes relatifs aux sous-ensembles de Cantor, qui
sont des cas limites des réunions fondamentales qu’on vient d’introduire. En ce sens les réunions
fondamentales peuvent étre vues comme des Cantor en construction.

Définition 7.17. L’ensemble K(Ho) = () en« HP(Z) = e+ Z(p: Ho) est appelé sous-ensemble
de Cantor associé a Hy.

De fagon évidente, pour tout p > 1, K(Ho) C Z(p, Ho)-

Voici regroupées dans un lemme, plusieurs fagons équivalentes de définir le sous-ensemble de
Cantor.

Soit H C ‘H™. On a :

KHo) = () HE@)
keN*

- N U

keEN* heHf
= {z €7 tels que Vk € N*,3h € HE tel que ho TH"(z) = z}
= {z €7 tels que Vm € N,T""(x) € Z(Ho)}.

Les z € K(Hp) sont donc les x pour lesquels tous les itérés avec saut n empruntent des branches
de Hp.

Tout comme avec les réunions fondamentales, on définit I’ensemble de Cantor suivant :

Définition 7.18.
K(t,3,0) == K(H(t, B,6)).
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Comme dans le cas général, voici regroupées des définitions équivalentes :

K(t,8.8) = [ H(t,B.6)T)

keN*

=1 U @

keN™ heH(t,3,0)%
= {z €T tels que Vk € N*, 3h € H(t, 3,0)"
tel que h o T"BDF () = 21
= {z €T tels que Ym € N, ™) () € Z(t, 3,6)}.

Les ensembles de Cantor ne seront pas utilisés dans le cas sans mémoire (voir intuition |7.6]).
On les introduit tout de méme, pour mémoire. La encore, les définitions sont plus simples :

Définition 7.19 (Cantor associé aux systemes a branches affines).
Kat(t,0) := K(Hag(t,0)).

Comme dans le cas des systéemes dynamiques généraux, voici un regroupement des différentes
définitions équivalentes :

K:aff(t,(S) =S ﬂ Haff(tv 6)k(I)
keN*

=N U

kEEN* heH, g (t,0)F
= {x €7 tels que Vk € N*, 3h € Hu(t, 5)k tel que hoT(x) = x}.

On obtient facilement les corollaires suivants du lemme : pour passer des réunions fonda-
mentales au Cantor, il suffit de prendre I'intersection sur les profondeurs.

Lemme 7.20. Pour tout h € H(t,[3,6), on a
h* € K(t, 3,9).
Et aussi, pour tout h € Hag(t,9), on a
h* € Kag(t,9).

Terminons par le corollaire suivant au lemme obtenu de la méme facon.

Lemme 7.21. Soit h € H*. On suppose que c(h) < %, et on note h* le point fixe de h.
Alors pour t assez grand, h* € K(t,3,0).

Dans le cas affine, soit h € H. Alors, pour t assez grand, h* € K,g(t,J).

Ce lemme servira dans la preuve des propositions [9.2] et 0.1} Pour les analogues au cas sans

mémoire (propositions et [11.1)), le lemme suffira.
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7.6 Une nouvelle norme

Dans I'étape 3 de la preuve pour 'opérateur sécant, on travaillera dans un premier temps avec
les normes « restreintes » suivantes, qui considerent la fonction de deux variables et ses dérivées
partielles seulement au voisinage de la diagonale :

Définition 7.22. Soit f € CY(Z x I). On définit la norme

Hi”oo,(e): sup [ f(z)].

z€Z(t,9)

Soit maintenant f € CH(Z x I). On définit la pseudo-norme :

2f (z)

e 524

ﬁ— + sup

HiHL(e) I 2€Z(1,9)

z€ZL(t,0)

et enfin, pour N > 0, les normes :

1£111,1,0) = 1 flloo 0y + HiHl,(e)

1
11,8y = 1 fll o0y + N HiHl,(e)'

D’autre part, il est facile de montrer les majorations suivantes des normes des produits : pour
toutes fonctions f, g € C1(Z), f,g9¢€ CYZ x I), pour tout N > 0, et pour tout § > 0,

1£allin o) < 1 llin o l9llin o - 1591l n. o) < WLy v o) gl v ) -

La norme || - [|; n,(9) se compare avec la norme || - |1 x grace au lemme suivant :

Lemme 7.23. (i) Pour tout u € C*(T x I), pour tout N > 0 et pour tout § > 0,
lly, v ) < el n -

(ii) Pour tout u € CY(Z x I), on a la majoration suivante, indépendamment de t > 0 et de

N>t
0.t
[ < o

(#i7) Pour tout @ > 0, on a la majoration suivante, indépendamment det >0, k € N et N > t,

< 1.

H"
H*H” 1,N,(0)

(iv) On rappelle qu’on note P la projection dominante, et N l'opérateur de reste de la décomposition
spectrale correspondant a o =1 (voir chapitre @
Pour tout 0 > 0, pour tout t > 0 et pour tout N > t,

HEH(M)MH1 N,(0) S HmkH1 vy 4 [[P]|1,3,0) < |[P]]1,n-

(v) Pour tout 6 > 0, pour tout t > 0, pour tout N > t, et pour tout £ € C, tel que |§| =1,

H(I — fﬂlﬂ‘t)_lHLN < logt + H(l - SEH“)_I HLN,((?) :
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Démonstration.

(i) évident. Pour passer de la norme || - [|; x & la norme || - ||; @), on restreint I'espace sur
lequel on prend les sup.

(ii) Par définition, pour tout u € C1(Z x T),

n(0, )
H'% W= S Jsu@)"*uo hiz).
heHn(@.t)

On remarque que pour tout z € Z, et pour tout h € H™Y h(z) € Z(6,t). On obtient alors ce
qu’on souhaite en reprenant la preuve du lemme (inégalité de Lasota-Yorke).
(7i7) Ce point s’obtient également en reprenant la preuve du lemme I’idée étant que pour

tout h € H¥, si z € Z(t,0), alors a fortiori, h(z) € Z(t,0).
(iv) D’apres le théoréme H’ern(e’t) =NFo ﬂ?(e’t). Soit u € CY(Z x T). D’apres (i),

L i g ]

1,N,(6 1I,N

Donc, par définition de la norme subordonnée :

e L

1,N, 1IN

Donc, d’apres (i),
‘ ‘sz-‘rn(ﬁ,t) [u]

k
1,N,(6) S HM HI,N el

C (iSl—E\i—dlr(E .

La propriété sur P se montre de la méme fagon, en utilisant le fait que P est un projecteur,
donc pour tout k € N*, P* = P

(v) Soit u € CH(Z x T). Alors
(L= €Hy i) 7 ) = (LT (B )+ + (€Hy )" 07" [u) + (€)™ o (1 — 6B )~ o,
D’apreés le chapitre [6] d’analyse fonctionnelle

| (X B + o+ (€HL) 0 ) [

N < n(0,t)|lull1,ny < ||, logt.

)

D’autre part, d’apres (ii),
| cry @0 o @ - ert )Ml < 1@ Bl )
c’est-a-dire d’apres (1),
| (67" 0 (- €8ty o) || < 1@~ B 7 o Nl

ce qui permet de conclure. ]
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Chapitre 8

Présentation des preuves
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On se rappelle que d’aprés la proposition [I.10} il s’agit d’étudier le quasi-inverse
A(s) = 1 -H,)"'[G"](0,1),

ou G est la sécante de la densité initiale de la source. Plus généralement, on va étudier le quasi-
inverse (I — H,)~!. Comme on I’a vu au chapitre |§|, le bon espace pour I’étude est ’espace des
fonctions de classe CH(Z x I).

On va montrer qu’en munissant cet espace de la norme ||.||1¢, le quasi-inverse existe sur une
zone hyperbolique & gauche de {R(s) = 1} et est borné par un polynéme en ¢ sur les bandes
verticales.

» En réalité (chapitre @, je traite d’abord le cas des opérateurs tangents. Les travaux de Dol-
gopyat, et a sa suite, de Baladi et Hachemi ([3] et [29]), et Melbourne ([41]), se situent dans
ce cadre, qui nous montre le chemin pour la condition 3-DIOP, la preuve pour 2-DIOP dans
le cas d’un alphabet fini étant faite par Dolgopyat et explicitée par Naud ([42]). Cependant,
la conclusion sur le quasi-inverse obtenue n’a pas de signification sur la discipline de la source.

» Ensuite (chapitre , je traite le cas des opérateurs sécants, introduits par Vallée dans [56].
Ces résultats demandent un travail supplémentaire, tout comme ’adaptation de la condition
UNI avait demandé un travail supplémentaire dans [12]. Les outils nécessaires sont introduits
dans la partie [Tl En vertu de la proposition [I.10} cette étude permet de conclure sur A, en
I’occurence la H-discipline de la source.

167
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» Enfin (chapitre , je traite le cas des systémes sans mémoire, avec un nombre possible-
ment infini de branches, par adaptation de la preuve générale (opérateurs sécants et tangents
coincident et sont triviaux pour les systemes sans mémoire pour lesquels on regarde direc-
tement A). La encore on prouve la H-discipline de la source. On obtient alors des résultats
plus précis et des preuves plus simples.

Quant au cas des systéemes sans mémoire avec alphabet fini, je le traite a part, au chapitre
d’une maniere plus élémentaire (sans utilisation de systémes dynamiques), et indépendante des
autres cas traités.

Pour résumer, la généralisation opérée dans cette these, s’est faite dans deux directions :

(1) généralisation de l'opérateur tangent (étudié dans la plupart des travaux existants) a
I'opérateur sécant ;

(7i) généralisation d’un alphabet fini & un alphabet infini;

8.1 Idées anciennes et nouvelles pour la preuve

On va étre amenés a considérer non plus des systemes de fonctions propres ou invariantes,
mais des systémes de fonctions presque propres ou presque invariantes, comme le font [42], [41]
et [3] : dire qu'il n’en existe pas, c’est renforcer le fait que 1 n’est pas une valeur propre de M;.

On prend & Naud I'idée d’un ensemble C (mieux que les fonctions presque propres, les fonctions
presque invariantes). Mais Naud ne traite pas le cas d’un nombre infini de branches. On se tourne
alors vers Melbourne, Baladi et Hachemi, qui ont eux-mémes repris des travaux de Dolgopyat,
et qui traitent le cas d’un nombre infini de branches, mais dont le travail, apres adaptation,
ne permet de conclure que pour les systemes 3-DIOP. Ces auteurs utilisent, pour définir les
fonctions presque propres ou presque invariantes, des sous-ensembles de Cantor de l'intervalle.

Pour cela, je vais considérer des réunions fondamentales (nos Z(t, 3,0) et Z(t,3,0,0)), c’est-a-
dire

(1) des ensembles plus gros que les ensembles de Cantor utilisés par Melbourne, Hachemi, et
Baladi, les réunions fondamentales pouvant étre vues comme des « Cantor en construc-
tion » ;

(74) des ensembles qui dépendent de ¢ = J(s) (rappelons qu’on étudie les opérateurs sur la
droite {R(s) = 1}), tant dans la profondeur que dans la caractérisation.

et dans le cas de 'opérateur sécant, on utilise

(7i7) des normes (6), qui étudient des restrictions de la fonction considérée pres de la diagonale.

Ces idées sont nécessaires pour traiter la condition 2-DIOP dans le cas d’un nombre infini de
branches, et fournissent une preuve alternative pour 3-DIOP.

On conclut dans la suite sur le quasi-inverse des opérateurs tangent et sécant (et donc sur A)
dans le cas des systemes 2-DIOP et 3-DIOP.

Pour que I’étape 2 fonctionne dans la preuve sur l'opérateur sécant, le parametre 6 introduit
ci-dessous devra étre choisi assez grand. Pour lever la contradiction apparente qui apparait a
I’étape 3, ou 6 doit étre choisi petit, on introduit un parametre supplémentaire kg, qui sert dans
la comparaison des parametres 0 et (.
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8.2 Raisonnements ensemblistes

Prouver une majoration asymptotique, c’est prouver que pour t assez grand, une certaine
inégalité est vérifiée. C’est-a-dire encore que I’ensemble des ¢ pour lesquels la majoration n’est
pas vérifiée, est un ensemble borné.

Pour prouver les résultats de cette these, on va alors introduire des sous-ensembles de R~ qui
ont certaines propriétés (par exemple ’ensemble des ¢ pour lesquels M, a une fonction presque
invariante, ou encore ’ensemble des ¢ pour lesquels le quasi-inverse est borné...).

De cette facon, on se débarrasse des quantificateurs et on a une vue plus schématique de la
preuve. Ces ensembles dépendent de parametres qu’il conviendra d’ajuster dans une synthese a
la fin.

Par exemple, pour nier le fait que le quasi-inverse est < t¢, il suffit d’exhiber une sous-suite
pour laquelle le quasi-inverse est > t%, c’est-a-dire que I’ensemble des ¢ tels que le quasi-inverse
est > t“ n’est pas borné. Inversement, dire qu’a partir d’'un certain rang, le quasi-inverse est
< t%, c’est dire que ’ensemble des t tels que le quasi-inverse est > t* est borné. Ce genre de
manipulation est résumé dans I’encadré suivant :

Intuition 8.1. On dispose de la correspondance suivante :
» une « sous-suite telle que », c’est
« le complémentaire d’un ensemble qui n’est pas borné, » ;
» « vrai & partir d’un certain rang », c’est

« le complémentaire d’un ensemble qui est borné ».

Pour pouvoir manipuler les ensembles, en écartant d’éventuels petits éléments génants, et en
se débarrassant des constantes multiplicatives, on introduit la notation suivante :

Définition 8.2. Soit Fq et Eo deux ensembles de R~g. On dit que Eq est faiblement inclus
dans Eo et on note By C Ey s’il existe ty > 0 tel que

E1 N [to; +oo[ C Ea N [tg; +00l.

On a la propriété évidente suivante, qui nous montre que comme l'inclusion ensembliste clas-
sique, la faible inclusion permet des manipulations conformes a l'intuition.

Lemme 8.3. Soit Eq et By deux ensembles de Rsg.
Si By C Ey, et Ey est borné, alors Ey est borné.

On décrit les différents ensembles introduits dans la section suivante.

8.3 Ensembles introduits

Dans les définitions suivantes, la constante Ky (resp. K)) ne dépend que du systéme dynamique
considéré, et sera précisée dans ’étape 1 pour l'opérateur tangent (resp. sécant).

Dans toute la suite, £ désigne une racine de 'unité, c’est-a-dire un complexe £ de module 1 tel
quil existe k € N tel que &€ = 1.

8.3.1 Ensembles F

Les ensembles F servent a décrire 'objectif qu’on veut atteindre : la croissance polynomiale
des quasi-inverses, et de la série de Dirichlet.
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En effet, la proposition donne 'expression suivante de la série de Dirichlet en fonction du
quasi-inverse de I'opérateur sécant.

As)= > py, = @-H,) '[G"](1,0).
wWEX*
ou G est la sécante de la distribution initiale.

En partant d’une densité initiale f € C1(Z), la sécante

y_% [Y f(t)dt = 71:(32:5(35) siz#y
f(z) sinon

G(l‘, y) = {

est de classe C2(Z x I) et G(z,y) < ||f||loc < 1. On note F la fonction de répartition correspon-
dant & la densité f (F' = f).

Si on suppose en plus que la densité f ne s’annule pas sur Z, alors la sécante G(x, y) ne s’annule
pas non plus. On écrit alors que pour tout s = o + it, avec o minoré
» d’une part
G*] < 1,

» et d’autre part on a pour tout (z,y) € Z2,
G(z,y) = f(e1) = F'(c1)

ou ¢ €|z, y[ pour = # y, et ¢c; = x pour x = y.

On écrit aussi que pour x # vy,
oG _ F(x) - F(y) — F'(z)(z — y)
Oz (z—)

et donc pour tout (z,y) € Z2,

oG

So@y) = F'(e) = I'(c2)

ou ¢ €]z, y[ pour = # y, et co = x pour x = y.
Ce qui permet de majorer la dérivée :

0 @y, f'(c2)
%G (ZE,y)—S 8G([L'7’y) G(lf,y)<<t’f<61) <<t,

car c; et co vivent dans le compact Z, et f ne s’annule pas. La dérivée par rapport a y se
traite de la méme fagon.
Donc on a montré le lemme suivant :

Lemme 8.4. Pour toute densité initiale f de classe C'(T) qui ne s’annule pas sur I, et pour
tout s = o + it avec o minoreé, la sécante de la densité

Gla) = —— [ rioyi

a une norme ||.|[1+ bornée, c’est-a-dire ||G*||1+ < 1.

Ceci motive la définition suivante.
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Définition 8.5.
RO =[A-Hyw) Y,  RO=[T-H, ),  Rualt)=A@)
Fla) ={t,R(t) <t} Fla) = {t,R(t) <t*} Fati(a) = {t,[A(s)] < 1%}

Le quasi-inverse est a croissance polynomiale si et seulement si il existe a > 0 telle que F(a)¢
est borné.

Dans le cas des systemes sans mémoire, on a vu que A ne dépendait pas de la densité initiale,
et que A(s) = (I—Hj,4) '[1] est une fonction constante en z (la constante dépend de s bien
str) : ceci est conforme avec le fait qu’il n’y a pas lieu d’étudier de normes ||.||; ; mais seulement
une norme [|.|loo, en 'occurence |A(s)].

Plus généralement, pour tout complexe n de module 1, on notera :

Définition 8.6.

R(t.n) = [|T=nHii) |, R = [|@T-—H) ",
R (t )_ ;
a1 =T N+ at)

Flayn) ={t,R(t,n) <t}  Fla,n) ={t,R(t,n) <t}  Fag(o,n) = {Rar(t,n) < t°}.

On va obtenir des résultats dans le cas ou 7 est une racine de I'unité.

Ces nouvelles notations dans le cas sans mémoire sont justifiées par les liens qu’on a établis
entre série de Dirichlet et opérateur de transfert : pour tout £ de module 1,

b
1—E&X(s)’

On rappelle que les intervalles fondamentaux qui interviennent dans les définitions suivantes
sont définis au chapitre

(I—¢H,) ' [1]

8.3.2 Ensembles A

Les ensembles A sont formés de tous les réels t pour lesquels il existe une fonction « presque » propre.
Dire que A est borné, c’est dire que pour ¢ assez grand, M; n’a pas de fonction presque propre,
renforcement du fait que M, n’a pas de fonction propre (voir théoreme (A)).

Les trois degrés d’approximation sont les parametres de ’ensemble :

— « quantifie la qualité de I'approximation

— [ quantifie la profondeur de 'opérateur pour laquelle on a ’approximation

— v quantifie la réunion fondamentale sur laquelle a lieu la majoration.
Le parametre 6 qui intervient pour les ensembles sécants, mesure la proximité a la diagonale des
points ou les inégalités sont valables. Les inégalités pour les opérateurs tangents correspondent
au cas limite ou 6 tend vers l'infini.

Définition 8.7 (ensembles A, A et A.g).
L’ensemble A(a, 3,0) est l’ensemble des réels t pour lesquels il existe une paire (wg,n;), avec
w € C(I), |we| = 1, Jwel|1t < Ko, et gy € C, |ne| = 1, qui vérifie, pour tout x € Z(t,[3,0) :

1

M; 0 ] () = mewn ()| < o7
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L’ensemble A(a, 3,6,60) est l'ensemble des réels t pour lesquels il existe une paire (w,, ),
avec wy € C(T x I), |wy| = 1, [lwellip0) < Ko, et ;e € C, || = 1, qui vérifie, pour tout
xr = (xlaxQ) S Z(tvﬂv 65 0) ;

1
t
‘M?(ﬁ M) (2) = miaw, (&)) S @

L’ensemble Aug(cr,0) est l'ensemble des réels t pour lesquels il existe ny € C, |m| = 1, qui

vérifie, pour tout k € Hag(t,9) :

. 1
" —me| < -

Avec les notations de la définition, le complexe 7; de module 1 est presque une valeur propre,
et (wy,n): constitue un systeme de fonctions presque propres.

L’assertion selon laquelle

1
tia’
peut se reformuler en considérant que = = h(y) avec y € Z. D’apres le lemme elle est
équivalente a I’assertion :

va e I(14,0), MO0 (@) — nwi()| <

Vy € I,Yh € H(t,5,8), ||l ()| "wiy) — nrws o h(y)| < tia
De méme, ’assertion selon laquelle
Ve = (1,22) €(,6,6.6), MO0l () — my ()] <
est équivalente a ’assertion :
Vy € I(t,0),Yh € H(t, 3,9), \\Sh W) " w, (y) — maw, (b (y))\ < t%

Dans le cas sans mémoire, 1a encore, c’est plus simple. Voici comment on a obtenu la définition
particuliere donnée ci-dessus, et comment on obtiendra les définitions a venir.

Intuition 8.8. Dans le cas des systémes sans mémoire, pour écrire la définition de A.g, on a
pris wy = 1 et n(B,t) = 1 dans la définition de ’ensemble A, et ce sera la méme chose pour
respectivement Cag et E,g 0t on reprend les définitions respectivement de C et £.

D’apres le lemme dans le cas d’un alphabet fini, les conditions x € Z(¢, 3,0), x € Z(t, 3,0)
et k € Hag(t,0) disparaissent (avec une condition supplémentaire dans le cas général, et sans
condition dans le cas sans mémoire).

8.3.3 Ensembles C

Les ensembles C sont formés de tous les réels t pour lesquels il existe une fonction « presque » in-
variante.

Une fonction invariante est une fonction propre relative a la valeur propre 1, mais en fait, en
itérant, on peut considérer plus généralement une valeur propre £ racine de I'unité, comme on

le justifiera lors de la preuve de la proposition (inégalité .

Dire que C est borné, c’est dire que pour t assez grand, M; n’a pas de fonction presque
invariante, renforcement du fait que M; n’a pas de fonction invariante (voir théoreme (A)).
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Définition 8.9 (ensembles C, C et Cag). Soit & une racine de l'unité.

L’ensemble C(a, 3,7,&,0) est l'ensemble des réels t pour lesquels il existe une paire (wy,n;),
avec wy € C(Z), |we| =1, ||well1e < Ko, et ne € C, || = 1, qui vérifie, pour tout x € Z(t,[3,0) :

| M ] () — mpwe ()] < &
e — €M < &

On notera simplement C(«, 3,7,0) = C(a, 3,7,1,0) (prendre £ =1).

L’ensemble C(a, 3,7,&,0,0, ko) est 'ensemble des réelst pour lesquels il existe une paire (wy, 1),
avec wy € C(T x I), |wy| = 1, [lwellie0) < Ko, et ;e € C, || = 1, qui vérifie, pour tout
I = (1:171:2) € l(tﬁv 5a ‘9) :

MO (] (2) — mewy (z)] < 2=
fe — ghon(BO] < L.

On notera simplement C(«, 3,7,0,0, ko) = C(a, 5,7,1,8,0, ko) (prendre £ =1).
L’ensemble Cog(cv,v,§,0) est lensemble des réels t pour lesquels il existe g, € C, || = 1, qui

vérifie, pour tout k € Hag(t,d) -
P —m| < =
e — €| < &

o

Avec les notations de la définition, le complexe 7; de module 1 est presque une valeur propre et
presque une racine de 'unité, et (wy, n¢); constitue un systéme de fonctions presque invariantes.

8.3.4 Ensembles &

Les ensembles &, £ et ¢ seront utilisées dans la preuve de 'étape 3. Ils vérifient de fagon
évidente

A\C Cé€,
(aussi bien pour chacune des trois versions tangente, sécante ou sans mémoire).

Définition 8.10 (ensembles &, £ et Eug). Soit £ une racine de l'unité.

L’ensemble E(a, B,7,£,0) est 'ensemble des réels t pour lesquels il existe une paire (wy,n;),
avec wy € C(Z), |we| =1, |lwe|l1s < Ko, ety € C, || = 1, qui vérifie, pour tout x € I(t,(,0) :

| M [w] () — mpwe ()] < &
e — £PBY| > L

On notera simplement &(a, 3,7,9) = E(e, B,7,1,9) (prendre { =1).

L’ensemble E(a, 3,7,€,0,0, ko) est l'ensemble des réels t pour lesquels il existe une paire
(Mtﬂlt); avec w, € C(I X I); ‘Mt’ = 1} Hwt 1,¢,(0) < Ko; et e € (C; |77t| = 17 QUZ vériﬁe,
pour tout x = (x1,22) € Z(t,3,0,0) :

IMP D ) (2) — ma, (2) | < &
0 — ghon(B0] > L.

On notera simplement E(a, 3,7,9,0, ko) = E(a, 8,7, 1,6,0, ko) (prendre £ =1).
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L’ensemble Eq(av,y,0) est Uensemble des réels t pour lesquels il existe ny € C, || = 1, qui
vérifie, pour tout k € Hag(t,d) -
[P —m| < 7=
‘7715 — 1‘ > tL’Y

On notera simplement Eag (v, 7y, 0) = Eage(,v,1,9) (prendre £ =1).

8.3.5 Ensembles B

Enfin, on introduit les ensembles B, B,g qui interviendront dans les étapes 1 et 2. Les ensembles
B donnent des informations sur 'opérateur de transfert, qu’il s’agira de transférer sur A.

Définition 8.11 (ensembles B et Bag).
Pour tout o, B, on définit I’ensemble B(a, ) comme ’ensemble des réels t pour lesquels il existe

up € CHI), + < 1, qui vérifie, pour tout n € {0,n(5,t),2n(8,t)}, et pour tout y € Z,
1
‘Hl-‘rlt UO ‘ 1- th

L’ensemble B(a, 3,0) est I'ensemble des réels t pour lesquels il existe uy € CHT x I), |lugll1s <
1, qui vérifie, pour tout n € {0,n(8,t),2n(B3,t)}, et pour tout y € Z(t,0),

1— —.

1
wfz1-5

’H1+zt uo

Pour tout o, on définit l’ensemble Bag () comme l'ensemble des réels t qui vérifient

Z p1+zt

keN*

1

(1 +it)] .
AL+ it)] T e

Dans le cas des systémes sans mémoire, pour écrire la définition de B,g, on a pris ug = 1 et
n(B,t) = 1 dans la définition de I’ensemble 5.

8.4 Schéma des preuves

Je prouve que :

e ’hypothese 3-DIOP implique que les ensembles A, A et A,g sont bornés (propositions

T0.1) et [ITT)

e ’hypothese 2-DIOP implique que les ensembles C, C et Cog sont bornés (propositions

{02t [12)

Plus précisément, on va relier 'exposant d’irrationnalité du rapport c(h, k) (resp c(h,k,?))
diophantien, aux parametres des ensembles A (resp C) qui sont bornés.

Puis, par des jeux d’inclusions sur les ensembles déja introduits, on prouve la croissance poly-
nomiale du quasi-inverse sur {R(s) = 1} (c’est-a-dire F¢ est borné).

e Dans le cas 3-DIOP, pour montrer que F¢ est borné, on montre l'inclusion F C A°.
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e Pour le cas 2-DIOP, grace a 1’égalité ensembliste

Cc = A()A\C),

pour prouver que F€ est borné, il suffit de montrer que F est inclus dans C, ou encore que
FCAet FC(A\C). Clest ce principe qu’on va mettre en ceuvre pour la preuve dans le
cas des systemes 2-DIOP.

Enfin, de la croissance polynomiale obtenue sur la droite {R(s) = 1}, on déduit P'existence

d’une zone hyperbolique sans podle avec croissance polynomiale a gauche : ceci est classique
(9.11} [10.11f et [11.7)).

Le schéma [8.1] illustre les différentes étapes de la preuve.
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2 -DioP

\

Sur cette figure est représenté le schéma de la preuve pour 'opérateur sécant. Pour I'opérateur
tangent, la preuve est la méme, sauf qu’il suffit d’enlever tous les « soulignés », et qu’elle ne
permet pas de conclure sur la série de Dirichlet A. Et pour le cas des systémes sans mémoire,
on suit les mémes étapes.

Fi1G. 8.1 — Schéma de la preuve pour 'opérateur sécant
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Chapitre 9

Quasi-inverse du tangent dans le cas
général
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Voici maintenant les preuves relatives a 'opérateur tangent, plus étudié dans la littérature que
l'opérateur sécant, et qui nous montrent le chemin pour ’étude de ce dernier. On concluera
que sur un domaine hyperbolique a gauche de {R(s) = 1}, le quasi-inverse de l'opérateur de
transfert tangent d’un systeme dynamique 2-DIOP ou 3-DIOP existe, et croit polynomialement.

Les preuves qui suivent sont une généralisation des travaux fondateurs de Dolgopyat ([17]),
d’un alphabet fini & un alphabet infini.

L’étude des systemes 3-DIOP est directement issue des travaux de Melbourne ([41]), Baladi et
Hachemi ([3]).

Pour conclure dans le cas des systemes 2-DIOP, on utilise ’ensemble C déja introduit, c’est-
a-dire que mieux que les fonctions presque propres, on étudie les fonctions presque invariantes
(idée de Naud [42]). Mais Naud ne traite pas le cas d’'un nombre infini de branches. On s’est
alors inspiré de Melbourne, Baladi et Hachemi. Ces auteurs utilisent, pour définir les fonctions
presque propres ou presque invariantes, des sous-ensembles de Cantor de U'intervalle. Quant a
nous, on va considérer des réunions fondamentales (nos Z(t,[3,0) et dans le chapitre suivant
Z(t,0,0,0)), dont la profondeur (utilisation de n((3,t) et dans le chapitre suivant n(6,t)) ainsi
que la caractérisation dépendent de ¢.

179
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A T'étape 3, prendre un alphabet fini apporte une simplification, qui peut dans certains cas,
apporter une amélioration dans le résultat.

9.1 Etude fine du spectre de opérateur composante

Dans cette section, on étudie comment se répercute le fait que le systéeme est 2 ou 3-DIOP.

On traite ici le cas général. La transposition au cas sans mémoire, (possiblement infini), pour
lequel les preuves se simplifient, sera traité dans le chapitre

9.1.1 Systemes 3-DIOP

On prouve la proposition suivante :

Proposition 9.1. Considérons hy,hi,hs € H*. Si c(hy,ha, hs) est diophantien avec exposant
d’irrationalité p, alors pour tout triplet (o, 3,9) avec

a>p+1

1)
_ hz )
B ~ ie%?z)fz} e(hi)

lensemble A(a, 3,9) est borné.

Démonstration. La preuve est faite par I’absurde.

Supposons qu'il existe un triplet (a,3,) qui vérifie les hypotheses, et tel que l’ensemble
A(a, 3,8) n’est pas borné.

Alors il existe une suite de triplets (¢,w,n) avec ¢ aussi grand qu’on veut, w; € C(Z), |wy| = 1,
lwell1 < K, et g € C, || =1, et

1
sup ‘M?(’g’t) [we] — ntwt‘ <
I(t,6.6) t

Donc en particulier la majoration a lieu sur ’ensemble de Cantor, plus petit :

sup ‘M?(ﬁ’t) [we] — ntwt‘ < (9.1)

K (1,3.6) te

Soient > 0, et hy, hy, hs € H*. Grace au lemme [5.3] on peut supposer que hi, hy et hs sont
de méme profondeur p. On suppose que

a>pu+1
% > max;e(q 2,3} ¢(hi)

Soit v > u assez proche de u pour que o > v+ 1. On va montrer qu’on peut trouver des entiers
q: aussi grand qu’on veut, tels que

1
{arc(ha, ha, hs)} < —=,
4y

ce qui prouvera par le lemme que l'exposant d’irrationalité de ¢(hq, ha, h3) est strictement
supérieur a u.
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Partie 1. Partant de on a par inégalité triangulaire :
2n(8, 2n(0, )
sup M OOfwn] —nfwr| < sup (M ) — MO |
K(t.8,6) K(t,8,6)

+  sup ‘M?(ﬁ’t)[wt]nt*nfwt
K(t,5,6)

)

et comme wy et 7; sont de module 1, on obtient :

sup Mf”(ﬂi) [wy] — 77t2’wt < sup ‘an(ﬁ,t) [wy] — M?(ﬁ,t) [wt]m’

’C(t7ﬁ76) }C(t7ﬁ76)
+  sup ‘M?(B’t) [wy] — ntwt‘ .
K(t,8,0)
En écrivant :
sup )an(ﬁ,w [w] — M?(ﬂ,t) [wt]m‘ =  sup ‘M?(ﬂ,t) [M?(ﬂ,t) [w,] — ntwt} ’
K(t,8,0) K(¢,8,0)

avec pour tout = € K(t,3,9), T"(x) € K(t,[3,9), on obtient

M?(ﬁ,t) [M?(B,t) [wy] — Utwt} (x) = ‘(T”(B’t))’ () [M?(ﬁ’t) [we] — Tltwt] (T"(x))
< sup ‘M?(ﬁ’t) [wi] — ntwt’
K(t,8,6)
et donc :
sup ‘an(ﬁ’t) [wi]w; — ﬁ?wt’ < o
K(t.8,0)

Avec la démonstration ci-dessus, on peut prouver par récurrence que :

Sub @ S A

K(t,8,6)

avec p la profondeur commune de hi, hy et hz introduite plus haut.

Partie 2. On note hj, h3 et hj les points fixes respectifs de hi, ho et hs. Alors, d’apres le
lemme et en utilisant ’hypothese % > max; c(h;), on obtient que hj, h3 et h} sont dans
Pensemble de Cantor (¢, 3,4). On applique alors I'inégalité en hf, pour i € {1,2,3}.

D’apres le lemme [3.5] on a :

Mf"(ﬁ’t)[wt](hf) — Mf"(ﬁ’t)[wt] (h?(ﬁ’t)(h?»

= |0y )

—it

w(h;)

Et en utilisant encore le lemme [5.3]
!
(h7 ) () = (wihi)) ™,

et finalement :

“h;(hi)’ e —Uf‘ < o1



182 CHAPITRE 9. QUASI-INVERSE DU TANGENT DANS LE CAS GENERAL

C’est-a-dire, en notant n; = €',

_itn(ﬁ’t) —16.
0
et donc il existe une suite (q@) telle que :
t

tn(8, t)pe(hi) — pby — 2mq — 0,

Ce qui permet d’écrire :

im0 = 7|

i (e )in 8.0 +po-2ria”) 1‘

= |pehiytn(8,6) + pf, — 2mq”| (1 -+ 0(1)).
et donc :

y 1
pe(hi)in(B,1) + pb; — 2mq)” <

Partie 3. En soustrayant, on obtient alors :

{pmw, £) (c(h) = e(hg)) = 272G + O (7)
ptn(B3,1) (e(h) = e(ha)) = 2mg + O (1)

tu+1

ou on a noté :

Si e(hy) # c(hs) et c(hy) # c(he), on a alors

@ = ©(q:) = ©(in(B,1)),

donc q; et ¢; peuvent étre pris arbitrairement grands, car ¢ peut I’étre (et en particulier, pour ¢
assez grand, ¢; et ¢, sont non nuls).

On obtient : R

e(hn) = elhs) = 7 (1+ 0 (777

e(hn) = e(hs) = gy (1+ 0 (o |
et donc :

() — clhs) a( ( | ) < | ))
hyhy hy) = S =etha) a (o (L N (L))
elhshaha) = G ")~ a g, Py,

et finalement

~

C(hl, h27 h3) - %
at

1
tu—i—lqt‘

<

Enfin, pour tout € > 0, on a ¢; <, t'7¢, et donc quitte & renommer e :

t>cq

et finalement, en renommant encore € et v, on obtient
qi 1
C(h17h27h3) - << o1 -
q thJru
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9.1.2 Systemes 2-DIOP

Un résultat du méme type subsiste pour les systemes 2-DIOP.

Proposition 9.2. Considérons hy,he € H*. Si c¢(h1,h2) est diophantien d’exposant u, alors
pour tout 5-uplet (a, 3,7,€,0) avec & une racine de l'unité, et

min(a,y) > p+1
§

g hi
57 Ly 0

lensemble C(a, 3,7,&,0) est borné.

Démonstration. La preuve est faite par I’absurde.

Supposons qu'il existe un 5-uplet (o, 3,7,§,6) qui vérifie les hypotheses, et tel que ’ensemble
Cla, B,7,&,0) n’est pas borné.

Alors il existe une suite de triplets (¢,w,n) avec ¢ aussi grand qu’on veut, w; € C(Z), |wy| = 1,
|well1e < K, et € C, ] =1, et

1
sup M?(ﬁ’t) [wi] — mwe| < —, (9.3)
7(t,6,0) t
et : 1
_ ¢n(B) il
ne —§ <5

Donc en particulier la majoration a lieu sur ’ensemble de Cantor, plus petit :

n 1
sup | ‘Mt (B:) [w] — ntwt‘ < (9.4)

K (1,55 to

Soient p > 0, et hy, hy € H*. La encore, grace au lemme [5.3, on peut supposer que hy et ho
sont de méme profondeur p. On suppose aussi :

min(a,y) > p+ 1
% > max,;e{LQ} C(hl)

Soit v > p assez proche de p pour que a > v+ 1. On va montrer qu’on peut trouver des entiers
q¢ aussi grands qu’on veut, tels que

1
{arc(h1, ho)} < et
t

ce qui prouvera par le lemme m que lexposant d’irrationalité de c(hi, ha) est strictement
supérieur a .

Partie 1. Comme dans la preuve de la proposition [9.1] on prouve par récurrence que :

po

‘Mimon(ﬁ,t) [wt] PO o

sup - wt‘ < (9.5)

K(t.,8,9)

ou ng € N est tel que ™ = 1.
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N . T . 2 ’ .
On cherche alors & majorer 71" — 1. La preuve est faite par récurrence sur p. D’abord on écrit :

no—1
77:‘0 _ 1 — 77;7‘0 i En(ﬁ,t)no — (T,t _ En(ﬁvt)) Z nggn(ﬁvt)(no_l_])
=0
et donc
ng — 1
7 =10 < [ = €20 (g — 1) < 202
Ensuite on écrit :
(no —1)

’771:2”0_1‘ < ’ngno_n?0‘+’n?0—1’:2’nfo—1‘ < Py s
et par récurrence,
p(no —1)

A

Donc en réinjectant dans et en se servant du fait que |w;| = 1, on obtient :

pron(B,t) _ no—1 ng 1
o ’Mt [wi] wt‘ <p< T ta) < o (9.6)

Partie 2. On note hi et hj les points fixes respectifs de hy et hg. Alors, d’apres le lemme
ﬂ et en utilisant I’hypothese % > max; c¢(h;), on obtient que hj et h} sont dans I’ensemble
de Cantor K(t, 3,0). On applique alors 'inégalité en h', pour i € {1,2}.

Comme dans la preuve de la proposition [9.1] en utilisant les lemme [3.5 et [5.3] on arrive a

1

itnon(8,t
([mim) [0 <] <«

c’est-a-dire que :

/(1% itnon(ﬁ,t)
R —

(4)

et donc il existe une suite (qt ) telle que :
¢

tnon(B,t)pc(h;) — 27rq§i) — 0.

Ce qui permet d’écrire :

)

‘ ‘h;(hj) ’itnon(ﬁ,t) _ 1‘ ez’pc(hi)tnon(ﬂ,t)—quti

_ 1‘
= ‘pc(hi)tnon(ﬁ,t) - 27th(i)’ (1+0(1)).

et donc :

i 1
pe(h;)tnon(B,t) — 2mq; ) « v
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Partie 3. En notant ¢; = q,gl) et ¢ = qt(2), on obtient,

@ = O(q:) = ©(tn(f,1)),

donc @ et ¢ peuvent étre pris arbitrairement grands, car ¢ peut I'étre (et en particulier, pour ¢
assez grand, ¢; et ¢; sont non nuls).

On obtient :
o) = g (140 (s
o(hs) = s (140 (57 ))
et donc :

qt 1 1
hihe) =2 (1+0(——)+0(——
c(hy, ha) qt( + (tquAt)Jr (t”“q))’

et finalement

Enfin, pour tout € > 0, on a ¢ < t'7¢, et donc :
t>q
et finalement, en renommant € et v, on obtient

q 1
C(h1, hg) - — <K .
q qt2+l/

O

Remarque. L’inégalité [9.0] est a comparer avec et justifie l'appellation de systéme de
fonctions presque invariantes, et non plus seulement presque propres.

9.2 Etude du quasi-inverse de 'opérateur sur la droite {R(s) = 1}

Maintenant les trois étapes annoncées pour la majoration du quasi-inverse sur la droite {R(s) = 1}.
La synthese sera faite dans la section suivante.

9.2.1 Etapel BC A

La proposition relative a cette partie est la suivante. Elle transfere une information sur ’opérateur
Hi;; de transfert, en une information sur 'opérateur-composante M.

Cette proposition est 'adaptation du lemme 2.2 de Baladi et Hachemi ([3]), ou de la proposition
2.3 de Naud ([42]).

Proposition 9.3. Pour tout triplet («, 3,0) vérifiant

-0
a < min <ﬁ\ log p| — 1, a12 )

(ot p est le coefficient de contraction du systéme de Bonne Classe), on a l'inclusion faible

B(ay, ) C Ala, 8,9).
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La démonstration utilise trois lemmes énoncés dans la suite.

Preuve de la proposition[9.3. On prend t € B(aq, 3). Alors il existe ug € CH(Z), |luo|1: < 1, tel
que pour tout n € {0,n(5,t),2n(5,t)}, pour tout y € Z,

1
‘Hl—i—zt wl(y)| =1 - -
Posons pour k € {0, 1,2},
erhn(Bt) Uk
U = H1+it (uo), b = ]uk] et Vg = E (9.7)

(les u;,v;, b; dépendent de t, mais on ne l'indique pas pour alléger les notations). On a alors
"Uk‘ =1.
Le fait que t € B(ay, 3) entraine que pour tout y € 7 :

{b 1(y)
b2(y)

On a [|v1]|oc = 1, et on peut majorer ||v1]|; grace au lemme [9.6]:

1—
11’

VoWV
“\

(donc les vy, sont bien définis).

foulh = [ < 2l
= < - .
lui |||, ~ infger |ui(2)]?
11 suffit alors de remarquer que u1 (z) > 1— & > 1 pour ¢ assez grand, et [|us|[1,; = HH?&; [uo] H1 <
t

1, donc ||ui||1 < t, donc ||v1||1 < t, et finalement, il existe Ko tel que pour tout ¢ assez grand,
llv1]]1,t < Ko. C’est ce K¢ qui apparait dans les définitions de A, C et &.

Dans la suite, x désigne un élément de Z(t, 3,4), et on note h € H(t,3,0) la branche inverse
de profondeur n(f,t) telle que x € h(Z). On pose aussi y = T (z), de sorte que = = h(y).

On fixe un élément xg € Z(t,3,d) qui servira de pivot dans la suite, et hy € H(t,3,9) la
branche inverse telle que xg € ho(Z). On pose aussi yg =T "(ﬁ’t)(aso), de sorte que xg = ho(yo).

Pour conclure que si ¢ est assez grand, alors t € A(a, 3,d), on va exhiber une fonction w; et
un scalaire 7, tels que pour tout x € Z(t, 3,0),

n 1
M; 0 ] (@) = mewn ()| < o7

les éléments presque propres w; et n; étant construits a partir de ug :

Vo (.TU())
V1 (:Eo) ’

wr =111 et N =

Il est important de remarquer que 7; (la valeur presque propre) ne dépend pas de z, mais
seulement du point de référence xg.

La démonstration consiste alors a estimer pour = = h(y),

M (@) = () = | ()] on(y) = mevn (h(y) |
= W)™ (vr(y) — mv2(y)) + ne (I ()|~ v2(y) — vi(h(y))) -
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Le lemme s’applique alors :
1
/ —zt
vi(h(y)) — W)™ 2y) < =57 (9.8)

ainsi que le lemme :

1 1
viy) = mo2(y) < =57t Jaesait

Compte-tenu de ’hypothese sur «, on peut alors conclure que :

1

M ] () = ()| < o

pour t assez grand, c’est-a-dire que t € A(a, 3,9).

Maintenant les trois lemmes techniques, avec leurs démonstrations.

Lemme 9.4. Pour tout t > 0, pour tout h € H(t, 3,09), pour tout y € I, et avec vy et vy définis

en[9.7, on a :
1

v (h(y)) = W' ()" oY) < g

ot la constante de majoration ne dépend pas de h, ni de t, ni de y.

Démonstration. On a :

) =
= S )
= SoE e
_ f1(h(y)) (b1v1) (R(Y)) |, s/ \1it
= X Thw oww MW
et d’autre part :
1= 1"
fl !
|h( B
he?%:ﬁt) (y)

d’ou on déduit :

heHn(B:1)

D iy, (1 S LAC [P <h<y>>) |

y) v2(y)

1 7t . . 3 7’ . 7 \ \
Mais u; = H;L(fit)[uo] a une norme infinie inférieure ou égale a 1 d’apres le lemme |6.18, donc
dans la parenthese by (h(y)), est réel positif et inférieur ou égal a 1, tandis que

W (y)|"* fi(h(y)
v2(y) iy

" (h<y>>\ 1 @) > 0.
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Ceci prouve que chaque terme de la somme est de partie réelle supérieure ou égale a 0. Et
done, pour tout h € H*BD .

A ), )
B )1 (1=t i e (% 20 i ) ) > 0

Mais par hypothese,

1

o

1 —ba(y) <

On a donc aussi la méme majoration pour la partie réelle de chaque terme écrit plus haut, c’est
A dire que pour tout h € H™(BF1),

£ (b)), W)l )
P o) (1= om0 ) ) ) <

f1(h(y))
fi(y)
On obtient donc (la constante ne dépend pas de h € H™#Y ni de t, ni de ) :

ok |
waly) (h@”) < e

A partir de maintenant, on va se servir de I’hypotheése plus spécifique selon laquelle h €
H(t,3,0). Par définition

De plus, on a majorée inférieurement (et supérieurement), indépendamment de h.

1= by (h(y) R (

W (y)| =7,
C’est donc qu’on a pour tout h € H(t, 3,9),

PO o () < s

avec la constante de majoration qui ne dépend pas de h € H(t,3,0),nidey € Z. Or, by (h(y)) >
0, donc pour ¢ > 1, pour tout h € H(t,3,9),

7 (y)]" >
R vy (h > 0.
(2w i
Mais on a vu que by (h(y)) < 1, donc indépendamment de h € H(t,3,0), de t et de y :

NGO . )
= (B ) < 1=y (212

1~ by (h(y) R (

0 () < s

Or, pour tout nombre complexe z de module 1 :

1=z = V(1 -R(2))?+3(2)?
= /2-2R(2)
= VB - RV

Et donc :
[va(y) — 1B @) or ()] = ’1 - |h'<y>r“wz(1§))‘
1/2
= v (1w (M )
< 1

tHon—0)/2"
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On a donc montré que pour tout h € H(t, 3,9), et pour tout y € Z,

[o2(y) = W) *0r (h(w)] < o7 99)

ou la constante de majoration ne dépend pas de h, ni de y, ni de t.
O

Ce lemme montre comment utiliser zy comme pivot, indépendant de x pour relier v;(y) et va(y)
qui dépendent de z. C’est I'introduction dans la démonstration d’un intermédiaire £ = hy(y)
entre = et xg qui va permettre de faire ce lien.

Lemme 9.5. Pour tout y € Z, et tout zo € Z(t,[3,6), avec v, et vy définis en[9.7 :

1 1
‘Ul(y)vl<$0) - UQ(y)UO(xO)’ < 8l log pl—1 + tlon—0)/2°

Démonstration. On définit ¥ = ho(y). Donc = € Z(t, 3,6), car ho € H(t,3,0).

On considere donc les trois points
x = h(y) xo = ho(yo) Z = ho(y).
Par le systeme dynamique :

» les n(3,t) premiers symboles de = sont les mémes que ceux de xg, et donc xg et T ne sont pas
trop éloignés, car appartiennent au méme intervalle fondamental ho(Z). Plus précisément,

lzo — 2| = ho(yo) — ho(y)
< hollso - lyo —
< B « Bloed, (9.10)

» puis les symboles suivants de T sont ceux de z (ce sont les symboles de )
On va alors prouver :

it 1 1
‘Ul(y) - 'Uo(x()) ‘hE)(y)‘ < +B/1og pl—1 + Har—5)/2° (9 11)
it 1 1 ’
22 = 01 00) |16 | < S +

On traite la premiere inégalité, I’autre étant obtenue de la méme fagon. Pour cela, on décompose
par inégalité triangulaire :

[v1.(y) = vo(z0) o (y)|"] < Jv1(y) — vo(@) Ao ()" + [v0(Z) — vo(xo)-

Comme Z = ho(y), le terme |v1(y) — vo(Z) |k (y)|"| est estimé grace au lemme qui précede (en
remplagant = par Z, et « un cran plus bas »).

Quant au deuxieéme terme |vy(Z) — vo(x)|, on 'estime a l’aide de I'inégalité des accroissements
finis, grace a la majoration[9.10} En effet, la dérivée de vy est controlée par le lemme[0.6f Comme
so = |ug| = 1 (d’apres I’hypothese), on obtient que

U
”“0”1:”| Lt

[uo]

< HUOHI <t- HU0|
1
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et donc :
1

7) — Bl o =
[v0(#) = vo(o) | < 15" <

La fin de la preuve du lemme est une simple application de I'inégalité triangulaire & partir des
deux inégalités [0.11]
O

Enfin, on donne ce lemme technique et général qui sert dans la preuve du lemme précédent.

Lemme 9.6. Soit u € C*(T), qui ne s’annule pas, et tel que ||ul|o < 1. Alors ﬁ cCHT), et
u

u

2|Julh
|ul 2

1 ~infuer lu(x)]

Démonstration. Pour tous x,xy € Z,

1 B 1
lu[(z)  |ul(zo)

1 1

u(x)  u(zo)

< apapEl(e) — ulen)

et donc, en divisant par x — xg, en faisant tendre x vers xg, et en prenant le sup de chaque coté,

on obtient :
ul /oo
On conclut alors en écrivant :

|Gl <o)

et en utilisant le fait que |u| < 1, donc inf |u| > inf |u|?.

[lulls
= inf [uf?’

[lull
inf |u|’

[e.9]

9.2.2 Etape 2 B°C F

Cette proposition est 'adaptation du lemme 2.3 de Baladi et Hachemi ([3]) en utilisant les
réunions fondamentales au lieu des Cantor, ou de la proposition 2.2 de Naud ([42]) & un alphabet
infini plutoét que fini.

Proposition 9.7. Pour tout couple (a1, 3), on a l'inclusion faible valable pour tout ag > 21 +1
B(a1, B) C F(az).

Démonstration. Soit t € B%(au, 3) et u € CH(T), avec ||ull1+ < 1.

Le but est de majorer
@ —=Hypi) g

c’est-a-dire qu’on cherche a majorer

(X —Hyp) ]

1t

avec une constante de majoration qui ne dépend pas de t ni de u.
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Par définition, il existe xg € Z, et j € {0,n(8,1),2n(5,t)} tels que :
H g fu)(2o)| <1 - oo

Dans la suite, on sera amenés & considérer plusieurs indices d’itération n(t) et plusieurs itérés

~ ny(t
H?j_(it) pour k € {1,2,3}. Pour alléger les notations, on notera :

~n(t
wp = A ).

Par hypothese, en prenant n;(t) = j, on a alors :

1
‘U1(x())| <1l——

to”

Puisque u; € CY(Z), la valeur de uj(x) pour les x assez proches de xg est peu différente de
u1(zp). Notons Zy le voisinage de z¢ dans 7 :

1

Pour tout = € 7y, par inégalité des accroissements finis,

t

ur ()] < Jur (o)l + [Jually - o = zo| < Ju(zo)l + 557

On a utilisé que d’apres I'inégalité de Lasota-Yorke (lemme [6.19))

urlly < - Jlualfe < t-fJullie <.

On obtient finalement

1 t 1

On s’est donc affranchi de la dépendance en le u de départ, mais seulement sur un petit voisinage
Iy de xg. De plus, on n’a de l'information que sur le sup de u1, mais rien encore sur sa dérivée.

Pour étendre cette majoration partout ailleurs sur Z, on considere d’abord la norme Lj (1) ou
111 est associée a la fonction propre 1 de Hy, c’est-a-dire, qu’on cherche a évaluer :

[
T

Pour cela, on utilise la majoration de uy trouvé sur Zy; partout ailleurs, on majore simplement

brutalement |u;| par 1 (lemme ,

lurllpy = | lwldi +/ |ur | iy
z-0 I\IO
1\~ _
S (1 B 2ta1> f11(Zo) +1 = 1 (Zo),
et finalement :

fi1(Zo)
lallpgy < 1= (9.12)
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et ce, indépendamment du u de départ.

Mais i1 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue comme on 'a dit a la
sous-section Et d’autre part, on peut minorer la mesure de Lebesgue de Z :

1
ol > gt

(le facteur 2 vient du fait que seule la moitié Zy est toujours incluse dans 7).

Ce qui permet finalement d’obtenir

1

toz’

1—H’LL1HL1 M1)>> >

t20¢ +1

ou uq est défini en [9.12

En se servant d’une puissance de référence, nous avons obtenu une minoration d’un itéré de u
par lopérateur Hy,; pour la norme L' ().

Le reste de la preuve consiste a passer successivement a une estimation de la norme ||.||oc d'un
certain itéré (indépendante de la fonction u de départ), puis & une estimation de la norme ||.||1 ¢
d’un autre itéré (indépendante de la fonction u de départ), de revenir & l'opérateur Hj ;s (et
non plus 'opérateur normalisé), et enfin par sommation de déduire un résultat sur la norme
[|-[l1,t du quasi-inverse.

Pour tout n > nq :
~N—"ni ~—N—ny

ﬁ1+it[] H1+2t [ﬁliit[u]} H1+zt [u1].

En fait, si uy s’annule, alors |uj| n’est plus forcément C'(Z); on peut alors remplacer |u1| (on
n’explicite pas ici la construction) par une fonction v de classe C}(Z), avec une norme |[.||1 4
arbitrairement proche. Comme d’aprés linégalité de Lasota-Yorke (lemme [6.19), ||ui[1: <
llul|1,s < 1, on peut faire en sorte que ||v]]1; < 1.

On écrit alors la décomposition spectrale pour v € C!(Z) d’apres le lemme

~n—ny

B0 = [ odi + R{ Tl

avec

’U

~n— n1
[~

H~n n1

L, SrEYT ol < r(Hy)™,

et d’autre part, d’apres le théoreme |6.11], 7(H;) < A(1) =
Finalement on obtient :

~n—ni

1- HHl-i-zt )Hoo = 1- ‘ H, UI]H

n—ni
HHI—Ht [Jual] H

WV

~n—ni

> 11— ‘ Hy i U)H
o0
> 1-— HUHLl(/u — T(Hl)n_nl

> 11— ||U1||L1(ﬁv1) — T(Hl)n_nl

1
> — —r(H)"™

to2
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uniformément en ¢, u. Et en prenant n = ny(t) = |fS2logt| + ny avec B2 assez grand pour que
n—ni 1
T(Hl) =0 ﬂTZ s

1 —JJuglloc >

on obtient :

indépendamment de u € C}(Z) tel que ||ul|1+ = 1 et indépendamment de .

Maintenant il s’agit de revenir a la norme |[|.||1¢+. Soit n € N*, n > ny(t). D’apres le lemme

[6.19, on a :
~n—no na(t)
HHlJrzt H = HHlJrzt [H1+zt[ ]] Hu

H Nn n2 ]H
= U2
14t 1t

< uzllo + [luz|l

t
< uzlloo + 2" Jual[1e

et en utilisant encore I'inégalité de Lasota-Yorke, on a ||ua||1¢ < [|u|l1,; < 1, et finalement :

- 1
L[], > -

7

En prenant n = n3(t) = |3 logt] + ng, avec (3 assez grand pour que
1
~—ng __
pr=o (tag> ,

1 —lusll1e > -

on obtient :

On a donc montré qu’il existe K > 0 tel que

K

HUSHI,t <1- #TQ-

k
~/€7’L3(t) K
HHlJrzt U Hl,t < (1 - ta?> )

avec K qui ne dépend pas de k, ni de ¢, ni de u € C1(Z) tel que ||ul]1+ < 1.
Et donc, d’apres le lemme il existe K’ qui ne dépend pas de k tel que :

<K' <1 - K>k (9.13)

to2

Et donc pour tout £ > 1

HHTKZ Hl,t

On conclut alors pour le quasi-inverse, égal a la somme des puissances de Hi ;. Considérons
donc une puissance quelconque de Hiy;. On a une majoration fine d’un certain itéré ns(t)
grace a ce qui précede. On fait la division euclidienne de ’exposant par ns(t) et on se sert d’une
majoration grossiere de || HY ;; |[1,+ pour les m petits, et de ce qui précede.
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En sommant, il vient :

n3(t
H I Hli(zt)

kns(
< Z HH1+zt
1t k>0 ’

K\*
_ a2
t<<z<1 ta2) <L
k>0

On conclut, en remarquant que pour un opérateur A, et pour m € N* :
(I-A)'=T+A+A% 4+ + A" HIT-A™)!

On applique cette formule avec A = Hj;; et m = n3(t). Chacun des A a une norme ||.|[;; <1
(inégalité de Lasota-Yorke, lemme [6.7), ce qui prouve que le premier facteur est majoré par
n3(t) < logt. On obtient alors :

1(T—Hipio) 1,0 < (log t)t*2.

Or, la seule contrainte sur ag était as > 2a + 1.

Donc finalement, quitte & renommer s,

(T —Hip) e < 2.

9.2.3 Etape 3 F¢C A°UC

On va montrer la proposition suivante, valable pour tout £ racine de I'unité. On utilisera cette
proposition avec £ = 1, mais on a gardé cette proposition générale, obtenue avec un moindre
effort supplémentaire.

Cette proposition est I’extension de la proposition 2.1 de Naud ([42]) & un alphabet infini.
On rappelle qu’on note L = log A le logarithme de la valeur propre dominante (sur 'axe réel).

Dans le cas d’un alphabet fini, en renforcant la condition §/3 > C en §/8 > |logpg|, ou
po = infpepy infz |R/(z)|, une condition sur les parametres disparait, ce qui va considérablement
simplifier les choses au moment de la synthese a la section (on n’aura plus a choisir le
parametre o1), et pourra dans certains cas apporter une meilleure conclusion.

Proposition 9.8. Pour tout (o, 3,7,&,0), et pour tout oy tel que oy < o1 < 1 (ot 0p = inf{o :
Y hew Sup |W'|7 < oo} est Uabscisse de convergence du systéme de Bonne Classe), si

v < min (e, (1 = 01)d — BL(01), B|log pl)
Bllogr(Hy)| > 1+ 2y

on a linclusion faible suivante :
F(27,€) C Ale, 8,6)° [ JCla, 8,7, €, 9).
Dans le cas d’un alphabet fini, en notant

/
po = inf inf |k (x)],

et en prenant §/3 > |log pol, la condition v < (1 — 01)d — BL(01) n’est plus nécessaire.
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Preuve de la proposition[9.8 De fagon évidente, on a :

A(a’/@’é)\c(a7ﬁ7fy?£?5) Cg(OK?/@”y?g’(s)

et donc il suffit de prouver que
E(a, 8,7,€,0) C F(27,8).

Soit donc t € E(av, B,7,&,9). Par définition, il existe une paire (wy, ;) avec |we| = 1, |Jwe||14 <
Ky qui vérifie, pour tout x € Z(t, 3,46),

1
M} O] (@) = mae()| < 2 =€) > (9.14)
On va étudier la norme || - ||1.x de (I—£Hi4i) " pour N =t® > t, avec a > 1 qui sera choisi
plus tard. On commence par écrire la décomposition
-t -1
(I—EHy )" = Z ¢ Hl,, | (T-¢ 0 m) (9.15)

Chacun des termes de la somme du premier facteur est un O(1) (voir le chapitre 6] figure [6.3)),
et il y a O(logt) termes dans la somme. Donc :

n(8,t)—1
Z rH L < logt. (9.16)
1,N

Reste a majorer I'autre facteur. On pose
K; = Ay, o Hi oA} t L = 1€ K, )6
t = Ay, 0 HioA, e ¢ = M Ky) ;
ol w; est défini en Ay, est opérateur de multiplication par wy, c’est-a-dire

K:[f] = we Hy [fwr] .

On désire passer par l'intermédiaire de Ly —£™%) Hy_ ;. Pour cela, sous réserve que les quasi-
inverses existent, on écrit 1’égalité formelle :

n -1 — n n -1 _
(T G) - = (1+a-L)™ (L@ mEG ) @-L)™ (917)
On majore les facteurs (I —L;)~" et L; —¢™(3Y) H?_(é’tt) en norme || - ||1,n, respectivement grace

aux lemmes [9.9] et 0. 101

Par une propriété élémentaire de la conjugaison, on obtient :

K(ﬁt) Ay oHn(ﬂ’) oA~1

we ?

et donc

L; = Ay, 0 (mg"(ﬁ’t) n(8, )> Ayl

wt ?

et finalement :

I-L;=Ay, o0 (I — Bt H’f(ﬁi)) o A;tl
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1

Or, ||Ay, ||1.nv est bornée, car ||wy||1 v est bornée, et w; ' = @y, donc ||w; !||1.n est bornée, ce

qui prouve que :

—1
=L~ < | (Lm0 ;00)

1,N

C’est ici qu'intervient I’hypothese qui affirme que €734 est loin de 7, et qui permet d’appliquer
le lemme avec u =& " n(B.t) 77t Il apparait alors un terme

= 1] = gD —p,]

minoré par hypotheése. Avec 'hypothese B llogr(Hy)| > 1+ 2y > 1+ ' + v, 'hypothese du
lemme [9.9] est vérifiée, et on obtient donc :

J@T—L) |y <17 (9.18)
Maintenant, on va controler la norme ||.|[; n de :

L~ B0 fu) = €00 (o, B ] - B [u))

On veut une majoration suffisamment bonne pour que
timsup |(1-L) " (L= HGY) | <1,

afin d’obtenir une majoration de

(I +(I-Ly)™ ! (Lt _gn(Bit) Hﬁf?) ) -1

par développement en série.

Il suffit en 'occurence d’assurer que :

-1 n(B, n(B,t)
010 ()],

Ainsi, la majoration brutale

| (e, <

obtenue avec l'inégalité de Lasota Yorke (lemme [6.7) n’est pas suffisante, car ensuite on a
seulement

[ A s

et le majorant ne tend pas vers 0 avec ¢.

Le lemme [9.10| nous donne mieux :

Hou—ﬁﬁﬂHﬁﬂ)H <4—+7T;%ji§5+ﬁﬁm) ;. (9.19)

Soit 7/ > 0 tel que

v <+ <min(«, (1 —01)d — BL(01), 3| log p|)
B>1+v+7
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On prend N = t'*7" (et donc a = 1 4+ ~/). On obtient alors :

n ng, 1
J(-evomi)],, « & 020

En utilisant les majorations [9.15] [9.16] [0.17], [9.1§] et [9.20] on obtient successivement :

1 -1 _en(Bit) gyn(Bit) H 128
s e < b

(puisqu’on a choisi 4" > ),

-1 el
N R
1,N
-1 27
|o-eoomi)| <5
1,N t
_ t27log t
I-¢H, 1” :
H( EHitat) N < o
et donc, d’apres le lemme [6.4], on obtient
Nt logt
H(I —£ H1+z't)_1H1 , < 77;,% =% logt,

)

et done, quitte a renommer =, t € F(2v, ).

Dans le cas d’un alphabet fini, on conclut en remarquant que le deuxieme terme disparait dans
la conclusion du lemme [0.101

O]

La preuve de la proposition repose sur deux lemmes essentiels.

Le premier exploite le fait que 7; est loin de la racine de 'unité £. Le fait que la valeur propre
dominante de Hy est 1 est crucial pour la démonstration. Ce lemme est adapté d’un lemme de
Dolgopyat ([17]).

Lemme 9.9. Soit p € C, |u| = 1, avec | — 1] > t77. Avec les hypothéses de la preuve de la
proposition, pour tout a > 1, en posant N = t%, et pour tout 3 > 0 tel que (3 |logr(Hy)| > a+7,

pour tout t > 1,
-1
H(MI_H’;(@@) < 7.

1,N

Démonstration. On rappelle qu’on note simplement H=H;, P =P; et N = Nj.
Soit k € N. La décomposition spectrale de H* s’écrit (d’apres le théoreme i

Hf =P+ N*,
et donc

pn—H = 4 —-P-N*
= (u=P)I—(n—P)"'N").
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Sous réserve d’existence, on dispose donc de l'expression alternative suivante pour le quasi-
inverse :

-1 -1
(p-H) = (T-(-P)'N) (u-P)7,
En notant comme au chapitre [6] d’analyse fonctionnelle
r(Hy) = sup {|A; A € Sp(H1) \ {1}}

le rayon spectral sous-dominant, et en choisissant 7 tel que r(H;) <7 < 1, on a :

HN’“H < N7
1,N

On cherche & majorer (I —(p— P)f1 Nk) en développant en série entiere.

On a:

P I-P
~1
PPy l=—
( ) P
En effet, un calcul simple montre que pour tout p € C, |u] =1,
P I-P P - pP? —P—uP+P?
FESNESREINTE i =
p—1 @ p—1 @
P-P —uP
_H LR
p—1 p
= P+I-P
= 1,

et bien sur ¢a commute!
Et comme d’apres le théoréme du rayon spectral ||P|[; y <1, on obtient
6= By < gy
A =1
Ce qui permet d’établir que

7k

IR W (Rl LG NS
H('LL ) 1,N<< (1 ) 1,N 1,N<< =11

et donc on peut affirmer que H(u -P)! NkHl v < 1/2, dés que

1 1
k> —— <logN+log) + b,
| log 7] | —1]

ou b est fixé, possiblement positif (c’est le log de la constante multiplicative).

L’hypothese g |logr(H;i)| > a + 7 du lemme suffit alors & conclure pour ¢ assez grand, en
choisissant 7 suffisamment proche de r(Hj).

On obtient en effet

<1,
1,N

H (1 —(u—P)! Nk>_1

=3

d’out

< < 7.

1,N |l — 1]
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Maintenant un second lemme, qui montre que la norme de L; —£"(5:1) H?J(rﬁi’tt) est suffisamment

petite pour compenser la croissance polynomiale de (I — L;)~!. On va utiliser une expression al-
ternative de la quantité a majorer. Pour étudier la norme infinie, on devra étudier les opérateurs
contraints, c’est-a-dire distinguer selon qu'une branche inverse est dans H(t, 3,9) ou non.

Lemme 9.10. Avec les notations de la preuve de la proposition

t
+ BN 4

HLt _en(B) B ~

1 1
el

1,N < to + t(1—01)6—BL(01)
En notant

= inf inf |A’
po = inf inf [ (z)],

et avec la condition supplémentaire 6/ > |log pol, le deuziéme terme disparait dans le cas d’un
alphabet fini, si bien qu’on obtient :

HLt _gn(B) H 0

1 t
1+t ’ < — 4 pBH 4 —

1,N te N

Démonstration. La preuve fait rapidement apparaitre que I’essentiel est dans la bonne définition
de K; et Ly, afin de pouvoir faire jouer I’hypothese sur M?(ﬁ’t) [wi] — mwy qu’on a sur Z(t, 3,0).

La preuve se fait en quatre parties. D’abord, on donne une expression alternative de I’expression
étudiée comme image par l'opérateur H; d’une fonction qui fait intervenir ’hypothese sur
Z(t,[3,9). Ensuite, on étudie la norme ||.||s. Enfin, on étudie la semi-norme |[|.||;. Finalement,
on conclut sur ||.||1 n.

Partie 1 de la preuve. D’abord on écrit que

LGOI — 00 (i 150

On cherche donc a majorer :
rev /87t ﬂ?t
[fmo sy,

pour toute fonction u € C*(Z) de norme ||.||1n inférieure ou égale a 1.
Mais d’apres le lemme pour tout n € N* :

alu) = w H [u M, @] = w H [uM ]

et par ailleurs :
K?[u] I = w, H} [uwy] I

et finalement en prenant n = n(3,1t) :

(B3 K0 [u] = we B0 [z (9.21)

\ ’ n(G,t . _
ou on a posé vy = M (B2) wi| — mrwe. On pose aussi uy = uv;.
t
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Partie 2 de la preuve. Comme annoncé, commengons par la norme || - ||oo. On a ||we||oo <

we|l1.+ < 1. Donc il nous suffit de controler Hn(ﬂ ) o pour toute fonction u € C*(Z) de
b 1
(o]

norme ||.||1,n inférieure ou égale a 1.

Remarquons d’abord que ||u||s < ||u|l1,x = 1. De plus
o]0 <1
supz(, 5,5 vl < &

et donc :

[lueloo <1
> L (9.22)
SUpz(1,8,5) |ut| < 7

On a en utilisant le lemme [1.13]

HHn(ﬁyt)[ut]Hoo<< Z Hh/HooHutohHOO'
heH™(B:t)

Or, les deux sous-ensembles Z(t, 3,0) et Z\ Z(t, 3, 0) forment une partition de Z, ce qui permet
d’écrire la décomposition suivante :

ur = lrgps) ut+ 1n\z(,8,5) Ut (9.23)
On va majorer séparément chacun des termes

Y Wl Az ue) oblloe = D 1IWloollu o Allos

et
Yo Wl Anzeppyu) oblloa= Y lIF]locllut o hlloc.
heHn(B:) heH™(BD\H(t,5,6)

La majoration de 'opérateur contraint est moins bonne pour les h € H(t, 3,9), mais la fonction
u¢ est mieux majorée sur Z(t,3,9), et les majorants vont étre du méme ordre de grandeur, avec
le choix des parametres qu’on fait.

e Pour le premier terme, on utilise la majoration de u; sur Z(¢, 3,6), ainsi que le lemme m

1 1
D IWlleclluroblloo <z D, MWl < 5

heH(t,5,0) heHn(B:1)

e Pour le deuxitme terme, on utilise la majoration brutale || 17\7( g, utllc < 1, et donc,
d’apres le lemme (qui utilise la propriété (iii) de la Bonne Classe), pour tout oy tel que
og < o1 <1,

1
> A ootz © Al < > 17 loo < T BL@)
heHMBO\H(t,3,6) heHMBD\H(t,5,6)

Et finalement :

[ o < =t W : (9:24)
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Partie 3 de la preuve. Reste maintenant a controler la semi-norme Hwt H"(%) [ut]Hl On

commence par étudier HH"(ﬁ t) [ut]Hl

D’apres le lemme [6.7] on a :

[ 0m| < 37 Il (llue o Al + [ 0 BYL)
heH(B1)

. ., 1 1
» Le premier terme est majoré par r + H(1—01)5—BL(o1)

» Le deuxieme terme s’étudie plus facilement que le premier, car on n’a pas besoin de séparer
en deux ’ensemble des branches.
D’apres la formule de Leibniz :

comme nous ’avons vu plus haut.

(ugoh) =(uoh - vgoh) =u'oh - B - vyoh+wuoh - (v,0h),
avec les hypotheses [|ul|y < N, v < 1, ||u|| < 1, et d’apres le lemme [6.6]
(vioh) < t,
et finalement, en utilisant encore le lemme [1.13] on obtient
(ug o h) < N|KW|+1t,

et donc,
ST W) Jug o bl < NpOY 41,
heH™(B:t)

Finalement, on obtient :

1 1
HH"(ﬂi) [ut]Hl < — + + Nﬁn(ﬁvt) 1t < Nﬁ‘n(ﬁ,t) + ¢

to t(1=01)0—BL(01)

Partie 4 de la preuve. Or, ||w;| =1 et || =1, donc :

{||wt|\oo<<1

[lwel[1 <2

)

et on a montré plus haut que :

1 1
n(B,tx) —t
HH [ut]Hoo <o T ene Loy

Donc, d’apres la formule de Leibniz on obtient :

| - m 0| = e ]|

1 1 )
< (to‘ + t(l—al)é—ﬁL(01)> FND i

< Np™Bh 4 ¢,
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On utilise enfin la majoration pour conclure :

S P vl
.

1
fa t =6 —pLon)

]( W ) [l

< ﬁ‘n(ﬁ ) + —

N

Le changement dans le cas d’un alphabet fini intervient dans la partie 2 de la preuve : d’apres
le lemme H(t,3,0) = H, et on n’a alors plus cette fois a considérer la somme

> |1 ()],
heHMBO\H(t,B,0)

d’ou le terme en moins dans la conclusion.

9.3 Domaine hyperbolique

Cette partie est classique : de la croissance modérée sur R(s) = 1 (F(«) borné pour un certain
a), on déduit le domaine hyperbolique sans pdle et avec croissance modérée.

La proposition qu’on prouve dans cette partie est la suivante :

Proposition 9.11. On suppose qu’il existe f croissante et f(t) 2 400 telle que pour tout t
—00

assez grand,
t) = H(I_Hl—l—it)ilulﬂf < f(D).

Alors il existe M > 0 tel que pour pour tout s = o+it € C tel que o > 1— % et t assez grand,
(I_Ha—_l,_it)_l existe et H(I_Hfﬂrit)_l“u < f(b).

Et si F(ap) est borné, alors pour tout o > v, il existe & > 0 tel que le quasi-inverse de
Vopérateur tangent (I —Hy ) ~! n’a pas d’autre pole que s = 1, et a une croissance polynomiale
quand |s| — 400, sur le domaine

R:{s:%(s)>1—min<5,t1a>}.

Démonstration. Le résultat est trivial pour o > 1. Le cas ¢ = 1 constitue 'hypothese. Reste a
regarder un peu a gauche.

Pour ¢ > 09, on va étudier (I—H,,;)~! en se ramenant au cas ot ¢ = 1 qui constitue
I’hypothese. Pour ¢a, on écrit

I-H,ryy = (I-Hipy)+ Higq —Hopir)
= (I + (Higit —Hopi) (I— H1+z’t)71) (I—Hiyi)

et donc en prenant l’inverse, on obtient

I-Hopir) ' = I-Hipar) "(T—Apsar) (9.25)

1
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ou
Apvit = (Hopip — Hypi)(T—Hyy)

Soit g € C}(Z). On a :

1Eie— Hipidlgllh, < 3 [lgo hlI|75 — 04|,

heH

<3 Mol 17— e
heH

= lglle D BT = 0[]

heH

Pour tout x € Z, d’apres I'inégalité des accroissements finis, appliquée & la fonction o’ +—
|W (x)|7" % — |b/(x)|' T entre 1 et o, il existe ¢ = ¢(z) €]o, 1[, tel que

[P/ (2)[7H = | (@) = log [W ()] - [P (2)[H - (1 - o)
< [logW(@)]] - W (@)[° - (1 - o).
L’axiome (ii7) des systémes de Bonne Classe (définition [1.12)) permet d’assurer que la série
(sommation sur h € H), de terme général |log |h/(z)|| - |h'(z)|® < |B/(x)]|°7¢, ol € est pris tel que
c— € > o, est convergente.

Ce qui permet d’assurer que :

SR — B <o 1 - 0
heH

D’autre part, la dérivée par rapport & = de o — |h/(2)[7F% — |B/(2)|'+% est

h'(x) it NTVINT NTY.
1/ (2)|" (o +it)[W(2)|7 = (1 +it)|h' (2)]) .
h(x)
X o o X h(z)
D’apres la propriété de distorsion des systémes de Bonne Classe (lemme |1.13)), W <1

indépendamment de z et h. L’inégalité des accroissements finis appliqué & la fonction o’ +—
(0! +it)|h/ ()|, donne Dexistence de ¢ = ¢(z) €]o, 1] tel que
(o + i)W (@)|” — L+ it)|p' ()] = |W(2)|° (1+log|W'(2)l(c+it)) - (1 — o)
< t-loglW (@) W (@) (1— o),

et on conclut comme pour la norme || - [|oo grace & I'axiome (i77) de la définition [I.12]

S T — B ) <o - (1= 0).
heH

On aurait pu également utiliser le lemme
Finalement, on obtient :
| Hotit —Hiyit |1 <1 —0.

Or par hypothese :
(X = Hopir) e < f(2).
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D’ol
A (1—a)f(t).
Pour que (I — A, )"t existe pour la norme ||.||1 4, il suffit par exemple que :
1
” A0+it Hl,t < 5

En notant M’ la constante de majoration || Ayt |14 < M'(1 —0)f(t), c’est le cas si

1

>1—
7 2M'f (t)

et alors

1
(T = Agrit) e < Z 1A% +th1t = Z P b

neN* neN*

1
En prenant M = oap Pour avoir la conclusion du lemme, et en utilisant [9.25] on a alors que

M
pour tout o > 1 — L0k

H(I_Hcﬂrit)ilHLt H(I_HH“)AHM

<
< f(b).

Pour la fin de la preuve de la proposition, on prend f(t) = t*. La premiere partie prouve
Pexistence de M et de tg tel que (I— Hgﬂ-t)_l est sans pole sur :

M
RQZ{S=U+it:t>to, l—ta},

avec croissance polynomiale :

J(T—Hopit) ™, <t (9.26)
Fixons o > ap. Alors il existe t1 tel que (I —Hy,) ! est sans pole sur :

1
Rlz{S—O'—I-Zt t>t1,0>1—ta}

avec la croissance polynomiale

Pour prouver que le domaine hyperbolique s’étend aux t petits comme dans 1’énoncé, il reste
a s’occuper des petites valeurs de t = (), c’est-a-dire des t < tp. On s’occupe séparément des
valeurs de t au voisinage de 0, puis des valeurs intermédiaires entre ce voisinage et tg.

On sait que 1 € SpH;. Donc il existe un voisinage complexe de 1 tel que 1 ¢ SpH, pour

s # 1 (sinon, on aurait une accumulation de poles de la fonction méromorphe s — (I —H,)™!).
Il existe donc dg > 0 et tg < t1 tel que (I —Hy i) ! est sans pole sur

RQZ{S:U+it:t<t0,0>1—(50}\{1}.

Enfin, soit t tel que tg < t < t1. D’apres le théoreme (B), 1 ¢ Sp(Hj44). D’autre part, d’apres
le théoreme [6.11
R, (H1+zt) R(Hl) =p< 1
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ou p est le coefficient de contraction du systéme de Bonne Classe (voir définition [1.12)). Fixons
p tel que p < p < 1. Alors les valeurs spectrales de Hy.;+ de module supérieur ou égal & p sont
des valeurs propres isolées de multiplicité finie. Or 1 ne fait pas partie de ces valeurs propres,
donc finalement la distance de 1 au spectre de Hy;; est strictement positive :

d (1, Sp(Hl—Ht)) > 0.

Donc par la théorie de la perturbation, il existe 3 > 0 et §; tel que (I —H, ;)" ! est sans pole
sur
R3:{S:U+itlt0<t<t1,0>1—(51}.

Donc finalement, en prenant § = min(dg, d1), et en notant

1
R4:{s:a+it:a>1—min<5,ta>},

la source est Ry4-disciplinée avec la croissance donnée par (voir définition [2.12)), c’est-a-dire
que la source est H-disciplinée d’exposant a.

O

9.4 Synthese

9.4.1 Fin de la preuve du théoréeme (3-DIOP-tangent)

Voici maintenant ’énoncé du théoréeme (3-DIOP-tangent), qu’on termine de prouver ici.

Théoréme (3-DIOP-tangent).
Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition , de coefficient de

contraction p. Notons C' = max _c(h;).
i€{1,2,3}

On suppose qu’il existe hy,ha, hs € H*, tels que c(hi,ha, hs) est diophantien avec exposant
d’irrationalité p. Alors en prenant

2
ot 2y

a>4u+
| log p

+ 9,

il existe § > 0 tel que le quasi-inverse de l'opérateur tangent (I —Hyy i)~ n’a pas d’autre pole
que s =1, et a une croissance polynomiale quand |s| — 400, sur le domaine

R:{s:m(s)>1_mm<5,tla>}.

Démonstration. On suit ici le schéma de preuve exposé a la section [8.4
D’apres la proposition si
oo > p+1
{5 /B>C
alors A(ag, 3,7, 9) est borné.
D’apres la proposition B(ay, 3,8) C Alag, 3,5) pourvu que

ap < min <ﬂ|logp| -1, a12— 5) .
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D’apres la proposition B¢(a1, 3,6) C F(az) pourvu que :

Ozz—l
2

oy <

Enfin, d’apres la proposition si F¢(ag) est borné, alors pour tout a > o, il existe § > 0
tel que le quasi-inverse de I'opérateur tangent (I —H, ;)" ! n’a pas d’autre pole que s = 1, et
a une croissance polynomiale quand |s| — +o0o, sur le domaine

R—{S:?R(s)>1—min<6,;>}.

Reste a vérifier qu’on peut choisir des parametres intermédiaires, et a minorer ’ensemble des
exposants a pour lesquels la conclusion est vraie, en fonction des données du théoreme.

ag+1
| log p

On choisit dans cet ordre ag > pu+ 1, 8 > , 0> pBC, ap > 2ag+ 0, ag > 2a1 + 1, et

a > a9,

et finalement

(&%)
2001 + 1
4oy +20+1

dog +28C + 1
1
dop+ 22 o4
| log p
P
> apt2t Tt oys
| log pl

vV V. V V V

I'inégalité stricte garantissant qu’on peut retrouver des parametres intermédiaires.

9.4.2 Fin de la preuve du théoréme (2-DIOP-tangent)

Voici maintenant 1’énoncé du théoreme (2-DIOP-tangent), qu’on termine de prouver ici. En
fait, le résultat sera amélioré a la fin du chapitre [10]: I'utilisation du parametre kg est nécessaire
pour conclure pour I'opérateur sécant, mais non pour 'opérateur tangent, pour lequel elle permet
cependant d’améliorer le résultat donné ci-dessous.

Théoréme (2-DIOP-tangent).
Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition , d’abscisse de conver-
gence g, et de coefficient de contraction p.

On note A(o) la valeur propre dominante de H,, L(c) = logA(c) (théoréme [6.11), r le
rayon spectral sous-dominant de Hy (théoréme m, et dans le cas ou l'alphabet est fini
pPo = infheH ian ’h/(l’)‘

On peut alors définir implicitement og < o1 < 1 par la relation

o (1= 01)|L(01)] - L(on) = | log .

Enfin, on note C = max_ c(h;).
ie{1,2}
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On suppose qu’il existe hy,ho € H*, tels que c(h1, he) est diophantien avec exposant d’irratio-
nalité p. Alors en prenant

w+2 3+2u

o > 4p 4+ 2 max <,
[log p| " [log 7|

> max (C, |L'(a1)]) + 5,

il existe § > 0 tel que le quasi-inverse de l'opérateur tangent (I —Hyy i)~ n’a pas d’autre pole
que s =1, et a une croissance polynomiale quand |s| — 400, sur le domaine

Rz{s:?ﬁ(s)>1—min<5,t1a>}.

Dans le cas d’un alphabet fini, la conclusion est également valable pour

p+2 3+2u
|log p|” |logr|

Oz>4u—|—2max< > | log po| + 5.

Démonstration. On suit ici le schéma de preuve exposé a la section [8.4]
D’apres la proposition si
min(ag,y) > p+1
5/ >C
alors C(«yg, 3,7, 9) est borné.
D’apres la proposition B(aq,8) C Alag, 3,5) pourvu que

-0
ap < min (ﬁ\logp\ -1, a12 ) .

D’apres la proposition B¢(aq, 3) C F(az) pourvu que :
a9 — 1
2

o] <

D’apres la proposition Fe(27y) C Alap, 3,6)¢UC(ap, 8,7, 9), pourvu qu'il existe o1 avec
oo < o1 < 1, tel que

v < min (ao, (1 — 01)d — BL(01), 8] log pl)
Bllogr| > 1+ 2y
Avec de tels parametres, on a :
ag > 2aq > dag > 4y > 27,

et donc,
F(ag) C F(2y)

donc finalement
]:C(OQ) - (A(Oéo, ﬁa 5)0 U C(Oéo, ﬁa e 5)) N A(OZ(), ﬁa 6) = C(OZO, 53 e 6)

Enfin, d’apres la proposition si F¢(ag) est borné, alors pour tout a > axs, il existe 6 > 0
tel que le quasi-inverse de I'opérateur tangent (I —H, ;)™ n’a pas d’autre pole que s = 1, et
a une croissance polynomiale quand |s| — +o00, sur le domaine

R:{s:%(s)>1—min<5,t1a>}.
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Reste a vérifier qu’on peut choisir des parametres intermédiaires, et a minorer ’ensemble des
exposants « pour lesquels la conclusion est vraie, en fonction des données du théoreme.

On commence par choisir v > p + 1, puis ag > 7, puis

ag+1 v 1+2'y>
|log p|” |log p|” |logr| )

ﬂ>max<

En posant X = §/f, la condition v < (1 — 0)d — BL(0) se réécrit v < f((1 — o)X — L(0)).
Mais la fonction o — (1 — o)X — L(o) est maximum quand |L'(0)] = X. On considere donc la
fonction

k:ow— (1—o0)|L (o) — L(o).
On définit alors implicitement oy < o1 < 1 par la relation

k(o1) = |log pl.

En effet, k(1) = 0 et a cause de la convexité de L (théoreme|6.11)), k(0) — +o0, ce qui prouve
o—00

Pexistence d’un tel o7.
On termine alors en choisissant 0 > Gmax (|L'(o1)[, C) (ot C' = max;eqq,9y c(hi))-
De cette fagon,
y
B

et donc la condition

< |logp| = k(o1) = (1 — 01)|L(01)| — L(01) < (1 — al)g — L(0),

7 < (1 =01)d — BL(01)
est bien remplie.

Puis on prend a; > 2ap + 6§ et ag > 2a1 + 1 et a > as.

Finalement, on obtient :

a > Qa9
> 201+ 1
> 2(200 +0) + 1
> 2(2a0 + Smax (|L'(01)],C)) + 1
> 4(p+ 1)+ 2fmax (|L'(01)|,C) +1
avec
1 1+2
g > max<a0+ ) 7 ) +7>
[log p|” [log p|” [log|
(ao—l—l 1—|—2’y>
= max ,
[ log p| * [log 7|
2 342
> max('u—’_ , + M),
[log p|" [log |
et donc
w+2 3+2u ,
a > 4(u+1)+2max<, max (C, |L'(01)]) + 1
Togo] Togr] ) ™™ )
o+ 2 3+2,u> ,
= 4;1—}—2max<7 max (C,|L'(o1)|) + 5,
lTogo] Togr] ) ™ (& 1H(@1)D)
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I'inégalité stricte garantissant qu’on peut retrouver des parametres intermédiaires.

) )
Dans le cas d’un alphabet fini, en renforcant la condition 3 > (C en 3 > |log pol, la condition

v < (1 —=01)d — BL(01) n’est plus nécessaire.
On n’a alors plus a choisir o1 de fagon optimale, comme dans le cas d’un nombre quelconque
de branches, ce qui simplifie la preuve.

On commence par choisir v > p + 1, puis ag > 7, puis

5 > max(ao—l-l v 1—|—2fy>
|log p| " |log p|” |log r|

<u+2 3+2u>

[logp|” |logr| /)

>

Puis on prend aq > 2ag 4+ 6, as > 2a1 + 1 et a > ao.

Finalement, on obtient :

o > a9
> 200 +1
> dag+20+1
> 4oy + 26|1log po| + 1
w2 3+2,u>
> 4p+ 2max <7 log po| + 5.
Tog | Thogr] ) |12 #0!
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Chapitre 10

Quasi-inverse du sécant dans le cas
général
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Voici maintenant les preuves relatives a I'opérateur sécant, qui généralisent celles faites pour
Popérateur tangent du chapitre précédent. Ce travail de généralisation a I'opérateur sécant, est
I’analogue pour les conditions géométriques, de la généralisation de la condition géométrique
UNI faite par Cesaratto et Vallée dans [12].

10.1 Etude fine du spectre de 'opérateur composante

Les propositions suivantes sont les analogues respectifs des propositions [9.1] et

10.1.1 Systemes 3-DIOP

Cette proposition est totalement gratuite, car A C A.

Proposition 10.1. Considérons hy, hi, hs € H*. Si c(h1, ha, hs) est diophantien avec exposant
d’irrationalité p, alors pour tout triplet (o, 3,9) avec

a>p+1

0
- > h; ’
87 iciag) elh)

211
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l’ensemble A(c, 3,6,0) est borné.

10.1.2 Systemes 2-DIOP

La preuve suivante est trés analogue a celle de la proposition[0.2} On la redonne tout de méme,
a cause du changement apporté par le parametre ko (sans quoi elle serait également gratuite).

Proposition 10.2. Considérons hy, ho € H*. Si c(hy, ha) est diophantien avec exposant d’ir-
rationalité p, alors pour tout 5-uplet (a, 3,7,&,9) avec § une racine de l'unité, et

min(a,y) > p+1

° > max c(h;)
ie{1,2}

lensemble C(a, 3,7,&,0,0, ko) est borné.

Démonstration. La preuve est faite par I’absurde.

Supposons qu’il existe un 7-uplet («, 3,7,&,6,0, kg) qui vérifie les hypotheses, et tel que I'en-
semble C(«, 3,7,&, 9,0, ko) n’est pas borné.

Alors il existe une suite de triplets (¢,w,n) avec t aussi grand qu’on veut, w, € C(Z x I),
‘wt’ = 17 ”wt”l,t,(@) < K7 et e € (Ca |77t| = 17 et

sup Mﬁ(ﬁ ) [w] — mw,| < —,
Z(t,8,6,0) t
et : 1
kO _ k()n(ﬁvt) -
|77t § | < e

Donc en particulier, en restreignant a la diagonale, on a :

1
sup M?(@t) [diag wt] — nediag wy| < T
Z(t,8,6,0) t

Donc en particulier, & cause des inclusions
Z(t,p,0,0) CZ(t,B,6) C K(t,p3,6),
la majoration a lieu sur ’ensemble de Cantor, plus petit :

1
sup M7 [ding w,] — mdiag w,| < (10.1)
K (t,5.5) ¢

Soient p > 0, et hy,hy € H*. La encore, grace au lemme [5.3, on peut supposer que hy et ho
sont de méme profondeur p. On suppose aussi :

min(a,y) > p+1
% > maXiG{LQ} C(hl)

Soit v > p assez proche de p pour que a > v+ 1. On va montrer qu’on peut trouver des entiers
q¢ aussi grands qu’on veut, tels que

1
{qtc(h17 h?)} < 11
a4
ce qui prouvera par le lemme que lexposant d’irrationalité de c(hi, ha) est strictement
supérieur a u.
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Partie 1. Comme dans la preuve de la proposition [9.1) on prouve par récurrence que :

k
sup M7 ding w,] — o ding w,| < P (10.2)

K(,8,) e

ol ng € N est tel que ™ = 1.
On cherche alors & majorer 7’ omo _ 1 La preuve est faite par récurrence sur p. D’abord on

écrit :

no—1
nfono 1= nfoﬂo _ fn(ﬁ,t)kono — (nfo _ gkon(ﬁﬂf)) Z nzgn(ﬁi)(m*l*j)
=0
et donc
no — 1

oo =11 < e = €59 (no — 1) < *02

Ensuite on écrit :

(no — 1)

[0 = 1] < g0 — "0+ "0 — 1 = 20 = 1] <

t t

et par récurrence,
p(no — 1)

k
e — 1) < 220

Donc en réinjectant dans et en se servant du fait que |w,| = 1, on obtient :

pkonon(B,t)r 1 . ng— 1 no 1
K(s;g;) ‘Mt [diag w,] — diag Qt‘ <p < - + to‘> < g (10.3)

Partie 2. On note h] et h3 les points fixes respectifs de hy et hy. Alors, d’apres le lemme
et en utilisant I'hypothése 4 > max;c(h;), on obtient que hi et h3 sont dans I’ensemble de

Cantor K(t, 3,0). On applique alors 'inégalité en hf, pour i € {1,2}.
Comme dans la preuve de la proposition [9.1] en utilisant les lemme [3.5 et [5.3] on arrive a

[[micag) om0 —1| <«

c’est-a-dire que :
itkonon(B3,t)
(R
et donc il existe une suite (qfi)) telle que :
t

tkonon (5, t)pc(h;) — 27Tq£i) — 0.
Ce qui permet d’écrire :

} |h;(h;k) ‘itkonon(ﬁ,t) - 1’ eipc(hi)tkonon(ﬁ,t)—Zwith - 1‘

= ‘pc(hi)tkonon(ﬁ, t) — 27rqti) (1 + 0(1))'

et donc :

i 1
pe(hi)tkonon(B,t) — 27rq§ ) < o
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Partie 3.

CHAPITRE 10. QUASI-INVERSE DU SECANT DANS LE CAS GENERAL
E _ M) L~ (2) :
n notant ¢ = g, ’ et ¢ = ¢;”’, on obtient,

@ = O(qt) = O(tn(f, 1))
assez grand, ¢; et g, sont non nuls).

donc q; et ¢; peuvent étre pris arbitrairement grands, car ¢ peut I’étre (et en particulier, pour ¢
On obtient :

27 qt 1
tpkonon(B,t) 1+0
C(hg)

tu+la‘t

o 2mq 1 ’
- tpkonont(ﬁ,t) 1+0 tv+ig
et donc :
(h1, h2) i 1+0 ! +0 !
(& = — — —_— .
1, 7t2 @ t+1g, tv+ig,

la reproduit ici pour le confort du lecteur.
Finalement

Les kg se sont simplifiés, et la fin de la preuve est la méme que celle de la proposition [9.2]; on

1
LO|——]).
qt <t”+1%>
Enfin, pour tout € > 0, on a ¢; < t'*¢, et donc :

t>q ¢

)
et finalement, en renommant € et v, on obtient

~

1
C(hl, hg) - % <

24v°
t

O
Remarque. L’inégalité m est a comparer avec (I’analogue « sécant ») de et justifie
Uappellation de systéme de fonctions presque invariantes, et non plus seulement presque propres.

10.2 Etude du quasi-inverse de I’opérateur sur la droite {f(s) =1}
La synthese sera faite dans la section suivante.

S
Maintenant les trois étapes annoncées pour la majoration du quasi-inverse sur la droite {R(s) = 1}
Ces trois étapes suivront deux mouvements :

s
» D’abord, on se restreint a Z(t,6), et on utilise les « normes 6 » c’est-a-dire |- ||1, n 0 €t |-

» Ensuite, on étend a Z tout entier, la remarque fondamentale rendant cette extension possible

1,40
étant que H™ %t [v] ne dépend que de la restriction de v & Z(¢, ) (voir lemme [7.23).
Pour que I’étape 2 fonctionne, le parametre 6 des ensembles A, B, C et £ devra étre choisi assez
grand. Le parametre kg des ensembles C et £ permet alors de lever la contradiction apparente
qui apparait a I’étape 3, ou 0 doit étre choisi petit quand on compare les parametres 6 et 3.
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10.2.1 Etape 1 adaptée
La proposition relative a cette partie est la suivante. Elle est I’analogue pour ’opérateur sécant

de la proposition

Proposition 10.3. Pour tout triplet («, 3,9) vérifiant

-0
a < min <ﬂ\ log p| — 1, a12 )
(ot p est le coefficient de contraction du systéme de Bonne Classe), on a l'inclusion faible

5(0‘17679) 6 A(a7ﬂ757 0)

La démonstration utilise trois lemmes énoncés dans la suite.

Preuve de la proposition[10.3. On prend t € B(ay, 3,0). Alors il existe uy € CH(Z xT), |lug|l1.¢
1, tel que pour tout n € {0,n(3,t),2n(3,t)}, pour tout y € Z(t,0),

1
‘H1+Zt UO > 1_ﬂTl

Posons pour k € {0,1,2},
L (10.4)

~ kn(B,t
noo by = lu| et = b
by,

Up =y 5 (ug),

b; dépendent de t, mais on ne l'indique pas pour alléger les notations). On a alors

(les u;,v;,b
g = 1.
Le fait que t € B(a, 8,6) entraine que pour tout y € Z(t,0) :
b1(y) =1- ta%
by(y) 21— ta%

(donc les v;, sont bien définis).
On a [|vy]|ec = 1, et on peut majorer ||v;||1,6 grace au lemme :

U 2||E1H1,(9)

|, |

HQlHL(G) = infgel(tvg) 121@”2

1,(0)

11 suffit alors de remarquer que pour tout z € Z(t,6), u;(z) > 1 — ta% = % pour t assez grand,

et d’apres le lemme

)
el o) < e = [l < 1.

donc |[|uy|]1,p) < t, donc [[vy]];,9) < ¢, et finalement, il existe K tel que pour tout ¢ assez
grand, [[v;]]14,9) < Ky Clest ce K Ky qui apparait dans les définitions de A, C et £.
Dans la suite, = (x1,x2) désigne un élément de Z(¢,[3,0,0), et on note h € H( B, 5) la
branche inverse de profondeur n(f3,t) telle que x € h(Z). On pose aussi y; = n(5.) (1),
T8 (15) et y = (y1,y2), de sorte que z = h (y) et y € Z(t,6).
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On fixe un élément zy = (wo1,x02) € Z(t,3,0,6) qui servira de pivot dans la suite, et hy €
H(t,3,6) la branche inverse telle que 2y € hy(Z). On pose aussi y,, = T (24,),

T30 (20,) et Yo = (Yo1,Y02), de sorte que zy = hy (g()) et y, € Z(t,0).

Pour conclure que si ¢ est assez grand, alors t € A(«, 3,0,0), on va exhiber une fonction w;, et
un scalaire 7, tels que pour tout z € Z(t, 3,9, 0),

Yoo

M?(M) [Mt] (z) — m%(@)‘ < a

les éléments presque propres w, et 7; étant construits a partir de uy :

vo(Z)
vy (o) '

wy=v; et =

Il est important de remarquer que 7; (la valeur presque propre) ne dépend pas de z, mais
seulement du point de référence z.

La démonstration consiste alors a estimer pour z = h(y),

Myl (@) — maw(@) = [sn(w)] " 21@) — e (B ()

= [sn@)| " (1 (1) = meva (1) + e (Isn @) 02 (y) —v1 (2 (y))) -

Le lemme s’applique alors :

o1 (1)) = Jsn )| 2(0) < sy (105)

ainsi que le lemme [10.5]:

1 1
Y (ﬂ) — T2 (Q) < Ha1—9)/2 + Bllogpl—1°

Compte-tenu de ’hypothese sur «, on peut alors conclure que :

M) (@) = mi(o)| < 7

pour t assez grand, c’est-a-dire que t € A(a, 3,9, 0).

Maintenant les trois lemmes techniques, avec leurs démonstrations.

Lemme 10.4. Pour tout t > 0, pour tout h € H(t,3,6), pour tout y € Z(t,0), et avec vy et vy
définis en|10.4], on a :

i 1
vy (1 () = Jsn )| "2 (W) < 7m0

ot la constante de majoration ne dépend pas de h, ni de t, ni de y.
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Démonstration. On a :

by (y) = )

v 500 Gy ()

et d’autre part :

1 = 5"

_ Z 11 (ﬁ (Q))
heH™(B:t)
d’ou on déduit :

1= by(y) - Z:f”“mwuw(rﬂ%@”%wnwmﬁ-

heHn(B.t) I1() vo(y)

= n(0,t . c g P N N
Mais u; = H?iﬁit)[yo] a une norme infinie inférieure ou égal a 1 d’apres le lemme [6.18] donc

dans la parenthese b, (ﬁ (g)), est réel positif et inférieur ou égal a 1, tandis que

~—

‘it

)

|snly

Vs

W) -1

RS

Ceci prouve que chaque terme de la somme est de partie réelle supérieure ou égale a 0. Et
done, pour tout h € H*PD) .

1, (bly) _ [sn (y) |
Fw Wl <1 by (b (y) R ( o b (y))>> >0
Mais par hypothese, car y € Z(¢,0),

1=t (1) < o

On a donc aussi la méme majoration pour la partie réelle de chaque terme écrit plus haut, c’est
A dire que pour tout h € H™(A1),

B ) (1m0 0w ) <

v, (y)

fy (b y))

De plus, on a = 7 ( ) majorée inférieurement (et supérieurement), indépendamment de h.
Yy
L1 \<Z
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On obtient donc (la constante ne dépend pas de h € H™#Y  ni de t, ni de ) :

FMMMN%MMWWM@O<1

v, (y)

A partir de maintenant, on va se servir de I’hypothese plus spécifique selon laquelle h €
H(t, 3,0). Par définition
W (y)] > t7°,

donc d’apres le lemme indépendamment de t et de h € H(t, 3,9),
|sn(y)| > t°.

C’est donc qu’on a pour tout h € H(t, 3,9),

1—mw@m<wwmumm)<gby

v, (y)

avec la constante de majoration qui ne dépend pas de h € H(t,3,6), ni de y € Z(t,0). Or,
b (ﬁ(g)) > 0, donc pour t > 1, pour tout h € H(t, 3,0),

%O%@Wlmh@»>>o

v, (y)

Mais on a vu que by (ﬁ (y)) < 1, donc indépendamment de h € H(t,[3,9), de t et de y :

o (6 ) <1 0 (2 ) ) <

Vs (y) v (y)

Or, pour tout nombre complexe z de module 1 :

1=z = V(1 —R(2))2+3(2)?
= /2-2R(2)
= V201 - R(2)V2

Et donc :

|va(y) — lsn@)l"vy (B (y))] =

S o

On a donc montré que pour tout h € H(t,3,0), et pour tout y € Z(t,0),

2 ) = Jsn )" 22 (2 W) < st (106)

ou la constante de majoration ne dépend pas de h, ni de y, ni de t.
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Ce lemme montre comment utiliser z;, comme pivot, indépendant de z pour relier v, (y)
et vy (g) qui dépendent de z. C’est l'introduction dans la démonstration d’un intermédiaire
T =hy (g) entre z et z, qui va permettre de faire ce lien.

Lemme 10.5. Pour tout y € Z(t,0), et tout xo € Z(t,3,6,0), avec vy et vy définis en :

1 1
6] 1og p|—1 + tla1=8)/2"

lv1 (y) v1 () — 2 (¥) vo (zo)| <

Démonstration. On définit = hy (y) Donc z € Z(t, 3,6,0), car hy € H(t,3,0).

On considere donc les trois points

z = h(y) zo = ho(y,) z = hy(y)-

Par le systeme dynamique :

» les n(f,t) premiers symboles de Z sont identiques pour chaque coordonnée, et sont les
meémes que ceux des deux coordonnées de z,, et donc z, et Z ne sont pas trop éloignés, car
appartiennent au méme carré fondamental hy(Z). Plus précisément, pour j € {1, 2},

[z0j — T3] = ho(yoj) — ho ()
< 1Rglloo - Y05 — ;1
< pUBt) « tPlosd (10.7)

» puis les symboles suivants de Z sont ceux de x (ce sont les symboles de y), et parmi ces
symboles suivants, les n(f,t) premiers sont identiques pour chaque coordonnée.
On va alors prouver :

it 1 1
’21 () — volzo) [sn (¥)|"| < Blloga—1 | Ha1-8)/2
(10.8)
’v (y) — vy (z )‘sh (y)‘it < ! + !
Y2\d) — H1ldo o \J tBllogpl—1 * tlar—6)/2"

On traite la premiere inégalité, I’autre étant obtenue de la méme fagon. Pour cela, on décompose
par inégalité triangulaire :

|01 () = vo(xo)lsne (¥) "] < |va(y) — vo(@)Isne (¥) 7] + luo(E) — vol(zo)] -

Comme Z = hyg (y), le terme |v;(y) — vo(Z)|sn, (y) || est estimé grace au lemme qui précede
(en remplagant z par Z, et « un cran plus bas »).

Quant au deuxiéme terme |vy(Z) —vy(zg)|, on Uestime & 1'aide de I'inégalité des accroissements
finis, grace aux majorations m En effet, la différentielle de v, sur Z(t,3,6,0) C Z(t,0), est
controlée par le lemme Comme sy = |ug| = 1 (d’apres 'hypothése), on obtient que

Uy
ol 1 = Hmz‘ <l <t Jluglhe < ¢
Yol ll1

et donc :

Y A‘n(ﬁvt) S
[v6(Z) — vo(z0)| < tp < Bllog pl—1°

La fin de la preuve du lemme est une simple application de I'inégalité triangulaire a partir des
deux inégalités [10.8]
O
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Enfin, on donne ce lemme technique et général qui sert dans la preuve du lemme précédent.

Lemme 10.6. Soit u € C1(Z x T), qui ne s’annule pas, et tel que ||ul|o < 1.

Alors % e CHI x T), et

2[Jul|1,0)
1,(0) h infz(t,a) |ul?

U

|ul

Démonstration. Pour tout x, € Z(t,6) (ouvert de R?), pour tout h € R assez petit,

1 1 1 1
lu| (o1 + P, wo2)  |ul(2gy, To2) u(xor + h,xo2)  u(zo1, zo2)
1
—— |u(zo1 + h, z02) — u(zo1, T02)|
infz g [ul?

et donc, en divisant par h, en faisant tendre h vers 0, et en prenant le sup de chaque c6té, on

obtient : )
Ha (1)H _ orel 0
01 \|ul /) |loo gy — infze ul*’

On conclut alors en écrivant :

o)
0 (u 9 (1 Il 6
It )l <ot ()L * St
=1/ Moo, (6) ul ) oo iz lul
et en utilisant le fait que |u| < 1, donc infz(, g) [u| > infz ) Juf2.

La dérivée par rapport a la deuxieéme place se traite de la méme fagon.

10.2.2 Etape 2 adaptée

La proposition adaptée pour ’étape 2 est la suivante. Elle généralise la proposition a un
voisinage de la diagonale Z(¢,0) suffisamment petit (d’ou la condition selon laquelle 6 doit
étre suffisamment grand). On utilise en effet que 'asymptotique des puissances H" [u] quand
n — +oo ne dépend que de la restriction de u a la diagonale. Or on controle u sur la diagonale,
si on le contrdle en un point suffisamment proche de la diagonale.

Proposition 10.7. Pour tout couple (ax,3,0), avec les hypothéses

a; < 7(122_1
Ollogp| > a1 +1
on a linclusion faible suivante :
B(eu,3,0) C F(az).

On va faire jouer le fait que la projection sur l’espace propre dominant pour le sécant, fait
intervenir le méme coefficient que le sécant appliqué a la diagonale de la fonction considérée
(voir théoreme [6.23)).
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Démonstration. Soit t € B(au, 3,0) et u € CH(Z x I) qui vérifie ||ul|1: < 1.

Le but est de majorer
(L= Hy i) e

c’est-a-dire qu’on cherche a majorer

(X~ H ;) [yl HLt
avec une constante de majoration qui ne dépend pas de t ni de u.
Par définition, il existe x = (x1,x2) € Z(t,6), et j € {0,n(8,t),2n(8,t)} tels que :

‘Ejlﬂt[ﬂ] @)’ <1l- L

o’
~
On est amenés a considérer plusieurs indices d’itération ny(t) et plusieurs itérés Eﬁ(it) pour
k € {1,2,3}, et pour alléger les notations, on note :

~ng(t)
w, = Hy'Ly [u]. (10.9)

Le domaine Z(t,6) étant une réunion de carrés fondamentaux, construits sur la diagonale de
Z dont le coté est < p*@) on a :

_ 5n(0,0)
|21 — 22| € p < o

c’est-a-dire que pour ¢ assez grand :

|21 — 22| < ﬁ
On considere alors le point zy = (1, 21).
D’apres I'inégalité des accroissements finis :
()] < g 2)| + gy - = 2] < 1= b o = 1=
c’est-a-dire : )
[diag u (21)] <1 - o

Tout le début de la preuve est le méme que celui de la proposition [0.7] avec u = diag u,, ce
qui est rendu possible car ||diag u;||1+ < ||uq]l1+ < 1 comme on ’a vu au chapitre @

On obtient finalement, avec ni(t) = j, et u; défini en [10.9]
1

1 — ||diag wy || L1 (z,) >

En se servant d’une puissance de référence, on est arrivés a une minoration sur la diagonale
d’un itéré de u par Uopérateur H; ;, pour la norme L'(u1).
Comme pour 'opérateur tangent, on écrit pour 'opérateur sécant que pour tout n > nq :
~n—ni ~n—n1

~nNn ~nN
H [u] = H {Hliit[ﬂ]} =H; ],

et donc :
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L’opérateur ﬁl étant quasi-compact, d’apres le lemme on peut écrire la décomposition
spectrale d'une fonction v de classe C1(Z x Z) proche de |u;| en norme || - ||1+ (Juy| n’est pas
forcément C! si u; s’annule, voir traitement pour I'opérateur tangent) :

~n—nj

B o] = /I diag || djis + 807" [l

avec / diag |v|dpy proche de / diag |u,|dp = / |diag u;|dpy = ||diag w|[z1 (g, sur lequel on
z T T
a conclu ci-dessus.

Le reste de la preuve est juste une réécriture de la preuve pour 'opérateur tangent, faite a la
proposition 0.7} O

10.2.3 Etape 3 adaptée

On va montrer la proposition suivante, valable pour tout £ racine de 'unité. On utilisera cette
proposition avec £ = 1, mais on a gardé cette proposition générale, obtenue avec un moindre
effort supplémentaire.

Cette proposition représente une double-extension de la proposition 2.1 de Naud ([42]) & un
alphabet infini (ce qui avait déja été fait dans le chapitre précédent), et a 'opérateur sécant.
Pour cette étape, le voisinage Z(t,0) doit étre pris assez grand (c’est-a-dire 6 assez petit). En
prenant ko assez grand (ce parametre intervient dans les définitions des ensembles C et £), la
deuxieme condition faisant intervenir 6 est vérifiée.

On rappelle qu’on note L = log A le logarithme de la valeur propre dominante (sur ’axe réel).

Proposition 10.8. Pour tout (o, 3,7,€,0), et pour tout o1 tel que o < o1 < 1 (ot o¢g =
inf{o : 3 cpsup /|7 < oo} est labscisse de convergence du systéme de Bonne Classe), si

v < min (e, (1 —01)6 — BL(01), B]log p|)
(ko — 0) [logr(Hy)| > 1+ 2y

on a linclusion faible suivante :

Fo(27,€) C Alev, 8,6,0)°| JCla, B,7,€,6,6, ko).

Dans le cas d’un alphabet fini, en notant

. . /
po = inf inf |k (x)],

et en prenant 0/ > |log pol, la condition v < (1 — 01)d — BL(01) n'est plus nécessaire.

preuve de la proposition[10.8. De fagon évidente, on a :

A(avﬁv 5) \Q(O‘aﬂa’y’ga 5795 kO) - §(Oé,ﬂa%57 5795 kO)

et donc il suffit de prouver que
§(Oé, /Ba e 57 57 9) kO) 6 £(277 ‘5)

Soit donc t € &(a, ,7,&,0,0, ko). Par définition, il existe une paire (wy,n:) avec |w,| = 1,
llwel|1,6,6) < Ko qui vérifie, pour tout = € Z(¢, 3,0,0),

MO )(@) — (@) < o = €00 >

o’

(10.10)
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o -1 .
On va étudier la norme || - |[; y ) de (l— §ﬂ1+it) pour N = t% > t, avec a > 1 qui sera
choisi plus tard. On repassera ensuite successivement a la norme || - [|; x et & la norme || - [|1 .

On commence par écrire la décomposition

kon(B,t)—
-1 n kon (B, -1
e = | X ent, (1 ghmeomyy oY) (10.11)

Chacun des termes de la somme du premier facteur est un O(1) (voir le lemme ,etily a
O(logt) termes dans la somme. Donc :

kon(ﬁ,t)—l
> ¢HE, < logt. (10.12)

Reste a majorer I'autre facteur. On pose

Kt:é

Wy

oH,o é@: et L, =7 (CK,) om0,
ol w, est défini en [10.10] et égt est I'opérateur de multiplication par w,, c’est-a-dire

K, [f] = wH, [f5] .

On désire passer par 'intermédiaire de L, — ghon(B.H) |
quasi-inverses existent, on écrit 1’égalité formelle :

kon(B,t ’
?H(ﬂ Y Pour cela, sous réserve que les

(l _ gkon (8, t)HITOZEﬁ t)) (l +(I- Lt)_l ( é‘kon(ﬁt kon(ﬂ t))) (I- Lt)_l- (10.13)

ékon(ﬁ,t)ﬂlfon(ﬁ:t)

On majore les facteurs (I—L,)" ' et L, — it

grace aux lemmes et [10.10

Par une propriété élémentaire de la conjugaison, on obtient :

en norme || - ||1 ), respectivement

Khon(i) _ A, o H'D 6 ALl

et donc
Lt - é

Wy

o <mk0§k0n(ﬁ,t)ﬂlf0n(ﬁvt)) oé;tl’

et finalement :
I-L,=4, o <l — mkofkon(ﬂt)ﬂllcon(ﬁ,t)) Oé@,}'

Or, [|Ay,[l1,nv,9) est bornée, car [[w,[[1 n @) est bornée, et w; ' = @, donc Hﬂ;l”l’]\h(g) est
bornée, ce qui prouve que :

-1
IT=L) |y ) < H(I pitoghan(0plon ()

1,N,(9) ‘

C’est ici quintervient ’hypothése qui affirme que £507(84) est loin de nf‘), et qui permet d’ap-
pliquer le lemme avec u = 5*]“0”(5”5)7750. Il apparait alors un terme

k
| — 1| = [ghon(BD) _ o)
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minoré par hypothese. Avec 'hypothese (5 — kof) [logr(H;)| > 1+ 2y > 14+’ +~, 'hypothese

du lemme [10.9] est vérifiée, et on obtient donc :

(X~ Lt)ilHl,N,(G) <t

Maintenant, on va controler la norme ||.|[ n, @) de :

L _ gkon(ﬁ’t)ﬂlfi72£ﬁ7t) [Q] — gkon(ﬁ,t) (mwtﬂlfon(@t) [@] _ HkOn(ﬁvt) u

it
On veut une majoration suffisamment bonne pour que
lims H I-L,)! <L - ”(ﬂ’t)H”(ﬁ’t)>H <1,
lmt up (7 ft) Ly 3 44t 1,N,(0)

afin d’obtenir une majoration de

(T+@-1)" (L, - @m)) 1

par développement en série.

Il suffit en 'occurence d’assurer que :

o - )],

t——4o0
Ainsi, la majoration brutale

(e

=l )HlN(O)

(utiliser le lemme [7.23]) n’est pas suffisante, car ensuite on a seulement
-1 k kon(B,t)
H (I-L)) (Lt - on(B0H 133,& ) H << t

et le majorant ne tend pas vers 0 avec t.

Le lemme [10.10] nous donne mieux :

1

 chon(B.) yykon(Bit )H 1 @t L
H(Lt § Hy i v St T ameppen TP TN

Soit 7' > 0 tel que

v <7 <min (e, (1 - 01)é — BL(01), B|log p|)
B>14+y+7
On prend N = t'*7" (et donc a = 1 +4'). On obtient alors :

kon(B,t 1
| (L, - gomeomiyt )| <

(10.14)

(10.15)

(10.16)

En utilisant les majorations [10.11], [0.12}, [10.13] [T10.14] et [10.16], on obtient successivement :

|@-p)= (L, — gron WWﬁH

—
1+’Lt tfy t—>+()0
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(puisqu’on a choisi 7/ > ),

-1 Y
H (I +(I- Lt)—l (Lt _ gkon(ﬁvt)ﬂlfizgﬁ,tU) < o
1,N,(0)
-1 252’y
|- wommzpy”] <
1,N,(0)
27 log t

7 .

|- em) |

1,N,(6) tY
On va maintenant transférer 'inégalité & la norme ||- ce qu’on n’a pas eu besoin de faire
1,N q p

pour 'opérateur tangent).
Pour cela, on utilise le (v) du lemme On obtient :

H(l_ﬂl—l—it)_lul’]v < logt-i-H(I—ﬂ1+it)_1H1,N,(9)
t2 log t
t
t27 log t
'

+ logt

Finalement, on passe de la norme || - ||; x & la norme || - ||; ;. D’apres le lemme on obtient

N t>logt
— (,)g =t logt,
t tY

|- emea),

)

et donc, quitte & renommer v, t € F(27,§).

Dans le cas d’un alphabet fini, on conclut en remarquant que le deuxieme terme disparait dans
la conclusion du lemme [10.10

O]

La preuve de la proposition |[10.§| repose sur deux lemmes essentiels.

Le premier exploite le fait que 7; est loin de la racine de 'unité £. Le fait que la valeur propre
dominante de H; est 1 est crucial pour la démonstration. Ce lemme est adapté d’un lemme de
Dolgopyat ([17]). La preuve en est légerement plus difficile que celle du lemme a cause de
la norme || - |1 ) au lieu de || - |1 x. L'opérateur de reste N dans la décomposition spectrale
est controlé en utilisant le lemme [7.23]

Lemme 10.9. Soit p € C, |u| =1, avec |p — 1| > t77. Avec les hypothéses de la preuve de la
proposition, pour tout a > 1, en posant N = t%, et pour tout 3 > 0 tel que (koS —0) [logr(H;)| >

a—+ 7y, pour tout t > 1,
-1

1,N,(0)

Démonstration. On rappelle qu'on note simplement H =H,, P =P, et N = N;.
Soit k € N. La décomposition spectrale de H* s’écrit (d’apres le théoreme i

H =P + N*,



226 CHAPITRE 10. QUASI-INVERSE DU SECANT DANS LE CAS GENERAL

et donc

N_Hk — _P_Mk

1
= (u—P)I - (u—P)"'N"),

Sous réserve d’existence, on dispose donc de ’expression alternative suivante pour le quasi-

inverse :
1

-1 —
(v-H) =(1-(-P)'N) (u-P)7.
En notant comme au chapitre [6] d’analyse fonctionnelle
r(Hy) = sup {[Al; A € Sp(H,) \ {1}}

le rayon spectral sous-dominant, et en choisissant 7 tel que r(H;) <7 < 1, on a :

e, =7
1,N

D’apres le lemme si k > n(0,t), alors on a :

[~y gy < ]
= N I LN’

donc :
HNkH < Npk=—0:1),
= ll1,n,0)

-1
On cherche & majorer <1 — (u— E)fl Hk) en développant en série entiere.

On a: p [_p
-1 £l £+ L
R R R

( ) o1 .

En effet, un calcul simple montre que pour tout pu € C, |u| =1,

o _ p2 _ _ 2
(MP)O( P +1 P) _ HP—-P LM P—uP+P
p—1 p p—1 7
P-P — 1P
1 el S e ]
p—1 Iz
= P+I-P
p— I7

et bien stir ¢ca commute !

Et comme d’apres le théoreme du rayon spectral |P||; y < 1, avec le lemme on obtient
”BHLN7(9) < 1, et donc

_ 1
H(M*E) 1”1,N,(9) < =1

Ce qui permet d’établir que

~k—n(6,t)
H (n—P)"'N* L

o) < H(M _E)_lH

R
LN, 1,N,(6) 1,N,(6) =1
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et donc on peut affirmer que H(u - B)_l EkH1 NO) < 1/2, des que

kE—n(0,t) >

1
> — (log N +log — | +b.
| log 7]

=1
ou b est fixé, possiblement positif (c’est le log de la constante multiplicative).

L’hypothese (Bko — 0) |logr(H;)| > a + v du lemme suffit alors & conclure pour ¢ assez grand,
en choisissant 7 suffisamment proche de r(H,;).

On obtient en effet .
< 1,
1,N,(6)

'KL%M—PVW@)

oy

d’ou

< 7.

<
)

e =1

O]

Maintenant un second lemme, qui montre comme dans le chapitre précédent que la norme
de L, — {kon(ﬁ’t)ﬂ]ﬁ%ﬁ ) st suffisamment petite pour compenser la croissance polynomiale de
(I - L;)~!. On va utiliser une expression alternative de la quantité & majorer. Pour étudier la
norme infinie, on devra étudier les opérateurs contraints, c’est-a-dire distinguer selon qu’une
branche inverse est dans H(t, 3,6) ou non.

Par rapport au lemme [0.10} I’hypothese est plus faible, car la majoration sur la valeur presque
propre de M n’a lieu que sur Z(¢, 3,6, 0) au lieu de Z(¢, 3,). En contre-partie, la conclusion est
plus faible, car elle porte sur la norme || - || v ) et non plus || - [|1 -

Lemme 10.10. Awvec les notations de la preuve de la proposition, et si le membre de droite de
la majoration tend vers 0 quand t — 400,

1 1
HLt—ﬁ“”WJHi%“ +

(mw 1 t
it Iy Ny te ¢(1-01)0-BL(0)

ouBt) L =
+p + N

En notant
= inf inf |W/ (z
po = inf inf |1 (2)],
et avec la condition supplémentaire /3 > |log pol, le deuxiéme terme disparait dans le cas d’un
alphabet fini : si le membre de droite de la majoration tend vers O quand t — 400, alors

HLt _ 5n(,@,t)Hn(B,t)

1 a
H <+t &

Hl,N,(e) N

Démonstration. La preuve fait rapidement apparaitre que I’essentiel est dans la bonne définition
de K, et L,, afin de pouvoir faire jouer I’hypothése sur M?(’g’t) [w,] —new, qu’on a sur Z(t, 3,9,0).

La preuve se fait en cinq parties.

Les quatre premieres sont tres analogues a I'étude qui a été faite pour l'opérateur tangent.
B8 _ ﬂ?ﬁf) (sans le kg). D’abord, on donne une expression
alternative de l’expression étudiée comme image par 'opérateur H; d’une fonction qui fait
intervenir 'hypothese sur Z(t, 3, 6, ). Ensuite, on étudie la norme || - || (5 Enfin, on étudie la
semi-norme || - |[1 (g). Finalement, on conclut sur la norme || - [|; x,g)-

Elles consistent & étudier 7K}

La cinquieme partie, nouvelle par rapport au chapitre précédent, consiste & « remettre » le kg

(c’est-a-dire étudier m’fogfo”(ﬁ’“ - ﬂ’fi’:gﬁt))
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Partie 1 de la preuve. D’abord on écrit que

L, — GOHD = (3 (WK?W) _ Eﬁﬁif)) '

On cherche donc & majorer :

[ -y,

pour toute fonction u € C'(Z x Z) de norme || - [|; x,(g) inférieure ou égale & 1.
Mais d’apres le lemme pour tout n € N* :

HY,jfu] = weHY [uM?fi]] = wiH [uM ]|

et par ailleurs :
K[l = w Hj [uw;]1

et finalement en prenant n = n(3,1t) :
(B - k™) [u] = w, B fuzy (10.17)

\ , n(B,t . _
ou on a pose v; = Mt 3, )[Mt] — NtWy. On pose aussl uy = uv;.

Partie 2 de la preuve. Comme annoncé, commengons par la norme ||-|[o, (). On a [|w|| 9y <

llwel]1,,9) < 1. Donc il nous suffit de controler ﬂ?(ﬁ’t) [@]H " pour toute fonction u €
0,

CY(Z x T) de norme || - ||1 n,(g) inférieure ou égale & 1.

Remarquons d’abord que ||u|[o 9) < [|2l]1,n,9) = 1. De plus

)

V¢l 00,0y < 1
SUPZ(t,5,5.0) [t < 7

et donc :

2] o0,(0) < 1
tHloo,(6) L (10.18)
SUPZ(,6,6,0) || < =

On a en utilisant le lemme [1.13]

IO ] lloo 6y < Y 111 ]]ool [y © | (o)-
hern

Or, les deux sous-ensembles Z(t, 3,0) et Z\ Z(t, 3, 0) forment une partition de Z, ce qui permet
d’écrire la décomposition suivante :

W = lzapet +1ngp6)U

On va majorer séparément chacun des termes

ST W leell (Lrpe) o blloooy = D I lscllte © hlloo )
heH(B,t) heH(t,5,5)
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et
Z 12| oo (ll\l(t,ﬁ,é)ﬂt> 0 hl|oo,0) = Z 12| oo |24 © Bl oo, (6)-
heHn(ﬁ,t) hEH"(ﬁ’t)\H(tﬂﬁ)
A cause de la norme || - || (), on se limite en fait & regarder u, sur Z(t,6), et on utilise que

Z(t,0) est la réunion disjointe de Z(t,3,0,0) et de Z(t,0) \ Z(t,3,6,0).
La majoration de 'opérateur contraint est moins bonne pour les h € H(t, 3, ), mais la fonction

u, est mieux majorée sur Z(t,3,9,60), et les majorants vont étre du méme ordre de grandeur,
avec le choix des parametres qu’on fait.

e Pour le premier terme, la somme est faite sur les branches de h € H(t, 3,0), et donc, comme
x €ZI(t,0), h(z) € I(t,5,0,0), et finalement on utilise la majoration de w, sur Z(¢, 3, 9, 6), ainsi
que le lemme [1.13
1

1
ST W sllw o bllooe) < o Y. IR loo < o
t t

heH(t,53,0) heHn(B;t)

e Pour le deuxieme terme, on utilise la majoration brutale ||11\7( 350 ullc < 1, et donc,
d’apres le lemme (qui utilise la propriété (iii) de la Bonne Classe), pour tout o tel que
og <01 < 1,

1
Z |1 [|ool 2y © Bl oo 8y < Z 17 |oo < o) —BL()”
heHn B O\H(t,6,6) heHn(BO\H(1,6,6)

Et finalement :

1 1
n(B,t) —_—
HE [Qt]HOO,(G) < to + t(l—o’1)5—ﬁL(0’1) : (1019)
Partie 3 de la preuve. Reste maintenant a controler la semi-norme H Qtﬂ"(ﬁ ) [u,] Hl o On
commence par étudier ||[H™%) [Qt]H1 o

D’apres le lemme [6.7] on a :

9 (us o h) 9(uoh)
Hn(ﬁ,t) U < h o u., o h + HtH + Ht .
o] hegn;m W0 0 Blloegor + | =57 |+ T |

. ., 1 1
» Le premier terme est majoré par r + H(1—01)5—BL(o1)

» Le deuxieme terme s’étudie plus facilement que le premier, car on n’a pas besoin de séparer
en deux ’ensemble des branches.
D’apres la formule de Leibniz :

comme nous ’avons vu plus haut.

0
a(ywh)(&) = ——(uoh - v,oh)(z)
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qu’on étudie pour x € Z(t,0), avec les hypotheses ||ul[; ) < N, v, < 1, [Jul[oo ) < 1, et
d’apres le lemme

o oh) <t,

et finalement, en utilisant encore le lemme [1.13] on obtient

0
oW o h) < NII|+t,
et donc,
0 h
Y Ml (uélo &) < Np"Ph ¢
hEH'rL(B,t) 007(6)
et de méme 3 ;
Yo Wl (“520 I
heH™(B,t) 007(0)
Finalement, on obtient :
1 1
Hﬂn(ﬁvt) [Qt} H < — + + N/\n(ﬁv ) 1t Nﬁ‘n(ﬁat) + ¢

1,(0)  to  ¢(1=01)d—BL(o1)

Partie 4 de la preuve. Or, [l ) =1 et [w,| =1, donc :

1wy ]|oo,0) < 1
[Jwy |10y < T

et on a montré plus haut que :

1 1
n(B,tx) —t
Hﬂ [%]HOO,(H) S e T iimens ALl

Donc, d’apres la formule de Leibniz on obtient :

| - e ] = O]
< t<;+w) + Np™BY ¢

< Np"Bh 4.

On utilise enfin la majoration [10.19 pour conclure :

H( 1*” B WK?(W» MH1 N,(0)

Mrm—mﬁﬂﬂ v e - ) ],

1
<<7_|_

t
sty L b
7o T oo L TP +N
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Partie 5 de la preuve. On écrit que

Lt _ gkon(ﬁ’t)ﬂlfi’;(gﬁ7t) — é-koﬂ(ﬁ,f) (kaKfOn(ﬁvt) _ ﬂfi’ifﬁﬁvﬂ) ,

donc il nous suffit d’étudier mkogf on(Bt) _ ﬂfﬂ:gﬁ ),

Posons A = EK?W ) et B = ﬂ?gtt) C’est-a-dire qu’on cherche a étudier Ako — Bko connaissant
C=A-B.

D’apres le lemme B est borné en norme || - [|1 v, 4)-

Or, d’apres la formule du binéme non commutative, A% —B*0 = (B+C)* — B*0 est une somme
de 2% — 1 mon6mes non commutatifs en B et C, la puissance totale en B dans un monoéme
étant au maximum ko — 1, et la puissance totale en C' dans un monéme étant au minimum 1 et
au maximum k.

En supposant que ||C ||1 N,(6) tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini, alors pour ¢ assez grand, et

pour k > 1, CkHLM(G) < €l w9 Ceci prouve que
1 1 t
ko _ pko ko _ =y = Bt
|4t~ B e €@ =DIC w0 < 5+ g H Y+

Le changement dans le cas d’un alphabet fini intervient dans la partie 2 de la preuve : d’apres
le lemme H(t,3,0) = H, et on n’a alors plus cette fois & considérer la somme

> |1 ()],
ReEHMB-O\H(L,B3,5)

d’ou le terme en moins dans la conclusion.

10.3 Domaine hyperbolique

La proposition suivante se prouve exactement comme la proposition démontrée pour
Popérateur tangent. Le passage du quasi-inverse & A est fait grace a la proposition [I.10] et en
utilisant le lemme Pour prouver la H-discipline, on prend f(t) = t*°, et on s’occupe des
petites valeurs de t cette fois en se servant du théoréme qui affirme que

Re(ﬂprit) < pR(H1) =p <1,
ce qui permet de conclure comme pour l'opérateur tangent.

Proposition 10.11. On suppose qu’il existe f croissante et f(t) b 400 telle que pour tout
— 00

t assez grand,
E(t) = H(I_ E1+it)71H1,t < f(t)-

M
Alors il existe M > 0 tel que pour pour tout s = o +it € C tel que 0 > 1 — m et t assez

grand,
(I-Hgpy)™"  emisteet  |[(L—Hypy) ', < f(2),
et en particulier :

A(s) emiste et |A(s)| < f(b).

Et si F(ay) est borné, alors pour tout o > «, la source est H-disciplinée d’exposant c.
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10.4 Synthese

10.4.1 Fin de la preuve du théoréme (3-DIOP)

Voici maintenant 1’énoncé du théoreme (3-DIOP)

Théoréme (3-DIOP). Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition

, de coefficient de contraction p.

Notons C' = max _c(h;).
i€{1,2,3}

On suppose qu’il existe hy,ho,hs € H*, tels que c(hi, ha, hs) est diophantien avec exposant
d’irrationalité p. Alors en prenant

P
a>dp2t 2o s,

| log p|

la source est H-disciplinée d’exposant a.

Démonstration. La démonstration est sensiblement la méme que celle du théoreme (3-DIOP-
tangent). Cette fois les propositions a utiliser sont les propositions [10.1}[10.3} |10.7, et [10.11]

g

10.4.2 Fin de la preuve du théoréeme (2-DIOP)

Voici maintenant ’énoncé du théoréme (2-DIOP), qu’on termine de prouver ici.

Théoréme (2-DIOP).

Soit une source dynamique compléte et de Bonne Classe (définition , d’abscisse de conver-
gence og, et de coefficient de contraction p.

On note (o) la valeur propre dominante de H,, L(0) = log A(0) (théoréme[6.11]), et dans le
cas ou lalphabet est fini pg = infpepy infz |h/(z)].

On peut alors définir implicitement o9 < o1 < 1 par la relation
o+ (1= 01)|L(o1)| = L(o1) = |log p.
Enfin, on note C = max_ c(h;).
1€{1,2}

On suppose qu’il existe hi,ho € H*, tels que c(h1, ha) est diophantien avec exposant d’irratio-
nalité p. Alors en prenant

o+ 2

a>4p+2
| log pl

max (C,|L'(01)) + 5,

la source est H-disciplinée d’exposant o.
Dans le cas d’un alphabet fini, la conclusion est également valable pour

2

a>4u+2
| log p|

|log pol| + 5.

Démonstration. On suit ici le schéma de preuve exposé a la section [8.4

On obtient un résultat légerement meilleur que pour le théoréme [0.4.2] Pourtant, on a un
parametre 6 en plus a choisir, qui doit vérifier la condition supplémentaire (étape 2).

0| log p| > a1 + 1.
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Seulement a I’étape 3, la condition
koB|logr(Hy)| > 14 2y 4 6|logr|,
remplace la condition
Bllogr(Hy)| > 1+ 27,
si bien qu’en prenant kg assez grand la condition est vérifiée, et méme, une des conditions sur
0 disparait.

La preuve détaillée est reproduite dans la suite.

D’apreés la proposition [10.2] si
min(ag,y) > p+1
5/3>C

alors C(«p, 3,7, 9,0, ko) est borné.
D’apres la proposition [10.3, B(a1, 3,0) C A(ag, 3, 6,0, ko) pourvu que

ap < min <ﬁ|logp| -1, a12— 5> .

D’apres la proposition [10.7, B¢(a1, 3,0) C F(az) pourvu que :

a) < a22 L
0| logp| > aq + 1.
Notons 7 = 7(H,) le rayon spectral sous-dominant de H; (voir chapitre [6)).

D’apres la proposition [10.8], F¢(2y) C A(ao, 3,6,0, ko) U C(ao, 3,7, 9,0, ko), pourvu qu’il existe
o1 avec og < 01 < 1, tel que

v < min (ap, (1 — 01)d — BL(01), 5] log p|)
koB|logr| > 1+ 2y + 6 |logr|.

Avec de tels parametres, on a :
ag > 2aq > dag > 4y > 27,

et donc,
F(ag) C F(2y)

donc finalement

£C(a2) C (A(a07/87 67 9) kO)C Ug(a()vﬁu’%&vevk())) mA(QOHBa 67 97 kO) - Q(a0)5775 67 6) kD)

Enfin, d’apres la proposition [10.11] si F¢(aq) est borné, alors pour tout o > a, il existe § > 0
tel que le quasi-inverse de l'opérateur tangent (I — H Jrl-t)_1 n’a pas d’autre pole que s = 1, et
a une croissance polynomiale quand |s| — +o00, sur le domaine

R:{s:%(s)>1—min<5,t1a>}.
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Reste a vérifier qu’on peut choisir des parametres intermédiaires, et a minorer ’ensemble des
exposants « pour lesquels la conclusion est vraie, en fonction des données du théoreme.

On commence par choisir v > p + 1, puis ag > 7, puis

1
ﬁ>max<a0+, 7 )
[log p| " |log p|

En posant X = ¢/, la condition v < (1 — 0)d — BL(0) se réécrit v < B((1 — o)X — L(0)).
Mais la fonction o — (1 — o)X — L(o) est maximum quand |L'(¢)] = X. On considére donc la
fonction

k:ow— (1—o0)|L'(c)| — L(o).

On définit alors implicitement oy < o1 < 1 par la relation

k(o1) = |log pl.

En effet, k(1) = 0 et & cause de la convexité de L (théoreme|6.11)), k(o) — o0, ce qui prouve
g—0(

Pexistence d’un tel o;.

On termine alors en choisissant § > Smax (|L'(o1)|,C) (ou C = 'n%?);} c(hy)).
€41,

De cette facon,

7
g

et donc la condition

<|logp| = k(o1) = (1 = o1)|L' (1) = L(o1) < (1 - Ul)g — L(01),

v < (1=01)0— BL(01)
est bien remplie.
Puis on prend a; > 2ag9 + 6§ et as > 207 +1 et a > ao.

Enfin, en prenant kg assez grand, on peut toujours trouver 6 qui vérifie les conditions, comme
expliqué plus haut.

Finalement, on obtient :

a2

2000 + 1

2(2a0 + ) + 1

2(200 + fmax (|L (01)],C)) + 1
A(p+ 1) + 28max (|L(01)],C) + 1

vV V.V V V

avec

1
g > max(ao+ , i )
|log p| " [log p|

ag+1

| log p|
w2

|log p|”
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et donc
A+ 2
| log p|

P2 '
dp 4+ 2——max (C,|L'(o1)|) + 5,
o 2 (C 1))

I'inégalité stricte garantissant qu’on peut retrouver des parametres intermédiaires.

a > 4(p+1)+2 max (C, |L'(o1)]) + 1

0 1)
Dans le cas d’un alphabet fini, en renforcant la condition B > C en B > |log po|, la condition

v < (1 =01)d — BL(01) n’est plus nécessaire.
On n’a alors plus a choisir o1 de fagon optimale, comme dans le cas d’un nombre quelconque
de branches, ce qui simplifie la preuve.

On commence par choisir v > p + 1, puis ag > 7, puis

5 > maX(%“ ’Y)
|log p|” |log pl
L+ 2
|log p|’

Puis on prend aq > 2ag + 0, o > 201 + 1 et o > ao.

Finalement, on obtient :

Q2
200 + 1
40{0 +26+1

4ag + 20| log po| + 1
[+ 2
| log p|

vV V. V V V

dp+2 | log po| + 5.

10.5 Retour sur opérateur tangent

Au chapitre précédent, nous avons donné une preuve qui permettait de conclure & une région
de discipline pour le quasi-inverse de l'opérateur tangent. Cette preuve ne faisait pas intervenir
de parametre ky comme la preuve pour I'opérateur sécant, ou rappelons-le, il permettait de lever
la contradiction apparente entre la double-nécessité de prendre 6 assez petit dans I’étape 2, et
assez grand dans ’étape 3, et sans lequel on ne sait pas conclure.

Mais apres avoir fait la preuve pour l'opérateur sécant, on s’apercoit que l'utilisation d’un
parametre kg pour 'opérateur tangent (donc nouvelles définitions...), permet avec des change-
ments mineurs, d’obtenir une meilleure conclusion dans le théoréme 2-DIOP tangent. En effet,
la condition (|logr| > 1+ 2v de I’étape 3, devient kS| logr| > 1+ 27, et elle est vérifiée dés
que kg assez grand, ce qui permet d’obtenir la validité du théoreme pour

2
a > 4+ o HT 2 ax (C,|L (o1)]) +5

| log p|
ce qui est dans certains cas mieux que
w+2 3+ 2,u) ,
a > 4p + 2 max <, max (C, |L'(o1)|) + 5,
ogol” Togr] ) ™ )
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obtenu au chapitre précédent.

Cette amélioration n’est pas fondamentale, car rien ne prouve qu’on a trouvé I’ensemble optimal
des exposants o comme dans le cas sans mémoire fini (voir chapitre [12)).

O]
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Dans le cas des systemes sans mémoire, la preuve qui n’utilise pas les opérateurs, est concep-
tuellement plus simple que dans le cas général. L’étape 2 notamment devient triviale.

Grace au lemme le parametre § n’intervient plus dans le cas d’un alphabet fini.

11.1 Etude fine de approximation des probabilités

Cette partie est 'analogue de I’étude fine du spectre de 'opérateur composante pour ’étude
générale des opérateurs tangent et sécant.

11.1.1 Systemes 3-DIOP

Dans le cas sans mémoire, la proposition [L1.2| prend la forme plus simple suivante :

Proposition 11.1. Considérons iy,i2,i3 € N*. Si c(i1,i2,13) est diophantien avec exposant
d’irrationalité p, alors pour tout couple (a,d) tel que

azp+l,

lensemble Aag(a, 6) est borné.

237
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CHAPITRE 11. ETUDE PARTICULIERE DU CAS SANS MEMOIRE

Démonstration. La preuve est faite par ’absurde. L’hypothese donne alors une suite de couples
(t,n:), avec t aussi grand qu’on veut, et 1, € C, || = 1, telle que pour tout k € Hag(t,9) :

; 1
—it
}pkl - 77t| < o
Soit i1,19,13,a, 6 comme dans 'hypothese. Alors, d’apres le lemme pour t assez grand,
11,1%2,13 € Haﬁ‘(t, 5).

Pour j € {1,2,3}, et pour tout ¢ assez grand, on obtient alors successivement, :

(i 1 1
) — | < 2 < ooy
: (i5) 1
te(i;) — 0y — 2mq, < Py
en notant 7y = eiet, et pour des qt(ij ) € 7.

Par soustraction, on obtient :

t(c(ir) —c(iz)) = 2mq; + O (tu%u)
t(c(ir) — clia)) = 2mq, + O (747)
avec G, q¢ € Z. Cette fois, contrairement au cas général,

3: = O(q:) = O(1),
et on obtient finalement

~

@ 1 @ 1
(i, ig,i3) = " +0 <t“+1qt) ==+0 (M) :

11.1.2 Systemes 2-DIOP

Dans le cas sans mémoire, le lemme [9.2| prend la forme plus simple suivante :

Proposition 11.2. Considérons i1,i1 € N*. Si c(i1,i2) est diophantien avec exposant d’irra-
tionalité u, alors pour tout quadruplet (a,~y,&,d) tel que

min(a,y) > p+ 1
lensemble Cag(v,v,€,0) est borné.

Démonstration. La preuve est faite par ’absurde. L’hypotheése donne alors une suite de couples
(t,m4), avec t aussi grand qu’on veut, et n; € C, || = 1, telle que pour tout k € Hag(t, ) :

- 1

—it

e = ml < -
Soit i1,19, a, 7,6 comme dans I’hypothese. Alors, d’apres le lemme [7.16] pour ¢ assez grand,
11,19 € 'Hag(t,(s).

Pour j € {1,2}, et pour tout ¢ assez grand, on obtient alors successivement :

ite(ij) - -
ettt 1] < m < PES]
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239
. ; 1
tC(’Lj) — 2’/th(z) <K W
pour des qii) € 7. Avec q; = qil) et ¢ = q§2), on obtient :
te(iy) = 2mqr + O (Wﬂl)
te(io) = 2mwq + O (t,}ﬂ)
Cette fois, contrairement au cas général,
q = O(qr) = O(t),
et on obtient finalement
. Gt 1 Gt 1
c(i1, 19 —+O<> ==4+0|— .
(i1,82) q thtlg qt gt
O

11.2 Etude de A sur la droite {R(s) =1}

11.2.1 Etape 1 adaptée

Dans le cas sans mémoire, si les choses sont plus simples a écrire, la preuve n’en est pas

totalement triviale pour autant. Une des deux conditions sur « disparait dans la proposition
qui s’énonce maintenant ainsi :

Proposition 11.3. Pour tout triplet («, 0) vérifiant

041—6
<
“ 2

on a linclusion faible

Bag(a1) C Aag(a, d).

a —
De plus, dans le cas d’un alphabet fini, la condition a < !

devient :

a1 > 2a.

L’adaptation simple du lemme [9.4] est incorporée dans la démonstration de la proposition
adaptée.
preuwve de la proposition[I1.3 Soit t € Byg(an). Par définition :

21—i

to

N1+ it)| =

Z piﬂ't

keN”

On n’a plus ici besoin de définir so, us et vy comme dans le cas général (ces fonctions sont
constantes dans le cas particulier qu’on considere).

Cette fois up = A(1 + it) et s1 = |A(1 +it)|.
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On a alors
M1+it)] =Y pt = > pt
keN* keN*
et d’autre part :
L= 2 e
keN*
On prend alors
1 st A +at)]
n=—=—

(bien défini & cause de la minoration de |\|).
D’out on déduit :
L= AL +it) = pr(1—piim)
keN*
Dans la parenthese, p};tm est de norme 1. Quant au terme py, il est toujours strictement positif.

Ceci prouve que chaque terme de la somme est de partie réelle supérieure ou égale a 0. C’est
a dire, pour tout k € N* :

pr (1= R(piim)) > 0.

Mais par hypothese
: 1
1-— |)\(1 +Zt)| < ﬂTl'

On a donc aussi la méme majoration pour la partie réelle de chaque terme écrit plus haut,
c’est-a-dire que pour tout k € N*,

. 1
pr (1= Rim)) < —.

to

On obtient donc (la constante ne dépend pas de k € N*, ni de t) :

1 —R(piin) < .
(Pk ) Y

A partir de maintenant, on va se servir de I'’hypothése plus spécifique selon laquelle k& €
Hag (t,9). Par définition
pr = t°.

011—5‘

C’est donc qu’on a pour tout k € Hag(t, ), en posant ag =

L= Rpkm) < oy

avec la constante de majoration qui ne dépend pas de h € Hag(t,9).

Comme dans le cas général, on utilise que pour tout complexe z de module 1

11— 2= V2(1 - R(2)"?,
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et donc :
e =i = 11— mp}
= V2R ()"
1
< #TQ.

On a donc montré que pour tout k € Hag(t,0) :

} 1
I —pi | < vt (11.1)

ou la constante de majoration ne dépend pas de h, ni de t. Donc

, 1
}p];lt - nt| < t?a

pour t assez grand, c’est-a-dire que t € A.g(a, ).

Dans le cas d’un alphabet fini, pour tout k € X,

> min pg > 1.
Pr = keEpk

On prend alors simplement ay = /2 dans la preuve. D’oti la modification de la conclusion.
O

11.2.2 Etape 2 adaptée
Maintenant la méme chose, avec la preuve, dans le cas sans mémoire :

Proposition 11.4. Pour tout couple a > 0, on a linclusion faible
B (o) CFag ().

Démonstration. Evident. Soit t € BSz(a). Alors

Z p]1€+it

keN*

1
<1l-——.

N1+ it)| = =

Derriére cela, il y a le lemme[L.9]: les itérés d’une fonction constante sont constants. Concrétement,
cela compense le fait qu’on ne peut pas appliquer I'inégalité des accroissements finis, vu qu’il
n’y pas de profondeur dans le cas sans mémoire (pas de ﬁ”’(ﬁ ’t)). La premiere partie de la preuve,
si longue dans le cas général, n’a pas lieu d’étre ici; et on n’est méme pas passé par la norme
[z

On écrit alors : )

1= A1 +dt)] =1 — A1 +it)] > o

1

On conclut ensuite sur A(s) = T
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11.2.3 Etape 3 adaptée

La encore, cette proposition, valable pour tout & racine de 'unité, sera utilisée avec & = 1.

Comme dans le cas général, d’apres le lemme dans le cas d’un alphabet fini, une condition
sur les parametres disparait (mais cette fois sans condition supplémentaire), ce qui va un peu
simplifier les choses au moment de la synthese a la section

Proposition 11.5. Pour tout («,7,d) qui vérifie :
v < min(e, (1 — 09)J),

(ot o9 = inf{o : > ,cpsup|h|7 < oo} est labscisse de convergence du systéme de Bonne
Classe), on a l'inclusion faible :

Fag(7,€) C Agg(a, 0) U Car (e, 7, €, 9).
Dans le cas d’un alphabet fini, la condition v < (1 — 09)d n’est plus nécessaire.

prewve de la proposition[I1.5. De fagon évidente, on a :
Aaﬁ(aa 5) \ Caff(aa 76, 5) C gaﬂ(aa 7,6, 5)

et donc il suffit de prouver que
gaff(Oé, v, 67 6) 6 faff(’}/a 5)

Soit donc t € Eu(a,y,&,9). Par définition, il existe n, € C, || = 1, qui vérifie, pour tout

k€ Hag(t,0) : .
P =] < g
ne — &| > t%

Sous réserve que les quasi-inverses existent, on a ’égalité formelle, analogue de la relation [9.17]
du cas général :

— . —1
(1—EX(14it) " = <1 +§W) (1—¢m)~t

En effet, dans le cas sans mémoire, c’est particulierement simple, et le L; du cas général est
une constante

Li[1] =7 (EHL[1]) = W& D pr = Tk
keN*
On majore le facteur 7; — A(1 + it) grace au lemme m

La majoration de (1 — &7;) est donnée par hypothese. Le lemme de Dolgopyat qui servait dans
le cas général est ici totalement creux : H; est ici I'opérateur constant, car ), = pr = 1. Et
le lemme dit alors que si | — 1| > 1/t7, alors |1/(x—1)] < 7 (la valeur absolue remplace la
norme ||-[|; 5 pour les fonctions constantes) !

On a donc :
|(1—&m) | < 2. (11.2)

Maintenant, on s’occupe de controler 7; — A(1 + it).
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L’idée, c’est qu’on veut une majoration suffisamment bonne pour que

e — A1+ it)

lim sup =7
— Mt

t

<

afin d’obtenir une majoration de

— . —1
<1+ Tt —)\(l—i—zt))
L=

par développement en série.

Il suffit en 'occurence d’assurer que :

e — A1+ it)

— 0.
L—m

t—+00

Ainsi, la majoration brutale

_ N —1
<1+7h>\(1‘i‘275)> <1
1—m

obtenue en écrivant :
m—A1+it) <1

n’est pas suffisante, car elle permet seulement d’obtenir

= 1 . —1
(H?MW)) <P
1—m

et le majorant ne tend pas vers 0 avec t. Il est donc bien nécessaire d’utiliser le lemme [11.6| qui
nous donne, pour v < v/ < min(e, (1 — 0¢)J) :

_ ) 1
My—M1+nﬂ<¥7.

On obtient successivement :

- A1+it)|
1—m Y t—4oo

(c’est 1& qu’apparait 'importance de prendre ' > ), puis par développement analytique

- A1 +it))
<1+£m 1_(7;”> <

Y
t7

2

‘(1 — et +it))‘1) < 5

c’est-a-dire que pour t assez grand : ’(1 — &A1+ it))_l‘ < t7, et donc t € Fog(7,§).

Dans le cas d’un alphabet fini, on conclut en remarquant que le deuxieme terme disparait dans
la conclusion du lemme [11.6

O]
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Maintenant le lemme [9.10] et sa preuve adaptés au cas sans mémoire :

Lemme 11.6. Avec les notations de la preuve de la proposition

1

_ . 1
T — A1 +it)| <e T + H1—o0)o—c

Le deuziéeme terme disparait dans le cas d’un alphabet fini, si bien qu’on obtient :
_ ) 1
e = M1 +it)| < 2.

Démonstration. L’essentiel est de pouvoir faire jouer I'hypothese sur ‘p,;it —Ut‘ pour k €
Hag (t, ). Tout le début de la preuve dans le cas général, qui utilise le lemme se dégonfle.
L’analogue de I’équation |10.17| consiste simplement & écrire :

A1 +it) Z P (P¥ — )
keN*

On considere les deux sous-ensembles d’indices :

Hi = Haff(t, 5)
Ho = H \ Hag(t,0)

On a alors, H; U Ho = H, ce qui permet d’écrire la décomposition suivante, analogue de la
décomposition [0.23] du cas général :

A(1 4+ it) Z pr (DK — ) Z pr (Pl — )

keH1 keH2

On va majorer séparément chacun des termes. Les branches k € H.g(f,0) sont nombreuses,
mais la majoration du terme général de la série est meilleure, et finalement les majorations
obtenues pour les deux termes de la somme vont étre du méme ordre de grandeur, avec le choix
des parametres qu’on a fait.

e Pour ce qui est du premier terme, si k € H,g(t,0), alors par définition \p,;it —ne| < t%, et
donc :

S k(i -m)| < D e |k -] \taZpk——

keH, keHy keN*

e Pour ce qui est du deuxieme terme, on utilise le lemme (qui utilise la propriété (iii) de
la Bonne Classe). On obtient :

1

> pe (i =) | < H0—o0)i—c"
k€eH2

Et finalement pour tout € > 0 :

> ok (o — )

keN

< Do -m) |+ | D] ok (0F — )

keH1 keHo
1 1
tict + t(1=00)d—¢’

<e
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ce qui termine la preuve du lemme.

Dans le cas d’un alphabet fini, d’aprés le lemme pour t assez grand, H; = H, et on n’a
alors plus a considérer la somme ) ke, Pk, d’'0U le terme en moins dans la conclusion, quitte a
réajuster la constante de majoration.

O

11.3 Domaine hyperbolique

La proposition suivante est I’adaptation de la proposition [9.11] sans les opérateurs, superflus
ici. Cependant, on explique pourquoi la preuve est plus simple.

Proposition 11.7. On suppose qu’il existe f croissante et f(t) P 400 telle que pour tout t
—00

assez grand,

Rag(t) = |A(1L +it)| < f(1),

M
alors il existe M > 0 tel que pour pour tout s = o + it € C tel que 0 > 1 — m avec t assez

grand,
A(s) emiste et |A(s)| < f(2).
Et si F(ay) est borné, alors pour tout o > «, la source est H-disciplinée d’exposant c.

Démonstration. Attention : cette fois, on considere des fonctions et plus des opérateurs. La
preuve est sensiblement identique. L’analogue de la décomposition [9.25| étant :

A(1 + it)

A(s) = T

Agrir = (M(s) = A1+ it))A(1 + it) € C,

1
la relation étant évidente car A(s) = ————.
(s) 1—A(s)
Pour terminer de prouver la H-discipline, on prend f(t) = t*, et on conclut pour les petites
valeurs de t comme a la proposition [9.11] O

11.4 Synthese

11.4.1 Fin de la preuve du théoréme (3-DIOP-sans mémoire)
On énonce le théoreme, et on le montre ensuite.

Théoréme (3-DIOP-sans mémoire). On considére une source dynamique sans mémoire de
Bonne Classe (définition[1.19). On suppose qu’il existe i1,i2,i3 € N*, tels que cag(i1,12,13) est
diophantien avec exposant d’irrationalité p. En prenant alors

o> 2+ 2,

la source est H-disciplinée d’exposant .



246 CHAPITRE 11. ETUDE PARTICULIERE DU CAS SANS MEMOIRE

Démonstration. On suit ici le schéma de preuve exposé a la section
D’apres la proposition [11.1], si
ag =z p+1

alors Aag (g, 0) est borné.
D’apreés la proposition [11.3) Bag(a1,6) C Aag (o, d) pourvu que

Oé1—5
2

D’apres la proposition [11.4}, BSg(a1,8) C Fag(ar).
Enfin, d’apres la proposition m, si F¢(aq) est borné, alors pour tout a > aq, la source est
H-hyperbolique d’exposant a.

Reste a vérifier qu’on peut choisir des parametres intermédiaires, et a minorer ’ensemble des
exposants « pour lesquels la conclusion est vraie, en fonction des données du théoreme.

On choisit dans cet ordre ag > u+1, 6 >0, a1 > 29 + 6 et a > ag.

Finalement :

a> o > 20 2 2u+ 2,

I'inégalité stricte garantissant qu’on peut retrouver des parametres intermédiaires.

Dans le cas d’un alphabet fini, le parametre § n’intervient plus, mais comme on le minore
ci-dessus par 0, on trouve la méme chose au final.

O]

11.4.2 Fin de la preuve du théoréme (2-DIOP-sans mémoire)

On énonce le théoreme, et on le montre ensuite. Comme expliqué au chapitre on peut
retrouver le deuxieéme point du théoréeme (cas particulier d’'un alphabet fini) en prenant une
abscisse de convergence du systéme Bonne Classe op = —oo (voir discussion apres la définition
des systemes de Bonne Classe).

Théoréme (2-DIOP-sans mémoire). On considére une source dynamique sans mémoire de
Bonne Classe (définition , d’abscisse de convergence oy. On suppose qu’il existe i1,19 €
N*, tels que ca(i1,12) est diophantien avec exposant d’irrationalité p. En prenant alors

1
(2
a>(,u+)<+1_00>,

la source est H-disciplinée d’exposant a.

Dans le cas d’un alphabet fini, la conclusion est valable pour
o> 2+ 2.

Démonstration. On suit ici le schéma de preuve exposé & la section
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D’apres la proposition [11.2] si
min(ag,y) = p+1
alors Cag (o, 7, d) est borné.
D’apres la proposition [11.3} Bag(a1,8) C Aag(ao, d) pourvu que

051—(5
2

op <

D’apres la proposition [11.4} BSg(a1,8) C Fag(ar).

D’apres la proposition () C Aai(0,0)¢ U Cai (0,7, 6), pourvu qu'il existe o avec
oo < o1 < 1, tel que
v < min (ag, (1 — 00)d) .
Avec de tels parametres, on a :
ay > 209 > 2y > 7,
et donc,
Faglar) C Fig(v)

donc finalement
Fag(a1) C (Aagr(ao,6) U Cagr(ao,,0)) N Aagt (0, 6) = Cagr (0,7, 9).

Enfin, d’apres la proposition [9.11} si F¢(«;) est borné, alors pour tout o > aq, la source est
H-hyperbolique d’exposant a.

Reste a vérifier qu’on peut choisir des parameétres intermédiaires, et a minorer I’ensemble des
exposants « pour lesquels la conclusion est vraie, en fonction des données du théoreme.

v
— oy

On commence par choisir v > p + 1, puis a9 > . Puis on prend § > . Enfin, on prend

a1 > 209 + 6. Finalement :

a > a1
> 2a0 + 7
1—00
1
> ooy AL
1—o09

I'inégalité stricte garantissant qu’on peut retrouver des parameétres intermédiaires.

Dans le cas d’un alphabet fini, § n’intervient plus, et on obtient simplement

o> 20+ 2.
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Chapitre 12

Etude particuliere du cas sans
mémoire avec alphabet fini

Sommaire
(12.1 Enoncé du théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini)| . . . .. ... ... 252
(12.2 Echelleset poles| . . . . ... ... ... oo 253
12.3 Fonction A et nouvelle famille de normes| . . . . ... ... ...... 255
[12.4 Fin de la preuve du théoreme (2-DIOP-sans mémoire-fini)| . . . .. 256
(12.5 Preuves annexes| . . . . .« v v v v v ittt i e e e e e e e e e e e 257
[12.5.1 Invariance de '’exposant d’irrationalitél . . . . . . . ... ... ... ... 257
[12.5.2 Preuves relatives aux échelles et aux poles| . . . . . . .. ... ... ... 260
[2.5.3 Preuves relatives a la fonction Al . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 262

On a conduit une étude plus fine dans le cas d’un systeme sans mémoire avec un alphabet
fini (c’est-a-dire un systéeme dynamique affine avec un nombre fini de branches, associé & une
densité initiale uniforme), en regardant précisément les meilleures approximations de certains
rapports sur les branches.

Comme dans le cas général, il s’agit dans ce chapitre de conclure qu’une source sans mémoire
avec alphabet fini est H-disciplinée, pourvu qu’on prenne de bonnes hypothéses arithmétiques
sur les branches.

On obtient alors dans ce cadre 'optimalité de la région de discipline, c¢’est-a-dire la plus grande
région de discipline possible, alors que dans les deux chapitres précédents, les régions obtenues
étaient suffisantes, mais non a priori nécessaires.

Ce travail, conduit dans le papier [22] écrit avec Flajolet et Vallée, avait été largement amorcé
dans [I§]. Cette partie, qui utilise des définitions du chapitre [5| est relativement indépendante.

En réalité, la preuve de la croissance polynomiale est apportée par le chapitre précédent,
et on n’en donne pas de preuve avec les outils élémentaires de ce chapitre, la nouveauté étant
I'optimalité annoncée plus haut. Pour replacer les choses dans 'ordre, le chapitre [11| étudie en
fait la croissance polynomiale sur la droite {}(s) = 1}, et transfére ensuite I'information sur
une région hyperbolique & gauche de cette droite, donnant par la méme occasion une région
sans pole.

Dans ce chapitre, on va considérer des échelles régulieres avec des barreaux de hauteur fixes,
tandis qu’au chapitre on considérait (sans le dire!) des échelles (réduites a des points de
{R(s) = 1}) avec des barreaux de hauteur qui tend vers 0 avec ¢t. En effet, dans les définitions

249



250 CHAPITRE 12. ETUDE PARTICULIERE DU CAS SANS MEMOIRE AVEC ALPHABET FINI

de Ay, Cagt €t Eagr, il intervenait 'inégalité |p;"" — ny| < &, ot R(py ™) = cos(tcag(k)) est une
expression importante pour ce chapitre (affirmer qu’elle est proche de 1, c’est restreindre ¢ a
des intervalles réguliers centrés sur les points de 277Z/c g (k)).

On considére un vecteur p = (py,...,p,) probabilités, et on supposera sans perte de généralité
que p; = -+ =2 Py

Les rapports cug (i), cag(i,7) et cag (i, 7, k) ont été définis dans la sous-section

On rappelle que dans le cas des systémes sans mémoire, A(s) = (1 — A(s))7!, ot A(s) =
pitpyt- -+

C’est-a-dire que pour étudier les poles de A, on est ramenés a étudier I’ensemble Z des solutions
de I’équation A(s) = 1, d’inconnue s.

De plus, par conjugaison, il est suffisant d’étudier Z; := Z N {S(z) > 0}.

La suite de cette partie est consacrée a la structure de ’ensemble Z dans le cas irration-

nel (voir définition [5.19). Cette étude est basée sur d’importants travaux de Lapidus et Van
Frankenhuijsen (voir [38] et [37]).

Le début de cette partie est une explication de principe, et constitue la suite de la section [3.1]

Expliquons d’abord ce qui passe sur les systemes dynamiques sans mémoire a deux branches
(c’est-a-dire r = 2).

Si le systeme est rationnel, d’apres le théoreme (C-sans mémoire), les poles sur {R(s) = 1}
sont situés aux points

s=14+—"—"—qy, keZ, (12.1)

4
9"
On va considérer le cas irrationnel comme une déformation du cas rationnel. Si c,g(1,2) ¢ Q,

alors 1 est le seul pole sur {R(s) = 1}.

ol cai(1,2) est égal a la fraction irréductible

Et si cag(1,2) = Z—f, on peut penser qu'’il y aura un pole pres de la droite {$(s) = 1}, au point

14 2
S~ —q1.
Caﬂ‘(l)

Notons A tel que
s=1+ ﬂm + A. (12.2)
cag(1)
La quantité A est une (petite) correction a apporter par rapport a 1’égalité dans le cas
d’un vecteur rationnel.

C’est-a-dire que les poles s = o + it, avec o proche de 1, doivent vérifier simultanément

. 2q1 7 ¢~ 2qom
0&3(1)7 Caff(2)’
avec qi1,q2 € Z, ou la qualité de ’approximation est essentiellement déterminée par la quantité
Camr(2
Vi=q ait(2) —q2 = qwaﬁf(l, 2) — Q2. (12.3)

Caﬁ‘(l)
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/n v 2rqr [ean (1) | S(s0) R(s0)
65/24 +2.8-1072 371.74 371.81 0.9977
84/31 —5.1-1073 480.412 480.400 0.999925

485/179  +2.5-1073 2773.8128 2773.8189  0.99998222
1054/389 —1.0-10"*% 6028.03862 | 6028.03836 0.9999999675

Pour p = (2/3,1/3), on calcule les premiers meilleurs approximants (donnés par l’algorithme des fractions
continues) ga/q1 de cag(1,2), les valeurs correspondantes du « facteur de qualité » v, 2mqy /cag (1), et les
poles associés sg trouvés pres de R(s) = 1, grace a I’équation ([12.6)).

Fiag. 12.1 — Valeurs numériques d’approximations et de poles dans le cas sans mémoire fini

En tenant compte des simplifications (™ = 1), A(s) = 1 devient :

e Caft(Dp—cat (VA | o —ca(2) o=2imv—cag (2)A _ 1 _ 9, (12.4)

L’idée principale consiste a voir que cette équation définit implicitement A (en utilisant le
théoréme des fonctions implicites), comme une fonction de v. On trouvera

A(v) = dyiv — dov® + Z d;(iv), (12.5)
j=3

ou le développement est valable pour tout v qui satisfait [v| < Ry (pour un certain Ry > 0), et
les constantes dq, dy sont strictement positives.

Une conséquence immédiate est ’ezxistence d’une racine de A(s) = 1 associée a une approxima-
tion suffisamment bonne g2/q1 de cag(1,2) qui satisfait |v| < Ry. Plus précisément, on trouve
une racine de \(s) =1 en

2
s=o+it, o=1—dyw?+0"), t= 077(1)(]1 + dyv + O(v?). (12.6)
aff

La partie imaginaire est trés proche d’un multiple entier de 27 /c.g(1); et Uécart entre la
partie réelle et 1 est déterminée par la qualité de 'approximation, comme nous le montre
léquation ((12.3]) (et cette qualité est elle-méme conditionnée par les propriétés diophantiennes
de can(1,2)).

La figure illustre 1’équation (12.6)), pour p; =2/3, p2 = 1/3.

Le cas général r > 2 est analogue. La partie imaginaire d’un pole s = o + it, vérifie simul-
tanément

2qim 2q,m
E R e eZ.
Caﬁ‘(l) Caﬁ'(r) 9 q17 I q7‘
En particulier, chaque rapport g;/qi, for j € {1,...,r}, doit étre une bonne approximation

de ca(1, 7). Remarquons ici que ¢; est un dénominateur commun aux cug(1, 7).

La qualité des approximations est alors déterminée par le vecteur de qualité ¥ de dimension r,

U= (v1,...,0), avec vj 1= q1cag(1,7) — gj.
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La encore, le théoreme des fonctions implicites (version multivariée), avec le changement de
variables (12.2]), nous dit que les éléments de Z proches de la droite R(s) = 1 sont associés a de
bonnes approximations simultanées.

La distance 1 — R(s) a la droite R(s) = 1 de ces pdles proches, est alors précisée par la forme
quadratique en les composants v; du vecteur de qualité, la partie imaginaire étant essentiellement
proportionnelle au dénominateur commun qj.

Comme nous allons le voir, les propriétés de la géométrie des poles de A(s) dépendent de fagon
cruciale des approximations simultanées des rapports cug(i,7), combinées avec les arguments
analytiques du théoréme des fonctions implicites.

12.1 Enoncé du théoréme (2-DIOP-sans mémoire-fini)

Le théoréeme (C-sans mémoire) montre que dans le cas d’un vecteur de probabilités p irrationnel,
il n’existe pas d’autre point de Z sur la droite R(s) = 1, a part s = 1. Le théoréme suivant
décrit précisément la géométrie de I’ensemble Z proche de la droite R(s) = 1, en fonction des
propriétés d’approximabilité du vecteur p.

Il fait intervenir une famille particuliere de normes (la famille canonique associée au vecteur
p). Cette famille sera définie a la sous-section ainsi que la fonction A.

Théoréme 12.1. Soit p = (p1,p2,...,pr) une famille irrationnelle de probabilités. Alors il
existe une famille de normes pour laquelle la fonction d’approximation globale F' satisfait les
assertions suivantes :
(i) Pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que tous les éléments s = o + it de 'ensemble Z
satisfont
L=
CF2((1+e)t)
(ii) Pour tout n > 0, il existe € > 0 tel qu’il existe une infinité d’éléments s = o + it of Z
qui satisfont

o< op(t)=1

147
czo_(t)=1— .
7= 1 = e
Le théoreme [12.7] prend la forme particuliére suivante dans le cas des exposants d’irrationalité
finis. Pour conclure sur la H-discipline, on fait comme dans la partie sur le chapitre [I1]. Ceci est
résumé dans la sous-section [5.3.3] des résultats de la these.

Théoréme (2-DIOP-sans mémoire-fini). On considére une source sans mémoire associée @ un
vecteur p fini. Si la famille irrationnelle p a un exposant d’irrationalité fini ug, alors :
(i) Pour tout v > py, il existe B, > 0, tel que toutes les racines s = o + it de l’ensemble Z
satisfont linégalité
o<1—Bt 2%, t>1.

(ii) Pour tout 0 < g, il existe Cy > 0, et un ensemble infini de racines s = o+it de [’ensemble
Z, telles que
o>1—Cyt 272, t>1.
Autrement dit, dans le cas d’un alphabet fini, le théoréme (2-DIOP-sans mémoire) est optimal,
c’est-a-dire que pour tout a < 2 4 2y, il devient fauz.

Cela laisse penser que pour les systemes sans mémoire finis, ’ordre de grandeur pour I’étude
des cotits sur lequel ce théoreme permet de conclure (voir théoreme (B)) est bien représentatif
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de la réalité, c’est-a-dire qu’on a trouvé le bon ordre de grandeur. La preuve cependant n’a pas
été compléetement réalisée.

La preuve du théoréeme [12.1| comporte deux phases :
» On montre d’abord que les poles de A(s) sont forcément dans des régions précises, les
« échelles », qui sont associées a des bons (et parmi eux des meilleurs) approximants (sous-

section (12.2)).

» On montre ensuite que réciproquement, une approximation suffisamment bonne donne ef-
fectivement lieu & un pole (sous-section (12.3]).
Tout ce qui suit est largement inspiré des travaux de Lapidus and Van Frankenhuijsen (voir [38),

§3.5)).

12.2 Echelles et poles

Dans la suite, nous aurons affaire plusieurs fois aux bandes verticales de la forme
B(d) :={s=0+1it; o €]l —6,1]},

notre but étant de localiser les éléments de Z situés juste a gauche de R(s) = 1.

Des réponses sont apportées par les lemmes [12.3] ci-dessous, dont les preuves peuvent étre
trouvées dans la section [[2.5

D’abord, la notion d’échelle est essentielle. Dans la suite, on utilisera le parametre de norma-
lisation w = 1/cag (7).

Définition 12.2. [Echelles] On note R(d,¢€) le rectangle
R(S,e) :=={s=0+1it; o €]l =6,1], |t| <ew},

(avec w := 1/cag(r)). Pour tout indice k € {1,...,r}, on désigne par Ri(q,9d,€) le translaté
vertical de R(0,¢€) par le complexe 2imq/cag (k). Leur réunion donne lieu, quand q varie dans 7,
a l’échelle réguliere, notée Ly(0,€) :

Ek(é, 6) = qusz (q, 0, 6).

L’intersection (| Lx(0,€) pour k € {1,...,r} définit ’échelle-intersection L(J,¢€) relative aux
paramétres (0, €).

La géométrie de I’échelle-intersection est tres liée aux propriétés d’approximation. Plus précisément,
un barreau de 1’échelle-intersection existe si et seulement si il est associé a de bons dénominateurs
d’approximation.

Lemme 12.3. Pour tout €, tel que 0 < € < 7/2, le barreau de l’échelle-intersection L(J,¢€)

associé a la suite d’entiers (qi,q2,...,qr) est non vide, si est seulement si, pour tout k €
{1,...,7}, le vecteur {gra\®} est dans Uensemble (avec w :=1/cag(r))
€
U(E) = {(ula <o 7“7’) € Rr; ”LL@’ < ;wcaff(g)} : (127)

De plus, les éléments de Z assez proches de la droite {R(s) = 1} appartiennent forcément a
I’échelle intersection.
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Les trois premieres échelles sont régulieres, et les barreaux réguliers sur chaque échelle ne sont
pas disposés avec les mémes intervalles (car les c,g(i) sont différents). La derniere échelle (a
droite), est l'intersection des échelles réguliéres.

Fi1c. 12.2 — Echelles régulieres et échelle-intersection
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Lemme 12.4. Pour tout ¢, tel que 0 < € < 7/2, il existe 6(€) > 0 tel que l'inclusion ZNB(5) C
L(5,¢€) a lieu pour tout § < 5(€). De plus, 6 est O(€?), quand € — 0.

Une paire (€,9) avec 6 < d(e) est dite compatible.

Enfin, on prouve que pour des parameétres (e,0) bien choisis, chaque barreau de 1’échelle-
intersection contient au moins un pole de A.

Lemme 12.5. 1[I existe une paire compatible (€,6), tels que tous les éléments de Z dans la
bande verticale B(0) appartiennent a ’échelle-intersection L(0,€), et chaque barreau de ’échelle-
intersection contient au plus un élément de Z.

Finalement : les poles suffisamment proches de R(s) = 1 se trouvent sur les barreaux d’une
petite échelle sur laquelle il n’y a pas beaucoup de barreaux...

12.3 Fonction A et nouvelle famille de normes

Dans cette section, on prouve la réciproque : si I’approximation associée a un barreau est
suffisamment bonne, alors forcément, il y a un poéle sur le barreau.

Comme on l’a déja indiqué ci-dessus (voir par exemple I’équation ), la preuve repose
sur 'existence d’une fonction analytique A de variable réelle, qui décrit, pour des parametres
(e,0) bien choisis, I'unique racine possible dans Z contenue dans chaque barreau de 1’échelle-
intersection.

La preuve des lemmes [12.6] et se trouve dans la section [12.5

Lemme 12.6. I existe une paire compatible (€,9), et une fonction analytique A de variable
réelle, définie sur Uhypercube U(€) défini en (12.7)), pour laquelle la seule racine possible de Z

contenue dans le barreau de l’échelle-intersection L(0,€) indexé par (q1,q2,---,qr), S’écrit, pour
ke{l,...,r}, comme
2= 2ir—2 4 A({qa™}). (12.8)
caft (k)

La fonction A est définie a partir de ’extension multivariables de \(s) suivante :
T
A(s,u) :=Y_ pj exp (—2miuy), (12.9)
/=1

ot u = (u1,...,ur) (voir [38, §3.5] et la section [12.5] pour les détails).

Plus précisément, A(u) est la fonction analytique multivariable qui permet d’exprimer la so-
lution s de I’équation A(s,u) = 1, dont l’existence est garantie par le théoréme des fonctions
implicites.

Enfin, on montre dans le lemme qui suit qu’il existe une famille canonique de normes, attachée
a A (équation (12.16))), qui est adaptée a la géométrie de A.

Lemme 12.7. Soit S :=1—R(A). On note T la forme quadratique hessienne de S a 'origine.

Chaque restriction de T a un hyperplan {uy, = 0} est définie positive et définit une norme notée
T

Pour tout u dans la réunion des hyperplans {uy, = 0}, il existe un indice £ tel que uy = 0, et
on pose alors ||ul|r = ||u||T,.

Alors, pour tout n > 0, il existe € > 0, tel que, sur le voisinage LN{(E) formé de lintersection de
U(e) avec l'union des hyperplans {ux = 0}, l’inégalité suivante a lieu

(1= mllull < S(u) < (1 +mn)lul- (12.10)
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12.4 Fin de la preuve du théoréme (2-DIOP-sans mémoire-fini)

Les lemmes [12.3] [12.4] [12.5] [12.6] et [12.3] permettent de terminer la preuve du théoréme [12.1

Considérons une famille irrationnelle p = (p1,p2, ..., p,) de probabilités.

(7) Pour tout n > 0, il existe g > 0 tel que l'inégalité (12.10) ait lieu sur U(ep). Fixons une
paire (€,0) comme dans le lemme avec € < €g. D’apres ce lemme, toute racine s = o +it de
A(s) = 1 contenue dans la bande verticale B(6), est de la forme (12.8) pour un certain g, € Z,
avec {gra®} € U(e), et ce pour tout k € {1,...,r}.

Donc, linégalité (12.10) s’applique & chaque {gza®}, et on a établi que pour tout k €
{1,...,r}:

1-0=1-RA{ga®}] > (1 - n){ga®}} > M ’

oll fj, est la fonction d’approximation de o).
De plus, comme s = o + it appartient au rectangle Ry(qx, d, €), on a que, si t > 1, alors

ca(k)t
2

qdk
cast (k)

‘t — 27 ‘ < ew, et donc ¢ < (14 ew).

Finalement, pour ¢ > 1, toute racine s = o + it contenue dans la bande verticale B(0) satisfait,
pour tout k,

l—n
F2((1+ ew)t)’

1—n
fr(ar)?

l1—0c> etdonc 1—o0>

k)t
ou F(t) := min { I& <Caf;()> } est la fonction d’approximation globale canonique.
T

(i) Pour tout n > 0, il existe ¢y > 0 telle que I'inégalité ait lieu sur U(eg). Fixons une
paire (€,0) comme dans le lemme Et considérons un BSAD ¢, du vecteur a®). Si g est
un assez grand BSAD, alors le vecteur {qka(k)} est assez proche de 0, et le nombre complexe
A({gra™}) appartient au rectangle R(6,¢).

La racine s = o + it associée & ce BSAD ¢, de a® satisfait alors
1+n
fio(aw)?

L—0 < (1+n) [{aa}IF =

olt fj, est la fonction d’approximation de o).
Cag(k)t
2

Ainsi, de maniere analogue, on établit que 'inégalité qp > (1 — ew) est valable pour

t > 1, et elle entraine

1+n 1+n
1-0< < ,
£ (cafgsrk)t(l . 621))75)2 F2((1 - ew)t)

ou F' est la fonction d’approximation globale canonique.

Le théoréeme (2-DIOP-sans mémoire-fini) se prouve de la méme fagon.

En effet, pour tout v > pg, la fonction d’approximation globale F' vérifie F(t) < A,t**! pour
un certain A, > 0 (voir chapitre |5 et proposition .

Le (i) du théoreme montre alors que pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que tous les
éléments de Z, vérifient
L1—n
[A, (1 + €)]* T2 ¢2+2v”

oc<1-—



12.5 PREUVES ANNEXES 257

et donc :
o<1— Bt 2%,
pour une constante B, bien choisie.

Soit 6 < pp. D’apres le lemme en reprenant la preuve du (4¢) du théoreme on montre
alors que pour tout 1 > 0, il existe € > 0 tel qu’il existe une infinité d’éléments de Z tels que

147
(1 — €)2+2042420°

c>1-—
et donc :
o>1-—Ct 2%,

pour une constante C', bien choisie.

12.5 Preuves annexes

12.5.1 Invariance de I’exposant d’irrationalité

On établit ici le fait, annoncé a la sous-section [5.3.2] que I'exposant d’irrationalité est bien
défini, indépendamment de 'ordre des (p;).

Le lemme qui suit traite de la comparaison de ’approximation pour deux indices. Et la pro-
position de 'approximation globale de tous les indices a la fois.

Lemme 12.8.
On suppose que pour un certain k € {1,...,r}, et pour tout £ € {1,...,r},

1
|{chaff(ka E)H < anff(ra E)

Pour tout ¢ € {1,...,r}, on note alors q; les numérateurs correspondants, c’est a dire :
Qe = qrcat (k, ) — {qrcag(k, )}

(pour k =0, cag(k, k) =1, donc {qrcag(k, k)} =0, donc qi = qo et tout est bien cohérent).
On peut tirer les conséquences suivantes :
(i) Alors pour tout j € {1,...,7}, pour tout £ € {1,...,r} :

{gjcan(5,0)} = qjcan (4, £) — q

et
. 1
Hajcan (s, O} < Sean(r, ).
(i1) Soit £ € {1,...,r}. Pour toute norme ||.||x sur {uy = 0} et ||.||¢ sur {uy = 0} (par exemple

Ty et Ty), il existe ¢ indépendant de la famille (q1,...,q,) tel que :

[1{aea}le < el {ava™}Ix.

Si on suppose en plus que qx est un ||.||x — a—BSAD, alors pour toute paire de fonctions
d’approzimation f; de oY pour ||.||¢ et fi de a'¥) pour ||.||x, on a :

filar) < cfelaqe).
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Proposition 12.9. On suppose que pour tout k € {1,...,7}, pour tout £ € {1,...,r},

1
|{chaff(ka ﬁ)}| < anﬁ(’l“, E)

D’apres le lemme tous les autres q; sont alors déterminés. On a alors aussi :
(i) pour toute famille de normes (||.|[x)req1,... 1}, 0U la norme ||| est définie sur {uy = 0}
(possiblement ||.||x = ||-||1,), il eziste C tel que pour tout k € {1,...,r} et pour tout { €

{1,...,r} :
1{aea@}]e < Cll{gra™} .

Et si qi est un BSAD de o) pour ||.||x, alors il existe C tel que pour tout £ € {1,...,7} :

frelar) < Cfr(a).

(i) les a®), k€ {1,...,r} ont méme exposant d’irrationalité.

Preuve du lemme [12.8.
(i) Soit £ € {1,...,r}. Par hypothese,

1
\grca (k. €) — qu] < anff(h ?),

c’est-a-dire

aw ___a |1
Caff(k) Caf‘f(é) h 4caff(r)
Soit j € {1,...,r}. On a par inégalité triangulaire,
Qj._CIZlg Qj‘_Qk_i_Qk_CIZ’g 1
Caff (]) Caff (E) Caff (.7) Caff (k> Caff (k) Caff (E) 2¢af (7’)

c’est-a-dire,
. 1
|gjcarr (J, £) — qe| < icaff<7°a 0)
et donc
{gjcar(J, 0)} = qjcan(4,€) — qu-

(ii) On note encore ||.||, la restriction de ||.||« aux hyperplans. Par équivalence des normes en
dimension finie, il existe c_ tel que :

c—|{aeaHle < {aea!}

On a aussi qu’il existe ¢4 tel que :

[{axa®@ e < exll{ana™ .

Et finalement : 5
c
{aea @} < fll{qw(k)}\lk,

2C+
et on conclut en posant ¢ = —-.
c

Comme f; est une fonction d’approximation :

N ()
o) < | H{aee' ™ Hle,
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donc d’apres ce qui précede :

{gea @} [e < el{ara ™}k
En écrivant que f; est une fonction d’approximation et g, un BSAD, on obtient :

1
frelaw)’

ce qui permet de conclure. O

[1{ara ™| =

Preuve de la proposition |12.9,
(i) En appliquant le lemme on trouve une famille de ¢ ¢ tel que pour tout k € {1,...,r},
pour tout ¢ € {1,...,7},

{qea 9} e < crell{ara™} s

Avec C' = Supye(y,... v} e{1,....r} Ck,; OD & bien ce qu’on veut.
Et pour les fonctions d’approximation, c’est pareil.

(ii) Soit k € {1,...,7}, £ € {1,...,r}. Il suffit de montrer que a®) et o) ont méme exposant

d’irrationalité. Pour ca, par symétrie du probleme, il suffit simplement de montrer que si v est

un exposant d’approximation pour oz(é), alors il est un exposant d’approximation pour atk),

Tous les qp o®) —BSAD, sauf éventuellement un nombre fini (les premiers BSAD), vérifient
que pour tout £ € {1,...,r} :

1
Hawcast (k, )} < 7 cart (1, £).-

On est donc en mesure d’appliquer le lemme [12.§] : il existe ¢ tel que

fr(ar) < cfe(qe)

(ou les gy sont bien définis dans le lemme comme les numérateurs des approximants).
Comme a) admet v comme exposant d’approximation, alors, il existe A, tel que pour tout
qeEL"

fﬂ(Q) < Aqu—H)

et donc :

v+1
qre
frlqr) < cAug)™ = cA, <qk> a

On peut alors trouver une constante A/, qui tient compte du fait que ae est borné, et du fait

qu’il y a quelques g (en nombre fini) tel que le raisonnement ne fonctionne pas (voir au début)
pour conclure que pour tout g BSAD :

Frlar) < ALglth.
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12.5.2 Preuves relatives aux échelles et aux poles

Preuve du lemme [12.3.
On commence par considérer une famille d’intervalles de 1’axe réel Z(a;,€) centrés en a; (pour
i€ {l,...,n}) et de méme rayon e.

Supposons que quelle que soit la paire d’intervalles choisie, ils ont une intersection non vide.
Ordonnons les centres a; par ordre croissant. On a |a; — a,| < 2¢, et donc le milieu a de
Iintervalle [a1,a,] satisfait |a; — a] < € pour tout i tel que ¢ € {1,...,n}. Ce qui prouve que
a € Z(a;,€), pour tout i tel que i € {1,...,n}, et donc la famille a une intersection non vide.
Et la réciproque est évidente.

On a donc montré que la famille des Z(a;,€) a une intersection non vide, si et seulement si
quelle que soit la paire d’intervalles choisie, ils ont une intersection non vide.

On applique cette propriété aux intervalles verticaux qui définissent un barreau de ’échelle-
intersection : on prouve ainsi que le barreau de ’échelle-intersection associé au vecteur entier
(1,92, --,qr) est non vide si et seulement si, pour tout paire (k, ¢),

Rk(Qk767 6) N RZ(QZ)(;u 6) # @ (1211)

Alors, en utilisant le fait que 0 < € < 7/2, on a que pour toute paire d’indices (k,¢), les
assertions suivantes sont équivalentes a ’assertion ((12.11]),

Caff(e)
Caff(k) s

€

€
an 4 < —car(Ow,  Hawcan(k, O} < —ca(O)w.

— ‘ < 2ew,

o Caff(k) Caﬂ(f)

dk

O]

Preuve du lemme[12.7] Pour tout € tel que 0 < € < /2, on écrit 1'égalité

cos(€) pr + ij =1—(1—cos(e)) pr < 1.
7k
On note

a_ = min cug(J, k) = cag(r, 1).
Gk€{1,...,r} ait(J: ) atf (7 1)

En utilisant la continuité de I'application o — cos(e€) p7 + Zj 2k p;?, on obtient que pour tout
ke{l,...,r}, et tout € avec 0 < € < 7/2, il existe dx(e) > 0 tel que

cos(ea—) p7 + Zp? <1 pour tout o > 1 — Jx(e). (12.12)
J#k
La preuve est faite par ’absurde. Supposons qu’il existe ¢y > 0, tel que, pour tout dy > 0, il
existe un indice ko = ko(dp) € {1,...,7} et une racine so = oo + it de A\(s) = 1 qui satisfont

1—6g<og<1, et Vq€eZ, ‘thﬂ > €gu.

Caff (kO)

Ceci implique I'inégalité

cos(teas (ko)) < cos(eoweag (ko)) < cos(ega—),
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et en notant §(eg) := mingeqy,.,} Ok(€o), on obtient grace a|12.12
cos(tcatr (ko)) P, + Z p; <1 pour tout o > 1 — (ep).
Jj#ko
En particulier, en prenant, dy = d(€¢), on a o9 > 1 —dg = 1 — §(eg), et donc
cos(tea (ko)) pf, + > p7° < 1.
J#ko
On écrit alors que,

1=R\(sp) = Z cos(teat (K))py° < cos(tea(k)) pro + Z 2
ke{l,...r} j#ko

ce qui permet de conclure

1= %/\(So) <1

et on a la contradiction recherchée.

Preuve du lemme [12.5.
Soit €,0 > 0. Considérons un élément s = o + it qui appartient a I’échelle-intersection L£(4,¢€).
Alors on a cos(tca(j)) 2 cos(ewea(j)) > cose et pf > pj, ce qui implique l'inégalité

T

Z 7 cos(team(f)) > cose anff(j)pj = cos e\ (1)].

7=1 7j=1
Considérons maintenant deux racines s et s + h de I’équation A(s) = 1, situées dans la bande
verticale B(¢). Alors le développement de Taylor de A en s + h conduit & I'inégalité
|2
IA(s + h) — A(s) — hN'(s)| = |hN (s)] < - sup{|\'(z); z € B(d)}.

Mais si z € B(9), alors I'inégalité |\’(z)| < A\’(1 —¢) a lieu, et donc, la distance |h| entre deux
racines satisfait 'inégalité

|h| > (QCOSE))\/’/)(\;(l_)L,).

On a obtenu un minorant de la distance entre les poles de la bande B(6).

Comme la borne inférieure tend vers 2|\ (1)|/A(1) quand € (et donc §) tend vers 0, il est
possible de choisir € (et donc 0), tel que I'inégalité

f7 4232 (A'(D)]
(52 -+ 462'11)2 < (2 COS E)m
ait lieu.

Avec ce choix, chaque rectangle Ry(q, 0, €) contient au plus un élément de Z.
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12.5.3 Preuves relatives a la fonction A

Preuve du lemme [12.6.

On commence par prendre une paire compatible (€,d), comme nous autorise le lemme m
Le seul élément possible z de Z contenu dans un barreau (non vide) de 1’échelle-intersection,
relatif & la séquence (q1,q2, ..., qy), s’écrit, pour k € {1,...,r}, sous la forme

z = 2imqy/cae (k) + Sk
ou s := s appartient a R(d,¢€), et satisfait
E > pjt exp (—2migycag (k, 1)) Zp exp (—2mi{grca(k, 0)}) =
-k

L’idée principale (voir [38, §3.5]) est de considérer I’équation plus générale A(s,u) = 1, d'in-
connue u = (ug, uz,...,u,) € C", ou A(s,u) est défini par (12.9)), et qu’on rappelle ici :

As,u) =1 avec  A(s,u) pr exp (—2miuy) . (12.13)
=1
Chaque solution z € Z appartenant au barreau indicé par (q1, ¢2, . - . , ¢r) de ’échelle-intersection

L(6, €), fournit r solutions de la forme (s, {gra®}), qui satisfont d’apres le lemme m,

_ Sl ar _ Q@ 4k (k)
Ve k, Rsp=NRsy, (s — s¢) 27r<caﬂ(£) caff(k‘)) {qra'™} € U(e),

ou U(e) est défini dans le lemme et qu’on rappelle ici :

Ul(e) := {(ul, o) ERT O Juyl < gwcaﬁ(ﬂ)}.

Cest-a-dire que la paire (1,0), ainsi que toutes les paires (sy, {gr¥)}), appartiennent & I’en-
semble

Z(€,0) :=={(s,u) € £(d,€); A(s,u) =1}, avec X(0,€) = R(d, €) x U(e).

Dans le but de décrire I’ensemble Z(€,d), on applique le théoreme des fonctions implicites a
léquation A(s,u) = 1 autour du point (1,0). Ceci est possible car la fonction A : ¥(d,e) — C
est de classe C* (et méme analytique), et la dérivée partielle IN/0s(1,0), qui est égale & X' (1),
est non nulle. On prouve ainsi I'existence :

» d’un voisinage V C U(e) de 0 dans R",

» d’un voisinage complexe W C R(d,€) de 1 dans C,

» et d’une fonction A définie sur V et de classe C*°,

telles que toute solution (s,u) de équation A(s,u) =1 avec (s,u) € W x V s’écrit s = A(u).
Dit autrement :
W xV)()2(e,6) = {(s,u) €W x V; 5= A(u)}. (12.14)

On choisit alors € < € et §” < ¢ de telle sorte qu’on ait les deux inclusions :

UE)cv
R(5", ) C W
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En prenant ensuite ¢’ = min(d(€¢'),d”), la paire (¢/,d’) est compatible, et I'égalité ([12.14))
implique
Z(,8) ={(s,u) e R(0',€") xU('); s=A(u)}.

On peut maintenant conclure sur ’ensemble Z N B(¢’), en écrivant que les éléments de Z(¢', ')
sont a chercher parmi les couples de la forme (s, {qka(k)}), et ainsi on prouve que le seul élément

possible de Z sur un barreau non vide indexé par (q1,¢q2 - .., ¢,) de échelle-intersection £(9, €),
peut s’écrire comme en 1} Cet élément existe dés que A({qka(k)}) est dans ’ensemble
R(d,€). O

Preuwve du lemme [12.7.

La dérivée premieére A’(0) (non nulle, par le théoréme des fonctions implicites), et la dérivée
seconde A”(0) de A en 0 se calculent facilement.

De plus, la fonction A peut étre prolongée sur un voisinage complexe de 0, en une fonction
analytique en les nombres complexes (21, 22, . .. 2, ). Pres de 0, les valeurs A(iu) sont réelles pour
u € R". En effet, par prolongement analytique, on doit avoir A(A(iu),iu) = 1, ¢’est-a-dire que
A(iu) est solution de I’équation en s :

.
Z s exp(2mul?)
(=1

qui possede une solution réelle par le théoreme des valeurs intermédiaires, et par unicité, A(iu)
est égal a cette solution réelle.

Ceci implique que les composants de A’(0) appartiennent a iR,

0A 0A . Pe
A'(0) = 2—(0 —(0) = -2 12.15
©=(520)  wee J20 = -2, (1215)
tandis que tous les coefficients de la matrice hessienne de A”(0) sont réels,
1 N'() |, can(d) + canr (k) 1
—A"(0)% = . . : Oik | o 12.1

(ici, d; 1 est le symbole de Kronecker).

Remarque. Plus généralement, les coefficients de la dérivée d’ordre k sont réels pour k pair,
et imaginaires purs pour k impair.

Ceci permet de définir la forme quadratique
1
—T(u) := ituA"(Q)u

qui est réelle pour les r-uplets réels.

Le développement de Taylor de A en u € U((e),
1
A(w) =1+u-A(0) + 5 uA"(0)u + O(||ull?)

implique les deux relations suivantes, valables pour tout u € U(e),

S(u) :=1-RA(u) = T(u) + O(lfull!),  IA(u) = ~iu- A'(Q) + O([[ull’).
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Mais la seconde composante {gya®)} des solutions (s, {gr®}) appartient & 'union sur £ des
hyperplans {uy = 0}. Considérons alors la restriction de A a

U :=u(e) N |J {ur=0}

te{1,...,r}

On va maintenant prouver que la restriction de la forme quadratique uw +— T'(u) & chaque
hyperplan {u; = 0} est réelle définie positive. Ceci est une conséquence du lemme [12.10| ci-
dessous.

Notons Ty la restriction de T" a 'hyperplan {uy = 0} et ||u||7, la norme définie par la forme T}
définie positive. Pour tout u dans la réunion des hyperplans {uy, = 0}, il existe un indice ¢ tel
que ug = 0, et on pose |lullr := ||ul|z,.

Alors, pour tout n > 0, il existe ¢ > 0 tel que les inégalités aient lieu pour tout
u € U(e). O

Terminons par ce lemme qu’on a utilisé dans la preuve du lemme qui précede.

Lemme 12.10. Tout point (s,u) € Z(e,0) vérifie Rs < 1.

Et le seul point (s,u) de Z(e,d) pour lequel Rs = 1 et up, = 0 pour un certain k € {1,...,r},
est le point (1,0).

Démonstration. Par ’absurde, supposons que (s,u) € Z(€,9) avec s =0 +itet 0 > 1. On a :

Mo +it,u) = 3 pf exp(—itean(k) — 2miug) = 1,
k=1

et par inégalité triangulaire

ce qui fournit une contradiction.

On considere alors un point (s,u) € Z(¢,d) avec o = 1 On écrit que :

RA1 +it,u) = Zpk cos(tcag (k) + 2muy) = 1,
k=1

donc forcément, d’aprés la réciproque de l'inégalité triangulaire, pour tout k € {1,...,7},
cos(teag (k) + 2muy) = 1.
Supposons qu’il existe une coordonnée uy = 0, pour un certain k € {1,...,r}. Pour cet indice k,

Pégalité cos(tcag(k)+2mug) = 1 implique que t = 0, et les autres égalités cos(tcag(€)+2mup) = 1,
pour ¢ # k impliquent u, = 0. O
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Une bonne connaissance de la région de discipline d’une série de Dirichlet, au sens ot nous
I’avons défini aux définitions et s’est avérée essentielle dans les résultats des premieres
parties de cette these. Dans le début de cette these, les séries de Dirichlet sont de la forme

A(s) = > P

weX*

avec des p,, réels positifs et inférieurs ou égaux a 1. Ici, dans cette partie, je me propose d’étudier
les séries de Dirichlet classiques de la théorie des nombres, qui s’écrivent sous la forme
an,
F(s) = —.

s
n>=1

La question est analogue : en quoi une bonne connaissance de la région de discipline de cette série
permet-elle d’obtenir des informations sur I’asymptotique des coefficients ? Ici, classiquement,
on s’intéresse a la somme partielle N(t) := 3, an et a son asymptotique pour ¢t — co. Cest
lobjet des théorémes taubériens que d’opérer un tel transfert, entre discipline de la série F(s)
et asymptotique de la fonction N (t).

Motivations. Ce chapitre a été le point de départ « historique » de ma theése, comme je
I'explique maintenant :

Dans les premiers travaux sur I’analyse « dynamique » de l’algorithme d’Euclide [57, 6], 55 25],
il s’agit de faire de I’analyse en moyenne, et dans ce cas la série génératrice des couts étudiés est
une série de Dirichlet F'(s) a coefficients positifs. On peut utiliser alors le théoréme taubérien dit
de Delange, qui s’applique sous des hypotheses de discipline tres faibles. Cela a permis d’obtenir
des résultats sur 'analyse en moyenne de toute une classe d’algorithmes d’Euclide, mais on ne
peut dans ce cas obtenir des termes de reste dans ’asymptotique de N ().

Quand on se tourne vers ’analyse « dynamique en distribution », il faut manipuler des séries
de Dirichlet ou les coefficients a,, := a,(w) sont des nombres complexes qui dépendent d’un
parametre w lui-méme complexe, et on veut obtenir des résultats asymptotiques sur N (t)(w)
qui soient uniformes par rapport a w. Il est donc nécessaire de travailler avec des séries de
Dirichlet dont les coefficients a, sont quelconques et on veut obtenir des termes de reste. On
entre dans le domaine des theoremes taubériens dits « avec reste ».

Dans le papier [5] fondateur de I’« analyse en distribution », les auteures, Baladi et Vallée, ont
rencontré des difficultés, car elles ne connaissaient pas vraiment bien le domaine des théorémes
taubériens avec reste ; elles ont résolu ces difficultés par des méthodes un peu ad-hoc, en parties
inexactes d’ailleurs, qui ont été corrigées par la suite par Eda Cesaratto dans [9]. Quand il s’est
agi d’obtenir des résultats d’analyse dynamique plus généraux, sur 1’évolution de la densité
des rationnels tout au long de 'exécution de I’algorithme d’Euclide, les auteurs de [10] se sont
rendu compte qu'ils ne pouvaient plus étendre la technique de [5]. II leur fallait vraiment pouvoir
utiliser des theoreémes taubériens avec reste. C’est pourquoi Driss Essouabri et Brigitte Vallée
ont eu l'idée de cette these, et de cette co-direction.

Pour d’autres utilisations de théorémes taubériens avec reste, on pourra consulter [60] et [39].

Reésultats. J’ai donc commencé, la premiere année de ma these, a travailler sur les théoremes
taubériens avec reste.

Le théoreme taubérien de Landau (travail original [36]) permet d’estimer la moyenne des coeffi-
cients d’une série de Dirichlet a termes positifs, pourvu qu’elle se prolonge méromorphiquement
sur une bande verticale a gauche du pole dominant. Dans ’énoncé original du théoreme, les
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hypotheses sous lesquelles il peut s’appliquer apparaissent assez restrictives. Mais beaucoup de
mathématiciens ont remarqué que ces hypotheses n’étaient pas réellement nécessaires dans la
preuve.

(a) Suivant une idée de Driss Essouabri, je donne une adaptation du texte original de Landau
qui n’utilise que des hypotheses minimales. Cette adaptation est fondée sur ’observation
détaillée de la preuve originale de Landau, qui me permet de supprimer les hypotheses
superflues pour ne garder que les hypothéses essentielles.

(b) Motivé par les besoins des auteurs de I'article [10], je traite aussi le cas ot les coefficients a,,
sont des complexes quelconques. Suivant une idée mise en avant par Loick Lhote, je montre
qu’on peut obtenir aussi une asymptotique avec reste des sommes partielles N (), pourvu
qu’on dispose d’une série de Dirichlet majorante et assez bien « disciplinée ». Les auteurs
de [10] ont pu ensuite adapter ce résultat dans leur article, ce qui leur a permis d’obtenir la
preuve qu’il leur manquait.

(c) Dans le cas particulier ou la série F(s) posseéde un prolongement méromorphe a C tout
entier, j'obtiens des résultats plus forts.

(d) Enfin, et en paralléle avec les notions de H-discipline (chapitre[l] définition[2.13)), je donne
aussi une version du théoreme de Landau, avec reste, dans le cas ou la série F' se prolonge
de maniére méromorphe sur un domaine qui n’est plus une bande dans le plan complexe,
mais seulement une zone hyperbolique a gauche de sa singularité dominante.

Dans tout ce qui suit, s désignera un nombre complexe et on notera o = R(s) et 7 = I(s).



Chapitre 13

Enoncé des différents résultats

Sommaire
COor€ isitél . ... oo 269
[13.2 Théoremes taubériens pour séries a coefficients quelconques| . . . . 272
[13.3 Théoreme taubérien hyperbolique| . . . ... ... ... ........ 276

Dans ce chapitre, on énonce les différents jeux d’hypotheses qu’on va étre amenés a considérer
sur une série de Dirichlet. Pour chacun, on met en regard le théoreme taubérien qui lui corres-
pond. Ces théorémes seront prouvés dans le reste de la partie.

Définition 13.1. Etant donnée la suite (an)n>1 d’éléments de C, on note

VEER, N(t)=) an.

n<t

Si (an)n>1 désigne une suite de nombres (qu'on comprendra réels positifs ou complexes selon
les théoremes), 'objet des théoreémes taubériens est de transporter des informations sur la série
de Dirichlet

an

nS

Z(s) =
n>1
en informations sur la moyenne N (¢), passage du monde continu analytique, au monde discret
arithmétique.

Les différents jeux d’hypotheses qu’on va étre amenés a supposer sont (H), (H*), (ET 1), (ﬁg)
(A5), (A5), et (H-).

Le résultat obtenu est toujours du méme type : la localisation des pdles (leur partie réelle)
intervient comme exposant de ¢, et 'ordre des poles diminué de 1, comme exposant de In(t),
le terme principal étant somme de mondmes en ¢ et In(¢). Les poles de plus grande partie

réelle fournissent les termes les plus importants. Par ailleurs, plus on connait le prolongement
méromorphe vers la gauche, meilleur est le terme de reste.

13.1 Théoréme de Landau revisité

Définition 13.2 (hypotheses (H)). Soit (an)n>1 une suite d’éléments de R.
On dit que la suite (a,) vérifie les hypothéses (H) avec les parametres

(0a,0,{(s0,m0), (S1,m1),...,(Sp,mp)}, A)

269
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s1 et seulement si :

1. L’abscisse de convergence absolue de Z(s) := Zn21 tn est o, (ou du moins Z converge
absolument sur le demi plan {Rs > o,})

2. L’application s — Z(s) se prolonge méromorphiquement a R(s) > o, — & avec un nombre
fini de péles (qu’on ne suppose pas nécessairement réels), et sg, $1,...,S, sont les poles de

Z(s)

indicés de telle sorte que

00201220, >0—0

(ot on a noté o; = RNs;). On note m; Uordre de s; en tant que pole de Zis).

3. 0OnaVe>0, Z(s) <eo 1+ |T|A(U“_U)+E, pour tout 0 = g, — 0 + €, avec € assez petit, et
en T assez grand en valeur absolue (ne serait-ce que pour éviter les poles de Z afin que
lexpression ait un sens).

La preuve du théoréme qui suit fait 'objet du chapitre [15]

Théoréme 13.3 (Théoreme taubérien de Landau revisité). On considére la suite (an)n>1 tel

que pour tout n > 1, a, = 0. On suppose que la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les
parameétres

(O-av 53 {(80’ mO)v (517 m1)7 SRRE) (ST, mr)}v A)
Alors pour tout j = 0...7, Qj(z) = e”*I"Ress=s, <@esz) est un polynome de degré m; — 1,

S

ot m; est l'ordre de s; comme pole de @ En notant :

. )
k=|A5| +1, et r':max{]e{o,...,r}:aj>‘7a_k+1}’

on a alors Ve > 0,

T/

= Zan = ZtSJQj(lnt) + O« (taa_ﬁﬁ) .

n<t 7=0

Remarque 13.4.

— En notant mj, = max;j{m; : 0; = oo}, on a :
N(t) < t7(Int)™o !
et donc Ve >0 :
N(t) < t7ote

et le terme de reste annoncé est un « vrai » reste.

— On pourrait prendre comme hypothese dans le 3 :
3¢ > 0, tels que Z(s) <eo |T|S, uniformément en o > 0, — 8 + ¢, Ye > 0, et en T assez
grand en valeur absolue (ne serait-ce que pour éviter les péles de Z afin que ’expression ait
un sens) Cette fois, pour conclure dans le lemme il suffit de prendre k = |&£] + 1, et

on trouve un reste dans le théoréme en O (7% TE+2 +€>

— pourvu que t9 K Z;:o Ress=s; (@ts), c’est a dire s’il n’y a pas de compensation (ce qui
est le cas par exemple, s’il n’y a qu’un seul pole de partie réelle égale a 0,), on peut obtenir
la forme factorisée suivante :

Zan_ZtsﬂQ Int) [1+0 ( i )}

n<t



271

13.1 THEOREME DE LANDAU REVISITE

3
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F1G. 13.1 — Hypotheses (H)
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On va maintenant énoncer un corollaire au théoreme [13.3] valable dans le cas ou la série de
Dirichlet admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe. A cet effet, on définit
ce nouveau jeu d’hypotheses :

Définition 13.5 (hypotheses (Hx)). Soit (an)n>1 une suite d’éléments de R.
On dit que la suite (a,) vérifie les hypothéses (Hx) avec les paramétres

(O’a, {(80, mo), (sl,ml), ey (Sr, mr)},A)

si et seulement si :

1. L’abscisse de convergence absolue de Z(s) = Zn>1 S est oq (ou du moins Z converge

absolument sur le demi plan {Rs > o,})

2. L’application s — Z(s) se prolonge méromorphiquement a C avec un nombre fini de
poles (qu’on ne suppose pas nécessairement réels) dans chaque bande verticale. On note
S0, S1,---,8- les poles de ZB) dans la bande verticale {04 — % < 0 < 04}, indicés de telle

S
sorte que
1

A

00201220, >0q—

(ot on a noté o; = RNs;).
On note m; l’ordre de s; en tant que péle de @

3. OnaVe>0, Z(s) Ko 1+ |T|A(U“_J)+e, quel que soit o € R assez petit, et uniformément
en T assez grand en valeur absolue (ne serait-ce que pour éviter les poles de Z afin que
lexpression ait un sens).

Le corollaire énoncé est alors le suivant :

Corollaire 13.6. On considére la suite (an)n>1 tel que pour tout n > 1, an > 0. On suppose
que la suite (ay) vérifie les hypothéses (Hoo) avec les paramétres

(Ua’ {(807 mO)a (Sla ml)a SRR (51”7 mT‘)}a A)
Alors pour tout j =0...7, Qj(z) = e %"Ress=s; <@es‘”) est un polynome de degré mj — 1,

S
ot mj est l'ordre de s; comme pole de @, et Ve > 0,

T

N(t) = an=> t9Q;(Int) + O (taa*%ﬁ)

n<t §=0

(ot lindice du dernier péle considéré dépend de €).

13.2 Théoremes taubériens pour séries a coefficients quelconques

On énonce les deux théorémes suivants, pour le cas ou la série de Dirichlet n’est pas supposée
a termes positifs, le deuxieme théoreme étant plus précis que le premier.

Définition 13.7. Soient (an)n>1 et (an)n>1 deux suites d’éléments de C.

On dit que le couple ((an), (ayn)) vérifie les hypothéses <ﬁ[1) de paramétres
(&CH 57 {(807 m0)7 (317 ml)) ey (87‘7 m?")}v {(§07 ﬁl())a (/3\17 7’/7\7,1), ey (§?7 T/T\l’f)}, A)7

st
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13.2 THEOREMES TAUBERIENS POUR SERIES A COEFFICIENTS QUELCONQUES

3
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F1G. 13.2 — Hypotheses (H)
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e les a, sont positifs ou nuls et pour tout n € N*, |a,| < @, ((an) domine (ay)).
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les paramétres

(Ea, (57 (307 m0)7 (817 m1)7 ey (ST7 mr)7 A)7
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les paramétres
(8(17 57 (:‘;\07 7/7\7,0), (§17 ﬁll)? ey (/8\?7 T/ﬁ’?)7 A)

Théoréme 13.8 (Théoreme de Landau dominé version 1). Soit (a,) et (a,) deux suites

d’éléments de C, telles que le couple ((ay), (an)) vérifie les hypothéses (I;H) avec les paramétres

(aa?(sv {(807m0)7 (317 ml)) ey (87‘7m7")}7 {(/8\077?10)7 (/3\177/7\7/1)7 ey (§?7 ﬁl?)}v A)
On note :
kE=1A5] +1
et : 5
r':max{j €{0,...,r}:0j >3a—k+1}
On a alors :

Nt)=> an= TZtSij(ln t) + O, (ta‘fﬁ“)
=0

n<t
A T'instar du corollaire on va donner un corollaire & ce théoreme dans le cas ou la

série admet un prolongement a tout le plan complexe.

A cet effet, on introduit le jeu d’hypotheses H .

Définition 13.9. Soient (an)n>1 et (an)n>1 deux suites d’éléments de C.

On dit que le couple ((ay), (ay)) vérifie les hypothéses <ﬁf°> de parameétres

(aav {(807m0)7 (517 ml)? SRR (Sﬁm?”)}v {(3\077/7\10)7 (3\17 ml)a ) (/5\?7 7/7\71?)}7 A),

St
o les a, sont positifs ou nuls et pour tout n € N*, |a,| < @y, ((an) domine (ay)).
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les paramétres

[e.o]

avec les parametres

)
(Ca, (S0,m0), (S1,mM1), .., (Sp,mp), A),
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H
(

(a—\aa (:9\0, m0)7 ‘/S\laml)v ceey (*/9\7/“\7 ’f)\l;«\), A)

Corollaire 13.10 (théoreme de Landau dominé version 1/prolongeable & C). Soit (ay,) et (ay)
deuz suites d’élements de C, telles que le couple ((an), (@n)) vérifie les hypothéses (Hy) avec

les parameétres
(3a7 {(307 mO)a (sla ml): ) (S’I’7 mr)}a {(:9\07 mO)a (é\la ml): SR (‘/9\?7 T/fl?)}, A)

On a alors :
'

N(t) =) an=> t7Q;(Int) + O (taa*%ﬂ)

n<t j=0
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En fait, étant donnée une suite (a, ), on peut toujours trouver une suite majorante (a,). Mais
on peut le faire plus ou moins finement. En distinguant o, ’abscisse de convergence de Z et g,
I’abscisse de convergence de A , on souhaite obtenir un résultat qui dépend de la finesse de la
majoration, ¢’est-a-dire qu’on souhaite avoir o, — o, > 0 le plus petit possible. Ceci est ’'objet
de la deuxieme version plus fine du théoreme. Pour énoncer ce théoréme, on considere aussi que
5 et 6 sont a priori différents.

Définition 13.11. Soient (an)n>1 €t (Gn)n>1 deux suites d’éléments de C.

On dit que le couple ((ay), (ay)) vérifie les hypothéses <ﬁ[2) de parametres

(U(Maa? 67 3\7 {(507 m0)7 (817m1)7 ey (87’7 m?“)}? {(3\07 7/7\1(])7 (/8\177?11)7 ey (g?a fﬁ?)}7A))

St
e les ay, sont positifs ou nuls et pour tout n € N*, |a,| < @y, ((@,) domine (ay)).
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les paramétres

(UCU (57 (‘907 m0)7 (817 m1)7 ey (STa mr)7 A)7
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H) avec les paramétres
(8aa 6a (g()a ﬁ’Lo), (/8\17 ml)a SRR (/S\?a ﬁl?), A)

Théoréme 13.12 (théoréeme de Landau dominé version 2). Soit (a,) et (a,) deux suites

d’éléments de C, telles que le couple ((ay), (ay)) vérifie les hypotheéses Hy) avec les paramétres

(O-avaav 57 8\7 {(SOa mU)) (817m1)7 SRR (STv mr)}7 {(§0a ﬁfLU)) (/8\1,77)\11), ) (/5\?7 1/7\17?)},14)

On note :

k = max (LA(SJ +1,[A5] + 1) ,

. _ 5
T”_maX{jGO,...TZUj>O'a—k_i_1}
et R 5
" . ~ Oq — 0q +
= €0,...7:0; > - 5.
r max{] ri0j > 0q 1 }
On a alors :

’ ~ 5
Z;’:O Ress—s, (Z(S) ts) + O, (ta“M+E> $10 —0 < Ty — 0y

S
N(t) = Zan = o Z(S) s 8a7§a;a(1l+5+6 .
n<t ijo Res;—s, ( t ) + O, <t + ) sinon

S

Pour terminer, voici une version du théoreme [13.12| valable dans le cas o Z admet un prolon-
gement méromorphe a C tout entier. On introduit pour énoncer le théoreme le jeu d’hypotheses
Hse.

Définition 13.13. Soient (an)n>1 et (Gn)n>1 deux suites d’éléments de C.

On dit que le couple ((an), (ay)) vérifie les hypothéses (ﬁg") de parametres

(0asTas { (50, m0), (s1,m1), ..., (Sr,mp) }, {(50,M0), (5S1,m1), ..., S/ mz)}, A),

st
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e les a, sont positifs ou nuls et pour tout n € N*, |a,| < @, ((an) domine (ay)).
o la suite (ay) vérifie les hypothéses (H>) avec les paramétres

(0a7 {(507 m0)7 (817 ml)a ey (STu m?“)}7 A))
e la suite (ay) vérifie les hypothéses (H™) avec les parameétres

(6(17 {(é\Oa 7/7\7,(]), (*/9\17 ml)v ) (:9\?7 7/7\17’:)}, A)

Corollaire 13.14 (théoreme de Landau dominé version 2/prolongeable & C). Soit (ay,) et (a,)

deuz suites d’éléments de C, telles que le couple ((ay), (an)) vérifie les hypothéses (]TI?’) avec
les parameétres

(O'a,aa, {(807 mO)a (817m1)7 ey (87“7 m?”)}7 {(§07 ﬁl())a (glyﬁll)a ey (/8\?7 ﬁl?)}, A)
On note : R
kzmax([A&J +1,]A5] +1).
On a alors :

- Z(S) Ga— 2 te
N(t) = n = s—s; | —=1° et
0= T =Yt (S50) vo (7 5)

n<t

13.3 Théoreme taubérien hyperbolique

Enfin, le cas ou cette fois, on ne dispose d’un prolongement méromorphe, que sur une zone
hyperbolique sans pole.

Définition 13.15 (hypotheses (H_)). Soit (an)n>1 une suite d’éléments de C et o : R — R7,
prise paire, avec (1) — 0 et ¢ décroissante au sens large.
T—00

On définit la zone hyperbolique
U=U(p)={s=(o,7) €C:0q—p(T) <o <04}

Soit a > 0 et B une fonction croissante au sens large, bornée.
On dit que la suite (ay) vérifie les hypothéses (H_) avec les paramétres

(0a,{(50,m0), (51,m1), ..., (Sr,mr)}, A, 0,0, B)

si et seulement si :

1. L’abscisse de convergence absolue de Z(s) = 3+, % est o, (ou du moins Z converge
absolument sur le demi plan {Rs > o,}) et o4 > 0.

2. L’application s — Z(s) se prolonge méromorphiquement a U, avec un nombre fini de péles,
et on note sg, s1,...,sy les poles (en nombre fini) de @ tels que Y0 < i < 1,05 = 04 (00

Z(s)

on a noté o; = RNs;). On note m; l'ordre de s; en tant que pole de ==.

3. OnaVe>0, Z(s) Keo 1+|7|A0=9)F€ pour s €U, et en T assez grand en valeur absolue
(ne serait-ce que pour éviter les pdles de Z afin que l'expression ait un sens),

4o D pst lan|n™? < (0 = 04)™%, uniformément en 0, < 0 < 0q + 1.

5. lan| < B(n) pourn > 1
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F1G. 13.3 — Hypotheses (H_)
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L’hypothese selon laquelle ¢(7) In 7 est une fonction bornée, signifie que ¢ ne décroit pas trop
rapidement, c’est-a-dire que la zone sans podle est supposée assez large pour pouvoir conclure.

La preuve du théoréme énoncé fait ’objet du chapitre [16]

Théoréme 13.16 (Théoréme taubérien de Landau hyperbolique). On suppose que la suite (a,)
vérifie les hypothéses (H_) avec les parametres

(UCM {(807m0)7 (Slvml)v R (ST’mr)}a A, ¥, &, B)7

ot 0q = 1. On a alors pour tout j =0...7r,

A Z(s
Qj(x) = e "Resg=s, (Ue”)
s
est un polynome de degré m; — 1, ot m;j est l'ordre de s; comme pole de @
On a alors Ve > 0,
— en supposant 36 > 0 tel que o(T') > T—lg (pour T assez grand) et a < % :

r

Nty =Y an =3 t9Q;(lnt) + O, (t"“ (In t)a*%ﬂ) .

n<t 7=0

— en supposant 33 > 0 et M > 0 tel que o(T) > ﬁ (pour T assez grand)

r

N(t) = Zan = Ztszj(lnt) + O (t"“ exp (—(Mlnt)%ﬁ(l — e))) .

n<t §=0
Remarque 13.17. Le premier cas permet de traiter le cas o

1

o(T) > m,

ou >0 et B >0 car on a alors Ve > 0, o(T) > ﬁ, et donc, quitte a changer la constante
du grand O, l'estimation est la méme que dans le premier point du théoréme|153.16,

Remarque 13.18. Le terme de reste en est bien un car Ve €0, 1] :
7 exp <—(M lnt)ﬁe(l - e)) = o (t%)

(bien penser qu’on n'a compté les poles o que pour j < r'). Quand auzx pdles de parties réelles
strictement inférieures a oq, ils rentrent dans ce terme de reste car Ve €]0,1] :

e “=o <t”’1 exp (—(Mlnt)ﬁ(l — 6))) .
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Principe de la démonstration
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Dans ce chapitre, on explique comment la moyenne des coeflicients peut-étre calculée par une
intégrale dans le plan complexe. On explicite aussi dés maintenant la contribution de chaque
pole de la série de Dirichlet, en vue de déplacer le contour d’intégration, ce qui sera fait aux
chapitres suivants.

14.1 Formule de Perron

La premiere étape derriere le théoreme taubérien de Landau est de transformer N(¢) en une
intégrale sur une droite verticale dans le plan complexe. Ceci est ’objet de la formule de Perron,
basée sur le lemme technique suivant :

1 sixz>1
Lemme 14.1. On note h(z) = ¢ % siz=1
0 st0<z<1

On a
1.¥Ye¢>0,T>0,etT >0,

1 c+iT d
‘h(x) / el

211 T S

¢ 1 1 .
< 27r|x1nm| (T + W) stz # 1
e siz=1etT =T

2. Toujours en supposant ¢ > 0, on a,

1 c+1i00 d
h(z) = / o

B 2777'2 — 0o S
(avec lintégrale convergente si x # 1 et convergente en valeur principale si x =1).

Démonstration. La preuve est assez classique et peut étre trouvée dans [52, Tome 2]. Pour le
1), plagons nous d’abord dans le cas x > 1. Soit M un entier assez grand pour que ¢ — M < 0.

279
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T

Fi1G. 14.1 — Premier contour pour la preuve de la formule de Perron

On utilise le contour Ry dessiné a la figure [14.1

Par la formule des résidus, on a :

< + +

1 c+iT d
‘h(m) - — / o ,

. i i

c—M+iT st c—M—iT . ds c—iT" . ds
- xr’— xr°— xr’—
210 Joipr S cHiT s c—M+iT s e—M—iT" 8

qu’on peut paramétrer par (le paramétrage de la troisieme est analogue a celui de la premiere) :

c—M+iT c—M
/ e @ _ / 20T do
c+iT $ c o+1iT

c—M—iT’ -1
/ s ds _ / . c—M+iT dr
r — = 1T —_—
c—M+iT S T C — M + T

D’ou les majorations (la deuxiéme s’obtient de fagon analogue & la premiere) :

/C—M+iT L 1 c 1 o
x°sTds| < = xdo = (€ — ™M)
c+iT T Je—m T'lnz
x° M x°
< 1— <
Tlnx ( 7 ) Tlnx
c—M—iT' —-M T c—M
ds ¢ T
/ r —| < dr = (T + T
e—M+iT s c—M J p c—M
/c—iT’ . ds _ e
r’—| < —
c—M—iT'! S T/ ln X

En utilisant ces majorations et en faisant tendre M vers ’infini, on obtient bien le lemme pour
x> 1.
Le cas 0 < z < 1 est symétrique au précédent. On applique le méme raisonnement. Cette fois
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c c+M

_T

FiG. 14.2 — Deuxiéme contour pour la preuve de la formule de Perron

le contour R/, dessiné a la figure n’englobe plus O et il n’y a plus de résidu.

On a alors :
1 < ds
2522

— 0= h(x).
omi Jr, " s (=)

Les majorations établies ci-dessus restent valables en changeant M en —M. On conclut de la
méme facon en faisant tendre M vers +oo.

Lorsque x = 1, on remarque simplement que ’on a :

i ) s lds = o (arg(c+iT) — arg(c —iT)) = = arctan p
Or, pour tout y > 0,

DT /*W dt </*w 2 2
< - —arctany = < = _
2 V=), 1+ S, T2 11y

Et finalement :

‘h(l)——lt/w+ﬂrs_1ds

2mi c—iT

1 ‘ < c < c
= |- — —arctan —| < < )
2 c| " w(T+c) T+Hec

Le 2) est une conséquence immédiate du 1) quand T'— 400 et TV — +o0.

0 sit¢N*

, et
an, siteN*

Pour énoncer la formule de Perron, on notera : a; = {

1
VteRJ%@):E:an+§%.

n<t

Donc Vt € R\N*, N(t) = Ny(t) (donc égalité presque partout).



282 CHAPITRE 14. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

Proposition 14.2 (Formule de Perron). Soit ¢t > 0 et ¢ > max(0,0.). On a :
1 c+1i00 d

No(t) = —— / Z(s)t 2,

20T Je—ioo s

ot l’intégrale
» est semi-convergente lorsque t € R\ N
» converge en valeur principale lorsque t € N.

Démonstration. Classique. Voir [52, tome II]. Mieux, on prouvera la formule de Perron d’ordre

supérieur (proposition [16.12)) strictement plus forte.

14.2 Contribution des résidus

d

On termine cette partie en expliquant la fagon dont vont compter les différents poles a 'intérieur
du contour, c’est-a-dire la contribution des résidus en ces poles quand on applique le théoréeme

des résidus.

Lemme 14.3. Vj =0...7, Q;j(7) = e *"Ress=s; <@esz) est un polynome de degré m; — 1,

Z(s)

ou my; est l'ordre de s; comme pole de = et donc Ve > 0,
. Z(s

7 < ‘Ress:sj < ( )t‘9>
S

(C est une constante)

~Ct%(Int)™~t <« goite

t——+oo

Démonstration. On écrit simplement

Ress—s; (Z(S)ts> = tYRess=s;, <Z(S)tssf)

S S

_ tszGSs:sj <Z(S) e(s—Sj)lnt>
S
mn;j
= 9 ) Cjm(nt)™!
m=1

ot Cj,, désigne le coefficient en (s — s;)~" dans le développement de Laurent de
par (m — 1)!, soit :

ma

Z(s — _

Ress:sj <((9)68$ = €x8J g Cj7k$m 1
m=1

La reste du lemme en découle immédiatement.

Corollaire 14.4. Ve >0 :

o Z(s) s
190 & Z ‘Ress:sj <St )
J

< t0'0+5

Démonstration. Ceci tient au fait que tous les R(s;) sont inférieurs a oy.

Z(s)

s

, divisé
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A Tlissue de ce chapitre, on est donc ramenés & estimer une intégrale dans le plan complexe.
Classiquement, cela se fait en déplacant le contour d’intégration grace au théoreme des résidus.
Les hypotheses de croissance polynomiale de la série de Dirichlet qu’on sera amenés a faire sont
alors cruciales.

Seulement, la formule de Perron ne saurait suffire a conclure, car la convergence de I'intégrale
n’est pas garantie. Selon les hypotheses, on contourne le probleme de 2 facons différentes :

e dans le cas d'un domaine de prolongement méromorphe de type hyperbolique, le déplacement
de contour se fera grace a un rectangle fini touchant au bord du domaine de fagon a optimiser le
développement asymptotique obtenu. On n’a plus alors de probléme de convergence car il suffit
de considérer I'intégrale sur un segment de droite. Ceci fait 'objet du chapitre [15]

e dans le cas d’une bande de prolongement méromorphe, on considérera un contour rectangu-
laire qu’on rend doublement infini en hauteur. Une idée pour s’en sortir est alors de passer par
des moyennes d’ordres supérieurs de la suite (a,). Ceci fait I'objet du chapitre
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Chapitre 15

Le cas simple ou 'ordre 0 suffit
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Comme on I’a dit en conclusion du chapitre précédent, dans le cas d’un domaine de prolonge-
ment méromorphe de type hyperbolique, le déplacement de contour se fait grace a un rectangle
fini touchant au bord du domaine de fagon a optimiser le développement asymptotique obtenu.
On n’a plus alors de probleme de convergence car il suffit de considérer I'intégrale sur un segment
de droite.

On rappelle alors la célebre formule de Perron effective[15.1] qui permet de relier cette intégrale
tronquée avec N (t), en majorant le reste.

15.1 Formule de Perron effective

On donne maintenant la formule de Perron effective, qui donne une majoration de l’erreur
commise en n’intégrant pas sur toute la droite {o = ¢}, mais seulement sur le segment : [c —
iT,c+ iT).

Proposition 15.1 (Formule de Perron effective).
Soit Z(s) = Zn>1 2n une série de Dirichlet d’absciesse de convergence absolue finie o, finie.
On suppose qu’il existe un nombre réel o > 0 tel que :

Z lan|n™7 < (0 —04)"%  (uniformément en o4 < 0 < 04 + 1),
n>1

et l’on se donne une fonction B croissante au sens large telle que ¥Yn € N :

lan| < B(n).

Alorsonapourt}Q,T}Zaggmﬁzga_g_;_ﬁ_-
n

ap 1 [T ds _,(Int)>  B(2t) InT
= == Z 5=+ Orpgy (1777 T4+t— ).
ns 271 k—iT (S + w) S + To T + to + T

n<t

En particulier, avec w = 0, la conclusion devient que pourt > 2, T > 2,0, 20, Kk = 04 + ﬁ :

285
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N(t) = ! /WT Z(s)t? ds + Or <toa (lnjf)a + B(2t) (1 + tlnT>> :

21 k—iT S T

Démonstration. classique, voir par exemple [52] ]

15.2 Preuve du théoréme [13.16

preuve du théoréeme[13.16L On applique donc le théoreme des résidus au contour :

a la fonction s — @t‘s . Le bord droit du contour est pris de partie réelle
s p p

¢=0at InT’
c’est-a~dire qu'il est d’autant plus proche de la droite {o = 0,} que T est grand.

Les dimensions du rectangle annoncé pour le déplacement d’intégrale sont un compromis (qui
dépend de t quand on donne 'asymptotique de N (t), entre le bord gauche du rectangle (qu’on
désire le plus a gauche possible) et T qu’on désire le plus grand possible, le rectangle devant
tenir dans U.

Le théoreme des résidus s’écrit :

1 Z -
/ +/ +/ +/ ﬂt&ds:zf{ess:sj (Z(S)t) (15.1)
2miSy Sy S S S =0 5

En effet, si T" est assez grand alors le contour n’englobe que les poles situés sur 'axe {R(s) = 0,},
c’est a dire les o, pour 0 < j <.

D’autre part, sur 7o,

Z(S) 5 <, TA(aafa)Jreflta"
S

On a Ao, — o) < Ap(T) < 1 — € pour T assez grand, et donc

TA(Uafa)+efl < val/27

et I’expression sur ~» se simplifie en :

Z(s) d
<

et en intégrant,

/ Z(s)tsds < L[ t7do < tga
€ = g € =
2 S \/T Ua—tp(T) \/T lnt

et de méme

Z(s) 1 toe
Bds <o —— .
[,4 T

D’autre part, on a :
/ @tsds — L et @tsds
2mi Jy, s 21 Jo_ir S ’
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FiG. 15.1 — Contour d’intégration pour le théoréme de Landau hyperbolique
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Par la formule de Perron (proposition [15.1]) effective, on obtient :

L[ Zpam L[ e o (15 (1427

2mi ), s T omi ) T T

Enfin, sur 73, Z(s) < 1 + |7]49(M+/2_ et donc :

7 1 oa—p(T)—iT 7
/ ﬂtsds = — ﬂtsds
3 S 210 J o p(T)iT S

T

<. taa—go(T)/ (1+’T’)A30(T)+e/2—1d7_
=T
T

<. taa—w(T)/ (1_,_|7-|)A<p(7)+e/2—1d7
0

ol on a utilisé la parité de ¢.

Soit Ty > 0 tel que Ap(Ty) < €/2 (ce qui est possible car ¢ tend vers 0 quand Ty tend vers
I'infini). On a alors

T Ty T
/ (1 + |7_’)Ago(7')+e/2—1d7_ < / (1 + |7_|)A<p(7)+e/2—1d7_ +/ (1 + |7_‘)A4,0(7')+e/2—1d7_
0 0 To

T
< 1—|—/ (1+ |7 tdr
To

< T<

Et donc finalement N(t) a le développement asymptotique suivant, pour tout ¢ > 0 (les
intégrales sur v, et 4 sont plus petite que celle sur 73) :

- Z(S) s Oa (h’lt)a InT oa—(T) e
]Z%Ress_sj( , t>+06<t 7 T B (1t )+t T¢) .

Pour prouver le premier point, on prend 1" défini implicitement comme fonction de ¢ par :

Int
TOMT = —*
1+e

On en déduit notamment

o Int < TPt d'olt 7 <. (Int)
elnT K 1;3—5.

On obtient alors, pour € > 0 assez petit, une majoration de chacun des termes de la somme
dans le grand O :

o toa U000 (I )2

e B(2t) < 1 qui rentre dans les autres termes de reste.

o BT <t <t (Int) 5T

o 17?1 L 1% exp (—1;—;) T¢=t%exp(—(1+€)InT+elnT) =L

1
et donc t7e=?ITe < 1% (Int) 57

1
_B+E.
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Pour le deuxiéme point, on prend :

1
MInt) 6+1
T =
xp (( 1+e > )
On en déduit notamment

1 1
o L < exp (— (MInt)5 (1 - e)).

1
oIn7T < (Int)s+.
On obtient alors, pour € > 0 assez petit, une majoration de chacun des termes de la somme
dans le grand O :

oq (In1)® o rny

o 1705 L t%exp (— (M Int)F+ (1 —¢)

e B(2t) < 1 qui rentre dans les autres termes de reste.
1 1

o B20)tT <, t(Int)F+ exp (— (M1Int)5+1 (1 — e))

d’ou

InT 1 1
) _ Br1 _
B(2t)t T < texp < (M1Int)s+t (1 e)ﬁ 1 In lnt>

donc quitte a renommer e,

InT 1
B(2t)tnT <. exp (—(Mmt)ﬁil (1—6)).

o t7a=#(I)Te L % exp (_(]l\ﬁ?)%) T =t%%exp(—(1+¢e)InT +elnT) = t%a

et donc t% (1T <« 1% exp (— (M In t)ﬁ (1— e))
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Chapitre 16

Vers un ordre supérieur
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Dans le cas d’une bande de prolongement méromorphe, on considére un contour rectangulaire
qu’on rend doublement infini en hauteur. Une idée pour s’en sortir est alors de passer par des
moyennes d’ordres supérieurs de la suite (ay,).

On énonce alors la formule de Perron généralisée (proposition [16.12). Cette formule relie la
moyenne d’ordre supérieur N (t) (moyenne de Cesaro, 'ordre k étant fonction de la croissance

de la série de Dirichlet sur les droites verticales), et une intégrale [ 0 Z(s)t”

i : ) SGE1)...(s1k) @8 sur une droite
verticale dans le domaine d’absolue convergence.

Faute de relation entre N et Nj, les opérateurs A et A établissent une sorte de dérivation,
respectivement dans le monde discret et le monde continu. La formule de Perron est alors trans-
formée en une relation entre A?(Jk)Nk (t) et une intégrale [ Z(S)A?(f) (t*) -+ (y est un parametre
qu’il faudra régler en fonction de ).

On obtient alors un développement asymptotique de A?(Jk)Nk, puis il faudra « redescendre » a

N(t), par les propositions [16.16| ou [16.19} analogues de I'inégalité des accroissements finis.

16.1 Nouvelles notations et premieres propriétés

On commence par introduire les moyennes d’ordre supérieur.

1
Définition 16.1. On note ¥k > 1, Ni(t) = 4 > an(t—n)".

"<t
On définit deux opérateurs fonctionnels sur les fonctions continues par morceauz sur R, indicées
par uny >0 :

LAt flt+y)— ) et AP =A, 0A 0. 0A,
t+y B

2. Ayf:t|—> f(u)duetﬁgf)zﬁyoﬁyo...oAy
t

291
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Comme dans I'énoncé du théoreme, on appelera Z(s) la série de Dirichlet associée a la suite
(an).

Les hypotheses du théoréemes sont supposés vérifiées a partir de maintenant, sauf la positivité
des coefficients qu’on n’utilisera qu’a partir de la proposition [16.16]

Lemme 16.2. Vk > 0, Nj, est C*° sur R\N*.
Vk > 1, Ny, est C*~! sur R.

Vk > 2, Nj(t) = Ng_1(t) surR.

Ni(t) = No(t) = N(t), sur R\N*.

Démonstration. Ny est C*° sur R\N* de fagon triviale.
Soit k > 1 et xp € R\N*. Alors, il existe ¢y > 0 tel que |xg — eg;zo + €[N* = 0 et donc :
Vit €]xg — €0; x0 + €o[, d’apres la définition de Ny, :

Ne(t)= > an(t—n)".

n<ro—eg

Cette expression est celle d'un polynéme en ¢, et donc en particulier, Ny est C*° sur R\ N*.
Soit maintenant k > 1 et ng € N*. Alors Vt €|ng — 1;n9 + 1],

k sing—1<t<ng

Ni(t) = Z an(t — n)’lc = {Zn<n0—1 an(t —n)

Znéﬂo an(t —n)" sing<t<nyg+1

n<x

Le deuxiéme cas contient juste un terme en plus par rapport au premier : a,,(t — no)k dont
toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal & k — 1 s’annulent en ¢t = ng. Donc Ny, est C*~1 sur
R.

La fin de la preuve est évidente. O

Corollaire 16.3. On a : Ni(f) = / N(t)dt = / No(t)dt
0 0

t
et Vk > 1, Ni(t) = / Ni—1(z)dz.
0

Démonstration. évident O

Lemme 16.4. Vk > 1, et Vy > 0,

1. on a uniformément en t tel que y <t

AP F#) <28 sup £
[t,(k+1)t]

2. Si f est de classe Ck J
k k k

t+y t1+y tr—1+y
A (1) = / dty / dty . .. / F®) () dty,
t

t 1 tk—1

c’est a dire :

Remarque 16.5. Une version plus précise du premier point fait l'objet du lemme [A1]
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Démonstration. 1. Preuve par récurrence immédiate a 'aide de la définition de A,.
On a bien pour tout ¢ tel que t >y : |A, f(¢ )\ <|fE+y)|+[f()] < 2suppoq [ f]-

Supposons que pour tout ¢ tel que t > vy, \A f)] < 2* Supfy, (k1) | f|- Alors :

AFD )| = AP @) (0] <2 s |a
[t,(k+1)t]

Or Vz e [t, (k+1)t] :
Ay f(@)] = f(z+y) = f@) <[flz+y)|+[f(2) <2 sup |f],

[t,(k+2)t]

ce qui permet de conclure.

2. Par récurrence sur k.
Pour k =1, le lemme s’écrit :

t+y

f(t)dty = f(t+y) — f(t)

t

vrai.
Supposons que pour un certain k > 1 avec f de classe C* :

t+y t1+y lk—1+y
:/ dtl/ dtQ.../ FE) (8 dty,
t t1 tp—1

Prenons f de classe C*T1. Alors, par définition :

ARy = AP F(t+y) — AP f()

t4-2y ti+y th_1+y
= / dtl/ dtg.../ ) () dty,
t1 tp—1
i+y ti+y lk—1+Yy
—/ dt1/ dtg.../ FE) (it dty,
t t1 tp—1

Avec le changement de variable global

(t1, b2,y te) = (B —y b2 =y, ot — )

(de jacobien égal a4 1) on a :

t+y t1+y th—1+y
AP (¢ / dty / / [ FP (g +y) — ¥ (tk)} dty
t1

tp—1
t+y t1+y lk—1ty  ptety
AlFF( / dtl/ / / FEED () dt
t1 tp—1 ty

Voici un corollaire immédiat au lemme [16.4] :

et donc :

Corollaire 16.6. On dispose du lien suivant entre A et A :

gg(/k)(us) _ (l—[k_l(ls_i_j)> Aék) (us-i-k)
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme a la fonction u — ustk, O

Cet autre corollaire relie les moyennes de la série, & I'opérateur A®*) appliqué aux moyennes
d’ordre supérieur.

Corollaire 16.7. Vk > 1 :
t+y

AyNk(t) = Nkfl(tl)dtl
t

et

t+y t1+y tk—1+Yy
APNL(t) = / dty / dty ... / N (ty)dty,
t t

1 te—1

t+y 1ty tk—1+y
= / dtl / dtQ . / No(tk)dtk
t t1 tk—1

Démonstration. D’apres la proposition N}, est CF presque partout et N,gk) =N = Ny
presque partout. On peut donc appliquer le lemme [16.4] O

Par abus de notation, on note u*® la fonction u — u*, Aly‘“(ms) pour AZ(us)(x) et &’;(:US) pour
Ab(u*)(x)

Lemme 16.8. 1. Ona : B
Aék)(ts) <y t0+k|7'|_k,

uniformément en || > 1, 0 <y < t, et s appartenant & une bande de la forme {|o| < C'},
avec C fixé.

2. Soit K un compact de R. On a uniformément en 0 <y <tetoce€ K etenr
X Y
AP ) =yt (1+ 0 (9))

Remarque 16.9. Une formule plus précise permettant de montrer le premier point fait l’objet

du lemme [A3.

Démonstration. 1. On a vu au corollaire que

AR sy = [ L) A (yeth
50 = (s ) 0 ().

< (H?:118+j|> ’Ag(!k) <t8+k>’.

Toujours d’apres le lemme cela implique :

1
< <k> 2k sup
[Goils+3dl)  weny

‘ < ﬁ uniformément en |7| > 1 et

et donc

‘gz(/k) (t)

’&E’k) (t)

uerk‘

1

Or |55

sup us+k‘ < (1 + (k + 1)”’“) ok,

[t,(k+1)t]
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(discuter suivant que o +k > 0 ou non). Et donc en faisant dépendre la constante de majoration
de k et de o, on obtient bien le résultat annoncé.

2.0n a:
~ t+y t1+y tg—1ty
AP (¢ / dt, / / (t5 — t%)dty,
t1 tp—1

avec ty, € [t,t+ ky|, c’est a dire t, =t + z avec z € [0, ky]. On a alors :
Bt = (t+2)°—t°
= 1+ 1)

- cone()

~ t+y ti1+y tr—1ty
AWy —yhes = / dtl/ dtg.../ 0K n (%) dty
t

t1 tp—1

Y
= v or ()

et donc

16.2 Formule de Perron généralisée

D’abord un lemme :

Lemme 16.10. Pour tout j > 1, pour tout ¢ > max(o.,0), on a :

c+i00 ts—l—j
I = Z d
Z 't 2z7r ; (s) s+ °

n<t eioo

ot l’intégrale
— est semi-convergente pour t € R\N
— converge en valeur principale pour t € N.

Démonstration. On écrit que :

ou Z, est définie par Z,(s) = Z(s — j) pour tout z € C. On a donc :

Za(s) =Y ag’;‘j.

n=1

De plus, en notant o, et o, respectivement les abscisses de convergence absolue et de convergence
de Z(s), 'abscisse de convergence absolue de Z,, est 0,4 j tandis que son abscisse de convergence
est o. + 7.
Le probleme est alors d’évaluer la moyenne des coefficients de Z,,. On applique alors la formule
de Perron (proposition [14.2)) & Z,, et on obtient, pour tout ¢ > max(0, 0. + j) :
i ' +ioco , ts , 1 ¢ +ico ts
Zann %ir Zn(s )?ds =5 Z(s' —]) ds'

/i /g
TL<t C 100 C 100

ol l'intégrale
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— est semi-convergente pour ¢t € R\N
— converge en valeur principale pour ¢ € N.
Le changement de variable évident s = s’ — j conduit bien & la conclusion. O

On donne aussi un lemme combinatoire qui sera utile dans la preuve :

Lemme 16.11. Pour tout k >0, on a :

k'z< >S—|—j B (s+1)-1..(s+k;)'

1

Démonstration. 11 s’agit simplement de trouver la décomposition en éléments simples de .
s(s+1)---(s+k)
Multiplier par s + j et faire tendre s vers j de chaque c6té. O

La proposition qui suit est une généralisation de la formule de Perron (k = 0), qu’elle contient
strictement.

Proposition 16.12 (Formule de Perron d’ordre k).
Pour tout k € N, pour tout t > 0 et pour tout ¢ > max(0,0.) :

_ 1 fetieo Z(s)t®
N (1) = 2m/c_ioo s(s+1)...(s+ k)

ou
— lintégrale est semi-convergente pour t € R\N
— lintégrale converge en valeur principale pour t € N

Démonstration. preuve classique. Le cas k = 0 a déja été traité (proposition [14.2]). Reste a
traiter le cas k = 1.

On a par définition :

Ni(t) = % S an(t — )t

"t

c’est-a-dire par la formule du binéme :

Ni(t) = kl‘zkjo (k> (1)) " ann’.

J n<t

On utilise alors sur le lemme [16.10| (les modes de convergence sont celles de la conclusion du

lemme [16.10)) :
k .
1 kN b L1 et oo ds
Nilt) = 732 <j>tk j(l)]%w/ F@ +js—|—]
=0 c—100

et donc en réarrangeant les termes, on obtient :

RN (E) = 2; /HO F(s)t* ;i(?) (Sl)f
o =

100

et d’apres le lemme [16.11] on a bien ce qu’on voulait démontrer.
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Y2 T
—=
3 #a!
By B T——c ;
=T
Y4

F1G. 16.1 — Premier contour pour la preuve de la formule de Perron d’ordre supérieur

Remarque. Le cas k > 1 et ¢ > o, peut-étre traité a part, grace au lemme suivant
analogue du lemme pour ordre supérieur.

Lemme 16.13. Vk > 1, Ve > 0,
1 et ds :{,;(1—1)’6 sit>1

= S
270 Jo—ioo S(s+1)...(s+ k) 0 si0<t<1

preuve du lemme. Pour le cas, t > 1, on applique le théoreme des résidus au contour :

avec la fonction s — WS(SH{), qui a ses polesen s =0, s =—-1,s = —2..., s = —k. On a
alors :
k
1 t° x 7
— ds = _
270 Jr,, S(s+1)...(s+ k) jZ::OH%O(_j+Z)
J
‘o
= -
= 12751
140
o ik — )
= Mk =)
k
1 . _(k
= s ()
j=0 J
soit : N
Y e (16.1)
2mi Jr,, S k! x

D’autre part :

—M+iT ts —-M tO’-l—iT
ds = d
/c+iT sGG+1)... s+ k) /C (0 +il)(o+iT +1)...(c+iT +k)

et donc :

—M~+iT s c -M
/ t dsl < 1 t°—t 0
s|<=——— — 0.

et S(s+1) .. (s+ k) Tkl Int  T—ioo
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T’

Fi1G. 16.2 — Deuxieéme contour pour la preuve de la formule de Perron d’ordre supérieur

De méme :

On a aussi :

—M—iT s =T it7M+iT
ds = d
/_MHT st D). s+ k)™ /T (CM+in)(—M+ir+1).. (M +tirt k)

et donc :

M 2T
S e |, 0T e

—M—iT 5
/ ds
‘ “myir S(s+1)...(s+k)

On reporte les résultats trouvés dans[16.1] et on fait tendre M — +oo d’abord, puis 7" — +o00,
et on obtient bien le résultat.
Quand au cas t < 1, on considere cette fois le contour :

qui n’englobe plus de pole. On a comme avant :

M~+iT s
/ ds — 0.
erir S(s+1)...(s+k) T—+oo

et :
c—iT 5
ds — 0.
/M—iT S(S+1)(S+l€) T—400
On a aussi : ‘
/C—lT ts d 2TtM
s| < —— —
M—iT S(S+1)(S+k’) Mk+1 M —+oc0

On conclut encore en prenant la limite d’abord en M, puis en T'. ]

preuve alternative dans le cas o > o, et k > 1, en se servant du lemme|[16.135.

On écrit :
1 C+i°°<t>5 ds L a-mF sitza
270 Jorino \m) s(s+1)...(s+k) 0 sinon
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En multipliant par a,, et en sommant sur 7, on obtient :

1

1 /c+ioo an e _ Nt
2mi St emico 1 s(s+1)...(s+k)
Or, uniformément en s = ¢+ i7 :
Gn t® la, [t

<

ES(S'FD'--(S-FR‘) nc(1l+ |7])k+!

et

Jan|t [
dit| =t° <
/ZnC(H!r\)’““ 4 (1+yr\)k+l,; T

R n>1

car ¢ > g,. D’apres le théoreme de Fubini, on peut donc permuter somme et intégrale, et on
. - an :
reconnait Z(s) = »_,~; 7% ce qui permet de conclure. O

16.3 Estimation des moyennes d’ordre supérieur

La proposition qui suit, fondée sur la proposition permet de tranférer I’évaluation de
Ni en une évaluation sur Az(,k)Nk. Cette évaluation, qui donnera le lemme grace aux
hypotheses sur la série, pourra ensuite étre injectée dans I’encadrement de la proposition
et ainsi fournir I’évaluation avec reste de N (t) souhaitée.

Proposition 16.14. Soit 0 <y <t et k tel que k > Ad (par exemple k = [Ad] +1). On a :

1 c+i00 7(8) ~ 5
APIN(t) = 55 / i )Agf> (t°)ds

—100

Démonstration. D’apres la formule de Perron d’ordre supérieur (proposition [16.12]), on a :

1 c+i00 (s ts+k
Nk(t) = 2/ ( )
Tl Je—ino S(s+1)...(s+ k)

On applique l'opérateur linéaire Aék) aux deux membres de cette égalité, et on obtient :

1 /chioo Z(s)Agk) (ts—i-k)

(k) =
Ayk Ny (1) oo S(s 1) (s+ k)

T 2mi
Et finalement, en utilisant le corollaire [16.6] on aboutit bien & I’énoncé de la proposition.

d

Le lemme qui suit donne un asymptotique en se servant du théoreme des résidus et des hy-
potheses sur la série.

Lemme 16.15. Pour tout € > 0 assez petit, pour tous t et y tels que 0 < y < t, et pour tout k
fizé tel que k > AJ, en prenant ¢ = o, — 0 + % :

: Z ,
APING(t) =Dy Res,—s, ( is)t5> + O, (tc TRy y’f“tooﬂ#) .
§=0
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Démonstration. On prend € > 0 assez petit pour que ¢ < o, (c’est & dire que tous les pdles de
Z sont dans le demi-plan {®(s) > ¢’}). On a

2
k>A(5:A<0a—cl+£> = Ao, — ) + 2e.

D’apres le lemme et les hypotheéses du théoréeme on a:
Z(s)

A (k) (48 —e—1
AP (%) < (1+]7])

On applique alors le théoréme des résidus au contour dessiné a la figure [16.3] et a la fonction
s @A’yf(ts) et on fait tendre 7' — +00. ¢ est un réel qui ne joue pas dans la suite, qu’on
prendre juste ¢ > max(o,,0). Pour T assez grand, le contour considéré englobe tous les poles

et on obtient :

;m/% +L2+A3+L4 Zis)gék)(ﬁ)ds = ;Resszsj <Zis)ﬁgﬁ>(t8)> (16.2)

Les s sont en nombre fini, donc on peut trouver un compact K qui englobe un voisinage de
leur ensemble. D’apres le lemme [16.8], on a donc :

Res.., (200 0)) = yResees, (2200 ) [14 0k (4)

uniformément en 0 < y < ¢.

D’autre part, Ve > 0, Z(s) <, 1+ |7]¢ pour ¢ > 0,. Donc d’apres le théoreme de Phragmen-
Lindelsf on a Z(s) < 1 4 |7|A@a=9+¢ uniformément en o pour o > o4 — 4,

Donc d’apres le lemme [16.8] sur o, a ¢ fixé :

Zis) Az(,/k) (°) <. TA(Uafa)+eflfk,

(uniformément en 7' > 1 et o). Mais Vo > ¢/, on a :
Alog—0o)+e—1—k< Ao, —)+e—1-k
et donc, compte-tenu du choix de k et de ¢ :
Alog—0o)+e—1—-k<—-1—-€<0

ng) Eék) (t*) converge vers 0 sur v quand 7" — +o00. De plus, uni-

et donc pour tout o > ¢,

ng) ﬁz(,k) (t*) < 1 intégrable (en o) sur [¢, ] (compact).

formément en T,

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée :

/ Z(S)zl(/k)(ﬁ)ds:/ Z(U+.ZT)EZ(/k)(tU+iT)dO, .0
vy S c o+:iT T—+o00

De méme :

/ ZE) W (9yds — 0
o S T—+o00o
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Fic. 16.3 — Contour d’intégration pour le théoréeme de Landau revisité
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D’autre part, d’apres la proposition :

o | ZLAP s — AP,
2mi )y S T—+o00

Enfin, on écrit que sur ~3, Ve > 0, d’apres le lemme o = c étant fixé :

Z(s)

: AP (%) g (1 4 |r|) Al retoh)

uniformément en 7 € R et en 0 < y < t (la fonction considérée a gauche étant continue sur la
droite {R(s) = ¢}, la majoration est vraie pour les T petits par compacité). Et donc compte-tenu
du choix de k, pour € assez petit :

Z(s) x s c —1—¢
()R 1) e 51 o))

(avec la méme uniformité), et en intégrant :

/ Z(S)Kg’“ (t%)ds < t°+F.
73 $

et donc en reportant dans[16.2] on prouve :

AB N (1) ZykRess 9 <() ) [1 + Ok (%)} + Oy (tC’“f) . (16.3)

On écrit enfin, grace au lemme [14.3] :

T Z . |
jz(:)ykReSszsj < iS)ts) Ok i (%) = ]Z%yktgan(lnt)OKk (%) — Og(ykJrltaOflJre)

et on reporte dans

16.4 Fin de la preuve du théoreme [13.3

C’est seulement maintenant, et pour tout le reste du chapitre, qu’on suppose que les a,, sont
positifs. On va prouver le théoréme [13.3
Les inégalités suivantes encadrent la moyenne des coefficients par des bornes dépendant de la
moyenne d’ordre supérieur.

Proposition 16.16. On a pour tout k > 1

Az(/k)Nk(t — ky) <
Y

Démonstration. Par définition :

t+y ti+y lg—1+Yy
APIN(t) = / dty / dty ... / N (tg)dty,
t t t

1 k—1
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mais ty > tx_1 = -+ > t1 >t et par croissance de N (& cause de la positivité des coefficients) :
t+y t1+y te—1+Yy
AP N (t / dtl/ / N(t)dt, = y*N(t).
t te—1
De méme :

t—(k—1)y t1+y thk—1t+y
AFN(t — ky) :/ dtl/ dt2.../ N (ty)dty,
t t

—ky 1 tp—1

mais tp <tp_1+y <tp_o+2y<---<t;+ (k—1)y <tet par croissance de N :

tf(kfl)y t1+y tk—1+y
APIN(t — ky) < / dt1/ dts .. / N(t)dt, = y*N(t).
t—ky 31 lg—1

On en déduit facilement le corollaire suivant, en se servant aussi du lemme [16.15]

Corollaire 16.17. Pour tout € > 0 assez petit, pour tous t et y tels que 0 < y < t, et pour tout
k fizé tel que k > AJ, en prenant ¢ = 04 — 0 + A :

T
1) = Dt Quint) + O, (19 y™F 4 yro1+)
k=0

La preuve du théoréme est alors immédiate.

Fin de la preuwve du théoréme[15.3 Reporter 'estimation du corollaire et égaler les termes

/
1—20=¢ +e R . . ~
de reste (prendre y =¢~ #¥1 ). Les deux extrémités ont bien le méme comportement asym-

potique, car on a choisi y tel que % t—+> 0. Les affirmations concernant les @); font 'objet du
— 400
lemme [14.3]

O
Maintenant on passe & la preuve du corollaire [13.6]
Remarque 16.18. A partir du corollaire on obtient :
mo L
== Zan = ZtSJQ](lnt) |:]. + Oe (taaioriz+€>i| .
n<t §=0
Ce qui précéde n’a en effet du sens, c’est-a-dire le terme de reste en est un, que si o, < 0q.
preuve du corollaire[I3.6. Avec les notations du théoreme [13.3} on a : o5 = ﬁ e %

et donc, pour tout € > 0, il existe dp > 0 tel que ‘ﬁ — %’ < 5. Or d’apres le théoreme

[13.3] comme Z a un prolongement méromorphe avec un nombre fini de poles sur chaque bande
verticale, on a pour tout § > 0 et pour tout € > 0 :

T”

) €
=Y 4, = Y 19Q,(nt) + O, (t"a‘m+§> ,

n<t §=0
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o " = max {j €{0,...,r}:0;> 04— %H} (r" dépend de §). En particulier, avec § = d :
do n € < 1 n
Og— ————+=-<0,——+¢
“AS)+2 2 Y AT

et donc on obtient que pour tout € > 0 :

7,/

N(t)=> an=> t9Q;(Int)+ O (t"a—%“) ,

n<t §=0
ou
, . do
r :max{j €{0,...,7}:0j >UG_LA50J+2}'
0 0 1
Et comme A 50? ) < Ag() =71 il est loisible de prendre la somme jusqu’a r comme dans

I’énoncé du corollaire, les 7 > r’ rentrant dans le terme d’erreur.

16.5 Fin de la preuve des théoréemes [13.8 et [13.12

Dans toute la suite, on ne supposera plus sauf mention contraire (et on mettra dorénavant le
symbole ™ (chapeau) pour tout ce qui s’y rapporte) que les séries considérées sont a coefficients
positifs.

On considére une suite (ap)y>1 d’éléments de RT tel que Vn < 1, |ay| < @y, et on notera de

~

maniere évidente : N(t), Ny(t), Z(s) etc...
>

Proposition 16.19. Vk > 1,
AP Ny (¢ . ~ R
yykk() = N(t) +0x (N(t +ky) = N(1)) = N(t) + O (ML) F(1))

Remarque 16.20. Cette proposition est le pendant de la proposition|16.16] quand les coefficients
de la série de Dirichlet ne sont pas supposés positifs.

Démonstration. On démontre la proposition par récurrence sur k. Au rang k = 1, la proposition
i
s’ecrit :

Ni(t+y) — Ni(?)
y

= N(t)+0 (ﬁ(t+y) - N(t)) .

Mais en fait :

Ni(t+y) = Ni(t) =D anlt+y) —t] = yan

et donc
Ni(t +y) — Ni(t)

Y
et donc la proposition est vraie au rang k = 1.
On suppose que la proposition est vraie jusqu'au rang k —1 > 1 (k > 2). Alors :

~N({)=0

A?Sk)N k(t)
Y

1

- N(t) = [ykAg(,k)Nk(t) - yk_A(k_l)Nk—l(t):| + |:y_A(k_1)Nk—1(t) - N(t)]

- [ylkAg’“)Nk(t) - kllAék_l)Nkz—l(t)} + O, (N(t + (k= 1)y) - N(t)) :
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Par ailleurs :

1 1 1
—APN(t) — = AFIN (1) = -1 [yAyNk(t) — Nk_l(t)}

" ” g1
I N (=) [1 (Ni(t +y) — Ni(t)) = N (t)}
Y17 y F y K kel

et donc d’apres 1’égalité des accroissements finis, Jv €]¢,t + y| tel que :

1 1
—APNL(E) = 5= A TINa (1) = "D [Ni—1(v) = N1 (1)

Yy Yy
soit :
1 _
yTAék)Nk(t) - FAg(f DN a(t) =
1 1
FAék_l)Nk—l(U) - N(“)] - Lyk_lﬁék_l)]\fk—l(t) - Nk(t)] + [N(v) = N(1)]

D’apres ’hypothese de récurrence :

ykl—lA:gkl)Nkl(v) N(v) = O ( (v+ (kE—1)y) — ]/\\T(U))
et : )

FAékfl)Nkfl(t) N(t) = Oy ( (t+(k—1)y) — N(g) .
Enfin :

IN@) = NOI =] D anl < Y lanl < D lanl = N(t+ky) = N(®).

t<n<v t<n<v t<n<t+ky

De méme par croissance de N, les autres termes d’erreur obtenus : Oy, ( (t+ (k—1)y) — ﬁ(t)),
Oy ( (v+ (k—1)y) — N(v )) et O < (t+(k—1)y) — ]V(t)) rentrent bien dans le reste an-

noncé ce qui termine la preuve. O

Pour démontrer les théoréemes qui suivent, on va aussi démontrer :
Proposition 16.21. Pour tout € > 0 assez petit, pour tous t et y tels que 0 < y < t, et pour

t——+o00

tout k fixé tel que k > Ad, en prenant ¢ = o, — 0 + Z7 et en supposant % — 0,

]/\\f(t + ky) _ N(t) _ Oe(tc’-I—ky—k: + ytaa—l-i-s)

Démonstration. On utilise le corollaire [16.17] qui nous donne :

Zﬁf@ (Int) 4+ O (tTFy=") + O (yt% 1)
7=0

On note R(t) = >_"_(t*Q;(Int). D’apres le lemme

A 7
0,0 =ty (296) = 3 g0
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ot gjm(t) = Cjmt®i(Int)™ 1, avec les Cj,,, € C. On a pour tout ¢ > 0 :
G () <jm t777 (I t)™ !
donc d’apres le théoreme des accroissement finis :
9jm(t +my) = gjm(t) <jm yt7 = (Int)™ ",

et donc

Z(s Z(s o _ s —
Res,—s, <i)(t + ky)5> — Resy—s; (i)ﬁ) = Gim(t+my) = gjm(t) <5yt (Int)™ !
m=1

et finalement Ve > 0,

R(t+ ky) — R(t) = ;) (Ress:s]_ (@(t + ky)s> ~Res_s, ( ZiS) t)) <, yiFaite

D’autre part, la différence des O, comme % — 0, est bien de la forme annoncée. O

On est maintenant en mesure de prouver le théoreme [13.8

prewve du théoréme[15.8. D’apres la proposition [16.19] on a :

_ A Ni(®)

N(t) O (N(t +ky) — 1\7(7:)) .

[
On choisit alors y = '~ ¥ pour conclure.
» Le lemme [16.15| montre que Ve > 0,

(k)N r ~
Ayykk(t) — ZReSS:sj <Z((9$)t8> + Oe (tUa_ LA§i+2+E> )
7=0

» On traite le Oy (N(t + ky) — ]V(t)) avec la proposition |16.21{

5.0
Le terme principal du théoreme en 1’état est alors en O(t7¢7€), le reste en t°* [A5]+2 *e. Cer-
taines composantes du terme principal rentrent donc dans le reste : a savoir les termes avec s;
tels que 6, — 0 > ﬁ, d’ou la conclusion finale. O

Remarque 16.22. Sion factorise le résultat déja obtenu dans le cas ot t7 < Z;':o Ress=s; (%‘S)t‘g)

(ce qui est le cas par exemple, s’il n’y a qu’un seul pdle de partie réelle égale & o,), on obtient :

N(t) = i Ress—s, <Zis)t8) [1 10, (tal“’v'—k%“)} .
=0

On n’obtient pas mieux en revenant a la proposition [16.21]

Remarque 16.23. Plus 7, est proche de o4, meilleur est le résultat (c’est la qu’apparait 1’im-
portance de la qualité de la magjoration). Et donc le reste dépend de la qualité de la magjoration

et donc de o,. Plus précisément, il n’y a plus de terme principal si G, — og > ﬁ
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preuve du corollaire [13.1(). analogue a celle du corollaire [13.6 O

preuve du théoréeme|13.12 On part du résultat de la proposition [16.19|:

(0 _
N(t) = AyN’f() £ 05 (Nt + k)~ N ().

APN, Ny (1)

Cette fois, pour plus de précision, est évalué grace au lemme [16.150 Le terme principal

est > ; Res (@t“j). On obtient aussi 2 restes :

1. tﬂa*5+6+ky*k

2. ytoolte

On doit aussi prendre en compte le reste provenant de Oy (]\Af (t+ ky) — N (t))
On utilise la proposition [16.21| (avec une série a coefficients positifs donc 69 = 7,) qui nous
donne les 2 restes :

1. tTa=ltey

2 . ta\'a*5+€+k’y7k

C’est seulement maintenant qu’on a écrit les différents restes obtenus, qu’on va choisir y fonction
de ¢, pour minimiser le reste résultant.

. .\ . PR . 1— 2=
Par analogie avec la premiere version du théoréme dominé, on cherche y sous la forme ¢~ #+1,
avec B > 0 pour que ¥ — 0 quand ¢ — oo. (& réécrire avec la limite sous la fleche).
Les exposants en t des différents restes obtenus sont alors :

l.o,—0+e+k— k+k+1—aa—5+e+k+1

2.00—1+e+1— —(704—6—]%1
3. —1+€+1_7:Ua+€—k7+1
4. 7, —5+6+k k+k+1—3a 5+e+k+1

Le deuxieéme reste est plus petit que le troisieme car g < 04 < 0. On cherche donc B > 0 tel
que le maximum entre

1. 0, +e+ f—ﬁ -0
2. Outet 1 +0a—0a—B
3. aa—f—e—I—éf—ﬁ—l—aa—aa—g
soit le plus petit possible.
Max(:d, Oq — 0q — B,04 — 04 — §) vaut :
- 810 —-0 <0, —0g: ma§(A — o0, — B,0, —
tel que max(=2, EB. _ §) soit minimal. Les B

~

), et on est ramenés a chercher B > 0
conviennent, et on obtient un reste en

)

B0 Rl 0
Ot~ w17),

— sinon : max(—0, 0, —0,— B), et on est ramenés a chercher B > 0 tel que max( é‘fl J, k—fl +
04 — 04) sOit minimal. Le cas d’égalité donne : B = 0, — 0, + 0, et on obtient alors un reste

en
oaq—0+kTq ~ Ga—0aq+d
O. (t = +€> = O, (t”“_ Rl +6> .
En fait, le terme de reste n’en est pas toujours un suivant la finesse des informations dont on

dispose, ou du moins, il peut arriver que certains termes du terme principal rentrent dans le
reste. En fait, Vj tel j € 0,...r

Ress—s, <Zis)t8> ~ C (7 (In )™
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ou C' est une constante. Donc :
— Dans le cas § — § < 0, — 0y, seuls comptent les j tels que

t&\a—%ﬂ—l—e — 0 (toj (lnt)mj_l)

c’est a dire les j tels que :

-~

0
E+1

— Dans l'autre cas, on trouve que seuls comptent les j tels que

0j > 0q —

Oy —0g+0

|

O]

Les remarques qui suivent peuvent s’appliquer aux théorémes et [I3.8 ou étre facilement

transposés a ces théoremes.

Remarque 16.24. — On aurait pu obtenir comme pour les théoréemes et|13.8], une version

factorisée du résultat. Pour ca, on peut utiliser le lemme et la proposition et
choisir aprés coup y en fonction de t. Cependant il semble que les calculs se déroulent moins
bien que pour ce qu’on a démontré...
Plus Zja est grand, plus la majoration des a,, est grossiere, et plus le reste obtenu est grand.
Plus d ou ¢ selon le cas, est petit, plus loin & gauche on connait ZouZ , et meilleur est le
reste.
Plus la fonction est estimée finement sur les bandes verticales, plus A est petit, plus & diminue
et meilleur est le reste
Dans le premier cas, le reste obtenu est celui du théoreme et du théoreme et quand
o se rapproche de o et d de §, on se raproche du cas du théoréme des coefficients positifs,
et le reste effectivement se rapproche de celui trouvé dans le théoreme [13.3| et le théoreme
13.8 R
En fait, ’évaluation obtenue est la méme que celle du théoreme m quand § = é ou bien
quand &, est grand. Dans le cas contraire, le terme de reste fait intervenir .
Etudions pour terminer le cas particulier tres simple ou Vn € N*| |a,| = @, et ol on suppose
que Z(s) n’a qu'un seul pole sp dans la bande considérée. On est alors dans le deuxieme cas
du théoreme et d’apres le point précédent de la remarque, dans le cas d’'une bande
avec un seul pole, le théoréeme n’apporte un terme exact que dans le cas ou :

)

00> 04— ——

k+1

et on a alors

N(t) = Ress—s, (Zis)t8> + O <t3“_%+1+6> :

En fait, dés qu’on prend Vn € N*| |a,,| = @, 'estimation du théoréeme est valable, quitte

~

a éventuellement changer k (maintenant on prend k& = max (LA(SJ +1,[Ad] + 1) ).

Quant a la preuve du corollaire elle est analogue a celle du corollaire [13.6] En prenant

d = §', on se place dans le premier cas du théoréme [13.12



Conclusion

Dans cette these, nous avons mis en évidence des conditions arithmétiques sur les branches
d’un systeme dynamique qui permettent de caractériser les poles de la série de Dirichlet associée
a la source. Cette géométrie des pdles, utilisée conjointement avec des résultats déja existants,
permet de donner une asymptotique fine de parametres sur les Tries, les ABR, et ’algorithme
de tri QuickSort.

Ce travail constitue un prolongement vers les opérateurs sécants, des travaux de Dolgopyat
et Naud d’une part ([42]), et de Dolgopyat, Melbourne, Baladi et Hachemi d’autre part ([17],
[41], [3]). L’étude est faite sur le quasi-inverse de l'opérateur de transfert, qui dépend d’un
parametre complexe s. Les résultats de Naud sur les systemes 2-DIOP ont été généralisés aux
systemes dynamiques possédant un nombre infini de branches. Baladi et Hachemi considerent
des sous-ensembles de Cantor de I'intervalle : nous considérons ici des réunions fondamentales
d’intervalles, qui peuvent étre vues comme des Cantor en construction, ou la profondeur et le
choix des branches dépend de t = J(s).

On démontre ainsi que les conditions arithmétiques 2-DIOP et 3-DIOP sont suffisantes pour
conclure & un domaine hyperbolique de discipline pour le quasi-inverse de 'opérateur tangent,
et la méme chose pour le quasi-inverse de 'opérateur sécant, et donc pour la série de Dirichlet.

Il serait intéressant de généraliser ces résultats a des systeémes qui ne seraient pas complets. On
pense alors d’abord tout naturellement aux systemes markoviens. Plus particulierement, dans
un premier temps, on pourrait étudier les chaines de Markov, dont les branches sont affines.

On peut aussi se poser la question de 'optimalité de la zone sans pole : peut-on la prouver
plus grande 7 en a-t-on saisi l'ordre de grandeur ? (Dans le cas des systémes sans mémoire finis,
la réponse est oui, et c’est prouvé dans cette these.)

On se poser aussi la question du lien précis entre la condition géométrique UNI, et les conditions
arithmétiques 2-DIOP, et 3-DIOP.

Quant a la partie elle permet d’estimer avec reste la moyenne des coefficients d’une série
de Dirichlet, avec différents jeux d’hypotheses minimalistes, grace notamment a la formule de
Perron d’ordre supérieur, et & un procédé de descente, qui permettent de conclure pour des
séries quelle que soit la croissance (polynomiale) sur les bandes verticales. Ceci ouvre la voie au
domaine de 'analyse « dynamique en distribution », ou on a a manipuler des séries de Dirichlet
a coeflicients complexes.
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Annexe A

Versions plus précises des
lemmes [16.4] et 16.8

Le lemme est une version plus précise du lemme [16.4
k ke
Lemme A.1. Vk > 1 : AP f(t) =) (1) (j)f(t + jy)
§=0

Démonstration. Par récurrence sur k.
Pour k = 1, le lemme s’écrit :

Ayf(t) = ft+y) — (1)

vral par définition.
Supposons que pour un certain k > 1 :

k
AW f(1) = S (1) (’“) £t + )
=0

= J
Alors, en utilisant la formule du binéme, on obtient :

AFII) = AP+ y) - AP

i k
_ ki (k . &k |
- (§)re+G+vm) > (M)se+aw
k+1

_ Z(_l)k*jJrl

Quant au lemme suivant, il constitue une version plus précise du lemme [16.8

313



314 CHAPITRE A. VERSIONS PLUS PRECISES DES LEMMES |16.4| ET [16.8

Lemme A.2. On a :

~ ooy
APE) = <H3+z‘>

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k£ = 1, affirmation est vraie car :
A (%) = t+y ubdu = s+1 [(t+y) Tt -ttt = 1 -A[t*1]. Supposons donc que la proposition
est vraie au rang k, ie :

Alors
t+y

AU A® () du

_ t+y k 1 } 1 o

N /t (il;[lsH)Z(—l) <j>(u+(1€ 7)y) rdu

k k
- H s —11-1 Z(_l)j <§> s—i—/1+1 [(t + (k+1—5)y) ™ — (b + (k — j)y)strt
i=0 j=0

et par changement de variable dans le deuxieme terme, on obtient :

NG
A (1)

J

k+1 k kbl
B H 5—1i-z' Z(_l)j <k> (t"’(k"‘l—j)y)s%ﬂ —Z(—l) (f) (t+(k+1—j)y )s+k+1
i=1

j=0 J=1
(T L\ ikt sth+l
= <Es+i>§(—1) < ; >(t+(k:+1 7)y)

Le lien avec A, est fait grace au lemme avec le changement de variable j «— k — j (cette
deuxieme égalité peut étre obtenue directement grace au lemme [16.4)).

Remarque A.3. On retrouve ainsi la majoration du premier point du lemme|16.8, car t+ (k—
Jy <i t et done (t+ (k—7)y )S+k ko 7K (avec une constante du type (k + 1)"+k croissante

en o). On a aussi ( ) <k let

S+Z < W uniformément en |T| > 1 (comme déja expliqué), ce

qui prouve l’estimation annoncée dans le théoréme (et aussi que la constante de magjoration ne
dépend pas de o si o est majoré).



Annexe B

Preuve alternative de la
proposition 16.19

Dans ce chapitre de ’annexe, on va montrer le lemme suivant, qui nous donne une preuve
alternative de la proposition [16.19

Lemme B.1. Vt,y € C,Vk > 1
k
Z ()tﬂy—n)k kL y®
j=

Démonstration. On remarque que le membre de gauche vaut A( ) f(t), avec f:u s (u—n)F,
D’apres le lemme_, f étant C®°, et f®)(u) =k!, on a:

t+y ti+y te—1tYy
:/ dtl/ dtg.../ FB () dk = y* k.
t t1 tp—1

O]

Ayant montré le lemme on est maintenant en mesure de donner notre deuxieme preuve

de la proposition [16.19

Preuve calculatoire de la proposition|16.19. D’apres le lemme :

AP Ni(t) i DR (5) Ni(t + jy)

ok P yF
(_1)k_ )a (t—|—jy—n
= N(t)+ Z Z = Zan
J=0 n<t+jy y* n<t
_ +Z Z (—1)F~ ]()(t+jy—n)k_1 a
n<t | 7=0 y k! !

ko Lt+iy) (—1)k- g() ' n
Z Z (t+jy —n)*

Ay .
| n
J=0n=|t|+1 y !
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D’apres le lemme :

i ’”()<t+jy—n>k

] —-1=0.

Jj=0

Reste donc :

Lt+5y) k—j . k
AN - D) ¢+ gy —n)
N0 gy 3 G,
J=0n=|t|+1
Pour [ tel que 0 <1 < k — 1, on introduit les ensembles I; = {|[t +ly| + 1, [t +ly] +2,... [t +
(I+ 1)y|}. On peut alors écrire :

k E oj—1
APNL(E) +ZJ )(t+3y—n)’“a
k - 1 n
Y j=0 1=0 n€l; k!
jy —n)
= N( =+ Z ] ! Qnp
l:() ]=l+1 nEIl :

et donc VI, pour n € I, le coefficient en a,, est :

zk: (D) (4 + gy — n)*

k |
Jj=l+1 y !
Or: i
t+jy—n . t—mn
)
Y
avec :
t+ly<n<t+(I+ 1)y
et donc : .
_l_lg;ng_l
Y
et donc :

et finalement, on a :
AVINL()
yk

ce qui est exactement la conclusion souhaitée. ]



Annexe C

Preuve alternative du lemme

Sommaire
.1 Pr clémentairel . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 317
[C.2 Preuve calculatoirel . . . ... . . . i ittt i 318
[C.3 Preuve combinatoirel . . ... ... . ... i e 320

On propose ici des preuves alternatives au lemme En utilisant la formule du bindéme sur
le premier membre de 1’égalité a démontrer on obtient :

S (") S G- (5)- I (“Yse=nt()] .

j=0 i=0 i=0 \ j=0 J

En identifiant le coefficient de y* et les coefficients de y* pour i < k, on voit que pour montrer
le lemme [B.1] il suffit de montrer que :

o)

J

Lemme C.1. Vk > 1 :

et pour 0 <i <k :

i(—l)’“‘j (’;)1 =0

j=0

On va donner trois preuves de ce lemme : une élémentaire, une calculatoire et une combi-
natoire.

C.1 Preuve élémentaire

Preuve élementaire du lemme d’aprés Oswaldo VELASQUEZ.
On pose Yk > 0 : fi(x) = (e — 1)¥. Montrons par récurrence que Vi > 0 :

; kKl sik=i
f,§>={

0 sik>1

317
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Pour ¢ = 0, c’est vrai car

1 sik=0
0:
7(0) L)ﬁk>0

On suppose que la proposition a démontrer au rang k —1 > 0. On a :

frl@) = k(e® = )" e =k (fi(x) + fe—1(z))

et donc en dérivant encore 7 — 1 fois, et en évaluant en O :

10 = k(#70+ 45 0)
EO+ (k-1 =k sik=i
| k(0+0) sik>i

Or, en appliquant la formule du bindme de Newton a fz, on obtient :

fue) = (’“) (~1)Fe

=0

5o

J=0

et donc :

ce qui donne, en évaluant en z =0 :

j=0

et on a bien la conclusion souhaitée.

C.2 Preuve calculatoire

Preuve calculatoire du lemme[C 1. On commence par montrer par récurrence sur k >

Vi,0 < i < k, on a dans C[X] :

zk: ’”<>X+g) 0.

La formule est vraie au rang k = 1. Supposons qu’elle soit vraie au rang k.

1, que

On va démontrer par une deuxieme récurrence sur i qu’elle est vraie au rang k+ 1. Si7 =0

c’est évident d’apres la formule du bindéme. Sinon, on calcule, pour 1 <i < k+1:
k+1 k+1
k+ i kN .
] G PR S (N T
§=0 J j=1 J =

Mw

= (k+1)

0 ()G

<.
Il
=)
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et donc d’apres I'’hypothese de récurrence :

S J(’” 1);2‘ )

§=0 J
D’autre part :
k+1 k+1
d _(k+1 _(k+1 N
—= > (—nF (X +) =) (=) (7 ) (x+ )
dX 4 J , J
Jj=0 7=0
et donc d’apres 'hypotheése de récurrence (sur i) :
k+1
d i k+ N
— 1)k+t=i X+j)=
ON (" ecrai=o

et finalement Z?ié(—l)kﬂ*j (kjl)(X + 7)? est constamment égal & 0, Vi,0 < i < k, ce qui

termine la premiere partie de la preuve.

En se servant de ce qui vient d’étre fait, on montre en suite par récurrence sur k >

C[X] :
Zk: <>X+]) =kl

C’est vrai pour k = 1. Supposons que la formule soit vraie au rang k. Alors :
1

’il( 1)kt1- g<k+1)jk+1 — (k—i—l)k (— 1)k+1j<,k )jk

§=0 J 1 j-1

()t

Jr

<.
Il

= (k+1)

M»

.
Il
=)

et donc d’apres I’hypothese de récurrence :

k+1
i_:( 1>k+1 ](k—i-l) k+1 _ = (k+ D& = (k+ 1)

i=0 J

D’autre part :

k+1
di(Z( 1)k+1 ]<k+1> (X+j)k+l (k—|—1) Z(_l)k+17‘j <k;-1> (X+])k

J

et donc, d’apres la premiere partie de la preuve, avec i =k < k+ 1, on a :

k41
d _i(k+1 1
T 20 (g <o,
de:O j

1 que dans

et finalement ZkH( 1)k+1=J (k;rl)(X + 7)**1 est constamment égal & (k + 1)!, ce qui termine

la deuxieme partle de la preuve.

O]
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C.3 Preuve combinatoire

Pour la preuve combinatoire, notons uj; le nombre de mots de longueur [ que I'on peut former
en utilisant exactement k symboles.

On a alors de fagon évidente
Uk k = k!

et pour 0 <<k :
U]W;ZO.

Cette remarque suffit pour nous convaincre qu’il va suffir de montrer le lemme suivant pour
avoir une preuve combinatoire du lemme :

Lemme C.2. VE > 1, VL0 I <k :

U = Zk:(—l)kj <k.>]'l

i=0 J

preuve combinatoire du lemme d’aprés Louis LEROUX. Avec k symboles, on peut former
k' mots de k lettres. Pour trouver ug, il suffit de retirer les mots qui utilisent au plus k — 1
symboles. On les retire tous en soustrayant (kﬁ )k —=1)" on
— ( kﬁ 1) est le nombre de choix possibles pour les k — 1 symboles utilisés parmi les k disponibles
— (k —1)! est le nombre de mots possiblement formés avec k — 1 symboles.
Ainsi, les mots contenant exactement k — 1 symboles ont été retirés une seule fois, mais ce n’est
pas le cas pour les mots contenant £ — 2 symboles qui I'ont été deux fois chacun. En effet, si
Palphabet est {A1,... A}, par exemple, le mot AjAg ... Ap_oAx_oAk_o a été retiré :
— une fois avec le choix de lettres : {Ay, Aa, ... Ap_2Ak_1}
— et une fois avec le choix de lettres : {A;, Aa, ... Ax_2AL}.
Et donc, au total trouvé, on ajoute (kfz)(k: —2)l ou :
— ( kﬁ 2) est le nombre de choix possibles pour les k — 2 symboles utilisés parmi les k disponibles
— (k —2)! est le nombre de mots possiblement formés avec k — 2 symboles.
De cette facon, on a bien tenu compte de tous les mots de [ lettres utilisant exactement k — 1
et k — 2 lettres. On est donc arrivés a ’expression :

kR — <kfl>(k—1)l+ <k52>(k—2)l.

Seulement, chaque mot utilisant exactement & — 3 symboles :

— a été retiré 3 fois quand on a soustrait (kfl) (k—1)!. Le mot A1 Ay ... Ap_3A_3Ap_3A,_3
correspond au choix des (k — 1) symboles :
— {Ay, Ay, ... Ap_3, Ao, Ak — 1}
— {41, Ay, ... Ag_3, Ao, Ak}
— ou {Al, AQ, “e Ak_g, Ak—l, Ak‘}

— a été ajouté 3 fois quand on a ajouté (kfz)(k —2)!. Le mot de I'exemple correspond aux
choix des (k — 2) symboles :
— {41, Ag, ... Ag_3, Ao}
~{A1, A2, A3, A1}
— ou {Al, AQ, ce Ak_g, Ak}
Donc finalement, en retirant (kf?)) (k — 3)!, on retire bien tous les mots utilisant exactement
k — 3 symboles du total auquel on était arrivés.
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Etc... et on aboutit alors a ’expression :

b (k;ﬁ1><k— D'+ (kﬁ2>(k_2)l _'”Jr(_l)kj(];)jl

ol on a bien tenu compte des mots utilisant &k, k — 1, ... et j symboles.

Arrivés a ce stade, chaque mot utilisant exactement j — 1 symboles :

— aétéretiré (k_k(i.;l)) fois avec le terme (kﬁl) (k—1)! (parmi k—(j—1) symboles, k—1—(j—1) =
k — j sont choisis librement)

P) fois avec le terme (k,g)(k‘ —2)! (parmi k — (j — 1) symboles, k — 2 —
(j —1) =k — j — 1 sont choisis librement)

— etc...

— ajouté” (—1)kJ (k_({_l)) fois avec le terme (—1)F—7 (lj‘f)jl (parmi k — (j — 1) symboles, 1
seul est choisi librement).

Finalement, chaque mot a été "ajouté” :

— a été ajouté (kk__(;:

k—j .
m=1

fois, et donc le terme suivant & "ajouter” est :
- k
—_1)k-0-1) 1)
SOl PR PR

ce qui regle définitivement le sort des mots & j — 1 symboles qui sont bien retirés une seule fois.
Finalement, on arrive a montrer la formule annoncée par récurrence. ]
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Théorie de I'information, séries de Dirichlet, et analyse d’algorithmes

En théorie de l'information, ’étude d’une source et des principales structures de données
associées, repose sur sa série de Dirichlet ; il est essentiel d’en étudier la discipline, c’est-a-dire de
trouver une région a gauche de sa singularité dominante, ou elle est analytique et de croissance
polynomiale. C’est une étape centrale dans ’analyse précise et réaliste de la complexité des
principaux algorithmes de texte sur des mots produits aléatoirement par la source. Mon travail
porte sur la classe des sources dynamiques, dont la série de Dirichlet s’exprime en fonction
d’un opérateur de transfert du systeme dynamique, dit « sécant », qui généralise I'opérateur
« tangent » usuellement utilisé, et dont on est alors ramenés a étudier les spectres. Dolgopyat
a obtenu des conditions suffisantes de nature diophantienne sur le systeme dynamique, qui
montrent qu’une région de discipline de I'opérateur tangent, pour un alphabet fini, est de forme
hyperbolique. Dans cette these, jJopere une double extension des résultats de Dolgopyat, a la
fois vers 'opérateur sécant et vers un alphabet infini. De plus, pour des sources sans mémoire,
j'obtiens une région de discipline optimale. Je présente aussi une version d’un célebre théoreme
taubérien avec reste, dii a Landau, avec des hypotheses épurées. Ce théoréeme est valable pour
les séries de Dirichlet a termes positifs, et permet d’obtenir une bande verticale de discipline.
J’obtiens deux généralisations : une pour des séries a termes quelconques, et I’autre pour une
région de discipline hyperbolique.

Information theory, Dirichlet series, and analysis of algorithms

In information theory, the study of a source and its main associated data structures is based
on its Dirichlet series; it is essential to study its discipline, namely, to find a region to the left of
its dominant singularity where it is analytic and of polynomial growth. It is a central step in the
accurate and realistic complexity analysis of the principal text algorithms on words randomly
generated by the source. My work deals with the class of dynamical sources, whose Dirichlet
series is expressed in terms of a transfer operator of the dynamical system called ”secant”,
which generalizes the "tangent” operator usually used, and whose spectra we are then led to
study. Dolgopyat obtained sufficient conditions of Diophantine type on the dynamical system,
showing that a discipline region of the tangent operator for a finite alphabet has hyperbolic
shape. In this thesis, I extend Dolgopyat’s results in two ways : by using the secant operator
and by considering an infinite alphabet. In addition, for memoryless sources I get an optimal
area of discipline. I also present a version of a famous Tauberian theorem with remainder, due
to Landau, with refined hypotheses. This theorem is valid for Dirichlet series with non-negative
terms, and allows one to obtain a vertical strip of discipline. I obtain two generalizations : for
series with arbitrary terms, and for series with hyperbolic regions of discipline.

Mots clés (indexation Rameau) : Algorithmes; Probabilités; Dirichlet, séries de; Infor-
mation, théorie de 1I’; Systéemes dynamiques; Structures de données (informatique) ; Fonctions
génératrices ; Opérateurs de transfert
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rithmes ; Arbres binaires de recherche ; Arbres digitaux de recherche
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