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CHAPITRE 1

Introduction Générale

Le comportement dynamique d’un procédé peut étre entierement décrit par 1’évolution
de ses variables d’état. Pour la commande et le diagnostic d’un systeme dynamique, la
connaissance de ces variables est capitale. Or les grandeurs directement mesurées (sorties)
ne couvrent généralement pas la totalité des états dynamiques du procédé. Ce probleme
peut étre résolu, sous certaines conditions, en introduisant un observateur d’état dont la
tache sera de fournir une estimation (asymptotique ou exponentielle) du vecteur d’état
du systeme étudié. L’observateur consiste en un systeme dynamique auxiliaire dont les
entrées sont les entrées/sorties mesurées du procédé. Les premiers observateurs, dédiés a
I’estimation de I’état des systemes linéaires, ont été développés par Luenberger dans un
cadre déterministe et par Kalman dans un cadre stochastique. Ce dernier a eu un impact
considérable dans la pratique et a été appliqué a de nombreux problemes tels la poursuite

de cibles, le controle, la navigation,etc.

Au cours des dernieres décennies, une part importante des activités de recherche en au-
tomatique s’est focalisé sur le probleme de l'observation de I'état des systemes dyna-
miques non linéaires. La non linéarité est due soit a la complexité des phénomenes décrits,
soit a la nature des bouclages utilisés. En effet, et méme si on se contente d’un modele
linéaire, le respect de certaines contraintes pratiques (saturation, hystérésis,...) mene a
des systemes bouclés qui sont non linéaires. Des solutions spécifiquement non linéaires

ont été envisagées et ont fait 'objet d’un grand nombre de travaux (cf. par exemple

[ I b 9 Y ) I b 9 I ) Y ])'

La synthese d’observateurs devient plus délicate lors de la prise en compte des retards
dans la dynamique des systemes. D'un point de vue plus pragmatique, comme toute
vitesse est finie, tous les processus physiques comportent des retards. Cependant, dans
certains cas, les temps de propagation mis en cause se révelent tres largement inférieurs
aux constantes de temps du systeme. Les retards peuvent alors étre négligés. En revanche,
s’ils sont du méme ordre de grandeur que les constantes de temps du systeme, les retards
ne peuvent plus étre négligés, et la description du systeme conduit a un modele a retards.

Les systemes a retards sont présents dans des domaines aussi variés que la physique, la
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biologie ou I’économie, et la compréhension des processus qui régissent leur dynamique

est un point fondamental de recherche.

Les systemes a retards appartiennent a la classe plus générale des systemes de dimension
infinie, ainsi I’étude de la stabilité s’avere plutot délicate, puisque les systemes a retards
ne sont plus décrits par des équations différentielles ordinaires, mais par des équations
différentielles fonctionnelles. Parmi les nombreux travaux sur ce sujet, on peut citer les
articles [83, 76, 59, 42, 53, 54]. L’estimation des systemes a retards est également I’objet
d’une recherche intensive, et ce depuis une vingtaine d’années. Plusieurs résultats ont été
établis dans le cas des systemes linéaires, [1, 11, 12, 10, 73]. On retrouve des problemes
classiques, comme la synthese H., [33], la synthese d’observateurs d’ordre réduit [90],
d’observateurs fonctionnels [20)].

Le travail présenté dans ce mémoire de these est une contribution au probleme de synthese
d’observateurs. Cette synthese concerne des classes de systemes non linéaires a retards.
Avant de concevoir des observateurs spécifiques pour des classes particulieres de systemes
a retards, il nous semble primordial de présenter un état de l'art pour situer et motiver
nos travaux. Ainsi, le premier chapitre est divisé en deux parties. La premiere partie est
consacrée a la présentation des différents modeles des systemes a retards ainsi que les
différents types de retards rencontrés dans la littérature, nous rappelons aussi les princi-
paux outils pour I’étude de la stabilité basée sur les extensions aux systemes a retards de
la théorie des fonctions de Lyapunov. La notion d’observabilité des systemes non linéaires
est présentée dans la deuxieme partie de ce chapitre. Nous rappelons quelques résultats
concernant la synthese d’observateurs de type grand gain pour une classe particuliere
de systemes non linéaires multi-sorties uniformément observables. Cette deuxieme partie
nous permettra ainsi d’introduire les bases nécessaires a la bonne compréhension de nos

travaux.

Le deuxieme chapitre est dédié a la synthese d’observateurs a grand gain pour deux formes
canoniques caractérisant certaines classes de systemes multi-sorties observables pour toute
entrée. La premiere forme est une généralisation de la forme canonique caractérisant les
systémes mono-sorties uniformément observables [39]. le systéme considéré se compose de
plusieurs blocs dont chacun est associé a une composante vectorielle de ’état, le premier
bloc est associé a toutes les sorties et les non linéarités ont une structure triangulaire.
Apres quelques rappels sur l'utilisation du théoreme de la valeur moyenne, et les pro-
priétés liés a la classe des systeme considérés, nous présentons la synthese de I'observateur
en présence d'un ou plusieurs retards . La convergence exponentielle de I'observateur a été
obtenue grace a I'utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii particuliere. Une
deuxieme classe plus générale a été également présentée dans la deuxieme section de ce

chapitre [28]. La classe de systémes considérée est constituée par plusieurs sous-systemes.
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Chaque sous-systeme est associé a un ensemble de sorties. L’état d’un sous-systeme, k, est
un vecteur en blocs, ayant A\, composantes et dont la premiere composante correspond aux
sorties auxquelles le sous-systeme est associé. La dynamique de chaque sous systeme ayant
une structure triangulaire par rapport a ses propres variables. La derniere non linéarité,
associée a la derniere composante de chaque sous-systeme, pourrait par contre dépendre
de I'état complet du systeme. L’extension de cette classe pour les systemes a retards per-
met de compléter les résultats développés dans la littérature d’une part, et d’autre part,
elle permet d’étendre la synthese d’observateur pour une classe plus large de systemes, a

savoir les systemes non completement triangulaires.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a l’estimation de 1’état pour une forme
canonique triangulaire ol certains parametres inconnus interviennent au niveau des non-
linéarités. Nous proposons la synthese d’observateurs adaptatifs pour I’estimation conjointe
des états, en présence de retards, et des parametres, qui interviennent de maniere non
linéaire. La convergence exponentielle des erreurs d’observation et celles d’estimation pa-
ramétrique est garantie sous une certaine condition d’excitation persistante. Les princi-
pales caractéristiques des observateurs proposés résident dans leur simplicité de mise en
oeuvre et leur capacité de donner lieu a différents types d’observateurs tels que les obser-

vateurs adaptatifs a grand gain et les observateurs a modes glissants.

Au quatrieme et dernier chapitre, on s’intéresse aux systemes dont la sortie présente
un retard constant. Nous proposons un ensemble d’observateurs en cascade qui per-
mettent d’estimer I'état a partir de sa sortie retardée. Le nombre de ces systemes que
I’on considere dépend de I'amplitude du retard considéré et de la constante de Lipschitz
des non linéarités. Le premier observateur permet ’estimation de 1’état retardé a partir
de la mesure retardée. Chaque systeme de la cascade permet prédire I’état du systeme qui
le précede avec un pas constant. ainsi le dernier étage est une estimation de 1’état cou-
rant. On traitera dans un premier temps le cas d’un retard connu, puis, on adoptera les
techniques proposés dans le chapitre précédent pour estimer les états ainsi que le retard

inconnu présent en sortie.

Nous terminerons ce mémoire par une conclusion et les perspectives de recherche dans le

contexte des résultats obtenus.
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CHAPITRE 2

Etat de lart

2.1 Introduction

Dans ce chapitre introductif, nous présenterons dans une premiere partie les systemes a re-
tards et les notions mathématiques qui s’y rapportent. L’objectif n’est pas de présenter de
maniere exhaustive les problématiques associées a une telle classe de systemes mais plutot
d’introduire les concepts qui nous seront utiles par la suite. Ainsi nous nous intéresserons
plus particulierement a la stabilité des systemes a retards basée sur l'extension de la
théorie de Lyapunov. La seconde partie de ce chapitre est consacrée a 1’observabilité des
systemes avec une attention particuliere au concept d’entrées universelles et de systemes
uniformément observables, nous rappelons brievement les résultats de synthese d’obser-

vateurs pour les systémes non linéaires uniformément observables.

2.2 Généralités sur les systemes a retards

2.2.1 Modélisation des systemes a retards

Lors de I’étude d’un systeme, I’étape de modélisation est essentielle car elle conditionne les
méthodes qui seront ensuite utilisées pour analyser ses propriétés. La classe de systemes
considérée dans ce mémoire présente la particularité de posséder un phénomene de retard
dans leur dynamique. Les modeles associés sont alors régis par des équations différentielles
fonctionnelles [11]. Au dela de l'intérét théorique pour 'étude de telles équations, la
modélisation par systemes a retards trouve sa justification dans de nombreux problemes
appliqués. Biologie, chimie, économie sont autant de domaines pour lesquels certains pro-

cessus font apparaitre lors de leur modélisation une partie dynamique retardée [59, 58].

Contrairement aux systemes ordinaires dont I’évolution est déterminée a partir de la va-
leur x a U'instant présent t : @ = f(t,x(t)), celle des systémes retardés dépend de surcroit
des valeurs passées de I'état x(t — h), h > 0. Il est donc nécessaire de mémoriser une

partie de "I’histoire” du systeme pour connaitre son évolution. De telles systemes sont
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nommés aussi systemes héréditaires et sont généralement représentés par des équations

différentielles de la forme :

i‘(t) - f(u7 uT? x? xT)?
T, = @(0) pour 0 € [to — T, to], (2.1)
uy, = C(0) pour 6 € [ty — 7,10,

ou f est a présent une fonctionnelle, z(t) € IR" est I’état a I'instant ¢ du systeme, u(t) € IR

est entrée, 7 > 0 et les fonctions x, et u, sont définies par :

0, Tyaz] — IR™,

{ r s, (1) = alt = 7), 22
0, Tyae] — IR™,

{ T — u(t) =u(t — 7). (23)

Tmaz cOrrespond au retard maximum. Nous noterons par la suite C I’ensemble de fonctions
continues de [0, Ty,q,] dans IR™. La fonction z, € C et u, représentent respectivement 1’état
et I'entrée retardés du systeme. Contrairement aux équations différentielles ordinaires, les
conditions initiales d'une équation différentielle retardée sont représentés par les fonctions
¢ et ( appartenant a C et supposées continues par morceaux.

De ce fait, les systemes a retards appartiennent a la classe de systemes de dimension infinie.

2.2.2 Catégories des retards

Lors de la phase de modélisation, au méme titre que les matrices définissant un modele,
il est essentiel de déterminer le type de retard qui affecte le systeme. Plus précisément,
un retard, constant ou variant dans le temps, est souvent restreint a un certain domaine
de définition. Le cas échéant, les propriétés intrinseques au systeme physique peuvent
apporter des informations sur les valeurs admissibles du retard. Nous avons dégagé les

principales catégories du retard :

a) Retards constants : Les premieres recherches sur les systémes a retards concernaient
principalement des retards constants. On compte de nombreux criteres développés pour
la stabilité des systemes a retards constants [18] ou [12]. Depuis les années 90, différentes
conditions de stabilité robuste des systemes linéaires a retards constants mais inconnus

ont été développées [75].
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b) Retards variables majorés : Comme la constance du retard est une hypothese rare-
ment vérifiée dans la réalité, le cas des retards variables majorés a été largement considéré
dans la littérature [50, 412, 3]. On définit cette classe de retards qui suppose la connaissance

d’une valeur maximale sur le retard :

0<7(t) < Timaz- (2.4)

c) Retards variables bornés : De nombreux retards apparaissent dans des processus
réels et sont dus a des phénomeénes de transfert d’information ou de matiere. Ces re-
tards imposent un délai (di au temps de propagation) minimum incompressible. Dans
ce contexte, et a condition bien stir que cela conduise a des criteres moins restrictifs, il
parait intéressant de se donner une borne inférieure du retard. On définit alors les retards

bornées, les retards 7(t) qui vérifient la contrainte suivante :

0<m <7(t) <o (2.5)

Des récentes solutions ont été obtenu pour ce type de retard [91] . Elles consistent a
transformer le retard 7(¢) en une somme de deux retards. Le premier peut étre assimilé
a un retard nominal et le second comme étant une perturbation bornée par rapport au

retard nominal.

d) Retards variables avec contrainte sur la dérivée : Dans le cas des retards variant
dans le temps, une contrainte supplémentaire relative a sa dérivée peut étre ajoutée. On

suppose alors qu’il existe un réel d tel que :

7(t) <d < 1. (2.6)

Indiquant alors une limitation sur la vitesse de variation du retard 7(t). Cette contrainte
est souvent utilisée afin d’assurer que le retard ne varie pas plus rapidement que le temps

et que les informations retardées arrivent dans ’ordre chronologique.

e) Retards variables continus par morceaux : Ces retards apparaissent notamment
lors de I’échantillonnage d’un signal. Ce cas particulier autorise la dérivée du retard a

prendre la valeur 1 :

() < 1. (2.7)
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Généralement, les contraintes faites sur les retards sont des combinaisons des différents

modeles présentés.

2.2.3 Stabilité des systemes a retards

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de I'automatique. Elle ca-
ractérise le comportement des trajectoires d'un systeme autour de ses points d’équilibre.
Souvent liée a la fagon d’appréhender un systeme, la stabilité possede un large éventail
de définitions [99].

Dans cette section, nous allons rappeler quelques concepts sur la stabilité des systemes a
retards en se focalisant sur 'approche temporelle liée a la seconde méthode de Lyapunov.

Considérons le systeme suivant :

{ B(t) = f(t, zy), (2.8)

24, (0) = ¢(0) € C pour 0 € [—71,0],

ouz(t) € R" et f: IR x IR" — IR" continue. Nous rappelons que C désigne ’ensemble

des fonctions continues de [—7,0] — IR".

Comme le contenu de ce mémoire ne concerne que la stabilité d’'une erreur d’estimation,
alors nous supposons que le systeme (2.8) possede un unique point d’équilibre z, = 0. Ceci
nous mene a présenter les définitions de la stabilité du systeme (2.8) autour de l'origine.
Dans la plupart des cas, on peut toujours ramener le point d’équilibre a ’origine par un

changement de variable.

Définition 2.1. (Stabilité) [//]
L’origine du systéme (2.8) est dit :
- stable si, Ve > 0, 30(to,€) > 0 tel que :

[llc <6 = [zt to, )| <€, V>t (2.9)
- uniformément stable si, Ve > 0, Jo(e) > 0, indépendant de to, tel que la condition

(2.9) soit satisfaite.

Définition 2.2. (Stabilité asymptotique)[/ /]
L’origine du systeme (2.8) est dit :
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& trajectoire stable x()

F1G. 2.1 - stabilité au sens de Lyapunov autour d'un point d’équilibre z.,
- asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe by(tg) > 0 tel que :

[6lle < bo = lim [la(t. 0,6 = 0. (2.10)

- uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et s’il

existe by > 0 tel que ¥n > 0, il existe un T(n) de telle sorte que :

[0lle < bo = llz(t, to, P)I| <m, VE=to+T(n). (2.11)

- globalement uniformément asymptotiquement stable si la condition précédente
est vraie quelle que soit ¢ € C.

@ trajectoire asymptotiquement stable x(t)

26

F1G. 2.2 - stabilité asymptotique au sens de Lyapunov autour d’un point d’équilibre x4

Définition 2.3. (Stabilité exponentielle)[57] L origine du systeme (2.8) est dit :

exponentiellement stable s’il existe trois constantes a,b et § telles que :

Iglle < 8= llz(t,to. 9)I| < all@fle™ ™, (2.12)
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La propriété est uniforme si a, b et 6 ne dépendent pas du temps tg.

L’utilisation des définitions précédentes, pour démontrer la stabilité de (2.8) autour de
son point d’équilibre exige la résolution explicite de 1'équation différentielle (2.8), ce qui
est tres souvent difficile voir impossible dans la plupart des cas. De ce fait, la méthode
directe de Lyapunov permet de contourner cet obstacle. Cette méthode consiste a définir

une fonction particuliere dont 'existence garantit la stabilité.

2.2.3.1 Seconde méthode de Lyapunov

La théorie de Lyapunov établit le fait que les systemes dont la trajectoire est attirée par
un point d’équilibre asymptotiquement stable perdent progressivement de 1’énergie, de
facon monotone. Lyapunov généralise la notion d’énergie par une fonction scalaire V qui
dépend de I’état du systeme. Cette fonction, appelée fonction candidate de Lyapunov, est

souvent une norme [70].

Ainsi la seconde méthode de Lyapunov repose sur l'existence d’une fonction V' définie

e . . ., dV .
positive telle que le long des trajectoires de (2.8), on ait %~ < 0, si 2 # 0.

Etant de dimension infinie, la seconde méthode de Lyapunov, ainsi énoncée n’est valable
que pour une classe restreinte de systemes héréditaires car ‘fi—‘t/ dépend des valeurs passées
x;. Elle est donc tres difficile a appliquer dans le cas général des systemes a retards. Des
résultats ont été développés et mis en pratique dans le cadre des équations différentielles a
retards au début de la deuxieme moitié du 20° siecle [79, 82, 50] . Deux théories, désormais
usuelles ont été développées : la méthode de Lyapunov-Krasovskii qui utilise des fonction-
nelles de Lyapunov et la méthode de Lyapunov-Razumikhin qui emploie des fonctions
de Lyapunov classiques. Cette derniere, moins utilisée dans la littérature et non abordée

dans cette these, sera tout de méme brievement présentée.

2.2.3.2 Approche par fonctionnelles de Krasovskii

Cette technique est une extension des fonctions usuelles de Lyapunov aux équations
différentielles retardées. Elle consiste a rechercher des fonctionnelles V' (¢, ;) qui décroissent

le long des trajectoires de (2.8).

Théoréme 2.1. (Lyapunov-Krasovskii).[79] Soient u, v, w :IR, — IR, des fonctions
continues croissantes; u(0) et v(0) strictement positives pour 6§ > 0 et u(0) = v(0) = 0.
Supposons que le champ de vecteur f de (2.8) soit borné pour des valeurs bornés de ses
arguments.

S7il existe une fonctionnelle continue V : IR x C — IR, telle que :
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a- u(|¢(0)]) < V(¢ ¢) < v(|g]) ,

b- V(t,¢) < —w(|#(0)]), ¥t >ty le long des trajectoires de (2.8).
Alors la solution nulle de (2.8) est uniformément stable. Si de plus w(€) > 0V0 > 0, Cette
solution est asymptotiquement stable.

Si v vérifie plutot les conditions :

i- u(|9(0)]) < V(t, ¢) < v(|9]) ,

ii- V(t,¢) < —w(|¢(0)]), Vt >ty et w(@) > 0 pour tout @ > 0, alors la solution nulle de

(2.8) est exponentiellement stable.

L’idée principale de ce théoreme consiste a déterminer une fonctionnelle qu’on appelle
fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii définie positive et dont la dérivée est définie négative
le long des trajectoires de (2.8). La difficulté majeure de cette approche reste la concep-
tion, lorsqu’elle existe, d’une telle fonctionnelle vérifiant les spécifications du théoreme et

plus particulierement la condition de décroissance le long des trajectoires du systeme (2.8).

2.2.3.3 Approche par fonctions de Razumikhin

Contrairement a I'approche de Krasovskii qui considere ’ensemble de 1'état x; € C, la
méthode proposée par Razumikhin tient compte simplement de ’état instantané x(t).
On se place alors dans IR" en considérant cette fois une fonction de Lyapunov V (¢, z(t))
classique pour les équations différentielles ordinaires. De plus, cette méthode présente
la particularité de vérifier la décroissance de la fonction candidate seulement pour les
trajectoires qui ont tendance a quitter un voisinage du point d’équilibre, plus précisément
lorsque V(z(t)) > mazoe—py,.0V (x(t +0)).

Théoréme 2.2. (Lyapunov-Razumikhin).[52] Soient u, v, w :IRy — IR, des fonctions
continues, strictement croissantes; u(0) et v(6) positives pour 6 > 0 et u(0) = v(0) = 0.
Supposons que la fonction f de (2.8) est bornée pour des valeurs bornées de ses arguments.

Alors, s’il existe une fonction continue V' : IR x IR" — IR, telle que :

a- u(|o(0)]) < V(t, ¢) < v(|g]) ,

b- V(t,¢) < —w(|p(0)|) pour toutes les trajectoires de (2.8) vérifiant :

{ Vt+0.0(t+0) <V(Eo@), e (-0], (2.13)

alors la solution nulle de (2.8) est uniformément stable.
De plus, si w(0) > 0 pour tout 0 > 0 et s’il existe une fonction p : IRy — IRy strictement

croissante avec p(0) > 0 pour tout 6 > 0 telle que :

i- u(|g(0)]) < V(t, ¢) <v(|9]) ,
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ii- V(t,¢) < —w(|¢(0)]) pour toutes les trajectoires de (2.8) vérifiant :

{ V40,20 +0) <pV(tow), Voe[-r0], (2.14)

alors une telle fonction est appelée fonction de Lyapunov-Razumikhin et la solution
nulle de (2.8) est uniformément asymptotiquement stable.
Dans la pratique, les fonctions p les plus souvent utilisées sont celles de la forme p = ¢
ol ¢ est une constante strictement supérieure a 1. De plus, les fonctions recherchées dans

I’approche de Razumikhin sont souvent des fonctions quadratiques de la forme :

V(t) = 2" Px(t)

Y

ou P est une matrice symétrique définie positive. L’équation (2.14) devient :

{ 47t +0)Pu(t +0) < qa” ()Pu(t), V0 € [~7,0)etq > 1 (2.15)

Ainsi dans ’approche Lyapunov-Razumikhin, la négativité n’est requise que pour les tra-
jectoires qui, a l'instant t, appartiennent a un certain espace défini par I’évolution du

systeme sur l'intervalle [t — 7, t].

Meéme si 'approche Lyapunov-Razumikhin conduit généralement a des résultats plus
conservatifs que ceux tirés de I'approche de Lyapunov-Krasovskii, elle permet de prendre
en compte les retards variables sans restriction sur la dérivée du retard. Il a par ailleurs
été montré que, pour des retards constants, 'existence d’une fonction de Lyapunov-
Razumikhin entraine celle d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii [26]. Cependant,
dans la littérature, la stabilité des systemes a retards fait plus généralement appel a des

fonctions de Lyapunov-Krasovskii.

2.3 Observabilité et observateurs

De maniere générale, un observateur est un systeme dynamique qui permet la reconstruc-
tion (asymptotique ou exponentielle) de 'état du systeme, a partir de ses entrées, de ses
sorties, et de la connaissance de son modele dynamique, qui sont les seules informations

disponibles. Ce principe est illustré par la figure (3.4).

Préalablement a toute stratégie d’observation d’un systeme dynamique, il est nécessaire

de s’assurer que I’état de ce dernier peut étre estimé a partir des informations sur I'entrée
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w o oentrée ._c; 4y o sortio
p— i —
ax o etat
@)
: . Stat

F1G. 2.3 — principe de 'observateur

et la sortie du systeme. L’étude de 'observabilité du systeme apporte une solution a ce
probleme. A la différence des systemes linéaires, I’observabilité des systemes non linéaires

est intrinsequement liée aux entrées et aux conditions initiales.

Apres un rappel de quelques concepts fondamentaux sur ’observabilité, nous introduisons
dans cette section les notions d’entrées universelles et de systemes uniformément obser-
vables qui permettent de s’affranchir des problemes de singularité liés aux entrées. Nous
décrirons brievement les différentes approches utilisées dans la littérature pour la synthese
d’observateurs en se focalisant sur la synthese d’observateur a grand gain pour une forme

canonique des systemes uniformément observables.

2.3.1 Observabilité

On considere les systemes dont le comportement entrée-sortie peut se mettre sous la

forme :

dx
sd @~ (2.16)

y(t) = h(x(t))
Ou I'état x(t) € V est un ouvert de IR", l'entrée est u(t) € U ou U est un ensemble
mesurable de IR™ et les sorties y(t) € IRP. Pour une entrée donnée, les trajectoires au
cours du temps des variables d’état dépendent de leur conditions initiales.
L’observabilité d'un systéme exprime la possibilité de reconstruire 1’état initial z(¢y) & par-
tir de la seule connaissance des sorties y(t, ty) et des entrées u(t,ty) pendant un intervalle
de temps suffisamment long contenu dans [to, to + 17[.
Dans ce qui suit, nous allons rappeler certaines définitions inhérentes a ’observabilité des

systémes non linéaires, que I'on peut retrouver dans [16, &].
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2.3.1.1 Quelques définitions

La notion d’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions ini-

tiales distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales.

Définition 2.4. (Distinguabilité - Indistinguabilité) : Deux états initiaux xo,x1 € V tel
que xo # x1 sont dits distinguables dans V si It > 0 et Ju : [0,t] — U une entrée admis-
sible telle que les trajectoires des sorties issues respectivement de xy et x1 restent dans V
pendant la durée [0,t] et vérifient y(t,xo,u(t)) # y(t, z1,u(t)). Dans ce cas, on dira que u
distingue xq et x1 dans V. Réciproquement, deux états initiaux xo,x1 € V tel que xoy # x;
sont dits indistinguables si ¥t > 0 et Yu : [0,t] — U pour lesquels les trajectoires issues

de xo, z1 restent dans V on a : y(t, o, u(t)) = y(t, z1, u(t)).

Il est maintenant possible de donner une définition de ’observabilité d’un systeme en un

point, et par extension, de définir un systeme observable.

Définition 2.5. (Observabilité) : Le systéme (S) est observable en xq € V si xy est
distinguable de tout x € IR". En outre, le systéme (S) est observable si Vo € IR", xo est
distinguable.

Pour les systemes linéaires stationnaires

& = Ax + Bu
(2.17)
y=Cx relR", ueR' yelRP
'observabilité est caractérisée par la fameuse condition du rang : le systéme (2.17) est
C
. . . cA .
observable si et seulement si la matrice ‘ est de rang plein (= n).
OAn—l

La distinguabilité est un concept global. Il arrive souvent que pour engendrer deux tra-
jectoires a partir de zy et xq, on ait besoin de s’éloigner suffisamment de zy et xy. Les

deux définitions qui suivent sont de nature locale.

Définition 2.6. (observabilité locale) : On dit que le systéme S est localement observable
en xy st pour tout voisinage ouvert Vy,, de xg, ’ensemble des points qui sont indistinguables

de xo dans V,, via les trajectoires dans V,, est le point xq lui-méme.



2.3. OBSERVABILITE ET OBSERVATEURS 27

Lorsqu’il s’agit de distinguer x( de ses voisins, on peut affaiblir la notion d’observabilité

locale. Dans cette optique, on a :

Définition 2.7. (observabilité locale faible) : On dit que le systéme S est localement
faiblement observable en xy sl existe un voisinage ouvert V,, de xy tel que pour tout
voisinage ouvert V. C V,,, l'ensemble des points qui sont indistinguables de xo dans V

via les trajectoires dans V, —est le point xo lui-méme.

Un systeme est donc localement faiblement observable si tout état zy peut étre instan-
tanément distingué de ses voisins en utilisant les trajectoires qui restent dans un voisinage

de x.

Dans le but de traduire cette propriété d’observabilité par une condition de rang comme

dans le cas des systemes linéaires, nous sommes amenés a définir I'espace d’observation.

Définition 2.8. (Espace d’observation) : L’espace d’observation du systéme S est le plus
petit sous-espace vectoriel, O, de fonctions de V a wvaleurs dans l'espace de sortie qui
contienne hy, ..., hy, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie par rapport a tous les

champs de vecteurs du type f,(z) = f(u,z), uw € U, fizé.

Définition 2.9. (Observabilité au sens du rang) : Soit dO [espace des différentielles
des éléments de O. Désignons par dO(zo) ['évaluation de dO en xy. Le systéme S est

localement faiblement observable en xqy si

dim dO(zy) =n (2.18)

La condition (2.18) est appelée condition du rang. Si cette condition est satisfaite pour

tout xy € V, on dit que le systeme S est observable au sens du rang.

Le théoreme précédent donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Le

théoréme suivant donne une condition nécessaire :

Théoreme 2.3. : Supposons que le systeme S est localement faiblement observable. Alors
la condition (2.18) est vérifiée presque partout dans V, c’est-a-dire, dim dO(z) = n en

tout point x appartenant a un ouvert V' dense dans V.

On remarque que les définitions d’observabilité données précédemment n’impliquent pas

que toute entrée distingue des couples de points de V. En pratique, on aimerait se placer
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dans le cas ou 'entrée u étant fixée, tout couple d’états distincts donne lieu a des sorties
différentes. En effet, ce n’est que dans ce cas que 'on peut reconnaitre 1’état initial du
systeme a partir des informations antérieures sur l'entrée et la sortie. Ceci nous conduit
au concept des entrées universelles et des systemes qui sont observables au sens du rang

pour toutes les entrées appliquées.

2.3.1.2 U-uniforme observabilité

Lorsqu’une entrée distingue tous les couples d’état initiaux sur V), celle-ci est dite univer-

selle.

Définition 2.10. (Entrée universelle) : Une entrée u : [0,T] — U admissible est dite
universelle pour le systéme S sur [0, T si, pour tout couple d’états initiauz distincts xo et
x1, il existe au moins un temps t € [0,T] tel que y(t, zo,u(t)) # y(t, x1,u(t)). Une entrée

non uniwerselle est dite singuliére.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singuliere parmi I’ensemble des entrées admissibles U, alors
tout couple d’états initiaux sont distinguables. Cette propriété est appelée la U-uniforme

observabilité.

Définition 2.11. (U-uniforme observabilité) : Un systéme dont toutes les entrées admis-
sibles a valeur dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.

Dans le cas ou ’ensemble de toutes les entrées a valeurs bornées dans IR™ sont univer-
selles, ce systeme sera dit IR™-uniformément observable (et l'on dira par la suite seulement

uniformément observable).

L’uniforme observabilité sur un espace V permet de caractériser un ensemble d’entrées
U tel que pour toute entrée u(t) € U, le systéme soit observable sur V. Des résultats
importants ont été établis pour les systemes bilinéaires dans [92] et pour les systemes
affines en la commande dans [30]. Dans le cas multi-sorties, certaines conditions suffisantes

de structure ont été données dans [J] et seront détaillés plus loin.

2.3.2 Observateurs

Considérons le systeme dynamique suivant :

z= f(Z,U, y)
(9{ ; (2.19)
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ot z € M une variété différentiable telle que h : M — V soit une submersion (applica-
tion différentiable surjective), V étant 'ouvert de IR™ constituant l’espace d’état de (S);

u et y sont respectivement les entrées et les sorties de (S).

Définition 2.12. (Observateur) : (i) Le systéme O est un observateur asymptotique local

8%l eziste Ty € V et un voisinage V,, de xq tel que :

lim [[2(¢) — ()] = 0

t—o00

pour toute condition initiale £(0) € Vy, et 2(0) € h=1(V,,).

(i1) Le systéme O est un observateur global si

lim [|#(t) — 2(t)]| = 0

t—o0

pour toute condition initiale x(0) € V et 2(0) € M.

(i7i) Dans les deux cas ci-dessus, O est dit observateur exponentiel si :

N > 0 tel que [[@(t) — z(t)]] < pe™]|2(0) — z(0)]]

La structure d’observateur la plus utilisée est :

o { &= f(&,u) — G(9)(Mz) —y) (2.20)

g=v(z,u,y,9)

G(g) est appelé gain d’observation et G(g)(h(Z) — y) est le terme de correction.

Initialement les systemes abordés ont été les systemes linéaires, pour lesquels une so-
lution simple et optimale a été proposé par Luenberger [69] dans le cadre déterministe, et

par Kalman [51] dans le cadre stochastique.

2.3.2.1 Observateur de Luenberger

La théorie de I’observation de Luenberger repose essentiellement sur des techniques de pla-
cement de poles. On se place dans le cas déterministe et on considere le systeme linéaire

stationnaire suivant :

(2.21)
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ounz(t) € R", u(t) € IR* y(t) € IRP et A, B, C sont des matrices constantes de dimensions
appropriées.

Luenberger propose 1'observateur suivant pour le systeme (2.21) :
I(t) = Az(t) + Bu(t) + K(y(t) — Ci(t)) (2.22)
La dynamique de l'erreur d’estimation e(t) = z(t) — Z(t) a pour expression :
é(t) = (A— KC)e(t) (2.23)

En utilisant une technique de placement de poles, il suffit choisir le gain K de 'observa-
teur de sorte que les valeurs propres de la matrice A — KC soient a partie réelle négative.
L’observateur (2.23) garantit ainsi une convergence exponentielle vers zéro de l'erreur

d’observation.

2.3.2.2 Filtre de Kalman

On se place dans le cadre stochastique et on considere le modele dynamique d’un systeme

linéaire défini comme suit :

(1) = Calt) + vt 224)

ou z(t) € R", u(t) € R¥, y(t) € RP. w(t) € R" et v(t) € IRP sont deux bruits blancs

gaussiens d’espérance nulle, de covariances respectives ) et R. Ces bruits sont supposés

{ #(t) = Az(t) + Bu(t) + Lw(t)
y(t) = C(t)

non corrélés. Les matrices A, B et C sont de dimensions appropriées.

La théorie de 'observation de Kalman nécessite, quant a elle, la résolution d’une équation
de Ricatti. Kalman utilise les propriétés statistiques des bruits w et v et propose la struc-

ture d’observateur suivante :

Z(t) = Az(t) + Bu(t) + K(t)(y(t) — Ci(t)) (2.25)

En minimisant la matrice de covariance de l'erreur d’estimation P(t) = Ele(t)e(t)T), on

obtient 'expression du gain de 1’observateur :

K(t)=Pt)CTR™! (2.26)

ou P(t) est solution de I’équation de Ricatti :

P(t) = AP(t) + P(t)AT — P(t)CTR™'CP(t) + LQL" (2.27)
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Sous certaines conditions [1], on peut montrer que la matrice P(t) tend vers une limite
et que le filtre est stable, ce qui permet éventuellement de conserver pour K sa valeur en
régime permanent.

Le probleme de I'observation des systemes linéaires est donc entierement résolu. C’est loin
d’étre le cas lorsqu’il s’agit de systéemes non linéaires. Il n’existe pas a ce jour, d’approche
universelle pour la synthese d’observateurs des systemes non linéaires. En effet, plusieurs
travaux de recherche y sont consacrés, donnant naissance a un large éventail d’algorithmes
d’estimation [9, 16, 30, 36, 39, 37, 45, 48, 62, 63, 77, 93]. D’'une maniere générale, nous

pouvons classer ces différentes contributions en cing classes selon 1’approche utilisée.

e La premiere est basée sur le filtre de Kalman et a suscité beaucoup d’intérét pendant
longtemps. Ceci est essentiellement di a une simplicité relative dans sa mise en oeuvre
méme pour des systemes de taille importante. De plus, ce filtre constitue souvent le point
de départ pour la synthese d’observateurs pour de tels systemes. Toutefois, dans la plu-

part des cas, on manque de preuve de convergence du filtre.

e La deuxieme approche est basée sur la linéarisation de 'erreur. Elle consiste a considérer
des transformations appropriées qui mettent le systeme a étudier sous une forme ot les non
linéarités ne dépendent que des entrées et des sorties (cf. par exemple [18, 62, 63, 43, 93]).
Dans les premiers travaux relatifs a cette approche, une difficulté essentielle réside dans la
recherche de la transformation appropriée qui nécessite la résolution de systemes d’Equa-
tions a Dérivées Partielles (EDP). Plus récemment, cette difficulté est surmontée par la
proposition d’algorithmes constructifs qui permettent de transformer le systeme original

sous la forme appropriée sans avoir a résoudre de systemes EDP [35].

e La troisieme approche est basée sur des techniques LMI. Les systemes considérés sont
composés d’une partie linéaire constante qui sert a calculer le gain d’observation et d'une
partie non linéaire qui est supposée étre globalement lipschitzienne. Le calcul du gain se
fait simultanément avec la recherche de la plus grande valeur de la constante de Lipschitz
pour laquelle la synthese de I'observateur est possible. Cette méthode ne tient pas compte
la structure de la non linéarité, ce qui réduit parfois considérablement ’ensemble des so-

lutions [31].

e La quatrieme approche utilise des outils de l'algebre différentielle. Elle consiste a ex-
primer les états non mesurées en fonction des sorties, des entrées et de leurs dérivées
(par rapport au temps) successives, ces dérivées étant calculées par des différentiateurs

numériques (cf. par exemple [23, 22 35]).

e La cinquieme et derniere approche se base sur les formes canoniques d’observabilité
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et utilise le concept d’observabilité pour toute entrée [36]. Ce concept est issu naturelle-
ment du fait que contrairement aux systemes linéaires, ’observabilité des systemes non
linéaires dépend généralement des entrées considérées. D’ou I'idée de caractériser, a tra-
vers des formes canoniques d’observabilité, I'ensemble des systemes non linéaires qui sont
observables indépendemment de ’entrée considérée. La caractérisation de tels systemes a
été réalisé dans le cas d’une seule sortie pour les systemes affines en la commande et une
condition nécessaire et suffisante a été donnée [39]. De tels systémes peuvent toujours se
mettre sous une la forme triangulaire bien connue. Elle consiste en une série d’intégrateurs
avec une non linéarité additive faisant intervenir ’entrée et les états du systeme de maniere
triangulaire, c’est-a-dire que la jacobienne des non linéarités est une matrice triangulaire
inférieure. En se basant sur cette forme triangulaire, les auteurs ont proposé un observa-
teur de type grand gain. Le gain de cet observateur est issu d’une équation algébrique de
Lyapunov. Il est explicitement donné et son réglage se fait a travers la spécification d'un
seul parametre constant. Le probleme principal inhérent a la quatrieme approche réside
dans le manque de formes canoniques pour les systemes multi-sorties. Toutefois, dans plu-
sieurs travaux, des classes particulieres de systemes non linéaires observables pour toute
entrée ont été proposés et un observateur de type grand gain, généralisant celui proposé
dans le cas mono sortie, a été synthétisé [21, 37, 84, 13, 47, 86, 30, 15]. Ci apres, nous

présentons un peu plus en détails cette derniere méthode.

Bien siir, il existe d’autres travaux sur la synthese d’observateurs qui n’appartiennent pas
aux approches décrites précédemment, et le classement de différentes méthodes est un

choix qui n’est pas unique.

2.3.3 Observateur a grand gain pour une classe de systemes non

linéaires

Dans cette section, nous présentons une forme canonique observable caractérisant des
classes de systémes non linéaires multi-sorties uniformément observables. Nous détaillons
aussi la synthese d’observateur a grand gain pour cette forme canonique. Ensuite, nous
présenterons une classe particuliere de systemes non linéaires multi-sorties uniformément
observables qui peut se mettre a l'aide d’une transformation appropriée, qui sera aussi
présentée, sous forme canonique présentée ci dessous. Cette classe particuliere sera considérée

ensuite dans la partie qui traite de la synthese des observateurs pour les systeémes a retards.
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2.3.3.1 Forme canonique d’observabilité

On considere les systemes multi-sorties qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

T=Ar+ p(u,x
olu, ) (2.28)
y=Cx=xa'
2
22
ou l'état = = ) €eR", 2 € R?, k =1,...,q, n = qp, la sortie y € IR?, I'entrée
xq
u € IR et ¢(u, z) a une structure triangulaire par rapport a z, c¢’est-a-dire
o' (u, zt)
¢*(u, ', 2°)
p(u, ) = : ;
©(u, )
La matrice A de dimension n X n est la matrice anti-décalage par blocs :
OP [p Op OP
: I 0
A= P b (2.29)
0p R
Op ... 0, 0O,
La matrice d’observation C' a la structure particuliere suivante :
C=1[,0, ... 0, (2.30)
La forme canonique présentée a été proposée par [15]. Le systéme considéré se compose

de plusieurs blocs dont chacun est associé a une composante vectorielle de ’état. La ca-
ractéristique principale de ce systeme réside dans le fait que le premier bloc est associé
a toutes les sorties et que les non linéarités du systeme ont une structure triangulaire,
c’est-a-dire la non linéarité d’'un bloc ne dépend que des variables propres du bloc ou de
celles des blocs supérieurs. Cette forme peut étre interprétée comme une généralisation

de la forme canonique caractérisant les systemes mono-sortie uniformément observables

[36, 39, 37].

2.3.3.2 Syntheése de ’observateur

Pour la synthese de 'observateur, les hypotheses suivantes sont adoptées :
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Hypotheése 2.1. L’état z(t) et l’entrée u(t) sont bornés. Plus précisément, nous avons
x(t) € X, u(t) € U pour tout t >0 ot X et U sont deuzx compacts respectivement de IR"
et IR® .

Hypotheése 2.2. La fonction ¢(u,z) est Lipschitzienne par rapport a x, uniformément

en u, c’est-a-dire

AL > 0;Vu e U;Vz,x € X : ||p(u, 2) — o(u, x)|| < L||z — x| (2.31)

Rappelons que 'hypothese (H2.2) est classique et elle est généralement adoptée lors de
la synthese d’observateurs de type grand gain (se référer par exemple a [39, 15]). Cette
hypothese est bien stir restrictive par son caractere global. Toutefois, en pratique, la tra-
jectoire du systeme (physique) reste généralement confinée dans un domaine compact
borné €2 € IR" sur lequel les non linéarités sont lipschitziennes. Dans ce cas, ils suffit de
les étendre sur tout IR" par une fonction globalement lipschitziennes. On pourra se référer

par exemple a ([36, 30]) ol ces probléemes sont traités.

Dans la suite de ce mémoire, on adoptera des hypotheses similaires a (H2.2) tout en
gardant en mémoire la remarque formulée précédemment.

Un observateur a grand gain pour le systeme (2.28) est le systeme dynamique suivant :

T = Az + o(u, &) — 0A,1SICT(C2 — y) (2.32)

ol
e O > (0 est le parametre de réglage de 1’observateur.

e S est 'unique solution de I'equation algébrique de Lyapunov suivante :
S+ ATS+SA=CTC (2.33)

e Ay est la matrice diagonale par bloc suivante :
. 1 1
Ag = dlag Ip, glp, ceey m]p (234)

Il est clair que I'observateur (2.32) est la simple généralisation de 1'observateur proposé
dans [39] au cas multi-sorties. De maniere similaire au cas mono-sortie, la solution S de

I’équation (2.33) ainsi que le vecteur S™'CT peuvent s’exprimer comme suit :
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S(i,j) = (-1)"ICIT,I, pour 1<ij<n (2.35)
Cl,
21

st = v (2.36)
Cglp

ou I, est la matrice identité p x p.

2.3.3.3 Classe particuliere de SNL MIMO uniformément observables

Nous allons présenter maintenant une classe particuliere de systemes non linéaires uni-
formément observables qui peut se mettre a ’aide d’une transformation appropriée sous

la premiere forme canonique présentée ci-dessus. Soit la classe de systemes non linéaires
MIMO suivante :

(2.37)

{ T = f(u,x)
Y= fo(uaxl)

Avec
fH(u, 2, 2?)
fQ(U, 33'1, ZCQ, .%3)
T = x ; flu,x) = : ;
: 1 (u, )
fi(u,z)

avec z € IR" le vecteur d’état, z* € R™, k=1,...,qet p=mng > ny > ny > ... > n,,

q
an =n; lentrée u(t) € U l'ensemble des fonctions absolument continues a dérivées
k=1
bornées de IR* dans U un compact de IR*; f(u,z) € IR™ ot f*(u,z) € R™ et fO(u,z') €

IR". L’hypothese suivante est adoptée :

Hypothese 2.3. Pour 0 < k < q —1; la fonction 2" — fF(u,z',. .. o% 2*) de
IR™ 1 dans IR™ est injective. De plus, on suppose que Ja, 3 > 0 tels que pour tout
ke{0,....,q—1}, Ve € R", Vue U,

T
e < (a—fk(u,x)) a—fk(u,x) < Bl

2
0<a’l axk—H axk—H

ot I, . est la matrice identité (ng11) X (Ng1).
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Cette classe de systemes a été considérée par [15] pour la caractérisation d’une classe
des systemes uniformément observables. Les auteurs ont proposé un observateur a grand
gain dont la synthese a été effectuée en deux étapes. Dans la premiere étape, les au-
teurs ont introduit un changement de coordonnées qui a ramené le systeme (2.37) sous
la premiere forme canonique (2.28). La synthese de 'observateur dans les nouvelles co-
ordonnées est immédiate (c’est I'observateur (2.32)) puis les équations de I'observateur
dans les coordonnées originales sont données en considérant la pseudo-inverse de la ma-
trice jacobienne. Ce systeme a ensuite été reconsidéré par ([31]) ot les auteurs ont proposé
une version légerement modifié de 'observateur présenté dans ([15]). En effet, la nouvelle
version ne nécessite pas l'inversion de toute la matrice jacobienne mais que des termes
diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner la transformation
qui permet de transformer le systeme (2.37) sous la premiére forme canonique ainsi que
les équations de l'observateur modifié dans les nouvelles coordonnées et les coordonnées

originales.

2.3.3.4 Synthese de ’observateur

Considérons le changement de coordonnées suivant :

B IR — R™
! 2t
x? 22
T = — z = ®(u, x)
x4 24
avec
(
2= fu,zt)
0
2 = e P,
afo afl
2 = 81( )8 s(u, 2t 2) f(u, 2, 2?2 (2.38)

q—2 ok
- (H o )fq )

\

onzFelR™ k=1,...,q.

D’apres 'hypothese (H1), 'application ® est injective; soit ®¢ sa fonction réciproque.
Avant d’écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :

e Soit A(u,x) la matrice diagonale en blocs suivante :
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o 0 ) 0 ) 1 q—1 ) k
Au,2) = diag (a—;w,x),a—j;w,x)a—;(u,xL...,Hax—ixu,x)) (2.30)
k=0

D’apres 'hypothese (H1), A(u, x) est inversible a gauche. On désignera dans la suite par

AT (u, ) son inverse a gauche. On peut facilement vérifier que :

Au,z)f(u,x) = Az+ G(u,z) ou encore
flu,2) = AM(u,2)Az + AT (u, 2)G(u, x) (2.40)

ou A est une matrice carrée ngg X ngq et G(u,x) € IR™? et ils sont donnés par :

[0 I, O 0 | 0

SRRV :

0

A= | oo 0| et Glu,) =
N q—1
no 8fk
i 0 0 ( —axkﬂ(u,x)) f(u, )

k=0

Nous pouvons maintenant générer ’expression de la dérivée par rapport au temps de z :

0P _ 0P

z(t) = %(u, x)z(t) + %(u, x)u(t)
= Au,z)f(u,x)+ (g—i(u,m) — A(u,m)) f(u,x) + g—q)(u, x)u(t)
= Az+G(u,z) + (g—i(u, z) — A(u x)) (At (u,2)Az + A" (u, 2)G(u, z)) + g—;{:(u, x)u(t)

d’apres (3.67).
Notons que la matrice a—(u,x) - A(u,x)) est triangulaire inférieure avec des zéros
x

sur toute sa diagonale. Puisque A" (u,x) est diagonale et que les ((¢ — 1)ng) premieres

composantes de G(u, z) sont nulles, on a :

<g—i(u, x) — A(u, x)) A (u, 2)G(u, ) =0 (2.41)

Par conséquent, la dynamique de z peut étre récrite comme suit :

2(t) = Az+G(u,x) + <g—i(u, z) — A(u, :c))A*(u, x)Az + g—i(u, z)u(t)
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Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

Ou,2) 2 (gi) (u, ) — A(u,az)) At (u, )

= (G # ) - A ¥ ) ) A, 87()
o(u,2) 2 O(u, z)Az+G<u,x)+a—i<u,x)u<t)

= O(u,2)Az + G(u, ®°(2)) + g—i(u, D(2))u(t)

(2.42)

Compte tenu du fait que O(u, ) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la diagonale
principale, on peut vérifier que la fonction ¢(u, z) possede une structure triangulaire.
En utilisant les notations adoptées, le systeme (2.37) peut étre écrit dans les nouvelles

coordonnées en z comme suit :

{ Z=Az+ p(u, 2) (2.43)

y=0Cz

ou
C = [[nO,OnO, o ,Ono]

est une matrice ng X ngq avec 0,, la matrice nulle de dimension ngy x ng .

IL est clair que le systéme (2.43) est sous la forme canonique (2.28). De ce fait, 1’'ob-
servateur (2.32) peut étre synthétisé pour ce systeme (sous I'hypothese technique por-
tant sur le caractere Lipschitz de la fonction ). Toutefois, comme nous 'avons signalé
précédemment, 1’équation d’un tel observateur dans les coordonnées originales en =,
nécessite 'inversion de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion, un
nouvel observateur a été proposé. Les équations de cet observateur s’écrivent dans les

nouvelles coordonnées comme suit :

) = Ai+o(u,2)—0A;,1S7ICTO(z

0B, () o)\ oAt et T s
—ax(u(I)())AUCI)Z u(IJ A, ST CC (2 —2)
(2.44)
?:,1
22
ou z = c IR™7 avec 2 ¢ IR™, k=1,...,q
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Maintenant, il est clair que I'observateur (2.44) s’écrit dans les coordonnées originales x

comme suit :

&= flu, &) = OAT(u, £) A1 ST CT(fO(u, 21) — [O(u, ) (2.45)
i‘l
.TAJQ

ouzx = ) € R™ avec 2 € R™, k= 1,...,q et x est le vecteur des trajectoires du
74

systeme (2.37).

On remarque que l'observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas l'inversion
de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés au sein de la

matrice A.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré aux principaux éléments de la théorie et aux différentes notions
fondamentales abordées dans ce mémoire. Il est composé de deux parties. La premiere
partie est un bref rappel sur les systemes a retards. Leur apparition fréquente dans la
modélisation des phénomenes physiques a sucité I'intérét de nombreux chercheurs. Apres
avoir présenté les modeles des systemes a retards rencontrés dans la littérature, nous
avons rappelé les conditions de stabilité liées a l'extension de la théorie de Lyapunov.
La seconde partie est un panorama sur l'observation et la synthese d’observateurs des
systemes dynamiques. Les concepts d’observabilité uniforme et de grand gain ont été

particulierement privilégiés pour les avoir utiliser dans toutes non contributions.
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CHAPITRE 3

Observateur a grand gain pour des
systemes a retards

3.1 Introduction

Les phénomenes de retard apparaissent naturellement dans la modélisation de nombreux
processus physiques. La biologie, I’écologie, les sciences de I'ingénieur ou les télécommunications
sont des domaines ou interviennent des équations différentielles dont I’évolution dépend
non seulement de la valeur de leurs variables a I'instant présent t, mais aussi d’une partie de
leur passé. La présence d'un retard dans la dynamique d’un systeme lui confere une dimen-
sion infinie, ce qui rend son analyse particulierement complexe, d’ou la nécessité d’adap-

tation des techniques de commande et d’observabilité pour cette catégorie de systemes.

Dans le cadre de la synthese d’observateurs pour les systemes a retards, theme dont traite
cette contribution, la plupart des résultats disponibles traitent des systémes linéaires (
[19, 72, 20, 49, 54, 5, 42, 53, 73] ... ) et on ne recense que peu de résultats dédiés aux
systémes non linéaires [98, 1, 90, , 32]. De plus, la plupart de ces résultats sont basés
sur des techniques de type LMI et par conséquent ’existence d’un observateur dépend de
la faisabilité de certaines LMI. Or, comme c’est justement souligné [2], les conditions de
faisabilité des problemes de type LMI ne sont généralement pas explicitées et de ce fait

la faisabilité devrait étre préalablement déterminée de maniere numérique.

Dans ce chapitre, nous proposons des techniques de construction d’observateur a grand
gain pour deux classes de systemes non linéaires MIMO uniformément observables. La
premiére classe est une extension de la forme canonique (2.28) pour les systeémes a re-
tards. Nous traitons dans un premier lieu le cas d’un seul retard variable présent dans
la dynamique, une généralisation de 'observateur au cas de plusieurs retards sera en-
suite présentée. La deuxieme classe considérée s’étend de celle proposée dans [30] et
caractérise une classe plus large de systemes observables pour toute entrée. En effet le
systeme considéré est composé de plusieurs sous-systemes, chacun de ses sous-systemes

étant triangulaire par rapport a ses propres variables mais le couplage entre deux systemes
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n’est pas forcément triangulaire. Nous proposons de rappeler la classe de systemes ainsi
que 'observateur associé proposé dans (4], ensuite, nous présenterons ’extension de cette
classe pour les systemes a retards et nous détaillerons la synthese de ’observateur pro-
posé. Les observateurs proposés sont caractérisés par une simplicité de mise en oeuvre et

garantissent une convergence exponentielle de I'erreur d’estimation.

3.2 Synthese d’observateurs pour une classe de SNL

a retards

Dans cette partie, nous allons considérer la synthese d’observateur a grand gain pour une

classe de systemes non linéaires a retards.

3.2.1 Préliminaires et formulation du probleme

Avant de présenter la classe des systemes non linéaires considérée, nous proposons d’in-
troduire certaines notations et de rappeler certains résultats que nous utiliserons tout au

long de la synthese.

3.2.1.1 TVM pour les fonctions vectorielles

Le théoreme de la valeur moyenne peut s’énoncer comme suit dans le cas d’'une fonction

a plusieurs variables a valeurs dans IR.

Théoréme 3.1. Soit f; : IR" — IR de classe C'. Soient T et x deux vecteurs de IR".

Alors, il eziste 0; € [0, 1] tel que :

fi&) filz) + fi(@ + 6i(& — x))(2 — x)
filz) + (V fila + 6i(& — 2)))" (& — =)

filz) + (V&))" (& — 2) (3.1)

Il

ot V f; est le gradient de f; et & = v+ 0;(% — x).

Ce théoreme s’étend dans le cas d’une fonction a valeurs dans IR". En effet, soit f =
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fi
: :IR" — IR" de classe Ct. Alors, il existe &,&,...,&, € IR™ tels que :
fn
f@) = fl@)+ (&, ... &)@ —2)
= 1@+ e e ) (3.2
ol 8_f est la jacobienne de f.
Ox
Plus précisément, nous avons
(V&))" (Vfi(z +0:(2 — )"
of _ . _ .
%(517"'7571)_ : . - : .
(Vful&n)) (Vfn(z +0,(2 — x)))

oué =x+0;(z—x)avec b, € [0,1];i=1,...,n.

Pour alléger les écritures, nous utiliserons dans la suite de ce mémoire la notation suivante :

(VAE))" (Ve +6,(& — )"
of ) .
(1) = ; - ;
(VAIE) (Yl + 0 — 1))
VI
2 D | @+ 6@ —2))
4
Vit of
- | o= (33)
2
avec { =+ O(2 —x) et © = diag(0y,...,0,).
3.2.1.2 Equation Algébrique de Lyapunov
Considérons 1'équation algébrique de Lyapunov suivante :
0Sy + ATSG + SpA = ctc (34)

ou A et C sont données respectivement par (2.29) et (2.30), I'inconnue est la matrice Sy et
enfin 0 est un réel strictement positif. Il a été montré dans [39] que I’équation (3.4) admet
une solution unique qui est Symétrique Définie Positive (SDP) et qui peut s’exprimer

comme suit, :

1
Sp = aAgSAg
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ou S est la solution de (3.4) pour @ =1 et Ay est une matrice diagonale donnée par

. 11 1
Ag = dZClg (Ip, glp, ﬁjp? oy ij> (35)

De méme, on peut vérifier a partir de (3.4) pour § = 1, que chaque entrée S(i,j) de la

matrice S s’exprime comme suit :

S(i,j) = (_1)(i+j)cij—;j1—21p pour 1 <<¢,5<n
n!

on O = ———
(n —p)!p!

De méme, on a :

sTict =[Cl,,...,cH" (3.6)
Soit maintenant un vecteur = € IR". A partir de I’équation (3.4), pour § =1, on a :

20T ASxy = —2" Sz + 27 CTCx (3.7)
L’égalité (3.7) sera utilisée dans les démonstrations de différents résultats en considérant
des fonctions de Lyapunov appropriées.
3.2.1.3 Quelques identités et inégalités
Considérons les matrices Ay, A et C' données respectivement par (3.5), (2.29) et (2.30).

Un calcul direct permet d’établir les identités suivantes :

AgANY = A
{ o (3.8)

CAy = C

Maintenant, soit F'(s(t)) une matrice carrée triangulaire n x n ou s(t) est une fonction
bornée a valeurs réelles. On suppose que chaque entrée f;;(s(t)) de la matrice F, i =
1,...,net j=1,...,n est uniformément bornée. Il existe donc une constante L > 0 telle

que :

IFGO) < IF(s@)lle = [ DD (fisls()* < L (3.9)

i=1 j=1
ol ||| et || - ||» désignent respectivement la norme euclidienne et la norme de Frobenius
de (+).
Posons

Q(s(t)) = Ao F(s(t)Ag" (3.10)

eme

Soit ¢;;(s(t)) I'entrée de la matrice @ située a la i®" ligne et j™° colonne. Compte tenu

de la structure triangulaire de F' et du fait que Ay est diagonale, il est clair que la matrice
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() est aussi triangulaire inférieure, c’est-a-dire ¢;; = 0 pour j > i. Par ailleurs, a partir de

(3.10), nous avons :
qi;(s(t)) = 077" fi;(s(t)) pour j < i (3.11)

A partir (3.9) et (3.11), on peut conclure

VO >1: ||Q(s(t)| <L (3.12)
2! r!
22 x?

Remarque 3.1. Soit & = ' , T = ] € IR", iF.aF € IRP, k = 1,...,q,
29 xd

n = qp, soit ¢ : U X R" — IR", (u,x) — @(u,x), ou U est un compact de IR™, une
fonction ayant une structure triangulaire par rapport a x et est globalement lipschitzienne
par rapport a x uniformément en u. En posant e = T — x et € = Age, alors l'application

du théoreme de la valeur moyenne permet d’avoir les égalités et inégalités suivantes :
. Iy
180(o(u, &) = p(u, 2D = lAs5—(u, el
Iy 1
(U, é.)AQ 16“

o
0 1

18022 (u, )0, Yl |Ie]]

< Lje| (3.13)

= [|Ay

ox

ou & € IR" et L est une constante positive qui ne dépend pas de 6 pour § > 1.

L’utilisation du théoreme de la valeur moyenne au niveau de la dynamique de l'erreur
permet de transformer le probleme d’estimation d’état en un probleme de stabilité, ainsi,
la stabilité exponentielle de I'erreur d’estimation implique la convergence exponentielle de

l'observateur.

3.2.2 Synthese de observateur en présence d’un seul retard
3.2.2.1 Formulation du probleme

Considérons maintenant les systemes a retards qui peuvent se mettre sous la forme trian-

gulaire suivante :

y(t) = Cuz(t)=2'(t (3.14)
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x
ou l'état = = ) cR", z* € IRF, k=1,...,q, n = qp, La sortie y € IR?, I'entrée

24
u € IR®. On désigne par 7(t) le retard variable connu et qui intervient au niveau de 1’entrée

et des états du systeme. Les états retardés sont donnés par : z, = e IR";

q
Tr(1)
k€ RP. u,(t) représente I'ensemble des entrées retardées. Notons que le retard est

supposé borné : 0 < 7(t) < 7% et qu’il intervient dans la partie non linéaire de fagon tri-
angulaire, les fonctions non linéaires " (u(t), u,(t), z(t),z-(t),), k = 1,...,q, possedent

ainsi une structure triangulaire respectivement par rapport a x et x,, c.a.d.

P8 (u(t), ur(t), 2(t), 2. (1), ) = " (u(t), u-(t), 2" (1), ..., 2"(t), 22 (1), .., 27(1))

La matrice A de dimension n x n est la matrice anti-décalage par blocs :

[ Op Ip Op Op ]
: 1 0
A= P b (3.15)
0p R
0p ... 0, 0,
La matrice d’observation C a la structure particuliere suivante :
C=1[,0,..0,) (3.16)

Remarque 3.2. Le systéme (3.1}) peut étre interprété comme une généralisation aux
systémes a retards de la forme canonique (2.28) caractérisant une classe de systémes non
linéaires uniformément observable (2.57). En effet, il suffit de considérer le systéme (2.37)

avec un retard qui intervient sur les entrées et les états de la maniere suivante :

y= Oz (3.17)

{ = f(u,u,,x,z,)

01 la fonction [ posséde la structure suivante :
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f1<u7 uT7$1’x2’x‘71_)

fQ(U, Ur, 1:17 'Tza x3’ .]}'71., QZ?_)
f(u7u7-7x7 xT) = E ;
) (TR TR L

fq<u7 uT’ 'TJ xT)

Les fonctions f*, k=1,...,q vérifient ’hypothése (H2.3).

Dans ce qui suit, nous proposons une approche de type grand gain permettant 1’estima-
tion de I'état du systeme (3.14). Nous développons une procédure systématique pour la

synthese du gain de 1’observateur.

3.2.2.2 Procédure de synthese de 'observateur

Comme dans la plupart des contributions relatives a la synthese d’observateurs a grand

gain, nous adoptons les hypotheses suivantes :

Hypotheése 3.1. La fonction o(u,u,,x,x,) est globalement Lipschitzienne par rapport a
x, Ty, uniformément en u

Nous admettons aussi I’hypothese suivante qui porte sur le retard :

Hypotheése 3.2. Le retard 7(t) est borné et il vérifie la contrainte (2.6) sur la dérivée ,

1.e:

I eRT, tg:0<7(t) <7

>0, 7(t)<1—¢ (3.18)

L’observateur a grand gain que nous proposons est décrit par le systeme dynamique sui-

vant :
fc(t) = AZ(t) + o(u(t), u (), 2(t), 2.(t)) — A, 1STICTC(2(t) — 2(t)) (3.19)
.%1
i’Q
ou T = € IR", ¥ € IR? est 'estimé de I'état =, k=1,...,¢, n=qp; u, y et x
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sont respectivement l'entrée, la sortie et la trajectoire inconnue du systeme (3.14), &, est
I'estimation de 'état retardé, Ay et C' sont respectivement données par (3.5) et (3.16) et

finalement 6 > 0 est un parametre de synthese.

Nous énoncons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (H3.1) et (HS3.2), les trajectoires des systémes (3.19)

et (3.14) vérifient la propriété suivante :

Jag, e > 0; 30y > 0; VO > Oy; Je(0) tels que

5(6) — 20l < 67 [ 2O max [ (s) - a(s)] (3:20)
(6% s€[—7*,0]

avec lim ¢(f) = +o0
6—+o00

i.e. le systeme (3.19) est un observateur, dont la convergence est exponentielle, du systéme

(3.14).

Nous allons, dans ce qui suit, détailler la preuve de convergence de I’'observateur proposé.

3.2.2.3 Analyse de la convergence

On définit le vecteur d’erreur d’observation Z(t) = &(t) — x(t). d’apreés (3.14) et (3.19),

la dynamique de l'erreur est donnée par I’équation suivante :
T =A%+ o(u,ur, 7, 27) — (U, ur, v, 7,) — A, 1 STCTCF (3.21)

On introduit le changement de variable suivant : & = Ay avec Ay définie dans (3.5) ; En

utilisant les identités (3.67), on obtient :
T =0AT + N (p(u, ur, &, 37) — o(u, ur, 7, 2,)) — 0SCTOZ (3.22)

En appliquant le théoreme de la valeur moyenne (3.3), il existe &, &, € IR™™ tels que
I'équation (3.22) s’écrit comme suit :
: 0 0
i o= 0A7 + Aga—(p(u, Uy €y 22 )F 4 Aga_@(u, Ur, &, E0r )iy — 0STICTCOT
x T,
0 0
= (AT + Aga—(p(u, Ur, Exp, xT)Ae—lf + A98 b (u, ur, T, SIT)Ae—lziT — 0S8 'CTCOx
T Tr
(3.23)

Afin d’étudier la convergence de l'erreur d’estimation, on considere la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii suivante :
t
V(z)=2"S% 4+ 6 7 / 07727 (5)z(s)ds (3.24)
t—T1

La dérivée de V le long des trajectoires de (3.23) a pour expression :

V =27"Si — gl—f (V —z78z) + 677 (Hz%az% —(1— T')e?fff@) (3.25)

T



3.2. SYNTHESE D’OBSERVATEURS POUR UNE CLASSE DE SNL A RETARDS 49

En remplagant la dynamique de Z par son expression (3.23) il vient :

o1 9
V4= V = 29.7:TSA:L’+2xTSAgg—§(u,uT,§x,xT)A;1x
+22T SN\ gso (u, Uy, %, Enr) AN, 12, — 2027 CTC (3.26)
In6 S B

T X,

A partir de I'hypothese (H3.2), on peut déduire la majoration suivante :

+2—ITSI R

1—71
>—V9>1 3.27
,/QT/T \/_ ( )

En utilisant cette inégalité avec (3.4), on obtient pour 6 > 1 :

Y In 6
Vv < 03785 — 07TCTCT + —— 3787 + 775 — —77%,

27* 27* N/

_ Oy e e Iy
+2ITSA9%(U, Ur, Epy 1) A T + 22T S A 5

T

(Uy Uy, B, Ear ) A ' T

(3.28)
dg ¢

D’apres la structure triangulaire de la fonction ¢, les matrices jacobiennes 8_( ) et 6_( )
x

sont aussi des matrices triangulaires inférieures. et d’apres la définition (3.5) de la matrice
Ay, si 6 > 1, sachant que ¢ est lipschitzienne par rapport a x et x., il existe une constante

ki1, indépendante de 6, telle que :

0 )
855 (uur, o) A <

dp
A _r
| Fr

(u, tr, &, Ear) A ]| < Ky (3.29)
En remplacant (3.29) dans (3.28), on obtient :

In6 Iné €
DOV < (0= ey — 2T R
V + o V 0 —c 5 )Z' ST + eo|Z||]|Z-| \/gar T, (3.30)

Avec ¢, et ¢y définis par :

(2k1[[S]]+ 1) et co = 2k4 || S]]

et A\ (S) désigne la valeur propre minimale de la matrice carrée S. On choisit alors le

parametre 0 de telle sorte que :

>0 (3.31)
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Notations 3.1. Pour alléger les formules, on introduit les notations suivantes :

‘/1 = jTSj? ‘/2 = fz——’i“l')
g
Vi = KOV, V= 1,
Vo (3.32)

V* — ‘/'1* + ‘/'2*7
a2
S/ w(S)

On peut alors réécrire 'inégalité (3.30) de la maniére suivante :

- In6
VgV € KO- Vet eV

27*
< -V - +C3\/ \/V1 Vs
91/2
< — 1— .
< sk(G) % (3.33)

1/2
Pour montrer le résultat (3.20), on choisit 6 tel que 1 — 2 :,3—(@ > 0.

Ainsi, pour tout 6 > 6, on obtient :

Ind
V+—V<0 3.34
+5 (3.34)
, Ing ., .. ,
Si on pose ¢(#) = o I'inégalité (3.34) devient :
T
V < e 2O max V(z(s)) (3.35)
se|—T1%,
On déduit :
1Z@O)]] < o/ Le® max z(s) (3.36)
(oD s€[—71*,0]
Avec

a; = A (9) et ag = Ay (9)

et A\p(S) désigne la valeur propre maximale de la matrice carrée S.

Or pour # > 1 on a
Iz < =) <67 Hz()] (3.37)

D’ot, en revenant aux variables originales :

1Z(1)]] < 0971, [ 2Le=e® max i(s) (3.38)
(&%) s€[—7*,0]
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Ainsi, le théoréme 3.2 est vérifié, et () converge exponentiellement vers z(t). Notons tout
de méme que la convergence est proportionnelle & In(f) contrairement aux observateurs
proposés en absence de retards [39, 37] ou la vitesse de convergence décroit proportion-
nellement par rapport au parametre constant 6. Cette décroissance est en quelque sorte

le prix a payer pour compenser la présence du retard dans la dynamique.

3.2.3 Généralisation aux systemes comportant plusieurs retards

Les résultats précédents peuvent étre généralisés avec des systemes comportant plusieurs
retards, la condition a préserver est la structure triangulaire des nonlinéarités par rapport
aux différents états retardés. En effet, considérons m retards différents et connus. Le

systeme considéré s’écrit de la maniere suivante :

2(t) = Ax(t) + @ (ult), urn (t), - tr, (), 2(t), 27, (), ..., 27, (1))
y(t) = Cz(t) =2'(t) (3.39)
z(s) = ¢(s) Vs e [-10]

ol
22
ou l'état = = ) eR" zF ¢ R’ k= 1,...,q, n = qp, les états retardés sont
xq
72
donnés par : x, = o e R"; x’j € IR?; La sortie y € IR?; l'entrée u € IR".
xd
On désigne par u,,(t) et x,(t) respectivement les entrées et les états retardés, c.a.d.
ur,(t) = u(t — ;) et . (t) = x(t — ;). Les retards 7;(¢), i = 1,...,m sont des fonctions
connues et variables dans le temps qui vérifient : 0 < 7(¢) < ... < 7,(¢) < 7 . Les

fonctions non linéaires ¢* (u(t), ur, (t),. .., u., (t),2(t), 2, (t),.. .,z (), k = 1,...,q,

possedent une structure triangulaire respectivement par rapport a x,x,,..., 2, , c.a.d.

O (ut), um (t), .. ur, (8), (), 2 (t), ..., 2r, (1) =
oF (u(t),un(t), U, (1), 2 (1), . ,xk(t),xil(t), . ,xfl(t), . ,$71_m(t), . ,xfm(t))

Les matrices A et C sont respectivement données par (3.15) et (3.16).

3.2.3.1 Synthese de I’observateur

On adopte des hypotheses similaires a celles vues dans le cas d’un seul retard, en l'occur-

rence :
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Hypothese 3.3. Les retards sont supposés bornés, i.e. I7* € RT, tq :

0<7(t) <71* Vi=1...q

De plus la dérivée par rapport au temps du retard vérifie I’hypothése suivante :

de>0;, Vie{l,...,q}: supri(t) <1—¢ (3.40)

t>0

On peut alors généraliser 'observateur (3.19) de la maniére suivante :

2(t) = AZ(t)Fo(u(t), un (1), ... Ur, (1), 2(t), 27 (), ..., &r, (1) =00, STICTC(2(t) —(t))

(3.41)
i’l
5?32

ouzr = . cR", 2*cR”, k=1,...,q,n = qp; u, y et & sont respectivement
74

'entrée, la sortie et la trajectoire inconnue du systeme (3.39);S, C et Ay sont respective-

ment données par (3.4),(3.16) et (3.5) et et finalement § > 0 est un parametre de synthese.

On étend alors le résultat de la partie précédente :

Théoréme 3.3. Sous les hypothéses (H3.1)et (H3.3), les trajectoires des systémes (5.41)

et (3.39) vérifient la propriété suivante :

Jag,an > 0; 36y > 0; VO > Oy; Ic(0) tels que

lé(t) — ()] < eq-l\/j:;e-c”)t max_[}é(s) — a(s)] (3.42)

avec lim ¢(0) = 400
0—+o00

La preuve de ce théoreme est détaillée dans ce qui suit.

3.2.3.2 Analyse de la convergence

Le début de la démonstration est similaire a celle du théoreme précédent, on définit 'er-

reur d’observation Z(t) = &(t) — z(t), puis £ = Ay et on arrive & la dynamique de Z(t) :

r o= AT+ Ag(p(u(t), ur (1), . ur, (), 2(1), &, (1), &7, (1))

B (3.43)
—o(u(t), urn (t), ... u., (), z(t), 2 (1), ..., 2., (1)) —0S7ICTCx
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On introduit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

m t
V(z)=z"Si+ 072y / 07 7 () (s)ds
i=1 t—T1;

La dérivée de V le long des trajectoires de (3.43) a pour expression :

. In6
V(z) = ZxTSx—QWT*Z - / 07 2" (s)z(s)ds
t—T;
+Z€ 7 g Sx—ZQ ' (1 —7)Z} 2,

En procédant comme au paragraphe précédent, on obtient :

1% < 27187 — 1211_f (V — —TSx) +miztz — —Z T T,

T

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Compte tenu de la structure triangulaire de ¢ et de ’hypothese (H3.1), on peut montrer

par le théoreme de la valeur moyenne (3.3) que :

27T SA (U Urys oo Uy, By By o ) — QU Uy Uy T, Ty, )

<kz'ST+ k) zlhE,

=1

ou ki, ko > 0 sont des constantes qui ne dépendent pas de 6.

Combinant (3.46), (3.43) et (3.47), il vient :

. Ind
V4+ 2 V< 207TSAT + k7T ST + ks ZI %, —2057CTCT
Tma:c
hl 9 _T _ _T — 8 1 T —
T Sr+mrr — — T, T,
et d’apres (3.4) :
. In@ Ind
V+ 2n V o< —0375% — 03TCTCF + —2 7T S% + kyiT ST
Tmar Tmaz
1—7
+ ks Z 7Lz, + 7187 — — 13Tz,

(S) N

S
Iné T 1 T £ — T
< _ _ STk #r, - =Y
- ( 27—max Cl)x o 2i:1x o \/5 xﬂxz

i=1

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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m

Am(S)
On choisit maintenant 6 de telle sorte que

Oﬁ61:k1+

1
o) —0— 20 o s (3.50)

2 Tmaz

On introduit alors les changements de variables suivants :

* €_
T T yrm (3.51)
V* = *TSZL' +Z$*T *
L’équation (3.49) devient :
. In# ko G T
V+ vV < -V T 3*
27—maaz o \/ 6]@ Z
ko
S _V* + 204 _*TLU* 4 Z«I*T *
2./ek(0)
< -y
k29% 7T T
< —(1- —‘MZ v
2\/ck(0)
N . . . C]€29i
ou ¢ = max(1, )\L(S)) I1 suffit maintenant de choisir 6 de sorte que 1 — W >0
" €

Ceci termine la demonstration.

3.3 Exemple d’illustration

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les performances de 'observateur proposé (3.41)
a travers un exemple de simulation appartenant & la classe de systémes (3.39). L’exemple
choisi satisfait les hypotheses considérés.

On considere le systeme dynamique suivant :

j:l = I‘Q—xl(t—Tl)s—U(t—Tg(t))xl(t—7'2<t))

Ty T Sl () (352)

jjg = —ZEQ(t—Tl)—
y = I

ot v = [1; x9]T € IR?, 'entrée choisie lors de la simulation est donnée par : u(t) =

sin(0.1¢). La dynamique du systeme (3.52) fait intervenir deux retards connus 7y et 7o,
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le premier a été choisi constant 7, = 1.5 et le second est un retard variable qui vérifie
I'hypothese (H3.3) tels que : m»(t) = 1 — 0.2sin(¢) .

Un observateur de type (3.41) a été synthétisé pour lestimation de trajectoires de ce
systeme. Les équations de cet observateur s’écrivent dans les coordonnées d’origine comme

suit :

Ilél = ig — Zi’l(t — 7'1)3 — U(t — Tg(t))ii‘l(t — Tz(t)) — 29(@1 — 1'1)
1 + [ﬁg(t — T1)2)

Les performances de l'observateur ont été testées en simulation dans l’environnement

Ty = —do(t—1)— + sin(@a(t — 72(t))) — 02 (21 — 1)

Matlab-Simulink. Pour se rapprocher du cas réel, un bruit blanc de moyenne nulle et

d’écart type 1072 a été ajouté a la sortie z.

Les conditions initiales utilisées par le modele et ’observateur sont les suivantes :

x1(t) = 21(t) =0 fort € [—1,0]
xo(t) = sin(t); Z2(t) =0 for t € [—7,0]
21(0) = 0; 21(0) = 0.2; 22(0) = 0.5; 22(0) = 1;

Le gain de 'observateur 6 est égale a 15.

0.2

0.15

0.1

0.05

EVOLUTION DE X1
EVOLUTION DE X2

025, : ; : : -2.5
TEMPS TEMPS

Fi1G. 3.1 — Comparaison des états estimés et simulés x; et x,

Les résultats obtenus sont représentés sur la figure (3.1) ou les estimations de z1 et
sont comparés avec leurs vraies valeurs (issues de la simulation du modele). On remarque
que ces résultats sont satisfaisants aussi bien en terme de rapidité de convergence qu’en

terme de comportement vis-a-vis des bruits de mesures.

10
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3.4 Nouvelle forme canonique pour les systemes UO

3.4.1 Introduction

Dans cette section, nous proposons l'extension pour les systemes a retards, d'une nou-
velle forme canonique pour les systemes non linéaires MIMO uniformément observable.
La nouvelle forme canonique,qui inclut la forme observable (2.28) présentée au chapitre
précédent, présente une classe assez générale de systemes non linéaires satisfaisant cer-
taines propriétés structurelles [65]. La classe considérée est un ensemble de sous systemes
non linéaires couplés, chacun de ses sous systemes étant triangulaire par rapport a ses
propres variables mais le couplage entre deux systemes n’est pas forcément triangu-
laire mais satisfait a des contraintes spécifiques garantissant 'uniforme observabilité du
systeme.

Nous proposons de rappeler la classe de systemes ainsi que I'observateur associé proposé
dans [65], ensuite nous présenterons I’extension de cette forme canonique pour les systemes

a retards et nous détaillerons la synthese de 1'observateur.

3.4.2 Forme canonique observable

Dans [65], les auteurs ont considéré la classe suivante des systemes MIMO :
T=Ar+ ¢p(u,x
olu, ) (3.53)
y=Cxzx
ol
e 1 est I'état du systeme et il a la structure suivante
x! a®
z? N zk
x = ) e IR" avec z" = _ e IR™
x4 m’;k
xry
ot 2k = : E]I{p’“avecmi»fjEIRpourk;:1,...,q,z’:1,...,)\k,j:1,...,pk
k
xl7pk

q q
avec an = Zpk)‘k =n; pr>1et \p > 2.
k=1

k=1
e u et y représentent respectivement 'entrée et la sortie du systeme. La sortie y a la
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structure suivante

Y1
Y2
Y= ] € IR?
Yq
ou y € IRP* pour k =1,...,q, c’est-a-dire que nous avons

q
Zpk =p
k=1

e Les matrices A et C sont données par

N 0 I, | 0
A= avec Ay = | B (3.54)
0 ... 0 I,
A
! 0 0 0
et
Ch
C = avec Cp= |1, 0 ... 0 (3.55)
Cq
e o(u,z) est une fonction non linéaire :
o' (u, ) ¢ (u, )
2(u,x Mu,
o(u,x) = i ( ) €R" avec ¢"(u,z)= %(_ ) € R™
i (u, ) 5, (u, @)

ot chaque fonction ¢¥(u,z) € IRP* est dérivable par rapport & z et possede la struc-
ture suivante.
epour 1 <<\, —1:

k ok 1 2 k=1 _k _k ko k+l k+2 q
oi(u,x) = @i (u, a2 .  x y,xy, . as ey ey a]) (3.56)

e pour i = Mg :
k — k 1 .2 q 3.57
@Ak(uax) @Ak(uax 7Ly @ ) ( : )

Cette nouvelle forme permet d’étendre les résultats existants dans la littérature concer-
nant la synthese d’observateurs de type grand gain en proposant une forme canonique
caractérisant une large classe de systemes observables pour toute entrée.

La structure du systeme (3.53) étend celle proposée dans [36] et exhibe deux nouveautés

par rapport aux contributions existantes :
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(i) La sortie de chaque bloc peut consister en un vecteur et n’est pas nécessairement
scalaire
(ii) La derniere équation différentielle de chaque bloc peut dépendre de tout I’état du
systeme et la structure du systeme global n’est donc pas triangulaire
Notons enfin, que le systeme (3.53) inclut la classe de systeémes représentée par la premiere
forme canonique (2.28) puisque cette derniere se déduit de (3.53) en prenant ¢ = 1, c’est-

a-dire en considérant toutes les sorties au sein d’'un méme bloc.
Avant de passer a la synthese de 'observateur, nous allons introduire quelques variables

qui seront utilisées par la suite, nous insistons en particulier sur le lemme technique qui

sera utile pour la démonstration de la convergence de I’erreur d’observation.

3.4.2.1 Quelques définitions et notations

Pour k =1,...,q, on définit la matrice diagonale Ay (f) comme suit
4 1 1
Ak(e) = d’LCLg (ka, HTkka’ ceey W[pk) (358)

ou 6 > 0 est un réel positif et les réels d; qui interviennent dans les puissances de 6 sont

donnés par :

op = (H(Ai—1)> pour k=1,....,q—1 (3.59)

i=k+1
0, = 1

Nous noterons que pour tout £k =1,...,¢ — 1, nous avons
5k - ()\k+1 - 1)(5k+1 (360)

Comme A\, > 2, on a (A4 — 1) > 1 et la suite des réels positifs d; est alors décroissante

, C’est-a-~dire
01 202> ...20,=1 (3.61)

De maniere similaire, nous définissons la suite des réels suivants pour £ = 1,...,q et
1= 1, ceey >\k :

1 1
0k20f+(2—1)5k avec af:_(Ak_§)5k+()\1_§>6l+<1

(2

—55)  (362)

Nous pouvons vérifier que o > 0 pour k=1,...,geti=1,..., ). En effet, pour k = 1,
nous avons

1
O',L-1 = Ui‘i‘(l—ﬁ)(sl

1
(1 2) 1
> 0 pour i > 1 puisque 6; >0 (3.63)
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Pour £ > 2, nous avons

1 1 1
ko _
of = (A=5)0 = (M= 50+ (1= 5)
1 1
> M —==)0— (M + =)0
> (M 2)1 (k+2)k;
1 Op— 0
= (M — 5)51 - % - Ek conformément a (3.60)
1 07 6
> (A — =)8 — — — — conformément & (3.61)
2 2 2
3
= (M — 5)51 >0 (3.64)
Comme pour les Ay, nous définissons pour k = 1, ..., ¢, les matrices diagonales Ay comme
suit :
Ae(0) = 077TAL(D)
1 1 1
= dzag _kka7 _kIPk7 ey _kjpk (365)
Qo1 @02 Txp

Compte tenu des structures des matrices Ag(0), Ax(0), Ay et C respectivement données
par (3.65), (3.58), (3.54) et (3.55), nous avons les identités suivantes : Les identités sui-

vantes peuvent étre vérifiées par un simple calcul :

o Ax(0) =0T AL(0)

o AL(O)ALAL(0) = 0% A,
o CiMN(0) = 0°1C,

o CrAN(0) = Oy

(3.66)

(3.67)

Une autre matrice qui sera utilisée dans I'équation de I'observateur est la matrice Sy qui

est I'unique solution de I’équation algébrique de Lyapunov suivante

ou Ay et Cy sont respectivement définies par (3.54) et (3.55). Il a été établi que Sy est

» 1]

symétrique définie positive et nous avons en particulier |

; k!
SPIOT = (C) Ipps -, CX L) T ol € = — " pouri=1,...,%  (3.69)
k k ’l!()\k — )'
Dans la suite, nous noterons par A\¥. et A*  respectivement la plus petite et la plus

grande valeur propre de Si. Les variables A,,;, et A0 désigneront respectivement la plus
petite et la plus grande valeur propre de la matrice diagonale par blocs, .S, définie comme

suit

S = diag(Sy, Ss, ..., S,) (3.70)
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Avant de clore ce paragraphe, nous allons énoncer et démontrer un lemme fort utile pour
la démonstration du résultat principal. Ce lemme permet d’exhiber une suite de réels qui
reflete dans un sens qui sera clarifié ultérieurement 'interconnexion entre les non linéarités

des sous-systemes du systeme (3.53).

Lemme 3.1. Soit

Aok
o s P =0
1 sinon

pour k,l=1,...,q,i=1,..., g et j =2,..., ). Alors, il existe ¢ > 0 tels que la suite

des nombres réels a¥ définie par (5.62) vérifie la condition suivante :

, o 9
s1 Xi’; =1 alors O'é- —oF — é - Ek < —¢ (3.72)

Preuve du lemme 3.1 : cette preuve se basera sur les deux faits suivants. Tout
d’abord, compte tenu de la structure des non linéarités décrite par (3.81) et (3.83), si
Xﬁ’ji = 1pour k,l €{1,...,q} et j€{2,...,\}, alors nous sommes forcément dans I'une
des trois situations suivantes :

— k > 1 et i peut prendre toute valeur dans {1,...,\;}; ceci traduit la structure

pseudo-triangulaire du systeme (3.53).

—k=1letie{l,...,\s} avec i > j; ceci traduit le fait que chaque sous-systéme est

triangulaire par rapport a ses propres variables.

— k <leti= A\p; ceci résulte du fait que la derniere équation de chaque sous-systeme

peut dépendre des variables de tous les sous-systemes.

Le deuxieéme fait résulte de 1’équation (3.62) & partir de laquelle nous avons

) 0 .3 1
oy =of =5 =y =0l = ot (= 50— (i = )
1 1 .3 o1 1 1
= =500k = (A= 50+ (7 = ) = (i = 5)on = (51 — 557)
. . 1 1
= ()\k — Z)5k + (] — )\l - 1)51 — (—2171 — _Qkfl) (373)

Dans ce qui suit, nous allons démontrer la condition (3.72) en considérant les trois situa-

tions décrites précédemment et en partant de I’égalité (3.73).

e Le cas k > [ et i prend toute valeur dans {1,...,\;}. Notons tout d’abord que

comme k > [, nous avons k > 2 et par conséquence 1’égalité (3.73) devient

5 1 1
odl—of =S -5 < = 10— b— (55 — 5)

B (3.74)
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Maintenant, a partir de I'expression de J;, (équation (3.59)) et comme k£ — 1 >, on

a
Op—1—0, <0 (3.75)
D’un autre coté, on a :
1 1 11 1o
<2171 - 2k71) - 2k71<2l7k -1 = F(z -1
> 2k_1(2—1) pour k>1+1
1
= o5 (3.76)
En combinant les inégalités (3.74), (5.16) et (3.76), on obtient :
o 0 1 1
l k k !
e Lecask=1letiec{l,..., N} avec 1 > j. L'égalité (3.73) devient
o Ok 1
05—05—5—5 = (J—i—1)0p <=6 < —5q§—2q_1
o Lecas k <leti= M\ L'égalité (3.73) devient
o O 1 1
1 k k [ .
0j=0i =5 5 = U=A=1o- (57~ 5
1 1
< =0+ (F — F)
1
< =6+ (1- 2q_1)
1
= o (3.78)
: : 1 : :
Maintenant, il suffit de prendre ¢ = oy Ceci termine la preuve du lemme.

Remarque 3.3. Le résultat du lemme (3.1) est trés important pour la démonstration de
la convergence de [’erreur d’observation relative a l'observateur proposé pour le systéme
(5.53). En effet, le but ultime consiste a montrer, sous l’hypothése classique portant sur le
caractere globalement lipschitzien des non linéarités, que la norme de chaque entrée (ma-
tricielle de dimension pgXp;) de la matrice ngxn; suivante : (962[62’?/\;6(9)86—%0];(11, z)A71(9),
ot Ay et A, sont définies par (3.65), peut étre rendue aussi petite que de@sire/e pour des
valeurs de 0 relativement élevées (6 > 1). Compte tenu des structures diagonales de Ay, et
Ay, il est facile de remarquer que l'entrée (en bloc) située a la ieme ligne et jiéme colonne
de cette matrice est soit zero (z'fxf’ji = 0), soit dépend de 0 a travers un terme multiplicatif
en 9_(’%(’;‘_%_%. Le résultat du lemme 3.1 nous garantit alors alors le fait que chacun
de ces termes peut étre rendu aussi petit que désiré pour 8 > 1 puisque la puissance de 0

est négative.
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3.4.2.2 Synthese de ’observateur

Pour la synthese de 'observateur, 'hypothese suivante est adoptée :

Hypothese 3.4. p(u,x) est une fonction globalement Lipschitzienne par rapport a x,

localement uniformément en wu.

L’observateur proposé pour le systeme (3.53) est décrit par le systéme dynamique suivant :
a* = A+ oF (u, 2) — AN O)SICT(Cre®) pour k=1,... ¢ (3.79)

ou u et y désignent respectivement les entrées et sorties du systeme (3.53), & € IR" est le

vecteur de 1'état estimé

! ik
ik
~2 ~k 1/71
A X n ~k L2 n ~k .
T = € IR" avec 2" = ' e R"™ et 2} = : € IRP*
: ~k
€T
xq xl)i;\ “,Pk
k

q
ou if] ceRpourk=1,...,q,i=1,...., A, = 1,...,pr avec an:n, " € IR™ est
k=1
le vecteur de I’état estimé modulo une injection de sortie

% pour i=1
Aki
Ly =
Sk L
Ty pour vt =2,..., N\

ek € IR™ est la iéme composante du vecteur d’erreur d’observation défini par

oF — sk _

Ag(0), ok et Sk sont donnés respectivement par (3.58), (3.59) et (3.68).

Le théoreme suivant est donné dans [64] :

Théoreme 3.4. Supposons que le systéme (3.53) satisfait ’hypotheése (H3.4). Alors,
VM > 0; 30y >0;V0 > 60y; INg > 0; Jug > 0 tel que pour k € {1,...,q}

125() — 2" ()] < Age™"|2(0) — = (0)]]

pour toute entrée admissible u telle que ||u|loc < M . De plus, Ny est polynomial en 0 et

lim pg = +00. En d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le systéme (5.79)

6—o0
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est un observateur exponentiel pour le systéme (3.53).

Nous proposons dans ce qui suit, d’étendre la classe proposée pour les systemes a retards.
et nous détaillerons la synthese de l'observateur ainsi que l'analyse de la convergence

exponentielle de 'erreur d’estimation.

3.4.3 Extension pour les systemes a retards

On considere la classe suivante des systemes MIMO a retards :

(t) = Ax(t) + o(u(t), x(t), z,(t
(1) = Ax(t) + plu(t) 2(2) 7-(1) 50
y(t) = Cx(t)
! zk
z? zk
ou l'état x = ) € R0 avec zF = _ e R™ P e RP i =1,... )\,
x? xlj”\k
Y1
d Y2
k=1,...,q, an:n; la sortie du systeme y = ; € RP avec yp € RPr,
k=1 :
Yq
k=1,....q
q
et » pr = p; Les matrices A et C' sont données respectivement par (3.54) et (3.55).
k=1

On désigne par x, I'état retardé x(t — 7(t)), le réel positif 7 représente le retard variable
connu.

L’état initial est donné par : x(s) = ¢(s),Vs € [—7ur, 0], avec 7ay = maz (1) € R.

gol(u7 x? 'rT) Solf(/U/?x? xT)
2 k
o™ (u, z, ;) ¢y (u, 2, ;) X
o(u,x,z,) = T € R*; of(u,z,2,) = T € R™ ou
(pq(u7 I? xT) SOI;]C (u7 x? xT)
chaque fonction ¥ (u,z,7,) € RPt, k =1,...,q, possede la structure suivante :
epour 1 <1< )\ —1:
k k 1.2 k=1, k k
oi(u,x,xr) = @i (u,x,x”,  aay (3.81)
k1 k42 1,2 k=1, k k. k+1
ottt el s b ey eyt xd) (3.82)

® pour i = \g :

gpﬁk (u,x,x,) = goik(u, ohoa? o at wl 2?0 x?) (3.83)
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Les états reatrdés interviennent ainsi dans la partie non linéaire de sorte que chaque sous
systeme soit triangulaire par rapport a ses propres variables, et la derniere composante

de chaque sous systeme peut dépendre de tout les états retardés.

3.4.3.1 Synthese de ’observateur

Pour la synthese de 'observateur, nous adoptons les hypotheses suivantes :

Hypotheése 3.5. La fonction o(u,x,x,) est globalement Lipschitzienne par rapport a x,

Z-, uniformément en u.

Hypothese 3.6. Le retard est supposé borné, i.e : Aryy € R tels que 0 < 7 < 7y, de plus
il vérifie la condition suivante : ¥Vt >0, da >0 tel que 7 <1 — a.

Soit le systeme dynamique décrit par les ¢ blocs suivants :

% = Apit + o(u, 2%, 2.5) — 00 AN 0) S OF (Cri — i) (3.84)
pour k =1,...,q avec
2t ik
. 5 o &5 o .
° I = ) eR" 2" = ] eR™ a2 eRPF 1=1,...., ;, k=1,...,q.
z? i’f\k
o i¥ = 2% (injection de sortie) pour k =1,...,q.
~k N ..
° gj:a:?sy]%l.

o cf =3k — gk
e u et y sont respectivement l'entrée et la sortie connues du systeme .

Nous énoncons le théoreme suivant :

Théoreme 3.5. Supposons que le systeme (3.84) satisfait les hypothéses H3.5 et H3.0,

alors :
VM > 0;30p > 0;V0 > 0p; INg > 0; Fpe > 0 tel que ||2(t) — z(t)]| < Xge || 2(0) — 2(0)]]

pour toute entrée admissible u telle que ||u(t)||lc < M. De plus, elim tg = +00. En
— 400
d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le systéme (3.84) est un observateur

exponentiel pour le systéeme (3.80).
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3.4.3.2 Analyse de la convergence

Soit e(t) = 2(t) —x(t) I'erreur d’estimation et soit €*(t) la k™ composante de e(t) . Pour
alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguité, nous omettrons dans la suite la

variable temps ¢. Nous avons :
eF = Aget + 0P (u, 2, 7)) — O (u, m,1,) — 0 AL O)S OF el (3.85)

ou u est une entrée admissible telle que |Jullo < M ou M > 0 est un réel.

Pour k=1, ,q, posons
b = Ap(0)e" (3.86)

ot Ag(6) est la matrice définie par (3.65).

A partir de I’équation (3.85) et en exploitant les identités (3.67) et (3.86), nous obtenons

& = Ap(0)ARAL(0) T + AR(0) (0" (u, &, 7) — PP (u, 3, 2,)) — O AL(O)ALH(0) S CLCLO7 e
= 0 A — 0 S CTCOwel + AL(0) (" (u, 2, 7)) — " (u, 2, 2,)) (3.87)

On définit les fonctions suivantes : Viy(€) = 8%&* Se*; Vap(e) = Qékéf_Téf

et considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :

t
w(ék):ékTSkék(t)+0—3/ 05" (5)Spe" (s)(6°) " ds
t—7

La dérivée par rapport au temps de V) peut s’écrire comme suit :

. . Ind
Vi = QékTSk_k _ch (Vk - ékTSkék (3 88)
T .
1075 (056 St — (1 - 7)o" " it (%))
En remplacant la dynamique de l'erreur, donnée par (3.87), on déduit :
. clnéd 1T o ~k €1n9_kT Sin(1—55) kT o —k N\ (8p—e) kT o Sk
Vi + Vi = 2e” Spe” + Spe® 4 (0% TR St — (1 — 7))k gy ek

2T T
200" S, Ape® — 20% e CTCre® + 28" S M (0) (" (u, 2, %) — " (u, z, z.))

+8ln(97kTSkék " (95’“) 2§k)ékTSkék —(1- ,7’-)9(5k—€)éﬁTSkéiT
(3.89)

A partir de 'équation algébrique de Lyapunov (3.68), nous déduisons

. 1 1 Ok
Vi + g;@vk = 0% G+ S ne’kTSke - —9_9 e Spe"
+2€kTSkAk((9)(g0k(u,@, ) — gok(u xr,z.)) — (1 — 7')0(5’“ e) kTS ’kT
81119 1 T T T
< —(1-— - Qék—k ~k 96k k —k
< U= ,/—ga) & 5k — o S

128+" SkAk(H)(gpk(u, z,70,) — gok(u, x,2,))
(3.90)
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La derniere égalité résulte de I'hypothese (H3.6).

elnf 1
On pose maintenant h(f) = 1 — £ et On choisit dans un premier temps 6 de

276% /o

sorte que h(f) > 0. On obtient alors :

Vit Ve < —h(O)Vii — Vi
+26"" S Ak (0) (" (u, 2, %)) — " (u, z, z.))
< —h(O)Vir — %‘/Qk
+2[| Sk 1A (0) (" (u, &, &) — " (u, z, 2,))]|
+2|Ske"| ||A3<0)<so‘“(u, z, &) — " (u, z, 2.))|| (3.91)
< —h(@)Vir — gv%

/\maa:‘/lk‘ 1 aA A N
2 e Zp|lwﬁ(u,£7x7) — o (u, 2, 3, |
z 1

+2 Amax‘/lk Z

e o (u, 2, 1) = o7 (u, @, 27|

gor

ot A\¥ est la plus grande valeur propre de Sy et o = o + (i — 1)6, est, rappelons le,

défini par (3.62).

0 0
A partir de 'hypothese (H3.5), qui implique la bornitude de a—w et —(’0, nous avons
x o
. elnd
Vi Vi < —h(®)Vip— —v.
k+27_k:_ ()1k; 95%
Vik : ki !
+2pi eak ZZZXI a1 (3.92)
1= 1 =1 j =2
q
ma:c Uf
+20 SIS
i=1 =1 j=2
k
ol pr=sup{ B —(u,x,3,) ;7 € R™ et |lullo < M}
L
k
pr=supq{ e ll (u,z,2.)||;x € Rt ||ulloo < M}

Les le sont donnés par le lemme 2.1 dans (3.71) et les ﬁl]f Jl sont définis de la meéme

maniere, i.e :

Dok
ki 0 si 4'0/’ (u,z,2,) =0
B = Oz (3.93)
1 sinon

Remarque 3.4. Compte tenu de la structure de p(u,x,x,) donnée par (3.81) et (3.83)
les états retardés ont le méme mode d’interconnexion que les états du systéme (3.80), ce

qui permet de déduire que les ﬁl définis dans (3.93) vérifient le lemme 2.1, c.a.d : pour
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kil=1,....q,1=1,... . \petjJ=2,....\, ona:

: 0 Ok
si ﬁl, =1 alors oé —oF — 373 < -—¢ (3.94)

En effet, sil'on a B ' = 1 alors on sera forcément dans l'une des trois situations décrites

o 0
dans la preuve du lemme, et on aura ainsi al — ak — El — Ek < —¢
L’inégalité (3.96) peut s’écrire comme suit
. elné
Vi + Vi < )Vir — _VZk
2T
q
max 1k ki 7l
206\ — g5, ZZZX 0% i (3.95)
i= 1 = 1] 2
/ max‘/lk k k,ipot 70'
+2py, ZZZ@ 0% H Al
i=1 [=1 j=2
avec o défini par (3.62), c’est-a-dire o} = o} + (j — 1),
Finalement, nous obtenons
. clnéd o
Vi + o Vi < —h(0)Viy, — %VQk
Vm - ki ot - VvV
_"_2 maz O' O'
g ; 2 ;X T 6%)
Vlk ! ki ot — Vo
oy e 550 ot
i=1 [=1 j=2 Qél/vmzn
ainsi,
. elné «
Vi 5 Vi < —h(0)Vix — _5V2k
T 0
/ Z o —Uk—é—k——
)
+2p s/ Vi Zﬁl 107 O N VAT
)\max S
ol Jig = (S)
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En utilisant les résultats du lemme 2.1, on obtient

. In6
Vi + 62171_ Vi < —h(0)Vi — %)‘\/21@ i
k q l
+2pr 15\ Vik Z Z Z VA%
Z;CI l:ql ];2
2045V Vie DD > 075 Vy
az’:l =1 j=2 (398)
< —hO)Vi, — EVQk
q N
F2Neprpisd ™/ Vi Z Z vV Vi
=1 j—2
q N
F2Xephs0 Vi > >V Va
=1 j—2

q q q
Maintenant, posons V' = Z Vik, Ve = Z Vo et V¥ = Z Vi.

k=1 k=1 k=1
Nous avons :
: Ind
Vit 5Vi < —h(6)Vi— oV
2\ nppsd S/ VipVV (3.99)
+2Xmpp st/ Vie v/ Ve
Il s’ensuit
. Ind
Vit SV S —hO) - 2V,
+2n2p/’659_6v _'_ 2n2plu59_6\/v\/77 (3 100)
o )
< —h(O)V — EVT
+20107V + 2020V
avec Cy = 2n%pug et Cy = 2n2p ug.
on pose maintenant : V; = @V et Vo = eV on obtient :
: In 6 o _ — -
Vi SV S 2V = Vo 4S04+ 200\ [ VT (3.101)
. In6 Cl —
Vige —V* < —(1—-4—-07°)V,
TV s et 5102
0y :
——cey | 20 4wy

ah(0)

Soit maintenant 6, un réel tel que 1 — 4%9*5 >0et 1 —C507°%,/ 229(2;) > 0 pour tout

0 > 0y, et par conséquent :

.. Ing
Vo2Vt < 0
2T
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Et 'on a ainsi prouvé la convergence exponentielle de I’erreur d’observation énoncée dans

la théoreme 3.4.

3.4.4 Exemple de simulation

Les performances de ’observateur proposé sont illustrées en simulation dans ce paragraphe

a travers 'exemple suivant :

2 = z3—0.0lustanh(z129:,25) — 21 — 217y
29 = 24 — 0.0lugtanh(z1,,2025) — 20 — 2on,
. 3 U126

1+ (21222324257, 2627, )2
Ugz7

4 = Tat 2 + tanh(z1 20237, 2425267, 27)

zs = 2+ 0.01z129232425uq

. U1 tanh(us) (3.103)

= — 1 — 22
26 27 — 2z + (1 — 27) 2225 + T <<Z3Z)47—2)2 + e
tanh(u, U9

. _ _ 1 - 2

= = + ( 22) 155 + 1 + (Zﬁ7—127)2 1 -+ (2324>2
21

Yy = Z2
25

\

Tels que zj;, = zi(t —7;)Vi=1...Tet j = 1,2. 7 et 7, désignent les retards qui inter-
viennent dans la dynamique du systeme et que 1’on considere respectivement constant et

variable. Il est clair que le systeme (3.103) est sous la forme (3.80) avec :

Ty
2 9 2 2 2
Tzt = x5 |, x] =25, X5 = 26, T3 = 27
3

(3.104)

On notera que la le systeme (3.103) n’appartient pas a la classe de systéme représentée
par (3.14).

Nous avons ainsi Ay = 2 et Ay = 3.

Un observateur de type (3.84) a été synthétisé pour I'estimation des trajectoires de ce

systeme. Les équations de cet observateur se présentent comme suit :



7T0CHAPITRE 3. OBSERVATEUR A GRAND GAIN POUR DES SYSTEMES A RETARDS

: . —0.01uy tanh(2122,,25) — 21 — 217y
Z z
o s —0.01ug tanh(2y,,2225) — 22 — 227,
z Z 0
i I B L e 2
%3 0 1 + <Z1Z223724AZ57—1267:’7T2)
2 Ug 2
B —Z4 + 2T
2+ tanh(zlz2z3ﬁ 2425%67, 27)
2000 0
0 260 5 -z
9261 0 22 — 2
0 62
5 2 0.01212’223242511,1
? ° Uy tanh(uy)
: 3 —Z6+ (1 — 27)2025 + e L
26 = Z7 + 6+ ( 1)z22s T (ﬁ?Z4§2)2 T Zg
: tanh(u U
27 0 (1= 2)25 e 4 X )
7+ ( 2)" 2125 L+ (Zon 27)2 | 14 (2344)2
30
—| 3¢ [ (%5 —25)
03
\

ol 01 = (A2 — 1) = 2 conformément a (3.59).

La simulation a été effectuée avec les conditions initiales suivante :

De la méme maniere que ’exemple précédent, on utilise un retard constant et un autre

variable de sorte que :

7 =1, 7(t) = 0.8 — 0.2sin(?)

La valeur de parametre 6 utilisée au cours de la simulation est égale a 5. Les retards

considérés sont : 71 = 1 et 7 = 0.8 — 0.2sin(t). Les résultats obtenus sont représentés

sur les figures (3.2), (3.3) et (3.4) et ils montrent que les trajectoires estimées convergent

rapidement vers leurs vraies valeurs issues de la simulation du modele.
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FiG. 3.3 — Comparaison des états estimés et simulés pour z;, 1 = 3,4

3.5 Conclusion

Le probleme de synthese d’observateurs de systemes a retard, a la fois sur I'état et la
commande, a été résolu pour une classe de systemes MIMo uniformément observable.
Les théorémes présentés dans ce chapitre , garantissent (sous certaines hypotheses) la
convergence exponentielle des observateurs proposés en présence d’un ou plusieurs retards
variables et connus. Des résultats de simulation ont été présentés et ont démontré de

bonnes performances en terme de rapidité de convergence qu’en terme de comportement
vis-a-vis des bruits de mesure.



CHAPITRE 4

Observateur adaptatif pour des systemes
a retards

4.1 Introduction

Pour assurer la surveillance des systémes dynamiques (procédé de production, machine,
installation, etc.), fréquemment, nous faisons appel a des algorithmes détectant les défauts
qui peuvent survenir. Pour ce faire, certains chercheurs ont travaillé sur le développement
d’observateurs adaptatifs utilisés dans la détection et l'isolation des défauts en esti-
mant simultanément les états non mesurables et les parametres inconnus du systeme
[97, 96, , |. Dans ce cas, la classe de systémes envisagée peut étre exprimée en

fonction des parametres inconnus caractérisant ces défauts.

Dans la littérature, la conception d’observateurs adaptatifs a vu le jour depuis les années
70 pour des systemes linéaires invariants dans le temps (cf. par exemple, [68, (1]). La
construction de ce genre d’observateurs nécessite la transformation des systemes étudiés
en une certaine forme canonique. Dans certains travaux [0, 71], les systémes non linéaires
considérés sont supposés étre linéarisables par un changement de coordonnées appro-
prié modulo une injection de sortie. Dans [7, 15], les auteurs supposent que les systémes
considérés admettent a priori des fonctions de Lyapunov satisfaisant certaines. Plus récemment,
une approche a été proposée pour la synthese d’observateurs adaptatifs pour des systemes
linéaires & temps variant (cf. par exemple, [101, 104]). Dans un premier temps, un obser-
vateur avec un gain d’adaptation constant a été proposé [101], puis en deuxieme temps,
pour avoir une estimation consistante des parametres, un autre observateur avec un gain
d’adaptation a temps variant a été suggéré [101]. Toutefois, une difficulté particuliere
dans la synthese de ces observateurs réside dans le choix du gain d’observation. Dans [95],
les auteurs ont étendu la synthese du premier observateur a une classe de systemes non
linéaires uniformément observables. Cependant, la dimension de ’observateur résultant
est beaucoup plus grande que celle du systeme. Dans ([00]), les auteurs ont proposé un
observateur adaptatif pour une classe de systemes uniformément observables. Le gain

d’observation de cet observateur est issu des techniques de type grand gain tandis que le
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gain d’adaptation paramétrique est déterminé a partir des techniques des moindres carrés

avec un facteur d’oubli.

Dans cette contribution, nous proposons des méthodes constructives de conception d’ob-
servateurs adaptatifs a convergence exponentielle pour une classe de systemes non-linéaires
MIMO uniformément observables. La classe des systemes considérée présente des retards

dans sa dynamique et comprend une paramétrisation non linéaire.

Nous proposons, dans un premier temps, de rappeler la synthese d’observateur adaptatif
pour les systémes linéaires temps variant multi-entrées/sorties proposé par [101] avec une
adaptation des parametres de type gradient. La synthese des différents observateurs que
nous proposerons dans ce chapitre s’inspire de ces travaux en ce qui concerne ’adaptation
des parametres. Toutefois, plusieurs modifications ont été introduites pour coupler cette

adaptation a 'observation conjointe de 1’état via des techniques de type grand gain.

Dans la deuxiéme section, nous présentons un observateur adaptatif pour les systemes non
linéaires a retards, avec une paramétrisation non linéaire. Les principales caractéristiques
des observateurs proposés résident dans leur simplicité de mise en oeuvre et leur capa-
cité de donner lieu a différents types d’observateurs. En effet, les gains d’observation et
d’adaptation paramétrique font apparaitre une fonction de synthese satisfaisant une cer-
taine condition qui sera explicitée. Différentes expressions de cette fonction sont proposées,
et il est démontré que les observateurs adaptatifs a grand gain [9, 39, 30] et les observa-
teurs adaptatifs & modes glissants [241, 91, 25, 3] peuvent étre générés en considérant les
expressions particulieres de la fonction de synthese. Le réglage du gain de I'observateur
est réalisé par le choix d’un simple parametre de synthese et la convergence exponentielle

est garantie sous une certaine condition d’excitation persistante qui sera présentée.

Dans la derniere partie, un exemple de reconstruction simultanée état/parametres est

présenté afin d’illustrer les performances de 'approche proposée.

4.2 Observateur adaptatif pour les systemes linéaires
MIMO

Considérons le systeme linéaire temps variant multi-entrées multi-sorties suivant :

(4.1)



4.2. OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR LES SYSTEMES LINEAIRES MIMO 75

on z(t) € R™, u(t) € R et y(t) € IR™ sont, respectivement, 1’état, I'entrée et la sortie
du systeme. A(t), B(t) et C(t) sont des matrices connues variant dans le temps et de di-
mensions appropriées, p € IRP est un vecteur colonne de parametres inconnus et supposé
constant, U(¢) € IR" x IR? est une matrice de signaux mesurés. Toutes les matrices A(t),

B(t), C(t) et ¥(t) sont connues par morceaux et uniformément bornées en temps.

Hypothese 4.1. Supposons que la paire matricielle (A(t),C(t)) dans le systéme (4.1)
est détectable, c’est-a-dire qu’il existe une matrice bornée (variant dans le temps) K(t) €

IR"™ x IR™ tel que le systeme :
a(t) = [A(t) — K(t)C(t)]x(t) (4.2)

est globalement exponentiellement stable.

Hypotheése 4.2. Notons par Y(t) € IR" x IRP la matrice de signauz générée par un filtre
stable :

T(t) = [A(t) - K®)CO)T() + ¥(1) (4.3)

Supposons que V(t) est a excitation persistante, i.e. il existe deux constantes positives o
et T' et une matrice définie positive 3(t) € IR™ x IR™ telle que, pour tout t, l'inégalité

suivante :
t+T
/t Y () CT(T)S(T)C(T) Y (7)d(T) > ol (4.4)

est satisfaite, ou I € IRP x IRP est la matrice identité.

L’hypothese (H/.1) montre que, pour chaque parametre p donné, un observateur d’état
a convergence exponentielle peut étre construit pour le systeme (4.1) avec la matrice de
gain K (t) qui regle la dynamique de l'observateur. L’hypothese (H4.2) est une condition
d’excitation persistante, nécessaire pour l'identification des parametres inconnus.

Sous les hypotheses (H4.1) et (H4.2), le systéme d’équations différentielles ordinaires sui-

vant [101] :
T(t) = [A(t) — K()CH)]Y(E) + ¥ (1)
i=A@)a(t) + Bt)u(t

WA + [K (1) + TOTY ()CTEW)] () - C(1)a(1)) (45)
i(1))

ou I' € IR? x IR? est une matrice symétrique définie positive quelconque, est un observa-

teur adaptatif global exponentiel pour le systéme (4.1).
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La mise a jour des parametres inconnus dans I'observateur (4.5) est de type gradient. Dans
[104], les auteurs proposent un observateur adaptatif similaire a (4.5) avec une adaptation
paramétrique de type moindres carrés : la matrice I' n’est plus constante mais elle est régie

par ’'Equation Différentielle Ordinaire (EDO) suivante :
I(t) = -T®)YT)CTS)C )Y ()T (E) + AT(t) (4.6)

ou I'(0) est choisie symétrique définie positive. Sous 'hypothese (H4.2), ¢’est-a-dire lorsque
la matrice I'(¢) YT (¢t)CTX(t)C ()T (t)T(t) est & excitation persistante, les auteurs montrent
que la matrice I'(t) régie par 'ODE (4.6) est symétrique définie positive et est bornée.

Une tentative pour la généralisation de I'observateur proposé a une classe de systemes non
linéaires a été présentée par [95] mais I'observateur résultant est assez complexe puisqu’il
fait intervenir plusieurs copies du systeme original avec des pseudo-sorties qui corres-

pondent aux sorties retardées du systeme original.

4.3 Observateurs adaptatifs pour une classe de systemes

a retards

Dans cette section, nous allons considérer la synthese d’un observateur adaptatif pour
I’estimation conjointe de I'état et des parametres inconnus. La particularité de la classe
de systemes non linéaires considérée est qu’elle présente des retards dans la dynamique,

et dont les parametres inconnus interviennent de maniere non linéaire.

Dans la littérature, on dispose de tres peu de résultats concernant 1’estimation conjointe
de I'état et des parametres avec une paramétrisation non linéaire [66, 50, 87, 55]. Pour-
tant, la paramétrisation non linéaire est inévitable dans beaucoup de modeles dyna-
miques représentant des procédés physiques méme dans le cas ou ces modeles ne ren-
ferment que tres peu de variables d’état. Les tentatives pour se ramener a une pa-
ramétrisation linéaire aboutissent en général a une sur-paramétrisation avec ses problemes
sous-jacents (condition forte d’excitation persistante, non injectivité de la transformation
de linéarisation etc.) [55]. De plus, lorsqu'une paramétrisation non linéaire est considérée,
les non linéarités associées a cette sur-paramétrisation ne dépendent en général que de va-
riables connues (mesurées). Cette remarque est d’ailleurs valable méme dans la plupart des
cas des paramétrisations linéaires. Signalons toutefois que les travaux faisant apparaitre
des paramétrisations non linéaires traitent généralement de la commande adaptative et
le probleme de convergence des parametres est rarement soulevé. Remarquons enfin les
travaux décrits dans [55], ou les auteurs ont considéré une classe de systémes avec une

paramétrisation concave/convexe et ils ont montré que la convergence paramétrique est
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garantie sous certaines conditions d’excitation persistante.

4.3.1 Classe des systemes considérée

Considérons les systemes non linéaires MIMO de la forme suivante :

w(t) = Ax(t) + ¢ (u(t), ur (b), ... ur (t), o(t), 27, (1), ..., 21, (1), p)
y(t) = Cz(t) = z'(t) (4.7)
z(s) = ¢(s) Vse[—7"0]

! ak
2 k
4 X n k L2 k
tel que I'état x = ) e R"; 2" = _ € RP, avec 27 € IR, k =1,...,q et
q k
‘ x T,
1=1,...,p;
-
x? b
Ty = "l eR it = 7| € RP, avec #F e R tel que 2 = 2% (t — 7,(t)).
:sz x};‘ri
Les réels positifs 7;(¢), ¢ = 1...,r représentent 'ensemble des retards affectant les

états ainsi que les entrées du systeme. Ces retards sont supposés bornés, i.e : Vi = 1...1,
0 <7 <7 avec 7° € IR. La sortie y € IR?; 'entrée u(t) € U, un compact de IR°.
P1
. . P P2
Les matrices A et C sont respectivement définies par (2.29) et (2.30), et p = _

Pm
m s . \ . N . N
€ IR™ désigne le vecteur de parametres inconnus a estimer. Ces parametres sont constants

ou varient suffisamment lentement pour étre considérés constants.

La fonction ¢ est définie comme suit :

1
0 VI VO VI N R )
2
O (Uy Uy e vy Ugyy Ty gy y ey Ty P)
O(Uy Uy e ooy Ugyy Ty gy y ey Ty P) = _ (4.8)
Uu,u Uy, , Ty T )
90 Y TLY * * Tr ) TLY ** TT-7p
Ou chaque composante non-linéaire ©*(u, try, . . ., Us,, T, Tryy - T7,p) ERP E=1,...,¢q
possede une structure triangulaire par rapport a z, z., ...,z , tel que :

k _ k 1 ko1 k 1 k
O Uy Uy ooy gy Ty Ty ooy Ty P) = OV (U Uy o U, @ X XX, T )
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Notre objectif consiste a faire la synthese d’observateurs adaptatifs pour le systéme (4.7),

permettant ’estimation conjointe de 'état x et du vecteur des parametres inconnus p.

Pour de tels observateurs, il est nécessaire d’adopter certaines hypotheses qui seront
données au fur et a mesure. Comme pour les systemes décrits dans le chapitre précédent,
on suppose que la fonction non linéaire ¢ est globalement Lipschitzienne et que les retards
sont bornés. Nous supposons aussi la bornitude des entrées, de I’état aussi bien que des

parametres inconnus. Pour 'instant nous considérons les hypotheses suivantes :

Hypothese 4.3. L’état du systéme x(t) ainsi que l'entrée u(t) et les paramétres inconnus
p sont bornés, c.a.d. il existe des compacts X C R™, U C R™ et Q € IR™ tels que Yt > 0,
x(t) € X, u(t) e U et p €.

Hypothese 4.4. La fonction o(u, Uy, ... Ur, Ty Try,s .., Ty, p) est globalement Lipschit-

zienne par rapport a x, x, et p, uniformément en u et u,.

Hypotheése 4.5. La fonction p(u, Uryy. .., Ur, T, Try, ..., Xr ) €St injective, c’est-a-dire

la paramétrisation non linéaire en p est injective.

Hypothese 4.6. Les retards sont supposés bornés, i.e.

I > 0;supi(t) < 7° Vi=1...r (4.9)
>0

De plus la dérivée par rapport au temps du retard vérifie [’hypothéese suivante :

>0, Vie{l,...,q}: supri(t) <1—¢ (4.10)
>0

Remarque 4.1. Comme [’état et les parametres inconnus restent confinés dans des com-
pacts bornés X et () respectivement, on peut toujours étendre la fonction non linéaire
O(UyUpyy ooy Upyy Ty Ty ooy Ty p) €N cOnsidérant un prolongement G(U, Uryy . .., Ur, , T, Try,
de sorte que celle ci coincide avec p(+) sur X" x Q et que @(-) soit globalement Lip-
shitzienne sur tout Uespace IR"TY™ x Q.Une facon d’effectuer ce prolongement consiste
a considérer une fonction de saturation qui soit au moins de classe Ct, o : IR" — X,
x+— o(x) et o : IR — Q, p — o”(p) de sorte que, o(x) = = et o”(p) = p pour tout

x € X et pe ). On définit alors le prolongement ¢ de ¢ comme suit :

PO(Uy Uy ooy Up s Ty Ty oy Ty ) = (U Uryy o ooy Uy, 0(2), 0(20), o 0(27,), 07(p))

(4.11)

R )
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Maintenant, considérons le systeme dynamique suivant :

(4.12)

Tt =Ax+ o(U, Uy, Up,0(2),0(20), .. 0(2s.), 07 (p))
y=Cx =zt

Il est clair que le systéme (4.12) est identique au systéme (4.7) pour tout (z,u,p) €
X x U x Q. Par conséquent, nous pouvons considérer le systeme (4.12) a la place de (4.7)
lors de la synthése des observateurs. En effet, c’est le systeme (4.12) qui sera considéré
dans toute la suite de cette contribution. Rappelons que pour toute entrée bornée u € U,
la fonction @(u,x,x,, p) est par construction bornée et est globalement lipschitzienne par
rapport a x, x. et p. On peut se référer a [55, 80, 17, 29] pour plus de détails sur la fagon
de procéder pour effectuer les prolongements. Dans la suite de ce chapitre et dans un but
de clarté, nous supposons que les prolongements ont déja été effectués et par conséquent
que les nonlinéaritées considérées sont bornées et globalement lipchitziennes. De ce fait,

on utilisera la notation ¢ et non @ pour désigner le prolongement.

4.3.2 Synthese de 'observateur

Pour alléger la démonstration et sans nuire a la généralité, on traitera le long de cette
partie le cas ou un seul retard noté 7 intervient dans la dynamique. Le systeme (4.7)

s’écrit alors comme suit :

{x‘(t) = Az(t) + ¢ (u(t), u-(t), x(t), z-(t), p) (4.13)

y(t) = Ca(t) =='(t)

Avant de donner les équations de 'observateur proposé, nous introduisons les notations

suivantes :

1) Soient Ay et S les matrices définies au chapitre précédent et donnés par les équations
(2.34) et (2.33). Pour la clarté, nous rappelons les définitions de ces matrices :

La matrice Ay est définie comme suit :

1 1
Ag = diag |1, -1

9 p,...,mp

(4.14)

ou @ est un réel positif (6 > 0).
La matrice S symétrique définie positive et satisfait 1’équation algébrique de Lyapunov

suivante :

S+ ATS+SA-CTC =0 (4.15)



8O0CHAPITRE 4. OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR DES SYSTEMES A RETARDS

2) Soit K (&) : IR? — IR? une fonction bornée satisfaisant la propriété suivante : pour

tout compact D € R”, on a :

VeeD: ¢'CTCK(€) > %gT(JTog (4.16)

ou la matrice C est donnée par (2.30).

L’observateur candidat que nous proposons pour le systeme (4.13) est le suivant :

(b)) = AR(0) + p(ult),ur (1), 2(0). (1), p) — 087" (57 + TP TT(1)CTK(C@ -
b = —OPYTR)CTK(C( - )
T(t) = 6(A—S1CTC)Y(t) + ?9 (u,ur, &, &-,p) ;Y(0) =0
\ P(t) = —O0P)YT)T(t)CTCY(t)(t)P(t) + 0P(t) avec P(0) = PT(0) >0
(4.17)
i’l
jZ
our = ) € R"avec 2* €e R’ k = 1,...,q; & = & — x ol = est la trajectoire
74
)51
,52
inconnue du systeme (4.13); p = _ e R™;
p/\m

K(CZ) est une fonction satisfaisant la condition (4.16); u et y sont respectivement
'entrée et la sortie du systeme (4.13); 6 > 0 est un nombre réel et enfin P(0) = P7(0)
signifie que la condition initiale pour 'EDO régissant la matrice P(t) dans le systeme

(4.17) est prise symétrique définie positive.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette contribution, nous avons besoin de I'hy-

pothese additionnelle suivante :

Hypotheése 4.7. L’entrée u est tel que pour toute trajectoire (&,p) € X x Q du systéme

(4.13), la matrice CY(t) est a excitation persistante c.d.d. :

+T
nln, < / YT(r)CTOY (7)dr < §3Im
t

z))
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Nous énoncons maintenant le théoreme suivant :

Théoréme 4.1. Supposons que le systéme (4.13) vérifie les hypothéses (H4.3) a (H4.7).
Alors le systeme (4.17) est un observateur adaptatif, garantissant ’estimation des trajec-

toires de (4.13) et des paramétres inconnus avec une convergence exponentielle.

4.3.3 Analyse de la convergence

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin au préalable d’établir les deux résultats

suivants :

(a) Pour t > ty, la matrice P(t) régie par 'EDO donnée par le systeme (4.17) est
symétrique définie positive des que P(0) l'est. De plus, P(t) est bornée et ses bornes

(inférieure et supérieure) ne dépendent pas de 6.

(b) La matrice T régie par 'EDO donnée par le systeme (4.17) est bornée et sa borne

supérieure ne dépendent pas de 6 pour 6 > 1.

Commencons par démontrer le (a). En effet, considérons 'EDO suivante :
M@t) = 0YTH)CTCY(t) —0M(t); M(0) = MT(0) >0 (4.18)

ot M(t) est une matrice m x m. Il est clair que la matrice M () est la version filtrée (par
un filtre stable d’ordre 1 et de pole (—6) de la matrice 677 (¢)CTCY(t)). Or la matrice
YT(t)CTCY(t) est & excitation persistante d’aprés I'hypothése (H4.5) ce qui implique
que la matrice M (t) est symétrique définie positive des que M (0) lest [29]. Montrons
maintenant que les bornes supérieure et inférieure de M(t) ne dépendent pas de §. Pour
ce faire, réalisons une mise a I’échelle temporelle via le changement s = /6 et considérons
la matrice M(t) = M(s) 2 M (t/0). Nous avons
g 1

M(t) = EM(t/H)

= Y'@W)oTer(t) — M(t/0)
= YT()CTCY(t) — M(t) (4.19)



82CHAPITRE 4. OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR DES SYSTEMES A RETARDS

Il est clair que I'EDO régissant M (t) ne dépend pas de 6 et par conséquent il en est de

méme pour les bornes de M (t) et de maniere équivalente pour celles de M (t).

Finalement, comme la matrice M (t) = M7 (t) > 0, il en est de méme pour M ~*(¢) qui est

régie par I’équation suivante :
M-1(t) = =M ' ()M@EM ()
= —oM*'YTworexyMt oMt (4.20)

La matrice M~'(t) est régie par la méme EDO que celle de P(t) et nous avons donc
P(t) = M~'(t) (ou de maniere équivalente P~*(t) = M(t)) des que P(0) = M~1(0). Pour
conclure, sous I'hypothese (H4.5), la matrice P(t) est symétrique définie positive dés que
P(0) Pest.

Nous allons maintenant démontrer le (b), c’est-a-dire que Y(¢) est bornée et sa borne
supérieure ne dépend pas de 6 pour # > 1 . Pour ce faire, procédons par un changement

de I’échelle temporelle comme précédemment et posons Y (t) = T(t/#). Nous avons :

T = %T(t/ﬁ)

— (A-STCTC)T(/9) + %Agg—“"m,uﬂ@, %0 0)
0

= (A-57'C"O)T(t) + %Aeg—i(u, Ur, Z, &7, p)

La matrice Y (t) est donc la version filtrée, par un filtre stable ayant tous ses poles en (—1)

0
(valeurs propres de (A — S’lc’TC’)), de la matrice %Ag—go(u, Ur, T, Ty, p). 11 S'ensuit que

dp
2 7 N 1 ago L A~ 9 s 2 L2 agp A A~
T (t) est bornée des que §Aga—(u, Ur, &, &r, p) est. Or, la non linéarité a—(u, Up, &y Try )
p p

correspond a un prolongement lipschitzien borné d’apres la remarque 4.1 et elle est

donc bornée pour tout (u,z,z,,p) € U x IR" x R" x Q. Il s’ensuit que la matrice
0
%Aga—i(u,uni,:ﬁﬁ p) est polynomiale en 1/60 et sa norme peut donc étre bornée par

une constante qui ne dépend pas de 6 pour 6 > 1.

Apres avoir démontré les propriétés (a) et (b) énoncées ci-dessus, nous allons maintenant
démontrer la convergence exponentielle vers zéro des erreurs d’observation et d’estimation

paramétrique.

Remarquons tout d’abord que la dynamique de & donnée par (4.17) peut s’écrire comme

suit :

(t),2-(t), p) — 0A,'STICTK(CF) + A 'Y (1)p(t)  (4.21)

=>
=
I
o
8
=
~—
+
5
I
=
N
\]
=
~
=>
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Cette équation consiste en une copie du modele (4.7) faisant apparaitre deux termes cor-
rectifs. Le premier terme, —9A,; ' S~1CT K (C7) est plutot classique et souvent utilisé pour
la synthese d’observateurs a grand gain [31]. Le second terme, Ay Y(#)5(t), est similaire &

I’expression utilisée pour 'adaptation des parametres inconnus, c.a.d. ’expression de ,6(25)

On définit le vecteur d’erreur d’observation Z(t) = z(t) — z(t) et celle d’estimation des

parametres p = p — p, d’apres (4.7) et (4.17), leur dynamique est donnée par :

AT+ o(u, Uy, &, 2, p) — (U, Ur, T, 27, p) — OAF'STIOTK(CT) + AP
—OPYTCTK(C7)

510
|

ReTh
|

(4.22)
En appliquant le théoréeme de la valeur moyenne (3.3) au cas vectoriel, on peut déduire

I’égalité suivante :

© o s 0 . _ 0 . .
90<u7 Ur, T, $T7p> - QO(’LL, Ur, xaw‘mp) = 8_(;(’“7/“77 xawTagp)p + %(U, Ur, x?&%—a P)xq-
8 T
5 (1 & 2, )
(4.23)
avec &, , &, € IR™" et {, € R™™.
En remplacant (4.23) dans (4.22), on obtient :
: 0 0 0
b= AT G G e )T (i, 8 e )+ 5 e, B, )
Op IS Iy PSRN —1g-1 T ~ —1An A
- a—(u,uf,x,mﬂﬁp) — a—(u,uf,x,xﬂp) p—O0A, ST CTK(Cz)+ A, Th
p p
(4.24)

Considérons le changement de variable suivant : T = Ay, en utilisant les identités intro-

duites au chapitre précédent (3.67), la dynamique de Z s’écrit comme suit :

" . Iy 1 O A 1
r = 9Ax+A9%(u7uT7gr7$T7p>A9 1'T+A98_%—(U7UTJI7§.’ET7[))A9 lajT

0 0 0
+A98_Sp0(uv uT7£7‘%T7p>15 + A9(a_j§(u7u77§:7'f7'7£$7> - a_spp(u7uT7'%7§:Tap))ﬁ

—0STICTK (Cx) + Y(t)(t)
(4.25)
Maintenant on définit le couplage entre l'erreur d’observation et celui de ’estimation des
parametres en introduisant la variable n(t) = z(t) —Y(¢)p(t) ou T(t) est la matrice définie
n x m régie par 'EDO donnée au systeme (4.17). La dérivée par rapport au temps de

n(t) peut étre générée a partir de (4.25) comme suit :
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o= &-Tp—"Th
. ~ Dy -1~ dip n —1~
- QA(T] + TP) + AG_(U7UT>§m7$T;P)A9 T+ AG_(ua Ur, :L‘yga:ﬂ p)Ag Lr

ox Oz,
—l—Aeg—i(Ua Uy, &, &7, PP+ Do <g—f(u,u7,i,§:ﬂ§p) — g—i(u,uﬂi’,fﬂﬁ)) p
—0S"'CTK(Ci) — Tp
= QA +60S1CTCTp - 0STICTK(Cx)
Dy —1- O A o
‘l‘AG%(U” Ur, é-xa Tr, P)Ae lx + Aea_QZT(u’ Ur, T, 57'7 p)AQ 1$T
0 ap y Wy Ly L1y Sp ap y Ury Ty Ly P P '

Notons que la derniere égalité est obtenue a partir de la dynamique de T donnée dans
(4.17).

On considere maintenant la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii candidate suivante :

V(t,n,p) = Vi(t,n) + Va(t, p) (4.27)
avec ¢
Vi(t,n) = 7S + 65 / 05T (s)1y(s)ds (4.28)
t—7(t)
et :
Vltp) = 7P 07 [0 (o)) ds (4.20)
t—7(t)

La dérivée de V; le long des trajectoires de (4.25) a pour expression :

. . In(6 ot t o t—T

Vi = 29787~ 25*)(V1—77T577)+9 a (92T*77T77—(1—T)9 27*77?%)
= 2TS'——ID(G)V—TS Tn—(1—7)0z7nr 4
= 2157 Vi—=n"Sn)+n'n—(1—7)07"n.n, (4.30)

21
En remplacant la dynamique de 7 dans (4.30) on obtient :

Y ;
Vit o Vi= 2007SAn+200TCTCT ) — 205" CTK ()

0
+277TSA98—(§(U, Ury Eny 2y p) A (0 + TP)
0 R _ N
+277TSA‘98;D (u7 uT? l’, 53377 p>A6 1(777' + TTpT) (431>
(0%
0

—|—277T SA@
In6
27*

P 2 PR ~
Uy Ur, Ty Ty — 5 U, Ur, T, Tr,

+

n"Sn+n"n— (1 — 7)== nln,



4.3. OBSERVATEURS ADAPTATIFS POUR UNE CLASSE DE SYSTEMES A RETARDSS5

avec Y, =Y (t —7(t)) Vvt > 0.
A partir de I'hypothese (H4.4), on peut déduire pour # > 1 la majoration suivante :

=T 1—7
(1—-7)0zr = \/9;?
> N
> % Vo1 (4.32)
En utilisant cette majoration avec la définition de S dans (4.15) on obtient :
Vi + 112159*) Vi < —0nTSn+0nTCTCn+20nTCTCYp — 20T CTK (Cx)
+277TSA92—:(% Ur, &ay Tr, P)Ag ' (0 + 1)
+2n" S0 g;i (,ur, 2,67, 9) 8 (11 + T2 pr) (4.33)
+2nT S Ay (g—(’pp(u,uﬂﬁ:,iﬂgﬁ) - g—i(u, uT,f,iT,ﬁ)> p
+%UTS77 +n'n - %nfm
Compte tenu de la structure triangulaire de la fonction ¢ par rapport a x et z,, les
matrices %() et gf (+) sont triangulaires inférieures. De plus, ces matrices sont bornées
d’apres I'hypothese (H2). Par conséquent, les matrices AGg_i(')Ae_l et Ay aa;i (-)A, ! sont

polynomiales en % et sont uniformément bornées par des constantes qui ne dépendent pas
de 6 pour # > 1,c.a.d:

Op _

"Aaa_x(uyuq—;éxng;p)Agl” S kl (434)
0 . _

180 5= (2,60, )| < o (4:35)

tels que ki et ko sont des constantes positives qui ne dépendent pas de 6 pour 6 > 1.
De la méme maniere, la fonction ¢ est globalement Lipschitzienne par rapport a p, on a

alors :

Ha—";<u,u7,@,@,fp>|| < K, (4.36)

Ce qui implique pour # > 1 I'inégalité suivante :

0 o 0 A
HAB <a—t(U,uT,x,xT,§p) - a_i(uuufaxvxTap)) H < 2]{;;’) é k3 (437)
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Ou kj et k3 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de 6 pour 6 > 1.

A partir de ces inégalités, on peut maintenant déduire les majorations suivantes :

0 _ . .
1277 S D95 (1t g2, D) (0 + TP < 2a |l SNl + TN IBN)  (4.38)

ox
ron, 0% ; Al T 5| < 2ko|ln"S Tl 4
127 o (U, U, @, 67, p) Dy~ (07 + Trpr) || < 2k S| (-] + 1T o-1])  (4.39)
0 o 0 R .
2775 (a—jm, Ui E,) — a—jw,uﬁx,xﬁp)) Al < 2k, S7] (4.40)
(4.41)
En remplagant finalement (4.38) dans (4.33), on obtient :
. In(@
Vi+ 2(*)‘/1 < —OnTSn+ T CTCn+20nTCTCYp — 20nT CTK (Cx)
T
ln(G) T T € (4,42)
to Sn+n'n \/gmm

+en™n + can™ e+ esn"p + can” pr
tels que ¢; = 2k Ay (S), o = 2ka A (S), c3 = 2A0(S)(k1y + k3), ¢4 = 2koApr(S)y avec
v =sup Y(t) et Ap(+) est la plus grande valeur propre de (-).
£>0

Par ailleurs, la dérivée de V5 est donnée par :
In(0)

Vo = 2p"P -

(Vo= p" P'p) + 975 — (1 = 1)07 pl pr — p" PTIPP™'p
(4.43)

En utilisant la dynamique de p donnée par (4.17) d’une part, et I'inégalité (4.32) d’autre

part, on obtient :

In(6)
27*

1
V, < —QHﬁTTTCTK(OE)nL%ﬁTP‘Iﬁ o
T
€ 1. T~ T AT Ay = ~T p—1 ~ :
—p.pr O Y CTCYp—6p P
Nk p—0p" P7'p

On peut maintenant regrouper les deux résultats (4.42) et (4.44), pour aboutir a la dy-

Vo +

+p'p—

namique de V' :

. (6 . In(@ . In(#
gy, g Oy ),
27 27 27 .
< =TSy +0(n+Tp)" CTC (n+Tp) — 20 (n+ Yp)" CTK(CZ)
In(0) r T €T In0) 71 v € . T o1~
— - — —L5'p ——p 5, —0p"P
to Sn+nn \/gmer 5 P p+pp gl P~ p

+entn + can™n, + esn™p + can” p,
(4.45)
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A partir de la propriété de la fonction K donnée dans (4.16), on peut déduire ce qui suit :

0(n+71p) CTC (n+7Yp)—20(n+71p)" CTK(Cz) = 0(z7CTCz —22"CTK(Cx))

< 0
(4.46)
L’équation (4.45) peut alors s’écrire comme suit :
- In(6) In(@) 1+
< — (60— — T
Ve 27* Vs 27 Ap(5) 5
In(0) 1 _ 5
— (08— _ TPfl
2 )\M(P)) per (4.47)
& o7 € .7
\/57]7' Nr \/ng Pr
+n" (cany + c3p + capr)
Ou A, (+) est la plus petite valeur propre de (-).
On choisit dans un premier temps 6 assez grand, de sorte que :
A In(@) 1+ A In(6) 1
0)=10— - t wa(0) =60 — - 4.4
:ul( ) 9 x )\m(S) >0e N?( ) 9k /\M(P) >0 ( 8)

Notations 4.1. On introduit les variables suivantes afin de simplifier les formules :

V* = avec (4.49)

Vi = (0)n"Sn, Vi = pa(0)p" P~'p,

_ € € p.

T V*
T - T M7
\/5777—77 4 \/gp p

A partir de ces nouvelles variables, I’équation (4.47) peut s’écrire comme suit :

Vg)*

In(6
Il( )V < _‘/1*_‘/2*_‘/3*_‘/4*

21* -
Vvl* < 91/4\/‘/_3* ‘/2* ‘91/4\/‘/_4*)
Co Co——F—

VO \ Ve P)im®) Ve
— —LVTMe)V

V+

(4.50)
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Tel que :
2 maa(0) maz(0) masa(0)
_ | me@) 200
o e X . (4.51)

mu®) 002

mp(f) = \//\%/[(P)/\%L(S)m(@)m(e)
c301/2

ma3(0) A2, (S)ep (6)

2

mu(0) = \//\%/[(P)/\Zn(S)m(@)MQ(@)

D’apres la structure de la matrice M (4.51), celle ci est symétrique définie positive si son

déterminant est strictement positif. Or on a :

Ce déterminant est strictement positif pour des valeurs de 6 relativement élevées. L’équation
(4.47) devient alors :

- In(0)
V V< 4.5
+5 V=0 (4.53)
On pose n(0) = ln(f) et on obtient :
T
V(t) < e 1O r[naxo] V(s) (4.54)
se[—T1*,

Cecl termine la démonstration.

4.3.4 Quelques observateurs particuliers

Dans ce paragraphe, nous allons considérer quelques fonctions qui satisfont la condition
(4.16) et qui sont donc valables pour K (CZ) = K(y—vy). Nous montrerons que certaines de
ces fonctions permettent de retrouver des observateurs bien connus tels que 'observateur

adaptatif a grand gain ou des observateurs adaptatifs de type modes glissants.
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4.3.4.1 Observateur adaptatif a grand gain

Considérons I'expression suivante de K(C7) :
Kpa(Cz) = kCZ (4.55)

ou k est un nombre réel positif tel que k£ > % On peut facilement vérifier que (4.55)
satisfait la condition (4.16). Notons que si tous les parametres sont connus, on reconnait
facilement la structure d’un observateur a grand gain. Plus précisément, I’observateur pro-
posé avec K (CZ) spécifié dans (4.55) est en effet une version adaptative de I'observateur

d’état communément appelé a grand gain (cf. par exemple [39, 30]).

4.3.4.2 Observateur adaptatif de type mode glissant

Considérons I'expression suivante du vecteur K(C7) :
K(Cz) = ksign(Cz) (4.56)

ou k > 0 est un nombre réel et ’sign’ est la fonction signe usuelle. En effet, pour les
systémes & entrées-bornées sorties-bornées, la condition (4.16) est satisfaite par (4.56).
Cependant, il est bien connu que I'utilisation de la fonction signe donne lieu au phénomene
de réticence (connu sous le nom de 'chattering’) et de ce fait elle est souvent approchée par
des fonctions appropriées. Ces fonctions permettent d’une part de surmonter les problemes
de la fonction signe , d’autre part elles sont d’une grande importance en pratique du fait
qu’elles sont largement utilisées dans I'implantation d’observateurs de type mode glissant.

En effet, considérons la fonction suivante :

Krann(CF) = kiTanh(keCT) (4.57)

ou T'anh désigne la fonction tangente hyperbolique et kq, kg > 0 étant deux nombres réels

positifs.

On peut facilement vérifier que (4.57) satisfait la condition (4.16) pour des grandes valeurs

de k. De plus, on a tliin Tanh(koCz) = sign(CT).

De la méme fagon, on peut montrer facilement que la fonction tangente hyperbolique
peut étre remplacée par I'inverse de la fonction tangente K srcrqn(CZ) qui représente aussi
une expression valide pour K(CZ). En plus, on peut considérer de nouvelles expressions
valides pour K (CZ), par exemple en ajoutant Kra,,(CZ) & Kye(CZ). Bien sur, le choix

de K(CZ) reste tres large et ne se limite pas aux fonctions que nous venons de présenter.
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4.4 Exemples d’illustration

4.4.1 Exemplel : Identification d’un moteur a fuel

Cet exemple traite I'identification d’'un moteur a fuel qui peut étre décrit par le systeme

linéaire du second ordre SISO avec retard suivant [11] :

4at) = =)
2(t) = prult — ps) + pau(t — ps) — psza(t) — paz(t) (4.58)
y(t) = «(t)

ou la sortie z1(t) est le rapport carburant/air a l'intérieur du moteur et l'entrée u(t)
est le rapport carburant injecté/air. On suppose que ce systéme est asymptotiquement
stable tandis que les parametres inconnus p; sont constants et positifs. Ce systeme a
été récemment considéré dans [11] ol les auteurs ont proposé un procédé d’identification
en ligne pour estimer les parametres du modele. L’inconvénient majeur de la méthode
proposée réside dans le fait que le retard, c’est-a-dire ps5, peut étre estimé a condition que
sa vraie valeur doit appartenir a un ensemble de nombres finis de valeurs connues. Une
telle condition est inutile avec ’approche proposée dans ce chapitre puisque le systeme

(4.58) est sous la forme (4.13) avec

A= 01 ) e u, 2, 2 ( 0 )
< 00 LAz pri(t — ps) + pau(t — ps) — psza(t) — pazi(t)

et on peut alors utiliser un observateur de la forme (4.17) pour l'estimation de p;, i =

1,...,5 aussi bien que pour I'estimation de I’état non mesurable z5.

0
Notons que la conception d’observateur exige le calcul de la matrice a—go(u, Z,p) qui peut
P

étre écrite comme suit :

dp, . 0 0 0 0 0
a_ (u> 2, p) = . o ~ . .
P u(t —ps) ult—ps) —22 —2 —(pri(t — ps) + pau(t — ps))
(4.59)
Beaucoup d’essais en simulation ont été effectués en utilisant différentes expressions de la
fonction de synthese de 1'observateur K(CZ). Comme dans le premier exemple et puisque
les résultats obtenus étaient assez semblables, on ne fournit ici uniquement que ceux
obtenus avec l'observateur a grand gain standard, c’est-a-dire que, la fonction K est
définie par I'équation (4.55). L’entrée u(t) a été générée comme étant la sortie d’un filtre
de second ordre avec un pole double en —5 attaqué par une entrée de type bruit blanc
centré suivant une loi normale. Ceci nous a permis d’obtenir simultanément les dérivées

par rapport au temps, % et i, de I'entrée u du systeme. La simulation a été effectuée sous
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I'environnement de MATLAB et 'entrée du filtre du second ordre a été choisie en faisant
appel a la fonction standard de MATLAB suivante :

v(t) = 0.012(4 + randn([0 : 0.1 : t4],1)); (4.60)

ou t; désigne le temps final de simulation (¢; = 50s).
L’amplitude de I'entrée du filtre a permis d’obtenir une variation du signal de sortie dans

la plage de fonctionnement normal du moteur, c’est-a-dire environ 0.08 (voir figure 4.1).

. . . . - . . . .
10 20 30 40 50 ~o 10 20 30 40 50
Temps (s) Temps (s)

FIG. 4.1 — Evolution de 'entrée v(t), avec la sortie correspondante z; ()

Les vraies valeurs des parametres p; utilisés dans le modele de simulation sont [11] :

Les variables d’état du modele, z1, z5 et de 'observateur Z;, 2o sont initialisées a :

21(0) = £,(0) = 0.068 25(0) = 0.1 25(0) =0

Les estimés des cinq parametres inconnus ont été arbitrairement initialisés a zéro dans

I’observateur.

Lors de la simulation, le choix des parametres de réglage est réalisé toujours selon 'ap-

proche essai-erreur. Les résultats donnés sont obtenus avec 6 = 3.
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T T T T T T
/ Valeur réelle Valeur réelle
14} /

Py
N

™~

Valeur estimée Valeur estimée

. . . . 5 ) ) ) )
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 20 50
Temps (s) Temps (s)

1l / Valeur réelle 1 Valeur réelle

P3

\ Valeur estimée

Valeur estimée

. . . . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Temps (s) Temps (s)

F1G. 4.2 — Estimation des parametres inconnus pq, p4

0.4 T T T T 0.1

0.35f Valeur réelle 4 0.08}
/ <+—— Estimée
08p=immmimins 0.06},

0.25¢ 1 0.04f
I

: )
02f \ ] 0.02};
i 0.15f Valeur estimée 1 SR g
01f 1 -0.02f;

0 ] -0.06

-0.08

-01 w . ‘ ‘
10 2 30 40 50 0 10 20 30 0 50
Temps (s) Temps (s)

F1G. 4.3 — Estimation du retard (ps) et de I’état non mesuré z,

Les estimés p;, © = 1,...,5 aussi bien que celui de z; fournis par l'observateur sont
comparés a leurs vraies valeurs (générées par la simulation du modele) dans les figures 4.2
et 4.3. Les résultats obtenus montrent clairement les bonnes performances de I’observateur

qui fournit des estimations satisfaisantes des états aussi bien que des parametres inconnus.

4.4.2 Exemple2 : Synchronisation de systemes hyperchaotiques

Depuis les années 1990, les techniques de synchronisation du chaos ont connu un formi-

dable essor. Les travaux novateurs de Pecora et Carroll [30] ont constitué une révolution
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dans I'étude de la synchronisation des systemes chaotiques : ils ont prouvé que deux
systemes chaotiques identiques, de conditions initiales différentes, peuvent se synchroni-
ser selon le principe appelé maitre-esclave, ou drive-response, défilant ainsi la propriété
de sensibilité aux conditions initiales caractéristiques du chaos. Par la suite, [71] et [7§]
ont relié le processus de synchronisation a un probleme classique d’estimation d’état non
linéaire : le récepteur peut étre congu comme un observateur de I’émetteur. Peu de travaux
ont été consacrés a la synchronisation adaptative pour les systemes chaotiques a retard.
Cette classe de systemes chaotiques de dimension infinie, étudiée en détails dans [27]
, possede un comportement hyperchaotique, plus complexe que celui des systemes chao-
tiques (lié a la présence de plusieurs exposants de Lyapunov positifs), qui pourrait, a priori,
renforcer la sécurité. Parmi les articles récents consacrés a ce sujet, on peut citer [67], [29].
Le premier utilise la théorie du controle adaptatif pour stabiliser des systemes chaotiques
comportant un retard connu. Le second fait appel a des techniques récentes d’optimisa-
tion multi-dimensionnelle pour estimer les parametres - dont le retard - du systeme, mais
la méthode proposée nécessite la connaissance de tout 1'état du systeme a chaque ins-
tant. Nous proposons dans cette partie d’utiliser I'observateur adaptatif précédent pour

approfondir la cryptanalyse du cryptosysteéme présenté dans [11].

Systéme hyperchaotique

Le systeme hyperchaotique considéré est présenté dans [11], ou les auteurs détaillent un
schéma de communication sécurisée, dont I’émetteur est un systeme hyperchaotique a
retard, le récepteur est un observateur non linéaire et la transmission d’information, de
type transmission sur deux voies, repose sur la modulation de phase d’un signal hyper-

chaotique. Le systeme considéré est le suivant :

i(t) = Fa(t) + olx(t), 2, (1), p) (4.61)
0 a O

F=10 01 (4.62)
0 0 0

—axq(t) — ad tanh(zq(t))
6(x, 70, p) = 21(t) — 2 (t) (4.63)
—Bxo(t) — yas(t) + esin(oxq (t — 7))
et p est le vecteur de parametres inconnus qui jouent le role de la clé de chiffrement dans

cette partie.
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La premiere étape consiste & mettre la dynamique de 1’émetteur (4.61) sous la forme ca-

nonique (4.7), grace au changement de variable suivant :

1 0 0
z=Ar=|0 a 0 |z (4.64)
0 0 «

Pa conséquent, la dynamique de z est la suivante :

Z1(t) = z2(t) + (—az(t) — «d tanh(z1(t)))

Zo(t) = 23(t) + (az1(t) — 22(1)) (4.65)

23(t) = (Bza(t) — v23(t) + aesin(oz (t — 7)))
Il apparait clairement que le systeme dans les nouvelles coordonnées est sous la forme
canonique (4.7). Les résultats du théoreme 4.1 sont appliqués a I’émetteur, dans les nou-
velles coordonnés. On obtient ensuite la dynamique de I'observateur dans les coordonnées

originales (on remarquera que CA = C) :

B(t) = Fi(t) + ¢(a(t), i,(t), p) — AT AFH(STH+ L (6) P(1) YT (1) CTCE(t)
p = —OPYT(t)CTCi(t)
T(t) = H(A—S1CTC)T(t)+A9Ag—(£(£,£7(t),ﬁ) - Y(0) =0
P(t) = —0P®)Y)T(#)CTCY(t)(t)P(t) + OP(t) avec P(0)= PT(0) >0
(4.66)
Cryptanalyse

D’apres les résultats du théoreme 4.1, 'observateur (4.66) converge exponentiellement si
les hypotheses (H4.3) a (H4.7) sont vérifiées. Les hypotheses (H4.3), (H4.4) et (H4.6) sont
remplies, 'hypothese (H4.5) dépend du choix des parametres choisis pour tenir le role de
la clé et 'hypothese (H4.7) dépend des valeurs choisies pour ’ensemble des parametres
de I'émetteur : si 'émetteur est en régime chaotique, (H4.7) est vérifiée. Si I'émetteur est
dans une fenétre d’ordre (qui correspond & un retour & un comportement périodique apres
une phase chaotique), alors la condition d’excitation persistante ne peut étre vérifiée. Il a
été montré dans [11] que les parametres de 1'émetteur doivent justement étre choisis pour
garantir un comportement réellement hyperchaotique, ce qui définit ’espace des clés. On
supposera donc que ’ensemble des parametres appartient a cet espace des clés, et par

conséquent ’hypothese (H4.7) est vérifiée.

Les simulations montrent qu'un intrus, connaissant le cryptosysteme, a l'exception d'un
parametre, peut se synchroniser avec I’émetteur, et estimer ces parametres. On donne

dans cet exemple 'estimation des parametres v et €. Ces parametres sont fixés au niveau
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de 'émetteur et supposés inconnus au niveau du récepteur (4.66). p est par conséquent
donné par le vecteur (7 ¢)T. On calcule la dérivée partielle de ¢ par rapport au vecteur
p:

0 0
(2,2-(t), p) = 0 0 (4.67)

—23(t) sin(oz1(t — 7))

99
dp

Les valeurs suivantes sont choisies afin de garantir un comportement hyperchaotique

(cf.[14]).

9(14|5|-1]100]10 |1

TAB. 4.1 — Parametres de I"émetteur (4.61)

Les conditions initiales suivantes ont été fixées :
z(0) = (0.1 0.1 0.1)T, z(0) = —x(0),
La valeur de 0 est fixée & 15.

Les figures ci-dessous illustrent ces simulations.

i i
5 10 15

i i
0 5 10 15
0 5 10 15

Fi1a. 4.4 — Erreurs de synchronisation x; — 1, xo — o et x3 — 23

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré 'estimation conjointe de 1’état et de parametres
inconnus pour une forme canonique de systemes non linéaires MIMO a retards et dont
les parametres affectent la dynamique de 1’état de maniere non linéaire. Les observateurs

proposés offrent une simplicité dans leur implémentation et garantissent une convergence



96CHAPITRE 4. OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR DES SYSTEMES A RETARDS

\ —

|
|
f/

N
I\

[ o

Valeur réel

aleur estimée!
lle

1(s)

I
10

-100

-150

-200

|
|

L
[

Valeur réelle

Valeur estimée

10 15
t(s)

Fi1G. 4.5 — Evolution des parametres inconnus 7 et

exponentielle sous une certaine condition d’excitation persistante. Il a été démontré que

certains choix de la fonction de synthese des observateurs proposés ont permis de retrouver

les observateurs adaptatifs a grand gain et a modes glissants. Des résultats de simulation

ont été présentés pour illustrer ces performances. Avec cette méthode et comme nous

I’avons vu en simulation, on peut estimer les retards constants qui apparaissent au niveau

de I'entrée. Nous utiliserons plus particulierement ce résultat au chapitre suivant, dans

lequel nous allons considérer la classe des systemes a sortie retardée.



CHAPITRE 5

Synthese d’observateur pour des systemes
a sortie retardée

5.1 Introduction

Les travaux réalisés précédemment traitent des systemes a retards avec un retard qui
intervient dans la dynamique sans affecter la sortie. En effet, tres peu de travaux traitent
de la synthese d’observateurs avec des sorties retardées. Cependant, dans certains cas, le
retard s’avere inévitable au niveau de la sortie et peut se présenter sous forme de retard

de transmission, d’échantillonnage,etc...

Parmi ces travaux, nous pouvons citer [10] et [52]. Dans [10], les auteurs proposent
un observateur, dont la convergence est exponentielle, pour une classe de systéemes non
linéaires mono-sortie uniformément observable, avec des non linéarités globalement lip-
schitziennes et avec une sortie exhibant un retard constant et connu, 7. L’observateur
proposé consiste en une chaine de (m + 1) systémes en cascade dont la dimension de
chacun est égale a la dimension du systeme considéré. L’état du premier systeme de la
cascade permet d’estimer I'état retardé du systeme avec un retard de 7. L’état du dernier
systeme de la cascade est une estimation de I'état courant du systeme. Il est a noter que
le nombre de systemes en cascade est d’autant plus grand que la constante de Lipschitz
et amplitude de retard sont importantes. Dans [52], les auteurs proposent un observa-
teur en cascade ayant la méme structure que celui proposé dans [10] pour une classe de
systeémes similaire aussi a celle considérée dans [10]. Toutefois, le gain de I'observateur
proposé dans [52] résulte de la résolution d’une équation aux dérivées partielles.

Dans cette contribution, nous proposons un observateur en cascade pour une classe de
systemes non linéaires uniformément observables exhibant un retard constant qui peut
étre connu ou non. La caractéristique principale de 'observateur proposé consiste dans le
fait que son gain fait intervenir en particulier un parametre de synthese de type matrice.
L’introduction de cette matrice qui devra étre stable permet d’avoir un nombre relative-
ment réduit de systemes en cascade formant I'observateur proposé et ce méme en présence

de retard relativement important.
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5.2 Formulation du probleme

Considérons la classe de systemes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

He) = Axlt) + o (ult), (1) -
y(t) = Cax(t—71)=2'(t —71)
ou
0 1 0 0
A= 0 (5.2)
0 o 0
c=(10 .. 0) (5.3)
21
72
Iétat © = ] € IR"; avec z* € IR ; la sortie y(t) € IR? est disponible avec un retard
xn

constant mais inconnu 7 et u est '’entrée du systeme. La fonction non linéaire ¢ admet
une structure triangulaire par rapport a x, c¢’est-a-dire
! (u, ')
o(u, ) = gpQ(u’:xl’ =) (5.4)
i (u, )

Nous adoptons I’hypothese suivante :

Hypothese 5.1. La fonction ¢(u,x) est Lipschitz par rapport a x uniformément en u ou
(u,z) e U x X.

Notons que comme 1’état reste confiné dans un compact X, on peut toujours étendre la
fonction non linéaire ¢(u, z) en considérant un prolongement ¢(u, z) qui est globalement
Lipschitzien et dont la restriction a X coincide avec ¢(u, x), c’est a dire la fonction @(u, x)
est globalement lipschitzienne sur IR". Une facon d’effectuer ce prolongement consiste a
considérer une fonction de saturation qui soit au moins de classe C!, ¢ : R" — X,
x +— o(x) qui coincide avec x sur le compact X, i.e. o(x) = x pour tout z € X. On définit

alors le prolongement ¢ de ¢ comme suit :

{ Bw2) = plu,o@) (5.5)
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Considérons maintenant le systeme dynamique suivant :

(5.6)

1

T = Az + ¢(u, )
y=Cr=x

Il est clair que le systeme (5.6) est identique au systeme (5.1) pour tout (z,u) € X x U.
Par conséquent, nous pouvons considérer le systeme (5.6) a la place de (5.1) lors de la
synthese des observateurs. En effet, ¢’est le systeme (5.6) qui sera considéré dans toute la
suite de cette contribution. Rappelons que pour toute entrée bornée u € U, la fonction
P(u, ) est par construction bornée et est globalement lipschitzienne par rapport a x.
On peut se référer a [35, 80, 17, 29] pour plus de détails sur la fagcon de procéder pour
effectuer les prolongements. Dans la suite de ce chapitre et dans un but de clarté, nous
supposons que les prolongements ont déja été effectués et par conséquent que les non
linéarités considérées sont bornées et globalement lipschitziennes. De ce fait, on utilisera

la notation ¢ et non ¢ pour désigner le prolongement.

Maintenant, nous attirons I’attention sur le fait que lorsque la sortie ne présente pas de
retard, le systéme (5.1) est une forme canonique qui caractérise une classe de systémes uni-
formément observables. On pourra se référer a [15, 29] ou 'on présente plusieurs systemes
avec des transformations appropriées qui les mettent sous la forme (5.1). De plus, en ’ab-
sence de retard sur la sortie et sous I'hypothese (H5.1), on peut concevoir un observateur,
dont la convergence est exponentielle, pour I'estimation de la trajectoire du systeme (5.1).

On pourra se référer a [15, 30] ou de tels observateurs, de type grand gain, sont présentés.

Notre objectif consiste & concevoir un observateur pour estimer 1’état du systéme (5.1) a

partir de sa mesure retardée.

Comme nous 'avons mentionné précédemment, tres peu de travaux ont traité ce theme,
i.e. conception d’observateur en présence de sortie retardée. Parmi les travaux concernés,
nous pouvons citer ceux de [10] et [52] ot les systemes considérés possedent une seule sor-
tie et se mettent donc sous la forme (5.1) [39, 38]. De plus, le retard a été supposé connu.
Dans ces travaux, les auteurs ont proposé un observateur en cascade pour les systemes
considérés et ont prouvé la convergence exponentielle de 'erreur d’observation sous une

condition portant sur le retard et la constante de Lipschitz des non linéarités.

Dans ce qui suit, nous allons présenter la synthese d’un observateur pour I'estimation de
I’état courant du systeme (5.1). Pour la clarté de I'exposé, nous proposons de présenter
la synthese de 1'observateur en supposant tout d’abord que le retard est connu. Puis, on

montrera comment étendre la synthese au cas du retard inconnu.
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5.3 Synthése de observateur

Avant de présenter le systeme dynamique correspondant aux équations de 1’observateur

en cascade, nous allons introduire certaines notations.

e Soit Ay la matrice diagonale (par blocs) définie par :

1
fa-1

1
) S

Ny =diag | I,, -

I, (5.7)

ou ¢ > 0, est un réel.

e Soit S est la solution unique de 1’équation algébrique de Lyapunov suivante :
S+ ATS+SA-CTC =0 (5.8)

Il a été établi que la matrice S est symétrique définie positive et que 'on a en particulier
[39, 30] -
cll,
2

Cc:I I
ST = | U | with oF = 1

————— pour k=1,...,
: Kg—k) P 1

Cil,
e Comme nous I’avons mentionné précédemment, en I’absence de retard, le systeme (5.1)
admet un observateur dont la convergence est exponentielle. De ce fait, avec une sortie
retardée, on peut estimer I’état retardé z(t—7) du systeme (5.1) al’aide de cet observateur.

En effet, en posant z((t) = z(t — 7), nous avons :
{ io(t) = Awo(t) + p(u(t — 1), x0)
y(t) = Cxo(t) = x(t)

Nous avons affaire a un systeme uniformément observable ou le retard n’affecte pas ’état.

(5.9)

L’état de ce systeme peut étre estimé par 'observateur de type grand gain suivant :

ou Zo(t) = &o(t) — xo(t) ; Ag, S et C sont donnés respectivement par (5.7), (5.8) et (5.2)

et @ > 0 est un parametre de synthese de I'observateur.

e Comme dans [10] et [52], on définit différents états et entrées retardés :
J
zj(t) = x(t—7+ ET)
u;(t) = u(t—71+ 17') (5.11)
m
pour j=0,...,mett> —%7’.

Dans ce qui suit, nous allons proposer un observateur lorsque le retard est connu. Puis,

le cas du retard inconnu (et constant) sera considéré.
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5.3.1 Synthese de ’observateur avec un retard connu

Nous allons présenter quelques préliminaires avant de donner les équations de ’observa-

teur.

5.3.1.1 Quelques préliminaires

Le systeme (5.1) peut se mettre sous la forme suivante :

{ B(t) = Ax(t) + o(ult), z(t) + (A — A)a(t) (5.12)

y(t) = Czx(t—7)=2a'(t —71)

oll A est une matrice n xn quelconque que I’on supposera dans toute la suite étre Hurwitz.
Ce changement nous permettra par la suite de minimiser le conservatisme au niveau de
la valeur maximale du retard que I'on peut considérer. De ce fait, I’état courant x(t) peut

s’exprimer a I’aide de 1'état retardé x(t — 7) comme suit :

z(t) = eATm(t —7)+ /t eAlt=s) (cp(u(s), x(s))+ (A — fl)m(s)) ds (5.13)

Pour la synthese de l'observateur, nous allons considérer un ensemble de systemes en
cascade, ’état de chacun de ces systemes sera noté z; et appartient a IR". L’idée derriere
la cascade consiste a faire en sorte que le premier systeme, qui est en téte de la cascade,
permette l'estimation de 1'état retardé du systeme (5.1) a partir de la sortie retardée.
Ensuite, le deuxieme systeme permettra de prédire I’état du systéme (5.1) sur une fenétre
dont la longueur dépendra de I’amplitude du retard considéré et de la constante de lipschitz
des non linéarités. Au mieux, la longueur de cette fenétre sera égale a la valeur du retard et
I’état du deuxieme systeme sera donc l'estimation de I’état courant du systéme. Au pire,
la longueur de cette fenétre sera infiniment petite et il faudra alors considérer beaucoup
d’autres systemes en cascade. Dans tous les cas, I’état du premier systeme peut étre vue
comme une approximation de la version retardée de I'état du deuxieme systeme avec un
retard égal a la longueur de la fenétre. De ce fait, considérons (m+ 1) systémes en cascade,
numérotés de 0 a m, de sorte que le premier systeme de la cascade, ¢’est-a-dire le systeme
dont 'état est &g, soit un observateur de I'état retardé x(t — 7) et que 'estimation de

I'état courant x(t) soit fournie par 1’état du dernier systeme de la cascade, en I'occurrence

~

((Go(t) = d(t—1)
) = it—7+I)
(5.14)
zi(t) = a(t—7+jL)
Bm(t) = &(t—74+mI)=3(t)
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A partir de cette relation, I’état du (j — 1)®™¢ systéme apparait comme étant la version
T .,

retardée de I’état du systeme j avec un retard égal a — qui présente la longueur de la
m

fenétre de prédiction de z;_;.

5.3.1.2 Equations de ’observateur

La dynamique de 'état o est donnée par 'observateur (5.10). Il reste donc a déterminer

la dynamique de ;, j = 1,...,m.

En nous inspirant de la relation (5.13), nous imposons a deux états successifs Z; — 1 et z;

d’étre liés par la relation suivante :
o ot i
i) = etma; (1) + eAt/ e~ (s)ds
t— =
pour j=1,....,m (5.15)

Avee vy (1) = p(uy (1), 35(0) + (A — D) 1),

A partir de cette relation, on peut déduire la dynamique des observateurs z;(t), nous

avons :

+€At€_At¢j( ) B eAte—A(t—— w]( _

)

i) = ef%;;j_1<t>+fi(g:~j(t) A 3, )
/
m

1eAE (@_1@) = Abya(t) = plus (1), 25(8) — (A = D)y (1))

—eM% (st = =) = () (5.16)

La derniere égalité résulte de 'expression de u;, en I'occurrence w;(t — =) = w;_1(t).
E j j
m

Introduisons maintenant les variables suivantes pour j = 0,m — 1,

sjo= = Adj(t) — lu;(t), (1))

0 = ¥i(t) = Y- E) (5.17)

D’apres l'observateur (5.9), nous avons :



5.3. SYNTHESE DE L’OBSERVATEUR 103

so = —0A,'STICTC (29 — 2(t — 7)) (5.18)
Avec ces notations, I’équation (5.16) devient
S = € iSj_l + QAE(Sj_l (519)

d’ou 'on peut déduire :
s; = e m]so+ZeA U=, (5.20)

En utilisant les deux expressions de s; données par (5.17) et (5.20) et en remplagant s

par son expression dans (5.18), on obtient :
b= A0 ). ,(0) — 0B ITO G (e~ 7)

Z RO (g (t = ) = (1)) (5.21)

Nous pouvons maintenant présenter I’ensemble des systemes en cascade qui forment 1'ob-
servateur permettant d’estimer I’état x(f) a partir de la mesure de la sortie retardé

Cz(t — 7). Ces équations s’écrivent comme suit :

Fo(t) = ARo(t) + pluo(t), ) — OA,; S1CTCE,
Bi(t) = AR;(t) + olu;(t), &) — bt AT STICTCliy
— 350 €UTIRA (i (t — ) — i(t))
j=1,....m, et Vt>0

(5.22)

avec ; € IR", la matrice A est une matrice de synthese et devra étre choisie Hurwitz et

enfin le parametre 6 est un scalaire et représente aussi un parametre de synthese.

Nous allons maintenant montrer la convergence exponentielle de I’observateur proposé.

5.3.1.3 Analyse de la convergence

Posons 7; = &; — x;, 7 = 0,...,m. Nous allons procéder par récurrence sur 'indice j.
Comme l'erreur d’observation sur 1’état retardé, i.e. Zo(t), converge exponentiellement vers
0 avec une vitesse de convergence pouvant étre choisie arbitrairement grande, il existe alors

1o, g > 0 tel que
[Zo]| < poe™", t >0 (5.23)
Supposons maintenant qu’il existe fi,_1, @,_1 > 0 tel que :

||:im—1|| S ,um—le_arrklt (524)
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et montrons I'existence de réels u,, = > 0 et o, = a pour lesquels
[T | < e (5.25)

A partir de (5.13) et (5.15), on a :

) = a0+ [N ({60, 85(6) = ol () + (A = Diy(s)) .20

D’otu, compte tenu du fait que ¢ est globalement lipschitzienne, on obtient :

;@1 < HeA;II|ICEj—1(t)I|+/t_T e (o (us(s), 25(5)) = wlu (), 25 ()| + A = Al (s)]1) ds

N

_ B t i
< HGAMHH@1(t)H+(L¢+HA—AH)/t ) e []12;(s)[|ds (5.27)

ou L, est la constante de Lipschitz de ¢.

Or, comme A est Hurwitz, nous avons les deux inégalités suivantes

e < 1
e |

e < 1pour tout s € [t—T,1]

L’inégalité (5.27) devient :

t
1Z; (0] < ||5Ej_1(t)||+(L¢+||A—A||)/ 1Z5(s)|ds (5.28)
t— L
Compte tenu de 'hypothese de récurrence, I'inégalité (5.28) s’écrit pour j = m comme
suit :

t
[Zm@l < pm—re” ™+ (Ly + IIA—AH)/ [ Zm (s)]|ds (5.29)
t—

Pour conclure, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme : [10]Soit o(t) > 0, t € [§,4+00|, avec § > 0 une fonction qui est telle que
0 t
/ ©(s)ds < +oo and @(s) < pe™t 4 'y/ o(s)ds (5.30)
-5 =3

ou pr,a* ety sont des réels strictement positifs. Si v0 < 1, alors il existe un réel 0 <

a < o tel que

(e —1)<1 (5.31)

aT 0
o(t) < pe™ ™ avec p = 16 . (,u* —l—’y/ go(s)ds) et ¢ =
- -5

L=

En effet, compte tenu de 'inégalité (5.29), nous traduisons la condition d’application
du lemme par une hypothese supplémentaire. Cette hypothese va mettre en relation les

différents parametres du systeme avec le retard en sortie de la maniere suivante :
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Hypothese 5.2. La matrice A, le retard T, la constante de Lipschitz L, et m satisfont

[inégalité suivante :

L(1+]A— AH)% <1 (5.32)

Ainsi, nous sommes dans les conditions de 'application du lemme qui assure I'existence

du réel a = av,, ainsi que de celle de p,,, = @ qui de plus s’exprime comme suit :

p= fa_mc (uml +Lo(1+ A= AJ) /_ Hej(s)Hds) (5.33)
m (5.34)

et
o Lo+ A - Al (e 1) (5.35)

«

Nous énoncons maintenant le premier résultat de cette contribution :

Théoréeme 5.1. Sous les hypothéses (H5.1) et (H5.2), le systeme (5.22) est un observa-

teur exponentiel pour le systéme (5.1). Plus précisément, nous avons :

Tt > 0 53y, > 0Vt > —7 2 |20 (t) — ()| < e

5.3.2 Synthese de ’observateur avec un retard inconnu

Lorsque le retard est inconnu, le systeme (5.9) peut étre vu comme étant un systeme qui
est paramétré de maniere non linéaire en le parametre inconnu 7. Nous pouvons dans
ce cas utiliser 'observateur adaptatif proposé dans le chapitre précédent pour estimer
conjointement 1’état retardé et le retard inconnu. L’équation de 'observateur se présente

comme suit [32] :

Zo = Ao+ plult — 7,30) — Op()AF" (S71+ Y ()Y (1)) CTCxy

Tt) = —Op(t)YT(t)CTCiy

T(t) = 0(A—S'CTC)Y(t) - Agg—i(u(t — ), @0)u(t —7) avec T(0) =0 (5:36)
p(t) = —0p*()YT(#)CTCY(t) + Op(t) avec p(0) >0

\

ou Ay, S et C sont donnés respectivement par (5.7), (5.8) et (5.2) et § > 0 est un pa-

rametre de synthese de 'observateur.
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v « ) vati ) _
La convergence exponentielle des erreurs d’observation et d’adaptation paramétrique est
garantie des lors que la condition ”classique” d’excitation persistante suivante est satis-

faite :

Hypothése 5.3. L'entrée u(t) est telle que pour toute condition initiale 2o € X, la
trajectoire du systeme dynamique (5.36) est telle que la matrice CY(t) est a excitation

persistante, c’est-a-dire
t+T
301,00 > 0; 3T > 0:Vt >0: 611, < / YT(r)CTCY(1)dr < 031,
t

Bien siir, nous supposons que la parametrization en 7 est injective sur ’ensemble d’ap-
partenance de 7 pour que le retard soit identifiable. On notera que le vecteur Y(t) inter-
venant dans 'observateur (5.36) et sur lequel porte la condition d’excitation persistante
n'est en fait quune version filtrée (par la matrice stable § (A — S'CTC)) du vecteur
Agg—‘s(u(t —17),Z0)u(t—7). Il est a noter que compte tenu de I'hypothese (H5.1), le vecteur
T (t) est borné. De méme, sous 'hypothese (H5.3), la fonction réelle p(t) reste strictement

positive des lors que p(0) est choisie > 0.

Dans ce qui suit, nous allons présenter un observateur adaptatif en cascade qui permet
I'estimation du retard et de I’état actuel z(t) en fonction de la sortie retardée x(t — 7).
Pour ce faire, nous définissons, en plus des états et entrées retardés introduits en (5.37),

les variables suivantes :

() = a(t— (1 L)rwy)

m
. J o\
ui(t) = wu(t—(1— E)T(t)) (5.37)
pour j =0,...,mett> —%7’ et 7 est estimation de 7 fournie par I'observateur (5.36).

Rappelons que 7(t) = 7(t) — 7 converge exponentiellement vers 0. Nous allons montrer
que z;(t) converge exponentiellement vers z;(t). En effet, appliquons le théoreme de la

valeur moyenne a chacune des composantes de z; :

zi(t) = z(t—(1-

L))
~a-Dyi (1= Dy 6w + 0 - M) G0 -1 639)

3 I

ou 7 €]0,1].

Comme 1'état x(t) est borné, nous pouvons déduire a partir de I’équation du systeme

(5.1), qu’il en est de méme pour sa dérivée par rapport au temps. Compte tenu de ce
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fait et du fait que 7(t) = 7(t) — 7 converge exponentiellement vers 0, on déduit que z;(t)

converge exponentiellement vers x;(t).

Dans la suite, nous allons proposer un observateur pour estimer les états z;(t).

Nous avons :

5 = (1 —(1- %)T‘) Byl — (1 - 1))
= (1-0- D) taste - 1= D+ ptate— 0= Dyt - - L)
2 (1= - L93) (A0 + (a0 50

5 = eMhzl- 1)
wet [l (s), () + (A= D)l
(1= L)) (Azy(5) + iy 5), 5 ()i

(5.39)

L’observateur en cascade que nous proposons est tel que :

B ot
zi(t) = eAﬁéj_l(t) + eAt/ A e ((p(ﬂj(s), Zi(s)) + (A — A)éj(s)) ds (5.40)
t— L
Dérivons par rapport au temps les deux membres de cette équation. On obtient :

: () 4z . iz : (. i+ .
) = At 0+ L0 + A (50 - E50)

)
Flis(0),5(0) + (4= D300
~e4 (1= 1) (elaat0 50t - 2 + (A= Dte- 1)



108CHAPITRE 5. SYNTHESE D’OBSERVATEUR POUR DES SYSTEMES A SORTIE RETARDEE

Posons :

s; = 25— (A%(t) + o(;(t), (1))
5 = (so<aj<t>,zj<t>>—so(aj@),sm@—

T . . T — . T
o= Azalt = =)+ pli(0), Gt — ) + A5 (0) = Gt — 2))
Nous avons :
1t 1z F(t
S5 = €AESJ‘_1 + BAR <5j—1 -+ %’}/j_l) (541)

ou l'expression de sy peut se déduire a partir de I’équation de l'observateur (5.36) et elle

s’écrit comme suit :

so = —O0A; (ST Y()P)Y (1)) CTC%
= —0A (ST +T)PH)Y () CTCx (5.42)

A partir de (5.41), on peut déduire I'expression suivante de s; :

J—1 2
it JU—it T(t
Sj = €AJTHSO+;€AJW <5Z+%’}@>

il :
= —0MEA (ST TOP(TT(1) CTC% + 3 e (M%%)
=0

Finalement, il suffit de remplacer s; par son expression donnée dans (5.41) pour déduire

la dynamique de z; :

~

Z; o= Az(t) + o(u,(t), 25(t)) + s (t)
= A5(t) + p(a;(t), 2(t) — 0w AFT (STEH Y P()YT (1)) CTO%
. Jj—1 ej(y:nl)T (&L 4 %(t) ’71)

— A1) + ol (1), 5 (1) — 0N AT (ST Y P()YT(H)) CTCF

= A () 2t = D) = ) 20D + (4 = Dt~ ) = 50)
—%AglP(t)TT(t)CTC%

Zeg% (AZH-l(t - %) + (i (t), Zia (= %)) +A(&() — Zialt - %)))

i=0
Pour résumer, les équations de l'observateur avec retard inconnu se présentent comme

suit :
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20 = A+ ult — 7, %) — 08,1 (ST pt)TH)YT()) CTC%
) = —6p)YT(H)CTC%
Tt) = §(A—S'CTC)T(t) - A g@( (t —7),20)u(t — 7) avec Y(0)=0
p(t) = —0p*)YT()CTCY(t) + Op(t) avec p(0) >0
S = A5+ e(@(0). 5(0) - 9T (ST T(P(HTT(1) ¢ Cig
) =D A (), St = ) = plial0), 5(0) + (A = A)(Ealt = ) =
—%p( HYT () CTC%
AT (At = )+ 900, Zealt = 2+ AGO — il — )

\
Avant d’énoncer le second résultat de cette contribution, nous avons besoin de remplacer

I'hypothese (H5.2) par I'hypothése suivante :

Hypothese 5.4. La matrice A, 'estimé du retard 7(t), la constante de Lipschitz L, et

m satisfont ['inégalité suivante :

*

Ly(1+]A- A||)— <1 avec 7" =sup7(t) (5.43)

t>0

Nous énoncons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 5.2. Sous les hypothéses (H5.1), (H5.3) et (H5.4), le systéme (5.43) permet
d’estimer simultanément la trajectoire de z,,(t) et le retard 7. De plus, Uerreur d’estima-

tion décroit de maniere exponentielle. Plus précisément, nous avons :

Jppm > 0 33y, > 0Vt > —7 1 || 20(t) — 20 (B)|| < pme " et ||7(t) — 7| < prme "

Preuve : Posons Z; = Z; — z;. A partir de (5.39) et (5.40), nous avons :

Za(t) + e /t_% e (ias(s), 25(5)) = lity(s), 25(s)) + (A = A)z(s)) ds

—e(t) ’

A

3\*

Zj) =

(5.44)

ou
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Au terme e(t) pres, 'équation (5.44) vérifiée par Z; est similaire a I’équation (5.26) vérifiée
par Z; lorsque le retard est connu. Pour la preuve du théoreme, il suffit donc de montrer
que £(t) tend exponentiellement vers zéro et la suite de la démonstration ressemblera en
tout point a celle du théoreme 4.1 . Montrons donc que £(t) tend exponentiellement vers

zéro. En effet, nous avons
J o
sl < =2y, [ F)lds
m t—L

oll pj = sup;sq (Az;(t) + @(u;(t), 2;(t))) qui est fini compte tenu de 'hypothese (H5.1).

En remplacant, 7(s) par son expression donnée par 1'observateur (5.43), 'inégalité (5.46)

devient

le@)]

IN

0=y [ I ()CT ()]s

m

. t
< o= Ly [ Jalo)lds (5.46)
tf

i

oll p* = sup;5( p(t) et v* = sup,>oy(t) Comme l'erreur d’observation sur I’état retardé,
i.e. Zo(t), converge exponentiellement vers 0 avec une vitesse de convergence pouvant étre

choisie arbitrairement grande, il existe g, ap > 0 tel que

120l < poe™", t >0 (5.47)
d’ot
* _ k .] MO « z —
le@I < p™y o1 - E)pj&—o[e I (5.48)

Ceci termine la démonstration.

Nous remarquons que 'hypothese (H5.4) est assez restrictive. En effet, bien que cette hy-
pothese rejoint 'hypothese (H5.2) des que Uestimé 7(t) aurait convergé vers 7, elle risque
d’étre violée pendant le transitoire et une valeur de m relativement tres élevée devient
nécessaire pour que la condition soit vérifiée. Ceci sera illustrée a travers un exemple en

simulation.

5.4 Exemple

Nous allons considérer le méme exemple que dans [40)] :

Ba(t) = —2ua(t) + 21 (D)aa(t) + 21 (D)ul?) (5.49)
Y = x1(t—71)
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Dans ce qui suit, nous allons présenter deux ensembles de résultats correspondant a 1’es-
timation de I'état respectivement avec un retard connu et inconnu. Dans le cas du retard

inconnu, une estimation de sa valeur est délivrée par 1'observateur (5.43).

Dans toutes les simulations, nous avons pris A = A — I, ot I, est la matrice identité 2 x 2.

5.4.1 Résultats d’estimation avec retard connu

Plusieurs simulations ont été effectuées avec des observateurs formés de 2, 3 et 4 systemes
en cascade. Pour chacun de ces observateurs, nous avons déterminé la valeur maximale
du retard, 7,42, pour laquelle 'estimation fournie par I’observateur est convenable. Nous
reproduisons dans le tableau suivant les résultats obtenus. Nous avons également comparé
ces résultats avec celles dans [10]. On montre ainsi I'intérét de la transformation effectuée
dans (5.12) & travers l'introduction de la matrice A et qui permet d’avoir un retard

relativement élevé pour un méme nombre de systemes en cascade.

m 2 3 4
Tmaz Observateur (5.22) | 2.0 | 3.8 | 5.4
Timaz dans [ ] 1.3 | 1.7 -

TaB. 5.1 — Différentes valeurs de m donnant des estimations satisfaisantes pour 7 < 7,42

Evolution de I'état x1 et de ses estimés Evolution de I'état x2 et de ses estimés
T T T T

x1
xle (m=2) || 15F x2e (m
—— xle (m=4) — — x2e (m

i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Fi1G. 5.1 — Prédiction de 1 et 2o avec T =1.Tet m=2ect m =4

Nous avons représenté sur la figure (5.1) les états z1 et x5 avec leurs estimations lorsque
7 = 1.7 pour deux valeurs de m qui sont respectivement égales a 2 et a 4. Dans les deux
cas, les valeurs prédites par I'observateur convergent vers les vraies valeurs avec, comme

I'on devrait s’y attendre, une convergence plus rapide pour m = 4.
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5.4.2 Résultats d’estimation avec retard inconnu

Comme dans le cas du retard connu, plusieurs simulations ont été effectuées avec des
observateurs formés de 2, 3 et 4 systemes en cascade. Pour chacun de ces observateurs, nous
avons déterminé la valeur maximale du retard, 7,4, pour laquelle I'estimation fournie par

I'observateur est convenable.

m 2 3 4
Tmaz | 1.9 2.8 | 3.7

TAB. 5.2 — Différentes valeurs de m donnant des estimations satisfaisantes pour 7 < 7,4z

Comme 'on devrait s’y attendre, pour une valeur de m fixée, la valeur maximale du retard
pour laquelle la prédiction fournie par I'observateur est inférieure a celle trouvée dans le

cas du retard connu.

—m=2
m=3
— — m=4||

F1G. 5.2 — Erreur de prédiction de z; et xs avec retard inconnu (7 = 1.7)

Nous avons reproduit dans la figure (5.2) I’évolution dans le temps des erreurs d’obser-
vation sur les états x; et x9 pour des valeurs de m respectivement égales a 2, 3 et 4.
On remarque que pour un retard fixé, I’'observateur converge plus rapidement pour des
valeurs de m plus élevés. L’estimation du retard est comparée avec sa vraie valeur sur la
figure (5.3). On remarque que dans ce cas aussi, I'observateur proposé permet d’estimer

de maniere satisfaisante aussi bien le retard que les états du systeme.

5.5 Conclusion

Nous avons présenté la synthese d’un observateur en cascade permettant la prédiction de

I’état a partir de la mesure retardée, avec un retard constant, pour une classe de systemes
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Estimation du retard inconnu

081

06

Valeur réelle

04 L
0

F1Gc. 5.3 — Estimation du retard inconnu
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non linéaires uniformément observables. La synthese a tout d’abord été présentée en sup-

posant le retard connu. Puis, nous avons étendu la synthese au cas du retard inconnu et un

observateur adaptatif, en cascade, a été présenté pour estimer simultanément 1’état actuel

du systeme ainsi que la valeur du retard. Les performances des observateurs proposés ont

été illustrés en simulation a travers un exemple.
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CHAPITRE 6

Conclusion Générale

Les travaux développés dans cette these ont porté sur la synthese d’observateurs (adap-
tatifs) pour certaines classes de systemes non linéaires multi-sorties uniformément obser-

vables exhibant des retards.

La synthese des observateurs a porté sur deux formes canoniques caractérisant certaines
classes de systemes multi-sorties observables pour toute entrée. La premiere forme peut
étre interprétée comme une extension directe de la forme canonique caractérisant tous les
systemes uniformément observables et observables pour toute entrée dans le cas mono-
sortie. Cette forme consiste en un systeme dynamique dont 1’état admet comme premiere
composante la sortie du systeme. La structure de ce systeme se présente alors sous la
forme d’une chaine d’intégrateurs avec des non linéarités additives (ou intervient l’entrée)
ayant une forme triangulaire, c¢’est-a-dire que la jacobienne des non linéarités est une ma-
trice triangulaire inférieure. Le passage au cas de plusieurs sorties est immédiat. Il suffit
de considérer un vecteur ayant des composantes en blocs et dont la premiere composante
(en bloc) est constituée par toutes les sorties du systemes. Dans notre cas, nous avons
considéré cette forme canonique dans le cas de plusieurs sorties et nous avons supposé que
des états retardés peuvent intervenir au niveau des non linéarités mais de maniere trian-
gulaire, c’est-a-dire que la jacobienne des non linéarités par rapport aux états retardés
est une matrice triangulaire inférieure. Nous avons alors montré qu’'un observateur ayant
une structure similaire a celui considéré en l'absence de retard peut estimer les trajec-
toires du systeme avec une vitesse de convergence qui décroit exponentiellement. Les outils
pour 'analyse de la convergence sont similaires a ceux utilisés dans le cas sans retard,
exception faite de la fonction de Lyapunov qui est remplacée par une fonctionnelle de
Lyapunov-Krasovskii, communément utilisée lors de I’étude des systemes a retard. Dans

la suite, on se référera a la forme canonique précédente par la forme canonique triangulaire.

La synthese précédente a ensuite été étendue a une classe plus large de systemes uni-

formément observables. Cette classe est caractérisée par une forme canonique que l'on
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appellera forme canonique non triangulaire. Cette appellation trouve sa justification dans
ce qui suit. En effet, la classe de systemes considérée est constituée par plusieurs sous-
systemes. Chaque sous-systeme est associé a un ensemble de sorties. L’état d'un sous-
systeme, k, est un vecteur en blocs, ayant A\, composantes et dont la premiere composante
(en bloc) correspond aux sorties auxquelles le sous-systeme est associé. La dynamique de
chaque sous systeéme se présente sous la forme d’une chaine d’intégrateurs (par rapport
a I'état associé au bloc) avec des non linéarités additives. La structure des non linéarités
intervenant dans les A\, — 1 premieres équations du sous-systemes est triangulaire par
rapport a 1’état de tous les systemes précédant le systeme k, c’est-a-dire des états des
sous-systemes 1 jusqu'a k — 1. La derniere non linéarité, associée a la derniere compo-
sante, pourrait par contre dépendre de I'état de tous les systemes, c’est -a-dire de 1’état
complet du systeme. Un observateur de type grand gain a déja été proposé pour cette
classe de systemes en ’absence de retard. Dans cette these, nous avons montré que les non
linéarités du systeme peuvent dépendre d’états retardés a condition que cette dépendance
soit de la méme nature que pour les états non retardés (au niveau des non linéarités).
Dans ces conditions, un observateur similaire a celui proposé en ’absence de retard a
été proposé. Les outils pour 'analyse de la convergence d’erreur d’observation combinent
ceux utilisés lors de la synthese de 'observateur avec la forme précédente avec retard d’une
part et ceux adoptés lors de la 'analyse de la convergence de 1'observateur en 1’absence

de retard pour cette forme plus générale, d’autre part.

Pour résumer, nous avons montré qu’'un méme observateur peut estimer l'état d’un
systeme uniformément observable, dont les non linéarités satisfont une propriété struc-
turelle par rapport a 1’état, méme en présence de retard des lors que les non linéarités
résultantes continuent a satisfaire la propriété structurelle par rapport aux états retardés.
Notons toutefois une différence au niveau des propriétés de 1’observateur. En effet, en
I’absence de retard, la vitesse de convergence de 'erreur d’observation est proportionnelle
a un certain parametre constant 6. En présence de retard, cette vitesse décroit et devient
proportionnelle a log(f). Cette décroissance est en quelque sorte le prix a payer pour

compenser la présence du retard dans la dynamique du systeme.

Dans tout ce qui précede, nous nous sommes intéressés a l'estimation de I’état du systeme
en supposant que tous les parametres constants du modele sont connus. Nous avons
considéré par la suite le cas ou certains parametres du systeme considéré sont incon-
nus et devront étre estimés.

Un observateur adaptatif a déja été synthétisé pour la forme canonique triangulaire ou
certains parametres constants intervenant au niveau des non linéarités ont été supposés
inconnus [29]. La convergence exponentielle des erreurs d’observation et d’estimation pa-

ramétrique a été établie sous les mémes conditions que dans le cas ou seul 1'état est
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inconnu, modulo une hypothese additionnelle portant sur l’excitation persistante des
entrées. Nous avons reconsidéré cette méme classe de systemes mais nous avons sup-
posé que des états retardés peuvent intervenir (de maniére triangulaire) au niveau des
non linéarités. Dans ce cas aussi, nous avons montré qu’un observateur adaptatif similaire
a celui utilisé en 'absence de retard, permet I’estimation conjointe de 1’état du systeme
et des parametres inconnus avec une vitesse de convergence, non pas proportionnelle a 6,

comme en l'absence de retard, mais plutot a log(0).

Notre derniere contribution dans cette these porte sur I’estimation de I’état d’un systeme
dont la sortie est disponible avec un retard 7. En nous inspirant de résultats existants
[10, 52], nous avons proposé un observateur de type grand pour cette classe de systémes.
L’observateur proposé se présente sous la forme de m systemes en cascade. L’état du pre-
mier sous systeme correspond a ’état retardé. Il est estimé a partir de la sortie retardée
du systeme. Ensuite, I’état du deuxieme sous-systeme de 'observateur permet de prédire
I'état du premier sous-systeme, la durée de prédiction étant égale ~~. De maniere simi-
laire, I’état du systeme numéro k permet de prédire I’état du systeme k£ — 1 et la durée de
prédiction est égale aussi a =-. Ce méme état constitue une prédiction de I'état du sous-
systéme 1 avec une durée de prédiction égale a k. Ainsi, I'état du dernier sous-systeme
de I'observateur, c¢’est-a-dire le sous-systeme numéro m constitue une prédiction de 1’état
du premier sous-systeme avec une durée de prédiction égale a m:-, c’est-a-dire que I'état
du sous-systeme m est en fait ’état du actuel du systeme que 'on cherche a estimer. Le
nombre de sous-systemes dépend de la constante de Lipschitz des non linéarités. Notre ap-
port par rapport aux résultats existants est multiple. En effet, le gain de I'observateur ne
nécessite pas la résolution d’équations aux dérivées partielles comme dans [52]. De méme,
la relation liant m a la constante de Lipschitz du systéme est plus explicite que dans [52].
Notons aussi que le nombre de sous-systemes nécessité par ’observateur que nous propo-
sons est plus petit que celui utilisé par 'observateur proposé dans [10]. D'un autre coté,
les observateurs proposés dans [10, 52] ont simplement traité le cas ot le retard est connu.
Le cas du retard inconnu a été traité dans cette these et un observateur adaptatif en cas-

cade a été proposé pour I'estimation simultanée du retard inconnu et de 1’état du systeme.

Plusieurs perspectives des travaux présentés sont envisagés. Tout d’abord, il s’agit d’étendre
la synthese des observateurs adaptatifs a la forme canonique non triangulaire avec des états
retardés qui peuvent apparaitre au niveau des non linéarités au méme titre que des états
non retardés. La difficulté de la synthese réside dans le fait que les parametres inconnus
peuvent apparaitre dans tous les blocs et ne sont pas contraints par la structure imposée

aux états.

Un autre probleme relatif a la synthese d’observateurs adaptatifs pour les systemes a re-
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tard concernent le cas des retards inconnus qui n’interviennent pas au niveau des entrées
mais seulement au niveau de certains états non mesurés. Ces retards ne peuvent pas étre
considérés comme de simples parametres externes qui sont paramétrés de maniere non
linéaire. En effet, la dérivée par rapport au retard fera apparaitre la dérivée par rapport au
temps des états, ce qui ne se produisait pas lorsque les parametres a estimer n’étaient pas

des retards. D’autres études devront donc étre effectuées pour s’affranchir de ce probleme.

Un autre axe pour la poursuite des recherches concernent le cas de la sortie retardée avec
un retard connu mais variant dans le temps. Nous avons vu que 1'idée principale derriere
la synthese de I'observateur en cascade consiste a diviser le retard initial, 7, en m retards
égaux a - de sorte que 'état a I'instant ¢ d’un sous-systeme devienne la prédiction a 'ins-
tant ¢ + = de I'état du sous-systeme qui le précede. Cette propriété ne peut étre vérifiée
dans le cas d'un retard variable puisqu’on aura affaire aussi a des versions retardées (ou
avancées) du retard lui-méme. Nous travaillons actuellement pour contourner cette diffi-

culté.
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