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Nous étudions la transition de phase entre un superfluide et un isolant de Mott
dans le cadre du modéle de Bose-Hubbard, décrivant des bosons sur réseau avec
interactions sur site. Nous implémentons une formulation sur réseau du groupe de
renormalisation non-perturbatif, dont la condition initiale est la limite locale (limite
de sites découplés). Les résultats obtenus sont en accord quantitatif a la fois pour les
quantités universelles (existence de deux classes d’universalité, exposants critiques
comparables & ceux attendus) mais aussi non-universelles (diagramme de phase en
accord avec les meilleurs approches numériques). La transition de Mott avec change-
ment de densité appartient & la classe d’universalité de la transition vide-superfluide
d’un gaz de Bose dilué. En caractérisant les excitations élémentaires au point critique
quantique, des quasi-particules bosoniques de masse effective m*, de poids de quasi-
particule Zqgp et dont les interactions sont décrites par une “longueur de diffusion”
effective a*, nous décrivons la thermodynamique universelle & proximité de la tran-
sition de Mott grice aux fonctions d’échelle du gaz dilué. Nous calculons également
les fonctions d’échelle, non triviales, en dimension deux et a température finie et les
comparons & des expériences récentes, démontrant ainsi I'universalité dans les gaz de
Bose dilués avec ou sans réseau optique.

mots-clés : transition de phase quantique, superfluidité, groupe de renormalisation
non-perturbatif, équation d’état, universalité, transition de Mott



We study the quantum phase transition from the superfluid to the Mott insu-
lator in the framework of the Bose-Hubbard model, which describes lattice bosons
with on-site interactions. We implement a lattice formulation of the non-perturbative
renormalization group, whose initial condition is the local limit (limit of decoupled
sites). The results are in quantitative agreement for universal quantities (existence
of two universality classes, critical exponents consistent with those expected) and
non-universal ones (e.g. phase diagrams in accordance with the best numerical ap-
proaches). The density-driven Mott transition belongs to the universality class of the
vacuum-superfluid transition of a dilute Bose gas. By characterizing the elementary
excitations at the quantum critical point as bosonic quasiparticles, with effective
mass m* and quasiparticle weight Zqgp, whose interactions are given by an effec-
tive “scattering length” a*, we describe the universal thermodynamics near the Mott
transition using the scaling functions of the dilute Bose gas. We also calculate the
nontrivial scaling functions in two dimensions at finite temperature and compare
them to recent experiments, demonstrating the universality of dilute Bose gases.

keywords : quantum phase transition, superfluidity, non-perturbative renormali-
zation group, equation of state, universality, Mott transition
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Introduction

Enthusiasm is followed by disappointment and
even depression, and then by renewed enthusiasm.

M. Gell-Mann

L’étude de systémes en fortes corrélations est un des paradigmes de la matiére
condensée. Un exemple bien connu est l'existence d’isolants de Mott dans les sys-
témes électroniques : des matériaux que la théorie des bandes prédit étre des métaux
sont en réalité isolants. Les fortes interactions entre électrons, et les corrélations qui
en résultent, localisent les porteurs de charges et empéchent toute conduction dans le
systéme. Si on ajoute les fluctuations anti-ferromagnétiques dues au super-échange, le
probléme devient quasiment insoluble. La résolution du modéle de Hubbard fermio-
nique (le modeéle minimal associé & cette physique), en particulier & deux dimensions,
est un des grands défis de la physique du solide.

Un autre grand centre d’intérét est 'étude des transitions de phases quantiques
[1]. Le systéme change de phase & température nulle lorsqu'un paramétre, tel que
la densité de porteurs de charge ou la pression externe, est varié. Ce sont alors les
fluctuations quantiques qui gouvernent la transition et impliquent des lois d’échelle,
mélant dynamique et thermodynamique. Le devenir d’un systéme en corrélations
fortes lors d’une transition de phase quantique est une question fondamentale, dont
la réponse pourrait révolutionner ce domaine de la physique. En particulier, il semble
que les supraconducteurs & haute température critique, dont la compréhension per-
mettrait des innovations technologiques trés intéressantes, appartiennent a cette ca-
tégorie.

Les atomes ultra-froids semblent étre au premier abord loin de ces préoccupa-
tions, principalement parce que les gaz doivent étre trés dilués et sont génériquement
en interaction faible. Les premiéres expériences ont ainsi été trés proches de 'optique
quantique, se focalisant sur la cohérence des gaz et des mesures d’interférences. De-
puis une dizaine d’années, il est possible de réaliser des systémes en fortes corrélations
avec des atomes ultra-froids, et le domaine est de nos jours une composante majeure
de la matiére condensée. En effet, le confinement spatiale (donnant de maniére ef-
fective une basse dimensionalité aux gaz) ou l'utilisation de résonance de Feshbach
(augmentant la force de I'interaction) renforce les fluctuations et les corrélations des
gaz. Il est également possible d’utiliser des potentiels périodiques (analogues aux ré-



2 Introduction

seaux cristallins des solides), créés par des ondes lasers stationnaires, qui permettent
de diminuer I’énergie cinétique et ainsi augmenter les corrélations. Les expériences
sont de plus trés bien controlées, grace a 'utilisation de lasers et au savoir hérité de
la physique atomique [2]. On peut aussi créer des systémes nouveaux, permettant
méme de tester des théories élaborées pour les hautes énergies, tel que les mixtures
fermions-bosons (possédant une supersymétrie) ou les gaz de bosons de spin un. En-
fin, un des avantages majeurs des atomes froids est que les expériences sont trés bien
décrites par des hamiltoniens modeles (ayant un petit nombre de parameétres), ce qui,
associé a la controlabilité des expériences, permet des comparaisons précises avec la
théorie. L'idée de “Simulateur Quantique” est d’utiliser les expériences pour “calcu-
ler” les propriétés d’un hamiltonien modéle (tel que le modéle de Hubbard) pour
“résoudre” ce probléme et ainsi désigner les “bonnes” approches théoriques, qu’elles
soient numériques ou analytiques.

Lors du travail de thése exposé dans ce manuscrit, nous nous sommes intéressés
& un des modéles les plus simples présentant a la fois des corrélations fortes et des
transitions de phase quantiques : le modeéle de Bose-Hubbard [3], qui décrit des
bosons sur réseau avec interactions sur site. La transition de phase quantique entre
une phase superfluide et une phase isolante (dite de Mott) a été observée il y a
maintenant dix ans dans un systéme d’atomes bosoniques dans réseau optique [1].
Notons que la présence du réseau est une condition sine qua non de la transition.

La transition de Mott est bien décrite par une théorie champ moyen (et ses exten-
sions) se focalisant sur la physique a courte distance. Ce sont en effet les interactions
fortes sur site qui imposent aux particules de ne plus se déplacer (le systéme minimi-
sant plutot 'énergie d’interaction que I’énergie cinétique). Les fluctuations critiques,
impliquant I'existence de lois d’échelle universelles, sont gouvernées par la physique
a grande distance (basse énergie) et sont donc difficiles a décrire avec les approches
locales, telles que la Théorie de Champ Moyen Dynamique ou les développements de
couplage fort.

L’étude des transitions de phase a été révolutionnée dans les années soixante-
dix par le groupe de renormalisation (RG) de Wilson, qui a permis de comprendre
théoriquement les lois d’échelle universelles observées prés de transitions de phase de
systémes a priori complétement différents. Le groupe de renormalisation fonctionnel,
ou groupe de renormalisation non-perturbatif (NPRG), est une reformulation de ces
idées, mais ne se basant pas sur un calcul en puissance de la constante de couplage.
Cela ouvre une voie pour étudier les transitions de phase quantiques dans les systémes
en corrélations et couplages forts, en particulier dans le cadre du modéle de Bose-
Hubbard. C’est le programme de cette thése, qui s’organise comme suit.

Nous présentons au chapitre I la physique des atomes ultra-froids en nous foca-
lisant sur les systémes bosoniques. Aprés une présentation rapide du domaine, nous
exposons les principales approches théoriques. Nous montrons ensuite comment il
est possible de réaliser expérimentalement le modéle de Bose-Hubbard, dont nous
discutons la physique, en particulier le diagramme de phase et la transition de phase
quantique entre le superfluide et 'isolant de Mott.



Le chapitre II est consacré au groupe de renormalisation non-perturbatif. Aprés
une description des idées de Wilson, nous introduirons le NPRG, ses équations fon-
damentales et les principales approximations. Nous exposons ensuite une formulation
du NPRG sur réseau, qui permet d’inclure le plus précisément possible la physique
locale, ingrédient essentiel de la transition de Mott.

Nous nous attaquons au chapitre III & I'implémentation du NPRG sur réseau
dans le cadre du modéle de Bose-Hubbard. Aprés une discussion approfondie des
conditions initiales (locales) du flot du RG, nous montrons que cette technique nous
permet de retrouver un certain nombre de résultats connus. En particulier, nous cal-
culons les diagrammes de phase a deux et trois dimensions, qui sont en trés bons
accords quantitatifs avec les meilleures approches numériques. Nous verrons que le
groupe de renormalisation permet de retrouver les deux classes d’universalité carac-
térisant la transition de Mott ainsi que les comportements critiques, ce qui est hors
de portée de la plupart des autres méthodes.

Nous montrons au chapitre IV que la thermodynamique du modéle de Bose-
Hubbard est trés semblable & celle d’'un gaz de Bose dilué, du fait de leur appar-
tenance a la méme classe d’universalité (sauf & certains points critiques bien déter-
minés). Nous verrons ensuite grace au NPRG que les mémes fonctions décrivent le
systéme prés de la transition de Mott, et un gaz de Bose dilué, une fois qu’un certain
nombre de paramétres effectifs, que nous calculerons, sont pris en compte.

Le chapitre V est consacré au calcul des fonctions d’échelle thermodynamiques
du gaz bidimensionnel dilué, pour lequel la théorie de perturbation échoue. Nous
calculerons également la température de transition entre la phase superfluide et le
gaz normal, ce qui est hautement non trivial. Nous comparons ces calculs a des
expériences récentes dans les atomes froids et montrons qu’il est maintenant possible
d’étudier expérimentalement 'universalité dans ces systémes.

Enfin, nous conclurons ce travail de thése. Les annexes présentent un certain
nombre de détails. En particulier, 'annexe A donne nos conventions et notations.






Chapitre 1

Gaz ultra-froids et modéle de
Bose-Hubbard

No phenomenon is a real phenomenon until it is
an observed phenomenon.

J. A. Wheeler

Nous présentons dans ce premier chapitre la physique des atomes ultra-froids.
Apreés une introduction générale, nous nous attacherons plus particuliérement a la
description de gaz dans un réseau optique, ce qui nous permettra d’introduire la
modéle de Bose-Hubbard, dont nous donnerons les propriétés physiques principales.

1.1 Atomes ultra-froids et condensat de Bose-Einstein

En 1924, suite aux remarques qui lui ont été adressées par Bose, Einstein propose
le phénomeéne de la condensation dite de Bose-Einstein. Cet état de la matiére d’ori-
gine statistique a longtemps été pensé comme non-physique. En effet, seul I’hélium
superfluide pouvait correspondre & un condensat, comme le suggérait London, mais
ce systéme étant en interaction forte, la relation entre le condensat de gaz parfait
discuté par Einstein et 'hélium était loin d’étre évidente.

La condensation arrive a trois dimensions lorsque la longueur d’onde de de Bro-
glie \p = /27/mT, avec m la masse des atomes et T' la température du gaz, est

de V'ordre de la distance inter-atomique D3 (D est la densité du gaz). Ainsi la
température de condensation est fixée par la densité. Celle-ci est contrainte par le
taux de collision a trois corps entrainant la formation d’états liés (le gaz est méta-
stable & ces températures), taux qui augmente avec la densité. Ainsi, la densité ty-
pique D ~ 103cm™3 des condensats atomiques, correspondant & des températures de
'ordre de 500nK, est un compromis entre la limite supérieure de 10®cm ™ au-dessus
laquelle les gaz ne sont pas stables et la limite inférieure de 10™2cm ™3 au-dessous de
laquelle les températures de condensation sont inatteignables expérimentalement |5].
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Il aura fallu plus de soixante-dix ans pour que les technologies de refroidisse-
ments permettent d’obtenir des gaz dilués & des températures suffisamment basses
(de l'ordre de la centaine de nanoKelvin) pour que les premiers condensats en inter-
actions faibles soient observés en laboratoire [0, 7]. C’est en particulier 'utilisation de
piéges optiques et magnétiques ainsi que des innovations expérimentales, telles que les
mélasses optiques ou le refroidissement par évaporation, qui ont permis d’atteindre
ces températures ultra-basses. On est également en mesure de manipuler les gaz a
I’aide de champs magnétiques ou de lasers, ce qui permet de réaliser par exemple des
expériences d’interférences ou des lasers atomiques. Ces expériences sont trés proches
de celle de 'optique quantique et sont décrites par des théories de couplage faible.
En effet, le rapport entre I’énergie d’interaction et I’énergie cinétique

= B~ DBfm aD"/*, (1.1)

est génériquement petit. Ici @ ~ 1-5nm est la longueur de diffusion en onde-s et
caractérise I'interaction (voir plus bas) et nous avons estimé ’énergie cinétique grace
a la distance inter-particules D~1/3 [3]. Si on est intéressé par 1’étude de systémes
en corrélations et couplages forts, il nous faut augmenter v. On peut par exemple
utiliser une résonance de Feshbach dans la longueur de diffusion (& — o0), en variant
un champ magnétique qui fait entrer en résonance un état lié et un état de diffusion
en onde-s. Une autre fagon est de diminuer I’énergie cinétique. On peut pour cela
placer le gaz dans un réseau optique, crée par des lasers contrapropageant. Les atomes
se placent préférentiellement sur les sites du réseau, et la probabilité tunnel d’aller
sur un site voisin décroit exponentiellement avec 'intensité des faisceaux lasers. Le
systéme est alors trés bien décrit par le modéle de Bose-Hubbard, modéle trés simple
car dépendant de trés peu de paramétres. Pour une interaction suffisamment forte, le
systéme passe de la phase superfluide & une phase isolante, comme il I’a été observé
expérimentalement il y a dix ans [1].

Dans ce chapitre, nous discutons tout d’abord comment il est possible de dé-
crire les gaz ultra-froids. Bien qu’interagissant avec des potentiels compliqués, nous
verrons qu’a basse température, seule la longueur de diffusion a du potentiel est
nécessaire pour caractériser l'interaction entre atomes, impliquant une certaine uni-
versalité (oubli des détails du potentiel & courte portée). Nous montrons également
comment le point de vue des transitions de phase quantiques permet de réinterpréter
cette universalité. Nous détaillons ensuite le comportement & basse énergie, pollué par
des divergences infrarouges. Nous introduisons enfin le modéle de Bose-Hubbard, qui
permet de décrire les gaz froids dans un réseau optique. Nous analysons la physique
de ce modéle, et en particulier la transition de phase quantique entre le superfluide
et 'isolant de Mott.
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1.2 Théories effectives de bosons dilués

Le gaz de Bose a température et potentiel chimique nuls est décrit au niveau
microscopique par l'action suivante ®

oo = [ ar{ [ e (0. 3 Yoo

(1.2)

+ [ dxay v x 0 Ux- y0t
avec 8 = 1/T et 1) est un champ bosonique (complexe) décrivant les atomes. Le
potentiel d’interaction & deux corps U(r) dépend de I'espéce atomique mais est gé-
néralement de type van der Waals a grande distance et coeur dur & courte portée.
Bien entendu, l'action (1.2) est une action effective, le noyau et les électrons des
atomes n’apparaissant pas (leurs effets sont cachés dans la masse m des atomes et
dans la forme du potentiel atomique U(r)). On s’attend a ce que ce modéle soit
insuffisant pour des énergies plus grandes que I’énergie d’ionisation des atomes, de
I'ordre de I’électron-Volt, soit des températures aux alentours de 10°K. Mais 'action
ci-dessus est déja bien trop compliquée pour la physique qui nous intéresse. Les gaz
d’atomes froids forment des condensats a des températures aux alentours de la cen-
taine de nanoKelvin, soit des énergies d’environ 10~''eV. Dans ce régime, les atomes
ne sondent pas les détails du potentiel U(r) et ne diffusent plus qu’en onde-s (dés que
leur énergie est inférieure au milliKelvin), ce qui permet de simplifier grandement
le problémeP. 11 est ainsi possible de développer 1'action en puissance des invariants
par rapport aux symétries de Spoge, & savoir la symétrie U(1) globale

(@) = Y (@), (1.3)
ol 6 est une phase indépendante de ’espace-temps, et la symétrie galiléenne
v2 .
Y (1, 1) = DGRV G0 (1 p — vy, (1.4)

ou v est la vitesse du nouveau référentiel. Le lagrangien doit donc comporter autant
de champs ¥ que 9¥* et ne peut faire intervenir que des puissances de l'opérateur
Or — % ou des dérivées spatiales de 'invariant |1|2. De méme, les invariances par
parité et renversement du temps doivent étre respectées. Ainsi, le lagrangien de basse
énergie, a potentiel chimique et température nuls, s’écrit

2
Log =" (x,7) <(97- — 2vm>1/1(x, T)+ %WJ(X, )t (w5

+ 236,70+ ha [V, T -

a. Nous travaillons ici & trois dimensions.

b. Notons au passage que cela est un inconvénient technique pour les fermions, car la diffusion en
onde-s est grandement diminuée dii au principe de Pauli, ce qui entraine qu’il est expérimentalement
difficile de refroidir les gaz de fermions, en particulier polarisés.
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ou la somme porte sur un nombre infini d’opérateurs comportant plus de dérivées
spatiales ou de champ et respectant les symétries citées précédemment. Nous avons
de plus anticipé que le propagateur dans le vide n’est pas renormalisé, impliquant
que le seul terme & deux champs est celui que nous avons introduit dans Leg. 11
n’est pas possible d’ajouter plus de termes de dérivée temporelle, seuls les gradients
de la densité sont possibles “. Enfin, notons que notre théorie (1.5) n’est définie que
si nous nous donnons un cut-off ultraviolet A qui sera de I'ordre de l'inverse de la
portée du potentiel atomique?, soit typiquement de quelques nanométres (ou des
énergies de l'ordre du micro-eV ou des températures de quelques milliKelvin). Le
développement effectué pour écrire Lo.g n’est valable que dans la limite de basse
énergie F (petite impulsion q), qui est donnée par E < A?/2m (|q| < A). De plus,
le groupe de renormalisation et les développements des théories des champs effectives
nous apprennent qu’'un nombre fini d’opérateurs est nécessaire pour un calcul a une
précision donnée en 2mE /A2 ¢ [11]. En particulier, le lagrangien Leg est suffisant pour
reproduire toute la physique & petit nombre de corps : les amplitudes de diffusion
& deux-, trois-, n-corps sont calculables en fonction des différentes constantes de
couplage.

La procédure pour faire un calcul est la suivante. A un ordre donné en 2mFE /A2,
les différents coefficients m, A, A3, ho, etc. sont déterminés. Pour cela, un certain
nombre de quantité de basse énergie sont calculées grace a (1.5), par exemple des
amplitudes de diffusion, qui dépendront explicitement des différents coefficients ainsi
que de A. Pour une valeur du cut-off donnée, on fixe les valeurs des coeflicients de sorte
que ces observables soient égales & leurs valeurs physiques, connues empiriquement
ou calculées via ’action microscopique (1.2). Il est ensuite possible de calculer un
nombre arbitraire d’autres observables avec la méme précision et notre théorie de
basse énergie est prédictive (bien que la théorie ne soit pas renormalisable au sens
de la théorie des champs en dimension trois). Si ’on veut améliorer le calcul, il suffit
d’ajouter un nombre fini de nouveaux opérateurs et de fixer leurs coefficients selon
la méme procédure!. Bien entendu, ce développement a un rayon de convergence
fini, au plus de I'ordre de A%/2m, énergie pour laquelle tous les termes de notre

c. En effet, si on ajoute un potentiel chimique dans Spose (soit 9 — Or — u), nous avons,
en autorisant le potentiel chimique & dépendre du temps imaginaire, I'invariance de jauge U(1) :
P(x,7) = ¥ y(x,7) et u(r) = p(r)+idrar) (voir aussi annexe B). Cela implique en particulier
que seule la dérivée covariante 0- — p peut apparaitre dans Leg. Enfin, pour des processus d’énergie
FE > p nous nous attendons a ce que les atomes soient toujours des excitations bien définis et donc
que p agisse sur eux comme un potentiel chimique. Cela implique que le seul terme possible contenant
1 est u\z/)|2 et donc que le seul terme de dérivée temporelle est 1*9,1. Pour des énergies plus basse
que p, ce raisonnement n’est plus valide (en particulier, des termes comme ¥* (0 — pu — V?2/2m)?4)
apparaissent dans 'action de basse énergie).

d. Dans le cas d’un potentiel de type van der Waals, on peut aussi définir une longueur typique
lvaw, voir par exemple [9].

e. Pour une introduction aux théories effectives des champs et leurs rapports avec le groupe de
renormalisation, voir par exemple [10].

f. Notons néanmoins qu’a deux dimensions, la théorie des champs est renormalisable et que
seules les valeurs de m et \ nécessitent d’étre fixées a tout ordre en 2mE /A%
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développement sont d’ordre un. Pour sonder la physique & plus haute énergie (mais
inférieure a 1’électron-Volt), il convient d’utiliser I’action microscopique Spoge-

Enfin, dans les cas ou le potentiel chimique ou la température sont non nuls, Leg
restera une bonne description du probléme pour des énergies 2mA? > E > u, T, si
on remplace 0, par d; — p dans ’équation (1.5) 8.

En résumé, 'action microscopique Spese est suffisante pour décrire toute la phy-
sique atomique pour des énergies inférieures a 1’électron-Volt, mais bien trop com-
pliqué. Elle ne sera vraiment utile que pour des énergies 1leV > E > A%?/2m, ou A
est donné par l'inverse de la porté du potentiel inter-atomique. Pour A?/2m > u, T,
le lagrangien effectif L. est amplement suffisant pour obtenir la physique & pe-
tit nombre de corps d'un gaz d’atome. Nous verrons plus tard qu’il est également
suffisant pour comprendre la thermodynamique d’un gaz dilué".

Comme nous 'avons noté plus haut, les atomes ultra-froids ne diffusent qu’en
onde-s, permettant de ne garder qu'un petit nombre de terme dans ’action effective
de basse énergie. Au vu de la discussion précédente, nous pouvons donc ne garder
qu’un nombre minimum de terme dans le lagrangien effectif, le terme cinétique et
'interaction a deux corps (de constante d’interaction que nous notons g3). En passant
au formalisme hamiltonien, ’hamiltonien minimal a la forme suivante'

= [ ax{iteo( - o - n)ie0 + LHPe (9

avec u le potentiel chimique. Cet hamiltonien reproduit bien I’amplitude de diffusion
a deux corps a basse énergie

as

f3D(Q) = —my

(1.7)

ol ag est la longueur de diffusion en onde-s et est donnée, dans le cadre de I’hamil-
tonien (1.6), par
mgs

= 1.8
4T + %mggA (18)

as
avec A le cut-off ultraviolet. Dans le cadre de ce modéle, ag est toujours plus petit
ou de l'ordre de A=1'J. Si nous voulions étudier le probléme & trois corps, il nous
faudrait ajouter d’autres termes a H (voir discussion précédente). Notre hamiltonien

g. Ce simple remplacement est garanti par I'invariance de jauge discutée en note c.

h. Pour des énergies plus faibles que p ou T', d’autres types de lagrangiens effectifs sont néces-
saires. Par exemple & T' > 0, c’est le modéle O(2) classique & d dimensions qui est pertinent pour
décrire la physique & F < T.

i. Nous travaillons maintenant avec des opérateurs de création et d’annihilation bosoniques, qui
obéissent aux relations de commutation canoniques ([¢{)(x), 9T (x)] = 6(x — x), etc.).

j. L’équation (1.8) montre que a3 est toujours positif quand 'interaction est répulsive (gs > 0),
ce qui implique ’existence d’un état lié d’énergie EFp = —1/ ma? [9], résultat qui est physiquement
impossible. La contradiction est levée en notant que I’énergie de 1’état lié est hors du domaine de
validité de notre théorie : |Eg| > A®/2m, et donc non physique. Le méme probléme et sa solution
existent aussi en dimension deux.
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n’est valide que dans la limite de basse énergie, ce qui implique en particulier que
w, T < A?/2m, équivalent & ,uma%,Tma% < 1 en ’absence de résonance de Flesh-
bach. Cela revient & dire que le gaz est dilué. Ainsi Da% < 1, avec D la densité
du gaz, tient lieu de paramétre de développement en perturbation. En pratique, les
grandeurs physiques sont indépendantes de la coupure ultraviolette A, tandis que les
constantes de couplage non incuses dans H (terme & trois corps, etc.) ne donnent des
contributions qu’a des ordres élevés dans le petit paramétre Da%. Ainsi, de maniére
effective, les différentes quantités physiques ne dépendent que de la masse m et de la
longueur de diffusion en onde-s a3, ce qui fait dire que cette physique est universelle
(dans le sens qu’elle ne dépend pas des détails du potentiel d’interaction U(r)). En
utilisant le fait que les gaz ultra-froids sont dilués, et en utilisant le point de vue des
transitions de phase quantiques, nous allons montrer plus loin qu’il existe une autre
forme d’universalité bien plus puissante dans ces systémes.

Le gaz de Bose bidimensionnel

Il est possible de réaliser expérimentalement des gaz bidimensionnels. On
utilise pour cela un piége optique ou magnétique qui confine les atomes dans
une couche mince, rendant le systéme quasi-2D. L’épaisseur du gaz étant ty-
piquement de l'ordre du micrométre dans les expériences actuelles, I’énergie
typique associée au piége est trés petite par rapport a A2 /2m, défini précédem-
ment. Nous pouvons donc utiliser directement le lagrangien effectif Log défini
a 'équation (1.5) auquel on ajoute un potentiel de piégeage quadratique (trés
bien réalisé en pratique) V,(r) = %mwizQ, ol par convention nous avons choisi
la direction de piégeage le long de I'axe des z et ou w, est la raideur du piége,
de l'ordre du kiloHertz. Nous obtenons alors une action effective

/ p * v2 1 2.2 A 4
S'= [ dx dri (X,T)(@T - — —pu+ -mwiz )¢(X,T) + =Y (x, 1) ¢,
0 2m 2 2

(1.9)
pour un potentiel chimique non nul et nous négligeons les effets des autres
termes d’interaction qui auront des effets sous-dominant. Il est maintenant utile

de définir ¢, (r, 7) (r = (,y)), tel que Y(x,7) = >, ¥n(r, 7)dn(2), olt n dénote

) - ) P
les valeurs propres de I'opérateur unidimensionnel Huo = —5= + $mw?22, tel

que Huoon(z) = Endn(2). B, = w.(n+ %) est I'énergie du mode propre ¢, (2)
de Toscillateur harmonique défini par ’hamiltonien Hyo. Nous obtenons alors

Sy /dr/OB dT{ Zn:ﬁ(rﬁ)(& - % - quan)wn(r,T)

)‘ mn * *
I T I Tl

(1.10)

k,l,m,n

ot nous avons redéfini le potentiel chimique de p+ w,/2 — p et utilisé 'ortho-
gonalité de la base ¢,. V| n’agit que sur les directions orthogonales & z. Les
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constantes d’interaction Mgy, sont définies par

MmﬂzA/¢uwwwwm@waa. (L11)

Si le potentiel chimique et la température sont suffisamment faibles, seul le
mode n = 0 participe & la physique de basse énergie et la constante de couplage
devient ga = Aggoo = V87 %%, ot [, = 1/\/mw, est I'extension caractéristique
du gaz dans la direction z¥.

En remarquant que E, u,T < w, peut se réécrire sous la forme F, u, T <
A2/2m, avec A, ~ 71, nous voyons que [, joue le réle d’'un nouveau cut-off
microscopique pour notre modéle de basse énergie bidimensionnel. De plus, pour
que le raisonnement présenté ci-dessus ait un sens, il faut que A, < A (ce qui
se vérifie en pratique). Hors résonance de Feshbach, la longueur de diffusion a
trois dimensions a3 est toujours plus petite ou de 'ordre de A~!, ce qui implique
directement que [, > a3. Nous nous attendons ainsi a ce que la constante de
couplage 2D “microscopique” g soit génériquement petite.

Nous voyons donc que le gaz de Bose a deux et trois dimensions peut étre
décrit par une action de basse énergie minimale de la forme

s:/wé%{wmﬂ@fjij@ﬂ+%wmw} (112

avec un cut-off ultraviolet A dont l'interprétation physique dépend de la di-
mension et du systéme considéré. La constante d’interaction gs de cette action
effective peut étre reliée a la longueur de diffusion & trois dimensions a3 (voir
discussion plus haut) tandis que pour le gaz bidimensionnel, mgs = /87 ‘l’—j
L’amplitude de diffusion & d = 2 se calcule aisément et vaut

21

fan(a) = _ln (m\%) +C—iZ

7 (1.13)

ou C est la constante d’Euler et cette équation définit la longueur de diffusion
en dimension deux ag. Dans le cadre de I'action (1.12), elle vaut

2 27
as = K exp(_migz — C) (114)

Il est par ailleurs possible de calculer la longueur de diffusion pour le modéle
plus réaliste (1.10) qui donne

[ 2m
a9 = 2 E lz exp(imigz — C’), (115)

avec B = 0.915 [12, 13]. Nous voyons donc que le choix A = ,/% 17! permet

d’obtenir la bonne longueur de diffusion si nous connaissons [, et as (ainsi que
la masse m des atomes).

k. En effet, si p, T < w;, les niveaux excités de I'oscillateur harmonique ne sont pas peuplés et
leurs effets sur le fondamental sont négligeables.
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Un traitement champ moyen de I'hamiltonien (1.6), appelé dans ce contexte
équation de Gross-Pitaevskii [14, 15], permet de comprendre la grande majorité
des expériences d’atomes froids. A un niveau formel, on comprend que les atomes
sont tous décrits par une fonction d’onde 1(x,t) = ((x,1t)), ot (x,t) est opéra-
teur d’annihilation d’un atome au point x a U'instant ¢. ({---) représente la valeur
moyenne de l'opérateur - - - par rapport aux fluctuations quantiques et thermiques.)
Tout au long de ce manuscrit, nous nous intéresserons a la statique et nous ne par-
lerons pas de piége atomique, 'utilisation de ’approximation de la densité locale
permettant dans la plupart des cas de se passer de sa description théorique pour
des mesures de thermodynamique [16]. Nous obtenons, a potentiel chimique positif,
[(x,t)| = mu/4maz = \/ng , avec ng la densité du condensat. La pression au niveau
champ moyen vaut alors

Pen = . (1.16)

Remarquons que le simple fait que (1&) soit non-nul implique une brisure spon-
tanée de la symétrie U(1), représentant la symétrie de ’hamiltonien par rapport a
un changement de phase (que nous avons prise nulle) des opérateurs de création et
d’annihilation, et associée & la conservation du nombre d’atomes. Le théoréme de
Goldstone impose alors I'existence d’un mode non-gappé, ici un mode de son, appelé

mode de Bogoliubov dans ce contexte |17], dont I’énergie E(q) pour une impulsion
q vaut
2 o2
q° /q 8mazng
play =2 (&£ 4 Sy 117
(a) 2m \2m + m ( )

Pour |q| < &1, avec &, = (8magng) /2 la longueur de cicatrisation, nous trouvons

que E(q) = ¢|q|, avec ¢ = \/4mazng/m? la vitesse du son. Les modes de Bogoliubov
peuvent étre trouvés en regardant les ﬂgctuations gaussif:nnes autours de <1ﬁ) =
mp/4mas. Pour cela, nous écrivons que ¥(x) = /ng + 69(x) ((d1(x)) = 0) et ne
gardons que les termes quadratiques en 51& dans I'hamiltonien (1.6), qui devient,
dans 'espace réciproque,

q? 8masng 4mazng 0
. NN A
Hy = Poy + zq: (52/)(1, 51/;_(1) ( m smagng m o2 'u:l_ 87ra3no> <5wT .

m 2m
(1.18)
Les fonctions de Green normale
Gn(q, iw) = —(5¢bq(iw)dp] (iw)) (1.19)
et anormale R R
Gan(q, iw) = —(09q(iw)d1h—q(—iw)) (1.20)

(w est une fréquence de Matsubara bosonique) sont alors données par l'inverse de la
matrice

iw— L _|_ p—Yn(iw, q) Ean(iw, Q) (1.21)
fzan(luh q) —iW — 5~ + w— by ( iw’ *Q) ’
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ot Xy, (iw, q) et Xan(iw, q) sont les self-energies, respectivement normale et anormale,
qui, au niveau de 'approximation de Bogoliubov, valent

. 87TCL37”L(]

EE(M, q) = T
L Lo (1.22)

Ean(lw7q) = T

Les énergies des modes de Bogoliubov sont données par les podles des fonctions de
Green, ce qui redonne 'équation (1.17). L’existence de ces modes, dont la dispersion
E(q) a été vérifiée expérimentalement [18|, implique, via le critére de Landau, la
superfluidité du gaz'.

L’influence des modes de Bogoliubov sur la thermodynamique, qui correspond &
calculer (Hs), a été donnée par Lee, Huang et Yang [19, 20]. La pression vaut alors

2
_) - M _ 64 2 4 ...
P(u, T =0) = — (1 15W,/uma3 + > (1.23)

pour g > 0 et zéro sinon. La pression ne dépend que de m et a3 et est donc indé-
pendante des détails du potentiel d’interaction inter-atomique. Nous allons montrer
maintenant que le point de vue des transition de phase permet de comprendre pour-
quoi cela doit étre nécessairement le cas.

1.3 Transitions de phase quantiques et universalité dans
les gaz de Bose

1.3.1 Généralités

Les transitions de phase quantiques ont lieu par définition & température nulle et
sont induites par la variation d’un paramétre de contréle non-thermique, tel que la
pression extérieure ou la densité de porteurs de charge [1|. Ce sont les fluctuations
quantiques qui gouvernent la transition, contrairement aux transitions de phase a
température finie. En effet, seules les fluctuations classiques (& fréquences de Matsu-
bara nulles) pilotent les transitions de phase a température finie, méme si l'origine
ou la nature de la transition est due & la mécanique quantique. Ainsi, la transition
de phase entre un superfluide et un gaz normal dans les gaz de Bose est décrite par
la physique du modéle O(2) classique & d dimensions. La présence des fluctuations
temporelles dans des transitions de phase quantiques, via les fréquences de Matsu-
bara, implique 'existence d’un exposant critique z, appelé exposant dynamique car
associé au temps imaginaire (voir ci-dessous). Comme nous le verrons plus bas, il
intervient aussi dans les lois d’échelle des différentes grandeurs thermodynamiques.

1. Ce n’est pas le cas du gaz parfait de boson, dont le comportement est de toute fagon patholo-
gique dans I’ensemble grand-canonique. Sauf mention contraire, le terme de gaz de Bose se référera
toujours au gaz en interaction.
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Les transitions de phase classiques du second ordre sont caractérisées par 1’exis-
tence de comportements universels prés de la transition. Deux systémes microsco-
piquement trés différents (par exemple un aimant (type Ising classique) prés de la
température de Curie T, et un liquide prés de son point critique) vont se comporter
de maniére semblable. Ainsi, la fonction de corrélation se comporte prés du point
critique comme

Glaalr| )

G(q,r) Q2B (1.24)
ot G(x) est une fonction d’échelle (universelle) et r est I'écart & la criticalité (r o
(T'— T.)/T. pour un aimant) et est un parameétre pertinent au sens du groupe de
renormalisation (voir chapitre II). Notons la présence de deux longueurs a et
non-universelles (i.e. dépendant du systéme considéré), introduites pour garder la
bonne dimension physique des diverses quantités et qui permettent & G de bien étre
universel (i.e. identique pour tous les systémes). On en déduit que la longueur de
corrélation obéit a la loi d’échelle &€ = alr|™ (G(q,7)~! o g% + £72 pour |q|¢ < 1)
et ces relations définissent les exposants critiques v (associé a la divergence de la
longueur de corrélation a 'approche du point critique) et n (la dimension anormale).
Les exposants critiques sont donnés en champ moyen (dans le cas de théorie simple
type Ising classique, paramétre d’ordre a symétrie O(N), sans désordre, etc.) par
v =1/2 et n = 0. Cette prédiction est correcte quand la dimension de I'espace est
supérieure a la dimension critique supérieure d > df = 4. Pour d = d on s’attend
a ce qu’il y ait des corrections logarithmiques aux fonctions d’échelle, tandis que v
et 7 sont non-triviaux pour d < d. Il existe généralement une dimension critique
inférieure d; en-dessous de laquelle la transition de phase n’existe plus (d; = 1 pour
le modele d’Ising). Enfin, notons que pour d > df, il faut généralement garder une
variable de plus dans la relation d’échelle (1.24), généralement I'interaction, que nous
notons g,

qalr| ™, gylr @)

a2~ B ’

car les différentes quantités physiques, comme G ou l’énergie libre, Eeuvent étre
singuliéres a I'approche du point critique, i.e. dans la limite g~|r|*(@=9) — 0 (nous
avons introduit une nouvelle grandeur non-universelle v, dans le méme esprit que
précédemment). On dit alors que g est une variable dangereusement “irrelevante”
(au sens du groupe de renormalisation).

G(q,r,g) G (1.25)

Dans le cas des transitions de phase quantiques, il n’y a que peu de changement,
r joue maintenant le réle d’'un parameétre non-thermique (par exemple le dopage
en porteurs de charge) et la température est un nouveau parameétre pertinent. De
plus, il nous faut introduire une fréquence dans les fonctions de corrélation (associée
au temps imaginaire, i.e. aux fluctuations quantiques) et la loi d’échelle précédente
devient

., w q° no
Gla,w.nT) = G(aolrl ™72 6% ) lal 757, (1:26)
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et 'exposant dynamique z exprime l’anisotropie entre temps et espace (z = 1 dans le
cas isotrope). Le temps joue maintenant le role de z dimensions supplémentaires et
les résultats champ moyen décrivent le comportement critique quand la “dimension
effective” dog = d + z est plus grande que quatre (deg > 4), ce qui implique que
df =4 — 2.

1.3.2 Transition de phase quantique du gaz de Bose dilué

A température nulle, le gaz de Bose peut subir plusieurs transitions de phase.
Une, que nous discuterons tout au long de ce manuscrit, est la transition de Mott dans
le cas de bosons sur réseau. Une autre est la transition entre le vide et le superfluide
(avec ou sans réseau). En effet, a température nulle, un systéme de boson est vide si
le potentiel chimique est négatif mais superfluide s’il est positif. Le systéme change
donc de phase au point critique quantique T' = p = 0, via une transition du second
ordre, la pression et la densité variant continument, tandis que la compressibilité est
discontinue au point critique. Le systéme étant vide pour u < 0 et T' = 0, ’étude de
la transition est trés simple. En particulier, les excitations au point quantique critique
sont des bosons de masse m et qui interagissent avec une longueur de diffusion as.
On justifiera au chapitre IV, en utilisant la proximité du point quantique critique,
que la pression d'un gaz de Bose dilué peut s’écrire, en d = 3, sous la forme

5/2( ™M G Ko

ot F3(z,y) est une fonction d’échelle (universelle, i.e. ne dépendant pas du type
d’atomes, de la présence d’'un réseau ou non, etc.) et nous avons introduit une “in-
teraction renormalisée” §(T') = 8m\/2ma3T . Nous voyons que la connaissance des
excitations au point quantique critique (nous donnant m et ag) permet de caractéri-
ser entiérement la thermodynamique du gaz de Bose dilué. Etant basée sur un modéle
de basse énergie, cette équation n’est valable que dans la limite p, T < A%/2m, ce
qui en ’absence de résonance de Feshbach est équivalent a ,uma%, Tma% < 1™. Nous
montrerons que z = 1/v = 2 et n = 0 pour cette transition, ce qui implique que la
dimension critique supérieure est ici df = 2.

Malheureusement, nous ne savons a priori pas quelle est la forme de la fonction
F3 et il faut pour cela faire un calcul explicite. Le fait que T < A2?/2m implique
que l'interaction §(7") est petite et on peut ainsi espérer pouvoir utiliser une théorie
de perturbation. Cela est bien le cas a trois dimensions (et en dimension deux a
température nulle), mais pas a température finie pour un systéme bosonique bidi-
mensionnelle, du fait de divergences infrarouges. Nous traiterons de ce cas lors du
chapitre V, en utilisant le groupe de renormalisation non-perturbatif.

_m. Bien que g(T') s’annule dans la limite 7 — 0, on ne peut pas remplacer JF3(z,y) par
Fs(z) = F3(z,0) car g est une constante dangereusement “irrelevante” (au sens du groupe de
renormalisation), c’est-a-dire que F3 peut dépendre de y d’une maniére singuliére dans la limite
y— 0.
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Par exemple, a trois dimensions et dans le régime quantique critique (|u| < T,
un calcul simple donne

m 3/2 m 3 ma
Pu=0.1) =<6/ (ge) T (r) P T e

avec ((z) la fonction ¢ de Riemann. Le champ moyen donnant une contribution nulle
dans la phase désordonnée, le premier terme est la contribution & une boucle et le
deuxiéme & deux boucles. On obtient directement

((3/2)?

Fs(x,y) :C(5/2)—Wy+--- pour |z|,y < 1. (1.29)

A basse température, il est préférable de réécrire la pression sous la forme

P, T) = /2 (;’;)3/2% (f,gm)), (1.30)

avec g(p) = 87T\/2ma§,u. Ainsi, en comparant avec le résultat donné par le calcul
de Lee-Huang-Yang (équation (1.23)), nous lisons directement le comportement de
la fonction Gs(z,y) a petit x et y

B 47r3/2 8v2

G3(z,y) = RN

I1 faut noter que la correction suivante a 1’équation (1.23) fait intervenir une nou-
velle constante de couplage (correspondant aux interactions & trois corps), ce qui
ferait intervenir une nouvelle variable dans la fonction d’échelle [21, 22, 23 24, 25] ™.
Remarquons enfin qu'un développement en §(7T') (g(p)) est équivalent & un dévelop-
pement en \/ Tma% (\/ uma% ), qui correspond également & un développement en

\/Dag.

+--- pour z,y< L (1.31)

Universalité de la température critique a la transition superfluide-
normal

Nous discutons maintenant 'universalité de la transition entre la phase super-
fluide et la phase normale. Aprés la discussion que nous avons eue sur l'uni-
versalité de la thermodynamique, nous nous attendons en effet & ce que la
température critique soit elle aussi une quantité universelle. A trois dimensions,
c’est la présence d’un condensat qui implique la superfluidité du systéme et on
associe donc la transition entre les deux phases avec la disparition du condensat

a des températures supérieures a T, définie par ng(7.) = 0. Elle est caractérisée
par une non-analyticité de la pression P(u,T), i.e., pour un potentiel chimique

n. La correction suivante a (1.31) dépend en effet explicitement de l'interaction & trois corps,
noté Az dans I’équation (1.5).
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donné, nous nous attendons & ce que la pression soit non-analytique a une cer-
taine température T.(u), ce qui définit la température de transition dans le
diagramme de phase. Or nous savons que la pression du gaz de Bose peut se
mettre sous la forme universelle donnée a 1’équation (1.27). Bien entendu, la
partie dimensionnelle de la pression (7°/2) est analytique au voisinage de T, et
c’est donc F3(x,y) qui, pour un y donné, doit étre non-analytique en un certain
z.(y). La fonction F3 étant universelle, la relation z.(y) lest aussi®, et nous
trouvons

pe(T) = T H3(9(T)), (1.32)

ot §(T') est défini apres I’équation (1.27). Cette relation est bien str inversible
et permet d’obtenir T.(u). Pour des atomes de masse m et interagissant avec
une longueur de diffusion as, le potentiel chimique critique vaut au premier

ordre en ag

8mag
Dggr(T 1.33
m BE( )7 ( )

MC(T) =

ot Dpg(T) est la densité de bosons (libres) a la température T et au potentiel
chimique nul

1
Dgg(T) = / ST (1.34)
q
ce qui donne
8ma mT\*/?
ne) =23 () e (1.35)
avec ((z) la fonction ¢ de Riemann. Nous en déduisons
¢(3/2)
Hi(z) = —=—"—"—2+ 1.36
3( ) ﬁ(2ﬂ)3/2 ( )
Notons que 1’équation (1.32) peut se réécrire sous la forme
pma3 = Hs (Tma3), (1.37)
avec 7:[3(x) = &\/%2)3@/2. Le calcul de la correction suivante a la tempé-

rature critique est un probléme compliqué de théorie des champs (voir par

exemple [20]) qui donne AT, = T. — T? = cazDY?*T?, avec ¢ ~ 1.3 une
constante universelle et 70 = 27 ( q(??/z))Q/ 3 la température critique du gaz de

m

Bose libre. Comme a3D'/? peut se mettre sous la forme d'une loi d’échelle
(Da = (T'ma2/2r)%/?T0,F3(u/T,§(T)), nous voyons que la correction a la
température critique respecte elle-aussi la loi d’échelle.

1.4 Comportement infrarouge du gaz de Bose

Le calcul des corrections au-dela de la théorie de Bogoliubov, entrepris par Beliaev
[27, 28] (voir également [29]), est pollué par des divergences infrarouges dues a la

o. A trois dimensions, nous savons que pour pousser les calculs a des ordres plus élevés en pma?®

ou Tma?, il faut ajouter d’autres constantes de couplage dans les fonctions universelles (par exemple
Fs(z,y, z) donnera un z. de la forme z.(y, z). Au premier ordre, auquel nous nous arréterons, seule
la dépendance en y est importante.
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présence des modes de GoldstoneP. Par exemple, la premiére correction aux self-
1
+2

njan T ...) diverge comme

energies (X, /an = Zf/an

W gni/Sw? /e + |2 (d < 3),
¥ (iw,q) x 4 (1.38)
n/an " gsnd/c3In (x/w2/02+q2 h) (d=13),

pour (w/c,|al) < &1, ot &, = (8mazng) /2 est la longueur de cicatrisation. On peut
définir I’échelle de moment p¢, appelée échelle de Ginzburg, en-dessous de laquelle
la théorie de perturbation n’a plus de sens, par Egl/)an(z‘cpg, PG) = Ef/an (en notant

que dans la théorie de Bogoliubov, les self-energies sont constantes (voir équation
(1.22))), ce qui donne

p oc{ (Agmgapn) /B9 (d < 3),
G

1 —
bn eXp<—m) (d=3),

(1.39)

oll nous avons noté p, = f,:l et A, est une constante dépendant de la dimension
de D'espace [30]. Il est possible de tenir compte de la resommation des diagrammes
en échelle, ce qui équivaut a remplacer g3 par 4mwag/m et mge par 27/In(prasz)
(voir également la discussion de pg et p, dans le cadre du NPRG en annexe D).
Remarquons qu’en couplage faible, nous avons pg < pp. Ainsi, pour des impulsions
grandes devant pq, les corrections aux self-energies de la théorie de Bogoliubov sont
petites, et cette théorie est une bonne approximation de la physique des gaz de Bose
dilués. Dans la limite opposée (|q| < pg), la théorie de Bogoliubov perd son sens, en
tout cas pour le calcul des self-energies. En effet, comme nous ’avons vu plus haut,
il est tout & fait possible de calculer des quantités thermodynamiques avec la théorie
de Bogoliubov. En régle générale, seules les quantités non-invariantes de jauge sont
sensibles aux divergences infrarouges.

Il existe cependant un certain nombre de résultats exacts concernant les self-
energies. Par exemple, la présence du mode de son est assurée par le théoréme de
Hugenholtz et Pines [21]

En(()? O) - Ean(oa 0) = K, (140)

qui est respecté dans la théorie de Bogoliubov ot ¥ (iw,q) = 8rang/m = 2u et
Y8 (iw,q) = 4rang/m = p. C'est la valeur finie de X5 (iw,q) a impulsion et fré-
quence nulles qui assure ’existence du mode de son dans cette théorie. Cela contre-
dit par contre un autre théoréme imposant ¥,,(0,0) = 0 [31]. Pour avoir une vi-
tesse du son non-nulle, les self-energies doivent étre non-analytiques [32], comme
nous allons le montrer maintenant en utilisant 1’approche hydrodynamique de Po-
pov [33, 34, 35, 36, 37]. L’idée est d’utiliser une représentation phase-amplitude
P(x,7) = \/D(x,7) e?®7) des champs, ott D est la densité de particule. En regar-
dant les fluctuations 6 D(x, 7) autour de la configuration d’équilibre (champ moyen)

p. Cette section est largement inspirée de 'article [30]. Les divergences infrarouges rencontrées
ici sont génériques dans le modéle O(N) classique dans la phase basse température.
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D = 11/ gq, Vaction du systéme dans cette représentation s’écrit (& 'ordre quadratique
en 6D et 0)

2

spn,0 = [ ar [ax [5D0r0+ 2 (vo)’ L(SD) 94 (5p)°|. (141

[ ’]_/0 T/X[Z i +%( ) T 8mD +5( )] (1.41)

Il est possible de tenir compte des termes d’ordre supérieur en théorie de perturba-

tion, qui ne donnent que des renormalisations finies des coefficients de 'action hy-

drodynamique (1.41) [37]. La théorie hydrodynamique ne souffre pas de divergences

infrarouges et prédit des excitations de type modes de Bogoliubov. En particulier,
les fonctions de Green en représentation phase-amplitude valent

G0, @) = (om0, ) —i, —q)) = 2 — L
Gno(iw; @) = (dn(iv, q)0(—iw, —q)) = TR (1.42)
o’ + gd

, n i —q)) = 4mD " Jd
Ggg(zw,q) = (9(zw,q)9( w, q)> w2 +E(21 ’

ot Eg = % (%—1—2ng) est équivalent a I’équation (1.17) a trois dimensions une fois
qu’on prend en compte la resommation des diagrammes en échelle (g4 — 4mag/m)
et le fait que ng >~ D en couplage faible. Pour trouver les propagateurs normaux et
anormaux (ou de maniére équivalente les self-energies), on utilise la décomposition
des champs en représentation phase-amplitude

W(x,7) = \/ng + 0D(x, 1) e?7) (1.43)

ou on utilise qu’en couplage faible et & température nulle ng ~ D et 6D < D. On
trouve alors

2
. . . q
E n ) - 2Il ) - - _— =
an (W, Q) (iw,q) — iw — p + o
(3—d)/2
zAchﬁ (w2/62 + q2) (d < 3), (1.44)

—1
D2 w?/24q? B
4Azcngm? |:hl ( p2 4 ):| (d - 3)7

h

dans l'infrarouge ((iw/c,|q|) < pa), ce qui est bien en accord avec les différents
résultats exacts énoncés ci-dessus. Le lien entre I’approche type théorie des champs
de Bogoliubov et Beliaev et ’approche hydrodynamique de Popov, d’abord vu en
[32], se réinterpréte aussi avec le groupe de renormalisation, qui fait l'interpolation
entre les deux points de vue [38, 39, 40, 41].

Pour résumer, la théorie de Bogoliubov (Xa,(iw,q) ~ 4mang/m) est valide jus-
qu’a l’échelle d’impulsion pg, trés petite (et méme exponentiellement petite & trois
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dimensions) par rapport a pp, en couplage faible. Dans l'infrarouge, la structure de la
théorie change complétement et est dominée par les fluctuations de phase, ce qui re-
donne les résultats de Popov. Par ailleurs, on trouve un continuum d’excitations dans
la fonction spectrale ImG,, (iw — w +i0", q) (absent de la théorie de Bogoliubov) en
plus du mode de son.

1.5 Gaz de Bose en couplage fort : le modéle de Bose-
Hubbard

Apreés avoir montré comment le modéle de Bose-Hubbard peut étre réalisé expéri-
mentalement dans les atomes froids, nous discutons la transition de phase quantique
superfluide-isolant en champ moyen. Nous exposons ensuite la théorie RPA, qui per-
met de comprendre qualitativement les mécanismes mis en jeu dans la transition
de Mott. Nous utilisons enfin une théorie effective de basse énergie pour trouver les
classes d’universalité décrivant la transition.

1.5.1 Atomes froids dans un réseau et modéle de Bose-Hubbard

L’utilisation d’un potentiel optique périodique permet la réalisation de gaz dans
un réseau comme nous allons le montrer rapidement. Des faisceaux lasers contrapro-
pageants créent un potentiel pour les atomes (dans le cas d’un réseau hypercubique)

Vor(x VOZsm (kxy), (1.45)

o k = 27 /X avec A la longueur d’onde du laser produisant le potentiel. Si 'ampli-
tude du potentiel Vj est assez grande, les atomes se concentreront, préférentiellement
dans les minima du potentiel et seront relativement localisés. Il est alors préférable
de décomposer les opérateurs 1/3()() sur la base des fonctions de Wannier wy. ,(x), lo-
calisées sur un minimum r de Vor,(x). Les fonctions wy ,,(x) sont des superpositions
de fonctions de Bloch 1 ,,(x) de quasi-impulsions k et de bande n :

KTy (%), (1.46)

Wy p(X)
SO
avec N — oo le nombre de minima du potentiel optique.

En supposant que la température et la densité sont suffisamment faibles, critére
que nous estimerons plus bas, il est possible de se restreindre & la bande la plus basse
(nous omettons & partir de maintenant l'indice de bande), et nous avons

= " wy(x)by, (1.47)

ol by est maintenant un opérateur d’annihilation d’un boson dans I’état de la fonction
de Wannier correspondante. Comme nous nous intéresserons toujours a des fonctions
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d’onde bien localisées, nous dirons que by (b}) détruit (crée) un atome sur le site r
du réseau formé par les minima de Vpr,. Nous avons bien entendu les relations de
commutation canoniques [by., BI/} = 0y (et les autres nulles), assurées par celles de
1[1“) et par I'orthogonalité des fonctions de Wannier.

L’hamiltonien des bosons dans le réseau optique peut alors se réécrire

ﬁ = - Z(JI‘,!‘/ + /’LI‘,I'/)BI'BI" + Z Ur17r27r3’r4i)11[;1‘.28r38r4, (148)
r,r’ ri,ro,rs,ryq
ol
v2
Jr,r/ = /dxw - — —|— VOL( )) (X)7
P / dx w (x) we (), (1.49)

47ra3 % %
UI‘1,I'2,I‘3,I‘4 = om /dx Wy, (X) We, (X) Wrg (X) Wy, (X)

Ici Jy - représente le terme de saut entre les sites r et t/, et Up, ryrq,r, 'interaction
entre atomes sur différents sites. Si Vj est assez grand, les fonctions de Wannier sont
exponentiellement localisées et on peut considérer que 'interaction et le potentiel
chimique sont locaux, tandis que les sauts se font uniquement entre plus proches
voisins [12]. 11 est alors possible de décrire le systéme par le modéle de Bose-Hubbard
[3], défini par I'hamiltonien

A - U
— _ T = aors 1Y A
Hgy = t(Z)(br ber + hec) + 5 Zn(n 1) uzr: P, (1.50)

ol iy = bl by est lopérateur nombre sur le site r, (r,r’) indique que la somme est
restreinte aux plus proches voisins %, t = Jip pry et U = 2Uy p v r. Le réseau est composé
de N sites et nous prendrons toujours la limite thermodynamique N — oo.

Si on approxime les fonctions de Wannier par des gaussiennes (c’est-a-dire les
états fondamentaux des puits du potentiel périodique développé a 1’ordre x2, Vor,(x) ~
S Vok?(x — ;)% = 3, dmwi(x — r;)?, avec r; les positions des minima de Vo, et
wo = \/2Vpk?/m ), il est possible de calculer analytiquement U et ¢ [13]

t:ER() expd —2, /0L
Jr R\ E E
i R s (1.51)

q. Il faut faire attention aux sommations sur les plus proches voisins, qui sont notées indifférem-
ment dans la littérature tz<r r,>(b by + h.c. ) et —t Z<r ) bl bys. Dans 'espace réciproque, nous
levons ’ambiguité en définissant la relation de dispersion associée & des sauts entre premiers voisins

par —2t ijl cos(qi).
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ot Eg = k?/2m est I’énergie de recul, c’est-a-dire le changement d’énergie cinétique
que provoque 'absorption d’un photon du laser par un atome. Les termes négligés
auparavant sont typiquement d’au moins deux ordres de grandeurs plus petits’.
Observons en particulier qu’en augmentant ’amplitude du potentiel périodique, nous
diminuons radicalement le terme de saut, sans trop varier l'interaction, permettant
de choisir la valeur de ¢t/U.

Nous pouvons maintenant donner une estimation des températures et potentiels
chimiques minimaux qu’il faut atteindre. Pour se restreindre & une bande, il faut
que le potentiel chimique et la température ne puissent pas exciter un atome dans
une bande supérieure, ce qui dans 'approximation quadratique du potentiel donne
w, T < wy. Par ailleurs, il faut que I'énergie d’interaction entre particules ne leurs
permettent pas de quitter la premiére bande, et il faut donc U < wy, ce qui est le
cas tant que kag < 1. Cette condition est toujours vérifiée en pratique, k= ~ 1um
tandis que a3z ~ 1nm.

La physique du modéle de Bose-Hubbard est trés simple a saisir qualitativement.
Si linteraction est trés faible (U/t — 0), il est utile de se placer dans l'espace
réciproque (en nous restreignant a la premiére zone de Brillouin), et Hpp devient

B 1 o U
_ it 2 UNT A a1y .
Hpy = qu:(tq M)bqbq—i— > Er Ne(Ne — 1) — i gr Tips (1.52)

ol tqg = —2t 2?21 cos(g;l) est la dispersion sur le réseau hypercubique et [ = A/2
est le pas du réseau. A basse énergie, tq ~ —2dt + t12q? et les atomes ont une
masse effective m = 1/2t12. Comme l'interaction est négligeable, les atomes vont de
préférence minimiser leur énergie cinétique, c’est-a-dire occuper ’état d’impulsion
nulleq = 0. Si p < —2dt et T = 0, le fondamental est le vide de particule. Autrement,
en se placant dans I’ensemble canonique pour simplifier la discussion et en notant M
le nombre de particules, I’état du systéme sera décrit en bonne approximation par la
fonction d’onde

IGS) <ELO)M|0>. (1.53)

Dans la limite opposée (/U — 0) et si le nombre d’atomes est commensurable
avec le nombre de sites (un nombre entier 7y, d’atomes par site), le systéme va favo-
riser un état ou il y a exactement 7). atomes sur chaque site et geler les fluctuations
du nombre d’atomes. Le fondamental va étre de la forme

|GS) o I (bl)™ec|0). (1.54)

Nous avons alors affaire & un isolant de Mott (car il n’y a pas de transport possible

~

da a la présence d'un gap dans le spectre) et il n’y a pas de condensat, (b) = 0. Nous
nous attendons donc & trouver une transition de phase a une valeur donnée de ¢/U. Si

r. Notons quand méme que pour t/U ~ 0.2, les sauts vers les seconds et troisiémes plus proches
voisins ne sont pas totalement négligeables, entrainant des corrections pour la masse effective des
atomes de I'ordre de 10%.
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par contre le nombre d’atomes par site n’est pas entier, les quelques atomes en trop
(en moins, c’est-a-dire les trous en plus) vont pouvoir se délocaliser, nous obtenons
un superfluide de quasi-particules (quasi-trous) au-dessus d’un isolant de Mott. Cette
image, décrite par Fisher et al. [3], peut étre rendue quantitative et permet de décrire
la phase superfluide prés de la phase de Mott, comme nous le verrons au chapitre I'V.
Nous décrivons maintenant les différentes approches théoriques possibles du modeéle
de Bose-Hubbard.

1.5.2 Champ moyen et théorie RPA pour le modéle de Bose-Hubbard

Théorie de champ moyen

La physique de la transition de Mott est un probléme de fortes corrélations. C’est
en effet la présence d’atomes sur les sites voisins qui bloque les sauts inter-sites. La
présence du réseau est aussi indispensable : il est possible de prouver qu’un systéme
de bosons invariant par transformation de Galilée est forcément superfluide & T' = 0 si
la densité est finie®. La présence d’un réseau sous-jacent détruit cette invariance et il
est possible d’avoir une phase non-superfluide. Reste maintenant a trouver I’approche
théorique la plus simple permettant d’avoir accés & la physique de la transition.

Il a été montré que la théorie de Bogoliubov est incapable de décrire la transition
de phase isolant-superfluide et prédit un état superfluide pour toute valeur de t/U
finie [11]. La théorie minimale qui permet de trouver qualitativement la physique
du modéle de Bose-Hubbard est une théorie de champ moyen différente de celle
de Bogoliubov, suivie de l'intégration des fluctuations gaussiennes, qui est appelée
“Strong-Coupling Random Phase Approximation” (que nous appellerons simplement
RPA dans ce manuscrit) [14, 45, 46, 47, 48].

Dans la théorie de Bogoliubov, by est remplacé dans un premier temps par qﬁr—l—dl;r
dans EIBH, avec ¢p = <I;r> minimisant ’énergie libre. Dans un second temps, on étudie
les fluctuations gaussiennes (quadratiques en 513r) autour de ce minimum. Comme
nous 'avons dit plus haut, cela ne donne pas la bonne physique. C’est en effet la
physique sur site qui est importante, alors qu’elle est traitée en champ moyen dans
ce cas. L’idée est alors de faire le remplacement by — or + Sby uniquement dans le
terme de saut (proportionnel & t) et de n’y garder que les termes d’ordre b au plus,
tandis que la partie locale de I’hamiltonien est traitée exactement. On obtient alors
I’hamiltonien champ moyen (en utilisant le fait que ¢ sera constant par invariance
par translation discréte, et en le choisissant réel)

. N U
Aom =" {2dt¢2 — 2dtp(bL + by) — ity + 5 (i — 1)}7 (1.55)

qui est maintenant local, i.e. ne couple pas les sites entre eux. Il est possible de
calculer I’énergie libre du systéme via une théorie de perturbation en ¢, ce qui donne

s. On prouve méme que la densité superfluide est égale a la densité de particules (contrairement
a la densité du condensat qui est plus petite du fait des interactions).
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AT =0
E(¢) = Eo + Ex¢* + Eg¢* + - - (1.56)

qui a la forme d’une énergie libre & la Ginzburg-Landau, avec FEy ’énergie dans
l'isolant de Mott ¢ = 0 (voir aussi annexe C)

0 (1 <0),
Ey = _ _ _ _ 1.57
0 { —TNloctt + %nloc(nloc - 1) (nloc < p < Nyoce + 1)a ( )

oll Nec est le nombre de bosons du systéme non-perturbé (¢ = 0). On calcule facile-
ment F», qui vaut

(1.58)

7OC 1 7OC
@:m+mﬁ<m+ " 40,

H— Uﬁloc a w— U(ﬁloc

tandis que Ey est plus laborieux & obtenir [16], mais on peut montrer que ce terme
reste positif prés de la transition. L’état du systéme est donné par la minimisation
de E(¢). Si Es est positif, I’énergie libre est minimisée par ¢ = 0 et le systéme est
isolant (¢ = 0 = (b)), tandis que le systéme est superfluide si Ey < 0. La ligne de
transition ¢.(u) est donnée par la condition Fy = 0, soit

(/’L - 'FLIOCU) (’FLIOCU - = U)
2d(p+U) ’

te(p) = (1.59)

Nous montrons en figure 1.1 le diagramme de phase champ moyen défini par (1.59).
Les phases isolantes de Mott avec nj,. bosons par site ont la forme de lobes, dont
les extrémités sont situées en (pc, te(ie)), avec pe/U = \/Tioe(Mioc + 1) — 1, et sont
entourées par la phase superfluide. Par ailleurs, la phase de Mott est caractérisée
par une compressibilité kK = 0?E/0u? = 0?Ey/0u® nulle (voir équation (1.57)). De
plus, la ligne de densité constante et entiére (n = OE/Ou = o) entre dans le lobe
de Mott correspondant par son extrémité®. Notons que pour u = pU, avec p entier,
le systéme est toujours superfluide. Cela est di a la dégénérescence des états a p
et p + 1 particules, qui implique une brisure spontanée de la symétrie U(1) méme &
t = 0, voir annexe C.

Théorie RPA

Il est possible d’aller au-dela de ’approximation champ moyen expliquée pré-
cédemment en calculant les effets des fluctuations gaussiennes. Nous allons dériver
cette théorie RPA en utilisant le formalisme de I'intégrale fonctionnelle, équivalente
a la description opératorielle utilisée précédemment. Cette approche a I'avantage de
faire le lien avec le groupe de renormalisation non perturbatif que nous utiliserons

t. Le fait que la transition a travers ’extrémité du lobe se produit & densité constante peut étre
compris grace & argument suivant : si la ligne 77 = p (p entier) dans le superfluide rejoignait le lobe
de Mott correspondant ailleurs qu’a son extrémité, la compressibilité serait alors négative prés de
Pextrémité du lobe, ce qui est physiquement impossible [3].
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FI1GURE 1.1 — Diagramme de phase du modéle de Bose-Hubbard en di-
mension trois donné par le champ moyen. SF dénote la phase superfluide,
V le vide (densité nulle d’atome) et MI la phase isolante de Mott avec
Nloc atomes par site.

tout au long du manuscrit. Pour cela, il nous faut passer de I’hamiltonien du mo-
dele de Bose-Hubbard Hpp (voir équation (1.50)) exprimé en fonction d’opérateurs

d’annihilation (création) de boson (A),(FT) a une action dépendant de champs complexes

1/15*)(7'). La procédure passant par les états cohérents est standard, voir par exemple
[19], et on obtient I'action

S[p*, 4] = /OdT{Z 3 (7)0r b ( >+HBH[¢*,w]},

- [ [ o u)mm + Do
_tz , +CC)} (1.60)

— Sioclt" 0] — ¢ /O dr S () (7) + ),

(r,r’)

ce qui définit Syoc. Ici, ¥y (7) est un champ complexe dépendant du temps imaginaire
7 € [0, ], avec des conditions aux bords périodiques : ¥(0) = ¥(8) (B~ = T).
Résoudre le probléme de Bose-Hubbard est équivalent & calculer la fonctionnelle
génératrice

Z[J*a J] = /DW’?'(P*] eis[w*,w}JrJ*.erw*.J? (161)
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ou, de maniére équivalente, a calculer 'action effective, qui est la transformée de

Legendre de Z (énergie libre de Gibbs) et qui dépend de ¢, (7) = (¢p(7)),

T[¢*, @] = J* - ¢+ ¢* - J —In Z[J*, J),

ore*, ¢ _ (1.62)
sorr) )

L’état d’équilibre ¢g, d’énergie libre I'[¢, ¢ol, est donné par la minimisation de T',

or
— (&% =0 1.63
5(25:(7_) [¢07¢0] ( )
Par ailleurs, le propagateur Gy, (7, 7") = — (¢ (7)1} (7')) est donné par I'inverse de

la dérivée (fonctionnelle) de I" par rapport & deux champs. Dans la phase désordonnée
({(x)) = 0), cela donne

Orle% 6] _ Lo

¢ C0ge(T)n () T Y (r, 7). (1.64)

;i/(Ta 7-/) =

Nous allons maintenant calculer 'action effective dans I'approximation RPA,
c’est-a-~dire aprés avoir découplé le terme de saut comme dans I’approximation champ
moyen,

1/}:'7-‘1/}1" — —¢:'7'-¢r/+¢:'7-'1/%/+¢i‘7"¢r'+0(\¢—¢|2)7 (165)

ol nous avons introduit la matrice de saut 7 définie par

B
T ) = —t/ dr Z (Vi (1) (T) + c.c.) (1.66)

O )

et par définition ¢p(7) = (¢r(7)). La fonction de partition en présence de source
devient alors

ZrpalJ*, J] = / Dy, ] " T+ =" T) k™ (J=T-6)=Sioel* 4],
— BT+ WioelJE =6 Tl Je—13-T¢) (1.67)
— eWrral[J", ]

ou 1,(;‘) sélectionne la ligne (colonne) r la matrice 7 et Wi, est la fonctionnelle
génératrice des fonctions de Green locales

WioelJ* 7] / Dlip, p*]eSocld” YT (1.68)
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La condition d’auto-cohérence se réécrit "

_ 0Wrpa
=S

ce qui permet de définir 'action effective, la fonctionnelle génératrice des vertex et
transformée de Legendre de Wrpa, définie par

Irpal¢*, 0] = J" - ¢+ ¢" - J — WrpalJ", J]. (1.71)

En utilisant I’équation (1.67), on montre alors que

[J*, J], (1.70)

B
FRPA [¢*7 ¢] = _t/O dr Z (¢:(7—)¢r’ (T) + C-C') + Z FIOC[(b:’ (br]?

{r,x’) (1.72)
Ol'rpa _ (r)
Sgp(r) T
oll nous avons défini I'action effective locale?
B
oclds o] = [ dr{7"(0)6(r) + 6" (1) (1)} = Wieel 7, ),
0 (1.73)
5FIOC[¢*7¢] _ J(T)
do*(7) '

Il est maintenant apparent que la RPA revient & calculer exactement la partie locale
de ’action locale et & traiter en champ moyen le terme de saut. Ainsi, le propagateur
RPA vaut dans l'isolant de Mott et en transformée de Fourrier (cf. équations (1.64)
et (1.72))

Gpa (i, @) = ~tq — Ip." (iw), (1.74)
= —tq + G l(iw),

ol nous avons sous-entendu que les fonctionnelles sont évaluées en champ nul (¢9 = 0
dans la phase de Mott). Nous voyons ainsi que la fonction de Green prend une forme
RPA (d’ott son nom)

Gloc(iw)

_ 1.75
[~ tqCroc(i)’ (1.75)

Grpa(iw, q) =

u. Remarquons que 1’équation auto-cohérente (¢r(7)) = ¢ (qui sera constant du fait de I'inva-
riance par translation du probléme) peut se réécrire

¢ = Zreal0,0]' / D[y, "] e (r) ¢ T SV el 20t 77 2 (67 e (1) 4001 ()
(511’1 Zloc
_ 1.69
8J*(1) li=2dte;*=2dte*’ (1.69)

et est ’équivalent quantique de la théorie de Weiss d’un systéme de spins ot I’on impose un champ
magnétique effectif mimant ’aimantation des spins voisins, celle-ci égale a4 I’aimantation moyenne
du spin local.

v. Il y a un certain flottement dans les notations, I'rpa[¢*, #] dépendant de champs ¢.(7),
fonctions du temps et de l’espace, tandis que les fonctionnelles locales dépendent de champs ne
variant que dans le temps.
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ol Gloc(w) est facilement calculable en source nulle

Nloc + 1 Noc

O (i) — _
e (i) = e Ui iw+ = U(foe — 1)

(1.76)

et nyoc dépend du potentiel chimique et est le nombre de particules dans I’isolant de
Mott (voir équation (1.57)). Ce propagateur a deux poles, un de type particule (cotit
en énergie pour 'ajout d’une particule) d’énergie w, = —p + Unyoc et un de type
trou wy, = —p + U(Njoe — 1). L'instabilité de la phase de Mott est signalée par un
pole a fréquence et impulsion nulles dans le propagateur, soit 1 —tq—0Gloc(0) = 0, ce
qui redonne la ligne de transition champ moyen (équation (1.59)). En particulier, la
forme des lobes vient directement de la structure a deux poles du propagateur local
Gioc(iw), qu’on ne peut retrouver avec la théorie de Bogoliubov.

Analysons maintenant le comportement du propagateur inverse RPA, en parti-
culier sa structure en poles, a basse énergie quand on s’approche de la transition
isolant-superfluide (en restant dans la phase de Mott). Un développement a basses
fréquence et impulsion de (1.74) donne (nous prenons le pas du réseau [ = 1 et nous
faisons la continuation analytique iw — w + i0T)

(o + Mtoc — 1) U? = 2Up — pi?

Phpa (w: @) = 2d(te() — 1) + ta? + TP

_ ﬁloc<ﬁloc + 1)U2w2 EEV
U+ p)?
= Ogpa + tq? — ZEPAL — VEPALZ 4.

(1.77)

ce qui définit les paramétres effectifs drpa, etc. comme fonction de p. En particulier,
nous voyons qu’a un potentiel chimique donné, le propagateur inverse s’annule bien &
q =w = 0 quand t — t.(u). Remarquons que pour g = p. = U(\/Tioc(ioe + 1) —1)
(a P'extrémité du lobe de isolant a njo. bosons par site), ZgPA = 0, ce qui implique
un comportement trés différent dans le spectre de basse énergie. En effet, dans ce

cas, les poles se trouvent en
tq* + drpa
w(q) = £ —yRPA (1.78)
A

et le systéme posseéde une symétrie particule-trou. Au point critique ¢t = t.(uc), le
propagateur inverse se comporte comme

Thid (w,q) = tq? — ViPAW?, (1.79)

impliquant des exposant n = 0 et z = 1. Pour ¢t < t.(u.), le gap s’annule comme

te(pe) —t = (te(pe)—t)"?, impliquant v = 1/2. Les exposants donnés par la théorie
RPA sont de type champ moyen et seront corrigés lorsque les fluctuations spatiales
seront incluses, voir discussion plus bas.
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Sip # pe, ZgPA # 0 et on peut négliger le terme en w?. On trouve alors un pole
en

SrpA + tq?
w@) = —wpxr—

1.80)
A (
ZgF

En remarquant que ZgPA est positif si u > u. et négatif sinon, nous voyons que les
excitations critiques sont de type particule au-dessus de 'extrémité du lobe et de
type trou en-dessous ™. Nous en déduisons directement que n = 0 et z = 1/v = 2.
Contrairement au cas précédent, ces exposants critiques sont exactes. De plus, les
poles ressemblent & ceux d’un gaz de bosons de masse (effective) ZgPA /2t et de po-
tentiel chimique (effectif) drpa/ ZgPA. A une renormalisation prés de ces paramétres,
I'image donnée par la RPA est la bonne, comme nous le discuterons au chapitre I'V.
La physique du modéle de Bose-Hubbard est qualitativement décrite par la théo-
rie RPA. 1l est possible d’aller au-dela grace a des approches de type Monte Carlo
quantique [50, 51, 52, 53] ou des développements de type couplage fort (par exemple
en puissance de t/U ou Théorie de Champ Moyen Dynamique) |54, 55, 56, 57, 58,
, 60, 61, 62, 63, 64]. Le groupe de renormalisation non perturbatif sur réseau, dont
I'implémentation sera présentée au chapitre III, rentre aussi dans cette deuxiéme
catégorie.

1.5.3 Transitions de phase quantiques

Lors du passage de la phase superfluide a la phase isolante, le systéme subit une
transition de phase du second ordre, la densité du condensat s’annulant continu-
ment. Cette transition ayant lieu & température nulle, ce sont donc les fluctuations
quantiques qui détruisent la cohérence de la phase superfluide. Pour caractériser la
physique de la transition isolant-superfluide, nous écrivons une action de basse éner-
gie pour le systéme preés de la transition (de maniére phénoménologique [3], ou en se
basant sur un calcul de type RPA (voir équation (1.77) et [1]))

B
Sa= [ ar [ax ) (= 2a9 4+ 200, - Vadt48) wioer) + okl
’ (1.81)
aprés un développement en dérivées a l'ordre (02, V?) et Za, Zc, Va,d et A sont des
parameétres effectifs, dépendant a priori de u,t et U. En champ moyen, la transition
a lieu pour d(u,t) = 0, définissant ainsi la ligne de transition ¢.(u). Du fait de
I'invariance U(1) locale de ’action du modele de Bose-Hubbard

W, 7) = O, s
p(r) = () +i0a(7)

il est possible de montrer que Z¢g = —9§/0p (voir annexe B) impliquant Z¢ = 0 si
Ote/Op = 0, c’est-a-dire a l'extrémité des lobes de Mott, comme cela se vérifie bien

w. Du fait du développement en fréquence, les excitations de type trou sont invisibles quand
> pe car de hautes énergies, tandis que ce sont les excitations de type particule qui sont gappées
quand p < fhe.
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au niveau RPA (cf. équation (1.77) et [1, 3]). Notons qu’il est a priori trés difficile
de relier les parameétres effectifs (Z4, Z¢, etc.) aux paramétres du modeéle de Bose-
Hubbard (U, u, t). Nous montrerons au cours des chapitres suivants que le groupe
de renormalisation non-perturbatif permet justement de calculer I'action effective en
partant directement de I'hamiltonien microscopique.

A Textrémité des lobes (Z¢ = 0), I'action effective est celle d’un modéle clas-
sique O(2) en dimension d + 1, le temps imaginaire jouant le réle d’'une dimension
spatiale effective supplémentaire, impliquant un exposant dynamique z = 1. Nous
nous attendons alors & ce que la physique universelle soit celle de ce modéle clas-
sique, que ce soit les exposants critiques ou les fonctions d’échelle. La dimension
critique supérieure est alors donnée par deg = d + 2z = 4, soit df = 3. Notons que
Ientrée dans la phase de Mott par I'extrémité des lobes se fait & densité constante
(et donc entiére) et que 'absence de terme J; peut se comprendre comme étant la
conséquence d’une symétrie particule-trou (en particulier, les gaps d’excitations de
type particule et trou sont tous deux nuls au point critique). Enfin, le point critique
est multicritique, car il faut ajuster deux paramétres pour étre a la transition : au
niveau microscopique, ce sera p et t tandis que dans l'action de basse énergie, il faut
0=2Zc=0.

Si on s’intéresse a la transition ailleurs sur la ligne critique, Z¢ est non nul et
on peut négliger 92 & basse énergie. L’action effective est alors celle d’'un gaz de
Bose dilué (voir équation (1.10)) et on s’attend donc & la méme phénoménologie.
Les champs () décrivent alors un gaz de quasi-particules (quasi-trous), en fonction
que l'on soit au-dessus (en dessous) de 'extrémité du lobe et la transition se produit
avec un changement de densité (voir sections 1.3 et 1.5.2). L’exposant z = 2 et la
dimension critique supérieure est maintenant df = 2. Cela implique que pour les
deux dimensions physiques qui nous intéressent dans ce manuscrit, d = 2 ou d = 3,
nous avons toujours une des deux transitions & sa dimension critique supérieure,
impliquant des corrections logarithmiques.

Signalons enfin qu’il n’y a eu que trés peu d’étude de 'aspect critique du modéle
de Bose-Hubbard [3, 1, 50] et que la grande majorité de sa compréhension provient
du travail fondateur de Fisher et al.. En effet, les approches type développement
en couplage fort reviennent souvent & étudier un probléme avec un nombre fini de
sites (ce qui rend difficile I’étude des fluctuations a grande distance), tandis que le
groupe de renormalisation n’est usuellement utilisable qu’en couplage faible (alors
que le modeéle de Bose-Hubbard est un probléme de couplage fort). Ainsi, le Groupe
de Renormalisation Non-Perturbatif, que nous présentons dans le chapitre qui suit,
est une des seules techniques permettant de montrer ab initio que le modéle de Bose-
Hubbard posséde bien les deux classes d’universalité présentées ci-dessus, comme
nous le verrons au chapitre III.

1.5.4 Modéle de Bose-Hubbard dans la limite diluée

Si la densité D de boson est assez faible (7 = DI? < 1 est le nombre de bosons par
site), le fondamental est toujours superfluide et nous pouvons oublier la physique de
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la transition de Mott. De plus, pour des températures suffisamment basse, T' < t, les
effets du réseau peuvent étre négligés et il est possible de prendre la limite continue
de 'action du modéle de Bose-Hubbard, qui se met sous la forme

S= /dx /Oﬁ dT{w*(x,T) (0. - Zi — e+ 200)) 96, 7) + Ll T)r*}, (1.83)

avec une masse effective m = 1/2t1%, une constante d’interaction gg = UI? et un
potentiel chimique p + 2dt*. Le cut-off ultraviolet A est maintenant d’ordre [~! et
les conditions T < t et DI¢ < 1 deviennent T < A?/2m et D < A% ce qui est
dans cette limite équivalent & u < A%/2m. Nous voyons donc qu’a basse énergie et
dans la limite diluée, un gaz dans un réseau optique se comporte comme un gaz dilué
homogéne, avec une masse effective m et une constante d’interaction effective gg4.
Pour s’assurer que notre modéle effectif reproduit bien la bonne physique de basse
énergie, nous devons choisir A de sorte que nous ayons la méme longueur de diffusion

que celle du modéle de Bose-Hubbard, qui est (voir calcul détaillé en [65])Y
l 1
S~ d=3
8nt/U+ A ( )
ag =4 | —Art/U—C (1.84)
L -2

2v2

ot A ~ 0.1265. Nous prenons donc, en comparant avec les équations (1.8) et (1.14),

472 A
(d = 3)7
A= ! (1.85)
4\l/§ (d=2)

x. On utilise pour cela @(x) = 17%2p,, avec x = Ir, ainsi que > = 1= fddx dans la limite
I — 0. Notons que tq = —2dt + t1*q> dans la limite |q| < 7.

y. Cette longueur de diffusion est celle des bosons dans le réseau et non la vraie longueur de
diffusion des atomes ag, bien qu’elle n’en soit pas indépendante, U dépendant explicitement de as.






Chapitre 11

Le groupe de renormalisation
non-perturbatif

The fundamental laws necessary for the
mathematical treatment of a large part of
physics and the whole of chemistry are thus
completely known, and the difficulty lies only
in the fact that application of these laws leads
to equations that are too complex to be solved.

P. A. Dirac

Nous présentons dans ce chapitre le groupe de renormalisation et en particulier
son implémentation non-perturbative formulée par Wetterich. Nous discutons les
différentes approximations possibles et leurs implications. Nous décrivons enfin une
formulation récente et particuliérement adaptée pour le traitement de systémes sur
réseau. L’exemple du modéle de type Ising classique (théorie des champs avec une
symétrie Zsg), la généralisation au cas quantique étant immédiate. Les notations sont
données en annexe A et nous travaillerons avec un systéme & d dimensions d’espace.

2.1 Principes du groupe de renormalisation a la Wilson

A partir de la seconde moitié des années 60, I'idée de théories effectives permet-
tant de décrire la physique & grande distance, aprés élimination des fluctuations a
courte distance, prend son essor avec la décimation de blocs de spins & la Kadanoff
[66]. Wilson formalise ensuite I'idée de Groupe de Renormalisation (RG) [67, 6], ce
qui lui permet d’expliquer de maniére élégante les lois d’échelle rencontrées dans les
phénoménes critiques. L’année suivante, Fisher et Wilson expose une technique per-
mettant de controler les approximations faites lors d’un calcul de RG, par exemple
d’exposants critiques, grace au fameux développement en € = 4 — d [69]. Nous ex-
posons rapidement les idées du groupe de renormalisation, en s’inspirant de la revue
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de Wilson et Kogut [70]®.
Le groupe de renormalisation n’est en soit qu’une maniére intelligente de calculer
une trace, c’est-a-dire d’obtenir la fonction de partition Z définie par

7 = / Dy e~ Hlp A, (2.1)

ol ¢(x) est un champ fluctuant (représentant par exemple la magnétisation locale
moyenne au point x et choisi par simplicité comme étant un scalaire), H est un hamil-
tonien (nous avons absorbé la température apparaissant dans le poids de Boltzmann
dans les paramétres { K'} de H). Un hamiltonien a symétrie Zs a la Landau-Ginzburg
sera typiquement de la forme

x))? r U
Hp, K| = /dx{(Vgoé)) + Eoga(x)2 + 4(!)<p(x)4}. (2.2)

Nous voyons que ’ensemble des paramétres { K} caractérisant ’hamiltonien (aussi
appelés constantes de couplage) sont ici aux nombres de deux, g et ug”. En champ
moyen, c’est-a-dire en négligeant les fluctuations autour de la configuration mini-
misant H, p(x) = ¢p, le systéme change de phase en 79 = 0, passant d’une phase

symétrique g = 0 si 79 > 0 & une phase brisant spontanément la symétrie Zo si

L’étude de la transition de phase équivaut alors a travailler a rop = 0 et ’étape
naturelle suivante serait de développer l’exponentielle dans ’équation (2.1) en puis-
sance de ug et de calculer les différentes quantités d’intérét en perturbation. Cela
est néanmoins impossible, la théorie de perturbation étant mal définie, du fait de la
présence de divergences infrarouges dans le développement en boucle pour d < 4. En
particulier, le critére de Ginzburg L | précise que la théorie de perturbation n’a de

ro < 0, avec g = £

sens que pour 7o grand devant u; * lorsque d < 4. Pour formuler cela autrement,
remarquons que ug a la dimension d’une longueur & la puissance d — 4 (ce que nous

notons par [ug] = 4—d), tandis que [rg] = 2. En champ moyen, on identifie £ o< 7 1/2
1

comme étant la longueur de corrélation ¢, tandis g ué’lﬁ est la longueur de Ginz-

burg. Le critére de Ginzburg est maintenant & < £g. Le régime critique, dans lequel
les fluctuations a longue portée gouvernent la physique (et la transition de phase),
est déterminé par & > £ 9. Ce probléme de divergences infrarouges peut encore étre
reformulé en disant que les corrections de self-energy des modes ¢(p) d’impulsion

a. Pour une introduction aux phénoménes critiques et au groupe de renormalisation, voir le trés
bon livre de Goldenfeld [71].

b. Le coeflicient du gradient est choisi par convention (i.e. par normalisation des champs) comme
étant égal a %

c. C’est immédiat ici, mais cela demande plus de précaution dans la phase ordonnée, s’il y a
brisure de symétrie continue, voir par exemple [30].

d. Dans la phase ordonnée, et dans le cas de brisure spontanée d’une symétrie continue, £ s’iden-
tifie & la longueur de Josephson &; signalant le départ du régime critique pour des longueurs plus
grandes que &7 et 'entrée dans un régime dominé par les modes de Goldstone.
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Ip| < pg = Eal sont non-perturbatives, dans le sens que la self-energy ne peut étre
calculée en puissance de ug, tandis que le traitement perturbatif de ug est possible
pour |p| > pg ©. Nous voyons donc que faire la trace de exp(—H) sur tous les modes
en développant en puissance de ug est une mauvaise idée en dimension inférieure ou
égale a quatre.

Wilson propose d’intégrer en premier les modes rapides (grandes impulsions,
petites distances), qui ne contribuent finalement qu’assez peu a la physique de la
transition de phase et de regarder ce que cela apporte comme modification sur la
physique des modes lents (basses impulsions, grandes distances). Il est important
de se rappeler que H est déja un hamiltonien effectif décrivant la physique de la
transition de phase. En particulier, cela signifie que notre modéle n’est valable que
pour des distances grandes devant A~!, ott A est un cut-off ultraviolet. L’impulsion
des modes ¢(p) est donc comprise qu’entre 0 et A et nous signalons maintenant ce
fait en notant la dépendance de 'Hamiltonien en A : H[¢,{K}| — Hx[p, {Kr}].
Le schéma wilsonien du groupe de renormalisation consiste & séparer les modes du
champ en parties rapide et lente, i.e.

p(p) = ¢~ (p) +»=(p), (2.3)
ou par définition
<.y JpP) st |p|SEk,
v~ (p) = { 0 sinon. (24)

Ici, k est une échelle d’impulsion a priori quelconque. La fonction de partition est
indépendante de la fagon dont nous intégrons les modes

7 / Do e~ Hale K}
— /D¢>Dtp< e~ Hale™+e7 LKA} (2.5)

_ / Dp< e~ Hle= LK),

ot e Hele™ AR = [ D> e~ Hale™+¢7 AKA} définit 'hamiltonien effectif des modes
lents Hy[p<,{K}}], donc le cut-off est maintenant k. Nous avons indiqué explicite-
ment que les constantes de couplage { Ky} dépendent a priori de I'échelle k jusqu’a
laquelle nous avons intégré les modes. En particulier, méme si nous n’avions que deux
constantes rg et ug pour k = A, U'intégration des modes rapides générera toutes les
constantes de couplage autorisées par les symétries du probléme. Enfin, en regardant
I’évolution H entre k et k + dk, il est possible de générer des équations de flot pour
les constantes de couplages K

kop Ky = B({K+}), (2.6)

e. Remarquons que nous avons rencontré le méme type de probléme pour les systémes bosoniques
au chapitre précédent.
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définissant ainsi les fonctions 8. Notons enfin que pour trouver des points fixes { K*}
tels que S({K*}) = 0, il est nécessaire de redéfinir les champs et les impulsions lors
de l'intégration des modes, de sorte que k soit ramené a sa valeur initiale A et que
le terme en gradient conserve un facteur % Si les constantes de couplage s’annulent
quand nous intégrons les modes rapides (& terme cinétique constant), elles sont qua-
lifices d’irrelevantes par rapport au point fixe gaussien (i.e. non pertinentes pour la
physique de basse énergie, qui sera champ moyen) tandis que si elles atteignent des
valeurs finies (ou divergent), la physique est non-triviale (i.e. non-gaussienne) et trés
différente du champ moyen.

Si le flot de RG améne le systéme & un point fixe, cela implique une invariance
d’échelle, c’est-a-dire que la longueur de corrélation du systéme est infinie : c’est
le point critique d’une transition de phase du second ordre’. La température du
systéme (entrant dans I'hamiltonien par exemple sous la forme ro oc T'— Tp, avec Tp
la température critique en champ moyen) est un parameétre pertinent : pour étre au
point critique, il faut ajuster finement la température du systéme a sa température
critique T, (avec T, la vrai température critique, i.e. incluant des corrections a Ty
du fait des fluctuations). Si ce n’est pas le cas, le systéme est dans une des phases
(ordonnée ou désordonnée) et posséde une longueur de corrélation finie (c’est-a-dire
que la physique a basse énergie n’est pas controlée par le point fixe de la transition).
Les valeurs de point fixe des constantes de couplage sont indépendantes des conditions
initiales du flot (c’est-a-dire des parameétres microscopiques de I'hamiltonien comme
up), ce qui explique 'universalité observée dans les transitions du deuxiéme ordre :
tous les systémes dont la transition est décrite par un méme point fixe possédent la
méme physique au voisinage de la transition de phase. Dans la majorité des cas, le
point fixe est déterminé par la dimension de ’espace et les symétries du paramétre
d’ordre. Enfin, le comportement du flot & proximité du point fixe permet d’extraire
les exposants critiques.

D’autres implémentations des idées de Wilson pour intégrer les modes rapides
et calculer I’hamiltonien effectif des modes lents ont été proposées par Wegner et
Houghton [73] ainsi que Polchinski [71], qui a été capable de prouver avec cette mé-
thode que la théorie p* est renormalisable (au sens de la théorie des champs) en
dimension quatre. Ce sont des formulations fonctionnelles du groupe de renormali-
sation (i.e. plus générales que ce que nous avons exposé plus haut) et donc a priori
assez puissantes. On écrit une équation de RG directement pour 'hamiltonien des
modes lent Hy[p] et non pour les constantes de couplages, ce qui permet de garder
une dépendance arbitraire dans les champs. L’implémentation se fait en modifiant le
terme cinétique via I'introduction d’un régulateur infrarouge. Il a été remarqué que
les résultats obtenus sont néanmoins difficilement contrélables (i.e. dépendent de fa-
gon trop séveére du régulateur infrarouge), ce qui a entrainé leur abandon de fagon
plus ou moins effective. L’implémentation du RG a la Wetterich, qui sera décrite de
maniére approfondie dans le reste de ce chapitre, est elle beaucoup moins sensible &

f. L’autre possibilité, moins intéressante pour notre discussion, est que la longueur de corrélation
est nulle.
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ces problémes et est donc la meilleure fagon de faire du groupe de renormalisation
fonctionnel (bien que la méthode de Polchinski soit préférée pour donner des preuves
formelles aux propriétés de flots du groupe de renormalisation)

2.2 Le groupe de renormalisation non-perturbatif : concepts

Le groupe de renormalisation fonctionnel a connu un renouveau a partir du dé-
but des années 90, sous l'impulsion des travaux de Wetterich |75, 76, 77, 78|, publiés
dans la méme période que ceux de Ellwanger [79] et Morris [0, 81, 82]. Nous appel-
lerons cette version du groupe de renormalisation Groupe de Renormalisation Non
Perturbatif (NPRG). Il faut aussi noter les travaux, trés proches au niveau des idées,
de Parola et Reatto |33, 84, 85, 86, 87], publiés quelques années plus tot, qui visent
surtout & des applications en physique des liquides. Une trés bonne introduction au
NPRG (ainsi qu’a ses relations avec le groupe de renormalisation perturbatif) est

donné en [33]. Cette formulation, que nous détaillerons juste aprés, a été appliquée
a un trés grand nombre de sujets [39], allant de la gravité quantique [90]| a la phy-
sique hors d’équilibre [91, 92], en passant par les systémes désordonnés |93, 91| ou

les atomes froids [95, 96, 97, 98, 99, 40, 11, , |.

L’idée est toujours celle de Wilson mais c’est son implémentation qui change. La
ot Wilson et Polchinski renormalisaient I’action (ou I’hamiltonien) apparaissant dans
I'intégrale fonctionnelle, le but est maintenant d’écrire une équation différentielle
pour l'action effective moyenne I'j, (énergie libre de Gibbs, donnant accés a toutes
les fonctions de corrélation) définie comme une transformée de Legendre (légérement
modifiée, voir plus bas) du logarithme de la fonction de partition

ZilJ] = /Dgp e SleltTo—ASkle] (2.7)

ot J est une source externe et S est 'action du probléme (voir par exemple ’hamil-
tonien de ’équation (2.2))¢.

Pour réaliser l'intégration des modes rapides tout en bloquant celle des modes
lents, nous avons ajouté un terme de régulateur a ’action

1
A8\l = 50+ R, (28)

dépendant explicitement d’un paramétre d’échelle k, ayant la dimension d’une impul-
sion. Cette impulsion caractéristique sépare les champs rapides (¢(q) tel que |q| 2 k)
des champs lents (¢(q) tel que |q| < k).

Pour jouer son role, le régulateur infrarouge Ry (q) doit remplir plusieurs condi-
tions. Premiérement, il doit tendre vers zéro pour des impulsions trés grandes devant

g. Voir notations en annexe A.
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k q]

FIGURE 2.1 — Forme typique du régulateur infrarouge a k fini.

k et avoir une valeur finie pour |q| < k. ASk[p] étant quadratique en champ, le
choix

pour ¢ < k, permet d’interpréter R(q) comme un régulateur infrarouge, c’est-a-dire
qu’il empéche les fluctuations a grande distance (via l'introduction d’une longueur
de corrélation artificielle de I'ordre de k~!). Avec une terminologie de théorie des
champs, en modifiant l'action avec ASk, nous ajoutons donc artificiellement une
“masse” d’ordre k? aux modes lents, réduisant leurs contributions a l'intégrale fonc-
tionnelle, tandis les champs rapides ne sont pas affectés et sont ainsi intégrés norma-
lement, comme dans le schéma wilsonien. Notons que nous avons le choix de la forme
du régulateur, qui peut étre une fonction douce (voir figure 2.1) ou dure (comme dans
le schéma Wilsonien orginal).

Pour k£ — 0, nous voulons retrouver la fonction de partition du modéle original
(tous les modes ont été intégrés), ce qui implique Ri(q) — 0 dans cette limite. La
forme typique du régulateur en fonction de q et k est donnée en figure 2.1. En faisant
varier I’échelle k, nous allons pouvoir écrire une équation différentielle pour Zj, (et
ainsi pour I'y).

Reste le probléme de la condition initiale & k = A, c’est-a-dire qu'il faut que nous
soyons capables de calculer exactement la fonction de partition, en source quelconque,
al’échelle k = A. Le choix de cette condition initiale est ce qui fait la grande différence
entre le NPRG usuel, que nous allons discuter tout de suite, et le NPRG sur réseau,
dont les spécificités seront abordées a la section 2.4.

En choisissant Ry, 4 (q) — o0, tous les modes prennent une masse infinie et sont
gelés. Le calcul de la fonction de partition est immédiat grace & une approximation
de point selle et nous trouvons

ZA[J] = e ST e=ASale] (2.10)

Il est plus intéressant de travailler avec la transformée de Legendre de Zp. Nous
définissons ’action effective moyenne par

Li[¢] = J - ¢ —In Z,[J] — ASk[9], (2.11)
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ou ¢(z) = (p(x)) = dIn Zk[J]|/0J(x) est le paramétre d’ordre. La transformée de
Legendre est légérement modifiée, principalement pour que I'y[¢] = S[¢], de sorte
que le terme infini ASy[¢] disparaisse et que la condition initiale soit le (vrai) champ
moyen. Dans la limite k& — 0, nous avons bien I'y—o = T, ou I'[¢] est I’action effective
du probléeme d’origine. Il est facile d’écrire une équation exacte pour ’action effective
moyenne, que nous appellerons équation de Wetterich [76]

OuLulo] = 5 [ AuRu(a)Gilas ol (212)
q
oll nous avons noté
Gelas 6] = [PPla, ~a:6] + Rela)] (213)

et F,(f) [@, —q; @] = °Tk[B]/0p—_qdq est le vertex a deux points™. Il faut noter que
c’est le vrai propagateur (i.e. celui associé a la vraie transformée de Legendre de
In Zx) qui apparait dans I’équation de flot. L’équation de Wetterich peut aussi se
réécrire sous la forme

OuTelo] = 5k [ [17la ~ai 0] + Fula)]. (2.14)
q

ol nous avons utilisé I'opérateur 9y, = 9 Ry, (4)Or, -
En prenant des dérivées fonctionnelles de I’équation de flot de I par rapport a n
champs et en notant les fonctions de vertex & n points

(n) 6"k (4]
r’la, s qn; ¢ = ——m———, 2.15
k [ 1 (ZS] 6¢—q1'~5¢—qn ( )
il est possible d’obtenir pour celles-ci une hiérarchie d’équations
1~
o ip:0] = 30 | GularolrYlap. ~aiol
1
8k:]:‘IE:Z) [plv P2; ¢ 2ak/ Gk q» F( )[pl’ P2,9, —q; ¢]
(2.16)
- 2ak/Gk @ A0 [p1, 4, —q; ]Gila; ST [p2, a, —; ¢

Nous voyons que cette hiérarchie n’est pas fermée, I’équation de flot du vertex a n
points faisant intervenir les vertex a n + 1 et n + 2 points.

h. Fg) [a,q’; @] est aussi une fonctionnelle du champ ¢, comme les crochets | | le montre. En
champ ¢ constant, nous utiliserons des parenthéses ( ) pour dénoter la dépendance en impulsion

et en champ, par exemple F,(f)(q, d;9) = Fg) [q,qd; 9] . Dans ce cas, les impulsions sont
¢p=const

conservées dans les fonctions de vertex : F,&Q)(q, d;9) = 6q,,q/1"§€2>(q, —q; ¢), etc.
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L’intérét des équations (2.12) et (2.16) n’est pas tant qu’elles soient exactes (il est
facile d’écrire un grand nombre d’équations exactes inutiles ou insolubles), mais qu’il
est possible de faire des approximations non-perturbatives par rapport aux constantes
de couplage, comme nous allons le discuter dans la section suivante. Il est toutefois
intéressant de noter que le simple remplacement FS) [a, —q;¢] = SP[q,—q;¢] =
625[¢]/0¢—q0pq dans le membre de droite de (2.14) redonne un calcul & une boucle.
L’équation étant exacte, il est bien entendu possible (au moins en principe) de s’en
servir pour faire des calculs perturbatifs a des ordres plus élevés.

2.3 Approximations de I’équation de Wetterich

Il existe deux principaux schémas d’approximation des équations de flot du
NPRG. Le premier consiste & proposer un ansatz pour 'action effective moyenne,
organisé autour d’'un développement en dérivées. C’est 'approximation la plus cou-
ramment utilisée et elle sera décrite en section 2.3.1. L’autre cherche a refermer
la hiérarchie d’équations de flot (2.16) d’une fagon ou d’une autre. Par exemple le
développement en vertex a un ordre n donné (communément n = 4) revient a po-
ser F,(CnJrl) = F,(Cn+2) = (0. Une autre méthode proposée par Blaizot, Méndez-Galain
et Wschebor (BMW), développée depuis 2006 et trés prometteuse, sera décrite en
section 2.3.2. Elle sera & la base de notre travail discuté au chapitre I11.

Nous tenons a souligner que jusqu’a maintenant, nous n’avons pas donné une
forme précise au régulateur infrarouge Rj. Bien entendu, si nous savions résoudre
I’équation de Wetterich exactement, n’importe quelle fonction respectant les quelques
recommandations données plus haut donnerait le bon résultat. Dés qu’'une approxi-
mation est faite, les résultats obtenus dépendent explicitement du régulateur. Nous
nous attendons par contre a ce que cette dépendance soit plus faible quand les ap-
proximations faites deviennent meilleures.

Pour illustrer cette idée, prenons une famille de régulateurs caractérisée par un
paramétre o (par exemple Ri(q;a) = a(k? — q2)0(k% — q?), ou 0 est la fonction
de Heaviside). La dépendance typique d’une quantité physique 7 calculée grace au
NPRG (par exemple un exposant critique) en fonction de « est montrée en figure
2.2. Nous remarquons que n posséde une dépendance artificielle en «. Le principe de
sensibilité minimum (PMS) stipule que la valeur optimale de o doit étre un extremum
de 1. En effet, si nous n’avions pas fait d’approximations, 7 serait indépendant de
a. Les points ou la dépendance est minimum étant les maxima ou les minima, il est
raisonnable de choisir un extremum de 7 comme étant meilleur’. La variation des
valeurs optimales de 1 en fonction de l'ordre d’approximation ou de la famille de
régulateurs choisie a de bonnes chances de donner l'erreur typique du résultat (voir
par exemple [103] pour une étude des PMS pour le modeéle O(N)). Ces considérations

i. Bien entendu, on s’attend & ce que les valeurs optimales de a pour différentes quantités
physiques soient les mémes, ou au moins proches. Pour choisir le meilleur extremum, il faut invoquer
le principe de convergence rapide. Entre deux ordres successifs d’approximation n et n + 1, il faut
choisir ’extremum de ’ordre n 4+ 1 le plus prés de la valeur optimale & I'ordre n.
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FIGURE 2.2 — Variation typique d’une quantité physique (ici I’exposant
critique 7) en fonction du parameétre o caractérisant une famille de ré-
gulateur (voir texte). Figure tirée de [102].

sont valables pour toutes les approximations que nous allons présenter ci-dessous,
ainsi que pour les calculs perturbatifs tels que les développements en e (ou « est
cette fois un parameétre de ressomation des séries asymptotiques).

Il existe d’autres moyens de quantifier la qualité d’un résultat obtenu grace au
NPRG. L’¢étude de cas limites, tels que les développements en grand N (avec N le
nombre de composantes du champ) ou en ¢ = 4 —d et € = d — 2 ont permis de
montrer la validité du développement en dérivées et de 'approximation BMW. Il
est aussi possible de tester la convergence d’un résultat en poussant les ordres de
I'approximation (développement en champs, en dérivées, etc.).

2.3.1 Développement en dérivées

En général, le groupe de renormalisation a pour but I’étude des phénoménes &
grande distance, ou de maniére équivalente & petite impulsion, de par le principe
méme du “coarse-graining”. Les quantités physiques les plus intéressantes sont sou-
vent celles qui sont uniformes (i.e. p = 0, comme une magnétisation) ou les fonctions
de corrélation a grande distance (|p| < A™1). Dans ce cas, il est possible de postuler
un ansatz pour I' ne prenant en compte que les termes les plus bas en dérivées (en
impulsions). L’ordre zéro de ce développement est 'approximation du potentiel local
(LPA)

TEPA[¢] = /dx {(W;X)) + Uk(qﬁ(x))} (2.17)
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FIGURE 2.3 — Potentiel effectif U (¢) en fonction de ¢ (en unités arbi-
traires) pour différentes valeurs de k. Pour k = A, le potentiel prend la
forme typique champ moyen en double puits (courbe la plus basse). Au
cours du flot, la partie centrale de Uy (¢) “s’aplatit” au fur et & mesure
que k diminue (courbes de bas en haut), jusqu’a étre convexe en k = 0
(courbe rouge). Figure tirée de [104].

olt Ui(¢) est le potentiel effectif moyen (Uy(¢) = +I'k[¢] . , V est le volume du
—=const
systéme)/. Ici, la quantité qui varie est la fonction Uy, dont 1’équation de flot est
1 8kRk(q)
OUx(¢) = = : 9.18
0= [ e < 07 219

qui peut se résoudre numériquement et donne déja des résultats non triviaux. En
particulier, cette équation implique la convexité du potentiel effectif dans la phase
brisée, qui est une de ses propriétés principales mais difficile & obtenir dans la plupart
des approches ¥. Cela implique aussi que pour k — 0, les dérivées du potentiel effectif
moyen deviennent de plus en plus difficiles a calculer numériquement. Nous montrons
en figure 2.3 le flot du potentiel effectif Ug(¢) dans la phase ordonnée. Au bout
d’un certain temps, les minima du potentiel effectif, situés en ¢ = +¢q, ne bougent
plus (ainsi que la partie extérieure du potentiel, |¢| > |po|), tandis que la partie
intérieure (|¢| < |po|) s’aplatit pour satisfaire la convexité & k = 0. Pour éviter ce
colit numérique, mais en sacrifiant la convexité, il est souvent plus facile de faire

j- Il faut bien entendu garder au moins un terme en dérivée pour ne pas se retrouver avec
une approximation n’ayant aucun sens, ’absence de dérivée entrainant ’absence de couplage entre
points de ’espace voisins.

k. Le potentiel effectif a I’échelle k = 0 étant une (vraie) transformée de Legendre, il doit étre
convexe. En phase brisée, le minimum de U se trouve en une valeur non nulle du champ ¢o, ce qui
implique que U(¢) est une fonction constante pour |@| < ¢o et croissante pour |¢| > ¢o.
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un développement en champ du potentiel effectif autour de son minimum ¢, (ici &
Iordre ¢*)

A .
Uo,i, + 2 (¢* — ¢%,k)2 si ¢or >0,

2.19
Ui+ 5§07+ 30" si dor=0, =1

Ur(¢) = {

et d’étudier le flot de Up g, ¢k (ou d) et A . Par exemple, I'équation de RG de
Uop,r. en phase brisée est

1 Ik Ri(a)
OUp ) = / 2.20
kY0,k 2 p q2 + Rk (q) + )\kgbak ( )

et montre le coté non-perturbatif du NPRG, le propagateur contenant la constante
de couplage dans son dénominateur. L’équation de flot correspond ainsi & une re-
sommation d’un nombre infini de termes en puissance de \g.

Une limitation de la LPA est I’absence de dimension anormale 7 lors de I’étude
des phénomeénes critiques (Fi(f:)o (p, —P; $0) o |p|>~" au point critique). Il est possible
d’en tenir compte a partir de 'ordre deux du développement en dérivées, dont I’ansatz
est

6= [[ax {250 (@o0)? + v (o00) | (2:21)

ot Zp(¢) = Op2 F](f) (p, —p; @) tient lieu de renormalisation du champ. Il reste alors
a calculer numériquement les flots des deux fonctions Uy et Zi. Le développement
en dérivées a été poussé jusqu’a lordre quatre [105] dont les résultats rivalisent
avec les meilleures estimations (simulations Monte Carlo, séries hautes températures,
développements en €, etc.) en ce qui concerne les exposants critiques du modele
d’Ising.

Il existe enfin une approximation intermédiaire entre I'ordre deux et la LPA, par-
fois nommée LPA’, qui consiste a remplacer dans 1’équation (2.21) la fonction de
renormalisation du champ par un nombre : Z;, = Zi(¢1), ot ¢, est la plupart du
temps le minimum ¢qj du potentiel effectif (c’est-a-dire la valeur physique du pa-
ramétre d’ordre). Il est ainsi possible de définir une dimension anormale (dépendant
de Iéchelle k)

ng = —k@k In Zk, (2.22)

qui prend une valeur de point fixe n* a la criticalité (dans ce cas, Zj k*"*).

Le développement en dérivées est un développement en puissance de |p|/k (ou
|p|/m si le systéme posséde un gap m fini) et ne donne en réalité que la valeur
asymptotique des fonctions de corrélation dans la limite |p| — 0. Il est néanmoins
possible d’extraire de I'information & impulsion finie p des FEQO en arrétant les flots
de RG a une échelle k& ~ |p|. En effet, les impulsions externes non nulles dans les

équations de flot (2.16) ont 'effet d’'un gap d’ordre |p| dans les boucles ce qui arréte

1. Nous avons supposé ici que le potentiel Uy () est paire en ¢, comme c’est le cas si action
microscopique S[¢] a la symétrie Zo.
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FIGURE 2.4 — Vertex a deux points & I’échelle £ & la criticalité en fonction
2

de [pl/k, T} (p, & = 0)/(Zxp?(Ip|/k)") = (P* + Sk (P))/(ZeD? ([ /K)").

Nous retrouvons le comportement décrit par 1’équation (2.23) pour

lpl/k < 1 (n=0)et |p|/k>1(n=mn"= 0.052). Figure tirée de

[106].

les flots quand k < |p|. Cela a été montré grace a 'approximation BMW [106], avec
laquelle on observe que dans l'infrarouge et & la criticalité

) B =Zp? x kT p? si |p| <k,
L (p.o = O){ o [p[>~7" si |p| >k, (2.23)

ou 7" = limg_o M est la valeur de la dimension anormale 7 au point critique. Le
cross-over entre ces deux comportements est clairement visible en figure 2.4.

2.3.2 Approximation Blaizot—Méndez-Galain—Wschebor

En 2006, Blaizot, Méndez-Galain et Wschebor (BMW) proposent une nouvelle
fagon de refermer la hiérarchie d’équations (2.16) pour la fonction & 2 points en champ
constant [107, , , , |™. Cette approximation est basée sur plusieurs
observations. i) les équations de flot contiennent toutes un terme Oy Ry(q) dans les
boucles (intégrales sur q) qui coupe les intégrales pour |q| 2 k. ii) De part la présence
d’un terme de régulateur dans ’action, les fonctions de vertex F,(cn) [d1, ..., On; @] sont
des fonctions analytiques des impulsions. iii) Le développement en dérivées de 'action
effective moyenne donne de bons résultats.

L’approximation BMW revient alors a développer les vertex & 3 et 4 points en
fonction de |q|/k dans (2.16) et de n’en garder que 'ordre 0, c¢’est-a-dire & poser

F;(f)(pl,q, —q—p1;¢)=T;(f’)(p1,0, —p1;9), (2.24)
F§q:4) (p17 P2,q9, —q; ¢) = F]E;4) (p17 P2, 07 07 (b)

m. Les équations que ces auteurs dérivent se trouvent aussi dans les travaux antérieurs de Parola
et Reatto mais sans jamais étre réellement exploitées [85, 87].
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ainsi qu’a noter qu’en champ constant

F(n+1)(p17p270 ¢) \/iai )(p17p27¢)7
1 2 (2.25)
(n+2) (n)
I ———T ;).
(p17p270 0 ¢) V8¢2 k (p17p27¢)
L’équation de I‘f) en champ constant devient donc
15 [0°T (p, —pi 0
oL (p, —p; ¢) ==y i 5 ) / Gr(q; ¢)
2 P q
(2.26)

)

ar® (o —p:o)
+ (W) /Gk(q; ?)Gr(p + q; ¢)
q

ot nous rappelons que Gi(q;¢) = [F,(f)(q,—q; o) + Rk(q)} 1. L’approximation
BMW est relativement lourde numériquement, car elle demande de garder la dé-
pendance a la fois en champ et en impulsion (ce qui fait deux variables pour les
systémes isotropes et invariant par translation, mais en demanderait quatre pour
un systéme définit sur un réseau cubique), ce qui fait que la seule application est
pour l'instant le modéle O(N) classique. Les résultats obtenus sont par contre im-
pressionnants. Le calcul des exposants critiques, par exemple, donne de trés bons
résultats, mais c’est la possibilité de calculer les fonctions de corrélation pour toutes
les impulsions et en source non nulle (par exemple en champ magnétique constant
mais fini pour le modeéle d’Ising) qui en fait une méthode promise a un bel avenir.
Il est aussi possible de calculer les fonctions d’échelle universelles (dépendant d’un
vecteur d’onde) [110, 102].

Comme nous 'avons vu dans la section précédente, le développement en dérivées
est en lui-méme une bonne approximation dans un grand nombre de cas. Il est donc
possible de simplifier la résolution des équations BMW en remplagant G (q; ¢) dans
le membre de droite de (2.26) non par sa définition (ce qui rend I’équation de flot de

2 , . : . P .
F/,(g ) auto-cohérente) mais par son approximation calculée grace au développement en
dérivées. Nous n’avons ainsi qu’a résoudre les équations de flot du développement en
dérivées (plus, par exemple, un développement en champ) et a calculer en plus I'évo-

lution de F,(f) (p, —p; ¢). Il est méme possible, pour simplifier encore, de ne calculer
la fonction a deux points que pour une valeur du champ fixe ¢ (le minimum du
potentiel effectif, i.e. la configuration physique du champ). Ces approximations sup-
plémentaires ont été utilisées pour le modele O(N) |1 11] ainsi que pour les systémes
de bosons dilués |10, 11, , | et donnent de trés bons résultats.
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2.4 Le groupe de renormalisation non-perturbatif sur ré-
seau

Lorsqu’on veut calculer des quantités non-universelles, par exemple un diagramme
de phase, il est trés important de garder I'information contenue dans I'ultraviolet (&
courte distance). En effet, des quantités physiques telles que la température critique
ou I’énergie du systéme dépendent fortement de la physique aux échelles microsco-
piques. Dans le cas de modéles définis sur réseau (comme le modéle de Bose-Hubbard
présenté au chapitre I), un nombre fini de paramétres détermine toute la physique
du systéme (I'énergie d’interaction U, le paramétre de saut ¢, le potentiel chimique
u ainsi que le pas du réseau (et son type) et la température dans le cas du modéle
de Bose-Hubbard). Le calcul du diagramme de phase, mais aussi de la valeur du
paramétre d’ordre ou de celle du gap dans la phase désordonnée demande de tenir
compte le plus efficacement possible des informations & ’échelle du réseau. Bien en-
tendu, si la physique dans l'infrarouge est gouvernée par un point fixe, comme lors
d’une transition de phase ou dans une phase superfluide, un grand nombre de ca-
ractéristiques du systéme sont universelles et peuvent étre obtenues avec un modéle
défini dans le continu. Par contre, il est & ce moment-1a obligatoire d’utiliser une
coupure ultraviolet qu’il est difficile de relier & la physique microscopique de maniére
univoque.

Il a été montré récemment qu’il était possible de modifier légérement la for-
mulation du NPRG pour tenir compte d’un réseau [112]. Cela a été développé en
[113], ott un changement de condition initiale de I’action effective moyenne, qui traite
de maniére exacte les fluctuations locales, a permis de calculer des quantités non-
universelles. Cette reformulation du groupe de renormalisation est trés intéressante
quand la physique a ’échelle du réseau (ou locale) est cruciale pour déterminer le
comportement du systéme, comme c’est le cas du modéle de Bose-Hubbard.

Nous allons présenter rapidement dans cette section le principe du NPRG sur
réseau dans le cadre du modéle d’Ising, une étude détaillée est donnée en [113].
L’application aux bosons sur réseau (pour lesquels la physique locale est non triviale),
est le sujet principal de cette thése et sera présentée au chapitre III.

Prenons un systéme de spins d’Ising sur un réseau (hyper-)cubique, défini par la
fonction de partition

Z[h] = Tr el Doty SeSer 200 Srhr7 (2.27)

o Sy est la valeur d’un spin sur le site r (le systéme comporte N sites) et prend les
valeurs +1, > (r,r/) €St UNe somme sur les plus proches voisins et h, est la valeur du
champ magnétique sur le site r. Nous avons absorbé la température dans la constante
de couplage J.

La fagon usuelle de traiter ce probléme est de faire une transformation d’Hubbard-
Stratonovich qui donne une théorie des champs avec pour fonctionnelle génératrice

Z[h] = /Dgoe_ézqﬂpqfqvq—zr(U(S@r)—hrﬂpr)j (2.28)
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oll pq est la transformée de Fourier de ¢y, €¢q = Q[d - Zgzl cos(q;)| est la disper-

sion™ (avec q appartenant & la premiere zone de Brillouin |—,7]%) et U(y) est un
potentiel de la forme In cosh(p) ©. En théorie de perturbation, le potentiel U est déve-
loppé jusqu’a l'ordre ¢ et on prend la limite continue (eq — q2 et |q| < A). Notons
I'introduction d’un cut-off ultraviolet A qui montre bien que nous perdons alors les
informations précises de la physique & I’échelle du réseau. Ces approximations per-
mettent toujours de calculer les exposants critiques de la transition paramagnétique-
ferromagnétique, mais empéchent de calculer la température critique.

L’utilisation du NPRG n’impose pas de faire ces approximations (en particulier,
il n’y a pas besoin de passer a la limite continue). La version usuelle du NPRG
consiste & ajouter a 'action initiale un régulateur de la forme Ry (q) = fx(eq/k?) avec
limg_, A Ri(q) — oo et la seule différence avec un modéle défini dans le continu vient
du fait que l'impulsion appartient & la premiére zone de Brillouin. En particulier,
I'action effective moyenne au début du flot aurait la forme champ moyen (donnée
par I’action microscopique du champ ¢, voir équation (2.28))

F%PRG[QM = % Z —q€qPq + Z U(ér). (2:29)
q r

Nous présentons maintenant une formulation du NPRG sur réseau dont la condition
initiale est différente du champ moyen.

2.4.1 Conditions initiales du NPRG sur réseau

Le NPRG sur réseau se propose de partir d’'une condition initiale locale, i.e. de
sites découplés. Bien entendu, un calcul exact serait indépendant de la condition
initiale. Avec les approximations qu’il est obligatoire de faire, le choix du point de
départ peut étre primordial, en particulier pour les systémes dont la physique est
controlée par les fluctuations locales. Ce sera particuliérement le cas pour le modéle
de Bose-Hubbard. Dans le cas de spins classiques, il peut étre montré que le choix
NPRG ou NPRG sur réseau donne exactement les mémes résultats, du fait de la
trivialité de la physique sur site [113].

Nous choisissons donc un régulateur qui découple les sites & ’échelle £ = AP.
De plus, a grande distance (ou petit k), le réseau ne compte plus et nous voudrions
retrouver les équations du continu, il faut ainsi un régulateur qui ressemble & ceux
du continu dans la limite & — 0. De méme, il est agréable que Ry(q) — k? quand
q < k, de sorte que I’échelle k puisse s’interpréter comme une échelle d’impulsion &

n. Nous prenons le pas du réseau comme unité de longueur.

0. Nous laissons de coté les problémes tels que I'inversion de la relation de dispersion lors de la
transformation de Hubbard-Stratanovich, voir [113].

p. Dans le cadre du NPRG sur réseau, A est une échelle d’impulsion finie (de l'ordre de l'inverse
du pas du réseau) et non une échelle d’énergie trés grande devant toute les autres (comme c’est le
cas habituellement en théorie des champs).
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basse énergie. En particulier, le régulateur
Rk.(q) = Zk(ek — Eq)e(ek — eq) (2.30)
avec le choix €, = k%, A = V4d et Zy = 1 (Z}, sera défini plus loin) remplit ces

conditions9. A k = A, nous avons Ry = €y — €q et la fonction de partition initiale
vaut’

Zp[n] = /DsoeZr@%fwﬁU(@r)hrsﬂr),

(2.31)
- Hrzloc(hr)a
ot Zjoc(hy) est une fonction génératrice locale définie par
Zioc(h) = / dar e (eat )=o), (2.32)

et nous avons changé de variable ¢ — x pour souligner le fait que la fonction de
partition locale est ici une simple fonction, qu’il faut néanmoins évaluer numérique-
ment. Dans le cas des bosons, ce sera encore une fonctionnelle, I'intégrale se faisant
sur des champs variant sur une dimension (le temps imaginaire).

En prenant la définition habituelle de 'action effective moyenne (voir équation
(2.11))®, nous obtenons

FA[¢] = Z Floc(¢r) + %Z Qbfqeq(;sqa (2-33)
r q

ou I'jc est Iaction effective locale définie par

meﬁJW—mzﬂM—%mﬁ. (2.34)
Nous voyons qu’avec le NPRG sur réseau, la condition initiale est 'action effective
locale, que nous avons traitée exactement, a laquelle on a ajouté le couplage inter-site
en champ moyen. L’équation de flot de I'action effective est exactement la méme que
pour les modéles dans le continu. Nous montrons en figure 2.5 la dispersion effective
€q + Ri(q) apparaissant dans la fonction de partition pour différentes valeurs de k.

q. Avec le régulateur donné en (2.30) et le choix A — oo, nous retrouvons la condition initiale
champ moyen du NPRG (voir [113]).

r. Il est facile de différentier la fonction de partition Zi[h] et la renormalisation du champ Zj
grace au contexte.

s. Nous pourrions parfaitement prendre une autre définition de 'action effective moyenne, vu
qu’il n’y a pas de terme infini & soustraire dans le cadre du NPRG sur réseau. Dans le cas traité ici,
il a été montré qu’'une autre définition ne change pas les résultats. Nous discuterons pourquoi il est
préférable de garder la définition habituelle dans le cas des bosons sur réseau au chapitre I11.
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(k= A) (A >Fk>0)
L B et e R
q/m q/m q/m

FIGURE 2.5 — Dispersion effective (ligne rouge) ¢, + Ry(q) pour k = A,
0 <k < Aetk =0 avec le régulateur (2.30). La ligne (tiret) verte
montre la dispersion nue €; = 2(cos ¢ — 1) & une dimension.

2.4.2 Approximations spécifiques au réseau

Il reste maintenant & approximer les équations de flot pour pouvoir les résoudre.
L’approximation BMW (ainsi que les approximations supplémentaires que nous avons
décrites précédemment en section 2.3.2) se généralise directement au réseau, une fois
que les intégrales sur les impulsions sont restreintes a la premiére zone de Brillouin.
Bien entendu, les conditions initiales pour le potentiel et le vertex & deux points se-
ront celles calculées dans la limite locale. Pour le modéle de spin présenté ci-dessus,

cela donne
Uk=2(¢) = T'oc(9),
& o (2.35)
[y 205 0) = €q + Up=a(9),
avec U, = 8;% La méthode BMW n’a pour l'instant jamais été utilisée pour des

systémes sur réseau.

Le développement en dérivées, lui, mérite plus de discussion. En effet, appliqué
comme dans le continu, cela revient a travailler avec le développement & petite impul-
sion de la dispersion, €q ~ q?. Or nous voulons retenir le plus possible la structure
du réseau, les quantités non-universelles en dépendant fortement. Pour cela, nous
prenons comme ansatz pour l'action effective moyenne [112]

Lol = Y- { gr en(-i¥:00) 6 + Uil . (2.30

r

ot ex(q; @) est la dispersion renormalisée et dépendant du champ avec pour condition
initiale €5 (q; ¢) = €q. La renormalisation du champ est définie par (voir équation
(2.21))

ex(q; @)

Zi(¢) = lim ACHD) = lim 5

(2.37)
q—0 €q q—0 q
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et permet d’extraire la dimension anormale de la méme fagon que dans le continu.
Une approximation possible serait de négliger la dépendance en champ de e(q, ¢).

La résolution des équations de flot pour cet ansatz est numériquement lourde,
car elle demande de calculer le flot de la fonction ;(q) pour toutes valeurs de q
appartenant & la premiére zone de Brillouin. Il existe deux fagons de simplifier les
calculs. La premiére consiste a faire un développement en harmoniques circulaires de
e’

L

ex(q) = Z er™ cos(ngy) cos(mgy) cos(lq,) — 1] (2.38)

& un ordre donné, défini par 'entier L. Il suffit alors de projeter ’équation de flot
de i, sur les différentes harmoniques pour calculer les flots des paramétres e};‘lm. On
s'attend & ce que 'harmonique cos(ng;) soit générée pour k ~ n~!1. De plus, le flot est
coupé pour k ~ |q|, ce qui implique que le développement en harmonique n’est valable
que dans la limite L > min(k~!, |q|™!) [112]. Dans la limite & — 0, une troncation
du développement ne peut pas décrire la limite q — 0 et donc permettre de calculer
une dimension anormale. Ne garder que le sous-ensemble 6]1:00 = 6210 = 6201
a ne renormaliser que 'amplitude du spectre nu eq (voir [113]).

Pour remédier a ce probléme, il est possible d’adapter la LPA’ au réseau, ce qui
équivaut a choisir un ansatz pour € de la forme

revient

ex(a) = Zieq (2.39)

ou Zj, est défini par rapport au bas du spectre :

Zk = 8q2F§3) (qa -q; ¢0) (240)

q=0’
et ¢g est généralement donné par le minimum du potentiel effectif moyen". Z; ne doit
pas étre confondu avec la renormalisation de 'amplitude de la dispersion nue. Par
définition, il recoit des contributions de toutes les harmoniques, ce qui permet d’ex-
traire une dimension anormale 1y = —k0Jg In Zi. La définition (2.40) n’est par contre
pas cohérente avec 'ansatz (2.39). Dans la premiére, Zj, est une renormalisation du
champ, tandis que dans la deuxiéme c’est une renormalisation de toute la dispersion.
Il est possible de réconcilier ces deux équations en notant que pour k ~ A, Z}. reste
d’ordre 1, de sorte que I'approximation ex(q) ~ Zyeq, qui n’est valide qu’a petit q,
reste correcte sur toute la zone de Brillouin. Dans la limite £ < A, le régulateur
imposant que |q| < k dans les boucles, nous avons ex(q) ~ Zreq =~ Zrq?, avec Zj
la renormalisation du champ. Nous voyons que e(q) =~ Zieq est 1a aussi une bonne
approximation, justifiant donc la définition (2.40) de Zy pour tout k [112]. Cela se
vérifie en particulier dans les systémes de spins [I13] mais aussi pour les systémes
bosoniques, comme nous le verrons au chapitre suivant.

t. Nous ne donnons ici que le cas tridimensionnel, qui se généralise directement & d dimensions.
u. Bien entendu, il est possible de garder la dépendance de Zj en ¢.



Chapitre 111

Le groupe de renormalisation
appliqué aux superfluides sur
réseau

The important thing in science is not so much to
obtain new facts as to discover new ways of
thinking about them.

Sir W. L. Bragg

La physique du modéle de Bose-Hubbard est bien décrite par les développements
en couplage fort, qui se focalisent par définition sur la physique locale (responsable de
'existence de la phase isolante). En particulier, le champ moyen obtient la transition
de phase entre le superfluide et I'isolant de Mott et la théorie RPA donne une vision
qualitative des mécanismes mis en jeu a la transition (voir discussion section 1.5.2).
Il est par contre difficile de trouver le comportement critique dans ces approches.
Le groupe de renormalisation est capable de saisir la physique de basse énergie dé-
crivant le régime critique, mais ’approche usuelle ne peut étre utilisée ab initio car
perturbative. On est alors restreint & une approche effective, dont les paramétres
sont difficiles & relier a la physique locale, cf. section 1.5.3.

Le groupe de renormalisation non-perturbatif sur réseau est un outil de choix
pour s’attaquer & un probléme de couplage fort présentant une transition de phase.
En choisissant la condition initiale du flot de RG comme étant la limite de sites
découplés, nous pouvons traiter la physique locale exactement. Les équations de flot
permettent ensuite de coupler les sites entre eux avec I'avantage que nous retrouvons
les équations du groupe de renormalisation dans le continu & basse énergie, donnant
I’espoir de bien décrire les transitions de phase, gouvernées par les fluctuations a
grande distance (voir chapitre ITI).

Nous tachons maintenant d’appliquer le NPRG sur réseau au modéle de Bose-
Hubbard, en nous restreignant dans ce chapitre au cas & température nulle. Nous
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montrons que pour un régulateur Ry(q) bien choisi (équation (3.12)), I'action mi-
croscopique S = S + ASy, au début du flot (k = A) est locale®. Cela implique que
I’action effective moyenne au début du flot est égale a ’action effective de la théorie
RPA (voir équation (1.72)). La condition initiale du flot du NPRG est donc quali-
tativement correcte et les fonctions de corrélation ont une dépendance en fréquences
non-triviale (provenant de la structure a deux poles des propagateurs locaux).

Il est toutefois important de noter qu’il n’est pas possible de calculer I'action
effective locale exactement (car I’action microscopique locale est celle d’un systéme
en interaction). Néanmoins, en utilisant la représentation opératorielle de la fonction
de partition locale (et des propagateurs locaux) ", il est possible calculer I’action ef-
fective locale (et ses dérivées) en champ constant. Nous discutons alors en détail les
conditions initiales du RG, en particulier le potentiel effectif Vj et le vertex a deux
points FSXQ) en champ constant (section 3.1.1). Comme nous ne pouvons pas calcu-
ler I'action effective locale pour des champs quelconques, c’est-a-dire dépendant du
temps imaginaire, il est impossible d’écrire un ansatz pour ’action effective moyenne
a k = A. Par contre, en nous rappelant que 'approximation BMW (voir section
2.3) ne fait appelle qu’a Vi et Ff) (en champ constant), nous pouvons écrire des
équations de flot approximées cohérentes avec la condition initiale (section 3.1.4).

Pour montrer la puissance de la méthode, nous calculons ensuite les diagrammes
de phase en dimension deux et trois, résultats en trés bon accord quantitatif avec les
simulations Monte Carlo (voir figure 3.5). Nous montrons également que le NPRG
sur réseau permet de retrouver les deux classes d’universalité de la transition de Mott
et qu’il donne accés aux exposants critiques non-triviaux pour le point multicritique.
Par ailleurs, le régime critique est retrouvé dans notre approche et les quantités
thermodynamiques obéissent aux bonnes lois d’échelle & I'approche de la transition
(section 3.3).

L’annexe D est consacrée a ’étude de la phase superfluide. Nous montrons tout
d’abord comment le NPRG retrouve la physique du gaz de Bose dilué (théorie de Bo-
goliubov), puis nous nous intéressons au comportement infrarouge du flot du groupe
de renormalisation. Nous caractérisons par ailleurs I’évolution des échelles caracté-
ristiques ky, (inverse de la longueur de cicatrisation) et kg (inverse de la longueur de
Ginzburg, voir chapitre I) a 'approche de la transition de Mott. Enfin, nous discutons
les fonctions spectrales en dimension deux et trois.

a. S est action du modeéle de Bose-Hubbard et AS, = ™ - Ri(q) - .
b. Nous utiliserons le fait que

Droe(J*, J) = / Dlgp, "] e~ Stocl w1477 I druo)+d it () _ Tr{e_B(HBH_J*B_JBT) }

ot J et J* sont des sources constantes (voir section 1.5 pour la définition des différents termes).
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3.1 Mise en ceuvre du groupe de renormalisation non-
perturbatif sur réseau

Nous implémentons le groupe de renormalisation non-perturbatif au modéle de
Bose-Hubbard, dont nous rappelons I'action

st = [ ard S (o0 - oty + Sunto]

) (3.1)

— 3 W) + e
(r,r’)

avec 1y (7) un champ complexe dépendant du temps imaginaire 7 € [0, /3], possédant
des conditions aux bords périodiques : 1 (0) = 1, (5). Nous travaillons a température
nulle T = 871 — 0 et ce jusqu’au chapitre IV.

Munis de cette action, nous pouvons implémenter les idées du NPRG développées
en 2.2. Pour cela nous ajoutons a 'action (3.1) un terme dépendant de ’échelle k,
ASg[*, 9] = ¢* - Ry -1 (les notations sont expliquées en annexe A, et Ry, sera expli-
cité plus loin et sera indépendant du temps imaginaire) ainsi qu’un terme de source
J* - +* - J, ol les sources externes sont des fonctions des sites et du temps imagi-
naire J{" (7). Nous introduisons 'action effective moyenne I'y[¢*, ¢] définie comme
la transformée de Legendre modifiée de la fonctionnelle génératrice Zy[J*, J]

Lplo™, 0] = J* - o+ ¢" - J = InZy[J", J] = ASy[67, ¢, (3-2)

ol ¢p(7) = %W = (¢r(7)) est le paramétre d’ordre superfluide. L’évolution de
l'action effective moyenne est donnée par I’équation de Wetterich (2.12)

OTHI6" 6] = Tr {akRk (rf?1e, 01+ R _1}, (33)

ou la trace signifie que nous intégrons sur les impulsions, les fréquences de Mat-
subara ainsi que sur les indices de champs. L’invariance de l'action (3.1) par une
transformation U(1) des champs bosoniques

D (1) = 0y (7) (3.4)

implique un certain nombre de symétrie de l'action effective moyenne (le régulateur
les respectant lui aussi). En particulier, cela implique que le potentiel effectif moyen,
définit par

Vi(¢, ¢) = ﬁf,vrkw, ) (3.5)

en champ ¢ constant, doit étre inchangé lors d’un changement de phase. Cela n’est
possible que s'il ne dépend que de l'invariant n = |¢|? et on le notera Vj(n). De méme,
(2)

la structure tensorielle de I',” respecte des contraintes, qu’il est utile de donner dans
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la base (¢1, ¢2) = V2 (Re, Ime) (n = (43 + ¢3)). Dans cette base, le vertex a deux
points en champ ¢ constant s’écrit de maniére tout a fait générale (¢ = (iw, q))

ng)k(% ¢) = 0ijLap(a;n) + ¢id;Upr(q;n) + el cr(q;n). (3.6)

Ici ¢, j valent 1 ou 2, d; ; est le symbole de Kronecker et ¢;; est le tenseur complétement
antisymétrique avec la convention e = 1. De plus, T et V(n) sont reliés par

62Vk (n)
0¢i0¢;

(Vi(n) = 0Vi(n)/On, etc.) ce qui donne

Ik(a=0:9) = = 5V () + i3 Vi (m), (3.7)

Cak(gn) = Aar(g;n) + Vi(n),
Tpi(g;n) = Aprlg;n) + V' (n), (3.8)
For(g;n) = Ack(g;n),

ot Ay(¢ =0;n) =0 (avec a = A, B, C) par définition.
L’invariance par parité et par renversement du temps implique [11]

Car(g;in) =Tar(—q¢;n) =Tar(q, —iw;n),
I'pi(g;n) =Tpr(—q¢;n) = Tpr(q, —iw;n), (3.9)
Ler(gsn) = —Tor(—g;n) = —Top(q, —iw; n).

Le propagateur G = —Fl(f)_l peut étre écrit en champ constant sous une forme

analogue & (3.6) ou en termes de ses composantes transverses et longitudinales,

Grij(a;¢) = %ka(% n) + <5z‘j — QZ?) Gru(g;n) + €;Gru(gn),  (3.10)
ou
Grulg;n) = —W,
Crolgin) = Tag(y nl));r(;;l;m(q; n)7 (3.11)
Gre(gin) = W’

avec Dy = Fik +2nl'A g + I%,k' Notons que le propagateur apparaissant dans

I'équation de flot (3.3) est défini par —(Fgf) + Ry)~!, qui est le propagateur associé

a la vrai transformée de Legendre, plutét que —I‘,(f)*l.
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3.1.1 Conditions initiales du flot

Nous explicitons maintenant notre régulateur et discutons les conditions initiales
du flot de renormalisation. Nous montrerons que le point de départ du flot de RG
est la limite locale, dans I'esprit de la section 2.4, dans laquelle tous les sites sont
découplés et que 'action effective moyenne a ’échelle k = A est équivalente a la
théorie RPA du modéle de Bose-Hubbard (voir section 1.5.2).

Régulateur et action effective a I’échelle k£ = A

Comme nous 'avons discuté dans le premier chapitre, I'existence méme du réseau
est capitale pour l'apparition de la phase de Mott. Nous avons également vu en
section 1.5.2 qu'une théorie champ moyen du type Bogoliubov, i.e. champ moyen sur
toute ’action, est incapable de trouver la transition de phase, tandis qu’'une théorie
de type RPA, champ moyen sur le terme de saut mais exacte pour la partie locale
de I'action, décrit de maniére qualitative le diagramme de phase du modéle de Bose-
Hubbard. Le NPRG sur réseau est donc la bonne maniére d’implémenter le NPRG
pour décrire au mieux la physique du modéle de Bose-Hubbard. Bien entendu, si nous
étions capables de résoudre exactement 1’équation de flot, la condition initiale, tout
comme le choix du régulateur, ne devrait pas changer le résultat. Mais & partir du
moment ol nous faisons des approximations, parfois brutales, le choix éclairé d’une
approche ou d’une autre est crucial.

Nous choisissons le régulateur suivant

Ri(q) = —Zaxtk*sgn(tq) (1 — yq)0(1 — yq), (3.12)

ot 6 est la fonction de Heaviside et yq = (2dt — |tq|)/tk® (Z 4 sera défini plus loin),
et tq = —2t Ele cos(q;) est la dispersion sur le réseau carré :

/Oﬁ dT{—t > [w;*(T)wr/(T) —I—c.c.}} = /q¢*(q)tq¢(q), (3.13)

(r,r’)

En notant & = A la valeur initiale de k, le choix A = V2d (et Z4 A = 1) implique
que Rp(q) = —tq, et la condition initiale du flot de RG est

Sxr =5+ ASp = Siec, (3.14)

avec

B
Suclv v = 3 [ aruinio. - + Saol ). @19

et la condition initiale du flot du NPRG sur réseau est locale. Comme Ri—o(q) = 0,
nous retrouvons bien l'action du modéle de Bose-Hubbard dans la limite & — 0.
Notons que Ri(q) ne dépend pas du temps imaginaire, de sorte que toutes les fluc-
tuations locales sont intégrées dans la condition initiale. De plus, & longue distance,
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(k=A) (0<k<A) (k=0)
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FIGURE 3.1 — Dispersion effective (nue) ¢, + Ri(q) pour k =A, 0 < k <
A et k = 0 avec le régulateur (3.12). La ligne (tiret) verte montre la
dispersion nue t; = —2tcosq. d = 1 et t est pris comme unité d’énergie.

c’est-a-dire dans la limite £k — 0, les détails microscopiques, comme ’existence d’un
réseau, ne sont plus apparents et nous retrouvons les équations du NPRG dans le
continu, comme cela est discuté en annexe E. Nous montrons en figure 3.1 'action
du régulateur sur le terme de dispersion de I’action microscopique a ’échelle &, c’est-
a~dire tq + Ry (q).

Nous devons maintenant calculer I'action effective moyenne & ’échelle K = A. La
fonction de partition correspondante s’écrit

ZalT*, ) = / DD e T Stocld WI+T w4y (3.16)
Nous avons N sites découplés et la fonctionnelle génératrice devient ©

ZALT* T = 1] ZioclJE, ), (3.17)

ol Zjo est la fonctionnelle génératrice du probléme a un site ayant pour action (3.15).
L’action effective locale est donnée par sa transformée de Legendre

B
Dioc[ér, dr] = / dr[JE(7) e (7) + c.c.] — In Zioe[JF, Ji], (3.18)
0
avec ¢p(T) = %W. L’action effective moyenne a ’échelle A se réécrit, d’apreés

la définition de la transformée de Legendre modifiée (2.11),

TAlg*, ¢l = J*6+¢"-J =Y InZic[Ji, Je] + 6" Ra - ¢,

B
) S / dr 37 (B5(T)ow(r) +cc).  (3.19)

O ()

c. Nous faisons dans les quelques lignes qui suivent un abus de notation pour les fonctionnelles
locales par rapport au reste du manuscrit. Nous notons explicitement 'indice de site des sources
et/ou champs dans les arguments des fonctionnelles “locales”.
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Remarquons que 'action effective moyenne I'y est égale & I'rpa, 'action effective de
la théorie RPA (équation (1.72)), présentée au chapitre I.

Calcul des conditions initiales

Reste le calcul de I'action effective locale. Le probléme & un site est un probléme
compliqué dans la formulation en intégrale fonctionnelle du fait de la présence d’une
interaction quartique dans l’action locale (3.15). En se rappelant que l'opérateur
hamiltonien local en seconde quantification s’écrit

Hige = —pi + %ﬁ(ﬁ —1), (3.20)
nous voyons que le probléme est par contre soluble trivialement dans la base de Fock
nlm) = m|m) avec m entier positif. Nous rappelons en annexe C la physique de ce
modéle.

En présence de sources se couplant a b et BT, la matrice n’est plus diagonale dans
I’espace de Fock et nous devons nous en remettre a une diagonalisation numérique
aprés troncation de I'espace de Hilbert. Nous ne pouvons évaluer numériquement la
fonctionnelle génératrice qu’en source constante, qui devient

Zloc(t]*a J) — Z<n|e—ﬂ [‘Mﬁ—i—%ﬁ(ﬁ—l)_J*E—BT(]] |7’L>, (321)

n

et nous ne pourrons faire que la transformée de Legendre en champ constant, c’est-
a-dire le calcul du potentiel effectif local

Vioc(n) = ;Floc[d)*a QS])

— TG+ T — ;m ZioelJ*, ), (3.22)

p—r00

ou ¢ = (b) = aln?gif][;]*’ﬂ est constant, n = |¢|? et Eg(J*,J) est I'énergie du fon-
damental en présence de sources. Nous montrons en figure 3.2 ¢(J) et Vioe(n) pour
différentes valeurs du potentiel chimique. Le cas ou le fondamental est dégénéré
(quand g est un multiple entier de U) est traité en annexe C.

Il est aussi possible de calculer les fonctions de corrélation en source constante, a
priori avec un nombre de champs arbitraire (1™1*"), en utilisant leurs expressions
en représentation opératorielle (5’“3*") Comme nous n’aurons besoin que du poten-
tiel effectif et du vertex a deux points (voir discussion plus haut), nous ne donnons
que l'expression des fonctions de Green & deux points connectés 4

Galr) = —(T;() (0)), (323)
Gan(7) = —(T:b()b(0)), (3:24)

d. Rappelons que (Bf)) n’est pas forcement nul en présence de sources.
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1.5+
o(J)
1 — u=-02U
c— e =020
0.5 n=05U 4
n=08U
0 L L L L . i . |
0 2 4 6 8 10 0 | 2
J/U n

(a) ¢(J) pour quatre valeurs du potentiel (b) Vioc(n) pour quatre valeurs du potentiel
chimique. J et donc ¢ sont réels. chimique.

FIGURE 3.2 — Potentiel effectif local et moyenne du champ pour diffé-
rentes valeurs du potentiel chimique.

ot les indices n et an sont pour normal et anormal respectivement et T’ est ’opérateur
d’ordonnement dans le temps (imaginaire). En présence de source, il faut diagonaliser
numériquement ’hamiltonien. Nous introduisons la base |«) de valeur propre A, et
dénotons I'état fondamental par |v), d’énergie A\, = Ey. Dans I'espace de Fourier, les
fonctions de corrélation connectées a température nulle s’écrivent

L (v[pla)(elbfly)  (v[bf|o)(alblv)
RSN D DN [ i v vl wies wes vl M)
W
- _ (v]bla)(albly)  (v|bla){alblv)
Gan(iw; J7, J) = ;;ﬂ [iw—i—)\y—)\a - iw—)\y—i—)\a]' (3:26)
A uFAa

En source nulle (i.e. |a) = |m) la base de Fock), nous retrouvons les résultats connus
Noc + 1 _ Nloc

w + w—= Uﬁloc iw + n—= U(ﬁloc - 1)’

Ganloc(iw) = 0, (3.28)

Gn,loc (Zw)

(3.27)

avec Noc le nombre de bosons dans la limite locale : njoe — 1 < /U < fgoe si >0
et Njoe = 0 sinon.

Pour avoir accés au vertex & deux points local en champ constant 1“1(52 (iw; ¢*, b),
il ne nous reste plus qu’a connaitre la relation J (*)(QS, ¢*), par exemple en utilisant
OVioe/O¢ = J*, et & inverser le propagateur. Cela se fait aisément numériquement,

et donne dans la base (¢1, ¢2)

T2 ywin) = —5[Cali) + Ga(—itc) +2Can(is)], (3.29)
) Gan(iw

F1(327B(Zw;n) = —7153)7 (3.30)

() p(iwin) = == [Gnliw) — Gu(—iw)), (3.31)

2D
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ou pour alléger les notations, nous n’avons pas écrit la dépendance en champ (via les
sources) des propagateurs et D = Gy (iw)Gp(—iw) — Gan(iw)?.

Discussion des conditions initiales

Nous avons montré que 'action effective a 1’échelle A est 'action effective RPA

(voir équation (3.19)), ce qui donne, pour le potentiel effectif et pour I‘S\Q)

Va(n) = Viee(n) — 2dtn, (3.32)
F(AQ,)M(W%”) = Fffz,ij(iw;n)wi,jtq. (3.33)

Pour finir nous réécrivons le propagateur inverse a 1’échelle A sous la forme

i

T (iw, qn) = Algoj (iwin) + 8:3Vie(n) + di; Vit (n) + 6 jtq
= Aloc,ij (z’w; 77,) + (520‘//((71) + d)zd)]V/('(n) + 51'7]‘601, (334)

ol Ajge,ij(iw;n) = FS\Q)Z‘]' (lw,q;n) — Ff\zzj (0,q;n) a la méme structure tensorielle que

Fg.) (voir (3.6)) et eq = tq+2dt. Nous faisons ainsi directement ressortir la structure
générale de T donné en (3.6) et (3.8), ce qui nous donne comme conditions initiales
en termes des I'g i, I'p i et Ty

Lan(g;n) = Alge,a(iw;n) 4+ eq + Vi (n),
Ipa(g;n) = Ajge,p(iw;n) + Vi (n), (3.35)
Fea(g;n) = Aie,c(qin),

montrant bien le traitement exact des fluctuations locales, mais champ moyen des
fluctuations spatiales. Nous voyons ici la grande différence entre le NPRG sur réseau
et 'approche standard. Du fait de 'intégration des fluctuations locales, les conditions
initiales du flot sont non-triviales par rapport au champ moyen, car fonctionnelles
et correspondent & la resommation d’un nombre infini de diagrammes. L’approche
standard nous aurait fait partir des conditions champ moyen, c’est-a-dire la théo-
rie de Bogoliubov, voir tableau II1.1. Nous partons donc de conditions initiales bien
meilleures que le champ moyen et cela nous permettra d’obtenir des résultats com-
parables aux meilleures approches numériques .

Nous montrons en figures 3.3 et 3.4 Ajge a(iw;n) et Ajge ¢ (iw; n) pour différentes
valeurs de 11/U et de n, ainsi que leurs comportements a grande fréquence [11]

1|1m Floc,A(iw; TL) = K- U<'¢1%> + 2U<7,b:7,br>,

|w|—00
2
lim TDoe p(iw;n) = U@, (3.36)
|w] =00 n

| 1|iin Dioc,c(iw;n) = w,
w o

e. Pour cette méme raison, le choix d’un régulateur différent, qui par exemple vaudrait —tq+du,
nous éloignerait trop du “bon” point de départ et pourrait donner des résultats non pertinents.
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Conditions initiales Bogoliubov RPA
Va(n) —(p+ 2dt)n + Yn? Vioc(n) — 2dtn
Can(g;n) €q— (+2dt) + Un | Ajoe,aliw;n) + eq + Vi (n)
I'pa(gin) U Ao, (iw;n) + Vi (n)
INGINCED) w Ajoc,c(iw; n)

TABLE III.1 — Comparaison des conditions initiales du flot entre I'ap-
proche standard (champ moyen, i.e. théorie de Bogoliubov) et le NPRG
sur réseau (RPA).

ot (1) = ¢ et (12) sont pris réels (correspondant & une source J réelle),

(Vsthe) = —Gu(T =07) + ||
— _/OO di’(;n(iw)ewO+ + |¢|%, (3.37)

oo 2T

et

( 3) = —Gan(T=07) + ¢’
— /oo dﬁgan@w)eiwm + ¢2. (3.38)

oo 2m

Ces comportements asymptotiques (3.36) sont atteints pour |w| > U.

Soulignons enfin que la vraie transformée de Legendre est ['jo. pour k& = A puisque
laction Sy = S+ ASy = Sjoc est locale. Le NPRG sur réseau est un développement
autour de la limite locale. Cependant, 'action effective moyenne I'y, est la bonne
quantité a utiliser pour analyser les propriétés physiques du systéme avec ’action S
(sans terme de régulateur). Dans 'y, le terme de régulateur AS) est compensé, en
champ moyen, en soustrayant ASi[¢*, ¢] a la vraie action effective. Il suit que les
quantités physiques a I’échelle k, comme la densité du condensat ng j, sont obtenues
d’aprés 'y plutot que d’aprés la vraie transformée de Legendre.

3.1.2 Invariance de jauge et identités de Ward

L’invariance de l'action S+ ASj dans la transformation de jauge (dépendante du
temps) V¥ — €%y, Y — e %% et 1 — p+i0;a impose d'importantes contraintes
sur 'action effective I'y, & température nulle. Dans la phase superfluide, cela implique
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FIGURE 3.3 — (Color online) T'joe 4 (iw; n) =V}, .(n) en fonction de w pour

différentes valeurs de n. /U = 0.2 (gauche) et u/U = /2 — 1 (droite).

Les lignes pointillées représentent le comportement & haute fréquence,

voir équations (3.36).
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FIGURE 3.4 — (Color online) I'ioc c(iw;n) en fonction de w pour diffé-
rentes valeurs de n. /U = —0.2, 0.2, v/2 — 1 et 0.6 (de gauche a droite
et de haut en bas). A grande fréquence, Dioc,c(iwn;n) = w, (équations

(3.36)).
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que le vertex a deux points satisfait I'identité de Ward [11] (voir annexe B)
d 02V,
= # o (3.39)
0? T4 k(gm0 %) 1 0%V, '
a2t Akl Mok =5 Jha|
Ow? 0 =0 2ng j Op? no.

ou le potentiel effectif Vi (n, 1) est considéré comme une fonction de n et p, la densité
du condensat ng, = ng () étant définie par

o = 0. (3.40)

no,k

Puisque I'équation (3.40) est vraie pour tout u, nous en déduisons la relation

d oV; 0%V, 0%V, d
0= LoVl _ OV * ok (3.41)
du On no.k onou no.k on no.k du
qui sera utilisée plus tard avec (3.39).
Dans la phase de Mott (ngx = 0), I'identité de Ward (3.39) devient
0 0?V;,
4=0 =0 (3.42)
Vo  d*Vor 0
op2  dp2 7
et implique que la compressibilité
dny d*Vo i
=—=— : 3.43
Kk du dMQ ( )
s’annule. 7y, = —dVp 1, /dp est la densité de bosons (le nombre moyen de bosons par

site).

3.1.3 Développement en dérivées et comportement infrarouge
Le comportement a basse énergie du systéme est mieux cerné en considérant

le développement en dérivées du vertex a deux points. Du fait du régulateur (3.12),

F,(f) (¢;m) est une fonction réguliére de g pour ¢ — 0. Profondément dans l'infrarouge,
nous pouvons donc utiliser un développement en dérivées

Tak(g;n) = Zag(n)ta® + Var(n)w? + Vi(n),
Cpr(g;n) = Vi (n), (3.44)
Lor(g;n) = Zop(n)w,
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(V/(n) = 0Vi/0n, etc.) en accord avec les symétries (3.9). Pour la discussion qui
suit, il est pratique de définir

A P
~ On » R T Ton2 ’

10,k 1o,k

Sk (3.45)

avec 0 nul dans la phase superfluide. Si le spectre est gappé, les équations (3.44)
seront toujours valides pour des échelles d’énergies inférieures au gap. Autrement,
leurs validités requicrent |q| < k et |w| S w;, ol w, est la plus petite énergie
d’excitation pour |q| ~ k (voir section 3.1.4).

Phase superfluide

En utilisant (3.40) et (3.41), nous pouvons réécrire les identités de Ward (3.39)
sous la forme

dno k
Zogk(nok) = Mk du’ )
S Lo (3.46)
Ak\N0k) = — ’
R 2ok Op? |,y
tandis que la compressibilité (3.43) s’écrit
Vo i PVor|  dnog
Kk = — —
O nox ondu noy OH
Z2
= 20 Vax + AC’“ (3.47)
k

La raideur superfluide py j, définie comme la rigidité par rapport une variation
de la phase du paramétre d’ordre, se déduit de la partie transverse du vertex a deux

points [41]
Far(g,w=0;n0%) = ;;(’;CqQ (q —0), (3.48)
ce qui donne
sk = 26Z 4 (N0 k) N0 k- (3.49)

Le spectre d’excitation est donné par les zéros du determinant de la matrice 2 x 2
Fl(f) (¢;m0) (aprés continuation analytique iw — w 4 i07),

det Ff) (9) = Tax(q) Car(q) + 2n04T5x(q)] + Tor(g)?
~ 2Xeno 1k (Zaxtd® + Varw?) + (Zogw)? (3.50)
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(toutes les quantités sont définies pour n = ng ) pour |q|, |w| — 0. Cette équation
donne un mode non-gappé (ou mode de Goldstone) w = cx|q| avec une vitesse

. < Zax(nop)t )1/2
Var(nok) + Zek(nor)?/ (2Akno k)

_ <Pk) 2 (3.51)

Kk

qui peut étre exprimée en termes de la compressibilité et de la raideur superfluide |3].
L’existence d’'un mode non-gappé est une conséquence du théoréme de Hugenholtz-
Pines [21] qui, dans notre formalisme, s’exprime sous la forme [11]

k(g = 0;n0%) = Vi(nox) = 0. (3.52)

Les équations (3.49, 3.51) sont identiques a celles obtenues dans les modéles dans
le continu si nous identifions 1/2t avec la masse (effective) m des bosons dans le

potentiel du réseau. D’aprés det F,(f) (q,w +4i07) = 0, nous obtenons aussi un mode
gappé, avec cependant un gap plus grand que w, ~ cgk, et donc au-dela du do-

maine de validité du développement en dérivées (|ql, |w|/crx < k). L'existence de ces

deux modes dans la phase superfluide vient du fait que det I’](f)(q) est d’ordre w?.

Si nous poussions le développement en dérivées a des ordres plus élevés en w? nous
obtiendrions des modes non-physiques supplémentaires. Ceux-ci seraient en dehors
du domaine de validité du développement en dérivées et seraient invisibles dans la

fonction spectrale [10, 101].

Isolant de Mott
Dans la phase de Mott (ng; = 0), I'identité de Ward (3.42) donne

Ao,
Zog = ——F. 3.53
Cok 0 (3.53)

Puisque Ganx(q) = 0, le spectre d’excitation est obtenu & partir de G;i(q) =
—T'ak(q) +iCck(g) = 0 apreés continuation analytique iw — w4+ i07. Nous trouvons
deux modes gappés

Zok 1 2 2 1/2
= — 4+ — |7 4V Z At 1)
w+(q) War ~ 2War (281 + AVar(Zasta® + 6]
ZA ktq2 4
— A+ ’ O(lq"), 3.54
ou
7, 1
Aps = =28 & = (22, +4Vas) ' (3.55)

- 2VA,k QVA’k



Mise en ceuvre du groupe de renormalisation non-perturbatif sur réseau 65

Quand Z¢y # 0, les deux modes ont une dispersion quadratique a petit q. Les
modes wy(q) > 0 et w_(q) < 0 ont des masses effectives positives et négatives,
respectivement. Donc w4 (q) (w-(q)) correspond & une excitation de type particule
(trou). A la transition vers la phase superfluide (6x—¢ — 0), Ag—o + (Ag—o_) s’an-
nule si Zcr—o > 0 (Zck=o < 0), mais le gap d’excitation particule-trou Ay—g =
Ag—0,+ — Ag—o,— reste fini. L’énergie du mode critique w ~ q? étant quadratique en
q, 'exposant dynamique critique vaut z = 2.

Pour Z¢c = 0, le spectre d’excitation possede une symétrie particule-trou

/2
Zaxta® + 6 !
wi(q) =+ ( Vin

=+ (2q® + A2)"?, (3.56)

(3.57)

A la transition (dx—¢ = 0), le gap d’excitation particule-trou 2A;_q s’annule et la
dispersion w(q) = +cp—p|q| devient linéaire, impliquant que l'exposant critique
dynamique prend la valeur z = 1. Cela peut aussi se comprendre comme une consé-
quence directe de l'invariance relativiste du vertex F/(f:)o,i ; [Eq. (3.44)] quand Z¢ =0
s’annule. Le point critique quantique dx—g = 0 coincide alors avec le point critique

du modéle XY en dimension (d + 1)°.

3.1.4 Equations de flot

Comme nous ne savons pas calculer 'action effective a ’échelle A, méme sous une
forme approximée, nous ne pouvons pas utiliser I'approximation la plus courante qui
consiste a écrire un ansatz pour l'action effective (voir section 2.2). (Nous n’avons
accés qu’aux vertex en champ constant.) Nous pouvons néanmoins obtenir des équa-
tions de RG fermées pour le potentiel effectif et les vertex & deux points Fg) (g;n)
en champ constant grace & I'approximation de Blaizot—Méndez-Galain—Wschebor
(BMW), voir section 2.3.2.

L’équation (3.3) donne les équations de flot (nous généralisons I’équation (2.16)
au cas avec fréquences et indices de champ)

AVi(n) = —% /31Rk(Q)[Gk,11(Q;n) + Gree(q;n)] (3.58)

f. Cela sous-entend que V4, ~ Za pour kK — 0, comme cela se confirmera en section 3.3.
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et
8lrl(<3 z)] pa = —= Z ale 4112 q, ) 1(92]7,211 (p, —p, q, —q; (;5)
‘17'51712
1 3 5
—5 Z {F;(c,gizi?) (P, q,—p—q: ¢)F,(€7;i4il (—p,p+q,—q¢)
q,i1-+14

[81Gk 1112( (b)]Gk 1314 (p + q; (b) <p A —p,i A .7)} (359)

(I =1In(k/A)) pour le potentiel effectif et le vertex a deux points en champ ¢ constant.
G = —(F,(f) + Ry) ! est le propagateur. Nous utilisons la notation

[ LSLE

ou les intégrales sur les impulsions sont restreintes & la premiére zone de Brillouin
] —7, 7] L’opérateur o = (01 Ry)OR, agit seulement sur la dépendance en [ du régu-
lateur R. L’approximation BMW est basée sur les deux approximations suivantes :
i) Pour une impulsion q donnée, 'intégrale sur la fréquence interne de (3.59) est
dominée par la région |w| S w, (q) oit w;, (q) est I'énergie d’excitation la plus faible

du propagateur Gj. Puisque la fonction (‘iGij(q;qﬁ) est proportionnelle & 0;Ry(q),
I'intégrale sur I'impulsion interne q dans (3.59) est dominée par les valeurs de |q| de
Iordre, ou plus petite que k. Il suit que le domaine d’intégration dans les boucles
est donné par |w| < w;, ol w; est la valeur typique de w, (q) pour |q| ~ k. Dans
la phase superfluide w, ~ cik (¢ est la vitesse du mode de Goldstone), tandis que
dans la phase de Mott w; est déduit de (3.54, 3.56). ii) A cause du régulateur R(q),
(n)
(q

les vertex I',”(q1 - - - gn) sont des fonctions douces des impulsions et des fréquences
|qi|/k, |wi|/w, < 1. Ces deux propriétés nous permettent de développer les vertex
dans la partie droite de I'égalité (3.59) en puissance de g?/k? et w?/w; 2. A l'ordre
dominant, nous posons simplement ¢ = 0 dans les vertex a trois et quatre points de

2)

I'équation (3.59). Nous obtenons alors une équation fermée pour F,(i,
que [107]

en remarquant

1 0
Fgﬂ( —p,0;9) = \/ta—r‘( ) (p; 9),
1 (9

De plus, les propriétés (i) et (ii) nous permettent de faire un développement en

(3.61)

dérivées de la fonction a deux points I‘](f) [Eq. (3.44)] pour obtenir le Gy utilisé
dans les équations de flot (3.58, 3.59). Puisqu'il est crucial de retenir entiérement la
structure du réseau au début du flot (k ~ A), nous prenons

Tar(g;n) = Zagr(n) eq + Var(n)w? + Vi (n), (3.62)
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qui coincide avec (3.44) pour |q| < A. Comme expliqué en 2.4.2, nous définissons
ZAk(n) comme

1 0

Zay(n) = - lim aTIQFA,k(Q; n), (3.63)

tq
de sorte que Z4 ;(no k) est une renormalisation du champ et non une renormalisation
de 'amplitude du spectre.

Au niveau de la dépendance en impulsions des vertex, notre approximation BMW
(avec le développement en dérivées de Fg) pour obtenir G}) est aussi légitime que
lorignal [107, , 111]. Il est cependant nécessaire de justifier avec plus de précau-
tions I'approximation en ce qui concerne les fréquences. Contrairement a I'intégrale
sur les impulsions, celle sur les fréquences dans (3.59) n’est pas coupée exponentielle-
ment par le régulateur Ry(q). L'intégrant décroit typiquement comme une puissance
de 1/|w| pour |w| > w_(q), de sorte que la contribution des grandes fréquences
est petite mais non négligeable. La raison pour laquelle notre approximation BMW
donne néanmoins de bons résultats peut étre comprise comme suit. Dans la limite de

couplage faible, la dépendance en fréquence des vertex F,(:’) et Fgl) est faible, de sorte

que mettre la fréquence interne w & zéro dans les I‘](:’) et I‘](:l), de méme que 'utili-
sation du développement en dérivées de I’(Q), est justifié. Dans la limite de couplage

fort, les F,(Cg) et Fgl) dépendent des fréquences, mais cette dépendance est controlée
par U dans la limite locale. Puisque U > w_(q), sauf profondément dans la phase
de Mott, ol la RPA est déja une bonne approximation du résultat & k = 0, il est de
nouveau justifié de mettre la fréquence interne & zéro dans les vertex a trois et quatre
points et d’utiliser le développement en dérivées. L’utilisation d’un régulateur Ry(q)
agissant sur les impulsions et sur les fréquences donnerait une meilleure base a notre
approximation BMW, mais un tel régulateur serait incompatible avec une condition
initiale S 4+ ASp = Sjoe, comme le veut le principe méme du NPRG sur réseau ©.

La résolution numérique des équations de flot peut étre encore simplifiée en ap-
proximant Vs x(n) et Zax(n) par Varp = Var(nor) et Zag = Zag(nog). Pour
obtenir une description précise du diagramme de phase, ainsi que le comportement
attendu au point XY, il est néanmoins nécessaire de garder la dépendance en champ
de Z¢ (n) et Vi(n), voir sections 3.2 et 3.3. Loin du point multicritique, et quand la
précision n’est pas le but premier, il est possible d’approximer Z¢ 1, (n) par Zc i (no,k),
et de développer le potentiel effectif autour de son minimum,

A 2 .
Vor + 5 (n—nox)® si nox >0,

3.64
Vo,k + 0kn + )‘—2’“712 si ngr =0, ( )

Vi(n) = {

ol O et Ag sont définis par (3.45). Les équations BMW et leurs différentes approxi-
mations sont données en annexe F.

g. De plus, l'utilisation de ces deux types de régulateur dans le continu et en couplage faible
donne qualitativement les mémes résultats.
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3.2 Premiére application : le diagramme de phase du mo-
déle de Bose-Hubbard

Munis des équations de flot et des conditions initiales, nous pouvons maintenant
nous attaquer a leurs résolutions et leurs implications. Nous commencons par déter-
miner le diagramme de phase du modéle de Bose-Hubbard. Pour une valeur donnée
de t, U et u, nous résolvons les équations de flot jusqu’a un temps de RG maximum de
Pordre de —10, 4.e. kmin ~ v/2d €719, ce qui est suffisant pour la précision voulue. Les
valeurs de ng =g, ;, et de dp—p,, nous permettent de caractériser 1'état fondamental
du systéme. La ligne de transition est quant a elle définie par ngr—¢ = dx—o = 0.
Nous utilisons, pour avoir une bonne précision, Z¢ ;(n) et Vi (n) fonctionnels. Dans
ce cas, le calcul du diagramme de phase prend quelques dizaines de minutes (il faut
quelques minutes si on développe le potentiel effectif et on approxime Z¢ j(n) par
Zc k(no)). La figure 3.5 montre les diagrammes de phase & deux et trois dimensions
sur un réseau hypercubique calculés par le NPRG et comparés aux résultats Monte
Carlo [53, 52] et Théorie de Champ Moyen Dynamique (DMFT) [63]. Nous montrons
également le résultat champ moyen. La figure 3.6 montre les diagrammes de phase
obtenus avec trois approximations différentes : (i) le potentiel effectif est développé
en puissance de n [Eq (3.64)] et la dépendance en champ de Z¢ x(n) est négligée;
(ii) la dépendance en champ de Z¢ i (n) est prise en compte; (iii) la dépendance en
champ de Vj,(n) et Zc (n) est prise en compte. En augmentant le caractére fonction-
nelle de notre analyse (i.e. en allant de (i) & (iii)) nous observons une convergence de
nos résultats, dont nous nous attendons a ce qu’ils s’approchent du résultat exact,
avec une erreur typique, estimée par la différence entre (ii) et (iii), de 'ordre de 3%
au bout du lobe.

min

1 1
0.8 - 081 il
o 6; ] 06l — NPRG |
u . [ — NPRG \“\ | % : | = - QMC ‘ |
v 04l "~ QMC ; | 04F MF i
L MF 7 ] 3 DMFT <4 1
G e
0.2k - 4 02 B
O - | . | . | 0 | 1 n 1 n 1 n
0 0.02 0.04 0.06 0 0.01 0.02 0.03 0.04
t/U t/U
(a) Deux dimensions (b) Trois dimensions

FIGURE 3.5 — Diagramme de phase (a) & deux dimensions, avec com-
paraison au calcul Monte Carlo (QMC)|[53] et champ moyen (MF). (b)
d = 3, avec comparaison aux calculs Monte Carlo (QMC), champ moyen
(MF) et Dynamic Mean Field Theory (DMFT) [52, 63].
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FIGURE 3.6 — Comparaison du diagramme de phase (d = 2) aprés trois
approximations successives : (i) pas de fonctionnel, (ii) Z¢ (n) fonction-
nel, (iii) Zcg(n) et V(n) fonctionnels. L’écart entre les approximations
successives, au voisinage de la pointe du lobe, est de 'ordre de 3.5%.

Une caractéristique importante de l’'isolant de Mott est son incompressibilité
k = 0, qu'on peut déduire des identités de Ward, voir section 3.1.2. L’équation
(3.47) permet de calculer la densité n directement & partir de ng x=o, VA k=0, Zc k=0
et Ag—o en intégrant dn/du. La constante d’intégration est connue puisque que nous
savons que la densité s’annule pour y = —2dt. Cette méthode nous permet de ne pas
calculer la densité a partir de dVj p—o/dpu, ce qui nécessite de résoudre les équations
de flot pour des  voisins et qui est plus sensible aux erreurs numériques . La figure
3.7 montre la densité n en fonction du potentiel chimique p pour différentes valeurs
de t/U a deux dimensions. L’annulation de la compressibilité £ = 0 est clairement
visible dans la phase de Mott. Si nous utilisons la condition 7(u — 2dt) = 0 nous
obtenons 7 = 14 0.03 (2 = 1 £ 0.045) dans le lobe de Mott 7 = 1 & trois (deux)
dimensions. L’erreur est plus prononcée au bout du lobe.

3.3 Les transitions de phase isolant-superfluide

En sections 1.5.3 et 3.1.3, nous avons vu que la classe d’universalité de la tran-
sition isolant-superfluide dépend de la valeur de Zo(n = 0). Nous devons donc
déterminer Zo(n = 0) a la transition. Considérons le paramétre 6(¢, u) = V'(0)
comme une fonction de ¢ et p (en unité de U). Dans l'isolant de Mott, 'identité de
Ward (3.53) devient

Zo = Zo(0) = ——| . (3.65)

Puisque la ligne de transition est définie par 6(¢, ) = 0, Z¢ s’annule au bout du
lobe (u = p.) ou la tangente a la ligne de transition est verticale. De plus, puisque

h. Dans le cas a température finie, nous serons obligés de faire des dérivées numériques, voir
annexe G.
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FIGURE 3.7 — Densité 7 en fonction de p/U pour différentes valeurs de
t/U.

d(t, ) > 0 dans la phase de Mott, Z¢ est positif (négatif) sur la ligne de transition
pour g > pie (< pe). Nous en déduisons qu’au bout du lobe, le point critique coincide
avec le point critique du modéle XY en d + 1 dimensions. L’exposant critique dyna-
mique vaut z = 1, en accord avec la symétrie relativiste de I'action effective quand
Zc =0 (Sec. 3.1.3). Les dimensions critiques supérieure et inférieure sont donc res-
pectivement df = 3 et d; =1 (voir la discussion de la section 1.3). La transition de
Iisolant de Mott vers le superfluide est dirigée par 'annulation du gap d’excitation
particule-trou et la densité est conservée.

Ce point critique est multicritique, vu qu’il faut fixer deux parameétres pour 'at-
teindre (¢ et ). Ailleurs, Z¢ est non nul et 'exposant critique dynamique vaut z = 2.
La transition, qui ne conserve pas la densité, est de type champ moyen pour d > 2,
avec des corrections logarithmiques a la dimension critique supérieure d} = 2. Elle
est de plus trés similaire a la transition vide-superfluide, ce qui nous aménera a for-
muler d’intéressantes analogies entre ces deux transitions au chapitre I'V (voir section
1.5.3).

3.3.1 Point multicritique

Le comportement critique & la pointe du lobe de Mott peut étre compris en
linéarisant les équations de flot. Si nous posons Z¢,(n) = 0, nous retrouvons les
équations de flot du modeéle XY en d+ 1 dimensions (avec un régulateur anisotrope,
voir annexe F.3.1) avec une direction pertinente dans l'espace des parameétres de
I’action effective. Le flot du parameétre correspondant, que nous noterons 7, détermine
I'exposant v. Puisque Z¢ y(n) est toujours au carré dans les équations de flot (sauf
la sienne), il n’entre pas dans les équations de flot linéarisées (sauf la sienne). Donc
Zc k(no) correspond a la seconde direction pertinente, qui est orthogonale (dans
I'espace des paramétres de l'action) a la surface critique.

Le comportement du systéme prés du point multicritique (., p.) est mieux com-
pris en considérant la partie singuliére du potentiel effectif Vi(r, Z¢) (Zc = Zco(no))
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point multicritique transition générique
q qa/k qa/k
. <ZZA;;)”2 (Fi)
n “NVyrZa ka)m k= Zcn
V(i) kT (ZZ:;) Vi) K (FEE) )
ok (Zaker) Lo (Zaxer) Loy

Ak de_l/ (Zager) 22N kN ZopZager) Mg
Zox()  (VarZarer) Y% Zog(n)

> 2
Vak ZA kR 21 Vak

TABLE III.2 — Variables adimensionnées (Zc i = Zo k. (no,k))-

[3]. A petit r et Zc, et d < 3 :
Vs(r, Zc) = s_d_zV( Wy sZ¢)
= [TV (1|7 Zo). (3.66)

Nous anticipons ici que la valeur propre associée & Z¢ est égale & un (voir plus bas).
Vs étant fini et non nul dans la limite r — 0 et Zo — 0, ffs(x) doit étre constant pour
x — 0 et se comporter comme z%+* pour 2 — co. De plus, r et Z¢ sont supposés étre
des fonctions analytiques de t — t. et u — pe, et doivent s’annuler linéairement avec
t — t. quand on s’approche du point multicritique sur un chemin typique, i.e. non
vertical dans le plan (¢/U, u/U). Puisque I'exposant v du modéle XY est inférieur a
un pour tout d+1 > 3, argument de V; dans (3.66) s’annule comme t —t. — 0. Vu
que VS(:E) — const pour x — 0, nous en concluons que Z¢ disparait de la relation
d’échelle (3.66) et le point multicritique ressemble & un point critique XY ordinaire,
comme nous le montrerons explicitement plus bas. Nous donnons en annexe H une
analyse plus poussée des lois d’échelle au point multicritique, en particulier le long
d’une trajectoire paralléle a 'axe des p.

Pour rendre le point fixe explicite quand le systéme est critique, nous utilisons
des variables adimensionnées, définies en table II1.2. Notons qu’il faut un adimen-
sionnement différent dans le cas de la transition générique, I'exposant z n’étant pas
le méme'. Les dimensions anormales sont données par

Nak = =0 InZyy,

(3.67)
nve = —0InVy.

i. Dans le cas du point multicritique, on veut que &2 4 > reste constant (z = 1), tandis que
dans le cas de la transition générique, c’est —i@ + §> qui ne varie pas (z=2).
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La fréquence adimensionnée w (Table I11.2) nous permet de définir un exposant dy-
namique critique (dépendant de 1’échelle k, mais aussi du type d’adimensionnement)
2, = [w] & partir de [Za k] = —nak, [Varl = —nvi, et [©] =0, ce qui donne

NAKk — NVk
—

Ici [X] représente la dimension d’échelle de la variable X (les impulsions ayant la
dimension 1). Au point multicritique, nous nous attendons a avoir ng = ny et z = 1.
I est cependant possible que le régulateur Ry(q), qui ne respecte pas l'invariance
relativiste de 'action effective au point multicritique, modifie le comportement cri-
tique attendu. En posant Z¢ r(n) = 0 dans les équations de flot on trouve (annexe
)

Zm=1- (3.68)

2

Ak
= — A 3.69
v,k = NAk d+2 ( )

Etant donné la faible valeur de la dimension anormale du modéle XY en (d + 1)
dimension (d = 2,3), les résultats n4 = ny et z = 1 sont néanmoins respectés avec
une bonne précision, voir plus bas.

Point multicritique d = 2

Nous commengons par discuter le cas bidimensionnel. Nous trouvons que Z¢(n)
s’annule pour p = 0.382, soit une valeur légérement différente que la position du
bout du lobe, situé & g = 0.387 (nous nous concentrons sur I’étude du lobe . = 1).
Cette petite erreur provient vraisemblablement du fait que l'invariance de jauge
locale, (voir section 3.1.2), qui donne 'identité de Ward (3.65), n’est pas strictement
satisfaite dans notre approche, car violée a la fois par 'approximation BMW et par
le développement en dérivées. D’un autre coté, le fait que le point multicritique se
trouve trés proche de la pointe du lobe montre que la violation est faible et sans
grandes conséquences.

La figure 3.8 montre le flot de RG au point multicritique. Les plateaux de la
densité du condensat 7 . et de la constante de couplage M\ adimensionnées, ainsi que
ceux des dimensions anormales 74 j et 1y, sont caractéristiques d’un comportement
critique. Nous voyons clairement 1’émergence de 'invariance relativiste & mesure que
k décroit : Zc,k(ﬁ07k) ~ k s’annule tandis que 74 1, et 7y, deviennent quasiment égales
(impliquant z; ~ 1). Nous trouvons les exposants critiques v = 0.699, n4 = 0.049,
ny = na(l —na/4) = 0.049 et z = 1.000, & comparer aux meilleures estimations
v =0.671 et n = 0.038 pour le modeéle XY & trois dimensions [114]. Il serait possible
d’améliorer le calcul des exposants critiques en augmentant le caractére fonctionnel
de notre ansatz (i.e. garder V4 r(n) et Z4 1(n) et non les approximer par leurs valeurs
en ngy), ou en poussant le développement en dérivées jusqu’a l'ordre 4. Le but de
notre travail n’est néanmoins pas de calculer ces exposants critiques, mais de montrer
que l'on retrouve bien le comportement critique du modéle XY.

La figure 3.9 montre |Z¢ 1 (7iox)| prés du point multicritique. Il s’annule lors de
Papproche du point multicritique avant de croitre comme |Zc 1 (fig )| ~ 1/k ~ e~
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FIGURE 3.8 — (Haut) Densité du condensat 7y, constante de couplage
Ak et Zo g (fig ;) adimensionnés vs In(A/k) au point multicritique 7 = 1
en d = 2. (Bas) Dimensions anormales 14 ; et 1y en fonction In(A/k).
L’encart montre que I’équation (3.69) est satisfaite pour k& — 0.
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FIGURE 3.9 — (Gauche) In Z¢(figx) en fonction de In(A/k) prés du
point multicritique. (Droite) Dimensions anormales 14 et nv. La fin
des plateaux détermine la longueur de Josephson &; = k:jl. d = 2 dans
les deux cas.
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FIGURE 3.10 — Densité du condensat ng, raideur superfluide ps, com-
pressibilité x et gap de Mott A en fonction de [t — t.| prés du point
multicritique (., ic) [d = 2|. Les croix montrent les comportements don-
nés par les équations (3.70-3.72) avec v ~ 0.699 et n ~ 0.049.

lorsque le flot s’écarte de la surface critique, de sorte que ’exposant critique associé
a qu(ﬁg,k) est égale & un, comme prédit par des arguments d’échelle [3]. Les pla-
teaux des dimensions anormales 14 j et 7y, montrent I'intervalle d’'impulsion durant
lequel le flot est controlé par le point multicritique. La fin des plateaux détermine la
longueur de Josephson &7 = k}l = k=L [115]7, voir figure 3.9.

Nous discutons maintenant le comportement du systéme pour p = p. et t — tj.
La densité du condensat s’annule avec 'exposant critique 25 = v(d + z — 2 + 1),

ng ~ (t — t,)v{d+==2+m, (3.70)

A partir de la dimension d’échelle [p;] = d 4 z — 2 de la raideur superfluide et le fait
que la vitesse du mode de Goldstone ¢ = \/ps/k reste finie a cause de l'invariance
relativiste de l'action effective I'y, dans la limite & — 0, nous avons

[)3 ~ (t _ tc)l/(d-’-Z—Q)’

K (t . tc)u(dJrzfQ)' (371)

Les équations (3.70,3.71) sont en accord avec les résultats obtenus numériquement
avec les équations de flots (figure 3.10). Dans la phase de Mott, nous avons [A] = z
et le gap s’annule comme

A~ (te—t)7* (3.72)

pour ¢t — t_, de nouveau en accord avec les équations de flot (figure 3.10). Les
courbes de la figure 3.10 donnent v ~ 0.696 et 25 = v(1+n) ~ 0.7338, ce qui donne

j- La longueur de Josephson n’est définie que dans la phase basse température. Pour des im-
pulsions &5 > |q| > &' (£c est la longueur de Ginzburg, voir section 2.1), les fonctions de
corrélation sont celles du systéme critique G(q) o |q| =277, tandis que pour |q| < 5;1, les fonctions
de corrélation ne sont plus critiques mais sont dominées par les modes de Goldstone (la fonction de
corrélation transverse se comporte comme G¢(q) o< |g| ™2 et la fonction de corrélation longitudinale
comme G;(q) o< |q|*™* pour un systéme classique [30]).
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1n = 0.053, en trés bon accord avec les exposants déduit & partir des flots de RG, voir
ci-dessus.

Point multicritique a d =3

La dimension critique supérieure étant trois (d + z = 4), la transition au point
multicritique est dans ce cas gouvernée par le point fixe gaussien avec des corrections
logarithmiques dues a la constante de couplage marginalement non pertinente i La
résolution numeérique des équations de flots montre que A\, ~ 1 /| Ink|, Zo k(No) ~
k/|Ink| et nag,nve ~ 1/|Ink[?, tandis que 7igx va vers sa valeur de point fixe 7if;
logarithmiquement (Fig. 3.11)¥. La figure 3.12 montre ps, % et c en fonction de t —t..

3.3.2 Transition générique

Pour tous les points de la ligne de transition différents de I'extrémité du lobe, le
terme Vy i w? est non pertinent par rapport a Zcw. L’exposant critique dynamique
est z = 2 et une analyse dimensionnelle montre que d = 2. La transition est donc
controlée par le point fixe gaussien (avec des corrections logarithmiques pour d = 2)
défini par ng) =M= V* =0'et ny =n¢ =0 ou

nek = —0In Ze g (no ). (3.73)

Les variables adimensionnées & utiliser dans ce cas sont données en table II11.2. Dé-
terminant 1’exposant critique dynamique comme en section 3.3.1, nous trouvons

2 =2— NAk + N0 k- (3.74)

A trois dimensions, la linéarisation des équations de flot autour du point fixe gaussien
donne (voir F.3.2)

4
0o = —3Ngk + 3 2VA
ANk = Ak, (3.75)
OVar =2Vay,

et nax = nc, = 0. Nous en déduisons que 5\k ~ k, f/Ayk ~ k2 au point fixe, en accord
avec la résolution numérique des équations de flot (Fig. 3.13). La figure 3.13 montre

k. Dans le formalisme du NPRG, on peut montrer, en tout cas numériquement et pour une
théorie ¢* (qui donne des équations similaires & celles du point multicritique) que pour tout k
non nul, le potentiel sur la surface critique posséde un minimum non nul, méme en dimensions
supérieures ou égales & la dimension critique supérieure. Cela est reminiscent du fait qu’en faisant
un développement en 4 — ¢, le terme de masse 7 et le terme d’interaction A sont d’ordre ¢, de sorte
que le minimum du potentiel semble se trouver en —r/\ ~ 1, méme pour ¢ = 0. Bien entendu,
exactement au point fixe gaussien, i.e. & k = 0, le potentiel est nul et ne posséde donc plus a
proprement parler de minimum.

l. La valeur de point fixe de 7ip x est nulle au point fixe gaussien de la transition générique,
contrairement au cas du point multicritique, voir note k. Cela est di & "anisotropie entre espace et
temps imaginaire (i.e. dérivée premiére en temps & opposer aux dérivées secondes en espace).
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mode de Goldstone ¢ en fonction de ¢ — . (d = 3).
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tion générique (to(p), p) [ = 0.7, tc(n) = 0.0219 et d = 3|. Les pointillés
montrent le comportement critique champ moyen, voir équation (3.76).
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Zar Var Zok Ak no,k
superfluide Zy Vi k k ng
point multicritique k= kT k k1—2n Eltn

transition générique  Z% Vi Z5 |Ink|™' K*|Ink[7!

isolant Z% Vi Z4 ¥ 0

TABLE II1.3 — Comportement infrarouge du modeéle de Bose-Hubbard a
deux dimensions. Les quantités avec des étoiles représente des valeurs
non nulles de point fixe et n est la dimension anormale du point critique
XY tridimensionnel. Z¢ j, signifie Zc i (nok)-

aussi que na k, Nk ~ k3 tandis que la variable pertinente N s’annule comme k au
point critique.

Quand un point de la transition générique (t.(u), ) est approché le long d'un
chemin & potentiel chimique constant p en variant ¢ — t.(u), nous observons le com-
portement champ moyen

ps ~1— tc(,u)a
K ~ const,

(3.76)

pour t — t.(p) (Fig. 3.14). La compressibilité x reste finie a la transition tandis que
la vitesse ¢ s’annule.

A la dimension critique supérieure (d = d} = 2), il y a des corrections logarith-
miques au champ moyen. La variable marginalement pertinente M\ s’annule comme
|Ink|~L, tandis que la variable pertinente 7ig . s’annule comme |In k|~ au point cri-
tique. Nous observons une divergence de la compressibilité x quand on s’approche
de la transition(t — t.(u)) (Fig. 3.15).

Il est intéressant de comparer le comportement infrarouge dans la phase super-
fluide ou dans la phase de Mott avec le comportement critique a la transition entre
les deux phases (Table I11.3). Dans la phase superfluide et aux points multicritiques,
le comportement infrarouge est caractérisé par une invariance relativiste.



Chapitre IV

Thermodynamique universelle a
proximité de la transition de Mott

The most exciting phrase to hear in science, the
one that heralds new discoveries, is not “Eureka !”
but “That’s funny...”.

I. Asimov

Nous discutons dans ce chapitre la thermodynamique d'un gaz de Bose avec le
point de vue des transitions de phase quantiques. En particulier, nous montrons
comment l’existence du point critique quantique de la transition vide-superfluide
implique que les fonctions thermodynamiques s’écrivent sous forme de fonctions
d’échelle. Celles-ci sont des fonctions universelles (ne dépendant pas du systéme),
mais dont les arguments sont non-universels et dont les paramétres caractérisent les
excitations au point quantique critique, ici la masse m des bosons et leur longueur
de diffusion en onde-s a.

Nous avons vu au cours des chapitres précédents que la transition de Mott avec
changement de densité est décrite par le méme point fixe (gaussien en dimension
d > 2) que la transition vide-superfluide. Cela implique en particulier que la thermo-
dynamique universelle de la phase superfluide prés de la transition de Mott générique
doit étre donnée par les fonctions d’échelle, universelles, du gaz de Bose dilué, mais
avec des arguments dépendant des caractéristiques du point quantique critique : la
masse effective m* des quasi-particules et la ‘longueur de diffusion’ effective a*®.
En utilisant le NPRG sur réseau, nous calculons ces paramétres et montrons que la
thermodynamique de la phase superfluide prés de la transition de Mott générique
est bien donnée par celle d’'un gaz de Bose dilué. La généralisation du NPRG au
cas a température finie, dont nous aurons besoin, est discutée en annexe G. Nous
survolons en annexe H les lois d’échelle dans le cas du point multicritique.

a. Le méme genre d’approche a été utilisé pour comprendre la ‘condensation’ de triplon (se
comportant comme des bosons de coeur dur) dans certains systémes magnétiques quantiques, voir
par exemple [116].
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4.1 Thermodynamique du gaz de Bose dilué via les tran-
sitions de phase quantiques

4.1.1 La transition vide-superfluide

Nous exposons maintenant comment le point de vue des transitions de phase
quantiques permet de montrer 'universalité de la thermodynamique du gaz de Bose
dilué [1] et détaillons la discussion donnée au chapitre I. Nous rappelons que 'action
minimale pour décrire un gaz de Bose dilué est

s= [ax [Marfvton (o 5o - wueen) + Lot} @

avec gq l'interaction “microscopique” et m la masse des bosons.

A température nulle, un systéme de boson est vide si le potentiel chimique u
est négatif et superfluide s’il est positif. Le systéme change donc de phase au point
critique quantique T = p = 0, via une transition du second ordre, la pression et la
densité variant continument, tandis que la compressibilité est discontinue au point
critique. Cette transition de phase est relativement simple & décrire, et le point
critique a caractériser, vu que le systéme est vide & u = T' = 0. En particulier, la
fonction de Green est trivialement donnée par

1 q’
G(q,iw) " =iw— —, 4.2
() T (42)
et ce pour toute valeur de la constante de couplage nue g4. En effet, le systéme étant
vide, une particule ajoutée ne peut interagir avec aucune autre. Pour les mémes
raisons, GG vaut pour u < 0

2

G(q,iw) ™ = iw — 2q—m + p. (4.3)

Nous en déduisons que l'exposant dynamique z = 2 et que la dimension anormale

n = 0, tandis que la longueur de corrélation £é~! = \/2myu nous donne l'exposant

y=1b

De la méme fagon, la renormalisation de la constante de couplage est donnée par

la matrice T', qui dans ce cas revient & regarder la diffusion de deux particules dans

le vide (resommation des diagrammes en échelle). A basse énergie, elle va vers une

constante en dimensions supérieures a deux, et s’annule pour d < 2 (logarithmique-

ment (x 1/1In(|q|)) en d = 2 et comme |q| en d = 1, ou q est 'impulsion d’une des

particules qui diffuse, dans le repére du centre de masse). De méme, il est en principe

possible de calculer les fonctions de Green a 3.4,...-corps, ce qui revient a résoudre
un probléme de diffusion & 3,4,...-corps ‘.

b. Dans le cadre du modéle de Bose-Hubbard, le potentiel chimique devient p© — © 4+ 2dt, la
transition de phase vide-superfluide ne se trouve plus en ¢ = 0 mais en g = p. = —2dt.
c. Cela reste un probléme (trés) compliqué de mécanique quantique.
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4.1.2 Approche de RG a la Wilson

Le probléme de la transition vide-superfluide étant relativement simple, un calcul
de RG a la Wilson suffit a expliquer la plupart des résultats qui nous intéressent.
Nous intégrons donc les modes rapides, d’impulsions comprises entre A et A/s (s >
1), comme présenté en section 2.1, et nous redéfinissons les champs, impulsions et
fréquences de sorte & garder le méme cut-off A. Nous obtenons alors un hamiltonien
pour les modes lents avec des constantes d’interaction renormalisées.

Au point critique quantique p = T = 0, la partie quadratique de ’hamiltonien
n’est pas renormalisée, en accord avec le fait que I’équation (4.2) est exacte. L’inter-
action adimensionnée §(s) = 2mA9=2g(s) < obéit a 'équation de RG

dg(s)
ds

Kg.

=(2-d)g(s) - 79(8)27 (4.4)

S

ott Kg = [24'7%/21'(d/2)] =" et avec comme condition initiale (1) = 2mA9~2g; = §4.
Au-dessus de la dimension critique supérieure df = 2, g(s) s’annule pour s — oo
et 'unique point fixe est le gaussien ¢ = 0 qui gouverne donc la physique de la
transition vide-superfluide. En dimension plus petite que deux, il existe un point fixe
non-trivial. Il faut noter que I’équation précédente est exacte et ce peu importe la
valeur de la constante de couplage nue (& s = 1). Sauf mention contraire, nous nous
intéresserons toujours au cas d > 2. En intégrant ’équation de g, nous obtenons

87TACL3

~ S
gs) _7A47r si d=2, (45)
In (42) 4+ C

qui est valide pour s > 1. Notons, qu’a deux dimensions, la décroissance de ¢ est
logarithmique.

Il y a deux perturbations pertinentes par rapport au point fixe gaussien pu =
T = g = 0 : le potentiel chimique p et la température T. (Pour le modeéle de
Bose-Hubbard, p doit s’interpréter comme p — pe. = p + 2dt, c’est-a-dire I'écart
a la criticalité.) Lors d’une transformation du groupe de renormalisation, elles se
transforment comme

T(s)=sT,  j(s)=s"", (4.6)
ol nous avons introduit les variables adimensionnées ©
-~ 2mT . 2mpu

T:?, /.,L: Al/l/' (47)

L’équation (4.6) n’est valable qu’a proximité du point fixe gaussien, c’est-a-dire pour
T(s),|f(s)] < 1, ce qui est le cas au début du flot, les hamiltoniens modéles que

d. mg a la dimension d’une longueur a la puissance d — 2.
e. Nous utilisons pour cela que z = 1/v = 2 et que lutilisation de la masse donne bien des
variables adimensionnées.
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2m

FIGURE 4.1 — Diagramme de phase du gaz de Bose dilué (d > 2). Les
tirets montrent les cross-overs |u| ~ T et la ligne pleine la transition
superfluide-normal (de type BKT a d = 2). La partie grisée montre la
région “non-universelle”, 7.e. dans laquelle nos modéles de basse énergie
ne sont pas valables, voir section 1.2.

nous utilisons n’étant valides que dans cette limite (voir discussions du chapitre
I). (Notons encore que nous n’avons pas de contrainte sur la valeur initiale de §.)
Quand T'(s) ou |fi(s)| deviennent d’ordre un, les équations (4.4) et (4.6) ne sont plus
valables et le comportement & plus basse énergie dépend de la condition |f(s)| = 1
ou T(s) = 1 qui est la premiére & étre satisfaite. Cela donne deux lignes de cross-over
définies par |fi| ~ T (i.e. |pu| ~ T), en accord avec le diagramme de phase générique
a proximité d’un point quantique critique, voir figure 4.1. Pour g > O et p > T, le
systéme est superfluide, tandis que p < 0 et |u| > T nous nous attendons a avoir un
gaz classique. Enfin, la limite 7" > |u| est appelée régime quantique critique, ou la
physique est controlée par le point quantique critique et ses excitations thermiques.

4.1.3 Thermodynamique universelle et fonctions d’échelle
Considérons la pression adimensionnée

S~ 2

fonction des variables adimensionnées 7', fi, §. Lors d’une transformation du groupe
de renormalisation, P se transforme comme

P(ji, T,§4) = s 472 P (s 1, 5°T, §(s)), (4.9)

tant que~T (s) < 1et |u(s)|] < 1. L’équation précédente est correcte pour la pression
totale, P étant nulle pour tout © < 0 & T = 0, ce qui implique qu’il n’y a pas de
partie réguliére pour la pression. Nous ne prenons en compte que la constante de

couplage g, qui est dangereusement irrelevante et doit donc étre gardée (P(z,y,w)
peut étre singulier dans la limite w — 0), tandis que les effets des autres termes
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possibles dans I’action microscopique (voir chapitre I) donneront des corrections sous-
dominantes (voir [I1] pour une discussion en d = 3). A deux dimensions, la théorie
est renormalisable au sens de la théorie des champs (absorptions de divergences
ultraviolettes dans les constantes de couplage, etc.), voir [117], ce qui implique que §
est la seule constante de couplage qu’il est nécessaire de garder pour complétement
caractériser le systéme quand T, u < A?/2m.

Posons maintenant s = T~ /# dans léquation (4.9), ce qui donne f

. Td/z—‘rl ﬂ .
P(/J'aTagd) = (47T)d/2]:d<j:‘1/l/z’g(T)>’ (410)

oil nous avons utilisé la notation §(T') pour §(s = T~/#). Avec des variables dimen-
sionnées et en posant z = 1/v = 2, nous obtenons

m \ 4/2 i
P T) = (2) (g ). (411)
ol la “constante” d’interaction effective, dépendant de ’énergie, est maintenant dé-
finie par
871'\/2771@%6 si d=3,
~ 4
gle) = T siod=2 (4.12)

_ln <% 2ma%e) +C

Nous voyons que la connaissance des excitations au point quantique critique (nous
donnant m et ag) permet de caractériser entiérement la thermodynamique du gaz
de Bose dilué. A deux dimensions et en couplage faible (mgs < 1), la longueur de
diffusion ag est exponentiellement petite (voir équation (1.14)), ce qui implique que
g(T) ~ gq est de maniére effective indépendant de la température®. Si nous avions
choisi s = 17, nous aurions obtenu

P(u,T) = p*! <;:_>d/2gd<ijv§7(ﬂ)>7 (4.13)

qui est plus approprié dans la limite de température nulle. Il est néanmoins facile
de relier G; et Fy en notant que g(e) est une fonction de maZe uniquement. No-
tons que G4 et Fy sont des fonctions universelles caractérisant la classe d’universalité
du gaz de Bose dilué en d dimensions. Elles sont indépendantes des paramétres non-
universels tel que la masse m ou la longueur de diffusion a4, qui changent en fonction
du systéme. Les facteurs 1/(27)%? sont introduits pour simplifier les notations ulté-
rieurement.

f. Nous définissons la fonction Fy(z,y) = (47)¥2P(z,1,y).
g. §(T) est significativement réduit en couplage faible pour des températures exponentiellement
petites. Par exemple, §(T') = a/2 pour T = (2/ma3) exp(—2C — 87/mgo).
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En utilisant les équations (4.11) ou (4.13), il est possible d’exprimer toute quantité
thermodynamique sous une forme d’échelle. Par exemple, la densité D = 9P/0u

S’(’Cri‘
M? 2 d T’g b .

ol ]-'C(li’j )(fv,y) = 0;85]—"65@, y). On utilise souvent les termes de pression et densité
réduites, respectivement P et D, qui sont définies par

A _
P, T) = P(u, T) =3 = Fa (%,Q(T)> : (4.15)
D T) = Diu, TNy = 74 (£.49(D))

ol \gp = /27/mT est la longueur d’onde thermique de de Broglie. Ainsi, P et D

donnent un accés direct a Fy et sa dérivée .7:51’0). Il est aussi possible d’exprimer
I’entropie par particule S = D™19P/0T sous la forme

(0,1)
S(u,T) = —% + (;l + 1) ]:fo) + Tg’(T);lm, (4.16)
otl nous avons utilisé les notations §'(T) = dg/dT et F = F(u/T,§(T)), etc.".
L’avantage de cette écriture utilisant les fonctions d’échelle est que 'on voit di-
rectement quelles quantités sont universelles. Par contre, il faut pouvoir les calculer
d’une maniére ou d’une autre, ce qui n’est pas toujours aisé. Néanmoins, nous savons
qu’a basse température (faible potentiel chimique), ou plus précisément Tmaz <1
(pma? < 1), Pinteraction renormalisée §(T') (G(u)) sera petite, et ce peu importe la
valeur de l'interaction nue mgy. Comme discuté au chapitre I, il est par exemple pos-
sible d’utiliser la théorie de Bogoliubov en dimension trois pour calculer les fonctions
d’échelle dans diverses limites, dont nous rappelons les principaux résultats :

Gy(ny) = Ar/2 16v/2
3T, Y) = y 15ﬁ

Fs(xz,y) =C¢(5/2)+ -+ pour |z|,y < 1.

+ - our x,y <1,
P Y (4.17)

Le cas bidimensionnel sera étudié en détails au chapitre suivant. Enfin, il est
important de noter qu’au-dessous de la dimension critique supérieure df = 2, les dif-
férentes grandeurs thermodynamiques discutées précédemment prennent une forme
totalement universelle (une fois la masse des bosons fixée). En effet, la constante de
couplage atteint une valeur de point fixe non triviale g(s) — ¢g* et I'’équation (4.11)

devient dans ce cas
d/2+1( ™M 42 T
Py, T) = p/2+ (2) eﬁd(>, (4.18)
T 1Y

h. Tl faut noter que S est bien une fonction d’échelle universelle de u/T et §(T') car Tg (T) =

9=25(T) pour d > 2 et T§'(T) = §(T)* /8w pour d = 2.
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ot 84(T/p) = Gy(T/ s, g*) est une fonction universelle & un argument mais haute-
ment non triviale (dans le sens qu’'un calcul en perturbation partant du gaz parfait
est impossible). Une conséquence de 1’équation précédente est que dans le régime
quantique critique la pression dans ’espace des phases prend la valeur universelle
®4(0) qui est un nombre pur caractérisant la classe d’universalité du gaz dilué (en
particulier, &1(0) = 4/3/7, voir références données en [115]).

Nous discutons en annexe D comment la physique du gaz de Bose dilué est
retrouvé avec le NPRG, et nous décrivons la phase superfluide (en particulier les
longueurs caractéristiques) dans le régime de couplage fort (c’est-a-dire au voisinage
de la transition de Mott).

4.2 Thermodynamique universelle prés de la transition
de Mott générique

Nous discutons maintenant la thermodynamique d’un gaz de Bose prés de la
transition de Mott avec changement de densité (transition générique). Comme nous
I’avons vu lors des chapitres précédents, cette transition de phase est dans la méme
classe d’universalité que la transition de phase vide-superfluide. On s’attend alors &
ce que la physique de la phase superfluide prés de la transition de Mott ressemble
a celle d’'un gaz de Bose dilué. Fisher et al. ont proposé ’analogie suivante : quand
le nombre de particules par site n différe légérement de la densité entiére n. de
l'isolant de Mott, ’excés de bosons (ou de trous) |7 — 7| se comporte comme un
gaz de quasi-particules qui peut condenser [3|. Nous allons montrer que cette image
est la bonne pour appréhender la physique de basse énergie d’un gaz de boson a
proximité de la transition de Mott. Nous savons déja que les exposants critiques sont
les mémes que ceux de la transition vide-superfluide (z = 1/v = 2 et n = 0) et que la
thermodynamique est contrélée par les excitations de basse énergie au point critique
quantique. Si nous connaissons les parameétres effectifs décrivant ces excitations, ¢’est-
a-dire leur masse effective m* et leur “longueur de diffusion” effective a* (que nous
calculons plus bas), nous en concluons directement que 1’équation d’état prés de la
phase de Mott est donnée par

m*\ d/2+1 op

P(u,T) = P, 4 D, 0p+ <27r> T2 ]-"d(j:T,g(T)>, (4.19)
oit P, et D. = n./I? (avec 7. le nombre de particules par site de I'isolant de Mott
correspondant) sont la pression et la densité au point critique quantique p = p. et
T =0, avec 0p = p — fie. Fg(z,y) est la fonction d’échelle de la classe d’universalité
du gaz de Bose dilué a d dimensions (voir discussion des sections précédentes). Le
signe + (—) correspond au dopage en particules (trous) et g(7) = 8rv2m*a*?T
est 'interaction renormalisée. Cette expression est valable prés de la transition de
Mott, sauf aux points multicritiques (aux extrémités des lobes) ou la transition se
passe & densité constante et est décrite par la classe d’universalité du modéle XY
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en dimension d + 1. Pour pu. = —2dt et P, = n. = 0, nous retrouvons le cas de la
transition vide-superfluide du modéle de Bose-Hubbard, qui reproduit le développe-
ment & basse densité du gaz dilué, avec une masse m = 1/2t? et une longueur de
diffusion ag donnée a I’équation (1.84). Le vide peut donc étre considéré comme un
isolant de Mott particulier, de densité nulle (bien entendu, on ne peut pas le doper
en trou). Notons que la partie réguliére de la pression P. + D.d0u est exacte. En
effet, la compressibilité x(u, T) = 0*P/0u? est nulle dans 'isolant de Mott & T = 0,
mais finie dans la phase superfluide. Elle est donc proportionnelle & (40u), qui est
singulier, impliquant 'absence de partie réguliére, i.e.

“\ d/2
m _ o
k(p, T) = <27r> 7421 (20 ( + zf‘,g(T)) (4.20)

Une double intégration donne directement 1'équation (4.19).
Nous travaillons maintenant en d = 3, avec une courte discussion du cas bidi-
mensionnel en fin de chapitre.

4.2.1 Théorie critique a la transition générique

Si nous ajustons les paramétres microscopiques pour étre a la transition de phase
générique, nous savons qu’apres un temps de RG donné (caractérisé par k = k. qui
est l'inverse de la longueur de Ginzburg (au sens des transitions de phase, c’est-a-
dire la longueur au-dela de laquelle le systéme est critique, voir chapitre II)), I'action
effective moyenne prendra sa valeur de point fixe, i.e. Iy, [0, @] = I*[¢*, ¢]. En
termes des constantes de couplage et des champs adimensionnés (voir table I11.2),
I’action effective de point fixe est gaussienne, i.e.

(%, ] = /d%/dié*(%,f;)(— V2 +8;)¢3(%,5<), (4.21)

ou lintégrale sur 7 se fait sur [0, +oo[ (T = 0 au point critique quantique) et nous
avons négligé une constante proportionnelle a la pression au point critique. Tous les
autres termes s’annulent au point fixe (le point fixe étant gaussien, leurs dimensions
d’échelle sont leurs dimensions canoniques). Par exemple

A oc k44 (4.22)

avec z = 2 (Pannulation serait logarithmique en d = 2). L’action effective dimen-
sionnée vaut au point critique

B *
retol = -oVE+ [ ar [ax|or (- 52V 4 260, )orx)
Al oo (4.23

Z et Z¢. représentent la renormalisation (finie) des termes de dérivées en temps et
en espace et m = 1/2t1% est la masse effective sur le réseau. Nous avons ajouté le
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terme indépendant des champs P, et nous avons négligé les termes d’ordre plus élevé
en champs ou dérivées, qui auront des effets sous-dominants dans les calculs que
nous ferons [11]. Nous avons développé l'action effective autour de la configuration
en champ nul, celle d’équilibre, et le terme proportionnel & |$|? est nul car la théorie
est critique. Nous montrons en figure 4.2 les flots des constantes de couplage au point
critique, ot1 'échelle k. est visible. Les parameétres P, m, Z3, Zf, et \* dépendent a
priori de puc(t/U)/U et t/U, i.e. du point critique sur la ligne de transition. Notons
qu’il y a peu de renormalisation au-dela de la RPA pour la valeur de ¢t/U = 0.02
choisie pour cette figure, ce qui n’est pas le cas prés de 'extrémité du lobe (o Z¢
doit étre fortement renormalisé de sorte a étre nul au bout du lobe).

1"-____________-—
— /U
—— Zapk
| Zc okl
05F g
N—_
O L | L | L
0 10 15
In(A/k)

FIGURE 4.2 — Flot de Ay, Zay et Zcy au point critique (= p. et
T = 0) du coté trou (Zoy < 0) pour ¢t = 0.02U. Pour k < k. ~ Ae 2,
les constantes de couplage atteignent leur valeur de point fixe \*, Z¢ et
Z4.

A partir de I'action effective (4.23), nous pouvons identifier les excitations élé-
mentaires au point quantique critique. Z¢ étant négatif sur la partie inférieure de
la ligne de transition d’un lobe donné (cf. chapitre I11), il est préférable dans ce cas
de faire une transformation de type particule-trou ¢ <+ ¢* (qui change juste le signe
du terme en 0, dans l'action effective critique). On peut alors définir un champ de
quasi-particule ¢ = \Zg[l/ 2¢ et réécrire I'action effective (8 — oo)

2

o B _ v _
rndl = Ve [ar x5 (- g +00)irx)
%4”“* 6(r, x)|* + } : (4.24)
*:Z|;2C;‘12:m|zg|’ a*:::rzg' (4.25)

Les excitations élémentaires sont des quasi-particules bosoniques ayant une disper-
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FIGURE 4.3 — Z,, \* et Z en fonction de t/U au point critique quantique
entre la phase superfluide et l'isolant de Mott 7. = 1 [d = 3|. Les signes
+ et — se référent au haut et bas de la ligne de transition par rapport a
I’extrémité du lobe.
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FIGURE 4.4 — Masse effective m* et longueur de diffusion effective a* en
fonction de t/U au point critique quantique entre la phase superfluide et
'isolant de Mott 7, = 1 [d = 3]. La ligne rouge se référe a la longueur
de diffusion dans le vide a3 = [87(t/U + A)]~!. (I = 1 dans cette figure.)
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sion quadratique avec une masse m* et un poids de quasi-particules
Zap = 1217 (4.26)

Comme nous nous y attendions, elles sont de type particule sur le haut du lobe
(Z¢& > 0) et les excitations de type trou sont gappées et invisibles dans notre action
de basse énergie, tandis qu’elles sont de type trou sur le bas du lobe (Zf < 0) ou
I’ajout d’une particule demande trop d’énergie et n’apparait donc pas dans 'action
effective. Les quasi-particules interagissent avec une “longueur de diffusion” effective
a* (définie de maniére ad hoc, mais nous permettant de réutiliser directement les
fonctions d’échelle du gaz de Bose dilué).

Au point critique entre le vide et le superfluide, Zf, = Z3 = 1, de sorte que

m* =m = 1/2t1? et la constante d’interaction vaut \* = 4mwaz/m (a3 est donnée a
I'équation (1.84)), et donc a* = a3. Pour un point critique quantique d’un isolant de
Mott n. = 1,2, ..., la détermination de m* et a* est bien plus difficile car cela requiert

la résolution d'un probleme a N corps. Néanmoins, Z7, Z, et A* peuvent étre calculés
avec le NPRG (voir chapitre I1I) et sont montrés en figure 4.3, tandis que la figure
4.4 montre la masse effective m* et la longueur de diffusion effective a* sur le premier
lobe de Mott (i, = 1)'. L’annulation de Z} au point multicritique (& Uextrémité du
lobe) implique une divergence de a* et Zqp et 'annulation de m*. On s’attend en
particulier que le domaine de validité de la description en terme de quasi-particules
se réduisent au fur et a mesure que ’on s’approche du point multricritique. Pour s’en
rendre compte, ajoutons a l'action effective de la théorie critique (équation (4.23))
un terme en —V;{@g]qﬂ?. Dans ce cas, le propagateur se comporte comme (Vjoﬂ +
Z%q%/2m)71, c’est-a-dire qu'il est dominé par le point multicritique, pour w > w, =
ZE/V} et nous ne retrouvons le comportement de quasi-particules que pour des
énergie w < we. Ainsi, & 'approche du point multicritique, la thermodynamique sera
controlée par la physique du gaz de Bose dilué a des énergies de plus en plus basses.

4.2.2 Théorie prés de la transition générique

Sinous nous écartons légérement du point quantique critique (7" # 0 ou g # fie), il
nous faut comprendre comment ’action effective (4.24) est modifiée. La température
ne méritant pas de commentaire particulier (elle n’est pas touchée par la redéfinition
des champs ¢ — ¢), nous nous concetrons sur le cas du potentiel chimique qui est
plus subtile. En effet, un changement oy = p — pe du potentiel chimique implique
une variation de l'action (microscopique)

B
68 = —du /0 ATy i (r)ee (7). (4.27)

i. A cause de difficultés numériques (provenant de la dégénérescence de niveaux & t = 0 pour
u = pU avec p entier), nous ne montrons pas les différents parameétres pour ¢/U < 0.015.
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Pour ép et T, suffisamment petit (voir discussion ci-dessous) nous pouvons traiter
4S5 en perturbation, ce qui va contribuer au premier ordre & I'* sous la forme

B
L0 0) = ~Z,d [ dr 30 6i(r)on(r), (1.28)

ou Z,, est la renormalisation du potentiel chimique, égale a Z¢ du fait de la symétrie
U(1)’. Ainsi, nous trouvons que le potentiel chimique se couple aux quasi-particules
sous la forme

o B _ _
ST(3*, 3] = —sen(Zc)op /O a7 S G (r)be(7), (4.29)

c’est-a-dire que du agit comme un potentiel chimique pour les excitations de type
particule (pour g > p. (haut du lobe) la phase sera superfluide et isolante pour
< pe), tandis que pour les excitations de type trou, c’est —du qui joue le role de
potentiel chimique (pour u < p. (bas du lobe) la phase sera superfluide et isolante
sinon).
Une condition importante pour la description en terme de quasi-particules est

T, du < t, pour pouvoir étre dans le régime universel (pour pouvoir ne garder que le
terme en g2 dans l'action). De plus, il est vraisemblable qu’il faille que ka* < 1 pour
étre assez prés du point fixe (i.e. comme dans le cas du gaz dilué), ce qui implique
que Tm*a*?, 6pm*a*? < 1. Cela est équivalent & \/|n — nc|a*® < 1, c’est-a-dire que
notre approche n’est valide que dans la limite ol les quasi-particules sont diluées.

Il faut interpréter 6T, équation (4.28), comme U'effet a 'ordre zéro du potentiel

chimique (nous voyons juste comment les quasi-particules s’y couplent) et nous

ne pouvons pas dire que I'*+0I" est I'action effective de basse énergie du systéme

prés du point quantique critique. En effet, dans la phase superfluide, nous savons

que laction effective de basse énergie est totalement différente (voir annexe D),

Zck et A\, s’annulant. Du point de vue du RG, il faut comprendre I'* 4- 6T

comme étant I’action effective moyenne & une échelle k qui est petite devant k.

(le systéme est bien décrit par le point fixe) mais plus grande que /2m*|dul|,

c’est-a-dire que le systéme est critique et ne “sait” pas encore s’il est dans la

phase désordonnée ou superfluide (la méme chose vaut pour la température et
la longueur associée v2m*T).

Nous voyons qu'une fois 1’échelle k. passée, nous pouvons oublier le systéme de
référence (le modele de Bose-Hubbard prés de la transition de Mott) et faire comme
si nous avions juste affaire & un gaz de Bose dilué, avec un cut-off k., une masse
m”* et une longueur de diffusion a¢* & une température T' et un potentiel chimique
sgn(Zc)dp, et il ne reste donc plus qu’a exploiter nos connaissances des gaz de bosons.
A température nulle, nous savons par exemple que kp = \/2m*|6p| est I'inverse de
la longueur de cicatrisation, qui nous donne I’échelle a laquelle les modes de son
apparaissent (de vitesse 4/|du|/m* ). Nous savons aussi qu’a plus basse énergie, la

j. La contribution de du au potentiel effectif du point critique (V*(|$|*)) peut s’écrire sous la
forme r|¢|* avec r = —Z,6u. L’identité de Ward donnée & I’équation (3.39) implique que dr/Ou =
e =2,
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(a) Dilute superfluid:
0 kg k, A
| | | ——k
Goldstone gaussian
regime regime
(b) Generic Mott transition: u=u,
0 k. A
I | I >
gaussian Strong-coupling
regime regime

(c) Superfluide close to Mott transition: u>u,

0 ke  k, k. A
| | | | | > k
I 1 I T 1 .
Goldstone  gaussian Strong-coupling
regime regime regime

FIGURE 4.5 — Longueurs caractéristiques prés de la transition de Mott
générique a température nulle. (a) Vide (isolant de Mott n. = 0), ky
et kg sont respectivement l'inverse de la longueur de cicatrisation et
de la longueur de Ginzburg (voir chapitre I). (b) Transition de Mott
(fe # 0). ke sépare le régime N-corps et le régime gaussien (critique).
(c) superfluide prés de la transition de Mott (7. # 0). kj et kf sont
les inverses des longueurs de cicatrisation et de Ginzburg effectives (voir
texte).

longueur de Ginzburg (celle des superfluides, voir section 1.4) apparait et indique
la fin de la validité de la théorie de Bogolibov (effective). Nous montrons en figure
4.5 les longueurs caractéristiques du gaz de Bose dans la limite diluée et prés de la
transition de Mott. La limite universelle dans laquelle notre description du probléme
en tant que gaz de quasi-particules dilué est correcte quand k; < k.. La figure 4.6
montre le flot des constantes de couplage dans la phase superfluide proche du point
critique. Aprés un flot rapide pour k € [A, k], A\x et Zc, prennent leur valeur de
point fixe \* et Z/,. Le systéme ressent ensuite l'effet du condensat quand k ~ &}, ce
qui est clairement visible dans les flots. L’échelle k7, étant exponentiellement faible
& trois dimensions, on ne la voit pas sur cette figure.
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FIGURE 4.6 - Flot de \j, et Z¢ ), au point critique (|dpu| = 0 et T' = 0) ainsi
que \JF et Zng dans la phase superfluide ([0u| # 0 et T'= 0) pour ¢t =
0.02U. Pour k < k. ~ Ae~2, les constantes de couplage atteignent leurs
valeurs de point fixe A\* et Zf,. Dans la phase superfluide, elles quittent
le point fixe gaussien pour k ~ kj ~ Ae™7 et rentre dans le régime non-
perturbatif pour k ~ k7. Le flot est & ce moment-la logarithmiquement
lent a trois dimensions et k¢, est exponentiellement petit et donc invisible
sur cette figure (voir discussion en D.5).

4.2.3 Thermodynamique prés de la transition de Mott

Nous avons vu que les flots du groupe de renormalisation prés de la transition
de Mott générique sont identiques, aprés un régime transitoire, & ceux du gaz de
Bose dilué. Nous pouvons donc directement utiliser les fonctions d’échelle données
précédemment (en section 4.1) en remplacant m par m*, a par a* et p par £dpu.
Nous allons comparer les différentes fonctions d’échelle a des résolutions numériques
des équations de NPRG, en commencant par le cas & température nulle. La figure
4.7 montre le diagramme de phase & trois dimensions prés du lobe de Mott n, = 1 et
spécifie les points que nous étudierons plus particuliérement. La pression est donnée
par I’équation (4.19), qui donne & température nulle

* 4
P(u, T =0)= P.+ D.5u + o (6p)* (1 - %\/m*a*ﬂéul ), (4.30)

8ma*
ol la correction au “champ moyen” 8’;:;* (611)% est une correction de Lee-Huang-Yang
effective [19, 20]. Nous comparons cette formule & une résolution numérique du NPRG
en figure 4.8 le long de la ligne AB (¢/U = 0.02, voir figure 4.7). Prés des phases
isolantes de Mott n. = 0 et n. = 1, nous trouvons un trés bon accord entre le
calcul numérique et I'équation (1.23), jusqu’a p ~ ¢, comme nous nous y attendons
(1/m*a*? > t, t est donc I'échelle caractéristique pour le comportement universel).
Notons que l'accord est bien meilleur quand la correction de Lee-Huang-Yang est
prise en compte.

Notre approche nous permet aussi de calculer la densité du condensat ny dans
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FIGURE 4.7 — Diagramme de phase du modéle de Bose-Hubbard (d = 3)
montrant les isolants de Mott (MI) n, = 0 (vide) et n, = 1 ainsi que la
phase superfluide (SF). Les points A, B et B’ sont les points quantiques
critiques de la transition générique (respectivement de type particules
prés du vide, trous prés de l'isolant n. = 1 et de type particules prés
de l'isolant 7, = 1) tandis que le point C est le point multicritique
appartenant & la classe d’universalité du modéle XY en dimension d + 1.

la phase superfluide, dont I’équation a température nulle (donnée par la théorie de
Bogoliubov) est

1 m*|ép| (20

T=0)= 1—— *a*2[§ s 4.31

La comparaison avec le calcul numérique est trés bonne, voir figure 4.9. Remarquons
que le poids des quasi-particules (|Zf|~!) apparait dans expression de ng, c’est-
a-dire que seule la partie cohérente des excitations (i.e. les quasi-particules) peut
condenser. Mathématiquement, cela vient du fait que ng = |(1)|> = |¢|? = | Zlg| |62

Nous pouvons également déduire des résultats précédents la vitesse du son c
prés de la transition de Mott. ¢ = /ps/k est fonction de la compressibilité x et
de la raideur superfluide p; = 2tZano (voir équations (3.51) et (3.49)). Si nous
approximons Z4 par sa valeur au point critique quantique Z7%, nous obtenons au

c=1/ |:fi’ . (4.32)

Nous montrons la vitesse du son prés de la transition de Mott en figure 4.10. Il est
possible de retrouver ce résultat en notant que la raideur superfluide se réécrit

premier ordre en m*a*?éu

D-D
_b-p| .
m
en analogie directe avec le résultat du gaz dilué ps = D/m [11]. L’équation (4.32)

se déduit alors de |D — D.| = 0/POu = m*éu/4dna* et k = 0?°P/Ou = m* /4wa* au

premier ordre en y/|du|m*a*? .
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FIGURE 4.8 — Pression P(u, T = 0) en fonction du potentiel chimique p le
long de la ligne AB (/U = 0.02), obtenue avec le NPRG (I’encart montre
la densité i = dP/dp). Les figures du bas montrent le comportement prés
des isolants de Mott n, = 0 et n. = 1. La ligne en tirets verts correspond
a léquation (4.30) et la ligne en point-tirets bleus au résultat “champ
moyen” P = P.+n.0u+ (5u?)m*/8ma*. (Nous prenons [ = 1 dans cette
figure.)

A température non-nulle, un régime intéressant est le régime quantique critique
[ = fte. A trois dimensions, la pression dans ce régime prend la forme (voir équation
(1.28))

#\ 3/2
P(pe,T) :PC+C(5/2)<7;T) T2 4 (4.34)

pour des températures plus petites que t. La figure 4.11 montre un bon accord entre
Iexpression précédente et une résolution numérique des équations de RG. Comme
nous le discuterons en 5.1.3, nous nous attendons & ce que 'approche & la limite
universelle soit limitée par des dépendances résiduelles dans le réseau, ce qui ne
devrait pas empécher d’extraire expérimentalement la valeur de m* & partir de la
pression.

Pour finir, nous pouvons vérifier que la température critique au-dessus de laquelle
la superfluidité disparait est bien universelle (cf. section 1.3.2 et la discussion asso-
ciée). Nous voyons en figure 4.12 que la température critique en unité de 1/m*a*?
est bien une fonction universelle de |§| ma*?, que ce soit du coté particule (densité
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FIGURE 4.9 — Densité du condensat ng(u, 7" = 0) en fonction de p le
long de AB. Les encarts montrent le comportement prés des phases de
Mott n = 0 et n = 1. La ligne en tirets verts correspond & l’équa-
tion (4.31) et la ligne en tiret-points bleus au résultat “champ moyen”
no = | 257 m*|6p| /4ma*. Ici, la correction au champ moyen est indispen-
sable pour correctement décrire la densité du condensat prés des points
quantique critiques. (Nous prenons | = 1 dans cette figure.)
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FIGURE 4.10 — Vitesse du mode de son c le long de la ligne AB. La ligne
en tirets verts montre le résultat attendu prés de la transition de Mott,
voir équation (4.32). (Nous prenons [ = 1 dans cette figure.)

supérieure & une particule par site) ou du c6té trou (densité inférieure a un).

Cas bidimensionnel.

Il est possible de généraliser la discussion précédente a la

transition de Mott générique & deux dimensions de fagon assez directe, une fois que
I’annulation logarithmique de la constante de couplage est prise en compte. En effet,
la dimension deux étant la dimension critique supérieure de la transition générique,
le terme A\ de laction effective au point critique quantique, équation (4.23), est
strictement nulle. Néanmoins, comme nous ’avons vu précédemment, il faut plus
comprendre 'action effective comme une action effective moyenne a une échelle k <
kc. Or dans ce régime, nous savons que A décroit logarithmiquement, ce qui nous
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FIGURE 4.11 — Pression P(u.,T) — P. en fonction de la température
T (point B, ¢t = 0.02U). La ligne en tirets verts est la courbe donnée
par 'équation (4.34). L’encart montre en échelles log-log et montre la
dépendance en T%/2. (Nous prenons [ = 1 dans cette figure.)
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FIGURE 4.12 — Température critique T, en fonction du potentiel chimique
p pour t/U = 0.02 prés du lobe de Mott n = 1. Les carrés rouges
correspondent aux excitations de type particule (phase superfluide prés
de B’, voir figure 4.7) et les cercles verts aux trous (phase superfluide
prés du point B). Notons que mj # mj, et afy # af,. La ligne noire
est la limite universelle calculée grace au NPRG pour le gaz dilué. A
petit potentiel chimique, on retrouve le résultat du gaz libre : T,m*a*? =

(V2 [5ulm*a™ /4¢(3/2))*/°.

permet de définir une longueur de diffusion 2D effective a* tel que A\ < 1/In(ka™)
pour \/2m*|(5u| A2m*T < k < k.. Les définitions de m* et du sont les mémes que
précédemment, Z7 et Z7 prenant des valeurs de point fixe comme en d = 3 et la
formulation en termes de quasi-particules n’est pas changée. Les fonctions universelles
définies en section 4.1 sont donc directement transposables & la physique prés de la
transition de Mott, comme & trois dimensions. La figure 4.13 montre le flot de RG
de A\; et Zcy, prés dans la phase superfluide prés de la transition de Mott, ot les
échelles ke, k; et k7, sont clairement visibles.
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FIGURE 4.13 — Flot de A\; et Z¢;, au point critique (|0p| =0 et T' = 0)
ainsi que AJF et Zgl’?k dans la phase superfluide (|dp| # 0 et T = 0) pour
t = 0.02U. Pour k < k. ~ Ae™2, Zc, atteint sa valeur de point fixe
Z¢ tandis que le flot de Ay est logarithmique. Dans la phase superfluide,
elles quittent le flot gaussien pour k& ~ k; ~ Ae™7 et rentre dans le
régime non-perturbatif pour k ~ k¢, ~ Ae™19. A%F/)\k est aussi montré,
soulignant bien que )\EF ~ )\, pour k > k; et montrant clairement les
échelles ky et kg,

L’étude détaillée de la thermodynamique au voisinage de la transition de Mott
reste & faire en dimension deux, dont le calcul de m* et a* le long de la transition.
La comparaison entre les calculs NPRG et la théorie de Bogoliubov (effective) de-
vrait étre immédiate & température nulle. Néanmoins, comme nous le discuterons au
chapitre V, les fonctions d’échelle du gaz dilué bidimensionnel sont non-triviales a
température finie, ce qui demande en premier lieu de bien comprendre la physique
prés de la transition vide-superfluide avant de s’attaquer & la transition de Mott.






Chapitre V

Thermodynamique universelle du
gaz de Bose dilué bidimensionnel

There are two possible outcomes : if the result
confirms the hypothesis, then you’ve made a
measurement. If the result is contrary to the
hypothesis, then you’ve made a discovery.

E. Fermi

Nous avons vu au chapitre précédent que la thermodynamique du gaz de Bose
prés de la transition de Mott (avec changement de densité) est décrite par les lois
d’échelle du gaz de Bose dilué. Nous nous sommes alors limité au cas tridimen-
sionnel, ce qui appelle bien entendu & réaliser la méme étude pour le gaz en deux
dimensions. Si le cas & température nulle est facilement décrit en d = 2, la présence
divergences infrarouges a T' # 0 (associées a 1’absence de condensat en dimension
d < 2) détruit tout espoir d’utiliser la théorie de Bogoliubov. Les fonctions d’échelle
doivent donc étre calculées par des méthodes plus sophistiquées comme le NPRG
(des simulations Monte Carlo ont également été réalisées il y a une dizaine d’année,
voir par exemple [119, |). Nous devons donc commencer par 'étude du gaz de
Bose dilué a température finie avant de nous attaquer a la transition de Mott. Par
ailleurs, un certain nombre d’expériences récentes se sont intéressées & la thermo-
dynamique du gaz bidimensionnel dilué, ce qui va nous permettre de comparer nos
calculs de fonctions d’échelle directement a ’expérience, et ainsi discuté 'universalité
de la physique dans les superfluides. En couplage faible, nous trouvons une invariance
d’échelle, qui a été observé expérimentalement [121] mais qui disparait en couplage
fort. Nous comparons ensuite nos calculs & des données expérimentales, obtenues
dans des expériences de couplage faible ou de couplage fort (quand le gaz est placé
dans un réseau). Nous obtenons un trés bon accord théorie-expérience. Enfin, nous
montrons qu’il est possible de retrouver avec le NPRG la température critique de la
transition superfluide-normal sous la forme d’une équation d’échelle.
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5.1 Fonctions d’échelle du gaz de Bose dilué bidimension-
nel
5.1.1 Fonctions d’échelle et universalité

Nous étudions les fonctions d’échelle bidimensionnelles F5 et Go définies au cha-
pitre précédent :

mT? N
P(u,T) = mme,T) _ ] o TRl Ta®), (5.1)

%92 (T/p, (1)),

ot g(€) est I'interaction renormalisée (voir équation (4.12)) et P est la pression réduite
(cf. définitions du chapitre IV). Nous montrons en annexe I comment la pression
prend une forme d’échelle f(X) dans la limite classique et en couplage faible |120],
avec X = (u — upkr)/Tg(T), ot upkr est le potentiel chimique a la transition
superfluide-normal, dépendant de la température 7' de fagon universelle (voir plus
bas). Nos calculs sont en trés bon accord avec les simulations Monte Carlo.

Dans la limite de potentiel chimique négatif et grand (|u| > T), le systéme se
comporte comme un gaz classique (le large gap |u| géle les fluctuations) et on trouve
(en dimension d)

P(Ma T) = D(:U'vT) = €_|M|/T’

=T _FK
ST)=—— 7
c’est-a-dire
Fi(z,y) =€* pour z<0 et |z]>1, (5.3)

qui peut se réécrire sous la forme Gy(z,y) = 2¥2+1el/% dans la méme limite.

A deux dimensions, la théorie de perturbation n’est possible qu’a température
nulle. La pression a été calculée par Schick [122] et Popov [34, 37]*

P(M,T:O):—T;f[ln(;\/ma%u)—i—C’—i—i—F-" , (5.4)

ce qui implique

gz(x,y):;+——f+--- pour z < 1. (5.5)

a. La théorie étant renormalisable (au sens de la théorie des champs) & deux dimensions [117],
seule la longueur de diffusion (en plus de la masse) est nécessaire pour caractériser le systéme. Cela
implique en particulier que la fonction d’échelle Go (respectivement F2) est en toute généralité une
fonction ne dépendant que de deux variables, T'/u et g(u) (respectivement p/T et §(T)), comme
cela a été vérifié récemment par le calcul explicite de la correction suivante pour la pression & T = 0
[123]. En d = 3, la théorie n’est pas renormalisable et les fonctions d’échelle dépendent d’une infinité
de variables (mais peuvent étre développées ordre par ordre en un petit paramétre, Tma2 ou ,uma%).
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A température finie, les intégrales sont divergentes dans I'infrarouge et la théorie de
perturbation n’est plus valide. En particulier, la phase superfluide n’a plus de conden-
sat mais est décrite par la théorie de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [124, , ,

]. La transition de phase superfluide - gaz normal est pilotée par la prolifération
de vortex, ce qui est au-dela d’un simple traitement en perturbation. Il est néanmoins
possible de calculer un certain nombre de quantités physiques en utilisant le groupe
de renormalisation, par exemple la température critique en fonction du potentiel chi-
mique [128] (voir également plus bas). Dans le régime quantique critique |u| < T,
la thermodynamique est accessible avec un calcul de RG & une boucle (voir le calcul
détaillé en Ref. [129])

L 2
]:2(0,y):73(0,T):€—%1n2(?)+...’ o
5.6
2
F90,y) = D(0,T) = In (ZW) b

ol la correction suivante & F»(0,y) est d’ordre yIny. Le résultat F5(0,0) = 72/6 est
exacte, comme le montre le calcul de la pression du gaz de Bose parfait. Notons que
I'équation (5.6) est en contradiction avec le calcul de Sachdev et al. [118], qui prédit
une densité dans 'espace des phases dans le méme régime s’annulant comme §(7')*
(la ot nous trouvons une divergence en —In g(7")). Leur calcul est infirmé par une
résolution numérique des équations de flot, tandis que notre résultat est confirmé.

150 —— —— / ;
100; *
P i 1 ]
S0l / ]
ﬁ Vs ™
Om“‘“@ —‘-‘MH\ . | .
-2 0 /L/T 2 4

FIGURE 5.1 — Pression réduite bidimensionnelle P(u,T) en fonction de
/T & g(T) fixe. La courbe du haut est obtenue pour g(7") = 0.22 avec
T = 0.1A%2/2m et 2m = 1. Carrés rouges : (T, g2, m, A), cercles noirs
(T'/2, g2, m, A), losanges oranges : (T, 2g2, m/2, A). La courbe du bas
est obtenue pour §(7') = 5. Triangles bleus : (T, g2, m, A), triangles
verts : (2T, g2, m, A/+/2), triangles violets (2T, 2go, m/2, A). Les lignes
pleines sont tracées pour plus de clarté.

En couplage faible & deux dimensions, la constante de couplage peut étre consi-
dérée comme indépendante de I’énergie (sauf pour des températures exponentielle-
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FIGURE 5.2 — Pression réduite P(u,T), densité réduite D(u,T') et en-
tropie par particule S(u, T') en fonction de /7. Du haut vers le bas, les
courbes correspondent & g(T') = 0.1, 0.5, 1, 3, 5 pour P, g(T') = 0.5, 1, 3,
5 pour Det g(T) = 0.1, 0.5, 1 pour S. Les cercles noirs correspondent au
comportement (5.7) pour > T et les losanges au gaz classique (5.2).

ment petites, et donc inatteignables en pratique). Cela implique en particulier que
la fonction d’échelle Fo(u/T, §(T)) = Fa(u/T, g2) (avec g = 2mgs) ne dépend plus
que d’'une seule variable et est donc invariante d’échelle. La figure 5.1 montre la
pression réduite en couplage faible et en couplage fort pour différentes valeurs des
paramétres, telles que la température T', la masse m et 'interaction nue go. En cou-
plage faible (g(T") = 0.22 ~ const.), la pression réduite est bien invariante d’échelle :
si la température et le potentiel chimique sont divisés par deux, P(u,T') ne change
pas (§(T) ~ g(T/2) ~ 2mgs en trés bonne approximation) et de méme si la masse
est divisée par deux a mgs constant. En couplage fort (g(7') = 5), il faut changer au
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moins deux quantités (a /T fixe) de maniére concertée pour garder g(7') constant,
on perd donc 'invariance d’échelle.

Nous montrons en figure 5.2 la pression réduite, la densité réduite et 'entropie
par particule en fonction de /T pour différentes valeurs de §(7'). A grand potentiel
chimique négatif (|u| > T'), nous retrouvons bien le comportement du gaz classique
(équation (5.2)). Dans la limite opposée (u > T'), ces fonctions sont bien approximées
par leurs valeurs a température nulle. D’aprés I'expression (5.4), on obtient

P, T) = (%)2 (;Z) 4 iln2 _ é) ,

_p(Ar 1 1 (5.7)
D(u,T) = T <£~7(M) + §1n2— 2) ,
S(/j’aT) =0,

En couplage faible, il est possible de négliger les constantes In(2)/4 — 1/8 et
on retrouve le résultat champ moyen avec le remplacement de I'interaction nue par
I'interaction renormalisée g(u). De fagon remarquable, les comportements limites
sont correctes non seulement en couplage faible (cf. [119, |), mais également en
couplage fort (g(7T") = 1).

Le NPRG donne également des résultats directement comparables aux expé-
riences. Une a été réalisée récemment a I'Ecole Normale Supérieure (ENS) avec du
Rubidium 87 en couplage faible (mge = 0.11) [121] et a mesuré la pression réduite,
la densité réduite et ’entropie par particule. Les mesures présentent une belle dé-
monstration de l'invariance d’échelle du gaz de Bose bidimensionnelle en interaction
faible. La figure 5.3 montre ’accord quantitatif entre les mesures expérimentales et
le calcul NPRG (sans paramétre ajustable).

5.1.2 TUniversalité dans le modéle de Bose-Hubbard

Le gaz de Bose dilué dans un réseau optique peut étre décrit par une théorie
des champs semblable a celle du gaz de Bose homogéne, mais dont la masse et I'in-
teraction sont renormalisées, voir section 1.5.4. La thermodynamique du modéle de
Bose-Hubbard dans la limite diluée est donc décrite par les fonctions d’échelle intro-
duites précédemment, quand les conditions T < t et du = p + 2dt < t (équivalent
a DI < 1, avec [ le pas du réseau). Comme nous l’avons vu au chapitre précédent,
les fonctions d’échelles décrivent aussi la thermodynamique de la phase superfluide
prés de la transition de Mott générique.

Une expérience récente de bosons dans un réseau carré a été réalisée a Chicago
[130] (expérience Chicago II), ou les auteurs ont étudié le comportement quantique
critique de la transition de phase vide-superfluide. Du fait du réseau, il est possible
d’atteindre le régime de couplage fort 2mgy = U/t ~ 6 et 'expérience étant réalisée a
des températures relativement élevées (1" € [2t, 15¢]), I'interaction renormalisée reste
elle aussi grande (g(7') ~ 4). Il est possible de comparer les mesures expérimentales
aux calculs NPRG, avec un bon accord théorie-expérience, comme montré en figure
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FIGURE 5.3 — Pression réduite P(u, T'), densité réduite D(u, T') et entro-
pie par particule S(u, T') en fonction de /T mesurées dans 'expérience
ENS [121] (points nois). Les courbes rouges montrent les résultats NPRG.

5.4. Cela démontre qu’on peut utiliser le NPRG pour des comparaisons quantitatives
avec les expériences.

Enfin, il est possible d’explorer I'universalité de la thermodynamique du gaz de
Bose dilué en comparant les données expérimentales pour différentes valeurs des pa-
ramétres microscopiques. La figure 5.5 présente la pression réduite, la densité réduite
ainsi que l’entropie par particule au point quantique critique de la transition vide-
superfluide en fonction de la température, calculées avec le NPRG. Nous montrons
aussi des données expérimentales tirées de trois expériences différentes de gaz de
Bose dilués bidimensionnels : celle réalisée a ’'Ecole Normale Supérieure (ENS) avec
du Rubidium 87 [121] (voir ci-dessus); l’expérience Chicago I du groupe de Chin
avec du Césium 133 en couplage faible [131]; nous montrons également les résultats
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FIGURE 5.4 — Densité réduite D(p,T') et entropie par particule S(u,T")
en fonction de dp/T a T = 6.7nK et T' = 11 nK dans 'expérience Chi-
cago II [130]. Les lignes pleines et en tiret montrent les résultats NPRG
obtenus pour le modéle de Bose-Hubbard.

de 'expérience Chicago II (voir ci-dessus) [130]. Nous voyons que ces données expé-
rimentales se mettent toutes sur une unique courbe, du fait de I'universalité de la
physique du gaz de Bose dilué.

5.1.3 Approche de la limite universelle

Une point important & étudier concerne 'approche & la limite universelle. Les
modéles sans réseau que nous avons évoqués plus haut ont ’agréable caractéristique
de n’étre valable que dans leur régime d’universalité, voir figure 4.1. Cela n’est pas
le cas du modéle de Bose-Hubbard dans la limite diluée, pour lequel le régime uni-
versel est défini approximativement par |p — pe|,T < t. Nous allons préciser ces
critéres maintenant. C’est en particulier important concernant les expériences, car il
est encore difficile de refroidir les gaz sur réseau a des températures inférieures a 2t
130, 132).

La figure 5.6 montre le comportement de la pression réduite des phases dans
le régime quantique critique g = p. sur un réseau carré. Nous voyons clairement
que P(pe, T) ne rejoint la courbe universelle F (0, g(7T")) qu’a trés basse température
T ~ t/10 et que la courbe présente un maximum pour 7' = 2t. Cette bosse est due
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FIGURE 5.5 — Pression réduite P(0,T"), densité réduite D(0,T) et entro-
pie par particule §(0,7) en fonction de §(7T'). Les symboles se référent

aux expériences, voir texte. (i = p. = —2dt dans le cadre I'expérience
Chicago II.)

au fait que la densité d’état sur le réseau carré a bien plus d’états en centre de bande
(pour des énergies de I'ordre de 4t) que sur ses bords”. En particulier, une densité

b. Nous avons par ailleurs vérifié que cette bosse n’était pas due a la présence de la singularité
de van Hove & énergie ¢ = 4t dans la densité d’état mais uniquement au nombre d’états en centre de

bande. Nous avons par exemple utilisé¢ une densité d’état de la forme DOS(€) = g; + % cos(em/4t)

qui a les bonnes propriétés fogt deDOS(€) = 1 et lime—,0 DOS(¢) = 1/47t et qui donne le méme
type de bosse pour la pression.
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FIGURE 5.6 — Pression réduite bidimensionnelle P(u.,T’) sur un réseau
carré (courbe pleine rouge) en fonction de 7'/t pour t/U = 0.16 (cor-
respondant a la valeur expérimentale de la référence [130]). La courbe
point-tiret bleu correspond a la limite universelle (0, (7)) et la courbe
tiret verte & la méme pression calculée avec une densité d’état constante
sur U'intervalle [0, 8t].

d’état plate DOS(€) = 0(e)0(8t — €)/4nt (qui n’est pas normalisée mais correspond
4 un modéle de bande plate avec une masse m = 1/2t12) ne présente pas de bosse
et rejoint la courbe universelle a plus haute température que sur le réseau : T ~ ¢t
(figure 5.6). Ces résultats sont en contradiction avec les travaux de Fang et al. [133],
qui affirment trouver un régime critique (mal défini car ne tenant pas compte du flot
de g en d = df = 2) allant jusqu’a des températures de I'ordre de 6¢. Pour cela, ils
se placent au point critique quantique © et observent, & partir de simulations Monte
Carlo, I'évolution de la compressibilité x & mesure que la température diminue de
6t & 0.6t et trouvent que k est constant sur cette plage de température. Cela est en
désaccord avec les résultats de RG & une boucle qui donne

m 27
———=g(T)In (~ > (5.8)
ke, T') 9(T)

Nous voyons que la compressibilité diverge au point critique p = p. et T'— 0, en
accord avec un calcul & température nulle 7' = 0 et 1 — p. qui donne (voir équation

(5.4))

m

k(0 = p— pe, T =0)
La divergence ne se voyant que pour T < ¢, il n’est pas étonnant que Fang et al. ne
trouvent pas de signe de la divergence de la compressibilité dans I'intervalle tempé-
rature étudiée. Il n’en reste pas moins que leur affirmation concernant ’observation
d’un régime critique est erronée.

— §(6m)/2. (5.9)

c. Ils étudient la transition superfluide-isolant de Mott induite par un changement de densité.
Comme nous ’avons vu précédemment, les résultats obtenus pour cette transition s’exportent faci-
lement pour la transition vide-superfluide (et vice versa).
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Il faut néanmoins nuancer nos propos en notant qu’au niveau pratique, i.e. si on
regarde la pression totale, la température de cross-over vers le régime universel est
proche de ¢, comme illustré en figure 5.7. On peut donc espérer extraire la valeur de

008 ———F——T7——T— 7
- P(H'C? T) ./.
0.06 [ +=+ univ. limit R4 ]
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004 [ ]
002 ]
0 L ™ | PRI ST N N AT S I R
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FIGURE 5.7 — Pression totale bidimensionnelle P(u.,T) sur un réseau
carré (courbe pleine rouge) en fonction de 7'/t pour t/U = 0.16 (cor-
respondant a la valeur expérimentale de la référence [130]). La courbe
point-tiret bleu correspond a la limite universelle mT?F(0, §(T))/27 et
la courbe tiret verte & la méme pression calculée avec une densité d’état
constante sur U'intervalle [0, 8t].

m* expérimentalement en mesurant la partie proportionnelle & 72 de la pression a
H = M-

5.2 Universalité de la température critique & d = 2

Nous discutons maintenant la température critique de la transition normal -
superfluide & deux dimensions. Ici, le condensat n’existe qu’a température nulle,
mais la phase superfluide subsiste tout de méme, malgré ’absence d’ordre & longue
portée. Les fonctions de corrélation & un corps décroissent néanmoins algébriquement
tant que la densité superfluide ng # 0, on parle alors d’ordre & quasi-longue portée.
La transition vers la phase normale est due & l'apparition de défauts topologiques
(vortex) libres, via le mécanisme de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) [124, 125,

, |. Une transition de phase est caractérisée par une non-analycité dans les
fonctions thermodynamiques, telles que I’énergie libre ou la densité. Dans le cas de
la transition Berezinskii-Kosterlitz-Thouless, il est connu que ’énergie libre et toutes
ses dérivées sont analytiques (c’est une transition d’ordre “infini”) et c’est la densité
superfluide qui a un saut universel & la transition. Nous écrivons donc une loi d’échelle
pour ng, en adimensionnant grace a A~%*%2 et en utilisant sa dimension d’échelle
[ns] = d+ z — 2 (cf. la discussion aprés I’équation (3.70)),

is(fi, T) = 842y (is'/”, Ts*, §(s)), (5.10)
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ce qui, dans le méme esprit que précédemment, donne pour s = T—1/%

d+z—2

Ng (M? T) = (mT)TRd (M/Tl/zya g(T_l/Z))a

(5.11)
= (mT)**Rq(u/T, (1)),

avec R(z,y) = 2% (x,1,y) et out nous avons utilisé zv = 1 et la définition (4.12)
de g(e). 1l existe bien entendu une relation inversant le role de T" et p,

ns(u, T) = (m) > T(T /1, §(1)). (5.12)

Remarquons que pour retrouver le bon comportement & T = 0 de la densité super-
fluide, il faut faire attention au comportement de 7 (z,y) & petit y, la constante de
couplage étant dangereusement “irrelevante” en dimension d > df = 2 (T(0,y) —
1/y pour y — 0). Une non-analyticité dans la fonction Ry(z,y) pour = = z.(y)
implique

“ .
() g =200 o

dont la forme en couplage faible est |37, , , |

Hao(z) = —In (2C> (5.14)

2T x

ot ¢ ~ 13.2 £ 0.4 a été obtenu par simulations Monte Carlo [119, |. 11 est aussi
possible de retrouver ce résultat non-trivial avec le NPRG, comme nous allons le
montrer maintenant.

Calcul de TgkT avec le NPRG

La température Tk de la transition BKT peut étre estimée grace au NPRG. Pour
le modéle classique O(2), le NPRG reproduit la plupart des propriétés universelles
de la transition BKT [134, 135]. En particulier, on trouve une valeur du paramétre
d’ordre adimensionné g (po est la raideur de spin, dont I’équivalent pour les modéles
de bosons serait la densité superfluide ny = Zang ) tel que la fonction beta 3 (Pok) =
kO po,r s’annule quasiment pour pg > pj- Cela implique l'existence d’une ligne de
quasi-points fixes et permet de trouver la phase de basse température (7" < Tpkr)
ot le flot de la raideur (dépendant de k) devient trés lent, aprés un régime transitoire
rapide, impliquant une longueur de corrélation & trés grande (mais pas strictement
infinie comme on s’y attendrait dans la phase basse température de la transition
BKT). Dans cette phase basse température, la dimension anormale 7, dépend de
la raideur poj (qui décroit lentement). Elle prend sa valeur la plus grande ~ 1/4
quand le flot de RG passe du régime “basse température” poj > g (k > ¢71) a
un régime désordonné pox = 0 (k < £71), ot mx = 0. Néanmoins, la fonction beta
est bien approximée par 3(pg ) = const x (pf — ;3071{)3/2 pour por < pg, et la loi

d. Rappelons que la raideur superfluide p, utilisée au chapitre III est définie par ps = ns/m
dans le continu et ps = 2tns sur le réseau.
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FIGURE 5.8 — Trajectoire du flot de RG dans le plan (ns,n) pour le gaz
de Bose bidimensionnel avec une constante d’interaction g = 0.22. La
ligne verticale indique la valeur de n}. La ligne rouge montre la ligne de
quasi-points fixes pour ns > n’. La trajectoire critique (qui rejoint la
ligne de quasi-points fixes & ng = n}) correspond a p/T ~ 0.154.

& ~ econst/(T— Tex)'? de 1a longueur de corrélation au-dessus de la température de
transition Tk est bien reproduite [135]. Ainsi, bien que le NPRG ne reproduise
pas une longueur de corrélation infinie dans la phase basse température (en tout
cas, au niveau des approximations utilisées jusqu’a maintenant), il permet tout de
meéme d’estimer la température de transition Tkt d’aprés la valeur de pj. Une
estimation raisonnable a été donné pour le modéle XY classique en utilisant le NPRG
sur réseau |1 13]. Nous allons appliquer la méme méthode pour calculer la température
de transition BKT dans le cas du gaz de Bose bidimensionnel (voir également [99]).

Les flots dans le plan (ns,n) sont montrés en figure 5.8 pour un modéle dans le
continu avec § = 0.22. A suffisamment basse température, les flots rejoignent une
ligne de quasi-points fixes ou ils deviennent trés lents avant d’aller vers la phase nor-
male (ng — 0). La valeur de ni? I a laquelle le flot rejoint la ligne de quasi-points fixes
dépend & la fois de la température et du potentiel chimique du gaz de Bose. Nous
estimons la température de transition Tkt en identifiant la valeur n’ f (TBKT, 1t)
correspondant & n}; (analogue a p§ du modéle classique O(2)). Une bonne détermi-
nation de n} est par contre difficile car cela nécessite un ansatz de l'action effective
moyenne contenant 'ordre O(9?) en entier, alors que nous utilisons une approxima-
tion bien plus brutale (potentiel effectif développé a l'ordre quadratique et LPA’).
Néanmoins, puisque la transition BK'T du gaz de Bose est controlé par le méme point
fixe que celui du modeéle O(2) classique, on s’attend a ce que le rapport n’ /n®* avec
ny* la valeur de ng a laquelle 7 est maximum (figure 5.8), soit le méme que pg/ g5
En utilisant cette méthode (qui a fait ses preuves pour le modéle XY), nous avons
vérifié que (T'/p)pkT suit bien la loi d’échelle (5.13). Cette loi est bien respectée en
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FIGURE 5.9 — Raport (u/T)pkr en fonction de g(7') pour T' = T /10
et T = Tp/50, ot Ty = A?/2m. La ligne en tirets verts correspond a
la formule (5.16) avec le résultat Monte Carlo ¢ = 13.2 [119, 120]. Les
cercles noires dans 'insert montre le fit donné a 1’équation (5.15).

couplage faible (§(T') ~ g < 1). Dans cette limite, nous trouvons

[ 0.982_ [2x9.48
— ~ 1 5.15
<T>BKT or I g ’ (5.15)

en bon accord avec les résultat Monte-Carlo [119, 120]

1 1 2¢
(T)BKT = g9 <§> ’ (5.16)

avec ( >~ 13.2 & 0.4. La violation de 'universalité en couplage fort, visible en figure
5.9, est surement due & la mauvaise description de la transition BKT par le NPRG
dans ce cas (la fonction béta de ng s’annule presque en couplage faible, mais sa valeur
devient significativement plus grande pour g(T') > 1). Bien que 'on puisse calculer
Tkt de la méme fagon pour le modeéle de Bose-Hubbard, on ne peut pas comparer
cela aux mesures expérimentales de I’expérience Chicago II [130], qui est en couplage
fort (g ~ 4.3)






Conclusion

We are driven by the usual insatiable curiosity of
the scientist, and our work is a delightful game.

M. Gell-Mann

Le travail de thése présenté dans ce manuscrit concerne ’étude des transitions de
phase quantiques dans des systémes en corrélations fortes. Les atomes ultra-froids
sont un des domaines en pointe sur ce sujet, notamment grice au controle extréme
des expériences. En particulier, le modéle de Bose-Hubbard est I'un des modéles les
plus simples présentant toutes les caractéristiques voulues : fortes interactions sur site
impliquant une phase isolante et présence d’une transition vers un état superfluide.
Il a de plus 'avantage d’étre réalisable facilement en laboratoire, ce qui n’est pas
encore le cas pour les systémes fermioniques sur réseau.

Tout au long du manuscrit, nous avons cherché & donner une description simple
d’un systéme fortement corrélé tel que le modéle de Bose-Hubbard. L’utilisation de
longueurs caractéristiques permet de séparer les échelles d’énergies, ce qui ensuite
autorise a développer des modéles effectifs capturant I’essentiel de la physique. Nous
avons ainsi pu décrire la physique de basse énergie a I'approche de la transition de
Mott a l'aide de quelques paramétres, caractérisant les excitations élémentaires au
point critique. Enfin, la présence méme d’un point quantique critique nous assure
I'universalité et donc I'existence de fonctions d’échelle, réunissant tous les systémes
de bosons dilués (gaz de Bose, superfluides prés de la transition de Mott générique,
certains systémes magnétiques quantiques [116], etc.) dans une méme classe d’uni-
versalité.

Nous avons vu que le groupe de renormalisation sur réseau est un outil de choix
pour étudier les systémes en corrélations fortes a I’approche d’une transition de phase
quantique. C’est en effet une des seules techniques qui traite de maniére égale les
fluctuations a toutes les échelles de longueurs. Par sa condition initiale, il inclut
les corrélations locales (sur site) qui sont indispensables a l'existence méme de la
transition de Mott. Etant une approche de groupe de renormalisation, il prend en
compte les fluctuations critiques (& grande distance). Le NPRG nous permet ainsi
de retrouver les deux classes d’universalité de la transition de Mott tout en donnant
accés a des exposants critiques non triviaux, ce qui est trés difficile pour la plupart
des approches de couplages forts (locales). Enfin, le NPRG sur réseau est parfait
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pour étudier la phase superfluide (il respecte un grand nombre de résultats exacts,
par exemple le théoréme de Hugenholtz et Pines). Nous avons de plus vu que le
NPRG est en mesure de donner des résultats en trés bon accord avec les meilleures
approches numériques : les diagrammes de phase calculés ainsi sont quantitativement
comparables aux résultats Monte Carlo et pour un cotit numérique trés faible.

Nous avons ensuite montré comment utiliser la présence d’une transition de phase
quantique pour décrire la thermodynamique d’un systéme fortement corrélé. En uti-
lisant nos connaissances de la physique du gaz de Bose dilué, i.e. prés de la transition
vide-superfluide, et en remarquant que la transition de Mott générique appartient
a la méme classe d’universalité, nous avons directement pu importer les fonctions
d’échelle d'un cas a 'autre. Nous en avons profité pour comparer ces fonctions, non
triviales & deux dimensions et & température finie, & des expériences récentes sur
des gaz dilués bidimensionnels, ce qui nous a permis de montrer explicitement 1'uni-
versalité dans ces gaz. Dans le cas de la transition de Mott, nous avons calculé les
paramétres effectifs caractérisant les quasi-particules au point quantique critique, la
masse effective m™*, la longueur de diffusion effective a* ainsi que le poids des quasi-
particules Zqp. L'expérience du groupe de Cheng Chin a Chicago [130], un gaz dilué
dans un réseau carré, montre qu’il sera possible d’explorer la physique critique prés
de la transition de Mott dans un futur proche. Les paramétres effectifs ainsi que les
fonctions d’échelle, qui doivent prendre la méme forme que celles du gaz de Bose
dilué, pourront ainsi étre mesurés expérimentalement. Cela donnera alors une belle
preuve de 'universalité dans les fluides quantiques en interactions fortes.

Nous pouvons maintenant ouvrir des perspectives pour de futurs travaux. Il serait
intéressant de calculer la dépendance des fonctions de vertex en impulsions et en
fréquences grace & la méthode BMW, comme cela a déja été fait dans le cas des
bosons en couplage faible [10), |. Cela ouvre la possibilité de calculer la fonction
spectrale dans le régime en fortes corrélations. En particulier, la RPA prédit, dans
la phase superfluide, I’existence d’'un mode gappé en plus du mode de son |16, 18],
mode qui est retrouvé par d’autres approches 136, 60]. Il serait intéressant de voir
ce que le NPRG peut nous apporter a ce sujet.

L’étude de la thermodynamique aux points multicritiques serait aussi trés inté-
ressante. La physique du point multicritique a récemment été explorée expérimenta-
lement en se focalisant sur le gap du mode d’amplitude [137], i.e. par des mesures
de fonctions de réponse. Il nous semble néanmoins que des mesures de thermodyna-
mique, dans le méme esprit que celles des groupes de ’ENS et de Chicago, seraient
plus aisées et moins difficiles & interpréter. Comme nous ’avons montré, le NPRG
permet d’obtenir les fonctions d’échelle thermodynamiques facilement. Leur étude
dans le cadre du modéle O(N) quantique est un sujet intéressant en soit, et permet-
trait de comparer avec des calculs aux points multicritiques (& I'extrémité des lobes
de Mott). Le modéle de Bose-Hubbard est a ce niveau singulier, car comportant un
grand nombre de points critiques (non triviaux en dimension deux) appartenant a la
méme classe d’universalité, ce qui permettrait 14 encore un test de 'universalité.

Enfin, le devenir des phases isolante et superfluide en présence de désordre, ainsi
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que 'apparition d’une phase de verre de Bose, est un des grands problémes qu’il reste
a résoudre [3]. Si le cas unidimensionnel est relativement bien compris [138], il reste
un grand nombre de controverses pour les dimensions supérieures. En particulier,
la valeur des exposants critiques fait encore débat, de méme que I'existence d’une
dimension critique supérieure ou encore la caractérisation de la phase verre de Bose.
Les approches de type groupe de renormalisation (voir par exemple [139]) n’ont pas
permis pour le moment de répondre a ces questions. La réussite du NPRG dans le cas
des systémes désordonnés (en particulier dans le cadre du modeéle d’Ising en champ
aléatoire |91]) peut laisser penser que le NPRG a des réponses & apporter au sujet
des verres de Bose.
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Annexe A

Notations et Conventions

Someone told me that each equation I included in
the book would halve the sales.

S. Hawking

La dimension de ’espace sera toujours notée d et nous travaillons en unités telles
que h = kg = 1. Nous noterons les vecteurs dans I’espace réel ou réciproque par des
lettres en gras x et nous utiliserons parfois la notation ¢ = (iw, q).

De maniére générale, les arguments des fonctionnelles seront notés entre crochets
(F'[¢] est une fonctionnelle du champ ¢(x)), tandis que les arguments des fonctions
seront entre parenthéses (f(x) est une fonction du vecteur x). Pour finir G[x; ¢
signifie que la fonctionnelle G dépend & la fois du vecteur x comme une fonction,
mais est aussi une fonctionnelle de ¢(x).

Nous adoptons les conventions suivantes pour les transformés de Fourier (et leurs
inverses) :

fe(T Har=en” f(iw,, q), (A1)

1
)= 787 2
. _ 1 A —i(Q.r—wnT)
fliwn,q) = \/W/O dr Er e fe(7). (A.2)

A la limite thermodynamique, N — oo, et & température nulle, 5 — 0o, la premiére
de ces équations devient :

fo(r) = VNB / elar=nm) f(i, q) = /NG / flar-en ) (A3)
q

q

oﬁfq:fwet:




v Notations et Conventions

Ici, BZ est la premiére zone de Brillouin dans le cas d’une théorie définie sur réseau
et vaut | — 0o,00[? dans le cas d’une théorie dans le continu. Pour des tenseurs
dépendant de n variables, on choisit la convention suivante :

f Llyeeey T \/N/B / QI T1-WITL et P wnTn)f(Ql?"'7Q?’L)7 (A5)

q1y---5qn

avec x = (T,r).
Pour alléger les notations, nous utiliserons aussi les notations matricielles qui
suivent. Dans le cas de champs complexes, nous aurons :

A= [ @A) = 55 YU @AG-DuE), (A9

avec h(x) = the(1) et [ = foﬁ dry".. On définit aussi un produit scalaire

7w = [ Pape =Y T @, (A7)

Dans le cas de champs réels, le seul changement se fera dans ’espace réciproque :
1
640 = [ oA o) = 55 Y d@ACG-)o(d). (A9
o a.q'
7o = [I@@) =Y T@s-a) (A.9)

Enfin, nous noterons parfois les dérivées fonctionnelles, dans le cas de champs
complexes, sous la forme

5T,
567 (100" (2)50(2%) - 50 (a%,)

L™ gy s, 2l d, ¥ = (A.10)



Annexe B

Symeétries et identitées de Ward

Nous reproduisons ici la dérivation des identités de Ward données en [11].
Considérons ’action microscopique locale (I’ajout du terme de saut ne change
absolument rien a la dérivation des résultats suivants)

5= [ arlor @) (00 - um))wir) + e

en présence de la source externe u(7). S est invariante de jauge sous les transforma-
tions

Y(r) = (7)),
V() = g (r)e ),
p(1) = p(1) + i0ra(r)

(B.1)

ot (1) est une fonction réelle arbitraire. Cela implique pour I'action effective (et
pour l'action effective moyenne, notre régulateur ne modifiant pas cette symétrie)

[L[R(a)¢, p+i0ra] = T'[¢, ], (B.2)
ot ¢ = (¢1,d2)" et

o) = (i) o)) 53

est une matrice de rotation de dimension deux. En dérivant (B.2) par rapport a a(7),

nous obtenons
or

oT
——— € 0y —— = 0. B4
2 o) T O 4
En dérivant maintenant par rapport a ¢;(72) et u(m2) et en prenant ¢ = ¢y =
(v2n0,0) et u(7) = p, cela donne
—v/2n9 I_’l(;)(TQ,Tl) + i@Tlfl(;Z())(Tg, 1) =0,

) ) (B.5)
—v/2ng F(Q?(%(Tl, 7’2) + i@Tlngg(n, 7'2)



vi Symétries et identitées de Ward

ol nous avons introduit

@r
2) 0
1—\ - < < 7
o (72,71) opu(12)0p(T1)’ (B.6)
5@r |
r® (T9,71) = =7
;00725 Sp(Ta)dp(m1)’

et T = F(”)]¢:¢O. Avec le choix ¢ = (v/2n¢,0), nous pouvons identifier fg) avec
Lo, et 1—1%22) avec I'4. Dans I'espace de Fourier, (B.5) donnent les identités de Ward

V2ng fg) (w) + wf‘f&(w) =0, (B.7)
V2ng fg) (w) + wf‘%(w) =0, (B.8)
V2ng f%(w) — wf‘,(g()](w) =0 (B.9)
De (B.7), nous déduisons
9 7 U 7@, —
C%}Flz ( )’ 0_ \/%Fl;o(w 0)7
1 9*V O*V

Zo o _ : B.10
Gk V2ng 8q§18,u,’n0 oo, ( )

ou le potentiel effectif V'(n, i) est une fonction de n et p. De (B.8) et (B.9), nous
obtenons

ZRC) __ 1 949
Ow? P22 (w)‘w:O n vV 2n0 8wr2’0 )‘w:07
) (B.11)
if(z)(w)‘ _ 1 @) 1 0*V
Ow %0 w=0 v2ng 100 V2ng 8,u2 no
et donc 5 52
_ 0 2 __ 1oV
Vak = 92 5 ( )‘wzo— o D42 , (B.12)




Annexe C

Physique du modeéle local

Nous discutons ici plus longuement les propriétés a température nulle, et en
particulier quand ’état fondamental est dégénéré, de I’hamiltonien local

Hige = —pi + %ﬁ(ﬁ -1), (C.1)

oit A = bib est I'opérateur nombre. Tant que le potentiel chimique est négatif, le
systéme est vide de particule et son état fondamental est |0), d’énergie Ey = 0. Pour
les valeurs p < u/U < p+ 1, p € N, le fondamental est 1'état & p particule(s) |p)
d’énergie Ey = —pu + %p(p — 1). Le systéme a une densité fixée & n = (n) = p.
Nous montrons en figure C.1 ’évolution de I’énergie du fondamental et de la densité
en fonction du potentiel chimique. Enfin, pour les valeurs de p/U = p entiéres, le

u/U

FIGURE C.1 - Evolution de I’énergie du fondamental et de la densité du
probléme local en fonction du potentiel chimique

fondamental est dégénéré entre les états |p) et |p + 1). Ces points du diagramme de
phase sont trés particuliers, car ils sont a la fois le lieu d’une transition du premier
ordre (di au croisement des niveaux |p) et |p+ 1)), mais sont aussi dans une “phase”
a symétrie brisée car <l;> # 0, comme nous le montrons ci-dessous.
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Il semble au premier abord que le paramétre d’ordre <lA)> doit étre nul car

B =

loc

T {ePb} = - ((plblp) + (p + 1fblp + 1)) = 0. (C2)

Pour savoir si cela est vraiment le cas, il faut utiliser la procédure habituelle dans les

0.8 T T T T T T T T T 0.05
0.6 - b
Vie
o) e o

04 R

! — =0
027’ - p=002U | 0

O L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0
JJU

(a) ¢(J) = (b) pour deux valeurs du potentiel (b) Vioc(n) pour deux valeurs du potentiel chi-
chimique. J et donc ¢ sont réels. mique.

F1GURE C.2 — Potentiel effectif local et moyenne du champ en phase bri-
sée (u = 0) et non brisée (u = 0.02U) avec une densité de une particule
sur le site.

systémes & brisure spontanée de symétrie. On ajoute un terme de source (de champ
magnétique dans les systémes de spins) a ’hamiltonien qui brise ainsi explicitement
la symétrie U(1). On calcule ensuite (b). Si, dans la limite ot la source tend vers zéro,
le paramétre d’ordre garde une valeur finie <l;> # 0, alors on a brisure spontanée de
symétrie. Si on ajoute le terme Jb + bJ* (avec J un nombre complexe), les valeurs

propres de ’hamiltonien dans le sous-espace |p) et |p + 1) * sont

E_=FEy—|J|v/p+1 pourlétat |—)=
E, =FEy+|J|v/p+1 pourlétat |+)=

(Ip) +€”lp +1)),

W) -e’p+1y,  ©Y

S

oll on a noté # = argJ. L’ajout de la source léve la dégénérescence et sélectionne
I'état |—). Toutes les moyennes sont calculées dans cet état puis on prend la limite
J — 0. Nous obtenons une densité du condensat |(b)|? = |(—|b|—)> = % qui est
finie méme en source nulle, nous sommes donc bien en présence d’'une “phase” a
symétrie brisée. Le calcul de la densité est direct et donne (n) = 2p—2+1.

Si nous nous étions placés dans les cas u # pU, i.e. avec un fondamental non-
dégénéré, I'ajout d’une source infinitésimale n’aurait dans ce cas pas changé 1’état
fondamental et il n’y aurait pas eu brisure de symétrie.

Nous montrons en figure C.2 le paramétre d’ordre, ainsi que le potentiel effectif
local, aprés diagonalisation numérique de I'hamiltonien local (3.20). Pour p/U = 0,

a. Dans la limite de sources infinitésimales, il est toujours possible de se restreindre a ce sous-
espace.
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nous trouvons que ¢(J = 0) = (b) = 1/2 comme attendu tandis que Vj,c(n) prend
la forme typique d’un systéme avec brisure spontanée de symétrie, avec une partie
plate pour n < |¢(J = 0)2. Pour u/U = 0.02, nous avons ¢(J = 07) = 0 et le
potentiel local est croissant pour tout n.






Annexe D

Etude de la phase superfluide avec
le NPRG

Nous étudions la phase superfluide via le NPRG, dans le cadre du modéle de
Bose-Hubbard. Nous commencons par montrer comment la physique du gaz dilué est
retrouvée, puis nous nous concentrons sur le comportement infrarouge du flot de RG
et au régime de couplage fort. Nous discutons principalement les propriétés du gaz
en deux dimensions. Le cas tridimensionnel sera rapidement abordé en section D.5.
Nous travaillons dans cet annexe dans des unités tel que [ = 1 (avec [ le pas du
réseau).

D.1 La limite diluée dans le NPRG

Nous montrons maintenant comment le NPRG retrouve la limite du gaz de Bose
dilué dans le cadre du modéle de Bose-Hubbard. Considérons en premier lieu le point
quantique critique 7' = 0 et u = —2dt. On a alors N, = ng;, = 0 et I'équation de RG
(F.11) donne

7 (D.1)

en accord avec le fait que le propagateur (normal) n’est pas renormalisé : Gy, (q) =

(iw + p —tq) L. La constante de couplage A,gvac) est donnée par

8ntag

1-— %kag
AR = Tt (D.2)

ln<k%)+0—%
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pour k < A, ou C est la constante d’Euler et a4 la longueur de diffusion en onde-s
du modéle de Bose-Hubbard (donnée au chapitre I)

11t
8rt/U + A

—Amt/U-C (] —9 (D-3)
ﬁe ( )s

aq =

avec A ~ 0.1264. La constante de couplage sans dimension S\I(CV&C) = )\,(fvac) k?/e;, s’an-
nule pour k£ — 0 quand d > 2 et le point critique quantique gouvernant la transition
de phase vide-superfluide est gaussien. L’annulation logarithmique de S\,gvac) a deux
dimensions est en accord avec le fait que d = 2 est la dimension critique supérieure
(voir les discussions des chapitres I, III et IV).

Pour p > —2dt, le potentiel chimique crée une nouvelle échelle d’énergie (as-
sociée au condensat nga = (u + 2dt)/Ap). On en déduit I'existence d’une échelle

caractéristique kj,, définie par €x, = 2\, nok,, , soit

\ 1/2
kp ~ (khno,kh) ; (D.4)

t

qui n’est rien d’autre que l'inverse de la longueur de cicatrisation du superfluide :
kp, = f,;l. Le flot est piloté par le point fixe gaussien g = A = 0 pour k > ky, (i.e.
no,r peut étre ignoré tant que k > kj), puis quitte le point fixe quand k < ky, &
cause de la densité finie de bosons. Pour k > kj, on peut montrer que

O(Ngno i) = 0, (D.5)

dont nous déduisons
o+ 2dt ~ )\ATLQA ~ )\khno’kh (D.6)

pour p+2dt > 0. (Nous avons utilisé le fait que pour p+ 2dt assez petit, noa =~ (u+
2dt) /A\p, résultat équivalent au traitement champ moyen de I’action microscopique.)

Cela implique que
2dt
kh:,/’”t : (D.7)

comme prédit par la théorie de Bogoliubov.

Pour k inférieur a ky,, la densité du condensat ne peut plus étre ignorée. L’approxi-
mation de Bogoliubov revient & négliger toute autre renormalisation entre k = ky, et
k =0, ce qui équivaut a poser I' = I'y—j, (i.e. faire un champ moyen avec l'action
“microscopique” I'y, ). La valeur initiale de Ap et la premiére partie du flot (k> k)
revient a prendre en compte la renormalisation de la constante de couplage A par les
diagrammes en échelle (qui est généralement incluse dans la théorie de Bogoliubov).
C’est équivalent a exprimer les résultats finaux en fonction de la longueur de diffu-
sion a4 au lieu de l'interaction nue U. Nous nous attendons a ce que I’approximation
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I \
Ty tu
Y
\ Strongly-correlated limit
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- »
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FIGURE D.1 — Ligne de crossover entre le régime dilué (v < 1 et kp < A)
et la limite de couplage fort.

de Bogoliubov soit valide si le rapport entre 1’énergie moyenne d’interaction entre
particules est plus petite que I’énergie cinétique typique, i.e. si

v = 27’;2 = %nw/d, (D.8)
est plus petit que un [3]. Nous soulignons que dans cette équation nous considérons
la constante de couplage A, a l’échelle kj,. Nous pouvons alors définir la limite diluée
(ou de couplage faible) par la condition 7 < 1 et kj, < A. La derniére inégalité nous
assure que la longueur caractéristique associée au comportement superfluide est bien
plus grande que le pas du réseau (rendant les propriétés du superfluide indépendante
du réseau).

Nous pouvons maintenant retrouver les résultats standards du gaz de bosons
dilué. A trois dimensions, puisque az < 0.31 [Eq. (D.3)], la constante de couplage
Ar =~ 8mtas est quasiment constante pour k < A et on retrouve le résultat connu
v~ asn'/?. Etant donné que kj, < A dans la limite diluée, nous en déduisons

ky, ~ +/8mazn ,
Ak, ~ 8mast, (D.9)
1+ 2dt ~ 8rastn,

tandis que la vitesse du mode de son prend la forme
¢ o /2, no g, =~ 2t/ ATazn . (D.10)
Puisque Z4 1, ~ 1, la raideur superfluide est donnée par
ps = 2tng g, ~ 2tn. (D.11)
Nous avons utilisé le fait que ngy, = n a l'ordre dominant dans le développement

du parameétre du gaz v ~ asin!/? du gaz de bosons dilué tridimensionnel. Dans la
limite U/t < 1, ou ag ~ U/8xt (la renormalisation de la constante de couplage est
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négligeable), nous obtenons
)‘kh ~ U,

k= ) 2
RENE (D.12)

w~+ 2dt ~ Un,
c~V2tUn.

Le domaine de validité de la limite diluée est donné en figure D.1?.

A deux dimensions, I’annulation logarithmique de )\,(cvac) joue un roéle crucial. Nous

trouvons
4dmn 1/2 4mn 1/2
= (mer) = (i)
| In kpas | In /71 as| (D.13)

N 47t N 47t
"7 |Inkpaz|  |Invnas|’

Ak

et _
4rtn

\lnﬁa2]7

8mn 1/2
cxt| ——m—m ,
<|lnﬁa2|>

en accord avec les résultats obtenus par Schick pour le gaz de bosons dilué bidimen-
sionnel [122, 128]. En particulier, le petit paramétre v ~ 1/|In /7 as|. Pour U/t < 1,
la longueur de diffusion ay ~ e=*™/U est exponentiellement faible (équation (D.3))
et nous retrouvons les équations (D.12). La limite diluée est alors simplement déter-
minée par ky ~ /(U/t)n < A (figure D.1).

Méme dans la limite v < 1 et kj, < A, la théorie de Bogoliubov cesse d’étre valide
a l'échelle de Ginzburg k¢ (voir la discussion au chapitre I). En utilisant les résultats
donnés en [39, 10, 11] (ou I'équation (1.39)) avec 'interaction nue U remplacée par
Ak, pour prendre en compte les fluctuations aux échelles d’impulsion plus grande
que kj, nous obtenons

w~+ 2dt ~
(D.14)

kp exp (—const/\/@) (d=3),

kg ~ k D.15
I (@=2) o
|In /71 as|

Pour U < t, les équations (D.15) deviennent

{ kp exp [—const/ﬁ(U/t)3/2] (d=3
kg~ U 5

)7
~hn (d=2).

)

La limite diluée comme nous l'avons définie plus haut est donc équivalente a la
condition na? < 1 pour d > 2 (1/In(na?) < 1 pour d = 2) ou encore & kj, < A

(D.16)

a. Dans la limite U/t < 1, la condition k; /A < 1 implique que v < 1, ce qui donne une densité
de cross-over de lordre de t/U.
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et kg < kp. Dans cette limite, I’approximation de Bogoliubov reste valide dans une
grande partie de l'intervalle d’impulsion 0 < |q| < kj, o le spectre est linéaire, et
ne marche plus seulement quand |q| < kg < kj. Les quantités thermodynamiques
(10,ks Ps,k» Ck, €tc.) sont néanmoins insensible & 1’échelle de Ginzburg et peuvent étre
obtenues grace a la théorie de Bogoliubov [39, 40, 11].

D.2 Flot du groupe de renormalisation & deux dimen-
sions

Le flot du RG est montré en figure D.2 pour ¢t/U = 10 et n = 1 (d = 2). Pour
ces valeurs de t/U et n, la condition initiale est bien approximée par la théorie de
Bogoliubov (voir section D.1),

NoA M,  pPsA 2N, cp (2Utﬁ)1/2,

(D.17)
A = U, ZC’AEI, VA’AZO,

et la renormalisation de A\ pour k > kj est négligeable. La longueur de cicatrisation
est déduite des résultats numériques et de

Z 4,k K7y = M,k (D.18)

qui généralise la définition (D.4) aux cas ott Z4y, est différent de un. Les quantités
thermodynamiques telles que nok, Psk €t ¢, varient peu avec k et restent proches
de leur valeurs initiales (D.17). Par contre, I’échelle de Ginzburg k¢ se manifeste par
une forte variation avec k de A, Zc i et V4 ;. Nous déterminons kg a partir du point
d’inflexion de V4 4, b

a?VAk’k:kG: 0. (D.19)

kp, et kg [Egs. (D.18,D.19)] sont en bon accord avec kj, ~ /(U/t)n et kg ~ (U/t)kp,.

Dans le régime de Bolgoliubov (i.e. perturbatif) kg < k < A, Ay, Zoi et Vay
restent presque égaux a leurs valeurs initiales (D.17). Nous nous attendons donc &
ce que les propagateurs & k = 0 aient la forme

€
Gula) =~ g
q
€q +20Un
Git(q) = —m7 (D.20)
q
w
) =g
q

pour |q| > kg avec Eq = [eq(eq + 2Un)]'/? Pénergie du mode de Bogoliubov. Le
spectre passe d’une dispersion quadratique a une dispersion linéaire & 1’échelle de
cicatrisation ky,. Pour kg < |q| < kn, Eq = calq| avec e ~ (2Unt)'/2.

b. Nous pouvons aussi utiliser les conditions Gch,k|k7kG =0ou 812)\k|k:7k:g =0, qui donnent des

résultats comparables.
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In(A/k)

F1GURE D.2 — Flot de RG dans la phase superfluide, t/U =10 et . = 1
(d=2).

FIGURE D.3 — Identique a la figure D.2, mais pour t/U = 0.05 et n ~
10~%. Les flots de )\,(gvac) et Zgzc) dans le vide (7 = ng, = 0) sont aussi
montrés.

FIGURE D.4 — Identique & la figure D.2, mais pour ¢/U ~ 0.062 et 7 = 1.
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Dans le régime de Goldstone (non-perturbatif) k < kg, Ag, Zo g ~ k s’annule
pour k — 0 tandis que V4, >~ V4 x—o prend une valeur finie. Ce régime est dominé
par les fluctuations de phase, et est caractérisé par une annulation de la self-energy
anormale X,y 1(¢ = 0) = A\gnor ~ k (voir discussion du chapitre I) et la diver-
gence du propagateur longitudinal (voir équation (D.21) ci-dessous) [31, 32, 30]. Les
propagateurs & k = 0 (3.11) sont donnés par

Gulq) = I 1
e = 2\ng 2n0C/w? + 2q2
1 2noc? 1
Giilq) = — - : D.21
w(9) Va(w? + 2q?) ps w2+ c2q? ( )
Zow 2 dn w
Gulq) = - =——

2AngVa(w? + 2q2)  ps dp w? + 22’
pour |q|/|w|/c < kg, oil nous avons utilisé ¢ = (Zat/Va)'?, k = 2noVa, ps =
2tZ ang et limy_,0 Zc )/ A\, = dno/dp (voir section 3.1.3). Le propagateur longitudinal

est obtenu a partir de Gy (¢ = 0) = —1/(2M\gynox) en remplagant A\ ~ k par
Cy/w? + c2q? [11]. Dans le régime de Goldstone, l'existence d’un spectre linéaire &

basse énergie est due a 'invariance relativiste de re (Zc — 0 tandis que Vy  —
V4 > 0) et non a la valeur finie de la self-energy anormale ¥,,(¢ = 0) comme dans
le régime de Bogoliubov. De facon remarquable, la valeur de la vitesse du mode de
son est insensible a kg. Ces résultats sont en accord avec les études précédentes sur
les bosons en interaction dans le continu [10, 11, , |.

En figure D.3, nous montrons le flot de RG pour ¢/U = 0.05 et 7 ~ 10~*. Bien
que t/U < 1, la trés petite valeur de la densité nous assure que nous sommes bien
dans la limite diluée, avec kg < kp, < A (I, ~ —3 et g ~ —8). Pour k > ky, le flot

de la constante de couplage A\ coincide avec le flot dans le vide (Ag =~ /\( ac), voir
équation (D.2)). Pour kg < k < kp, la variation de Ay est faible : dans lmtervalle
d’impulsion kg < |q| < kp, le comportement du systéme est bien décrit par la
théorie de Bogoliubov mais avec des parameétres renormalisés (g, , no k, , etc.). Dans
le régime de Goldstone, k < k¢, nous retrouvons le comportement infrarouge discuté
ci-dessus.

A mesure que t/U décroit (& densité n fixe), la constante de couplage sans di-
mension y augmente et finit par devenir d’ordre un. Un flot typique dans le régime
de fort couplage v > 1 est montré en figure D.4 pour ¢t/U ~ 0.062 et 7 = 1. II n’y
a plus de régime de Bogoliubov, kj, ~ kg ~ A, et la densité du condensat ng, et la
raideur superfluide pg 1, sont fortement réduites.

D.3 Les échelles d’impulsion caractéristiques : kj et kg

La figure D.5 montre kg, kp, no, k, ps et ¢ en fonction de ¢/U & densité fixe
n = 1. Nous voyons un cross-over rapide entre un régime de faibles corrélations
(kg < kp, np ~ n et ps ~ 2tn) et un régime de corrélations fortes (kp ~ kg ~ A,
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0 L L il B SO S [ | p—
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t/U

FI1GURE D.5 — Densité du condensat ng, raideur superfluide ps, compres-
sibilité k, vitesse ¢, et échelles caractéristiques ky, et kg en fonction de ¢t /U
a densité fixe 7 = 1 (d = 2). Les points noirs sont des fits kj, o< \/nU/t

et kg o< \/n(U/t)3.

(a) Dilute limit : /U >1

0 kg k, A
| | | >k
Goldstone gaussian
regime regime

(b) Strong Coupling regime :¢/U < 1

0 kGNkhNA
I > k

Goldstone
regime

(c) Critical regime : £~¢,, u~u,

¢’

0 k, kg~A
I I I > k

Infrared critical
regime regime

FiGURE D.6 — Comportement de la phase superfluide en fonction de
I’échelle d’impulsion k & densité constante 7 entiére. kj, : échelle de cica-
trisation, k¢ : échelle de Ginzburg, k; : échelle de Josephson (voir section
3.3).
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FI1GURE D.7 — Densité du condensat ng, raideur superfluide p, et échelles
caractéristiques kp, et kg en fonction de la densité n pour t/U = 0.04
(d = 2). Les points noirs sont des fits k; o< (7n/|1Inv/fa|)'/? et kg o
kpAg, /t [Eq. (D.15,D.13)].

ng < n et ps < 2tn) quand t/U décroit. Prés du point muticritique, il y a un régime
critique ot g, S\k, na,k €t Ny vont vers leurs valeurs de point fixe, comportement
caractéristique d’un systéme critique (voir section 3.3). Le comportement critique
cesse & l’échelle d’impulsion de Josephson kj (section 3.3.1), et pour k < kj nous
retrouvons le régime de Goldstone de la phase superfluide. Le comportement de la
phase superfluide a densité fixe et entiére est résumé en figure D.6. Excepté pour des
effets de réseau (qui oblige ky, kg et kj a étre au plus d’ordre A) nous retrouvons le
comportement du modeéle O(N) en d+ 1 dimensions [30] (voir également chapitre I).

La figure D.7 montre kj, et kg a t/U fixe pour 7 variant entre 0 et 1. Dans
la limite de basse densité v < 1, nos résultats numériques pour kj et kg sont en
accord avec les équations (D.4, D.13). Pour n ~ 0.5, kg et kj, sont du méme ordre
et v > 1 comme on s’y attend pour une phase superfluide en corrélations fortes.
Le comportement prés de la phase de Mott (1 — 7 < 1) est similaire & la limite de
basse densité et refléte le fait que les transitions entre le vide et le superfluide et celle
entre isolant de Mott et superfluide appartiennent & la méme classe d’universalité.
En particulier, prés de la phase isolante, le systéme est dans un régime de faibles
corrélations (y = A, /t < 1), en accord avec le fait que le point quantique critique
est gaussien pour d > 2. L’analogie entre les deux limites n < 1 et 1 —n < 1 améne
a des conséquences intéressantes qui sont discutées au chapitre IV.
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3 4

\2 n
t/U
FIGURE D.8 — Poids spectral normalisé Z du mode de son [Eq. (D.24)]
en fonction de t/U (n =1 et d = 2).

D.4 Le spectre de basse énergie

La connaissance de la limite infrarouge de la fonction de Green & un corps permet
d’obtenir la fonction spectrale [10]

1
Alq,w) = —;Im Gn(q,w +1i0T)

1

1
—5-m [Gu(q,w +i0%) + G (q,w +i07)] (D.22)

dans la limite de basse énergie. A partir des équations (D.21) nous déduisons

Alaw) = 5 0 = elal) = 3 + clal)

sgn(w) O(w — clql)

47T7’L()C A /w2 — 62q2

pour |q|, |w|/¢ < k¢. En plus du pic delta di au mode de Goldstone, la fonction spec-
trale posséde un spectre d’excitation continu, conséquence directe de la singularité
du propagateur longitudinal Gy;. Tandis que le mode de son existe jusqu’a |q| ~ kp,
le continuum n’est observé que pour des impulsions et des énergies |q, |w|/c < kg.
Dans la limite de couplage faible, ol le réseau ne joue pas de role, ces résultats
sont en accord avec la théorie hydrodynamique de Popov [110, 30]. Cette derniére
donne C' = (4tn/ cno)l/ 2 de sorte que le rapport entre le poids spectral porté par le
continuum et le mode de son est trés faible dans la limite de couplage faible [11].

Il n’y a pas de différence qualitative entre les phases superfluides en couplage
faible ou fort, en ce qui concerne la fonction spectrale a basse énergie [Eq. (D.23)].
Cependant, en couplage fort, le continuum d’excitation dii au comportement singu-
lier du propagateur longitudinal s’étend certainement jusqu’a des impulsions d’ordre
kg ~ A (i.e. sur la plus grande partie de la zone de Brillouin) et porte une partie
significative du poids spectral. Cela est confirmé par la diminution du poids spectral
du mode de son a mesure que le rapport ¢t/U décroit a densité fixe. La figure D.8

(D.23)
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FIGURE D.9 — Flot de RG dans la phase superfluide pour ¢/U = 0.034
et n=1(d=3).

montre le poids spectral Z4 = noc/2ps|q| du mode de son pour 7 = 1, normalisé &
sa valeur dans la limite de couplage faible ¢t > U,

_ [ 2t noc |/ 2t
S

Z reste proche de un dans la limite de couplage faible mais diminue fortement dans
le régime de forte corrélation. Il s’annule a la transition vers I'isolant de Mott (¢ = t.)
avec un exposant critique 28 — v(d + z — 2) = vn,

Z o~ (t— o) (D.25)

pour t — ¢, voir section 3.3.

Etant équivalent a la RPA, I'action effective initiale I'y prédit aussi I’existence
d’un mode gappé en plus du mode de son habituel [16, 47, 48, |. Le devenir de
ce mode gappé est cependant hors de porté de notre développement en dérivées et
requiert une implémentation plus subtile du NPRG [10, 41, , |.

D.5 La phase superfluide tridimensionnelle

Dans la limite diluée v < 1 et en couplage faible (section D.1), les conditions
initiales du flot de RG sont données par

noA =N, psA=2tn, cp>~2tV4razn, (D.26)

A >~ 8mast, Zoa(n)~1, Via(n)~0, '
et redonne 'approximation de Bogoliubov. Le flot pour k& < kp est logarithmique
et donc trés lent [11]. Cela explique pourquoi la longueur de Ginzburg est exponen-
tiellement petite dans la limite diluée [Eq. (D.15)] et non pertinente la plupart du
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temps. Dans la limite infrarouge, Gy et Gy sont donnés par (D.21), tandis que le
propagateur longitudinal

Gu(g) ~ In (J%) (D.27)

diverge logarithmiquement.

Un flot typique dans la limite de couplage fort, ou kj, kg ~ A, est montré en
figure D.9 pour n = 1. Les quantités thermodynamiques convergent rapidement
vers leurs valeurs & k = 0. Par contre, les flots de A\, Zcp ~ |In k|7t et Va i sont
logarithmiques.



Annexe E

Propriétés du régulateur sur le
réseau

Le régulateur sur le réseau (3.12) différe de ceux utilisés dans le continu, en
particulier a cause du traitement symétrique du haut et du bas de bande (Fig. 3.1).
On peut réécrire R (q) sous la forme

Ri(q) = —Za kersgn(tq)yqr(Yq), (E.1)
ol 1
)
r(y) = T@(l —y) (E.2)
et c
- si tq <0,
€
Yq = 4lzit —€q . (E.3)
— si tq>0.
€k
Cela donne

ORk(q) = Zakersgn(tq)yqnarr(Vq) + 2yqr (yq)]
= Zarersgn(tq)O(1 — yq)mar(l — yq) — 2. (E.4)

Ry (q) apparait toujours dans les équations de flot avec I'4 1,

T ak(g;n) + Ri(q) = Zageq + Varw® + Vi(n) + Ri(a), (E.5)
ou
. ZAJgek si €q S €L,
Zakeq + Ri(q) = { Zareq s €q> e (E.6)
pour tq < 0, et
o ZA7k(4dt — 6k) si €q > 4dt — €L,
Zanea + Rila) = { Z A k€q sl €q < 4dt — e, (E.7)
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pour tq > 0. Les équations (E.4,E.6,E.7) simplifient significativement les coefficients
I,(n) et Jog(q;n) (voir annexe F). Une contribution typique a I, ou a Jug est

= / / ORL(QF (Zancq + Ri(q)w). (E.8)

ou 0 = kO et f est le produit de propagateurs Gy = —(F,(f) + Ri)~!. Puisque
O;Ri(q) réduit les intégrales sur les impulsions & yq < 1 ot Z4 req + Ri(q) est
indépendant de q,

- / O(—tq)Oh Re(a) / F(Zager,w)
+ / O(te) O Ru(q) / F(Zas(ddt — i), ). (E.9)

En utilisant la densité d’état sur le réseau

D(e) = / 0(e—€eq) (0<e<A4dt), (E.10)
q
nous obtenons

2dt
/ O(—te) O Ri(q) = / deD(e)0, Ry (q)
q 0

€

€k
= —ZA,kek/ deD(e) |:77A,k (1 — ) — 2:| (E.11)
0 €k
et
4dt

/ O(tq)d Ri(q) = / deD(e)0) Ri(q)

2dt

4dt Adt —
= ZA,M/ deD(e) {m,k (1 - 6) — 2] . (B.12)
4

dt—eg €k

La densité d’état d’un réseau hypercubique étant symétrique, D(e) = D(4dt — ¢),
I’équation précédente donne

[ etaana - [ e-tgara (5.13)
q q
ce qui nous permet d’écrire (E.9) sous la forme
B = / O(—tq)Oh Ri(q) / F(Zanenw) — f(Zan(ddt — ) )], (E.14)
q w

avec l'intégrale sur les moments donnée par (E.11).
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Dans la limite k < A (ou €, < 2dt), la fonction f(Z 4 ,(4dt —e€),w) contient des
propagateurs ayant un large gap et est donc négligeable par rapport a f(Z4 pex,w)
et le flot n’est alors gouverné que par les modes de basse énergie. De plus, pour
€q < € < 2dt, le réseau ne compte plus et nous pouvons approximer eq ~ tq?, ce
qui donne

ed/2—1
et
Vd d NAk
O(—tq)O R =8—Z K4 (1 — E.16
/q (~tq)OiBr(q) =8~ Zaker < d+2>’ (E.16)
ol fugl = 24+174/21(d/2). Nous obtenons donc
Vq d NAk
F,=8—7 K11 — —— Z E.1
k=8 Zaken < d+2>/wf( Ak, W), (E.17)

qui est la forme habituelle pour des modéles dans le continu avec un régulateur en 6

[141].






Annexe F

Equations de flot

F.1 Equations BMW pour I'y, I'pi et I'cy

Nous donnons ici les équations de flot dans 'approximation BMW,| prises de [11].
Dans cette approximation, I’équation de flot du vertex a deux points est

811“(2) p7 -5 Z alGZlm EJZ)211< p,—p;0,0; ¢)
q711722
) . .
2 Z {FSZ)Z?, (p, 0, —p; (b)rgzzzl( —p,p,0; ¢) [8l Girin (4 9)|Gigis (P+¢; 0)+(p < —p,i & ‘])}’
q,11++14

(F.1)

ou les vertex a trois et quatre points dans (F.1) sont obtenus par différentiation du
vertex & deux points par rapport aux champs. De (3.6), nous obtenons

Gij(p; @) = 6; j[6:1Gn(p; 1) + 8:2Gee(p; )] + €1;Gre(p; m),
r§]2->(p,¢) 8; ;[T a(p;n) + 6:12nT5(p; n)] + €T c(p; ),

I (b, —p.0:9) = \/“5:‘/{5,]5“[&@, n) + 8200l (ps )]

+ (6i40;1 + 0;,0:1)TB(p; 1) + €011 T (p; n)},

1
[5i,1(5j,m5l,1 + 01,m05,1) + Om,1 (05,0651 + 6;48i1) + 05,m 51001 | 20T (p; n)

+ 5¢71(5‘715171(5m,14n2rg(p; n) + 5l,m€z‘j [Fc(p; n) + 51,12nrc(p; n)} }

(F.2)
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(T, (p;n) = OnLa(p;n), ete.) pour la configuration de champ ¢ = (v/2n,0). L’équa-

tion de flot (F

oL a(p;n) =

ol'p(pin) =

olc(pin) =

.1) donne alors

1 1
= 5 [a(psn) + 207 (p;n)] = 5 L () [Ta(pi n) + 20 p(p5n)]
— 2n[Juee (p; )T (p31)* + Jyen(ps n)T 5 (p; m)?
+ 21,16 (p; )y (p; )L B (p5 n) — Jun(p; n) e (ps n)?
— 2Ju(p; )Ty (p; )T (p3 ) + 211 (p; )T B (p; n) T (psn)], (F.3)

o (n) — TP (p:n) — Fa(n) | T (pim) + (o)

— ST m) — () [X (0)? + Tlo(pin)’]

+ Jiee(psn) [Ty (p;n)* +Te(pin 2]
[Jttll(p7 n) — Ny t(p; )]FB(p7 )2
+ 211t (p; ) (3 n)[ n) + T4 (p;n)]
+ 2J1t(p; ) [X (n) — Ty (p; ) [T (p; n)
+ 2Jin(p; )T (p; )6 (p; ) + 2144 (p; W)L (p; )T (p;n),  (F.4)

1 1
— 3 Tu(n) [T (pin) + 20T ¢ (pim)] — S (m)T(pim)
= 2n{ (s m) X (M) (p: ) + (o3 ) g (95 )T (9 )
— Jee e (P )T B(pi 1) + Jieu(p; n)T B(p; n) T4 (p; )

+ (s m) [X(0)Ta (55 m) = Te(pin)?] = Ji (i) X ()T (pi ) },
(F.5)

ou X =T1", 4+ 2I'g + 2nI';. Les coefficients 1,(n) et Joz(n;p) sont définis en (F.12).

F.2 Equations de flot avec le développement en dérivée

Apres développement en dérivées du vertex a deux points (équations (3.44) et
(3.62)) et dans le cas ou Z4(n) et V4 x(n) sont approximés par leurs valeurs en
ng k, le minimum du potentiel effectif, les équations précédentes se simplifient en
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avin) = 5 [ ARk Galarm) + Gularm), (F.0)
OZop(n) = —20Vy! (n)*0y [BJnie(q,n) = 3Jn(g,n) + Jise(g,m) — Jieto(g,m)] g
— 4n*V )V () [uge(g.1) = Tien(am)],_q
— 42V (1) 2 (1) (4, ) = 5 70 0) () + ()]
- Ill(n)nZg,k(n) - QnVIé/(n)Z,C,k(n)Jll,tt(O» n)

— 6nVy/(n)Zg(n) Jun(0,m) (F.7)
OVar = —n0xM02 [Tns(9) + 2Je1(q) + jtt,n(CI)]q:O + 210, 11(0) Z¢ 1 (no k)
+ 410,k A Ze 1 (n0,4) 0 [Tt (@) = Jien(@)] g » (F.8)
(5 82 € 6 € 2
Nak = 20ino k2 A perk {;2 + / (e — €q) [ 0 ( qﬂ”QQ)
7r q €q €q

()

D_ = (Zager + Varw?)(Zager + Varw? + 2n01\) + Zox(nog)?w?,

D, = [ZA7k(4dt —€x) + VA7kw2HZA,k(4dt —€x) + VA,kWQ + 2”0,k)\lc] + Zc,k(n()’k)ZwQ,
(F.10)

ou

Zak=Zagpnor), Var = Var(nor), nar = —kokInZap, et [ = In(k/A).
Quand Z¢ (n) est approximé par Zc i (no k) = Zc i et Vi(n) est tronqué a 'ordre
quadratique [Eq. (3.64)], nous obtenons

oo = [ ORu(a) [Gula) + Gurla)]

3 - 1. .
ook = 51'11 + §Itt if nox >0,

Ao = —2X\ Iy if nop =0,

9 = _ _ (F.11)
O = =N [9911(0) — 6J1,14(0) + Jie 16 (0)],
o _ _ _
O Zcy = 2)\%710,1@’% [ie1t(2) — Jie,ee(q) — 3ue(q) + 3Jie,n(q] =0
o . _ _ _
AVay = —2)\%%,1@@ [Ji,5t(q) + Jeen(q) + 2Jlt,lt(Q)]q:07
avec 14 donné par (F.9). Nous définissons les coefficients
Io(n) = /51Ga(q; n),
a (F.12)

Toalain) = [ [8iGa(d'sm)]Gata + d'sn),
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ou «, 8 = 11, tt, 1t. Pour alléger les notations, nous avons omis les indices k dans I, et
Jap- Les notations I, J,3 et G signifient que ces quantités sont évaluées en n = ng .

F.3 Equations de flot prés des points critiques

F.3.1 Point multicritique

Pour étudier les équations de flot, ainsi que leur linéarisation, prés du point
multicritique, nous posons Z¢ y(n) = 0 dans (F.11) ce qui donne, dans les variables
adimensionnées ad hoc (voir table I11.2),

Ot = (l—d

270 1\ —3 41
s 1) (i )

d d+2 8 (1+ 20040 ) ’
O = (37;“‘+”2V+d—3> by

(F.13)

12 9
s () P (T )
16 ’

M ( 270 kA + ——2—— — —2 -2
0 16vq M0k ( Mok + V142710, Mg 3> + V14270 k Ak
Ak = J
’ d

1673 Ak (1 + 270k Ak

fio ek | 270 1M + ———— — 3 ——z -2
16v4 1A 10k ( R0k + V14270 K Ak > + V14270 1 Ak
Wk = 1 = —=
16n07k)\k(1 + 2n07k)\k)

dont on obtient directement ’équation (3.69).
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F.3.2 Transition générique

Pour étudier le flot pres de la transition générique, nous pouvons poser V4, =0
dans (F.11), ce qui donne, dans les variables adimensionnées ad hoc (voir table I11.2),

onyg = (—d—nc)ng
dvg nA
(1 _
A < d+2>

ON = (d—2+nak+10)

oA (ﬁoﬂ — 1)

A
<1 + 2&05\)3/2 ’
A
5\2

+40d( o > (1-&&) (1—&0;\(44—3&05\))
d d+2 (1+2ﬁ05\>5/2 7
dvg  fgh?

— ___ F.14

o = (1 _ T ) W (03 (24 3703) — 2)
d d+2 (1 R 2&05\> 5/2

)

OVa = (2—nap+20c)Va
. .
_% (1 na ) A <1+n0)\)

d \© d+2 (1+2ﬂ05\>5/2’

dont la linéarisation & d = 3 donne ’équation (3.75).







Annexe G

Température finie

Nous décrivons ici les différences qu’induit la température (" # 0) dans notre
approche de NPRG sur réseau. La modification de la théorie des champs se résume
au fait que le temps imaginaire varie maintenant sur un intervalle fini [0, 3]. Dans
I’espace réciproque, les champs se décomposent alors en séries de Fourrier, les champs
bosoniques étant périodiques (de période ), ce qui implique que les fréquences sont
discrétes wy, = 271Tn, n € Z. Ce formalisme a déja été utilisé dans le cadre du NPRG
pour des bosons dilués, voir [98, 1412].

Conditions initiales

Lorsque que la température est non-nulle, la différence principale dans les condi-
tions initiales est que l'opérateur exp(—ﬁf[loc) n’est plus le projecteur dans 'état
fondamental (exp(—BHoc) — exp(—BEFg)|0)(0] pour 8 — o0). La fonction de parti-
tion s’écrit

Zloc(J, J*) =Tr <6_B(ﬁloc—J*I;—JET)> 7
= Z efﬁAy,

oll A, est la valeur propre de 'opérateur ﬁloc — J*b — Jb! associée a létat lv). La
valeur moyenne de b est définie par

(G.1)

laln Zioc(J, J*)

6= (b = 3= (©2)
et le potentiel effectif est la transformée de Legendre de la fonction de partition
Viee(n) = =B~ In Zioe(J, J*) + J*¢ + Jp*. (G.3)

Bien entendu, nous retrouvons les résultats de la section 3.1.1 dans la limite de tem-
pérature nulle. Le calcul des fonctions de Green locales se généralise aussi directement
au cas & température finie.

Notons qu’a température finie, I’isolant de Mott n’existe plus, la compressibilité
n’étant plus nulle.
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Identités de Ward

Les identités de Ward obtenues en B pour les fonctions I'y g ¢ se généralisent
directement en notant toutefois que les fréquences sont discrétes,

V20 T3 (wn) + wa D (wn) = 0, (G.A4)
V2ng fg%) (wn) + wnfg?()](wn) =0, (G5
V2ng fg?()](wn) — wnf,(g()](wn) = 0. (G.6)

Il n’est par contre pas possible d’utiliser ces identités pour obtenir des contraintes sur
les différents parametres de la théorie (V4, Z¢, etc.). En effet, nous n’avons plus le
continuum de fréquences qui nous permettait de prendre facilement les dérivées par
rapport aux fréquences des I'®. En particulier, les identités de la section 3.1.2, qui
ont été utilisées tout au long du chapitre I1I, ne sont plus vraies & température finie,
ce qui complique I’analyse numérique de la thermodynamique des chapitres [V et V,
oll nous sommes obligés de faire des dérivées numériques pour obtenir, par exemple,
la densité.

Equations de flot

Les équations de flots, voir annexe F, se généralisent directement au cas & tem-
pérature finie, une fois que les intégrales sur les fréquences sont remplacées par des

sommes de Matsubara : J
w
— =T . )
[ > (G.7)

Notons que les arguments des sommes de Matsubara s’écrivent, si V4 # 0, sous la

forme
a

n , (G.8)
[(wif + w2)(wy +w2)]”

W

ol a et b sont des entiers positifs et w,": et w; sont les poles des fonctions de Green,
voir section 3.1.3. Si wki > T, nous sommes de maniére effective & température nulle,
et le flot de RG est le méme qu’a T' = 0. Dans la limite opposée, nous nous trouvons
dans le régime classique (température infinie) et seule la fréquence de Matsubara
n = 0 participe au flot et nous retrouvons alors les équations de flot du probléme
0O(2) classique. Le cross-over entre ces deux régimes définit une échelle caractéristique
kr. Typiquement, k7 = v2mT pour z =2 ou ky =T /csi z = 1.



Annexe H

Lois d’échelle prés du point
multicritique

Nous exposons dans cette annexe les lois d’échelle prés du point multicritique,
en particulier dans la direction perpendiculaire au lobe (i.e. le long d’une trajectoire
paralléle & 'axe pu/U). Pour étudier le comportement critique prés du point XY, il
est possible d’écrire une action de basse énergie (qui est justifiable & la RPA, voir
plus bas

)
Seft = OB dT/dx{d)*(x,T)( ~ V2= 2(9, — op)” + aat) o(x,7) + glqﬁ(x,f)l“},
(H.1)

ol 0 = p — pe et 6t = t. —t. Ici, p. et t. sont les valeurs du potentiel chimique et
de t & 'extrémité du lobe. a est un coefficient de proportionnalité et ¢ est la vitesse
des excitations au point multicritique. Pour du = 0, nous avons bien 'action d’un
modeéle O(2) en dimension d+ 1 et la combinaison 9; — du est la seule autorisée par
I'invariance de jauge de I'action microscopique.

Si 0t et dp sont tous deux nuls, le modéle est critique XY, caractérisé par les
exposants nxy et vxy du modéle XY en dimension d + 1 et z = 1. Si §t # 0, nous
conservons la symétrie relativiste et ce paramétre pertinent grandit avec ’exposant
vxy sous une transformation de RG. Enfin, si du # 0, Uinvariance lorentzienne est
brisée. Cette variable pertinente doit par contre se renormaliser comme 39, du fait de
la symétrie U(1) (voir par exemple [143]), c’est-a-dire avec l'exposant 1/v; =z = 1.
Ainsi, lors d’une transformation de RG, la partie singuliére de la pression obéit a la
loi d’échelle®

Py(0t,0u, T, q) = s~ 2Py (6t sV Ts?, g(s)). (H.2)

Si d < df = 3, la constante de couplage va vers une valeur de point fixe non triviale
g*. Le choix s = §t7XY redonne les résultats de la partie 3.3, en notant que P, = —Vj.

a. Il faudrait en toute rigueur travailler avec des grandeurs adimensionnées, comme nous ’avons
fait au chapitre I'V.
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Le choix s = 7%+ donne

ot T
_ (d+z)v
Ps(6t7 5:“’7 T7 g) =M lmd (6MVL/VXY ) 5,uZVJ_ ) (HB)
ot Py(z,y) = Ps(z,1,y,g"). Le long d’une trajectoire paralléle & l'axe des p, i.e.
0t = 0, et a température nulle, nous avons donc

P(0t = 0,0u,T =0, g) = cgdp @+, (H.4)

ot ¢g = PB4(0,0) est un nombre universel. La partie singuliére de la compressibilité
se comporte donc comme dp(H2=2L = 5,971 Je long de cette trajectoire, en accord
avec les arguments d’échelle de Fisher et al. [3].

Sid > d} = 3, nous nous attendons a trouver une brisure des lois d’hyperscaling.
Pour cela, il faut noter que g est maintenant dangereusement irrelevant : g(s) o
s179% et P,(u,v,w)  1/w quand w — 0. On trouve alors, en prenant s = pu~"* et
ot=T=0,

Py(6t =0,0p, T =0,9) x 5,u4/z o opt, (H.5)

avec des corrections logarithmiques en dimension d = 3, ce qui donne la loi d’échelle
§u? pour la compressibilité, comme argumenté en [3].

Nous pouvons calculer ’action de basse énergie S & I’approximation RPA. Pour
garder une action invariante sous la transformation de jauge locale, il faut développer

(n)

loc

Iaction effective locale T'}"” (iw; i) en fonction de iw + du autours de p = pe. A la

RPA, nous avons

HC/U = ﬁloc(ﬁloc + 1) -1,
(nlocU - ,U)(U + = nlOCU) (H6)

t, = ,
2d(U + )

pour l'isolant de Mott fjoc. Le vertex a deux points RPA vaut, dans la limite [|q| < 1
et iw+ du < U,

(iw + p)?

V Nloc ('r_lloc + 1)U7
¢ = /Mo (Rioe + U (H.8)

Il est intéressant de comparer la vitesse ¢ a la RPA avec les calculs Monte Carlo
Quantique |52, 53] et NPRG, pour le premier lobe en dimensions deux et trois, voir
table H.1. Remarquons que les résultats NPRG et Monte Carlo sont en trés bon
accord et que la RPA est relativement correcte.

(2 (iw; o) = t2G® + 2d 5t —

(H.7)

ce qui donne

Il est également possible de calculer I‘%),A({iw = 0}) a la RPA, qui a une ex-
pression compliquée (voir la référence [10]), et vaut au point multicritique du lobe
Njoc = 1 :

2(48v/2 — 67)

Plaha ({iw = 0}) = ==Y —=2000 = N (IL9)
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d 2 3
(c/lte)rpa 5.7 7.0
(c/lt)ome  48+02 63404
(¢/lt)xprG 4.9 6.4

TABLE H.1 — Vitesse ¢ au point multicritique du lobe njo = 1 en dimen-
sion deux et trois calculée en Monte Carlo Quantique (QMC) [52, 53],
a la RPA et avec le NPRG. Nous avons utilisé le ¢, donnée par la RPA
pour (¢/lt.)rpa, etc.

Enfin, il est possible de réécrire l'action de basse énergie en pu = u. et 7' = 0 sous la
forme d’une théorie classique des champs en utilisant une dimension supplémentaire
x = (X, cT) et nous obtenons

ot 1AUL e

sr= [aaf o )= v+ 2 o) + 20wl o

ot 2d §t/t joue le role d'un terme de “masse” et \UI%¢/t? = ug est la constante
d’interaction. La théorie est en couplage fort quand 3~ %ug > 1 a t = t.. Il est facile

de vérifier que I3~%uy > 1 pour le premier lobe de Mott en toute dimension.






Annexe 1

Fonctions d’échelle dans la limite
classique et en couplage faible

Nous justifions dans cette annexe que les différentes quantités thermodynamiques
peuvent s’écrire en couplage faible et dans la limite |u| < T comme des fonctions
universelles de la variable X = (u — upkT)/T¢(T) en dimension deux [119, 120], ou
perr/T = H2(§(T)) est une fonction universelle de §(T') (voir section 5.2). Notons
en passant que la pression réduite peut toujours s’écrire sous la forme®

Pu) = Fa( M) ) = Fa (- Ha@m)am ) ()

car Fy(x — Ha(y),y) est bien une fonction universelle. Ici, p. est la température
critique en dimension d (upgr en d = 2).

Nous allons montrer qu’en couplage faible §(7') < 1 et dans le régime classique
|u| < T, la pression réduite P se réécrit en dimension d quelconque

Py =AM ) wany P ()

ot Py est la partie “quantique” de la pression (dont nous avons omis la dépendance
en dimension) et F; est une fonction d’échelle classique (voir plus bas).

Comme nous nous intéressons au régime classique |u| < T en couplage faible
g(T) < 1, nous pouvons directement travailler avec I’action classique (dépendant
uniquement des modes du champs indépendants du temps imaginaire, c¢’est-a-dire
que nous avons intégré tous les modes “quantiques”)

x)|? !
sp=g [ ax{ V5ot~ 1660 + Flotalth + RGeT). (13

a. Dans cette annexe, nous absorbons les coefficients (27)? dans les fonctions d’échelle, par
rapport aux définitions données au chapitre IV.
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ou y’ est le potentiel chimique effectif des modes classiques (dépendant du systéme,
i.e. ¢’est une quantité non-universelle) et ¢’ est l'interaction effective (¢’ = 4mas/m
end=3et g =g(T)/2m en d = 2). Ici, Py est la contribution de la pression des
modes “quantiques” et nous avons

Po(,T) = T(T;”‘;F)Mpo (u - “C,gm)’ (1.4)

otl Py a été introduit a 1’équation (1.2) . Notons que I’action classique n’est définie
qu’en présence d'un cut-off Ay ~ v/2mT' (nous avons intégré tous les modes d’énergie
w 2 T et d’impulsion |q| 2 Ar).

Pour réaliser une transformation du groupe de renormalisation, nous avons besoin
de travailler avec des quantités adimensionnées, comme vu en section 4.1. Nous uti-
lisons pour cela le cut-off A7 pour les distances et A% /2m =T pour les énergies. En
fonction des variables X = Arx, ¢ = A;d/Zng, g =y /T ety = 2mA%_Qg’ =g(T),
I’action classique devient ©

5= [ ax{ 1w - 1o + ot | (15

tandis que la pression adimensionnée due aux modes classiques s’écrit

- Puu,T
P(T, 1,§) = . T)

—_ 1.6)

7 (
TAf,

Notons que nos hypothéses de couplage faible et de régime classique se réécrivent

sous la forme ¢’ < 1 et || < 1.

Lors d’une transformation de RG, Ay — Ar/s, les constantes de couplages de-
viennent dépendantes de s, i/ — i/(s) et ¢ — §'(s). D’aprés nos hypotheses, le flot
démarre prés du point fixe gaussien i’ = ¢’ = 0, et c’est donc ce point fixe qui va
le gouverner tant que |i/(s)], §'(s) < 1, avec les exposants critiques (champ moyen)
associés :

il (s) = ji's'/"e, 1.7
~/ ~/ € ( ° )

g(s)=gs",
avec Vg = 1/2 et e = 4 — d. La partie classique de la pression Ps (i.e. la contribution
des modes classiques & la pression) obéit a la relation d’échelle

P(u, T A -
T(f;%) — s7IP, (i (5), 5 (5)), (18)

b. La contribution quantique de la pression peut s’écrire sous cette forme d’échelle grace au point
critique quantique discuté au chapitre I'V.

c. Nous avons omis Py car il n’est pas renormalisé. Nous n’aurons qu’a ’ajouter a la partie
classique de la pression.
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qui, avec le choix s = §'~1/¢ (et en réarrangeant les termes), donne

/

P ) = T R ) (19)
Cette expression n’est pas encore tout a fait satisfaisante car non-universelle : elle
s’exprime en fonction de p’ qui dépend explicitement des détails microscopiques
(c’est-a-dire que la relation entre u, le vrai parameétre physique, et ' n’est pas uni-
verselle). La fonction Fjy(x) étant universelle, la transition de phase sera donnée par
une non-analyticité en un certain ., ce qui définit alors u!, = z.T§(T)%¢. Nous
pouvons donc réécrire la fonction Fj sous la forme

!/ ! /

I 7 W= He
Fol =—=—— | = Fi| =5~ |- [.10
d<T§<T>2/6) d(T@(T)?*) (110
La fonction Fy(x) est elle aussi universelle car Fy(z) = Fy(z + x.). Par contre, il
est a priori compliqué de relier u!, & p. (et p' & ). Nous allons maintenant justifier
que ¢/ — pl. = p — pe dans le régime classique, ce qui va nous permettre d’écrire la
pression sous une forme d’échelle universelle. Le potentiel chimique renormalisé peut

s’écrire

W=+ ou(T, 1, §(T), {K}), (1.11)

ou K représente touts les autres détails non-universels du systéme (par exemple, la
forme du réseau si il y en a un, etc.). Dans le régime classique, le potentiel chimique
ne joue pas de role dans la renormalisation des diverses constantes de couplage et
done 6p (T, 1, §(T),{K}) ~ 6p(T, §(T),{K}). Le méme raisonnement nous ameéne &

pe = pie + 0p (T, ey §(T), {K}) = pe +6p(T, §(T), {K}), (L12)

c’est-a-dire que pour un systéme donné, la fonction du (T, 9(T),{K }) est la méme
pour p et .. Nous obtenons donc que dans le régime classique p' — pl, = p — pe.

La pression réduite peut donc s’écrire, en n’oubliant pas d’ajouter la contribution
des modes quantiques (la partie “réguliére” de la pression),

Py =AM ) wany () A

Dans le régime classique, |u|, |ue| < T', nous pouvons développer Py et nous obtenons

P T) = PT) + D) 4 gy R (L)
Tg(T)=1

ott maintenant F4(0) = 0 et F/(0) = 0, i.e. nous avons défini

Pe(T) =7’o(0 9(T )) g(T)T=2F4(0

; ) (1.15)
D(T) =P (0,5(T)) + §(T) =2 F(0),
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FIGURE 1.1 — Fonction d’échelle 6(X) (X = (u — pe)/Tg(T)), calculée
par Monte Carlo classique (MC) et NPRG pour g(7T") = 0.1, 0.22 et 4.
En couplage fort (g(T") 2 1), la densité réduite ne respecte plus la loi
d’échelle.

qui sont bien des fonction universelles de §(7') uniquement. L’équation (I.14) est en
accord les résultats des références [119, , 2914, Nous comparons en figure 1.1 les
calculs Monte Carlo classique [120] (i.e. utilisant I’action (I.3)) et nos calculs NPRG.
Nous montrons pour cela la fonction 0(X) utilisée en [120] (X = (u — ue)/Tg(T)),
définie par

D(p,T) =D+ 2m(0(X) — 6y — X), (I.16)

avec 6y >~ 1.07. Il y a un bon accord entre nos calculs et le Monte Carlo en couplage
faible, mais la loi d’échelle (I.14) n’est plus valable en couplage fort, comme attendue.
Nous rappelons que les fonctions d’échelle décrites dans les chapitres IV et V, voir
équation (I.1), sont plus générales et sont valides en couplage fort.

d. En dimension deux, les auteurs de [119, , 29] utilisent g(D/m), avec D la densité du
systéme, au lieu de g(7T'). Cela ne change pas les résultats, vu la dépendance logarithmique de g de
son argument.
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