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1 Systémes a Evénements Discrets

Sous ’appellation Systémes (Dynamiques) & Evénements Discrets (SED) sont
regroupés des systémes généralement concus par ’homme et dont les transforma-
tions ont lieu & des instants discrets, en réponse & des événements ponctuels. A
I'instar des systémes dits « naturels » qui peuvent étre modélisés par des équations
différentielles dépendantes du temps, les systémes a événements discrets doivent
bénéficier de modéles aptes & prendre en compte leurs caractéristiques dynamiques
suscitées par divers phénoménes (taches séquentielles ou simultanées, temporisées

ou non, synchronisées ou concurrentes, etc.).

L’étude des SED s’appuie sur des modéles graphiques et mathématiques
variés. Parmi tous les modéles étudiés, les réseaux de Petri constituent un modéle

important puisqu’ils permettent de décrire une grande variété des phénoménes
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dynamiques & savoir le délai temporel, la précédence, le parallélisme, la synchro-
nisation, la concurrence, la notion de ressource partagée, etc. En revanche, sur le
plan de I'analyse, il est difficile d’appréhender la grande variété des comportements

dynamiques que peut engendrer un réseau de Petri général.

C’est pourquoi les SED sont également étudiés & travers d’autres modéles,
parfois moins généraux, mais pour lesquels les phénoménes dynamiques sont
mieux délimités et donc mieux compris. Par exemple, les systémes non temporisés
déterministes peuvent étre décrits par des automates a états finis, et disposent ainsi
d’une théorie permettant d’aborder des problémes de controéle (théorie de Ramadge
et Wonham, cf. [Wonham 1987]).

1.1 Phénoménes de synchronisation et de délai

La classe des SED présentant essentiellement des phénomeénes de synchroni-
sation et de délai est amplement étudiée depuis le début des années 1980. Il est
en effet possible d’obtenir un modéle mathématique de ces systémes sous la forme
d’équations de récurrence qui utilisent des opérateurs max, min et la somme +.
Sous cette forme, les opérations ne sont pas linéaires, mais traduites dans une
structure algébrique particuliére appelée dioide, ou encore semi-anneau idempotent,

la linéarité apparait.

Les recherches autour de cette méthode de modélisation ont été regroupées
de maniére générale sous divers noms : théorie des systémes (max,+)-linéaires /

L ou encore théorie des systémes linéaires dans les dioides. Un

(min,+)-linéaires
ouvrage de référence pour cette théorie est [Baccelli 1992], et d’autres travaux plus
récents ont également vu le jour dans les livres [Chang 2000]|, [Le Boudec 2001] et

[Heidergott 2006].

1.2 Modélisation des systémes linéaires dans les dioides

Les systémes étudiés dans ce mémoire ont en commun ’algébre des dioides
comme cadre algébrique ainsi que des modéles dynamiques semblables. Par la suite,

un systéme est dit (min,+)-linéaire s’il s’agit d’'un SED pouvant étre décrit au moyen

1. La différence entre les appellations (max,+) et (min,+) est liée au point de vue adopté lors
de I'étude.
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de la représentation d’état suivante :

2(t) = Azt —1) @ B ult),
y(t) = C @ (t).

(1.1)

Les opérations somme @ et produit ® sont celles de I’algébre (min,+) étendues aux
matrices, c’est-a-dire que @ = min et ® = + (la somme classique). Les fonctions
considérées x(t), u(t) et y(t) sont quant a elles des compteurs d’événements. Le
modele d’état ainsi obtenu relie 'évolution de I'entrée u(t) a celle du vecteur d’état
x(t), puis a la sortie y(t). Il est clair que cette représentation d’état présente une
grande analogie de forme avec celle des systémes linéaires continus, notamment

lorsqu’il s’agit des modéles a temps discret.

De méme qu’en théorie des systémes, il est également possible d’obtenir une rela-

tion liant I’entrée & la sortie via une convolution, en I’occurrence une inf-convolution :

y(t) = (h*u)(t). (1.2)

La fonction h(t) est alors la sortie y(¢) du systéme en réponse a un signal d’entrée
u(t) spécifique qui joue le role d’une impulsion. Cette fonction h peut donc étre
considérée comme analogue a la réponse impulsionnelle des systémes linéaires

conventionnels.

Les premiers travaux sur ces représentations sont proposés dans [Cohen 1989).
Les trajectoires z(t), u(t) et y(t) sont alors représentées par des séries formelles
en deux indéterminées v et §, et a coefficients booléens. Cette représentation offre
l’avantage d’étre en deux dimensions, I'indéterminée ~ représente les événements

tandis que 'indéterminée § représente le temps.

1.3 Représentation graphique de ces systémes

Un outil de modélisation graphique décrivant la dynamique des SED présentée
dans (1.1) et (1.2) est le Graphe d’Evénements Temporisés (GET), sous-classe des
réseaux de Petri pour laquelle toute place ne posséde qu’une transition en amont

et une en aval.

Dans un GET, la synchronisation est représentée dans la consommation de

jetons (lorsque plusieurs arcs convergent sur une méme transition, cf. figure 1.1a)



4 Chapitre 1. Introduction et état de l’art

ou la production de jetons (lorsque plusieurs arcs divergent depuis une méme
transition, cf. figure 1.1b). En raison de cette particularité, les GET sont souvent
appelés des modéles déterministes. Enfin, I'introduction du temps dans un GET se

fait par les temps de séjour associés aux places des graphes.

O O VAN
S 45

(a) Consom- (b) Produc-
mation de je- tion de jetons
tons

FIGURE 1.1 Synchronisation dans un Graphe d’Evénements Temporisés.

2 Domaines d’application

Parmi les domaines d’applications de la théorie des systémes (min,+)-linéaires,
on peut citer les systémes de production, les réseaux de transport ou encore les
réseaux informatiques. Chaque domaine utilise & sa propre maniére les éléments de

la théorie et & des fins parfois différentes.

2.1 Applications aux systémes de production

Dans le cadre d’une application de cette théorie au domaine des systémes de
production, 'objectif est double. D’une part, a I'instar de "automatique classique,
on souhaite pouvoir aborder des problémes de commande et ainsi répondre & cette
question : quand et en quelle quantité faut-il lancer les ordres de fabrication pour
optimiser les performances du systéme de production ? D’autre part, des indicateurs
de performance tels que des temps de cycle, des taux de production, une taille de

stock ou encore des temps d’attente, sont également recherchés.

Lorsqu’un systéme manufacturier de production peut étre décrit par un modéle

tel que (1.1), le probléme de pilotage de la production est alors exprimé de la fagon
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suivante : la fonction wu(t) décrit les dates et quantités des lancements de produits
bruts ou semi-finis en production, et la fonction y(t) décrit les dates et quantités de

produits finis (ou semi-finis) disponibles en sortie du systéme.

2.1.1 Commande des systémes (min,+)-linéaires

Lors de la conception d’une commande d’un systéme, il est nécessaire de définir
un critére & optimiser. Ainsi, lorsque les exigences sur la disponibilité de produits
finis en sortie du systéme sont fixées, le critére choisi et connu sous le nom critére
du juste-a-temps?, permet de trouver la trajectoire u(t) décrivant le déclenchement
le plus tardif des ordres de fabrication en entrée du systéme. La quantité juste est

ainsi disponible au plus tard avant la date fixée par le client.

Par analogie avec l'automatique conventionnelle, une premiére structure
permettant de réaliser une commande selon ce critére du juste-a-temps, est une
commande optimale en boucle ouverte dont l'objectif est la poursuite d’une
trajectoire connue a priori. Ce probléme de pilotage apparait alors comme une
inversion de la dynamique du systéme (1.1), ou de maniére équivalente comme
une pseudo-inverse du produit de convolution de (1.2). Il a été posé et résolu la

premiére fois dans [Cohen 1989].

Une autre démarche de commande en boucle ouverte correspond a la recherche
d’un précompensateur optimal selon le critére du juste-a-temps. Il s’agit d’un
contréleur placé en amont du systéme afin de compenser la dynamique du systéme
représenté par sa fonction de transfert h de (1.2), et de s’approcher au mieux d’un
modéle de référence décrivant le comportement entrée/sortie désiré. Ce probléme
est par exemple traité dans [Gruet 1995], [Libeaut 1996], [Hardouin 1997]| ou encore
[Cottenceau 1999b).

Toujours inspiré de 'automatique classique, un rebouclage de la sortie (ou de
I'état interne) sur 'entrée permet de tenir compte directement ou indirectement de
I’évolution du systéme pour gérer au mieux l’entrée, & nouveau au sens du juste-a-

temps. Une telle structure de pilotage étudiée peut étre décrite par le modéle d’état

2. Traduction littérale du terme anglais « just-in-time ».
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suivant :

z(t) = Azt -1)@Bault)® F ®y(t),
y(t) = C@a(t),

ou la matrice F' correspond au retour de la sortie. Ce probléme est par exemple
traité dans [Cottenceau 2001], [Luders 2002] et [Maia 2003a]. Un tel feedback F
peut ainsi étre vu comme une extension du systéme de gestion de production appelé

Kanban (systémes de gestion dits & flux tirés).

De nombreux travaux cherchent & développer plus encore les analogies entre la
théorie des systémes (min,+)-linéaires et celle de 'automatique classique en tentant
de transposer, voire de ré-interpréter au besoin, les résultats existants. On peut

notamment citer :

- le probléme d’identification : déduction d’un modéle & partir d’une observation
des signaux u(t) et y(t) d'un systéme (cf. [Gallot 1997] et [Maia 2003b]),
- le probléme de rejet de perturbation : la commande doit tenir compte de cer-

tains aléas comme par exemple des pannes de machines (cf. [Lhommeau 2003b],
[Ouerghi 2006a, Ouerghi 2006b] et [Shang 2011]),

- le probléme de robustesse : mesure du domaine de variation des paramétres
du systéme (1.1) qui ne remet pas en cause l'optimalité de la commande (cf.
[Lhommeau 2004b]),

- la synthése d’observateur : reconstruction de l’état du systéme a par-
tir du modéle, ainsi que des entrées et sorties mesurées du systéme (cf.
[Hardouin 2004, Hardouin 2010a, Hardouin 2010b]).

Remarque 1.1 (Applications aux réseaux de transports). Un grand nombre de
travaux utilise les modéles (min,+) pour la planification de moyens de transports
(ferroviaires, routiers, etc.). On peut notamment citer le livre [Heidergott 2006/,

mais également [Houssin 2004], [Katz 2007] ou encore plus récemment [Maia 2011].

2.1.2 Extension aux systémes incertains

Il est parfois difficile d’approcher le comportement d’un systéme réel, qu’il soit
manufacturier, informatique ou de transport par un systéme tel que (1.1). Certains
phénomeénes de choix peuvent apparaitre (probléme de routage), des paramétres

peuvent étre incertains ou variables, les délais ne sont alors pas constants. C’est
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pourquoi, notamment & des fins d’application, beaucoup de travaux ont tenté d’élar-
gir la classe des systémes pour lesquels la théorie puisse s’appliquer. Une méthode
consiste a décrire les délais et ressources par des intervalles. Ces extensions se sont
notamment inspirées de ’analyse par intervalles dont les premiers résultats sont

apparus dans [Moore 1979]. Un ouvrage de référence plus récent est [Jaulin 2001].

Dans le cadre des semi-anneaux idempotents, I’analyse par intervalles a été ini-
tialement proposée par |Litvinov 2001], tandis que des applications sont proposées
dans |Di Loreto 2009] et [Hardouin 2009|. Les systémes modélisés le sont grace a
I'utilisation de dioides d’intervalles qui contiennent leurs comportements et dont

les bornes représentent les extrémes.

On peut également citer comme exemple d’application un résultat de commande
robuste proposé dans [Lhommeau 2004a| et permettant de manipuler des systémes
dont les matrices A, B et C de la représentation d’état (1.1) comportent une ou
plusieurs valeurs incertaines décrites par des intervalles. Les délais du systéme

peuvent étre variables mais restent bornés.

Enfin, un autre exemple consiste & encadrer le comportement de certains
systémes présentant des conflits (systémes a priori mal conditionnés), par des
comportements extrémes représentés grace a un dioide d’intervalles. Les bornes de
ces intervalles sont décrites par des systémes (min,+)-linéaires et correspondent
alors au comportement le plus rapide et a celui le plus lent. Certains problémes de
partages de ressources peuvent ainsi étre traités, au prix d’une politique particuliére
d’accés a la ressource (cf. [Boutin 2008]). De méme, certains problémes de routage
dans des systémes paralléles peuvent étre encadrés par des comportements extrémes
(min,+)-linéaires (cf. [Boutin 2009]).

2.2 Applications aux réseaux informatiques

L’application de la théorie des systémes (min,+)-linéaires aux réseaux informa-
tiques est principalement connue sous le nom Network Calculus. Le cadre simplifié
de cette théorie est alors de caractériser les flux de données et les comportements
dynamiques des équipements d’un réseau informatique par des courbes. L’analyse
des performances du réseau, via des indicateurs tels que les délais de transmission

des paquets ou le nombre de paquets en attente de service, s’appuie alors sur les
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opérations et propriétés relevant de ’algébre (min,+).

Cette approche de 'évaluation de la performance des réseaux a été initiée
dans [Cruz 1991a, Cruz 1991b| par lintroduction de la notion de courbe de
service, et appliquée en exemple sur un cas de multiplexeur particulier® dans
[Parekh 1993, Parekh 1994]. Ces travaux ont par la suite été repris et développés
dans plusieurs ouvrages, dont les deux livres de référence suivants : [Chang 2000]
et [Le Boudec 2001|. Un rappel des travaux récents de cette théorie est donné dans
[Fidler 2010].

2.2.1 Modélisation dans 1’algébre (min,+)

Dans la théorie du Network Calculus, les flux de données sont décrits au moyen
de fonctions compteurs, contenant par exemple le nombre cumulé de paquets ayant
transités par un lien du réseau jusqu’a la date t. Puis, des courbes de service
permettent de modéliser les différents équipements tels qu'un serveur, un routeur,
un switch ou encore un lien physique. Ces courbes représentent alors le service que
I’élément peut fournir dans un intervalle de temps donné. Le modéle présenté par
I’équation (1.2) est utilisé pour décrire la dynamique élémentaire entrée/sortie d’un
équipement du réseau, et ainsi le service fourni par I’équipement s’exprime grace a

une convolution dans I'algébre (min,+).

Moyennant certaines hypothéses sur les flux de données, les modéles du Network
Calculus permettent donc d’une part de calculer le service résultant de la combinai-
son de différents équipements, mais aussi de déduire les temps de transports dans
le pire cas de fonctionnement ainsi que le nombre maximal de paquets en transit

sur un lien.

2.2.2 Applications et extensions

Une variété d’applications du Network Calculus, et donc de recherche d’indica-
teurs de performance lors des pire cas de fonctionnement, a émergée au cours des

derniéres années. On peut par exemple citer :

- le probléme du controle de flux dans des réseaux en boucle ouverte ou en boucle
fermée (cf. [Agrawal 1999]),

3. Appelé « Generalized Processor Sharing » en anglais.
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- les réseaux de capteurs sans fil : analyse du pire cas de traffic (cf.
[Schmitt 2005]),

- les réseaux embarqués critiques de type AFDX? : recherche de bornes sur
les temps de latence et la taille des files d’attente (cf. [Frances 2006] et
[Boyer 2008]),

- les réseaux de multiplexeurs de type FIFO mis en série : recherche de bornes

sur les délais pire-cas (cf. [Lenzini 2008|).

Enfin, cette théorie a également connu une extension a travers le Real Time
Calculus qui correspond & l'application des modéles et outils du Network Calculus
dans le cadre des systémes temps réels (cf. [Chakraborty 2003, Chakraborty 2006]).
A la différence du Network Calculus, les flux d’entrée d’un équipement réseau sont
contraints par un intervalle de courbes dont les bornes peuvent étre interprétées
comme les quantités minimum et maximum d’événements en entrée de I’équipement.
De la méme maniére, le service fourni par un élément de réseau est donné a travers
un intervalle de service dont les bornes représentent des capacités de ressources

minimum et maximum.

2.3 D’un point de vue logiciel
2.3.1 Librairies existantes

Les premiers éléments manipulés dans des librairies de calculs sont les séries
formelles ultimement périodiques du dioide appelé M@ [y, §] (cf. définition 2.37 et
annexe A), et qui peuvent étre présentées dans le contexte de cette thése comme
des fonctions définies de Z dans Z, constantes par morceauz et ultimement pseudo-

périodiques. Deux outils ont été développés dans ce sens.

- Durant sa thése |Gaubert 1992], Stéphane Gaubert a développé une biblio-
theque de calculs pour manipuler les séries formelles périodiques. Ce premier

outil a été diffusé sous le nom MaxPlus et créé pour le logiciel Mapple.

- Les algorithmes ont ensuite été repris et étendus par Laurent Hardouin
a travers plusieurs travaux de master et de théses (cf. [Gruet 1995],
[Cottenceau 1999a|, |Lhommeau 2003a|), dans une bibliothéque C++ ap-
pelée MinMaxGD et possédant une interface avec le logiciel Scilab (cf.
[Cottenceau 2000| et annexe A.2). Les éléments manipulés dans MinMaxGD

sont alors des matrices de séries formelles périodiques dont il est possible de

4. Pour « Avionics Full-Duplex Switched Ethernet ».
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calculer la somme, le produit, I'étoile de Kleene (également appelée cloture
sous-additive) et enfin la résiduation (soit le quotient). Les complexités de ces
opérations sont données dans [Cottenceau 2006] et la méthode de calcul du
produit avec sa complexité algorithmique est reprise dans le théoréme A.28 de

l'annexe A.

Pour le Network Calculus, ce mode de représentation n’est pas réellement adapté
aux différentes fonctions de la littérature. En effet, les fonctions manipulées relévent
pour la plupart des fonctions croissantes, affines par morceaux et ultimement pseudo-
périodiques ou ultimement affines. C’est pourquoi, des équipes ont également déve-
loppé des outils spécifiques permettant de manipuler ces objets, dont voici une liste

non exhaustive.

- La librairie DISCO écrite en Java (cf. [Schmitt 2006]), est un calculateur
pour le Network Calculus manipulant des fonctions affines par morceaux et

ultimement affines.

- La librairie COINC (COmputational Issues in Network Calculus), écrite en
C+-+ (cf. |[Bouillard 2009]). Les algorithmes de calculs ainsi que les complexités

qui leurs sont associées sont proposés dans [Bouillard 2008b].

- La librairie CyNC (Cyclic Network Calculus) congue pour environnement
Matlab/Simulink (cf. [Schioler 2007]) afin notamment de traiter des problémes

de dépendances cycliques.

- La librairie RTC (Real Time Calculus Toolbox) écrite en Java et interfacée
avec Matlab (cf. [Wandeler 2006]) permet la manipulation de fonctions affines
par morceaux et ultimement pseudo-périodiques. Le calcul de la cléture

sous-additive n’est cependant pas disponible dans cet outil.

2.3.2 Complexités spatiales des opérations

L’inconvénient principal de toutes ces librairies est que les calculs peuvent engen-
drer des résultats pour lesquels le comportement ultimement pseudo-périodique, ou
ultimement affine, s’installe aprés un comportement transitoire arbitrairement long.

L’efficacité des algorithmes est alors pénalisée par I'occupation spatiale des résultats.

Par exemple, réalisons le calcul d’'un produit de deux fonctions ultimement
pseudo-périodiques dont la représentation informatique ne nécessite que peu d’infor-

mation. Une fonction f est dite ultimement pseudo-périodique lorsqu’a partir d'un
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certain temps 7T, elle est définie comme suit :
K, T€Z telsque Vt>T, f(t)=K+ f(t-T).

Soient f et f’ deux fonctions croissantes et ultimement pseudo-périodiques pour
lesquelles f(t) = f(Tp) et f'(t) = f'(Ip) lorsque ¢t < Tj. Les valeurs de Tp,, T et K

de ces fonctions sont données ci-dessous :
-pour f:T, =6, f(T,) =5,T =23 et K =22,
-pour f': T, =7, f/(T,) =6, T =24 et K =23.

Le produit de ces deux fonctions g = f x f’ est réalisé grace a la librairie MinMaxGD

et fournit le résultat suivant proposé par couple de coordonnées (¢, g(t)) :
(13,11) ; (36,33) ; (37,34) 5 ... ;(496,473) ; (497,474) ; (498,475) ; ... .

La périodicité du produit de ces deux fonctions commence & T, = 496, avec
g(Tp) = 473. Le nombre de points donnés avant ce régime périodique est 253 tandis

que le motif périodique nécessite 22 points afin d’étre représenté.

Ces explosions de comportements transitoires se produisent en particulier
lorsque les périodicités des fonctions sont proches, i.e. les rapports K/T. En
effet, le développement du régime transitoire du résultat dépend notamment de
la valeur & partir de laquelle une des deux fonctions se retrouve définitivement
« au-dessus » de 'autre fonction. Cette valeur ne peut étre connue qu’en réalisant

ce développement cotiteux en espace mémoire et subséquemment en temps de calcul.

3 Contributions

3.1 Conteneur de systémes (min,+)-linéaires

Le premier objectif du travail présenté dans ce mémoire est 1’élaboration d’un
outil de calculs efficace pour les systémes (min,+)-linéaires. A I'image du calcul
par intervalles (cf. [Moore 1979, Jaulin 2001]), l'idée consiste & réaliser des calculs

approchés qui encadrent de maniére garantie les résultats.

La sortie des algorithmes est un conteneur, c’est-a-dire un ensemble inclus dans
un intervalle dont la représentation informatique est volontairement réduite et dont

les bornes sont des fonctions affines et ultimement affines. Nous proposons des
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algorithmes de complexité linéaire et quasi-linéaire afin de réaliser les approxima-
tions de la somme (qui correspond au min point a point), de I'inf-convolution, et

de I'étoile de Kleene (soit la cloture sous-additive).

En outre, lorsqu’on applique ces algorithmes au calcul de la fonction de transfert
d’un systéme défini par une représentation d’état telle que (1.1), la borne supérieure
du conteneur obtenu est dans la méme classe d’équivalence que la fonction de
transfert exacte du systéme, modulo la transformée de Legendre-Fenchel (cf.
|[Rockafellar 1997, Fidler 2006|). Nous conservons donc grace a cette borne certaines
informations du systéme réel. Par exemple, la pente asymptotique du systéme

encadré est conservée tout au long des calculs.

3.2 Commande de systémes (min,+)-linéaires incertains

Dans ce contexte de modéle incertain, nous proposons dans un second temps
différents problémes de commande pour lesquels le comportement entrée/sortie
du systéme n’est connu qu’a travers un intervalle, soit par exemple lorsque la
dynamique des systémes considérés contient des paramétres incertains. Ces résultats
qui nous semblent originaux dans ce contexte incertain, sont applicables & la fois

pour des systémes de production, mais également dans le cadre du Network Calculus.

Dans cette étude, nous nous limiterons aux cas pour lesquels les hypothéses
de fonctionnement sont données de type First In First Out (FIFO) et dont les
systémes étudiés sont décrits comme étant des systémes causals (I’état actuel ne
dépend pas du futur) et déterministes (dont on peut prévoir exactement I’évolution

dans le temps).

3.3 Plan du mémoire

Afin de présenter cette théorie des systémes (min,-+)-linéaires ainsi que les contri-

butions que nous souhaitons apporter, ce mémoire de thése est organisé comme suit.

Tout d’abord, le chapitre 2 présente les notions algébriques nécessaires a 1’étude
des systémes (min,+)-linéaires. Les dioides, ou semi-anneau idempotents, sont
présentés en lien avec la théorie des treillis. Des résolutions d’équations définies sur

cette structure sont également proposées grace a 'application de la théorie de la
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résiduation et de la théorie des points fixes d’applications.

Ensuite, le chapitre 3 propose deux exemples de modélisations des systémes
(min,+)-linéaires. La premiére section définit les relations entre les entrées, les état
internes et les sorties du systéme modélisé & travers sa représentation d’état donnée

n (1.1). Puis, nous nous intéressons a la fonction de transfert du systéme, similaire
a une réponse impulsionnelle, et issue de la relation entrée/sortie donnée en (1.2). La
seconde section est tournée vers la théorie du Network Calculus avec des contraintes
appliquées aux flux d’entrée et de sortie d’un réseau. La relation (1.2) est & nouveau
proposée avec cette fois des bornes inférieures et supérieures sur les dynamiques
des éléments de réseaux représentés, soit le service qu’ils fournissent. Enfin, la
derniére section de ce chapitre permet l'utilisation d’indicateurs de performance
tels que des temps de séjour dans un systéme, des délais de bout-en-bout d’un ré-

seau, des stocks de produits, ou encore des quantités de paquets en attente de service.

Le conteneur présenté dans le chapitre 4 (et I'annexe B) permet d’encadrer
les systémes (min,+)-linéaires pour les raisons invoquées précédemment. Nous
proposons ainsi de disposer d’un outil de calculs lorsque les systémes modélisés ne
sont pas connus exactement, ou lorsqu’il est nécessaire d’approcher les résultats
afin de diminuer la complexité des opérations. Les bornes de ce conteneur ont
des propriétés de convexité qui facilitent leurs manipulations. En outre, la borne
supérieure est cohérente par rapport au systéme encadré puisqu’elle est 1’élément
maximal de la classe d’équivalence de ce systéme réel, modulo la transformée de
Legendre-Fenchel (cf. [Le Corronc 2009al). Les opérations sur ces conteneurs sont
la somme, le produit d’inf-convolution et I’étoile de Kleene. A T'instar du calcul
par intervalles, elles sont proposées a travers des fonctions d’inclusion dont les
algorithmes sont de complexités linéaire ou quasi-linéaire. Une premiére publication
relative a ce travail est |Le Corronc 2009¢|, une autre [Le Corronc 2011a| est

actuellement en cours de soumission.

Finalement, dans le chapitre 5, nous reprenons différentes structures de controle
(précompensateur, retour de sortie, probléme du Window Flow Control) afin de
les appliquer a des systémes (min,+)-linéaires incertains. Ces résultats existent
déja dans un contexte de systémes exacts, mais suite aux calculs réalisés sur des
conteneurs, nous montrons qu’il est toujours possible de contréler les systémes
devenus incertains. Nous proposons notamment de limiter les entrées dans un

réseau selon un critére d’une quantité totale de données en transit & ne pas
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dépasser (cf. [Le Corronc 2010b, Le Corronc 2011b]). Ensuite, nous proposons une
loi de commande élaborée afin de diminuer l'incertitude sur la sortie d’un systéme
connu uniquement a travers un intervalle (cf. [Le Corronc 2010al). Pour finir, nous
posons le probléme de ralentir les entrées d’un systéme incertain sans en altérer la
dynamique (cf. [Le Corronc 2009b]).
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1 Théorie des dioides

Un dioide est un semi-anneau idempotent dont le plus populaire est sans doute

'algébre (max,+). Il fut largement utilisé pour modéliser les Systémes & Evénements

Discrets au cours des années 80 (voir notamment [Cuninghame-Green 1979 et

[Cohen 1989]). Le nom dioide fut introduit par Gondran et Minoux en référence aux

deux monoides sous-jacents (cf. [Gondran 1984|). L’idempotence de la loi additive

induit une relation d’ordre sur cette structure algébrique qui est donc également un

treillis (la théorie des treillis est par exemple détaillée dans [Blyth 2005]).

De nombreuses références présentent les éléments fondamentaux de cette théorie
des dioides. On peut notamment citer : [Cohen 1989], [Baccelli 1992], [Gaubert 1992]
et [Heidergott 2006].
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1.1 Définition et exemples

Définition 2.1 (Dioide). Un dioide (ou semi-anneau idempotent) est un en-

semble D muni de deux lois notées @ et ® telles que Va,b,c € D :

- la loi @ est
— associative : (a®b)Dc=a®(bDc)=aDbDc,
— commutative : a b =0 a,
— idempotente : a ® a = a,

— d’élément neutre noté ¢ : a P ¢ = a,

- la loi ® est
— associative : (a®b)®@c=a® (b®c)=aRb®c,

distributive & gauche et a droite par rapport a l'addition : a ® (b ® ¢) =
(a@b)®(a®c)et (bDc)Ra=(b®a)d (c® a),

d’élément neutre noté e : a Qe =e QR a = a,

— d’¢lément absorbant e : a Qe =R a = ¢.

De plus, un semi-anneau idempotent, couramment noté (D, ®,®), est commutatif

lorsque ® est commutatif, soit lorsque a ® b = b ® a.

Remarque 2.2 Par analogie avec I'algébre usuelle et lorsqu’il n’y aura aucune

ambiguité, le signe ® pourra étre omis. Ainsi a ® b = ab.

Exemple 2.3 (Dioide R4, ). L’ensemble (R U {—o0}) muni de 'opération max
notée @ et de l'addition usuelle notée ®, correspond au semi-anneau idempotent
Rz pour lequel € = —co et e = 0. Dans la littérature, ce dioide est couramment

appelé « algébre (max,+) ».

Exemple 2.4 (Dioide Ry ). L'ensemble (R U {+00}) muni de 'opération min
notée @ et de I'addition usuelle notée ®, correspond au semi-anneau idempotent
Rnin pour lequel e = 400 et e = 0. Ce dioide est couramment appelé « algébre

(min,+) » ou encore « algébre tropicale ».

Définition 2.5 (Sous-dioide). Soit (D, @, ®) un dioide. Le sous-ensemble C C

D est un sous-dioide de (D, @, ®) si, et seulement si :
- les éléments neutres de D appartiennent & C : e € C et e € C,

- C est fermé pour les lois D et ® : Va,beC,adbeCeta®beC.
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Ezemple 2.6 (Dioides Zmaz €t Lmin ). Les ensembles Zy,q, = (ZU {—o00}, max, +)
et Zmin = (Z U {—oo0}, min, +) sont respectivement des sous-dioides de Ryqq €t
Rmin-

1.2 Relation d’ordre et théorie des treillis

Afin de définir certaines propriétés des dioides et d’en exposer d’autres exemples,
il est nécessaire de présenter quelques notions d’ordre et de treillis sur lesquelles

repose amplement 'algébre des dioides.

Définition 2.7 (Relation d’ordre). Une relation R sur un ensemble S est une

relation d’ordre si les trois axiomes suivants sont vérifiés Vo, y,z € S :
- R est réflexive : xRz,
- R est transitive : si 2Ry et yRz, alors 2Rz,

- R est antisymétrique : si xRy et yRzx, alors x = y.

Définition 2.8 (Ensemble ordonné). Un ensemble ordonné est un ensemble
S muni d’une relation d’ordre notée <. Sur S, 'ordre < est dit total si deux éléments
quelconques de I'ensemble sont toujours comparables, il est dit partiel dans le cas

contraire. En outre, les notions suivantes sont définies pour Set U C S :

majorant : M € S est un majorant de U (mais n’appartient pas nécessairement a
U)siVu e Uyu x M,

minorant : m € S est un minorant de U (mais n’appartient pas nécessairement a i)

siVueld,m < u,
borne supérieure : plus petit majorant noté \/U (= sup U),
borne inférieure : plus grand minorant noté AU (= inf U),

plus grand élément : T € S est le plus grand élément de S siVx € S, z < T. Cet

¢élément est connu en anglais sous le nom « Top » et est nécessairement unique,

plus petit élément : | € S est le plus petit élément de S si Vax € S, L < x. Cet élé-

ment est connu en anglais sous le nom « Bottom » et est nécessairement unique.

La théorie des treillis permet d’établir le lien entre les ensembles ordonnés

définis ci-dessus et les dioldes.
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Définition 2.9 (Théorie des treillis). Parmi les ensembles ordonnés, on dis-

tingue :

sup-demi treillis : ensemble ordonné P dans lequel tout couple d’éléments (z,y) ad-

met une borne supérieure, soit un plus petit majorant, notée x V y,

inf-demi treillis : ensemble ordonné Q dans lequel tout couple d’éléments (z,y) ad-

met une borne inférieure, soit un plus grand minorant, notée = A y,
treillis : ensemble ordonné S a la fois sup-demi treillis et inf-demi treillis !,

sup-dems treillis complet : un sup-demi treillis P est complet s’il existe une borne

supérieure \/ U pour tout sous-ensemble fini ou infini Y C P,

inf-demi treillis complet : un inf-demi treillis Q est complet s’il existe une borne

inférieure A V pour tout sous-ensemble fini ou infini V C Q,

treillis complet : ensemble ordonné S & la fois sup-demi treillis complet et inf-demi

treillis complet,

application isotone : application II : S +— 7T définie sur des ensembles ordonnés

telle qu’elle conserve l'ordre, i.e. Va,b € S, a < b= II(a) < II(b).

Remarque 2.10 Un sup-demi treillis complet P a nécessairement un plus grand
élément noté T = \/,p 2. De méme, un inf-demi treillis complet Q a toujours un

plus petit élément noté L = A o,

Théoréme 2.11 ([Baccelli 1992, Th. 4.27]). Un sup-demi treillis complet
est un treillis complet si, et seulement si, il a un plus petit élément L. De méme

qu’'un inf-demi treillis est complet si, et seulement si, il a un plus grand élément T.

La théorie des treillis présentée ici a été introduite de fagon ensembliste, en
faisant uniquement intervenir les propriétés de la relation d’ordre < définie sur
I’ensemble §. Néanmoins, il est intéressant de faire le lien entre ce point de vue

ensembliste et le point du vue algébrique comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 2.12 ([Blyth 2005, Th. 2.3]). Un ensemble ordonné S peut-étre
muni d’une structure de treillis si, et seulement si, il peut étre doté de deux lois de
composition internes V et A telles que :

(i) les lois V et A sont associatives, commutatives et idempotentes,

1. Autrement dit, tout ensemble fini de S admet une borne supérieure et inférieure.
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(ii) Ve,y € S,z AN (xVy) =x =2V (x Ay) (propriété d’absorption).

Ainsi, les lois V et A d’un treillis S sont dites isotones selon 'ordre =< soit

Ve,y,z €S :

rVzxyVze,
ry =

TANzZzIYNZ,

et la notion d’ordre x < y peut étre remplacée par les expressions x = z Ay <

zVy=y.

1.3 Structure ordonnée d’un dioide

Ces définitions d’ordre et de treillis ont un sens dans ’algébre des dioides grace

a I'idempotence de la loi & qui leur confére naturellement une structure ordonnée.

Définition 2.13 (Relation d’ordre d’un dioide). Un dioide (D, ®,®) est

naturellement muni d’une relation d’ordre notée < et définie comme suit :
Va,beD, a<xb & adb=0b.

Cette relation d’ordre est compatible avec les lois @ et ® et détermine les propriétés

d’isotonie suivantes Va,b,c € D :

a®cxbdec,
axb =

a®Recxb®c et cRa<xc®Rb.

Remarque 2.14 (Ordre associé aux dioides Ryaz, Zmaz, Riin €t Zin ). L’ordre

< associé aux dioides R4z €t Zinaz coincide avec 'ordre naturel < :
23 & 2<3 & max(2,3)=3,

alors qu’il correspond & ’ordre naturel inverse > pour les dioides Ry, €t Zpin :
32 & 3>2 & min(3,2) =2

L’idempotence de la somme dans un dioide induit une structure de sup-demi

treillis pour lequel la borne supérieure est représentée par la loi ¢ soit :

Ya,b €D, ad®b=aVh.
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Ainsi, a @ b est le plus petit majorant de a et b selon I'ordre < donné par la
définition 2.13.

Définition 2.15 (Dioide complet). Un dioide est dit complet s’il est fermé
pour les sommes infinies (i.e. les sommes infinies sont définies) et si la loi ® distribue,
& gauche comme & droite, sur ces sommes infinies. Soit, Va € D et pour tout sous-

ensemble C C D :

a@(@r) = Blavw),

zeC zeC
(Br)®wa = DE®a).
zeC zeC

Il en résulte que VA, B C D :

PBaoe@b)= P @ob).

acA beB (a,b)EAXB

Puisqu’un dioide a une structure de sup-demi treillis, il admet, s’il est complet,
un plus grand élément noté T (cf. remarque 2.10) et vérifiant Ya € D et a # e,

T @ a = T. Soit par extension :

T = \/x:@x

x€D zeD

L’élément T correspond donc & la somme de tous les éléments du dioide et respecte
I’absorption de € pour le produit : T ®e =e® T = . En outre, d’aprés le théoréme
2.11, Vexistence d’un plus petit élément ¢ (= L en référence aux notations des
treillis) dans un dioide complet? permet de dire qu'il posséde une structure de
treillis complet. Un dioide complet est donc un treillis complet qui admet ainsi une
borne inférieure représentée par la loi A associative, commutative, idempotente et

isotone (cf théoréme 2.12) et qui vérifie par conséquent :
Va,be D, a<b & a®b=b & aANb=a. (2.1)

L’¢lément T agit alors comme élément neutre sur cette loi : Va € D, T Aa = a.

Remarque 2.16 La relation (2.1) peut faire penser que les lois & et A jouent un
role symétrique dans un dioide complet. Néanmoins, la loi ® n’est pas nécessairement

distributive par rapport & A et seule cette sous-distributivité est exacte grace a

2. Soit un sup-demi treillis complet.
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I’isotonie des lois ® et A, soit Va € D :

a®(Az) < Ao,

zeC zeC
(A)2a < A@sa).
zeC zeC

Ezemple 2.17 (Dioides Roaz, Zmaz, Rmin €t Zmin). En ajoutant le plus grand

élément T = +oo aux dioides Rigz €t Zimas, les dioides complets notés Roqe et

Zimaz sont obtenus. De méme qu’en ajoutant le plus grand élément T = —oo aux
dioides Ryin €t Zmin les dioides complets notés Rinin €t Zynin sont formés. Ainsi,

pour la loi ® :
- Sur Ryaz €t Zmaz © T ® € =+00® —00 = —00 = ¢,
- sur Ryyin €t Zomin : T Q& = —00 ® 400 = 400 = €.

De par sa définition, la borne inférieure A correspond alors a l'opérateur min dans

Riaz €t Zimaz, €t & Vopérateur max dans Ry, et Zonin.

Définition 2.18 (Dioide distributif). Un dioide (D, @, ®) est dit distributif

s'il est complet et si Va € D et pour tout sous-ensemble C C D :

(Dr)re = Dlara),

zeC zeC
(Az)@a = A@aa).
zeC zeC

Remarque 2.19 Si le dioide n’est pas distributif, les inégalités suivantes sont

néanmoins vérifiées grace a I'isotonie des lois @ et A :

(B zr)rha = Planz),

zeC zeC
(As)@a < A@ea).
zeC zeC

2 Quelques exemples de dioides

D’autres formes de semi-anneau idempotents existent. Ceux utilisés dans ce mé-
moire et décrits ci-aprés sont les dioides de matrices, de fonctions, de séries formelles

et les semi-anneaux quotientés par une relation d’équivalence.
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2.1 Dioide de matrices

Définition 2.20 (Dioide de matrices). Soit (D, ®,®) un dioide. L’ensemble
des matrices carrées de dimension n et a coefficients dans D forme le dioide de

matrices noté D"*™ et dont les lois @ et ® sont définies comme suit avec A, B €
D" et Vi, j = [1,n] :

AdB: (AEBB)Z‘J' = Aij@Bija
n
AR B: (A@B)Z] = @Alk@Bkg
k=1
L’élément neutre pour la loi @ est noté € et correspond a la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a e. L’élément neutre pour la loi ® (la matrice identité) est
quant & lui noté e (ou E lorsqu’une ambiguité est possible avec le scalaire e). Il
correspond & la matrice dont tous les coefficients sont égaux a e, a l'exception de

ceux de la diagonale qui sont égaux a e.

Si D est complet et/ou distributif, alors D"*" 1'est également. Tandis que si D

est commutatif, ce n’est pas obligatoirement vrai pour D",

Remarque 2.21 La somme et le produit de deux matrices compatibles mais
non nécessairement carrées sont également possibles. Ces opérations peuvent étre

définies de la maniére suivante avec A, B,C € D"*P et D € DP*1 :

Vi:[l,n],Vj:[l,p], AP B: (A@B)Z] £ Aij®Bij7
P
V2:[1,n],Vj:[1,q], CeD: (C®D)l] = @Czk®Dk]
k=1
Afin de manipuler ces matrices en tant qu’éléments d’un dioide de matrices, il
faut considérer qu’elles appartiennent au dioide des matrices carrées de dimension

max(n,p,q) X max(n,p,q), en les complétant si nécessaire par des lignes et/ou

colonnes constituées de 1’élément €.

2.2 Dioide de fonctions

Définition 2.22 (Dioide de fonctions). L’ensemble des fonctions f définies

de R dans un dioide D et munies des lois & et ® telles que Va € R :

f(a) @ g(a),
f(a) ® g(a),

fog: (f®g)a)
f@g: (f®g)la)

lI>
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forme le dioide de fonctions noté (DX, @, ®).

Si D est complet, alors DR Iest également. En outre, les lois d’un dioide de

fonctions sont isotones, et conservent les axiomes donnés dans la définition 2.1.

Exemple 2.23 (Dioide de fonctions (Rlim,@, ®)). L’ensemble des fonctions f :

R +— R, munies du minimum point & point comme somme @ :

Va e R, (f ® g)(a) = min{f(a), g(a)},

et de 'addition point & point comme produit ® :

Va €R, (f ®g)(a) = f(a) + g(a),

forme le dioide de fonctions noté (Rlim, D, ®).

2.3 Dioide de séries formelles

Définition 2.24 (Série formelle). Soit (D, @, ®) un dioide. Une série formelle
en l'indéterminée notée z et & coefficients dans D, est 'application s définie de Z
dans D et pour laquelle Vk € Z, s(k) est le coefficient de 2¥. La série s peut également
étre représentée par ’expression suivante :
5= @s(k)zk =s(0)@s()z@s(2)22@...as(k)Fa... .
keZ

Le support d’une série formelle s est défini par :

Supp(s) = {k € Z | s(k) # ¢}

Remarque 2.25 (Série formelle en plusieurs indéterminées). Si la série formelle
s a p indéterminées notées z1 a z, (nécessairement commutatives soit z129 = 2921),

elle est alors représentée par ’expression suivante :

k k
s = EB sk, ... kp)2t o5t
kezp

avec :

Supp(s) = {(k1,....kp) € ZP | s(k1,...,kp) # €}

Remarque 2.26 (Mondme et polynéme). Une série formelle a support fini

(c’est-a~dire une série avec un nombre fini de coefficients non nuls) est appelée
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polynéme alors qu’une série formelle dont le support est un singleton est appelée

monome.

Définition 2.27 (Dioide de séries formelles). L’ensemble des séries formelles

& une indéterminée z, & coefficients dans D, et munies des opérations suivantes :

Sa®sp: (5a Dsp)(k) = s.(k) D sp(k),
D (salka) @ sp(ks)),

k:ka +k‘b

2.2
Sa®sp: (Sq® sp)(k) +

forme le dioide de séries formelles noté D[z].

Ezemple 2.28 (Dioide Rpnin[d]). Le dioide Ry, [0] est le dioide des séries for-
melles en I'indéterminée 6, a coefficients dans R,,;, et 4 exposants dans R. Une série

s appartenant a Ry, [0] s’écrit :

s = @ s(t)6".

teZ

Les lois @ et ® de R[] sont alors définies par :

Sa®sp = EPmin(sqe(t), sp(t))d",

teR

sa®sp = (X (salta) + s5(ts))0".

t=tq+tp

Remarque 2.29 (Dioide de séries formelles en plusieurs indéterminées). L’en-
semble des séries formelles & p indéterminées commutatives 21 & z,, a coefficients
dans D et munies des opérations données par (2.2), forme le dioide de séries

formelles noté D[z, .., zp].

Ezemple 2.30 (Dioide B[y, 0] ). Le dioide de séries formelles en deux indétermi-
nées commutatives 3 7 et 6, a coefficients booléens dans B et & exposants dans Z est

noté B[, §]. La série s € B[, d] s’écrit de maniére unique :

e ou,
s = @ s(n,t)y"0" avec s(n,t) =

n,teZ E.

Le dioide B[y, d] est un dioide complet, commutatif et distributif. Il est muni des

lois usuelles sur les séries formelles ainsi que des éléments neutres suivants :

3. Soit v25' = 416yt = 6142
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- pour la loi @ : &(7,0) = Dy, 4ez evk6t (série nulle),

- pour la loi ® : e(y,8) =~4°.

Graphiquement, une série s de B[y, d] peut étre représentée dans le plan Z2,
avec pour axe horizontal I'indéterminée v et pour axe vertical I'indéterminée ¢,
par la collection des points (n,t) appartenant a son support Supp(s). En effet,
les coefficients booléens peuvent étre traduits comme synonymes de présence

(s(n,t) = e) ou d’absence (s(n,t) = ¢) d’un point.

Ezemple 2.31 Les points de coordonnées (2,3), (3,4), (5,7) et (6,5) de Z?
permettent la représentation de la série s = 7253 @ v35* @ 257 @ 155° € B[y, 4]
(cf. figure 2.1). Cette série ayant un nombre fini de mon6mes 7"¢¢, elle correspond

a un polynome de B[y, 0].

A

>

- N W A~ OO N

-

1 2 3 456 7 8

o

FIGURE 2.1 Représentation graphique de la série s = v26% @ v35* © %57 ©~56° € B[y, 6].

2.4 Dioide quotient

Définition 2.32 (Homomorphisme, isomorphisme). Une application II

d’un dioide D dans un dioide C est un homomorphisme si Va,b € D :

Ma®b) =I(a) ®II(b) et I(e)=¢, (2.3)
II(a ®b) =1II(a) @ II(b) et TII(e) =e. (2.4)

Une application vérifiant seulement la propriété (2.3) est dite @-morphisme alors

qu'une application vérifiant uniquement (2.4) est dite ®-morphisme. Enfin, un
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homomorphisme bijectif? est appelé isomorphisme.

Définition 2.33 (Congruence). Dans un dioide D, une congruence est une

relation d’équivalence ® notée = et compatible avec les lois @ et ®, soit Va,b,c € D :

a®dc=bdec,
a=b =

a®QRc=bRec.

Définition 2.34 (Classe d’équivalence). Soit un dioide D muni d’une
congruence =. La classe d’équivalence d’un élément a € D est notée [a]= et cor-

respond & ’ensemble des éléments équivalents & a selon = :

[z 2 {z €D |z =al.

Lemme 2.35 (Congruence induite par un homomorphisme
[Baccelli 1992, Cor. 4.26]). Si l'application II : D — C est un homomor-

phisme, alors la relation = définie ci-dessous Va, b € D est une congruence :

Lemme 2.36 (Dioide quotient [Baccelli 1992, Lem. 4.24]). Le quotient
d’un dioide D par une congruence = est un dioide noté D = et muni des lois @ et

® définies comme suit :

ENNEY
i
® &
ESSNS
i
> >
=
® &
=
i

Un exemple de dioide quotient est le dioide B[y, d] yx(5-1y, noté plus
simplement M%*[~,d] et présenté ci-dessous. La modélisation des systémes
(min,+)-linéaires réalisée grace a ce dioide est décrite dans l'annexe A. La

congruence spécifique v*(6~1)* est utilisée en réponse & la nécessité de prendre en

4. Tout élément de C admet un et un seul antécédent dans D.
5. Une relation d’équivalence est une relation = réflexive, transitive et symétrique (i.e. siz =y

alors y = z).



2. Quelques exemples de dioides 27

compte le caractére monotone croissant des trajectoires de ces systémes.

Définition 2.37 (Dioide M{*[v,d]). Le quotient du dioide B[v,d] par la

congruence = définie comme suit Va, b € B[y, ] :
a=b o ) a=y"N,

*

est le dioide noté M7 [, 0] = B[y, 8] /4+(5-1)» et pour lequel 'opérateur *, appelé

n

étoile de Kleene, est défini comme suit ¢ :
“+00
a* = EBa’ avec al'=a®ad et o =e.
=0

Ainsi, M@ [y, d] est un dioide complet, commutatif et distributif. Il est muni des
lois usuelles sur les séries formelles, ainsi que des éléments neutres suivants :

- pour la loi @ : € = &(7,d) (élément neutre de B[, d]),

~pourlaloi” ® e =071 =4 = (671) =4 = 60 = 060,

L’élément T est donné par : T = (y~14)*. Un élément du dioide quotient M%Z[y, J]
est donc une classe d’équivalence notée [a],y*((;_l)* regroupant tous les éléments de
B[v, 8] équivalents modulo *(5~1)*.

Remarque 2.38 (Simplification d’écriture). Un abus d’écriture peut éventuelle-
ment étre fait quant aux plus petit et plus grand éléments de M%*[~,d] par les
élément suivants : ¢ = Y5> et T = 4~°§T°, De méme, afin de simplifier
la manipulation de ce dioide, la désignation d'un élément de M%*[~v,d] se fait
fréquemment sans les crochets [],«s-1)». Les éléments manipulés sont donc
tacitement des classes d’équivalence, bien que les écritures employées ne fassent

figurer que des représentants de ces classes.

Graphiquement, le produit d’un monéme "6* de B[y, d] par v*(§71)* revient &
considérer cet élément non plus comme un point (n,t) de Z2 mais comme un céne
Sud-Est de sommet de coordonnées (n,t). En effet, la présence de 4* permet au
monome de se reproduire depuis son origine jusqu’a ¥y sur I’axe horizontal :

T=edrv ®VorYe...,
alors que (6~1)* induit une reproduction de ces points vers 6~°° sur I’axe vertical :
Y =ewsloi?pila... .

6. Cet opérateur est présenté plus en détail dans la section 3.3.2 de ce chapitre.
7. Ces représentations de e sont équivalentes entre elles modulo v*(§7')* mais ne sont pas

identiques en tant qu’éléments de B[~, d].
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Ezemple 2.39 Soient s; et s, deux polyndémes de B[, d] définis par :
s = 7253 D 7352 D 75567
55 = 283 @450°.
Les produits 7*(671)*s1 et v*(§71)*sy couvrent la méme surface dans le plan Z? (cf.
figure 2.2). Le monéme 382 est absorbé par le cone Sud-Est du monome 7263, cone

issu du produit de 7263 avec 4*(671)*. Ces séries s1 et sy de B[y, ] appartiennent

donc a la méme classe d’équivalence dans M%7 [y, d] :

[81]7*(5—1)* = [82]7*(5—1)* .

o

A ; ;

7 Fr

6 g

0 12 3 45 6 7 8 ’)/
b Qe G G GO O

FIGURE 2.2 Représentation graphique des séries v*(671)*s; = v*(671)*sa.

Propriété 2.40 (Représentant mazimal). Dans chaque classe d’équivalence de
ME%[y, 8], il existe un élément maximal, somme de tous les éléments de cette classe.
Ce représentant maximal appartient & B[y, d] et est obtenu en multipliant un re-
présentant quelconque de la classe par v*(§~1)*. Graphiquement, dans Z?, 1’élément
maximal correspond & tous les points de Z? situés dans les cones sud-est engen-
drés par les monomes 7% . Dans I'exemple 2.39, le représentant maximal s,,q, de

51 =263 ® 362 @ 965 est donné par :
Smaz = (V' (671)*) (7?6 ©+°6% @ °8%).
Propriété 2.41 (Représentant minimal). Certains éléments de M$*[~, §] tels que

les polynomes, admettent également un représentant minimal dans B[y, d]. Gra-

phiquement, ce représentant minimal est obtenu en ne codant que les sommets du
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représentant maximal de M$[y, d]. Dans I'exemple 2.39, le représentant minimal

Smin de 51 = 7263 @ v30% @ 4°6% est donné par :
Smin = 7253 ©® 7556‘

Le représentant minimal d’une classe de M@y, d] étant simple a écrire, il est

toujours choisi pour présenter les résultats.

3 Reésolution d’équations dans un dioide

Dans la suite de ce mémoire, plusieurs types de fonctions définies sur les
dioides sont considérés, fonctions qui généralement ne sont pas inversibles. Ce-
pendant, grace a la théorie de la résiduation, il est possible de considérer des
« pseudo-inverses » d’applications isotones et ainsi de résoudre des équations du
type f(xz) = b. Par ailleurs, I’étude des points fixes d’applications définies sur des
treillis a également fait ’objet de plusieurs recherches qui bénéficient & la théorie
des dioides et permettent notamment la résolution d’équations implicites du type
f(z) = z. Ces résolutions d’équations nécessitent au préalable la définition des

notions d’isotonie et de continuité.

3.1 Applications isotones et continues

Définition 2.42 (Isotonie, antitonie, monotonie). Soient D et C deux

dioides complets. Une application II : D + C est dite isotone® si Va,b € D :
axb = Ia) xII(b),

et antitone si :

axb = I(a) = I1(b).

En outre, une application est dite monotone si elle est isotone ou antitone.

Remarque 2.48 La composition de deux applications isotones demeure isotone

tandis que la composition d’applications antitones est isotone.

8. Plus communément, une application isotone conserve l'ordre. Elle sert alors & caractériser

les fonctions croissantes ou décroissantes.
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Remarque 2.44 Si lapplication II : D + C est un homomorphisme, alors II est

isotone. En effet :
axb & a®b=b = (a®bd)=1I(a)®II(b) =1I(b) < I(a) < II(d).

En revanche, une application isotone n’est pas nécessairement @-morphisme et
vérifie seulement Va,b € D que [I(a®b) = II(a) ®I1(b) (en considérant que a®b = a
et a @b = b, puisque II est isotone : II(a) ® II(b) = II(a) et I(a) & I1(b) = II(b)).

Ensuite, la notion de continuité caractérise les applications pour lesquelles la

préservation de l'ordre dans leur image est effective.

Définition 2.45 (Continuité). Soient D et C deux dioides complets. Une
application II : D +— C est dite semi-continue inférieurement (s.c.i. en abrégé) si
VBCD:

(P = D),
zeB xEB
et semi-continue supérieurement (s.c.s.) si :
(A z = A ).
z€B z€B

L’application II est dite continue si elle est a la fois s.c.i et s.c.s.

Remarque 2.46 Une application s.c.i. ou s.c.s est nécessairement isotone
puisque :
adb=>b = Iadd) =Ia) &I(b) =11(b) < I(a) =

axb & I
anb=a = TIl(aAnd)=1II(a) ANII(b) =1I(a) < Il(a)=x1I

En outre, une application s.c.i. est un @-morphisme.

3.2 Théorie de la résiduation

La théorie de la résiduation, initialement destinée aux treillis (cf. [Blyth 2005]),
peut étre étendue aux applications f semi-continues inférieures définies sur des
dioides. Elle montre alors que si ’ensemble des solutions de l'inéquation f(x) < b

est non vide, la borne supérieure de cet ensemble est considérée comme la plus
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grande solution?. Il faut pour cela vérifier que cette borne est elle-méme solution,
ce qui impose la semi-continuité inférieure de f. Une recherche similaire peut étre
appliquée pour la détermination de la plus petite solution, lorsqu’elle existe, de

I'inéquation f(z) = b.

Définition 2.47 (Application résiduable et sa résiduée). Une application
isotone f : D — C définie sur des dioides complets est dite résiduable si Vb € C,
I'équation f(z) < b admet une plus grande solution dans D. L’application qui associe
a b la plus grande solution de f(x) < b est notée f ! et est appelée application résiduée
de f. Ainsi :

fi0) =PleeD| f(z) < b},

Remarque 2.48 La théorie de la résiduation permet également de considérer les
équations du type f(z) = b définies de D dans C. Dans ce cas, l'application f est
dite dualement résiduable si Vb € C, f(x) = b admet une plus petite solution dans
D. L’application qui associe a b la plus petite solution de f(z) > b est notée 12 et
est dite application résiduée duale de f. Ces applications ne sont pas considérées

dans ce mémoire, le lecteur intéressé pourra consulter |[Blyth 2005].
Le théoréme suivant fournit une caractérisation de ces applications résiduables.

Théoréme 2.49 ([Baccelli 1992, Th. 4.50]). Soit une application isotone

f : D — C définie sur des dioides complets. Les points suivants sont équivalents :
(i) f est résiduable,
(ii) f est semi-continue inférieurement (s.c.i) et f(e) = ¢,

(iii) il existe une application isotone et semi-continue supérieurement fﬁ :C— D
telle que :
foft < e,
ft1 o f ? IdD7

ou Id¢ (respectivement Idp) est application identité de C (respectivement de D).

Par conséquent, ff est unique.

9. Afin de garantir l'existence d’une telle borne, les dioides manipulés sont supposés complets.

Cette plus grande solution correspond alors & la borne supérieure des « sous-solutions » de I’équation

flz)=0.
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3.2.1 Résolution de ax <bet xa b

On se propose maintenant d’étudier le caractére résiduable de certaines appli-

cations de référence définies sur des dioides complets.

Soient L, et R,, également appelée produit & gauche et produit o droite, les

applications suivantes définies sur un dioide complet D :

L, : z—a®ux, (2.5)
R, : z—2x®a. (2.6)

D’apres la définition 2.15 d’un dioide complet, le produit distribue & gauche comme
a droite sur les sommes infinies. Les applications L, et R, sont donc semi-continues
inférieurement. De plus, € est absorbant pour le produit, ainsi L,(e) =a®¢e = ¢ et
R.(e) = e®a = . En appliquant le théoréme 2.49, L, et R, sont donc résiduables,

et leurs applications résiduées sont notées :

L} T agr = —, (2.7)

QIHQIQ

Rz afa= ", (2.8)

et respectivement appelées quotient a gauche et quotient a droite. Ainsi, Lﬁ(b) =agkdb

et Rﬁ(b) = bga sont les plus grandes solutions des inégalités !0 ax < b et za < b,

i.e.:
akd = Pz | ax b}, (2.9)
bfa = @{x | xa < b}. (2.10)

Donc :
ar b & x<agd, (2.11)
raxb & z<bfa (2.12)

Remarque 2.50 Lorsque D est commutatif, L, = R,. Cela implique donc

également que Lg = Rg.

De nombreuses propriétés sont associées & ces quotients Lg et Rg. Elles sont

rappelées dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.51 Les applications LY et REL vérifient les propriétés suivantes

Vz,y,a,b € D avec D un dioide complet. Tout d’abord, pour le quotient a gauche

10. Rappelons que le signe ® peut étre omis.
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§
r<y = afr < ayy (x — ajx est isotone), (2.13)
xRa = y{a (x — xya est antitone).
De méme pour le quotient & droite ¢ :
r<y = xda X yda (x — xfa est isotone), (2.14)
agx = ady (x +— agx est antitone).
Enfin :
axT=T Téa =T, (2.15)
alayr) < x (xda)a < z, (2.16)
af(azr) = x (ra)da = x, (2.17)
a(ay(ax)) = ax ((za)fa)a = xa, (2.18)
aj(a(ayr)) = aje ((z¢a)a)da = zéa, (2.19)
af(z ANy) =agz Aaky (x ANy)da = xzda A yda, (2.20)
aj(z @ y) = (akz) & (aky) (z ®y)ta = (vfa) ® (yfa), (2.21)
(aNb)yz = (agx) ® (bye) xf(a A b) = (zta) @ (x¢b), (2.22)
(a®b){z =agx AbRe x¢(a @ b) = zfa A x¢b, (2.23)
(ab) kz = b(a k) f(ba) = (zfa)db, (2.24)
(ajz)b < ay(zb) b(zfa) < (bx)da, (2.25)
blakz) < (agb) jz (zfa)b < zf(bRa). (2.26)

Preuve. Les preuves de ces propriétés sont données dans la littérature. Se référer
a [MaxPlus 1991| pour les équations (2.13) et (2.14), et a [Baccelli 1992, §4.4.4|,
[Gaubert 1992, §5.3] et [Cottenceau 1999a, §1.3.3, Th. 1.95] pour les équations (2.15)

a (2.26).

3.2.2 Extension aux dioides de matrices :

AX X Bet XA X B

O

Concernant le cas matriciel, définissons comme suit les applications produit &
gauche Ly : D™*P — D™*P et produit a droite Ry : DP*™ — DP*™ gur les dioides

de matrices a coefficients dans le dioide complet D :

La
Ry

X—= AR X,
X—XA.
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Dans ces applications, A € D™*" et A’ € D"*™,

Les plus grandes solutions des inéquations AX < B et XA’ < B, pour lesquelles
B € D"™*P et B’ € DP*™ sont respectivement la résiduée du produit a gauche notée
L%(B) — AXB et la résiduée du produit & droite notée R, (B') = B'§A’. Les valeurs

de ces matrices sont alors données comme suit :

L}\(B) = AXB : (AXB)i;j = )\ AwXByj, (2.29)
k=1

RY(B')=BYA  (B'$A); = |\ BidA),. (2.30)
k=1

Remarque 2.52 FEn toute rigueur, seul le produit de matrices carrées constitue
une application résiduable. Cependant, il est toujours possible de réécrire les appli-
cations L4 et Ry dans le dioide de matrices D?*? pour lequel ¢ = max(m,n,p).
Les lignes et colonnes doivent alors étre complétées par 1’élément e, ce qui peut

compliquer les écritures.

3.2.3 Résiduation de I’application injection canonique

Selon la théorie de la résiduation, ’application injection canonique définie

ci-dessous est résiduable et sa résiduée est un projecteur d’un dioide dans un autre.

Définition 2.53 (Injection canonique). Soit Dy, un sous-dioide du dioide
D, avec Dgyp et D complets. L’injection canonique de Dy, dans D est 'application

notée lp_ , et définie comme suit pour tout € Dgyy :

IDsub (':U) =Z.

Théoréme 2.54 (Lemme de projection [Gaubert 1992]). L’injection ca-

nonique lp_, : Dy > D, avec Dgyp et D complets, est résiduable. Sa résiduée IﬁD ,
Su

sub
est notée plus simplement Prp_ , et vérifie :

(4) Prp,,, © Prp,,, = Pro_,,,

(i1) Prp,,, < ldp,

(t3i) « € Dgyp < Prp,,(z) = .
L’application Prp,_ , est appelée projecteur de D dans Dgyp.

Remarque 2.55 (Projecteur). 1l est également possible de définir des projecteurs

d’applications d’un dioide dans lui-méme. En effet, soit II une application de D
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dans D, lorsque II vérifie II = IT o II, I'application est appelée projecteur.

3.3 Equations aux points fixes

Grace a leur structure de treillis, il est possible d’appliquer aux dioides les
résultats concernant les points fixes d’applications isotones définies sur des treillis

complets. Ainsi, des équations du type f(x) = x peuvent étre résolues.

Définition 2.56 (Ensemble des points fixes d’application). Soit f une
application isotone définie sur un dioide complet D. Les ensembles des points fixes,

post-fixes et pré-fixes d’applications sont respectivement définis comme suit :

},
},

Notons que les ensembles des points post-fixes Py et pré-fixes Q; peuvent étre

Fr = {zeD] f(z)
Py = {zeD]f(z)
Qr = {zeD| f(x)

Yo

N

interprétés dans F selon les équivalences suivantes :
fl) =2 & fl@)hz=uz,
fz) sz & f(z)dzr=u2.

Théoréme 2.57 ([Tarski 1955]). Soit f une application isotone définie sur un
dioide complet D. L’ensemble F; est un treillis complet non-vide. Ainsi, f admet

un plus petit et un plus grand point fixe.

Le théoréme suivant montre qu’il est possible de substituer la recherche de la
borne supérieure de F; a celle de Py. Il en est de méme pour les bornes inférieures

de Fy et de Qf.

Théoréme 2.58 ([Baccelli 1992, Th. 4.70 et 4.72]). Soit f une application

isotone définie sur un dioide complet D. La borne supérieure de F coincide avec

PBri=BPr; t PPsecF

De méme, la borne inférieure de Fy coincide avec celle de Qy :

/\ffZ/\Qf et /\Qfé]:f.

celle de Py, soit :
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3.3.1 Plus grands points fixes d’applications

Dans un premier temps, considérons les plus grands points fixes d’applications,
soient les bornes supérieures des ensembles F; et Pr. Deux méthodes d’obtention

de ces bornes sont données : 'une est analytique, ’autre est algorithmique.

Une premiére solution permettant de calculer cette borne supérieure est donnée
par le théoréme suivant, en ajoutant la condition que f est une application

semi-continue supérieurement.

Théoréme 2.59 ([Baccelli 1992, Th. 4.72]). Soit f une application semi-
continue supérieurement définie sur un dioide complet D. Le plus grand point fixe

de f est noté ¢ et est donné par :

=P y=rEx) = fT),

yEPs z€D

avec fr = NS 2, f = fo flet fO=Idp.

Une autre maniére d’obtenir ce résultat consiste & exploiter 1’égalité donnée
dans le théoréme 2.58 grace a l'algorithme suivant qui, s’il converge, aboutit au

plus grand point fixe.

Théoréme 2.60 (Théoréme de Kleene). Soit f une application isotone dé-
finie sur un dioide complet D. Si le schéma, itératif suivant :
soit kg = T,
faire 41 = f(xn),
jusqu’d Tyl = Ty pour m € N,
converge en un nombre fini m d’itérations, alors § = x,, est le plus grand point fixe
de f.

Preuve. Tout d’abord, puisque z,, = f(x,,), alors z,, < f(xn,), et ainsi z,
appartient & Py. Ensuite, il est nécessaire de montrer que x,, est le plus grand
point fixe de f, soit z,,, = € Py. Cette solution sera également le plus grand point
fixe de Fy grace au théoréme 2.58. Soit &’ € Py, puisque zg = T, o = «’. Puis,
si x, = o, alors x,11 = ' car grace a l'isotonie de f et sachant que 2’ € Py

Tn+1l = f(xn) 7 f(l',) =l
U
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Remarque 2.61 De par l'isotonie de f, la suite définie dans le théoréme 2.60 est

décroissante.

Il est également possible d’utiliser une variante de cet algorithme afin de trouver

le plus grand point fixe, plus petit qu'une valeur de départ donnée dans D.

Corollaire 2.62 Soient h une application isotone définie sur un dioide complet
D et w un élément de D. Soit f : D + D une application définie par f(z) = h(x)Aw.
Si le schéma itératif suivant :
soit xp = w,
faire zp41 = h(zn) A w,
jusqu’d Tyl = Ty pour m € N,
converge en un nombre fini m d’itérations, alors § = x,, est le plus grand point fixe

de f. Bien siir, ce plus grand point fixe est plus petit que w : § < w.

3.3.2 Plus petits points fixes d’application

Il est également possible d’appliquer ces résultats de maniére duale aux plus
petits points fixes d’applications, soient les bornes inférieures de F; et Q. Dans

ce mémoire, seul le résultat donné par le théoréme 2.59 est repris et décrit ci-dessous.
Théoréme 2.63 ([Baccelli 1992, Th. 4.70]). Soit f une application semi-

continue inférieurement définie sur un dioide complet D. Le plus petit point fixe de

f est noté g et est donné par :

avec f* =@ f1, [T = fo flet fO=Idp.
Définition 2.64 (Etoile de Kleene - Cléture sous-additive). L’application
notée * et appelée étoile de Kleene ou cloture sous-additive, est définie comme suit

sur un dioide complet D et Va € D :

—+o00
a* & @a’ avec atl'=a®d et a=e.
=0

Remarque 2.65 (Extension au cas matriciel). D’aprés [Baccelli 1992, Lem. 4.101],
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soit A € D™*™ une matrice partitionnée en quatre blocs :

ail a2
A=
a1 Q22

La matrice A* s’écrit alors :

ajy ® ajja12(aziai a2 ® agn)*asai,

(ag1a7;a12 ® age)*azal;

ayjaiz(agiaiaiz ® ag)*

(ag1a7 012 ® ag)*

Cette application étoile de Kleene a déja été utilisée lors de la construction du

dioide quotient M%T[v,d] (cf. définition 2.37). Quelques-unes de ses nombreuses

propriétés sont données dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.66 Pour commencer, la relation d’ordre du dioide complet D dé-

termine la propriété d’isotonie suivante Va,b € D :

a < a,
@) = a
a(ba)* = (ab)*a,
(a®b)* = (a*b)*a* = a*(ba*)* = b*(ab*)*
a’a* = a*,
(ab*)* = edala®b)”,
(a®b)* = (@b = (a®b)* = (a*b)

Lorsque D est commutatif :
(a®b)* =a*b”.

(2.38)

En lien avec les quotients a gauche § et a droite ¢ (cf. équations (2.7) et (2.8)) :

a=a"<a=ala et
a*{r =a"§(a*{z) et
a*r =a*}(a*z) et za* = (za*)¢a”,

a*{r = a*(a"§x) et

a=a"<a=aga,

za” = (vfa’)fa”,

xga* = (xda*)a”.

(2.39)
(2.40)
(2.41)
(2.42)
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Pour finir :

¢ = Pfz|a* <a*}, (2.43)
at = /\{:U | x =%, x> a}. (2.44)

Preuve. Les preuves des équations (2.32) a (2.38) sont données dans les théses
|Gaubert 1992, §4.1, Prop. 4.1.6] et [Cottenceau 1999a, §1.3.2, Th. 1.88|, tandis que
l’équivalence (2.39) est donnée dans [Cottenceau 1999a, §1.3.4, Th. 1.106] et les
équations (2.40) a (2.42) dans |[Cottenceau 1999a, §1.3.3, Th. 1.101|. Concernant

>, soit :

I'équation (2.43), il suffit de vérifier que x = a* est solution de z* < a
T g a0 & () K a* & a* < a* (cf. équation (2.32)). Il s’agit alors de la plus
grande solution. Finalement, pour I’équation (2.44), vérifions que = = a* est solution,

soit :

r=ux a* = (a*)* =a* cf. équation (2.32),
x = a a* = a cf. équation (2.31).
Il s’agit de la solution la plus petite car tout autre x est plus grand que a*, soit :

T = a < x* = a* (isotonie de *) & (a*)* % a* & a* < a* (cf. équation (2.32))

S <a.
O

Remarque 2.67 Les propriétés (2.43) et (2.44) peuvent étre considérées comme
des problémes de résiduation de 'application x — z*. La relation indique que
r* < a admet une solution optimale lorsque a = a*. Ces aspects sont étudiés dans
[Cottenceau 1999a] et [Cottenceau 2001].

3.3.3 Résolution de ’équation x = ax d b

Le cas particulier de I'application implicite f(x) = az @ b est donné ci-dessous.

Théoréme 2.68 ([Baccelli 1992, Th. 4.75]). Soit D un dioide complet et a, b

deux éléments de D. L’équation implicite suivante :
x=azr®b, (2.45)

admet a*b comme plus petite solution.
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Preuve. Les applications L, : © + a ® x (cf. équation (2.5)) et = — x & b étant
semi-continues inférieurement, ax ® b l'est également. Soit f(z) = ax @ b, le calcul

de f*(x) est donné comme suit :

fA(z) = alaz@d)Db=a*r@abDb,
f2z) = d(azdb)@ab®b=0a’z®d’bDabD b,

fi(z) = drod'bdabad.
Soit :

ff(z) = 20ar®d’s®...0b®abdd*®...,
= 2(e®a®d’®..)Pble®adad’®..)),
= a*(z®b).

Ainsi, d’aprés le théoréme 2.63, f*(¢) = a*b est le plus petit point fixe de I’équation

(2.45).
|

4 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter la théorie des dioides, nom donné aux semi-
anneaux idempotents. Cette structure algébrique est au coeur de la modélisation

des systémes (min,+)-linéaires présentée dans le chapitre suivant.

La section 1 a rappelé un ensemble de définitions et théorémes relatifs a
I'utilisation des dioides, et de nombreux exemples de dioides sont proposés dans la
section 2. Une caractéristique importante est la relation d’ordre associée a la loi

additive grace a son idempotence.

Puisqu’un dioide peut étre considéré comme une structure ordonnée, des résul-
tats issus de la théorie des treillis s’appliquent naturellement aux dioides dans la
section 3. La théorie de la résiduation fournit tout d’abord une réponse alterna-
tive au probléme d’inversion d’applications en solutionnant des inéquations du type

f(z) < b (cf. définition 2.47). Les équivalences suivantes sont notamment obtenues :
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Ensuite, les recherches de points fixes d’applications isotones sont proposées a travers
des équations du type f(x) = z. L’application étoile de Kleene * (également appelée
cloture sous-additive) est ainsi introduite et permet de proposer a*b comme plus

petite solution de I'équation z = az & b (cf. théoréme 2.68).
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1 Modélisation des systémes (min,+)-linéaires

La classe des SED mettant en jeu des phénomeénes de synchronisation et de délai

peut étre modélisée de fagon linéaire grace a l'algébre des dioides. Avec les outils

algébriques introduits dans le chapitre 2, il est maintenant possible de développer

cette modélisation.

Dans un premier temps, une représentation graphique de ces systémes est

proposée grace a l'utilisation des Graphes d’Evénements Temporisés. Dans un
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second temps, des fonctions compteurs d’événements sont définies! sur le dioide
complet Ry, (cf. exemple 2.17). Les systémes étudiés sont alors appelés des

systémes (min,+)-linéaires 2.

1.1 Graphe d’Evénements Temporisés

Définition 3.1 (Graphe d’Evénements Temporisés). Les Graphes
d’Evénements Temporisés constituent une sous-classe des réseaux de Petri pour
laquelle toute place ne posséde qu’une transition en amont et une en aval. Une
transition d’'un GET correspond alors & un événement (soit par exemple le
déclenchement d’une action, le début ou la fin d’une tache, la réservation ou la resti-

tution d’une ressource), et le tir de celle-ci représente 'occurrence de cet événement.

Ezxemple 3.2 Le GET de la figure 3.1 représente un modéle simplifié d’un
systéme d’assemblage manufacturier constitué de trois machines My, My et Mj,
et dans lequel les piéces issues des machines M; et My sont assemblées sur une

machine Msj.

FIGURE 3.1 Graphe d’Evénements Temporisés.

Les places temporisées (cercles blancs) induisent un temps minimum de séjour

aux jetons (points noirs) avant leurs contributions au franchissement des transitions

1. De nombreux travaux existent déja sur des fonctions dites dateurs d’événements, nous lais-

serons donc cet aspect de coté dans ce mémoire.
2. Dans le cadre des fonctions dateurs, la modélisation se fait par exemple a travers le dioide

Rinaz et les systémes sont ainsi appelés systémes (max,+)-linéaires.
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situées en aval. Ils ont pour réle de traduire une tache qui posséde une durée :
la transition x3 exprime la synchronisation des événements x; et xo retardés
respectivement de 3 et 8 unités de temps. Les jetons initialement présents dans le
systéme signifient que les ressources sont disponibles. Ils provoquent un décalage
dans les événements : le tir numéro k de la transition x3 sera engendré par le tir

numéro k — 1 de la transition x; et ’activation numéro k£ de xzo.

Enfin, le comportement d'un GET est considéré ici soumis a la régle de franchis-
sement au plus tot des transitions, c’est-a-dire que toute transition franchissable

est immédiatement franchie.

1.2 Modélisation analytique : équations aux compteurs

L’étape suivante de la modélisation est la mise en équations du modéle gra-
phique, donnée ici dans l’algébre (min,+). Cette modélisation peut étre faite sans

obligatoirement réaliser le GET correspondant.

Tout d’abord, les événements d’entrée (événements pour lesquels il est possible
de controler les occurrences), les événements internes et les événements de sortie
d’'un GET sont représentés par des vecteurs appelés u, = et y avec pour tailles

respectives p, n et q.

Ensuite, les synchronisations d’un systéme (min,+)-linéaire sont traduites
comme suit : le nombre d’occurrences d’un événement dépend du nombre mini-
mum d’occurrences des événements précédents. Elles sont donc représentées par
l'opérateur min et interprétés dans le dioide R,,in par lopérateur @. Quant aux
délais passés avant les occurrences des événements, ils s’additionnent et sont donc
représentés par 'opérateur ®.

Sur Rynin, la modélisation linéaire est réalisée a travers des fonctions appelées
fonctions compteurs. Plus précisément, pour un événement noté z, la fonction 3
z(t) : R+ Ry, fait le compte des événements x qui se sont déroulés jusqu’au
temps t. Il s’agit alors de fonctions croissantes (le nombre d’événements est

cumulé) et constantes par morceaux (un événement est considéré comme un entier)

3. Une fonction compteur z(¢) est également appelée la trajectoire de 'événement z et corres-

pond donc a I’historique de ses occurrences.
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appartenant a ’ensemble F,. défini ci-dessous.

Définition 3.3 (Ensemble F.). Une fonction f : R — R,,;, appartient &
I’ensemble noté F¢ si elle est croissante, i.e. Vt; > to, f(t1) > f(t2), et constante par
morceaux, i.e. qui correspond & la réunion d’un nombre fini ou infini d’intervalles

dans lesquels la fonction coincide avec une fonction constante (cf. figure 3.2).

g

to

>t

FI1GURE 3.2 Une fonction constante par morceaux f € F.

Ainsi, en reprenant le GET de la figure 3.1, les équations présentant les synchro-
nisations et les délais sont les suivantes, avec u, x et y € F. les fonctions compteurs

du systéme :

x1(t) = min(uq (¢), 1 + 21 (¢t — 2)),
x2(t) = min(uz(t), 1 + z2(t — 3)),
x3(t) = min(1 + z1(t — 3), x2(t — 8)),

y(t) = zs(t - 2).

Grace au dioide Ry, ce systéme d’équations devient :

z1(t) = ui(t) &1 @ 21 (t — 2),
332(75) = UQ(t) Pl® Ig(t — 3),
x3(t) = 1@ z1(t — 3) ® z2(t — 8),

[ y(t) = xs(t = 2).
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1.3 Représentation d’état et relation de transfert

Il est possible d’écrire ces interactions entre les fonctions d’entrée u, d’état x

et de sortie y selon une forme matricielle récurrente * appelée représentation d’état
— nXxp

, B € Rin et

C e @mqun sont introduites avec, rappelons-le, n la taille du vecteur d’état z, p

. - p3 . . . = nxn
ou équation d’état. Pour ce faire, les trois matrices A € Ryn

la taille du vecteur d’entrée u et g la taille du vecteur de sortie y. L’équation d’état

provenant du systéme d’équations (3.1) est alors la suivante :

2(t) = Azt —1) @ B u(t),
y(t) = C ® (t).

(3.2)

Remarque 3./ Le systéme (3.1) ne se rameéne pas immédiatement a la forme
standard (3.2). Cette transformation est néanmoins toujours possible au prix d’un

agrandissement du vecteur d’état et donc également des matrices A, B et C.

La dynamique des systémes (min,+)-linéaires exposée sous forme d’équations
récurrentes dans la représentation d’état précédente, peut également étre décrite
selon une vision entrée/sortie. En effet, dans le cas d’'un systéme systéme mono-
entrée mono-sortie (SISO : Single-Input Single-Output), soit un systéme ou p = 1 et
g = 1, le développement des récurrences de (3.2) montre que la fonction compteur

y(t) associée a la sortie du systéme peut s’exprimer comme suit :

y(t) = Cu(t),
= CAz(t —1) @& CBu(t),
— CA?Bu(t —2) ® CABu(t — 1) ® CBu(t),

cey
= PcaBu(t-1). (3.3)

7>0
La définition suivante introduit un opérateur qui va simplifier cette expression. Le

dioide d’étude sera alors le dioide de fonctions noté (Fe, @, *).

Définition 3.5 (Produit d’inf-convolution). Soient f(t) et g(¢) deux fonc-
tions compteurs appartenant a F.. Le produit de convolution appelé (min,+)-convo-

lution ou encore inf-convolution de f par g est la fonction compteur fxg € F. définie

4. Forme proche de celle utilisée lors de la description d’un systéme en automatique classique.
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comme suit :

frg: (f*9)t) =Pl @glt —7)} = min {f(r) +g(t—7)}. (34)

7>0

Remarque 3.6 (Extension au cas matriciel). Par extension, l'inf-convolution de

deux matrices D™*" et F'™*P est définie comme suit :

(D = F)ij £ @D{Dik * Fij}- (3.5)
k=1

Remarque 3.7 L’inf-convolution est un opérateur commutatif qui distribue sur

la somme @. L’élément neutre qui lui est associé est la fonction e définie par :

0 pour t < 0,
e(t) = (3.6)
400 pour t > 0.

Remarque 3.8 Tout comme dans 'algébre classique et lorsqu’il n’y aura aucune
ambiguité avec le produit ® du dioide (min,+) (soit la somme classique), le signe *

pourra étre omis : a x b = ab.

Définition 3.9 (Dioide de fonctions (F¢,®,*)). Le dioide des fonctions
compteurs de F, munies du minimum point & point comme somme @ et de 'inf-
convolution comme produit * est noté® (Fe, ®, *). Les éléments neutres de ce dioide

sont la fonction e telle que donnée par ’équation (3.6) et la fonction ¢ telle que :

Vi, £(t) = +oo. (3.7)

Grace a cet opérateur d’inf-convolution, le comportement entrée/sortie d'un sys-

téme (min,+)-linéaire donné par I’équation (3.3) peut étre exprimé comme suit :
Ve, y(t) = (hxu)(t) soit y=hx*u, (3.8)

avec y, h et u € (Fe, @, *). Ainsi, la sortie du systéme n’est plus dépendante de I’état

du systéme mais uniquement de son entrée. La fonction h est appelée la fonction de

5. Cette notation (F¢, ®,*) donne le nom de 'ensemble des fonctions manipulées et est donc
préferée a celle (DF, @, ) donnée dans la définition 2.22, afin de différencier plusieurs dioides de

fonctions munies du min et de I'inf-convolution.
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transfert du systéme et est donnée par :

€ pour ¢t < 0,
h(t) = (3.9)
CA'B pour t > 0.

Remarque 3.10 Cette représentation posséde des analogies avec I'automatique
classique. La fonction h(t) équivaut a la réponse impulsionnelle si l'entrée u = e

(cf. équation (3.6)) est considérée comme I'impulsion.

Concernant les systémes multi-entrées multi-sorties (MIMO : Multiple-Input
Multiple-Output), la relation liant la sortie Y a l'entrée U (cf. équation (3.5)) est
décrite par :

Y () = (H « U)(t).

La matrice H de dimension (¢ x p) est appelée la matrice de transfert du systéme.

1.4 Caractéristiques des systémes (min,+)-linéaires
Tout d’abord, un systéme est appelé (min,+)-linéaire s’il répond a la définition

3.12 donnée ci-dessous.

Définition 3.11 (Produit scalaire). Le produit d’une fonction u € F, par un

scalaire A € R est défini par :

Aows YV (A-u)(t) & A@ut) = A+ ult).

Définition 3.12 (Systéme (min,+)-linéaire). Un systéme noté S est une
application qui & une fonction d’entrée u € F, associe une fonction de sortie y =
S(u) € Fe. Autrement dit, S : F. — Feu — y. Un tel systéme S est appelé

(min,+)-linéaire lorsque pour toutes fonctions d’entrée notées uj et us :
S(u; ®ug) = S(uy) ® S(uz),
et pour tout scalaire a € R :
S(a-uy) =a-S(u),

avec - le produit scalaire donné dans la définition 3.11.
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Ensuite, un résultat fondamental dans la théorie des systémes (min,+)-linéaires

est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 3.13 ([Baccelli 1992, Th. 5.39]). La fonction de transfert d’un
systéme (min,+)-linéaire SISO (tel que représenté par I’équation d’état (3.2)) est

une fonction h : R — R,,;, croissante, constante par morceaux,

3T, 3K € Rypin, IT € R,
ultimement pseudo-périodique : (3.10)

tels que Vt > T, h(t+T) = K ® h(t),

h(t) = h(0 pour t < 0,
et causale : () © (3.11)
h(t) >0 pour t > 0.

En effet, aprés un comportement dit transitoire (soit jusqu'a 7,), le fonction-
nement d'un systéme (min,+)-linéaire (pour lequel u = e) entre dans un régime

périodique caractérisant le temps de cycle du systéme.

Idée de preuve. La fonction de transfert h est obtenue en réalisant un nombre
fini d’opérations {@, *, *} sur des fonctions de F,. Une preuve technique consiste
a montrer que ces opérations sont internes & l'ensemble F, (cf. par exemple

[Gaubert 1992] ou [Bouillard 2008b, Prop. 4 et 5|).
O

D’aprés ce théoréme, les systémes (min,+ )-linéaires disposent donc de modéles
linéaires sur les dioides. Notamment, la fonction de transfert A d’un systéme SISO
appartient au dioide de fonctions noté (Fgp, @, %), sous-dioide de (F¢, @, *). Dans
le cas MIMO, H appartient au dioide (Fep, B, *)9*P.

Définition 3.14 (Ensemble Fcp). Une fonction f : R — R,nin appartient
a Pensemble noté Fep, (cf. figure 3.3) si f € F, et si f est ultimement pseudo-
périodique (cf. équation (3.10)). Ainsi, F¢p C Fe.

Définition 3.15 (Pente asymptotique o). Soit f une fonction de Fp, sa
pente asymptotique est définie par le ratio o(f) = K/T.

Remarque 3.16 Si f est une fonction compteur, sa pente asymptotique corres-

pond alors & un nombre d’événements par unité de temps, c’est-a-dire a un taux de



1. Modélisation des systémes (min,+)-linéaires 51

production (plus la pente asymptotique est grande, plus le systéme est rapide).

ko

F1GURE 3.3 Une fonction ultimement pseudo-périodique f € Fp.

Définition 3.17 (Dioide de fonctions (Fcp, @, *)). L’ensemble des fonctions
ultimement pseudo-périodiques appartenant a F.,, munies du minimum point &
point comme somme & et de l'inf-convolution comme produit *, est un dioide noté
(Fep, ®, *). Ainsi, (Fep, @, *) C (Fe, B, %).

En s’appuyant sur la représentation entrée/sortie de I’équation (3.8), tout sys-
téme (min,+)-linéaire ® peut étre décrit par la combinaison de systémes SISO notés
h;. Les combinaisons sont :

- la mise en parallele : le comportement paralléle de deux systémes dont les

transferts sont hy et ho (cf. figure 3.4a) est équivalent au systéme :

hi @ ha,

pour lequel 'opérateur @ est le min des fonctions de transfert,
- la mise en série : le comportement en série de deux systémes dont les transferts
sont hi et hg (cf. figure 3.4b) est équivalent au systéme :

hl *hg,

pour lequel I'opérateur * correspond & I'inf-convolution,

- le rebouclage : pour un systéme h donné, le systéme dont la dynamique est
décrite par I’équation implicite y = hy ® u (la dynamique du systéme h est

dans une boucle, cf. figure 3.4c), posséde le comportement entrée-sortie :

y=h"*u,

6. Systémes MIMO compris.
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dans lequel h* représente I'étoile de Kleene de h (cf. théoréme 2.68).

ha

U — b—v Y
ha u— hy = h1 =Y \r—h‘J

(a) Mise en paralléle (b) Mise en série (c) Rebouclage

FIGURE 3.4 Compositions de systémes (min,+)-linéaires.

1.5 Caractéristiques des fonctions de F,

Afin de conclure cette modélisation des systémes (min,+)-linéaires, quelques

caractéristiques des fonctions de 'ensemble F, (cf. définition 3.14) sont données.

Tout d’abord, une fonction de F, constante par morceaux et ultimement
pseudo-périodique peut se décomposer en une combinaison @ infinie de fonctions

dites élémentaires définies ci-dessous.

Définition 3.18 (Fonction élémentaire AL). Une fonction élémentaire notée
Ajlf et illustrée figure 3.5a, est la fonction compteur appartenant a F. (cf. définition
3.3) définie par :

K sit<T,
AR () =
+00 sinon.

Remarque 3.19 (Etoile d’une fonction élémentaire Ag*). Soit AKX une fonction
élémentaire. Son étoile de Kleene Ajlf * illustrée figure 3.5b, est une fonction de Fep

telle que :
“+oo
AT =P Ay,
i=0
outy=0,ko=0,et t;p1) =1t +T, kiy1) = ki + K. Plus simplement :

+oo
A =@Park =Alorforife. .. .
=0

La pente asymptotique de cette étoile est définie par o(AK™) = K/T.
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Ak A
—
—
—
B . ]
D
[ e Kr—s | |
* ¢ ko i t
e to T 2T 3T
(a) Une fonction (b) Etoile de Kleene
élémentaire AX d’une fonction élémen-

taire : Aqff* € Fep

FIGURE 3.5 Caractéristique d'une fonction élémentaire A%,

Propriété 3.20 Quelques propriétés peuvent étre associées a ces fonctions élé-

mentaires :

AV« AV = A) = e (3.12)
AV Ay = e (3.13)

De plus, en relation avec une fonction u € F :

Vt, (A2 xu)(t) = wu(t—r1),

T

vt (A5 xu)(t) = vut).

Ainsi, soit f une fonction de F, :

+o0o
f=par. (3.14)
=0

En outre, la pseudo-périodicité des fonctions de F, donnée par 'équation (3.10)
est rappelée ci-dessous avec I'introduction de g, temps de la premiére fonction élé-

mentaire Afg de f:
3T, > to, K € Ryin, IT € R tels que VEt>T),, f(t+T) =K ® f(t).

Selon [Gaubert 1992|, chaque fonction de F¢p a une forme canonique ou Tj, et T
sont minimums. Il est donc possible de définir une représentation canonique des

fonctions de Fp.

Propriété 3.21 (Représentation canonique d’une fonction de Fp). Une fonction
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f € Fep est dite sous forme canonique lorsqu’elle est définie comme suit :

f=Pale (Pay)af”,

i>0 §>0

avec n le nombre de fonctions élémentaires de f lors de son régime transitoire (avant

T

»), m le nombre de fonctions élémentaires du motif périodique, et o(f) = K/T sa

pente asymptotique représentée par la fonction Asz *

Exemple 3.22 Dans la figure 3.6, la représentation canonique de la fonction

f € Fep est donnée comme suit avecn =3, m=2et o(f) =3/3=1:

f=A o Ao A (A @ AL« (AY)*.

~

A
10
9
8 -
7
. K
5
4
3 T
2
]f(]:1
0 1234567891011't
Il Il
to Ty
S—
régime régime
transitoire périodique

FIGURE 3.6 Représentation canonique d’une fonction ultimement pseudo-périodique f €
Fep-

Pour finir, il sera par la suite utile d’obtenir la projection causale d’une fonction
de (Fep, @, *). Cette projection est donnée ci-dessous en tant que résiduation de

I'injection canonique d’un sous-dioide dans un autre (cf. théoréme 2.54).

Définition 3.23 (Projection causale d’une fonction de (Fcp, ®,*)). Soit
(Fep, ®, %) le sous-dioide des fonctions causales de (Fep, @, *) (cf. équation

caus

(3.11)). D’aprés le théoréme 2.54, I'injection canonique lcays définie de (Fep, @, *)



2. Du point de vue du Network Calculus 55

dans (Fep, @, *) est résiduable et sa résiduée est notée Preays : (Fep, @, %) +—
(Feps @, %)%, Formellement, la fonction Pre,us(f) est la plus grande fonction cau-

sale plus petite ou égale a f, i.e. :

f(t) pourt>0et f(t) >0,
Preaus(f)(t) = ¢ f(0) pour t <0 et f(0) >0,

0 sinon.

Remarque 3.24 Si une fonction z est causale, alors elle est invariante par Preays,

soit Preaus(z) = .

2 Du point de vue du Network Calculus

Le Network Calculus est le nom consacré & une extension de la théorie des
systémes (min,+)-linéaires, visant & mesurer la qualité de service d’un réseau
informatique (se référer a [Cruz 1991a, Cruz 1991b| pour les premiers travaux,
puis & [Chang 2000] et [Le Boudec 2001] pour une généralisation). Les modéles du
Network Calculus reposent d’'une part sur une description des flux de données sous
forme de fonctions compteurs, et d’autre part sur une description du comportement

dynamique des équipements d’un réseau (routeur, switch, serveur, etc.).

De ce point de vue, le principal objectif du Network Calculus est d’obtenir des
indicateurs de performance quant au comportement du réseau, indicateurs dont
nous parlerons plus précisément dans la section 3 suivante (délai de bout-en-bout,
taille des files d’attente, taux de transfert, etc.). A ces fins, des contraintes sont
appliquées sur les flux d’entrée et de sortie, ainsi que sur les services fournis par les
éléments du réseau. En effet, la qualité de service ne peut se faire qu’a la condition
que les flux d’entrée aient des effets de « rafales de données » limités, et que les

services fournis par les équipements aient un comportement « minimal » connu.

Les contraintes appliquées aux flux d’entrée et de sortie sont décrites au moyen
de courbes d’arrivée, tandis que les comportements des éléments du réseau le sont
grace a des courbes de service. Une des principales difficultés de cette modélisation
est de déterminer pour chaque élément une courbe représentant au mieux ses

caractéristiques.
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2.1 Contexte algébrique

La théorie du Network Calculus repose sur l'utilisation de 1’algébre (min,+) afin
de décrire le fonctionnement d’un réseau. Les différentes courbes manipulées sont &
valeurs réelles. En effet, malgré lexistence d’un certain niveau de discrétisation des
données d’un réseau informatique (bit, mot, paquet), il est souvent plus utile lors

des calculs de décrire les flux et les contraintes dans le domaine continu.

Remarque 3.25 11 est important de garder & l'esprit qu’en travaillant avec

lalgebre (min,+), 'ordre du dioide < est l'inverse de 'ordre naturel <.

Les fonctions manipulées par cette théorie sont des fonctions croissantes et

positives regroupées dans I’ensemble F défini ci-dessous 7.

Définition 3.26 (Ensemble F). Une fonction f € F est une fonction
croissante définie de R dans R,,;,, et pour laquelle f(t) = 0 lorsque ¢ < 0.

Remarque 3.27 D’aprés cette définition, les fonctions de F sont des fonctions

dites causales (cf. équation (3.11)).

Définition 3.28 (Dioide de fonctions (F,®,x)). Le dioide des fonctions
de F munies du minimum point & point comme somme @ et de l'inf-convolution
comme produit * (cf. définition 3.5) est noté (F,®,*). Ce dioide est complet et
commutatif, et a pour éléments neutres la fonction e (cf. équation (3.6)) et la

fonction e (cf. équation (3.7)).

Les opérations @ et * sont donc des opérations de base du Network Calculus
auxquelles la loi A (borne inférieure du dioide) s’ajoute en tant que maximum point

& point.

Ensuite, I'opération utilisée jusqu’a présent sous le nom d’étoile de Kleene (cf.
définition 2.64 et théoréme 2.66), est appelée cloture sous-additive dans la théorie

du Network Calculus. Elle est alors définie sur le dioide complet (F,®,*) et est

7. Cette notation provient des livres de référence du Network Calculus & savoir [Chang 2000]
et [Le Boudec 2001].
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rappelée ci-dessous pour tout f appartenant a ce dioide :

+o0
:@fi avec [l =fxfl et fV=e.

1=0

D’aprés le théoréme 2.68, f* est la plus petite solution de I'équation x = f x x @ e.

Pour finir, la résiduée de l'inf-convolution est également un opérateur cou-
ramment utilisé dans le Network Calculus. La proposition suivante présente cette

résiduation.

Proposition 3.29 (Résiduation de I’inf-convolution ). L’opérateur d’inf-
convolution * du dioide (F, @, *) est une application résiduable. Sa résiduée appelée
déconvolution dans le contexte du Network Calculus, est notée ¢ et est définie comme

suit :

ftg: (ff9)(t) & N\ {f(Dfg(r — 1)} = sup {f( )—g(r—t)}.  (3.19)

720

Ainsi, la fonction f¢g est la plus grande solution de I'inégalité z*g < f (cf. équation

(2.10)), i.e
ftg = Plalzxg=< f}

Preuve.

- Tout d’abord, 'opération d’inf-convolution * étant une loi interne du dioide
de fonctions (F, @, ), il s’agit d’une application isotone. D’aprés la remarque
3.7, cet opérateur est commutatif et distribue sur la somme @. Ainsi, * est
une application semi-continue inférieurement. De plus, € est absorbant pour ce
produit : fxe =€ f =¢e. Donc, d’aprés le théoréme 2.49, 'application * est

résiduable.

- Ensuite, puisque I'application * est résiduable, alors ’équation xz xa < b admet

b¢a comme plus grande solution. Autrement dit :

N
o

o Vt, (xxa)(t) < b(t),

& Vi, @O{JJ(T) +a(t—7)} = b(t) cf. équation (3.4).
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Soit :
() +a) < b, z(0) < t/z\o{b(t) —a(t)},
s(D4alt—1) < bt), z(1) < AA{b(t) —a(t — 1)},
vt, & £20
z(2)+a(t—2) < b(t), (2) < A{b) —a(t—2)},
t>0

& Vs, a(s) <\ {o(t) —a(t — )} = (bfa)(s).

t>0

Ce calcul de la déconvolution se retrouve dans [Chang 2000, Lem. 4.1.9].

Remarque 8.30 11 est important de noter que cet opérateur de déconvolution est
connu jusqu’a présent sous le nom de quotient & droite (cf. équation (2.8)). Toutes
les propriétés associées au quotient & droite dans le théoréme 2.51 s’appliquent
évidemment & l'opération de déconvolution. En outre, puisque (F,®,*) est un

dioide commutatif, alors f¢g = g} f (cf. remarque 2.50).

Remarque 3.31 L’opération de déconvolution ¢ n’est pas une opération close a
I’ensemble F puisque (f¢g)(t) > 0 pour t < 0.

2.2 Modélisation par des flux et des contraintes
2.2.1 Flux d’entrée et de sortie

Un réseau de communication ® peut étre vu comme une boite noire notée S avec
un flux d’entrée u et un flux de sortie y (cf. figure 3.7a). La valeur u(t) correspond
a la quantité totale de données introduite dans le systéme jusqu’au temps ¢, tandis
que y(t) correspond a la quantité totale de données qui a quitté le systéme depuis
t. Ainsi, ces flux d’entrée et de sortie, décrits par des fonctions cumulatives (donc
croissantes), et considérés comme positifs ('arrivée des données n’est supposée

commencer qu’a U'instant ¢ = 0), appartiennent a ’ensemble F (cf. figure 3.7b).

Remarque 3.32 Les flux u,y € F peuvent étre considérés comme les fonctions
compteurs utilisées dans la modélisation de la section 1 de ce chapitre (cf. définition

3.3 de l'ensemble F.). Cependant ces fonctions ne sont ici pas nécessairement

8. Pouvant étre découpé en simples éléments de réseau ou en sous-systémes.
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constantes par morceaux.

ft)
U
Y
t
(a) Elément de réseau S (b) Fonctions repré-

sentatives des flux w

et y

FIGURE 3.7 Flux d’entrée u et de sortie y d’un réseau de communication S.

La principale hypothése de fonctionnement faite entre le flux d’entrée et celui de

sortie est donnée par I'inégalité suivante :
Ve, u(t) > y(t) & usxy.

Ainsi, la quantité totale de données quittant le réseau est toujours plus petite ou
égale a celle entrant. Il peut arriver que cette relation se transforme en une stricte
inégalité. Les périodes otl cela arrive sont appelées des périodes chargées? et sont

définies ci-dessous.

Définition 3.33 (Période chargée). Une période chargée est un intervalle de
temps pour lequel V¢ > 0, il existe un 7 € [0,¢] tel que u(7) > y(7). En d’autres

termes, a l'instant 7, il y a nécessairement des paquets dans S, soit u(7) —y(7) > 0.

2.2.2 Différentes courbes de contraintes

Le principe du Network Calculus repose sur l'application de courbes de
contraintes tant sur les flux d’entrée et de sortie u et y, que sur le service rendu
par le réseau S. Ces courbes sont appelées courbe d’arrivée ou contrainte sur la
sortie quand elles sont appliquées aux flux et permettent alors de modéliser un

contrat de trafic. Les courbes appelées courbes de service permettent quant a

9. « Backlogged period » en anglais.
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elles de caractériser les éléments du réseau. Les formes les plus répandues dans la

littérature 12 sont répertoriées ci-dessous, elles appartiennent toutes a I’ensemble F
(cf. |Le Boudec 2001]).

Yr,b VT 5T
T 4 —
3 —
2 —
b 1
t T b T t
(a) Fonction affine (b) Fonction en (c) Fonction délai
Trb escalier vr ; garanti dp
)\R /BR,T
t 7 t
(d) Fonction (e) Fonction
simple pente Ar latence-pente
Brr(t)

FIGURE 3.8 Quelques exemples de courbes de contraintes.

Définition 3.34 (Courbe affine 7,;). La courbe notée v, et illustrée figure

3.8a, est une courbe de contrainte de forme affine définie par :

0 pour t < 0,
alt) 2 (3.16)
rt+b pourt>0.

b représente la quantité maximale de données émise instantanément (phénomeéne

également appelé rafale mazimale) et r correspond au débit moyen maximal des

données.

Définition 3.35 (Courbe en escalier v7 ;). La courbe notée vp ; et illustrée

10. La liste est donc non exhaustive.
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figure 3.8b, est une courbe de contrainte en escalier ' définie par :

0 pour t < 0,
vr.(t) = (3.17)

[H%] pour t > 0,

ou [a] € Z représente le plus petit entier supérieur & a € Q. T correspond a

I'intervalle fixé entre les données et 7 & la tolérance d’arrivée au plus tot.

Définition 3.36 (Courbe de délai garanti d7). La courbe notée oy et illustrée

figure 3.8c, est une courbe de contrainte du type délai garanti'? définie par :

0 pour t < T
or(t) = (3.18)

400 pourt >T.

T correspond au délai maximum autorisé pour toutes les données.

Remarque 3.37 Notons que cette courbe dr est une fonction élémentaire (cf.
définition 3.18), i.e. r = AJ.

Définition 3.38 (Courbe simple pente A\g). La courbe notée Ar et illustrée

figure 3.8d, est une courbe de contrainte du type simple pente '3 définie par :

n(t) 0 pourt <O, (3.19)
R = .
Rt pourt > 0.

R correspond au débit moyen maximal des paquets.

Définition 3.39 (Courbe latence-pente i 7). La courbe notée g 1 et illus-

trée figure 3.8e, est une courbe de contrainte du type latence-pente !4 définie par :

0 pour t < 0,
Brr(t) = (Ar*xdr)(t) = (3.20)
R(t—T) pourt>0.

T correspond au délai de propagation des données avec un débit fixe donné par R.

11. « Stair case » en anglais.
12. « Burst delay » en anglais.
13. « Peak rate » en anglais.
14. « Latency rate » en anglais.
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2.3 Courbe d’arrivée

Une premiére contrainte appliquée au réseau, ou plus particuliérement & son
flux d’entrée, est la notion de courbe d’arrivée 1°. Il arrive en effet qu’une rafale de
trafic caractérisée par une forte augmentation de la fonction u durant un intervalle
temporel de faible amplitude, provienne lors du fonctionnement du réseau. Cette
courbe d’arrivée permet alors de régulariser le flux en limitant, a tout instant, le

nombre de données a entrer dans le systéme.

Définition 3.40 (Courbe d’arrivée). Un flux v € F est contraint par une
courbe d’arrivée o € F si V0 < 7 <t € R, u(t) — u(r) < a(t — 7). La quantité de
données arrivant entre le temps 7 et le temps ¢ est donc au plus a(t — 7) (u est dit

a-lissé).

Cette définition peut s’écrire d’une maniére plus algébrique comme le montre la

proposition suivante issue de [Chang 2002, Lem 3.2] et illustrée figure 3.9.

Proposition 3.41 Un flux u € F est contraint par une courbe d’arrivée o € F
si:
uxau & u=au. (3.21)

De par cette équivalence, a* est également une courbe d’arrivée pour wu.

u = oy —> S — 1

FI1GURE 3.9 Courbe d’arrivée « appliquée au flux d’entrée u.

Preuve. Tout d’abord, grace a la définition 3.5 de I'inf-convolution :

VO<7<t ult)—u)<alt—7) & YO<7<t, ult) <alt—r1)+u(r),

& U= Qu.

Ensuite, grace a I'isotonie de 'inf-convolution, cette inégalité peut étre écrite comme
suit :

uEau = oux (@Pu) = (Pu) = (Pu) = ...

15. Egalement appelée enveloppe, ou enveloppe de flux (cf. [Cruz 1991a, Cruz 1991b],
[Chang 2000] et [Fidler 2010]).
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et donc :
u=u® (au) ® (a’u) & ... :@a”u.
n>0
Finalement :
uE=ou & u=a‘u

O

Proposition 3.42 (Courbe d’arrivée minimale). Une courbe d’arrivée mi-

nimale pour un flux d’entrée u est donnée par la déconvolution ugu soit :

ugu = a et ainsi  ugu = o (3.22)

Preuve. Puisque = — x¢a est isotone (cf. équation(2.14)) et (za)da = x (cf.
équation(2.17)), alors :

uzou & ugu = (ou)du = .

La preuve est la méme pour ugu = a*.

0

Lorsque plusieurs flux arrivent sur un méme élément de réseau, une courbe

d’arrivée globale peut alors étre proposée.

Théoréme 3.43 (Agrégation de trafic [Fidler 2010]). Soit S un élément de
réseau dans lequel arrivent n flux d’entrée, chacun contraint par une courbe d’arrivée

a;, Vi € [0,n]. La courbe d’arrivée globale de cet élément réseau est donnée par :

D o

1€]0,n]

Cette courbe correspond alors au minimum des courbes d’arrivée.

Enfin, selon les besoins de la modélisation, les courbes d’arrivée peuvent
prendre plusieurs formes parmi celles proposées dans la figure 3.8. Deux exemples

d’utilisation sont proposés ci-dessous.

Ezemple 3.44 (Sceau percé [Le Boudec 2001, Prop. 1.2.3]). Un équipement du

16

type sceau percé*° contraint le flux d’entrée par une courbe d’arrivée affine du

type a = 7, (cf. équation (3.16)). En effet, un tel élément ne laisse passer qu'une

16. « Leaky bucket » en anglais.
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certaine quantité de données (il s’agit du buffer, soit la capacité du sceau) selon
un certain débit (le diametre du trou du sceau), et les données faisant exploser le

buffer sont délaissées ou marquées selon une plus faible priorité.

Ezemple 3.45 (Tampon de réception [Grieuw 2004]). Un autre exemple est celui
du tampon de réception qui contraint le flux d’entrée par une courbe d’arrivée
en escalier du type a = v, (cf. équation (3.17)). Ce type de tampon est utilisé
lorsqu’il est nécessaire de recevoir un paquet en intégralité avant de le traiter, par

exemple lors d’une vérification d’intégrité du paquet.

2.4 Courbe de service

Une seconde contrainte utilisée dans le Network Calculus est appliquée directe-
ment aux éléments du réseau et permet de caractériser les services qu’ils fournissent.
La notion de courbe de service apparait alors et peut étre vue, en lien avec la
modélisation des systémes (min,+)-linéaires, comme une borne inférieure (il s’agit

d’un service minimum) sur la réponse impulsionnelle du systéme (cf. remarque 3.10).

Définition 3.46 (Courbe de service). Un élément de réseau S fournit un
service 3 € F pour tout flux d’entrée u si V¢ > 0, y(t) > min ¢ 4{B(7) +u(t —7)}.

Algébriquement, cela revient a dire que :

y < Bu.

Cette notion de courbe de service est pour l'instant définie dans le but de borner
inférieurement le service rendu par le réseau. Il s’agit donc de service minimum.
Il est également possible de borner ce service supérieurement comme le montre la

proposition suivante.

Proposition 3.47 (Intervalle de courbe de service). Soit [ 3, 3] un inter-
valle de service fourni pour tout flux d’entrée u par un élément de réseau S (cf. figure
3.10). Dans cet intervalle, 8 < B avec B € F correspondant au service minimum
fourni et 8 € F au service maximum. Ainsi, le flux de sortie y est également inclus

dans un intervalle :

fu <y < Pu & ye[éu,gu] (3.23)
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u=a‘u—s8: Bll—sy

FIGURE 3.10 Intervalle de courbe de service d’un élément de réseau S.

Un résultat important dans la théorie du Network Calculus est lié a la recherche
de la courbe de service globale d’un réseau dont les éléments, ayant chacun une

courbe de service propre, sont mis en série 7.

Théoréme 3.48 (Mise en série [Chang 2000, Th. 2.3.3]). Soit S un réseau
composé de n éléments mis en série et dont les courbes de service sont notées [;,
Vi € [0,n]. La courbe de service globale de ce réseau est donnée par :

z‘eT(I:n} Bi.
Cette courbe correspond & l'inf-convolution des courbes de service de tous les

éléments concaténés.

Contrairement a une analyse de proche en proche, soit élément par élément,
une telle mise en série fournit des bornes sur les performances du réseau bien
meilleures comparées a celles obtenues sans cette convolution des courbes de service
(cf. |Le Boudec 2001, §1.4.3.]). Ce principe est connu en anglais sous le nom de

« pay bursts only once ».

Les courbes de service assignées & chaque élément du réseau doivent étre choisies
avec soin selon les caractéristiques de 1’élément représenté. Deux exemples issus de
la thése |Grieu 2004] et reprenant les formes décrites dans la figure 3.8 sont donnés

ci-dessous.

Ezxemple 3.49 (Lien a délai garanti). La courbe de service a délai garanti notée
B = 07 est la forme la plus simple d’une courbe de service (cf. équation (3.18)). Le
délai maximum pour toutes les données est alors borné par un temps fixe T. Ce
type de courbe permet par exemple de modéliser le délai de propagation dii & un

lien physique, ou un élément de réseau qui ne traite pas les données immédiatement.

Ezemple 3.50 (Elément & débit constant). Lorsque 1'élement du réseau peut

17. Egalement dit concaténés ou mis en tandem.
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servir R données par unité de temps, la courbe de service utilisée est alors une
courbe affine de simple pente (cf. équation (3.19)) notée 8 = Ag. Ce type d’élément
permet par exemple de modéliser un débit de sortie égal a celui du lien physique

qui lui est accordé.

2.5 Contrainte sur la sortie

Gréace a la courbe d’arrivée et a la courbe de service, une courbe d’arrivée sur la
sortie de I’élément de réseau, également appelée contrainte sur la sortie, peut étre
calculée. Ce résultat permet notamment de réaliser les calculs de proche en proche

et de propager les résultats tout le long du réseau.

Définition 3.51 (Contrainte sur la sortie o). Soit un flux u contraint par
une courbe d’arrivée a* et qui traverse un réseau offrant un intervalle de service
[ B, 5] Le flux de sortie y de ce réseau est également contraint par une courbe o'

définie par :

Proposition 3.52 Soit un flux u contraint par une courbe d’arrivée o* tel que
u = a*u, et qui traverse un réseau offrant un intervalle de courbes de service [ 5, 3 ].

Le flux de sortie y de ce réseau est contraint par la courbe o’ si :

/

oy = y=((aB)FB)y.

N

Y

Autrement dit, la contrainte o/ peut étre vue comme une courbe d’arrivée sur la

sortie y.

Preuve. Puisque Bu = y = Bu (cf. équation (3.23)), alors :

yty = (Bu)dy cf. équation (2.14),
= (Bu)f(Bu) cf. équation (3.23),
= ((Bu)fu)$s cf. équation (2.24),
= (Blufu))dB cf. équation (2.25),
= (o7 B)4B cf. équation (3.22) et * commutatif.

Donc, selon 'équivalence (2.12) :

y = ((a*B)B)y.
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Le fait de considérer un intervalle de courbe de service [ 3, B ] permet d’obtenir

une contrainte sur la sortie plus précise, i.e. :

(@ BB = a*ff = V(@ B)FB)(t) < (a*$B)(1),

puisque o*f3 = a* et ¢ est isotone (cf. équation (2.14)).

3 Mesure des écarts : théorie du second ordre

Faisant suite & la théorie du premier ordre assimilée a la modélisation linéaire
des SED (représentation d’état, réponse impulsionnelle, relation de transfert, etc.),
la théorie du second ordre a été introduite par I’équipe Max-Plus dans les années
90 via les ouvrages [MaxPlus 1991], [Baccelli 1992, Sec. 6.6] et [Cohen 1993]. Elle

permet d’étendre la notion classique de correlation aux algébres (min,+) et (max,+).

En effet, les quantités considérées jusqu’a maintenant dans le cadre de la
modélisation, le sont a travers des fonctions et opérateurs linéaires : fonctions
cumulatives d’événements, lois des dioides sur lesquelles elles sont définies. Cepen-
dant, d’autres quantités telles que les temps de séjour ou les stocks, également
appelés délais et backlogs dans le cadre du Network Calculus, sont pertinents

pour ces systémes et peuvent étre considérés comme des indicateurs de performance.

En appliquant le principe de corrélation aux dioides, la théorie du second ordre
permet d’évaluer ces informations en comparant les similitudes entres les signaux
d’entrée et de sortie, ou entre les différentes contraintes appliquées au réseau.

L’outil utilisé est la résiduation du produit d’inf-convolution.

3.1 Corrélation et autocorrélation

Le théoréme suivant provenant de la théorie du second ordre des systémes
(min,+)-linéaires montre que les distances maximales entre deux fonctions crois-
santes v et v9 peuvent étre calculées facilement tant dans le domaine événementiel
que dans le domaine temporel. Ces distances sont obtenues grace a la résiduée §
(identique & l'opérateur ¢ dans le cas scalaire) de I'inf-convolution * (cf. proposition
3.29).
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L’opération d’inf-convolution * étant commune aux dioides (Fc, @, *), (Fep, B, *)
et (F,®,x) (cf. définitions 3.9, 3.17 et 3.28), 'ensemble des fonctions considéré
peut étre indifféremment F. ou F¢, dans le cadre de la modélisation des systémes
(min,+)-linéaires, ou encore F dans le cadre du Network Calculus. Les résultats de

cette section sont donnés a titre d’exemple sur 'ensemble F..

Définition 3.53 (Corrélation et autocorrélation). Soient v; et ve deux
fonctions de F. pour lesquelles v; < vy (& Vi, vi(t) > va(t)). La fonction ve vy
est appelée corrélation de vy par wva. Si v; = wy = v, alors v§v est appelée

autocorrélation de v.

Théoréme 3.54 (Distances maximales entre v; et v2). La corrélation vy §v;
contient les distances maximales dans le domaine temporel et le domaine événe-
mentiel, notées respectivement 3, (vq,v2) et 3, (v1,v2), entre vy et vy € Fe. Plus

précisément, 3, (vy,v2) et 3, (v1,v2) sont telles que :
Er(v,v2) = {7 | (v2kvr)(=7) < O}, (3.24)
E,/(’Ul,’l)g) == (1}2 X{1)1)(0) (325)

Ces distances sont illustrées dans la figure 3.11 dans le cas particulier ot vy, v2 € Fep.

Preuve. L’équation (3.15) donne l'expression de v {v; comme suit :
Vt, (vakor)(t) = />\0 {vals =) va(s)} = sup {va(s) = vals = 1)}
Ainsi, pour la distance ET(;l,Ug) = 71_%%{7’ | (v2{v1)(—7) < 0} :
(v2801)(=7) = sup {vi(s) —va(s +7)}
Il s’agit donc du plus petit 7 tel que Vs, v1(s) —va(s+7) <0< v1(s) < va(s+ 7).

Et pour la distance ¥, (v, v2) :

(v28v1)(0) = sup {vi(7) — v2(7)}.

7>0
O

Propriété 3.55 (Périodicité). Si les fonctions vi, ve et v sont périodiques, par

exemple appartenant a ’ensemble Fp,, alors va {v; et v{v le sont également.

Propriété 3.56 (Non-monotonie de [l'autocorrélation). L’autocorrélation vgv

n’est pas une opération monotone (cf. définition 2.42).
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FI1GURE 3.11 Distances maximales dans les domaines temporel et événementiel entre deux

fonctions v; et vy de Fep.

Ezemple 3.57 Soit vy = Al @ A3 % (A3)* et v = Al ®@ A2 @ A * (A3)* deux
fonctions de Fep, (cf. figure 3.11a). La corrélation de v par vy est la fonction suivante
(cf. figure 3.11Db) :

vakup = A% B A2, & AS @B AD x (A,

La distance temporelle maximale est ¥, (vi,ve) = 3, tandis que la distance

événementielle maximale est ¥, (v1,v9) = 5.

De maniére plus générale, la corrélation vy{v; contient la variation maximale
entre vy et vo sur un horizon de taille ¢t. Par exemple sur la figure 3.11, lorsque ¢ = 1,
la valeur de I’écart maximum entre vy (7) et v2(7 —1) est donnée par (v §v1)(1) = 5.
Cette variation maximale peut bien siir étre atteinte pour plusieurs 7 inclus dans
I’ensemble suivant :

arg m%({vl(T) —vo(T —t)}. (3.26)
Pour l'exemple de la figure 3.11 : 7 € {5,6,7,8,...}.
Remarque 3.58 (Distances X; et ¥, infinies). 11 est possible que vo{v; = e.

Dans de tels cas, les distances maximales en temps et événements 3 (vi,v2) et

¥, (v1,v2) sont infinies. En outre, ¥(vj,vy) est également une distance infinie
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lorsque v1(—00) # vo(—00).

Lors des calculs liés & la manipulation des écarts, il est utile d’avoir des fonctions
représentatives de ces distances X et X,,. Les fonctions élémentaires Agf fournissent
une telle représentation avec AY la fonction associée & un temps ou un délai 7 (cf.
figure 3.12a), et Af la fonction associée & un nombre d’événements ou une quantité
de données v (cf. figure 3.12b).

0
—v
T t E— t
(a)  Fonction (b) Fonction
A0 AY

FIGURE 3.12 Fonctions AY et A¥ représentatives d’un temps ou délai 7 et d’un nombre

d’événements ou d’'une quantité de données v.

3.2 Application aux systémes (min,+)-linéaires
3.2.1 Stocks, temps de séjour et variations

Une des applications de cette théorie dans le cadre des systémes (min,+)-
linéaires est destinée au calcul des stocks et temps de séjour dans les GET. En
particulier dans un contexte manufacturier, la distance X, (u,y) est une borne
supérieure de I’encours du process, soient de toutes les piéces qui sont actuellement

traitées ou en attente de I’étre, entre ’entrée u et la sortie y.

Définition 3.59 (Stock et variation). Soit u et y € F, les fonctions compteurs
en entrée et en sortie d'un systéme (min,+)-linéaire. Le stock & I'instant ¢ & I'intérieur

du systéme est donné par Sy, (¢) et est défini comme suit :

uy(t) = Suy(o) + ’LL(t) - y(t) = 3uy(o) + Suy(t)a

2]

avec Syy(0) le stock a linstant ¢ = 0 et Sy, (t) la variation du stock dans Pintervalle
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[0,¢]. Ainsi, V¢ :

Théoréme 3.60 ([Baccelli 1992, Th. 4.2]). Soient u,y € F. les fonctions
compteurs d’entrée et de sortie d'un systéme (min,+)-linéaire. La variation du stock

Suy(t) est bornée supérieurement :

Suy(t) = (yu)(0) < Suy(t) < (y{u)(0).

Preuve. 11 s’agit d’une conséquence directe de l’expression de la corrélation (cf.

équation (3.15)) lorsque t = 0 soit :

(y{u)(0) = Sup {u(r) —y(7)} = Sup {Suy(7)}-

O

Remarque 3.61 Le temps de séjour de piéces dans un systéme peut étre borné
de la méme maniére, en utilisant des fonctions dateurs d’événements. Cela est

briévement présenté dans [MaxPlus 1991].

3.2.2 Ecarts de performances

Une autre application de l'utilisation de ces distances peut servir afin de
mesurer des écarts de performance entre deux systémes. L’objectif est par exemple
la comparaison des différences entre I'état réel d’un systéme et son état estimé,

calculé & partir d’une observation des trajectoires d’entrée et de sortie.

Corollaire 3.62 ([Hardouin 2010b]). Soient z;,Z; € F. les trajectoires nu-
meérotées ¢ d'un systéme (min,+)-linéaire. & correspond a l’état estimé tandis que
x correspond & ’état réel. En supposant que Z; < z; (I'estimation tend & atteindre
le systéme réel), la différence de mesure entre I'état réel et 'état estimé £, (t) est

bornée supérieurement :

Exa(t) = (282:)(0) & Exa(t) < (y{u)(0).

Preuve. La preuve est la méme que celle donnée pour le théoréme 3.60.
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3.3 Application au Network Calculus
3.3.1 Indicateurs de performances

Dans le contexte du Network Calculus (cf. [Bouillard 2007]), cette notion de
corrélation apparait afin d’analyser les pires cas de fonctionnement d’un réseau
grace a deux indicateurs de performance. Ces indicateurs appelés délai et backlog

dans la littérature sont définis ci-dessous.

Définition 3.63 (Délai et backlog). Le délai noté d(t) correspond au temps

t 18 selon un ordre FIFO tandis que le backlog noté b(t) est la

d’attente d’un paque
quantité de paquets dans un réseau a l'instant ¢. Soient u et y € F les flux d’entrée

et de sortie d’un réseau S :

S
=
~~
S~—

ig%{T | u(t) <y(t+1)},

u(t) = y(t).

S
—

~
N—

(>

Ces informations sont données pour tout temps ¢t dans le réseau. Cependant,
selon le théoréme 3.54 de la théorie du second ordre, des bornes supérieures sur
leurs pires cas de fonctionnement peuvent étre mesurées facilement. Ainsi, nous

avons la possibilité de fournir deux sortes de distances pour un réseau S :
- si les flux d’entrée et de sortie u et y de S sont connus, alors les délai et backlog
maximums de S peuvent étre calculés,

- sila courbe d’arrivée o appliquée a 'entrée u et la courbe de service minimum
B de S sont connues alors des bornes supérieures des délai et backlog maximums

peuvent étre calculées.

Ces mesures tout comme les liens existants entre elles, sont donnés dans la
proposition suivante selon un point de vue strictement algébrique, & I'instar du
théoreme [Chang 2000, Th. 2.3.4].

Proposition 3.64 Soient u,y € F les flux d’entrée et de sortie d’un réseau S

tels que u < y. Soient a* la courbe d’arrivée de 'entrée u telle que u = o*u et 3 la

courbe de service minimum de S telle que y < Su. Alors :
dt) < Tr(uy) = inf{(ufy)(=7) <0} < (e, f) = inf{(a*fB)(-7) <0},

b(t) < % (u,y) = (ufy)(0) < (0, B) = (a*#B)(0).

18. A nouveau, nous parlons indifféremment de bit, mot, paquet.
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Les distances X, (u,y) et ¥, (u,y) sont les délai et backlog maximums de S tandis

que X, (a*, B) et X, (a*, B) sont leurs bornes supérieures (voir figure 3.13).

ft) f(t)
u
Er(u,y) N
Y _ o
Y, (a*, 5) .
(v, y) B
. (a*, B)
Y (u,y)
>t >t 2. (a*, B)
(a) Flux u et y avec (b) Courbes a* et (¢) Corrélations wugy et
les distances X, (u,y) B avec les distances a* ¢
et X, (u,y) Y, (a*, B) et X, (a*, B)

FI1GURE 3.13 Délai et backlog maximums et leurs bornes supérieures.

Preuve. Puisque u = o*u et y < Bu (cf. équations (3.21) et (3.23)) sont les
relations entre les flux réels d'un réseau S et les contraintes sur ce réseau, I'inégalité
suivante montre que depuis la corrélation ugy, une autre corrélation entre o* et 3

est obtenue :

y<pPu = udy = uf(Bu) cf. équation (2.14),
= (a*u)$(Bu) cf. équation (3.21),
= ((a*u)du)¢(B) cf. équation (2.24),
= adp cf. équation (2.17).

Donc, selon la relation d’ordre de R,y :

udy = o 9B e Y (ufy)(t) < (@9B)(1).

O

Remarque 8.65 Puisque ces indicateurs de performances sont manipulés sous
forme de fonctions, donc des scalaires et non des matrices, (udy)(t) = (y{u)(t).
Nous conservons ici les habitudes d’écriture du Network Calculus en utilisant le

quotient & droite ¢.



74 Chapitre 3. Modélisation de systémes

Remarque 8.66 Dans la littérature du Network Calculus, les distances
maximales ¥, (a*, 3) et ¥, (a*, ) sont obtenues par les déviations horizontales et

verticales entre les éléments de la corrélation a*¢3, comme le montre la figure 3.13b.

Remarque 8.67 Ces notions d’indicateurs de performance sont indubitablement
lices aux choix des courbes d’arrivée et de service. En effet, si o* = 3, alors
a*¢B = ¢ (cf. remarque 3.58) et ainsi, les distances maximales ¥, et ¥, i.e. le délai

et le backlog, ne sont plus garanties.

3.3.2 Courbe d’arrivée optimale selon un délai ou backlog donné

Lorsque le service minimum A fourni par un réseau S est connu, il est possible
de trouver la courbe d’arrivée optimale o* afin de respecter un délai ou backlog
maximal donné. Par courbe d’arrivée optimale il faut comprendre la contrainte
minimale appliquée sur les entrées afin d’éventuellement atteindre, mais surtout
ne pas dépasser, le délai ou backlog donné. Cette contrainte minimale est obtenue
en recherchant la courbe d’arrivée la plus petite selon 'ordre du dioide, la plus
grande selon l'ordre naturel. Si une courbe d’arrivée moins restrictive est choisie, le

réseau sera sujet a des congestions et le délai de bout-en-bout maximum augmentera.

Dans un premier temps, le probléme du point de vue de la performance

temporelle est donné dans la proposition suivante.

Proposition 3.68 Soit 3 une courbe de service minimum d'un réseau S et 7
un pire délai de bout-en-bout fixé. La courbe d’arrivée optimale &* qui garantit le

respect de 7 est donné par :
& = N\{o* | a* = A% B} = (A%, B)*,

avec A” _la fonction associée a 7 (cf. figure 3.12a).

Preuve. Tout d’abord, la proposition 3.64 montre que la borne supérieure
Y. (a*, B) d’'un pire délai de bout-en-bout est donnée par la corrélation a*¢3 comme
suit (cf. équation (3.24)) :

Y. (o, B)

inf (| ("/B)(~7) < 0},
= —sup{r | (a*fB)(r) < 0}.

>0
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En associant la distance ¥, (a*,3) a la fonction A _ avec 7 = ¥, (a*, ), le pire

T

délai de bout-en-bout & respecter, ce calcul est équivalent a l'inégalité suivante :
o*¢B = AV

En effet, la fonction a*¢3 est choisie telle qu’elle soit graphiquement plus petite que

la fonction AY _ représentant le délai maximum. Et grace a Péquation (2.12) :

Pour finir, il s’agit de trouver la courbe d’arrivée o* la plus petite selon 'ordre du

dioide, qui soit plus grande que A% 3. Ainsi d’aprés 'équation (2.44) :

Aot | a* = ()", a* = A% B} = (A%, B)*.

O

Exemple 3.69 Soit un réseau S décrit par la figure 3.14. Le service fourni par
I'¢élément S est borné inférieurement par la courbe de service 8 du type latence-pente

(cf. équation (3.20)). Sa latence est de 16ms tandis que sa pente est de 100Mb/s :
B(t) = 16ms + 100Mb/s - t.

Pour ce réseau, le pire délai de bout-en-bout 7 & ne pas dépasser est fixé & 7 = 90ms.
Ce délai est représenté par la fonction AY . La proposition 3.68 est appliquée afin

de trouver la courbe d’arrivée optimale &* qui permet de respecter le délai 7. Ainsi :

&= (A" B = @*(t) = (—90ms) * (16ms + 100Mb/s - t),
— 7,4Mb + 100Mb/s - t.

u:()é*u—>[é’ B]—)y

FIGURE 3.14 Réseau S dont le service minimum fourni est borné inférieurement par 3 et

dont 'entrée u est contrainte par une courbe d’arrivée a*.
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Dans un second temps, la proposition suivante établit le probléme du point de

vue de la performance événementielle.

Proposition 3.70 Soit 3 une courbe de service minimum d’un réseau S et v un
pire backlog fixé. La courbe d’arrivée optimale &* qui garantit le respect de v est
donnée par :

a* = /\{a* | o = AYB} = (ALB),

avec Af la fonction associée a v (cf. figure 3.12b).

Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 3.68.

4 Conclusion

Les sections 1 et 2 de ce chapitre ont permis de présenter la modélisation des
systémes (min,+)-linéaires grace a la théorie des dioides. Lors de cette modélisation,
les trajectoires, ou flux, d’entrée u et de sortie y des éléments sont représentés
par des fonctions compteurs définies de R dans R,,;,. Ces fonctions décrivent le
cumul des événements en fonction du temps (cf. définition 3.3 de I'ensemble F, et
définition 3.26 de ’ensemble F).

La notion classique de la réponse impulsionnelle est également disponible & tra-
vers la fonction de transfert h du systéme, ou grice a une borne inférieure représentée
par une courbe de service minimum fourni par ’élément de réseau (une borne supé-
rieure peut également étre proposée grace a une courbe de service maximum). Dans
tous les cas, la dynamique entrée/sortie d’un systéme (min,+)-linéaire peut alors

s’exprimer par une inf-convolution (cf. équations (3.8) et (3.23)) :

y=hxu et Bru<xy<pBx*u.

En outre, dans le cadre du Network Calculus, une contrainte supplémentaire

appelée courbe d’arrivée est appliquée a l'entrée du réseau (cf. proposition 3.41) :
u=a* *u,

afin notamment d’éviter les rafales de données qui pourraient le congestionner.

Un autre aspect de la modélisation abordé dans la section 3, est le calcul des

écarts entre les entrées et les sorties des systémes, ou encore entre les différentes
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courbes de contraintes appliquées aux réseaux. En effet, grace au principe de
corrélation (cf. théoréme 3.54) utilisant l'opérateur de déconvolution (soit la
résiduation de l'inf-convolution, cf. proposition 3.29), il est possible de mesurer
les performances des systémes étudiés telles que les temps de séjour des produits
/ délais de transmission des paquets, ou encore les stocks internes / nombres de
données en attente de service (cf. théoréme 3.60 et proposition 3.64). Dans un
contexte de systéme de production, d’autres utilisations de ces écarts sont également
faites, comme par exemple les différences de performance entre un systéme réel et

son estimation (cf. corollaire 3.62).

Une conclusion importante de ce chapitre est que selon le théoréme 3.13, cor-
roboré par U'introduction de [Chang 2000, Chap. 2|, tout systéme (min,+)-linéaire

peut s’exprimer par un nombre fini des combinaisons suivantes :
- mise en paralléle grace a la somme @,

- mise en série grace a l'inf-convolution x,

*

- rebouclage grace a l'étoile de Kleene * (ou cloture sous-additive).

Ces trois opérations sont donc indispensable & la modélisation de ces systémes.
Cependant, réaliser des calculs exacts de sommes, d’inf-convolutions ou d’étoiles
de Kleene sur des fonctions croissantes et ultimement pseudo-périodiques de Fgp,
(cf. définition 3.14) peut consommer beaucoup de temps et d’espace mémoire si les
régimes transitoires des résultats s’avérent étre trés grands'® (cf. exemple de la
section 2.3.2 du chapitre 1). Le chapitre suivant tente de répondre & cette problé-
matique en proposant des conteneurs pour ces fonctions de Fp. Les calculs réalisés
sur les bornes de ces intervalles sont de faible complexité et les représentations

informatiques sont également diminuées.

19. Les calculs sur des fonctions ultimement affines sont moins complexes mais 'opération de
I’étoile de Kleene n’étant pas close pour ces fonctions (selon [Bouillard 2008b], le calcul peut fournir

une fonction ultimement pseudo-périodique), le probléme apparait également.
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1 Motivations

Le chapitre précédent a montré que les opérations de somme @, d’inf-convolution
x et d’étoile de Kleene *, réalisées sur des fonctions ultimement pseudo-périodiques
de l'ensemble Fc, (cf. définition 3.14), sont des opérations essentielles lors de la
modélisation de systémes (min,+)-linéaires. Cependant, les complexités de ces
opérations dépendent de développements des régimes transitoires jusqu’'a des
valeurs pouvant étre arbitrairement grandes (cf. exemple de la section 2.3.2 du

chapitre 1). Ces développements cottent & la fois en espace mémoire, et donc

subséquemment en temps de calculs.
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C’est pourquoi, 'objectif principal du travail présenté dans ce chapitre est
d’obtenir des algorithmes efficaces permettant de manipuler ces fonctions ultime-
ment pseudo-périodiques. Afin d’atteindre cet objectif, la fonction f € Fgp, n'est
pas représentée de maniére exacte!, mais est approximée par un ensemble, plus

précisément par un intervalle de fonctions, c’est-a-dire: f € f = [ f, f ] avec f= f.

Puis, les opérations entre deux intervalles de fonctions doivent étre définies dans
le but de contenir de maniére garantie le résultat qui aurait été trouvé avec les
fonctions exactes de Fcp. Ces opérations sont inspirées de I'analyse par intervalles
(cf. [Moore 1979, Jaulin 2001|) qui propose, pour f et g deux intervalles de fonctions,
de réaliser le calcul sur tous les f et g appartenant respectivement a [ f , f]et
[ g, 9] Formellement, les opérations intervalles notées o € {®,*, *} sont définies

par :
fog={fogl|fef=[f,f]let geg=[g,7]}

Par ailleurs, lorsque I'opération o est monotone croissante, l'intervalle résultat s’ex-

prime comme suit :

fog=[fog, fogl

Malheureusement, les calculs sur les bornes fog et fog sont de la méme complexité
que les calculs sur les éléments de l'intervalle. En adoptant cette démarche, la
précision du calcul exact est perdue et la complexité des algorithmes de calculs n’en

est pas améliorée.

Ainsi, pour obtenir des algorithmes plus efficaces, des fonctions d’inclusion sont
utilisées. Il s’agit d’opérations intervalles notées [o] € {[®], [¥], I} et qui sont telles
que :

flolg O fog.

En d’autres termes, la fonction d’inclusion [o] qui s’applique & un intervalle contient
de fagon garantie le résultat de f o g, en ajoutant intrinséquement du pessimisme.
Le but est donc de trouver des fonctions d’inclusion de complexité algorithmique
intéressante permettant toutefois d’obtenir des intervalles de taille aussi petite que

possible.

Notre idée principale est donc de considérer des bornes pour ces intervalles, qui

seront appelés des conteneurs, dont la représentation informatique nécessite moins

1. Ce qui est réalisé dans la librairie MinMaxGD (cf. [Cottenceau 2000] et annexe A.2).
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d’espace mémoire que les fonctions de Fp, et menant & des algorithmes ayant une
complexité algorithmique plus petite que celle utilisée dans MinMaxGD et COINC.
En outre, le calcul de la borne supérieure du conteneur est réalisé directement
a partir de la fonction exacte f € F¢p. En effet, la borne f correspond au plus
grand élément de la classe d’équivalence de f modulo une transformée appelée
transformée de Legendre-Fenchel et présentée ci-aprés. En complément, la borne f

jouera le role de minorant de cette classe d’équivalence.

2 Définition du conteneur

2.1 Transformée de Legendre-Fenchel des fonctions de F,

La transformée de Legendre-Fenchel appliquée aux fonctions de F, permet de
définir un dioide quotient (cf. section 2.4 du chapitre 2) noté Fc, o qui servira de

contexte algébrique pour la borne supérieure du conteneur.

Définition 4.1 (Fonctions convexe et concave, [Baccelli 1992, Def.
3.37]). Une fonction f : R — R,nin est dite convexe, respectivement concave, si

son épigraphe noté epi(f), respectivement son hypographe noté hypo(f), est un

2

ensemble convexe “, i.e. :

epi(f) {(z,y) | z € R,y € Rynin, ¥y > f(x)
hypo(f) £ {(z,y) |z € R,y € Rypin, y < f(w)

L’ensemble des fonctions convexes, respectivement concaves, est noté Feonves,

respectivement Feoncan-

Définition 4.2 (Dioide des fonctions convexes (Feonves, ®, ®)). Le dioide
des fonctions convexes de Feonver, munies du maximum point-a-point comme

somme @ et de la somme point-a-point comme produit ® est noté (Feonver, D, ).

Définition 4.3 (Transformée de Legendre-Fenchel £). La transformée de
Legendre-Fenchel (cf. [Baccelli 1992, Rockafellar 1997, Fidler 2006]) appliquée & une
fonction f € Fp, est 'application £ définie de Fp, dans (Feonver, ©, ®) par :

L(f)(s) = sup{s.t — f(t)}-

2. On rappelle que 'ordre < du dioide Rymin est inverse de I'ordre naturel >.



82 Chapitre 4. Conteneur de systémes (min,+)-linéaires

Cette transformée est illustrée figure 4.1.

L(f)(s)
A 45-5
7
f(®) T
5
. X [ 2s-a
5 3
4 E N §—2
; NIy
—_2 0 I S
1 -1
0 1 2 3 4 5 6 7 t 2 -2
3
4
5

FIGURE 4.1 Transformée de Legendre-Fenchel d'une fonction f = A? & Aj & A] € Fep.

Propriété 4.4 L application £ est un homomorphisme non injectif3 de (Fep, @, *)
dans (Feonver, B, ®), c’est-a-dire que Vf,g € Fep :

L(fog) = L()eLlg) = max(L(f),L(9)),
L(fxg) = LIH®L(g) = L(f)+L(g)

Définition 4.5 (Dioide Fcp % )~ Soit la relation d’équivalence suivante Vf, g €
Fep :

L(f)=Lg) & f=g

. . £ ..
D’aprés le lemme 2.35 et la propriété 4.4, la relation = est une congruence. Ainsi, le
L
quotient de F¢p par = forme le dioide noté Fep ,» (cf. lemme 2.36). Un élément de
Fep ¢ est une classe d’équivalence modulo £, notée [f]z, et qui contient toutes les
fonctions de Fp, ayant la méme transformée de Legendre-Fenchel. Les opérations ©

et ® du dioide quotient F, ¢ sont alors définies comme suit :

[f ©4glc,
fle®lgle £ [f *glc.

=
Y
o
D
o
I

3. Injectif : tout élément de (Feonvez, P, ®) admet au plus un antécédent dans Fep.
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2.2 Fonctions affines et ultimement affines

L’encadrement des fonctions de F, est réalisé grace a des fonctions croissantes,

affines par morceaux et ultimement affines définies ci-dessous.

Définition 4.6 (Ensemble F,,). Une fonction f : R — Ry, appartient a
I'ensemble noté F,, (cf. figure 4.2a) si elle est constante sur I'intervalle | — oo, 7¢],

et vérifie les propriétés suivantes sur |7, +-00] :

- affine par morceaux, i.e. composée de combinaisons finies d’intervalles dans

lesquels la fonction est affine 4,
- croissante,

- ultimement affine a partir d’'un temps noté Ty, i.e. :

ITo; > 1y et Ja, B ER  tels que V> Ty, f(t) =at+ .

f A“f g

Tf

B|” :

K f .

f ! ¢
Tt ey Tf

t t

(a) Une fonction f € (b) Qui peut étre factorisée par linf-

. K
Faa convolution A7/ % g

FIGURE 4.2 Une fonction ultimement affine f € F,, et sa factorisation : f = Afjf % (.

Définition 4.7 (Pente asymptotique o). Soit f une fonction de Fg,, sa

pente asymptotique est définie par celle de sa partie ultimement affine : o(f) = a.

Propriété 4.8 (Factorisation d’une fonction f € F,,). Une fonction f € F,, peut
étre décomposée de fagon unique comme l'inf-convolution suivante illustrée figure

4.2b :
f= Afj{ % .

4. Les parties affines sont liées par des points de non-différentiabilité.
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kg, Tf et g € Faa sont donnés tels que :

— Tim f(t),
o= AT et glt) = Flt— 1) — ry.
7 =max{ t | f(t) = K},

donc g(0) = 0 et o(g) = o(f). La convolution par Af; revient donc a faire une
translation dans le plan de la fonction f € F,, : £ est le déplacement événementiel

et 77 est le déplacement temporel.

Définition 4.9 (Ensemble Fjcx). Une fonction f : R + R, appartient

a l'ensemble noté F,ey (cf. figure 4.3a) si elle appartient a F,, et si elle est convexe 5,

Définition 4.10 (Ensemble F,cy). Une fonction f : R — Rynin appartient a

Pensemble noté Fyey (cf. figure 4.3b) si elle appartient & F,, et si elle est concave ©

sur ]7¢, +00l.

R f R f e
AT, 7L, f
(a) Une  fonction (b) Une fonction f €
convexe f € Faex C Faa Facy C Faa concave sur
J7¢, 400l

FIGURE 4.3 Exemples de fonctions ultimement affines.

Définition 4.11 (Point extrémal, [Baccelli 1992, Def. 3.37]). Dans les
fonctions convexes et concaves, un point de non-différentiabilité est appelé un point

extrémal.

La factorisation d’une fonction de F,, donnée par la propriété 4.8 fournit des

ropriétés intéressantes pour les fonctions de ’ensemble F, ...
acv

5. Soit qui appartient & ’ensemble Feonves-
6. Soit qui appartient & 'ensemble Feoncav-
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Proposition 4.12 (Factorisation de f € Faeyv). Une fonction f € Fyey peut

étre décomposée comme suit (cf. figure 4.4) :
f= Ay, (4.1)

avec I't € Faey, T'f(0) =0 et o(I'y) = o(f).

Preuve. Selon la propriété 4.8, f = Aff x g avec g € Faey €t g(0) = 0. Donc

g="T%.
! 0
f a7 r,
/ — *
H,f __E lif ———
et - t t

FIGURE 4.4 Factorisation d’une fonction concave f € Faey @ f = Afff *I'y.

Ainsi, la fonction I'y est la partie concave de f déplacée dans le plan par la
fonction élémentaire Af){ Le théoréme suivant sur les fonctions notées I' four-
nit des égalités utiles afin de manipuler les opérations * et * dans la section suivante.

Théoréme 4.13 ([Le Boudec 2001, Th. 3.1.3, 3.1.6 et 3.1.9]). Soient I'; et
I’y deux fonctions de Fyey pour lesquelles I'1(0) = I'2(0) = 0 (cf. proposition 4.12) :

Tl =111, (42)

avec I'1 @9 € Faev et (I'1 ®T'2)(0) = 0. De plus, I'; est une fonction dite sous-
additive, c’est-a-dire que :

r, =r% (4.3)

Remarque 4.14 En lien avec la notation de la propriété 4.8 et afin de faciliter la
compréhension de cette section et de la suivante, la premiére fonction élémentaire
Afg d'une fonction f = @ Af: € Fep (cf. équation (3.14)), sera notée Aff par

la suite.
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2.3 Opérateurs d’approximation

Afin de construire le conteneur d'une fonction f € F,, deux opérateurs d’ap-
proximation sont définis et seront utilisés lors des calculs des fonctions d’inclusion.
Le premier est convexe et permet une approximation de f par au-dessus (au sens de

lordre <), le second est concave et permet une approximation de f par en-dessous.

2.3.1 Approximation convexe C,,

Définition 4.15 (Approximation convexe C,;). Soit f une fonction de Fep.
L’enveloppe convexe de f, également appelée approximation convexe et notée Cyy(f),

est la plus petite fonction convexe supérieure a f (cf. figure 4.5). Ainsi :

Cvx(f) = f et Cva:(f) € ]:acx-

Reua(f) = Kf =

TCou(f) = Tf

FIGURE 4.5 Approximation convexe de f € Fep : Coz(f) € Facx-

Propriété 4.16 L application C,, est un projecteur (cf. remarque 2.55), i.e. :

Cvx(f) - Cvx(cvx(f))

En outre, les pentes asymptotiques de C,,(f) et f sont égales, i.e. :

et les points extrémaux de Cp,(f) appartiennent a la fonction f. En particulier :

ANCUCL‘(.ﬁ — AK’f

TCoz (f) Tf "
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Cette approximation convexe C,;(f) est fortement liée & la transformée de

Legendre-Fenchel de f comme le montre le lemme ci-dessous.

Lemme 4.17 ([Baccelli 1992, Th. 3.38]). Soient Cyz(f) et Cpz(g) les enve-
loppes convexes de f et g € Fcp. Les fonctions f et g ont la méme transformée de

Legendre-Fenchel L si, et seulement si, elles ont la méme enveloppe convexe :

E(f) :E(g) <~ Cvz(f) :Cm:(g)'

Ainsi, différents éléments dans F., peuvent avoir la méme transformée et étre

représentés par la méme fonction convexe dans Focx.

D’aprés le lemme 4.17, il est donc possible de déterminer 1’équivalence modulo
la transformée de Legendre-Fenchel £ en utilisant ’enveloppe convexe, et les cal-
culs modulo la transformée £ sont donc équivalents aux calculs modulo I’enveloppe

convexe. Formellement, Vf,g € F, :

flewlgle=[f®gle &  CoxlCux(f) ®Cuz(g))
[fle® gl = [f *glc & Coz(Coz(f) * Coz(9))
(12 =1 & Coz(Coz (1))

Coa(f®9),  (44)
Cox(f * 9), (4.5)
Coz(f7)- (4.6)

(
Cuar(

Théoréme 4.18 ([Baccelli 1992, Th. 6.19]). Soient f une fonction de F,
et [f]z sa classe d’équivalence dans le dioide Fep . (cf. definition 4.5). La fonction
Coz(f) € Facx est le plus grand représentant de [f]., i.e. :

[Cou(f) lc =[flc et Vgelfle, 9= Cualf).

Grace au théoréme 4.18, nous obtenons le moyen de réaliser les calculs sur le
dioide F¢p yre puisqu’il détermine pour chaque classe d’équivalence un représentant

canonique qui est I’enveloppe convexe des fonctions de la classe.

Il découle de toutes ces propriétés que si 'on applique ’enveloppe convexe a
tous les calculs sur des fonctions de Fp, on simplifie les résultats en conservant

néanmoins leurs classes d’équivalence modulo L.

2.3.2 Approximation concave Cg,

Tout d’abord, rappelons qu'une fonction f € F, est constante sur | — oo, 7]

(puisque composée d’une premiére fonction élémentaire ATff , cf. remarque 4.14)
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et ensuite croissante et constante par morceaux sur ]Tf,—i—oo[. Son enveloppe
concave classique notée conc(f) et correspondant a la plus grande fonction concave
inférieure a f (selon l'ordre <), est donc nécessairement la fonction € : ¢ — +oo.
C’est pourquoi, cette enveloppe concave conc(f) n’est pas intéressante en tant

qu’approximation de f.

Néanmoins, une borne inférieure de f peut étre définie comme une fonction
de Faev qui est constante sur | — oo, 7¢] et concave sur |7¢,4o00[. Cette projection
de Fop dans F,ey est appelée approximation concave par la suite et est définie

ci-dessous.

Définition 4.19 (Approximation concave C.,). Soit f une fonction de Fp.

L’approximation concave de f, notée Cey(f) et illustrée figure 4.6, est définie par :

t our t < 7y,
canw e " Pt

conc(f)(t) pour ¢t > Ty,
avec 7p = max{t | f(t) = f(—oo)}. Ainsi :

Ccv(f) < f et Ccv(f) € Jracv'

Ko, (f) = Kf ==

TCeo(f) = Tf

FIGURE 4.6 Approximation concave de f € Fep : Cou(f) € Facv-

Propriété 4.20 L’application C,, est un projecteur (cf. remarque 2.55), i.e. :

Ccv(f) — Ccv(ccv(f))'

De plus :
o(Coolf)) = 0(f) e AN = AT

TCeu (f) Tf "
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Cette approximation concave Ce,(f) n’est pas symétrique a celle convexe Cy.(f).
En particulier, les propriétés équivalentes aux équations (4.4) a (4.6) ne sont pas
vérifiées. Néanmoins, C., est une application isotone, donc les propriétés suivantes

sont satisfaites. Soient f et g deux fonctions de Fp, :

Culf) < § Coo(f) ®Cer(9) S f O,
- ) = Ceo(f) *Cev(9) <X f * 9,
s Celf) < F*

et

Ccv(ccv(f) D Ccv( ) C
Ccv(ccv(f) *Ccv(g)) < Ccv(f*g)v
Ccv(ccv(f)*) < C

2.4 Deéfinition du conteneur

L’objectif de ce chapitre est de construire une approximation de fonctions
ultimement pseudo-périodiques de Fp, telle que les calculs sur la fonction approxi-
mée soient plus efficaces que sur l'originale. Pour ce faire, le conteneur proposé
ci-dessous est un intervalle de fonctions couplé & une classe d’équivalence modulo

L.

Définition 4.21 (Ensemble F des conteneurs). L’ensemble des conteneurs

considérés par la suite est ’ensemble noté F et défini par :

S Flelf € Faew s FEFaex, olf)=0(f) },

avec [ f, f ], le sous-ensemble défini comme suit :

Iz,
[fle=1F1c}

£, Fle = (£, F1 N [
= {flf=

f
<,

Un conteneur de F est donc un sous-ensemble d’un intervalle [ f , £ ] dont les
bornes f et f sont respectivement concave’ et convexe, et dont les éléments sont
équivalents a f modulo la transformée de Legendre-Fenchel £ : Vf € | [ I Lo

f = Cue(f) (avec Cyp I'approximation convexe définie en 4.15).

7. Sur |71y, +00].
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2.4.1 Représentation canonique d’un conteneur de F

Gréce & la définition suivante d’un minorant de [ f ], il est possible d’obtenir
une représentation canonique d’un conteneur de F.

Définition 4.22 (Minorant de [ f ].). Soit [ f ]z une classe d’équivalence du
dioide quotient Fep . et f € Faex son plus grand élément, c’est-a-dire f = Cpe(f)
(cf. théoréme 4.18). Un minorant naturel de | f ]z est une fonction finie et constante

par morceaux de F, (cf. définition 3.3), notée Q(f) et définie ci-dessous :
QN 2P A et VE>tn, QF)(E) = +oo. (4.7)
=0
Les couples (t;, k;) sont les coordonnées des n points extrémaux de f. Ainsi :

QF) < T et A =A7L

Ce minorant (f) est illustré figure 4.7, figure dans laquelle la zone grisée représente

la classe d’équivalence® [ f ..

Q(f)
F
k el
k1 —
Fo() m— .

FIGURE 4.7 Minorant )(f) de la classe d’équivalence [ f .

Remarque 4.25 La fonction Q(f) est un minorant de [ f |z mais puisqu’elle
n’a pas la méme pente asymptotique que f (2(f) est infinie & partir de t,), elle

n’appartient pas & cette classe d’équivalence.

Grace a ce minorant, si f € [ f, f |z, alors f = f @ Q(f). On peut

donc noter que f @ Q(f), qui est illustré figure 4.8a, est le plus petit élément

du conteneur [ f, f ], (cf. définition 2.8), et que lintervalle [ f & Q(f) , f ]

8. Les fonctions qui ont les mémes points extrémaux et la méme pente asymptotique que f

appartiennent & la classe d’équivalence [ f |..
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(zone grisée de la figure 4.8a) contient de maniére garantie la fonction f € [ f, f],.

Par conséquent, selon la définition d’un conteneur donné en 4.21, des intervalles
différents [ f flet] £y f ] peuvent représenter un méme conteneur dans F
tant que f ® Q(f) = f, ® Q(f) (cf. figure 4.8b). Formellement, soient [ f, . f ]z
et [ f, . f g deux conteneurs de F :

[ilaf]#[i27?] tandisque [ilvf]l::[iQ’?]E'

.
——

, f] différents, mais

(a) Plus petit élément (b) Intervalles [ f fet [/,
f ®Q(f) du conteneur conteneurs identiques dans F : [ f fl,= [fy fle

FIGURE 4.8 Utilisation du minorant Q(f) dans la construction d’un conteneur de F.

Afin d’éviter de telles ambiguités, une représentation canonique pour ces conteneurs

est définie en réalisant I’approximation concave de f @ Q(f).

Définition 4.24 (Représentation canonique d’un conteneur de F). La

représentation canonique d'un conteneur f = [ f | 7l ¢ € F s’écrit comme suit :

[Ccv(i@g(?)) ) ?]L‘,:[i/ ’ 7]£7

K gr -
avec ATfi,, = Aiff et Cq, approximation concave définie en 4.19. Dans la figure

4.8b, cette représentation canonique est donnée par le conteneur | f 9 f |z puisque

£y =Ceo(f, ® Q) = Cer(f, ® Q).

Remarque 4.25  Cette forme canonique sera également la représentation
informatique retenue. En effet, outre ’avantage de représenter de maniére unique
un conteneur de F', elle permet également de ne pas prendre en compte certains

points « inutiles » de f. Dans I'exemple de la figure 4.8b, les points de il situés
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dans la zone entre f L et iQ peuvent donc étre supprimés afin de ne conserver que

la représentation canonique [ f 9 f Iz

2.4.2 Incertitude maximale d’un conteneur de F

Grace a la forme canonique d'un conteneur f = [ f | 7] r € F pour laquelle
A:Jf* = Af; et o(f) = o(f) (cf. définitions 4.24 et 4.21), la distance maximale
dans les domaines événementiel et temporel entre f et f est finie et la perte de
précision due aux approximations est bornée. Cette incertitude maximale est définie

ci-dessous.

Définition 4.26 (Incertitude maximale ©f d’un conteneur f). Soit f =
[f f ] un conteneur de F donné sous forme canonique. Son incertitude maximale

notée O est définie comme suit :
9f = { Dmax ) Bmax }7

avec Dpax et Bmax (cf. figure 4.9) respectivement appelés le délai et le backlog du
conteneur ?. Le premier élément de O¢ correspond a la distance maximale entre f

et f dans le domaine temporel :

_ T, si f(Ty,) > f(Ty),
Dinax £ inf {7 | f(to) < f(to+7)} avec to= L J(Tay) > f(Tar)
= T.;  sinon.

Tandis que le second élément de ©f correspond a la distance maximale entre f et f

dans le domaine événementiel :

Buax = Sf(to) — f(to) avec tg= max{TaL, Ta7}.

Ces calculs, issus de |Bouillard 2007, Lem. 3 et 4], sont assez simples en raison
des caractéristiques de convexité des fonctions f et f. En outre, les temps T, ; et
T, ar sont les temps a partir desquels les fonctions f et f sont ultimement afﬁnesi(cf.
définition 4.6).

9. Ces désignations viennent du Network Calculus (cf. définition 3.63 et remarque 3.66).
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~

(jx) Lorsque  f(Ta;) > (7b) Lorsque f(Ta,) <
f(Ta?) et maX{TaL, Ta?} = f(Ta?) et maX{TaL, Ta?} =
To; To-

f

FIGURE 4.9 Incertitude maximale Of = { Diax ; Bmax } d’un conteneur f € F.

3 Opérations sur les conteneurs

A présent, considérons les opérations entre les conteneurs de F définis en 4.21.
Ces opérations entre deux éléments f et g € F, sont les opérations o € {@,*, *}

monotones croissantes, et définies dans la section 4.1 par :

[fog, fog]

Malheureusement, il est possible que les bornes f o g et f o g n’appartiennent
pas respectivement aux ensemble F,., et Facx, et donc que cet intervalle résultat
ne soit pas nécessairement un conteneur de F. Il est donc nécessaire d’introduire
des fonctions d’inclusion, a linstar de l’approche ensembliste présentée dans

[Moore 1979, Jaulin 2001], qui soient des opérations internes a F.

Définition 4.27 (Fonctions d’inclusion des opérateurs {®, x, *}). Soient
f=1[f, flretg= [ 9, g ], deux conteneurs appartenant & F et o € {®, *, *} un
ensemble d’opérations. Les fonctions d’inclusion de ces opérateurs pour des conte-

neurs de F notées :
floJg D fog,
[o] € {[®],[#], M1} sont telles que
flo]g € F. (4.8)
Afin d’assurer la condition (4.8) de la définition des fonctions d’inclusion,
notamment pour les fonctions [@] et [*], I’ensemble f o g sera approximé supérieu-

rement et inférieurement par les approximations convexe et concave C,, et Cep.



94 Chapitre 4. Conteneur de systémes (min,+)-linéaires

Ces approximations sont intéressantes puisqu’elles se calculent avec une complexité

linéaire, comme cela est montré ci-dessous.

En outre, selon les besoins des opérations, les formes canoniques des conteneurs
[ Ceo(f D Qf)) , f e (cf. définition 4.24), seront utilisés pour les fonctions [®] et
[+], tandis que pour la fonction M, Iintervalle [ f ®Q(f) , f ] sera préféré. Ce choix
est pertinent afin d’obtenir dans tous les cas une complexité algorithmique faible,

soit par exemple une complexité linéaire ou quasi-linéaire.

3.1 Approximations convexe C,, et concave C,,

La complexité de I'algorithme permettant d’obtenir les approximations convexe

et concave d’une fonction f € F,, est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 4.28 (Complexité algorithmique de C,, et C.,). Soit Ny
(respectivement Ny) le nombre de points de f € F,, (respectivement g € Fp,). Le
calcul de Cpy(f) (respectivement Cc,(g)) est de complexité linéaire, soit en O(Ny)
(respectivement O(N)).

Preuve. Les approximations convexe et concave reposent sur des algo-
rithmes connus de calcul d’enveloppe convexe en géométrie algorithmique (cf.
[Graham 1972]). Dans le pire des cas, seulement deux parcours de la liste des points

sont requis.
U

Remarque 4.29 Selon les définitions 4.19 et 4.15 et les propriétés 4.20 et 4.16,

rappelons que :

+ Coolf) € Facrs Coo(f) 5 f 0(Crl ) = 0 (f) et ATEED = AT,
+ Cox(f) € Faces Coa(f) = [+ 0(Coa(f)) = o (f) et Al = AT,
- Cep et Cy, sont des projecteurs.
En outre, ces projections s’appliquent aussi bien a des fonctions de F¢, qu’a des

fonctions de Fp,.

3.2 Fonction d’inclusion de la somme : [3]

Avant d’étudier la fonction d’inclusion [@], rappelons que puisque 'opérateur @

est isotone, alors f X g=>a® fxaPg et ainsii@g%f@g.
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Proposition 4.30 (Fonction d’inclusion [®]). Soient f = [ f, f ], et g =
[g, g], deux conteneurs de F donnés sous forme canonique. L’opération notée [@)]

et définie par :

f[@]g = [ f[@]g ) f[@]g ]E £ [Ccv(i@g) ) Cvz(f@?) ]Ea

est une fonction d’inclusion pour la somme @, i.e. :

7 a9 € flolg,
Vielf, FlretVgelg, gl = feg € flo)g
flolg € F.

Preuve. D’aprés la remarque 4.29 et puisque @ est isotone, Vf € [ f , I c

etVgelg, gl CalfORg S fR9 S Coe(f © 7), et les projections Coo(f © 9)
et CW(? @ g) appartiennent respectivement aux ensembles Fyey et Facx. Ensuite,

puisque o(f) = o(f) et o(g) = o(g), que la somme @ est I'opération minimum,
et que o(Coo(f ® g)) = o(f @ g) (idem pour f, G et Cyy), alors o(Con(f ® g)) =
min(o(f),o(g)) = min(o(f),o(9)) = o(Coa(f ©7)).

]

Cette fonction d’inclusion [®] ne fournit pas nécessairement un résultat sous
forme canonique. Il faut pour cela calculer 'approximation concave de (f[®]g @

Q(f[®]g)) et obtenir ainsi le conteneur suivant :

[Coo(f[@lgaf[@]g)) , fl@lg ] = [Ceoo(Con(f B9) BQ(Con(fBT))) , Coa(f D) -

Proposition 4.31 (Complexité algorithmique de [®]). Soient Ny, Ng, Ng
et Ny les nombres des points extrémaux de respectivement f, 1, g et g. Le calcul

de f[®]g est de complexité linéaire, soit en O(N 7+ N+ Ny + Nyg).

Preuve. Le minimum de deux fonctions ultimement affine est de complexité
linéaire puisque cela requiert dans le pire des cas un seul parcours des points ex-
trémaux de chaque fonction. En outre, selon la proposition 4.28, la complexité des

approximations convexe et concave est linéaire.



96 Chapitre 4. Conteneur de systémes (min,+)-linéaires

3.3 Fonction d’inclusion de l’inf-convolution : [x]

Tout comme la somme @, 'opération d’inf-convolution * est isotone, donc
f*xg < fxg. De plus, opération  est close pour les ensembles Facy €t Faex cOMme

le montrent les propositions ci-dessous.

Proposition 4.32 (Cloture de l’inf-convolution dans Fguey). Si i et
g € Facv, alors fx g € Faey.

Preuve. Grace a la proposition 4.12 permettant la factorisation des fonctions de

Facy

fxg = (Al:fi *Dp) x (Aff *Iy) cf. équation (4.1),
= (Al:fi * Aff) * (Fi xI'y) cf. remarque 3.7,
= (A:ﬁ::j) « (Crely) cf. équation (4.2), (4.9)

Kfxg
= ATﬁg * Fi*g‘

Selon le théoréme 4.13, la somme des fonctions I'y et I'y appartient a F,¢,. Donc,
B - Kfxg Iif—‘rl*ig

[ * g est également une fonction de Fyey avec I'puy =Ty @ Ty et Arp, - = Ty
Remarquons qu’un résultat similaire peut étre trouvé dans [Pandit 2006, Th. 37.2] et

dans [Schmitt 2006, Lem. 2|.

O

Proposition 4.33 (Cloture de l’inf-convolution dans Facx). Si f et

g € Facx, alors f * G € Facx-

Preuve. Selon [Le Boudec 2001, Th. 3.1.6] et [Bouillard 2008a, Th. 5], si a et b
sont des fonctions convexes de F,cx, alors a x b est également convexe. En outre, le
calcul de a * b est obtenu en mettant bout-a-bout les différents morceaux linéaires

de a et b, classés par pentes croissantes.
O

Proposition 4.34 (Fonction d’inclusion [+]). Soient f = [ f, f ]|, et g =
[g. 9], deux conteneurs de F donnés sous forme canonique. L’opération notée [#]

et définie par :
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est une fonction d’inclusion pour 'inf-convolution *, i.e. :

fxg € f[+g,
fix|g € F.

Vielf, flpetVgelg.gl, =

Preuve. Tout d’abord, grace a l'isotonie de I'opérateur *, Vf € [ f fl, et
Voelg, gl frg=<fxg< f * . Puis, grace aux propositions 4.32 et 4.33
i * g € Facy €t fx G € Facx- Enfin concernant les pentes asymptotiques o( i * g) et
o(f*3) :
- grace a la proposition 4.12 et a I'équation (4.9), o(f*g) = o(I'y ®T'y). Ensuite,
puisque I'y ® I'y = min(I'y,T'y), que o(I'y) = o(f) et que a(l:g) zia(g), alors
o(f *g) = min(a(f),0(g)),

- grace a la preuve de la proposition 4.33, le calcul de f g est obtenu en mettant
bout-a-bout les différents morceaux linéaires de f et g. Puisque f et g sont
ultimement affines, cette manipulation s’arréte lorsque la plus petite pente

asymptotique entre f et g est atteinte, i.e. jusqu’a min(o(f), o(g)).

Donc, puisque o(f) = o(f) et o(g) = o(g), alors o(f * g) = min(o(f),o(g)) =

min(o(f),0(g)) = o(f x9). O

A nouveau, cette fonction d’inclusion [*]| ne fournit pas nécessairement de résultat

sous forme canonique. La représentation canonique de f[*|g est donnée par :

[Coof[x]g @ QE[+lg)) ; fl¥]g lc = [Car((f*9) @ QF*T)) , f*T]c.

Proposition 4.35 (Complexité algorithmique de [«]). Soient Ny, N7, Ny
et Ny les nombres des points extrémaux de respectivement f, 1, g et g. Le calcul

de f[+]g est de complexité linéaire, soit en O(Ny 4+ Ny + Ny + Ng).

Preuve. D’aprés la preuve de la proposition 4.33, le calcul de f g est obtenu en
mettant bout-a-bout les différents morceaux linéaires de f et g, classés par pentes
croissantes. Donc ce calcul ne requiert qu’un simple parcours des fonctions 10 et peut
se faire en complexité linéaire. Concernant la borne inférieure, I’inf-convolution étant
définie comme dans ’équation (4.9) par :

KftK
frg= (ATB;) «(Ty@Ty),

10. Le tri est supposé fait grace a la structure de données informatique utilisée pour leurs repré-

sentations.
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il suffit de réaliser le minimum des parties concaves I' avec une complexité linéaire et
. Y . kftkg s
un déplacement dans le plan par la fonction élémentaire ATJj 47, avecune complexité

en O(1).

U
3.4 Fonction d’inclusion de I’étoile de Kleene : *
L’opération étoile de Kleene * est isotone, donc f* < f "
Proposition 4.36 (Fonction d’inclusion ). Soit f = [ f, f], un conteneur

de F. L’opération notée *! et définie par :

2 @ Co(AFT)
f[*} = [ﬂ’ m]ﬁ avec @CCU<G@A§£* (CCU(Ajf*)@Fi>)’
2 CL(F ),

est une fonction d’inclusion pour I'étoile de Kleene *, i.e. :

e £

vfe[ivf]ﬁ =
f¥ e F.

Les couples (t;, k;) de £ sont les n points extrémaux de f, Affi est la fonction
¢lémentaire de f et I'y est la partie concave de f (cf. proposition 4.12). Remarquons

que le calcul de la borne inférieure £* n’est pas immeédiat. Il sera détaillé par la suite.

La preuve de cette proposition est donnée & partir des résultats préliminaires
suivants : la borne supérieure fl* est décrite, suivie du calcul de £,

Tout d’abord, puisque £ = Cop(F ¥), alors £ € Foey. De plus, Vf € [f, [l

(]
FF=<F = <Coul(f*) < Cou(f ") donc f* < £ix.

Lemme 4.37 (Pente asymptotique de W) La pente asymptotique de il

est donnée par :
o(£%1) = min (o), rrgg (];))

ot les couples (t;, k;) sont les n points extrémaux de f.
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Preuve. Grace aux caractéristiques de I'approximation convexe et de 1’étoile de
Kleene, la fonction £ = Cou(f *) appartient a 'ensemble F,.x avec un seul point
extrémal . Donc, selon la propriété 4.8 :

i+ = (A:%) % (,
avec Ky = 0 et 747 = 0. Selon la figure 4.10, g est une demie-droite de pente
asymptotique égale a o( [*]). Cette pente asymptotique provient soit des calculs des

ratios k;/t;, soit de o(f). -

£T

Tf[T]

FIGURE 4.10 Borne supérieure f d'un conteneur f € F et ’approximation convexe de sa
*

cloture sous-additive £ = C,, (F 7).

Concernant le calcul de £/ contrairement aux fonctions d’inclusion [®] et [+, la
proposition 4.36 ne propose pas de réaliser le calcul de fI* avec la forme canonique

du conteneur mais avec 'intervalle suivant :

=[feal). fl

Rappelons que f ® Q(f) est le plus petit élément du conteneur. Donc naturellement
sifelf, £, alors f* = (f&® Q(f))*. A titre indicatif, le développement de
(f ®Qf))* est détaillé ci-dessous :

(feQ(f) = (( =k Ff @ A ) cf. équations (4.1) et (4.7),

Al oaAle.. Akn ® Art+T ),
(Aﬁ? ¥ Afll ©...D Afff @ ATE * L) cf. équation (4.3),
= Afg* * Afll* * .k Af:* * (AHL * Ff*)* cf. équation (2.38),
= Afg**Afll**...*Af: * (e @A *A— «I'f) (4.10)
cf. equatlons (2.36), (2.38) et (4.3).

* — x

11. L’étoile de Kleene est une opération close : (Coz(f ))* = Cou(f ).
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Cependant, ce calcul de (f @® Q(f))* est composé d’inf-convolutions de fonctions
ultimement pseudo-périodiques de F, qui sont trés consommatrices de mémoire
comme nous 'avons décrit dans la section 2.3.2 du chapitre 1. En effet, soient f =
Afg* et f/ = Afll* deux étoiles de fonctions élémentaires avec o(f) < o(f’). Ces
fonctions sont des fonctions en escalier comme définies en 3.35. Selon le théoréme
A.28 de I'annexe A, puisque les fonctions ont des pentes asymptotiques différentes,
I'inf-convolution de f par f’ est donnée par :

frf =(eoAl e oAl M)« (A0,
avec K un entier positif déterminant & partir de quel moment la fonction f est
définitivement « au-dessus » de la fonction f’. La complexité algorithmique de ce
calcul est linéaire selon la taille de K, soit en O(K), mais sans condition sur la
grandeur de la valeur de K. La complexité algorithmique de calcul ne peut donc
étre controélée et les efforts entrepris afin de réaliser des calculs simples et efficaces

deviennent inutiles en utilisant cette méthode.

Afin d’obtenir une complexité algorithmique plus intéressante, nous allons ap-
procher ce calcul par valeur inférieure, en introduisant des approximations concaves
Cey dans I'équation (4.10) qui devient alors :

Klf*

Con (A7) 5 Can (AFT) 5 Con(AF1T) % Cop (€ & ATE 5 Coy (A7)  Tp).

D’autre part, les fonctions suivantes étant des fonctions sous-additives (cf. théo-
réme 4.13) :

- I'approximation concave de ’étoile d’une fonction élémentaire (cf. figure 4.11,

il s’agit alors d’une fonction affine simple comme définie en 3.34) :
IR
Coo (D),

- Papproximation concave d’une fonction contenant e :
Kf*

Cen(e ® A7t % Con(A7] )+ ),

- la fonction concave I'f,

en appliquant le théoréme 4.13, la définition de la borne inférieure £ est alors
donnée par :

H,f*

M2 Co (AR @ Co(AFT) & ... ® Cor(AFT) @ Co (e & Mgy * (CCU(AT; )@ Fi)),

Hf*

- éccv(ﬁff*) @ Cev (e ® At (CCU(AT; )& Fi». (4.11)
=0
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En résumé, nous approchons l’inf-convolution des fonctions en escalier par des

minimums de fonctions sous-additives et concaves.

FIGURE 4.11 Approximation concave de I’étoile d'une fonction élémentaire : Cp, (A% ") €
’FaCV‘

Enfin, puisque Vf € [ f@Q(f), f ], alors (f@Q(f)) < f= (fOQSf))" < fr et

puisque les approximations concaves ajoutées au calcul de (f @ (f))* approximent
les fonctions par en-dessous (Cey(f) < f), alors £ < f* La fonction £ est compo-

sée de sommes (soit de min) de fonctions sous-additives et concaves, donc ¥ e Foe.

Lemme 4.38 (Pente asymptotique de f*). La pente asymptotique de £*!

est donnée ci-dessous :

o(E) = o((f & (7)) = min (o), min (%)),

i=0 " ¢t;

ot les couples (t;, k;) sont les n points extrémaux de f.

Preuve. L’étoile des fonctions élémentaires Af;* (issus de f) fournit une fonction
ultimement pseudo-périodique de F¢p, (cf. remarque 3.19) avec pour pente asymp-
totique : U(AZ?*) = k;/t;. De plus, selon le théoréme A.23 donné en annexe, soient
f et g deux fonctions de Fp, alors o(f * g) = min(o(f),o(g)). Et finalement,
o(Ty) = o(f) = o(f) (cf. proposition 4.12 et définition 4.21). Donc, la pente asymp-

totique de (f @ Q(f))* est donnée par :

(7 & F))*) = min (o), min ().
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Tous ces résultats intermédiaires permettent la démonstration de la proposition
4.36.

Preuve. (Preuve de la proposition 4.36). Tout d’abord, Vf € f = [ f , £l
ﬂ < fF= £ donc fref (. Ensuite, nous savons également que ﬂ € Facv et
£ € Foex. Concernant les pentes asymptotiques, les lemmes 4.38 et 4.37 ont montré

que o(f*) = o(f1). Donc ¥ € F. -
Pour finir, les complexités algorithmiques du calcul de ces bornes sont données

ci-dessous.

Proposition 4.39 (Complexité algorithmique de W) Soit Ny le nombre

de points extrémaux de f. Le calcul de f*] est de complexité linéaire, soit en (’)(N?).

Preuve. Selon le lemme 4.37, le calcul de £+ requiert seulement la recherche

de sa pente asymptotique en parcourant les N? points extrémaux de f et la pente
asymptotique o (f).

O

Proposition 4.40 (Complexité algorithmique de ﬂ) Soit n le nombre

de fonctions élémentaires AZ" de (f ®Q(f)) et Nr, le nombre de points extrémaux

de T'y. Le calcul de £ est en O((n + Nr,)log(n + Nr,)).

Preuve. Afin de prouver cette proposition, I’équation (4.11) est divisée en deux
parties.

— Considérons d’abord ;" CCU(Af;*).
Selon la proposition 4.31, la somme de deux fonctions fi, fo € Facv est de com-
plexité linéaire en la taille de leurs entrées N1 et Na. Mais puisque le calcul de
D, CCU(Afii*) requiert la somme de n fonctions de F,¢v, la complexité va normale-
ment s’étendre & n? (n x (N1 + Na+...+ N,)). Néanmoins, grace a des algorithmes
tels que « diviser pour régner » ot la récursion est utilisée afin de diviser un probléme
en sous-problémes, jusqu’a ce qu’ils deviennent assez simples pour étre résolus direc-
tement, cette complexité peut étre réduite & un probléme quasi-linéaire. Ainsi, lors-
qu’un min deux-par-deux des fonctions CCU(AZ?*) est réalisé selon le méme principe
que l'algorithme du tri-fusion, cette partie de ’équation est résolue en O(nlog(n)).

— Ensuite, pour la partie C, (e @ Aifi * (CCU(A:fL*) ® Fi))'

*
La somme de CCD(AZ;? ) et I'y est faite en temps linéaire, soit en (’)(pr), ott Nr,

est le nombre de points extrémaux de I'y. Ensuite, le déplacement dans le plan de
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A:Jf* est en O(1), tout comme 'addition de e. L’approximation concave ne modifie
pas ce résultat puisque son calcul est fait en temps linéaire (cf. proposition 4.28).

Donc, la complexité de cette partie de 'équation est en O(Nr, ).

Ainsi, la complexité de I'équation (4.11) est en O((n + Nr,)log(n + Nr,)).
(]

4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un conteneur F pour les systémes (min,+)-

linéaires (cf. définition 4.21) tel que pour f € F :

E=[f, Fle=[f. 710 [Tl

Ce conteneur et les fonctions d’inclusion [®] et [#] permettent notamment d’ap-
proximer les opérations de l’algébre (min, *) appliquées a des fonctions ultimement
pseudo-périodiques (cf. définitions des approximations convexe et concave 4.15
et 4.19), tout en conservant la classe d’équivalence modulo la transformée de
Legendre-Fenchel £ (cf. définition 4.3) du résultat.

La section 3 a introduit des fonctions d’inclusion [o] € {[@],[*], P} (cf.
propositions 4.30, 4.34 et 4.36) pour les opérations de somme, d’inf-convolution et
d’étoile de Kleene réalisées entre les conteneurs de F. Grace aux caractéristiques
particuliéres des bornes des conteneurs, ces fonctions peuvent étre calculées avec
une complexité linéaire pour la somme et l'inf-convolution, et une complexité

quasi-linéaire pour ’étoile.

Il faut en outre garder & I’esprit que dans toutes les fonctions d’inclusion propo-
sées, la borne supérieure f est le représentant canonique de la classe d’équivalence
[ f 1z des éléments du conteneur. Il est donc possible de voir ces opérations sur les
conteneurs de F comme des opérations sur le quotient Fg, ¢ bour lesquelles les
classes d’équivalence manipulées sont restreintes : un conteneur [ f , f ], décrit

uniquement les éléments de la classe de [ f ], supérieurs a f

Ainsi, & partir d’une représentation d’état telle que donnée dans (3.2) et rap-

pelée ci-dessous avec les entrées des matrices A, B et C composées de fonctions
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élémentaires :

r=A*xx® Bxu,
(4.12)

y=Cxuw,
les calculs réalisés sur des conteneurs de F a l'aide des fonctions d’inclusion per-
mettent d’obtenir un encadrement du calcul C A* B par le conteneur [C[+] AM[«] B] .

Autrement dit, la représentation d’état (4.12) est approximée par :

et la fonction de transfert H = C x A* x B du systéme exact est alors incluse dans :
H e H = [C[«]AM[%B]; = [ C[x]AM[«|B , C[x]AM[%|B ..

La borne supérieure de cet intervalle correspond a 1’élément maximal de la classe

d’équivalence du résultat soit :
C[JAM[4B = Cyu(CA*B) = sup[ CA*B |,
tandis que la borne inférieure est un minorant de cette classe d’équivalence :
Clx]AM [« B < CA*B.

Le conteneur et les fonctions d’inclusion présentés dans ce chapitre ont été
implémentés dans une librairie de calculs appelée ContainerMinMaxGD. Cette
librairie est décrite dans I'annexe B et quelques expérimentations sur cet outil y

sont également proposées.

Pour conclure, les publications |Le Corronc 2009a| (proposant uniquement la
borne supérieure du conteneur) et [Le Corronc 2009¢c| ont permis de diffuser ces
résultats a la communauté francophone. Un autre article |[Le Corronc 2011a| pré-
sentant ce conteneur de systémes (min,+)-linéaires est actuellement en cours de

soumission dans un journal international.
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Tout comme en automatique classique, la commande d’'un systéme (min,+)-

linéaire consiste a en controler les entrées dans le but d’atteindre un comportement

et des performances spécifiés au préalable. Pour ce faire, différents correcteurs et

équipements sont ajoutés aux systémes nominaux.
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Par exemple, appliqués aux systémes manufacturiers, des problémes dits de
poursuite de modeéles ont été résolus par le passé grace a différentes structures
de controle en boucle ouverte et en boucle fermée. Les systémes manipulés
peuvent étre exacts (cf. [Cottenceau 2001] et [Maia 2003al), ou incertains (cf.
[Lhommeau 2004a]).

Dans le cadre du Network Calculus, la régulation du traffic est considérée afin
d’obtenir des garanties de performances d’un réseau. Un exemple de ce controle
de flux est donné dans [Agrawal 1999] a travers la résolution d’un probléme du
type boucle fermée et appelé « Window Flow Control ». Le service considéré alors
est uniquement le service minimum prodigué, soit une courbe exacte, et non un

intervalle de courbes.

Ainsi, ce chapitre va dans un premier temps rappeler les controleurs exis-
tants dans un contexte de systéme dont le transfert est exactement connu. Une
fois ces stratégies de contrdle exposées, nous allons les appliquer aux systémes
(min,+)-linéaires incertains, i.e. dont le transfert h n’est pas connu exactement
mais appartient & un intervalle [, h |, ou lorsqu’un intervalle de service [ 8, 3]
est donné. Les bornes de ces intervalles sont connues et encadrent de maniére
garantie le transfert h ou le service 3, c’est-a-dire que Vu, h*xu < y < h*u et

Bru Xy < B *u.

Il est important de préciser que les calculs sur les conteneurs proposés dans le
chapitre 4 nous aménent directement dans ce contexte. En effet, les résultats des
calculs sur les conteneurs fournissent des intervalles, contenant de maniére garantie
le systéme exact. Il est donc intéressant de développer des stratégies de controle

dans ce contexte d’incertitude.

1 Controleurs existants

1.1 Caractérisation de la commande

Lors de la commande de systémes (min,+)-linéaires, il est nécessaire de réaliser

les étapes suivantes :
- définir un critére a optimiser,

- spécifier I'objectif de commande,
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- définir la structure adoptée pour la réalisation de la commande.

Un des critéres généralement utilisé est celui appelé le critére du juste-a-
temps. Ce critére doit étre interprété comme la quantité juste au temps voulu, i.e.
satisfaisant le besoin, au plus tard & la date du besoin. Cela permet de garantir un
service tout en minimisant 1'utilisation des buffers internes. Dans le contexte des
GET, il s’agit d’effectuer le nombre minimum de tirs des transitions d’entrée et de

retarder au maximum le tir de ces transitions.

Concernant ’objectif de la commande, nous allons principalement nous intéres-
ser & la technique de poursuite de modéle ou modéle de référence. Par cette
méthode, le modéle de référence décrit la performance désirée du systéme, tandis
qu’un contréleur, également appelé correcteur, est intégré au systéme dit nominal
afin d’en modifier le comportement et atteindre cette performance. La conception
d’un tel controleur permet ainsi de s’approcher au mieux du fonctionnement imposé

par le modéle de référence.

De maniére générale, le systéme nominal est un systéme (min,+)-linéaire MIMO
a p entrées et ¢ sorties, représenté par sa matrice de transfert H, de taille (¢ X p)
et appartenant au dioide des fonctions ultimement pseudo-périodiques et causales
(Feps @, %)@ (cf. équation (3.11)). Le controleur C' appliqué & ce systéme nominal
est également un systéme (min,+)-linéaire et le transfert souhaité du systéme

controlé, donc le modele de référence, est noté G-

Ainsi, le systéme H muni du correcteur C' posséde un transfert noté G, et la
synthése du correcteur est effectuée dans I'objectif d’atteindre pour G, un transfert
aussi proche que possible de Gy, voire identique. Du point de vue du critere du
juste-a-temps, le correcteur optimal recherché est le plus grand répondant & cet

objectif. Ainsi, le correcteur optimal C est tel que :

6 2 Gc < Grefv
C est le plus grand possible.

L’inégalité G. < G,y signifie que le systéme corrigé sera plus rapide que le modele
de référence. Le plus grand controleur est celui qui induit la plus grande commande
pour atteindre cet objectif, c’est-a-dire celui qui retarde le plus les entrées dans le

systéme. Dans un contexte manufacturier ou de réseau de communication, cela a
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pour effet d’améliorer les flux internes (les stocks internes diminuent) et d’éviter les

congestions inutiles (les files d’attente diminuent).

Enfin, concernant la structure adoptée pour la réalisation de la commande, deux
types de controleurs sont utilisés par la suite. Le premier est appelé précompen-
sateur, dans le sens ou placé en amont du systéme, il va avoir une influence directe
sur les entrées de celui-ci (cf. [Maia 2003a] pour les systémes (min,+ )-linéaires et
[Fidler 2010] pour le Network Calculus). Le second est appelé retour de sortie! et
permet de modifier les trajectoires d’entrée en fonction des sorties du systéme (cf.
[Maia 2003a] pour les systémes (min,+)-linéaires, [Agrawal 1999] pour le Network
Calculus).

1.2 Précompensateur
1.2.1 Définition et objectif

Un précompensateur est un controleur noté p placé en amont d’un systéme h tel
que :

U=p*xuv,

avec u le vecteur d’entrée du systéme nominal h, et v U'entrée du précompensateur.

La sortie du systéme contrélé devient alors :
y=hx*xp*xv==Gp,*v,

avec G, = hxp le transfert du systéme controlé. Cette configuration est représentée

sur la figure 5.1.

V—> P |—>| h —=>1vy

FIGURE 5.1 Précompensateur p placé en amont d’un systéme h.

Remarque 5.1 Cette stratégie de controle est une commande de type boucle
ouverte qui ne nécessite aucune mesure des variables du systéme. En effet, une

valeur de commande est appliquée & l'entrée du systéme considéré, et on suppose

1. Egalement appelé « feedback » en anglais.



1. Controleurs existants 109

que sa sortie réagira de facon connue en fonction de cette valeur, sans pour autant

contréler le bon déroulement de cette action.

Remarque 5.2 Avec ce type de controleur, la trajectoire d’entrée est a priori
inconnue, mais le transfert du systéme est connu, ainsi que le modéle de référence

décrivant le comportement entrée/sortie désiré du systéme controlé.

1.2.2 Synthése du précompensateur

La synthése d’un précompensateur se fait en choisissant le transfert de p tel que

le systéme controlé G, possede la dynamique décrite par le modéle de référence G-

Afin de respecter le critére du juste-a-temps et I’objectif de poursuite du modéle

de référence Gz, cela revient a chercher le controleur optimal p tel que :

P=EPp|Gr<GCres} & H=E{p|h*p=<GCres}. (5.1)

La solution de cette expression est immédiate puisque 'inf-convolution est une ap-

plication résiduable (cf. proposition 3.29) :
p= h&GTef. (5.2)

Remarque 5.3 Le précompensateur optimal p = h{Gyes € (Fep, @, *) n’est pas
toujours une fonction causale. Mais la projection causale de p = h{Gey dans le
dioide (Fep, @, %) (cf. définition 3.23) est également solution de h * p < Grey et

constitue le plus grand précompensateur causal.

1.2.3 Précompensateur neutre

Un modéle de référence intéressant du point de vue pratique est donné par :
Gref = h.

Le précompensateur optimal, est alors donné comme suit (cf. équations (5.1) et
(5.2)) :
p=EP{p| h*p<h}=hyh (5.3)

Ce controleur optimal est appelé neutre puisqu’il laisse le comportement

entrée/sortie inchangé. Néanmoins, il ralentit les entrées du systéme u autant
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que possible afin d’éviter des accumulations inutiles dans h. Ainsi, il est toujours
possible de filtrer le flux d’entrée d’un systéme h par un précompensateur sans

dégrader les performances initiales.

1.2.4 Dans le cadre du Network Calculus

Lors d’une modélisation par la théorie du Network Calculus, un précompen-
sateur p est un équipement placé en amont d’un élément de réseau S dont le flux
d’entrée u est contraint par une courbe d’arrivée o* et le service par un intervalle
de service [ 8, B ].

Selon [Fidler 2010, le précompensateur permettant d’assurer la contrainte o* a
I’entrée u est celui dont la courbe de service maximum ﬁp est égale & cette courbe
d’arrivée, soit :

%
gp =a’.

La sortie du systéme est donc encadrée par :
ﬁ*a**v<y<B*a**v,

avec v I'entrée du systéme controlé. Cette configuration est représentée figure 5.2.

v o 4S8, By

[7] [S]

FIGURE 5.2 Précompensateur p placé en amont d’un réseau S et dont la courbe de service

J— *
estép—a.

A nouveau, le précompensateur agit comme un filtre sur les entrées en empéchant
de congestionner le réseau avec des rafales de paquets.
1.3 Retour de sortie
1.3.1 Définition et objectifs

Un controéleur de type retour de sortie est un controleur placé entre la sortie et

I’entrée du systéme h tel que :

u = vdfy,

y = hu,
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avec u le vecteur d’entrée du systéme nominal h, y la sortie de h et v 'entrée du

systéme controlé. Cette configuration est représentée figure 5.3.

-
Y
>N
\J
Y
>
Y
<

A

f

FIGURE 5.3 Controleur f placé en retour de sortie d’un systéme h.

La sortie y du systéme devient alors :

y=h(ve fy).

En accord avec le théoréme 2.68 de ’étoile de Kleene, la plus petite solution (soit
celle qui correspond au fonctionnement au plus t6t) de cette équation implicite est

donnée par :

y=hx*x(f*xh)*xv=Gpxw,
avec Gy = h(fh)* le transfert du systéme bouclé.
Remarque 5.4 Ce type de contréle en boucle fermée doit prélever I'information

en sortie du systéme afin de piloter au mieux le systéme. Cela implique de connaitre

& tout instant la valeur de la sortie y du systéme.

1.3.2 Synthése du retour de sortie

A nouveau, la synthése d’'un controleur du type retour de sortie se fait en
choisissant le transfert de f tel que le systéme bouclé G posséde la dynamique

décrite par le modele de référence G.f.

Afin de respecter le critére du juste-a-temps et I'objectif de poursuite du modéle

de référence Gy, cela revient a chercher le controleur optimal f tel que :

F=EPLf 1 Gr < Grest & f=EDF | h(Fh)* < Greg}- (5.4)
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Proposition 5.5 ([Cottenceau 2001, Prop. 29]). Ce probléme n’admet pas
nécessairement de solution optimale. En revanche, il est suffisant que G,.y = a*h

ou Gy = hb* pour que la solution optimale soit :

f = hk{Gref%h‘ (55)

Preuve. Selon 1’équation du contrdleur optimal (5.4) et 1’équivalence donnée en
(2.11) :
h(fh)* < Gref <~ (fh>* < h§Gref-

Or si Gyep = a*h, alors :

h)iGTef = h &(a*h)a

= hy(a*§(a*h)) cf. équation (2.41),
= (a*h)}(a*h) cf. équation (2.24),
= ((a*h)}(a*h))* cf. équation (2.39).

Donc, h8Grep = (R8Gref)* (i.e. h}Grey est une étoile) et ainsi :
(fR)* < (h8Gref)* < fh < hXGrey cf. équation (2.43) puis (2.39),
& [ X h{Grepfh cf. équation (2.12).

De la méme maniére lorsque G,y = hb*, une solution optimale est trouvée telle que

(hf)*h < Grey, puisque h(fh)* = (hf)*h (cf. équation (2.33)). -

Remarque 5.6 Dans le cas scalaire pour un dioide commutatif, les opérateurs
¢ et § sont commutatifs, donc agb = bya. Mais cela n’est plus vrai dans le cas

matriciel.

1.3.3 Retour de sortie neutre

Il est également possible de synthétiser un retour de sortie neutre. Le modéle de
référence est donné par :

Gref = h,
modele pour lequel I'équation (5.4) posséde une solution optimale qui s’écrit :

f=EPLf | M(fh)* < Greg} = hRhgh.

Dans ce cas, Gpef = a*h avec? a = e.

2. En effet, e* =cet exh =e.
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1.3.4 Window Flow Control

Dans le cadre du Network Calculus, un correcteur f de type retour de sortie
trouve une application dans le cas connu sous le nom anglais Window Flow Control.
L’objectif est de limiter la quantité de données admise dans un réseau .S afin que
la quantité totale de données en transit soit toujours plus petite qu'un nombre
donné. Ce principe est par exemple utilisé pour des réseaux de type TCP/IP (cf.
[Agrawal 1999]).

Le contréleur f est alors considéré comme une fenétre de taille w strictement
positive, représentée par la fonction A’ et limitant les entrées dans le réseau. Lorsque
le réseau est contraint par une courbe de service minimale 3, la fenétre optimale
w, soit la plus petite selon le critére du juste-a-temps, se calcule comme suit (cf.
équations (5.4) et (5.5)) :

A(l)b = @{A[l)u ’ 7(A8}B)* < Gref}a (5'6)
— PIAY | A < BAGresfB),

avec Gref = a*f3 ou Grep = Bb*. Donc :

W = (BXGres#B)(0).
Remarque 5.7 Notons que pour Grep = B, la fenétre optimale est donnée par
(B%8¢8)(0). Une autre écriture de cette expression est donnée dans [Chang 2000,
Eq. (2.82)] et reprise ci-dessous :

W = Win = Sup Sup{B(t + S) - B(S) - B(t)}
>0 5>0

L’illustration de la fenétre optimale w trouvée pour (3%3¢3)(0) est donnée par la
figure 5.4.

Remarque 5.8 Ce probléme du Window Flow Control a été traité plusieurs fois
dans la littérature. Cependant, la modélisation introduite dans [Le Boudec 2001| n’a
pas le méme modeéle que celle de [Chang 2000]. Nous adoptons ici la représentation

de Chang qui est homogéne a celle introduite dans [Cottenceau 2001].

1.4 Contexte de travail

Usuellement, ces controleurs de type précompensateur et retour de sortie sont

donnés pour des systémes (min,+)-linéaires dont le transfert h est parfaitement
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DA

FIGURE 5.4 Fonction §£¢3 dont la valeur en 0 est la taille de la fenétre optimale .

connu. Or la commande présentée dans les sections suivantes se place dans un
contexte d’un systéme modélisé avec des paramétres incertains. Plus précisément,
du fait d’incertitudes, h n’est pas connu exactement mais appartient & un intervalle
[h, h] dont les bornes h et h € (Fep, D, *) sont connues. Les bornes inférieure et

supérieure de I'intervalle sont alors des bornes sur l'incertitude du systéme.

Cette configuration est également valable dans le cadre du Network Calculus
puisqu’un intervalle de courbes de service [ 3, B ] est utilisé. Le service fourni par

le réseau peut varier entre 3 et B.

En outre, dans la section 4, une restriction supplémentaire est faite telle que
le systéme h est un systéme (min,+)-linéaire. Formellement, Yu et Yh € [ b, h ],

y=hx*xu.

2 Retour de sortie : probléme du Window Flow Control

2.1 Objectif

Un premier probléme de régulation de traffic et de garantie de performances
est celui du Window Flow Control, ot la taille de fenétre optimale est calculée. Ce

probléme est étudié ici avec deux configurations associées.

Tout d’abord, le service fourni par le réseau est inclus dans un intervalle
[ B, B ]. Ainsi, en supposant que les courbes de service minimum et maximum
sont connues, la taille de la fenétre peut étre calculée aussi bien pour le pire cas du

traffic que pour le meilleur, sans endommager le service fourni.
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Ensuite, une différence est faite entre le flux d’entrée (de la source a la desti-
nation) et le flux retour d’acquittement® (de la destination & la source). En effet,
ces acquittements requiérent beaucoup moins de bande passante que les données
elles-mémes (cf. [Agrawal 1999]). Ainsi, le calcul de la taille de la fenétre aura les

bénéfices de ce profit de bande passante.

Cette configuration est illustrée figure 5.5. Le flux de données est représenté par
Sy, avec | B, By ] son intervalle de service (@1 < f31). Le flux de retour est quant
& lui représenté par Sp, avec [ S, , B5 ] son intervalle de service (B, < B5). La taille

w de la fenétre de ce controleur est représentée par la fonction Ay.

U [§17BI]
B

Ag)«[ézaBT?]

F1GURE 5.5 Configuration d’'un Window Flow Control.

D’aprés cette configuration, le service global du systéme controlé est également

compris dans un intervalle.

Proposition 5.9 (Service du systéme contrélé G, ¢.). Le service du systéme
controlé noté G, s. et tel que représenté par la figure 5.5, est inclus dans I'intervalle

suivant :

[ BL(AGB,B,)" » Bi(AT BB I

Preuve. Le flux de sortie y est décrit par ’équation suivante (cf. équation (3.23)) :
ﬁlu < Yy < Blu7
tandis que le flux intermédiaire u est inclus dans :

U@Ag)égélu < u < U@ABUBZBlu)
(AGBB) v < u < ( YBsB1) v cf. théoréme 2.68.

3. Flux connu en anglais sous le nom « acknowledgments ».
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Donc :

él(Ag)é2§1)*v< Yy 461( BUBQBI)*U‘

O

Le modéle de référence Gy choisi pour ce probléme est celui du systéme en
boucle ouverte S1, dont le service est inclus dans [él , B1]. De ce point de vue, le
flux d’acquittement Sy ne freine en aucun cas les données circulant sur le réseau. La
taille de la fenétre optimale w est donc la plus petite permettant ce comportement

et s’exprime par (cf. équation (5.6)) :

= DAY | B(AFB,B) < B, et Bi(AYBB) < B}, (5.7)

avec | él(Aa“é2§1)* , B1(A¥BoB1)* ] lintervalle de service du systéme en boucle

fermée Gy, fe.

Remarque 5.10 Puisque? B(AFBB)" = B, et B1(A¥By31)* = By, la solution
optimale de (5.7) conduit aux égalités 3, (AFB,8,)* = B, et B1(AYBy31)* = By et

donc au comportement [ 3, By ]

2.2 Calcul de la taille de fenétre optimale w

La proposition suivante fournit le calcul de la taille de fenétre w donnée dans
léquation (5.7).

Proposition 5.11 Afin d’obtenir le comportement du systéme en boucle fermée
G fe, inchangé par rapport a celui en boucle ouverte Sy (cf. équation (5.7)), la taille

de la fenétre optimale w est donnée ci-dessous :

b= ((8,88,4(8,8,)) A (B1¥B1#(B2B1)) ) (0).

Preuve. Tout d’abord, considérons les bornes inférieures 3, (Ag’ﬁ2 ﬁl)* et 8, de

I'objectif donné en (5.7) :

B(AGBB) =B, & (AFB,B)" =B85, cf. équation (2.11),
& (Awﬂ B)" < (B,88,)" cf. équation (2.39),
& 08,8, < BB, cf. équation (2.43) puis (2.39),
& B & F(B,8) cf. équation (2.12). (5.8)

4. En effet, ax* =ae®ax ® ... = a.
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Cette preuve est la méme pour les bornes supérieures et nous obtenons ainsi :
B1(AFB281)" < B1 & AY < B18B1#(Bab)- (5.9)

Enfin, dans le but de satisfaire a la fois les équations (5.8) et (5.9), la fonction

optimale Ag’ est donnée par :

AF < (B,88,4(8,8,)) A (B1}B14(B2581)),

et la taille de la fenétre w est telle que :

= ((8,%8,4(8,8))) A (B1¥B17(BaB1)) ) (0).

2.3 Exemple d’application

Afin de traiter un exemple d’application de ce probléme du Window Flow
Control, reprenons le schéma donné dans la figure 5.5. Tout le service fourni pour
l’élément S; est inclus dans l'intervalle | B, B ] pour lequel les courbes de services
B | €t B sont des courbes du type latence-pente, avec une latence de 16ms pour la
premiére, 20ms pour la seconde et une pente de 100Mb/s pour les deux courbes de
service illustrées figure 5.6a, soit :

B,(t) = 16ms +100Mb/s -t et By(t) = 20ms + 100Mb/s - t.

Concernant le service fourni par ’élément S, il est inclus dans U'intervalle | éz By ]
avec des fonctions du type pente-latence pour les courbes de service 3 5 et By illustrées

figure 5.6b et données par :

B,(t) = 5ms+100Mb/s-t et By(t) = 14ms + 100Mb/s - t.

En appliquant la proposition 5.11 afin de trouver la taille de fenétre minimale w
qui permet d’obtenir le méme comportement en boucle fermée qu’en boucle ouverte,

la fonction Ag” est obtenue telle que :

w

((8,%8,#(8,8,) A (B ¥B1#(B2B1)) ) (0),
= 3,4Mb.

Cette courbe est représentée sur la figure 5.6c.
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Mb Mb

ms ms

ms

6% 50 100 i o o w w®
(a) Intervalle (b) Intervalle (¢) Calcul de la taille
de service de de service de optimale de fenétre
Iélément S lélément So o= ((B,88,4(8,8,) A
(8, B ] 18, B (B, XB1#(BaB))) (0)

FIGURE 5.6 Exemple d’application du Window Flow Control.

3 Reéduction de l’'incertitude grace & un précompensa-

teur

3.1 Objectif

Lorsque la fonction de transfert A d’un systéme (min,+)-linéaire n’est pas exac-
tement connue mais décrite par un intervalle [ b , h |, alors pour toute entrée u le

systéme a une sortie y également incluse dans un intervalle. En d’autres termes si

he[h, h],alors Vu :

y€[hu, hul.

La figure 5.7 illustre ce type de contexte.

Ainsi, pour une entrée donnée u, la sortie y est connue uniquement avec une
approximation, 7.e. une incertitude liée & la taille de I'intervalle et définie par les

distances ¥, pour le domaine temporel, et ¥, pour le domaine événementiel.

Cette section met en évidence qu’en ajoutant un correcteur p en amont d’un
systéme h incertain, le systéme contrdlé est également inclus dans un intervalle noté
[ hp , hp ] qui a, dans le pire cas, la méme incertitude que h seul. La synthése d'un
tel précompensateur, obtenue par la recherche d’un point fixe d’une application

isotone, est donnée ici dans le but de diminuer cette incertitude.
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FIGURE 5.7 Systéme incertain [ h , h | avec une entrée exacte u et une sortie y incluse

dans un intervalle [ hu , hu |.

3.2 Calcul de l’incertitude avec un précompensateur

L’ajout d’un controleur de type précompensateur p ne fait pas augmenter

I'incertitude en sortie du systéme controlé.

3.2.1 Incertitude maximale de la sortie

Selon le théoréme 3.54, les distances maximales entre les bornes de l'intervalle
[k, h] peuvent étre calculées facilement grace a la corrélation hyh. Ces distances

temporelle et événementielle sont rappelées ici :

Sr(h.h) = inf{r | (h{h)(-7) < 0},

>0 -

Sy(h.h) = (h%h)(0).

La proposition suivante montre que cette corrélation permet également de trouver

I'incertitude maximale de la sortie y, et ce pour n’importe quelle entrée wu.

Proposition 5.12 (Incertitude maximale de la sortie y). Soit [k, h | un
intervalle avec h < h. Les distances maximales Y (h, h) et 3, (h, h) fournies par le
calcul de A §h, sont les distances maximales de I'intervalle [ hu , hu ] pour n’importe

quelle entrée u. Formellement :

Y, (h,h) = Vrllgg%{ET(ﬁu,Eu)} et X, (h,h)= él;g%{Ey(ﬁu,Eu)}.

Preuve. Selon le théoréme 3.54, la corrélation (hu) §(hu) représente les distances
temporelle et événementielle maximales entre les bornes de I'intervalle [ hu , hu |.

Ensuite, I'inégalité suivante est montrée :
(hu)X(hu) = hy{(uy(hu)) cf. équation (2.24) et * commutatif,

h cf. équation (2.17) et * commutatif.



120 Chapitre 5. Commande de systémes (min,+)-linéaires incertains

Donc, Vu :

Y, (hu,hu) < X, (h,h) et X, (hu,hu) < X, (h,h).

(]

Remarque 5.13 Une entrée particuliére u qui méne a I’égalité dans ces équations

est donnée par u = e = A8.

Remarque 5.14 Les bornes de 'intervalle doivent avoir la méme pente asymp-
totique et h(—o0o) = h(—o0), sinon les distances ¥, et ¥, seraient infinies (cf.

remarque 3.58).

Ezemple 5.15 Soient h = A} @ A} x (A})* et h = Al @ AZ @ A} x (A?)* deux
fonctions de (Fep, @, *) composant Uintervalle [ b, h ], et u = AJ* (A3)* une entrée
donnée. Les calculs des corrélations (hu)Y(hu) et h{h sont donnés par :

(hu) k() = A% @ Ag* (A7),
hyh = A%, x (AN =A% @ A2, 0 A, 0 A%, @ ASx (A,
donc (hu){(hu) = hy{h. Concernant les distances dans les domaines temporel et

événementiel, elles sont données par les fonctions élémentaires A:,[f de ces corrélations

pour lesquelles respectivement K = 0 et 7' = 0 (cf. théoréme 3.54) soit :

S (hu, hu) = 3 < - (h, k)
Y, (hu, hu) =1 <  3,(hh)

4,
8.

3.2.2 Ajout du précompensateur

D’aprés la proposition 5.12, I'incertitude maximale de la sortie y d’un systéme
h € [ h, h] peut étre calculée pour toutes les entrées u grace a la corrélation
hX{h. Or Dutilisation d’un précompensateur (min,+)-lindaire p € (Fep, @, *) place
en amont du systéme peut réduire cette incertitude, voire méme la supprimer

complétement.

Tout d’abord, si un précompensateur p est placé en amont d’un systéme incertain
[h, h], comme illustré dans la figure 5.8, le systéme contrdlé a un comportement

dans l'intervalle [ hp , hp ] et sa sortie y est ainsi incluse dans :

y e[ hpv, hpv].
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V—> D

Y

[, h]—y

FIGURE 5.8 Précompensateur p placé en amont d’'un systéme incertain [k, h ].

Corollaire 5.16 Soit [ hp , hp | un intervalle avec hp < hp. Les distances
maximales ¥, (hp, hp) et X, (hp, hp) fournies par calcul de hp¥{hp, sont les distances

maximales de I'intervalle [ hpv , hpv ] pour n’importe quelle entrée v. Formellement :

o (hp, hp) = max{Xr(hpv, hpv)} et 5, (hp, hp) = max{%, (hpv, hpv)}.

Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 5.12.

O

Ensuite, I'incertitude maximale sur la sortie du systéme controlé [ hp , hp | ne

peut étre plus grande que celle du systéme seul [ b, h].

Proposition 5.17 (Incertitude maximale du systéme controlé). Soit
[ hp , hp ]| un intervalle avec hp < hp. L’incertitude sur la sortie y du systéme

contrdlé est plus petite que l'incertitude maximale du systéme seul [h, ] :

S, (hp, hp) < B, (h,h) et I, (hp, hp) < By (h, h).

Preuve. La preuve est immédiate en appliquant la proposition 5.12 pour l'inter-

valle [ hp , hp | et ¥p donné.
O

Remarque 5.18 Dans le cas out ¥, (h,h) et ¥, (h,h) sont des distances infinies
(cf. remarque 5.14), elles peuvent devenir des distances finies pour certains p en

ralentissant suffisamment le taux de production du systéme controlé.

3.3 Reéduction de l’incertitude d’un systéme SISO

Selon la proposition 5.17, puisque 'ajout d’un précompensateur p n’augmente
pas l'incertitude sur la sortie y du systéme controlé, il est intéressant de chercher s’il

peut faire diminuer cette incertitude en réduisant la taille de I'intervalle [ hp , hp |.
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Nous proposons donc ici le calcul d’un précompensateur p permettant d’obtenir
des distances X, (hp, hp) et X, (hp, hp) plus petites qu'un 7y fixé pour le premier et
un v fixé pour le second. Parmi les précompensateurs qui permettent de respecter
ces contraintes, il est intéressant de calculer le plus grand, i.e. le contréleur optimal

selon le critére du juste-a-temps.

Cet objectif peut donc étre décrit comme suit :

S
I

Bip | S (hp hp) <70 et Ty (hp, hp) < wo},
PDip | () x(hw) = A% @ AR}, (5.10)

avec AQTO @ A{° une fonction constante par morceaux finie de F. et grace aux

équivalences suivantes :

>

(hp) X (hp) = A2, (5.11)

(hp) & (hp) = A" (5.12)

Ce probléme peut étre traité via ’application de la théorie des équations aux
points fixes (cf. section 3.3.1 du chapitre 2) comme le montre la proposition suivante

et son corollaire.

Proposition 5.19 Le plus grand précompensateur p comme défini dans I’équa-

tion (5.10) correspond au plus grand point fixe de 'application suivante :

p=p ARY(AG"hp) ATY(AL hp). (5.13)

Preuve.

- Dans le domaine temporel, la contrainte est écrite comme suit :

(hp) & (hp) = A(im cf. équation (5.11),
& hp = 7pA(lTO cf. équation (2.11),
& Agoﬁp = hp cf. équation (3.12),
& hy(AY hp) =p cf. équation (2.11),
& p=pA E&(Agoﬁp) cf. definition 2.56.
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- Dans le domaine événementiel ’objectif devient :

(hp) &(hp) = Ay cf. équation (5.12),
& hp = hpAy cf. équation (2.11),
& AJ"hp = hp cf. équation (3.13),
& hR(A"hp) =p cf. équation (2.11),
& p=pAhy(A;"hp) cf. definition 2.56.

- En considérant ces deux contraintes, le précompensateur p doit satisfaire :
p = p ARY(AGhp) AR (AL hp).

- Enfin, puisque les opérateurs x et A sont isotones et grace a la propriété (2.13)
du quotient & gauche, la fonction f(z) = h{(Ay"hz) A h{(AY ha) est une

fonction isotone.

O

Remarque 5.20 Cette équation fait partie de I’ensemble des points
post-fixes d’application (cf. définition 2.56) pour lequel x = =z A f(x) avec
f(@) = h{(Ag"hx) A h{(AY ha) une fonction isotone.

Le théoréme 2.60 présente un algorithme qui, s’il converge, fournit le plus grand
point fixe d’une application isotone. Il est donc possible d’appliquer cet algorithme a
I’équation (5.13) afin de trouver le plus grand précompensateur p. Cependant, dans
ce théoréme, la valeur initiale xy étant ’élément T, la premiére itération va calculer

le résultat suivant, puisque a§T = T (cf. équation (2.15)) :
F(x0) = F(T) = hR(Ag"hT) ARJ(ATAT) = T.

Il est donc nécessaire d’invoquer le corollaire 2.62 qui va rechercher le plus grand
point fixe, soit le plus grand précompensateur p, plus petit qu'une valeur de départ
notée val. En outre, puisque le controleur p est un systéme (min,+)-linéaire, il doit
étre causal (cf. théoréme 3.13), i.e. il doit vérifier 'égalité p = Preaus(p). Le probléme

donné dans I'équation (5.10) devient :

p=E{p | (hp)x(hp) = A%, ® AL, p=Preaus(p) , p<val}.  (5.14)

Corollaire 5.21 Le plus grand précompensateur p comme défini dans 1’équation

(5.14) correspond au plus grand point fixe de I’application suivante :

p = p AhR(A;"hp) A BY{(AY hp) A Preas(p) A val,
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avec val une fonction causale de (Fep, @, *)4.

Preuve. Selon la définition 3.23 de la projection causale Prcy,s et pour tout p,

Preaus(p) < p- Afin d’obtenir p = Preaus(p), le précompensateur p doit satisfaire :

Prcaus(p) =p < p=pA Prcaus(p)‘

O

Pour finir, il est également intéressant de considérer la cas particulier ot vg = 0
et 19 = 0. Cela signifie que 1'objectif est d’obtenir un systéme controlé sans aucune

incertitude sur la sortie. Dans ce cas, le précompensateur p doit satisfaire :

hp =hp & B & (hp)X(hp) = AD.
Yy (hp, hp) <0

et le plus grand précompensateur p est donc maintenant donné par :

p=EP{p | (hp)x(hp) = AF , p=Preaus(p) , p < val}. (5.15)

Proposition 5.22 Le plus grand précompensateur p comme défini dans I’équa-

tion (5.15) correspond au plus grand point fixe de 'application suivante :

p =p Ah{(hp) A Preaus(p) Aval. (5.16)

Preuve. La preuve reprend celle de la proposition 5.19.

O

Remarque 5.23 (Extension au cas MIMO). Une extension possible au cas MIMO
de cette réduction est proposée comme suit. Afin de garantir une incertitude tempo-
relle notée T' dans le pire cas de fonctionnement pour tous les éléments de la matrice
H e[ H, H]J, le controleur P optimal doit satisfaire :

P = PP | ([HP)YHEP) = A%},
= PP | A} «HP = HP}.

Le principe est le méme pour une incertitude événementielle K fixée.



3. Reéduction de l’incertitude grace a un précompensateur 125

3.4 Exemple d’application

Un exemple d'un précompensateur permettant de supprimer l'incertitude sur
la sortie d'un systéme controlé est maintenant proposé. Afin de calculer un tel
précompensateur, nous considérons le GET incertain SISO de la figure 5.9. Les
délais entre crochets fournissent 'intervalle de temps dans lequel la temporisation

de la place évolue.

2, 5]

@
8 ngéﬁio "
O-f-@ -

FIGURE 5.9 Exemple d’'un GET incertain SISO.

Le systéme est soumis & des variations de temps, ce qui signifie que les durées
des taches ne sont pas connues exactement mais a travers des bornes inférieure et
supérieure. Ainsi, le systéme est modélisé par 'intervalle [ A, h | ot b € (Fep, ®, *)
représente son comportement le plus rapide (i.e. tous les délais minimums sont
considérés), et h € (Fep, @, *) représente son comportement le plus lent (i.e. tous

les délais maximums sont considérés).

Aprés calculs, ces comportements extrémaux sont donnés par :

=
|

A * (A3 @ A& A * (A",
A * (A3 @ AL @ A+ (A

=
I

Selon la proposition 5.12, pour toute entrée u l'incertitude maximale de 'intervalle
[h, h]est:
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puisque le calcul de h}h est le suivant :

hyh = A’ @A, 0 AT®... @A * (A,
= A% AL PAJOATD... A * (A"

Afin de trouver le plus grand précompensateur p tel que I'incertitude du systéme

controlé est supprimée, soit :

p=EP{p | (hp)x(bp) = AF , p=Preaus(p) , p < bk},

Palgorithme du corollaire 2.62 est appliqué a I'équation (5.16) soit & :

p =p AhR(hp) A Preaus(p) A hRh.

La corrélation h§h qui correspond au précompensateur neutre pour h est choisie
dans cet exemple pour la fonction val (ce choix est dépendant des besoins pour
les applications réelles). Donc, le précompensateur trouvé sera le plus grand

précompensateur tel que p < hyh.

Le précompensateur p obtenu en quatre itérations de l'algorithme est le suivant :
p=ATa ... @AY (A

Ainsi, les bornes de l'intervalle [ hp , hp | du systéme controlé sont identiques,

I'incertitude en sortie est supprimée :
T 4 4 2
hp="hp=Ag®...® AR« (A"

Cette suppression se vérifie lors du calcul des distances dans les domaines événe-

mentiel et temporel :

>
IN
™
3
—~
=
>
S~—
I

—
IN
™
]
—~
=
>
S~—
I
= ot

)

i

0
0

>

i
=,

hp
hp

—

)

puisque (cf. figure 5.10) :

(hp)x(hp) = AJ@ Al @ Al @ ... & AZ) « (A2)™.
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(hp) X(Lp)

AN W A O N ®© O

S2a0 123456789 ¢

2. (hp, hp) = T (hp, hp)

FIGURE 5.10 Corrélation (hp)%(hp) dont la valeur en 0 fournit les distances maximales
Y, (hp,hp) = X, (hp,hp) = 0, soit une incertitude nulle en sortie du systéme controlé
[hp, hp].

4 Précompensateur neutre optimal

4.1 Objectif

Cette section étudie le probléme de recherche d’un précompensateur neutre
optimal lorsque le systéme (min,+)-linéaire h € (Fep, @, *) auquel il est appliqué
présente des paramétres incertains et appartient & un intervalle [ o , h ] dont seules
les bornes sont connues. Plus précisément, il est supposé que le systéme considéré
a un comportement (min,+)-linéaire, mais ce comportement est connu avec des

incertitudes. Formellement, 3h € [ h, h ] tel que y = h * u.

Remarque 5.24 1l est important de noter que notre approche est différente
de celle présentée dans |Lhommeau 2005]. En effet, dans |[Lhommeau 2005, le
systéme appartient également & un intervalle (h € [ h , h |) mais est sujet a
des fluctuations dans les limites de l'intervalle, c’est-a-dire que h n’est pas né-

cessairement (min, +)-linéaire. Exprimé difféeremment, 3k € [h, h ] tel que y = hxu.

L’objectif est de trouver un précompensateur p (cf. figure 5.11) qui soit neutre
pour tous les transferts h contenus dans lintervalle [ A , h ]. Afin de respecter
cette neutralité pour tout h € [ h , h ], le précompensateur p doit étre choisi dans

’ensemble suivant :

{pIVhe[h, h], hxp=h} = {p|Vhe[h, h], exp=<hih}.  (5.17)
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Ainsi, quel que soit h dans l'intervalle, le comportement du systéme controlé n’est

donc pas modifié par I’ajout du précompensateur.

[, h]—y

V——> D

Y

FIGURE 5.11 Précompensateur p placé en amont d'un systéme incertain [ h , h |.

En outre, selon le critére du juste-a-temps, p doit étre optimal, ¢’est-a-dire qu’il
doit étre le plus grand précompensateur respectant cette neutralité pour tout h €
[k, h]. Daprés 'équation (5.3), cela revient & dire que le précompensateur neutre

optimal p € (Fep, B, *) est tel que :

=@t Ivhelh, hlesp<hyhy= \  hyh
hel h , h]

Cependant, 'autocorrélation hih n’est pas une opération monotone (cf. propriété
3.56). Ce calcul ne peut donc pas se déduire directement du calcul sur les bornes
h{h ou hyh.

Nous montrons donc dans cette section que le précompensateur neutre optimal

P est donné par l'expression suivante :
p=J\ hih=c®hyh
hel h , h]

Cette expression est valable dans le cas SISO comme dans le cas MIMO. La preuve
de ce résultat s’appuie sur une interprétation qui peut étre faite de la corrélation
h&h. En effet, d’aprés la théorie du second ordre, (cf. théoréme 3.54), le signal
(hxh)(t) reflete écart maximal entre h(7) et h(7 —t) lorsque 7 varie. Compte tenu
du contexte borné de h € [ b, h ], (h}h)(t) ne peut pas étre supérieur a I'écart

entre h et h, mesuré par la corrélation h}h.

4.2 Dans le cas d’un systéme SISO

Commencons par analyser le terme h§h par rapport a I’autocorrélation hyh.

Lemme 5.25 Soient h, h et h trois fonctions du dioide (Fep, @, %)4 avec
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h<h=<h:

Vhe[h, h], hxh = hxh = N\ h¥h = hyh
hel b, ]

Preuve. Selon les propriétés d’isotonie et d’antitonie du quotient & gauche (cf.
équation (2.13)) :
h<h = h{h = hyh.

En outre :

>
S\
|=

= hY{h = hyh

Ainsi, Vh; € [h, h]:

h = hlkghlAhQ&hg/\...%Ek{ﬁ.

O

D’aprés ce lemme, p = h{h est un minorant pour Pensemble {hh | h € [h, h]}.
D’un autre c6té, nous savons également que p = e est quant & lui neutre pour cet
ensemble puisque h x e = h. Il s’agit notamment du plus petit neutre puisque si p

est neutre pour h, alors e < p < h{h (cf. équation (5.17)).

Ainsi, le précompensateur p = e @ h{h est neutre pour tous les h de l'intervalle

[h, h]. En revanche, il reste & montrer qu'il s’agit du plus grand neutre.

Remarque 5.26 Notons que l'existence d’une solution optimale est garantie
puisque si p; et pa sont deux précompensateurs neutres Vh € [k, h ], alors hxp; = h

et h* py = h. Ce qui implique que pour tout h € [h, h]:

h’pl @ hp25
— hah
= h.

h(p1 & p2)
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Donc la somme de deux précompensateurs neutres Yh € [ h , h | reste neutre
Vh € [ h, h]. Par conséquent, la somme de tous les précompensateurs neutres

Vh €[ h, h] estle plus grand.

Le lemme et la proposition ci-dessous démontrent ’optimalité du précompensa-

teur e @ h{h.

Lemme 5.27 Soient h, h et h trois fonctions du dioide (Fep, @, %) avec

h<h=<h:

Vt>0, 3helh,h] tlque (hyh)(t) = (RYh)().

Preuve. Tout d’abord, le calcul de hh est donné comme suit (cf. équation
(3.15)) :
vt, (hyh)(t) = /\ {h(r — t)}h(7)} = sup{h(r) —h(r =)}
7>0 =

Puisque h et h sont périodiques, il existe au moins un 79 (non nécessairement unique)
tel que :
vt >0, (h{h)(t) = sup{h(r) — h(r — )} = h(70) — h(ro — t). (5.18)
>0

Ce 79y appartient a 'ensemble des points pour lesquels le maximum des écarts entre
h et h est atteint (cf. équation (3.26)) :

T € argmax{h() - h(T =)}

Ainsi, d’aprés la figure 5.12 représentant les bornes h et h, lorsque t = 1 :
70 € {3,4,6,8,10,...}. En prenant par exemple 7 = 6, (h§h)(1) = h(6) — h(5) = 4.

Ensuite, la fonction h € [ b, h ] définie comme suit :

he 4 h(t) pourt < 79,
h(t) pourt > 19,

permet de satisfaire 1’égalité (h}h)(t) = (R{h)(t) en un t > 0 donné. Par exemple,
lorsque t = 1 et 79 = 6, (h}h)(1) = (h§h)(1). L’expression de I'autocorrélation de

h, donnée par :

(h&R)(t) = [\ h(r = t)}A(7),

>0
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FIGURE 5.12 Exemple d’une fonction A pour laquelle ¢t = 1 et 79 = 6. La fléche représente

la distance (= 4) entre h et h pour ces valeurs.

peut alors étre factorisée comme suit selon les différents instants avant et aprés 7 :

(hXh)(t) = /\ h(r —t)8A(r) (5.19)

A (A= Dram) A (A R -6Rm)  (5.20)
To<T<T0+1

AN BT —t)RA(T). (5.21)

T>10+t

Puisque h < h et grace aux propriétés d’isotonie et d’antitonie de 'opérateur ¥ (cf.
équation (2.13)) :

(5.19) = 74\7 h(t —t)}h(1) = Té\T h(T —t)}h(T) = h(ro —t)}h(70),
(5:20) = (h(o-%h(m) A (A hr-0%() = h(r—t)h(n),
To<T<T0+1
621) = A Br-0WMG) = A BT-0WMG) = Rl —0))

Soit pour finir, et d’aprés 1’équation (5.18) :

Yt >0, (hih)(t) = h(ro — t){h(10) = (RRR)(1).

O

Ainsi, pour un ¢ strictement positif donné, une fonction h de l'intervalle [ h , h ]
permet de satisfaire I'égalité (h%h)(t) = (h}h)(t). Il existe donc une collection de
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fonctions h € [ h , h ] telles que pour tout ¢ > 0 :
N (hxR)(1) = (RRR)(D). (5.22)
he[ h , h]

Remarque 5.28 Notons que lorsque ¢t = 0 :
(h}h)(0) =0 tandis que (h}h)(0) <0 (& >0).

Par exemple, sur la figure 5.12 : (h}h)(0) = h(2) — h(2) = 4.

Le précompensateur p = h{h est donc le plus grand candidat plus petit que,
voire dans ce cas égal a, /\he[ h, 7 hyh. Mais cela n’est vrai que pour ¢ > 0. La
proposition suivante se nourrit des lemmes 5.25 et 5.27, ainsi que de la remarque

5.28, afin de donner le précompensateur neutre optimal p pour tout ¢ > 0.

Proposition 5.29 Soient A, h et h trois fonctions du dioide (Fep, @, *)4 avec
h<h<h:

/\  hih=ec®h}h.
hel b, h]

Preuve. Selon le lemme 5.27 et I’équation (5.22), pour tout ¢t > 0 :

A (hxh)(t) = (Ryh)(D).

he[ b, k]

D’aprés la remarque 5.28, lorsque t =0 :

A\ (hxR)(0) =0.

he[ h , h]
Ainsi, Vt > 0 :
/\  hih=c®hih
he[ h , h]
O

Pour conclure, le précompensateur p = e @ hyh est le plus grand précompen-
sateur, donc le précompensateur optimal, qui est neutre pour tout systéme h de
Iintervalle [ A, h].

Remarque 5.30 Ce précompensateur neutre optimal ne nécessite pas de ma-
nipuler des fonctions constantes par morceaux. Il peut s’appliquer & des fonctions
affines et ultimement affines, telles que les bornes du conteneur défini dans le

chapitre 4.
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4.3 Extension au cas MIMO

La proposition 5.29 donnée pour tout systéme incertain SISO appartenant a
un intervalle, peut étre étendue aux systémes MIMO. Pour un systéme incertain
(min,+)-linéaire H € (Fep, B, *)?*P inclus dans un intervalle [ H , H ], le plus
grand précompensateur neutre est maintenant défini par :

P= N\ HYH=EoHYH,
HelH , H|
pour lequel E est la matrice identité de (Fep, @, *)P*P. Rappelons que 'opération §

appliquée sur des matrices est exprimée comme suit (cf. équation (2.29)) :

m
k=1
Lemme 5.31 Soient hq, hy € (Fep, B, %) :

A hakhy = hyRha.
ha € [ ha , ha ]
hbe[ﬂzhib]

Preuve. La preuve de ce lemme est donnée par I’équation (2.13). 0

Proposition 5.32 Soit [ H , H | un intervalle de matrices avec H, H €
(Fep, @, *)T*P et qui représente le comportement d’un systéme incertain avec p en-
trées et g sorties :

/\ HYH=E®HYH.
He[H , H ]

Prewve. Lorsque i = j, (HXYH); = Np—q Hir 8Hik, avec Hy, € [ Hy, , Hig |.

Gréce a la proposition 5.29 :

n
( /\ HXH);; /\ e ® Hip NH ) ii-
He[ H , H | k=1
Ensuite, lorsque i # j, (H8H)ij = Np—y Hit8Hjk, avec Hy, € | Hy , Hig ],
Hjp € [ Hj, , Hji |. Grace au lemme 5.31 :

n

( /\ HYH); /\ Hik§Hjr)ij = ij§Hk-

He[ H , H | k=1
Finalement, Vi, j :
(N HyH); = (Eo HYH);

He[ H , H |

)
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4.4 Exemple d’application

Considérons un exemple d’un systéme incertain MIMO et calculons le précom-
pensateur neutre optimal pour ce systéme. L’exemple choisi est un systéme (min,+)-
linéaire & deux entrées (p = 2) et une sortie (¢ = 1), et dont la matrice de trans-
fert appartient & la matrice d’'intervalles H = ([ Hyy , H11 ] [ Hys , H12]) €
(Fep, B, x)24s 1X2, avec H; X Hij et Hiy < H 5. Les bornes de cette matrice sont

connues et données comme suit :

[Hy o, Hi ]l = [AY@Ayx (A", Aje AL & AT (A" ],
[Hyp, Hi2] = [AY® AT (A", AYx (A" ].

Le but est de calculer le précompensateur neutre optimal P € (Fep, @, %)% de
ce systéme. Puisque ce précompensateur est neutre pour tous les h contenus dans
les intervalles [ Hy, , Hi1 ] et [ Hy5, Hi2 ], il ne modifie pas le comportement du
systéme controlé, i.e. :

HxP=H.

En outre, il s’agit également du plus grand neutre en réponse au critére du juste-a-

temps, i.e. :

P=@{P|VHe[h, h,EXP<HYH}= N\ HYH
He[h , h]

Grace a la proposition 5.32, la valeur de la matrice P s'obtient en réalisant le
calecul de E @ H §H. Ainsi :

P = EoH\H,

P Py A) @ (A @ AS) « (A3)* AG * (AD)*
Py Py € AJ & At (A])*

Dans cet exemple, ce précompensateur est donné causal, soit P € (Fep, @, *)1° 22

5 Conclusion

Dans la premiére section de ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé les
structures de controle existantes en théorie des systémes (min,+)-linéaires. Nous
avons notamment présenté le précompensateur p (i.e. un controleur placé en amont
du systéme, commande en boucle ouverte) et le retour de sortie f (i.e. un controleur

placé entre la sortie y et l'entrée u du systéme, commande en boucle fermée).
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Ensuite, dans un contexte de systémes supposés incertains, soit lorsque leurs dyna-
miques ne sont connues qu’a travers des intervalles [ A, h ] ou | B, 3], et tout en

respectant le critére du juste-a-temps, trois problémes de commandes ont été résolus.

Dans un premier temps, la section 2 a traité le probléme connu sous le nom
anglais Window Flow Control dont nous avons associé les deux hypothéses de fonc-

tionnement suivantes :

- le flux aller des données S; et les acquittements retours Sy sont supposés dis-

tincts,

- les services fournis par les éléments du réseau sont encadrés par des intervalles
[B,, Bilet[By, Bl
Dans ce contexte, le controleur assimilé a une structure de type retour de sortie, est
une fenétre qui filtre les entrées afin de garantir une quantité de données en transit
dans le réseau toujours plus petite que sa taille. La proposition 5.11 fournit le calcul

suivant de la taille optimale w de cette fenétre :

= ((8,%8,#(8,8)) A (B1xB1# (BB1)) ) (0),

et permet ainsi d’obtenir une dynamique en boucle fermée (avec S; et Sy) identique
a celle du systéme en boucle ouverte (soit Sy seul). Ce travail est présenté dans les
articles [Le Corronc 2010b] et [Le Corronc 2011b].

Dans un second temps, le probléme de la réduction de l'incertitude en sortie
d’un systéme incertain [ k , h | est traité dans la section 3. Nous avons tout d’abord
proposé en 5.17 que 'ajout d’un précompensateur n’augmente en aucun cas l’incer-

titude en sortie du systéme controlé et ce pour n’importe quelle entrée u, i.e. :

7 (hp, hp) < % (h, h)

_ puisque  hpXhp = hih.
ZV(hpa hp) < Ey(ﬁ, h)

Par ailleurs, nous avons montré qu’un tel précompensateur offre la possibilité de
diminuer cette incertitude, jusqu’a atteindre une valeur temporelle 7y et/ou évé-
nementielle vy fixée. Le plus grand précompensateur p permettant d’atteindre cet
objectif est finalement présenté dans le corollaire 5.21 comme le plus grand point

fixe de 'application suivante :
p=pAhY(AGhp) ABY(AY hp).

La publication [Le Corronc 2010a| a permis de diffuser ce résultat.
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Pour finir, la section 4 propose d’appliquer & un systéme incertain [ b , h |,
un précompensateur qui est & la fois neutre pour tous les systémes inclus dans
Iintervalle [ k., k], et bien stir optimal selon le critére du juste-a-temps. Ce probléme
suppose en outre que le systéme h € [ b, h | est un systéme (min,+)-linéaire,
c’est-d-dire que pour toute entrée u et pour tout h dans l'intervalle : y = h * u.
Une telle restriction n’est pas nécessaire pour les deux controleurs précédents. Ce

précompensateur neutre p qui permet donc d’atteindre ’objectif suivant :
p=EP{p|Vhe[h, h]e<p=hihl},
est proposé pour les systémes SISO comme suit (cf. proposition 5.29) :
p=e®hyh.
Son extension aux systémes MIMO est donnée dans la proposition 5.32 par :
P=FE@H\H.

Ce précompensateur neutre optimal est présenté dans la publication
[Le Corronc 2009b].









Conclusion générale

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour sujet principal les systémes
(min,+)-linéaires, c’est-a-dire une classe de Systémes a Evénements Discrets pour
lesquels apparaissent principalement des phénoménes de délai temporel, de décalage
événementiel et de synchronisation. Les domaines d’application sont la modélisation
et le controle de systémes manufacturiers, de systémes de transports, mais aussi
de réseaux de communications, ce dernier champ d’application étant connu sous

I’appellation Network Calculus.

Dans ce contexte d’étude, nous nous intéressons dans un premier temps &
I’élaboration d’outils de calculs pour les systémes (min,+)-linéaires. Depuis les
travaux de l'équipe Max-Plus et de Stéphane Gaubert (cf. [Gaubert 1992]), il
est connu que le calcul des relations de transfert de ces systémes repose sur la
manipulation de fonctions (ou séries formelles) qui ont des propriétés de périodicité.
Plus précisément, la fonction de transfert d’un systéme mono-entrée mono-sortie
est nécessairement une fonction qui, aprés un fonctionnement transitoire, est ulti-
mement pseudo-périodique. Cependant, la complexité algorithmique des opérations
dépend en grande partie de la longueur du comportement transitoire. En effet, le
calcul de la fonction de transfert d’un systéme peut nécessiter la manipulation et le
stockage d’un nombre arbitrairement grand de données, ce qui pénalise fortement

les outils informatiques actuels utilisant cette représentation.

Les premiéres contributions de cette thése visent & développer un outil de calculs
plus efficace, en s’appuyant sur une représentation approchée des fonctions pseudo-
périodiques. Dans 'idée de 'approche ensembliste présentée dans [Jaulin 2001],
nous encadrons les fonctions manipulées par des ensembles « conteneurs », et nous
proposons des fonctions d’inclusion pour les opérations fondamentales & savoir le

min, U'inf-convolution et ’étoile de Kleene (cloture sous-additive).

Par construction, les fonctions manipulées sont incluses dans des intervalles
(conteneurs), dont les bornes sont le résultat d’approximations convexes. Cette ca-
ractéristique permet de relier ce travail & ’analyse convexe (cf. [Rockafellar 1997]).
Plus particuliérement, le systéme de conteneurs proposé dans ce mémoire consiste
a manipuler les systémes (min,+)-linéaires modulo la transformée de Legendre-

Fenchel. De ce fait, nous savons que ce systéme de calcul approché conserve
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néanmoins certaines caractéristiques importantes comme la pente ultime des
fonctions. Il apparait en outre que la complexité algorithmique des fonctions
d’inclusion est linéaire pour le min et I'inf-convolution, et quasi-linéaire pour 1’étoile
de Kleene. Tous ces algorithmes ont été mis en oeuvre au sein d’une librairie de

calculs développée en C++ et appelée ContainerMinMaxGD.

Dans un second temps, différents problémes de commande sont abordés. Tous
ces problémes ont en commun qu’ils s’appuient sur une représentation approchée
des systémes. Il s’agit soit de systémes pour lesquels certains paramétres sont
incertains ou sujets a des fluctuations, soit de systémes dont le comportement n’est
pas connu exactement (ce qui apparait lorsque leur transfert est calculé avec la
librairie ContainerMinMaxGD). Dans tous les cas, leur comportement est décrit

par un intervalle dont les bornes sont connues.

Ainsi, nous avons transposé quelques structures de contréle existantes pour les
systémes exacts (précompensateur et retour de sortie) afin de proposer des lois de

commande qui nous semblent originales dans ce contexte de systémes incertains.

Dans le cadre du Network Calculus, nous revisitons notamment le probléme du
Window Flow Control pour lequel les courbes de service décrivant le traitement des
flux de données et les acquittements sont différentes, et toutes deux représentées
par des intervalles. D’un point de vue systéme, la recherche de la fenétre optimale
revient & un probléme de synthése de contréleur de type retour de sortie. La taille
de la fenétre est calculée de fagon & ce que le flux d’acquittement ne freine pas le

flux de données.

Dans un second temps, et ce toujours dans le contexte des systémes décrits
par des intervalles, nous nous intéressons a I'impact de la loi de commande sur
Iincertitude de la sortie. Nous montrons que ’ajout d’'un précompensateur & un
systéme incertain fait nécessairement décroitre cette incertitude. Le probléme
de commande considéré est alors celui de la recherche d’un correcteur tel que
I'incertitude soit bornée par une valeur donnée. Dans les cas les plus favorables,
une annulation de l'incertitude peut étre envisagée grace au correcteur, c’est-a-dire

que le systéme incertain controlé est un systéme (min,+)-linéaire.

Enfin, le dernier probléme considéré est celui de la synthése d’'un controleur

neutre. Il s’agit alors d’un contréleur qui retarde l'entrée le plus possible sans pour
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autant retarder davantage la sortie par rapport au systéme seul. Dans le cadre des
systémes manufacturiers ou de traffic, un tel correcteur a l'avantage d’améliorer
les flux internes (les tailles des files d’attente), sans dégrader les performances du
systéme. Ce probléme, déja traité dans la littérature, est proposé ici dans le cas des

systémes incertains.

Dans I'ensemble, ce travail fournit donc une méthode de calcul approché pour
les systémes (min,+)-linéaires, ainsi qu’un certain nombre de problémes de controle

qui peuvent étre traités malgré I'incertitude engendrée par un tel outil de calculs.

Suite a ces travaux, plusieurs perspectives apparaissent. Tout d’abord, il serait
intéressant de compléter la librairie de calculs avec 'opération quotient (déconvolu-
tion). Mais quelle est la signification de la résiduation sur les conteneurs introduits
dans ce mémoire 7 D’un autre c6té, il reste encore de nombreuses structures et lois
de commande a adapter dans ce cadre des systémes (min,+)-linéaires incertains.
Par exemple, est-il possible d’appliquer & un systéme décrit par un intervalle,
un contréleur de type retour de sortie neutre pour toutes les dynamiques de cet

intervalle ?
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Dans le chapitre 3, la modélisation d’un systéme (min,+)-linéaire est réalisée

grace aux fonctions compteurs d’événements définies sur le dioide R,,;,, ¢’est-a-dire

en considérant principalement le nombre d’occurrences des événements. Or d’autres

points de vue sont également possible. Par exemple, griace aux fonctions dateurs

définies sur le dioide R;,q.;, les dates de ces événements peuvent étre prises en

compte, tandis que le dioide M{7[v,d] = B[v,d] yxs5-1)» permet de réunir ces

deux points de vue (événementiel /temporel) en un seul.

La modélisation des systémes a travers le dioide M{*[~,d] est présentée dans

cette annexe. Quelques éléments liés a l'utilisation de la librairie MinMaxGD

permettant de manipuler les séries formelles de M¢?[v, ] sont également donnés

dans un second temps.
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n

1 Modélisation dans le dioide de séries formelles

My, 6]

Dans la théorie conventionnelle des systémes, face & un produit de convolution

tel que donné dans la représentation entrée/sortie (3.8) et rappelée ici :
y=h=xu,

il est classique d’introduire la transformée de Fourier ou de Laplace des fonctions
considérées. Les modéles discrets ont également une représentation fréquentielle :
la transformée en z. De la méme maniére, la classe des systémes (min,+)-linéaires
dispose d’une transformée permettant de prendre en compte & la fois les aspects
événementiels et temporels des représentations en compteur ou en dateur. Les
décalages événementiels et temporels sont décrits au moyen d’opérateurs représentés

formellement par les variables v et §.

1.1 Transformée en ~,§

Soient x un événement et x(n, t) la suite qui lui est associée et dont les coefficients
sont dans B = {e,e}. L’occurrence x(n;,t;) de I'événement x peut s’interpréter de

deux facons :
- Poccurrence n; de I’événement x a lieu au plus tot a la date ¢;,
- a la date t;, il y a eu au moins n; occurrences de I’événement x.
D’aprés la définition suivante, une telle suite peut étre associée & une série du

dioide B[y, 0].

Définition A.1 (Transformée en +,d). La transformée en v,d de la suite

x(n,t) est donnée par la série formelle suivante dans B[~, d] :

z(y,0) = GB x(n, t)y"6".

(n,t)ez?

Une suite z(n,t) ainsi que la série z(-y, ) qui lui est associée correspond alors a

la trajectoire de I’événement x, avec dates t; et numéro n;.
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1.2 Monotonie des trajectoires

Gréace a cette transformée, les éléments du dioide B[, §] semblent bien adaptés
pour représenter les trajectoires des événements des systémes étudiés. Cependant,
puisqu’un compteur décrit un cumul d’événements, de telles trajectoires sont néces-

sairement monotones croissantes :

le nombre d’occurrences d’'un événement a la date ¢t — 1

est nécessairement plus petit que celui a 'instant ¢.
Idem pour les représentations par des dateurs :

la date de 'occurrence de I’événement numéroté n + 1

est obligatoirement supérieure a celle de I’événement numéroté n.

Autrement dit, pour une occurrence donnée z(nq,t;) et représentée par le monoéme
™14 dans B[y, 6], il ne faut pas considérer uniquement cette date 1 et ce numéro
ny, mais bien toutes les occurrences x(n;,t;) telles que n; > ny et ¢t < t;. Dans

B[y, 0], cela revient & considérer tous les mondmes situés dans le cone Sud-Est du

mono6me ™15,

Un tel filtrage des séries de B[, §] peut étre effectué de la maniére suivante :

/_yn(st _ (’}/n@’}/n—i_l@’yn+2@...)®((st@6t_l@5t_2@...),

o0

duplication du point d’origine jusqu’a 4> sur I’axe horizontal

et jusqu'a 6~ °° sur 'axe vertical,

00 ‘ 400 ‘
- (@) o (D),
i=0 i=0
= Ay @ (6TH* d’apres la définition 2.64,
— ’ynét’y*((sil)*.
Ainsi, seules les séries formelles de B[v,d] invariantes a la multiplication par

v*(671)* doivent étre considérées afin de prendre en compte cette propriété de

ax

monotonie des trajectoires. L’utilisation du dioide MZ[~v,d] prend en compte

cette caractéristique puisque ses éléments sont des classes d’équivalence modulo

7*(5_1)*-

Dans M%[y, 8], le produit des séries de B[y, d] par v*(6~1)* implique les régles
de simplification suivantes :
St @At = it
At @At = ymgman(tt)
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De plus, puisque M%*[v,d] est un dioide complet, tout couple a,b € M%[v,d]
admet un plus grand minorant noté a A b. Dans le cas o a et b sont des monomes,
on obtient la relation suivante permettant, puisque le dioide est distributif, d’établir

la borne inférieure A de deux éléments quelconques de M%*[~,d] :

,}/n(st A ,yn’(st’ _ ,Ymax(n,n’)(smin(t,t’).

Graphiquement, la correspondance des opérations @, ® et A entre les mondémes
de M@*[v,d] et les cones de 72, est donnée comme suit et représentée par la figure
Al:

- 46t @ ~™' 6" : union des cones sud-est de sommets respectifs (n,t) et (n/,t').

-4t @A™ 8t cone de sommet (n4n/,t+1') (soit le cone dont le sommet est

la somme vectorielle des sommets (n,t) et (n,t')).

- "8t A ™6 intersection des cones sud-est de sommets respectifs (n,t) et

(n',t).

1) 1) )
t — t+t — t/ o

t/
t t t
n n' v n| [n" n+n v n n’ v
(a) 78" & "' 8" (b) "' @ 478" = (e) 48t A"
,yn+n'5t+t' ,ymax(n,n')(smin(t,t')

FIGURE A.1 Représentation graphique des opérations sur M&*[, d]..

1.3 Relation de transfert

La modélisation analytique d’'un systéme peut donc étre réalisée a travers
le dioide M%¥[v,0d], tout en respectant la condition de trajectoires monotones

croissantes des systémes grace a la congruence ~*(61)*.
La représentation d’état donnée en (3.2) devient comme suit avec A €
My, 0] ™, B € M& [y, 0] P et C € My, 5]9" -
z(7,0) = Az(v,0) ® Bu(y,9),
y(7,9) = C(y,0).

(A1)
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n

Remarque A.2 Les décalages événementiel et temporel sont réalisés dans ce

systéme d’équations via les opérateurs v et ¢ :

yez(y,0) = Pant) ey =@ an-1,t) @,

neZ nez
s@z(v,0) = Pain,t)@y"6"™ =Pa(n,t —1) @47
teZ nez

Enfin, d’aprés le théoréme 2.68 de I'étoile de Kleene, le calcul de la matrice de

transfert H € M$[y, 6]7P se raméne au produit de matrices suivant :
H(v,0) = CA*B.
Exemple A.3 Les trajectoires des événements x;(+y, ), soient les tirs des transi-

tions du GET de la figure 3.1 présenté dans le chapitre 3, sont lices dans M%* [+, 0]

par les égalités suivantes :

/

21(7,6) = 7°8%u1(y,0) ® 7' 0%21 (v, 9),
22(7,0) = 7°8%ua(y,0) ® 7' 0%22(, 9),
23(7,0) = +'6%21(7,8) &4 8%22(v, 0),
y(7,0) = 7°6%x3(v, 9).

Dans ces équations, les éléments z(7, d) sont représentés sous leur forme minimale.

\

La représentation d’état du systéme est donnée comme suit :

x1 Y62 e ¢ x1 e €
1 n
T9 = e A3 ¢ T9 € e )
U2
xs3 y1o3 A068 e xs3 € €
x1
y = (5 € 7062> z9 |
T3

et sa matrice de transfert a pour valeur :

H(v,0) = (v'6°(v'0%)" 1°6'%(16°)").

Remarque A.4 (Périodicité des éléments de H ). Comme nous ’avions remarqué
lors de la modélisation dans le dioide Ry, il est & noter que les éléments de cette
matrice contiennent tous deux une seule étoile de mondéme ((v'62)* et (y16%)*)
faisant apparaitre un caractére ultimement périodique. Cette propriété de périodicité

est détaillée dans la section suivante.
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1.4 Périodicité : réalisabilité, causalité et rationalité

De maniére générale, les éléments de la matrice de transfert H sont des séries
formelles périodiques et dans ME7[~v,0], cette périodicité est exprimée selon la

définition suivante.

Définition A.5 (Périodicité). Une série s € M$*[v, §] est dite périodique s’il

existe deux polynoémes p et ¢ et un monoéme r de M%*[~, d] définis par :

o 8
p=@P"d, g= PNyl et r=4"6", (A.2)
i=0 j=0

tels que :

s=p®qr*. (A.3)

Une matrice est périodique si toutes ses composantes sont périodiques.

Remarque A.6 (Polynome de M%*[~,d]). Un polynéome de M%*[~,d] est une

série périodique dégénérée (r = ¢).

Définition A.7 (Pente asymptotique). La pente asymptotique d'une série
périodique s € M§Z[,d] est notée o(s) et est définie comme le ratio : o(s) = £.

Sous la forme donnée par les équations (A.2) et (A.3), le polynéme p caractérise
la période transitoire de la série alors que le polynéme ¢ représente le motif du
régime périodique. Cette périodicité est fournie par le monome r avec le ratio o. La

figure A.2 illustre cette configuration.

Cette caractéristique principale de périodicité des systémes (min,+)-linéaire
peut étre transposée selon plusieurs points de vue a travers des notions de réalisa-

bilité, causalité et rationalité comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme A.8 ([Baccelli 1992, Th. 5.39] et [Cottenceau 1999a, Th.
2.37]). Pour toute matrice de transfert H € M%[v,d], les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) H est réalisable,

(ii) H est périodique et causale,

(iii) H est rationnelle.
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FIGURE A.2 Série périodique de M%[~, d].

Les définitions de réalisabilité, causalité et rationalité sont données ci-dessous.

Définition A.9 (Réalisabilité). Une matrice H € M{* [y, §[P*™ est dite réa-
lisable s’il existe quatre matrices Ay, Ay, B et C de tailles respectives n X n, n x n,

n X p, et ¢ X n, et a coefficients dans B telles que :

H = C(vA; @ §A5)*B.

Remarque A.10 Exprimé différemment, H est réalisable s’il existe un systéme

(min,+)-linéaire dont la matrice de transfert est H.

Définition A.11 (Causalité). Une série s € M%T[v,d] est dite causale si
s =&(7,0) (la série nulle de M%*[~,d]) ou si chacun de ses monomes est a exposant

dans N. Une matrice est causale si toutes ses composantes sont causales.

Définition A.12 (Projection causale). Soit M&*[y, §]<“ le sous-dioide des
séries causales de M$[v, 0]]. L’injection canonique lcays définie de M%7 [, 6] dans
M2, 0] est résiduable et sa résiduée est notée Preays : M [y, 8] — M [y, )20,

Formellement, la série Preys(s) est la plus grande série causale plus petite ou égale
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Prcaus(s) = Prcaus( @ f(nu ti)’)/m(sti) = @g(ni, ti)'}’métiy

ieN ieN
pour laquelle :
f(nist)  si(ng,t;) > (0,0),

g(ni, ti) =
€ sinon.

Remarque A.18 Graphiquement, la projection causale consiste & ne conserver
que les monémes situés dans le cadran Nord-Est du plan Z2. Si une série z est

causale, alors elle est invariante par Preays, soit Preaus(z) = .

Remarque A.14 La définition A.12 est une reformulation de la définition 3.23
dans le cadre des séries de M%* [, d].

Définition A.15 (Rationalité). Une série s € M%T[v, ] est dite rationnelle
si son représentant minimal peut s’écrire avec un nombre fini d’opérations {®, ®, }
sur 'ensemble {e,e,v,0}. Une matrice est rationnelle si toutes ses composantes

sont rationnelles.

Remarque A.16 (Equivalence de notations). Grace aux équivalences apportées
par le théoréme A.8, la présentation d’un systéme (min,+ )-linéaire peut étre intro-

duite de plusieurs maniére.

- Un systéme avec une matrice H rationnelle a nécessairement une réalisation

finie de la forme :
r = Ax & Bu,

y=Cux.

- Si les matrices A, B et C' de la représentation d’état A.1 sont positives, alors

H = CA*B est tel que H;; sont des séries périodiques et causales.

- La matrice de transfert d’un systéme (min,+)-linéaire peut étre exprimée avec
une combinaison finie de {~,d} et {®,®, *} et posséde également une repré-
sentation périodique et causale. En particulier, il existe une représentation
périodique canonique pour les séries rationnelles de M%7y, d] ce qui a per-
mis le développement de la librairie de calculs MinMaxGD présentée dans la

section suilvante.
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2 Librairie de calculs MinMaxGD

Une librairie de calculs appelée MinMaxGD (cf. [Cottenceau 2000]) et dis-
ponible a ’adresse suivante : http://www.istia.univ-angers.fr/ hardouin/, a
été développée afin de manipuler des éléments du dioide M&* [, d]. Les opérations
disponibles ainsi que certaines des complexités qui leurs sont associées sont décrites
succinctement dans cette section. Pour plus de détails sur les algorithmes se référer
a [Cottenceau 1999a] et a [Gaubert 1992].

Remarque A.17 (Manipulation des fonctions de Fp,). Cette librairie MinMaxGD
peut également étre utilisée afin de manipuler des fonctions du dioide (Fep, ®, *), en
transformant ces derniéres en série de M$*[v, ¢]. Soit f une fonction de Fp, définie
comme suit :

n m K
ki j
F=Daie(@ar) <@
i>0 §>0

axr

avec t;, k;, T et K entiers. La série s € M{*[~, 0] qui lui est associée est la suivante :

n m
s=p@qer* =" o ("67) @ (v767) .
i>0 j>0

2.1 Formes propre, simple et canonique

Afin de manipuler aisément les séries périodiques de M{*[v, ] et d’en réaliser
des comparaisons, il est avant tout nécessaire d’introduire la notion de représenta-

tion canonique de ces séries.

Définition A.18 (Forme canonique d’un polynéme). Un polynéme est
dit sous forme canonique lorsqu’il correspond a son représentant minimal dans

M&[v,8] (cf. propriété 2.41), i.e. les sommets de ses cones dans le plan Z2.
o

Autrement dit, soit p € M%[v,d] un polynome tel que p = @ ™ d%. p est sous
=0
forme canonique sing < ny < ... <ng et tg <t; <...<tq.

Soit la série s € M%*[~, 0] définie telle que (cf. équations (A.2) et (A.3)) :

n

a B
s=p@®qr* avec p= @k, q= PNyl et r=~"4". (A.4)
i=0 j=0

La pente asymptotique de s est donnée par :

o(s)=v/T.
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Définition A.19 (Formes dégénérée et simple d’une série de M{7[v,d]).
La série s donnée par I'équation (A.4) est dite dégénérée lorsque v ou 7 est nul.

Elle est dite simple, ou élément simple, lorsque s = y"6(147)*.

Définition A.20 (Forme propre d’une série de M?*[v,0]). La série s don-

née par I'équation (A.4) est dite sous forme propre si :
- les polynémes p et ¢ sont sous forme canonique,

- (Nastg) < (No,Tp) (le premier mondme de ¢ doit étre situé dans le plan Z? a

droite et au-dessus du dernier monéme de p),

- (Ng,Tg) — (No, Tp) < (v,7) (le polyndéme g doit représenter un motif inférieur

a celui donné par le mondéme r).

Définition A.21 (Forme canonique d’une série de M%*[~,4]). La série
s donnée par l'équation (A.4) est dite sous forme canonique si elle est sous forme
propre et si les couples (nq,t3) et (v, 7) sont minimaux. Autrement dit, la taille du

transitoire p et la longueur du motif périodique ¢ sont minimisés.

Ezemple A.22 Soit la série s € M%*[v, §] suivante :
s=e®V &35 @ (770! @ 486%)(v%0%)*.

L’ensemble ¢r* = (v76* ®~86%)(v262)* correspond graphiquement & un escalier dont
la taille des marches est (1,1). Pour un résultat équivalent, il est possible de réduire
la taille du polynéme g en le factorisant par (e @ 'd'). L’égalité suivante est ainsi
obtenue :

g = (778" @ 56%)(v?6°)",
— 764( @7151 ( 2(52)*7
= it eor'd) (e oyt @),
— 754( 151)

La forme canonique de la série s est alors donnée par :

s=e®2 5t o3 @ et (vl
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2.2 Cloture des opérations dans MinMaxGD

Les opérations somme @, produit ®, inf A et résiduation § sur des séries pé-
riodiques de M%*[~,d], sont implémentées dans la librairie de calculs MinMaxGD.
Tout d’abord, les opérations @, ®, A et § sont des opérations closes dans le dioide

MGy, 8] comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme A.23 (Cloture des opérations dans M¢7[~,d]) L’ensemble des
séries périodiques de M$[v,d] est stable pour la somme, le produit, 'inf et la
résiduation. En outre, pour s et so deux séries périodiques non dégénérées (telles

que v1,vy # 0 et 71,72 # 0), on obtient les résultats suivants :

o(s1®s2) = min(o(s1),0(s2)),
o(s1®s2) = min(o(s1),0(s2)),
o(s1Asa) = max(o(s1),o0(s2)).

Sio(s1) < o(s2), alors :
o(s28s1) = o(s1),

sinon, sg§s) = €.

Preuve. Les preuves de ce théoréme sont données dans [Gaubert 1992, Chap. 7,

Annexe A] et [Cottenceau 1999a, Annexe B]. -

Corollaire A.24 ([Cottenceau 1999a, Cor. 2.40]). L’ensemble des séries
périodiques et causales de M{¥[~, 0] est stable pour la somme, le produit et I’étoile
de Kleene.

Ensuite, les techniques employées pour exprimer le résultat d’opérations sur
les séries périodiques reposent le plus souvent sur une bonne compréhension de
la manipulation des éléments simples. A titre d’exemple la méthode de calcul du
produit de séries simples est donnée avec la complexité algorithmique permettant

de l'obtenir.
2.3 Opération produit : ®

2.3.1 Produit de polynémes

Théoréme A.25 (Calcul et complexité algorithmique du produit de

m m ’ ’
polynémes sous forme canonique). Soient p = @ 7"6% et p’ = @ v"i6% deux
i=0 j=0
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polynémes de M@y, d] donnés sous forme canonique. Le produit ® de ces deux

polyndémes est donné par :

m m
pep = @ @ ryni+n;-5ti+t;_’

i=0 j=0

avec p ® p’ un polyndme également sous forme canonique. La complexité de ce

calcul est en O(m/mlog(m)).

Preuve. Ce calcul est tout d’abord composé de (m x m’) produits de monodmes.
Ensuite, il faut réaliser la somme de ces (mm’) mondmes en appliquant les régles
de simplification. Le cott total de opération est donc en O(m’'mlog(m)). Il est

éventuellement judicieux de commuter les polynoémes p et p'.

O

2.3.2 Produit de séries

Lors du calcul du produit de deux séries s et s’ de M%*[~,0] dont les pentes
asymptotiques sont différentes, il est nécessaire de connaitre a partir de quelle
valeur entiére notée K, la série s est définitivement « au-dessus » de la série s'.

Cette valeur est donnée par le lemme suivant.

Lemme A.26 (Domination [Gaubert 1992]). Soient s = v (776" )* et s’ =
A6t (v 67 )* deux séries simples de pentes asymptotiques différentes. Si o(s) =

v/t < o(s')=1'/7', alors il existe un entier K € N tel que :
,Yn’(st’ ® ,)/Kl/,dKTl(,YV/(ST,>* < ,yn(st(,yu(sT)*_ <A5)

avec :

TV — vt/ v

K:max([u(t’—1t)+7(n—n’)+w"’F"L—n""o)7 (A.6)

ou [a] € Z représente le plus petit entier supérieur a a € Q.

Autrement dit, en écrivant les séries de (A.5) comme suit :

,yn(st (’YV(ST)* _ @ ,yn—ﬁ-iu(st-i—iT’
>0
,Yn’ét’ ® ,)/KI/,(sKTI(,yV/(ST,)* _ @ ,yn’+j1/6t’+j~r’7
Jj=K
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il existe un entier K positif tel que I'inégalité (A.5) est vérifiée si, et seulement si :

n' +av >n+yv,
reN, Ve > K, Jye N tel que

t'+axr <t+yr

Ce lemme est illustré par la figure A.3 et sur laquelle la valeur du plus petit K est

3.

v (n' + 3V ,t + 37)
t ﬁ
7 >
n n
FIGURE A.3 Domination ultime de deux séries simples s = ~"6'(487)* et s’ =

A 8t (4767 )* de pentes différentes.

Remarque A.27 Notons que le K donné par l'expression (A.6) n’est pas

nécessairement le plus petit entier positif satisfaisant la domination (A.5).

Théoréme A.28 (Calcul et complexité algorithmique du produit de
séries simples). Soient s = 7"t (7767)* et s’ = 4" 6% (7*' 67 )* deux séries simples
de M$*[~, d]. Le produit ® de ces deux séries est une série périodique donnée comme

suit selon les valeurs des pentes asymptotiques de s et s'.

- Lorsque o(s) < o(s) :

s®s = ,yn+n’6t+t’(€ @ ,yl/(ST’ D...D ,Y(Kfl)y’(s(Kfl)T’)(,.)/1/57')*’

K:m([]o)
TV —UT

La complexité de ce calcul est linéaire et dépend de la valeur K, soit une

avec K donné par :

complexité en O(K).
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- Lorsque o(s) = o(¢) :
s®s = ,yn+n’5t+t’(e ) ,_yl/(sT D... P ,y(k:fl)l/(s(kfl)-r)
® (6 ® ,}/l//(sT/ ... ,Y(k’fl)z/é(k’fl)'r’)(,YI/”(ST”)*’
avec! V" = ppem(v,V) = kv = KV et 7" = ppem(r,7') = kr = k'7'. La
complexité de ce calcul est en O(K'klog(k)).
Preuve.

Lorsque o(s) < o(s’), selon le lemme A.26 et I’équation (A.5), il existe un

entier K positif tel que :

,YKV’(SKT’(/_YVI(ST/)* < (,}/I/(ST)* avec K = max <’VW—‘ 70) )

v —uvr!
Ainsi, le produit de s par s’ est donné par :
s® s = ,Yn(st(,)/z/(sf)* Q ,.)/n’(;t’(,)/1/’57")*7
— ,.Yn+n’5t+t’ ® (,Yz/(;‘r’)* ® (,yué‘r)*
_ ,Yn+n/5t+t’ Q <€ ® ,yl/(sT’ S...D ,Y(Kfl)u’(s(Kfl)T’
@ ,yKy’éKT’(,yv’éT’)*) ® (,ylléT)*,

_ ,_yn—i-n’(st—&-t’ ® <6 D ,YVI(ST, @...D ,Y(K—l)l/’é(K—l)T’> Q (,.Yl/dﬂ')*'

La complexité de ce calcul repose sur le développement du polynéme (e @

e = D= V(K_l)ylé(K_l)T,) qui est réalisé en temps linéaire selon la valeur

de K.

- Lorsque o(s) = o(s'), en posant v = ppem(v,V') = kv = k'Vv et 77 =

ppem(r, ') = kT = k'7', les étoiles des mondmes 487 et 4* 67 peuvent s’écrire

comme suit :

(,YV(ST)* — (e o ,71/67 ... ,y(k—l)yé(k_l)q_)(71/157_”)*’
(,YV/(ST/)* — (6 P ’71/57—/ ®... B ,.y(k'—l)ulé‘(k,—l)T/)(711//57'”)*‘

Le produit de séries simples de méme pente s’exprime donc :

$® S, _ ,}/n—ﬁ-n’dt—&-t’ Q (6 ® ,YVCST ... ry(k_l)V(S(k_l)T)
Q (6 & ,YV/(ST/ S... 0 ,y(k}/—l)l/é(k‘/—l)’r/) ® (,YV"(STH)*‘

1. ppcm : plus petit commun multiple.
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La complexité de ce calcul repose essentiellement sur le produit des deux po-
lynomes de (7/67)* et (v*'67 )*. Selon le théoreme A.25, cette complexité est
donnée en O(K'klog(k)), avec k = ppem(v,v') /v et k' = ppem(v, V') /V'.

(]

Les complexités de ces produits ne sont pas réellement élevées : linéaire
lorsque les pentes des séries sont différentes, et quasi-linéaire lorsqu’elles sont
identiques. Cependant, elles dépendent de développements de polynémes jusqu’a
une certaine valeur (valeur a partir de laquelle une série se retrouve graphiquement
au-dessus d’une autre, ou encore résultats de calculs de ppem), développements

qui peuvent étre arbitrairement longs et dont 1'utilisateur n’en maitrise pas les effets.
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1 Présentation de la librairie

Le conteneur f € F présenté dans le chapitre 4 (cf. définition 4.21), ainsi que
les algorithmes associés aux fonctions d’inclusion [@®], [+] et [ (cf. propositions
4.30, 4.34 et 4.36), ont été implémentés dans une librairie de calculs appelée
ContainerMinMaxGD. Cet outil est disponible a ’adresse suivante : http:
//www.istia.univ-angers.fr/"euriell.lecorronc/Recherche/softwares.php,
accompagné d’une documentation technique en anglais, et de fichiers d’exemples

d’utilisation.

1.1 Description de la librairie

La librairie ContainerMinMaxGD permet de manipuler des conteneurs f de fonc-
tions f € Feptelsque fef =1 f, f 1, La saisie des données peut se faire de deux
maniéres :

- lorsque le systéme est connu exactement, il est possible de saisir directement

ses valeurs afin de créer le conteneur qui I’encadre,


http://www.istia.univ-angers.fr/~euriell.lecorronc/Recherche/softwares.php
http://www.istia.univ-angers.fr/~euriell.lecorronc/Recherche/softwares.php
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- lorsque le systéme est incertain et n’est connu qu’a travers un intervalle, il
faut alors saisir les valeurs des bornes connues afin que l'outil construise le

conteneur.

Dans tous les cas, les approximations convexe C,, et concave C., sont réalisées
automatiquement lors de la construction du conteneur. Il est bien siir nécessaire de
respecter la définition 4.21 d’un conteneur f = [ f, 7] , en proposant a la librairie
des bornes f et f ayant la méme pente asymptotique : o(f) = o(f), et les mémes
coordonnées de départ : Aifi = Ai; (cela correspond a la définition 4.24 de la

forme canonique d’un conteneur).

Afin d’obtenir une meilleure précision que celle obtenue avec des nombres réels,
les points extrémaux des bornes des conteneurs sont définis comme des nombres
rationnels codés grace a la librairie Multi-Précision GNU (GMP). Ainsi, lorsque les

résultats proposés ne sont pas entiers, ils sont affichés sous forme de fraction.

Ensuite, les opérations disponibles dans ContainerMinMaxGD sont les fonctions
d’inclusion [o] € {[@], [¥], "/} données dans les propositions 4.30, 4.34 et 4.36 telles
que pour f,g € F :

flojg D fog,
flolg € F.

Il est également possible d’obtenir I'incertitude maximale ©¢ d’un conteneur f selon
la définition 4.26, soient les distances maximales en temps (délai) et en événement

(backlog) entre les bornes du conteneur.

Enfin, un lien est réalisé entre la librairie ContainerMinMaxGD et celle appelée
MinMaxGD (cf. [Cottenceau 2000| et annexe A.2). Ce lien permet notamment de
disposer des opérations de quotient & droite ¢ et & gauche § afin de calculer les
corrélations entre des fonctions de Fp, (cf. théoréme 3.54). En effet, comme le précise
la remarque A.17, puisque la librairie MinMaxGD propose de manipuler les séries
formelles du dioide M¢*[~,d] (cf. définition 2.37), elle peut étre utilisée avec des
fonctions de F¢p en transformant ces derniéres en série de M$[v, d]. La librairie
ContainerMinMaxGD offre donc la possibilité de créer un intervalle i = [ , i ], avec
i1 € Fep a partir d'un conteneur f. Ces fonctions de F;, sont ensuite implicitement

transformées en séries de M%7 [y, ]. Afin de ne perdre aucune donnée, les bornes %
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et 7 de cet intervalle sont construites comme suit :

Je.
Il

min{ i € Fop | 7= f },

max{ i€ Fep | i< f }.

-~
I

Il s’agit donc de prendre la plus grande fonction entiére de F¢p inférieure a f comme

borne i, et la plus petite fonction entiére de F, supérieure & f comme borne i.

1.2 Quelques mot-clés et exemples de scripts

Les éléments manipulés dans ContainerMinMaxGD sont donc des conteneurs
f=1f, A ¢ dont les bornes f et f appartiennent respectivement aux ensembles
Facy €t Facx. 11 est également possible de produire des matrices de ces conteneurs.
Les mots-clés représentant ces différents objets sont les suivants :

conteneur | Cserie

borne supérieure | Fmaj

borne inférieure | Fmin

matrice | MCserie

Voici quelques exemples d’utilisation de ces éléments.

// Déclaration des variables
Fmaj majl, maj2, maj3

Fmin minl, min2, min3
Cserie c1, c2, c3, c4, c5

MCserie mcl, mc2, mc3, mc4, mch

// Initialisation des bornes
majl = (1 0;5 2)[1]

minl = (1 0;1 3;2 6)[1]

maj2 = (4 2)[2/3]

min2 = (4 2;5 5)[2/3]

maj3 = (2 2;8 5)

min3 = (2 2;5 5)

// Initialisation des conteneurs
cl ((0 0;0 3)[11,(0 0;5 4)[1])
c2 = (minl,maj1)



162 Annexe B. Librairie de calculs ContainerMinMaxGD

c3 = (2 2;3 4
c4 = (0 0)
c5 = (eps)

// Initialisation des matrices de conteneurs

mcl(2,2) = ((0 0;0 3)[2],(0 0;5 4)[2]);
mc2(3,3) = (min3,maj3)

mc3(1,1) = (0 0)

mc4(2,2) = c4

mch = mc2

// Opérations disponibles sur les conteneurs et matrices
c2 =cl + c3

Star(c2)

c4 = (minl+min2,majl+maj2)

mcl1(1,1) = cl1 * ¢c3

mc5 = Star(mc2)

// Exécution d’un fichier texte

Exec(nomFichier.txt)

Le lien avec la librairie MinMaxGD est quant & lui décrit plus en détail dans la

documentation technique.

2 Expérimentations du conteneur

Trois tests de cette librairie ContainerMinMaxGD qui manipule des conteneurs

de F sont maintenant proposés.

2.1 Premiére expérimentation

Le premier test a pour objectif de vérifier que les résultats obtenus en utilisant
les fonctions exactes de F, sont toujours inclus dans les résultats des opérations

effectuées sur les conteneurs.

Configuration.

Soit A une matrice carrée du dioide (Fgp,®,*)19%10 dont la plupart des entrées
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sont la fonction € et certaines autres sont égales & e ou & une simple fonction élé-

mentaire Azlf . Soit A une matrice carrée de F10%10 contenant A de maniére garantie.

Remarque B.1 En réalité, les entrées de ces deux matrices A et A sont égales
puisque la construction d’un conteneur f & partir d’'une seule fonction élémentaire
AIT( fournit deux bornes identiques f = f composées d'un seul point extrémal de

coordonnées (T, K), et d’'une pente asymptotique infinie, i.e. o(f) = o(f) = +o0.

Ainsi, Coo(AK) = Cop(AK) = AK.

Les matrices A et A sont donc remplies comme suit :

3 € e Al e € € € € €
A2, € € € € € € e € €
e A e € € € € € e €
€ e A% € € € € € £ €
€ € € € £ € e Al e €
A=A=
€ € € e Ay e € € € €
€ € € € e Al ¢ € € e
€ € € € € e A e € €
£ € e € £ € € € SRAY
€ € € € € € e e A3, =

Remarque B.2 Cette matrice, issue d’'un exemple traité dans [Olsder 1998,
est un exemple de nombreuses interconnexions entre ses éléments lorsque son
étoile de Kleene est calculée. Il faut entendre par 14 que méme si la matrice A n’a
pas beaucoup d’éléments différents de e, la matrice A* est quant & elle remplie
de fonctions de JF, dont les éléments AKX sont donnés avec T € [ 0, 975 | et
Ke[0, 21].

Expérimentation.
Les matrices A* et AM sont respectivement calculées avec MinMaxGD et Contai-
nerMinMaxGD. Nous vérifions ensuite que chaque élément de A* est effectivement

inclus dans son conteneur, soit (A*);; € (AM),;.



164 Annexe B. Librairie de calculs ContainerMinMaxGD

Remarque B.3 Ce calcul de I'étoile de Kleene est intéressant pour tester la
librairie puisqu’il en utilise tous ses algorithmes. En effet, 'opération étoile de
Kleene ™ nécessite a elle seule de réaliser des sommes [@®], des produits [+] et le

4 . . 1. . *
calcul d’étoiles de fonctions élémentaires Agf .

Observations.
Tout d’abord, sur la méme machine, le calcul de A* prend 872 millisecondes tandis
que celui de A n’en prend que 70 ms, soit 10 fois moins. Ensuite, la vérification

se déroule sans probléme puisqu’effectivement :
— ¥
(A < (A% < (A7)
Par exemple, pour 1’élément ¢ = 1 et j = 1, la fonction (A*);; a pour valeur :

(A1 = AJ® Alge ® Ay ® Al ® Ay ® ALy ® A, @
(Agse D A73s ® Atde ® Aglo D Agsg ® Agpy) * (Age)™-

Les bornes (A[*])H et (ZM)H qui encadrent ont la méme premiére fonction élé-
mentaire que H :
A, Falhy, = A, (A )11 AO

Tl Taly,
et la méme pente asymptotique donnée sous forme simplifiée :
U((A[*])ll) = U((ZM)H) = 3/143.

Les points extrémaux de (A[*])H et (Z[*])H sont donnés ci-dessous par couple (¢, k) :

(A = {(0,0); (07,6)},

D’apreés ces informations, nous pouvons dire que pour ¢t = 572 :
(AMY(572) =18 < (AY(572) =12 < (A™)44(572) = 12.

Donc la fonction (A*);; est effectivement contenue dans lintervalle
[ (A[*})H , (ZM)H . Enfin, pour cet exemple, lincertitude maximale du

conteneur (A);; est donnée par :

@(AM)H - { Dmax - 286 5 Bmax — 6 }
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2.2 Seconde expérimentation

Dans un second temps, il est intéressant de mesurer le gain d’espace mémoire

entre 1'utilisation de conteneurs de F et les fonctions exactes de Fp.

Configuration.

Soient A, B et (C trois matrices appartenant respectivement 4
(Feps @, )P4 (Fopy @, %) et (Fop, @, %)% Soient A, B et C trois ma-
trices appartenant respectivement a F4*4 F4x1 et F1X4 Les matrices A, B, C et

A, B, C sont données telles que :

39 45 22 20
AIQ A29 A14 A40

@

AI A27 A36 A12 €
A=A = 23 b 20 ! ,B:B: etC:C:<g £ I3 e).
Al AR AR oY

[©)

™

10 27 32 32
AG A27 A30 AQ

Expérimentation.

Soient H € (Fep, ®, )11 et H € F1*! les deux matrices résultats des opérations :

H=CxA*xB et H = C[xAM[B,

La figure B.1 résume ces résultats obtenus avec MinMaxGD et ContainerMin-

MaxGD.

Observations.

Tout d’abord, notons que le calcul de H produit une matrice dont le seul élément a
une combinaison @ de 80 fonctions élémentaires Ajff avant sa partie périodique. Voici
quelques unes de ces fonctions élémentaires pendant le comportement transitoire et

lors du régime périodique, ainsi que sa pente asymptotique :
H=ARacABoANoAlle.. o AXe...0 A%« (AR, o(H) =31/62.

Concernant les éléments du conteneur H, ses bornes H et H ont beaucoup moins
de points que H. En effet, elles contiennent respectivement 4 et 3 points extrémaux

donnés ci-dessous par leurs couples (¢, k) :

= {(6,10) ; (67,28) ; (78,2040803/28642) ; (148,107)},

H
H = {(6,10); (50,28) ; (78,41)}.
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HeH A points extrémaux Ff

O points extrémaux

zone entre [ @ Q(H) et H

107

2040803
28642

06 50 78 =T, =7,
H =

FIGURE B.1 Matrice H = C % A* * B et son conteneur H = C[x]A [«]B.

Par contre, H, H et H ont la méme premiére fonction élémentaire :
Ay = ATF = AT,
et la pente asymptotique de H correspond & la forme réduite de celle de H :
o(H)=0(H)=1/2.
L’incertitude maximale O de H est également fournie par la librairie, & savoir :
O = { Dmax = 62, Bpax =31 }.

Pour finir, on peut constater que sur la figure B.1, le systéme H appartient a la zone

grise correspondant & la zone encadrée entre H et HOQ(H ), i.e. HOQ(H) < H < H.

2.3 Complexité expérimentale

Un dernier test est finalement réalisé afin de calculer la complexité expérimentale

du calcul de I’étoile de Kleene d’une matrice carrée, en fonction de sa taille.

Configuration.
Soit A une matrice carrée du dioide F™*" dont les entrées sont remplies par des

fonctions élémentaires A¥ , avec T et K des entiers aléatoirement choisis dans
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'intervalle [1,5], ou la fonction e.

Expérimentation.
Le calcul de A est réalisé 5 fois avec une taille de matrice évoluant entre 2 x 2 et

60 x 60, et les temps d’exécution moyen sont relevés.

Observations.

Les résultats présentant les valeurs moyennes des temps d’exécution de A en
fonction de la taille de A sont illustrés dans la figure B.2 (courbe la plus foncée).
Ces temps sont compris entre une complexité en O(n3) (due au calcul de 1'étoile

d’'une matrice de taille n x n) et une complexité en O(n3logn).

= Moyenne des temps ™= Complexité en O(n?) Complexité en O(n® log

d'exécution n)
1400000
1200000
1000000
800000
"
£
c
)
0
Q
£ 600000
)
=
400000
200000
0 ks - - na
4x4 8x8 15x 15 25x 25 35x 35 45 x 45 60 x 60
2x2 6x6 10x 10 20 x 20 30x 30 40 x 40 50 x 50

Matrice de taille n xn

FIGURE B.2 Temps d’exécution du calcul de A en fonction de la taille de A.
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Dans cette derniére annexe, nous proposons les scripts d’exécution qui ont permis

d’obtenir les résultats des exemples d’application des sections 3 et 4 du chapitre 5.

1 Reéduction de l’incertitude grace & un précompensa-

teur

Dans le cadre du probléme de réduction de l'incertitude d’un systéme incertain

[k, h], deux scripts a exécuter avec la librairie MinMaxGD sont proposés.

1.1 Calcul de l'incertitude maximale

Les calculs de (hu)Y(hu) et h{h sont donnés ci-dessous et permettent de
montrer que pour toute entrée u, I'incertitude maximale du systéme est donnée par
la corrélation h¥h (cf. proposition 5.12). Les variables hi et hs correspondent aux

bornes de l'intervalle [ b, h .

ScriPT C.1 : Calcul des corrélations (hu)Y(hu) et h{h, cf. exemple 5.15.

series([1 0],[4 11,[2 1])
series([1 0;2 3],[4 5],[2 11)

u = series(eps,e,[2 3])

hi
hs

hiu = hi *x u
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hsu = hs *x u

hsu \ hiu

correlationl

correlation2 = hs \ hi

L’exécution de ce script fournit les résultats suivants :

correlationl = (hu)y(hu) = A%; @ Alx (A2)*,
correlation2 = hyh = AY, x(A}*

1.2 Suppression de l'incertitude d’un systéme SISO

Ensuite, I’algorithme du corollaire 2.62 est repris dans le script ci-dessous afin
de calculer la valeur du précompensateur optimal proposé dans la section 3 du
chapitre 5. Ce précompensateur permet ainsi de supprimer l'incertitude en sortie

du systéme controlé.

ScrIipT C.2 : Calcul du précompensateur optimal p permettant de supprimer l'in-

certitude, cf. section 3.4 du chapitre 5.

hi
hs

series(eps, [0 8],[4 5]) + series(eps, [35 49;45 64],[4 6])
series(eps, [0 8],[4 5]) + series(eps,[15 24;25 39],[4 6])

val = prcaus(hi\hi)
p = s_top
pointFixe = %F;

while pointFixe == %F
pAvant = p;
p = ((hi*p)/hs) ~ prcaus(p) ~ val
if pAvant ==
pointFixe = %T;
end

end
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pOptimal = p

hip = hi * pOptimal

hsp = hs * pOptimal

correlation = hsp \ hip

Les résultats obtenus en quatre itérations sont les suivants :

pOptimal = D = Alod...0 A« (A,
hip = hsp = hp = hp = AlD...® AR (A,
correlation = (hp)f(hp) = AJ®...® AR x (A3)*,

2 Précompensateur neutre optimal

Le calcul du précompensateur neutre optimal donné en tant qu’exemple
d’application de la section 4 du chapitre 5 est proposé ci-dessous. Ce script est
a exécuter avec la librairie MinMaxGD. Les variables Hi et Hs sont les matrices
contenant respectivement les bornes inférieures et supérieures des éléments de H,
ainsi Hi = ( Hy; H,, ) et Hi = ( Hy3 Hi2 ). La matrice I correspond quant & elle

A la matrice identité E.

ScripT C.3 : Calcul du précompensateur neutre optimal p, cf. section 4.4 du cha-

pitre 5.

Hi(1,1)=series([0 1],[1 2],[3 21);
Hi(1,2)=series([0 11,[2 2],[2 2]1)
Hs(1,1)=series([0 3;1 4],[2 5],[3 2]1);
Hs(1,2)=series(e, [0 2],[1 11)
I(1,1)=series(e);

I1(2,2)=series(e)

pOpt = I + (Hs \ Hi);
pOptCaus = prcaus(pOpt)
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L’exécution de ce script fournit le résultat suivant :

pOptCaus(l,1) = AJ)a (A% @A)« (A,
pOptCaus(1,2) = Aé * (A7),
pOptCaus(2,1) = e,

pOptCaus(2,2) = AJ@ A]*(AD*

avec pOptCaus = p = Preaus(E © HYH).
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Modéles et calculs garantis pour les systémes (min,+)-linéaires

Résumeé : Cette these se situe dans le contexte des systémes (min,+)-linéaires incertains, contenus
dans des intervalles dont seules les bornes sont connues.
Dans un premier temps, puisque les calculs exacts — somme, inf-convolution, étoile de Kleene/cléture
sous-additive — sont souvent cotliteux en espace mémoire et en temps de calculs, des calculs approchés
sont, proposés a travers des fonctions d’inclusion. Les résultats obtenus sont des intervalles particuliers
appelés conteneurs. La borne supérieure d’un conteneur est 1’élément le plus grand de la classe
d’équivalence du systéme approché selon la transformée de Legendre-Fenchel. La borne inférieure
représente un minorant de cette classe d’équivalence et ainsi du systéme exact. Les caractéristiques
de convexité de ces bornes permettent d’obtenir des algorithmes de calculs de complexité linéaire et
quasi-linéaire.
Dans un second temps, la commande des systémes (min,+)-linéaires incertains est étudiée. Ces
incertitudes peuvent apparaitre suite aux calculs effectués sur les conteneurs proposés ci-dessus, mais
également lorsque des paramétres incertains ou variables sont présents lors des modélisations. Des
structures de controles existantes (précompensateur, retour de sortie) sont appliquées & ces systémes
incertains et les problémes suivants sont ainsi traités : probléme du Window Flow Control, réduction
de l'incertitude en sortie du systéme contrélé par un précompensateur, calcul d’un précompensateur

neutre ralentissant les entrées sans dégrader la dynamique du systéme seul.

Mots-clés : Systémes a Evénements Discrets, Algébres (min,+) et (max,+), Network Calculus,

Controle de systémes (min,+)-linéaires, Window Flow Control

Guaranteed models and computations for (min,+)-linear systems

Abstract : This thesis deals with uncertain (min,+)-linear systems contained in intervals, the
bounds of which are known.
First, as exact computations — sum, inf-convolution, Kleene star /subadditive closure — are often memory
consuming and time costly, some approached computations are introduced through inclusion functions.
The obtained results are particular intervals called container. The upper bound of a container is the
greatest element of the equivalence class of the approached system modulo the Legendre-Fenchel trans-
form. The lower bound of the container is a lower bound of this class, and so of the approached system.
The convex characteristics of these bounds provide algorithms of linear or quasi-linear complexity for
the computations.
Second, the control of uncertain (min,+)-linear systems is studied. These uncertainties can appear after
computations realized over the containers introduced above, or when uncertain or variable parameters are
present during the modelings. Some existing control structures (precompensator, feedback) are applied
over these uncertain systems and the following problems are treated: Window Flow Control problem,
reduction of the uncertainty at the output of the system controlled by a precompensator, computa-

tion of a neutral precompensator which delays the input without damage the transfer of the system alone.

Keywords : Discrete Event Systems, (Min,+) and (max,+) algebras, Network Calculus, Control

of (min,+)-linear systems, Window Flow Control
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